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Resumen

En numerosas aplicaciones de ingenieria y sistemas naturales el flujo de un fluido sucede entre un
medio libre y un medio poroso. En tales sistemas, el flujo del fluido en la regién de la frontera (inter-
region) entre el medio libre y el medio poroso puede determinar en flujo en las regiones homogéneas,
es decir, las porciones de ambas regiones localizadas fuera de la region de la frontera. Esto a su vez,
puede influenciar y determinar a la transferencia de calor y masa entre ambas regiones, cantidades
que frecuentemente se presentan a la par, y pueden determinar el desempefio de las aplicaciones
de ingenieria y el curso de los sistemas naturales. El modelado mediante modelos macroscépicos
puede ayudar a entender la influencia del flujo en la regién de frontera sobre el flujo en todo el
sistema compuesto, y describir y entender mejor a la transferencia de masa y calor en el mismo. Sin
embargo, hasta hoy en dia, existe ambigiiedad en cémo modelar macroscépicamente el flujo del fluido
en la inter-region. En especifico, numerosos trabajos han sugerido incluir términos adicionales en
las ecuaciones gobernantes, tal como una correccién de Brinkman a la ley de Darcy e incluso dos
correcciones de Brinkman. A pesar de que numerosos esfuerzos se han reportado en la literatura para
desarrollar ecuaciones macroscopicas para ello, no existe una ecuacién acordada que aplique en esta
region. En este trabajo, usando del método del promedio volumétrico se derivan las ecuaciones de
transporte generalizadas de masa total y de cantidad de movimiento para describir el flujo de un fluido
entre un medio libre y un medio poroso. En especifico, la ecuacién de la transferencia de cantidad de
movimiento incluye coeficientes efectivos dependientes de la posicidn, dos términos viscosos en lugar
de uno, referidos como la primera y la segunda correccién de Brinkman, y un término de Darcy que
involucra una permeabilidad dependiente de la posicion. Las predicciones de los coeficientes efectivos,
que cierran a las ecuaciones, se realizan mediante el desarrollo y solucién, en dominios representativos
de la regién de frontera, de problemas de valor a la frontera auxiliares asociados. Ademas, estas
predicciones se hacen mediante una metodologia hibrida basada en definiciones obtenidas en el
desarrollo de los problemas auxiliares y de informacién proveniente de la escala de poro. Ambos
tipos de predicciones se obtienen considerando varias estructuras de medios porosos. Finalmente, la
precision de las ecuaciones se evaltia al comparar los perfiles promedio resultantes de su solucién con
los obtenidos de promediar los campos locales que surgen de desarrollar simulaciones a la escala poro.
Los resultados muestran por primera vez que, para describir de manera precisa a la transferencia de
cantidad de movimiento de un fluido, en cualquier parte de un sistema compuesto por un medio libre y
un medio poroso, las ecuaciones de transporte generalizadas de cantidad de movimiento deben incluir
dos correcciones de Brinkman en lugar de una. Ademas, elucidan que las ecuaciones deben incluir un
término con la forma de la ley de Darcy, pero considerando variaciones espaciales de la permeabilidad
intrinseca y la permeabilidad aparente para el flujo reptante e inercial de un fluido, respectivamente.
Esta investigacion corrobora y da soporte a la ecuacién de Darcy-Brinkman, propuesta ya hace mas
de setenta afios, cuya validez ha sido un tema de gran debate en la literatura. M4s atin, expone que la
correccion de Brinkman no solo es aplicable para medios porosos con porosidades del seno del medio
poroso cerca de la unidad, tal como se propuso originalmente. Cabe enfatizar que, incluir o no tales
términos adicionales en la region de frontera, conduce a predicciones erréneas del flujo de un fluido

entre un medio libre y un medio poroso, y por consiguiente, podria introducir errores en la prediccion



de la transferencia de masa y calor en los mismos sistemas.
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El flujo de un fluido sobre y a través de un medio poroso estd presente en muchas aplicaciones de

la ingenieria y en ejemplos medioambientales. Por ejemplo, el flujo en reactores de lecho empacado,
procesos de secado, intercambiadores de calor no convencionales, sistemas de aislamiento térmico,
subsuperficie terrestre, zona béntica en cuerpos de agua, dosel arbéreo, por decir algunos. El modelado
del flujo en este tipo de sistemas compuestos ha sido el objeto de estudio de numerosas investigaciones
durante los ultimos sesenta afios. La causa de ello consiste en que el flujo del fluido puede determinar
a la transferencia calor y masa entre la regién del medio libre y del medio poroso, lo cual a su vez
puede influenciar o determinar el desempefio de tales aplicaciones. Esto ha motivado a desarrollar
modelos que puedan proporcionar descripciones cada vez més precisas y mds generales del flujo de

un fluido, y por consiguiente de la transferencia de calor y masa.

Debido a la estructura compleja de un medio poroso y a la disparidad de longitudes caracteristicas
asociadas, el flujo de un fluido entre un medio libre y un medio poroso se estudia usualmente mediante
modelos macroscépicos en términos de ecuaciones de medio efectivo. Estas ecuaciones contienen
coeficientes efectivos que incorporan el efecto de la microestructura del medio poroso en la descripcién
macroscépica. En general, en las porciones homogéneas de ambas regiones (i. e., el bulk o seno de
ambas regiones), los coeficientes efectivos son constantes. En contraste, en la zona de transicion
entre ambas regiones (i. e., la inter-regién medio libre/medio poroso), los coeficientes efectivos
varian rapidamente con la posicién (Khalili ef al., 2014, 2018). Por consiguiente, una descripcién
completa del flujo de un fluido en este tipo de sistemas, requiere no solo considerar el efecto de la
microestructura de las porciones homogéneas, sino también de la inter-region entre ellas. Para llevar a
cabo esto, existen dos modelos alternativos, los cuales se conocen como los modelos de uno y dos

dominios (Goyeau et al., 2003; Luminari et al., 2019).

Por un lado, un modelo de dos dominios (TDA por sus siglas en inglés) considera que un sistema
medio libre/medio poroso se compone por dos regiones homogéneas, en las cuales el transporte
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se describe mediante una ecuacién promedio escalada con coeficientes constantes, mientras que la
inter-region se reemplaza por una superficie divisoria. Ademas, requiere de condiciones de frontera
de salto para acoplar a las ecuaciones en la superficie divisoria, las cuales contienen coeficientes de
salto que dependen de la microestructura del medio poroso en la inter-regién y de la posicion de la
superficie divisoria (Beavers and Joseph, 1967; Ochoa-Tapia and Whitaker, 1995a,b; Valdés-Parada
et al., 2013). El desarrollo de un TDA para describir el flujo de un fluido en un sistema medio
libre/medio poroso ha recibido mucha mas atencién que el de un modelo de dominio (ODA por sus
siglas en inglés). De hecho, es mds comun encontrar el modelado del flujo en un sistema medio
libre/medio poroso mediante un TDA que un ODA. Esto se debe a que este modelo involucra dos
ecuaciones de medio efectivo con coeficientes efectivos constantes, haciéndolo mds atractivo Aguilar-
Madera et al. (2011a,b). Sin embargo, este tipo de modelo presenta dos problemas importantes hasta
hoy en dia: (i) atn es necesario definir y establecer las ecuaciones que se deben utilizar en todo el
medio poroso y (ii) se desconocen la o las condiciones de frontera de salto que se deben aplicar en la
superficie divisoria. El primer problema se relaciona con el hecho de que el medio poroso completo se
considera que es homogéneo hasta la superficie divisoria, incluyendo la porcién del medio poroso
contenida en la inter-regién medio libre/medio poroso. Esto ha dado lugar a una gran controversia,
ya que diversos trabajos implicitamente indican que la ecuacién gobernante en todo el medio poroso
debe ser la ley Darcy, mientras que varios otros indican que debe ser la ecuacién de Darcy-Brinkman.
El segundo problema se relaciona directamente con el primero. Esto se debe a que, si en todo el medio
poroso se utiliza a la ley Darcy, es necesario desarrollar una sola condicién de salto para acoplarla con
la ecuacién vélida en el medio libre, mientras que si se utiliza a la ecuacién de Darcy-Brinkman, es

necesario desarrollar dos condiciones de frontera de salto para el mismo fin.

Por otro lado, un modelo de un dominio (ODA por sus siglas en inglés) visualiza a un sistema
medio libre/medio poroso como una fase pseudo-continua, donde el transporte se describe mediante
una ecuacién de transporte generalizada (i. e., GTE por sus siglas en inglés), ya que considera
explicitamente a las variaciones espaciales de los coeficientes efectivos. A diferencia del desarrollo
de un TDA, el de un ODA ha recibido menor atencién, incluso cuando un ODA posee ventajas
con respecto a un TDA. En particular, en un ODA no se requiere el desarrollo de condiciones de
frontera en la superficie divisoria, lo cual evita, a su vez, predecir tanto a los coeficientes de salto
y a la posicidén de la superficie divisoria. Ademds, puede proporcionar una descripcién mas precisa
del flujo que un TDA, ya que no precisa de reemplazar a la inter-regidn por una superficie divisoria.
Mi3s atn, la implementacién de un ODA es mucho mds sencilla que la de un TDA, razén por la
cual ha sido utilizado frecuentemente en softwares comerciales (Inc, 2003; Ansys, 2009; Cd-Adapco,
2017; Cimolin and Discacciati, 2013). Sin embargo, aun con esto, el desarrollo de un ODA padece de
tres problemas hasta hoy en dia, los cuales podrian explicar porque su desarrollo ha recibido menor
atencién. En primer lugar, aun es necesario desarrollar y establecer las GTEs que deben utilizarse
en un ODA, con el fin obtener predicciones del flujo lo méas cercanas posible a la realidad, ya que
existen una gran variedad de GTEs, incluso para un mismo sistema. Segundo, atin se desconocen cOmo
deben ser y como predecir las variaciones espaciales de los coeficientes efectivos, principalmente en
la inter-regién entre un medio libre y un medio poroso, lo cual hasta ahora ha conducido a utilizar
expresiones empiricas para ello. Por dltimo, se desconoce la extensién (&) y localizacién de la

inter-region. Generalmente, se han utilizado modelos de un dominio semiempiricos (Vafai and Tien,
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1981, 1982), donde las variaciones espaciales de los coeficientes efectivos se obtienen a partir de
interpolaciones heuristicas entre las propiedades de cada regién homogénea, conduciendo asi a la
forma cerrada de las ecuaciones. Sin embargo, estos modelos no garantizan una descripcion precisa

del flujo del fluido en todos lados de un sistema medio libre/medio poroso.
Con base en lo anterior, este trabajo de investigacion tiene los siguientes objetivos:

= Analizar la extensioén y forma de la capa de Brinkman entre un medio libre y un medio poroso
para asi mostrar la pertinencia de las correcciones de Brinkman a la ley de Darcy.

= Desarrollar y validar las GTEs para la transferencia de cantidad de movimiento del flujo reptante
e inercial de un fluido entre un medio libre y medio poroso.

= Analizar el alcance y limitaciones de un problema de cerradura local (PCL) utilizado para
predecir las variaciones espaciales de los coeficientes efectivos en la inter-regién entre un medio

libre y un medio poroso.

Este trabajo se organiza de la siguiente manera. En el capitulo 2 se presenta la revision bibliografica
de los trabajos mds sobresalientes para esta investigacion. Esta revision se divide en dos partes, en
los trabajos enfocados a describir la transferencia de cantidad de movimiento de un fluido en el seno
de un medio poroso y en dominios compuestos por un medio libre y un medio poroso. La segunda
parte, a su vez se divide en aquellos trabajos que utilizan un TDA y un ODA. Ademads, se revisan
los trabajos experimentales y aquellos que utilizan simulaciones numéricas a la escala de poro (PSS
por sus siglas en inglés) para estudiar el flujo de un fluido entre un medio libre y un medio poroso.
Asimismo, se describen algunos métodos de escalamiento para el desarrollo de ecuaciones de medio
efectivo. Por otro lado, en el capitulo 3 se presenta la pregunta de investigacidn, la hipdtesis y los

objetivos, tanto el general como los particulares.

Posteriormente, el capitulo 4 estd dirigido a determinar y analizar la extensién y forma de la
capa de Brinkman en la inter-regién entre un medio libre y un medio poroso. Esto se lleva a cabo
calculando los perfiles de velocidad promedio en un sistema compuesto por un medio libre y un medio
poroso, los cuales se obtienen de promediar perfiles de velocidad local resultantes de realizar PSS. Por
su parte, en el capitulo 5 se desarrolla y valida una primera forma de las GTEs para la transferencia
de cantidad de movimiento del flujo reptante entre un medio libre y un medio poroso. El proceso de
cerradura se realiza utilizando informacion proveniente de PSSs. Subsecuentemente, el capitulo 6 se
enfoca en el desarrollo de GTEs cerradas para la transferencia de cantidad de movimiento del flujo
reptante entre un medio libre y un medio poroso. El proceso de cerradura se lleva a cabo mediante el
desarrollo de un PCL, el cual permite definir y predecir coeficientes efectivos. Ademds, se propone
una metodologia para predecir a dichos coeficientes a partir de perfiles locales proveniente de PSSs.
Por otro lado, el capitulo 7 aborda el desarrollo de las GTEs para la transferencia de cantidad de
movimiento del flujo inercial entre un medio libre y un medio poroso. Andlogamente al capitulo 6,
en este se lleva a cabo el proceso de cerradura mediante el desarrollo de PCL asociado y asi como
de informacién local obtenida de PSSs. Por dltimo, en el capitulo 8 se presentan las conclusiones
generales y perspectivas de este trabajo. Ademas, se exhibe la lista de referencias utilizadas a lo largo
del trabajo, la nomenclatura y los apéndices con material complementario.
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Productos derivados durante el doctorado

Arficulos publicados

Los resultados encontrados en el desarrollo de esta investigacidn fueron publicados como articulos
en revistas indizadas. Los articulos derivados de esta investigacién son

= Hernandez-Rodriguez R., Goyeau, B., Angot, P., & Ochoa-Tapia, J. A. (2021). Average
velocity profile between a fluid layer and a porous medium: Brinkman boundary layer Perfil de
velocidad promedio entre una capa de fluido y un medio poroso: La capa limite de Brinkman.
Revista Mexicana de Ingenieria Quimica, 20(1), 51-76. DOI: 10.24275/rmiq/Fen843

= Hernandez-Rodriguez R., Angot, P., Goyeau, B., & Ochoa-Tapia, J. A. (2022). Momentum
transport in the free fluid-porous medium transition layer: one-domain approach. Chemical
Engineering Science, 248, 117111. DOI: 10.1016/j.ces.2021.117111

Por otro lado, el conocimiento adquirido durante en esta investigacion se extendié para desarrollar
los siguientes articulos que serdn sometidos en revistas indizadas para su publicacién correspondiente
= Hernandez-Rodriguez, R., Luévano-Rivas, O. A., & Ochoa-Tapia, J. A. (2022). One domain
approach for immiscible two-phase dispersed flow near porous media boundaries. En dltima
version.
» Hernandez-Aguirre, A., Castillo-Araiza, C. O., Ochoa-Tapia, J. A., & Hernandez -Rodriguez,
R. (2022). A Generalized Pseudo-Continuous Model for Modeling Single-Phase Flow in a
Packed Bed Reactor with a low d;/d,,. En preparacion.

Participaciones en foros académicos

Los resultados encontrados durante el desarrollo de esta investigacion se presentaron en los
siguientes congresos nacionales e internacionales:

= Hernandez-Rodriguez R., Callejas-Quiroz, F., Cardenas, J. P., y Ochoa-Tapia J. A. (2018).
Flujo en la inter-regi6 fluido/medio poroso con distribucién variable de tamafio de poro. XXXIX
Encuentro Nacional de la AMIDIQ, San José del Cabo, BCS.

= Hernandez-Rodriguez R., Ochoa-Tapia J. Alberto, Goyeau, B. y Angot, P. (2018). Modelo de
un dominio para la transferencia de cantidad de movimiento entre una regién de fluido y un
medio poroso. XXXIX Encuentro Nacional de la AMIDIQ, San José del Cabo, BCS.

= Hernandez-Rodriguez R., Angot, P. , Goyeau, B., and Ochoa-Tapia, J. A. (2018). Average
velocity profile in a channel partially filled with a porous medium. InterPore2018, New Orleans,
USA.

= Hernandez-Rodriguez R., Angot, P. , Goyeau, B., and Ochoa-Tapia, J. A. (2018). Average
velocity profile in a channel partially filled with a porous medium. 1% CBI Students’ Metting,
CDMX, México.




2.1
2.1.1

En este capitulo se presenta una revision de los trabajos mas relevantes relacionados con la

presente investigacion. En la primera parte se exponen los trabajos enfocados a modelar el flujo de un
fluido en el seno de un medio poroso y en la segunda a aquellos enfocados a modelarlo en sistemas
compuestos por un medio poroso y un medio libre. En esta tiltima se revisan los trabajos dirigidos a
desarrollar, empirica o sistematicamente, los modelos conocidos como TDA y ODA. Posteriormente,
se revisa la importancia de estudiar el flujo de un fluido a través de un canal parcialmente ocupado por
un medio poroso, ampliamente utilizado en la literatura para caracterizar el flujo de un fluido alrededor
de la frontera entre un medio poroso y un medio libre. Por tltimo, se revisan algunos métodos de
escalamientos enfocados a desarrollar ecuaciones de medio efectivo para el estudio de fenémenos de
transporte en sistemas multifasicos y de naturaleza jerarquica, en el sentido de Whitaker (2009).

Flujo de un fluido en el seno de un medio poroso

Ecuacién de Darcy

El flujo de un fluido en medios porosos es de gran interés en muchas aplicaciones de la ingenieria
quimica, y su estudio se lleva a cabo usualmente mediante ecuaciones de conservacién macroscopicas,
promedio o de medio efectivo. En particular, el flujo de reptante, incompresible y estacionario de
un fluido Newtoniano a través de un medio poroso rigido y homogéneo, se describe frecuentemente
utilizando a la ley de Darcy, la cual en forma vectorial se expresa como

<Vﬁ>w:_%'<v<l’ﬁ>i_l’ﬁg> 2.1
donde g es la viscosidad dindmica del fluido, pg es la densidad del fluido, Kg,, es es el coeficiente
permeabilidad intrinseca del seno del medio poroso, el cual es un tensor de segundo orden, (vg)e
es el promedio superficial de la velocidad del seno del medio poroso (también conocida como la
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velocidad de filtracion o velocidad de Darcy), (pg >E, es el promedio intrinseco de la presién y g es el

vector de gravedad. Las cantidades promedio se definen como el promedio de su contraparte en la
escala microscopica (escala poroso) con respecto de una regién de promediado (i. e., un elemento de

volumen representativo), tal como se muestra en las siguientes definiciones

1
(P x=1 / ®rdV, @ =pg,vg (2.2a)
75(x)
<<P>ﬁ!x=L / @ledV (2.2b)
Vp(x)
75(x)

X

las cuales se relacionan mediante la ecuacion de Dupuit-Forchheimer como (@) [x = €5(x) (p)P
donde €g(x) =V /V es la porosidad o la fraccién de fluido contenido en la regién de promediado.

Una de las principales suposiciones en la ley de Darcy es que el nimero de Reynolds, basado en
el didmetro de particula /5, o de poro /g, es suficientemente pequefio (i. e., Re, < 1). Esta es una
situacién que se encuentra usualmente en medios porosos con relativamente baja porosidad. Cabe
mencionar que la forma unidimensional de la Ec. (2.1) se desarrollé primero empiricamente a través
de experimentos por Darcy (1856) y ha sido verificada por numerosos trabajos experimentales (Bear
and Cheng, 2010). Ademds, numerosos trabajos han tratado de desarrollarla teéricamente. Algunos
de los primeros intentos fueron proporcionados por (Hubbert, 1940; Irmay, 1958; Matheron, 1965;
Whitaker, 1966; Marle, 1967; Slattery, 1967; Whitaker, 1969). Sin embargo, en todos ellos no se
proporcioné alguna relacidn explicita entre la microestructura del medio poroso con el tensor de
permeabilidad intrinseca, por lo que se optd por alternativas semi-empiricas disponibles hasta ese
momento (Kozeny, 1927; Carman, 1938, 1956).

No fue hasta que Whitaker (1986) present6 una derivacion de la ley de Darcy a partir del
escalamiento de su contraparte en la escala microscépica usando el método del promedio volumétrico
(Whitaker, 1999). Ademads, desarroll6 un problema de valor en la frontera auxiliar, conocido como
un problema de cerradura local (PCL) , para predecir al tensor de permeabilidad intrinseca, y asi
incorporar los efectos de la microestructura del medio poroso en la descripcion del flujo en la escala
macroscépica. Cabe sefialar que su desarrollo estd limitado a medios porosos homogéneos, pero no
necesariamente a medios porosos espacialmente periddicos. Otros trabajos han derivado también
a la ley de Darcy a partir de las ecuaciones vélidas en la escala de poro usando otras técnicas de
escalamiento, tales como el método de homogenizacién (Auriault, 1987; Mei and Vernescu, 2010;
Ene and Polisevski, 2012). En tales casos, la permeabilidad se puede determinar a partir de la solucién
del problema de la escala microscépica en una celda unitaria del medio poroso con condiciones de

periodicidad en todas sus fronteras.

Ecuacion de Darcy-Brinkman

Otra opcién para describir el flujo reptante de un fluido Newtoniano a través de medio poroso
rigido y homogéneo, en la escala macroscopica, es la ecuacion de Brinkman (también conocida como
la ecuacién de Darcy-Brinkman o la ley de Darcy con la correccion de Brinkman). Esta ecuacién la
propuso empiricamente Brinkman (1949a,b), argumentando que la ley de Darcy sélo considera las
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resistencias al flujo de un fluido debido a la presencia del medio poroso y no las relacionadas con
los esfuerzos viscosos dentro del mismo fluido, las cuales llegan a ser importantes para valores de la
porosidad relativamente grandes. Ademds, destacé las dificultades que existen a la hora de especificar
las condiciones de frontera para acoplar el flujo de un fluido en un medio poroso con el flujo en un
medio libre adyacente a este. De esta manera, Brinkman sugirid incluir un término viscoso en la ley

de Darcy para obtener

0= —V(pp)y, +Ppe-+Hers V(v — sKps, (vp),, 23)

donde p.rr es la viscosidad efectiva, la cual depende de la viscosidad del fluido y de la microestructura
del medio poroso. Diversos esfuerzos se han dedicado a determinar a este coeficiente (Lundgren,
1972; Adler, 1978; Freed and Muthukumar, 1978; Adler and Mills, 1979; Koplik et al., 1983; Kim
and Russel, 1985; Larson and Higdon, 1986, 1987; Kolodziej, 1988; Martys et al., 1994; Givler and
Altobelli, 1994), aunque hasta ahora no ha sido posible determinarlo de manera exacta. De hecho,
inicialmente Brinkman sugiri6 utilizar a U, s = Ug hasta que mejores alternativas estén disponibles.
Una caracteristica sobresaliente de la Ec. (2.3) es que esta se reduce a la ecuacién de Stokes para
Kgw — o0 0 alaley de Darcy para Kg, — 0. Cabe sefialar que, Brinkman sugirié que para que su
ecuacion fuese vilida la porosidad del seno del medio poroso debe ser €4 > 0.6.

La validez de la ecuacién de Darcy-Brinkman ha sido un tema de gran debate en la literatura,
tal como se discute en Vafai and Kim (1990, 1995). Por elle, diversos trabajos han tratado de darle
una justificacién tedrica. Por ejemplo, Tam (1969) usé un promedio de ensamble para derivar a
la ecuacién de Darcy-Brinkman, aunque no proporciond alguna expresion de U.yr. Similarmente,
usando un promedio de ensamble, Lundgren (1972) derivé la ecuacién de Darcy-Brinkman para
una suspension de esferas y proporcion6 una expresion de la viscosidad efectiva dada por U.rr =
pg/(1—2.5(1—ggy)). Posteriormente, usando el método del promedio volumétrico (Whitaker, 1999),
Whitaker (1986) derivé la ecuacién de Darcy-Brinkman, donde p.rs = Ug/€g,. Ademds, mostrd
que se reduce a la ley de Darcy cuando se satisface la disparidad de escalas dada por /2 < L?. Afios
mds tarde, Auriault (2009) llevé a cabo un anélisis del dominio de validez de la ecuacién de Darcy-
Brinkman, donde concluy6 que esta ecuacion puede ser utilizada para describir el flujo en medios
porosos formados por particulas no conectadas y medios porosos fibrosos, aunque bajo condiciones
muy especificas. Ademads, llegé a la conclusion de que la ecuacion de Darcy-Brinkman no es adecuada
para describir el flujo en medios porosos consolidados. Recientemente, usando el método del promedio
volumétrico, Minale (2016) deriv6 una ecuacién de Darcy-Brinkman mds general para el caso del

flujo de un fluido viscoeldstico a través de un medio poroso.

Desde otro punto de vista, Nield and Bejan (2006) sugirieron que para muchos propdsitos practicos
no es necesario incluir el término viscoso en la ley Darcy, a menos que sea indispensable satisfacer la
condicién de no deslizamiento en una pared impermeable que limita al medio poroso. En ese caso,
Sahraoui and Kaviany (1992) mostraron que la ecuacién de Darcy-Brinkman puede describir una
zona de transicion dentro del medio poroso debido a la presencia de la pared impermeable. Mostraron
que el tamafio de la zona de transicién es s6lo unas cuantas veces el tamafio de particula /. Por otra
parte, y como lo indicé Brinkman en su trabajo, la ecuacion de Darcy-Brinkman ha sido ampliamente

utilizada para describir el flujo de un fluido en un medio poroso que estd contacto con el flujo del
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mismo fluido en un medio libre adyacente, tal como se discute mds adelante.

Ecuacion de Darcy-Forchheimer

Cuando el Re,, es del orden de la unidad o mayor, la ley de Darcy ya no es vdlida para describir
el flujo de un fluido en un medio poroso, debido a que los efectos inerciales son mds importantes
que los viscosos. Una mejor ecuacién macroscopica para esto es la ecuaciéon de Forchheimer (1901),
también conocida como la ecuacién de Darcy-Forchheimer o la ecuacién de Darcy con la correccién

de Forchheimer, la cual para flujo unidireccional esta dada por

~d{pp)”

dx :u?ﬁ<vﬁ>+ﬁPBH<VB>H<V/3> (2.4)

donde B es el coeficiente de Forchheimer, también conocido como el coeficiente de resistencia inercial
o el factor de resistencia inercial. En la Ec. (2.4), ademads del término de Darcy, ahora aparece una
correccion cuadrdtica en términos del promedio superficial de la velocidad. Esta ecuacién se propuso

empiricamente y ha sido heuristicamente extendida en forma vectorial como (Ward, 1964)

V{pg)’ ==L (vg) _Cff;% 1vg) | (vp) (2.5)

donde Cy es el factor de friccion o constante de arrastre. Con el fin de dar una justificacién a la
ecuacién de Darcy-Forchheimer, diversos trabajos han llevado a cabo comparaciones experimentales,
encontrando un buen ajuste para diferentes tipos de medios porosos (Macdonald et al., 1979; Bear,
2013). Por otro lado, diversos trabajos también han tratado de darle una justificacién tedrica (Irmay,
1958). No fue hasta que Whitaker (1996) present6 la derivacion formal de la ecuacién de Darcy-
Forchheimer a partir de su contraparte en la escala microscépica mediante el método del promedio

volumétrico (Whitaker, 1999), la cual se puede escribir como

(vp) = =32 (Vo) =) 20

o bien como

(vp) =~ (V{pg)? — pyg) ~Fs- (vp) @)

Hp

donde Hg es un tensor de permeabilidad aparente y Fg es un tensor de correccién inercial. De acuerdo
a esta ecuacion, la ecuacién macroscépica para el flujo inercial en medios porosos es lineal con
respecto a la velocidad en lugar de ser cuadritica. Ademads, los efectos inerciales son capturados por
el tensor de correccidon. Andlogamente a su trabajo de la ley de Darcy, Whitaker (1999) proporcion6
un PCL para predecir a dichos tensores. Cabe mencionar que este desarrollo también esté limitado a
medios porosos homogéneos, pero no necesariamente espacialmente periddicos. Un andlisis del efecto
del desorden de la microestructura del medio poroso sobre los efectos inerciales ha sido presentado
por Lasseux et al. (2011); Agnaou et al. (2016, 2017); Wang et al. (2019).
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2.1.4 Ecuacion de Darcy-Brinkman-Forchheimer

2.2

Siguiendo las ideas de Brinkman, con el fin de incorporar los esfuerzos viscosos en la ecuacién
macroscopica del flujo de un fluido en medios porosos para cuando el Re), es del orden de la unidad o
mayor, diversos trabajos han sugerido empiricamente afiadir el término de Brinkman en la ecuacion
de Darcy-Forchheimer (ver Ec. (2.4)). Ademads, varios otros han sugerido incluir un término de
acumulacién de cantidad de movimiento a esta misma. La ecuacién resultante, después de incorporar
las contribuciones anteriores, se conoce como la ecuacién de Darcy-Brinkman-Forchheimer (DBF), la

cual se puede expresar como

(v
Pe <8tﬁ> =~ V(pp)" + Ppg+ ters Y (vp) - <L$<Vﬁ>+cf5% 1vg)| <Vﬁ>) (2.8)

Vafai and Tien (1981, 1982) derivaron esta ecuacién usando el método del promedio volumétrico,
aunque esto s6lo fue posible después de cerrar empiricamente a la ecuacién promedio resultante con

el término de Darcy-Forchheimer, lo que les permitié obtener a

d(v
<atﬁ> +V- (g5 (vp) (vp)) | = ~V{pp)" + ppg -+ 85 1V (vp)

SB Pp

_<‘;§<Vﬁ>+Cf5%H<Vﬁ>H<Vﬁ>> (2.9)

Esta ecuacion ha sido ampliamente utilizada en la literatura para estudiar el flujo de un fluido
en lechos empacados (Vafai and Tien, 1982; Poulikakos and Renken, 1987; Alazmi and Vafai, 2000,
2004), el flujo de un fluido por conveccion natural en cavidades que contienen medios porosos
(Beckermann et al., 1987, 1988; Guo and Zhao, 2005), por mencionar algunos ejemplos. Cabe
mencionar que, debido a su naturaleza empirica o semi-empirica, se debe tener cuidado a la hora
de utilizarlas, puesto que no garantizan una descripcion precisa del flujo en la escala macroscépica.
Ademads, generalmente se desconoce como predecir los coeficientes efectivos que aparecen en dicha
ecuacion, lo cual ha conducido al uso de expresiones empiricas.

De lo anterior, cabe sefialar que aunque se tienen diversas aproximaciones para describir el flujo
de un fluido en medios porosos bajo diferentes regimenes de flujo, todos ellos solo son véalidos en
su seno, es decir, suficientemente lejos de sus fronteras. Sin embargo, en numerosas aplicaciones
de ingenieria y sistemas medioambientales, el flujo de un fluido sucede entre un medio poroso y un
medio libre adyacente, lo cual requiere acoplar las ecuaciones validas en el medio poroso con las
ecuaciones vélidas en el medio libre. Esto precisa encontrar las ecuaciones vélidas en la inter-region

entre el medio poroso y el medio libre adyacente, tal como se describe en la siguiente seccidn.

Flujo de un fluido en dominios compuestos por un medio libre y un medio
poroso

El flujo de un fluido en un dominio compuesto por un medio libre (regién—1) y un medio poroso
(regiéon—m), tal como el que se ilustra en la figura 2.1, es un sistema que se encuentra en numerosas
aplicaciones de ingenieria y en ejemplos medioambientales. En el primer grupo se sitdan el flujo en,

por ejemplo, sistemas de aislamiento término, solidificacién de metales, cojinetes porosos, reactores
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- (c) Regién homogénea—n
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(a) Regién homogénea —®»

Figura 2.1: Sistema en el que un fluido Newtoniano fluye sobre y a través de un medio poroso. Ejemplos de
la muestra (regién de promediado, ¥') en tres porciones en el sistema: (a) el seno del medio poroso, (b) la
inter-region medio libre/medio poroso y (c) el seno del medio libre.

de lecho empacado, reactores de tanque agitado con particulas porosas, intercambiadores de calor
no convencionales, silos para el almacenamiento de granos, procesos de secado, por mencionar
algunos. En el segundo grupo se encuentra el flujo en, tal como, dosel arbéreo, incendios forestales,
arrecifes de coral, mantos acuiferos, y varios otros. Motivados por esto, y debido a su impacto en la
transferencia de calor y masa, cuya descripcion satisfactoria y eficiente requiere conocer de antemano
a la velocidad del fluido, lo cual puede conducir a entender y mejorar a las aplicaciones y procesos
antes mencionados, numerosos trabajos académicos se han enfocado en desarrollar modelos para
describir el flujo de un fluido en un dominio compuesto por un medio libre y un medio poroso. Sin
embargo, hasta hoy en dia, no ha sido posible proporcionar un modelo definitivo, que sea practico y
ampliamente aceptado en la literatura, para dicho fin (Sudhakar et al., 2021). Ademas, hasta donde se
conoce, no existe un modelo que pueda describir, sin el uso de coeficientes de transporte empiricos,
que sdlo funcionan para el sistema en el que fueron determinados, el flujo de un fluido en dichos

dominios.

El modelado del flujo de un fluido en un dominio compuesto por un medio libre y un medio poroso
se puede llevar a cabo en diferentes niveles de escala de descripcién. En la escala microscépica, la
escala en donde se distinguen las fases individuales involucradas en el sistema (i. e., fase sélida y
fluida), las ecuaciones que gobiernan el flujo del fluido tanto en el medio libre como en los poros
dentro del medio poroso son las ecuaciones de continuidad y de Navier-Stokes (o Stokes), junto con
las condiciones de frontera de no deslizamiento en las superficies s6lidas, de entradas y/o salidas del
sistema. Sin embargo, debido a que generalmente se desconoce la microestructura de un medio poroso,
usualmente no es posible resolver el problema de la escala microscpica para situaciones précticas.
Mas atn, incluso si se conociera, a partir de softwares especializados o de técnicas experimentales

sofisticadas, debido a la disparidad de longitudes caracteristicas que existe entre el tamafio de los

10



Capitulo 2. Antecedentes

poros (£) y el de un medio poroso completo (L), la solucién del modelo microscdpico es una tarea muy
complicada de completar, sino es que imposible, debido al alto costo computacional que involucra.
Esto ha motivado a describir el flujo de un fluido en un dominio compuesto por un medio libre y
un medio poroso en términos de cantidades promedio, pero que ain proporcionen descripciones lo

suficientemente precisas, y a desarrollar modelos para predecir satisfactoriamente a estas cantidades.

En la escala macroscépica, el flujo de un fluido en un dominio compuesto por un medio libre y un
medio poroso, al igual que en el seno del medio poroso, se puede describir a través de ecuaciones
macroscOpicas o de medio efectivo, las cuales, cabe recordar, estdn expresadas en términos de
cantidades promedio y de coeficientes efectivos. Cabe sefialar que, estos tltimos deben capturar los
efectos de la microestructura del medio poroso en la descripcién macroscoépica del flujo del fluido
(Wood and Valdés-Parada, 2013). Para desarrollar estas ecuaciones, de tal manera que proporcionen
una descripcién del flujo lo mds cercana posible a la realidad, se debe tomar en cuenta que un dominio
medio libre/medio poroso se compone de tres porciones con propiedades estructurales distintivas
(Goyeau et al., 2003; Chandesris and Jamet, 2006; Valdés-Parada et al., 2007a; Ochoa-Tapia et al.,
2017). Estas porciones son el seno del medio poroso, el seno del fluido y la inter-regién medio

libre/medio poroso, cuyas caracteristicas se describen a continuacion:

= Por un lado, el seno del medio poroso se refiere a la porcion homogénea del medio poroso
(porcién homogénea de la regién— ), la cual se localiza suficientemente lejos por debajo de
la frontera medio libre/medio poroso, X = X. Si el medio poroso completo se compone de
una fase sélida (fase—o) rigida y es homogéneo al nivel de una celda unitaria, esta porcion se
caracteriza por que los coeficientes efectivos como la porosidad &g = €3, la permeabilidad
Kg = Kp y la velocidad de filtracion (vg) son constantes. Ademds, la ecuacién gobernante
del flujo es la ecuacién Darcy (o Darcy-Forchheimer), la cual se puede obtener a partir del
escalamiento de las ecuaciones en la microescala, tal como se muestra en Whitaker (1999)
Auriault (1987), o en Ene and Polisevski (2012).

= Por otro lado, el seno del medio libre se refiere a la porcién homogénea del medio libre (porcién
homogénea de la region—n), la cual se localiza suficientemente lejos por arriba de la frontera
medio libre/medio poroso, x = X;. En esta porcion, la porosidad es igual a la unidad y la
permeabilidad adquiere un valor infinito, por lo que también son independientes de la posicién o
constantes. Ademads, la ecuacién gobernante del flujo es la ecuacion de Stokes (o Navier-Stokes).

= Por dltimo, la inter-regién entre el medio libre y el medio poroso se refiere a la porcién
localizada alrededor de la frontera medio libre/medio poroso X, < X < X5. En esta porcion, los
coeficientes efectivos y la velocidad promedio experimentan cambios abruptos con la posicion,
por lo que se puede considerar como la porcién heterogénea del sistema de acuerdo a Quintard
and Whitaker (1987). Cabe sefialar que, incluso cuando el medio poroso es espacialmente
periddico al nivel de una celda unitaria, y por consiguiente es homogéneo hasta su frontera a
este mismo nivel, los coeficientes y la velocidad promedio atin experimentan cambios abruptos,
de su valor en el seno del medio poroso X = X4 a aquel en el medio libre x = x;;. A diferencia
de las porciones homogéneas antes mencionadas, describir el flujo en esta porcidn representa
uno de los principales retos en el estudio de este tipo de dominios compuestos hasta hoy en
dia Ochoa-Tapia et al. (2017); Sudhakar et al. (2021). Esto se debe a tres problemas: (i) se
desconoce la extension (por debajo y por arriba de la frontera medio libre/medio poroso) y
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localizacion de esta zona, (ii) se desconocen las ecuaciones macroscépicas que gobiernan el flujo
en esta zona y que permitan acoplar a las ecuaciones validas de las porciones homogéneas, y (iii)
se desconocen cémo deben ser las variaciones espaciales de la porosidad y de la permeabilidad
intrinseca o aparente en este mismo lugar. Describir el flujo en esta porcion es indispensable
para obtener una descripcién precisa del flujo en todo el dominio compuesto, ya que lo que
sucede en esta zona puede influenciar o determinar el flujo en las porciones homogéneas (Neale
and Nader, 1974; Ochoa-Tapia et al., 2017). Més atin, debido a su dependencia en los perfiles de
velocidad, la descripcién precisa del flujo en esta zona es necesaria para describir de la misma
forma a la transferencia de calor o masa entre el medio libre y el medio poroso, las cuales, como
se menciond al inicio, son procesos que se pueden presentar a la par en este tipo de dominios
compuestos (Ochoa-Tapia et al., 2017).

(a) (b)

A

Ecuacion de medio
efectivo

Region
homogénea—w T
Superficie divisoria

v

Ecuacion de
Transferencia Inter-region o) (ro )
Generalizada (ETG)

» <

[ Condicién de salto

Region
homogénea—n Ecuacion de medio

efectivo

Figura 2.2: Representacién de los modelos (a) de uno y de (b) dos dominios para describir el transporte entre
un medio libre y un medio poroso.

De esta manera, la descripcién en la escala macroscépica del flujo de un fluido en un dominio
compuesto por un medio libre y un medio poroso requiere caracterizar el flujo tanto en las porciones
homogéneas como en la inter-regién. Sin embargo, como se menciond lineas arriba, esta tarea presenta
dificultades en la inter-regién hasta hoy en dia. Con el fin de resolver estos problemas, entre los
estudios reportados en la literatura se pueden encontrar diferentes intentos para desarrollar modelos
macroscopicos cada vez mds precisos y mds generales, los cuales tienen ventajas y desventajas, y se
pueden clasificar en dos tipos de modelos: un modelo de un dominio y un modelo de dos dominios
(Goyeau et al., 2003; Chandesris and Jamet, 2006, 2007, 2009). Estos modelos se ilustran en la figura
2.2 y sus caracteristicas se describen a continuacién.

= En un modelo de un dominio (ODA, por sus siglas en inglés), un sistema medio libre/medio

poroso se considera como una fase pseudo-continua compuesta por dos porciones homogéneas
y una zona de transicion entre ellas (i. e., la inter-region), tal como se muestra en la figura 2.2(a).
En este caso el transporte se describe mediante una sola ecuacién macroscépica conocida como
ecuacion de transporte generalizada (GTE por sus siglas en inglés), la cual es vélida en todo el
sistema, debido a que considera explicitamente las variaciones espaciales de los coeficientes
efectivos. Esto es consecuencia de que en la derivacion de dicha ecuacién no se involucran, o
se involucra un nimero minimo de, suposiciones o simplificaciones, las cuales pueden estar

fundadas en restricciones de longitudes de escala. De esta manera, en un ODA se requiere
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conocer a la(s) forma de la(s) GTE(s) y la dependencia espacial de los coeficientes efectivos.

= En un modelo de dos dominios (TDA por sus siglas en inglés), un sistema medio libre/medio
poroso se considera como una fase pseudo-discontinua compuesta por dos porciones homo-
géneas separadas Unicamente por una superficie divisoria, la cual se localiza en algin lugar
de la frontera medio libre/medio poroso, Xg, tal como se muestra en la figura 2.2(b). El trans-
porte se describe acoplando en la superficie divisoria la(s) ecuacién(es) valida(s) en la porcién
homogénea del medio poroso con la(s) ecuacion(es) valida(s) en la porcién homogénea del
medio libre. Nétese que al hacer esto, una suposicién implicita es que el medio poroso y el
medio libre son homogéneos hasta la superficie divisoria, por lo que las ecuaciones validas en
las porciones homogéneas se deben utilizar dentro la inter-region. Ademds, en este modelo se
requiere de condiciones de frontera conocidas como condiciones de salto para acoplar a las
ecuaciones en la superficie divisoria Ochoa-Tapia and Whitaker (1995a,b); Goyeau et al. (2003);
Sudhakar et al. (2021). Estas condiciones de salto contienen coeficientes de salto que tienen el
objetivo de incorporar la influencia de la microestructura del medio poroso de la inter-region en
la descripcidén macroscépica del flujo. De esta manera, en el TDA se requiere desarrollar las
condiciones de frontera de salto y predecir los coeficientes de salto asociados.

De lo anterior, se deduce que un ODA puede proporcionar una descripcién més precisa del flujo
de un fluido en un sistema medio libre/medio poroso que un TDA, ya que en el primero se incluye
explicitamente a la inter-region a través de las variaciones espaciales de los coeficientes efectivos,
mientras que en el segundo la informacién de la inter-region se incorpora a través de las condiciones
de frontera de salto y sus coeficientes en la superficie divisoria. De hecho, siguiendo las ideas de
Goyeau et al. (2003), la superficie divisoria en el TDA es una representacion idealizada de una
zona donde las propiedades cambian abruptamente de una zona a otra. Sin embargo, el uso de uno
de estos modelos con respecto al otro puede depender de diferentes factores. Por ejemplo, el nivel
de descripcidn requerido del sistema medio libre/medio poroso, la informacién disponible sobre la
microestructura del sistema, e incluso las capacidades computacionales disponibles, por mencionar
algunas. Numerosos trabajos se han enfocado en proporcionar empirica o teéricamente un ODA
y un TDA. Sin embargo, hasta hoy en dia, un ODA y un TDA, que sean practicos y ampliamente
aceptados en la literatura, no han sido proporcionados (Sudhakar et al., 2021). Ademads, como se
menciond anteriormente, hasta donde se conoce, no existe un modelo que pueda describir, sin el
uso de coeficientes de transporte aparentes o empiricos que solo funcionan para el sistema en el que
fueron determinados, el flujo de un fluido en un sistema compuesto medio libre/medio poroso. A
continuacidn, se describen algunos de los trabajos mds relevantes que proporcionan y hacen uso de un

ODA o un TDA para describir el flujo en este tipo de sistemas.

Modelos de dos dominios

El desarrollo de un TDA para describir el flujo de un fluido en sistemas medio libre/medio
poroso ha recibido mucha mds atencién que el de un ODA. De hecho, es mds comin encontrar el
modelado del flujo en un sistema medio libre/medio poroso mediante un TDA que un ODA. Esto
se debe a que este modelo involucra dos ecuaciones de medio efectivo con coeficientes efectivos
constantes, haciendo que su solucién sea mas simple de alcanzar, y por consiguiente que sea mas

atractivo Aguilar-Madera et al. (2011b,a). Sin embargo, este tipo de modelo presenta dos problemas
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importantes hasta hoy en dfa: (i) es necesario definir y establecer las ecuaciones que se deben utilizar
en todo el medio poroso y (ii) se desconocen la o las condiciones de frontera de salto que se deben
aplicar en la superficie divisoria. El primer problema se relaciona con el supuesto de que el medio
poroso completo es homogéneo hasta la superficie divisoria, incluyendo la porcién del medio poroso
(X < X < Xq) contenida en la inter-regién medio libre/medio poroso. Esto ha dado lugar a una gran
controversia, ya que diversos trabajos implicitamente indican que la ecuacién gobernante en todo el
medio poroso debe ser la ley Darcy, mientras que varios otros indican que debe ser la ecuacién de
Darcy-Brinkman. El segundo problema se relaciona directamente con el primero. Esto se debe a que,
si en todo el medio poroso se utiliza la ley Darcy, es necesario desarrollar solo una condicién de salto
para acoplarla con la ecuacién vdlida en el medio libre, mientras que si se utiliza a la ecuacién de

Darcy-Brinkman, es necesario desarrollar dos condiciones de frontera de salto para el mismo fin.

Uno de los trabajos pioneros sobre el flujo en dominios compuesto por un medio libre y un medio
poroso es el de Beavers and Joseph (1967). Estos autores estudiaron, tedrica y experimentalmente, los
efectos que tiene la microestructura de la frontera de un medio poroso en el flujo de un fluido que
pasa sobre y a través de él. Para ello, consideraron un sistema que consiste en el flujo unidireccional y
completamente desarrollado de un fluido a través de un canal parcialmente ocupado con un medio
poroso, causado por efecto de una caida de presion constante. En el planteamiento tedrico, estudiaron
el flujo en la escala macroscdpica utilizando a la ecuacién Stokes en la region del medio libre y a
la ley Darcy en la regién del medio poroso. Ademads, para acoplar a ambas ecuaciones y tratar de
incorporar el efecto de la microestructura de la inter-regién, propusieron empiricamente una condicién
de frontera de salto de la velocidad de deslizamiento, la cual tiene la forma de la ley de enfriamiento
de Newton. Esta condicién de frontera contiene un coeficiente de deslizamiento o, el cual indicaron
que es una cantidad adimensional que s6lo depende de la microestructura del medio poroso en la
inter-region medio libre/medio poroso, aunque esto no se demostré en ese momento. Ajustando el
valor de &, dependiendo del material utilizado, encontraron un ajuste satisfactorio de su modelo con
las observaciones macroscépicas experimentales, basadas en incrementos de flujos sobre el medio
poroso. Los valores encontrados de o fueron 0.78, 1.45 y 4 para espuma de metal (Foametal) y
0.1 para Aloxita (Aloxite). Cabe sefalar que, el hecho de obtener diferentes valores de ¢ resalta la
importancia que tiene la microestructura del medio poroso en la inter-region sobre el flujo del fluido.
Mais evidencia experimental de la validez de la condicién de frontera de Beavers y Joseph (BJ de aqui

en adelante) fue proporcionada posteriormente por Beavers et al. (1970, 1974).

El trabajo de BJ fue el punto de partida de numerosas investigaciones acerca del flujo de un
fluido entre un medio libre y un medio poroso. Por un lado, debido a la utilidad que esta mostré para
reproducir datos experimentales y a su origen empirico, varios trabajos se enfocaron en darle una
justificacion tedrica y a determinar el coeficiente de deslizamiento «. Por ejemplo, Taylor (1971),
y un trabajo complementario por Richardson (1971), determinaron tedrica y experimentalmente el
coeficiente de deslizamiento «. Estos autores consideraron el flujo de Couette entre un medio libre y un
medio poroso. Para ello consideraron que el medio poroso consiste en una placa ranurada, permitiendo
obtener expresiones analiticas de o, a partir de las cuales mostraron que este coeficiente no sélo
depende de la microestructura del medio poroso en la inter-region, sino también de la altura del medio
libre sobre él. Concluyeron que un incremento de la altura del medio libre genera un decremento del

valor de o, hasta alcanzar un valor constante. Al comparar las predicciones tedricas con los datos
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experimentales, para porosidades cercanas a uno, estos autores encontraron valores o entre 1.308 y 7.
Ese mismo afio, utilizando promedio de ensamble y un andlisis de tipo de capa limite, Saffman (1971)
desarroll6 tedricamente la condicion de frontera de BJ. En su desarrollo consideré que la velocidad
de Darcy es O(Kg,,), por lo que no aparece en su desarrollo. Ademds, obtuvo una expresion del
coeficiente o en términos de una constante de integracion, pero su dependencia con la microestructura
de la inter-regidn no se defini6 explicitamente. M4s atin, mencioné que su valor depende de la posicién
de la superficie divisoria, X¢ alin incierta hasta ese momento. Posteriormente, Jones (1973) extendi6
empiricamente la aplicacion de la condicion de frontera BJ para flujos bidimensionales entre un medio
libre y un medio poroso. Esto se llevé a cabo suponiendo que la condicién de BJ es esencialmente una
relacién que involucra el esfuerzo cortante y no solo la velocidad cortante a la superficie del medio

poroso, aunque su extension de la condicién de frontera no fue demostrada.

Aunque los trabajos anteriores mostraron la utilidad del modelo de BJ para predecir observaciones
experimentales, este no proporciona alguna informacién del flujo de un fluido en la inter-regién medio
libre/medio poroso, ya que no es posible predecir variaciones espaciales de la velocidad promedio a
partir la ley de Darcy. De hecho, como se mencioné anteriormente, y como se evidencia en diversos
trabajos experimentales (Gupte and Advani, 1997; Goharzadeh et al., 2005; Morad and Khalili, 2009),
en la inter-regién medio libre/medio poroso la velocidad promedio varfa abruptamente del valor en el
seno del medio poroso a un valor en la regiéon del medio libre. Cabe sefialar que, la porcion del perfil
de velocidad localizada debajo de la frontera del medio poroso dentro de esta zona de cambios se
conoce como la capa de Brinkman, y la determinacién de su extensién g ha sido un tema de gran
debate en la literatura, lo cual puede ayudar a definir la ecuacién macroscépica que debe aplicarse
en el medio poroso. Una discusion sobre ello se presenta en la §2.4. Esto motivé a Neale and Nader
(1974) a utilizar a 1a ecuacién de Darcy-Brinkman, en lugar de la ley de Darcy, para describir a el
flujo del fluido en el medio poroso y a la ecuacion de Stokes en el medio libre. Ademads, estos autores
propusieron como condiciones de frontera, con un sentido fisico més realista, a la continuidad de
la velocidad y del esfuerzo en la superficie divisoria. Interesantemente, al resolver analiticamente
su modelo, encontraron expresiones idénticas a las obtenidas por BJ, siempre y cuando que o sea
igual a y /Uerr/Mp. Aqui, Ueyy es la viscosidad efectiva 'y g es la viscosidad cinematica del fluido.
De esta manera, concluyeron que la condicién de frontera de BJ es una buena aproximacion, aunque
fisicamente incorrecta, para estudiar el flujo de un fluido sobre y a través de un medio poroso cuando
el tamaifio de la capa de Brinkman puede considerarse despreciable. De lo contrario, indicaron que
es necesario utilizar a la ecuaciéon de Darcy-Brinkman. Cabe notar que, la principal limitacién en
el trabajo de Neale and Nader (1974) consiste en el hecho de que todavia no es posible predecir de
manera precisa a la U, ¢y del medio poroso. De hecho, la validez de la ecuacion de Darcy-Brinkman
ha sido un tema de gran debate en la literatura (Vafai and Kim, 1990; Nield, 1991; Vafai and Kim,
1995).

Motivado por extender el trabajo de Whitaker (1969), Ross (1983) desarroll6 una ecuacion de
medio efectivo para describir el flujo entre un medio libre y un medio poroso anisétropo, a partir de
suponer que la velocidad local puede expresarse como una combinacién lineal de un coeficiente dado
por un tensor de segundo orden y la velocidad de promedio superficial. Este tensor tiene el objetivo de
mapear a la velocidad promedio en la velocidad local. La ecuacién resultante es valida tanto en las

porciones homogéneas de cada regién como en la inter-regién. Ademads, considerando a un medio

15



Capitulo 2. Antecedentes

poroso isotrépico, como el del trabajo de BJ, estos autores desarrollaron una expresién del coeficiente
de deslizamiento ¢ en términos del tensor de segundo orden, mostrando que este es solo una funcién

de la microestructura del medio poroso.

Desde otra perspectiva, Sahraoui and Kaviany (1992) predijeron y analizaron el coeficiente
de deslizamiento ¢ a partir de la condiciéon de deslizamiento BJ y de informacién obtenida de
simulaciones a la escala de poro. Para esta tltima, resolvieron la ecuacién de Navier-Stokes en
diferentes inter-regiones compuestas por un medio libre y medio poroso espacialmente periddicos
hechos de un arreglo ordenados de cilindros. Se encontré que @, ademés de ser dependiente de la
microestructura del medio poroso en la inter-regién, depende de la direccién de flujo (paralelo y
perpendicular a la frontera del medio poroso), la porosidad, el nimero de Reynolds (Re), la altura
del fluido sobre el medio poroso y la posicién de la superficie divisoria. Cabe sefialar que estos
resultados, al igual que los de Taylor (1971); Richardson (1971), contrastan con lo sugerido por BJ,
acerca de que o depende tnicamente de la microestructura del medio poroso en la inter-region. Sin
embargo, es posible que los resultados estén influenciados por el tipo de promedios utilizados, ya que
se utilizaron promedios de area y de volumen de la velocidad, mientras que la condicién de frontera

de deslizamiento de BJ contiene inicamente promedios de volumen.

A pesar de que los trabajos mencionados hasta este punto mostraron la utilidad de la condicién de
frontera de BJ o del par de condiciones de frontera de Neale y Nader para acoplar a las ecuaciones
que aplican en cada regién homogénea de un dominio medio libre/medio poroso, se debe sefialar que
estas condiciones de frontera son empiricas y contienen coeficientes indeterminados (i. e., €'y Uesr
), por lo que no hay garantia de que puedan proporcionar una descripcién precisa del flujo en todas
partes del dominio y en todo el rango de condiciones de flujo que pueden existir. Con esto en mente,
usando el método del promedio volumétrico Whitaker (1999) y extrapolando ideas de la metodologia
de condiciones de salto entre fases homogéneas, Ochoa-Tapia and Whitaker (1995a,b) presentaron
una metodologia para desarrollar la condicién de frontera de salto del esfuerzo que completa un
TDA compuesto por la ecuacion de Stokes para el medio libre y la ecuacion de Darcy-Brinkman
para el medio poroso. La condicién de salto contiene un coeficiente Bow, el cual es un coeficiente
adimensional cuyo valor se estimé que es O(1) y se debe determinar al ajustar datos experimentales.
Ademads, para completar el TDA, impusieron la continuidad de la velocidad promedio en la superficie
divisoria. Usando dicho TDA, estudiaron el sistema de BJ e hicieron una comparacién con sus datos
experimentales. Al ajustar el valor Bow, dependiendo de la naturaleza del material poroso utilizado,
fueron capaces de predecir dichos datos experimentales. Encontraron que Bow es igual a 0.6, 0.7 y
—1 para espuma de metal (Foametal) y 1.47 para Aloxita (Aloxite). Esto respaldé su metodologia

para desarrollar la condicién de salto del esfuerzo para el flujo entre un medio libre y un medio poroso

Motivados por los trabajos de Ochoa-Tapia and Whitaker (1995a,b), Kuznetsov (1996) estudi6
el flujo unidireccional y completamente desarrollado a través de tres canales parcialmente ocupados
por un medio poroso, dos rectangulares y uno cilindrico. Para ello resolvié analiticamente el TDA
propuesto por Ochoa-Tapia and Whitaker (1995a,b), el cual, cabe recordar que, consiste en la ecuacion
de Darcy-Brinkman en el medio poroso y la ecuacion Stokes en el medio libre. Ademads, utilizaron
la condicion de salto del esfuerzo y la continuidad de la velocidad para acoplar dichas ecuaciones.
En particular, se analizé el efecto del nimero de Darcy (Da) y del coeficiente de salto Bow sobre los

perfiles de velocidad promedio. Se encontré que un incremento en el nimero de Darcy genera un
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incremento en la velocidad dentro de los canales, y que un incremento en el coeficiente Bow genera
un decremento de la velocidad dentro de los mismos, lo cual es especialmente notable para valores

negativos de Bow .

Anos mas tarde, Ochoa-Tapia and Whitaker (1998b) volvieron a estudiar el flujo de un fluido entre
un medio libre y un medio poroso, pero ahora considerando la existencia de esfuerzos inerciales en
ambas regiones. Esta vez utilizaron un TDA que consiste en la ecuacién de Navier-Stokes para el
medio libre y la ecuacién de Darcy-Brinkman-Forchheimer para el medio poroso. Ademas, para
acoplarlas, impusieron la continuidad de la velocidad y, usando su metodologia de condiciones de salto
del esfuerzo, desarrollaron la condicién de salto del esfuerzo para el caso donde los efectos inerciales
son importantes. La condicién de salto obtenida contiene dos coeficientes de salto, B ow y B2,0ow. que
desde un punto de vista fisico describen a esfuerzos viscosos en exceso y a esfuerzos inerciales en
exceso, respectivamente. Se estimé que ambos coeficientes son O(1) y se deben determinar al ajustar
datos experimentales. Cabe sefialar la prediccion tedrica de estos coeficientes no han sido reportadas
en la literatura hasta ahora. En los aflos siguientes, diversos trabajos usaron la metodologia de Ochoa-
Tapia and Whitaker (1995a) para desarrollar las condiciones de salto del flux para la transferencia de

masa y calor entre un medio libre y un medio poroso (Ochoa-Tapia and Whitaker, 1997, 1998a).

Mis adelante, un andlisis de cinco tipos de condiciones de frontera reportadas en la literatura
para el flujo entre un medio libre y un medio poroso fue presentado por Alazmi and Vafai (2001).
Estas condiciones de frontera son: (i) continuidad de la derivada y de la velocidad, (ii) continuidad
del esfuerzo considerando a U,y del lado del medio poroso y continuidad de la velocidad, (iii) salto
del esfuerzo despreciando los efectos inerciales y continuidad de la velocidad, (iv) salto del esfuerzo
considerando efectos inerciales y continuidad de la velocidad y (v) velocidad de deslizamiento. Para
ello estudiaron el flujo unidireccional y completamente desarrollado en un canal parcialmente ocupado
por un medio poroso en la parte superior, donde consideraron que la ecuacién gobernante en el medio
poroso es la ecuacion de Darcy-Brinkman-Forchheimer y en el medio libre es la ecuacion de
Stokes. Encontraron que los perfiles de velocidad son sensibles al tipo de condiciones de frontera
utilizadas. En particular, mostraron predicciones de la velocidad promedio practicamente iguales
cuando se utilizan las condiciones (i) y (ii), cercanas cuando se utilizan las condiciones (iii) y (iv) y

entre las dos ultimas cuando se utiliza la condicién (ii).

Los trabajos de Ochoa-Tapia and Whitaker (1995a,b, 1998b) proporcionaron una metodologia
para desarrollar sistemdticamente la condicién frontera de salto del flux para la transferencia de
cantidad de movimiento, asi como también para la transferencia de calor y masa, entre un medio
libre y un medio poroso. Sin embargo, las condiciones de frontera de salto resultantes contienen
coeficientes de salto cuyas interpretaciones fisicas y dependencias de la microestructura del medio
poroso en la inter-region no fueron explicitamente definidas, por lo que sus determinaciones dependen
de comparaciones con observaciones experimentales. Por lo tanto, las condiciones de frontera de salto
obtenidas usando su metodologia son condiciones de frontera abiertas, en el sentido matematico. Con
el fin de cerrar teéricamente la condicién del salto del esfuerzo desarrollada por Ochoa-Tapia and
Whitaker (1995a,b), Goyeau et al. (2003) propusieron una metodologia para obtener una expresion
semi-analitica del coeficiente Bow. Para llevar a cabo esto, acoplaron un ODA, que considera a
la inter-regién medio libre/medio poroso como una zona heterogénea de tamaifio &z en la que los

coeficientes efectivos varian con la posicién, y un TDA, que consiste en la ecuacion de Stokes para
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el medio libre y la ecuacion de Darcy-Brinkman para el medio poroso. Encontraron que Bow es
una funcién de las variaciones espaciales de los coeficientes efectivos y de la velocidad promedio
predicha por el ODA en la inter-region. Con esto en mente, y debido a la falta de informacién acerca
de la microestructura del medio poroso en la inter-region, para evaluar la expresién Bow representaron
las variaciones espaciales de la fraccion volumétrica mediante expresiones empiricas, tales como,
una funcién Heaviside, lineal, senoidal y error. Ademds, usando estas variaciones espaciales de la
porosidad, extendieron la aplicacién de la ecuacién empirica de Carman-Kozeny para describir a
las variaciones de la permeabilidad intrinseca. Los valores obtenidos de Bow se compararon con los
estimados por Ochoa-Tapia and Whitaker (1995b), para reproducir los datos experimentales de BJ,
encontrando predicciones idénticas. En especifico, para Aloxita (Aloxite), Goyeau et al. mostraron
que Bow = 1.28 con &g, = 0.52, mientras que Ochoa-Tapia and Whitaker (1995b) estimaron que
Bow = 1.47 con &g, = 0.4. Ademds, concluyeron que su anlisis constituye un paso intermedio hasta
la determinacién exacta de Bow, el cual puede requerir el desarrollo de un PCL, cuyo dominio de
solucién debe incluir a la inter-region. Cabe sefialar que, aunque su metodologia permitié predecir a
este coeficiente, esta presenta dos limitaciones. Por un lado, debido a que la expresién de Bow depende
de las predicciones de la velocidad obtenida de la solucién del ODA, el cual puede proporcionar
predicciones mas precisas de la velocidad que el TDA, las predicciones a partir del TDA pueden ser
poco atractivas. Ademads, se desconoce como deben ser las variaciones espaciales de los coeficientes
efectivos entre un medio libre y un medio poroso, lo cual ha motivado a utilizar expresiones empiricas
para predecirlos. Otros intentos para proporcionar informacion sobre el coeficiente de salto Bow
fueron presentados en la literatura (Deng and Martinez, 2005; Min and Kim, 2005), aunque alguna
expresion que relacione dnicamente su dependencia con la microestructura del medio poroso en la

inter-regién no fue proporcionada.

En los afios siguientes, la formulacién de un TDA para describir el flujo de un fluido entre un
medio libre y un medio poroso mejor6 significativamente. Por ejemplo, motivados por el trabajo
de la condicién de salto para la transferencia de masa, libre de coeficientes ajustables (i. e., una
condicion de salto local cerrada), que aplica en superficies no uniformes de Wood et al. (2000) y que
aplica en superficie divisoria entre un medio libre y un medio poroso de Valdés-Parada et al. (2007a),
Valdés-Parada et al. (2007b) reformularon la metodologia de condiciones de salto de Ochoa-Tapia
and Whitaker (1995a,b) y desarrollaron una condicién de salto del esfuerzo libre de coeficientes
ajustables, para acoplar la ecuacion de Darcy-Brinkman valida en el medio poroso y la ecuaciéon
de Stokes vilida en el medio libre. En ese caso, el coeficiente de salto es un tensor de segundo
orden de esfuerzos mixto que combina los llamados esfuerzos de Brinkman (i. e., el producto escalar
del gradiente de la porosidad) y esfuerzos globales (i. e., el inverso del tensor de permeabilidad
intrinseca). Para predecir las variaciones espaciales del tensor de permeabilidad intrinseca, se derivd
un problema de cerradura local, aunque en ese momento sélo se predijo usando una forma aproximada,
debido a la complejidad de su solucién. Esto se hizo extendiendo la ecuacion de Carman-Kozeny
considerando a las variaciones espaciales de la porosidad. Ademads, al igual que en el trabajo de
Ochoa-Tapia and Whitaker (1995a), para completar el TDA, impusieron la continuidad de la velocidad
en la superficie divisoria. No fue hasta que Valdés-Parada et al. (2009a) resolvieron el PCL para
predecir a las variaciones espaciales de la permeabilidad intrinseca que cierran el ODA propuesto
en Ochoa-Tapia and Whitaker (1995a,b). Mds atn, propusieron una metodologia para determinar al
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coeficiente Bow de la condicion de salto del esfuerzo de Ochoa-Tapia and Whitaker (1995a). Para
ello, se utilizé una definicién del coeficiente de salto Bow proporcionada en Valdés-Parada et al.
(2007b), donde se introdujeron las variaciones espaciales de la permeabilidad, la fraccién volumétrica,
la solucién del ODA y del TDA. Esto condujo a una expresion semi-analitica de dicho coeficiente,
encontrando valores idénticos a los obtenidos mediante la metodologia propuesta en Goyeau et al.
(2003). Finalmente, estos autores también mostraron que la rugosidad de la frontera del medio poroso
en la inter-regidn tiene efectos sobre las variaciones espaciales de la permeabilidad intrinseca, y, por
consiguiente, sobre el coeficiente de salto Bow, aunque solo para valores particulares del nimero de
Darcy (Da).

Aun cuando los trabajos de Valdés-Parada et al. (2007b, 2009b) proporcionaron una nueva meto-
dologia para desarrollar la condicién de salto del esfuerzo cerrada que completa el TDA, compuesto de
la ecuacion de Stokes para el medio libre y la ecuacién de Darcy-Brinkman para el medio poroso,
dicha metodologia presenta varios problemas. Primero, debido a que para predecir el coeficiente de
salto Bow es necesario resolver un ODA, esta metodologia puede ser poco practica. Esto se debe
a que, si se cuenta con la solucién del ODA, la solucién del TDA es obsoleta, ya que el perfil de
velocidad promedio obtenido de un ODA es mas preciso que el de un TDA. Segundo, la metodologia
de condiciones de salto se relaciona tinicamente con el salto del esfuerzo, lo cual requiere imponer la
continuidad de la velocidad. Esto genera una controversia, sobre si el campo de la velocidad debe ser
continuo o si debe también considerar un salto Valdés-Parada et al. (2009b). Por tltimo, se desconoce
la posicidn de la superficie divisoria, la cual es indispensable para predecir a los coeficientes de salto
Chandesris and Jamet (2006, 2007, 2009). Estos y otros problemas fueron atendidos recientemente
por Valdés-Parada et al. (2013), quienes presentaron una metodologia para desarrollar las condiciones
de salto de la velocidad y del esfuerzo cerradas para el flujo totalmente desarrollado y unidireccional a
través de un canal parcialmente ocupado por un medio poroso. Aqui consideraron que el TDA consiste
en la ecuacion de Darcy-Brinkman para el medio poroso y la ecuacién de Stokes para el medio
libre. Su metodologia tiene dos pasos principales, derivar un problema de cerradura macroscopico y
utilizar dos restricciones integrales sobre las desviaciones macroscépicas de la velocidad predicha por
el ODA y el TDA. Esto les permiti6 predecir la posicion de la superficie divisoria y a los coeficientes
de salto a partir de la solucién de dos problemas de valor a la frontera auxiliares, los cuales requieren
conocer Unicamente a las variaciones espaciales de la fraccidén volumétrica y de la permeabilidad

intrinseca en la inter-region presentes en el ODA.

Desde otra perspectiva, Chandesris and Jamet (2006) propusieron otra metodologia para desarrollar
las condiciones de frontera para el flujo entre un medio libre y un medio poroso exentas de coeficientes
ajustables. Consideraron un TDA compuesto por la ecuaciéon de Darcy-Brinkman en el medio poroso
y la ecuacion de Stokes en el medio libre. Su metodologia consiste en resolver, utilizando el método
de expansiones asintdticas emparejadas (o matched asymptotic expansions en inglés), a una forma
simplificada de la ecuacién de transporte generalizada desarrollada en Ochoa-Tapia and Whitaker
(1995a). En dicha ecuacidn, postularon que el término integral ®(x), que resulta de un proceso de
promediado, se puede escribir como un término de Darcy con la permeabilidad dependiente de la
posicion y que la contribucién de la segunda correccién de Brinkman se puede despreciar puesto que
estd incluida implicitamente en el término de Darcy anterior. Para el flujo estacionario, completamente

desarrollado y unidireccional entre un medio libre y un medio poroso, como el estudiado por BJ,
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encontraron que, para la solucién de orden cero, las condiciones de frontera son la continuidad de
la velocidad y la continuidad de su derivada, lo cual es parecido a lo propuesto por Neale y Nader.
En contraste, para la solucién de primer orden, encontraron que las condiciones de frontera son la
continuidad de la velocidad y un salto en el esfuerzo. En esta dltima solucidon, mostraron que los
coeficientes de salto son cantidades en exceso de las variaciones espaciales de la porosidad y de la
permeabilidad intrinseca, y concluyeron que no dependen de la posicién de la superficie divisoria.
Ademads, exhibieron que el salto en el esfuerzo depende también de la caida de presién promedio en la
superficie divisoria. Cabe sefialar que, este segundo par de condiciones de frontera son idénticas a las
encontradas por Ochoa-Tapia and Whitaker (1995a,b), por lo que al comparar la condicién de salto
del esfuerzo proporcionaron una definicién del coeficiente Bow . Encontraron que este coeficiente solo
depende de propiedades efectivas como la porosidad y la permeabilidad, y no de la velocidad promedio
obtenida de la solucién del ODA, tal como lo mostraron Goyeau et al. (2003); Valdés-Parada et al.
(2007a, 2009b). Sin embargo, debido a que no se tenian las expresiones de las variaciones espaciales
de los coeficientes efectivos, utilizaron expresiones empiricas de ellos para predecir a los coeficientes
de salto, tales como, una funcién lineal y una funcién hiperbdlica para ambos coeficientes. Esto les

llevé a obtener valores de Bow distintos a los obtenidos por Ochoa-Tapia and Whitaker (1995a,b).

Posteriormente, Chandesris and Jamet (2007, 2009) evaluaron y analizaron las condiciones de
frontera desarrolladas a partir de su metodologia reportada previamente para completar el TDA que
consiste en la ecuacion de Darcy-Brinkman y la ecuacion de Stokes. Para hacer esto, estudiaron
el flujo totalmente desarrollado y unidireccional a través de un canal parcialmente ocupado por un
medio poroso, tal como el estudiado por BJ. Las variaciones espaciales de los coeficientes efectivos
se predijeron a partir de informacidn local obtenidas de realizar simulaciones a la escala de poro en
un dominio representativo del sistema. Se consideré que el medio poroso se compone de un arreglo
periddico de una celda unitaria tridimensional con una particula sélida cubica centrada. Con estos
coeficientes efectivos, fueron capaces de predecir de manera exacta a las cantidades en exceso, las
cuales, cabe recordar, representan a los coeficientes de salto. Ademds, mostraron la dependencia de
los coeficientes con la posicién de la superficie divisoria, aunque la mejor posicidn para ella no fue
definida. M4s atin, encontraron que la solucién del TDA no predice correctamente a los perfiles de
velocidad en el sistema, a menos que se incluyan términos que describan a las fuerzas de friccién de

exceso en la condicion de frontera de salto del esfuerzo.

Zampogna and Bottaro (2016) evaluaron tres modelos de dos dominios para describir el flujo
bidimensional entre un medio libre y un medio poroso. Mientras que para los tres modelos aplicaron
la ecuacién de Navier-Stokes en el medio libre, aplicaron diferentes ecuaciones en el medio poroso
y diferentes condiciones en la frontera en la superficie divisoria localizada en algtn lugar y = —6
por debajo de la frontera del medio poroso. En particular, en el primero, se utiliz6 a la ecuacién
de Darcy-Fochheimer junto con condiciones de continuidad de la velocidad y de la presion en
0 ~ cy/K/€p. En el segundo, se utiliz6 a la ecuacién de Darcy-Brinkman junto con condiciones
de frontera de continuidad de la velocidad y del esfuerzo total en 6 = 0. Por tltimo, en el tercero,
se aplicé el primer modelo, pero considerando a § = 0 y a extension de la ecuacién de Darcy que
considera a una permeabilidad dependiente de la posicion, Kg. Encontraron que el primer modelo
permite obtener mejores predicciones de la velocidad que los otros dos. Ademas, las predicciones del
segundo modelo presentan las mayores desviaciones que la del primero, las cuales las atribuyeron al
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pobre desempefio de la ecuacién de Darcy-Brinkman, aunado al hecho de que no es posible predecir
correctamente a la viscosidad efectiva. Por dltimo, encontraron que las predicciones del tercer modelo
siguen siendo insatisfactorias, lo cual se atribuy6 a que la ecuacién de Darcy no es vélida cerca de
la frontera del medio poroso y que es probable que sea necesario considerar a una ecuacién que

incorpore apropiadamente a la inercia.

Aplicando también el método de homogeneizacién espacial multiescala, Lacis and Bagheri (2017)
presentaron una metodologia para desarrollar las condiciones de frontera generales que permitan
acoplar a la ecuacion de Stokes y la ecuacién de Darcy para describir el flujo de un fluido entre un
medio libre y un medio poroso. Su metodologia les condujo a obtener las condiciones de frontera
de continuidad de la presién promedio y una version vectorial y generalizada de la condicién de
frontera de BJ. Una caracteristica sobresaliente de esta dltima, es que los coeficientes de deslizamiento
se pueden calcular a partir de la solucién de un conjunto de problemas auxiliares, con la forma de
problemas de Stokes, en un dominio representativo de la frontera medio libre/medio poroso. Por lo
tanto, sus condiciones de frontera son condiciones de frontera cerradas, o exentas de coeficientes
ajustables. Ademads, encontraron que la precisién de su condicién de frontera es independiente de la
localizacién de la superficie divisoria, hasta cierto punto. No obstante, aunque su trabajo proporciona
una metodologia tedrica, cabe mencionar que la condicién de frontera de la presién aun debe ser
investigada, ya que en la escala macroscdpica la presion no necesariamente es continua en la superficie
divisoria.

Ese mismo afio, Angot et al. (2017) hicieron un modelado asintético del flujo viscoso entre un
medio libre y un medio poroso. Este les permitié desarrollar dos condiciones de frontera de salto
generales y multidimensionales para acoplar a la ecuacion de Darcy-Brinkman vilida en el medio
poroso y a la ecuacion de Stokes en el medio libre. Una caracteristica sobresaliente de las condiciones
de frontera es que, para el flujo totalmente desarrollado y unidireccional sobre un medio poroso, se
reducen a las condiciones de frontera de Beavers and Joseph (1967), de Ochoa-Tapia and Whitaker
(1995a), e incluso las desarrolladas por Valdés-Parada et al. (2013). Sin embargo, su metodologia no
permite predecir a los coeficientes de salto asociados, por lo que son condiciones de frontera abiertas,
y por consiguiente los coeficientes se deben de determinar a partir del ajuste de datos experimentales,
tal como se ha hecho hasta ahora con las condiciones de frontera de Beavers and Joseph (1967) o de

Ochoa-Tapia and Whitaker (1995a,b).

Ademads de elegir apropiadamente a las ecuaciones para describir el flujo en el medio poroso,
elegir correctamente las condiciones de frontera que aplican en la superficie divisoria es crucial para
obtener predicciones precisas de dicho flujo en un sistema medio libre/medio poroso. Por ejemplo,
la condicién de frontera de BJ fue propuesta inicamente para describir la componente tangencial
de la velocidad del flujo paralelo a la superficie de un medio poroso. Sin embargo, esta condicion
ha sido utilizada para describir la componente tangencial de la velocidad en flujos con direcciones
arbitrarias. Con esto en mente, Eggenweiler and Rybak (2020) evaluaron la condicién de frontera
de BJ para estudiar flujos bidimensionales en diferentes dominios compuestos por un medio libre
y un medio poroso, tales como un canal parcialmente ocupado por un medio poroso y una cavidad
rectangular con un medio poroso en la parte inferior. E1 TDA utilizado consiste en la ecuacion de
Stokes para el medio libre y la ecuacion de Darcy en el medio poroso. Para resolver este modelo
se utilizaron diferentes valores del coeficiente o y se fijé que la superficie divisoria se localiza justo
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por arriba de la primer fila de particulas sélidas. Para evaluar la precisiéon del modelo, los perfiles de
velocidad obtenidos de su solucién se compararon con los obtenidos de simulaciones a la escala de
poro. Encontraron que los perfiles de velocidad obtenidos del TDA no pueden predecir correctamente
los obtenidos de las simulaciones a la escala de poro, incluso cuando se ajusta el valor o y la posicion
de la superficie divisoria. Por lo tanto, concluyeron que la condicidn de frontera de BJ es inapropiada
para estudiar flujos que no sean unidireccional y completamente desarrollado sobre un medio poroso.
Cabe mencionar que, este resultado era de esperarse, ya que la condicién de BJ se propuso tnicamente
para el flujo paralelo sobre un medio poroso. Ademds, estos autores indicaron que la posicién de
la superficie divisoria depende de diversos factores como, la microestructura del medio poroso, la
rugosidad de la frontera, el régimen de flujo y del tipo de condicién de frontera utilizada. Un estudio
similar fue presentado casi a la par por Rybak et al. (2021), el cual confirmé los hallazgos obtenidos
por Eggenweiler and Rybak (2020).

Mais recientemente, dada la necesidad de condiciones de frontera exentas de coeficientes ajustables,
Sudhakar et al. (2021) presentaron una metodologia para desarrollar condiciones de frontera generales,
multidimensionales y cerradas para la transferencia de cantidad de movimiento entre un medio libre y
un medio poroso utilizando el método de homogenizacién multi-escala. Basados en dicha metodologia,
fueron capaces de desarrollar la condicién de salto tanto del esfuerzo como de la velocidad en su
forma vectorial. Ademas, desarrollaron dos problemas de valor a la frontera auxiliares para predecir
a los coeficientes de salto asociados, los cuales se deben resolver en dominios representativos de la
frontera entre un medio libre y un medio poroso. Cabe sefialar que estos problemas son similares
a los problemas de cerradura local que se obtienen utilizando el método del promedio volumétrico.
Por tltimo, para evaluar sus condiciones de frontera, estudiaron el flujo bidimensional en diferentes
dominios compuestos por un medio libre y un medio poroso. Para ello utilizaron un TDA que consiste
en la ecuacion de Stokes en el medio libre y a la ley de Darcy en el medio poroso. Encontraron que
sus condiciones de frontera pueden proporcionar predicciones lo suficientemente precisas del flujo en
dichos dominios compuestos, las cuales cabe mencionar son mas precisas que las obtenidas con la
condicién de frontera BJ. Cabe sefialar que, hasta hoy en dia, la metodologia Sudhakar et al. (2021) es
la més completa para desarrollar condiciones de frontera de salto entre un medio libre y un medio

POroso.

Modelo de un dominio

A diferencia del desarrollo de un TDA, el de un ODA, para describir el flujo de un fluido en
dominios compuestos por un medio libre y un medio poroso, ha recibido menor atencidén, incluso
cuando un ODA tiene ventajas con respecto a un TDA. En particular, un ODA no requiere de
desarrollar e imponer condiciones de frontera en la superficie divisoria, lo cual evita, a su vez, predecir
tanto a los coeficientes de salto y a la posicion de la superficie divisoria, Xg. Ademds, este puede
proporcionar una descripcién mds precisa del flujo que un TDA, tal como se menciond anteriormente.
Mas aidn, la implementacién de un ODA es mucho mas sencilla que la de un TDA, razén por la cual ha
sido utilizado frecuentemente en softwares comerciales (Cimolin and Discacciati, 2013). De hecho, la
mayoria de los softwares comerciales, capaces de simular flujos en dominios parcialmente ocupados
por un medio poroso, se basan en esta aproximacion (Inc, 2003; Ansys, 2009; Cd-Adapco, 2017). En
estos softwares, el medio poroso se caracteriza por dos constantes, P, y P;, llamados, respectivamente,
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resistencias viscosas e inerciales, las cuales son diferentes de cero solo en el medio poroso. Sin
embargo, aun con esto, el desarrollo de un ODA padece de tres problemas hasta hoy en dia, los
cuales podrian explicar porque su desarrollo ha recibido menor atencién. En primer lugar, es necesario
desarrollar y establecer las GTEs que deben utilizarse en un ODA con el fin obtener predicciones del
flujo lo mas cercanas posible a la realidad, ya que existen una gran variedad de GTEs, incluso para un
mismo sistema. Segundo, se desconocen cémo deben ser y como predecir las variaciones espaciales
de los coeficientes efectivos, principalmente en la inter-region entre un medio libre y un medio poroso,
lo cual hasta ahora ha conducido a utilizar expresiones empiricas para ello. Por tltimo, se desconoce

la extension y localizacién de la inter-region.

Con respecto al primer problema, entre los estudios reportados en la literatura, se pueden encontrar
tres alternativas para desarrollar a las GTEs de cantidad de movimiento. La primera consiste en
acoplar un término de Darcy (o Darcy-Forchheimer) a la ecuacién de Stokes (o Navier-Stokes).
Esta alternativa es completamente empirica y se le conoce el método de penalizacién (Bruneau and
Mortazavi, 2004, 2008; Bruneau et al., 2010, 2020). La segunda es promediar a las ecuaciones vélidas
en la escala microscépica, donde debido a la falta de un PCL que permita cerrar a las ecuaciones
promedio de cantidad de movimiento, también requiere introducir empiricamente un término de
Darcy (o Darcy-Forchheimer) en esta tltima (Vafai and Tien, 1981, 1982; Cheng et al., 1991). La
tercera consiste en promediar a las ecuaciones microscopicas y desarrollar el PCL asociado, el cual
permite cerrar a la ecuacién promedio de cantidad de movimiento y definir, asi como predecir, a los
coeficientes efectivos. Sin embargo, una validacion de esta tltima no han sido presentadas hasta ahora.
A continuacidn, se describen algunos de los trabajos que desarrollan y hacen uso de un ODA para
describir el flujo entre un medio libre y un medio poroso, los cuales utilizan alguna de estas tres

alternativas para desarrollar a las GTE asociadas.

Debido que un ODA evita la especificacion de condiciones de frontera en la superficie divisoria,
esta alternativa ha sido utilizada extensamente para estudiar el flujo de un fluido entre un medio libre
y un medio poroso en problemas de conveccion natural (Beckermann et al., 1988; Turki and Lauriat,
1990; Le Breton et al., 1991; Ettefagh et al., 1991; Kuznetsov and Xiong, 1999; Mercier et al., 2002)
o en problemas de conveccidn difusiva doble (Gobin et al., 1998; Gobin and Goyeau, 2008). Estos
son problemas que se encuentran en, por ejemplo, sistemas de solidificacion de metales, aislamiento
término, transporte de solutos en sedimentos ambientes costeros, por mencionar algunos. Motivados
por esto, Beckermann et al. (1987) estudiaron numérica y experimentalmente a la conveccién natural
entre una regién de fluido y un medio poroso isotrépico, ambas en posicién vertical, dentro de una
cavidad rectangular. Para ello, construyeron un ODA al combinar las ecuaciones de un TDA con la
ayuda de una funcién escalén unitario, la cual adquiere el valor de uno o cero para recuperar a la
ecuacioén asociada a cada regidn, evitando de esta forma la especificacion de condiciones de frontera
en la superficie divisoria. E1 TDA consiste en la ecuacién de Navier-Stokes para la region de fluido y
la ecuacion de Darcy-Brinkman-Forchheimer para el medio poroso. En este dltimo, la permeabilidad
y el coeficiente inercial se obtuvieron utilizando aproximaciones empiricas, tales como la ecuacién de
Carman-Kozeny y la ecuacién de Blake Plummer, respectivamente. Las predicciones de la velocidad
presentaron un buen ajuste con los datos experimentales, donde se mostré que la cantidad de fluido
que se transporta de la regién de fluido al medio poroso depende en gran medida de los nimeros de
Darcy (Da) y Rayleigh (Ra). No obstante, a pesar del buen ajuste de su modelo, este no considera los
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efectos de la inter-region, por lo que no puede proporcionar una descripcioén detallada del flujo cerca
de las fronteras del medio poroso, lo cual podria influenciar la descripcion de la transferencia de calor

entre la regién de medio libre y el medio poroso.

Para problemas de almacenamiento de granos en silos, Jiménez-Islas et al. (2009) estudiaron
numéricamente a la conveccion natural en una cavidad cuadrada que contiene una regién de fluido y
un medio poroso isotrépico. Ambas regiones se colocaron de manera horizontal y se considerd una
generacion de calor en el medio poroso. Para modelar el flujo del fluido se propuso un ODA siguiendo
las ideas de Beckermann et al. (1987), por lo que no se considera a la inter-region y no requiere de
condiciones de frontera de salto. En ese trabajo, el TDA utilizado para construir el ODA consiste en
la ecuacion de Navier-Stokes para el medio libre y la ecuacién de Darcy-Brinkman para el medio
poroso. Los autores concluyeron que su ODA es una buena alternativa para describir a la conveccién
natural, aunque no presentan una comparacioén con otras predicciones. Algunas de las principales
limitaciones de ese trabajo consisten en que no se considera el efecto de la microestructura de la
inter-region sobre el transporte, que ciertamente los trabajos anteriores han mostrado que sus efectos
pueden ser significativos. Otro trabajo que utiliza un ODA para estudiar la conveccion natural entre un
medio libre y un medio poroso es el presentado por Gobin and Goyeau (2008).

Posteriormente, ademas de analizar el coeficiente de deslizamiento o de la condicién de BJ,
Sahraoui and Kaviany (1992) analizaron el flujo de un fluido en diferentes inter-regiones medio
libre/medio poroso utilizando tres GTEs, obtenidas a partir de modificar a la ecuacion de Darcy-
Brinkman. En la primera se consideré que los coeficientes efectivos dados por la porosidad, la
permeabilidad y la viscosidad efectiva varian como una funcién en escalén, en la segunda consideraron
unicamente la dependencia espacial de la viscosidad efectiva, obtenida a partir de simulaciones a la
escala de poro, y en la dltima consideraron la dependencia espacial de la permeabilidad, también
obtenida a partir de simulaciones a la escala de poro. En el primer caso se encontr6 que las predicciones
presentan desviaciones considerables, mientras que estas desviaciones son menores para el segundo y
tercer caso, aunque son ain O(22 %). Sin embargo, concluyeron que una GTE podria proporcionar
predicciones confiables siempre y cuando se cuente con las variaciones espaciales apropiadas de la

permeabilidad, la viscosidad efectiva y de la porosidad.

Una alternativa mds rigurosa para derivar a las GTEs de cantidad movimiento fue presentada por
Ochoa-Tapia and Whitaker (1995a,b), quienes desarrollaron la GTE para el flujo de Stokes entre un
medio libre y un medio poroso a partir de promediar superficialmente, con respecto a una regién
de promediado, a las ecuaciones vdlidas en la escala microscépica. La ecuacién de cantidad de
movimiento resultante posee cuatro caracteristicas sobresalientes: (i) la permeabilidad en el término
de Darcy depende de la posicion, (ii) la viscosidad efectiva es igual a u.rr = g /&g, (iii) contiene
dos términos conocidos como la primera y segunda correccién de Brinkman y (iv) se reduce a la
ecuacion de Stokes en la regién homogénea del medio libre y a la ecuacién de Darcy-Brinkman en
la region homogénea del medio poroso. A partir de dicha GTE estos autores propusieron un ODA y
exploraron su utilidad para reproducir los datos experimentales de BJ (Ochoa-Tapia and Whitaker,
1995b). En ese caso las variaciones espaciales de la porosidad y de la permeabilidad se obtuvieron a
partir de un polinomio de tercer orden y de la ecuacién de Blake-Kozeny con la porosidad variable,
respectivamente. Desafortunadamente, el ODA no proporciond una representacion satisfactoria de

los datos experimentales, pero mostrd la importancia de la microestructura del medio poroso en
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la inter-regién. Afios mds tarde, Ochoa-Tapia and Whitaker (1998b) desarrollaron las GTEs de la
transferencia de cantidad de movimiento del flujo del un fluido para cuando tanto efectos viscosos
como los inerciales son importantes entre un medio poroso y un medio libre. En su trabajo la GTE de
cantidad de movimiento resulta de promediar superficialmente a la ecuacién de Navier-Stokes. Esta
GTE comparte las tres primeras caracteristicas de la GTE para el flujo de Stokes. Ademads, tiene la
caracteristica de que se reduce a la ecuacién de Navier-Stokes en la regién homogénea del medio libre
y a la ecuacién de Darcy-Brinkman-Forchheimer en la regiéon homogénea del medio poroso. A pesar
de las caracteristicas sobresalientes de esta ecuacién, una validacion de dicha ecuacién no ha sido

presentada hasta el momento.

Mas adelante, Basu and Khalili (1999) propusieron un ODA empirico para estudiar el flujo entre
un medio libre y un medio poroso. El modelo se formulé a partir de la ecuacion de Darcy-Brinkman,
donde se considerd que la porosidad y la permeabilidad intrinseca varfan como una funcién Heaviside
en la frontera medio libre/medio poroso y se incluye un término de esfuerzos inerciales. Para mostrar
el desempefio de su modelo consideraron el flujo en un contenedor cilindrico, parcialmente ocupado
por un medio poroso en la parte inferior, donde el flujo es generado debido a una tapa giratoria en la
frontera superior. Las predicciones del modelo, obtenidas considerado que la viscosidad efectiva es
igual a la viscosidad del fluido, se compararon con datos experimentales reportados en la literatura, lo
cual mostré un buen ajuste entre ambos, y por lo tanto elucid6 la viabilidad del modelo propuesto.
Ademads, mostraron que la contribucién del término de Brinkman es importante en una zona pequefia
por debajo de la frontera del medio poroso, mientras que para cualquier otra zona dentro del medio
poroso su contribucién se desvanece. Esto evidencia la existencia de la capa de Brinkman en la
frontera del medio poroso incluso para flujos bidimensionales, aunque una comparacién mds detallada
de las predicciones podria ser necesaria para confirmar esta dltima observacion. No obstante, a pesar
de los resultados positivos, se debe notar que el modelo propuesto estd limitado a que ain no es
posible predecir a la permeabilidad efectiva de manera precisa, por lo que no hay garantia de puede
proporcionar predicciones precisas de los perfiles de velocidad en todo el rango de condiciones de

flujo que pueden suceder entre un medio libre y un medio poroso.

Ademas de desarrollar una metodologia para predecir el coeficiente de salto Bow de Ochoa-Tapia
and Whitaker (1995a,b), Goyeau et al. (2003) evaluaron las predicciones de dos diferentes ODA para
el flujo unidireaccional y completamente desarrollado en un canal parcialmente ocupado por un medio
poroso. El primero de ellos considera que los coeficientes efectivos varian en forma de una funcién
Heaviside alrededor de la frontera del medio poroso (en y = 0), lo que hace que la inter-regién medio
libre/medio poroso no sea incluida. El segundo de ellos considera a la inter-regién medio libre/medio
poroso como una zona heterogénea de tamafio &;z dentro del medio poroso donde los coeficientes
efectivos cambian con la posicién. Debido a que se desconocen cémo deben ser las variaciones
de los coeficientes efectivos, propusieron utilizar expresiones empiricas de la porosidad €g(y) (una
funcién Heaviside, lineal y senoidal) y de la permeabilidad Kp(y) (una extensién de la ecuacién
de Carman-Kozeny). Aplicando ambos ODA para estudiar el flujo completamente desarrollado y
unidireccional en el sistema de BJ, encontraron que las predicciones de la velocidad a partir del primer
ODA son idénticas a las encontradas con un TDA que considera la continuidad de la velocidad y del
esfuerzo para acoplar a la ecuacion de Stokes y la ecuacion de Darcy-Brinkman, mientras que las
predicciones a partir del segundo ODA son idénticas a las obtenidas con el TDA propuesto por Ochoa-
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Tapia and Whitaker (1995b). A partir de ello, los autores indicaron que para tener una descripcién
detallada de los fendmenos en todo el sistema es necesario que el ODA considere correctamente a los
coeficientes efectivos, y por consiguiente a la inter-region.

Recientemente, Luminari et al. (2019) evaluaron las GTEs desarrolladas por Ochoa-Tapia and
Whitaker (1998b). Para hacer esto, estudiaron el flujo bidimensional en una cavidad rectangular
parcialmente ocupada por un medio poroso en su seccion inferior, el cual estd compuesto de cilindros
de seccidn transversal circular colocados verticalmente. Para resolver el ODA asociado a dichas
GTEs, postularon que en la inter-region la porosidad &g y el inverso de la permeabilidad Kﬁ’ !
presentan un comportamiento lineal entre sus valores del seno del medio poroso y del seno del fluido.
Ademds, para evaluar las predicciones del ODA, se llevaron a cabo simulaciones a la escala de poro.
Desventuradamente, encontraron que las predicciones de velocidad promedio y presién promedio
obtenidos de la solucién del ODA no reproducen aquellas obtenidas de las simulaciones a la escala
de poro, tal como los hallazgos de Ochoa-Tapia and Whitaker (1995b). Esto sugiere que las GTEs
desarrolladas por Ochoa-Tapia and Whitaker (1998b) no pueden proporcionar predicciones del flujo
entre un medio libre y un medio poroso. Sin embargo, las desviaciones del ODA pueden ser debido a
que las predicciones de los coeficientes efectivos no son las apropiadas para la geometria utilizada. Por
lo tanto, el desarrollo de una metodologia que permita predecir de manera precisa a las variaciones
espaciales de los coeficientes, lo cual podria mejorar las predicciones del ODA de este trabajo, atin es
un problema abierto.

Una comparacion entre simulaciones a la escala de poro y tres modelos de un dominio para
describir el flujo bidimensional entre un medio libre y un medio poroso fue presentada por Bruneau
et al. (2020). Los modelos de un dominio se conformaron de tres GTEs obtenidas a partir del método
de penalizacién. Cabe recordar que, para la transferencia de cantidad de movimiento, en este método
a la ecuacién de Navier-Stokes se le acopla empiricamente un término de resistencias debido a la
presencia del medio poroso. En el primero el término de resistencias es un término de Darcy con el
coeficiente de permeabilidad intrinseca Kg, en el segundo es un término de Darcy-Forchheimer, y
en el tercero a un término de Darcy con un coeficiente de permeabilidad aparente Hg. Estos autores
analizaron diferentes regimenes de flujo, desde flujo laminar hasta flujo turbulento. Sin embargo, los
resultados mostraron que ningiin ODA es capaz de predecir a los perfiles de velocidad promedio
obtenidos de las simulaciones a la escala de poro. Basados en esto, concluyeron que para mejorar las
predicciones de los ODA, es necesario considerar predicciones precisas de las variaciones espaciales
los coeficientes efectivos en la inter-region entre el medio libre y un medio poroso. Cabe sefialar
que, las GTEs analizadas en ese trabajo son ampliamente utilizadas para el modelado del flujo en
reactores de lecho empacado con una baja d; /d,,, los cuales se caracterizan por coeficientes efectivos
que sufren cambios abruptos con la posicion. Por lo tanto, se debe tener cuidado a la hora de utilizar
estos modelos, ya que pueden introducir errores en las predicciones de la velocidad del fluido, y por

consiguiente en las predicciones de otras cantidades de transporte.

Flujo a través de un canal parcialmente lleno con un medio poroso

La mayoria de los estudios sobre el flujo de un fluido entre un medio libre y un medio poroso,

para caracterizar el flujo del fluido en la regién de la frontera en diferentes niveles de escala de
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descripcion, utilizan el sistema que consiste en un canal parcialmente ocupado con medio poroso,
similar al sistema experimental de Beavers and Joseph (1967). La motivacién de esto se debe a
que este sistema se puede presentar en una gran variedad de aplicaciones de ingenieria quimica
y en sistemas medioambientales (Valdés-Parada et al., 2013; Angot et al., 2017). Por ejemplo, en
aplicaciones de ingenieria quimica se puede encontrar el flujo de un fluido en intercambiadores de
calor con insertos porosos (Alkam et al., 2001; Targui and Kahalerras, 2013, 2014; Saberinejad et al.,
2018), transporte de nutrientes desde el bulk de un fluido hacia estructuras celulares (Yu, 2012),
biopeliculas (Gonzédlez-Brambila and Lopez-Isunza, 2007; Oliveros-Muifioz et al., 2017), secadores
por charolas, fermentadores en medio sélido por charolas, procesos de separacién por membranas,
disipadores de calor en dispositivos electrénicos, entre muchos otros. Por otro lado, en las situaciones
medioambientales tales como, el flujo de aire en el dosel arbéreo (Wilson and Flesch, 1999; Flesch and
Wilson, 1999), incendios forestales (Séro-Guillaume and Margerit, 2002), transporte de contaminantes
en suelos (Bear and Cheng, 2010), extraccion mejorada de petroleo en estratos porosos, arrecifes de
coral (Lowe et al., 2008), flujo en zona bentica de cuerpos de agua (Goharzadeh et al., 2005; Khalili
et al., 2014, 2018), por decir algunos. Ademds, la geometria del canal permite tener un mayor control
del proceso, principalmente a la hora de hacer las comparaciones de los perfiles obtenidos de los
modelos macroscépicos y las observaciones experimentales o de simulaciones a la escala poro.

En este trabajo de investigacion se utiliza también el sistema del canal parcialmente ocupado por
un medio poroso para evaluar las predicciones del flujo de un fluido entre un medio libre y un medio

POroso.

Tamano de la capa de Brinkman entre un medio libre y un medio poroso

Cabe recordar que, desde un punto de vista macroscopico, la inter-regién medio libre/medio
poroso se refiere a la porcién alrededor de la frontera entre un medio libre y un medio poroso, donde
los coeficientes efectivos y asi como la velocidad cambian abruptamente con la posicién, de su valor
en el seno del poroso localizado en X = X, a su valor en el seno del medio libre localizado en x = x;,.
Ademads, cabe mencionar que la parte de dicho perfil de velocidad comprendido desde la velocidad
del seno del medio poroso a la velocidad en la frontera del medio poroso se conoce como la capa
de Brinkman. Por lo tanto, se puede deducir que la capa de Brinkman se encuentra dentro de la
inter-regién medio libre/medio poroso. La determinacion de la extensidn tanto de la inter-region, y asi
como la de la capa de Brinkman, han sido los objetos de estudio de numerosos trabajos analiticos,
numéricos y experimentales reportados en la literatura (Gupte and Advani, 1997; Goharzadeh er al.,
2005; Morad and Khalili, 2009). La motivacién de esto recae en que al determinar la extensioén de
ambas zonas se puede establecer los limites hasta donde el medio poroso y el medio libre pueden
considerarse como homogéneos. Por consiguiente, se pueden establecer los limites hasta donde son
vélidas las ecuaciones asociadas a cada regién homogénea, la ley de Darcy en el seno medio poroso y
la ecuacién de Stokes en el seno del medio libre. Mds atin, puede ilustrar si es que es necesario utilizar
una ecuacion diferente a la ecuacién de Darcy, tal como la ecuacién de Darcy-Brinkman, para describir
a dicha capa de Brinkman. Sin embargo, hasta ahora, se han obtenido resultados controversiales, los
cuales sugieren que el tamafio de la inter-region es 0(m) (Tam, 1969; Saffman, 1971; Neale
and Nader, 1974) o bien, 0(30\/%) (Ochoa-Tapia and Whitaker, 1995a,b) o bien, de la longitud
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caracteristica del medio poroso Gupte and Advani (1997) o bien, del tamaifio de particula (Goyeau
et al., 2003; Goharzadeh er al., 2005; Morad and Khalili, 2009).

Por un lado, Gupte and Advani (1997) condujeron mediciones experimentales de la velocidad
de un fluido en la frontera entre un medio libre y medio poroso fibroso dentro de una celda de
Hele-Shaw usando velocimetria laser Doppler (o Laser Doppler Velocity en inglés). En su trabajo,
concluyeron que el tamafio de la capa de Brinkman &g es O(Ly,). Por otro lado, combinando los
métodos de coincidencia del indice de refraccidn (o refractive index matching en inglés) y velocimetria
de imagenes de particulas (o particle image velocimetry), Goharzadeh et al. (2005) visualizaron y
midieron experimentalmente el perfil de velocidad promedio en la frontera entre un medio libre y un
medio poroso hecho de perlas de vidrio de un tamafio fijo. Para ello consideraron el flujo unidireccional
y completamente desarrollado a través de un canal parcialmente ocupado por dicho medio poroso
en la parte inferior. A diferencia de los trabajos previos, ellos mostraron que el tamafio de la capa de
Brinkman es O(d,), 1o cual es, en general, mucho mds grande que O(,/Kp)-

El siguiente afio, una investigacion experimental fue desarrollada por Agelinchab et al. (20006),
quienes utilizaron también los métodos de coincidencia del indice de refraccion y velocimetria de
imégenes de particulas para medir experimentalmente la velocidad de un fluido en la frontera entre un
medio libre y un medio poroso. El medio poroso consistid en cilindros de seccion transversal circular
colocados verticalmente en la forma de un reglo regular en el fondo de un canal. Encontraron que la
relacién entre Jp/ \/m se encuentra entre 3.75 — 12.61.

Posteriormente, Morad y Khalili (2009) extendieron el estudio del sistema de Goharzadeh et al.
(2005), considerando ahora que el medio poroso se compone de particulas esféricas de multiples
tamafios, el cual es el caso de muchos sistemas naturales y aplicaciones practicas. Los perfiles de
velocidad promedio sugirieron que el tamafio de la capa de Brinkman &g es aproximadamente el
didmetro de particula caracteristico, lo cual a su vez es 0(29.3 \/E) Este resultado es comparable
al valor de O(30,/Kp,,) indicado por Ochoa-Tapia and Whitaker (1995a,b)

Mais recientemente, Chavarria-Onelas (2016) obtuvo expresiones analiticas del perfil de velocidad
promedio de un sistema compuesto por dos medios porosos adyacentes con diferentes propiedades
estructurales. Para ello, consideré que ambos medios porosos se componen de placas paralelas con
espesores fijos y por consiguiente de diferente porosidad y permeabilidad. Esto les permitié obtener
soluciones analiticas de los perfiles de velocidad promedio de simplemente promediar, dentro de una
regién de promediado de tamafio caracteristico rg, a los perfiles de velocidad local entre cada placa.
Usando una idea similar, Ochoa-Tapia et al. (2017) predijeron el perfil de velocidad promedio en un
sistema medio libre/medio poroso, como el utilizado por Beavers and Joseph (1967), aunque aqui
consideraron un medio poroso consolidado donde los porosos consisten en un arreglo periédico de
tubos capilares de didmetro fijo. A pesar de que las geometrias son simples, en ambos estudios se
encontré que los perfiles de velocidad promedio presentan una zona de transicion suavizada cerca
de las fronteras de los medios posos, i. e., la capa de Brinkman. La forma y el tamafio de esta zona
depende de la porosidad del seno del medio poroso y del tamaiio caracteristico de la regién de
promedio, 1. e., § ~ 2ry. Ademds, mostraron que el tamafio de la capa de Brinkman es O(ry). De
esta forma, ambos estudios concluyeron que para describir de manera exacta el perfil de velocidad
promedio entre dos regiones adyacentes, es necesario incluir términos adicionales a la ley de Darcy,

aunque esto no ha sido confirmado. Es oportuno sefialar que, los perfiles de velocidad promedio en
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ambos trabajos no estan sujetos a suposiciones o restricciones de longitudes de escala mds alld a las de
los sistemas originales. Por lo tanto, las ideas utilizadas en ambos trabajos, ofrecen la oportunidad de
determinar de manera exacta a los perfiles de velocidad promedio y a las variaciones espaciales de los

coeficientes efectivos para cerrar el ODA, lo cual fue presentado por Hernandez-Rodriguez (2017).

Variaciones espaciales de los coeficientes efectivos

Como se describié anteriormente, en una inter-region medio libre/medio poroso los coeficientes
efectivos como la permeabilidad intrinseca Kg(x), la permeabilidad aparente Hg(x) y la fraccion
volumétrica £g(x) varfan abruptamente de su valor en el seno del medio poroso a su valor en el seno
del medio libre. Por un lado, las variaciones espaciales de £g(x) se pueden obtener al integrar, con
respecto a una region de promediado, el dominio del fluido localizado cerca de las fronteras del medio
poroso, el cual, por supuesto, debe conocerse de antemano, ya sea a partir de técnicas experimentales,
de softwares especializados, o bien, de geometrias aproximadas. En contraste, hasta hoy en dia, se
desconoce cémo son las variaciones espaciales de la permeabilidad intrinseca y aparente cerca de las
fronteras de un medio poroso, incluso para para medios porosos hechos de geometrias aproximadas.
Para resolver este problema, se han propuesto diferentes alternativas entre los estudios reportados
en la literatura. Una de las ecuaciones mas utilizadas para predecir a Kz en la inter-region medio

libre/medio poroso se puede obtener a partir de la ecuaciéon de Carman-Kozeny (CK) como sigue

_ 180 (1 —&5)°
Kpno) = ——3—
Bno 5(23 83

para —rg<y<-+r (2.10)
donde se utiliz6 a &g en lugar de &g, y se considera a /s como una constante. NGtese que una
suposicién implicita en la Ec. (2.10) es que la zona de cambios tanto de la la porosidad como de la
permeabilidad es la misma, lo cual no es necesariamente cierto, tal como se muestra en los siguientes
capitulos. La ecuacién anterior ha sido utilizada por Ochoa-Tapia and Whitaker (1995a,b); Goyeau
et al. (2003); Valdés-Parada et al. (2007a).

Otra alternativa para predecir a Kgy en una inter-regién medio libre/medio poroso se puede obtener

suponiendo que este coeficiente varia linealmente con la posicidn, de su valor en el seno del medio

poroso (en y = —rp) a aquel en el seno del medio libre (en y = +rp). Esto permite obtener la siguiente
expresion
Kl;‘ y
-1 ®
KBTICU_2<1_;»O> para — 1o <y<+r0 (211)

Cabe sefalar que esta expresion también considera que la zona de cambios de Kg es igual a la de &g.
Esta ecuacion ha sido utilizada para describir a Kz por Chandesris and Jamet (2006); Luminari et al.
(2019).

Una tercera alternativa para predecir a Kz en una inter-regién medio libre/medio poroso consiste en
utilizar una funcién Heaviside, la cual se puede escribir como

K—l

_{ 0 si 0<y<n o1

Qﬁ si —rp<y<0
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Noétese que esta ecuacion considera un cambio abrupto de Kg en y = 0. Es decir, considera una
superficie divisoria localizada en y = 0, en lugar de una inter-regién. Esta alternativa ha sido utilizada
por Beckermann et al. (1987, 1988); Goyeau et al. (2003); Bruneau and Mortazavi (2004, 2008);
Bruneau et al. (2010); Jiménez-Islas ef al. (2009); Bruneau et al. (2020).

Desde otra perspectiva, las variaciones espaciales de Kgy, se pueden representar mediante una funcién
hiperbdlica, tal como

_ 1 y 1
1 _ 1 R
Kﬁnw(y) = 2tanh <51R) + 3 (2.13)

Esta expresion fue utilizada por Chandesris and Jamet (2006) para predecir los coeficientes en exceso
o coeficientes de salto que se encuentran en su condicién de salto del esfuerzo. Otras expresiones
empiricas, en términos de funciones hiperbdlicas, de las variaciones espaciales de la permeabilidad
intrinseca en la inter-regién medio libre/medio poroso han sido presentadas por Chandesris and Jamet
(2007).

Condiciones de salto de transferencia de masa

Asi como numerosos trabajos se han enfocado a desarrollar las condiciones de salto que completan
un TDA para la transferencia de cantidad de movimiento entre un medio libre y un medio poroso,
varios otros han enfocado su esfuerzo a desarrollar las condiciones de salto para la transferencia de
masa entre un medio libre y un medio poroso. A continuacién se describen algunos de ellos.

Para el proceso de difusién y reaccion en particulas cataliticas con superficies no uniformes, Wood
et al. (2000) presentaron una metodologia para el desarrollo de una condicién de salto local espacial-
mente suavisada y libre de coeficientes ajustables (i. e., una condicion de salto local cerrada). A partir
de ella obtuvieron una condicion de salto local en términos de un coeficiente de reaccidn efectiva,
el cual se puede calcular a partir de la solucién de un PCL asociado en una regién representativa
periddica de la superficie catalitica. Este coeficiente tiene la tarea de incorporar los efectos de las no
uniformidades de la superficie catalitica y asi como de los pardmetros intrinsecos de la reaccién local
en la descripcién del transporte en la escala local. Motivados por el trabajo de Wood et al. (2000),
Valdés-Parada et al. (2006) extendieron y reformularon la metodologia de condiciones de salto de
Ochoa-Tapia and Whitaker (1995a) para estudiar el proceso de difusién y reaccion heterogénea entre
un medio libre y un medio poroso. Ellos obtuvieron una condicién de salto del flux de masa, libre de
coeficientes ajustables (i. e., una condicion de salto macroscopica cerrada). La condicién de salto
contiene un coeficiente de reaccién efectiva, el cual incorpora el efecto de la microestructura de la
inter-region 1@ sobre la descripcion del transporte en la escala macroscépica. Este coeficiente se
puede determinar a partir de la solucioén de un PCL asociado, similar al trabajo Wood et al. (2000),
aunque en este caso el dominio de solucién es una region representativa periddica de la frontera medio
libre/medio poroso que incluye a la inter-regién n@. Ademas, para completar el modelo del TDA,
impusieron la continuidad de la concentracidn en la superficie divisoria Xg.

En un trabajo posterior, Valdés-Parada et al. (2007a) desarrollaron una GTE cerrada para estudiar
el proceso difusion pasiva entre un medio libre y un medio poroso, la cual estd en términos de un tensor

de difusividad efectiva dependiente de la posicién en la inter-regién 1 @. Las variaciones espaciales de
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este coeficiente se determinan a partir de la solucién de un PCL asociado en una region representativa
periddica de la frontera medio libre/medio poroso que incluye a la inter-regién n®. En el mismo
trabajo, estos autores aplicaron su metodologia de condiciones de salto previamente reportada y
desarrollaron la condicidn de salto del flux de masa libre de coeficientes ajustables. En este caso
enfocaron su atencién en el efecto de despreciar o no a los términos de superficie en exceso presentes
en dicha condicién de salto. Los resultados mostraron que un modelo TDA, donde la condicién de
salto considera el transporte y a la acumulacién de superficie, es capaz de describir los perfiles de
concentracion.

Por ultimo, usando su metodologia de condiciones de salto, Valdés-Parada et al. (2009b) desarro-
llaron la condicién del salto del flux para el proceso de transporte de masa por difusién y conveccién
con reaccién heterogénea y adsorcion entre un medio libre y un medio poroso. La condicién de salto
estd en términos de tres coeficientes efectivos (i. e., el tensor de dispersion, el coeficiente de reaccion
y el coeficiente adsorcion efectiva), los cuales se pueden obtener de la solucién de un PCL asociado
en un dominio representativo de la region de la frontera medio libre/medio poroso que incluye a la
inter-region 1 @. De esta manera, se muestra la dependencia de los dos tltimos coeficientes con el
nimero de Peclet de particula (Pe= <vﬁ>/3 {5/ Pp), la porosidad del seno del medio poroso y asi como
del médulo de Thiele de la escala de poro (¢). Para completar el TDA, los autores impusieron la
continuidad de la concentracién en la superficie divisoria. Cabe sefialar que, la determinacién de las
variaciones espaciales del tensor de dispersion total en la inter-regién 1, el cual cierra a la GTE de
la transferencia de masa por difusién y conveccién entre un medio libre y un medio poroso, atin es un

problema abierto.

Métodos de escalamiento

El flujo de un fluido en medios porosos es un proceso que se lleva a cabo en la escala microscépica
y su efecto se refleja en la escala macroscépica. Debido a esto, enfoque conveniente conveniente
para describir a este problema consiste en desarrollar modelos en términos de ecuaciones de medio
efectivo, las cuales contienen coeficientes efectivos que capturan la informacion de la microescala o
de la escala anterior. Entre los estudios reportados en la literatura existen diversas metodologias de
escalamiento para desarrollar ecuaciones de medio efectivo, tales como el método de homogenizacién
espacial (Sanchez-Palencia, 1980, 1986), el método del promedio volumétrico (Whitaker, 1999) y
m4s recientemente el método de la teoria del promediado termodindmicamente restringida (Gray and

Miller, 2014). A continuacién se describe brevemente cada uno de estos métodos.

Método de homogenizacién espacial

El método de homogenizacion es una técnica matematica utilizada para estudiar problemas de
valor a la frontera en dominios con estructura periddica. Este método fue iniciado por Sdnchez-
Palencia (1980, 1986), quien estudié el flujo de Stokes a través de medios porosos, proporcionando
asf una justificacion tedrica de la ley Darcy. Posteriormente, Ene and Polisevski (2012) expandieron
y aplicaron los principios de este método para estudiar la conveccién natural en medios porosos.
Algunas de las principales caracteristicas de este método son las siguientes:

= Para iniciar la aplicaciéon del método se requiere del planteamiento de las ecuaciones que
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gobiernan el transporte en la escala local.

La herramienta bésica en el método de homogenizacién es la expansion asintética, que permite
separar las ecuaciones gobernantes en un nimero de escalas, donde cada una gobierna el
proceso en una escala especifica. La expansion se lleva a cabo en términos de un pardmetro
€ ={/L, el cual relaciona la longitud la celda periédica y la longitud caracteristica del sistema
macroscépico.

La deduccién de los modelos requiere suponer una estructura periddica en la escala més pequeiia.
Esta suposicién proporcionan las condiciones de frontera necesarias para un andlisis matematico
riguroso.

La periodicidad se introduce con el objetivo de facilitar la homogenizacién y se considera como

un modelo conceptual de la escala pequefia en la deduccién de los modelos a la escala superior.

2.7.2 Método del promedio volumétrico

Las ecuaciones de medio efectivo, ya sea de los modelos de uno o dos dominios, se pueden obtener

mediante el uso de diversas metodologias de escalamiento. En este trabajo, esto se llevard a cabo usan-

do el método del promedio volumétrico (Whitaker, 1999). Este método ha sido utilizado ampliamente

en la literatura para derivar ecuaciones de transporte macroscopicas de sistemas multifdsicos y de

indole jerarquica. Entre las bondades de este método se encuentran que, permite definir las cantidades

promedio a partir de las cantidades locales, definir a los coeficientes efectivos, determinar a dichos

coeficientes efectivos a partir de la solucién de problemas auxiliares e identificar el dominio de validez

de las ecuaciones de medio efectivo resultantes. A continuacién, enumeran brevemente los principales

pasos de dicho método de escalamiento

1.

Definir el modelo local, el cual consiste en establecer el modelo valido en la escala del continuo,
tanto las ecuaciones gobernantes como las condiciones de frontera.

Definir una regién de promediado en cada punto del sistema fluido-medio poroso e introducir
operadores de promediado.

Aplicar el operador de promedio superficial al modelo local.

Intercambiar diferenciacion temporal e integracién espacial usando el teorema general del
transporte para un medio poroso rigido (Whitaker, 1981).

Intercambiar diferenciacién espacial e integracién espacial usando el teorema del promediado
espacial (Howes and Whitaker, 1985).

Usar la condicion de frontera interfacial definida en el modelo local en la ecuacién promediada
superficialmente.

Eliminar las cantidades locales restantes dentro de las ecuaciones promediadas descomponien-

dolas en su promedio y desviaciones de acuerdo a Gray (1975) como

opl, = <‘Pﬁ>ﬁ‘r+ P, (2.14)

Cabe sefialar que, después de completar estos pasos, la ecuacién promedio resultante es una
ecuacion abierta, debido a que contiene a dos incdgnitas y sélo se tiene una ecuacién. De esta
manera, los pasos a seguir son

Derivar las ecuaciones gobernantes de las desviaciones de yg, proceso llamado como proceso
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10.

11.

de cerradura.

Resolver formalmente el problema de valor a la frontera de las desviaciones.

Introducir la solucién formal de las desviaciones en las ecuaciones promedio abiertas y definir
los coeficientes efectivos en términos de las variables de cerradura. De esta forma, las ecuaciones
obtenidas son ecuaciones promedio cerradas, las cuales corresponden a las GTE del ODA.
Por ultimo, se pueden imponer algunos postulados de escalamiento para obtener las ecuaciones
promedio escaladas correspondientes al seno de cada regién homogénea, las cuales corresponden

a las ecuaciones del TDA.

2.7.3 Teoria del promediado termodindmicamente restringida

Una metodologia de escalamiento relativamente nueva, es la teorfa del promediado termodinami-

camente restringido (TCAT por sus siglas en inglés) (Gray and Miller, 2014). Este método tiene el

objetivo de formular modelos macroscépicos para medios porosos basados en promedios rigurosos a

partir de su contraparte en la microescala junto con una formulacién termodindmica apropiada de la

misma. El desarrollo de las ecuaciones macroscopicas mediante esta metodologia se puede resumir en

los siguientes pasos

Generar una expresion para la desigualdad de la entropia para el sistema completo de interés.
Plantear el conjunto de ecuaciones de conservacion de masa, calor o movimiento en la escala
desea para todas las entidades (volimenes, dreas, curvas en comun y puntos en comiin) basado
en promedios claramente definidos de las cantidades de la microescala.

La apropiada teoria termodindmica es promediada hasta la escala deseada y se generan las
formas diferenciales de la dependencia espacial y temporal de la energia interna.

La desigualdad de la entropia de la microescala es umentada usando los productos de los
multiplicadores de Lagrange con las ecuaciones de conservacién y las ecuaciones diferenciales
escaladas consistentemente.

El conjunto de multiplicadores de Lagrange se determina para seleccionar la combinacion de
las ecuaciones de conservacion que describen la fisica del problema y eliminar las derivadas
temporales de la desigualdad de la entropia, conduciendo asi a desigualdad de la entropia
restringida.

Aplicar identidades geométricas y aproximaciones en desigualdad de la entropia para eliminar
las derivadas temporales restantes tanto como se sea necesario.

La expresion de desigualdad de entropia resultante se utiliza para guiar el desarrollo de la forma
general de las relaciones de cerradura consistentes con la segunda ley de la termodindmica.
Por dltimo, el modelado y la experimentacion en la microescala y en la macroescala son

utilizados para un avance apropiado de las relaciones de cerradura.

Cabe sefialar que, los modelos obtenidos mediante esta metodologia resultan en sistemas com-

plejos donde las cerraduras se encuentran relacionadas con la termodindmica de las interfaces. En

consecuencia, la solucién numérica o analitica resulta ser impractico para muchos sistemas.

Para finalizar esta seccion, cabe sefialar que, ademas del método de homogenizacién y el TCAT,

otros métodos de escalamiento también han sido propuestos la literatura, tales como, el método de

promediado de ensamble de fases. Para conservar la brevedad en de este trabajo, estos métodos no se

describen en esta revision.
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Identificacion del problema de investigacion

La revision presentada arriba muestra que el modelado del flujo de un fluido entre un medio libre
y un medio poroso es una tarea muy complicada de completar, la cual ha sido y sigue siendo hasta hoy
en dia objeto de estudio de numerosas investigaciones. Muchas de ellas se han enfocado en desarrollar
modelos macroscépicos que conduzcan a una descripcién efectiva o promedio, pero que sigan siendo
lo més cercanas a la realidad y cada vez mds generales. Entre los dos tipos principales de modelos
encontrados en la literatura, un TDA o un ODA, se deduce que un ODA puede conducir a cumplir
mejor este objetivo que un TDA. Sin embargo, hasta hoy en dia, no ha sido posible proporcionar una
GTE definitiva, que sea prictica para describir el flujo de un fluido en cualquier dominio compuesto
por un medio libre y un medio poroso y que al mismo tiempo sea ampliamente aceptada en la literatura.
Esto ha sido un tema de gran debate en la literatura, ya que se ha sugerido que una GTE apropiada
debe incluir términos no convencionales en la inter-regién medio libre/medio poroso. Ademads, hasta
donde se conoce, no existe una GTE que no haga uso de coeficientes de transporte empiricos, que
solo funcionan para el sistema en el que fueron determinados, para describir el flujo de un fluido entre
un medio libre y un medio poroso. En otras palabras, se desconoce hasta hoy en dia como deben
ser las variaciones espaciales de los coeficientes efectivos, principalmente en la inter-regién medio
libre/medio poroso. Por lo tanto, este trabajo de investigacién se enfoca en proporcionar GTEs que
permitan satisfacer los objetivos antes mencionados tanto para el flujo de un fluido bajo condiciones
de flujo de Stokes como de flujo inercial entre un medio libre y un medio poroso. Més atn, busca
proporcionar una metodologia que permita predecir las variaciones espaciales de los coeficientes

efectos en un dominio compuesto por un medio libre y un medio poroso.
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e investigacion, hipotesis y objetivos

3.1 Pregunta de investigacion

(Pueden las ecuaciones de transporte generalizadas desarrolladas a partir del método del promedio
volumétrico describir la transferencia de cantidad de movimiento de un fluido en dominios compuestos

por un medio libre y un medio poroso?

3.2 Hipodtesis

La transferencia de cantidad de movimiento entre un medio libre y un medio poroso puede
ser descrita mediante ecuaciones de transporte generalizadas desarrolladas a partir del método de

promedio volumétrico.

3.3 Objetivos
3.3.1 General

Desarrollar y validar las ecuaciones de transporte generalizadas de la transferencia de cantidad de

movimiento de un fluido entre un medio libre y un medio poroso.

3.3.2 Particulares

1. Demostrar la existencia y determinar la extension de la capa de Brinkman en la inter-regién
entre un medio libre y un medio poroso para asi justificar la pertinencia de las correcciones de
Brinkman a ley de Darcy.

2. Cerrar y validar las ecuaciones de transporte generalizadas del flujo de Stokes de un fluido
entre un medio poroso y un medio libre antes adoptar un conjunto de suposiciones basadas en
restricciones de longitudes de escala utilizado simulaciones a la escala de poro.
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3. Cerrar las ecuaciones de transporte generalizadas del flujo de Stokes de un fluido entre un
medio poroso y un medio libre después de adoptar un conjunto de suposiciones basadas en
restricciones de longitudes de escala.

4. Extender el objetivo anterior para el flujo inercial de un fluido entre un medio libre y un medio

POroso.
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Cuando un fluido viscoso fluye sobre una superficie permeable, en la frontera medio libre/medio
poroso se forma una zona de transicion en el perfil de velocidad promedio, a través de la cual la
velocidad cambia rapidamente de la velocidad en el seno del medio poroso (up = (vﬁ)w) ala velocidad
de deslizamiento en la superficie del mismo (u;,; = (vﬁ),-m). A esta zona transicion se le conoce como
la capa de Brinkman, y el flujo dentro de ella puede determinar otras cantidades como la transferencia
de calor y masa entre la regién del medio libre y el medio poroso (Chandesris and Jamet, 2006,
2007, 2009). No obstante, se han reportado resultados controversiales acerca del espesor de la capa
de Brinkman (8g), y por ende, acerca de la ecuacién gobernante del flujo vélida en la regién del
medio poroso. Por un lado, diversos trabajos han sugerido que el tamafo de la zona de transicién es
o~ 0 (\/K_w) (Tam, 1969; Saffman, 1971; Goyeau et al., 2003), por lo que para describir el flujo
del fluido en la regién del medio poroso, es suficiente utilizar a la ley de Darcy. Por otro lado, diversos
trabajos han mostrado que el tamafo de la zona de transicién es varios érdenes de magnitud mas
grande que la raiz cuadrada de la permeabilidad (Gupte and Advani, 1997; Goharzadeh et al., 2005;
Morad and Khalili, 2009), por lo que para describir el flujo del fluido en la regién del medio poroso, es
necesario incluir términos adicionales en la ecuacion de cantidad movimiento, tal como la correccion
de Brinkman a la ley Darcy. Sin embargo, estas discrepancias en las ecuaciones gobernantes del flujo
en el medio poroso pueden conducir a diferentes predicciones del flujo en la zona de transicion y asi
como en las regiones homogéneas, las cuales a su vez pueden conducir a diferentes descripciones de

otras cantidades.

El objetivo de esta capitulo es mostrar la existencia de la capa de Brinkman en una frontera
medio libre/medio poroso, y mostrar que su tamaiio estd directamente relacionado con el tamafio de la
region de promediado (utilizada para medir cantidades promedio) y la porosidad del seno del medio
poroso. Ademas, se desea mostrar que esta capa es un resultado de utilizar cantidades promedio, y
no de resolver ecuaciones de medio efectivo de transporte. Esta idea se reporta en los trabajos de
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Ochoa-Tapia et al. (2017); Hernandez-Rodriguez et al. (2019), en donde como sistema de estudio se
utiliza un canal parcialmente lleno con un medio poroso homogéneo. En el trabajo de Ochoa-Tapia
et al. (2017) se utiliza un medio poroso consolidado compuesto de un arreglo periddico de capilares
paralelos orientados en la direccidn del flujo. Mientras que, en el trabajo de Hernandez-Rodriguez
et al. (2019) el medio poroso se compone de un arreglo de placas paralelas orientadas en la direccion
del flujo. Aunque en ambos trabajos se muestra que el tamao de la capa de Brinkman es del orden de
la regién de promediado utilizada, y que es un resultado de utilizar cantidades promedio, el sistema de
estudio contiene las siguientes limitaciones: (1) Dadas las geometrias del medio poroso utilizadas,
el flujo en la regidn del medio libre se encuentra desconectado de aquel en el medio poroso, lo cual
puede sugerir que la conclusiones obtenidas solo son vélidas para cuando el flujo en ambas regiones
no es considerado. Ademds, (2) los resultados estdn limitados a medios porosos hechos de capilares o

placas paralelas, dejando de lado a los medios porosos particulados y/o fibrosos.

De lo anterior, en este capitulo se estudia la transferencia de cantidad de movimiento entre un
medio libre y un medio poroso particulado utilizando simulaciones a la escala de poroso, el cual
permite el intercambio de cantidad de movimiento entre el medio libre y el medio poroso. Para ello
se utilizan tres modelos de medios porosos compuestos de arreglos periddicos de una celda unitaria

cuadrada con particulas sélidas.

Planteamiento del problema

Definicion del sistema y de las ecuaciones gobernantes en la microescala

Como se menciono arriba, el objetivo de este capitulo es analizar la existencia y el tamafio de la
capa Brinkman en la frontera entre una region de medio libre y un medio poroso. Para llevar a cabo
esto es necesario conocer el perfil de velocidad promedio en algin sistema medio libre/medio poroso.
Una opcién para ello consiste resolver las ecuaciones promedio que gobiernan a la transferencia de
masa total y cantidad de movimiento en la escala macroscépica. Sin embargo, como se mencioné al
inicio, ya que existen diferentes ecuaciones para modelar el transporte en el medio poroso, los perfiles
de velocidad promedio dependerdn del modelo elegido (Neale and Nader, 1974; Valdés-Parada et al.,
2013; Zampogna and Bottaro, 2016; Ochoa-Tapia et al., 2017; Hernandez-Rodriguez et al., 2019).
Este problema se puede evitar si el perfil de velocidad promedio se obtiene tinicamente de promediar,
usando una regién de promediado, el perfil de velocidad local. Por lo tanto, para obtener los perfiles
de velocidad promedio, primero es necesario resolver el problema vélido en la escala microscopica en

un sistema medio libre/medio poroso.

Para cumplir con los objetivos de este capitulo, se considera el sistema medio libre/medio poroso
que muestra en la figura 4.1. El sistema consiste en el flujo a través de un canal parcialmente ocupado
por un medio poroso rigido y homogéneo, similar al utilizado por Beavers and Joseph (1967). La fase
fluida se representa por la fase—f8 mientras que la fase sélida por la fase—o. La regién de medio libre,
de altura Ly y localizada en la porcion superior del canal, se denominard a lo largo de este capitulo
como la regién—1. Ademads, la regién ocupada por el medio poroso, de altura L, y localizada en la
parte inferior del canal, se denominard como la regién—®. Con esto en mente, se considera que el

sistema estd sujeto a las siguientes suposiciones iniciales
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(e) Inter-region
n-w

(d) Region homogénea—n

(c) Inter-region
n-o

Fase-c

(a) Inter-region (b) Region homogénea—w
o-W

Figura 4.1: Esquema de un canal parcialmente ocupado por un medio poroso similar al analizado por Beavers
and Joseph (1967). Ademas se muestra la region de promediado ¥ en cinco posiciones, dos en las regiones
homogéneas ((b) el seno del medio poroso y (d) el seno del medio libre) y tres en las inter-regiones ((a)
pared inferior/medio poroso, (¢) medio libre/medio poroso y (e) medio libre/pared superior. Las longitudes
caracteristicas de la region del medio poroso, del medio libre y de la regién de promediado son Ly, Ly y 7o,
respectivamente.

Suposiciones 4.1.1 — Condiciones de flujo.

1. Flujo incompresible, i. e., la densidad del fluido (pg) se mantiene constante con respecto al
tiempo y a la posicién.

2. Fluido newtoniano, i. e., que la relacion entre el esfuerzo cortante aplicado sobre el fluido y la
velocidad de deformacién es lineal, donde la pendiente estd dada por la viscosidad dindmica
(up).

3. Medio poroso rigido y homogéneo compuesto de una fase sélida (fase—o) impermeable.

4. Efectos inerciales despreciables con respecto a los esfuerzos viscosos, i. e., Re, < 1

5. Proceso de flujo en estado estacionario.

Por lo tanto, las ecuaciones que gobiernan el transporte de masa total y de cantidad de movimiento
en la escala microscépica de la fase— 3 estan dadas por

V.vg =0 enlafase—f3 (4.1a)
0=—-Vpg —i—pﬁg—i—uﬁvzvﬁ en la fase — 8 (4.1b)

Dirigiendo la atencién a las condiciones de frontera, debido a que el medio poroso es rigido, se
considera que la condicién de frontera de no deslizamiento es vilida en todas las interfases sélido-

fluido contenidas en el sistema entero (s a)

vg=0 en sy (4.1¢)

39



Capitulo 4. Flujo de Stokes entre regiones homogéneas

Celda unitaria

fase—f3

Figura 4.2: Esquema de una canal parcialmente ocupado por un medio poroso rigido rigido y homogéneo
compuesto de un arreglo periddico de una celda unitaria con una particula circular centrada

Esta condicién de frontera también se debe satisfacer en las paredes impermeables que limitan al
canal, tanto en la direccion vertical (coordenada—y) como en la horizontal (coordenada—z). Ademas,
para completar el planteamiento del problema, es necesario especificar las condiciones de frontera
en las entradas y salidas del sistema. En este caso, con base en el sistema de Beavers and Joseph
(1967), se supone que el flujo en las regiones—n y —® es causado por una caida de presiéon promedio

constante en la direccién x (coordenada—x), la cual se puede expresar como

_ ‘9<Pﬁ>ﬁ _ <1’I3>B =0 — <Pﬁ>ﬁ =L
dx L

=C Vye(—Lg,Ly) (4.1d)

De esta forma, las Ecs. (4.1) constituyen el modelo completo en la microescala (o escala de poro),
cuya solucién conduce a obtener a los perfiles de velocidad y presion locales. Sin embargo, se debe
notar que, en general, la solucién del problema local en todo el sistema medio libre/medio poroso
es casi imposible de obtener, ya que en la mayoria de los casos se desconoce la miscroestructura de
un medio poroso real. Ademds, incluso si se conociera, la disparidad de longitudes caracteristicas
entre el tamafio de poro () y el tamafio del medio poroso (L) hace que la solucién del problema de
la escala microscépica sea altamente costosa computacionalmente (Whitaker, 1999). Este hecho ha
motivado a numerosos trabajos a desarrollar modelos macroscépicos para describir adecuadamente
un sistema medio libre/medio poroso en la escala macroscépica. Esta idea se utiliza en el capitulo
5 donde a partir del método del promedio volumétrico se desarrollan las ecuaciones promedio que

permiten estudiar la transferencia de cantidad de movimiento entre un medio libre y un medio poroso.

Con el fin de reducir el alto costo computacional de la solucién del problema de la escala
microscopica, y cumplir con los objetivos antes mencionados, en este capitulo se utilizan modelos de
medios porosos de geometrias simplificadas. Ademads, en los capitulos subsecuentes la solucién del
problema local se utilizard dnicamente para propdsitos de comparacion y validacién de los ecuaciones
de medio efectivo desarrolladas. Cabe sefialar que la solucién numérica del problema de la escala
microscépica se denominard a lo largo de este trabajo como simulacion a la escala de poro (o PSS por
sus siglas en inglés).
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4.2 Perfiles de velocidad promedio

4.2.1

Simulaciones a la escala de poro

Para resolver el problema de la escala microscépica dado por las Ecs. (4.1), el andlisis se restringe
a una seccion del canal donde el flujo es completamente desarrollado. Ademads, se considera que el
medio poroso se compone por un arreglo periddico de una celda unitaria cuadrada de longitud de lado
£, 1a cual contiene particulas sélidas de longitud £, tal como la que se muestra en la figura 4.2. Bajo
estas condiciones, el campo de la velocidad local serd un campo periddico en la direccién horizontal
(coordenada—x) en una distancia igual a la longitud caracteristica de una celda unitaria. Por lo tanto,
basta con resolver el problema de la microescala en un dominio periddico representativo como el que
se muestra en la figura 4.3. Este dominio de solucién tiene una altura Ly = Lg + Ly y un ancho /.
Esto requiere imponer la condicién de frontera de periodicidad de la velocidad local en la direccién

del flujo, la cual estd dada por
vg(r+4) = vg(r) 4.2)

Siguiendo el trabajo de Eidsath et al. (1983), para generar el campo de velocidad local mediante una
caida de presion promedio, se descompone la presion local en términos de su promedio intrinseco

(<p5>’3 ) y desviaciones locales (Pp) como

pp = (pp)P + pp (4.3)
lo cual permite escribir a la caida de presién promedio como sigue

~V(pp)P =Ci (4.4)

donde C es una constante que permite definir la magnitud de la caida de presién promedio, la cual
debe ser lo suficientemente pequefia con el fin de satisfacer la suposicién de flujo reptante. El valor de
C se determina como se muestra en la §4.2.1. Ademads, para completar el problema de la microescala,

se impone que las desviaciones locales de la presién son un campo periédico

pp(r) = pp(r—+il) 4.5)
y deben satisfacer la restriccién promedio dada por

(pg)? =0 (4.6)

De esta forma, el problema de la microescala estd completamente definido y se puede reescribir como

V.vg=0 enlafase—f (4.7a)
0=—-Vpg+V?vg+Ci enlafase—f3 (4.7b)
vg=0 en s y=Ly, Lo 4.7¢)
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vg(r/€) =vg(r/l+1i) (4.7d)
pp(r) = pp(r+if) (4.7¢)
(PP =0 (4.76)

Ahora, con el fin de obtener resultados genéricos, se recurre a escribir el problema de la microescala

en forma adimensional. Para ello, se introduce el conjunto de variables adimensionales dadas por

+ o
y—Y. u_B. p:(PB Pﬁyg); ct =

X=1; ;
l ¢ Vref Pref Pref

(4.8)

donde vy = Ug/(Ppl) Y Pref = ,ué /(£%p) son la velocidad y la presién de referencias. Por consi-
guiente, las Ecs. (4.7) toman la siguiente forma

V.-u=0 enlafase—f (4.9a)
0=—-Vj+V?u+C*i enlafase—J (4.9b)
u=0 en B, Y=Lp/l, Ll (4.9¢)
u(r/l+i) =u(r/¢) (4.9d)
ﬁ(r/f—i— i)=p(r/f) (4.9¢)
(p)P = (496

La solucién de este problema se llevé a cabo usando el resolvedor de elementos finitos COMSOL
Multiphysics 5.2. Se utiliz6 una malla triangular no estructurada y se escogi6 el resolvedor PARDISO.
Para garantizar que los resultados fuesen independientes de los pardmetros numéricos se realizaron
pruebas estandar de convergencia. Estas pruebas consistieron incrementar gradualmente el nimero de
elementos y comparar los perfiles de velocidad local obtenidos en los cortes verticales localizados en
X =0y X =0.5. La malla seleccionada fue aquella para cuando el error relativo porcentual entre los

perfiles de dos sucesiones fuese menor que la tolerancia de 10~ %.

Se considera que el sistema medio libre/medio poroso consiste en un medio poroso con Ly, = 10/
y una regién de medio libre con Ly = 10°¢. Esto permiti6 tener un canal con una altura total igual
alr=Ly+Ly= 1.1x10%¢, el cual conserva una disparidad de escala de dos ordenes de magnitud
entre el tamafio de poro y el tamafio del medio poroso (¢ < Lg,), y tres 6rdenes de magnitud entre el
tamafio de poro y el tamafio del medio libre (£ < Ly).

Todos los resultados se obtuvieron considerando tres modelos del medio poroso, las cuales se
muestran la figura 4.4. La primera estructura consiste en un arreglo periédico de una celda unitaria
bidimensional con una particula circular centrada. La segunda de una celda unitaria con particulas
circulares en un arreglo escalonado. Y la tercera de una celda unitaria con una particula cuadrada
centrada. Cabe sefialar el tamafio de las particulas £; depende de la geometria de estas en cada celda
unitaria, el cual se determina al especificar el valor de la porosidad del seno del medio poroso &g,

Determinacion de la caida de presion adimensional para flujo reptante

Para resolver el problema de valor a la frontera dado por las Ecs. (4.9), es necesario especificar el
valor de la caida de presion adimensional C*. Cabe sefialar que, bajo condiciones de flujo reptante, el
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(a)

Figura 4.3: Dominio representativo de canal parcialmente ocupado por un medio poroso para la solucién
del problema de la escala de poro. Aqui se muestran diferentes porciones del sistema: (a) inter-regién medio
poroso/pared impermeable, (b) medio poroso homogéneo, (c) inter-regién medio libre/medio poros, (d) regién
de medio libre y (e) inter-regiéon medio libre/pared impermeable.

valor de C* se puede agrupar en cada variable dependiente de las Ecs. (4.9) y resolver el problema
local con el término no homogéneo dado por i. Asi, el campo de velocidad local para otros valores de
C* se pueden obtener simplemente de multiplicar el campo de las variables locales resultantes por el
valor de C* deseado. No obstante, puede haber situaciones en donde el flujo en la parte homogénea
de cada regién de un sistema medio libre/medio poroso puede ser no inercial y en la frontera medio
libre/medio poroso ser inercial (Ochoa-Tapia and Whitaker, 1997). Por lo tanto, en lugar de proponer
algun valor arbitrario de C*, vale la pena determinar el valor mdximo de C* para el cual las Ecs. (4.9)
son validas en condiciones de flujo reptante en cualquier lugar del sistema medio libre/medio poroso.

Para este fin, se resolvié el problema microscépico dado por las Ecs. (4.9) usando diferentes
valores de C* en el dominio representativo del canal. Posteriormente, se compararon los perfiles de
velocidad local resultantes con los obtenidos de resolver el problema de flujo inercial en el mismo
dominio, donde la ecuacién de Stokes se reemplaza por la ecuacién de Navier-Stokes. Esta dltima

ecuacion en forma adimensional se puede escribir como
u-Vu=-Vj+V?u+C*i enlafase—f (4.10)

Cuando los perfiles locales del primer conjunto de ecuaciones fueron idénticos a los obtenidos con
el segundo conjunto, los efectos inerciales se consideraron despreciables con respecto a los efectos
viscosos, lo cual determiné el valor maximo de C* para condiciones de flujo reptante.

En la tabla 4.1 se reporta el valor médximo del porcentaje de error relativo de la magnitud de la
velocidad local obtenida a partir de la solucién de las ecuaciones de flujo inercial con respecto a la
obtenida de resolver a las Ecs. (4.9). Los calculos se realizaron usando seis valores de C* para dos
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(a) (b) (c)

fase—3

fase—f3

g ase—o g

Figura 4.4: Seccion transversal de las celdas unitarias utilizadas para construir cada medio poroso: (a) cilindro
circular centrado, (b) cilindro circular escalonado y (c) prisma cuadrangular centrado.

Tabla 4.1: Porcentaje de error relativo méximo del modelo de Navier-Stokes para predecir la velocidad local
con respecto al modelo de Stokes para diferentes valores de C*. Estos cdlculos son para el medio poroso
compuesto de circulos en linea, Ly = 10°¢ and Ly, = 10?/ y dos valores de €3o-

C* Sﬁa) =04 eﬁa) =0.8
107 0.00120 1.61x10~*
10~4 0.01204 1.61x1073
1073 0.12090 1.63x1072
1072 1.22278 1.67x107!
0.1 8.25514 491

1 18.6852 19.29

valores de €g,. Como se puede ver, el error incrementa conforme el valor de C* crece, lo cual muestra
que las contribuciones inerciales se vuelven mas importantes que las contribuciones viscosas. Los
menores errores para cada valor de C* se localizaron en las regiones homogéneas del sistema medio
libre/medio poroso, mientras que los mayores errores se encontraron en la frontera medio libre/medio
poroso. Note que estos dltimos errores son los reportados en la tabla 4.1. Esto confirma que, mientras
en las regiones homogéneas los efectos inerciales se pueden considerar despreciables, incluso para
valores C* cercanos a la unidad, en la frontera medio libre/medio poroso estos efectos pueden existir y
deben considerarse a la hora de describir la transferencia de cantidad de movimiento entre un medio

libre y un medio poroso.

Por otro lado, en la tabla 4.1 se puede notar que, para C* = 1073 el error es O(10~!) cuando
€y = 0.4 y el error es 0(1072) cuando €g = 0.8. Esto puede sugerir que C* = 1073 es el maximo
valor de C* para el cual las Ecs. (4.9) son vélidas. Sin embargo, para aclarar esto, en las figuras 4.5 y
4.6 se muestra el campo de la magnitud de la velocidad local y las lineas de corriente, respectivamente,
para diferentes valores de C*, en la frontera medio libre/medio poroso. Estos perfiles se obtuvieron
usando las ecuaciones de flujo inercial. En primer lugar, en la figura 4.5 se puede observar que los
perfiles de la velocidad local llegan a ser cualitativamente similares para C* < 10~*. De hecho, se
podria decir que, el campo de velocidad local para C* = 1x10~* se puede obtener de multiplicar por
10 al obtenido para C* = 1x107>. En la figura 4.6 se pueden corroborar estos resultados, donde se
muestra que las lineas de corriente para C* = 107> y C* = 10~* son similares. En contraste, las lineas
de corriente para C* = (0.1 y C* = 1 son claramente diferentes. Por lo tanto, esto puede sugerir que el
valor C* debe ser menor que 10~#, en lugar de 1073,
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x1077 x106 x1073

6 6 6
4 4 4
2 2 2
0 0 0

Figura 4.5: Perfil de la magnitud de la velocidad local en la frontera medio libre/medio poroso para diferentes
valores de la presién adimensional C*. Estos calculos se obtuvieron usando el modelo de flujo inercial, el medio
poroso compuesto de circulos en linea, Ly = 1030, Ly = 100 y €3 = 0.8.

(a)C=10" (b)yCc=10" (c)C=10" (dC=1

Figura 4.6: Lineas de corriente en la frontera medio libre/medio poroso para diferentes valores de la presién
adimensional C*. Estos célculos se obtuvieron usando el modelo de flujo de inercial, el medio poroso compuesto
de circulos en linea, L, = 103¢, L, = 10%¢ Y € = 0.8.

Con el fin de tener una perspectiva cuantitativa acerca del maximo valor de C*, usando los perfiles
locales obtenidos de la solucién de las ecuaciones de flujo inercial, se calculé el niimero de Reynolds
caracteristico del seno de cada region, los cuales se definen como

n’la"XL d
Re; = pﬁvﬂin’ Re o = M 4.11)

Hp Hp
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donde vg msx ¥ (vg)e son la velocidad maxima en el medio libre y la velocidad de Darcy (o velocidad
en el seno del medio poroso), respectivamente. Al utilizar las variables adimensionales dadas por la

Ec. (4.8), dichos nimeros de Reynolds se pueden escribir como

Lnumax ngﬁa)
=7 o Rew=7"p

Rey c* (4.12)

Nétese que en la definicion de Re),q se ha utilizado a la ley de Darcy para calcular a (vg) g, por lo que
ahora es necesario conocer el valor de la permeabilidad del seno del medio poroso (Kp,), €l cual se

calcula mas adelante.

Tabla 4.2: Ndmeros de Reynolds en las regiones homogéneas del sistema medio libre/medio poroso. Estos
resultados son usando el medio poroso compuesto de circulos en linea, Ly = 103¢, Ly, = 10%¢,C =107 y dos
valores de €g.

€ Re,p Rey
0.4 4.96x10~° 1250
0.8 9.79x108 1251

Ambos nimeros de Reynolds se calcularon usando diferentes valores de C* para dos valores
de €g4,. Se encontrd que solo aquellos para C* = 1073, satisfacen que el flujo en ambas regiones
corresponden a un flujo reptante. En la tabla 4.2 se reportan los valores de los nimeros de Reynolds
para este valor de C*. Por otro lado, en la tabla 4.3 se reportan los valores del Re,, en diferentes
celdas unitarias localizadas en la frontera medio libre/medio poroso. De estos valores se observa
que el flujo en la frontera puede considerarse como flujo reptante solamente para C* < 10~*. Por lo
tanto, si uno esta dispuesto a aceptar el error reportado en la tabla 4.1, el maximo valor de C* para
el cual las contribuciones inerciales se pueden considerar despreciables con respecto a las viscosas
tanto en las regiones homogéneas como en la frontera medio libre/medio poroso es 10~>. En otras
palabras, este es el maximo valor de C* para el cual las Ecs. (4.9) son vélidas en condiciones de flujo
de reptante. Este valor de C* se utiliza en el resto de este capitulo para realizar las simulaciones a
la escala de poro. Cabe sefialar que los resultados mostrados hasta este punto son tinicamente para
la geometria mostrada en la figura 4.2. Observaciones similares se encontraron usando los medios

porosos compuestos de una celda unitaria con circulos escalonados y un cuadrado centrado (ver figura
4.4(b) y (c)).

Promediado de la velocidad local

Una vez obtenido el perfil de velocidad local, este se promedid, usando una regién de promediado
¥, para obtener el perfil de velocidad promedio. Para ello, tomando en cuenta que la geometria del
dominio utilizado para la PSS tiene una seccion transversal rectangular, se considerd un paralelépido
con una seccién transversal rectangular como la regién de promediado, tal como los que muestran en
la figura 4.3. El drea de su seccion transversal rectangular es igual a 2ry¢, donde ry denota a la mitad
de su altura y £ su ancho. En todos cdlculos se usé un nimero entero n de celdas unitarias dentro de la

region promediado, por lo que 2ry = nf. De esta manera, en términos de dicha regién de promedio, se
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Tabla 4.3: Numeros de Reynolds en la frontera medio libre/medio poroso usando el medio poroso hecho de
circulos en linea, diferentes valores de la presién adimensional, C*, para dos valores de Epo- En todos los
célculos se utiliz6 un sistema con Ly = 103¢, L, = 10%¢.

Re,(y/0)
go Y/ C'=107° C'=10"* C'=01 C=1
04 15 7.01x103 7.01x107%2 70.0 697
0.5 2.65x1073 265x107%2 264 261
0.5 7.41x107° 7.41x107% 0.70 5.51

-1.5 1.24x107% 1.24x1077 1.24x107* 1.24x1073
25 1.24x107% 1.24x1077 1.24x107* 1.24x1073

0.8 1.5 4.54x1073 4.54x1072 453 451
0.5 2.02x1073  2.02x1072 20.1 200
-0.5 1.48x10~% 1.48x1073 1.44 13.1

-1.5 531x107%  531x1077  5.58x10°*  6.31x1073
25 1.23x1077  1.23x107°  1.23x1073  1.23x10°2

defini6 el operador de promedio intrinseco de la velocidad dado por

>ﬁ

(4

_ b / wdV (4.13)
< Vg
75(x)

Noétese que se busca calcular tinicamente la componente del vector de la velocidad local adimensional
en la direccién de la caida de presioén (u, = u-i). Esto se debe a que la componente vertical se
puede despreciar con respecto a la componente horizontal debido a la suposicién de flujo totalmente
desarrollado (ver figura 4.6). Cabe sefialar que, debido a esto y a la periodicidad de la geometria
del sistema en la direccién horizontal, los cambios més importantes de la velocidad de promedio
intrinseco son en la direccidn vertical (en la coordenada—y). De esta manera, al aplicar el operador de
promedio intrinseco, se obtuvo el perfil de velocidad promedio, el cual se presenta como sigue

o ) (4.14)

Umax

donde upsx = <ux>ﬁ es el valor mdximo del promedio intrinseco de la velocidad, el cual se localiza

aproximadamente a la mitad en la regién del medio libre.

En la figura 4.7 se muestran los perfiles de velocidad promedio obtenidos de promediar los
perfiles de velocidad local usando diferentes tamanos de ry para dos valores de €g,. Estos perfiles
se obtuvieron usando tres medios porosos hechos a partir de un arreglo periddico de cada una de las
celdas unitarias mostradas en la figura 4.4. En particular, en las figuras 4.7(a) y (d) se muestran los
perfiles de velocidad promedio en todo el sistema medio libre/medio poroso. Sin embargo, a este nivel
de visualizacién, no es posible categéricamente concluir si el tamafio de la regién de promediado o
la geometria del medio poroso tiene algiin efecto sobre los perfiles de velocidad promedio. Por esta
razon, en las figuras 4.7(b) y (e) se muestra un acercamiento de los perfiles alrededor de la velocidad
méxima. En esta zona, es claro que para el mismo valor de g, la geometria del medio poroso y el

tamafio de ry tienen efectos despreciables sobre los perfiles de velocidad promedio. Esto se atribuye
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a que en el medio libre se satisface la disparidad de longitudes de escala dada por r(% / L% < 1. De
acuerdo a Ochoa-Tapia and Whitaker (1995a) en esta situacién es posible suponer que

(Vg)| = vply (4.15)

Ademads, en las figuras 4.7(c) y (f) se muestra un acercamiento de los perfiles de velocidad
promedio en la inter-regién medio libre/medio poroso. Por un lado, para un valor fijo de ry, se observa
que los perfiles para las tres geometrias del medio poroso se encuentran superpuestas, sugiriendo
que los efectos de la microestructura de cada medio poroso sobre los perfiles de velocidad promedio
son despreciables. Por otro lado, es posible apreciar que los perfiles de velocidad promedio cambian
rdpidamente de la velocidad en el seno del medio poroso (velocidad de Darcy o velocidad de filtracién)
en Y = —rg/l a otra en el seno del medio libre en Y = ry/¢. Nétese que el tamafio de esta zona
de transicion crece al incrementar tanto el tamafo de ro y el valor de €g,. Por lo tanto, la zona
de transicién estd limitada por las posiciones del centroide de la regién de promediado dadas por
—rp <y < +rp, y en consecuencia su tamafio es aproximadamente del orden de O(2ry). Cabe sefialar
que para estas posiciones las muestras que corresponden a y < —rp estdn localizadas completamente
en el medio poroso y aquellas a y > ry estdn localizadas completamente en el medio libre.

En este punto, cabe recordar que la porcién de la zona transicién de la velocidad cuyos limites son
la velocidad de deslizamiento localizada en la superficie del medio poroso ({u):) y la velocidad
en el seno del medio poroso ((u)e) se conoce como la capa de Brinkman. Con esto en mente, de
los resultados mostrados en la figura 4.7, se puede apreciar que la velocidad de Darcy se alcanza
en y < —rp. Por lo tanto, para las geometrias del medio poroso aqui utilizadas, el tamafio de la
capa de Brinkman es del orden de O (ry), y depende del tamafio de la region de promediado. Estas
observaciones son idénticas a las obtenidas por Ochoa-Tapia et al. (2017); Hernandez-Rodriguez et al.
(2019), aunque en sus trabajos el flujo del fluido en la regidn del medio libre estd desconectado del
flujo del fluido en la regién del medio poroso.

Por dltimo, en las figura 4.7(c) y (f) es posible apreciar que la velocidad promedio en la inter-region
es una funcién continua, y no presenta discontinuidades (o saltos). Esto contrasta con los trabajos que
hacen uso de un TDA, donde se utilizan condiciones de salto en la superficie divisoria que separa a
ambas regiones. Lo cual no debe sorprender puesto que, un TDA es sélo una aproximacién del perfil

de velocidad promedio.

Comparaciéon con geometrias simples del medio poroso

Los resultados anteriores sugieren que los efectos de la microestructura del medio poroso sobre
los perfiles de velocidad promedio son despreciables cuando ry > ¢. Por lo tanto, es posible que
las metodologias aproximadas propuestas por Ochoa-Tapia et al. (2017) y Hernandez-Rodriguez
et al. (2019) sean una alternativa viable para describir el flujo de un fluido entre un medio libre y un
medio poroso. Cabe recordar que Ochoa-Tapia et al. (2017) consideron que el medio poroso consiste
en un arreglo periédico de capillares alineados, mientras que Hernandez-Rodriguez et al. (2019)
supusieron que el medio poroso consiste en un arreglo de placas paralelas. Para explorar esta idea, se
compararén los resultados mostrados en la figura 4.7 con los obtenidos por Ochoa-Tapia et al. (2017)
y Hernandez-Rodriguez et al. (2019).
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Figura 4.7: Perfiles de velocidad promedio, obtenidos de promediar los perfiles de velocidad local, en el canal
parcialmente ocupado por un medio poroso. Los perfiles son (a) y (d) en el canal completo, (b) y (e) alrededor
de la velocidad mdxima en la regién del medio libre, y (c) y (f) la inter-regién medio libre/medio poroso. En
todas las simulaciones se fijaron los valores de Ly = 1030, Ly, = 1020y C* = 1075,

En la figura 4.8 se muestran los perfiles de velocidad promedio obtenidos usando las tres geo-

metrias antes mencionadas. Los célculos se hicieron considerando diferentes valores de r para dos

valores €g,. En este caso solo se presentan los perfiles de velocidad obtenidos de la PSS para el medio
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Figura 4.8: Perfiles de velocidad promedio en la inter-regién medio libre/medio poroso como funcién del
tamafio de la muestra ry para dos valores €g,. Los cdlculos son para los medios porosos compuestos de circulos

en linea, capilares en linea y placas paralelas. En todos los casos se fij6 a Ly = 103, Ly = 10%¢, C* = 1077,

poroso compuesto de un arreglo periédico de circulos en linea. Como se puede ver, en cualquier punto
del sistema medio libre/medio poroso, los perfiles de todos los casos se encuentran superpuestos,
corroborando que los efectos de la microestructura y geometria del medio poroso sobre los perfiles de
velocidad promedio pueden considerarse despreciables cuando rg > £. Ademas, esto muestra que las
metodologias aproximadas presentadas por Ochoa-Tapia et al. (2017) y Hernandez-Rodriguez et al.
(2019) pueden ser una alternativa viable para predecir los perfiles de velocidad promedio en un sistema
medio libre/medio poroso, los cuales a su vez se pueden utilizar para estudiar el transporte de calor
y masa por conveccion en este tipo de sistemas. Més atn, los perfiles locales y promedio obtenidos
usando estas metodologias pueden utilizarse para predecir las variaciones espaciales de los coeficientes
efectivos en las inter-regién medio libre/medio poroso, tal como lo mostraron Hernandez-Rodriguez
et al. (2019).

Por su parte, en la figura 4.9 se muestra una comparacion de los perfiles de velocidad promedio
obtenidos de realizar PSSs usando diferentes tamafios de ry para dos valores de €g,. De esta compara-
cion se observa que los perfiles de velocidad promedio para ambos valores de g, y cualquier valor de
ro son similares en la regién homogénea del medio libre (para y > rg). Esto ilustra que los efectos de
la microesturctura del medio poroso sobre los perfiles de velocidad promedio en la regién del medio
libre tienen un alcance hasta la posicion y = ry. Cabe notar que esta posicion es igual al limite superior
de la inter-regién 1 ®, la cual depende del tamafio de ry, tal como se mostré anteriormente. Por otro
lado, los perfiles de velocidad son diferentes tanto en en la inter-regiéon no (para —rp <y < rg) como
en el seno del medio poroso (para y < —rg) en cualquier caso. Cabe notar que aunque los valores de
la velocidad promedio en el seno del medio poroso <ux>g, parecen ser iguales en todos los casos, en
realidad ellos son diferentes. Esto se presenta en detalle en la tabla 4.4, donde se muestran los valores

de la velocidad de deslizamiento <ux>ﬁ

nt = <ux>B oY la velocidad en el seno del medio poroso (ux>5),

ambos obtenidos usando diferentes geometrias del medio poroso y diferentes valores de ry. Notese que

en todos los casos <ux>’g, es mucho menor que <ux)ﬁ confirmando que existe una zona de transicion

int>

en el perfil de velocidad. Ademads, se observa que la velocidad de deslizamiento y la velocidad del
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seno del medio poroso incrementan al aumentar el valor de €, mientras que solo la primera incrementa

al aumentar el tamafio de rg. M4s atn, se debe notar que el valor de la velocidad de deslizamiento

no posee un valor asintético conforme incrementa el tamafio de ry. Esto se corrobord calculando

la velocidad de deslizamiento usando valores de ry > 15¢. Resultados similares se obtuvieron para
0.1 <ep, <0.9.

20 : : : : : : : :
151
ro=1{ 2
10F 3
7
5 77,
/4
W /y
3 Y, 15¢
IS 2,
5 /
£ 100
1ol ) 50 - - =04
— 3, =08
_15 L
20 . . . . . . .
-001 0 0.01 0.02 003 004 005 006 0.07 0.08
u*

Figura 4.9: Perfiles de la velocidad promedio en la inter-regién medio libre medio poroso obtenidos a partir de
la PSS como funcién del tamafio de la muestra ry para dos valores de €g,,. Todos los resultados son para el

medio poroso compuesto de circulos en linea, L, = 1030, Loy = 10*¢ y C* = 1075.

Tabla 4.4: Velocidad de promedio intrinseco adimensional en el seno del medio poroso y el la superficie del
medio poroso localizada en y = 0 para diferentes medios porosos y dos valores de €g,. Los célculos son para

C*=107,Ly =103y L, = 10%.

ro/t circulos alineados circulos escalonados cuadrados alineados placas paralelas capilares alineados
8[3{0 =04

1 2.19x1073 1.82x1073 2.22x1073 1.78x1073 1.78x1073
2 3.96x1073 3.60x1073 3.99x1073 3.57x1073 3.57x1073
5 9.28x1073 8.93x1073 9.32x1073 8.90x1073 8.90x1073
10 1.81x1072 1.78x1072 1.82x1072 1.77x1072 1.77x1073
15 2.69x1072 2.66x1072 2.69x1072 2.65x1072 2.65x1072
() 1.42x1078 7.09x10~° 2.62x1078 1.07x107~7 1.59x10~7
Epow = 0.8

1 2.36x1073 1.49x1073 2.34x1073 1.39x1073 1.39 x1073
2 3.68x1073 2.87x1073 3.66 x1073 2.77x1073 2.77 x1073
5 7.78x1073 7.02x1073 7.77x1073 6.92x1073 6.92 x1073
10 1.46x1072 1.39x1072 1.46x1072 1.38x1072 1.38 x1072
15 2.15x1072 2.07x1072 2.15x1072 2.06x1072 2.06 x1072
()P 2.43x1077 1.21x10°8 2.26x1077 4.27x1077 3.18x1077

4.2.4 Promedios de volumen y de linea

En la seccién anterior, se mostré que cerca de la frontera entre un medio libre y un medio

poroso existe una zona de transicion conocida como la capa de Brinkman, y que su tamafio es

aproximadamente del orden de la regién de promediado O(2ry). Estos resultados se obtuvieron
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usando una velocidad promedio de volumen. Desde otro punto de vista, Goharzadeh et al. (2005);
Morad and Khalili (2009) mostraron experimentalmente la existencia de la capa de Brinkman, y que
su tamaro es del orden del didmetro promedio de particula O(d,,). En sus trabajo las observaciones
de la velocidad promedio son velocidades promedio de linea en la direccion del flujo (coordenada—x).
Por lo tanto, esto conduce a la pregunta sobre, ;cudl es el el tipo de velocidad promedio que se debe
utilizar para analizar la existencia y determinar el tamaio de la capa de Brinkman?

Para responder lo anterior se debe analizar a las ecuaciones macroscépicas utilizadas para describir
los perfiles de velocidad entre una regién de medio libre y un medio poroso. Estas ecuaciones son
ecuaciones de promedio de volumen, por lo que para comparar la solucién de las ecuaciones promedio
con datos o observaciones experimentales, se requiere que las observaciones sean velocidades de
promedio de volumen. De esta manera, de acuerdo a este razonamiento, la velocidad promedio
necesaria para determinar el tamafio de la capa de Brinkman debe de ser la velocidad promedio de

volumen. A continuacidén se muestra la diferencia de utilizar cantidades promedio de volumen y de

linea.
(a) 2 : : : : . . . . (b) 2
15F BEryg=14¢
15¢
10} 10F
5F 5F Efw = 0.8
> 0
~ o ~ o0
= B
5r . . 5F . .
circulosenlinea 1 bt ¥ 4 e circulos en linea
10k = = = circulos escalonados 1 1ok = = = circulos escalonados
cuadrados en linea cuadrados en linea
15 F ===« circulos en linea (prom. de linea) a5k ==== circulos en linea (prom. de linea)
-20 L L L L L L L 20 s s s s L L L
-0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04 005 0.06 0.07 0.08 ~0.01 0 0.01 002 003 004 005 006 007 008
u* u*

Figura 4.10: Comparacion de la velocidad de promedio de volumen y de linea en la inter-regiéon medio
libre/medio poroso para dos valores de €g,. Todos los calculos son fijando Ly = 1030, Ly, = 100 y
C*=10".

En la figura 4.10 se muestra una comparacién de dos de los perfiles de velocidad promedio para
cada valor de &g, mostrados en la figura 4.9 con aquellos obtenidos de aplicar un promedio de linea

en la coordenada—x. Los promedios de linea se obtuvieron usando la siguiente definicién

x:xo—‘r%é
mpg (r)uy (x,yo) dx (4.16)

Bl =57

donde &g es la fraccion de £ ocupada por el fluido en la coordenada—x que estd dado por

| x:xo+%£
x:xo—%ﬁ

De estos resultados se observa que la velocidad promedio de linea es similar a la velocidad

promedio volumen unicamente para rp = ¢, mientras que para ro = 15/ se presentan importantes
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desviaciones entre los perfiles. Esto indica que al incrementar el valor ry los perfiles de velocidad
promedio de volumen se alejardn cada vez mas de los perfiles de velocidad promedio de linea. Cabe
mencionar que al hacer un acercamiento de los perfiles de velocidad se observé que los promedios
de linea presentan oscilaciones en todo el medio poroso, las cuales se vuelven periddicas para las
posiciones del centroide de la regién de promediado dadas por y < —/. De esta manera, de acuerdo
con la velocidad de promedio de linea, el tamafio de la capa de Brinkman es O(¢), el cual a su vez
es O({s). Cabe notar que estos allazgos coinciden con aquellos obtenidos por Goharzadeh et al.
(2005); Morad and Khalili (2009). Sin embargo, como se dijo anteriormente, el espesor de la capa de
Brinkman se debe determinar usando velocidad promedio de volumen, ya que son estas cantidades
las que se encuentran en las ecuaciones de medio efectivo utilizadas para describir el flujo. Por lo
tanto, tal como se mencioné anteriormente, el tamafio de capa de Brinkman es O(2ry), tal como se
menciond lineas arriba.

Hasta este punto, todas las observaciones del efecto del flujo en el medio libre sobre aquel en el
medio poroso estdn en términos de la velocidad promedio. Esto genera algunas preguntas sobre el
efecto andlogo en términos de la velocidad local. En la siguiente seccidn, usando la velocidad local
obtenida a partir de realizar PSS, se determina la extension de la influencia del flujo en el medio libre
sobre el flujo dentro del medio poroso y asi como la extensién de la influencia del flujo en el medio
poroso sobre el flujo en el medio libre.

Influencia del flujo de un fluido en una regién sobre el otra

En esta seccién se determina la distancia en la cual el flujo en la regién del medio libre afecta el
flujo en el medio poroso (dy,) y asi como la distancia en la cual las particulas sélidas que componen al
medio poroso afectan el flujo en la region del medio libre (dy).

Por un lado, para determinar a dj, se considera que suficientemente lejos sobro las particulas
solidas que componen al medio poroso (i. e., y/¢ > 0) el flujo del fluido es esencialmente paralelo
a la superficie del medio poroso, es decir, w-i = u,(y/¢) # 0y u-j = u,(y/¢) = 0. Por lo tanto, para
las posiciones dadas por y > dy, la componen u,(y/¢) dependerd inicamente de la coordenada—y.
Con esto en mente, se compararon los perfiles de u, obtenidos en tres cortes transversales en la
coordenada—x (x/¢ = 0,0.5,1) de los perfiles de velocidad local obtenidos de la PSS en todo el
sistema. El valor de dy, se determiné desde la superficie del medio poroso hasta la posicién donde los
tres perfiles de velocidad local se superpusieron uno sobre otro, ya que en ese punto el flujo se puede
considerar como completamente desarrollado. Cabe sefialar que para las posiciones dadas por y > dy,
el perfil de velocidad local se puede representar mediante la expresion para el flujo de Poiseuille, tal
como se muestra lineas abajo.

Por otro lado, para determinar a d, se toma en cuenta que suficientemente lejos por debajo de
la superficie del medio poroso (i. e., y/¢ < 0), el efecto del flujo en la regién de medio libre es
practicamente nulo. Por lo tanto, suficientemente lejos de la superficie del medio poroso, la velocidad
local serd un campo periddico en el plano xy. Cabe sefialar que este campo periddico es igual al
obtenido de realizar una PSS, imponiendo condiciones de periodicidad tanto en la coordenada x como
en y, en una celda unitaria del seno del medio poroso. Teniendo en cuenta lo anterior, se compararon

los perfiles de u, en varios cortes trasversales en la coordenada—y de los perfiles de velocidad local
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obtenidos de la PSS en el sistema completo con aquellos obtenidos en una celda unitaria del seno del
medio poroso. En el sistema completo cada corte transversal en la coordenada —y estdn separados
por una distancia igual a 0.5. Los cortes tranversales localizados a la mitad de cada celda (i. e.,
y/€=—-0.5,—1.5,-2.5,...) se comparacion con los cortes transversales localizados a la mitad de la
celda del seno del medio poroso, mientras que los cortes localizados cada celda unitaria entera (i.
e.,y¢ =—1,—2, -3, ...) se compararon con los cortes localizados en la frontera superior de la celda
unitaria del seno del medio poroso (i. e., y/¢ = 1). El valor de d, se determind por la primer posicion
por debajo de la superficie del medio poroso donde la diferencia entre ambos perfiles de velocidad

local fue menor que 1073 %.

() Fy— . . . . . (b) 6

28} ] 55k —e— circulos en linea
—* - circulos escalonados

26 5r

-& - cuadrados en linea

24} ] 45t
22} ] ns
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X2 “yasf
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B B-—-B-—-F-——p-——-1 3f

, . 25F
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Figura 4.11: (a) Distancia donde el flujo en la regién de medio libre llega a ser unidimensional (i. e., dy) y (c)
distancia por debajo de la superficie del medio poroso en la cual el flujo en la regién de medio libre perturba el
flujo en el medio poroso (i. e., dy). Ambas distancias se miden desde y = 0.. En todos los resultados se fijé a
Ly=10%, Ly =100y C* = 107>,

En la figura 4.11 se muestran las distancias dg y dy como funcion de €, para las tres geometrias
del medio poroso. Por un lado, en la figura 4.11(b) se puede apreciar que, d¢ crece linealmente
conforme el valor de €, incrementa para cualquiera de las tres geometrias del medio poroso, lo
cual indica que el efecto del flujo en la regién del medio libre incrementa al incrementar el valor de
- Las distancias con las geometrias de circulos en linea y circulos escalonados son similares, los
cuales se encuentran entre 2¢ y 4.5/, mientras que para los cuadrados en linea se encuentran entre
1.5¢ 'y 44, los cuales son ligeramente menores a las otras dos geometrias. Por otro lado, en la figura
4.11(a) se puede ver que, dy se mantiene constante para cualquier valor de g, con las tres geometrias
del medio poroso. Andlogamente, las distancias con las geometrias de circulos en linea y circulos
escalonados son similares y se encuentran alrededor de 2.6¢, mientras que para los cuadrados en linea

se encuentran alrededor de 1.7/, las cuales son ligeramente menores a las otras dos geometrias.

El perfil de velocidad en la region de medio libre no perturbada

En la seccién anterior se determinaron las distancias en la cual el flujo en una regién afecta el flujo
dentro de la otra regién del sistema mostrado en la figura 4.1. En particular, se encontré que la distancia
maxima en la cual las particulas s6lidas del medio poroso afectan el flujo en la regién de medio libre
es aproximadamente tres veces el tamafio de una celda unitaria (d;, ~ 3/). Esto significa que el flujo
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se puede considerar como totalmente desarrollado para las posiciones dadas por dy /¢ < y/l < Ly /¢.
Por lo tanto, se puede suponer que la velocidad u,(y//¢) en cualquier posicién de y dentro de esta zona
estard dada por expresion bien conocida de flujo de Poiseuille. Esa suposicién serd cierta siempre y
cuando se satisfaga la disparidad de longitudes de escala dada por L > ¢, lo cual es se satisface para
el sistema aqui estudiado. Lo anterior podria evitar el costo de cémputo de los perfiles de velocidad
local en gran parte del medio libre, y asi enfocar los recursos para describir los perfiles de velocidad

local tanto en el seno del medio poroso como en la inter-regién medio libre/medio poroso.

Para demostrar lo anterior, bajo condiciones de flujo totalmente desarrollado, se tiene que el
problema local dado por las Ecs. (4.9), se reduce a

d*u,
0=cC" 4.18
t 2 (4.18)
el cual estd sujeto a las siguientes condiciones de frontera
uy=0 Y=0Lyp/l (4.19)
uy=uy Y =dp/l (4.20)

donde uy, es una velocidad localizada en Y = dy /¢ = 3 que se puede determinar a partir de realizar
PSS. Ademas, nétese que en la Ec. (4.18) se reemplazo la caida de presion por C* de acuerdo a la Ec.
(4.4). De esta manera, el perfil de velocidad local en el medio libre que no es afectada por la presencia

de las particulas del medio poroso estd dado por

e(y/0) = —%c* < - LE") (Y - dg) g <m> @21)

donde es posible identificar términos como los encontrados en las expresiones para un flujo de
Poiseuille y Couette. En la figura 4.12 se compara el perfiles de u, en un corte transversal en x/¢ = 0.5
de los perfiles locales obtenidos de la PSS con el predicho usando la Ec. (4.21). Los perfiles obtenidos
de la PSS corresponde al medio poroso hecho de circulos en linea para £g,, = 0.4. Cualitativamente
no se puede apreciar alguna diferencia tanto en el canal completo (ver figura 4.12 (a)) como alrededor
de la velocidad maxima en la region del medio libre (ver figura 4.12 (b)). Ademads, se puede ver que
los perfiles siguen estando superpuestos en la vecindad de y = dj;, donde inicia la suposicion de flujo
totalmente desarrollado. Estas observaciones se confirmaron evaluando el porcentaje de error relativo

definido como

Ux|pss — ”x|Eq.(4.21)
Error % = x100 % (4.22)
”X’Eq.(4.21)

donde encontré que este es del orden de 1078 %. El mismo tipo de resultados se obtuvieron usando los
medios porosos compuestos de circulos escalonados y cuadrados en linea mostrados en la figura 4.4.
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Figura 4.12: Comparacién de los perfiles de velocidad en la regién del medio libre obtenidos en un corte
transversal en x/¢ = 0.5 a partir de realizar PSS en el dominio representativo del canal y de la Ec. (4.21) para
dn =30y un = 0.0165. Los perfiles mostrados son (a) en el sistema completo, (b) alrededor de la velocidad
mdxima y (c) en la vecindad de y = dy,. El perfil obtenido de la PSS corresponde al medio poroso compuesto de
circulos en linea con Ly = 1030, Ly = 102, C* =107y €5 =0.8.

Relacién entre el tamano de la capa de Brinkman y la raiz cuadrada de la
permeabilidad del seno del medio poroso

Como se mencioné anteriormente, la capa de Brinkman se define como la zona de transicién
del perfil de velocidad promedio donde la velocidad decrece dramaticamente de la velocidad en la
superficie del medio poroso ({u);,) hasta alcanzar la velocidad de Darcy ((«) ). La determinacién del
tamafio de esta zona, aunque se ha llegado a diferentes estimaciones, sigue recibiendo gran atencién en
la literatura (Sahraoui and Kaviany, 1992; Ochoa-Tapia and Whitaker, 1995a,b; Goyeau et al., 2003;
Goharzadeh et al., 2005; Morad and Khalili, 2009). Por ejemplo, Tam (1969); Saffman (1971); Goyeau
et al. (2003) estimaron que la capa de Brinkman es de orden de la raiz cuadrada de la permeabilidad
del seno del medio poroso 0(\/1% ). O bien, Ochoa-Tapia and Whitaker (1995a,b) sugieriron que
el espesor de esta zona es al menos 0(30\/1%). Por su parte, Gupte and Advani (1997) sugirieron
que el espesor de esta zona es comparable a la profundidad del medio poroso O(L,). O en su caso,
Goharzadeh et al. (2005); Morad and Khalili (2009) mostraron experimentalmente que el tamaiio
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de esta zona es del orden del tamaiio de particula promedio O(d,,). Con el fin de proporcionar otro
punto de vista, con los resultados de este trabajo, a continuacién se evalda la relacién dada por
Op o

~ (4.23)
Kpo Ko

En primer lugar se debe recordar que lineas arribar se mostré que el tamafio de la capa de Brinkman
es 8 ~ ry. De esta forma, de la relacion anterior solo falta determinar a Kpg- Este coeficiente se
determind a partir de despejarlo de la ley de Darcy. Para ello, se resolvié el problema local dado por
las Ecs. (4.9) en una celda unitaria del seno del medio poroso, donde se impuso una caida de presion
junto con condiciones de frontera de periodicidad de la velocidad local y de las desviaciones de la
presion local en todas las direcciones. Una vez obtenido los perfiles de velocidad local, se calculd
la velocidad de promedio superficial, y de la ley de Darcy se despejo a Kg,. En la figura 4.13(a) se
presenta el valor de la K, como funcion &g, donde se puede ver que la permeabilidad es una funcién
creciente de este. Estas predicciones son para el medio poroso compuesto de circulos en linea (ver
figura 4.4 (a)). Ademds, siguiendo las ideas de Ochoa-Tapia ef al. (2017); Hernandez-Rodriguez et al.
(2019), en la misma figura se muestran aquellas predicciones obtenidas usando los medios porosos
compuestos de capilares en linea y placas paralelas (ver Ecs. (4.32)). Nétese que las predicciones
para estas dos tltimas geometrias son similares a los obtenidos usando el medio poroso compuesto de
circulos en linea tinicamente para valores de &g, cercanos a 1.

De esta manera, una vez obtenidos los valores de Kp,,, se evalué la relacién dada por (8g//Kpo) =
(r0/+/Kpo)- En la figura 4.13(b) se muestra esta relacion para diferentes valores de &g, Se observa
que cuando €g4, < 1, el tamafio de la capa de Brinkman es aproximadamente dos 6rdenes de magnitud
mds grande que \/I% Ademds, cuando &g, — 1, el tamafio de la capa de Brinkman es aproxi-
madamente un orden de magnitud més grande que \/% . Cabe resaltar que estas observaciones
se obtuvieron usando a rg = ¢, por lo que el tamafio de capa de Brinkman serd varios ordenes de
magnitud més grande que \/I% al incrementar el tamaiio de rp. Con base en lo anterior, se concluye
que, en general, el tamafio de la capa de Brinkman es mucho mds grande que \/I% en lugar de ser
del mismo orden que esta o del orden del tamafio de particula, { = ¢, tal como lo indican diversos
trabajos reportados en la literatura. Cabe sefialar que estos hallazgos tienen una mejor concordancia
con las ecuaciones de medio efectivo ampliamente utilizadas en la literatura que aquellos encontrados
en los trabajos reportados. Esto se debe a que los resultados aqui encontrados se obtuvieron utilizando
cantidades promedio de volumen, las cuales son las cantidades que aparecen en las ecuaciones de
medio efectivo, mientras los resultados reportados se han obtenidos utilizado cantidades promedio de

linea o a partir de estimaciones tedricas.

Discusion de resultados

En la §4.2.1, se analiz6 los limites de aplicabilidad del modelo de Stokes para el flujo de un fluido
en un sistema andlogo al estudiado por BJ. Los resultados confirman, por primera vez, que incluso si
la formulacién no inercial puede utilizarse para modelar el flujo en el seno del medio poroso, puede
haber casos donde es necesario incluir los términos inerciales en la inter-regiéon medio libre/medio

poroso, tal como se hizo en la derivacién de la condicién de salto por Ochoa-Tapia and Whitaker
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Figura 4.13: (a) Permeabilidad del seno del medio poroso y (b) relacién del tamaiio de la capa de Brinkman
(6p) con la raiz cuadrada de la permeabilidad del seno del medio poroso (/Kp). Todos los célculos son usando
ro = £ para tres geometrias del medio poroso.

(1998b). En un estudio posterior se planea utilizar los perfiles de velocidad promedio obtenidos de
las simulaciones a la escala poro para evaluar las ecuaciones promedio de cantidad de movimiento
obtenidas del escalamiento de las ecuaciones vdlidas en la escala microscépica para el flujo de Stokes.
Por ello, las simulaciones a la escala de poro se limitaron al valor de la caida de presion adimensional
dada por C* = 1077,

Posteriormente, se mostrd la existencia de una zona de transicién en el perfil de velocidad
promedio cerca de la frontera de un medio poroso (ver figura 4.7), la cual se conoce como la inter-
region. Ademds, se mostré que dentro de ella existe la bien conocida capa de Brinkman, la cual
va desde la velocidad de Darcy ((ux)» = (ux)|y~—r,) hasta la velocidad en la superficie del medio
poroso ((uy)ine = (ux)|y—o). Interesantemente, se encontrd que el tamaio de esta capa (8g) es O(r),
por lo que g crece al incrementar el valor ry. Esto sugiere que para describir el perfil de velocidad
promedio en cualquier lugar de un medio poroso, tanto en su seno como cerca de sus fronteras, la ley
de Darcy debe incluir términos adicionales, principalmente cuando ry > £. Por ejemplo, incluir un
término viscoso como lo propuso Brinkman (1949a,b), o bien, incluir dos términos viscosos como
lo propusieron Ochoa-Tapia and Whitaker (1995a,b). Esto complementa y confirma los resultados
previamente reportados por Ochoa-Tapia et al. (2017); Hernandez-Rodriguez et al. (2019), quienes
usaron un medio poroso compuesto de capilares y placas paralelas, respectivamente.

Por otro lado, se observé que, incluso para una representaciéon simplificada como la de un
medio poroso particulado, las simulaciones a la escala de poro pueden ser muy complicadas de
alcanzar si se utilizan cientos o miles de celdas unitarias para construir el medio poroso (i. e., que
satisfaga cierta disparidad de longitudes caracteristicas). Esto motiva a proponer otras alternativas
que permitan obtener a los perfiles de velocidad promedio. Por ejemplo, utilizar las expresiones
analiticas obtenidas, suponiendo un medio poroso compuesto de capilares, por Ochoa-Tapia et al.
(2017). O bien, aquellas expresiones desarrolladas, considerando un medio poroso compuesto por
placas paralelas, por Hernandez-Rodriguez et al. (2019). En este segundo caso, el perfil de velocidad
local entre cada placa estd dado por el bien conocido modelo de flujo de Poiseuille. Por lo tanto,
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usando un operador promediado, se obtuvieron las expresiones analiticas para los perfiles de velocidad
promedio. Notablemente, las diferencias entre los perfiles de velocidad para el sistema del canal
usando el medio poroso hecho de capilares o placas paralelas con los obtenidos usando los medios
porosos particulados son despreciables, tal como se muestra en la figura 4.8. Cabe notar que estas
diferencias fueron despreciables, a pesar de que las geometrias de capilares o placas paralelas no
permiten la transferencia de masa y cantidad de movimiento entre el medio poroso y el medio libre
(ver tabla 4.4). Estas observaciones son aplicables para cualquier tamafo de la regién de promediado

(2rp) y valor de la porosidad del seno del medio poroso (€g)).

Mais adelante, se analiz6 la distancia de efecto que tiene el flujo en el medio libre sobre el flujo
en el medio poroso, y viceversa. Esto se evalué midiendo las distancias desde la frontera del medio
poroso en y = 0 hasta las posiciones donde la velocidad local se modifica en cada region, por lo que el
analisis es independiente del tamaiio de la region de promediado (o un proceso de promediado), y se
hace unicamente para los medios porosos particulados, ya que para los medios porosos estratificados,
sin lugar a dudas, dg = dy = 0. Esto es debido a que cuando se utilizan estos medios porosos no existe
un intercambio de flujo entre ambas regiones. Los resultados se muestran en la figura 4.11, los cuales
indican en general que el el flujo en el medio libre puede afectar el flujo dentro del medio poroso
hasta una distancia entre 1.5¢ < d < 5¢, mientras que las particulas en la frontera del medio poroso
pueden afectar el flujo en el medio libre hasta una distancia entre 1.5¢ < dy < 3/. Por otro lado, para
analizar el efecto que tiene el flujo en el medio libre sobre el flujo en el medio poroso en la escala
promedio, los perfiles de velocidad promedio para los tres medios porosos particulados se muestran
en la figura 4.14. De estos resultados se puede apreciar que el tamafio de la capa de Brinkman para los
sistemas particulados, estd dada por 6 = ro + 2/, donde ry el la parte de esta zona debido al tamafio
de la regién de promediado y 24 es la parte debido al efecto del flujo en el medio libre sobre el medio
poroso. Esta segunda parte de dp se desvanece gradualmente al incrementar el tamafio de ry. Ademds,
se debe notar que, sin duda alguna, para los casos donde el medio poroso consiste en capilares en

linea y placas paralelas estas distancias son dy, = d = 0, por consiguiente dg = ry.

A continuacion, como un andlisis adicional, usando las distancias dy, y dg, se explican algunos de
los resultados mostrados anteriormente. En primer lugar, se dirige la atencién al hecho de que &g,
afecta tinicamente a los perfiles de velocidad promedio en el seno del medio poroso y en la inter-regién
medio libre/medio poroso, mientras que estos efectos son despreciables en la region homogénea del
medio libre, tal como se muestra en la figura 4.9. Esto se puede caracterizar cuantitativamente en
términos de la Ec. (4.21), a partir de la cual la posicién donde la velocidad méaxima en el sistema se

puede obtener como

_ 1Ly dy\ uy (Ly dp)
Ymax_2<£+£> 2c*<e 7 (4.24)

Esta expresion, dado que la relacién de longitudes entre la escala macroscépica del sistema y la escala
de poro utilizada es Ly = 1034y que up ~0.02 en d = 3/, se puede simplificar como

1L
Yonax = 57” (4.25)

Donde al usar este resultado en la Ec. (4.21), considerando la disparidad de longitudes caracteristicas
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Figura 4.14: Perfiles de velocidad de promedio intrinseco en la inter-regién medio libre/medio poroso usando
diferentes tamafios de r para dos valores de €g,. La miscroestructura del medio poroso consiste en (a), (b)
circulos en linea, (b), (e) circulos escalonados y (c),(f) cuadrados en linea. En todos los cdlculos se fijo a
Ly =100, Ly, =100y C* =107°.

dada por ¢ < Ly, la velocidad méxima para C* = 107> es igual a

1 . (Ly\?
umngc* (%) =125 (4.26)
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el cual es la velocidad obtenida de las PSSs para cualquier valor de €g,. Cabe remarcar que, el uso
del perfil de velocidad parabdlico en la region del medio libre puede ser relevante para la solucién del
problema a la escala de poro (ver Ecs. (4.9)), ya que como se dijo anteriormente, esto puede evitar la
solucion numérica en el dominio representativo comprendido en dy <y < Ly, y asi reducir el costo

computacional.

Por otro lado, las distancias dy, y d, pueden ayudar a justificar el orden de magnitud de <ux>ﬁ ly—0-
Dicho estimado se puede obtener a partir de las expresiones analiticas desarrolladas por Ochoa-Tapia
et al. (2017) o Hernandez-Rodriguez et al. (2019), lo cual conduce a

WW—@J@( 2 > 427)

uma_x ~ LTI 1 + Sﬁw

Esto es porque la Ec. (7) en Hernandez-Rodriguez et al. (2019), que fue obtenida para medios porosos
estratificados formados por placas paralelas, para muestras localizadas en y = 0, justo a la mitad de la
inter-regiéon medio libre/medio poroso, junto con las expresiones de la tabla A.1, se reduce a

(ue)ly=0 1 [, o 2 ry B
— (i X 4.8
tmar 2| Ly 3L, ) T (1) (4.28)

Esta expresion es vélida para cualquier valor de ry y es el promedio aritmético del flujo en el medio
libre y el medio poroso contenido en la muestra. Para otro medio poroso estratificado, como el
utilizado en Ochoa-Tapia et al. (2017), el significado fisico de <th>ﬁ ly=0 es el mismo. Sin embargo,
la Ec. (4.28) ya no es vélida para medio porosos granulados, debido que no incluye a los efectos de
intercambio de flujo entre el medio libre y el medio poroso. De esta manera, usando la expresion de

<ux>ﬁ para el medio poroso hecho de placas paralelas, la Ec. (4.28) toma la forma

(0]
(=0 _ o ((_2r0\ 1 (€ 28 (4.29)
Umax  Ln 3L,)  3\L,) F® ‘
que sobre la base de £ < Ly, se reduce a
(o) =0 _ < o > (4.30)
Umax Ln
Por ultimo, la fraccién de volumen del fluido en y = 0 estd dado por
1+ EBw
L (4.31)

lo cual conduce a la estimacién previa de <ux>ﬁ ]yzo dada por la Ec. (4.27). Los valores de esta
velocidad a partir de la ecuacién anterior son similares a los obtenidos usando a los medios porosos
estratificados y son del mismo orden a los obtenidos usando los medios porosos particulados, tal como
se reportan en la tabla 4.4. Cabe sefialar que todos los valores son muy cercanos para ro > 10£. En
otras palabras, para estos tamafios de la muestra los efectos del flujo en una regién sobre la otra llegan

a ser despreciables.

Como tltimo punto a discutir es la relacién entre el tamafio de la capa de Brinkman 0p y la raiz
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cuadrada de la permeabilidad \/I% mostrado en la figura 4.13. Se encontré que dicha relacién
incrementa al incrementar el tamafio de ro y decrece al incrementar el valor de €,. Ademds, se
mostré que esta relacién es O(1) cuando ry = £. De esta forma, se puede concluir que, en general,
o > \/I% Resultados similares se encontraron para el medio poroso compuesto de circulos
escalonados y cuadrados alineados. Ademads, para los medios porosos utilizados por Ochoa-Tapia et al.
(2017); Hernandez-Rodriguez et al. (2019), se pueden obtener expresiones analiticas para estimar a
8/ /Kpw, las cuales estdn dadas por

53/1’0 . 2\/%

= para capilares (4.32a)
A /Kﬁa) / V4 gﬁw
1) 23
5/70 V3 para placas paralelas (4.32b)

A /Kﬁa)/g B 81;5)

Cabe sefalar que, Ochoa-Tapia and Whitaker (1995a) estimaron que el espesor de la capa de Brinkman
es 0(50,/Kp), mientras que Goyeau et al. (2003) estimaron que es (30,/Kp,), lo cual concuerda

con los resultados de este trabajo cuando rg = 4.

Conclusiones del capitulo

En este capitulo se estudi6 la transferencia de cantidad de movimiento entre una regién de medio
libre y un medio poroso usando un sistema similar al utilizado por Beavers and Joseph (1967). En
particular, se abord6 la pregunta sobre la existencia o no de la zona de transicién en el perfil de
velocidad cerca de la frontera de un medio poroso, lo cual puede ayudar a determinar a la ecuacion de
la transferencia de cantidad de movimiento vélida en el medio poroso.

De este andlisis se confirmé la existencia de esta zona de transicién en el perfil de velocidad
promedio conocida como la inter-region y asi también de la conocida como la capa de Brinkman.
Dentro del medio poroso, el tamafio de esta segunda zona es aproximadamente la mitad de la regién
de promediado. Cabe enfatizar que esto hallazgos no son resultados obtenidos de la solucién de
ecuaciones de medio efectivo derivadas a partir de una técnica de escalamiento o técnicas empiricas,
sino mds bien de utilizar cantidades promedio. Por lo tanto, se puede concluir que, para predecir
esta zona de transicion, es necesario incluir términos adicionales en la ley de Darcy, ya que esta
dltima no permite predecir variaciones en el perfil de velocidad cerca de las fronteras de un medio
poroso. Ademads, se mostré que para describir el perfil de velocidad promedio en un sistema medio
libre/medio poroso no es relevante considerar el intercambio de cantidad de movimiento entre la
regién del medio libre y el medio poroso. Estas conclusiones representan las mayores contribuciones
de este capitulo, las cuales corroboran y complementan los trabajos previos de Ochoa-Tapia et al.
(2017); Hernandez-Rodriguez et al. (2019).

Por otro lado, cabe enfatizar que las expresiones analiticas de la velocidad promedio presentados
en este trabajo, y aquellas presentados por Ochoa-Tapia et al. (2017); Hernandez-Rodriguez et al.
(2019), pueden ser de gran importancia para reducir los costos computaciones en el estudio de la
transferencia de calor o masa en un sistema compuesto por una regiéon de medio libre y un medio
poroso.

Por ultimo, cabe mencionar que los resultados presentados en este capitulo se utilizardn como
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referencia en los siguientes para estudiar la validez de las ecuaciones macroscopicas desarrolladas

utilizando el método del promedio volumétrico (Whitaker, 1999).
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e un dominio de flujo de Stokes

Para describir en la escala macroscépica a la transferencia de cantidad de movimiento entre una
regién de medio libre y un medio poroso, el curso de accién mds apropiado consiste en utilizar un
modelo de un dominio (Ochoa-Tapia and Whitaker, 1995a,b; Goyeau et al., 2003). Este tipo de
modelo busca describir a la transferencia de cantidad de movimiento tanto en las regiones homogéneas
como en la inter-regién entre estas. Para ello, se utiliza una ecuacién de transporte generalizada,
la cual es vdlida en todas partes del sistema, ya que contiene coeficientes efectivos dependientes
de la posicién. Sin embargo, este tipo de modelo, incluso para flujos totalmente desarrollados y
unidimensionales, posee dos problemas importantes. El primero de ellos consiste en definir a la
ecuacion de transporte generalizada. Esto se debe a que en la literatura se pueden encontrar diferentes
ecuaciones de transporte para un mismo sistema medio libre/medio poroso, y por consiguiente se
pueden obtener diferentes predicciones de la transferencia de cantidad de movimiento. Esto conduce a
cuestionar sobre cudl de los perfiles de velocidad promedio resultantes es el apropiado para predecir
observaciones experimentales, o, en otras palabras, para obtener predicciones lo m4s realista posible.
El segundo radica en que hasta el momento no existe una metodologia que sea ampliamente aceptada
para predecir las variaciones espaciales de los coeficientes efectivos en la inter-region, por lo que se
han propuesto diferentes expresiones heuristicas para este fin (Ochoa-Tapia and Whitaker, 1995a,b;
Angot et al., 1999; Goyeau et al., 2003; Zampogna and Bottaro, 2016; Luminari et al., 2019). Estas
expresiones estdn limitadas a geometrias simples del medio poroso, y por consiguiente no se tiene
una garantia de que puedan proporcionar predicciones adecuadas para geometrias mas complejas.
Por ejemplo, medios porosos fibrosos, medios porosos particulados de geometrias no regulares, etc.
Ademads, hasta ahora se desconoce la relacién que existe entre las variaciones espaciales de los
coeficientes efectivos con el tamafio de la region de promediado, utilizado para derivar las ecuaciones
macroscopicas. Esto dltimo es crucial en la comparacién de predicciones tedricas con observaciones

experimentales.
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Con base en lo anterior, en este capitulo se muestra que el modelo de un dominio, cuando la
ecuacion de transporte generalizada se desarrolla a partir del método del promedio volumétrico, y con
una prediccidén precisa de los coeficientes efectivos, es capaz de predecir el transporte de cantidad
de movimiento en un sistema medio libre/medio poroso. Ademds, se aborda la pregunta sobre si son
necesarios o no términos adicionales, como una primera y una segunda correccién de Brinkman, en la

ecuacion de transporte de cantidad de movimiento (Hernandez-Rodriguez et al., 2021)

Definicion del sistema y de las ecuaciones en la microescala

Planteamiento del problema

Para iniciar el andlisis de este capitulo, se considera el flujo de un fluido (fase—f3) sobre y a través
de un medio poroso hecho de una fase sélida rigida (fase— o), tal como el que se muestra en la figura
5.1. La zona ocupada por el medio poroso de altura L, se referird como la regién del medio poroso (o
region—m), mientras que la region libre de obstdculos de altura L, como la regién de medio libre (o
region—1). Aqui se toman en cuenta de nuevo las condiciones de flujo dadas por las suposiciones
4.1.1, por lo que las ecuaciones que gobiernan el transporte de masa total y de cantidad de movimiento
en la escala microscépica de la fase— 3 estdn dadas por

V.vg =0 enlafase—f3 (5.1a)
0=—Vpg+ppg+usVivs enlafase—f (5.1b)

junto con las condiciones de frontera en las interfaces sdlido/fluido (5 ) y en las entradas o salidas
(4 ) del sistema macroscépico, definidas como

vg=0 en sy (5.1¢)
Vg =V, en g, (5.1d)

En este punto, vale la pena recordar que en general la solucion del problema vélido en la microes-
cala dado por las Ecs. (5.1) es casi imposible de obtener, por lo que una descripcion en la macroescala
resulta ser una opcién mds conveniente. Para ello es necesario desarrollar las ecuaciones validas
en esta escala que capturen la informacién esencial de la microescala. Esta tarea se puede lograr
escalando las ecuaciones vélidas en la microescala utilizando una técnica de escalamiento adecuada.
En este trabajo, se utiliza el método del promedio volumétrico (Whitaker, 1999) para dicho fin, como
se detalla en las siguientes secciones.

Antes de continuar, es pertinente mencionar que para el problema de la microescala dado por las
Ecs. (5.1), la derivacién de las ecuaciones de transporte generalizadas (GTE por sus siglas en inglés),
usando el método del promedio volumétrico, fue primero presentada por Ochoa-Tapia and Whitaker
(1995a) y mas recientemente por Valdés-Parada et al. (2007b). En este dltimo trabajo también se
proporciond el problema de cerradura local (PCL) asociado para predecir las variaciones espaciales
del tensor de permeabilidad intrinseco. Sin embargo, una validacién de la ecuacién de transporte,
asf como la pertinencia de términos adicionales en la ecuacién de cantidad de movimiento, no ha
sido proporcionado hasta al momento. Ademads, hasta ahora no se cuenta con una evaluacién de

los coeficientes efectivos predichos a partir de la solucién del PCL. Por lo tanto, la originalidad de
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este capitulo consiste en validar las GTEs y evaluar la prediccién de la permeabilidad obtenida de
la solucién del PCL. Para ello, se revisa la derivacion de las GTEs de masa total y de cantidad de
movimiento. En aras de la brevedad, se presentan tinicamente aquellos pasos donde es necesario
realizar modificaciones. Ademads, los coeficientes efectivos se predicen a partir de la solucién del PCL
asociado y se propone una nueva metodologia basada en simulaciones a la escala de poro (PSS por
sus siglas en inglés).

Medio libre
LT] . /\*

(c) Region homogénea—

(a) Region homogénea—m

Figura 5.1: Esquema de un sistema compuesto por un medio poroso y muestras localizadas en las regiones
homogéneas ((a) en el seno del medio poroso y (c) en el seno del medio libre) y en la inter-region ((b) medio
libre/medio poroso).

Desarrollo de las ecuaciones promedio

Operadores de promediado

Para iniciar el desarrollo de las ecuaciones macroscopicas, se define una regién de promediado
¥ (x) (de volumen V), la cual puede estar localizada en cualquier parte del sistema (i. e., la regién
homogénea—n, la regién homogénea— @ y asi como la inter-regién 1 @), tal como se muestran en la
figura 5.1. Nétese que 7#'(x) puede contener todas las fases involucradas (i. e., ¥ (x) = 73(x) + 75(x)).
De esta manera, en términos de la regién de promediado se introducen dos operadores de promediado
de alguna cantidad yp definida en la fase—f. El operador de promedio superficial se define como

1
(wp)lo =+ / Vgl gy, 4V (5.2)
YEVp(x)

el cual se relaciona al operador de promedio intrinseco mediante la ecuacién de Dupuit-Forchheimer

dada por

(), = ex) (wp)” | (53)
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donde, cabe recordar que, £g(x) = Vg(x)/V es la fraccién de volumen de la fase—f contenida en
la regién de promediado o porosidad. Este coeficiente adquiere los siguientes valores en el sistema

medio libre/medio poroso

1 regién homogénea — n
€ (X) = €pno(X) inter-region nw (5.4)
o regién homogénea — @

donde &g, es la porosidad de la regién homogénea—, €gy,(X) es la porosidad en la inter-region N @
y 1 es la porosidad de la regién homogénea—1. Cabe mencionar que el término regién homogénea se
refiere a la porcidn del sistema donde las propiedades efectivas se mantienen constantes con respecto
a una regién de promediado y un proceso dado (Quintard and Whitaker, 1987). Ademas, el término de
inter-region se refiere a la zona localizada entre ambas regiones homogéneas, donde los coeficientes
efectivos son dependientes de la posicion (i. e., cambian abruptamente su valor de una region a otra)
también con respecto a una region de promediado y proceso dado.

En las ecuaciones anteriores el vector x localiza la posicién del centroide de la regién de prome-
diado medido desde un sistema coordenadas fijo y arbitrario, el vector rg = x+yp localiza puntos de
la fase—f contenida en la regién de promediado relativo al mismo sistema coordenado y el vector
yp también localiza puntos de la fase—f contenida en la regién de promediado, pero relativo al
centroide. Noétese que las cantidades promedio estdn evaluadas en x y las cantidades locales estan
evaluadas en rg. A continuacion se muestra la aplicacion de los operadores anteriores para desarrollar

las ecuaciones promedio.

Ecuacion continuidad promedio

En primer lugar, dirigiendo la atencién a la ecuacion de transporte de masa total, se aplica el

operador de promedio superficial a la Ec. (5.1a), lo cual permite obtener a
<V-v,3> =0 (5.5)

Para intercambiar integracién y derivacion espacial, se utiliza el teorema de promediado superficial
(Howes and Whitaker, 1985), lo cual conduce a

1
V-(vﬁ>+v / ng, - vgdA =0 (5.6)
y/Bc;(x)

Donde /g representa las interfaces 3 — o contenidas en la regién de promediado #. Al hacer uso
de la condicién de no deslizamiento dada por la Ec. (4.1c), la Ec. (5.7) se reduce a su forma final dada

por
V-(vg)=0 (5.7)

Notése que esta ecuacién es idéntica a su contraparte en la microescala, y es una ecuacion cerrada,
por lo que no requiere de un proceso de cerradura local. Mds aun, esta ecuacién se puede escribir en

términos de promedios intrinsecos, lo cual se obtiene al usar la Ec. (5.3). Lo anterior conduce a la
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siguiente expresion
V- (vg) = —Vingg(x)- (v)” (5.8)

Esta dltimo resultado sera util en el desarrollo del problema de cerradura local de la ecuacién de

transporte de cantidad de movimiento.

Ecuacioén promedio de cantidad de movimiento

Ahora, dirigiendo la atencién a la ecuacién de transporte de cantidad de movimiento, se aplica el
operador de promedio superficial a la Ec. (4.1b), donde al considerar a g y pg como constantes, se

obtiene

0=—(Vpg)+ppg(l)+us (V?vg) (5.9)

Aplicando el teorema del promediado espacial a los términos de esfuerzos viscosos y de presion,

conduce a

1
0=~V (pp)|,+ppees(+usV> (vg) [+ [ mpo- (“lpprmgVyp)aa  (5.10)

%G(X)

Esfuerzos interfaciales locales

donde se puede identificar una superficial que captura los esfuerzos interfaciales locales. Ahora, al

hacer uso de la Ec. (5.3) al primer término, se obtiene el siguiente resultado

0=—e3(x)V(pp)”| — Ves(pp)®| +ppees(x)+ 1V (vp)l,

1
+u [ o (FlppragVg)da .11
ol

Para simplificar esta ecuacion, del teorema del promedio espacial con yg = 1 se puede obtener la

siguiente definicién

1
~Veg(x)= / ngdA (5.12)
&YBO-(X)

la cual permite escribir a la Ec. (5.11), después de dividirla entre £g(x), como

0=~ V(pp)’ )
—_———

Esfuerzos de presion

+ Ppe +e5 (X)pV2 ()|,
N

Esfuerzos volumétricos 7@ correccién de Brinkman

~upes (x)Veg -V (&5 (x) (vp)

2da correccién de Brinkman

)+ K 613
x ——

Esfuerzos interfaciales
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Donde se ha introducido el vector fg(x) definido por

1
Vg (x)

/ ngg - [— I(PBL.B_ <pﬁ>ﬁ‘x)+uﬁv(vﬁ}rﬁ— <v5>ﬁ‘x)}dA (5.14)
gczfﬁo(x)

f5 (x)

Para el sistema medio libre/medio poroso como el mostrado en la figura 5.1, este coeficiente adquiere

los siguientes valores

0 en la regién homogénea — n
fg (x) = fg,0(x) inter-region no (5.15)
f50 en la regiéon homogénea — @

Notese que en la Ec. (5.13) los primeros tres términos son similares a su contraparte en la microescala.
En particular, el término V< p5>ﬁ ‘X describe los esfuerzos normales macroscépicos debidos a la
caida de presion. El término pgg corresponde a los esfuerzos volumétricos debidos a las fuerzas de
gravedad. Y el término &g ! (x)ug V2 <Vﬁ> }X captura los esfuerzos viscosos macroscépicos debidos
al fluido. Este dltimo se conoce usualmente como la primera correccion de Brinkman, donde la
viscosidad efectiva estd por L.rr = Ug/€g(x). Ademds, otros dos términos aparecen como resultado
del proceso de promediado. En especifico, el término Lg &g ! (x)Veg -V <8§ ! (x) <V5> ‘X> incorpora
otra parte de los esfuerzos viscosos macroscépicos debido a la microestructura del medio poroso y
a las variaciones espaciales de €g(x). Dicho término se conoce en la literatura como la segunda
correccion de Brinkman. Por Gltimo, el término fg (x) describe los esfuerzos interfaciales que ejercen
las particulas s6lidas del medio poroso al flujo del fluido (i. e., fuerzas de friccién por unidad de
volumen).

Noétese que, hasta este punto, en el desarrollo de las Ecs. (5.7) y (5.13) no se ha hecho uso de
alguna suposicion o simplificacion basada en restricciones de longitudes de escala, por lo que estas
ecuaciones son validas en cualquier punto de un sistema medio libre/medio poroso. En otras palabras,
estas son las GTEs de masa total y de cantidad de movimiento exactas. Sin embargo, para cerrar
a la (5.13) se requiere conocer de antemano al vector fg(x), el cual contiene cantidades locales y
promedio. Para resolver este problema, en este trabajo se presentan dos alternativas. La primera
involucra predecir al vector fg(x) utilizando perfiles locales obtenidos de realizar PSS, mientras que
la segunda consiste en representar a fg(x) solo en términos de cantidades promedio, lo cual quiere

derivar y resolver el PCL. En el resto de este capitulo se explora la primera alternativa.

Prediccion de coeficientes efectivos exactos

En esta seccion se predicen las variaciones espaciales de las componentes del vector fg(x) usando
los perfiles locales obtenidos mediante PSS en un sistema medio libre/medio poroso. Esto permitira
cerrar a las Ecs. (5.7) y (5.13) de manera exacta. Cabe mencionar que este curso de accién puede
ser mds complicado que resolver Unicamente el problema de la escala de poro, y posteriormente
promediar los perfiles locales para obtener los perfiles promedio, tal como se mostré en el capitulo

anterior. Sin embargo, se pueden resaltar las siguientes ventajas

= Permite analizar la precisién de las ecuaciones promediadas, para predecir los perfiles de
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4' o
- n-Ww

— /_\
L, — Flyjo

(d) Region homogénea—n

(a) Inter-regién (b) Region homogénea—m
o-W

Figura 5.2: Esquema de un canal parcialmente ocupado por un medio poroso y muestras localizadas en las
regiones homogéneas ((b) en el seno del medio poroso y (d) en el seno del medio libre) y en las inter-regiones
((a) medio poroso/pared inferior, (c) medio libre/medio poroso y (e) medio libre/pared superior).

velocidad promedio, antes de adoptar un conjunto de simplificaciones basadas en restricciones
de longitud de escala que reduzcan la informacién proveniente de la microescala.

= Permite evaluar de manera exacta la contribucién de cada uno de los términos en las ecuaciones
promediadas.

= Permite desarrollar de una manera més simple, debido al término fg(x), las condiciones de salto
que completan el TDA para un sistema compuesto por un medio libre y un medio poroso.

A continuacién se describe la metodologia utilizada para realizar las PSS y con ellas determinar a
fﬁ (X) .

(a) (b) (©)

fase—f3

fase—f

Figura 5.3: Celdas unitarias bidimensionales con particulas s6lidas en tres arreglos diferentes: (a) cilindros en
linea, (b) cuadros en linea y (c) cilindros escalonados.

5.3.1 Simulaciones a la escala de poro

Para llevar a cabo las PSS, se considera como caso de estudio nuevamente un sistema similar al

utilizado por Beavers and Joseph (1967), tal como el que se muestra en la figura 5.2. Cabe recordar
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que este sistema consiste en el flujo de un fluido a través de un canal parcialmente ocupado con un
medio poroso, el cual estd limitado por dos paredes impermeables, una en la parte superior y otra en la
inferior. Dada la geometria del sistema el fluido fluye sobre y a través del medio poroso. La zona libre
de obstaculos se referird como la regién del medio libre (o regién—mn) y la zona del medio poroso
como la region del medio poroso (o region—®). Se considera que el flujo satisface las suposiciones
4.1.1, junto con la de totalmente desarrollado, y que es causado por una caida de presién promedio

constante entre la salida y la entrada del canal, la cual est4d dada por

B
d
<Z§> =C Vye (~Lo,Ly) (5.16)

De esta forma, las Ecs. (5.1) siguen siendo vdlidas en la microescala, mientras que las Ecs. (5.7) y
(5.13) siguen siendo vélidas en la macroescala. Se considera que las alturas de la regién del medio libre
y del medio poroso estdn dadas por Ly = 1030 y Ly, = 1024, respectivamente. Ademds, se supone que
el medio poroso consiste de un arreglo periddico de una celda unitaria bidimensional de longitud de
lado ¢ con particulas s6lidas de longitud /. Estas dos longitudes quedan determinadas al especificar el
valor de &g, Para los propdsitos practicos se consideran tres geometrias de la celda unitaria, las cuales
se muestran en la figura 5.3. Nétese que este sistema es igual al del capitulo anterior, utilizado para
estudiar la existencia de la capa de Brinkman, por lo que se retoman los perfiles locales ya disponibles.

Los detalles para realizar la PSS se pueden encontrar en la §4.2.1.

€ (d)

(© O

2r

0

(b)

(@)

Figura 5.4: Canal parcialmente ocupado con un medio poroso compuesto de un arreglo periédico de una celda
unitaria con un circulo centrado y dominio representativo del canal la direccion horizontal.

72



Capitulo 5. Modelo de un dominio de flujo de Stokes

5.3.2 Variaciones espaciales del término no homogéneo fg(x)

Una vez realizadas las PSSs, se determinaron las variaciones espaciales de las componentes del
vector fg(x) usando la Ec. (5.14). Para lograr esto se calcularon los términos locales y promedio que
aparecen en esta ecuacion a partir de la informacién resultante de las PSSs. Para lograr esto, debido a
que el vector fg(x) estd en términos de una integral superficial definida en todas las interfaces f — o
contenidas dentro de 7/, se defini6 la forma y el tamafo de dicha region. Basado en la geometria del
dominio utilizado en la solucién del problema de la microescala (ver 4.2.1), se tom6 como regién
de promediado a un paralelépido de seccién transversal rectangular perpendicular a la direccion
del flujo, tal como los que se muestran en la figura 5.4. El drea de su seccion transversal es 2rp/,
siendo rg la mitad de su altura y ¢ su ancho. Las predicciones se llevaron a cabo usando diferentes
tamafios de rp, donde por simplicidad, se fij6 que ry es un nimero entero de £. Cabe sefialar que, bajo
estas condiciones los principales cambios de fg(x) son tnicamente en la coordenada—y. Ademds,
para predecir los perfiles de velocidad promedio en el canal completo, s6lo es necesario calcular su

componente tangencial a la superficie del medio poroso (i. e., fg, = fg(X) - €;).

En la figura 5.5 se presentan las variaciones espaciales de la componente fg,(y) en la inter-
region 1)@ normalizadas con su valor en el seno del medio poroso (i. e., fg). Estas predicciones se
obtuvieron usando diferentes tamafios de ro para dos valores de €g,. Los célculos se obtuvieron para
los tres medios porosos hechos de arreglos periddicos de cada celda unitaria mostrada en la figura 5.3.
En todos los casos, se observa que la variacion fg «(y) se reduce al valor del seno del medio poroso
aproximadamente en y ~ —ry — 2/, y no en y = —rp, que es la dltima posicién, de abajo hacia arriba,
donde la regién de promediado estd completamente dentro del medio poroso. Esto se atribuye al efecto
del flujo del fluido en la regién de medio libre sobre las primeras particulas sélida que componen al
medio poroso, tal como se mostrd en la §4.3. Ademds, la variacién de fg,(y) alcanza el valor de cero
en y = +rp, que es la posicién donde la regién de promediado ya no contiene més particulas sélidas.

Lo anterior permite dividir las variaciones espaciales de fg,(y) como

0 +ro<y<Ly—ry
Tp:(0) =19 fnox(y) —ro—20<y<Lirg (5.17)
JSBorx —Ly+ro<y<-—ro—2{

donde fgyq .(y) representa las variaciones espaciales de fg,(y) en la inter-region Ny fge ()
denota el valor de fg,(y) en la regién homogénea del medio poroso, el cual es constante siempre y
cuando el medio poroso es homogéneo. Interesantemente, se aprecia que la zona de cambios de fg,(y)
estd restringida por las posiciones dadas por —rp —2¢ <y < +r, lo cual muestra que esta zona tiene
una tamafio aproximado de & 5, A 2ro +2(. Ademds, esto ilustra que la porcion de la zona de cambios
de fp.(y) localizada debajo de la frontera del medio poroso es dos celdas unitarias méds grande que en
la porcién ubicada por arriba de la frontera del medio poroso, y por consiguiente es mds grande que el
tamafio de la regién de promediado, 2ry. Cabe mencionar que, una consecuencia de esto, como se
verd en el capitulo siguiente, es que la zona de cambios de la permeabilidad serd igual al de fp.(y).
Esto contrasta con lo sugerido por Valdés-Parada et al. (2009a, 2013), quienes encontraron que la
porcién de la zona de cambios de la permeabilidad encontrada por debajo de la frontera del medio
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Figura 5.5: Variaciones espaciales de la componente tangencial, a la superficie del medio poroso, del término no
homogéneo fp,(y) en la inter-region 1 ® para tres modelos del medio poroso compuestos por: (a, d) cuadrados
en linea, (b, e) circulos en linea y (c, f) circulos escalonados. Para los célculos se utilizaron cinco tamafios de ry
para dos valores de la porosidad del seno del medio poroso €g,: (a-c) €g, = 0.4y (d-f) €5, = 0.8.

poroso es igual a la del medio libre. Sin embargo, sus hallazgos se obtuvieron a partir de la solucién
de un PCL aproximado.

Por otro lado, en la figura 5.5 se observa que las variaciones espaciales de fg,(y) en la inter-regi6n
no tiene tres velocidades de cambio. La primera de ellas se encuentra entre las posiciones dadas

74



5.3.3

5.4

Capitulo 5. Modelo de un dominio de flujo de Stokes

por —rg Sy S —ro — 2¢, donde fp,(y) incrementa rapidamente. La segunda zona se localiza entre las
posiciones dadas por —rg+2¢ Sy < +ro — ¢, donde fg,(y) decrece suavemente. La tercera zona se
localiza entre las posiciones dadas por +ry — £ Sy < +ro, donde fg,(y) decrece bruscamente hasta
alcanzar el valor de cero. Por ultimo, se aprecia que con las tres geometrias del medio poroso, el
valor fg,(y) decrece al incrementar el tamafio de rp. Ademds, el valor de este coeficiente cambia mds
rdpidamente cuando €g,, = 0.4 que cuando &g, = 0.8.

Variaciones espaciales de la porosidad &3 (x)

Otro coeficiente necesario para cerrar a las ecuaciones macroscépicas, es la fraccién de volumen
de la fase—f3 contenida en ¥, £g(x). Al igual que el coeficiente de resistencias interfaciales calculado
lineas arriba, los principales cambios de &g (x) son en la coordenada vertical (coordenada—y). Con
esto en mente, este coeficiente se obtuvo usando la definicién dada por €g(y) = Vg(y)/V, donde
V =2rpWyVg(y) = fVB (yy @V, en cada posicion de la regién de promediado en la direccién vertical
del dominio representativo periédico mostrado en la figura 5.4. Las predicciones se hicieron utilizando
diferentes tamaos de ro para dos valores de €g,. Esto se hizo para los tres modelos del medio poroso
hechos de las unitarias mostradas en la figura 5.3.

Como se esperaba, los valores de € (y) en el seno del medio poroso y la regién del medio libre son
€y y 1, respectivamente. Ademds, en la inter-region 7@, £g(y) tiene un comportamiento oscilatorio
que va del valor de &g, a 1 para valores de r( cercanos a la unidad y tiende a un comportamiento lineal
al incrementar el valor de ry. Esta zona de cambios de &g(y) se encuentra entre las posiciones dadas
por —rp <y < 1, por lo que esta tiene un tamaiio 58ﬁ = 2ry, el cual es aproximadamente dos celdas
unitarias mds pequefia que la zona de cambios del fg,(y). Esto se debe a que &g(y) solo dependen de
la microestructura del medio poroso, mientras que fg, depende tanto de la microestructura del medio
poroso como de los esfuerzos superficiales en la inter-regiéon. Cabe mencionar que, es posible derivar
expresiones algebraicas para €g(y) en la inter-regicn, las cuales contienen a la funcién entero mayor,
para describir de manera exacta a este coeficiente. Sin embargo, para propdsitos practicos, se encontrd
que se puede utilizar una interpolacion lineal entre los valores de €g4, y 1. Los resultados se ajustaron

a la siguiente expresion

1 —H’Oﬁ)’SLn_’”O
l+egey 1—€gp (y
€ _ z _ 5.18
() > T om (z) ro <y <-ro (5.18)
o —Ly+ro<y<—rp

En todos los casos, el valor del coeficiente de correlacién R* es mayor que 0.999. Cabe sefialar
que este tipo de ajuste solo es cierto para las variaciones espaciales de €g(y) y no para aquellas de

fx(¥), las cuales son funciones mds complejas, tal como se mostrd en la figura 5.5.

Solucion del modelo de un dominio |

Una vez predichos los coeficientes efectivos, se evalian las capacidades de las ecuaciones ma-
croscopicas desarrolladas para predecir a los perfiles de velocidad promedio en el sistema medio
libre/medio poroso mostrado en la figura 5.2. Para llevar a cabo esto, se comparan los perfiles de
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velocidad promedio obtenidos de la solucién de un ODA, compuesto por las GTEs dadas por las Ecs.
(5.13) junto con sus correspondientes condiciones de frontera, con los obtenidos de promediar los

perfiles de velocidad local resultantes de realizar PSSs.

Velocidad promedio obtenida de las simulaciones a la escala de poro

Por un lado, para obtener los perfiles de velocidad promedio a partir de las PSSs, se sustituyeron
los perfiles de velocidad local, ya disponibles en este punto del analisis, en la Ec. 5.2. Esto permiti6
obtener a los perfiles de velocidad de promedio superficial. Para ello, y para ser consistentes con
la prediccion de los coeficientes efectivos, se considerd la misma regién de promediado, tanto en
forma como en tamafio, utilizada para predecir las variaciones espaciales de fg.(y) y €g(y). Cabe
sefialar que, el hecho utilizar la misma forma y tamafo de la regién de promediado es crucial en la
comparacién con los perfiles obtenidos de la solucién del ODA, de lo contrario se obtendrian errores
en la comparacidn de los perfiles. Ademas, cabe recordar que el ODA considera el efecto de la forma
y el tamaiio de la regién de promedio a través de los coeficientes efectivos (ver figura 5.5). Por dltimo,
se debe tener en cuenta que los perfiles locales no dependen del regién de promediado, mientras que

los perfiles promedio si.

Velocidad promedio predicha a partir del modelo de un dominio

Por otro lado, para obtener los perfiles de velocidad a partir de la solucién del ODA y para
propésitos de esta comparacién, primero se propuso escribir a las ecuaciones macroscépicas en

forma adimensional. Asi, usando las variables adimensionales dadas por las Ecs. (4.8), junto con las

siguientes
f5(x)0? B B
f5(x) = 59 , (P = ) , (PP = {pp) : (5.19)
HpVref Vref Vref
las Ecs. (5.7) y (5.13) quedan como
V*(u)=0 (5.20a)
0=—v(p)f+ eg' (X)V? (u) — g5 (x)V'eg -V (s[;l (x) <u>> +15(x) (5.20b)

No obstante, debido a que el flujo es totalmente desarrollado y unidireccional en la direccion de la
caida de presion a través del canal parcialmente ocupado por un medio poroso, la inica componente
no nula del vector de velocidad es la componente tangencial a la superficie del medio poroso, i. e.,
(uy) = (u) - ey. La ecuacion de (u,) se obtiene haciendo el producto escalar de las Ecs. (5.20) con el
vector unitario en la direccién—x, lo cual conduce a

d* (uy) a1 deg

(1) G2 (&5 () ) + £5.0) (5.21)
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Ademas, para completar este ODA, se imponen las siguientes condiciones a la frontera en los limites

superior e inferior del canal

(ux) =0 en Y =(Ly+ro)/t (5.22a)
(ux) = () oo 0 ¥V =—(Lo—10)/l (5.22b)

donde (ux>w7w es la velocidad en el seno de medio poroso (i. e., la velocidad de Darcy), la cual estd
dada por (uy) ., = —K o ( p)f) /dX. Nétese que en lugar de utilizar la condicién de frontera de no
deslizamiento en la pared impermeable inferior localizada en Y = —L, /¢, se impuso la velocidad del
seno del medio poroso justo antes de esta pared en Y = (—Lg, + ro)/£. Esto se hizo con el objetivo
de enforcar el andlisis desde la parte inferior del seno del medio poroso hasta la pared superior.
Sin embargo, se debe recordar que las condiciones del seno del medio poroso se alcanzan en una
distancia 0p ~ ro + 2/ por debajo de la superficie de este, tal como se mostré en el capitulo anterior.
Por otro lado, se debe notar en la parte superior del canal se impuso la condicion de no deslizamiento
dentro de la pared impermeable en Y = (Ly, +ro)/¢. Esto se debe a que en un sentido promedio, la
velocidad promedio no necesariamente es cero en Y = L, /¢, ya que en esa posicién la regién de
promediado atn contiene una parte de la regién de medio libre, lo cual se mostré por Ochoa-Tapia
et al. (2017); Hernandez-Rodriguez et al. (2019). Ademds de lo anterior, debido al tipo de flujo y
sistema experimental considerado por Beavers and Joseph (1967), es razonable suponer que la caida
de presion en ambas regiones estd dada por

dip)f dp)h  d(p)®

_ _ o __ B
dX ~ dX = dX =C (5:23)

De esta manera, el ODA para la transferencia de cantidad de movimiento entre el medio libre y el
medio poroso estd dado por la Ec. (5.21) y las condiciones de frontera dadas por las Ecs. (5.22). Con
base en esto, y debido a la dependencia con respecto a la posicion de los coeficientes efectivos, el ODA
se resolvié numéricamente. Para ello se utilizé un esquema de diferencias finitas para discretizar las
ecuaciones y un método de eliminacién Gaussiana para resolver las ecuaciones algebraicas resultantes.
Se realizaron pruebas de convergencia, que consistieron en incrementar gradualmente el nimero de
nodos computacionales, de tal forma que la solucién fuese independiente del niimero de nodos. El
tamaio de paso utilizado es AY = 1x1073, por lo que el nimero de nodos es Ny = (Ly + Ly)/(¢AY).
Algunos ejemplos de los perfiles de la velocidad de promedio intrinseco se muestran a continuacién

de la siguiente forma

()P .
U, = 71[3; i =PSS,0ODA (5.24)

max( () by)

En la figura 5.6 se muestran los perfiles de velocidad promedio del sistema medio libre/medio
poroso obtenidos de resolver el ODA. Ademads, en la misma figura se muestran los perfiles obtenidos
de promediar los campos de velocidad local resultantes de las PSSs. Todos los perfiles son para
el modelo de medio poroso compuesto de un arreglo peridédico de la celda unitaria con un circulo

centrado (ver figura 5.3(a)) y usando diferentes tamaifios de la region de promediado para dos valores
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de &g,. Cabe aclarar que, en la descripcion mediante el ODA, los efectos del tamafio de la region de
promediado se incorporan implicitamente a través de los coeficientes efectivos. En particular, en las
figuras 5.6 (a) y (d) se muestran los perfiles de velocidad en todo el sistema, donde se puede observar
que los perfiles obtenidos del ODA son idénticos a aquellos de las PSSs. Esto se puede confirmar
visualmente en los acercamientos hechos alrededor de las velocidad médxima en la regién del medio
libre mostrados en las figuras 5.6 (b) y (e) y aquellos hechos alrededor de la regién de la frontera
medio libre/medio poroso presentados en las figuras 5.6 (c) y (d). Las observaciones anteriores aplican
para cualquier tamario de rp y para ambos valores de €g,.

Con el fin de cuantificar las capacidades predictivas del ODA, se calcul6 el porcentaje de error
relativo de dicho modelo para predecir a los perfiles de velocidad en la inter-regién 1 @, con respecto

a los obtenidos de las PSSs, de acuerdo a la siguiente expresion

Y:}’()/e
100

2ry /4
rO/ Y=ry/tl

(1) s — 1t o

Error) = dy (5.25)

<Mx>gss

En la tabla 5.1 se presentan los valores del Error; como funcion de ry para dos valores de €g,-
Estos resultados son para las tres geometrias del medio poroso. Como se puede ver, en todos los
casos el valor del Error; esta por debajo del 4 %, siendo menores para £g,, = 0.8 que aquellos para
€3 = 0.4. Esto se atribuye a que cuando decrece el valor de &g, se incrementa la rapidez con la
que cambia la velocidad en la regién del medio libre a la velocidad de Darcy, lo cual resulta més
complicado de describir por el ODA. Sin embargo, se encontré que los valores del Error; pueden
disminuirse al incrementar el nimero de puntos utilizados para predecir el coeficiente fg,. Las

predicciones fg, presentadas hasta este punto estdn separadas por una distancia £/4.

Tabla 5.1: Porcentaje de error relativo de las predicciones de la velocidad promedio en la inter-regién 1@
obtenidas de la solucién del ODA con respecto a las obtenidas de las PSSs.

circulos en linea circulos escalonados cuadrados alineados
ro/ﬁ o = 0.4 o = 0.8 Epo = 0.4 o = 0.8 o = 0.4 o = 0.8
1 3.36 1.87 3.53 2.60 5.65 5.02
2 3.00 1.22 5.87 6.28 2.90 3.33
5 1.16 0.47 6.46 6.94 3.73 5.37
10 0.57 0.26 6.12 6.87 4.41 6.12
15 0.36 0.17 6.08 6.52 4.64 6.36

Como una segunda medida de las capacidades predictivas del ODA, se calculé el porcentaje de

error relativo de este modelo para describir a la velocidad médxima en la regién del medio libre <ux>ﬁ

max’

con respecto los obtenidos de las PSSs, de acuerdo a la siguiente expresion

() s — ()

Error, =100 (5.26)

<ux>gSS

En la tabla 5.2 se muestran los valores del Error, como funcién de ry para dos valores de €g,-
Estas mediciones son para los tres modelos del medio poroso. Se puede apreciar que en todos los
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Figura 5.6: Comparacién de los perfiles de velocidad promedio en el canal parcialmente ocupado con un medio
poroso (hecho de un arreglo periédico de una celda unitaria con una particula circular centrada) obtenidos de la
solucién del ODA que contiene el término no homogéneo g, (y) con los obtenidos de la PSS para cinco valores
de ry y dos valores de Epo: (a-c) 0.4 y (d-f) 0.8. El tamafio del sistema medio libre-medio poroso consiste en
Ly =103y Ly, =10.

casos el error es menor que 1072, Esto indica que los errores introducidos en la prediccién de los
perfiles de velocidad en la inter-region n @ tienen efectos despreciables sobre las predicciones en el
medio libre. Esto se debe a que el flujo en el medio libre es afectado inicamente en las primeras celdas
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unitarias, lo cual se mostr6 en la §4.3. Ademas, las dimensiones del sistema satisfacen la disparidad
de longitudes caracteristicas dada por ¢/Ly, < 1. Si esto no fuera el caso, los errores introducidos en
la prediccién de los perfiles en la inter-regién 1 @ tendrian efectos significativos en la prediccion de

los perfiles en el medio libre, tal como lo sugieren Neale and Nader (1974).

Tabla 5.2: Porcentaje de error relativo de las predicciones de la velocidad promedio alrededor de la velocidad
maxima en la regién homogénea del medio libre obtenidas de la solucién del ODA con respecto a las obtenidas
de las PSSs.

circulos en linea circulos escalonados cuadrados en linea
ro/f Epow = 0.4 o = 0.8 o = 0.4 o = 0.8 o = 0.4 Epow = 0.8
1 7.91x107 1.17x1072 7.13x10~4 2.00x1073 6.16x107° 5.41x1077
2 7.74x1073 6.24x1074 1.13x1072 1.49x1072 2.18x1073 2.54x1073
5 7.59x1073 1.19x1073 2.73x1072 3.20x1072 8.83x1073 1.72x1072
10 7.37x1073 2.3x107 5.33x1072 6.01x1072 2.69x1072 4.06x1072
15 7.18x1073 3.18x10~* 7.90x10~2 8.76x1072 4.47x1072 6.35x1072

Con base en lo anterior, es posible concluir que los perfiles de velocidad en todo el sistema
medio libre/medio poroso obtenidos de la solucién del ODA concuerdan satisfactoriamente con los
obtenidos de las PSSs. Esto sugiere que las GTEs en su forma actual, desarrolladas usando el método
del promedio volumétrico, son capaces de capturar la informacién esencial de la microescala en la
macroescala. Para lograr esto, se intuye que todos los términos de la ecuaciéon de movimiento deben

ser incluidos, lo cual se analiza en la siguiente seccion.

Contribuciones de la primera y la segunda correcciones de Brinkman

Como se mostré anteriormente, la GTE de la transferencia de cantidad de movimiento incluye
tanto a una primera como a una segunda correccion de Brinkman. Cabe recordar que ambos términos
describen los esfuerzos macroscépicos, pero el primero de ellos se debe al fluido y el segundo se
debe a la microestructura del medio poroso y a las variaciones espaciales de €g. Es importante sefialar
que si la regién de medio libre. asi como el medio poroso son regiones homogéneas, la segunda
correccion de Brinkman solo existird en la inter-regién entre ambas regiones (Whitaker, 1999). Sin
embargo, diversos trabajos reportados en la literatura sugieren que la segunda correcciéon de Brinkman
puede despreciarse incluso la inter-region, ya que su contribucién se toma en cuenta indirectamente a
través de las variaciones espaciales de los coeficientes efectivos como la porosidad y la permeabilidad
Chandesris and Jamet (2006, 2007), aunque hasta ahora esto no se ha demostrado. Con el fin de
proporcionar una andlisis sobre ello, en esta seccion se evaliia la contribucién de cada término viscoso
en la GTE de la transferencia de cantidad de movimiento para predecir los perfiles de velocidad
promedio. Para llevar a cabo esto, se propone resolver el ODA dado por las Ecs. (5.21) bajo dos casos.
Primero despreciando la segunda correccién de Brinkman en la inter-rergiéon 1 y conservado la
primera en todos lados, y después al revés.

De esta manera, en la figura 5.7 se comparan los perfiles de velocidad promedio para el sistema
mostrado en la figura 5.2 obtenidos de resolver el ODA bajo los dos casos antes mencionados con
aquellos obtenidos de resolver el ODA completo y de las PSSs. Estos resultados se obtuvieron usando
el modelo de medio poroso compuesto de un arreglo peridédico de la celda unitaria con un circulo

centrado. Para las tres soluciones del ODA se tomaron en cuenta las variaciones espaciales de fg,
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Figura 5.7: Comparacién de los perfiles de velocidad en el canal parcialmente ocupado por un medio poroso
obtenidos de la solucién del ODA con el término no homogéneo fg, (modelo completo, modelo sin la primera
correccién de Brinkman(PCB) y modelo sin la segunda correccion de Brinkman (SCB) ) con los obtenidos de
las PSSs para ro = 15¢ y dos valores de €g4,: (a-c) 0.4 and (d-f) 0.8. El medio poroso consiste en un arreglo
periddico de celdas unitarias con cilindros en linea. En todos los cédlculos el tamafio del sistema fluido-medio
poroso consiste en Ly = 10°¢ and Ly, = 10%¢.

usando rg = 150y &g, = 0.4 mostradas en la figura 5.5. Analizando esta comparacion, se pueden

hacer los siguientes comentarios
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= Por un lado, al despreciar la primera correccién de Brinkman (PCB) en el ODA, las predicciones
de los perfiles de velocidad muestran desviaciones de los obtenidos tanto del ODA completo
como de los perfiles locales. Estas desviaciones se pueden apreciar sin hacer amplificaciones
en la inter-regién N o alrededor de la velocidad médxima. Ademéds, se puede notar que al
despreciar la PCB, las predicciones del ODA subestiman los perfiles de velocidad promedio,
presentando un cambio abrupto alrededor de y = 15¢. Esto resalta la relevancia de incluir la
PCB en el ODA para predecir los perfiles de velocidad cerca de la frontera medio libre/medio
POI0Sso.

= Por otro lado, al despreciar a la segunda correccién de Brinkman (SCB), también se introducen
desviaciones en la prediccion de los perfiles de velocidad promedio Sin embargo, estas des-
viaciones son menores a las obtenidas de despreciar a la PCB, por lo que las predicciones de
velocidad estdn mds cercanas a las obtenidas del ODA completo y de las PSSs.

= Cabe mencionar que, ya sea despreciar la primera o la segunda correcciéon de Brinkman, la
magnitud de los errores introducidos decrece al incrementar el valor de &g, . Esto se atribuye
a que los cambios de la velocidad del seno del medio poroso a la velocidad de deslizamiento
son mads rapidos para cuando &g, — 0, incrementando la contribucion de las correcciones de
Brinkman en la captura de dichos cambios.

= Por ultimo, como era de esperarse los perfiles de velocidad obtenidos de la solucién del ODA

completo reproducen satisfactoriamente los perfiles obtenidos de la PSS.

Con el fin de tener una perspectiva mas cuantitativa sobre los errores introducidos en la prediccion
de los perfiles de velocidad promedio por despreciar la primera y la segunda correccién de Brinkman,
se calculd el porcentaje de error relativo de cada caso usando una ecuacién similar a la Ec. (5.25).
En la tabla se muestran los valores del Error; usando diferentes valores de ry y dos valores de
€30- Analizando estos datos, se aprecia que para £g, = 0.4 el error introducido por despreciar la
PCB es aproximadamente 97 % +2 % y por despreciar la SCB es aproximadamente 35 % £ 2 %.
Ademas, para €3, = 0.8 estos errores se mantienen en 97 % =+ 1 % cuando se desprecia la PCB y son

aproximadamente 10 % =+ 1 % cuando se desprecia la SCB.

Tabla 5.3: Porcentaje de error relativo del ODA sin la primera correccién de Brinkman (PCB) y del ODA sin
la segunda correccién de Brinkman (SCB) en la inter-region para predecir los perfiles de velocidad promedio
con respecto al ODA completo. Los cédlculos son para diferentes valores de ro y dos valores de &g,.

o =04 Epw =0.8
ro/¢ sin la PCB sin la SCB sin la PCB sin la SCB
1 99.75 32.13 99.64 2.85
2 99.50 36.07 99.26 11.09
5 98.72 38.13 98.22 10.83
10 97.44 38.36 96.48 10.73
15 96.20 38.14 94.76 10.70

Por dltimo, para apreciar las contribuciones de cada término de la GTE de la transferencia
de cantidad de movimiento, en la figura 5.8 se presentan las variaciones espaciales de las dos
correcciones de Brinkman y el término fg, en la inter-regién 1@ usando ry = 15¢ para dos valores
de &g,. Analizando estos resultados, se puede apreciar que para ambos valores de &g, la PCB es del

mismo orden de magnitud que el término de resistencias fg,, aunque son de signo opuesto. Por otro
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lado, aunque la SCB tenga un orden de magnitud menor a los otros dos términos, su contribucion
puede ser importante, ya que los otros dos términos tienden a cancelarse al ser de signo opuesto y del
mismo orden. Cabe sefialar que la magnitud de todos los términos decrece al incrementar el valor de
€gw» indicando que las resistencias al flujo disminuyen cuando se incluye mas fluido en las celdas
unitarias.

Por lo tanto, con base en lo anterior se concluye que para describir de manera precisa a los perfiles
de velocidad promedio entre una regién de medio libre y un medio poroso se deben incluir tanto
la primera como la segunda correccién de Brinkman en la GTE de cantidad de movimiento. Esto
comprueba que contribucién de la PCB no es necesariamente incluida a través de las variaciones
espaciales de los coeficientes efectivos, tal como lo sigieren diversos trabajos (Chandesris and Jamet,
2006, 2007). Estos hallazgos confirman aquellos esbozados por Ochoa-Tapia ef al. (2017); Hernandez-
Rodriguez et al. (2019). Resultado similares se obtuvieron para otros modelos del medio poroso
(compuestos de un arreglo periédico de la celda unitaria con circulos escalonados y un cuadrado

centrado) y otros valores de &g,
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Figura 5.8: Variaciones espaciales de los términos viscosos de la GTE del transporte de cantidad de movimiento
en la inter-region n @ para ro = 15¢ y dos valores de Epo: (a) 0.4 and (b) 0.8. El medio poroso consiste en un
arreglo periédico de una celda unitaria con un circulo centrado. En todos los casos se fijo que las alturas del
sistema medio libre/medio poroso son Ly = 1030y Lgy = 1022.

Resumen del capitulo

En este capitulo se desarrollaron las ecuaciones promedio para describir a la transferencia de
masa total y cantidad de movimiento entre una regién de medio libre y un medio poroso. Durante su
desarrollo no se adopté alguna suposicion o restriccién de longitud de escala, por lo que las ecuaciones
promedio son vdlidas en todo el sistema y dependen de informacidn proveniente de la escala de poro.
En particular, la ecuacién promedio de la trasferencia de cantidad de movimiento contiene términos
adicionales como una primera y una segunda correccién de Brinkman. Ademads, contiene coeficientes
efectivos tales como €g(x) y fg(x) que capturan la distribucién de las particulas del medio poroso y
las resistencias al flujo del fluido, respectivamente. Con base en esto, se abord6 la pregunta sobre la

necesidad de incluir los términos adicionales y en consecuencia la validez de la ecuacién promedio de
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cantidad de movimiento.

Para cumplir con lo anterior, se aplicaron las ecuaciones promedio para estudiar un sistema similar
al utilizado por Beavers and Joseph (1967), el cual consiste en un canal parcialmente lleno con medio
poroso. Para predecir los coeficientes efectivos, se llevaron a cabo simulaciones a la escala de poro.
Las predicciones se hicieron usando diferentes tamafios de la regién de promediado (ry) para dos
valores de la porosidad (&g,). Se encontr6 que los coeficientes dependen de la miscroestructura del
medio poroso, de ro y €g-

Posteriormente, usando los coeficientes efectivos, se resolvieron las ecuaciones promedio y los
perfiles de velocidad promedio resultantes se compararon con los obtenidos de promediar a los perfiles
de velocidad local. Se mostré que las ecuaciones promedio desarrolladas en este capitulo pueden
describir satisfactoriamente los perfiles de velocidad promedio, encontrando errores cercanos a uno.
Para cumplir con esto, es necesario que la ecuacion de la transferencia de cantidad de movimiento
contenga tanto una primera como una segunda correccion de Brinkman. Asi como también, un
término el resistencias fg(x). De lo contrario, se pueden obtener desviaciones en las predicciones
de los perfiles de velocidad. Lo anterior muestra la validez de la propuesta hecha por Brinkman
(1949a,b) sobre incluir un término viscoso en la ley de Darcy, aunque incompleta debido a que no se
defini6 a la viscosidad efectiva en ese momento. De acuerdo al desarrollo presentado en este capitulo,
Hefs =M1/Ep.

En este punto, cabe sefialar que las ecuaciones promedio desarrolladas en este capitulo no solo
pueden utilizarse para estudiar la transferencia de cantidad de movimiento entre una region de medio
libre y medio poroso. De hecho, se pueden utilizar para estudiar la transferencia de cantidad de
movimiento entre otras configuraciones entre regiones homogéneas. Por ejemplo, entre dos medios
porosos, entre un medio poroso o bien un medio poroso y una pared impermeable.

Por tltimo, cabe recordar que la intencién de este capitulo no fue proporcionar un conjunto de
GTEs con un término no homogéneo fg(x), sino més bien mostrar las capacidades predictivas de
dichas ecuaciones antes de adoptar un conjunto de simplificaciones que reduzcan la informacién
proveniente de la microescala. A continuacién, se revisa la derivacién del problema de cerradura
local que conduce a la forma cerrada de las ecuaciones de transporte generalizadas de cantidad de
movimiento. Esto permite definir, asi como predecir, al tensor de permeabilidad dependiente de la

posicién a partir de un problema de valor en la frontera auxiliar.
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de cerradura de flujo de Stokes

En el capitulo anterior se desarrollaron las GTEs para el flujo de Stokes entre una regién de
medio libre y un medio poroso (Ecs. (5.7) y (5.7)), las cuales son vélidas en cualquier parte de
esta configuracion, tanto en la regiones homogéneas como en las inter-regiones. Sin embargo, estas
ecuaciones aun dependen del problema en la escala de poro, debido al término fg (x) (Ec. (5.14)).
Aunque es posible desarrollar PSSs usando modelos simples del medio poroso para determinar a
este coeficiente, como los utilizados en el capitulo anterior, aquellas para medios porosos reales
son altamente costosas computacionalmente. Por consiguiente, en su forma actual la solucién de
las GTEs puede ser mds complicada de obtener. Este problema ha sido frecuentemente abordado en
la literatura al postular la forma del vector fg(x) y posteriormente evaluar las consecuencias de tal
eleccion (Chandesris and Jamet, 2006, 2007). Por ejemplo, para condiciones de flujo de Stokes, el
vector fg(x) ha sido reemplazado por un término de Darcy. O bien, para situaciones de flujo inercial,
el vector fg(x) ha sido remplazado por la ecuacion de Ergun (Ergun, 1952). Ambas alternativas han
sido ampliamente utilizadas para modelar flujos sobre y a través de medios porosos (Beckermann
et al., 1988; Khalili et al., 1998; Gobin et al., 1998; Jiménez-Islas et al., 2009) y asi como también en
reactores de lecho empacado (Vafai and Tien, 1981, 1982; Cheng et al., 1991; Das et al., 2018; George
et al.,2021). Aunque en dichas alternativas se ha proporcionado la forma cerrada de las ecuaciones, no
existe una guia para predecir las variaciones espaciales de la permeabilidad o permeabilidad aparente,

recurriendo a al uso de expresiones simiempiricas para ello.

Con el objetivo de cerrar de manera formal a las GTEs desarrolladas en el capitulo anterior para
el flujo de Stokes entre un medio libre y un medio poroso, es necesario desarrollar el PCL asociado.
Como se mencion6 anteriormente, este problema fue desarrollado y resuelto por Valdés-Parada et al.
(2007a, 2009a). Sin embargo, una evaluacién de las predicciones proporcionadas no ha sido reportado
hasta el momento. Esto dltimo es el objetivo de este capitulo, asi como proporcionar una alternativa

aproximada.
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6.2

Capitulo 6. Problema de cerradura de flujo de Stokes

Planteamiento del problema

Considérese nuevamente el flujo de un fluido sobre y a través de un medio poroso, tal como el que
se muestra en la figura 6.1. Se considera que las suposiciones 4.1.1 siguen siendo vélidas para este
sistema. En el capitulo anterior, se mostrd que las ecuaciones que gobiernan el proceso de flujo en la

microescala estan dadas por

V.vg =0 enlafase—f3 (6.1a)
0=-Vpg +pﬁg+uﬁv2vﬁ en la fase — 8 (6.1b)
vg=0 en sy (6.1¢c)
Vg =V, en g, (6.1d)

Ademds, se obtuvo que las ecuaciones promedio de las ecuaciones anteriores se pueden expresar como
V-(vg)=0 (6.2a)

0=—V(pp) ’X +ppgteg (X)upV2(vp)l,

— uﬁeﬁ’l(x)Vsﬁ v (eﬁ’l(x) <vﬁ>’x) +fg (x) (6.2b)

donde el vector fg(x) estd dado por

L R RGN IR T

De esta manera, el objetivo ahora es obtener la forma cerrada de estas ecuaciones, lo cual requiere
expresarlas inicamente en términos de cantidades promedio. Para hacer esto, es necesario desarrollar
el PCL asociado.

El problema de cerradura local

Para iniciar el desarrollo del PCL, se introduce la descomposicion espacial de alguna cantidad yg
definida en la fase— 3 en términos de su promedio intrinseco <1//B>ﬁ y desviaciones locales g (Gray,
1975), la cual est4 dada por

Ygl,, = <‘Vﬁ>ﬁ‘rﬁ + ), (6:4)

Esto permite escribir a la Ec. (6.3) como

fpx) =y (X)%L) ngo- | = 1(Pol,, +A(ps)" )| dA +upV (5], +a(vs)")|dr  (6.5)

86



Capitulo 6. Problema de cerradura de flujo de Stokes

(e) Inter-region
—_ 4 W

—> /\*
L, — Flujo

—_—

(d) Region homogénea—n

(¢) Inter-regién
n-o

N4

(@) Inter-regién (b) Region homogénea-o
o-W

Figura 6.1: Esquema de un canal parcialmente ocupado por un medio poroso y muestras localizadas en las
regiones homogéneas ((b) en el seno del medio poroso y (d) en el seno del medio libre) y en las inter-regiones
((a) medio poroso/pared, (c) medio libre/medio poroso y (e) medio libre/pared superior).

donde se ha utilizado la siguiente definicién

aws)’ = (wp)°| (v’

(6.6)

X

De esta forma, la Ec. (6.2b) es ahora una ecuacion promedio abierta, debido a que involucra dos
tipos de variables dependientes (i. e., los promedios y las desviaciones locales) y solo un conjunto
de ecuaciones. Por lo tanto, es necesario encontrar expresiones de las desviaciones espaciales en
términos de cantidades promedio, el cual es un procedimiento que se conoce como el problema de
cerradura local Whitaker (1999). La derivacién y solucién formal del problema de las desviaciones
es un procedimiento bastante extenso, por lo que para conservar la brevedad de esta parte del trabajo,
los detalles se muestran en el Apéndice A. Aqui es suficiente mencionar que la solucién formal de las

desviaciones locales de la velocidad y de la presién son

W5 =By~ (vp)”|_ (6.7a)

pp = ngbg- (vp)° | (6.7b)

donde el vector bg y el tensor Bg son denominados como variables de cerradura, cuyos campos se
puede predecir de la solucién de un problema de valor a la frontera asociado, el cual se reporta en
el Apéndice A. Cabe sefalar que la solucidn formal anterior es valida siempre que se satisfagan las
restricciones de longitudes de escala dadas por (Valdés-Parada et al., 2007a, 2009b)

2
7 2

<l —<x1 (6.8)

1o
— <1
< roL

L L

donde / es la longitud caracteristica mas grande asociada a la escala de poro, ry es la longitud
caracteristica de la region de promediado y L es la longitud caracteristicas mas pequefia asociada
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a la escala macroscopica. Estas restricciones hacen que se abandone parte de la informacion de la
microescala, por lo que se espera que, usando los coeficientes efectivos predichos usando el PCL,
las predicciones de las ecuaciones de transporte generalizadas sean también aproximadas. Ademas,
nétese que bajo estas mismas restricciones de escala el término fg(x) dado por la Ec. (6.5) se puede

escribir como

fﬁ (x) = Vlg ) / ngs - [— Iﬁﬁ}rﬁ_{-”ﬁvvﬁ‘rﬁ]dA (6.9)
ﬁﬁc(x)

donde tnicamente aparecen las desviaciones espaciales de la velocidad local y de la presion local. Con

base en lo anterior, en este punto se tiene la posibilidad de cerrar a la GTE de cantidad de movimiento,

lo cual se muestra en la siguiente seccion.

Figura 6.2: Dominio representativo de la frontera medio libre/medio poroso para la solucién del problema de
cerradura local.

Ecuaciones de transferencia generalizadas cerradas

Como se mencioné anteriormente, la GTE de continuidad no requiere de un PCL, por lo que su
forma final estd dada por la Ec. (6.2a). En cambio, la ecuacién de cantidad de movimiento atin debe
cerrarse. Para llevar a cabo esto, se introduce la solucién formal de las desviaciones dada por las Ecs.

(6.7) en las Ec. (6.9). Esto permite expresar a la Ec. (6.2b) como

0=—V(pg)" +ppg+es' (x)us V> (vg)|,
—npey (x)Veg -V (5" (x) (vg)| ) — kpes () K5'(x)- (vg)’|  (6.10)

Nétese que en la ecuacién anterior el vector fg(x) toma la forma de un término de Darcy con un
tensor de permeabilidad intrinseco Kg(x) dependiente de la posicion. Este coeficiente estd definido en
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términos de variables de cerradura de acuerdo a la siguiente expresion

_ —1
- Vg(x)

/ ng, - (—Ibg +VBg) dA (6.11)
Dpo(X)

Asi, para calcular las variaciones espaciales de Klgl (x) es necesario resolver el problema de cerradura
local dado por las Ecs. (A.5). Cémo se mencioné en el Apéndice A, el dominio de solucién debe
ser un dominio representativo de la frontera medio libre/medio poroso suficientemente grande de tal
forma que contenga a la inter-regién, tal como los que se muestran figura 6.2. Cabe mencionar que,

para un sistema medio libre/medio poroso, KE‘ (x) adquiere los siguientes valores

0 regién homogénea — n
KEI (x) = KETII » inter-regién N (6.12)

K[;é) regién homogénea — @

donde Kgy, es el tensor de permeabilidad en la inter-regién y Kg,, es el tensor de permeabilidad del
seno medio poroso. Cabe sefialar que los valores de Kg,, también se pueden calcular de la soluci6n del
PCL asociado en una sola celda unitaria del seno del medio poroso (Whitaker, 1999). En tal caso es
necesario imponer condiciones de periodicidad para las variables de cerradura en las tres direcciones.

Con base en lo anterior, la forma cerrada de las GTEs de continuidad y de cantidad de movimiento
estdn dadas por las Ecs. (6.2a) y (6.10). Cabe sefialar que la segunda ecuacién serd vélida siempre que
se satisfagan las restricciones de escala dadas por la Ec. (6.8), las cuales se utilizaron en el desarrollo
del PCL. En la siguiente seccidn se reportan las variaciones espaciales de los coeficientes efectivos
mediante la solucién del PCL para el sistema medio libre/medio poroso.

(a) (b)

fase—f3

fase—f

Y

Figura 6.3: Celdas unitarias bidimensionales con particulas s6lidas en tres arreglos diferentes: (a) cilindros en
linea, (b) prismas cuadros en linea y (c) cilindros escalonados.

Solucién del modelo de un dominio Il

Variaciones espaciales de Kz de la solucién del problema de cerradura local

Como se mostré en el capitulo anterior, para resolver las GTEs, es necesario conocer las variaciones
espaciales de los coeficientes efectivos, el cual es el objetivo de esta seccién. Nétese que, ademaés
de &g, ahora es necesario predecir a Kg. Para ello, nuevamente el andlisis se restringe a un sistema

similar al utilizado por Beavers and Joseph (1967), el cual se muestra en la figura 6.1. Cabe recordar
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que el sistema consiste en el flujo de un fluido a través de un canal parcialmente ocupado por un
medio poroso. El flujo satisface las suposiciones 4.1.1, junto con la de totalmente desarrollado y que

es causado por una caida de presién constante en la direccion horizontal dada por

d(pg)P
dx

—C Vyée(—Ly,Ly) (6.13)

Se propone que el medio poroso se compone de un arreglo periddico de una celda unitaria de
longitud de lado ¢ que contiene particulas de longitud /5. Se consideran las tres celdas unitarias
mostradas en la figura 6.3, que conducen a obtener tres medios porosos diferentes. Por un lado, debido
a que las geometrias de los medios porosos son idénticas a las utilizadas en el capitulo anterior, las
variaciones espaciales de €g estdn dadas por la Ec. (5.18). Por su parte, para predecir a las variaciones
espaciales de Kg, es necesario resolver el PCL y posteriormente aplicar la Ec. (6.11). Debido a que la
geometria del sistema medio libre/medio poroso es periddica en una distancia igual a ¢ en la direccién
horizontal, para resolver el PCL se utilizé un dominio representativo de la frontera medio libre/medio
poroso de altura A = hy + hg y ancho /, tal como los que se muestra en la figura 6.4. Las alturas &,
(A = w,n) fueron suficientemente grandes con el fin de incluir a la inter-regién medio libre/medio
poroso, y que las predicciones de la permeabilidad en el limite superior e inferior correspondan a los
del seno de cada region. Se encontré que las alturas hg, y hy deben estar relacionadas con el tamafo
ro. Estas alturas deben de ser igual a hg ~ 2ro+ 3/ y hyy = 2r. Por lo tanto, la posicién del centroide

de la regién de promediado estd restringido a las posiciones dadas por —(3¢+rp) <y < +ry.

L -, Flujo
yt‘,_>

o y LI : i P (o> (o> ° 2r,
Celda unitaria X ook o) g
- cco0@ Centroide
(] ceceeln @ @
eeeee,

™\ eeoflee] (a) (b) ©

Figura 6.4: Esquema del dominio representativo periddico de la frontera medio libre/medio poroso,
donde el medio poroso se compone de un arreglo periddico de circulos alineados, para la solucién del
problema de cerradura local.

Antes de continuar, se debe notar que para predecir a Kg usando la Ec. (6.1), es necesario definir la
forma y el tamafio de una regién de promediado. Para este fin, se utilizé nuevamente a un paralelépido
con seccién transversal rectangular igual a 2r¢f. Por simplicidad en todos los célculos se fijo que ry
es un ndmero entero de celdas unitarias. Se debe sefialar que la forma y el tamafio de la regién de
promediado deben ser consistentes con aquellos que serdn utilizados para promediar los perfiles de
velocidad local resultantes de la simulaciones a la escala de poro. Usar la misma region de promediado
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evitard introducir fuentes de desviaciones en la comparacion de los perfiles de velocidad promedio
obtenidos de la solucién del modelo de un dominio con los obtenidos de la simulaciones a la escala de
poro.

Con base en lo anterior, el PCL dado por las Ecs. (A.5), después de hacer un cambio de variable
como el sugerido por Whitaker (1999), se resolvié numéricamente usando el software de elementos
finitos COMSOL Multiphysics 5.2. Para ello, se utiliz6 una malla triangular no estructurada junto con
el resolvedor PARDISO. Ademds, se implementd un refinamiento de malla adaptativo para asegurar
que resultados fueran independientes de nimero de nodos computacionales. As{, teniendo los campos
de las variables de cerradura, se calcularon las variaciones espaciales del tensor de permeabilidad
usando la Ec. (A.9). Debido a que el flujo es totalmente desarrollado y a que la geometria del sistema
es periddica, la tnica componente del tensor de permeabilidad necesaria para predecir a la velocidad
promedio es la componente xx (i. e., Kg = € - Kﬁ -e,). Ademads, las variaciones espaciales de esta
componente son Unicamente en la direccion vertical (i. e., en la coordenada—y).

En la figura 6.5 se muestran las variaciones espaciales de Kﬁ’ ! en la inter-regién no usando
diferentes valores de ry para dos valores de €g,. De estos resultados, se puede observar que, para
ambos valores de g, Kl; ! cambia abruptamente de su valor en una regién homogénea a otra.
Noétese que este coeficiente adquiere el valor de K B al) cuando la regiéon de promediado se localiza
completamente dentro del medio poroso (i. e., y = —ryp — £) y el valor de 0 cuando estd completamente
en la regién de fluido (i. e., y = rg). Por lo tanto, el PCL indica que la zona de cambios de KB_ !
estd restringida por las posiciones dadas por —¢ — rg < y < rg, y por consiguiente tiene un tamafio
SKﬁ = 2rp + £. Cabe mencionar que el limite inferior de esta zona se hace evidente cuando ry tiende al
tamafio del lado de una celda unitaria ¢. También, se puede apreciar que K ] ! decrece al incrementar
el tamafio de ry, e incrementa al aumentar el valor de £g,,. Estas observaciones contrastan con las
presentadas por Valdés-Parada et al. (2007a, 2009b); Aguilar-Madera et al. (2011b,a), donde la
estrategia utilizada por dichos autores para resolver al PCL condujo a obtener predicciones suavizadas
de KE I Sus resultados son para modelos de medios porosos hechos de arreglos periédicos de una
celda unitaria en 2D y 3D con un cuadrado y un cubo centrados, respectivamente. Ademds, de acuerdo
con Valdés-Parada et al. (2009b), la altura del dominio de solucion de problema de cerradura local
debe ser hy +hg = 40/, y en consecuencia el tamafio de la inter-regién N es 5Kﬁ = 2rg = 20¢.
Por simplicidad, estos autores en todos los célculos consideraron que hy = hg. Sin embargo, se ha
encontrado que la longitud de la regién de medio poroso en el dominio de solucién es ligeramente
mds grande que el de la region de medio libre (i. e., hy < hg).

En la siguiente seccion se proporciona una validacién de las GTEs dadas por las Ecs. (6.2a) y
(6.10). Para ello se comparan los perfiles de velocidad promedio obtenidos de resolver el modelo de

un dominio asociado a estas ecuaciones con los obtenidos de promediar perfiles de velocidad local.

Solucion del modelo de un dominio

Ahora que se han determinado los coeficientes efectos a partir de la solucidn del PCL, se evalian
las capacidades de las GTEs para predecir a los perfiles de velocidad promedio en un sistema medio
libre/medio poroso. Para llevar a cabo esto se resuelven estas ecuaciones, y los perfiles de velocidad
resultantes se comparan con aquellos obtenidos de promediar, usando una regién de promediado de

tamafio caracteristico ry, los perfiles de velocidad local que surgen de realizar simulaciones a la escala
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Figura 6.5: Variaciones espaciales de Kp la inter-regién medio libre/medio poroso obtenidos de la solucién
del problema de cerradura local para tres modelos del medio poroso: (a, d) circulos en linea, (b, €) circulos
escalonados y (c, f) cuadrados en linea. Todos los célculos se obtuvieron para diferentes tamafios de ry y dos

valores de €g,: (a-c) 0.4 and (d-f) 0.8.

de poro.

Para esta comparacion se estudia el flujo a través del canal parcialmente ocupado por un medio

poroso similar al estudiado por Beavers and Joseph (1967). Se considera que la altura de la regién

de medio libre y del medio poroso son Ly = 1030 y Lg = 10%¢, respectivamente. En aras de ser

consistentes con las predicciones de los coeficientes efectivos mostrados en la seccién anterior, se
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propone que en la microescala el medio poroso estd compuesto de un arreglo periédico de una celda
unitaria de longitud de lado ¢ con particulas sélidas de longitud caracteristica /5. Los cédlculos se

realizaron para los tres medios porosos hechos de las celdas unitarias mostradas en la figura 6.3.

Por un lado, las simulaciones a la escala de poro consisten en resolver la forma adimensional
de las Ecs. (6.1). Los detalles de esta solucién se pueden encontrar en la §4.2.1. Una vez obtenidos
los perfiles de velocidad local, estos se sustituyen en la Ec. (5.2) o (5.3) para obtener los perfiles de
velocidad de promedio superficial o intrinseco en la direccidn vertical del sistema. Para ello, se utilizé
la misma forma y tamafio de la regién de promediado empleada en la seccién anterior para calcular

los coeficientes efectivos.

Por otro lado, las ecuaciones en la macroescala estdn dadas por las Ecs. (6.2a) y (6.10). Con el fin
de resolverlas, es conveniente escribirlas en forma adimensional usando las variables adimensionales

dadas por la Ec. (4.8), junto con la siguiente

. _ Kg
K = - (6.14)
Asi, las GTEs adquieren la siguiente forma
V*(u)=0 (6.15a)
0=-—V(p)f+ g5 (X)V> () — g5 (x)V'eg - V* (eﬁ_l(x) <u>) — K5 (%) - (w) (6.15b)

Sin embargo, debido a que el flujo es unidireccional y totalmente desarrollado, similar al sistema
experimental estudiado por BJ, las Ecs. (6.15) se reducen a

d” ()
dy?

e T (e () () — K O0) ) (6.16)

donde (u,) = (u)-e, y K E’l (Y)=e,- K*ﬁ_1 (x) - e,. A continuacién, para completar el problema
de valor a la frontera, se utilizan las condiciones de frontera dadas por la Ec. (5.22). Donde la primera
es la condicién de no deslizamiento en el limite superior, mientras que la segunda es el valor de la
velocidad de Darcy en el seno del medio poroso. De esta manera, el ODA estd compuesto por la
Ec. (6.16) y las condiciones de frontera dadas por la Ec. (5.22). En este punto, se debe recordar que
para este sistema es posible suponer que la caida de presién en ambas regiones del canal son una
constante, las cuales estdn dadas por la Ec. (5.23). Ademas, se debe sefialar que en la GTE de cantidad
de movimiento ahora aparece un término de Darcy donde es necesario utilizar a las variaciones de la

permeabilidad predichas en la seccidn anterior.

Con base en lo anterior, debido a la dependencia no trivial con respecto a la posicién de los
coeficientes efectivos, el ODA se resolvié numéricamente. Para ello se utilizé un esquema de diferen-
cias finitas para discretizar a las ecuaciones y un método de eliminacién Gaussiana para resolver las
ecuaciones algebraicas resultantes. Se realizaron pruebas estandar de convergencia para garantizar la

confiabilidad de los resultados numéricos. Algunos ejemplos de los perfiles de velocidad de promedio
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intrinseco se muestran a continuacién de la siguiente manera

U = (ux>i

= M . i=PSS,0ODA (6.17)
max({uy)pss)

En la figura 6.6 se presentan los perfiles de velocidad promedio obtenidos de la solucién del ODA
usando diferentes tamafios de ry para dos valores de €g,. Estos resultados son para el medio poroso
que consiste en un arreglo periddico de una celda unitaria con una particula circular centrada (ver
figura 6.3 (a)). Ademds, en la misma figura se presentan aquellos perfiles obtenidos de las simulaciones
a la escala de poro. Una primera evaluacién de las predicciones se puede hacer de las figuras 6.6
(a) y (d), donde se muestran los perfiles de velocidad en todo el canal. Analizando estos perfiles se
puede notar que las predicciones del ODA son similares a las obtenidas de promediar los perfiles de
velocidad local. Sin embargo, los acercamientos presentados tanto en las figuras 6.6(b) y (e) como en
las figuras 6.6(c) y (f) evidencian que las predicciones del ODA poseen desviaciones tanto alrededor
de la velocidad maxima como en la inter-regién 1w, respectivamente. Estas desviaciones son mas
grandes en la inter-region que alrededor de la velocidad maxima. Ademads, nétese que las desviaciones
son mds grandes para £g,, = 0.4 que aquellas para 0.8.

Con el fin de cuantificar las capacidades predictivas del ODA, se calcul6 el porcentaje de error
relativo de este modelo para predecir los perfiles de velocidad promedio en la inter-regién 1/ ®, con
respecto a los obtenidos de las simulaciones a la escala de poro, de acuerdo a la Ec. (5.25). En la tabla
6.1 se presentan los valores del Error; tomando diferentes tamafos de ry para dos valores €g,. Esto
mediciones son para los tres modelos de medios porosos construidos con cada celda unitaria mostrada
en la figura 6.3. Nétese que para €, = 0.4, con cualquier tamafio de ry y geometria, los errores son
aproximadamente del 21 % =42 %. Mientras que para €g,, = 0.8 los errores decrecen aproximadamente
hastael 16% 2 %.

Tabla 6.1: Porcentaje de error relativo del ODA para predecir los perfiles de velocidad promedio en la
inter-regién 1@ cuando se utiliza a K{“"(y) con respecto a cuando se usa K> (y).

cuadrados alineados circulos alineados circulos escalonados
r()/f gﬁw:0-4 Sﬁwzo.g o =04 o =0.8 o =04 sﬁw:O.S
1 22.07 19.29 21.47 19.15 24.67 17.17
2 21.63 18.00 21.13 17.95 19.64 17.90
5 22.75 17.26 22.52 17.26 19.83 17.70
10 23.46 16.39 23.33 16.41 21.36 16.80
15 23.83 15.65 23.73 15.67 22.21 16.02

Con el fin de cuantificar los efectos que tienen los errores introducidos en la predicciones de los
perfiles de la velocidad en la inter-region sobre la velocidad en la regién del medio libre, se calculé
el porcentaje de error relativo de las predicciones del ODA para predecir a la velocidad maxima
en la region del medio libre con respecto a la predicciones obtenidas de las PSSs, de acuerdo a
la Ec. (5.26). En la tabla 6.2 se muestran los valores de este error para varios valores de ry y dos
valores de €g,. Estas mediciones son para las tres geometrias del medio poroso antes mencionadas.
Es interesante notar que este error esta por abajo del 2% en todos los casos. Esto sugiere que los
errores introducidos en las predicciones de la inter-regién poseen efectos despreciables en la region

94



Capitulo 6. Problema de cerradura de flujo de Stokes

g — PSS g — PSS
= g0f - ODA con Kz S ) S ODA con K3
200 200
0f of
0 0.2 04 06 0.8 1 0 02 0.4 06 08 1
Ui Uz
(b)eso T T T T . (€)eso
600 600
550 550
s < 500
ool L
S 5
450 450
400 400
350 . . . . . 350 . . . . .
0.95 0.96 0.97 0.98 0.99 1 0.95 0.96 0.97 0.98 0.99 1

y/t

20 n n n n n L L ~ L L L L L L L
-001 0 001 002 003 004 0.05 006 007 0.08 001 0 001 002 003 004 0.05 008 007

Ui Ui

Figura 6.6: Perfiles de velocidad promedio en el canal parcialmente ocupado por un medio poroso obtenido
de la solucién del ODA con Kp pcy, y de simulaciones a la escala de poro usando diferentes valores de ro y
dos valores de £g,: (a-c) 0.4 and (d-f) 0.8. Los perfiles son en (a, d) el canal completo, (b, e) alrededor de la
velocidad méxima y (c, ) la inter-region medio libre/medio poroso. El medio poroso consiste en un arreglo
periddico de una celda unitaria con un circulo centrado. Todos los cdlculos se realizaron para Ly = 1030y
Ly = 10%0.

homogénea del medio libre. Lo anterior se atribuye principalmente a que las longitudes caracteristicas
del canal satisfacen la desigualdad dada por ¢ < L. En el caso contrario se espera que se introduzcan

desviaciones importantes en la predicciones de la velocidad en las regiones homogéneas.

Por ultimo, de los resultados anteriores, es claro que las predicciones del ODA exhiben desviacio-
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Tabla 6.2: Porcentaje de error relativo del ODA para predecir los perfiles de velocidad promedio mdxima en el
medio libre cuando se utiliza a Kg CL(y) con respecto a cuando se usa Kgss ().

cuadrados alineados circulos alineados circulos escalonados
ro/f Epo = 0.4 o = 0.8 o = 0.4 o = 0.8 o = 0.4 Epow = 0.8
1 4.09x10~2 4.81x1072 4.01x1073 4.82x1072 3.11x1072 2.50x1072
2 7.18x1072 7.21x1072 7.10x1073 7.23x1072 6.20x102 4.96x1072
5 1.63x107! 1.43x107! 1.62x1072 1.43x107! 1.53x10°! 1.21x107!
10 3.10x107! 2.56x107! 3.09x10~2 2.56x107! 3.00x10! 2.34x107!
15 4.50x107! 3.62x107! 4.49x1072 3.63x107! 4.41x107! 3.41x107!

nes de las obtenidas a partir de las PSSs, particularmente en la inter-region 1 @. Esto podria evidenciar
dos posibles problemas, los cuales pueden evitar que el ODA desarrollado en este capitulo sea de
utilidad. Primero, esto podria poner en duda la validez de las GTEs para describir el flujo de un fluido
entre un medio libre y un medio poroso. Segundo, esto podria insinuar que el PCL es incapaz de
predecir correctamente las variaciones espaciales de Kg en la inter-region 1@, debido a que una gran
cantidad de informacion de la microescala ha sido abandonada durante su desarrollo. Para aclarar
esta incertidumbre, en la siguiente seccién se propone una metodologia para predecir las variaciones
espaciales de Kg a partir de informacién obtenida de PSSs y posteriormente se resuelve el ODA con

estas nuevas predicciones.

Solucion del modelo de un dominio Il

Predicciones de K; a partir de simulaciones a la escala de poro

Como se mostr6 lineas arriba, cuando se utilizan las variaciones espaciales de Kg obtenidas a
partir de la solucién del PCL para cerrar el ODA, los perfiles de velocidad resultantes presentan
desviaciones de los perfiles de referencia, principalmente en la inter-regién 1 . Para encontrar la causa
de tales desviaciones, en esta seccién se propone una metodologia alternativa para predecir a Kg. Esta
alternativa consiste en predecir a este coeficiente a partir de informacién de la microescala obtenida
de PSSs (Breugem, 2005; Chandesris and Jamet, 2006, 2007). Esto significa que las predicciones
obtenidas pueden considerar como exactas, ya que no involucran suposiciones mds alld de las utilizadas
en el problema microscépico. Cabe sefialar que esta metodologia, aunque depende de las PSSs,
posee las siguientes ventajas. Primero, permitird analizar las capacidades del PCL para predecir a

Ks. Segundo, permitird evaluar la validez de las GTEs derivadas usando el método del promedio
volumétrico. Tercero, no requiere que las PSSs se realicen en todo el sistema medio libre/medio
poroso, sino solo en un dominio representativo de este.

Para cumplir con el objetivo antes mencionada, se debe recordar que el término de Darcy en la
GTE de cantidad de movimiento (Ec. (6.10)), antes de desarrollar el PCL, es igual al vector fg (x) (Ec.

(6.9)). Por lo tanto, el término de Darcy se puede expresar como

—ugeg (K5 (x) - (vg)P =1f5(x) (6.18)

Nétese que el lado izquierdo de la expresion anterior es un resultado de proceso de cerradura, mientras
que el lado derecho es un resultado del proceso de promediado. De esta manera, la expresion anterior
proporciona una definicién para calcular las variaciones espaciales de Kg a partir de los perfiles de la
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escala de poro. Para ello, es necesario calcular cada uno de los términos involucrados en cada posicién
del centroide de la regién de promediado. Debido a la periodicidad en su direccién horizontal, en el
sistema medio libre/medio poroso del canal dado por la figura 6.1, las posiciones del centroide son
unicamente en la direccién vertical. Ademads, debido a que el flujo es unidireccional y completamente
desarrollado, la tinica componente necesaria del tensor de permeabilidad es K 5 l—e,- Ks - €y, la cual
se puede obtener como

Ky'=e.-Kg-e = fp, (6.19)

En la figura 6.7 se presentan las variaciones espaciales de K en la inter-region 1@ obtenidos
usando los perfiles de la escala de poro. Esto es para diferentes tamafios de ro con dos valores de €g,.
Los resultados se obtuvieron para tres geometrias del medio poroso hechos de arreglos periédicos
de las celdas unitarias mostradas en la figura 6.3. Como se puede ver, estas variaciones de K 5 1 son
similares a las obtenidas mediante la solucién del PCL (ver figura 6.7), aunque se logran capturar
algunos detalles adicionales. De igual forma, Kﬁ_ ! cambia rdpidamente de su valor en el seno del
medio poroso (i. e., y <= —(ro+3¢)) a su valor en la region de medio libre (i. e., y >= +rp). Ademds,
el valor de K ] ! decrece al incrementar el tamafio de ry e incrementa al aumentar el valor de €p- Mas
aun, se puede notar que las predicciones de Kg obtenidas a partir de las simulaciones a la escala de
poro se reduce al valor de Kl; C}) aproximadamente en y = —(rg + 3¢), en lugar de y = —ry como lo
muestran las predicciones obtenidas de la solucién del PCL (ver figura 6.5). Esto se atribuye a que
parte de la informacion de la escala de poro se ha perdido (filtrado) en la derivacién del PCL. Por lo
tanto, de acuerdo a las predicciones de K obtenidas de la informacion de la escala de poro, la zona
de cambios estd restringida por las posiciones dadas por —(rop+3¢) <y < rp, y en consecuencia tiene
un espesor igual SKﬁ = 2r9+ 3/, o cual es dos celdas unitarias mds grande que el tamafio de la regién
de promediado. Esto confirma que la zona de cambios de Kg no necesariamente coincide con aquella
de -

Tabla 6.3: Porcentaje de error relativo de los perfiles de velocidad promedio en la inter-regién medio
libre/medio poroso obtenidos mediante la solucién del ODA con respecto a los perfiles obtenidos de la PSS.

cuadrados alineados circulos alineados circulos escalonados
ro/f € = 0.4 € = 0.8 Epow = 0.4 Epop = 0.8 o = 0.4 € = 0.8
1 5.65 5.02 3.36 1.87 10.81 6.47
2 2.90 3.33 3.00 1.22 7.72 5.99
5 3.73 5.37 1.16 0.47 8.61 8.32
10 4.41 6.12 0.57 0.26 8.03 8.28
15 4.64 6.36 0.36 0.17 7.81 8.24

Solucion del modelo de un dominio

Una vez predichas las variaciones espaciales de Kp a partir de la informacién de la escala de poro,
se reevaldan las capacidades de las GTE para predecir a los perfiles de velocidad. Para este fin, se
compara nuevamente los perfiles de velocidad promedio resultantes de la solucién de las GTEs con
los obtenidos de promediar los perfiles de velocidad local para el sistema medio libre/medio poroso
mostrado en la figura 6.1. Se debe recordar que para este caso el ODA esta dado por la GTE dada
por la Ec. (6.16) junto con las condiciones de frontera dadas por la Ec. (5.22). Ademads, la caida de
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Figura 6.7: Variaciones espaciales de K pgg en la inter-regién 1@ obtenidos de las PSS para los tres modelos
del medio poroso: (a, d) circulos en linea, (b, e) cilindros escalonados y (c, f) cuadrados en linea. Todos los
célculos se obtuvieron para diferentes tamafios de ry y dos valores de Epo: (a-c) 0.4 and (d-f) 0.8.

presidn tanto en la regién de medio libre y en el medio poroso son iguales a una constante, la cual
estd dada por la Ec. (5.23). De esta forma, el ODA se resolvié numéricamente, donde ahora se usa
los valores de Kg predicha a partir de la informacion de la escala de poro. Algunos ejemplos de los
perfiles de velocidad promedio se muestran a continuacién de acuerdo a la Ec. (5.24).

En la figura 6.8 se comparan los perfiles de velocidad promedio en el canal obtenidos mediante la
solucién del ODA y de promediar los perfiles locales usando diferentes valores de ry para dos valores
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de &g, Estas predicciones son para el modelo de medio poroso compuesto de una celda unitaria con
una particula circular centrada (figura 6.3 (a)). Un primer anélisis se puede hacer de los perfiles de
velocidad en todo el canal mostrados en las figuras 6.8 (a) y (d). Se puede notar que las predicciones
del ODA han mejorado significativamente cuando se utilizan las predicciones de Kg obtenidas de
la informacidn de la escala de poro. Esto se puede confirmar en los acercamientos alrededor de la
velocidad médxima mostrados en las figuras 6.8 (b) y (e), y principalmente en la inter-region n®
mostrados en las figuras 6.8 (¢) y (f).

Con el fin de obtener una mejor perspectiva de las nuevas capacidades predictivas del ODA, se
calcul6 el porcentaje de error relativo de este modelo para describir a la velocidad de promedio en
la inter-regién M con respecto a los obtenidos de la escala de poro. Para ello se evalu6 a la Ec.
(5.25) para cada tamafio de ro con los dos valores de &g, y los resultados se presentan en la tabla 6.3.
Estos cdlculos son para las tres geometrias del medio poroso. Es interesante notar que para €g,, = 0.4,
el porcentaje de error relativo se encuentra por de bajo del 4 %, lo cual es considerado usualmente
aceptable en muchas aplicaciones. Mds aun, estos errores son menores para £z, = 0.8. Como en la
seccion anterior, esto se atribuye a que cuando el valor de &g, incrementa, ocurren cambios mas
abruptos en la permeabilidad, los cuales son mds complicados de capturar incluso para las predicciones
obtenidas a partir los perfiles locales. Este error se puede reducir si se utiliza un nimero més grande
de puntos de muestreo de K. En las predicciones presentadas hasta ahora se utilizé un espaciamiento
dado por /4. Cuando se incrementa el nimero de puntos de muestreo, por ejemplo, £/8, el porcentaje
de error relativo tiende a cero.

Anélogamente a la seccidn anterior, con el fin de tener una perspectiva de los efectos de los
errores introducidos en la predicciones en la inter-regién 1@ sobre la regién del medio libre, se
calculé el porcentaje de error relativo de solucién del ODA para predecir a la velocidad maxima con
respecto a las obtenidas de las simulaciones a la escala de poro, de acuerdo a la Ec. (5.26). En la
tabla 6.4 se muestran los errores usando diferentes valores de ry para dos valores de €g,. Esto se
llevé a cabo para las tres geometrias del medio poroso. De estos resultados se puede observar que
los porcentajes de error son aproximadamente O(10~3) e incrementan un orden al incrementar el
tamafio de ry. Esto confirma que los errores en las predicciones del perfil de velocidad promedio en la
inter-regién medio libre/medio poroso inducen efectos despreciables en las predicciones alrededor
de la velocidad médxima en la regién de medio libre. Se debe recordar que esto es debido a que el
sistema aqui considerado se satisface una separacién de longitudes caracteristicas. Como se menciond

anteriormente, en condiciones opuestas dichos errores pueden incrementar considerablemente.

Tabla 6.4: Porcentaje de error relativo de la velocidad promedio méxima en la regién homogénea del fluido
obtenida de la solucién del ODA con respecto a la obtenida de la PSS.

prismas cuadrados en linea cilindros en linea cilindros escalonados
V()/f o =04 EﬁwZO.S 8[30):0-4 o =0.8 Sﬁw:0.4 8560:0.8
1 6.16x1073 5.41x1073 7.91x1073 1.17x1072 7.13x10~% 2.00x1073
2 2.18x1073 2.54x1073 7.74x1073 6.24x10~* 1.13x1072 1.49x1072
5 8.83x1073 1.72x1072 7.59x1073 1.19x1073 2.73x1072 3.20x1072
10 2.69x1072 4.06x1072 7.37x1073 2.3x107 5.33x1072 6.01x1072
15 4.47x1072 6.35x1072 7.18x1073 3.18x107* 7.90x1072 8.76x1072

Con base en lo anterior, se puede concluir que las GTEs de masa total y cantidad de movimiento
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Figura 6.8: Perfiles de velocidad promedio en el canal parcialmente ocupado por un medio poroso obtenido
de la solucién del ODA con Kj pgs y de simulaciones a la escala de poro usando diferentes valores de ro y
dos valores de gg: (a-c) 0.4 and (d-f) 0.8. Los perfiles son en (a,d) el canal completo, (b,e) alrededor de la
velocidad méxima y (c,f) la inter-region n . El medio poroso consiste en un arreglo periddico de una celda
unitaria con un circulo centrado. Todos los calculos se realizaron para Ly = 10°0 y Ly, = 10%4.

desarrolladas mediante el método del promedio volumétrico son capaces de predecir los perfiles de
velocidad en un sistema medio libre/medio poroso (tanto en las regiones homogéneas como en las
inter-regiones) siempre que las variaciones espaciales de la permeabilidad sean precisas. Por lo tanto,
los errores en las predicciones del ODA mostradas en la §6.4.1 se deben a que el PCL tinicamente
proporciona predicciones aproximadas de la permeabilidad en la inter-regiéon medio libre/medio
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poroso. Cabe sefialar que estas observaciones son aplicables para otros valores de €g,. Por ejemplo,
para 0.25 < €34, < 0.95 en la celda unitaria con un circulo centrado, 0.25 < g3, < 0.95 en la celda
unitaria con particulas circulares escalonadas y 0.05 < g4, < 0.95 en la celda unitaria de un cuadrado

centrado.

En la siguiente seccion se resuelven las GTEs desarrolladas en este capitulo usando diferentes

expresiones para predecir a la permeabilidad en la inter-regién n .

Oftras alternativas para predecir a las variaciones espaciales de Kj

Como se mostrd anteriormente, un punto importante para la solucién de las GTEs es conocer
las variaciones espaciales de Kg. Sin embargo, hasta ahora no habia sido claro cémo debe variar
este coeficiente en la inter-regién 1 @, por lo que para representarlo frecuentemente se ha optado por
utilizar expresiones heuristicas (Luminari et al., 2019; Sudhakar et al., 2021). Por ejemplo, una funcién
lineal, Heaviside, senoidal, error e hiperbdlica. Aunque tales aproximaciones han permitido cerrar
alas GTE, no garantizan que estas puedan predecir a los perfiles de velocidad tanto en las regiones
homogéneas como en la inter-region. Lo anterior se analiza en esta seccion al comparar las variaciones
espaciales de K obtenidas a partir de diferentes expresiones heuristicas con aquellas obtenidas a
partir de la solucién del problema de cerradura local y de la escala de poro. Ademads, se evaldan las

predicciones de los perfiles de velocidad promedio que se obtienen con dichas aproximaciones de Kg.

Una de las ecuaciones mas utilizadas para predecir a K en la inter-region 1® se puede obtener

de la ecuacion de Carman-Kozeny (CK) como sigue

2
K[;;w:g)(lggﬁ) para —ryp<y<-+ry (6.20)
en la cual se utiliza a €g en lugar de g, y se considera a {5 como una constante. Cabe sefialar que una
suposicién implicita en la Ec. (6.20) es que las zonas de cambios de la porosidad y la permeabilidad
son las mismas, lo cual en previas secciones se mostré que no es necesariamente cierto. La ecuacion
anterior ha sido utilizada por Ochoa-Tapia and Whitaker (1995b); Goyeau et al. (2003); Valdés-Parada
et al. (2007a).

Otra alternativa para predecir a Kg en la inter-region 1@ se puede obtener de suponer que este
coeficiente varia linealmente con la posicion de su valor en el seno del medio poroso (eny = —rp) a
aquél en el medio libre (en y = ry). Esto permite obtener la siguiente expresién

K-

-1 _ o Y _
K[inw_ 5 (1 Vo) para ro <y < +rg (6.21)
Cabe sefalar que esta expresion también considera que la zona de cambios de Kg es igual a la de &g.
Esta ecuacion ha sido utilizada para describir a la Kg en la inter-region fluido medio poroso dentro de

una cavidad cuadrada por Luminari et al. (2019).

Asi mismo, una tercera alternativa para predecir a K3 en la inter-region 1@ consiste en utilizar
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una funcién Heaviside, la cual se puede escribir como

- 0 si O<y<n
Kgno = I (6.22)
Kﬁw si —rp<y<0
Note que esta ecuacion considera un cambio abrupto de Kz en y = 0. En otras palabras esta expresion
no considera una zona de transicion de Kg, sino mas bien una superficie divisoria localizada en y = 0.
Esta alternativa ha sido utilizada por Beckermann et al. (1987, 1988); Goyeau et al. (2003); Bruneau
and Mortazavi (2004, 2008); Bruneau et al. (2010); Jiménez-Islas et al. (2009).

10k
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Figura 6.9: Variaciones espaciales de Kp en la inter-regién medio libre/medio poroso obtenidos de la solucion
del PCL, la PSS, de una extension de la ecuacién de CK, de una funcién Heaviside y una funcién lineal. Estas
predicciones se hicieron usando dos valores de ro y dos valores £g,: (a,c) 0.4y (b,d) 0.8.

En la figura 6.9 se presentan las variaciones espaciales de KE ! predichas con las ecuaciones
anteriores usando dos valores de ry para dos valores de €. Ademas, en la misma figura se presentan
las predicciones obtenidas a partir de la solucién del PCL (ver figura 6.5) y del problema en la escala
de poro (ver figura 6.7). Como se puede observar, las predicciones proporcionadas por la funcién
Heaviside son las mds alejadas de las obtenidas a partir de la informacién de la escala de poro,
mientras que las obtenidas con la ecuacién de CK son las mds cercanas. Ademds, las predicciones
proporcionadas por la expresion lineal se encuentran entre las obtenidas por las otras dos ecuaciones.

Sin embargo, aunque las predicciones de la ecuacion de CK son las mds cercanas a las obtenidas de la
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informacién de la escala de poro, las predicciones a partir de la solucién del PCL reproducen mejor a
las obtenidas de la informacidn de la escala de poro. Lo anterior sugiere que hasta que se propongan
mejores alternativas que no dependan de los perfiles de la escala de poro, el PCL seguird siendo la
mejor alternativa disponible para predecir las variaciones de Kg.

Con el fin de analizar a los perfiles de velocidad promedio que se obtendrian de utilizar a las
tres ecuaciones anteriores de Kg, el modelo de un dominio se resolvié usando estas ecuaciones con
ro = 150y dos valores de €g. Los perfiles de velocidad promedio resultantes se presentan en la
figura 6.10. Ademas, en la misma figura se muestran los perfiles obtenidos de resolver el modelo de
un dominio usando las predicciones Kg predichas de la solucion del PCL y de promediar a los a los
perfiles de la escala de poro. En general se puede observar que, usando las tres ecuaciones anteriores
de Kg, se pierden algunos detalles de los perfiles de velocidad tanto en la regiones homogéneas como
en la inter-regién 1 . En particular se puede observar que los perfiles de velocidad obtenidos con la
ecuacién de CK presentan las mayores desviaciones de los perfiles obtenidos de la escala de poro,
seguidos por los perfiles obtenidos con la funcién Heaviside. Ademas, se debe sefialar que con las
predicciones de K obtenidas de PCL, los perfiles de velocidad obtenidos se encuentran mds cerca
de los perfiles obtenidos de la escala de poro. Estas observaciones aplican para otros valores de rg y
€g- Lo anterior confirma que, hasta que se propongan mejores alternativas que no dependan de los
perfiles de la escala de poro, el PCL seguird siendo la alternativa que mejor predice a las variaciones
espaciales de Kg en la inter-region 1.

Efecto del tamano de particula variable en las variaciones espaciales de
Kp

Hasta ahora las predicciones de los coeficientes efectivos en las GTEs se han restringido a sistemas
donde, al nivel de una celda unitaria, el medio poroso es homogéneo hasta su superficie adyacente
a la regién de medio libre. Sin embargo, en numerosos sistemas, el medio poroso puede contener
un tamaio de particula variable cerca de las fronteras. Por lo tanto, esto puede conducir a tener otra
forma de variaciones espaciales de los coeficientes efectivos, y por consiguiente tener diferentes
perfiles de velocidad promedio, tal como en procesos de solidificacion (Goyeau ef al., 1997, 1999;
Bousquet-Melou et al., 2002; Roux et al., 2006; Kumar et al., 2013). De hecho, en diversos sistemas
medio libre/medio poroso, la superficie del medio poroso también pueden presentar protuberancias
o rugosidades que pueden influenciar las variaciones espaciales de los coeficientes efectivos y asi
como el flujo en la regién de medio libre, tal como se mostré por Valdés-Parada et al. (2009b). De
esta forma, con el fin de analizar los efectos que puede tener un tamafio de particula variable en las
fronteras de un medio poroso, en esta seccion se predicen las variaciones espaciales de los coeficientes
efectivos usando el medio poroso mostrado en la figura 6.11.

Las variaciones espaciales de los coeficientes efectivos se obtuvieron a partir de simulaciones en
la escala de poro en un dominio representativo de un canal, como el que se describi6 en las secciones
anteriores. Nétese que el medio poroso consiste en un arreglo periédico de una celda unitaria con un
circulo centrado (ver figura 6.3), aunque ahora el tamafio de particula en el seno del medio poroso
es una constante y varia en una distancia Lg por de bajo de la superficie del medio poroso. En esta

zona la fraccién volumétrica de cada celda unitaria, la cual es una funcion de la direccidn vertical,
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Figura 6.10: Perfiles de velocidad promedio en el canal parcialmente ocupado por un medio poroso obtenidos
de la solucién del ODA con Kﬁ obtenida de la solucion del PCL, 1a PSS, de una extensién de la ecuacion de
CK, de una funcién Heaviside y una funcion lineal. Los célculos se realizaron para ry = 15¢ y dos valores de
€pe: (a-c) 0.4y (d-f) 0.8. En todos los célculos se utiliz6 a Ly = 10°0 y Ly, = 10%¢.

estd dada por

. 8[3 Jmax 8[3 Jmin . { )
(552 o) e

(6.23)
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Figura 6.11: Dominio representativo de la frontera medio libre/medio poroso con un tamafio de
particula variable. Muestras rectangulares en tres posiciones de la inter-region: (a) y = —rg, (b) y =10

y (©)y=ro.

mientras que el tamafio de las particulas ¢ estara dada por

= [1—%]05

7= p- (6.24)
De esta manera, tomando diferentes valores de ro para €g i, = €go = 0.4y €g ynax = 0.95, se calcularon
las variaciones espaciales de los coeficientes efectivos, los cuales se muestran en la figura 6.12. Por
un lado, se puede observar que €g varia sigmoidalmente de su valor en el seno del medio poroso a
su valor en la regién de medio libre. Asi la zona de cambios de este coeficiente esta restringido a
las posiciones dadas por —rg — Ly <y < +rg. Por su parte, se puede apreciar que Kﬁ_ ! presenta dos
zonas de cambio, la primera es debido a la variacién de las particulas en la zona restringida por las
posiciones —ry — Ly < y < —rp, mientras que la segunda es debido a que la regiéon de promediado
se mueve de estar completamente en el medio poroso a otra donde estd completamente en la regién
de medio libre y que estd restringido por las posiciones —ry <y < +rg. De esta manera, la zona de
cambios completa de K estd restringida por las posiciones —ry <y < +ry, la cual es mas grande que

cuando el tamafio de particula es constante en la frontera del medio poroso.

Por ultimo, usando los coeficientes efectivos anteriores, se resolvié el modelo de un dominio. Los
perfiles de velocidad resultantes se muestran en la figura 6.13. Ya que las diferencias en las regiones
homogéneas son minimas, los perfiles presentados son inicamente en la inter-regién N ®. Como se
puede observar las predicciones del modelo de un dominio concuerdan con las obtenidas a partir de
los perfiles a la escala de poro. Estas observaciones se pueden confirmar cualitativamente en la figura
6.13(b), donde los mismos perfiles se presentan en escala logaritmica. Ademads de lo anterior, con el
objetivo de analizar la contribucién de la segunda correccion de Brinkman, las predicciones del ODA
al despreciar la segunda correccién de Brinkman se muestran en la figura 6.13. Es interesante notar
que al despreciar la segunda correccién de Brinkman se introducen desviaciones en las predicciones
del ODA, las cuales son mayores donde se tiene un tamafio de particula variable cerca de las fronteras.
Esto se puede atribuir a que el gradiente de la fraccién volumétrica tiene una contribucién mas

importante en la GTEs de cantidad de movimiento.
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Figura 6.13: Perfiles de velocidad promedio en la inter-regién @ en el canal parcialmente ocupado por
un medio poroso obtenidos de la solucion del ODA y de la PSS para diferentes valores de ro, €g i, = 0.4y
€8 max = 0.95.

Discusion de resultados

Con base en los resultados presentados en este capitulo, a continuacién se hacen los siguientes

comentarios
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Por un lado, al comparar los perfiles de velocidad promedio obtenidos de la solucién del ODA y
de promediar los perfiles de velocidad a la escala de poro, se mostré que la GTE desarrollada usando
el método del promedio volumétrico puede predecir el flujo totalmente desarrollado en un sistema
medio libre/medio poroso, como el estudiado por Beavers and Joseph (1967). Para ello, la GTE de
cantidad de movimiento debe incluir dos términos viscosos y un término de Darcy. Cabe sefialar
que incluir o no estos términos conduce a diferentes predicciones de los perfiles de velocidad, y por
consiguiente conducird a obtener diferentes descripciones de otras cantidades como el transporte de
calor o masa en un sistema medio libre/medio poroso. Desde el punto de vista de este trabajo, lo
anterior contribuye a esclarecer el rango de validez de las correcciones de Brinkman a la ley Darcy
que han sido el objeto de gran debate en la literatura Vafai and Kim (1990); Nield (1991); Sahraoui
and Kaviany (1992); Auriault (2009); Zampogna and Bottaro (2016). Las correcciones de Brinkman
se deben incluir en las inter-regiones, y pueden despreciarse con respecto al término de Darcy en el
seno del medio poroso, tal como se ha indicado por diversos autores (Whitaker, 1999). Ademas, en
la primera correccién de Brinkman, la viscosidad efectiva debe estar dada por u.rr = ug/€g. Todas
estas observaciones se obtuvieron para diferentes valores de rp y usando un modelo de medio poroso
compuestos de una celda unitaria con un circulo centrado (0.25 < g5, < 0.95 ), aunque también con

un arreglo escalonado de circulos (0.25 < gg,, < 0.95) y un cuadrado centrado (0.05 < g5, < 0.95).

Posteriormente, en los perfiles de velocidad promedio se observd una zona de transicion en la
inter-region 1 ®, de la velocidad en el seno del medio poroso (i. e., y < —rp) a aquella en la regién
de medio libre (i. e., y > rg). Cabe recordar que la porcién del perfil de velocidad por debajo de la
superficie del medio poroso (—(3¢+rp) <y < 0) es lo que se conoce como la capa de Brinkman
(Goharzadeh et al., 2005; Morad and Khalili, 2009). En el capitulo 4 se mostr6 que el espesor de esta
zona depende del tamario de la regién de promediado y su espesor es del orden de 8 = 2rg + 34, lo
cual es mucho mds grande que \/Ki , tal como lo sugieren diversos estudios Saffman (1971); Goyeau
et al. (2003); Chandesris and Jamet (2006, 2007). Adem4s, se encontré que esta zona de transicién
es un resultado de utilizar cantidades promedio, y no de la forma de las ecuaciones macroscépicas
desarrolladas en este trabajo, ya que primero se obtuvo de promediar tinicamente los perfiles de
velocidad local. Aunque ciertamente, como se mostré en este capitulo, se puede predecir a partir de la
solucidn de las ecuaciones macroscopicas. Esto confirma las conclusiones esbozadas por Ochoa-Tapia
et al. (2017).

Por otro lado, de una comparacion entre las variaciones espaciales de la Kg obtenidos de la solucion
del PCL y de los perfiles a la escala de poro (ver figura 6.9), se mostré que el PCL es tinicamente una
alternativa aproximada para predecir a este coeficiente. Sin embargo, se debe sefialar que el PCL es un
problema auxiliar que permite obtener formalmente la forma cerrada de las ecuaciones macroscépicas.
Ademis, se encontré que el PCL proporciona mejores predicciones de Kz que algunas ecuaciones
empiricas ampliamente utilizadas en la literatura. Por ejemplo, proporciona mejores predicciones
que una extension de la ecuacién de Carman-Kozeny, una funcién Heaviside o una funcién lineal.
Mis ain, cuando las predicciones empiricas de Kg se utilizan para resolver el ODA, se encontré que
los perfiles resultantes se encuentran mucho mads alejados de los obtenidos de promediar los perfiles
locales, que aquellos obtenidos cuando se utiliza a Kg predicho de la solucion del PCL. Por lo tanto,
hasta que se encuentren mejores alternativas para predecir a las variaciones espaciales de Kz en la

inter-region, el PCL es la mejor alternativa disponible para dicho fin.
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Por otra parte, se mostr6 que las variaciones espaciales de Kg dependen del tamafio de la region
de promediado (ver figura 6.5 y 6.7). Ademas, usando valores mds grandes de ry, se encontré que
las variaciones espaciales de Kz no presentan un comportamiento asintético. Esto se atribuye a que
cuando el valor ry incrementa, mds fluido se afiade en la regién de promediado, lo cual conduce a
valores mds grandes de Kg. Sin embargo, con el fin de proporcionar predicciones adecuadas de este
coeficiente, cabe recordar que el valor ry debe estar restringido por la desigualdad dada por rg < L.
Observaciones similares se pueden hacer en los perfiles de velocidad promedio en la inter-regién n o,
lo cual se mostré por Ochoa-Tapia et al. (2017); Hernandez-Rodriguez et al. (2019). De hecho, el
tamafio y forma de la regién de promediado debe tomarse en cuenta para realizar una comparacién de

predicciones con observaciones experimentales (Baveye and Sposito, 1984; Cushman, 1984).

En cuanto al dominio de solucién del PCL, Valdés-Parada et al. (2007a) indican que la altura de
este dominio debe ser Ay +hg = 40/, donde se considera que hy = hg,. Esto hace que el espesor de la
zona de cambios de K sea igual a 6Kﬁ ~ 20¢. Sin embargo, en las secciones anteriores se encontrd
que el dominio de solucién del PCL depende del tamafio de ry. En particular se mostré que la altura
de la region de medio libre es igual a hy = 2ro, mientras que la altura del medio poroso es igual
hg == 2rg + 3¢. Cabe notar que la porcion del medio poroso contenido en el dominio de solucién
es ligeramente mas grande que la porcion de fluido (i. e., hy < hw), lo cual se debe a que K debe
alcanzar el valor de Kg,. Por lo tanto, de acuerdo con los resultados de este trabajo, el espesor de la

zona de cambios de Kz es igual a 51<ﬁ = 2rp+3/.

Por tltimo, cabe recordar que una alternativa al ODA es un TDA. Esta alternativa, para condiciones
de flujo de Stokes, puede involucrar a la ecuacién de Darcy y a la ecuaciéon de Stokes, o bien,
a la ecuacién de Darcy-Brinkman y a la ecuacién de Stokes. Ademds, para cualquiera de estas
combinaciones de las ecuaciones, en general, es necesario desarrollar dos condiciones de salto, una
para la velocidad y otra para el esfuerzo. Ambas condiciones de salto se pueden obtener en usando el
método del promedio volumétrico, tal como se mostrd en Valdés-Parada et al. (2013). En este contexto,
dichas condiciones contienen coeficientes de salto que dependen de las variaciones espaciales de
los coeficientes efectivos en la inter-region Valdés-Parada ef al. (2007b,a, 2009a,b, 2013). Por lo
tanto, conocer las variaciones espaciales de los coeficientes efectivos adquiere mayor importancia. Sin
embargo, la prediccion de los coeficientes efectivos se ha basado en utilizar expresiones empiricas y
en el mejor de los casos en la solucién del PCL, los cuales, como se mostré en las secciones anteriores,
puede conducir a obtener coeficientes efectivos aproximados, y por lo tanto coeficientes de salto
aproximados. Con esto en mente, los coeficientes efectivos predichos usando los perfiles resultantes
de la simulaciones a la escala de poro, por primera vez, proporcionan la oportunidad de predecir de
manera precisa a los coeficientes de salto y posteriormente evaluar las predicciones del TDA. Esto y
otras ideas se explorardn en futuros trabajos. Vale la pena mencionar que también se pueden utilizar
otras alternativas para derivar condiciones de salto, tal como la técnica de homogenizacién multiescala
(Zampogna and Bottaro, 2016; Lacis and Bagheri, 2017; Bottaro and Naqvi, 2020; Sudhakar et al.,
2021). En ese contexto, los coeficientes de salto dependen de la microestructura de la frontera del
medio poroso, aunque no requieren conocer las variaciones espaciales de los coeficientes efectivos.
De hecho, para condiciones de flujo de Stokes, los coeficientes de salto se pueden predecir de resolver

problemas de valor a la fronteras auxiliares en dominios representativos de la frontera.
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Resumen del capitulo

En este capitulo se desarroll6 el problema de cerradura local para obtener la forma cerrada de la
ecuacion de transporte generalizada de cantidad de movimiento para el flujo de Stokes entre un medio
libre y un medio poroso. Como resultado de ello, esta ecuacion contiene, ademds de dos términos
viscosos indicados como la primera y la segunda correccién de Brinkman, un término de Darcy con
un tensor de permeabilidad intrinseco Kg dependiente de la posicion.

En primer lugar, las variaciones espaciales del tensor de permeabilidad se obtuvieron resolviendo
el problema de cerradura local en un dominio representativo de la frontera medio libre/medio poroso
con diferentes microestructuras del medio poroso. Esto se hizo usando diferentes tamafios de la
region de promediado rg y diferentes valores de €g,,. Posteriormente, usando estos coeficientes, se
resolvieron las ecuaciones de transporte generalizadas para un sistema similar al estudiado por BJ. Se
encontrd que los perfiles de velocidad promedio resultantes poseen desviaciones de los obtenidos de
promediar a los perfiles de velocidad de simulaciones a la escala de poro.

En segundo lugar, con el fin de evaluar las predicciones de la permeabilidad obtenidas a partir de la
solucién del problema de cerradura local, y al mismo tiempo determinar el origen de las desviaciones
en las predicciones de las ecuaciones macroscépicas, la dependencia espacial de la permeabilidad
se predijo utilizando la informacion de los perfiles locales obtenidos de simulaciones a la escala de
poro. Enseguida, con estas nuevas predicciones, las ecuaciones se resolvieron nuevamente para el
mismo sistema. Lo anterior ilustr6é que, que las ecuaciones macroscopicas desarrolladas aqui pueden
describir satisfactoriamente el flujo entre un medio libre y un medio poroso, siempre y cuando las
predicciones de la permeabilidad sean exactas. Ademads, se encontrd que incluso si las predicciones de
la permeabilidad obtenidas del problema de cerradura local son aproximadas, proporciona mejores
predicciones de la permeabilidad que las obtenidas de expresiones heuristicas usualmente utilizadas
en la literatura.

Por dltimo, se exhibié que las ecuaciones macroscépicas aqui desarrolladas también pueden
describir los perfiles de velocidad promedio en cualquier parte de un sistema medio libre/medio

poroso para cuando el medio poroso presenta un tamafio de particula variable cerca de sus fronteras.
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7.1

e un dominio de flujo inercial

El flujo inercial de una fase simple entre un medio libre y un medio poroso se puede estudiar en la
escala macroscopica usando también un modelo de un dominio. En este caso, ahora las ecuaciones
contienen coeficientes efectivos que, ademads de capturar los efectos de la microestructura del medio
poroso, deben captura parte de los efectos inerciales de la microescala. Sin embargo, los modelos
de un dominio para el flujo inercial utilizados actualmente en la literatura padecen de dificultades
similares a las encontradas en aquellos para el flujo de Stokes. En primer lugar, atin es necesario
desarrollar y establecer las ecuaciones macroscépicas que describen a la transferencia de cantidad
de movimiento, ya que en la literatura se pueden encontrar diferentes ecuaciones empiricas que
no garantizan una descripcidn precisa de esta. En segundo lugar, atin se requiere desarrollar una
metodologia para predecir las variaciones espaciales de los coeficientes efectivos que capturen tanto
los efectos de la miscroestructura del medio poroso como de las fuerzas inerciales locales, lo cual ha
conducido a utilizar interpolaciones heuristicas para esto.

Con base en lo anterior, el objetivo de este capitulo es demostrar que un modelo de un dominio
del flyjo inercial, cuando las ecuaciones de transporte generalizadas se derivan a partir del método
del promedio volumétrico (Whitaker, 1999), junto con una detallada prediccién de los coeficientes
efectivos, es capaz de describir de manera precisa a la transferencia de cantidad de movimiento
entre un medio libre y un medio poroso. Cabe sefialar que el desarrollo de las ecuaciones ya ha sido
presentado en la literatura, aunque su validacién y la prediccion exacta de los coeficientes efectivos

siguen siendo problemas abiertos.

Definicion del sistema y las ecuaciones en la microescala

Para cumplir con lo antes mencionado, el sistema de estudio de este capitulo consiste una vez
mds en el flujo estacionario e incompresible de un fluido Newtoniano (fase—f3) sobre y a través de un
medio poroso hecho de una fase sélida rigida (fase-o), tal como el que se muestra en la figura 7.1.
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Sin embargo, en esta ocasion se supone que el flujo de la fase—f sucede en un rango del nimero
de Reynolds donde se justifica que tanto las contribuciones inerciales y las viscosas son importantes
dentro y fuera del medio poroso. De esta manera, las ecuaciones microscépicas que gobiernan el

transporte de masa total y de cantidad de movimiento de la fase—f3 estdn dadas por

V.vg=0 enlafase—f3 (7.1a)
ppvp-Vvg=—Vpg —|—p5g—|—,uﬁV2Vﬁ en la fase — (7.1b)

las cuales estdn sujetas a la condicién de frontera de no deslizamiento en las interfases sélido-fluido
(9p¢), dada por

vg=0 en sy (7.1c)

junto con las condiciones de frontera en las entradas y salidas del sistema macroscopico, que se

pueden escribir como
Vg =Vg, €n .y (7.1d)

Andlogamente al capitulo anterior, la solucién del problema microscépico de arriba puede ser muy
complicada de obtener, por lo que a continuacién se desarrollan las ecuaciones macroscépicas de
transporte de masa total y de cantidad de movimiento mediante el promediado y escalamiento de las

ecuaciones microscopicas usando el método del promedio volumétrico (Whitaker, 1999).

(c) Region homogénea—n

?ﬁ)@y/ﬁ’% e /womﬁtézuéz, Oﬂ

(b) Inter-region n—o

(a) Regién homogénea —m

Figura 7.1: Sistema en el que un fluido Newtoniano fluye sobre y a través de un medio poroso. Muestras en
tres regiones del sistema (a) el seno del medio poroso, (b) el seno del medio libre y (c) la inter-regién medio
libre/medio poroso
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Desarrollo de las ecuaciones promedio

Operadores de promediado

Para promediar las ecuaciones locales se retoman los operadores de promedio superficial e
intrinseco dados por las Ecs. (5.2) y (5.3). Cabe recordar que estos operadores estidn definidos en
términos de una region de promediado ¥ cuyo centréide x se puede localizar en cualquiera de las dos

fases del sistema, tanto en las regiones homogéneas como en la inter-regién medio libre/medio poroso.

Ecuaciéon promedio de continuidad

Enfocando primero la atencién a la ecuacién promedio de masa total, se puede notar que la
ecuacion de continuidad de la microescala de este capitulo es igual a la utilizada en el problema de
flujo de Stokes descrito en el capitulo 4, por lo que la ecuacién promedio resultante serd la misma. De

esta forma, basta mencionar que dicha ecuacion en términos de promedios superficiales estd dada por
V-(vg)=0 (7.2)
O bien, al utilizar la Ec. (5.3), en términos de promedios intrinsecos como
V- (vp)P = —Vingg(x)- (vs)” (7.3)

Cabe recordar que ninguna de las dos formas de esta ecuacién requiere de un proceso de cerradura
local, debido a que ya es una ecuacién cerrada. Este no es el caso de la ecuacién promedio de cantidad

de movimiento, como se vera a continuacion.

Ecuacion promedio de cantidad de movimiento

Dirigiendo ahora la atencién al promediado de la ecuacidn de cantidad de movimiento local, se
puede advertir que los términos del lado derecho de la Ec. (7.1b) son idénticos a los de la Ec. (5.1b),
siendo diferente solamente en los términos de su lado izquierdo. Por ello, aqui se presenta tinicamente
el promediado del lado izquierdo, y el resultado se igualara a la forma promedio del lado derecho
desarrollado anteriormente en el capitulo 5. De esta manera, al aplicar el operador de promediado
superficial dado por la Ec. (5.2) al lado izquierdo (L.I.) de la Ec. (7.1b), conduce a

<L.I.> = pﬁ <V- (VBVB)> (7.4)

Con el fin de intercambiar diferenciacion espacial e integracion espacial, se utiliza el teorema del
promediado espacial (Howes and Whitaker, 1985), junto con la condicién de no deslizamiento dada

por la Ec. (7.1c), en la ecuacién anterior, lo cual permite obtener

(L.1.)=pgV-(vgvp) (7.5)
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Asf, al igualar la ecuacién anterior con la Ec. (5.13), se obtiene la ecuacion promedio de cantidad de

movimiento dada por

ppV - (vgvp) = —Vipp)’| +ppetez! msV (vp)l,

—ppey’ (x)Ves -V (sﬁ_] (x) <v,3>‘x> +f5(x) (7.6)

donde el vector fg(x) estd dado por la Ec. (5.14). La Ec. (7.6) es la ecuacion de transporte generali-
zada de cantidad de movimiento de flujo inercial, y es valida en cualquier parte del sistema medio
libre/medio poroso mostrado en la figura 7.1. No obstante, al igual que la ecuacién del problema de
flujo de Stokes, la solucién de la ecuacién de arriba puede ser muy complicada de obtener. Esto se
debe a que, en su forma actual, esta ecuacion estéd en términos de cantidades locales debido al vector
fg(x) y ademds al término inercial dado por pgV(vgvg). Para superar este problema se puede realizar
un desarrollo andlogo al presentado en el capitulo 5, el cual consiste en predecir estos dos términos
usando simulaciones a la escala de poro, conduciendo asi a la forma cerrada de las ecuaciones. Cabe
sefialar que, aunque esta no es una opcidn prictica, es muy conveniente porque permite evaluar, de
forma casi exacta, las predicciones de las ecuaciones promedio antes de adoptar suposiciones que
llevan a restricciones de longitudes de escala. Para mantener la fluidez en la presentacion, dicho
andlisis se presenta en el Apéndice C, donde se encontré que las ecuaciones, antes de adoptar un
conjunto de suposiciones, pueden describir satisfactoriamente a los perfiles de velocidad promedio

entre un medio libre y un medio poroso.

Otra alternativa para resolver el problema anterior, y al mismo tiempo proporcionar una ecuacion
m4s préctica, consiste en desarrollar el problema de cerradura local asociado. Esto conducird también
a la forma cerrada de la ecuacién de cantidad de movimiento, y a definir coeficientes de medio efectivo
con un sentido fisico mas facil de tratar, tal como se muestra a continuacién. Cabe mencionar que
este problema de cerradura local fue presentado previamente por Paéz-Garcia et al. (2017), pero su
solucién y asi como la prediccién de los coeficientes efectivos en una inter-regién medio libre/medio

poroso siguen siendo problemas abiertos.

Problema de cerradura local

Para iniciar el desarrollo del problema de cerradura local, se introduce la descomposicién espacial
de cualquier cantidad yg definida en la fase—f3, en términos de su promedio intrinseco y desviaciones,
la cual estd dada por la Ec. (6.4). Al hacer uso de esta ecuacién en los dos términos de la Ec. (7.6) que

contienen cantidades locales, conduce a

(7.7a)

pBV- <Vﬁvﬁ>‘x = pﬁV~ <Vﬁ <Vﬁ>ﬁ‘rﬁ +;ﬁ;ﬁ * <vﬁ>ﬁ‘rﬁ <Vﬁ>ﬁ}rﬁ * <Vﬁ>ﬁ‘rﬁvﬁ>

X

fp(x) = vﬁl(x)%/() ngo- | = 1(Pol,, +A(ps)" )| dA +upV (5], +a(vs)")|dA (7.70)
lpalx
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donde Ayp = <1//[3>ﬁ ‘r — <l//ﬁ>ﬁ ‘X Lo anterior hace que la ecuacién promedio de cantidad de
B

movimiento involucre dos tipos de variables, las desviaciones y los promedios, y un solo conjunto
de ecuaciones, las ecuaciones promedio. Por lo tanto, ahora se requiere encontrar expresiones de las
desviaciones espaciales de la velocidad y de la presion en términos de cantidades promedio o sus
derivadas. Este proceso es extenso, por lo que los detalles de la derivacién de estas expresiones se
presenta en el Apéndice ??. Aqui es suficiente mencionar que la solucién formal de las desviaciones

estd dada por

f’ﬁ = Bﬁ . <Vﬁ>ﬁ ’x (7.83)

pp = ngby- (vp)” | (7.80)

donde el vector bg y el tensor de segundo orden Bg son las variables de cerradura locales. Nétese
que esta solucion formal es idéntica a la obtenida en el problema de cerradura de flujo de Stokes (ver
Ecs. (6.7)). Sin embargo, el problema de valor en la frontera asociado a las variables de cerradura de
la solucién formal de arriba incluye ahora contribuciones inerciales, tal como se puede ver en la Ec.
(B.12b). Cabe mencionar que, para obtener las ecuaciones anteriores se impusieron las restricciones
de escala dadas por las Ecs. (6.8) junto con £ < ry. Una consecuencia directa de estas restricciones es

que las Ecs. (7.7a) se pueden reducir a

ppV- (vpvp) =ppV - ((77p) + 5 (vg)’ (vp)F) (7.9a)
I ) )
b= /() ngo [~ 17pl,, + 1V g, | da (7.9b)
‘Q{ﬁo X

Con base en lo anterior, la GTE de cantidad de movimiento se puede cerrar formalmente, lo cual se

muestra a continuacion.

Ecuaciones macroscoépicas cerradas

La forma final de la ecuacién promedio de continuidad estd dada por la Ec. (7.2). En cambio, la
forma final de la ecuacién promedio de cantidad de movimiento se obtiene al sustituir las Ecs. (7.8)

en la Ec. (7.6). De esta manera, las dos ecuaciones promedio cerradas se pueden escribir como

V- (vg)=0 (7.10a)
-1 -1 B -1 2
&'psV - (65" (vp)- Cp-(vg)) =~ Vipp)’| + ppg +e5' XmpV*(vp),
fuerzas caidade olmdncas 4 B
—uﬁgﬁl(x)v% -V (egl(x) <vﬁ>‘x) — g Hgl (vg)
2da correccién término de
de Brinkman Darcy

(7.10b)

Notese que ahora la ecuacién de cantidad de movimiento, ademads de las contribuciones dadas por los

esfuerzos viscosos (i. e., la primera y la segunda correccién de Brinkman) analizados en el capitulo
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anterior, contiene un término que describe los esfuerzos inerciales debidos al mismo fluido y un nuevo
término de resistencias superficiales al flujo del fluido (i. e., término de Darcy). Mds atin, se han
introducido dos coeficientes efectivos definidos en términos de las variables de cerradura local de

acuerdo a las siguientes expresiones

Cp(x) =Il+ (B;Bg)P (7.11a)
-1
e 00H5 ! () = 5 | o (~Ibg +VBg) aa (7.11b)
%ﬁc(x)

Estos coeficientes capturan los efectos de la microestructura del medio poroso y asi como una parte
de las fuerzas inerciales locales en la descripcidén macroscdpica del sistema medio libre/medio poroso.
Desde un punto de vista fisico, el tensor de cuarto orden Cg(x) es un coeficientes que describe todas
las contribuciones inerciales presentes en bulk del fluido, mientras que el tensor de segundo orden
Hg (x) es un coeficiente que captura las resistencias al flujo del fluido ejercidas por el medio poroso
y por fuerzas inerciales locales. Este tltimo se puede considerar como un tensor de permeabilidad
aparente y estd relacionado a los tensores de permeabilidad intrinseco Kg(x) y de Forchheimer Fg(x),
de acuerdo a la siguiente expresion (Whitaker, 1996)

Hy' (%) =Kg'(x)- (I +Fg(x)) (7.12)

El coeficiente Kg(x) captura las resistencias ejercidas por el medio poroso al flujo del fluido, tal
como se discutié en el capitulo anterior, mientras que el coeficiente Fg(x) captura dnicamente las
resistencias debidas a las fuerzas inerciales. Cabe sefialar que, cuando el valor del nimero de Reynolds

es mucho menor que uno, H B se reduce a
Hp'(x) ~ K (x) (7.13)

Esto debido a que las contribuciones inerciales en la Ec. (B.12b) pueden despreciarse con respecto a
los esfuerzos viscosos. Con base en lo anterior, las GTEs de flujo inercial entre un medio libre y un
medio poroso estan dadas por las Ecs. (7.10), y para aplicarlas, es necesario conocer las variaciones

espaciales de los coeficientes efectivos, lo cual se presenta en la siguiente seccion.

Prediccion de los coeficientes efectivos

Para predecir a los coeficientes efectivos definidos por las Ecs. (7.11), se precisa resolver el
PCL dado por las Ecs. (B.12) en un dominio representativo de la frontera medio libre/medio poroso.
Ademads, también es necesario conocer a los perfiles de velocidad local que aparecen en el término
inercial de la Ec. (B.12b). Estos perfiles se pueden obtener de realizar simulaciones a la escala de
poro en todo el sistema medio libre/medio poroso. Por consiguiente, la prediccion de los coeficientes
efectivos mediante la solucién del PCL involucra resolver dos problemas de valor a la frontera en dos
dominios diferentes. Sin embargo, esto hace que este curso de accidn sea poco préctico y se evitard en
este capitulo. Para superar esta desventaja, se propone predecir a los coeficientes efectivos usando solo

la informacién proveniente de las simulaciones a la escala de poro, tal como se muestra a continuacion.
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‘ (e) Inter-region
n-w

(d) Region homogénea—n

(c) Inter-region
n-o

(a) Inter-region (b) Region homogenea—m
o-W

Figura 7.2: Flujo a través de un canal parcialmente ocupado por un medio poroso similar al sistema estudiado
por Beavers and Joseph (1967). Muestras en el seno de cada regién ((a) seno del medio poroso, (d) seno del
medio libre) y en las inter-regiones ((a) pared impermeable/pared, (c) medio poroso/medio libre y (e) medio
libre/pared impermeable).

Para efectuar esto, se precisa primero encontrar definiciones de los coeficientes efectivos en términos
de cantidades locales. Recordando la metodologia utilizada en la §6.5.1, estas expresiones se obtienen
al sustituir las Ecs. (6.4) y (7.8) en las Ecs. (7.11), lo cual conduce a

(o)’ | - S (vp)| = (vavp)” (7.14a)

X

¥ o= [ e [ (ol = (']
Ao (X)

+14p (Vvpl,, =V (vp)’| )]aa @.140)

Asi, estas ecuaciones proporcionan una definicién para predecir los coeficientes efectivos a partir de
los campos locales que resultan de llevar a cabo las simulaciones a la escala de poro, tal como se

muestra lineas abajo.

Simulaciones a la escala de poro

Para realizar las PSSs, se considera el flujo de un fluido en un sistema medio libre/medio poroso
que consiste en un canal parcialmente ocupado por un medio poroso, tal como el que se muestra
en la figura 7.2. Cabe mencionar que, aunque este sistema es andlogo al utilizado por Beavers and
Joseph (1967), en este caso se considera que los efectos inerciales son importante tanto en la regién
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L, Flujo
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Figura 7.3: Canal parcialmente ocupado por un medio poroso hecho de un arreglo periédico de (a) cilindros
alineados de seccidn transversal circular, (b) cilindros escalonados de seccidn transversal circular y (c) cilindros
alineados de seccion transversal cuadrada.

del medio libre como del medio poroso. La altura del canal estd dada por Ly = Ly, + L, donde Ly, es
la altura de la regién del medio libre y L, es la altura de la regién del medio poroso. Se considera que
el medio poroso se compone de un arreglo peridédico de una celda unitaria de longitud de lado ¢ con
particulas sélidas de longitud /s, como las que se muestran en la figura 6.3. En todos los célculos
se consideran tres geometrias en la celda unitaria que llevan a tres medios porosos con diferente
estructura. Ademads, se supone que el flujo es completamente desarrollado y que es motivado por una
caida de presion constante, lo cual es vélido si el andlisis se hace suficientemente lejos de las entradas y
salidas del canal. Para imponer la caida de presién promedio constante, se introduce la descomposicion
espacial de la presion en términos de su promedio y desviaciones. Bajo estas condiciones, el flujo
en la microescala serd periédico en la direccién horizontal en una distancia igual a la longitud de
lado de una celda unitaria £. Por lo tanto, basta con utilizar un dominio representativo peridédico de
altura Ly y ancho ¢ para llevar a cabo las PSSs, tal como el que se muestra en la figura 7.4. Esto
permite abandonar las condiciones de frontera en las entradas y salidas dadas por las Ecs. (7.1d). Con
base en esto, el problema microscépico a resolver estd dado por las Ecs. (7.1a)-(7.1c) junto con las

condiciones de periodicidad y la restriccion integral dadas por

Wp(rg) = wp(rg+4c), para Yg=vg,pp (7.15)
(yp)P =0 (7.16)

Con el objetivo de obtener resultados genéricos, el problema microscépico antes mencionado se

escribe en forma dimensional usando las variables adimensionales dadas por

Ps Evref

V*=(V Re= (7.17)

donde vy = (2| |V(pﬁ>5 |1/ 1 Y Prer = L[V pﬁ>ﬁ ||. Esto conduce al siguiente problema microscépico
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G

Figura 7.4: Dominio representativo del canal parcialmente ocupado por un medio poroso con una estructura de
cilindros alineados de seccidn transversal circular.

adimensional
V'V;} =0 enlafase—f3 (7.18a)
B
Rev;‘} : V*VE = —V*ﬁﬁ + V*zv;‘g -V <p;§> en la fase — (7.18b)
vg=0 en s (7.18¢)
Vp(rp) = yp(rg+4), para Yp=vp,pp (7.18d)
(wp)P =0 (7.18¢)

donde Re es el nimero de Reynolds. En este punto, es pertinente mencionar que, debido a que el
flujo debe ser inercial en ambas regiones del canal y al mismo tiempo conservar la validez de las
ecuaciones microscopicas, se considerd que la altura de la region del medio libre estd dada por Ly, = 5¢
y que la altura de la regién del medio poroso es Ly, = 10£. De esta manera, la altura total del canal
esLy = Ly 4 Lg = 15¢. Con esto en mente, el problema microscépico se resolvié numéricamente
usando el software de elementos finitos COMSOL Multiphysics 5.5. Se utilizé una malla triangular
libre no estructurada, y se escogi6 el resolvedor PARDISO. Se realizaron pruebas de malla para

garantizar que los resultados fueran independientes del nimero de elementos.

En la figura 7.5 se muestran ejemplos de las lineas de corriente junto coloreadas con la magnitud
de la velocidad local en la frontera medio libre/medio poroso. Los cédlculos son para la estructura
del medio poroso de circulos en linea, €g, = 0.8 y diferentes valores Re. Como se esperaba, las
velocidades mds grandes se encuentran en la regién del medio libre y las més pequefias se encuentran
en el medio poroso para cualquier valor de Re. Nétese que el flujo es paralelo y unidireccional para las
posiciones dadas por y > ¢, mientras que tiene un cardcter bidimensional para las posiciones dadas por
y < £. Ademads, se aprecia que las lineas de corriente cambian al incrementar el valor de Re, siendo
més evidente para Re > 102, Esto muestra la presencia de efectos inerciales en los campos de la
velocidad local. Cabe remarcar que estos efectos inerciales deben ser capturados en los coeficientes
efectivos para que las ecuaciones macroscépicas describan satisfactoriamente los perfiles de velocidad
promedio. Estas observaciones son aplicables para las otras estructuras de medio poroso, cuyas lineas

de corriente se muestran en la figura 7.6.
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(b) (c) (d) (e)

Figura 7.5: Ejemplo de las lineas de corriente coloreadas con la magnitud de velocidad local en la frontera
medio libre/medio poroso para €g, = 0.8 y cinco valores de Re: (a) 0.1, (b) 1, (¢) 102, (d) 10° y (e) 10*.
Estos perfiles son para el medio poroso compuesto de un arreglo periédico de cilindros alineados de seccién
transversal circular. En todos célculos se utilizé a Ly = 5¢'y Ly = 10£.

(a) (b)

3

§ 2.5
— 2
%6 1.5
=
gy 1
O
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— 0.5
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Figura 7.6: Ejemplo de las lineas de corriente coloreada con la magnitud de velocidad local en la frontera
medio libre/medio poroso para €g, = 0.8 y cinco valores de Re (a) 0.1, (b) 1, (¢) 2, (d) 10° y (e) 10*. Estos
perfiles son para el medio poroso compuesto de un arreglo periddico de cilindros escalonados de seccién
transversal circular. En todo los célculos se utilizé Ly = 5¢'y Lg = 10£.
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Coeficiente de permeabilidad aparente Hg y de inercial total Cg

Una vez obtenidos los campos de la velocidad local y las desviaciones de la presién local, se
calcularon los coeficientes efectivos usando las Ecs. (7.14). Esto requiere calcular cada uno de los
términos involucrados en dichas ecuaciones con respecto a una regién de promediado. Para llevar a
cabo esto, debido a la forma del dominio de solucién del problema local, se defini6 una regién de
promediado de seccién transversal rectangular, de ancho £ y de altura 2r(, donde se considerd que
ro = /2 puesto que la altura del canal es Ly = 15¢. Cabe destacar que, debido a que la altura del
sistema es Unicamente un orden de magnitud més grande que el de la regién de promediado rg, en este
caso no se hace un andlisis del efecto de r( sobre las variaciones espaciales de los coeficientes efectivos,
tal como en los capitulos anteriores. Sin embargo, se espera que haya un efecto del tamafio de ry
sobre dichos coeficientes. En su lugar, a continuacion, se hace un andlisis sobre la dependencia de los
coeficientes efectivos con el valor de Re. Ademas, debido a la periodicidad de la geometria del sistema
en la direccion horizontal, los principales cambios de los coeficientes son en la direccion vertical del
canal (coordenada—y). Mads atin, puesto que el flujo del fluido a través del canal es unidireccional en la
direccion horizontal y completamente desarrollado, la tinica componente necesaria de los coeficientes

efectivos para resolver a las GTESs son las componentes Hg = e, - H pexyCp=epe: H B €xey.

(a) 102 T 6 (b) 102 T T
——Re =10 —+—Re =10°

0" ——Re =10 | ot —+Re= 103
——Re = 104 —o—Re = 104

2 15 1 05 0 05 -2 15 1 05 0 05
y y
(C) 5 . . . . . (d) 5 . . . .
——Re=10° ——Re = 10"
4} ——Re= 103 1 4F ——Re = 103
——Re = 10* ——Re =104
3 1 3t
B 2 2
| 2| L |
0 <] * j 1 of + w ]
N

R n n n n L A n n n n n
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5

y/t y/t
Figura 7.7: Variaciones espaciales de la componente Hp del tensor de permeabilidad aparente y componente
Fpg del tensor de Forchheimer usando diferentes valores de Re para dos valores de €g,. Estos célculos son para

el medio poroso compuesto de un arreglo periddico de cilindros alineados de seccidn transversal circular.

En las figuras 7.7(a) y (b) se muestran las variaciones espaciales del inverso de la componente
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Figura 7.8: Variaciones espaciales de la componente Hg del tensor de permeabilidad aparente y componente
Fp del tensor de Forchheimer usando diferentes valores de Re para dos valores de €g,. Estos célculos son para
el medio poroso compuesto de un arreglo periddico de cilindros escalonados de seccién transversal circular.

Hpg = Hg,, del tensor de permeabilidad aparente obtenidas de . Estas predicciones son para la estructura
del medio poroso hecho de circulos en linea, fijando tres valores diferentes de Re 'y dos valores de €g,.
Noétese que esta es la unica componente del tensor necesaria para predecir los perfiles de velocidad
promedio en el sistema medio libre/medio poroso aqui considerado, por lo que no se presentan las
predicciones de las componentes restantes. Por un lado, se puede observar que, las variaciones de
Hy' Hy'
decrecer subitamente, alrededor de y = —0.5¢, de su valor en el seno del medio poroso definido en

son similares a las de Kﬁ_ ! mostradas en la figura 6.7. En todos los casos, crece para luego
y ~ —(ro+0.5¢) al valor en la regién de medio libre definido en y = rj. Esto indica que la zona de
cambios de H ] ! estd restringido por las posiciones dadas por — (L+rp) <y <rp, por lo que tiene un
tamafo de 5H,3 ~ 2ro +£. Lo anterior es similar al tamafo de la zona de cambios de las variaciones

de K B_ ! Por otro lado, se puede apreciar que los valores de H 13_ ! incrementan al aumentar el valor de

Re. Para gg, = 0.4, los valores de H 5 !incrementan tinicamente desde el limite inferior de primera
celda unitaria dentro del medio poroso hasta y ~ ro, mientras que para €g,, = 0.8 los valores de H ] !

incrementan en todas partes. Esto implica que las resistencias al flujo del fluido incrementan cuando
los efectos inerciales se vuelven importantes, lo cual sucede para Re > 10? en todos los casos, pero
principalmente para valores €g,, cercanos a uno.

A continuacioén, es pertinente recordar que el coeficiente de permeabilidad aparente se puede
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descomponer en el tensor de permeabilidad intrinseco y el coeficiente de Forchheimer, tal como se
muestra en la Ec. (7.12). Por un lado, la variacion de Kg estd dada por aquella de Hg para cuando
Re << 0, tal como se muestra en las figuras 7.7(a) y (b). Por su parte, las variaciones de Fg tomando
los mismos valores anteriores de Re), y €3, se muestran en las figuras 7.7(c) y (d). Analizado estos
perfiles, se observar que, en todos los casos, los valores de Fp incrementan al aumentar el valor de Re,
siendo estos incrementos mds evidentes para Re > 102. En particular, para € = 0.4 y un valor fijo
de Re, Fp varia Gnicamente en la inter-region medio libre/medio poroso, de su valor dentro del medio
poroso en y ~ —(0.25¢+ry) a su valor en el medio libre en y ~ ry. En contraste, para €g, = 0.8y
un valor fijo de Re, Fj incrementa en todos lados, permaneciendo constante en la mayor parte del
medio poroso y varia suavemente en la inter-regién medio libre/medio poroso de una regién a otra. Lo
anterior muestra que para ambos valores de €g,, los mayores efectos inerciales sobre las variaciones
de Fj se presentan en las primeras celdas unitarias del medio poroso, mostrando que la zona de

cambios abruptos de Fg es similar a la de Hg, como se describi6 lineas arriba.

(a) . . . . . . . . (b) 10°

Efw = 0.4
100 L
= =
8 8
) )
o ——Re=10° o
——Re =10° ——Re =10°
1070 ——Re =10% T —«—Re=10%
——Re =10*
-3.5 3 -2..5 2 -1..5 1 -0..5 0 0.*5 1071?3.5 3 25 2 -1..5 1 05 0 0?5
y/t y/t

Figura 7.9: Variaciones espaciales de la componente Cp del tensor de inercia total en la inter-regién 1 para
diferentes valores de Re para dos valores de €g,. Estos célculos son para el medio poroso compuesto de un
arreglo periddico de cilindros alineados de seccidn transversal circular.

Por dltimo, en la figura 7.9 se muestran las variaciones espaciales de la componente Cg = Cgyy
del tensor de inercia total para la estructura del medio poroso de cilindros en linea, fijando diferentes
valores de Re para dos valores de €g,,. Por un lado, se puede apreciar que este coeficiente varia de
su valor en el seno del medio poroso a su valor en la regién de medio libre en zonas diferentes. Para
€go = 0.4 y un valor de Re, el coeficiente Cg varfa en las posiciones dadas por —(0.5¢+rg) <y < ro,
mientras que para €g, = 0.8 y un valor de Re, el coeficiente Cg varia en las posiciones dadas por
—(30+ry) <y < ry. Esto muestra que el efecto del flujo en el medio libre dentro del medio poroso
es mayor al incrementar el valor de &g, y asi como al incrementar el valor Re. Por otro lado, se
puede apreciar que en todos los casos los valores Cg se encuentran en un rango que va desde 107 a
102, Esto sugiere que la contribucién del término inercial en la GTE de cantidad de movimiento se
puede despreciar al menos para la seccion del canal aqui estudiada. Esto se atribuye principalmente a
que el estudio esté restringido a la zona del canal donde el flujo es unidireccional y completamente
desarrollado. Sin embargo, se espera que este coeficiente sea importante en las entradas y salidas del

canal, donde el flujo en la macroescala es claramente bidimensional. Por lo tanto, las variaciones de
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este coeficiente no se utilizan en la solucién del ODA. Estas observaciones pueden aplicarse para las
variaciones de C con la estructura del medio poroso de circulos escalonados mostrados en la figura
7.10.

(a) 10°

= =

o) o)

T gpof o
——Re =10°
——Re=10%

——Re =104

10'15

1078
35 3 25 =2 -

-1 -0.5 0 0.5 3.5 -3 -2.5 -2 -1 -0.5 0 0.5

-1.5 -1.5
y/t y/t
Figura 7.10: Variaciones espaciales de la componente Cp del tensor de inercia total en la inter-regién 1 para
diferentes valores de Re para dos valores de €g,. Estos célculos son para el medio poroso compuesto de un
arreglo periddico de cilindros escalonados de seccidn transversal circular.

Solucion del modelo de un dominio

Una vez obtenidas las variaciones espaciales de los coeficientes efectivos, se evaluaron las
capacidades predictivas de las ecuaciones macroscopicas desarrollas lineas arriba. Esto se llevo a cabo
al comparar los perfiles de velocidad promedio obtenidos de la solucién de las GTE en un ODA con
aquellos obtenidos de promediar a los perfiles de velocidad local resultantes de las simulaciones a la
escala de poro. Por un lado, el ODA estd dado por las Ecs. (7.10), las cuales para condiciones de flujo

unidireccional y completamente desarrollado, y en forma adimensional, se pueden escribir como

0= _d<‘”73>l3 L)

ey 00— b e 0 5 o (" 0°) () ~H5 0 (35 (719w

Ademds, esta ecuacion estd sujeta a las condiciones de frontera en la parte superior e inferior del canal

dadas por
(Vh)=0 at ¥ =Ly/t (7.19b)
(vh)=0 at ¥y =-Lo/t (7.19¢)

En estas ecuaciones se tomaron en cuenta las variables adimensionales dadas por

H
%; Hy = Tf (7.20)

(15, = 2, <p73>ﬁ:<m>ﬁ. .

X
s ) X — y*:
Vref Pref 14

Cabe recordar que para generar el flujo se impuso una caida de presion constante, la cual debido a
las variables adimensionales anteriores se puede expresar como —d p)ﬁ /dx* = 1. De esta manera,
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el ODA para el flujo inercial en el canal estd dado por la Ec. (7.19a) y las condiciones de frontera
dadas por las Ecs. (7.19b) y (7.19¢). Debido a la dependencia no trivial de los coeficientes con la
posicién, el ODA se resolvié numéricamente. Se utiliz6 un esquema de diferencias finitas (DF) para
discretizar a las ecuaciones. En especifico, las derivadas de primer y segundo orden se discretizaron
utilizando DF centradas. Ademads, dada la linealidad del problema, se utiliz6 un método de eliminacién
Gaussiana para resolver las ecuaciones algebraicas resultantes. Se realizaron pruebas de convergencia
de tal forma que la solucién fuese independiente del ndmero de nodos. El tamafio de paso utilizado es
Ay* = 1x1073, por lo que el nimero de nodos es Ny = (Ly +Lo)/(£AY*).

En la figura 7.11 se muestran los perfiles de velocidad promedio en el canal parcialmente ocupado
por el medio poroso obtenidos de la soluciéon del ODA y de simulaciones a la escala de poro tomando
diferentes valores de Re para dos valores de &g,. Estos perfiles son para la estructura del medio
poroso de circulos alineados. En general, se puede notar que los valores de la velocidad promedio
decrecen al incrementar el valor de Re, aunque no en todos lados. Por un lado, para g = 0.4, los
valores de la velocidad promedio permanecen idénticos en el medio poroso, decrecen en la inter-region
medio libre/medio poroso, y decrecen en la regién del medio libre. Por su lado, para €g, = 0.8, los
valores de la velocidad promedio decrecen en todos lados. Lo anterior se atribuye al incremento de
las resistencias debidas a las fuerzas inerciales en la microescala, lo cual se puede apreciar en el
incremento de los valores de la relacién dada por Kp,/Hg mostradas en la figura 7.7, principalmente
para valores de &g, cercanos a la unidad. Por otro lado, es interesante advertir que los perfiles de
velocidad obtenidos de la solucién del ODA reproducen satisfactoriamente a aquellos obtenidos de las
simulaciones a la escala de poro en todos lados del sistema para cualquier valor de Re* y €g,. Esto
sugiere que el ODA, cuando las GTEs se desarrollan a partir del método del promedio volumétrico,
junto con una determinacién apropiada de los coeficientes efectivos, puede ser utilizado para predecir
la transferencia de cantidad de movimiento entre un medio libre y un medio poroso. Mds atin, esto
indica que la GTE de cantidad de movimiento debe incluir términos adicionales tales como una
primera y una segunda correcciones de Brinkman y asi como también un término de resistencias al
flujo del fluido con la forma de un término de Darcy con una permeabilidad aparente. Todas estas
observaciones son aplicables para las otras estructuras del medio poroso, que en aras de la brevedad

no se presentan en este capitulo.

Con el fin de tener una perspectiva mds cuantitativa sobre las capacidades del ODA para predecir
a los perfiles de velocidad, se calcul6 el porcentaje de error relativo de las predicciones del ODA con
respecto a las obtenidas de las PSSs, usando una ecuacién similar a la Ec. (5.25). Los valores del
porcentaje de error se muestran en la tabla 7.1 para diferentes valores de Re y dos valores de €g,.
Estas mediciones del error se hicieron para las tres estructuras del medio poroso mostradas en la figura
7.4. Como se puede ver, en todos los casos el porcentaje de error es O(10~2), lo cual confirma que el
ODA, cuando las GTEs se obtienen a partir del método del promedio volumétrico y con una apropiada
prediccién de los coeficientes efectivos, puede describir satisfactoriamente el flujo inercial entre un
medio libre y un medio poroso. Sobre esto, cabe sefialar que un aspecto relevante es la prediccién de
los coeficientes efectivos, ya que no basta solo con tener la forma correcta de las GTEs de masa total

y de cantidad de movimiento, lo cual se muestra en la siguiente seccion.
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Figura 7.11: Perfiles de velocidad promedio en el canal parcialmente ocupado por un medio poroso obtenidos
de la PSS y de la solucion del ODA tomando diferentes valores de Re para dos valores de o (a)-(c) 0.4
y (d)-(f) 0.8. Los perfiles mostrados son (a) y (d) en todo el canal, (b) y (e) en el medio libre y (c) y (f)
la inter-regién medio libre/medio poroso. Los célculos son para la estructura del medio poroso de cilindros
alineado de seccidn transversal circular, Ly = 104, Ly = 5y ry = 0.5¢.

Comparacion con otros modelos

En la seccién anterior se obtuvieron las variaciones espaciales de los coeficientes efectivos,
principalmente en la inter-regién medio libre/medio poroso, a partir de informacién proveniente

de PSS. Sin embargo, entre los estudios reportados en la literatura, estos coeficientes se predicen
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Tabla 7.1: Porcentaje de error relativo del ODA para predecir los perfiles de velocidad promedio en todo el
canal parcialmente ocupado por un medio poroso. Los errores medidos son para tres estructuras del medio
poroso con dos valores diferentes de €g,.

cuadrado centrado circulo centrado circulos escalonados
Re o =04 o =0.8 o =04 o =0.8 o =04 EBwZO.S
1 4.09x1072 4.81x1072 3.95x1073 3.89x1073 4.23x1073 3.89x1073
2 7.18x1072 7.21x1072 3.95x1073 3.89x1073 4.22x1073 3.89x1073
5 1.63x107! 1.43x107! 3.85x1073 3.89x1073 4.23x1073 3.89x1073
10 3.10x1071 2.56x107! 4.03x1073 3.9x1073 4.36x1073 3.9x1073
15 4.50x107! 3.62x107! 7.06x1073 3.9x1073 5.15x1073 3.9x1073
15 4.50x107! 3.62x107! 4.44x1073 3.9x1073 5.27x1073 3.92x1073

frecuentemente utilizando expresiones heuristicas. Como se menciond anteriormente, estas expresiones
no garantizan una prediccién precisa de los coeficientes efectivos y por consiguiente de los perfiles de
velocidad a partir de la solucién de un ODA en todo el rango de condiciones de flujo y geometrias del
medio poroso. A continuacion se evaldan tres alternativas ampliamente utilizadas en la literatura para
predecir a Hg ;. La primera alternativa consiste en suponer una variacion lineal de su valor en el
seno del poroso localizado en y = —rg a aquel en la regién del medio libre localizado en y = ry. Esto

conduce a la siguiente expresion

Hol
-1 _"Bof, YV _
Hﬁ,nw_ > <1 ro) para ro <y<rn (7.21)
Esta variacion ha sido utilizada para predecir a Hgy, en una cavidad cuadrada parcialmente ocupada
por un medio poroso por Luminari ez al. (2019). La segunda alternativa para predecir a Hg consiste en
suponer que este coeficiente cambia abruptante en y = 0 de su valor en el seno del medio poroso a

aquel en la regién del medio libre, lo cual da lugar a

H;! =

{ 0 si O<y<n (7.22)

Hﬁ_al) si —rp<y<0

Esta ecuacion ha sido utilizada para describir el flujo alrededor y a través de un obstaculo poroso
por Bruneau and Mortazavi (2004, 2008); Bruneau et al. (2010); Cimolin and Discacciati (2013).
Una tercera alternativa para predecir a Hg se puede obtener de la bien conocida ecuacion empirica de

Ergun, la cual estd dada por

d{pg)h
dx

= 1pKg g pic + PG g || (VBon) || (Vax) (7.23)

donde Kp,, es la permeabilidad intrinseca dada por la ecuacién de Blake-Kozeny (BK) y K’ = B~ les
el inverso del coeficiente de Forchheimer dado por la ecuacién de Burke-Plummer (BP). Al escribir

esta ecuacién en la forma de la ley de Darcy conduce a

d<pﬁ>g>
dx

= HpHg, (Vpon) (7.24)
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donde se tiene que el coeficiente Hg , estd dado por

K,
Hyl =K (1‘+ Bwﬁz;!;;ﬁwXH‘) (7.25)

De esta manera, al utilizar las variaciones espaciales de €g(y) en lugar de &g, en las ecuaciones de

BK y BP, se obtiene una expresion para las variaciones de Hgy 4 (y), la cual estd dada por

—1 ~1
Hﬁnw(y) = Kﬁ,BK

) (1 n Kp sx()Pg || (vgs) |

para —ro<y<rnp (7.26)
Kpp(y )Hﬁ >

Esta extension de la ecuacién de Ergun es la més utilizada para describir el flujo en reactores de lecho
empacado con baja relacién de didmetro a particula (d;/d,, < 8), debido a que la baja relacién de
di/ d, conduce a obtener abruptos cambios de los coeficientes efectivos, tal como lo describen Uribe
et al. (2021); Hernandez-Aguirre et al. (2022b,a). De esta manera, se tienen tres ecuaciones empiricas

para predecir a las variaciones espaciales de Hgy,(y), las cuales se comparan a continuacién.

10 ' ' ' 102 ' ' " oEBg
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Figura 7.12: Comparacion de las variaciones espaciales de la componente Hg del tensor de permeabilidad
aparente en la inter-region medio libre/medio poroso obtenidas de expresiones heuristicas y de la PSS para dos
valores de €g,: (a) 0.4y (b) 0.8. Las predicciones obtenidas de la PSS son aquellas usando el medio poroso
compuesto de un arreglo de cilindros alineados de seccidn transversal circular.

En la figura 7.12 se muestra la comparacion de las variaciones espaciales de Hg = H_; obtenidos
las ecuaciones heuristicas mencionadas arriba para Re = 10* y dos valores de €pp- Ademds, en la
misma figura se presentan las variaciones de Hg obtenidas de la informacion de la PSS, usando la
estructura del medio poroso de circulos escalonados. De estos resultados se puede apreciar que las
predicciones de las ecuaciones heuristicas se encuentran alejadas entre ellas mismas y de las obtenidas
de la PSS para ambos valores de €g,,. Notese que las predicciones obtenidas de una funcion lineal son
las mas cercanas a las obtenidas de la PSS, seguidas por las de la funcién Heaviside y por ultimo por
aquellas de la ecuacién de Ergun. Ademads, se debe notar que las predicciones de la extension de la
ecuacion de Ergun subestima los valores de Hg para €g4 = 0.4 y sobreestima aquellos para gg, = 0.8.
Lo anterior sugiere que las predicciones de las ecuaciones heuristicas son incapaces de capturar la
microestructrua del medio poroso, por lo que se espera encontrar desviaciones en los perfiles de

velocidad promedio obtenidos de la solucién del ODA cuando se utilizan estas predicciones. Las
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observaciones anteriores son aplicables para otros valores de Re, €, y otras microestructuras del

medio poroso.
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Figura 7.13: Comparacién de los perfiles de velocidad promedio en el canal parcialmente ocupado por un
medio poroso obtenidos de la PSS y de la solucion del ODA usando diferentes predicciones de Hg para Re = 10*
y dos valores de o (a)-(c) 0.4 y (d)-(f) 0.8. Los perfiles son ((a) y (d)) en todo el canal, ((b) y (e)) en la
regién del medio libre y ((c) y (f)) en la inter-regién medio libre/medio poroso. En todos los cdlculos se utiliz6
Ly =5{, Ly = 100y ry = 0.5(. Las predicciones obtenidas de la PSS son aquellas usando el medio poroso

compuesto de un arreglo de cilindros alineados de seccidn transversal circular.

A continuacion, usando las predicciones de Hg obtenidas de las ecuaciones heuristicas, se resolvié

el ODA dado por las Ecs. (7.19). En la figura 7.13 se presenta los perfiles de velocidad promedio en el
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canal obtenidos de la solucién del ODA para Re = 10* con dos valores de €3- Ademds, en la misma
figura se presentan los perfiles obtenidos del ODA usando las variaciones de Hy resultantes de las PSS
y los perfiles obtenidos de la PSS. Es interesante notar que los perfiles de velocidad de la solucién
del ODA con las predicciones empiricas de Hg presentan desviaciones importantes en la inter-region
medio libre/medio poroso, las cuales afectan a aquellas en la regién del medio libre. En especifico, los
perfiles obtenidos usando Hy de la funcion Heaviside son los mds cercanos a los obtenidas mediante
la PSS, seguidos por aquellos usando la funcién lineal y por ultimo por aquellos usando la ecuacion
de Ergun. Esto confirma que las variaciones espaciales de Hg ampliamente utilizadas en la literatura
no son capaces capturar los efectos de la microestructura del medio poroso y de las fuerzas inerciales
en la macroescala. Por lo tanto, las predicciones de Hg proporcionadas en este capitulo y asi como
la GTE desarrolladas en este capitulo representan una mejora a los ampliamente utilizados en la
literatura. Sin embargo, es posible que célculos adiciones en celdas unitarias en 3D y microestucturas

mas complejas sean necesarias para confirmar las observaciones antes mencionadas.

Resumen del capitulo

En este capitulo se reviso el desarrollo de un ODA para el flujo inercial entre un medio libre y
un medio poroso. La GTE se desarroll6 a partir del promediado y escalamiento del problema de la
escala de poro usando le método del promedio volumétrico. En particular, la GTE de cantidad de
movimiento contiene dos términos de fuerzas viscosas, un término de fuerzas inerciales y un término
de resistencias superficiales con la forma de la ley de Darcy. Ademads, esta ecuacién estd en términos
de dos coeficientes efectivos, un tensor de cuarto orden y uno de segundo orden, los cuales tienen el
objetivo de capturar los efectos de la microestructura del medio poroso y asi como de algunas fuerzas
inerciales locales en la descripcién macroscépica del flujo entre un medio libre y un medio poroso.

En primer lugar, para predecir los coeficientes efectivos se realizaron simulaciones a la escala
de poro en dominios representativos de un sistema medio libre/medio poroso usando tres diferentes
estructuras periddicas para el medio poroso. En cada estructura se mostré que los coeficientes efectivos
permanecen constantes en el seno de cada region y varian abruptamente en la inter-regiéon medio
libre/poroso. Ademas, se mostré la dependencia de estos coeficientes con el nimero de Reynolds. Esto
conduce a concluir que los coeficientes predichos en este capitulo son capaces de capturar efectos de
la micruestructura del medio poroso y asi como también para de las fuerzas inerciales locales.

En segundo lugar, para validar el ODA se compararon los perfiles de velocidad promedio obtenidos
de su solucién con aquellos obtenidos de promediar los perfiles locales resultantes de las simulaciones
a la escala de poro. Se encontr6 que, para cualquier valor de Re, &g, y estructura del medio poroso,
puede predecir los perfiles de velocidad promedio obtenidos de la PSS con un porcentaje de error
relativo varios ordenes menor que uno. Esto permite concluir que la GTE debe incluir términos
adicionales como dos términos de fuerzas viscosas y un término de resistencias en la forma de un
término de Darcy con una permeabilidad aparente.

Por tltimo, se evaluaron expresiones heuristicas de Hg(y) ampliamente utilizadas en la literatura.
Este andlisis mostré que las expresiones heuristicas son incapaces de capturar los efectos de la
microestructura del medio poroso y conducen a perfiles de velocidad promedio con desviaciones

importantes de aquellos obtenidos de la PSS. Lo anterior muestra que las expresiones heuristicas
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conducir a obtener predicciones erréneas de los perfiles de velocidad, las cuales a su vez pueden
conducir a predicciones erréneas de la transferencia de masa o calor por conveccion entre un medio

poroso y un medio libre.
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En este trabajo se revisaron y validaron los desarrollos de dos modelos de un dominio para la

transferencia de cantidad de movimiento de un fluido en sistemas compuestos por un medio libre y un
medio poroso. Ambos modelos consisten en ecuaciones de transporte generalizadas de masa total y de
cantidad de movimiento derivados a partir del promediado y escalamiento de las ecuaciones vélidas en
la microescala del problema usando una forma no convencional del método del promedio volumétrico
(Whitaker, 1999). El primer modelo describe a la transferencia de cantidad de movimiento en sistemas
medio libre/medio poroso para cuando los efectos viscosos son mas importantes que los inerciales (i.
e., flujo reptante). En este caso, la ecuacién de cantidad de movimiento involucra un término de fuerzas
normales debidas a la presion, dos términos de esfuerzos viscosos (conocidos como una primera y
una segunda correccion de Brinkman a ley de Darcy) y un término de resistencias al flujo del fluido
con la forma de la ley Darcy y que contiene un coeficiente de permeabilidad intrinseco. El segundo
modelo describe a la transferencia de cantidad de movimiento en sistemas medio libre/medio poroso
para cuando los efectos inerciales son mds importantes que los viscosos (i. e., flujo inercial). En este
caso, la ecuacion de cantidad de movimiento involucra, ademas de los términos de esfuerzos normales
y viscosos anteriores, un término de fuerzas inerciales con un coeficiente de inercia y un término de
resistencias al flujo del fluido con la forma de la ley Darcy y un coeficiente de permeabilidad aparente.
En ambos modelos se abordaron dos cuestionamientos centrales. El primero de ellos es sobre si los
dos términos viscosos y el término de Darcy (con el coeficiente de permeabilidad intrinseca o de
permeabilidad aparente) en la ecuacion de transporte generalizada de cantidad de movimiento son
validos para el estudio del flujo de un fluido entre un medio libre y medio poroso o simplemente son
resultado del método de escalamiento utilizado para derivar a dichas ecuaciones. El segundo consiste
en como deben ser las variaciones espaciales de los coeficientes efectivos entre un medio libre y un
medio poroso, y asi como cudl es el efecto del tamafio de una regién de promediado sobre ellos. Para
llevar a cabo esto, se compararon los perfiles de velocidad promedio obtenidos de la solucién de
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cada modelo con los obtenidos de promediar los perfiles de velocidad local resultantes de realizar

simulaciones a la escala de poro.

Con respecto al modelo de un dominio de flujo reptante presentado en el capitulo 6, se encontrd
que este modelo predice a los perfiles de velocidad entre un medio libre y un medio poroso con
porcentajes de error relativo que son O(1%). Para lograr esto, las dos correcciones de Brinkman a ley
de Darcy son cruciales, principalmente en la inter-regién entre ambas regones. Cuando uno de estos
términos se desprecia deliberadamente, se introducen importantes desviaciones en la prediccion de la
velocidad promedio, las cuales son mds representativas cuando se desprecia la primera correccién de
Brinkman. En especifico, al despreciar la primera correccién de Brinkman, los errores son O(30%),
mientras que al despreciar la segunda son O(10%%). Por lo tanto, con el fin de alcanzar una prediccién
precisa de los perfiles de velocidad entre un medio libre y un medio poroso, se recomienda incluir
ambas correcciones de Brinkman a la ley de Darcy. Lo anterior elucida la pertinencia de la primera
correccion de Brinkman a la ley de Darcy propuesta por Brinkman (1949a,b), donde se tiene que la
viscosidad efectiva debe estar dada por U.rs = L /&g, lo cual ha sido hasta ahora objeto de gran

controversia en la literatura.

Dirigiendo la atencién al modelo de un dominio de flujo inercial presentado el capitulo 7, también
se encontrd que este modelo predice a los perfiles de velocidad promedio entre un medio libre y un
medio poroso con porcentajes de error relativo que son O(1072 %). Para este fin, las dos correcciones
de Brinkman a ley de Darcy siguen siendo relevantes, por lo que en este trabajo se recomienda
su inclusién. Ademds, se encontré que el término que tiene el objetivo de capturar las resistencias
superficiales al flujo del fluido, debido a la estructura del medio poroso y a fuerzas inerciales locales,
es un término con la forma de la ley Darcy con un coeficiente de permeabilidad aparente, y no un
término cuadritico como el término de Darcy-Forchheimer, el cual es un término empirico que aparece
en los modelos de un dominio de flujo inercial convencionalmente utilizados en la literatura. De
hecho, los modelos empiricos resultantes han sido utilizados para estudiar el flujo de un fluido, no
solo sobre superficies permeables, sino también en reactores de lecho empacado. En especifico, en
lechos empacados con una baja relacion de didmetro de tubo a particula (d;/d,), tal como lo describen
(Das et al., 2018; George et al., 2021; Hernandez-Aguirre et al., 2022b,a). Por lo tanto, los hallazgos

de este trabajo pueden trascender a otros sistemas précticos de ingenieria quimica.

Por otro lado, se encontré que para obtener un prediccion precisa de los perfiles de velocidad
entre un medio libre y un medio poroso, ya sea bajo condiciones de flujo reptante o inercial de un
fluido, no basta con tener las ecuaciones de transporte generalizadas obtenidas a partir de un desarrollo
formal, sino también se requiere contar con las predicciones precisas de los coeficientes efectivos
como la porosidad &g, la permeabilidad intrinseca Kg o la permeabilidad aparente Hg. Lo anterior
se demostré usando dos metodologias para predecir las variaciones espaciales de la permeabilidad y
resolviendo los modelos con cada una de estas predicciones. La primera metodologia consistié en
predecirla a partir de la solucién del PCL asociado, mientras que la segunda en predecirla a partir
de informacién proveniente de simulaciones a la escala poro. En el primer caso se encontré que
los perfiles de velocidad promedio obtenidos de la solucién del modelo de un dominio presentan
desviaciones en la inter-regiéon medio libre/medio poroso con respecto a los perfiles obtenidos de
promediar a los perfiles locales. Esto sefial6 que el PCL es sélo una alternativa aproximada para
predecir a las variaciones espaciales de la permeabilidad. Sin embargo, también se encontré que
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el PCL proporciona predicciones mas precisas de este coeficiente que las expresiones empiricas y
heuristicas extensivamente utilizadas en la literatura (e. g., una funcidn lineal, una funcién Heaviside,
una funcién hiperbdlica, la ecuacién de Carman-Kozeny, la ecuacion de Blake-Kozeny o ecuacién de
Burke-Plummer), las cuales conducen a errores que pueden ser O(10?%). Por su parte, en el segundo
caso, se encontrd que los perfiles de velocidad promedio obtenidos de la solucién del ODA reproducen
satisfactoriamente a los obtenidos de promediar a los perfiles locales. Por lo tanto, se sugiere que,
cuando realizar simulaciones a la escala de poro no es un curso de accidn viable, y hasta que se
cuenten con mejores alternativas, la via del PCL es la mejor alternativa para predecir las variaciones
espaciales de la permeabilidad.

Con base en lo anterior, es posible concluir que los términos de esfuerzos viscosos y el término
de resistencias con la forma de la ley de Darcy no son dnicamente un resultado del método de
escalamiento utilizado para derivar las ecuaciones macroscopicas, sino mds bien son términos, que se
deben incluir para describir satisfactoriamente la transferencia de cantidad de movimiento entre un
medio libre y un medio poroso. En este punto, cabe enfatizar que, incluir o no los términos adicionales
en las ecuaciones de macroscépicas puede conducir a desviaciones en las predicciones de los perfiles
de velocidad promedio entre un medio libre y un medio poroso, los cuales a su vez pueden cambiar las
predicciones de otras cantidades de interés como la transferencia de calor o masa que con frecuencia
también estdn presentes. De esta manera, ambos modelos de un dominio revisados en este trabajo
representan una mejora a los comtinmente utilizados en la literatura, lo cual se elucidé comparando
las predicciones de los perfiles de velocidad obtenidos con dichos modelos convencionales.

Por dltimo, cabe mencionar que, los resultados presentados en este trabajo corroboran y comple-
mentan aquellos presentados por Ochoa-Tapia and Whitaker (1995a,b); Valdés-Parada et al. (2007a,
2009b); Ochoa-Tapia et al. (2017). Ademas, estos resultados constituyen el primer paso a la derivacién
de condiciones de frontera de salto exactas que completan a un modelo de dos dominios para la
transferencia de cantidad de movimiento entre un medio libre y un medio poroso. Esto se debe a que
ahora se tiene la certeza de como deben ser las ecuaciones de transporte generalizadas, las cuales son
necesarias para desarrollar las condiciones de frontera de salto, tal como se muestra en Valdés-Parada
et al. (2013). Ademads, antes de este trabajo se desconocia si estas ecuaciones eran capaces de predecir
satisfactoriamente los perfiles de velocidad promedio entre un medio libre y un medio poroso y cémo

debian ser las variaciones espaciales de la permeabilidad.

135






Desde un punto vista critico, se reconoce que esta investigacién posee los siguientes puntos de

oportunidad, los cuales se pueden considerar en trabajos futuros

= Predecir los coeficientes efectivos (i. e., fraccion volumétrica, permeabilidad intrinseca y
permeabilidad aparente) utilizando estructuras del medio poroso mds realistas, obtenidos ya sea
experimentalmente o a partir del uso de software especializados.

» Estudiar flujos bi y tridimensionales en dominios compuestos por un medio libre y medio
poroso utilizando las GTEs desarrolladas en este trabajo.

= Mostrar la aplicacién de las GTEs desarrollas en esta investigacion en sistemas practicos de
ingenieria quimica. Por ejemplo, lechos empacados, intercambiadores de calor con insertos
porosos, sistemas de control pasivo de flujo, por mencionar algunos.

= Desarrollar las condiciones salto, libres de coeficientes ajustables, que completan el modelo de
dos dominios para la transferencia de cantidad de movimiento entre un medio libre y un medio

POroso.
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de cerradura de flujo de Stokes

Para cerrar la GTE dada por las Ec. (6.2b), se precisa derivar y resolver formalmente las ecuaciones
gobernantes de las desviaciones locales de la velocidad y la presion. Para llevar a cabo esto, de la Ec.
(6.4) se deduce que dichas ecuaciones se pueden obtener de restar las Ecs. (6.2a) y (6.2b) a las Ecs.
(6.1a) y (6.1b). Al hacer esto, se llega al siguiente resultado

V.35 =Vings - <vﬁ>ﬁ‘x en la fase—f3 (A.1a)

0=—Vpp —i—uﬁszfﬁ—/.LﬁSB_IVsﬁ-V<Vﬁ>ﬁ‘x—,u[;8glvzeﬁ <vﬁ>ﬁ X—fﬁ(x) en la fase—f3

(A.1b)

Ademds, las condiciones de frontera para las desviaciones se obtienen al introducir la Ec. (6.4) en las
Ecs. (6.1¢) y (6.1d), lo cual conduce a

CEL W=—(v)’| en pon (A.lc)
X

CE2 Fp=ve— (v)’| en (A.1d)
X
Cabe sefialar que, para obtener las ecuaciones anteriores, se ha considerado la siguiente aproximacién

W, = (W (A.le)

la cual se obtiene al aproximar solo mediante el término de orden cero de una serie de Taylor. Esta
aproximacion es vdlida cuando se satisfacen las restricciones de longitud de escala dadas por Whitaker
(1999)

ro< L, r3<IL? (A.1f)
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donde ry es el tamaflo caracteristico de la regién de promediado y L = min(L;, L) es la longitud mds
pequeiia del sistema completo. Lo anterior tiene dos implicaciones, mientras que la primera de ellas
es que las cantidades promedio se pueden considerar como cantidades constantes dentro de la regién
de promediado o bien tanto en las integrales de superficie como de volumen, la segunda es que las

desviaciones locales estaran sujetas a las siguientes restricciones promedio

Restriccion:  (P)P| =0, =74, p5 (A.1lg)

X

A continuacidn, se precisa establecer el dominio de solucién del problema de las desviaciones. Para
hacer esto, se considera las regiones del medio poroso y del medio libre en el sistema aqui estudiado
son regiones homogéneas en el sentido Quintard and Whitaker (1987), por lo que se puede suponer
que suficientemente lejos de la superficie del medio poroso las desviaciones locales corresponden a
las desviaciones del seno de cada regién homogénea. Por un lado, en la region del medio libre, a una
distancia suficientemente grande por arriba de la superficie del medio poroso, las desviaciones de la
velocidad local serdn aproximadamente cero. Por el otro lado, en la regién del medio poroso, a una
distancia suficientemente grande por debajo de la superficie del medio poroso, las desviaciones locales
de la velocidad seran igual a las del seno medio poroso. Por lo tanto, el dominio de solucién para el
problema de las desviaciones puede ser un dominio representativo de la frontera medio libre/medio
poroso (#50), tal como el que se muestra en la figura A.1. La altura de este dominio representativo
debe ser lo suficientemente grande de tal forma que los valores de los coeficientes efectivos medidos
con respecto a region de promediado se reduzcan a su valor en el seno de cada regiéon homogénea. De
esta forma, en la parte superior e inferior del dominio representativo, se pueden imponer las siguientes

condiciones de frontera para las desviaciones locales

C.E2: V¥4=0 en y=hy (A.1h)
C.E3: Vg=V¥g, en y=—hgy (A.11)

donde /1, (con A =1, ®) representa la altura de la porcién de la region A contenida en %50 = ¥ + %o
y Vﬁ o denota las desviaciones locales de la velocidad en el seno del medio poroso. Ademds, si se
considera que el medio poroso es periddico en las direcciones paralelas a la superficie del medio poroso
en una distancia igual a l;, se pueden imponer condiciones de periodicidad en las dos direcciones
horizontales del dominio representativo dadas por

Periodicidad : g (r+1;) =Yg (r) w=¥g,pg i=x,2 (A.1j)

Con base en lo anterior, las cantidades promedio y su derivadas se pueden considerar como fuentes
constantes en el problema de las desviaciones, las cuales en este caso estdn dadas por <Vﬁ>ﬁ and
V<Vﬁ>ﬁ . Por lo tanto, usando el principio de superposicidn, la solucién formal de las desviaciones

locales se puede expresar como

W5 =By (va)’| +Cp:v(vp)?|. (A.2)

(A.2b)

pp = tgbg- (vp)"| + 1My v (vp)”

X
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—
L — Flujo

Figura A.1: Dominio representativo de la frontera medio libre/medio poroso para la soluci6n del problema de
cerradura local.

donde los coeficientes dados por el vector bg y el tensor de segundo orden Bg que multiplican a los
términos fuente se conocen como variables de cerradura local, y describen como se distribuyen las
fuentes promedio en las desviaciones locales. Sin embargo, con base en la restriccion de longitud de

escala dada por
< rolL (A.3)

es posible despreciar el segundo término fuente con respecto al primero, tal como se muestra en

Valdés-Parada et al. (2007a). Por lo tanto, la solucién formal se puede simplificar a

W =By (vg)"| (A4a)
P = ugby - (vp)’| (A.4b)
Al sustituir las Ecs. (A.4) en las Ecs. (A.1) se puede extraer el siguiente problema de valor a la frontera
para bg y Bg
V.Bg =Vingg enlafase —f8 (A.5a)
0=—Vbg+ VZBB — £EIV28[;| + €p (X)KEI(X) en la fase —f3 (A.5Db)
C.F1: Bg=-1 en ., (A.5¢0)
C.F2: Bg=0 en y=hy (A.5d)
C.FE3: Bg=Bg, en y=—hgy (A.5e)
Periodicidad :  yp (r+1;) =y (r), wg=Bgbg i=xz (A.5D)
Restriction : <l//ﬁ>[3 =0 (A5g)

el cual se conoce como el problema de cerradura local. Andlogamente, al sustituir la solucién formal

de las desviaciones en la Ec. (6.9), el tensor de permeabilidad se puede expresar en términos de las
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variables de cerradura como

~ep (0K () = s | o+ (~Toy+ VBy)da (A6)
&{/30(7‘)

Analizando este problema de cerradura local, se puede notar que este depende tinicamente de de la
geometria del medio poroso en la regién de la frontera medio libre/medio poroso, por lo que el tensor
de permeabilidad en la inter-regién es una propiedad intrinseca, al igual que la permeabilidad del seno
del medio poroso. De esta forma, para de determinar a las variaciones espaciales de la permeabilidad
se debe resolver el problema de cerradura dado por las Ecs. (A.4) en el dominio representativo de la
frontera medio libre/medio poroso y posteriormente aplicar la Ec. (A.6). Para cumplir con esto, se
consideran tres estructuras del medio poroso compuestas por un arreglo periédico de celdas unitarias
con particulas sélidas, tal como los que se muestran en la figura 6.4. Sin embargo, debido al cardcter
periddico del medio poroso, basta con utilizar un dominio con una altura dada por A7 = hy +hge y un

ancho igual a la longitud de lado de una celda unitaria /.

Sin embargo, antes de continuar, se debe notar que el problema de cerradura dado por las Ecs.
(A.5) involucra un ecuacién integrodiferencial, por lo que su solucién puede ser muy complicada
de obtener. Para superar este problema, es conveniente utilizar el cambio de variables sugerido por
Whitaker (1999)

dﬁ = 813_1 (X)bﬁ -KB (x); Dlg = E‘El (x) (Bﬁ + |) -KB (x) (A.7)

el cual permite escribir el problema de cerradura local como

V-Dg =0 enlafase—f (A.8a)
0=-Vdg+V°Dg+1 enlafase—f (A.8b)
C.FE1: Dg=0 en g (A.8¢)
dDg
CF2 ——=0 en y=hy (A.8d)
dy
dDg
C.E3 —=0 en y=—hgy (A.8e)
dy
Periodicidad :  yg (r+1;) =y (r), wg=Dg,dg i=xz (A.80)
Restriction : <l[/ﬁ>ﬁ =0 (A.8¢2)

Ademés, el tensor de permeabilidad se puede calcular a partir de la siguiente expresién
Ky (x) = (Dg) (A9)

Notese que, debido a que en el seno del medio poroso los campos de las variables de cerradura son
periddicas en el plano xy y simétricas en la direccién vertical, la condicién de fronteraeny = h_ se
ha reemplazé por una condicién de frontera de simetria, la cual estd dada por la Ec. (A.8¢). Ademas,
debido a que la permeabilidad intrinseca adquiere un valor infinito en el seno del medio libre, el
campo de las variables de cerradura deben ser también infinito, por lo que la condicién de frontera en
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y = hy se ha reemplazado por la condicién de frontera donde la derivada de la variable Dg es igual
a cero, la cual estd dada por la Ec. (A.8d). Con referencia a lo anterior, el cambio de condicién de
frontera en parte inferior puede justificarse analizando el campo de la variable de cerradura local Dg
en el seno del medio poroso. Sin embargo, se reconoce que el uso de la condicion de frontera en la
parte superior del dominio representativo es mas por conveniencia que una necesidad, lo cual se debe
a que la solucién del problema dado por las Ecs. (A.4) no se ha obtenido hasta hoy en dia debido a su
complejidad.

Enla figura (6.9) se presentan las variaciones espaciales de Kg, en la inter-region medio libre/medio
poroso, predichas a partir de solucién del problema de cerradura local usando dos valores de ry para dos
valores de €g,. Ademds, en la misma figura, se presentan aquellas predicciones obtenidas utilizando
simulaciones a la escala de poro, una extension de la ecuacién de Carman-Kozeny (CK), una funcién
lineal y una funcién de salto en escaldon (Ochoa-Tapia and Whitaker, 1995a,b; Angot et al., 1999;
Goyeau et al., 2003; Valdés-Parada et al., 2009b). Para el caso de la extension de la ecuacion de
CK, esta se obtiene al reemplazar el valor de &g, por €. Es interesante notar que las variaciones
de Kz obtenidas del PCL son las mds cercanas a las obtenidas de las simulaciones a la escala de
poro. En contraste, las predicciones obtenidas usando la funcién de salto en escalén tiene las mayores
desviaciones con respecto a las de la simulaciones a la escala de poro. Por dltimo, las predicciones
utilizando la extensioén de la ecuacién de CK y la funcidn lineal también presentan desviaciones,
aunque sus predicciones se encuentran mds cerca a las obtenidas de la simulaciones a la escala de poro
que las obtenidas de la funcién de salto en escalén. Por lo tanto, se resuelve que hasta que se encuentren
mejores metodologias para predecir a la permeabilidad, y cuando llevar a cabo simulaciones a la
escala de poro no sea una alternativa viable, las predicciones usando el problema de cerradura local

seguird siendo la mejor alternativa disponible para dicho fin.
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e cerradura de flujo inercial

En este capitulo se busca desarrollar y resolver formalmente las ecuaciones gobernantes de las
desviaciones locales de la velocidad y de la presién para el flujo inercial entre un medio libre y un
medio poroso. Para cumplir con esto, andlogamente al desarrollo presentado en al apéndice anterior,
las ecuaciones gobernantes de las desviaciones locales se obtienen de restar las Ecs. (7.3) y (7.6) a las

Ecs. (7.1a) y (7.1b). Esto conduce a las siguientes ecuaciones

V.¥g=Vinegg- <v5>ﬁ en la fase-3 (B.1a)

ppV- [(v) 75 +75(vs)" + %]
—ppVingg - (vg)’ (vg) — 5" pgV - (357) = Vg + sV

_ 1 < -
— ‘LLBVIHSﬁ : V<Vﬁ>ﬁ8ﬁ luﬁvzeﬁ <Vﬁ>ﬁ — VB (X) / ngg - (—Ip[; + ,UﬁVVﬁ)dA (B.1b)
ABG(X)

Para completar el problema de valor a la frontera, las condiciones de frontera de las desviaciones
locales se obtienen al introducir la Ec. (6.4) en las Ecs. (7.1¢) y (7.1d), lo cual lleva a ecuaciones
similares a las Ecs. (A.1c) y (A.1d). Cabe recordar que esto requiere considerar la aproximacién dada
por la Ec. (A.1d), la cual es vélida cuando se satisfacen las restricciones de longitudes de escalas
dadas por la Ec. (A.1le). También, se debe tener presente que esta aproximacion involucra que las
cantidades promedio se pueden tratar como cantidades constantes dentro de las integrales de superficie
o de volumen y que las desviaciones locales estdn sujetas a la restriccion promedio dada por la Ec.
(A1g).

Nétese que en la ecuacion de cantidad de movimiento de las desviaciones locales, ademas de

los términos viscosos promedio, aparecen algunos términos convectivos promedio, que hacen que la
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solucién del problema de las desviaciones locales sea mds complicada de obtener. Con el objetivo de
analizar la relevancia de estos términos, se lleva a cabo un estimado de orden de magnitud de ellos. De
esta manera, considerando que el primer término del lado derecho de la Ec. (B.1b) se puede reescribir

como

ppV- [<Vﬁ>ﬁ% +p(vp)” +Vﬁ%] = pp [(Vlneﬁ : <vﬁ>ﬁ) V5495 V(vp)’ +vg -Vvﬁ} (B.2)

los estimados de orden de magnitud de todos los términos convectivos en la Ec. (B.1b) estdn dados

por
oy (Vineg- (v3)*) ¥ = 0 pﬁHm3 I (B3)
ps¥s-Vivg) =0 pﬁM (B.4)
oo pl L o5
psVineg - (v5)P (vg) H<Vﬁ I B.6)
&PV (375) =0 pﬁH<v> B.7)

Analizando estas estimaciones, se deduce que cuando se satisface la restriccion de longitud de escala

dada por
<y (B.8)

se pueden suponer las siguientes desigualdades

pp (Vineg - (vp)P ) 5 < v5 - V¥, (B.9a)
pp¥p - V{vg) < vg Vi, (B.9b)
ppVingg - (vg) (vg)’ s < v V¥ (B.9¢)
g5 ' ppV - (Vp¥p)5 < V- Vi (B.9d)

Por lo tanto, la ecuacién de cantidad de movimiento de las desviaciones locales se puede expresar
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como

V- Vi = —Vjg + V2V — tgVingg - Vivg)P
— EluﬁV28ﬁ<vﬁ>ﬁ—fﬁ(x) en la fase—f3 (B.10)

lo cual representa una reduccién de la complejidad del problema de las desviaciones locales y por

consiguiente de la complejidad de su solucion.

Una vez mas no es de interés resolver el problema de las desviaciones locales en todo el sistema
medio libre/medio poroso, debido a que eso requiere conocer la microestructura de todo el medio
poroso, lo cual es casi imposible de obtener. Para superar esta dificultad, se considera que las regiones
del medio poroso y del medio libre son regiones homogéneas (Quintard and Whitaker, 1987). Esto
hace que sea suficiente utilizar un dominio representativo de la regién de la frontera medio libre/medio
poroso como dominio de solucién para el problema de las desviaciones, tal como el que se muestra
en la figura A.1. Esto conduce también a imponer el par de condiciones de frontera en el limite
superior y = hy e inferior y = —hg, del dominio representativo dadas por las Ecs. (A.1g) y (A.1h).
Mas atin, si se considera que el medio poroso es periédico en una distancia l; en la direccién paralela
a la superficie del medio poroso, las condiciones de frontera en las entradas y salidas del sistema se
pueden reemplazar por condiciones de periodicidad en las dos direcciones horizontales del dominio
representativo dadas por las Ecs. (A.1h) y (A.11). En resumen, se tiene que el problema de valor a la

frontera de las desviaciones locales de la velocidad y presién ahora esta dado por

V.-¥g=Vingg- <vﬁ>ﬁ in the B —phase (B.11a)
Vg - Vi = — Vg + gV — g Vineg - V{vg)P — &5 ugV2es(vg)’ —f5(x) enla fase—p

(B.11b)
CEL F5=—(v)| en ou (B.11c)
C.E2 ¥=0 en y=hy (B.11d)
C.E3 Vg=Vg, en y=—hgy (B.11e)
Periodicidad : W (r+1;) =Yg (r) yw=7Vg,pp i=x2 (B.11f)
Restriccion: ()P = 0, W=7%g,pp (B.11g)

En este problema las cantidades promedio y sus derivadas se pueden considerar como fuentes
constantes, las cuales nuevamente estdn dadas por la velocidad promedio y su gradiente, como en el
problema de cerradura de flujo de Stokes. De es forma, la solucién formal de las desviaciones estara
dada por expresiones similares a las Ecs. (A.2). Sin embargo, debido a la restriccion de longitud de
escala dada por la Ec. (A.8), se puede despreciar el gradiente de la velocidad promedio con respecto
a la velocidad promedio en la solucién formal. Por consiguiente, la solucién de las desviaciones se
reduce a una expresion similar a la Ec. (A.4). Més ain, al introducir dicha solucién en las Ecs. (B.11),

se puede extraer el siguiente problema de valor a la frontera de las variables de cerradura locales

V-.Bg =VIngg enlafase -8 (B.12a)
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vg-VBg = —Vbg +VzBﬁ - eglv%ﬁl + &g (X)ng1 (x) enlafase —f3 (B.12b)
C.E1l. Bg=-l en o, (B.12¢)
C.E2: Bg=0 en y=h, (B.12d)
C.F.3: Bg=Bg, en y=—hg (B.12e)
Periodicidad: ypg (r+1;) = yg(r), wp=Bgbg i=xz (B.12f)
Restriction: <l]/ﬁ>ﬁ =0 (B.12g)

Ademds, sustituyendo la solucion formal de las desviaciones locales en las Ecs. (7.9), se pueden

definir dos coeficientes efectivos en términos de las variables de cerradura dados por

Cp(x) =Il+ (B;Bg)P (B.13a)
—1
eﬁ(x)ngl(x):m / ng, - (—Ibg +VBg) dA (B.13b)
%BG(X)

Con base en lo anterior, resolviendo el problema de cerradura en un dominio representativo de la
frontera medio libre/medio poroso, se pueden predecir dichos coeficientes efectivos. Estos coeficientes
deben capturar los efectos de la microestructura del medio y asi como de efectos inerciales locales
en la descripcion macroscépica del sistema. Por un lado, el primer coeficiente se puede considerar
como un coeficiente de dispersién de inercia, el cual captura todos los efectos inerciales que toman
lugar en el fase fluida. Por otro lado, el segundo coeficiente se puede considerar como un coeficiente
de permeabilidad aparente, debido a que captura tanto la resistencias al flujo del fluido debido a la
microestructura del medio poroso y asi como de fuerzas inerciales locales. Este iltimo coeficiente
estd relacionado al tensor de permeabilidad intrinseco y asi como al tensor de resistencias inerciales

(o tensor de Forchheimer) de acuerdo a la siguiente expresion
—1 —1
Hy' =Kg" (1+Fp) (B.14)

Notése que, cuando el valor del niimero de Re << 1, el problema de cerradura local se reduce al de
flujo de Stokes, y por consiguiente Hg ~ Kg.

Por ultimo, cabe mencionar que inspeccionando el problema de las variables de cerradura, se
puede advertir que la ecuacién de continuidad, las condiciones de frontera y la restriccién promedio
son idénticas a las del problema de cerradura local de flujo de Stokes. Sin embargo, la diferencia
yace en la ecuacion de cantidad de movimiento, en la cual ahora aparece un término inercial donde
se requiere conocer el perfil de velocidad local. Esto dltimo se puede obtener a partir de la solucién
del problema de la microescala usando simulaciones a la escala de poro o bien de observaciones
experimentales. En este trabajo esto se obtiene a partir de las simulaciones a la escala de poro. De esta
forma, cabe sefialar que los coeficientes efectivos no son intrinsecos, debido a que ahora dependen del
campo de velocidad local y asi como de las propiedades del fluido, tal como se puede observar en la
Ec. (B.12b).
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un dominio de flujo inercial abierto

En esté capitulo se estudia el flujo inercial entre un medio libre y un medio poroso usando la
ecuacion promediada de Navier-Stokes dada por la Ec. (7.6). Esto tiene el objetivo de analizar las
capacidades predictivas de dicha ecuacidn, antes de adoptar suposiciones basadas en restricciones de
longitud de escala que reduzcan la informacién proveniente de la microescala. Para llevar a cabo esto,
primero se predicen las variaciones espaciales de los términos promedio <VB VB> y fg(x) a partir de
simulaciones a la escala poro, lo cual permite cerrar a la Ec. (7.6). Posteriormente, se aplica dicha

ecuacioén para estudiar el flujo en un sistema medio libre/medio poroso.

C.1 Prediccion de los términos promedio

Para cumplir con lo anterior, se considera el sistema que consiste en el flujo a través de un canal
parcialmente ocupado por un medio poroso, tal como el que se muestra en la figura 7.2. Se considera
que el medio poroso tiene una estructura hecha de cilindros alineados de seccién transversal circular.
Los detalles para realizar las PSSs en este sistema se describen en la §7.5. Una vez obtenidos los
perfiles de velocidad local y desviaciones de la presion local, se calcularon los términos promedio
<vﬁvﬁ> y fg (x) definidos por las Ecs. (7.9). Esto requiere utilizar a la Ec. (6.4), lo cual conduce

reescribir a estos términos como

pgV - (vgvp) =pgV- <85(vﬁ>ﬁ<vﬁ)ﬁ> +V. <(vﬁ - (vl;)ﬁ) (vﬁ - <vﬁ)ﬁ)>l3 (C.1)
000ty | o[l ) v (ol -0 ] e
()
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Mientras el primer término promedio representa las fuerzas inerciales macroscépicas debidas tni-
camente al flujo del fluido, el segundo describe las resistencias al flujo del fluido debido a la micro-
estructura del medio poroso relacionado a los esfuerzos totales locales y a una parte de los efectos
inerciales locales. De esta manera, los términos promedio se calcularon introduciendo los campos
locales obtenidos de las PSSs en las definiciones de arriba. Para hacer esto, tomando en cuenta la forma
del dominio de solucién de problema local, el cual es un dominio rectangular de alto Ly = Ly +Lg y
ancho /, se utiliz6 una regién de promediado de seccion transversal cuadrada de alto 2r( y de ancho /,
donde 2rg = £. Aqui se calcularon dnicamente las componentes fg, = f - €, y (vjvy) = e, (vjvy) - €
de los términos promedio, las cuales son las tinicas componentes necesarias para la solucién de la
ecuacioén promedio. Esto se debe a que el anélisis del flujo se restringe a una zona del canal localizada
suficientemente lejos de sus entradas y salidas donde es razonable suponer que el flujo es unidireccio-
nal y completamente desarrollado. Ademads, debido a la periodicidad de la geometria del sistema en la

direccidn del flujo, las predicciones de estas componentes se hicieron solo en la direccién vertical.

En la figura C.1 se muestran las variaciones espaciales de fg, en la inter-region medio libre/medio
poroso usando tres valores del nimero de Re para dos valores de €g,,. Estos resultados son para la
estructura del medio poroso compuesta de cilindros alineados (ver figura 7.3(a)). Aqui se muestra
que el coeficiente fg, se mantiene constante en la regién del medio poroso (para y < —(0.5¢+r¢)),
incrementa stbitamente al inicio de la inter-regién (en —(0.5¢+rp) <y < —(0.25¢+ rp) para después
decrecer suavemente en la mayor parte de ella (en —(0.25¢+ ry) < y < 0.2¢), y finalmente decrece
subitamente hasta alcanzar el valor de cero en el medio libre (en 0.2¢ <y < ry). Esto ilustra que la
zona de cambios de fg, estd localizada por las posiciones dadas por —(0.5¢+rg) <y < ro, teniendo
un tamafio 5fﬁx ~ 2ry+ 0.5¢. Cabe mencionar que, el tamafo de 6fﬁx estard directamente relacionado
con el espesor de la zona de cambios de Hpg, tal como se muestra en el capitulo 7. Por otro lado,
se exhibe que fg, depende del valor de Re Gnicamente en los extremos de la zona de cambios. En
especifico, los valores de fg, disminuyen al incrementar el valor de Re para las posiciones dadas por
—(0.504ryp) <y < —rp y crecen al incrementar el valor de Re para aquellas dadas por 0 <y < ry.
Esto se debe a que el flujo es completamentente desarrollo y unidireccional, por lo que las resistencias
relacionadas a efectos inerciales locales son importantes unicamente en la primera particula de la

superficie del medio poroso.

Dirigiendo la atencién al término promedio de fuerzas inerciales, las variaciones espaciales de
<v;§ 7yv2§x> usando diferentes valores de Re para dos valores de g, se presentan en la figura C.2. Estos
resultados son para la estructura del medio poroso compuesta de cilindros alineados (ver figura 7.3(a)).
Analizando estos resultados, se aprecia que <VE,yVEx> se mantiene constante en el seno del medio
poroso, incrementa subitamente en la primeras posiciones de la inter-region, decrece suavemente
en las posiciones intermedias de la inter-regién y por dltimo, decrece stbitamente en las posiciones
cercanas al seno del medio libre. Ademas, se puede notar que la zona de cambios de (vf3 : yv;} ) depende
del valor de &g,. Para €5, = 0.4, 1a zona de cambios estd restringida por las posiciones dadas por
—0.5¢—ry <y <24, teniendo un espesor 6<vyvx> ~ 3(. Por su parte, para €z, = 0.8, la zona de cambios
se restringe a las posiciones dadas por —3/ —ry <y < 2/, teniendo un espesor §, , ) =~ 6. Esto se
debe a que, al incrementar el valor &g, los efectos del flujo en el medio libre se introducen cada
vez mds dentro el medio poroso. Asimismo, se puede apreciar que para ambos valores de &g, cerca

de la frontera del medio poroso, los valores de <v2§ vax> decrecen al incrementar el valor de Re,
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Figura C.1: Variaciones espaciales de la componente fg, del vector de resistencias en la inter-regién medio
libre/medio poroso obtenidas de simulaciones a la escala de poro bajo tres escenarios de flujo para €g,, y ro = £.
Todos los célculos son para la estructura del medio poroso hecho de circulos alineados.

indicando que las fuerzas inerciales macroscépicas disminuyen. Por dltimo, cabe sefialar que, aunque
se han calculado las variaciones espaciales de (vf3 yv}}x>, su contribucién en la ecuacion de cantidad de

movimiento se puede despreciar con respecto a las contribuciones viscosas, 1o cual se muestra lineas
abajo.

(a) o4 . . . (b)gg
——Re = 10"
10 Re =10° 10
—+—Re =104
€go = 0.4
2 100F 1 2108
* 8 *;H
* > * >
< 1010 1 \Q/ 10710
I PP — N
107"2F ] 1012
10.14 " " " " " " " 10.14 " " " " " " "
35 3 25 2 4 05 0 05 85 3 25 2 4 05 0 05

-15 -15
y/t y/t

Figura C.2: Variaciones espaciales del término promedio (vy v)P en la inter-regién medio libre/medio poroso

obtenidas de simulaciones a la escala de poro bajo tres escenarios de flujo para €g4, y ro = ¢. Todos los célculos
son para la estructura del medio poroso hecho de circulos alineados.

Solucion del modelo de un dominio de flujo inercial abierto

Una vez obtenidas las variaciones espaciales de los términos promedio, (v;v; )y fE > S€ precisa
evaluar las capacidades de la Ec. (7.6) para predecir a los perfiles de velocidad promedio en el canal.

Dado que el flujo es unidireccional y completamente desarrollado, la tinica componente necesaria de
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esta ecuacién es la componente—x, por lo que se puede reescribir como

* Lk * B 2 *
Red<Vdﬁ;IBX> :_d<5f*> +8Bl(y*)dd<y‘1ix>_gﬁl(y*)2fﬁcfﬁ (8[;1())*) <sz>) _fEx(y*) (C.3)

donde se han utilizado las variables adimensionales dadas por la Ec. (7.20). Esto conduce a que
la caida de presién promedio esté dada por —d <p;§>ﬁ /dx* = 1. Ademds, para completar el ODA,
la ecuacion de arriba estd sujeta a las condiciones de frontera dadas por las Ecs. (7.19). De esta
manera, las ecuaciones anteriores forman el ODA de flujo inercial, donde la ecuacién de cantidad
de movimiento se ha cerrado a partir de la prediccion de sus términos promedio usando informacién
proveniente de las PSSs. Con base en lo anterior, y usando las variaciones espaciales de los términos
promedio, el modelo de arriba se resolvié numéricamente. Se utiliz6 un esquema de diferencias finitas
para discretizar a las ecuaciones y el método de punto fijo para resolver las ecuaciones algebraicas
resultantes.

La figura C.3 muestra los perfiles de velocidad promedio obtenidos de la solucién del ODA y de
promediar los perfiles de velocidad local resultantes de las PSSs. Estos perfiles son para el canal con
la estructura del medio poroso compuesto de cilindros alineados y usando tres valores del nimero de
Re para dos valores de €g,. En primera instancia, se aprecia que la velocidad promedio descrece al
incrementar el valor de Re, lo cual coincide con el incremento de las resistencias debido a los efectos
inerciales locales con el valor de Re, tal como se muestra en la figura C.1. En segundo lugar, en todos los
casos, se observa que los perfiles de velocidad obtenidos del ODA pueden predecir satisfactoriamente a
aquellos obtenidos de las PSSs, lo cual muestra la validez de la ecuacién promediada de Navier-Stokes
dada por la Ec. (7.6). Ademas, esto indica que los términos promedio dados por (v;v;> y fé‘x pueden
capturar la informacién de la microescala en la descripcion macroscépica.

Resultados similares a los anteriores se obtuvieron usando otras estructuras del medio poroso que
consisten en cilindros escalonados de seccidn transversal circular y cilindros alineados de seccién
transversal cuadrada, como los mostrados en la figura 7.3. Sin embargo, en aras de la brevedad, dichos
resultados no se presentan en este capitulo, sino hasta que el ODA se cierre usando el problema de

cerradura local, lo cual se muestra en el capitulo ??

Contribucién de los términos de la ecuacion de transporte generalizada

Coémo dltimo punto de andlisis, a continuacién se evalda la contribucién de cada uno de los
términos de la Ec. (C.3). Para llevar a cabo esto, se predijeron las variaciones de dichos términos a
partir de los perfiles de velocidad promedio provenientes de las PSSs, y los resultados se muestran en
la figura C.4. Estas predicciones se hicieron usando dos valores de Re para €4, = 0.8. Por un lado, se
observa que las variaciones del término inercial y aquellas del términos de resistencias s6lido-fluido
son las Uinicas que se modifican al incrementar el nimero de Re, mientras que aquellas de la primera y
segunda correccién de Brinkman permanecen idénticas. Esto se atribuye a que los efectos inerciales
microscopicos son capturados tnicamente por los dos primeros términos. No obstante, se puede
notar que los valores del término inercial son mucho més pequefios que el de los demds términos,
sugiriendo que su contribucion se puede despreciar con respecto a los otros, conduciendo asi a una

forma simplificada de la Ec. (C.3). Cabe sefalar que estas observaciones son aplicables tinicamente
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Figura C.3: Perfiles de velocidad promedio para el flujo inercial en el canal parcialmente ocupado por un
medio poroso obtenidos de la solucién del modelo de un dominio en términos de fEx y de simulaciones a la
escala de poro. En todos los célculos se utilizé a Ly, = 5¢, Ly = 10 y dos valores de o' (a)-(c) 0.4 y (d)-(f)
0.8.

para cuando el flujo es completamente desarrollado y unidireccional, ya que se espera que el término
inercial sea importante en las entradas y salidas del canal. Por otro lado, la figura C.4 muestra que
tanto la primera como la segunda correccién de Brinkman contribuyen en la ecuacion de cantidad de
movimiento, aunque la magnitud de la segunda es un orden mds pequefio que la primera, sugiriendo

que la contribucion de este término también puede depreciarse. No obstante, se espera que cuando
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Figura C.4: Variaciones espaciales de cada uno de los términos en la GTE dada por la Ec. (C.3) en la
inter-regién medio libre/medio poroso. Estas predicciones son para dos valores de Re y &g, = 0.8.

se incremente el tamafio de la region de promedio, incremente el orden de magnitud de la segunda
correccion de Brinkman, tal como se mostré en la §5.5.

Con el objetivo de validar lo antes observado, el modelo de un dominio, Ecs. (C.3) y (7.19), se
resolvid bajo tres situaciones. La primera consistio en despreciar el término inercial en la inter-region,
la segunda en despreciar a la primera correccién de Brinkman y la tercera en despreciar a la segunda
correccion de Brinkman. La figura C.5 muestra los perfiles de velocidad promedio obtenidos a partir
de la solucién del ODA para los tres casos mencionados. Ademads, en la misma figura, se presentan
las predicciones obtenidas de las PSSs. Estos resultados confirman el término inercial se pueden
despreciar en la inter-regién medio libre/medio poroso. Por el contrario, al despreciar la primera y la
segunda correccién de Brinkman en la inter-region se generan desviaciones tanto en la inter-region
como en el medio libre, siendo mayores cuando se desprecia la primera correccién. Esto se atribuye
principalmente al hecho de que la altura del medio libre es del mismo orden que el tamaiio de la celda
unitaria ¢, haciendo que los errores en la inter-region tengan un mayor alcance en la regiéon de medio
libre.

Con base en lo anterior, se puede concluir que la Ec. (7.6) logra predecir satisfactoriamente a
los perfiles de velocidad promedio entre un medio libre y medio poroso. Para llevar a cabo esto, es
necesario conservar tanto la primera como la segunda correccién de Brinkman en la inter-regién y
asi como el término de resistencias fg,, mientras que se puede prescindir del término inercial. Esto
evidencia que el término fg, es suficiente para incorporar la informacién de la microescala en la
descripciéon macroscépico. Estas observaciones son aplicables al menos para cuando se tiene flujo

unidireccional y completamente desarrollado.
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Figura C.5: Comparacién de los perfiles de velocidad promedio obtenidos de la PSS y de la solucién
del ODA bajo tres condiciones: (i) despreciando el término inercial (TI), (ii) despreciando la primera
correccion de Brinkman (PCB) y despreciando la segunda correccion de Brinkman (SCB). En todos
los célculos se utilizé Ly = 104, Ly = 50, 2rg =Ly & =04
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