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Resumen

En este trabajo se evallan dos métodos para resolver problemas de transporte y
reaccion quimica sujetos a perturbaciones dinamicas, es decir, en el dominio de la
frecuencia. Los métodos son: i) Respuesta en frecuencia (RF) y ii) Balance en primeros

harmaénicos (BPH).

Respuesta en frecuencia

La evaluacion del método de respuesta en frecuencia se realiza con el fin de
explorar el efecto que tiene la difusién andmala dentro de una pastilla catalitica sobre el
factor de efectividad para los tres tipos tipicos de geometria (rectangular, cilindrica, y
esférica). Por medio de la transformada de Fourier (dominio en la frecuencia) se
consideran las variaciones del tiempo, obteniendo un factor de efectividad dinamico (FED).
El FED puede calcularse facilmente a partir de las expresiones del FE no dinamico al
introducir un modulo de Thiele complejo. Cuando se considera el modelo con difusidon
andémala se presentan dos procesos: i) Subdifusion 0 < a <1 vy ii) Superdifusion 1<a < 2.
El proceso subdifusivo perjudica al FED con respecto a la ecuacidn constitutiva de Cattaneo
pero siendo favorable para ciertos valores del exponente andmalo « con respecto a su
contraparte estacionaria. En el caso de la superdifusién a medida que se aumenta o se
disminuye la resistencia al transporte interno, obteniendo un valor maximo del FED a
diferentes valores de las frecuencias. Los comportamientos del FED difieren con su

geometria en el caso de la superdifusion.

Balance de primeros harmonicos

El método aproximado de primeros harmonicos se realiza para analizar el
desempefio del tiempo promedio de las no-linealidades en la operacion periddica de: i) Un
bioreactor contindo y ii) Un fluido no-Newtoniano a través de un tubo circular. El método
estd basado en aproximar las no linealidades por medio de los primeros harmdnicos de las

series de Fourier y llevando a cabo el balance de primeros harmdnicos en la dindmica del



sistema. La aplicacién de este procedimiento da como resultado un conjunto de ecuaciones
no lineales que pueden ser resueltas numéricamente para obtener los tiempos promedio
de los parametros de la respuesta del sistema. i) Se abordo primero el caso de un
bioreactor continuo con variantes en la velocidad de reaccién tipo Monod para ilustrar la
aplicacion y precision del método de primeros harmdnicos. Los resultados numéricos
mostraron la habilidad de proponer la aproximacién para dar una simple y precisa
descripcién de los efectos provocados por la operacién periddica. La ganancia en la
produccidn de la biomasa que se compara con el caso no forzado, depende de la funcién
del rendimiento asi como de la amplitud y la frecuencia de la sefial forzada. ii) Para el caso
del fluido newtoniano se analizd el caudal a través de un tubo circular, donde las
caracteristicas reoldgicas estan regidas por la ecuacién de Maxwell-Ostwald. El caudal
mostro una mejora cuando el fluido es pseudopldstico (n <1) y perjudicial al tratarse de un
fluido dilatante (n>1), en donde el efecto de las no linealidades es amortiguado al
aumentar el nimero de Reynolds. La ganancia o deterioro del caudal dependen de la

amplitud y la frecuencia.
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1.1 Motivacion

Los fendmenos de transporte (FT) son caracterizados por el acoplamiento de reacciones
guimicas o bioguimicas con procesos de transporte (difusién, conveccion, dispersion) y son
ampliamente estudiados en diversos campos de la ciencia y de la ingenieria para describir
fendmenos no lineales, tales como excitabilidad, biestabilidad, periodicidad, caos o
formacién de patrones espacio-temporales (Walleczek, 2000). En la ingenieria quimica, los
FT describen una gran gamma de procesos de gran importancia industrial. Por ejemplo,
reactores cataliticos de lecho empacados, reactores de lecho fluidizado (Froment y
Bischoff, 1990), columnas de destilacidon y absorcién reactiva, el transporte de particulas
(Aris, 1975; Sheintuch, 1996), disefio de operaciones unitarias (Geankoplis, 2003), entre

otros.

Debido a su simplicidad, en la industria, muchos procesos se operan en el estado
estacionario. Sin embargo, se ha demostrado que la producciéon puede mejorarse mediante
la operacién periddica, es decir, al manipular las variables de operacidon del proceso
(concentracion de entrada, presion, temperatura). Con lo que es posible incrementar la

produccion al mejorar el desempenio de los equipos (Silverston y col., 1987).

Los modelos que describen el comportamiento dinamico de los procesos de transporte
son descritos mediante ecuaciones diferenciales parciales (EDP). Los métodos de solucion
de las EDP se pueden dividir en métodos analiticos y métodos numéricos. Los métodos
analiticos estan restringidos a la solucién de problemas lineales, problemas no lineales
especificos, con coeficientes constantes y variables de poca complejidad. Sin embargo, la
gran mayoria de los problemas fisicos que se abordan en la ingenieria, en el sentido
practico industrial, son modelados con ecuaciones no lineales, donde el uso de los métodos
analiticos esta limitado. Una alternativa para mejorar los procesos industriales es el disefio
de estrategias de control y optimizacion, sin embargo, la aplicacién directa en los procesos
reales puede llegar a ser muy costosa (Morari y Zafiriou, 1989; Luyben, 1990). Por lo tanto,
es fundamental desarrollar nuevas técnicas que permitan una estimacién rapida y eficiente

de los procesos de transporte.




Por otro lado, recientemente se ha demostrado que el andlisis en el dominio de la
frecuencia, a través del uso de la transformada de Fourier provee una buena estimacion de
los fenémenos de transporte (Alvarez-Ramirez y col., 2005). Otro método que permite una
estimacion rapida y confiable, de manera cualitativa, es el balance de primeros
harmoénicos, el cual permite usar técnicas numéricas sencillas (Newton-Raphson), dando

una buena estimacion de la fisica de los procesos (Herndandez-Martinez y col., 2011).

Dados los resultados reportados por Alvarez-Ramirez y col. (2005) y Hernandez-
Martinez y col. (2011), es posible aplicar las metodologias a sistemas mds complicados y

obtener una mejor descripcion de los fendmenos fisicos de los procesos.
1.2 Objetivo
1.2.1 Objetivo General

Estudiar los métodos de respuesta en frecuencia en el espacio de Fourier y
balance de primeros harmdnicos que proporcionen informacion acerca del sistema
gue ayude a comprender mejor los fendmenos fisicos que se llevan a cabo en las
interacciones reaccion-transporte bajo los efectos de perturbacidon dindamica de

manera rapida y confiable en el dominio de la frecuencia.
1.2.3 Objetivos Particulares

e Estudiar el efecto de la respuesta en frecuencia para un sistema lineal de
reaccion-difusion de orden fraccional, considerando diferentes geometrias.

e Evaluar el método de primeros harmdnicos basado en las bases de Fourier
en diferentes sistemas dinamicos no lineales y comparar con la simulacién
directa.

e Explorar la aplicacion del método de primeros harménicos para determinar

el desempefio de un bioreactor continuo con el término reactivo no lineal.




e Extender el método del balance de primeros harménicos a un sistema mas
complicado, como es: Determinar la velocidad volumétrica (caudal) para

fluidos no-newtonianos a través de un tubo circular.
1.3 Estructura de la tesis

En el Capitulo 2 se presenta la metodologia para la solucién del factor de efectividad
mediante la respuesta en frecuencia en el dominio de Fourier para el sistema de reaccion-
difusiéon de orden fraccional con coeficiente de difusion constante, para sistemas
ortogonales tipicos: coordenadas rectangulares, cilindricas y esféricas. En este caso se

considera condiciones de frontera tipo Dirichlet.

En el Capitulo 3 se describe el desarrollo del método del balance de primeros
harmoénicos para ilustrar: (i) el desempefio de un bioreactor continuo y (ii) determinar el
caudal para un fluido no-newtoniano. Los resultados son comparados frente al método

numeérico de diferencias finitas.

Finalmente en el Capitulo 4 se presentan las conclusiones generales.
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2.1 Factor de efectividad de pastillas cataliticas con difusion anémala

2.2 Antecedentes

En la mayoria de los sistemas de reaccion heterogéneos que involucran reacciones
guimicas catalizadas, se busca que las particulas cataliticas sean lo suficientemente grandes
para minimizar la caida de presién en un lecho empacado, de tal manera que la resistencia
a la transferencia de masa intraparticula es significante. Los balances de masa y energia
gue describen al proceso de reaccién-difusion involucran modelos de parametros
distribuidos (ej. ecuaciones con derivadas parciales) tanto para el fluido como para la
particula. A pesar de tener una exactitud bastante buena, estos tipos de modelos no son
muy usados para el disefio y/o simulacion de procesos debido a la dificultad para encontrar
una solucién de bajo costo computacional. Por ejemplo, la carga excesiva computacional
puede ocurrir dentro del sistema de optimizacién donde el modelo de la particula catalitica
se debe resolver en cada prueba de optimizacién. Para evitar el inconveniente de resolver
el modelo de la particula se utiliza el concepto de factor de efectividad (FE). De hecho, el FE
reduce la dimensionalidad del modelo del reactor heterogéneo, y asi, obtener mas
facilmente la solucion. La idea es expresar la velocidad de reaccidn en la particula catalitica
bajo las condiciones de la superficie o del seno de la fase fluida externa multiplicada por el
FE. El FE aporta cierta informacion sobre la efectividad de una sola particula. El concepto
utilizado del factor de efectividad hasta el momento se refiere a las condiciones no

dindmicas.

El enfoque convencional que se utiliza en el desarrollo de un reactor quimico es
determinar el disefio dptimo en el estado estacionario. Algunas veces las alimentaciones al
reactor varian con el tiempo, pero el anadlisis del estado estacionario solo considera los
valores promedio de estas variables. Por lo que se disefia un sistema de control para
compensar los efectos en las variaciones de las entradas. De esta manera, el reactor
controlado es forzado a mantener constante el efluente del reactor cercano a las
condiciones O6ptimas al estado estacionario. Por supuesto, el producto final debera

satisfacer ciertas especificaciones (Silveston y col., 1995).




Ciertamente, las reacciones cataliticas que estan bajo los cambios de composiciones
en la alimentacion o cambios en la temperatura, exhiben un aumento en la rapidez de
formacion del producto el cual excede la rapidez al estado estacionario. Sin embargo, si el
producto debe cumplir ciertas especificaciones, no se permite operar en estado

transitorio (Bailey, 1974).

En la industria quimica, la operacidon periddica esta bastante generalizada. Una
operacion que es esencialmente periddica es, cuando los catalizadores pierden su actividad
con el tiempo debido al envenenamiento o saturacidon de los productos no deseados vy
como consecuencia se busca la regeneracion de la actividad de dicho catalizador. Cuando el
periodo es largo el sistema catalitico puede suponerse en estado estacionario en cualquier
punto del tiempo, mientras que en otros casos el periodo es pequeno en donde ocurren las

reacciones quimicas y procesos de transporte en competencia.

En varios estudios (Silveston, 1987; Bailey, 1974; Rougea y col., 2001) se ha
demostrado que la operacion continua de los reactores quimicos en estado no estacionario
0 en operacién periddica puede llevar a un incremento en la selectividad, conversién,
productividad y en el desempefio del reactor comparado con la operacion optima en
condiciones dinamicas (Silveston y col., 1995). Las variables que se introducen bajo la
operacion periddica son la frecuencia, la fase y la amplitud. La duraciéon del ciclo 6ptimo
depende de la cinética de la reaccidn y puede estar en el rango de una fraccion de segundo

hasta horas (Bailey, 1974).

Por ejemplo, investigaciones sobre reactores de lecho percolador y sintesis de
Fisher-Trospch mostraron mejoras en el desempefos del sistema catalitico con condiciones
dindmicas. Silveston y col. (1995), examinaron la operacion periédica del flujo en un
reactor de lecho percolador para la oxidacién del diéxido de sulfuro sobre carbdn activado
en presencia de agua. La relevancia de esta contribucién fue que, bajo operaciones
periddicas se puede mejorar el desempefio en el lecho percolador en donde Ia
transferencia de masa entre la fase gas y la superficie catalitica afecta de manera

significativa la velocidad de reaccidon global. Los flujos pulsantes son usados para




incrementar la rapidez en la transferencia de masa en columnas de extraccion. La misma
idea se ha propuesto para la separacion en columnas de destilacién. Gulari y col. (1995)
revisaron los resultados de las investigaciones para la oxidacidn catalitica del mondxido de
carbono, mostrando una mejora en el desempefio del sistema catalitico con
perturbaciones periédicas. Basado en la misma idea de perturbaciones periddicas, se ha
explorado la eficiencia del sistema reaccion difusién dentro del contexto de los dispositivos

de conversidn de la energia electroquimica.

Por lo tanto, en base a lo anterior, es necesario modificar el concepto del FE que
incluya a las condiciones dindamicas. Este nuevo concepto del factor de efectividad
dindmico (FED) ha sido trabajado por Alvarez-Ramirez y col. (2005) para medir el
desempefio de una particula catalitica. En principio, el uso del concepto del FED debe
poder analizar el mejoramiento o deterioracién del desempeno del sistema reaccién-
difusién frente a las perturbaciones dinamicas. Por ejemplo, un buen uso del FED seria el
evaluar la efectividad de una sola particula catalitica cuando las condiciones a la superficie
o en el seno de la fase fluida externa varian periddicamente. Esto para modelos lineales,
donde la cinética de reaccidon es de primer orden y de coeficientes constantes que son; el
coeficiente difusion y la constante de velocidad de reaccién. Los modelos presentados por
ellos son: (i) la ecuacion clasica de difusidon-reaccién regida por la ley de Fick y (ii) la
ecuacion de difusidn- reaccién no Fickiana representada por la ley de Cattaneo-Vernotte.
Encontrando que la particula tiene un mejor desempeiio, reflejado en el factor de

efectividad en condiciones dinamicas.

Estos sistemas de reaccion-transporte han sido ampliamente explorados en la
ingenieria quimica para la descripcién de los fendmenos naturales, aplicados a la practica
industrial. Esta descripcidén es realizada a través de la fisica del problema, planteandose en

III

una interpretacién matematica “convencional”, con lo cual se obtienen diversos modelos.
Al decir, “convencional”, nos referiremos a las ecuaciones diferenciales ordinarias y

parciales de orden entero en espacio-tiempo.




Los modelos matematicos que describen a los SRT son las ecuaciones generales de
transporte (EGT) que permiten conocer el comportamiento de las variables cuantitativas-
cualitativas, como son la velocidad del fluido, temperatura y concentracion de la(s)

especie(s).

Los modelos de transporte en su mayoria contienen ciertas suposiciones, las cuales
restringen su empleo. La hipétesis fundamental detras del modelo de reaccidn-difusion es
gue los mecanismos de transporte tienen propiedades constitutivas. Cuando estos no
logran capturar toda la informacion deseada del proceso surgen nuevas propuestas, a

menudo mas complicadas para resolver el problema.

Durante las ultimas tres décadas el tema de cdlculo fraccional (esto es, calculo integral
y diferencial de orden arbitrario real o complejo) ha ganado una considerable popularidad
e importancia, debido a que ha demostrado numerosas aplicaciones en los campos de la

ciencia e ingenieria.

Las ecuaciones de reaccion-difusion (RD) no lineales han encontrado numerosas
aplicaciones en la formacidn de patrones en las diferentes ramas de la biologia, quimica y
fisica. Estas ecuaciones se han aplicado también a muchos otros problemas y han

resultado atractivos en las comunidades cientificas.

El propdsito principal de investigar la ecuaciones de difusidon de orden fraccional es
describir el fendmeno de la difusion andmala en los procesos de transporte a través de
sistemas complejos y/o desordenados y las ecuaciones cinéticas fraccionales que han

resultado especialmente Utiles en el contexto de la lenta difusién anémala.

Los sistemas complejos y el analisis de sus propiedades estructurales y dindmicas se
han establecido en la agenda de la fisica. Estas “estructuras con variaciones" se
caracterizan por (i) una gran diversidad de unidades elementales, (ii) las interacciones
fuertes entre las unidades, o (iii) una evolucién no previsible o anémala en el transcurso del
tiempo. Los sistemas complejos y su estudio desempefian un papel dominante en las

ciencias exactas y naturales, que abarcan una gran riqueza de los sistemas, tales como




cristales liquidos, polimeros, proteinas, biopolimeros, organismos o incluso los
ecosistemas. En general, la evolucién temporal de, y dentro de estos sistemas se desvia de
las leyes “estandares”. Con el desarrollo de experimentos mads precisos, o la combinacion
de diferentes técnicas experimentales, estas desviaciones se han vuelto mas prominentes,

como el acceso a datos mads concluyentes.
2.3 Concepto del factor de efectividad dinamico

El concepto del FED esta basado en la extension del factor clasico en condiciones no
dindmicas. Ya que se esta familiarizado con los conceptos fundamentales para el calculo del
FE para los casos generales, se requiere las soluciones analiticas para los proceso de
reaccion-difusion. En lo siguiente, se considerara procesos simples de reaccidn-difusion

isotérmicos que conduzcan a ecuaciones diferenciales lineales.
2.3.1 Concepto clasico del FE

Con el fin de recordar el concepto clasico del FE, y posteriormente extenderlo al
caso dinamico, se considera una particula catalitica isotérmica en donde se lleva a cabo una
reaccion de primer orden. Para una geometria general, suponiendo un coeficiente de

difusividad constante dominado por el mecanismo de difusién Fickiana,
J=-DVC (2.1)

el modelo no dindmico que representa al sistema de reaccién-difusién unidireccional radial
para un particula porosa homogénea con coeficientes de transporte efectivos y en estado

estacionario es el siguiente:

Dimi(rmﬁj:kc (2.2)
r'™ or or

donde D es el coeficiente de difusion, C es la concentracién molar del reactivo, k la
constante de la velocidad de reaccién y m lo denotaremos el indice geométrico que define

al sistema coordenado de la particula catalitica, de manera que, en una placa m=0, en un
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cilindro m=1y para una esfera m=2. La ecuacidn diferencial ordinaria (2.1) estd sujeta a las

siguientes condiciones de frontera:

en r=0 —=0 (2.3)

en r=R, c=C (2.4)

siendo C; el valor de la concentracién en la superficie externa de la particula, la cual es

constante y conocida, R, es el radio de la particula. La ecuacion (2.1) tiene una unica

solucién C(r) que satisface las condiciones de frontera [Ecs. (2.3)-(2.4)].

Para poder observar los cambios de la concentracion con respecto a los coeficientes
de transporte (difusion y reaccién) se proponen los siguientes cambios de variables
adimensionales en las ecuaciones (2.2), (2.3) y (2.4).

2
~ kR,™

(DZ— = X =—
5 U o & R (2.5)

Donde @’ es el modulo de Thiele, el cual permite conocer la relacién que existe
entre la velocidad de reaccidn y el transporte difusivo, L es la longitud caracteristica que
depende del tipo de geometria. Ahora la ecuacidn diferencial y las condiciones de frontera

pueden reescribirse de la forma adimensional siguiente:

1 06(..0U ,
— &M [=0%U (2.6)
4 5§[§ 55]
En =0 %:O (2.7)
En £=1 U=1 (2.8)
( 1
L 1)



2.3.2 Concepto formal del Factor de efectividad

Cuando la reaccién en las paredes de los poros ocurre simultdneamente con la
difusién, el proceso no es estrictamente consecutivo de uno solo, y ambos fendmenos
deben ser considerados. El parametro que mide la reaccidon global con respecto a lo que

reacciona en la superficie es el factor de efectividad, 5. Siendo el factor de efectividad no

dindmico (FED) definido en su forma adimensional como

Lo que reaccionaentodala particula
Lo que reacciona enlasuperficie externa

flé“‘cbzu (£)dE  (m+1) f o (2.9)
j E"D?U (1)dé ‘D u(1

Ya que la velocidad de reaccion del reactivo es lineal, se puede obtener expresiones

analiticas para 5, mediante la integracidon de la solucién de U(ﬁf) de acuerdo con la

ecuacion (2.9). El FE depende unicamente del modulo de Thiele ®. Para los tres tipos

tipicos de geometria de la pastilla, se tienen las siguientes expresiones (Aris, 1975):

Tanh(CD)
para M=0 n=—o— (2.10)
2 | (D
para M=1 ’7=6|1§q>§ (2.11)
3 1 1
_9 2 - = 2.12
para M 7 CD[Tanh(CD) CD] (2.12)

donde |, y |, son las funciones de Bessel modificadas de primer y segundo orden del

primer tipo, respectivamente. Los perfiles del factor de efectividad se presentan en la

figura 2.1.




Factor de efectividad, n
o

00—7 T
Modulo de Thiele, ®

Figura 2.1. Factores de efectividad para la placa (m=0), cilindro (m=1) y esfera (m=2).

En principio, para calcular la velocidad de reaccién global proporcionada por la
particula catalitica, se debe resolver el problema al valor de la frontera [Ecuaciones (2.2)-
(2.4)]. Cuando el sistema no es lineal no es posible resolver analiticamente el problema
para el FE, por lo que se propone el uso de esquemas numéricos como son el método
estandar del elemento finito y de diferencias finitas. Sin embargo, si el calculo se hace
iterativamente, como en los disefios basados en la optimizacion, entonces se introduce una
carga computacional excesiva. Para el analisis, el FE proporciona informacién del espacio
efectivo para que se lleve a cabo la reaccion en la particula catalitica. Por ejemplo, valores
pequenos del FE indica que solo una reducida fraccidn de la particula estd actuando como

superficie reactiva.
2.3.3 Factor de efectividad en condiciones dinamicas

Debido a que los procesos industriales estan sujetos a perturbaciones dindamicas
externas, se impone el concepto de FED para analizar estas perturbaciones en el
desempefiio de los sistemas reaccién-difusién. Para la extensién del FE cldsico a FE con
condiciones dinamicas, se interpretara al FE como un factor de escalamiento entre dos

funciones de velocidad de reaccion.
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Como una extension del FE a condiciones dindmicas se deben conservar las

siguientes caracteristicas:

e Debe haber una transformacion lineal entre las funciones dinamicas de las
velocidades de reaccidon a las condiciones de frontera y las funciones dinamicas de
velocidad de reaccidn a las condiciones de la particula catalitica.

e Se observa al FE dinamico como un operador entre tales funciones de velocidad de

reaccion que deben converger de manera uniforme a la del estado estacionario.

Para introducir el concepto del FED como una transformacion lineal entre las
funciones dinamicas de velocidad de reaccion, lo cual es similar a los métodos de

modulacién de la frecuencia para medir la difusién y adsorcidn en sdélidos porosos, se toma

como recurso los métodos en el dominio de Fourier. Recordando que si f(X,t) es una

funcién del tiempo, entonces su transformada de Fourier F(X,@)=F [f (X,t)] estd dada
por F(x, w):%ﬂf:e"”“ f (x,t)dt, donde wes la frecuencia y i es un numero complejo,
i=+—1.Si Cb(t) es una condicidon de frontera dindmica, entonces su transformada de
Fourieres C,(w)=F [Cb (t)] y la velocidad de reaccién global dindmica correspondiente a

las condiciones de frontera es RTb(a)) =Vka(a)). La velocidad de reaccién dindmica a las

condiciones de la particula R: (a)) se calcula como
R (@)= kC(x@)dV (2.13)

Donde C(X, a)) es la solucién del problema al valor de la frontera. Por lo que hay

gue notar que iwC es la transformada de Fourier del término de acumulacién. Entonces la

ecuacion (2.2) en estado transitorio queda:

Dii(rmgj—kCﬂa)C (2.14)
r™ or or
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con las condiciones de frontera

C(R,.0)=C,(o) (2.15)
%(C(O,w)) =0 (2.16)

Andlogo al FE en estado estacionario, se define el FED como un operador lineal 77((0) que
transforma la velocidad de reaccién dinamica a las condiciones de la frontera RT,b (a)) enla
velocidad de reaccién dindmica a las condiciones de la particula Rr (a)) . Es decir, el FED es

un operador lineal que satisface la relacion R- (@)=7R;(®). Se espera que 7(w) > 7 a

medida que @ — 0, cuando no existen perturbaciones. El FED brinda informacidn sobre la
efectividad de la particula catalitica sujeta a perturbaciones externas en las condiciones de
superficie con las del seno del fluido (superficie/seno del fluido). No hay que dejar de notar
qgue mientras el FE no dindmico es un numero real, el FED es un numero complejo para

cada valor de la frecuencia.

2.3.4 Calculo del FED

Para calcular el FED, primero se debe encontrar la solucion C(r,a)) del problema al

valor de la frontera (Ecuaciones (2.14)-(2.16)) y utilizarla para calcular R; (a)) . La expresion

para el FED se puede obtener facilmente de las expresiones para el FE no dindamico,

notando que el problema al valor de frontera (2.14) puede verse como:

5 13(rmac

1o Ej—k(lw)CzO (2.17)

Donde se agrupo el término de reaccidon es su parte real e imaginaria

k(ia)):k+ia), dando a lugar una constante de velocidad de reaccién compleja.
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Considerando las condiciones de frontera (2.15)-(2.16) se obtienen los FED de manera

similar al caso no dindmico del FE. Es necesario introducir un mddulo de Thiele dindmico

¥Y(w)=,——— (2.18)

Por lo tanto, si el FE no dindmico depende del modulo de Thiele, se obtiene el FED
con una simple sustitucién de @ —>‘P(a)) El FED ahora depende del modulo de Thiele
complejo. Hay que notar que cuando @=0,¥ — @, y se obtiene la convergencia deseada
77(0) =1 en las condiciones no dindmicas. Para una geometria, la expresién que define el

FED se convierte en un tipo de funcién universal de escalamiento que describe el factor de

efectividad para cualquier sistema dindmico de reaccion-difusién. En particular, cuando

k(O) =k se recupera el caso no dindmico.

Definiendo a @, = D/L? como la frecuencia caracteristica difusiva e introduciendo

la frecuencia normalizada @ = @, / @, se llega al modulo de Thiele dinamico

() =D +imy (2.19)

De esta manera, en términos de la frecuencia normalizada, las expresiones para las
diferentes geometrias para los FED, se obtiene al sustituir el modulo de Thiele ® no

dinamico por el modulo de Thiele dindmico ¥ :

para M=0 U(a’N’q)):Tan:,((‘{a])EC;)N)) (2.20)
para M=1 U(wwiq))_éllig EZ:;% (2.21)
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3 1 1
(o, @)= (on)| TN (P (on)] (o) (2.22)

Il
N

para M

Nétese que el FED estd Unicamente parametrizado por el modulo de Thiele no

dindmico @.

Hasta ahora se ha detallado la metodologia de solucion para el caso dinamico
regido por la ley de Fick. Para este tipo de sistema de reaccién-difusién Alvarez-Ramirez y
col. (2005) muestran un andlisis para el comportamiento Fickiano, asi como para un
proceso que no sigue esta ley, conocida con la ecuacién de Cattaneo. A continuacién se da
una descripcién de la importancia del uso de ecuaciones que no contienen una velocidad
de propagacion infinita haciendo uso de la misma ecuacién de Cattaneo de orden

fraccional, esto es, derivada de orden no entero.
2.4 Ecuacion de Cattaneo de orden entero

Tanto el caso no dinamico asi como el dindmico estdn dados bajo la suposicion que

el proceso difusivo sigue la primera ley de Fick,
J=-DVC (2.23)

Donde J es el flux de masa. La segunda ley de Fick se deriva al combinar la ecuacion

de continuidad con la ecuacién constitutiva, obteniendo el caso dindmico sin reaccion

& _ DV?C (2.24)
ot
De esta ultima ecuacion se puede encontrar la tipica solucién Gaussiana (Metzler,
1997). Entonces, incluso para tiempos pequefios, existe una cantidad finita de difusién. Esto
es, por lo tanto, una propiedad intrinseca de la ecuacidn (2.24) que supone una velocidad
infinita de propagacion. Esto es, matematicamente hablando, debido al hecho de que Ila

ecuacion (2.24) es una ecuacién parabdlica en derivadas parciales. Para procesos de

transporte de calor, Cattaneo (1958) y Vernotte (1958) propusieron una version extendida
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de la ley constitutiva para ajustar el problema de la velocidad de transferencia infinita.
Usando analogamente la ecuacidn propuesta por Cattaneo y Vernotte para la ley de
difusién no Fickiana tenemos

j+t,%:—D?C (2.25)

Donde ahora el flux se relaja, con relajaciones de los tiempos difusivos t, tal que

w =t

.=t~ puede ser visto como la relajacion de la frecuencia. Consecuentemente, la

velocidad de propagacién es finita, nombrada V:(D/tr )71/2. Notese que en el limite de

difusién t, = 0, es decir cuando la velocidad es infinita (@, = ) la ecuacién (2.24) se

reduce a la primera ley de Fick. La ecuacién (2.25) es un tipo de ecuacion de onda

amortiguada hiperbdlica o también Ilamada ecuacion del telégrafo.

Las aplicaciones de la ecuacién de Cattaneo en la ciencia son, debido a su caracter
hiperbdlico, ampliamente difundidas. La ecuacion (2.25) es una generalizacion para las
ecuaciones de calor (Ley de Fourier) y la ecuacién de difusién (Ley de Fick). Algunas de las
tantas aplicaciones de la ecuacién de Cattaneo se dan en la termodindmica irreversible, en
la transferencia por conveccién de Bérnard, en modelos cosmoldgicos, en choques de
ondas en conductores rigidos, o en la teoria de difusién en sélidos cristalinos.
Estadisticamente, la ecuacion de Cattaneo puede derivarse explicitamente de la ecuacién

de Boltzman y por lo tanto aplicarse a las ecuaciones hidrodinamicas (Kaminski, 1990).

Bajo las suposiciones que llevaron a la ecuacion (2.1) de reaccion-difusién, el

balance de masa estd dado por,

§=—€-j—kc (2.26)
ot

Tomando la segunda derivada de la ecuacion (2.26) y sabiendo que
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0 0J
—_— VOJ :v.
E(v-3)

~ (2.27)

es posible obtener la siguiente expresién que permitan conocer las concentraciones

dindmicas

e

" ot?

oC

t +(1+tN'rCDZ)E = DV’C-kC (2.28)

donde t, , =t @, es el tiempo de relajacion normalizado. Cuando se obtiene el caso en que

la velocidad de propagacion es infinita t, =0, la ecuacion (2.28) se reduce a la ecuacion

tipica de reaccién y difusion.
2.5 Ecuacion fraccional de Cattaneo

Por ahora se ha tratado de describir los procesos difusivos seguidos por: (i) La ley de
Fick y (ii) La ley de Cattaneo. Ambos modelos fueron considerados con dindmicas de
relajacién de orden entero. Sin embargo, para varios experimentos y consideraciones
tedricas se sabe que, en varias situaciones de interés fisico, los procesos difusivos se
comportan de manera andmala. Esta anomalia da como resultado ecuaciones de difusion
de orden fraccional que se manifiestan en el desplazamiento cuadratico medio (PSD) de la

forma
<x2> ~ 1 (2.29)

gue se desvia del comportamiento lineal estandar. Donde a es el exponente de difusién

andmala, cuando O< a <1 corresponde a la subdifusidny 1< a <2 alasuperdifusién.

La primera version de la ecuaciéon fraccional de Cattaneo fue formulada por
Nonnenmacher T. F. (1989). Este tipo de ecuacidn reproduce las caracteristicas que se
derivan de la extensién de otros esquemas como en la trayectoria aleatoria en tiempo
continuo (CTRW) o el concepto no-local del flux. El esquema CTRW, por ejemplo, es un

modelo estocdstico que describe el fendmeno difusivo, donde las trayectorias aleatorias,
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representan movimientos moleculares, que tienen saltos de longitud L entre periodos de
espera de duracién t, L y t estan dados a cada paso con la distribucion de la ley de potencia.
Los tiempos de espera se pueden deber a, por ejemplo, la evasidon de obstaculos o en
atrapar sitios como en la difusién de electrones. Este modelo ha sido exitosamente usado
para tomar en cuenta la dispersion andmala en materiales amorfos o en la difusién

turbulenta en el plasma y otra cantidad de aplicaciones.

La ecuacion fraccional de Cattaneo se obtiene de forma andloga a su versiéon de
orden entero. Se toma la deriva fraccional de orden «a en la ecuacién que describe al

balance de masa y se combina con la ecuacién de Cattaneo-Vernotte para llegar a,

a+l a
t‘aaatTE ty,” @2#+%= DV*C-kC (2.30)

Cuando el tiempo de relajacidon es igual a cero, se recupera la ecuacion clasica de

reacciéon-difusion,

‘2—?: DV?C - kC (2.31)

Similarmente a la ecuacion (2.27), se escribe la ecuacion (2.30) en el espacio de Fourier

como,

DV’C-k(iw)C=0 (2.32)
donde la nueva constante de velocidad de reacciéon compleja k(ia)) estd definida como
k(iw)=k+t* (i) +t,,“ ®*(iw)" +(i0) (2.33)

El modulo de Thiele ‘P(a)) ahora se expresa como,

LI’(a)) = \/((1)2) +1i ”‘”(tNyr“a)N“ﬂ) +i” (tN'r“ ORI ) + i(a)n) (2.34)
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Como se muestra en la ecuacién (2.34), el modulo dindmico lP(a)) tiene un

parametro adicional con respecto al caso de la ley de Cattaneo clasica, este es, el
exponente de difusion a. De la misma forma, el FED sigue siendo una funcién de la

frecuencia o,
(o, 0ty ,a)=f(¥(0)) (2.35)

y n(a)N DLty ,a) esta dado por la ecuaciones [(2.32)-(2.34)] para las distintas geometrias

de la particula. Al igual que su contraparte entera, se tiene que:

e Cuando t, =0, se obtiene el FED para la ley de Fick (mismo para Cattaneo entera)
e Cuando t, =, =0, al ecuacion que define a n(a)N,CD,tN’r,a) se reduce al

clasico FE no dinamico.
La variacion del nuevo modelo fraccional se presenta en «,

e Si o —> 0, se tiende al caso dinamico establecido por la ley de Fick con un

incremento en el modulo de Thiele

‘P(co)—)x/i( (@%)+i (ww)) (2.36)

e Si o =1, el FED se calcula en el caso de la ley de Cattaneo entera. Cuando se

incrementa el valor de ® y t , también se incrementa el valor de la parte real

e imaginaria.

(o)~ [0 o) (L, ) o)

e Si o — 2, setiene el caso limite de la superdifusién que muestra el siguiente

comportamiento del modulo de Thiele ‘P(a))

¥(w)—> \/(CDZ)H 3(t,\,,rza)Ng)Jri 2 (tN,r2 CI)Za)NZ)Jr i(@,)

(2.38)




de esta ultima expresion se pude ver a cuando ® y t,. aumentan, también

N,r

aumenta tanto en su parte real como en su parte imaginaria.
2.5.1 Resultados numéricos

Se abordaran 4 ejemplos para ilustrar el comportamiento del FED
ry(a)N ,CI),tN’r ,a). En las Figuras 2.2,2.4,2.6,2.8 y 2.3,2.5,2.7,2.9 los graficos de Nyquist y
Bode, , respectivamente, muestran el efecto de variar el exponente andmalo de difusidn
dentro del rango de subdifusion (0< « <1) sobre ry(a)N,q),tN’r,a) para ®=0.251 vy

ty, = 0.25,1.Por otro lado, en las Figuras [2.10-2.15] y, para los mismo graficos, se muestra

el comportamiento de ry(a)N,CD,tN’r,a) a diferentes valores de «a en el caso de

superdifusién. En comparacién con los resultados obtenidos por Alvarez-Ramirez y col.
(2005) para los dos modelos anteriores, difusién Fickiana y difusiéon no Fickiana (ley de

Cattaneo), se pueden notar lo siguiente:
2.5.1.1 Subdifusion 0< o <1

Para los dos casos anteriores, difusién Fickiana y difusion no Fickiana de orden
entero, el FED se aproximaba al FD no dinémico,n(a)N}I),tN’r,a)zn(CD), a frecuencias

suficientemente bajas por debajo de la frecuencia difusiva caracteristica

independientemente del tipo de geometria. Con la ecuacidn de Cattaneo-Vernotte

fraccional esto solo ocurre cuando @ = 0.25 para la geometria cilindrica y esférica con

Wy < ;. Al aumentar el modulo de Thiele, ® =1, se observa que existe una gran
diferencia entre el FED vy el FE,n(a)N'd),tN’r,a)in(CD), a medida que el exponente de

difusiéon « tiende a cero. Sin embargo, a altas frecuencias la tendencia del FED

|77(a)N’cD,tN'r,a)|—>0 permanece. En este caso, la disminucién de |77(a)N'd>,tN',,a)| es

tanto no monoticamente decreciente como monoticamente decreciente. Este efecto

amortiguante se muestra en los graficos de Bode, donde desaparecen las oscilaciones que
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se observaban en el caso no fickiano de orden entero. Esto es porque el modelo fraccional

tiene un comportamiento semejante a la ley de Fick cuando se presenta la subdifusion

a <1, es decir, la curva |77(a)N Dty , ,a)| decrece suavemente.

1.0+ ) 12—
777777777777 12 —— a=0.001
1T a=01
B | a=025
N 1.0 4 . 1% [ [ =05
"""" a=0.75
e e I a=095
2 ™ 08+ D
Z
& 0.6
5 0.6
\gz 0.4+
B 0.4 0
0.2
0.2 02
0.0+ = 004 ool

001 01 1 10 100 1000 10000 001 01 1 10 100 1000 10000 001 01 1 10 100 1000 10000
Frecuencia normalizada, @,

Figura 2.2. Grafica Bode para el modelo de difusién no Fickiano fraccional. Para @ = 0.25 y '[N’r =0.25,

con subdifusién O < & <1. En los tres tipos de geometrias (a) Rectangular, (b) Cilindrica y (c) Esférica.

Im(n(e, Dty 0))

-0.8

-1.0

—— 24—t
00 02 04 06 08 10 12 00 02 04 06 08 10 12

Re(m(a, Dt .0))

T~ T T T T T T
00 02 04 06 08 10 12

Figura 2.3. Graficas de Nyquist para el modelo de difusién no Fickiano fraccional. Para @ = 0.25 y

= 0.25, con subdifusién O<ac< 1. En los tres tipos de geometrias (a) Rectangular, (b) Cilindricay (c)

Esférica.
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Para cada modulo de Thiele y tiempo de relajacion, en los dos caso anteriores, se
encontré un maximo valor del FED cuando la frecuencia se acerca a cero para condiciones
no dindmicas en la ley de Fick y un maximo alrededor de la difusividad caracteristica para la
primera version de la ley de Cattaneo-Vernotte. Ahora en el caso fraccional, el maximo que
se alcanza es menor para cada exponente de difusién andmalo (con a — 0) con respecto

al modelo de orden entero. Esto es en el siguiente orden,

,h=12.0 con
axX

max

|77(a)NV(D,tNV,,a1)| <|77(a)NV(I),tN'r,0{2)|max e <|n(led),tNlr,anfl)|max < ‘ﬂ(wNyq),tN,, ,Oln) o
a,<ay<...<a, <a,- En las figuras 2.2, 2.4, 2.6, 2.8 se observa que una vez alcanzado
|77(a)N’q)’tN’r’a)|max’ el FED es mayor cuando el proceso de reaccién-difusién adquiere un
caracter cada mas subdifusivo a medida que se van aumentando las perturbaciones
mayores a @,. Lo cual es caracteristico de la subdifusion, ya que este tipo de fenémeno
presenta comportamientos de larga distribucion en la ley de potencia que describe el

desplazamiento de las particulas como <X2> ~1“. Contrario al caso no fickiano donde la

operacion optima se presento alrededor de ,, el mejor desempefio de la velocidad global

R; (@) se obtiene en distintas situaciones, las cuales son:

e Cuando « tiende a uno, la concentracion C,(t) oscila con las frecuencias

alrededor de la frecuencia difusiva caracteristica.

e Cuando ¢ tiende a cero, en donde las condiciones estdn en estado estacionario.

144 1.8+ 2.0
i ] —— a=0.001
164 R T | a=0.1
1.2 i g I a=025
144 1.6+ 1 a=05
] 1 1 =075
10 e 12 e [ | I =095
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0.8 1.0 e

| 1.0
i 0.8 1
06 o8]

In(y, B,

0.6 1
0.6

0.4 0.4

0.2 0,2_-

e 0.0 M7 00+ S =
001 01 1 10 100 1000 10000 001 01 1 10 100 1000 10000 001 01 1 10 100 1000 10000
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Figura 2.4. Grafica Bode para el modelo de difusién no Fickiano fraccional. Para @ = 0.25 y '[N’r =1, con

subdifusion O < ¢ < 1. En los tres tipos de geometrias (a) Rectangular, (b) Cilindrica y (c) Esférica.
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Figura 2.5. Grafica de Nyquist para el modelo de difusién no Fickiano fraccional. Para @ =0.25 y '[N’r =1,

con subdifusion O < & < 1. En los tres tipos de geometrias (a) Rectangular, (b) Cilindrica y (c) Esférica.

En la grafica de Nyquist, el comportamiento de n(a)N‘d),tN’,,a) tiene distintos

tipos de convergencia hacia el origen en el plano complejo en los limites del proceso de

subdifusion. Al aumentar el caracter subdifusivo del proceso de reaccion-difusion

. -1/2 . . . . . , .
n(a)N‘CD,tN'r,a) z(la)N) , mientras que, al disminuir este mismo carécter se tiene que

77(a),\,’CI),tN,r ,a) ~ (i wy )_’8/2 con B>1. Laley de difusion de Cattaneo-Vernotte fraccional,

se comporta como la ley de Fick y como la ley de Cattaneo-Vernotte de orden entero, a
bajos y altos exponentes de difusion andmalo, respetivamente. Entonces, la capacidad de
almacenamiento de las particulas esta afectada por la subdifusién. Este mecanismo de
superdifusion es posible aplicarlo a la extraccion de contaminantes en medios porosos

irregulares.
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Frecuencia normalizada, @,
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Figura 2.6. Grafica Bode para el modelo de difusion no Fickiano fraccional. Para @ =1y '[N’r =0.25, con

subdifusién O < & <1. En los tres tipos de geometrias (a) Rectangular, (b) Cilindrica y (c) Esférica.
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Figura 2.7. Grafica de Nyquist para el modelo de difusién no Fickiano fraccional. Para @ =1y '[N’r =0.25,

con subdifusién O<ac< 1. En los tres tipos de geometrias (a) Rectangular, (b) Cilindrica y (c) Esférica.

Una vez que se alcanza el pico resonante |77(a)N D,t,, r,oc)| mas alto, el proceso
! ’ max

es controlado por la difusidon dentro de la particula. En el caso donde se presenta la
subdifusién, el FED no presenta las mismas oscilaciones que en el proceso difusién de

orden entero. Solo se observa un efecto de resonancia, y a medida que se incrementa la
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frecuencia normalizada (a)N > a)D) el FED es mayor cuando disminuye el exponente

andémalo de difusién @ — 0O, para los diferentes valores de ® y t, .
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Figura 2.8. Grafica Bode para el modelo de difusion no Fickiano fraccional. Para @ =1y '[N’r =1, con

subdifusion O<ac< 1. En los tres tipos de geometrias (a) Rectangular, (b) Cilindrica y (c) Esférica.
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Figura 2.9. Grafica de Nyquist para el modelo de difusién no Fickiano fraccional. Para @ =1y '[N’r =1, con

subdifusion O<ac< 1. En los tres tipos de geometrias (a) Rectangular, (b) Cilindrica y (c) Esférica.
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En cuanto a la geometria de la particula se puede observar lo siguiente: i) el FED
es mayor para una geometria esférica, lo cual es de esperarse, debido a que se dispone de
mas area superficial, ii) cuando se incrementa el factor geométrico m, los valores del FED

son mas cercanos entre si a frecuencias pequefias y mostrando una tendencia a la ley de

Cattaneo (05 =1) .
2.4.1.2 Superdifusion 1< a < 2

Los perfiles para n(wN’d),tN'r,a) indican la influencia de la superdifusion sobre la

particula, ver Figuras [2.10-2.15]. Para condiciones de superdifusion l<a <2 , se
incrementa el transporte interno, y aumenta la constante de velocidad, por lo que la
velocidad de reaccién interna es mas grande que la velocidad de reaccidn en la superficie
de la pastilla catalitica, conduciendo a valores mayores que la unidad y mucho mds grandes

que la difusion regida por la ley de Cattaneo de orden entero.

En la Figura 2.10 se muestra el grafico de Bode para ® =0.25y t,, =0.25, donde
se puede observar diferentes efectos al aumentar el proceso de difusidon y variar la
geometria. Existen regiones de la frecuencia ®, donde se tiene un valor
|n(a)N’q>,tN,r,a)|maxpara diferentes valores de « . En el caso donde la frecuencia
normalizada es cercana a la frecuencia difusiva el valor maximo se alcanza cuando
a =1.75para la geometria rectangular y cilindrica, sin embargo al incrementar @, este

maximo varia dependiendo del exponente geométrico de la pastilla catalitica. Este tipo de

comportamiento de los perfiles del FED también se presenta al variar @ y t , como se

muestra en las Figuras 2.10, 2.12, 2.14.
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Figura 2.10. Grafica Bode para el modelo de difusion no Fickiano fraccional. Para @ = 0.25 y t = 0.25,

con superdifusion 1< ¢ < 2. En los tres tipos de geometrias (a) Rectangular, (b) Cilindrica y (c) Esférica.
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Figura 2.11. Grafica de Nyquist para el modelo de difusién no Fickiano fraccional. Para d=0.25 y tN P = 025, con

superdifusidn 1< a< 2 . Enlos tres tipos de geometrias (a) Rectangular, (b) Cilindrica y (c) Esférica.

En las graficas de Nyquist se puede observar un comportamiento completamente distinto a

la subdifusién. La convergencia al estado estacionario es menor al presentarse la superdifusion
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pasando por los cuatro cuadrantes del plano, empezando la trayectoria por los nimeros reales e

imaginarios negativos hasta llegar al origen. Para los diferentes valores ® y t, , con « =125y

a =15, se obtiene un mayor desplazamiento a lo largo del plano, mientras que para
15<a <20 el desplazamiento es menor y mas uniforme. Esto es, que para el rango de

superdifusion 1.0< a <1.5 es conveniente trabajar en todo el dominio de la frecuencia
(a) >1) debido a que se presenta una fuerte competencia entra la velocidad de reaccién y

la difusion reflejada en el FED.
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Figura 2.12. Grafica Bode para el modelo de difusion no Fickiano fraccional. Para @ = 0.25 vy '[N’r =1, con

superdifusion 1< & < 2. En los tres tipos de geometrias (a) Rectangular, (b) Cilindricay (c) Esférica.
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Figura 2.13. Grafica de Nyquist para el modelo de difusién no Fickiano fraccional. Para @ = 0.25 y tN’r =1,

con superdifusién 1< ¢ < 2. En los tres tipos de geometrias (a) Rectangular, (b) Cilindrica y (c) Esférica.

Los resultados del FED indican que el orden de la derivada fraccional para la ley de
Cattaneo esta fuertemente ligado a la resistencia de transporte de masa interno de las
particulas cataliticas. Cuando «a >1 se disminuye la resistencia de transporte interno,

conduciendo al aumento del factor de efectividad para ciertas perturbaciones del sistema.

El proceso de superdifusién ha sido ampliamente estudiado en la operacién de los
reactores cataliticos. Mediante la modificacidn de las variables de operacién del reactor es
posible maximizar la produccion. Aqui la aplicacidon de la superdifusidon se centra en
acelerar el movimiento de las particulas, por ende, los procesos de transporte. Por €j., en el
caso de los reactores cataliticos la presion es la variable que se modifica, y asi, incrementar

la velocidad de reaccion intra-particula al saturar la particula del reactivo limitante.
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Figura 2.14. Grafica Bode para el modelo de difusién no Fickiano fraccional. Para ® =1y '[N’r =1, con

superdifusion 1< & < 2. En los tres tipos de geometrias (a) Rectangular, (b) Cilindricay (c) Esférica.
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Figura 2.15. Grafica de Nyquist para el modelo de difusién no Fickiano fraccional. Para ® =1y tN’r =1, con

superdifusion 1< & < 2. En los tres tipos de geometrias (a) Rectangular, (b) Cilindricay (c) Esférica.
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3.1 Andlisis de la operacion periddica de un Bioreactor

3.1.1 Antecedentes

En el drea de la bioingenieria, los bioreactores son procesos unitarios que se
encuentran en diversos campos de aplicacion, como lo son: el tratamiento de desperdicios
y producciéon de bioproductos. Donde se ha estudiado la optimizacidon en los procesos
batch, semibatch (Constantinides, 1970), asi como, la operacién continua. El entendimiento
de las dindamicas del reactor es esencial para optimizar su operacion. En este sentido,
diversos estudios tanto tedricos como experimentales han demostrado que, bajo las
condiciones periddicas adecuadas en una de las entradas del reactor, como son las tasa de
dilucién y la concentracién de alimentacidn del sustrato, es posible mejorar el desempefio
del tiempo-promedio en el bioproceso en respecto a su operacién a condiciones de
estabilidad en estado estacionario. Las no-linealidades que presentan las cinéticas de los
bioprocesos en conjunto a la manipulacién de algunas variables del proceso en el tiempo,

frecuentemente se pueden conseguir incrementos en la productividad.

Existe una amplia literatura sobre la operacion periddica de los bioreactores
enfocada a la produccién de productos quimicos y bioquimicos. En la reciente revision de

Silverston y col. (2008) se da una detallada discusion de los procesos periddicos bioldgicos.

Para las consideraciones tedricas de la operacién periddica de los sistemas
bioreaccion es necesario realizar las siguientes dos preguntas: (i) ¢Es posible que al operar
periédicamente se obtenga una mejora sobre las condiciones en el estado estacionario? Y
(i) éEn qué rango, los pardmetros y la variable espacial, la operacién periddica puede
mejorar al estadio estacionario?. Estas preguntas pueden ser contestadas si se cuenta con
un modelo que describa al sistema bioreaccion bajo la operacion al estado estacionario y la
operacion periédica. Estos modelos pueden ser resueltos mediante simulaciones
numeéricas y comprar los resultados entre las condiciones estacionarias y periddicas. Sin
embargo, a bajas frecuencias la simulacion directa puede llevar a resultados de baja

precision por lo que se requiere mayor tiempo y esfuerzo computacional. Varias
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aproximaciones se han propuesto desde hace 20-30 afos para analizar la dinamica de los
procesos no-lineales sujetas a perturbaciones externas. Las dos principales aproximaciones
usadas para el andlisis de las operaciones periddicas son: (1) La aproximacion Hamilton-
Jacobi basada en el principio del maximo (Bailey y Horn, 1971; Guardabassiy col., 1974) y
(2) La aproximacion en el dominio de la frecuencia usando métodos de segundas
variaciones (Bittani y col., (1973); Watanabe y col. (1981)). Se han propuestos condiciones
suficientes para la optimizacidn del control periédico, usando la aproximaciéon de Hamilton-
Jacobi, el andlisis del estado estacionario relajado, y los métodos de segunda variaciones.
Para las operaciones periddicas a altas frecuencias, la condicion suficiente se basa en el
principio del maximo o en el andlisis del estado estacionario relajado (Bailey, 1971). A muy
bajas frecuencias, la descripcion de la dinamica del proceso se basa en el supuesto de
cuasi-estado estacionario. Para el rango de frecuencia intermedia, la condicidn suficiente,
basado en el método de segunda variaciones, es proporcionada por el criterio-rt (Bittani y
col. (1973)). Aunque estas aproximaciones proporcionan criterios analiticos y numéricos
para el andlisis en mejorar el desempeio, la aplicacidn estd limitada a ciertos rangos de
frecuencia y limitado por la complejidad de las herramientas analiticas y numéricas para
casos relativamente simples. Si se realizara una evaluacién experimental directa, esta
estaria limitada por la incertidumbre del rango en que los efectos no lineales favorecen al
desempeiio del sistema de bioreaccién. Por lo que, en base a lo anterior, se requieren
desarrollar métodos mads simples y confiables que conduzcan a estimaciones mas exactas a
las condiciones de la operacién periddica, y asi, optimizar los recursos computacionales y

experimentales.

El método de balance primeros harmodnicos (BPH) ha sido propuesto recientemente
por Alvarez-Ramirez y col., para un reactor continuo de tanque agitado (RCTA) con cinética
de n-orden para analizar el desempefio del tiempo promedio en sistemas no lineales
operando periddicamente. Este método esta basado en la aproximacion de las no
linealidades por medio de series de Fourier en primeros harmaénicos y llevando a cabo el

balance harmodnico en las dindmicas del sistema.
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3.1.2 Planteamiento del problema

El modelo cldsico de un bioreactor continuo (Crooke y col., 1980) se describe con las
siguientes ecuaciones del balance de masa en estado transitorio para el sustrato Sy la

biomasa X

ds u(S)X
—=-D(S -S§)- L
dt ( ! ) Y(S) (3.1)
dX
- _DX S) X
dt u(8) (3.2)

Donde S; es la concentracion de alimentacion del sustrato y D es la tasa de
dilucién. Las funciones Y(S) y u(S) son el rendimiento y la tasa de crecimiento,

respectivamente. Aunque este modelo es probablemente el mas simple, este conserva las
principales caracteristicas de los bioreactores, es decir, la creciente poblacién del sustrato

con la cinética no lineal. La funcidn /,1(8) mas utilizada comunmente y que describe una
gran variedad de reacciones bioquimicas es la cinética de Monod

Hine S
'U(S) K.+S

(3.3)

donde f, es la constante maxima de crecimiento y K es la constante de saturacion. En
cuanto a la funcién de rendimiento Y(S), se ha demostrado (Crooke y col., 1980) que su

funcionalidad tiene un efecto importante en el consumo del sustrato. Generalmente, se

supone que el rendimiento depende linealmente del sustrato.

Y(S)=Y,+Y,S (3.4)
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3.1.3 Operacion periodica

La idea principal detras de la operacién periddica del bioreactor se basa en

introducir una funcion forzada, en este caso, la concentracion de alimentacion

S, =S, + Asin(wt) 3.5

donde S, es el valor promedio de alimentacién, y Asin(wt) es la sefial periddica de
frecuencia wy amplitud A<S;,. De esta manera, las dinamicas forzadas del bioreactor

son gobernadas por

ds . u(S)X
—=D(S,,+ Asm(a)t)—s)—%

dt (S) (3.6)

El andlisis del problema consiste en caracterizar los efectos de la sefial forzada
Asin(wt) en las concentraciones de salida S y X . Por lo tanto, las concentraciones de

salida también deben ser periddicas. Una pregunta importante en la operacion periodica
es: ¢Cuando la concentracién de salida promedio es diferente a la concentracién en el
estadio estacionario? Esta diferencia es ocasionada por las no-linealidades del sistema que
introducen efectos de resonancia que generan que las salidas promedio sean distintas a las

del estado estacionario.
3.1.4 Balance de primeros harmoénicos

Debido a que la sefial forzada S, =S, + Asin(wt) es una funcién harmonica, las
respuestas S(t) y X(t) también deben ser periddicas y no lineales, conteniendo varios

componentes espectrales como consecuencia de los efectos de las no-linealidades de

R(S). Tomando en cuenta que el balance en primeros harmodnicas rescata, al menos

cualitativamente, los efectos de las no linealidades, las soluciones aproximadas que se

proponen para las concentraciones dindmicas para el sustrato y la biomasa son
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X =(X)+B, sin(ot +®,) (3.7)

S=(S)+ Bssin(wt + d) (3.8)

donde (S) y (X) son los tiempos promedio del sustrato y la biomasa respectivamente, B
y By son las amplitudes de salida, @4 y ®, son las fases. Debido a que la sefial forzada
S, =S;, + Asin(wt) actia directamente en la dindmica del sustrato, se espera que, en

general, @, <®, . Para simplificar la notacidn, se introducen las siguientes funciones no

lineales

A (S X :’U(S)X
(5X) Y(S) (3.9)
(S, X) = u(S)X (3.10)

Sustituyendo las aproximaciones dadas por las ecuaciones [(3.5)),(3.7),(3.8)] en las

ecuaciones [(3.1)-(3.2)] se obtienen las siguientes expresiones:

B, cos(et + @) = D[ §; + Asin(at) - (S) - Bysin(et + @) |
—4,((S) + Bssin(at + @), (X) + Bysin(wt + @, )) (3.11)

B, cos(@t + @) = ~D((X) + B, sin(wt + ®,))
+6,((S) + Bssin(wt + dg),(X) + Besin(ot + @, ) (3.12)

Para poder aplicar el método FHB se requiere linealizar las dindmicas. De esta

manera, las no linealidades ¢ (S, X) y ¢,(S, X)son aproximadas por medio de las bases

de Fourier en primeros harmédnicos en dos dimensiones

{Lsin(ot+®),cos(ot + @g),sin( ot + D), cos( ot + D)} (3.13)

Haciendo los siguientes cambios de variable
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T = ot + Dg

(3.14)
Ty =ot+ Dy (3.15)
y usando las bases para aproximar las no linealidades se tiene
4 ((S)+ Bssin(z,),(X) + Bysin(zy )) ~ a; + Bs; Sin(z, ) + 7s; €0S(75)
+ By Sin(7 ) + 74, c08(7y ) (3.16)
donde los coeficientes {ai BesirVsirPxi ,yx‘i} estan dados por
@ = [ 4((S)+ Bosin(z,).(X) + Bsin(r, ) dredir, (3.17)
Bs, = 212 [ #((3)+ Bssin(z,),(X) + B,sin(z,.))sin(x)dzdr, (3.18)
72 J0 Jo
Vs = 212 F”J'z”¢| ((S)+ Bgsin(z,),(X) + B, sin(z, ) )cos( x)dzdr, (3.19)
72 Jo Jo
B =5 [ [ A ((S)+ Basin().(X) + Bsin(r sin(y)iesdr, (320
72 Jo Jo
_if”j” ((S)+Bssin(z,),(X)+ B, sin drd (3.21
Vxi= 52230 Lo ¢ S (Ts)’< > X (Tx ))cos(y) TsUTy 21)

para i=1,2. Los coeficientes dependen de las concentraciones promedio de salida <S> y

<X>, y las amplitudes By B, . Se introducen las siguientes funciones

Para la dindmica del sustrato

Fso=DS;, —, — D(S) (3.22)
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FS,l = DBs + ﬂs,l
Fs,z = :Bx,l
Fss=0B + 75,

Fs,4 =7xa

Para la dindmica de la biomasa

Fyo=a,—D(X)
Fei=Ps2
Fy2=DBy =By
Frs=7s2

Fa=7x2— @By

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

Entonces, las aproximaciones mostradas en las ecuaciones [(3.17)-(3.21)] se

sustituyen en el sistema dindmico descrito por las ecuaciones [(3.11)-(3.12)] para obtener

Fso— Fsylsin(a)t +(I)S)— Fsyzsin(a)t + CI)X)— FSBCOS(a)t + (DS)

—Fs 4 cos(wt + @, )+ DAsin(wt) =0

Fy o+ Py sin(at+ @) - Fy ,sin(wt + D)
+F, ycos( ot + @)+ Fy ,cos(wt + D, ) =0

(3.32)

(3.33)

Con el fin de obtener las funciones en términos de las bases de Fourier, se hace uso

de las siguientes identidades trigonométricas:
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sin(wt + ®,) = sin(wt) cos(®, ) + cos(wt) sin(®, ) (3.34)

cos(wt + @, ) = cos(wt) cog(®, ) — sin(wt) sin(®, ) (3.35)

Con k=S, X . Al sustituir estas identidades en las ecuaciones [(3.32)-(3.33)] y

después de algunas manipulaciones algebraicas es posible obtener el conjunto de las bases
{l Sen(a)t),CCB(a)t)} , donde sus coeficientes son igualados a cero como consecuencia de

gue las bases son linealmente independientes. De esta manera, el método FHB estd

completo y se llega a las siguientes ecuaciones algebraicas no lineales

Para el sustrato

Fso=0 (3.36)
Fs,C08(D) + Fg ,cos(D, ) - F5,sin(®g) - Fg,sin(®, ) - DA=0 (3.37)
Fs,SIN(Dg) + Fg,sin(D, ) + Fg;co8(Dg) + F , cos(D, ) =0 (3.38)
Para la biomasa
Fio=0 (3.39)
Fy . c08(®g) - Fy ,co8(Dy ) — Fy ;sin(@g) - Fy ,Sin(D,) =0 (3.40)
Fy . SIN(Dg) - Fy ,sin(@ ) + Fy jco8(Dg) + Fy ,co8(P,) =0 (3.41)

Estas ecuaciones [(3.36)-(3.41)] derivadas del sistema dindmico y empleando el
método FHB son ahora las identidades del balance de primeros harmonicos para el
bioreactor dado por las ecuaciones [(3.1)-(3.2)], con lo cual se puede determinar

implicitamente los valores de las concentraciones promedio (S) y (X), las amplitudes de

salida Bgy B, ylas fases ®gy @, .
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Para cada valor de frecuencia @ y amplitud A. El sistema dado por las ecuaciones
[(3.36)-(3.41)] se puede resolver con alguna aproximacién numérica. En este trabajo se
emplea el método de Newton-Raphson con una estimacion numérica de la matriz
Jacobiana. En la siguiente seccidn, algunos casos se ilustran para mostrar la habilidad del
método BPH en la estimacion de los efectos de la operacidn periddica en el desempefio del

bioreactor.

3.1.5 Resultados

Los resultados se muestran en términos de los cambios en los tiempos promedio de
las concentraciones del sustrato y la biomasa con respecto a las condiciones no forzadas.

Este cambio promedio de las concentraciones se expresa de la siguiente forma

Sustrato A(S)= {Mj x 100, (3.42)
Seq
Biomasa A(X)= [o(z(;xeq] x100 (3.43)
€q

3.1.5.1 Rendimiento constante

S
Considerando la tasa de crecimiento tipo Monod ,u(S) =£m—a"s con un
L+
rendimiento constante vy =05,S,,=10g/1, 4, =1h*,k,=2g/l y D=2/5h". El
punto de equilibrio se localiza en S, =1.63g/1 y X, =4.18g/l. En este caso, la fuente

de la no linealidad es el producto x(S)X ,y se tiene la relacién ¢,(S,X)=Y#/(S,X).

Esto implica que la rapidez de crecimiento de la biomasa es proporcional a la rapidez de
desaparicion del sustrato, esto es, las dinamicas del sustrato y biomasa son afectadas

Unicamente por la no linealidad ¢,(S, X).
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La Figura 3.1 muestra el comportamiento de las concentraciones promedio (A<S> y

A<X>) para cuatro valores diferentes de la amplitud de entrada. Donde se observan las

siguientes cualidades:

Una importante desviacién de las concentraciones promedio provocadas por la
periodicidad forzada del bioreactor. Mientas mayor sea la amplitud A, mayor es la

desviacidn con respecto a las condiciones de equilibrio no forzadas. Debido a que

My S

se induce un fuerte efecto de la no linealidad ¢1(S,X)—k SX a altas
+

S

amplitudes de la sefial forzada S; (t). Hay que tener en cuenta que la rapidez de
crecimiento tipo Monod es una funcidon con cinética de primer orden con la
limitante de las altas concentraciones del sustrato, ya que la no linealidad ¢,(S, X)
se reduce a una funcién linear = ., X . Bajo estas condiciones de operacion, la

periodicidad forzada no induce ninguna desviacidn desde las condiciones de

equilibrio. Los efectos de resonancia se obtienen en el limite de baja concentracién

del sustrato donde ¢1(S,X)z(ﬂIZ‘XJSX. Aqui las desviaciones desde las

condiciones equilibrio se obtienen bajo la accién de la sefial forzada S; (t) en una
linealidad de segundo orden SX . La figura 3.2 muestra la desviacién del sustrato y
la biomasa al aumentar el valor de la constante de saturacion,k, =49/l . Para
A=75g/l, la desviacibn maxima en la concentracion de la biomasa es

aproximadamente del 5% y 10% para K, =29/l yk, =49/, respectivamente.
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Figura 3.1. Respuesta en frecuencia no-lineal para cuatro amplitudes de entrada A con un rendimiento

constante y ks = 2.0g /| . Comparacién del método FHB contra la Simulacién directa (0) .

e Para este caso donde el rendimiento es constante, sin tener en cuenta la constante
de saturacion Kk, la operacidn periddica resulta perjudicial para el sistema

bioreactivo donde la concentracién promedio de biomasa es menor que su
contraparte al equilibrio. Por lo tanto, no se recomienda la operacidn periddica en
esta clase de bioreactores con rendimiento constante, ya que la produccion de la
biomasa presenta un decremento significante con respecto a su operacién no

forzada.

e El comportamiento de las concentraciones promedio no son mondtonas. Lo cual se
nota al obtener las condiciones de equilibrio a bajas (@ — 0) y altas (& — o)
frecuencias. Por otro lado, las deviaciones mds grandes se localizan alrededor de
frecuencias del orden de la tasa de dilucion. Esto sugiere que los efectos de
resonancia de la no linealidad son mejorados por las dinamicas naturales de flujo

convectivo.

Para comprobar la validez del método FHB al describir la respuesta en frecuencia

del sistema bioreactivo, se realizaron simulaciones directas por medio de un método

44

——
| —



predictor-corrector (Runge-Kutta-Feldberg). Los resultados se muestran en la Figura 3.1y
3.2, en donde se puede apreciar una buena aproximacion de los valores promedio entre la
simulacion directa y el método BPH para valores pequeios e intermedios de la amplitud de
entrada. Por lo que, el balance de primeros harmodnicos es capaz de recuperar las

principales caracteristicas (ej, simetria, periodo, etc.) de la respuesta del biosistema.
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Figura 3.2. Respuesta en frecuencia no-lineal para cuatro amplitudes de entrada A con un rendimiento

constante y ks = 4.0g /1 . comparacién del método FHB contra la Simulacién directa (0) .

3.1.5.2 Rendimiento no constante

Ahora se considera que el coeficiente de rendimiento depende de la concentracién
del sustrato. Este comportamiento del rendimiento no constante ha sido ampliamente
estudiado experimentalmente. La dependencia del rendimiento Y se puede atribuir a
varios factores fisioldgicos como son las necesidades energéticas de mantenimiento (Pirt,
1965), célula-quota (Droop, 1973), balance de masa-energia (Minkevich y col.,, 1976),
variacion en la actividad metabdlica (Tang y Wolkowicz, 1992) o cambios en la morfologia
celular (Matin, y Veldkamp, 1978). A pesar de que aun se desconoce una clara evidencia de
la dependencia del coeficiente de rendimiento, por lo general, se utiliza el modelo lineal

mas simple Y =Y, +Y,S para ilustrar los efectos del coeficiente variable en la operacién

periddica del biosistema.
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Para Y,=0.5y Y,=0.5, la Figura 3.3 muestra la respuesta en frecuencia para

cuatro diferentes valores de amplitud de entrada. Al contrario del caso en que el
rendimiento es constante, la concentracién promedio de la biomasa se incrementa con
respecto a las condiciones de equilibrio. El cambio de la biomasa es una funcidn creciente
de la amplitud forzada. Los resultados indican que las diferencias entre la rapidez de
crecimiento especifica y la rapidez de consumo del sustrato son de vital importancia en la
respuesta en frecuencia del biosistema. Es evidente que la relacion no constante entre las

funciones ¢, (S, X) y ¢,(S,X) (ecuaciones [(3.9)-(3.10)]) debe estar presente para poder

mejorar el desempefio del reactor en términos de la produccion de biomasa. Para ilustrar
la observacién anterior, la Figura 3.4 presenta los resultados cuando existe una fuerte

dependencia del rendimiento con la concentracidn del sustrato. En este caso se tiene que a

Y, =15, se producen los mayores cambios en la produccién de la biomasa. Mientras que
para Y, =0.5 el cambio maximo de la produccién de la biomasa es aproximadamente del

20%. Para Y, =1.5 el incremento es cercano al 65%.
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Figura 3.3. Respuesta en frecuencia no-lineal para cuatro diferentes valores de la amplitud A,

k., =4.09/1 yrendimiento Y =Y, +Y,Scon Y, =0.5y Y, =0.15.
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En base en esto, se puede sugerir que los factores fisiolégicos como las necesidades
energéticas de mantenimiento, celula-quota, balance de masa-energia, variacién en la
actividad metabdlica tienen un efecto importante en la operacién periddica de los sistemas

de bioreaccion.
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Figura 3.4 Respuesta en frecuencia no-lineal para cuatro diferentes valores de la amplitud A,

k., =4.09/1 yrendimiento Y =Y, +Y,Scon Y, =0.5y Y, =1.5.
3.1.5.3 Ciclo limite

El mecanismo de la dindmica que induce que las concentraciones promedio de la
biomasa y del sustrato se desplacen de su contraparte al equilibrio es ocasionado por los

efectos de la no linealidad de segundo orden, SX . Para k,=49g/l y Y=05+0.5S. La

Figura 3.5 muestra los ciclos limites a dos sefales forzada de entrada. La no linealidad de
segundo orden tienes un efecto de desestabilidad que prolonga la trayectoria del sistema
lejos de sus condiciones de equilibrio. Mientras mayor sea la amplitud de entrada, mayor
serd el efecto de desestabilizaciéon. Eventualmente, las concentraciones son restringidas a
las fronteras del plano fase en virtud de las restricciones del balance de masa. Como

consecuencia de los efectos de desplazamiento del sistema no lineal, el centro del ciclo
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limite cambia de posicidn con respecto al punto de equilibrio. Entonces, dependiendo de la

funcionalidad de las no linealidades ¢ (S, X) vy ¢,(S,X), el desempefio del sistema de

bioreaccion es mejorado y perjudicado.
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Substrate Concentration, S (g/l)
Figura 3.5. Ciclo limite para dos valores diferentes de la amplitud A.

Como se menciond anteriormente las aproximaciones para estimar del
comportamiento periddico para los sistemas de transporte (adsorcion, difusion,
conveccion, etc.) esta limitado para casos relativamente sencillos, es decir, mediante el uso
de ecuaciones diferenciales ordinarias. En la siguiente seccién y con el objetivo de mostrar
el alcance del método de primeros harmonicos se abordara un sistema de transporte mas
complejo, como es, la operacion periddica del caudal para fluidos no newtonianos a través

de un tubo circular donde se involucran ecuaciones diferenciales parciales.
3.2 Operacion periddica para fluidos no newtonianos

3.2.1 Antecedentes

Los fluidos no newtonianos son relevantes en un gran numero de aplicaciones
industriales, incluyendo el procesamiento de polimeros, espumas, farmacéuticos,
cosméticos, suspensiones, y productos alimenticios. Debido a la complejidad reolégica que
presentan estos tipos de fluidos, se ha estudiado diversas formas de facilitar su flujo y

procesamiento. Desde de las década de los 70’s se ha mostrado un gran interés en el
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transporte de los fluidos no-Newtonianos en tubos circulares bajo la influencia del
gradiente de presion oscilatorio. Barnes, Townsend, and Walters (1971) mostraron que
bajo la influencia de un gradiente de presidon pulsatil es posible mejorar el promedio de la
velocidad volumétrica de flujo (caudal) en el flujo de una solucién polimérica. Para este
tipo de fluido usaron el modelo de Oldroyd y un esquema de perturbacion en términos de
la amplitud e imponiendo un gradiente de presion sinusoidal, concluyendo que: (i) el fluido
debe ser adelgazante por corte para obtener un mejoramiento en el caudal; y (ii) el
mejoramiento disminuye a medida que aumenta la frecuencia del pulso. Sin embargo,
Phan-Thien y Dudek (1982) abordaron el mismo problema basados en la ley de potencia
(modelo de Ostwald de Waele), encontrando que la potencia debia ser siempre positiva, lo
cual es una desventaja. Previamente, Sudstrom y Kaufman (1977) realizaron experimentos

numeéricos usando el modelo de Ellis.

El comportamiento del transporte de fluidos impuesto por el gradiente de
presién estacionario ha sido investigado por varios autores (Townsend, 1973; Goshawk y
col., 1994).0bservando que, cuando el fluido es de caracteristicas no-Newtonianas y fluye a
través de tuberias con un gradiente de presion constante, el caudal incrementa si la tuberia
estd sujeta a una oscilacién longitudinal. Sin embargo, estos estudios estan limitados y las
simulaciones numéricas concuerdan solo de manera cualitativa con las mediciones
experimentales, divergiendo considerablemente en términos cuantitativos, y en algunos
casos en varios 6rdenes de magnitud. En este trabajo, se estudiara el flujo de un fluido
independiente del tiempo a través de un tubo circular regido por el modelo de Maxwell-

Ostwald.
3.2.2 Definicion del problema

El modelo que se considera supone que el flujo a través de la tuberia es laminar,
axisimétrico, incomprensible, isotérmico y completamente desarrollado. Bajo estas
suposiciones las ecuaciones que gobiernan al fluido (Bird y col., 1987) son la ecuacién de

continuidad
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V-v=0 (3.44)

donde V es la velocidad del fluido, y la ecuacidn de movimiento

P o, =-Vr,-VP
ot (3.45)

donde Pes la presion del fluido, t es el tiempo, 7,, es el esfuerzo cortante yp es la

densidad del fluido. La ecuaciéon (3.45) esta sujetada a las siguientes condiciones de

frontera

No deslizamiento

para r=R v,=0 (3.46)
Simetria
para I'=0 86\;2 =0 (3.47)

Las ecuaciones [(3.44)-(3.47)] son validas para el modelo generalizado para un
fluido Newtoniano. El modelo reolégico que se considera esta dado por la ecuacion de

Maxwell-Ostwald

n-1

oV,

Z

or

¥, (3.48)
or

or,,

tm ot T, =M

donde 4 y n son parametros del fluido, conocidos como el viscosidad aparente y el indice
de comportamiento del fluido (potencia), respectivamente. Se puede observar que la
ecuacion (3.48) es la version de la ecuacion de Cattaneo-Vernotte para el transporte de
fluidos no-Newtonianos, siendo t_ el tiempo de relajacion del fluido. Cuando t =0 la
ecuacion de Maxwell-Ostwald se transforma en la ley de potenciay para n=1 se convierte

en la ley de la viscosidad de Newton; por consiguiente, la desviacidon del valor de n con

respecto a la unidad es una medida del grado de desviacion del comportamiento
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newtoniano. Cuando N<1 el comportamiento es pseudopldstico, mientras que para n>1

el fluido es dilatante. Mientras que, para t, >0 el fluido siempre se comporta como no-

newtoniano independientemente de la potencia.

Combinado la ecuacién de Maxwell-Ostwald con la ecuacidon de movimiento se llega
a una sola ecuacién que describe el flujo a través del tubo en términos de los parametros

fisicos y reolégico del fluido

o, ov
t zZ4 -2 |=p"V
p(”‘ ot atj 7 (

Para poder adimensionalizar el problema, se proponen los siguientes cambios de

o,
or

n-1
ov. 0
—Z |-t —(VP)-VP 3.49
arJ mat( ) (3.49)

variables

v r — tVv.. _ tV._ - z — R™P R"

VZ: z ’52—’1: = max’tm:m'Z:_’P: ; ’Re: p — (3.50)
Vi R R R L UV L uVo

donde V,_, es la velocidad maxima del fluido, R es el radio del tubo circulary L es la

longitud del tubo. Re es el numero de Reynolds. Utilizando las variables adimensionales
mencionados anteriormente y teniendo en cuenta un bajo nimero de Reynolds, las ecuaciones que

gobiernan al fluido por la ley de potencia se reduce a

A ARY]
Re[“ﬁ+ﬁj‘§aé :

“ov,) _ooP oP
T ——-— (3.51)
o | Mot ez oz

o,

4

3.2.3 Operacion periodica

La operacidn periddica del fluido dentro del tubo se induce por el gradiente de

presidn oscilatorio. La funcion forzada esta dada por

VP=VP+A sen(at) (3.52)
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donde el gradiente de presién —VP oscila con una amplitud A,, frecuencia w, alrededor

del promedio VP . De esta manera, la dindmica forzada del flujo esta gobernada por

o, o, 1o |ov["av,| - —
R 2 |l=—— £ -t t)—VP - t )
e( = —Z+ at_] T {f p aé} A wcos(ot) A sen(wt) (3.53)

Esta ultima ecuacion se resolvera en la siguiente seccion mediante el método de

balance de primeros harmadnicos, con el fin de mostrar el mejoramiento del caudal.
3.2.4 Balance de primeros harmonicos

Proponiendo que la velocidad de salida puede ser aproximada por la sefal

harmonica
V,(£1)=(v,(&))+ B(&)sen(al + @(&)) (3.54)

donde B(f)y <VZ(§)> son la amplitud y la velocidad de salida del fluido (dependientes del

radio), respectivamente. Sustituyendo esta aproximacion en la ecuacién (3.53) se obtiene

Re[ -1, B(£)o’sen(at + (&) +B(¢)wcos(at +@(£))]=p((v, (&) + B(£)sen(ot +d(£)))
-1, A ocos(or) - VP- A sen(ot)
(3.55)

Para poder usar el método de primeros harmodnicos, la no linealidad se aproxima

por medio de las bases de primeros harménicos de las series de Fourier
{Lsen(at +®(¢)),co8(af +o(&))| (3.56)

Definiendo 77 = ot + q)(f) Por simplicidad, se introduce la siguiente notacién
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n-1 avz
o¢ ]J (3.57)

Entonces,

o(m:6,B.(V,)) = a(&,B.(v,)) + B(&,B{v,))sen(n) + 7 (&, B.(\,))co (%)

(3.58)

donde los coeficientes {0{(5, B,<VZ>),ﬂ(§, B,<VZ>),}/(§, B,<VZ>)} estan dados por

&8V = o | ol B () (3.59)
HEB() = [ o B (V.o (B (3.60
BB = [ 00,8, (v, ) sen .61

Como se puede notar, los coeficientes depende del radio &, de la amplitud B(f)y

de la velocidad promedio <VZ>. Introduciendo la siguiente notacion

Fo(&.B.(v,))=a(£,B,(v,))-VP (3.62)
F(&,B,(v,)) =Ret, B(&)w? + B(&,B,(v,)) (3.63)
F(1.00)=1(1.8.(v) - ReB(r)o a5

Usando estas expresiones [(3.59)-(3.61)] y sustituyéndolas en la ecuacién (3.53), se

obtiene
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Fo(¢.B.(V,))+ (R (&.B.(v,)))sen(al + @ (&))+(F,(£,B.(v,)))co (@f +(£))
—t, A ocos(wt ) - Apsen( wt)=0

(3.65)

Para obtener una expresién en términos de Sen(a)t_)y COS(a)t_), se utilizan las

identidades trigonométricas
sen(of +®(¢&)) = sen(at )cos(®(£)) + cos(al )sen(D(¢&)) (3.66)
cos( @t +®(&)) = cos(al )cos(D(¢))-sen(wl )sen(@(£))  (3.67)
Las cuales se sustituyen en la ecuacion (3.63) para obtener

[R(&.B{v.))co (9(5)) - F(&.B.(v,)) sen(@()) - A, |sen(al)
LR (&.B(v,))sen(®(£)) + (&, B.(v,))cos(@(¢)) - T, A0 |cos(al)  (3.68)
+Fy(£,B.(v,))=0

Como las bases son linealmente independientes, entonces se tienen las siguientes

identidades
F.(&,B.(v,))co (($))-F,(&,B,(v,))sen(@($))- A, =0 (3.69)
F(£,B,(v,))sen(@(£))+ F,(¢,Bv,))co (®(£))-T,A@=0  (3.70)

F(&.B,(v,))=0 (3.71)

El sistema de ecuaciones [(3.69)-(3.71))] que representa la operacién periddica del

flujo del fluido esta dado ahora por ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo grado, y

asi, determinar implicitamente los valores de la velocidad promedio <VZ>, la fase CD(§)

como para la amplitud B(f) En el caso de un fluido Newtoniano (n:l) el flujo no
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representa ninguna ganancia en el sistema de transporte, con lo que se obtiene las

siguientes ecuaciones,

10v) ) o5,

2 - (3.72)
¢ 0s  O¢

—ReB(r)a)}sen(CD(é‘))

B jmn
, (3.73)

£ 0F 0F 0
0B 10B BRO)
{ o5 T roe P75z

+ Reth(.f)a)z}cos(d)(f)) +A =0

B(§)od 0B oD
{TE+ 2£E+ ReB(e‘)w}COS(CD(f))

0°B 1B 0°D
{a«:"‘ "ree PO

(3.74)

+ Reth(é)wz}sen((D(f)) +t,A =0

Se puede observar que la velocidad promedio <VZ> es independiente de la amplitud
A Y de la frecuencia @w. En el caso general, se puede resolver numéricamente las tres

expresiones no lineales dadas por las ecuaciones [(3.69)-(3.71). La aproximacién numérica

para la solucién de las ecuaciones [(3.69)-(3.71) se realizd por medio del método de

Newton-Raphson. En contraste con el caso lineal, el valor promedio <VZ> depende de la

amplitud A y de la frecuencia @ para la sefial forzada VP =VP + Apsen(a)t_) En este
caso, las no-linealidades que involucran la dinamica del flujo a través del tubo juegan un

papel importante en la desviacidn del valor promedio <VZ> al valor al estado estacionario.

3.2.5 Resultados

Los resultados se muestran en términos de los cambios en los tiempos promedio del

caudal con respecto a la velocidad de flujo volumétrico en condiciones estacionarias, para

55

——
| —



una gradiente de presién promedio VP =10, una amplitud A,y frecuencia @. El cambio

del caudal A<Q> esta dado por

A(Q) = (@—_Q] x 100, (3.75)

S

donde Q. es el caudal en estado estacionario y <Q> es el caudal promedio. La velocidad

volumétrica de flujo adimensional Q puede calcularse de la siguiente forma

2

Q= ﬁvzidéde (3.76)

3.2.5.1 Ley de potencia

Como se menciono anteriormente cuando se tiene t. =0 para la ecuacién (3.49), el

fluido sigue el comportamiento regido por la ley de potencia (ley de Ostwald-Waele). El

efecto de perturbar el flujo del fluido no-Newtoniano para diferentes valores de n, A’y

Re se muestra en la Figura 3.6, donde es posible identificar lo siguiente:
Numero de potencia, n

Cuando n=1 (fluido newtoniano), el cambio promedio caudal del fluido permanece
constante para cualquier valor de la frecuencia, lo cual es de esperarse ya que para que los
cambios en el sistema solo estan dados bajo efectos de la no-linealidad. Con n <1 (fluido

pseudopldstico) y a frecuencias bajas, se incrementa el desempefio del caudal, siendo el
valor maximo de A<Q> =17% y 5% para n=0.6 y 0.8, respectivamente. Sin embargo, para

n>1 el caudal resulta perjudicado en todo el dominio de la frecuencia, esto debido a la
caracteristica dilatante del fluido lo cual no es deseable en el sentido de requerimiento

energético.
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Numero de Reynolds, Re

Una vez mostrado el efecto de n en el transporte del fluido a través de la tuberia
circular, es importante analizar el numero de Reynolds (Re) que permite relacionar la
velocidad del fluido con las propiedades (viscosidad, densidad) y dimensiones del fluido
(diametro del tubo). Para un mismo valor del indice de potencia (n < 1) al aumentar el Re,

la curva que muestra el comportamiento Q vs @ desciende a una menor frecuencia hasta

llegar al estadio estacionario. Esto quiere decir que mientras mayor sea la velocidad del

fluido menor serd la aportacion de la sefial forzada VP = VP + Apsen(a)t) .

18-
A=75
304
-n=06f T[T

o N n=0.8| A n=0.6
X i 254 —n=1
A 12- =1 n=15
(\? -—-n=15 <
S o %4 .
kel S 154
£ £
E Z
= g ] A=25
g 3 = )
8 ]

0 = S 0

A=25
-34 —. 5 A=5
AST5
-6 T T T T T -10 T T T 1
0.01 0.1 1 10 100 1000 001 01 1 10 100
Frecuencia, ® Frecuencia, ®

Figura 3.6. Cambio del caudal promedio A<Q> como funcién de la frecuencia. (a) Para una amplitud,

A, =5 y diferentes Re=0.1,1y10 . (b) Para diferentes Ap y Re=1.

Amplitud, A,

La amplitud de entrada A,, puede ser vista como el efecto de variar la potencia de

una bomba, mientras mayor sea A, mayor serd el bombeo y por ende mayor sera el flujo.
En la figura 3.6b se observa los perfiles de A<Q> para diferentes valores de A,, a medida

gue se aumenta la amplitud mayor es A<Q> paran<1, obteniendo un incremento de hasta
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el 30% para A, =7.5. Cuando Nn>1 no existe ganancia del caudal y se obtiene un

decremento hasta del 6%.
3.2.5.2 Ecuacion de Maxwell-Ostwald

Al introducir el tiempo de relajacion se recupera la ecuacién de Maxwell-Ostwald.

En este caso, a diferencia de la ley de potencia, el valor mdximo no se encuentra a las
condiciones no dindmicas @ — 0. De hecho, A<Q> muestra un maximo a frecuencias
resonantes diferentes de cero. Los perfiles Q para n<1 indican la influencia de los tiempos
de relajacion sobre el fluido no newtoniano. Se puede apreciar que al incrementarel t_,

disminuyen los esfuerzos cortantes. Este comportamiento puede verse en la Figura 3.a y

corresponde con estudios experimentales, donde se ha demostrado la contribucién de la
sefial periddica forzada VP=VP+ Apsen(a)t) (Dapra y Scarpi, G. (2007); Lima y Rey

(2006)).

Differencia Caudal, A<Q> %

Frecuencia,m Frecuencia, ®

Figura 3.7. Cambio del caudal promedio A<Q> como funcidn de la frecuencia para el modelo de Maxwell-

Ostwald a diferentes valores de t,,con A =7.5y Re=1.

Para todos los valores de tm, es posible identificar tres regiones: i) a)<0.1’

A<Q>—>16% , i) 0.l<w<40 |, el A<Q> incrementa hasta alcanzar varios maximos,

mostrando efectos de resonancia debido a las no- linealidades v iii) @ > 40, A<Q> —0.El
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punto méximo del A(Q) disminuye cuando b disminuye. Este efecto puede apreciarse

con mayor intensidad cuando el numero de Reynolds disminuye (incremento en la
velocidad del fluido). En el caso contrario, cuando n>1, la Figura 3.7b muestra un

comportamiento andlogo dentro de la tres regiones, con la siguientes diferencias: i)

60<0-1,A<Q>—>—70% , i) 01<w<40, ¢ A(Q) disminuye hasta alcanzar varios

minimos y iii) @ > 40, A<Q> —0.
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4. Conclusiones Generales

En este trabajo, se desarrollaron esquemas para obtener soluciones analiticas y
numéricas para diversos problemas de transporte (difusidn, reaccién, transporte de
fluidos) descritos por ecuaciones diferenciales parciales con derivadas enteras vy
fraccionales. Las metodologias realizadas son la generalizacidn de los esquemas reportados
por Alvarez-Ramirez y col. que describen la obtencién de la solucién del problema en
respuesta en frecuencia (2005) y del método de balance de primeros harmodnicos (2011).
Basados en estos trabajos se resolvieron diferentes sistemas de transporte, tales como, i)
Calculo del factor de efectividad con difusién no Fickiana, ii) Andlisis del desempefio de un
bioreactor continuo, iii) Calculo del caudal de un fluido no-newtoniano a través de un tubo

circular.
4.1 Respuesta en Frecuencia
4.1.1 Factor de efectividad de pastillas cataliticas con difusion anémala

Se presentd una extensién del clasico factor de efectividad (FE) a condiciones
dinamicas. Para esto, el FE se interpreta como un operador que transforma la velocidade
de reaccidn a las condiciones de la superficie en la particula. En base a esta interpretacién,
se definid al factor de efectividad dinamico (DEF) como un operador lineal que transforma
las seiiales de la reaccion de la superficie a las condiciones de la particula. De esta forma, el
FED contiene cierta informacidon del desempefio de la particula bajo perturbaciones
dindmicas. Para lo tipo tipicos de geometrias, el calculo del FED puede obtenerse
facilmente a partir de las expresiones no dinamicas al sustituir directamente el médulo de
Thiele por el médulo de Thiele dindmico. Las ecuaciones de reaccion-difusion con derivadas
de orden fraccional O<a <2 pueden describir fendmenos de difusion andmala. En
procesos isotérmicos, el orden de la derivada indica que tan importante es el transporte
difusivo en el sistema de reaccion-difusion bajo condiciones de perturbaciones dinamicas,
esto es, cuando a <1 se incrementa la resistencia al transporte interno, conduciendo a la

disminucion del factor de efectividad con respecto a la ecuacion de Cattaneo-Vernotte de
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orden entero. En el caso contrario, cuando « >1 la resistencia a la difusidon interna
disminuye y aumenta la velocidad de reaccién intrinseca, lo cual se ve reflejado en el

aumento considerable del factor de efectividad.

Debido a que el orden de la derivada indica la importancia de la difusion interna,
entonces para un valor dado de @. El valor del factor de efectividad muestra el valor mas

grande cuando a = 2.

Los resultados presentados muestran que el concepto del FED puede ser una
herramienta util para analizar el desempefo de los procesos de reaccion-difusion bajo
perturbaciones dindamicas. En particular, estos resultados pueden proporcionar algunas
ideas para el 6ptimo funcionamiento de las particulas del catalizador en condiciones

periddicas llevando a un mayor rendimiento en comparacion con el estado estacionario.

4.2 Balance de primeros harmoénicos

Se presenta una aproximacion basada en el balance de primeros harménicos, para
evaluar de manera rdpida la operacion periddica de sistemas de transporte, como son: i) el
desempefio de un bioreactor continuo vy ii) el trasporte de fluidos no-newtonianos. La
aproximacién es simple en cuanto a la manipulacién algebraica y de conceptos,
involucrando solamente identidades trigonométricas y la aproximacién de las no
linealidades por medio de las bases de Fourier en primero harmodnicos. La metodologia,
aplicada a los casos i) y ii) llevan a resultados comparables con la simulacién directa.
Aunque es posible utilizar respuestas periddicas mas complejas con efectos de harmdnicos
de mayor orden. Los resultados muestran la facilidad de la aproximacién de primeros

harmaonicos para proporcionar predicciones rapidas y confiables.

4.2.1 Analisis de la operacion periodica de un Bioreactor

Los resultados muestran que las diferencias entre la velocidad de crecimiento
especifica y el consumo del sustrato juegan un papel importante para obtener mejoras en

la produccion promedio de la biomasa. De hecho, la operacién periddica de un bioreactor
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con rendimiento constante provoca un decremento en la producciéon del a biomasa,
mientras que al incorporar la dependencia del sustrato en la funcién de rendimiento, se

presenta cambios positivos en la produccidn.
4.2.2 Operacion periodica para fluidos no newtonianos

Con el fin de mostrar el alcance del método de primeros harmdnicos, se abordo la
operacion periddica para el flujo de un fluido no-newtonianos a través de una tuberia
circular en donde se involucran ecuaciones diferenciales parciales. En este caso, la
respuesta en frecuencia para la sefal forzada del gradiente de presién se obtiene al
resolver numéricamente el sistema de tres ecuaciones, donde ahora estas ecuaciones
involucran terminados diferenciales. El comportamiento reoldgico del fluido esta descrito
por los dos parametros del modelo de Maxwell-Ostwald, que son: la potencia n y el tiempo

de relajacién . Estos parametros muestran lo sensible que es el comportamiento del

fluido. La solucion se encontrd al aproximar el término no lineal por las bases de Fourier

con coeficientes dependiente de la coordenada radial.

Cuando t, =0, se puede ver solo la influencia de n en el desempefio del caudal. A

medida que N—>0 el caudal muestra un mejoramiento mayor con respecto al estado
estacionario para un amplio rango de la frecuencia, mientras que n tiende a aumentar mas
alla de la unidad el sistema es perjudicado requiriendo un mayor gasto desplazar el fluido.
Sin embargo, al introducir el tiempo de relajacién que permite una velocidad de

propagacion finita, el caudal maximo se obtiene en un rango intermedio de la frecuencia.

Los efectos de mejoramiento del caudal se vuelven menos significantes para valores de

Reynolds muy grandes y valores de la potencia cercanos a la unidad.
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