
División en ciencias básicas e ingenieŕıa
Universidad Autónoma Metropolitana

Posgrado en Ciencias Matemáticas
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Al CONACYT por haberme apoyado económicamente durante mi estancia en
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Introducción

En esta tesis se abordarán temas de Teoŕıa de Juegos [15], a partir de lo cual
se desarrolla una variante de ésta, la cual es la Teoŕıa de Juegos S-modulares [21],
en particular, estudiaremos el caso de juegos no-cooperativos. Usando esta teoŕıa se
desarrolla el modelado de Ĺıneas de Espera en Tándem, comenzando con las nociones
básicas de cada una de las teoŕıas (Teoŕıa de Juegos y Teoŕıa de Colas) hasta abor-
dar lo que son los juegos no cooperativos con estructura de S-modularidad, donde a
partir de ciertas condiciones en el espacio de estrategias y las funciones de pago de
cada uno de los jugadores, obtendremos la existencia, la estabilidad y la unicidad de
los puntos de equilibrio de Nash en dichos juegos.

En los juegos S-modulares podemos encontrar una amplia variedad de aplicacio-
nes:

a) en redes inalámbricas de comunicación [3] y [7],

b) en la programación del consumo de enerǵıa de un hogar [2],

c) el consumo de enerǵıa residencial [19],

d) en las redes tácticas radio cognitivas [16], etcétera.

Los objetivos de este trabajo son:

i) Analizar y desarrollar los juegos S-modulares a partir de la interpretación de
los juegos supermodulares y submodulares, observando que a través de las pro-
piedades de estos juegos obtenemos equilibrios de Nash.

ii) Estudiar los sistemas de ĺıneas de espera a partir de la Teoŕıa de Juegos S-
modulares no-cooperativos, con la cual nos permitirá comenzar con tasas de
servicio variables y no fijas, obteniendo de esta manera el control óptimo de
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estos Sistemas de Espera en Tándem, maximizando las funciones de pago de
los servidores, interpretando condiciones que garantizarán existencia, unicidad
y estabilidad de los puntos de equilibrio en este tipo de Sistemas Tándem, sin
necesidad de hacer uso de los Teoremas de punto fijo (Kakutani [11], Brouwer
[24]).

A partir de esta tesis se podrá conocer y analizar ciertas aplicaciones de la Teoŕıa
de Colas (algunos ejemplos podemos encontrarlos en [1], [8], [10], [12]) en particular
en los Sistemas de Espera Tándem sin salida comenzando con el desarrollo de la
Teoŕıa de Juegos S-modulares [21] desde la interpretación de látices y sublátices,
siguiendo con la caracterización de los juegos de equilibrio y hasta llegar al algo-
ritmo para obtener los puntos de equilibrio de los juegos supermodulares, que nos
servirán como referencia para el desarrollo de los juegos S-modulares, ya que la S-
modularidad es un caso general de los juegos supermodulares y submodulares.

En consecuencia de lo anterior se desarrollará la teoŕıa general de la Teoŕıa de
Colas en Tándem enfocándonos principalmente en los sistemas de Ĺıneas de Espera
en Tándem sin salidas entre los servidores, para después combinar las dos teoŕıas
y desarrollar un sistema de ĺıneas de espera como un juego S-modular, donde los
jugadores serán los servidores, de esta manera obtener tasas de servicio óptimas.

En el caṕıtulo 1, desarrollaremos ciertos tipos de sistemas de espera, iniciando
por el principal y básico sistema de ĺıneas de espera M/M/1, donde este sistema
describe entradas y salidas de tipo Poisson con atención por parte de un solo ser-
vidor, al igual que este sistema se expone el sistema de ĺıneas de espera M/M/S,
que al igual que el sistema M/M/1 tiene entradas y salidas de tipo Poisson pero con
atención a clientes por parte de s servidores. Por último, se analiza el Sistema de
Ĺıneas de Espera en Tándem donde se presentará anticipadamente el Teorema de
Burke y usando la información obtenida a través del desarrollo de las colas M/M/1
y M/M/S, obtendremos el número promedio de clientes en el sistema y la cantidad
promedio de tiempo que los clientes pasan en el Sistema Tándem, el cual es un sis-
tema que describe una ĺınea de espera con n servidores conectados uno tras otro,
donde la única salida es cuando se concluye el servicio en el último servidor.

En el caṕıtulo 2, mostraremos y desarrollaremos definiciones importantes sobre la
supermodularidad y la submodularidad, empezando desde las definiciones de látices
y sublátices entre las cuales se mostrará la definición de monotonicidad, después pro-
seguiremos con propiedades topológicas tales como compacidad y aśı definir la com-
pletez para látices, además de definir puntos fijos para funciones y correspondencias.
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Luego se mostrarán funciones supermodulares, el conjunto de soluciones óptimas de
tales funciones, en seguida de estos temas desarrollaremos las definiciones de lo que
es un juego supermodular, aśı como la existencia de los puntos de equilibrio en estos
juegos (para juegos no cooperativos) y concluiremos este caṕıtulo con los algoritmos
de optimización de Round Robin para las condiciones de convergencia en los juegos
supermodulares.

En el caṕıtulo 3, se mostrarán las condiciones generales necesarias que deter-
minan la existencia, estabilidad y unicidad de los puntos de equilibrio en juegos S-
modulares, donde mostraremos condiciones generales para juegos cóncavos n-persona-
les. También se abordarán ciertos ejemplos de la Teoŕıa S-modular, aplicando ésta
espećıficamente en sistemas de ĺıneas de espera con servidores en la modalidad de
Sistemas Tándem, se comienza con la representación del algoritmo Round Robin pa-
ra un sistema con dos servidores y más adelante el algoritmo de Round Robin para
un sistema con n-servidores, donde se analizará la S-modularidad que es la generali-
zación de la supermodularidad y submodularidad simultáneamente, concluyendo con
un caso de bifurcación en este tipo de juego obteniendo una condición que garantiza
que el punto de equilibrio es único.

Finalmente en el caṕıtulo 4 se presentarán las conclusiones y perspectivas de esta
tesis.
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Caṕıtulo 1

Preliminares de Sistemas de Espera

1.1. Introducción
Este caṕıtulo está basado en [6], [10], [11], [12], [15], [17], [24] que se usan como

referencia para desarrollar éste, comenzaremos explicando la notación clásica de la
Teoŕıa de Colas, empezando con una breve explicación de la notación de Kendall-Lee,
después se señala la fórmula de Little y se desarrolla el sistema clásico de la Teoŕıa
de Colas, abordando y desarrollando el sistema M/M/1; más adelante el sistema
M/M/S y a partir de estos sistema junto con el Teorema de Burke, extendemos al
Sistema deCcolas Tándem junto con las fórmulas para calcular el número promedio
de clientes en el sistema y la cantidad promedio de tiempo que un cliente pasa en el
sistema.

1.2. Antecedentes
Para la descripción de cualquier sistema de colas requerimos de la especificación

de tres partes:
1. Los procesos de arribo.

2. El mecanismo de servicio, tal como el número de servidores y la distribución
de tiempo de servicio.

3. La disciplina de la cola.
Notación 1.1. Kendall-Lee

La notación A/B/S/K es usada para clasificar un sistema de colas, donde:

4



• A especifica el tipo de procesos de arribo.

• B denota la distribución del tiempo de servicio.

• s denota el número de servidores en el sistema.

• K denota la capacidad del sistema (haciendo referencia al máximo número de
clientes que puede haber en el sistema).

En muchas ocasiones K no se especifica, se llega a considerar que la capacidad
del sistema es ilimitada.

Algunas cantidades básicas del sistema de colas son las siguientes:

L: El número promedio de clientes en el sistema.

Lq: El número promedio de clientes esperando en la cola.

Ls: El número promedio de clientes en el servicio.

W : La cantidad promedio de tiempo que un cliente pasa en el sistema.

Wq: La cantidad promedio de tiempo que un cliente pasa esperando en el sistema.

Ws: La cantidad promedio de tiempo que un cliente pasa en servicio.

Muchas relaciones útiles entre las anteriores y otras cantidades de interés pueden
ser obtenidas usando la siguiente identidad de costo básica.

Nota 1.2. La tasa promedio de entrada al sistema es igual a λ por la cantidad
promedio que paga un cliente que ingresa, donde λ está dada por

λ= ĺım
t→∞

X(t)
t

. (1.1)

Donde λ es la tasa promedio de llegada de clientes que ingresan y X(t) denota el
número de clientes que llegan al tiempo t, t≥ 0.

La Fórmula de Little está dada de la siguiente manera

L= λW, (1.2)
de donde suponemos que cada cliente paga una cierta cantidad por unidad de tiempo
mientras se encuentra en el sistema, una consecuencia de 1.1 (ver [9], página 52).
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Observación 1.3. Una variante de la ecuación 1.1, mientras el cliente se encuentra
en la cola produce la siguiente ecuación:

Lq = λWq, (1.3)

y de igual manera, mientras el cliente se encuentra en el sistema, la ecuación 1.1
produce la siguiente ecuación:

Ls = λWs. (1.4)

Observación 1.4. Las ecuaciones 1.2, 1.3 y 1.4 son válidas para casi todos los siste-
mas de colas, independientemente del proceso de llegada, el número de servidores o
la disciplina de la cola (ver [5], página 2).

Definición 1.5. Diremos que un sistema de colas se encuentra en estado Sn si hay
n clientes en el sistema incluyendo si estos estós están siendo atendidos por algún
servidor.

Definición 1.6. Si el sistema está en el estado Sn, sólo puede hacer transición al
estado Sn−1 o al estado Sn+1, con n > 1, que significa que un cliente completa
el servicio y deja el sistema o mientras el cliente actual está siendo atendido otro
cliente arriba al sistema, de S0 la única transición únicamente puede ser a S1.

Si el sistema se encuentra en el estado Sn en el tiempo t, la probabilidad de
transición al estado Sn+1 en el intervalo de tiempo (t, t+∆t) es an∆t. Nos referiremos
a an como el parámetro de llegada (llamado parámetro de nacimiento).

Si el sistema se encuentra en el estado Sn en el tiempo t, la probabilidad de
transición al estado Sn−1 en el intervalo de tiempo (t, t+∆t) es dn∆t. Nos referiremos
a dn como el parámetro de partida (llamado parámetro de muerte).

Notación 1.7. La probabilidad de que un sistema de colas se encuentre en el estado
Sn en el tiempo t, t≥ 0 es,

pn(t) = P{N(t) = n}, n= 0,1, . . . (1.5)

Donde N(t) es el proceso de Markov que toma el valor n cuando el sistema de
colas está en el estado Sn:

A continuación presentamos ecuaciones fundamentales recursivas para N(t),
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p′n(t) =−(an + dn)pn(t) + an−1pn−1(t) + dn+1pn+1(t), n > 1
p′0(t) =−(a0 + d0)p0(t) + d1p1(t)

(1.6)

Donde asumiremos que en el estado estable (ver [18], página 390) se cumple que:

ĺım
t→∞

pn(t) = pn. (1.7)

Haciendo que p′n(t) = 0 y p′0(t) = 0 en 1.6, obtenemos las siguientes ecuaciones
recursivas de estado estable (ver [18], página 390).

(an + dn)pn(t) = an−1pn−1(t) + dn+1pn+1(t), n > 1, (1.8)
y para el caso cuando d0 = 0:

a0p0(t) = d1p1(t). (1.9)
Las ecuaciones 1.8 y 1.9 se conocen como ecuaciones de equilibrio de estado es-

table.

Resolviendo las ecuaciones 1.8 y 1.9 en términos de p0, obtenemos de manera
recursiva

p1 = a0
d1
p0,

pn = a0a1 . . .an−1
d1d2 . . .dn

p0,
(1.10)

donde p0 puede ser determinado por
∞∑
n=0

pn =
(

1 + a0
d1

+ a0a1
d1d2

+ . . .
)
p0 = 1. (1.11)

1.3. Sistemas de espera clásicos

1.3.1. Sistema de colas M/M/1
En esta sección presentaremos el sistema de colas más simple en los sistemas

de espera, que es, el sistema de colas M/M/1, éste tiene un proceso de arribo de
tipo Poisson con tasa λ (= tasa promedio de llegada) y el tiempo de servicio en
este sistema se distribuye exponencialmente con parámetro µ (= tasa promedio de
servicio), ésto se ejemplifica abajo en el diagrama de la Figura 1.
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cola servidor
Llegadas Salidas

Figura 1: Diagrama de un Sistema de Espera M/M/1.

Entonces, este sistema de colas M/M/1 en tiempo t es un proceso de nacimiento
y muerte con los siguientes parámetros de estado independientes:

an = λ, n > 0, dn = µ, n > 1. (1.12)
Con estas restricciones y usando las ecuaciones 1.10, 1.11 y que λ/µ < 1 obtene-

mos

p0 = 1− λ

µ
= 1− ρ, y (1.13)

pn =
(

1− λ

µ

)(
λ

µ

)n
= (1− ρ)ρn, n≥ 1. (1.14)

Lo que implica que el servidor, en promedio, debe procesar a los clientes más
rápido que el promedio de su tasa de llegada; de lo contrario, la longitud de la cola
(el número de clientes que esperan en la cola) tiende a infinito. La relación ρ = λ/µ
a veces se denomina intensidad de tráfico del sistema.

Definición 1.8. La intensidad de tráfico del sistema es:

Intensidad de tráfico = tiempo de servicio promedio
tiempo de llegada promedio = tasa de llegada promedio

tasa de servicio promedio .

Definición 1.9. El número promedio de clientes en el sistema M/M/1 está dado por:

L= ρ

1− ρ = λ

µ−λ
. (1.15)

Entonces, ajustando 1.2, 1.3 y 1.4, obtenemos, la cantidad promedio de tiempo
que un cliente pasa en el sistema, la cantidad de tiempo promedio que un cliente
pasa esperando en la cola y el número promedio de clientes esperando en la cola,
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W = 1
µ−λ

= 1
µ(1− ρ) , (1.16)

Wq = λ

µ(µ−λ) = ρ

µ(1− ρ) , (1.17)

Lq = λ2

µ(µ−λ) = ρ2

(1− ρ) . (1.18)

1.3.2. Sistema de colas M/M/S

En esta sección se desarrollará al igual que en la subsección anterior el sistema de
colas M/M/S, que es un proceso de arribo de tipo Poisson con tasa λ y cada uno de
los s servidores en el sistema tiene un tiempo de servicio exponencial con parámetro
µ, pero se trata con más servidores aśı como se muestra en el diagrama de la figura
2, con 3 servidores.

cola servidor

servidor

servidor

Llegadas Salidas

Salidas

Salidas

Figura 2: Diagrama de un sistema de espera M/M/S.

Entonces el sistema de colas M/M/S en tiempo t, t ≥ 0 es un proceso de naci-
miento y muerte con los siguientes parámetros:
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an = λ, n > 0,
nµ, 0< n < s

sµ, n > s.
(1.19)

Tomar en cuenta que el parámetro de salida dn depende del estado del sistema.
Entonces de las ecuaciones 1.10 y 1.11 obtenemos:

p0 =
s−1∑
n=0

sρ

n! + (sρ)s
s!(1− ρ)

−1

, y (1.20)

pn =



(sρ)n
n! p0, n < s

ρnss

s! p0, n > s,

(1.21)

donde ρ= λ/(sµ)< 1.

Tomaremos en cuenta que la relación ρ = λ/(sµ) es la intensidad de tráfico del
sistema de colas M/M/S. El número promedio de clientes en el sistema y el número
promedio de clientes en la cola están dados, respectivamente, por:

L= λ

µ
+ ρ(sρ)s
s!(1− ρ)2p0, (1.22)

Lq = ρ(sρ)s
s!(1− ρ)2p0 = L− λ

µ
. (1.23)

Por las ecuaciones 1.2 y 1.3 y las cantidades W y Wq están dados por:
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W = L

λ
, (1.24)

Wq = Lq
λ

=W − 1
λ
. (1.25)

1.4. Teorema de Burke
En esta sección enunciaremos y demostraremos el Teorema de Burke, el cual será

de gran importancia para desarrollar la sección posterior, que es el Sistema de Colas
en Tándem. El Teorema de Burke demuestra que el proceso de salida de una cola
M/M/S sin salidas entre servidores, estable y estacionaria con tasa de llegada λ es
un proceso de Poisson de tasa λ en el equilibrio.

Los detalles de la hipótesis son como sigue: suponemos una cola de una sola
etapa con entrada aleatoria de tipo Poisson, el intervalo promedio entre llegadas
tiene tamaño 1/λ, que es la probabilidad de que la llegada de un cliente durante
un intervalo de tamaño dt es tomado igual a λdt, dentro de infinitesimales de orden
superior, independiente del estado del sistema antes del tiempo t, tiempos de llegada
de clientes anteriores o cualquier otra condición.

Bajo estas suposiciones y la condición adicional sµ/λ > 1, es bien sabido que
hay una distribución de equilibrio de los estados (número de clientes en el sistema).
Además esta distribución es la misma que la de los estados encontrados por los
clientes que ingresan en el sistema.

Todos los clientes cuando entran al sistema permanecerán hasta que hayan re-
cibido el servicio. De lo contrario, la disciplina de la cola o el orden del servicio es
irrelevante, ya que la salida y no lo que ocasiona el retraso es de interés para el
sistema de ĺıneas de espera.

Con el fin de mostrar que la distribución de equilibrio del número de clientes
completando el servicio durante un intervalo arbitrario de tamaño T es Poisson con
parámetro λT , un resultado equivalente es que los intervalos de tiempo entre su-
cesivas finalizaciones de clientes son independientemente distribuidas con la misma
distribución exponencial como los intervalos de tiempo entre llegadas, se obtendrá.

Debido a la aleatoriedad de la entrada y a la distribución exponencial de tiempo
de retención, el proceso de salida es markoviano con respecto al estado del sistema, es
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decir, dado el estado del sistema en cualquier momento t, no hay más conocimiento
sobre la distribución de salida subsecuente a t se obtiene de la historia anterior del
sistema. Se mostrará que un intervalo entre las partes y el estado del sistema al final
del intervalo son independientes en el equilibrio. Junto con la propiedad markoviana,
esta independencia implica que todos los intervalos entre las partes son independien-
tes. Se mostrará simultáneamente que la distribución de equilibrio de un intervalo
entre partidas es exponencial, y por lo tanto se sigue que la distribución de salida, o
la distribución de terminaciones de los clientes, es Poisson.

Teorema 1.10. (Teorema de Burke)

Considere un sistema de colas con entrada de tipo Poisson y supongamos una
ĺınea de espera única sin abandonos con tiempos de servicio exponencial indepen-
dientes distribuidos de manera idéntica. Entonces, la distribución de equilibrio del
número de terminaciones de servicio en un intervalo de tiempo arbitrario será igual
a la distribución de entrada (Poisson), para cualquier cantidad de servidores.

Demostración

Sea T la variable aleatoria que representará el tiempo entre las salidas sucesivas
(es decir, los tiempos entre partidas)

Fn(t) = P{N(t) = n,T > t},

entonce Fn(t) es la probabilidad conjunta de que haya n clientes en el sistema en
un momento t > 0 después de la última partida y que t es menor que el tiempo entre
partidas, es decir que no se ha producido otra partida. La distribución acumulada
de la variable aletoria T , la cual denotaremos con C(t), estará dada por:

C(t) = P{T ≤ t}= 1−
∞∑
n=0

Fn(t),

el resultado anterior se da, considerando que:
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∞∑
n=0

Fn(t) = P{T > t}.

Para encontrar C(t), es necesario encontrar primero Fn(t). Para esto, podemos
escribir las siguientes ecuaciones de diferencia con respecto a Fn(t):

Fn(t+∆t) = (1−λ∆t)(1− cµ∆t)Fn(t) +λ∆t(1− cµ∆t)Fn−1(t) + o(∆t),
cuando c≤ n,

Fn(t+∆t) = (1−λ∆t)(1−nµ∆t)Fn(t) +λ∆t(1−nµ∆t)Fn−1(t) + o(∆t),
cuando 1≤ n≤ c, y

F0(t+∆t) = (1−λ∆t)F0(t) + o(∆t). (1.26)

Restando Fn(t) de cada lado de las ecuaciones anteriores y dividiendo ambos
lados por ∆t, y tomando el ĺımite ∆t→ 0, obtenemos las siguientes ecuaciones:

dFn(t)
dt

= −(λ+ cµ)Fn(t) +λFn−1(t) cuando c≤ n,

dFn(t)
dt

= −(λ+nµ)Fn(t) +λFn−1(t) cuando 1≤ n≤ c,

dF0(t)
dt

= −(λ)F0(t). (1.27)

Usando la condición de ĺımite

Fn(0) = P{N(0) = n,T > 0}= P{N(0) = n}= pn,

Fn(t) = pne
−λt, (1.28)
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recordando que para modelos M/M/S de la subsección 1.3.2, tenemos

pn+1 =


λ

(n+1)µpn, 1≤ n≤ c

λ
cµpn, c≤ n

(1.29)

y de aqúı que para obtener C(t), que es la distribución acumulada del tiempo
entre partidas usamos 1.28 y tenemos que:

C(t) = 1−
∞∑
n=0

pne
−λt = 1− e−λt

∞∑
n=0

pn = 1− e−λt,

de esta manera, mostramos que el tiempo entre partidas es exponencial.
Es también verdad que las variables aleatorias N(T ) y T son independientes y

que además que los tiempos de salida sucesivas entre partidas, uno del otro, son
independientes. �

Observación 1.11. El Teorema de Burke tiene aplicaciones en problemas de colas en
Tándem, en caṕıtulos posteriores se mostrarán algunos ejemplos.

1.5. Sistema de colas en tándem
Definición 1.12. Consideremos un sistema de 2 servidores en el cual los clientes

llegan con una tasa λ de tipo Poisson al servidor 1. Después de ser atendidos por el
servidor 1, se unen a la cola frente al servidor 2. Suponiendo que el espacio de espera
entre ambos servidores es infinito. Cada servidor sirve a un cliente a la vez con el
servidor i tomando un tiempo exponencial con tasa µi para un servicio, i= 1,2. Tal
sistema se llama tándem o sistema secuencial, (se ejemplifica este proceso a través
del diagrama que se muestra en la figura 3).

cola servidor ... cola servidor
Llegadas Salidas
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Figura 3: Diagrama de un Sistema de Espera en Tándem.

Para analizar este sistema, necesitamos hacer un seguimiento del número de clien-
tes en el servidor 1 y en el servidor 2.

Definición 1.13. Donde empezaremos por definir la probabilidad de transición en un
sólo paso y la denotaremos como Pn,m que será pasar del estado n al estado m en
un paso.

Donde (n,m) será la pareja que denota que hay n clientes en el servidor 1 y m
en el servidor 2 y las ecuaciones de balance son las siguientes:

Estado Tasa en la cual el proceso sale = tasa en la que el proceso entra
0,0 λP0,0 = µ2P0,1

n,0; n > 0 (λ+µ1)Pn,0 = µ2Pn,1 +λ2Pn−1,0

0,m; m > 0 (λ+µ2)P0,m = µ2P0,m+1 +µ1P1,m−1

n,m; nm > 0 (λ+µ1 +µ2)Pn,m = µ2Pn,m+1 +µ1Pn+1,m−1 +λPn−1,m

(1.30)
En lugar de resolver estas ecuaciones directamente notamos que la situación en el

servidor 1 es igual que en un modelo M/M/1. Ya que si lo analizamos con el Teorema
de Burke (enunciado y demostrado en la sección anterior), el cual nos menciona que,
una cadena de nacimiento y muerte puede analizarse como una cadena de tiempo
reversible y la salida de la cola M/M/1 será un proceso de Poisson con tasa λ y el
servidor 2 tendrá un análisis parecido a una cola M/M/1. Por lo tanto, la probabi-
lidad de que haya n clientes en el servidor 1 es:

P (n clientes en el servidor 1) =
(

1− λ

µ1

)(
λ

µ1

)n
,
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y similarmente

P (m clientes en el servidor 2) =
(

1− λ

µ2

)(
λ

µ2

)m
.

Ahora, si el número de clientes en el servidor 1 y 2 son variables aleatorias inde-
pendientes, entonces se sigue que:

Pn,m =
(
λ

µ1

)n(
1− λ

µ1

)(
λ

µ2

)m(
1− λ

µ2

)
.

Para verificar que Pn,m es de hecho igual a lo anterior (y se cumple que por lo
tanto el número de clientes en el servidor 1 es independiente del número de clientes
en el servidor 2), todo lo que necesitamos hacer es verificar que lo anterior satisfaga
las ecuaciones 1.30 esto es suficiente ya que sabemos que Pn,m es la única solución
de las ecuaciones 1.30.

Ahora L, el número promedio de clientes en el sistema, está dado por

L =
∑
n,m

(n+m)Pn,m

=
∑
n
n

(
1− λ

µ1

)(
λ

µ1

)n
+
∑
m
m

(
1− λ

µ2

)(
λ

µ2

)m

= λ

µ1−λ
+ λ

µ2−λ
. (1.31)

Y de aqúı se podrá observar que el tiempo promedio que un cliente espera en el
sistema es:

W = L

λ
= 1
µ1−λ

+ 1
µ2−λ

. (1.32)
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Observación 1.14. El resultado 1.30 pudo haber sido obtenido como consecuencia de
la reversibilidad (ver [18], página 250) del sistema M/M/1. Porque la reversibilidad
del tiempo no sólo implica que la salida del servidor 1 es un proceso de Poisson,
sino que también implica que el número de clientes en el servidor 1 es independiente
de los tiempos de salida anteriores del servidor 1 y estos últimos tiempos de salida
constituyen el proceso de llegada al servidor 2.

El resultado anterior puede ser sustancialmente generalizado. Para hacerlo, con-
sideremos un sistema de k servidores. Donde los clientes llegan desde el exterior del
sistema al servidor i, i = 1, . . . ,k, con una tasa ri; luego se unen a la cola en i hasta
que llega su turno al servicio. Una vez que el servidor i atiende a un cliente, éste
se une a la cola frente al servidor j, j = 1, . . . ,k, con probabilidad Pij . Por tanto, si∑k
j=1Pij ≤ 1 representa la suma de todas las probabilidades de pasar del servidor i

a los demás servidores, entonces, 1−∑k
j=1Pij representará la probabilidad de que

un cliente abandone el sistema después de ser atendido por el servidor i:

λj = rj +
k∑
i=1

λiPij , i= 1, . . . ,k. (1.33)

La ecuación anterior se sigue de que rj es la tasa de llegada de los clientes a j
viniendo del exterior del sistema y como λi es la tasa en la que salen los clientes
del servidor i (igual a la tasa de salida), λiPij será la tasa de llegada al servidor j
viniendo desde el servidor i. Resulta que el número de clientes en cada uno de los
servidores es independiente y de la forma:

P{n clientes en el servidor j}=
1− λj

µj

λj
µj

n,

donde µj es la tasa de servicio exponencial en el servidor j y las λj son la solu-
ción para la ecuación 1.33. Por supuesto, es necesario que λj

µj
< 1, ∀j. Para probar

esto, primero notamos que es equivalente afirmar que las probabilidades limitantes
P (n1,n2, . . . ,nk) = P{nj en el servidorj, j = 1, . . . ,k}, están dadas por:
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P (n1,n2, . . . ,nk) =
k∏
j=1

λj
µj

n1− λj
µj

, (1.34)

la cual puede ser verificada mostrando que satisface las ecuaciones de balance
para este modelo. El número promedio de clientes en el sistema es:

L =
k∑
i=1

número promedio en el servidor j

=
k∑
i=1

λj
µj −λj

.

El tiempo promedio que un cliente espera en el sistema puede ser obtenido de
L= λW con λ=∑k

j=1 rj y esto da paso a que W pueda representarse como:

W =

∑k
i=1

λj
µj −λj∑k
j=1 rj

.

Observación 1.15. El resultado incorporado en la ecuación 1.34 nos muestra que la
distribución del número de clientes en el servidor i es la misma que en un sistema
M/M/1 con tasas λi y µi

1.6. Conclusiones
En este caṕıtulo desarrollamos los sistemas de espera M/M/1 en equilibrio y el

Teorema de Burke, que nos dice que la distribución del tiempo entre salidas consecu-
tivas de este sistema es idéntica a la distribución del tiempo entre llegadas. De esta
manera obtenemos que la distribución de las salidas es la misma que la distribución
de las llegadas y no se afecta por el mecanismo de servicio (exponencial) y entonces
el análisis de un Sistema de Espera en Tándem es completamente parecido al sistema
M/M/1.
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Caṕıtulo 2

Juegos Supermodulares

2.1. Introducción
Esta sección está basada en: [2], [13], [17], [20], [21], [22] los cuales se tomaron

como referencia para la explicación y el desarrollo de la supermodularidad, hasta
obtener un algoritmo que nos permita obtener un criterio de existencia de equili-
brios, empezando con la construcción de la Teoŕıa de los Juegos Supermodulares,
definiendo los látices, propiedades de puntos fijos, funciones supermodulares que se
ocuparán de base para funciones S-modulares, entre otras hasta llegar al algoritmo
de Round Robin, el cual nos dice que por medio de ciertas condiciones en el espa-
cio de estrategias de cada uno de los jugadores, llegamos a la existencia de puntos
de equilibrio que nos garantiza un equilibrio de Nash sin ocupar directamente los
Teoremas de punto de fijo de Brouwer ([24], página 222) o de Kakutani [11].

2.2. Látices

2.2.1. Conjuntos parcialmente ordenados
En esta subsección comenzaremos definiendo algunas condiciones de interés y

útiles como son: relación binaria, conjunto parcialmente ordenado y cotas para con-
juntos, para aśı poder definir el concepto de látiz. Primero, daremos a conocer el
concepto de relación binaria, para que más adelante definamos lo que es un conjunto
parcialmente ordenado y se darán algunos ejemplos de las definiciones dadas.

Definición 2.1. Diremos que � es una relación binaria sobre un conjunto X, si para
cualesquiera x,y ∈X, se tiene que x� y es verdadero ó x� y es falso.
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Definición 2.2. X es un conjunto parcialmente ordenado si en él hay una relación
binaria � que cumple las siguientes propiedades:

a) Reflexividad: si x� x para cada x ∈X.

b) Transitividad: si x� y y y � z implican que x� z, para x,y,z ∈X.

c) Antisimetŕıa: si x� y y y � x implican que x= y, para x,y ∈X.

A � se le llama relación de orden.

Ejemplo 2.3. Los siguientes son conjuntos parcialmente ordenados:

1. R con la relación ≤, es decir, el orden usual en R.

2. Dado un conjunto X, el conjunto potencia, denotado por P(X), con la relación
⊆.

3. Sea I un conjunto de ı́ndices y Xi un conjunto parcialmente ordenado con la
relación �i, para cada i ∈ I; entonces el ejemplo es, el producto directo ∏i∈IXi,
con la relación �, dada por x � y, para x,y ∈ ∏i∈IXi, si xi �i yi, para cada
i ∈ I.

Ya que en un conjunto parcialmente ordenado, no siempre se cumple que x � y
ó y � x, para cualquier par x,y en él, esto da lugar a lo siguiente:

Definición 2.4. Se dice que x,y son comparables en X si x� y ó y � x, en otro caso,
x y y son incomparables.

Definición 2.5. Un conjunto parcialmente ordenado es una cadena si todos sus
elementos son comparables.

A continuación mencionaremos algunas nociones de cotas en conjuntos parcial-
mente ordenados, para tener un acercamiento al concepto de látiz.

Definición 2.6. Dado un conjunto parcialmente ordenado X y sea X ′ un subconjunto
dado de X. Diremos que y ∈X es una cota superior (inferior) de X ′ si x� y (y � x),
para cada x ∈ X ′, si además, de lo anterior, se cumple que y ∈ X ′, entonces y es el
elemento máximo (mı́nimo) de X ′.

Definición 2.7. Se dice que x ∈X ′ es un elemento maximal (minimal) de X ′ si no
existe y ∈X ′ tal que x� y (y � x).
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Observación 2.8. Todo elemento máximo es maximal, de manera análoga, todo ele-
mento mı́nimo es minimal.

Nota 2.9. En un conjunto parcialmente ordenado, los elementos máximos (mı́ni-
mos), si existen, son únicos. En cambio, puede que en el conjunto exista más de un
elemento maximal (minimal). Los elementos maximales (minimales) distintos no son
comparables.

Definición 2.10. Si el conjunto de cotas superiores de X tiene un elemento mı́nimo,
esta mı́nima cota superior es llamada supremo de X; similarmente, la máxima cota
inferior de X es llamada ı́nfimo.

Notación 2.11. Si consideramos X un conjunto parcialmente ordenado, y x,y ∈X,
y estos tienen una mı́nima cota superior en X, ésta se denota por x∨ y; de manera
similar, la máxima cota inferior en X de tales elementos, se denota por x∧ y.

2.2.2. Látices, sublátices y propiedades
Para esta subsección, definiremos los conceptos de látiz y sublátiz que serán unos

de los conceptos importantes para esta teoŕıa. Usando las definiciones de la subsec-
ción 2.2.1 y estos conceptos en caṕıtulos posteriores caracterizaremos los conjuntos
de perfiles de estrategias admisibles en los juegos S-modulares.

Definición 2.12. Un conjunto parcialmente ordenado que contiene la máxima cota
inferior (∨) y la mı́nima cota superior (∧) de cualquier pareja de elementos de este
conjunto, será denominado látiz.

Ejemplo 2.13. Los siguientes conjuntos son ejemplos de látices

1. P(X), de un conjunto X, con la relación binaria ⊆. Es una látiz, pues, para
A,B subconjuntos de X, A∨B = A∪B y A∧B = A∩B.

2. R, con la relación de orden ≤, donde, x∨ y = max{x,y} y x∧ y = min{x,y},
para x,y ∈R.

3. R
n con la relación ≤, donde, para x,y ∈ R

n, x ∨ y = (x1 ∨ y1, . . . ,xn ∨ yn) y
x∧ y = (x1 ∧ y1, . . . ,xn ∧ yn). Con xi ∨ yi y xi ∧ yi definidas en el inciso 2.

Observación 2.14. El producto directo de látices es una látiz. (ver [21], página 13)
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Definición 2.15. Si Y es un subconjunto de una látiz X y se cumple que para cual-
quier par de elementos contenidos en este subconjunto, Y contiene su máxima cota
inferior y su mı́nima cota superior, respecto al conjunto X, entonces diremos que Y
es una sublátiz de X.

A continuación, se muestran ejemplos y observaciones sobre sublátices.
Nota 2.16. Denotaremos con L (X) al conjunto de sublátices no vaćıas de una látiz
X

Ejemplo 2.17. Los siguientes son sublátices
1. Cualquier subconjunto de R.

2. Cualquier subconjunto de una cadena es una sublátiz de ésta.

Observación 2.18. Sobre sublátices.
a) Dada una látiz X y X ′ una sublátiz de ésta, si Y es una sublátiz de X ′, entonces

también lo es de X.

b) Si X y Y son látices con la misma relación de orden y tales que X ⊂ Y , no
siempre ocurre que X sea una sublátiz de Y .

Para ejemplificar la segunda parte de la Observación 2.18, considere el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 2.19. Sea X un conjunto no vaćıo y Y = P(X), se sabe que Y es una
látiz con la relación binaria ⊆. Considere Z = {∅,X,A,B}, con A,B ⊂ X, A , B
y A , Bc. Note que Z ⊂ Y , es una látiz con la relación ⊆ pero, en Z se tiene que
A ∨Z B =X y A ∧Z B = ∅, en cambio A ∨Y B = A∪B y A ∧Y B = A∩B, de esto
que Z no sea una sublátiz de Y .

Definición 2.20. Una función f definida de un conjunto parcialmente ordenado X
a otro conjunto parcialmente ordenado Y es creciente (decreciente) si x′ � x′′ en X
implica que f(x′)� f(x′′) (f(x′)� f(x′′)).

Diremos que una función es monótona si es una función, ya sea, creciente o
decreciente
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Los siguientes lemas son algunas propiedades básicas de látices.

Lema 2.21. Si Y es una sublátiz de una látiz X y Z un subconjunto de Y , finito
y no vaćıo, entonces ı́nfX Z y supX Z existen y son elementos de Y . De esto que, si
X , ∅ es una látiz finita, entonces X tiene supremo e ı́nfimo. (la demostración puede
verse en [21] página 16)

Lema 2.22. Si X es una látiz y Xα es una sublátiz de X para cada α ∈ A, entonces⋂
α∈AXα es una sublátiz de X.

Demostración

Supongamos x,y ∈ ⋂α∈AXα, por hipótesis se cumple que x,y ∈Xα, para todo α ∈ A,
y cada Xα es sublátiz de X, de aqúı que x ∨ y, x ∧ y ∈ Xα, para todo α ∈ A, aśı
x∨ y, x∧ y ∈ ⋂α∈AXα.

De esto se concluye que ⋂α∈AXα es una sublátiz de X.
�

Definición 2.23. Sean X y T látices, S ⊂X ×T , la sección de S sobre t en T, es el
conjunto St = {x ∈X : (x,t) ∈ S}, y la proyección de S sobre T es ΠTS = {t ∈ T :
St , ∅}.

En seguida, se mostrarán un par de resultados sobre conjuntos en la Definición
2.23.

Lema 2.24. Sean X y T látices, y S una sublátiz de X ×T .

a) La sección St de S en cada t ∈ T es una sublátiz de X.

b) La proyección ΠTS de S sobre T es una sublátiz de T .

Demostración
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a) Sea t ∈ T y x,y ∈ St, luego (x,t),(y, t) ∈ S. Como S es una sublátiz, (x,t)∨
(y, t) ∈ S y (x,t)∧(y, t) ∈ S, aśı x∨y,x∧y ∈ St. De esto que St sea una sublátiz
de X.

b) Considere t,u ∈ ΠTS, se tiene que St y Su son no vaćıos; sean s y v en St y
Su, respectivamente. S es una sublátiz de X ×T , aśı que

(s, t)∨ (v,u) = (s∨ v, t∨u) ∈ S y (s, t)∧ (v,u) = (s∧ v, t∧u) ∈ S

Se sigue que, St∨u y St∧u son no vaćıos, luego t∨u y t∧u están en ΠTS. Con
esto se concluye que ΠTS es una sublátiz de T .

�

2.2.3. Propiedades topológicas de látices
Para esta parte trataremos condiciones de compacidad, definiremos el concepto

de completez para látices y daremos una caracterización de látices completas usando
conceptos topológicos. Estos resultados serán de utilidad para asegurar la existencia
de máximos y mı́nimos en los conjuntos de perfiles de mejor respuesta, para juegos
supermodulares cuyos perfiles de estrategias admisibles son subconjuntos de R

n.

Comenzaremos definiendo la completez para látices, después daremos algunas
observaciones de látices completas y unos ejemplos.

Definición 2.25. Diremos que una látiz es completa, si cada subconjunto no vaćıo de
esta látiz tiene supremo e ı́nfimo.

Nota 2.26. De la definición anterior y el Lema 2.21, tenemos que:

a) Cualquier látiz finita es completa.

b) Una látiz completa, no vaćıa, tiene supremo e ı́nfimo.

Ejemplo 2.27. Las siguientes son látices completas.

1. Los intervalos cerrados en R.

2. P(X), para X , ∅.
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Haciendo uso del concepto de sublátiz y del concepto de completez, obtenemos
la siguiente definición.

Definición 2.28. Sea Y una sublátiz de una látiz X, diremos que Y es una sublátiz
subcompleta de X si se cumple que para cada Z ⊂ Y con Z , ∅ y supX Z, ı́nfX Z ∈ Y .

Ejemplo 2.29. Tomando las látices completas del ejemplo 2.27, se presentan las
siguientes sublátices subcompletas de éstas.

1. Para los intervalos cerrados en R, los conjuntos de la forma [a,b]∩N.

2. Para P(X), la colección {A,AC ,∅,X}, con A⊂X.

Observación 2.30. Sobre látices completas.

a) Si X es una látiz y Y una sublátiz subcompleta de ésta, entonces supX Z =
supY Z e ı́nfX Z = ı́nfY Z, para cualquier Z ⊂ Y , Z , ∅. Además, Y es una látiz
completa.

b) Si X y Y son látices completas con la misma relación de orden y Y ⊂ X,
entonces Y no necesariamente es una sublátiz subcompleta de X.

c) La intersección de una látiz completa (sublátiz subcompleta) y un intervalo
cerrado, es una látiz completa (sublátiz subcompleta).

Para mostrar b) de la observación anterior, se tiene el siguiente.

Ejemplo 2.31. Recordando el ejemplo 2.19, para X , ∅, P(X) es una látiz completa.
Si Z = {A,B,X,∅}, con A ,B, A ,Bc y A,B ⊂X. Note que Z ⊂P(X) y Z es una
látiz completa.

Considere Y = {A,B}, Y ⊂ Z, observe que supZ Y = X , supP(X)Y = A∪B.
De esto se sigue que Z no es una sublátiz subcompleta de P(X).

El siguiente teorema, muestra que subcompletez es equivalente a compacidad en
la topoloǵıa usual de R

n.

Teorema 2.32. Una sublátiz de R
n es subcompleta si y sólo si es compacta, (la

demostración puede verse en [21] página 30).

A partir del teorema recien enunciado, se puede deducir el siguiente resultado.
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Corolario 2.33. Una sublátiz de Rn, compacta y no vaćıa, tiene un elemento máximo
y un elemento mı́nimo.

El lema que se enuncia a continuación, provee un resultado para las sublátices no
vaćıas y cerradas que son acotadas, ya sea superior o inferiormente.

Lema 2.34. Una sublátiz cerrada de R
n que es acotada superiormente (inferiormen-

te), tiene un elemento máximo (mı́nimo).

La demostración del Lema 2.34, se puede encontrar en [21] (página 31, Corolario
2.3.1).

2.2.4. Orden inducido de un conjunto
Para esta parte comenzaremos definiendo el orden inducido de un conjunto y

enunciaremos algunos atributos de tal conjunto.

Definición 2.35. Sea X una látiz con relación de orden �. El orden inducido del
conjunto v, se define sobre la colección de elementos no vaćıos del conjunto potencia
de X, y es tal que para A,B ∈P(X) \ {∅}, A v B, si x ∈ A y y ∈ B implican que,
x∧ y ∈ A y x∨ y ∈B.
Los singuletes (es decir, conjuntos con un solo elemento) en X son ordenados por v
si y sólo si, los elementos son ordenados por �; es decir, para a,b ∈X, {a} v {b} si
y sólo si a� b.

Lema 2.36. Sean X una látiz y Y,Z subconjuntos no vaćıos de X, tales que Y v Z, si
supX Y y supX Z

(́
ınfX Y e ı́nfX Z

)
existen, entonces, se tiene que supX Y � supX Z(́

ınfX Y � ı́nfX Z
)

.

Demostración

Considere y ∈ Y y z ∈ Z. Como Y v Z, se tiene que y ∧ z ∈ Y y y ∨ z ∈ Z, lue-
go y � y ∨ z � supX Z, esto sucede para todo y ∈ Y . Aśı supX Y � supX Z.
De manera análoga, se prueba que ı́nfX{Y } � y∧z � z, ∀z ∈ Z, entonces ı́nfX{Y } �
ı́nfX{Z}.

�
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A continuación, daremos una definición de una correspondencia (o multifunción).
Este concepto será de gran importancia ya que, más adelante daremos una caracte-
rización de los puntos de equilibrio en juegos no cooperativos basada en una corres-
pondencia particular.
Definición 2.37. Una función cuyo rango está contenido en P(X), para algún con-

junto X, es llamada correspondencia.
Definición 2.38. Una correspondencia St : T →P(X) se dice creciente (decreciente)

en t, para t ∈ T , si:
a) El dominio T , es un conjunto parcialmente ordenado.

b) El rango, {St : t ∈ T} ⊂L (X), con X una látiz y L (X) parcialmente ordenado
con relación v.

c) Los conjuntos St son crecientes (decrecientes), i.e. t� r⇒ St v Sr (Sr v St).
Teorema 2.39. Sean X y T látices.

a) Si S es una sublátiz de X × T entonces, la sección St de S en t, t ∈ T , es
creciente en t sobre la proyección ΠTS de S en T .

b) Si T es una cadena, St ⊂ X, ∀t ∈ T , St es creciente en los t con St , ∅ y
S = {(x,t) : t ∈ T,x ∈ St}, entonces S es una sublátiz de X ×T .

Demostración

a) Se probará que para t,r ∈ΠTS, con t� r, se tiene que St v Sr.

Considere t,r ∈ΠTS, tales que t� r, y sean a ∈ St, b ∈ Sr, se tiene que

(a,t)∧ (b,r) = (a∧ b, t) y (a,t)∨ (b,r) = (a∨ b,r)

de esto que a∧b ∈ St y a∨b ∈ Sr, aśı los conjuntos St con crecientes en t ∈ΠTS.

b) Se probará que a∨ b,a∧ b ∈ S, para cualesquiera a,b ∈ S.

Sean (a,x) y (b,y) en S, sin pérdida de generalidad, se puede suponer que x� y,
pues T es una cadena, además Sx v Sy, con a ∈ Sx y b ∈ Sy. Luego, a ∧ b ∈ Sx y
a∨ b ∈ Sy, de aqúı que a∧ b y a∨ b estén en S y se concluye que S es una sublátiz.

�
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La siguiente observación se usa en la prueba de algunos resultados de la subsección
2.2.5.

Observación 2.40. Sean X, Y conjuntos parcialmente ordenados, no vaćıos. Consi-
dere f : X →P(Y ), si f es una correspondencia creciente y y � x en X entonces,
para cualquier s ∈ f(x) existe t ∈ f(y) tal que, t� s.

2.2.5. Puntos fijos
En esta parte definimos puntos fijos para funciones y correspondencias, además

daremos algunas propiedades para cuando las correspondencias cumplen con ciertas
caracteŕısticas. Esta subsección es de las más importantes, ya que, los puntos de
equilibrio en juegos no cooperativos se pueden ver como puntos fijos de la correspon-
dencia de mejor respuesta.

Iniciaremos esta subsección con el concepto de punto fijo para una función y para
una correspondencia.

Definición 2.41. Sea f una función de un conjunto X en śı mismo, si x∗ ∈X satisface
que f(x∗) = x∗ entonces, diremos que, x∗ es un punto fijo de f .
Similarmente, si f : X →P(X) es una correspondencia tal que, para x∗ ∈ X, x∗ ∈
f(x∗), decimos que x∗ es un punto fijo de f .

Teniendo la definición de punto fijo en correspondencias, el siguiente resultado
se tiene cuando el conjunto X es una látiz completa, no vaćıa, y la correspondencia
cumple algunas hipótesis sobre su rango e imagen.

Teorema 2.42. Sean X una látiz completa no vaćıa y Y :X →L (X) una correspon-
dencia creciente, donde L (X) tiene el orden inducido por v y Y (x) es una sublátiz
subcompleta para cada x ∈X, entonces:

a) El conjunto de puntos fijos de Y en X es no vaćıo, además, tiene elementos
máximo y mı́nimo, dados por supX{x ∈X : Y (x)∩ [x,∞) , ∅} e ı́nfX{x ∈X :
Y (x)∩ (−∞,x] , ∅}, respectivamente.

b) El conjunto de puntos fijos de Y en X es una látiz completa y no vaćıa.

Ahora, para correspondencias crecientes cuyo dominio es un producto de conjun-
tos con ciertas propiedades, se tiene lo siguiente:
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Teorema 2.43. Sean X una látiz completa, T un conjunto parcialmente ordena-
do y Y : X × T → L (X) una correspondencia creciente con Y (x,t) una sublátiz
subcompleta para cada (x,t) ∈X ×T .

a) Para cada t ∈ T , la correspondencia Y tiene un máximo (mı́nimo) punto fijo.

b) El máximo (mı́nimo) punto fijo de Y es creciente en T .

c) Si también se supone que supY (x,t)≺ ı́nf Y (x,s), ∀x ∈X y t≺ s, entonces el
máximo (mı́nimo) punto fijo de Y es estrictamente creciente en T .

(la demostración puede verse en [21] página 39).
Cuando las imagenes de la correspondencia Y son singuletes, los resultados ante-

riores se pueden reescribir como:
Corolario 2.44. Sea f : X → X, una función creciente de una látiz completa y no

vaćıa, en śı misma.
a) El conjunto de puntos fijos de f es no vaćıo y sus elementos máximo y mı́nimo se
pueden describir como sup{x ∈ X : x � f(x)} e ı́nf{x ∈ X : f(x) � x}, respectiva-
mente.

b) El conjunto de puntos fijos de f es una látiz completa y no vaćıa.
(la demostración puede verse en [21] página 40).
Corolario 2.45. Sean X una látiz completa y no vaćıa, T un conjunto parcialmente

ordenado y f :X ×T →X una función creciente, entonces:
a) La función f tiene un máximo (mı́nimo) punto fijo, para cada t ∈ T .

b) El máximo (mı́nimo) punto fijo de f es creciente en T .

c) Si además, f es estrictamente creciente en T , para cada x ∈ X, entonces el
máximo (mı́nimo) punto fijo de f es estrictamente creciente en T .

(la demostración puede verse en [21] página 41).

2.3. Funciones supermodulares
En esta sección definimos las funciones supermodulares. Para esta parte debemos

tomar mayor énfasis a estas funciones ya que para temas que abordamos en los si-
guientes caṕıtulos la supermodularidad es una caracteŕıstica de las utilidades en los
juegos supermodulares no cooperativos.
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Definición 2.46. Sean X y T conjuntos parcialmente ordenados y sea f una función
f : Ŝ→R, con Ŝ ⊂X×T . Si f(x,t)−f(x,r) es creciente (decreciente, estrictamente
creciente o estrictamente decreciente) en x ∈ Ŝt ∩ Ŝr, para cualesquiera t,r ∈ T , con
r ≺ t, entonces diremos que f tiene diferencias crecientes (decrecientes, estrictamente
crecientes o estrictamente decrecientes).

Nota 2.47. La definición de diferencias crecientes es válida para ambas entradas de
f pues,

f(x,t)− f(x,r)≤ f(y, t)− f(y,r)⇔ f(y,r)− f(x,r)≤ f(y, t)− f(x,t).

Cuando el dominio de f es subconjunto de un producto arbitrario de conjun-
tos parcialmente ordenados, la condición de diferencias crecientes se describe de la
siguiente manera.

Observación 2.48. La función f tiene diferencias crecientes cuando el dominio de
f es subconjunto de un producto arbitrario de conjuntos parcialmente ordenados,
es decir, f : X → R, con X ⊂ ∏

α∈AXα y para cualesquiera α,β ∈ A, α , β, y
cualquier xγ ∈ Xγ , con γ ∈ A \ {α,β}, f tiene diferencias crecientes en los (xα,xβ)
pertenecientes a la sección de X en xγ .

Teorema 2.49. Dada la función f : Rn→R, diferenciable en R
n, ésta tiene diferen-

cias crecientes si y sólo si ∂f(x)
∂xi

es creciente en xj , para cualquier x= (x1,x2, . . . ,xn),
con j , i. Equivalentemente, si f tiene segunda derivada, se dice que tiene diferencias

crecientes si y sólo si ∂
2f(x)
∂xi∂xj

≥ 0, con i , j, para cualquier x ∈R
n.

Demostración

Por simplicidad, la prueba se hará para n= 2, el caso general es análogo.
Se dice que la función f tiene diferencias crecientes si, f(·, b)−f(·,a) es una función
creciente, con b > a, a,b ∈R; en otra palabras, si

∂

∂y
[f(y,b)− f(y,a)]≥ 0 es decir, si ∂f(y,b)

∂y
>
∂f(y,a)
∂y

.

Dicho de otro modo, si ∂f(y,a)
∂y

es una función creciente en a, lo cual equivale a decir

que ∂
2f(y,a)
∂y∂a

≥ 0.
�
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Definición 2.50. Sea X una látiz y consideremos una función f , tal que, f :X →R,
diremos que f es supermodular en X si, para cualesquiera x,y ∈X, f se cumple:

f(x) + f(y)≤ f(x∨ y) + f(x∧ y)
.

Si la desigualdad es estricta, diremos que f es estrictamente supermodular. Simi-
larmente, diremos que f es submodular en X si −f es supermodular.

Una función que es supermodular y submodular es llamada valuación.
El siguiente resultado, cuya prueba se puede revisar en [21] (página 44, Teorema

2.6.1), caracteriza las funciones con diferencias crecientes en sublátices.

Teorema 2.51. Sean A un conjunto de ı́ndices, Xα una látiz, para cada α ∈ A, y
X ⊂∏α∈AXα una sublátiz. Si f es supermodular en X, entonces f tiene diferencias
crecientes en X.

A continuación, mostramos dos resultados que identifican la supermodularidad
en términos de diferencias crecientes cuando el dominio de la función tiene ciertas
caracteŕısticas; seguido de esto, se muestran algunos ejemplos de funciones supermo-
dulares.

Teorema 2.52. Sea Xi una látiz, para i= 1, . . . ,n. Si f :∏ni=1Xi→R es una función
con diferencias crecientes y supermodular en cada entrada fija, entonces f es super-
modular en ∏ni=1Xi.

La demostración del Teorema 2.52 se encuentra en [21] (página 45, Teorema
2.6.2).

Corolario 2.53. Considere N = {1, . . . ,n}, con n ∈ N, Xi una cadena para cada
i ∈N y f una función con diferencias crecientes en ∏ni=1Xi, entonces f es supermo-
dular en ∏ni=1Xi.

Observación 2.54. El resultado anterior no es cierto cuando N no es finito. (ver [21],
página 45)

Ejemplo 2.55. Las siguientes funciones son supermodulares.

1. Sea X una cadena, cualquier función f :X →R es una valuación.

31



2. La función f(x1,x2) = x1x2 es supermodular en R
2.

3. La función f(x1, . . . ,xn) = mı́n{αixi : i= 1, . . . ,n}, con αi ≥ 0, para i= 1, . . . ,n,
es supermodular en R

n.

2.3.1. Conjunto de soluciones óptimas
En esta parte definiremos el conjunto de soluciones óptimas de una función. Este

concepto lo usaremos al momento de definir la correspondencia de mejor respuesta
en juegos supermodulares no cooperativos.

Definición 2.56. Dado el problema de maximizar una función real valuada, f :X →
R, el conjunto de soluciones óptimas de f se define como:

argmaxx∈Xf(x) = {x ∈X : f(y)≤ f(x), ∀y ∈X}.

Los resultados que se enunciarán a continuación, serán de utilidad para asegurar
la existencia de equilibrios en juegos supermodulares no cooperativos.

Teorema 2.57. Sean X una látiz y f : X → R una función supermodular, entonces
argmaxx∈Xf(x) es una sublátiz de X.

Demostración

Sean x,y ∈ argmaxx∈Xf(x), como f es supermodular, se tiene que:

f(x) + f(y)≤ f(x∧ y) + f(x∨ y),

aśı,

0≤ f(x)− f(x∧ y)≤ f(x∨ y)− f(y)≤ 0,

donde la primera y la última desigualdad se dan porque x y y maximizan la función
f , se sigue que x∨ y y x∧ y están en argmaxx∈Xf(x).

�

Corolario 2.58. Sea X , ∅ una látiz y f :X →R una función supermodular.
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a) Si X es finita, entonces argmaxx∈Xf(x) es una sublátiz subcompleta, no vaćıa,
de X.

b) Si X es una sublátiz compacta de R
n y f es semicontinua superiormente en X,

entonces argmaxx∈Xf(x) es una sublátiz de R
n, subcompleta, compacta y no

vaćıa.

Teorema 2.59. Sean X y Y látices, Ŝ ⊂X×Y una sublátiz y f : Ŝ→R una función
supermodular. Si g(y) = supx∈Ŝy

f(x,y) es finito en ΠY Ŝ, entonces g es supermodu-
lar.
Demostración

Considere y,z ∈ ΠY Ŝ y sean a ∈ Ŝy y b ∈ Ŝz. La función f es supermodular, de
esto que

f(a,y) + f(b,z)≤ f(a∨ b,y ∨ z) + f(a∧ b,y ∧ z),

tomando supremos, se tiene que

g(y) + g(z)≤ g(y ∨ z) + g(y ∧ z),

y se concluye lo deseado.
�

Los siguientes resultados dan condiciones suficientes para que el conjunto de
soluciones óptimas, argmaxx∈Stf(x,t), sea creciente.

Lema 2.60. Sean X una látiz, T un conjunto parcialmente ordenado y Ŝt ⊂X, para
cada t ∈ T . Si los conjuntos Ŝt son crecientes en t y,

f(x,t) + f(y,r)≤ f(x∧ y, t) + f(x∨ y,r), (2.1)

para cualesquiera t,r ∈ T , con t� r y x ∈ Ŝt, y ∈ Ŝr, entonces argmaxx∈Ŝt
f(x,t) es

creciente en t ∈ {t ∈ T : argmaxx∈Ŝt
f(x,t) , ∅}.

Demostración

Se probará que, para x ∈ argmaxa∈Ŝt
f(a,t) y y ∈ argmaxa∈Ŝr

f(a,r), con t � r,
en {t ∈ T : argmaxx∈Ŝt

f(x,t) , ∅}, se cumple que x ∧ y ∈ argmaxa∈Ŝt
f(a,t) y
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x∨ y ∈ argmaxa∈Ŝr
f(a,r).

El conjunto de soluciones óptimas de f es una sublátiz, para cada t ∈ T . Con-
sidere t,r ∈ {t ∈ T : argmaxx∈Ŝt

f(x,t) , ∅}, tales que t � r. Ahora, tome x ∈
argmaxa∈Ŝt

f(a,t) y y ∈ argmaxa∈Ŝr
f(a,r). Como Ŝt v Ŝr, se tiene que x∧ y ∈ Ŝt y

x∨ y ∈ Ŝr. Luego, de 2.1 se sigue que:

0≤ f(x,t)− f(x∧ y, t)≤ f(x∨ y,r)− f(y,r)≤ 0.

De esto que f(x,t) = f(x∧y, t) y f(x∨y,r) = f(y,r). Aśı x∧y ∈ argmaxa∈Ŝt
f(a,t)

y x∨ y ∈ argmaxa∈Ŝr
f(a,r).

�

Teorema 2.61. Sean X una látiz, T un conjunto parcialmente ordenado y para
cada t ∈ T , Ŝt ⊂X, subconjunto creciente en t. Considere f(x,t) una función super-
modular en X, con diferencias crecientes en X × T . Entonces argmaxx∈Ŝt

f(x,t) es
creciente en t ∈ {t ∈ T : argmaxx∈Ŝt

f(x,t) , ∅}.

Teorema 2.62. Sean X y T látices y Ŝ ⊂ X × T , una sublátiz. Tome Ŝt la sección
de Ŝ en t ∈ T y f una función supermodular en Ŝ, entonces argmaxx∈Ŝt

f(x,t) es
creciente para t ∈ {t ∈ T : argmaxx∈Ŝt

f(x,t) , ∅}.
Teorema 2.63. Si se cumplen las hipótesis del Teorema 2.61 o del Teorema 2.62

y cada Kt , ∅, con St finito o subconjunto compacto de R
m y f es semicontinua

superiormente, para cada t ∈ T , entonces argmaxx∈Ktf(x,t) es una sublátiz no vaćıa
de X y sus elementos máximo y mı́nimo son crecientes en t ∈ T .

Las pruebas de los Teoremas 2.61, 2.62, 2.63, se encuentran en [21], páginas 77-78,
Teoremas 2.8.1, 2.8.2, 2.8.3.

2.4. Definición de juego supermodular
Definición 2.64. Para cada i ∈ N,sea Ei el conjunto de estrategias admisibles del

jugador i, con |Ei|=mi ∈N. E ⊂∏ni=1Ei, es llamado conjunto de perfiles de estrate-
gias admisibles, los perfiles de estrategias (estrategias conjuntas) son x = (x1, . . . ,xn),
donde xi, la estrategia del jugador i, es un vector de tamaño mi, ∀i ∈N .
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Ahora, se puede definir lo que es un juego no cooperativo de la siguiente manera.

Definición 2.65. Un juego no cooperativo es una triada (N,E,{Ui : i ∈ N}), donde
N , ∅ es el conjunto de jugadores, E es el conjunto de perfiles estrategias admisibles
y {Ui : i ∈N} es la colección de funciones de pago correspondientes a cada jugador,
con Ui : E→R.

Nota 2.66. Este trabajo se enfoca en los juegos con un número finito de jugadores
entonces, el conjunto de jugadores se considera de la forma N = {1, . . . ,n}, n ∈N.

A continuación, se introduce algo de notación para facilitar el enunciado de re-
sultados posteriores.

Nota 2.67. Dado un perfil de estrategias x ∈ E y yi ∈ Ei, entonces:

a) x−i, es el vector de estrategias correspondientes a los jugadores en el conjunto
N \ {i}.

b) (x;yi), es el perfil de estrategias donde la estrategia del i-ésimo jugador se
cambia a yi y los demás jugadores mantienen su estrategia en x.

c) Ei(x−i) = {yi : (x−i;yi) ∈ E}, denota el conjunto de estrategias admisibles para
el jugador i, dadas las estrategias x−i de los demás jugadores, i.e. Ei(x−i) es
la sección de E en x−i.

d) E−i = {x−i : Ei(x−i) , ∅}, la colección de vectores x−i tales que, existe yi ∈ Ei
con (x−i;yi) ∈ E. En otras palabras, E−i es la proyección de E en las estrategias
de todos los jugadores distintos de i.

e) E(x) =
(∏n

i=1Ei(x−i)
)
∩E

Observación 2.68. E =∏n
i=1Ei si y sólo si E(x) = E, para todo perfil de estrategias

admisibles x ∈ E.

Otro concepto de suma importancia en la Teoŕıa Juegos es el de punto de equili-
brio, que ahora se presenta:

Definición 2.69. Un perfil de estrategias admisibles x es llamado punto de equilibrio
si

Ui(x−i;yi)≤ Ui(x), ∀yi ∈ Ei(x−i),
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en otras palabras, dado un punto de equilibrio, ningún jugador puede incremen-
tar su pago cambiando de estrategia, si las estrategias de los demás jugadores se
mantienen fijas.

Con las definiciones y notación previa, se procede a definir los juegos supermo-
dulares no cooperativos.
Definición 2.70. Un juego no cooperativo (N,E,{Ui : i ∈N}) se dice supermodular

si, E ⊂R
m es una sublátiz, la función de pago Ui(x−i;yi) es supermodular en yi ∈ Ei,

para cada x−i ∈ E−i, ∀i ∈N ; y Ui(x−i;yi) tiene diferencias crecientes en (x−i;yi).
Las definiciones 2.71 y 2.73, nos serán de utilidad para caracterizar los puntos de

equilibrio en los juegos supermodulares no cooperativos.
Definición 2.71. Sea x−i ∈ E−i, la correspondencia de mejor respuesta para el juga-

dor i, es el conjunto de estrategias óptimas para el jugador i, cuando las estrategias
de los demás jugadores están dadas por x−i. Dicha correspondencia se puede descri-
bir como,

Λi(x−i) = argmaxyi∈Ei(x−i)Ui(x−i;yi).

Nota 2.72. El conjunto de estrategias óptimas para el jugador i, cuando las estrate-
gias de los demás jugadores están dadas por x−i, se puede ver como el conjunto de
soluciones óptimas de Ui(x−i; ·).
Definición 2.73. Sean x ∈ E y y ∈ E(x), considere G(y,x) =∑

i∈N Ui(x−i;yi). Para
cada perfil de estrategias admisibles, x ∈ E, la correspondencia de mejor respuesta
conjunta está dada por :

Λ(x) = argmaxy∈S(x)G(y,x),

este es el conjunto de todos los perfiles de estrategias admisibles tales que, la
estrategia del jugador i es admisible dada x−i y la suma de los pagos de todos los
jugadores es maximizada, pues deciden cambiar a la estrategia correspondiente en y,
en lugar de mantener la estrategia xi, y esto sucede para todo i en N .
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2.5. Existencia de puntos de equilibrio
En esta sección presentamos resultados los cuales nos aseguran la existencia de

puntos de equilibrio en juegos supermodulares no cooperativos, que es una manera
muy similar que obtener las condiciones necesarias en el teorema de punto fijo de
Kakutani (ver [11]) (generalizacion del Teorema de Brouwer).

Lema 2.74. Considere un juego supermodular (N,E,{Ui : i ∈ N}) en el cual, el
conjunto de estrategias admisibles S, es compacto y no vaćıo, la función de pago
Ui(x−i;yi) es semicontinua superiormente en yi ∈ Ei(x−i), ∀x−i ∈ E−i, i ∈ N . En-
tonces

a) Para cada jugador i, la correspondencia de mejor respuesta Λ(x−i) es creciente
en x−i ∈ E−i; además, tiene elementos máximo y mı́nimo y estos son funciones
crecientes de E−i en Ei. El conjunto Λi(x−i) de mejores respuestas para cada
jugador i es una sublátiz subcompleta, compacta y no vaćıa de R

mi , para todo
x−i ∈ E−i.

b) La correspondencia de mejor respuesta conjunta Λ(x) es creciente para x ∈
S. Los elementos máximo y mı́nimo de dicha correspondencia son funciones
crecientes de E en E. El conjunto Λ(x) de perfiles de mejor respuesta, es una
sublátiz subcompleta, compacta y no vaćıa de R

m, para cada x ∈ S.

Ahora, se presentará un resultado de J. Nash (ver [14]), que nos asegura la exis-
tencia de equilibrios en juegos con conjunto de jugadores y conjunto de perfiles de
estrategias finitos.

Teorema 2.75. Todo juego con número finito de jugadores y conjunto de perfiles de
estrategias finito tiene un punto de equilibrio.

Teniendo este resultado, para los juegos no cooperativos se tiene el siguiente lema,
que caracteriza los puntos de equilibrio como puntos fijos de la correspondencia de
mejor respuesta conjunta.

Lema 2.76. El conjunto de puntos de equilibrio de un juego no cooperativo (N,E,{Ui :
i ∈ N}) es idéntico al conjunto de puntos fijos de la correspondencia de mejor res-
puesta conjunta Λ(x), x ∈ S.
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Demostración

Se probará que los conjuntos de puntos de equilibrio y el conjunto de puntos fi-
jos son iguales.

Sea x ∈ E un punto fijo de la correspondencia de mejor respuesta conjunta.
Considere al jugador i y yi ∈ Ei(x−i), se tiene que x′ = (x−i,yi) ∈ E(x), luego,

0≤G(x,x)−G(x′,x) = Ui(x)−Ui(x−i;yi),

y esto sucede para cualquier i ∈N , pues el i elegido fue arbitrario, de aqúı que x
sea un punto de equilibrio.

Ahora, tómese x un punto de equilibrio y y ∈ E(x), entonces yi ∈ Ei(x−i), ∀i ∈N .
Como x es un punto de equilibrio, Ui(x)≥ Ui(x−i;yi), luego,

0≤
∑
i∈N

(
Ui(x)−Ui(x−i;yi)

)
=
∑
i∈N

Ui(x)−
∑
i∈N

Ui(x−i;yi)

=G(x,x)−G(y,x).

Luego, G(x,x) ≥ G(y,x), con y elegido de manera arbitraria en E(x), aśı x ma-
ximiza la función G, en otras palabras, x pertenece al conjunto Λ(x), es decir, es un
punto fijo de la correspondencia de mejor respuesta conjunta.

�

Contando con lo anterior, si se agregan algunas caracteŕısticas al conjunto de
perfiles de estrategias y a las funciones de pago, el siguiente resultado nos asegura la
existencia de puntos de equilibrio en los juegos supermodulares no cooperativos.

Observación 2.77. Punto fijo de Kakutani [11]
Sea E ⊂ R

m un conjunto compacto y convexo, además supongamos un mapeo
ψ : S→ E superiormente semicontinuo, convexo y que cumple que ∀X ∈ E, ψ(X) es
no vaćıo. Entonces, existe X̂ ∈ S tal que X̂ ∈ ψ(X̂). (ver demostración en [11] o en
[24], página 222)

Teorema 2.78. Dado un juego supermodular (N,E,{Ui : i ∈ N}), con conjunto
de perfiles de estrategias admisibles E, no vaćıo y compacto, cuya función de pago
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Ui(x−i;yi) es semicontinua superiormente en yi ∈ Ei(x−i), para x−i ∈ E−i, ∀i ∈ N .
Entonces, el conjunto de puntos de equilibrio es una látiz completa y no vaćıa, que
tiene elementos máximo y mı́nimo.

Demostración

Recuerde que el conjunto de puntos de equilibrio de un juego no cooperativo es
igual al conjunto de puntos fijos de la correspondencia de mejor respuesta conjunta.
Ahora, observe que:

E ⊂ R
m es una sublátiz no vaćıa y compacta, aśı, por el Teorema 2.32, E es

una sublátiz subcompleta. De esto que E sea una látiz completa.

Del Lema 2.74, se tiene que la correspondencia de mejor respuesta conjunta es
una sublátiz compacta de R

m aśı, Λ(x) es una sublátiz subcompleta.

Teniendo estas observaciones, por el Teorema 2.42, se sigue que el conjunto de
puntos de equilibrio de la correspondencia de mejor respuesta conjunta es una látiz
no vaćıa y completa, de la completez de este conjunto, se puede concluir que tiene
elementos máximo y mı́nimo.

�

2.6. Algoritmo de optimización Round-Robin
Dado un juego no cooperativo (N,E,{Ui : i ∈ N}), siguiendo los pasos que se

enuncian a continuación, se genera una sucesión (finita o infinita) de perfiles de
estrategias admisibles.

a) Si E tiene un elemento mı́nimo, ı́nf(E), haga x0,0 = ı́nf(E). En caso contrario,
se detiene.

b) Dado xi,j ∈ S, con i, j ∈N e j < n, considere xi,j+1 = (xk,j+1
j+1 ,xi,j−(j+1)), don-

de xi,j+1
j+1 es el elemento mı́nimo de la correspondencia de mejor respuesta

Λj+1(xi,j−(j+1)), si este elemento existe. En otro caso, deténgase.

c) Se incrementa j = j+ 1, si j = n y xi,n se ha generado para algún i, considere
xi+1,0 = xi,n, aumente i= i+ 1 y haga j = 0. Regrese al paso b).
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Los siguientes resultados, aseguran que el algoritmo de Round-Robin genera equi-
librios en juegos supermodulares no cooperativos e incluso proveen una cota para el
número de iteraciones necesarias para encontrar un equilibrio cuando el conjunto de
perfiles de estrategias admisibles es finito.

Teorema 2.79. Dado un juego supermodular (N,E,{Ui : i ∈ N}), con conjunto de
perfiles de estrategias admisibles no vaćıo y compacto, cuyas funciones de utilidad,
Ui(x−i;yi), son semicontinuas superiormente en yi ∈ Ei(x−i), para cada x−i ∈ E−i.
Se tiene que:

a) El algoritmo de Round-Robin no se detiene en los pasos a) ó b). Además, genera
una sucesión infinita xk,i, creciente en k e i, para k = 0,1, . . ., i = 0, . . . ,n. De
esto que exista un perfil de estrategias admisibles x∗ ∈ S tal que, ĺımk→∞x

k,i =
x∗, para i= 0, . . . ,n.

b) Si en la sucesión generada por el algoritmo aparece un perfil de estrategias n
veces consecutivas, entonces ese perfil es un punto de equilibrio.

c) Si en alguna iteración se genera un punto de equilibrio, el algoritmo generará
el mismo punto en cualquier iteración posterior.

d) Si además, el conjunto de perfiles de estrategias es finito y para cada conjunto
de estrategias admisibles , Ei, qi es una cota superior de la cardinalidad de
cualquier cadena contenida en dicho conjunto, entonces el algoritmo genera un
punto de equilibrio en a lo más (n− 1)(∑n

i=1 qi)−n2 +n+ 1 iteraciones.

La demostración del teorema anterior se puede revisar en [21] (página 187, Teorema
4.3.1).

2.7. Conclusiones
En este caṕıtulo describimos las propiedades de los juegos supermodulares a partir

de la definición de las látices y sublátices, desarrollando propiedades topológicas en
estos juegos y describiendo lo que son las funciones supermodulares, junto con el
conjunto de las soluciones óptimas para los juegos supermodulares y las condiciones
necesarias para la existencia de puntos de equilibrio en éstos. Se concluye este caṕıtulo
con un algortimo que nos garantiza cómo encontrar dichos puntos. Este algoritmo es
conocido como el algoritmo de Round Robin.
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Caṕıtulo 3

Juegos S-modulares y Ejemplos de
Sistemas de Espera

3.1. Introducción
Este caṕıtulo está basado en [1], [2]. [4], [5], [8], [12], [20], [22], [24], que serán

usados como referencia para el desarrollo de los juegos S-modulares con aplicaciones
espećıficamente en las colas en Tándem sin salidas, donde comenzaremos la temática
de un juego S-modular con sus definiciones, después abordaremos ejemplos para
mostrar como resolver problemas de colas en Tándem sin salidas con las debidas
suposiciones para obtener un equilibrio de Nash y donde desarrollaremos las hipótesis
que deben hacerse para llegar a tener existencia en equilibrios de Nash en estos
juegos, al final desarrollaremos un algoritmo con el cual a través de debidas hipótesis
obtendremos unicidad en este tipo de juegos.

3.2. Algoritmo I
En el control óptimo de colas se desarrolló la noción de S-modularidad que trata

la supermodularidad y la submodularidad simultáneamente, esto permite a la fun-
ción objetivo ser supermodular con respecto a algunas variables y submodular con
respecto a otras variables.

En esta sección empezaremos considerando el caso donde solamente hay dos juga-
dores, donde denotaremos con i, i= 1,2 el número de jugadores en el juego. También
denotaremos con xi, la estrategia del jugador i y Si corresponderá al espacio de estra-
tegia del jugador i, ésta será una sublátiz compacta de dimensión di, empezaremos
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considerando el caso donde di = 1. Haremos referencia con x = (x1,x2) al perfil de
estrategia de los jugadores, después se analizará un sistema con n jugadores y ana-
lizaremos los equilibrios por medio de la Teoŕıa de Colas clásica, abordando unas
aplicaciones de esta teoŕıa.

Definición 3.1. El espacio de todos los perfiles de estrategia factibles están definidos
de la siguiente manera:

S̃ := {x= (x1,x2)}= S̃1× S̃2.

Definición 3.2. Sea fi(x1,x2) la función de pago del jugador i, donde el jugador i
maximiza la función fi con respecto a xj , dado que i , j.

Definición 3.3. Un perfil de estrategia, x∗ = (x∗1,x∗2), es denominado un equilibrio
de Nash, si cumple las siguientes condiciones:

f1(x∗1,x∗2)≥ f1(x1,x
∗
2), ∀x1 ∈ S̃1,

f1(x∗1,x∗2)≥ f1(x∗1,x2), ∀x2 ∈ S̃2.

De manera general, asumiremos que cada función de pago fi es continua en x ∈ S̃.
Esto junto con la compacidad del espacio de estrategia, asegura la existencia de un
maximizador, x∗i ∈ S̃i, de fi, dado xj ∈ Sj , j , i (de hecho para la existencia de un
maximizador, la semicontinuidad superior más débil de fi en xi ∈ S̃i es suficiente).

Definición 3.4. Si hacemos x∗1(x2) = argmaxx1∈S1f(x1,x2) (esto es x∗1(x2) es el ma-
ximizador de f(x1,x2) dada la estrategia x2), entonces este maximizador es creciente
en x2 de tal forma que si tenemos x2 ≤ x′2⇒ x∗1(x2)≤ x∗1(x′2)

Observación 3.5. En aplicaciones, es a menudo conveniente permitir que el espacio
de estrategia de cada jugador dependa del perfil de estrategia.

Definición 3.6. El espacio de estrategia del jugador i, dada la estrategia xj del
jugador j, denotaremos por S̃i(xj), con i , j.
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3.2.1. Monotonicidad, continuidad y estabilidad
Para definir de manera más general los equilibrios de Nash en 3.3, modificaremos

los espacios de estrategia para exigir que se mantengan las desigualdades para toda
xi ∈ S̃i(x∗j) con i , j respectivamente. Asumiremos que S̃1(x2) es un sublátiz com-
pacto, para cada x2 e igualmente para S̃2(x1), además de establecer las siguientes
condiciones:

Definición 3.7. Monotonicidad:
Si x2 ≤ x′2 ⇒ S̃1(x2) ≺ S̃1(x′2), y x1 ≤ x′1 ⇒ S̃2(x1) ≺ S̃2(x′1) esta propiedad es
conocida como la propiedad ascendente que es un mapeo de un punto a un conjunto

(A ≺ B si para cualquier a ∈ A y b ∈ B se tiene que a∧ b ∈ A y a∨ b ∈ B. Para
la propiedad descendente)

Definición 3.8. Continuidad:
Para definir la continuidad se tiene que si xk1 → x∗1 para toda k ∈N y si x∗2 ∈ S̃2(x∗1),
ésto implica la existencia de una sucesión {xk2}, tal que xk2 ∈ S̃2(xk1) para toda k y
xk2 → x∗2. De manera similar se define la continuidad para S̃1.

3.2.2. Estabilidad
En esta subsección estableceremos la definición y condiciones en las cuales con-

sideraremos la estabilidad de un conjunto, entre las cuales podemos hablar de esta-
bilidad local o global.

Primero estableceremos las definiciones indicadas para poder desarrollar el con-
cepto de estabilidad de la manera más general en equilibrios de Nash, comenzando
por definir algunos conceptos básicos en la Teoŕıa de Juegos.

Entonces la forma normal del juego es descrita por {U,V } y {f1,f2}, donde
asumiremos que U y V son espacios de Hilbert apropiados con productos interno
〈 , 〉U y 〈 , 〉V , respectivamente.

Definición 3.9. Un equilibrio de Nash se dice estable (o globalmente estable) si puede
ser obtenido como ĺımite desde cualquier perfil de estrategia inicial.

Por lo tanto de aqúı en adelante diremos que un equilibrio de Nash es localmente
estable, si el equilibrio puede ser alcanzado desde cualquier perfil inicial dentro de
alguna pequeña vecindad del punto de equilibrio.
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3.2.3. Algoritmo I para funciones S-modulares
Retomando la notación que hemos llevado hasta el momento, de nuevo donde i

será la referencia de los jugadores, que en este caso, únicamente se consideraran dos
jugadores, i= 1,2. Con el supeŕındice indicaremos los pasos en el juego. Supongamos
inicialmente el paso 0 y esto reflejaremos en el perfil de estrategia de los jugadores
como (x0

1,x
0
2). En el paso 1, el jugador encuentra x1

1 para maximizar su función de
utilidad f1 (dado x0

2) y obtenemos el perfil de estrategia de los jugadores (x1
1,x

0
2) y

después el jugador 2 encontrará x1
2 para maximizar su función de utilidad f2, dada

la estrategia actualizada x1
1 del jugador 1, esto se repite en los siguientes pasos de

manera sucesiva, este procedimiento describe el algoritmo I para dos jugadores.

Teorema 3.10. Consideremos un juego bipersonal y supongamos dos funciones de
pago supermodulares (submodulares) y continuas, con los espacios de estrategia sa-
tisfaciendo las propiedades ascendentes (o propiedades descendentes), además de con-
siderar que los espacios de estrategias deben ser continuos, compactos y sublátices,
entonces las estrategias de los dos jugadores {xk1} y {xk2}, convergen monotónica-
mente (en k ≥ 1) a un equilibrio de Nash, desde cualquier pefril de estrategia.

Demostración

Sea S̃i(xj), con i= 1,2, i , j espacios de estrategia que a la vez sean, sublatices com-
pactos que cumplen la propiedad ascendente y la continuidad, debido a la propiedad
monótona en maximizar las funciones de pago supermodulares, cuando seguimos el
algoritmo I, claramente, {xk1} y {xk2} son dos sucesiones monótonas, en particular
pueden ser 2 sucesiones ya sea ambas crecientes o ambas funciones decrecientes en
k ≥ 1. En caso de que ambas funciones f1 y f2 fueran submodulares en (x1,x2), el
único cambio es que {xk1} y {xk2} serán monótonas en dirección opuesta cuando k ≥ 1
y en este caso el único cambio será pedir que el espacio de estrategia de los jugadores
cumplan la propiedad descendente.

Supongamos que xk1 → x∗1 y xk2 → x∗2 y por lo anterior hemos mostrado que (x∗1,x∗2)
es un equilibrio de Nash. Si no, supongamos que existe x′2 , x∗2 tal que

f2(x∗1,x∗2)< f2(x∗1,x′2),

para algún x′2 ∈ S2(x∗1). Especificamente, supongamos

f2(x∗1,x∗2) + 2ε < f2(x∗1,x′2)
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para algún ε > 0.
La continuidad de S̃2 implica la existencia de una sucesión x̃k2 → x∗2 tal que

x̃k2 ∈ S̃2(xk1) para toda k ∈N. Por tanto, la continuidad de f2, implica la existencia
de una n suficientemente larga, tal que

| f2(xn1 , x̃n2 )− f2(x∗1,x′2) |< ε

y
| f2(xn1 ,xn2 )− f2(x∗1,x∗2) |< ε.

Por lo tanto,
f2(xn1 ,xn2 )< f2(xn1 , x̃n2 )

y de esta forma se contradice la optimalidad xn2 en el n-ésimo paso del algoritmo I.
De manera similar se cumple para la función de pago del jugador 1. �

Ejemplo 3.11. Consideremos el caso de una cola en Tándem con dos servidores,
donde cada servidor lo consideramos con una tasa de servicio exponencial, indepen-
dientes e idénticamente distribuidos con tasas µ1 y µ2, respectivamente. Asumiremos
también un ĺımite superior el cual denotaremos como u, donde u > µ1 ∨ µ2. Hemos
supuesto que para la entrada al servidor 1, aśı como la capacidad entre el servidor 1 y
2 serán considerados con capacidad infinita. El rendimiento del sistema será µ1

µ2−µ1
si µ1 < µ2 e igual a infinito en otro caso

Las funciones de pago de cada uno de los servidores, que podemos contemplar
como los jugadores en el juego estarán definidas como sigue:

fi(µ1,µ2) := pi(µ1 ∧µ2)− ci(µi)− g
(

µ1
µ2−µ1

)
,

donde fi corresponde a la función de costo que corresponde únicamente a la tasa
de servicio, pi que será denominada como función de ganancia, ci la función de costo
y por último g que será la función inventario, con el siguiente espacio de estrategia:

S̃1(µ2) = {µ1 : 0≤ µ1 ≤ µ2},

S̃2(µ1) = {µ2 : µ1 ≤ µ2 ≤ u}.

Observando que g(·) es una función creciente y cóncava, se cumple que f1(µ1,µ2)
y f2(µ1,µ2) son funciones supermodulares.
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Además asumimos que todas las funciones de costo y beneficio son funciones
continuas y ĺımx→∞ g(x) =∞ (lo que significa que que las tasas de servicio son muy
cercanas entre śı).

S̃1 y S̃2 satisfacen la propiedad ascendente ya que si consideramos µ1 y µ′1 donde
µ1 ≤ µ′1 y tenemos que S̃2(µ1) = {µ2 : µ1 ≤ µ2 ≤ u} ≺ {µ2 : µ′1 ≤ µ2 ≤ u} = S̃2(µ′1),
se cumple para cualquier elemento de los espacios de estrategia, y la continuidad la
observamos suponiendo que µk2 → µ∗2, si tenemos que µ∗1 = 0 entonces tenemos que
µk1 ≡ 0, pero si tenemos que µ∗1 > 0, entonces hagamos µk1 = µk2 −µ∗2 +µ∗1, por tanto,
se cumplen las condiciones requeridas en el Teorema 3.10 y los perfiles de estrategia
siguiendo el algoritmo I convergen a un equilibrio de Nash.

Si tomamos de manera adecuada las condiciones tenemos un caso particular

Tomemos todas las funciones lineales y para situaciones triviales, asumimos que

pi > c1 + c2, u >
g

p1− c1
.

La primera de las desigualdades nos garantiza que la unidad beneficio pueda
exceder la unidad de costos de operación, sin la segunda desigualdad tendriamos que
el ĺımite superior u sobre la tasa de servicio seŕıa innecesario.

Consideremos en el ejemplo que

δf1
δµ1

= 0 y δf2
δµ2

= 0,
.

entonces las funciones de pago de ambos jugadores las tendremos de la siguiente
manera, considerando pi(µi) = piµi y ci(µi) = ciµi:

fi(µ1,µ2) := pi(µ1 ∧µ2)− ci(µi)− g
(

µ1
µ2−µ1

)

= pi(µ1)− ci(µi)− g
(

µ1
µ2−µ1

)

= piµ1− ciµi−
gµ1

µ2−µ1

y derivando, obtenemos

µ1 = µ2−
(

gµ2
p1− c1

)1/2
y
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µ2 = µ1 +
(
gµ1
c2

)1/2
.

Hay que observar el caso µ1 ≥ 0 implica que ya sea µ1 = µ2 = 0 o que µ2 >
g/(p1− c1) y obtenemos que tanto µ1 como µ2 son crecientes.

Por lo tanto, para todos los valores de parámetros, el punto

µ∗1 = µ∗2 = 0 (3.1)

Cuando se tiene el caso en el que

u≥ g(p1− c1)
(p1− c1− c2)2

(Notar que g(p1−c1)
(p1−c1−c2)2 >

g
(p1−c1)) y tenemos que cuando µ2 = g(p1 − c1)/(p1 −

c1−c2)2 y obtenemos µ1 = gc2/(p1−c1−c2)2, que serán otros equilibrios adicionales

µ∗1 = gc2
(p1− c1− c2)2 , µ∗2 = g(p1− c1)

(p1− c1− c2)2 (3.2)

y el otro equilibrio lo obtenemos cuando u= µ2, entonces

µ∗1 = u−
(

gu

p1− c1

)1/2
, µ∗2 = u (3.3)

Obteniendo estos tres puntos de equilibrio se pueden analizar con la teoŕıa clásica
de colas usando 1.31 y 1.32.
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El caso en el que µ∗1 = µ∗2 = 0, lo omitiremos ya que podemos interpretar este caso
que se tienen que cada uno de los servidores tiene una tasa de servicio 0, que significa
que no están atendiendo clientes y por tanto la cantidad de tiempo que pasará un
cliente en el sistema tenderá a ∞.

Para el caso en el que el punto de equilibrio es µ∗1 = gc2
(p1−c1−c2)2 y µ∗2 = g(p1−c1)

(p1−c1−c2)2

tenemos que haciendo el análisis con la teoŕıa clásica de sistema de espera obtenemos
el número promedio de clientes en el sistema y la cantidad promedio de tiempo que
un cliente para en el sistema.

L= λ(p1− c1− c2)2

gc2−λ(p1− c1− c2)2 + λ(p1− c1− c2)2

g(p1− c1)−λ(p1− c1− c2)2

W = (p1− c1− c2)2

gc2−λ(p1− c1− c2)2 + (p1− c1− c2)2

g(p1− c1)−λ(p1− c1− c2)2

Y por último, concluimos con el análisis del último punto de equilibrio, cuando

tenemos que µ∗1 = u−
(

gu
p1−c1

)1/2
y µ∗2 = u

L= λ

u−
(

gu
p1−c1

)1/2
−λ

+ λ

u−λ
= λ[(u−λ)(p1− c1) + [(gu)(p1− c1)] 1

2 ]
(p1− c1)(u−λ)− gu

W = 1

u−
(

gu
p1−c1

)1/2
−λ

+ 1
u−λ

= (u−λ)(p1− c1) + [(gu)(p1− c1)] 1
2

(p1− c1)(u−λ)− gu

Por lo tanto, siguiendo el algortimo de Round Robin, la convergencia a un equi-
librio no sólo depende del rango del parámetro, sino también depende del perfil de
estrategia inicial.

A continuación mostraremos las siguientes cuatro posibilidades:
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• Si µ2 ≤ g/(p1−c1), entonces ambos servidores llegan a la solución del equilibrio
3.1. Lo que podemos traducir como, que la tasa de servicio del segundo servidor
si comienza siendo menor o igual a tal restricción, entonces ambos servidores
apagan su servicio inmediatamente

• Si g/(p1−c1)< µ0
2 < u∧g(p1−c1)/(p1−c1−c2)2, entonces después del primer

movimiento del servidor 1 (independiente de la dirección), el servidor 2 decre-
cerá su tasa. Ya que µ1(µ2) domina µ2(µ1) en este parámetro, hará que ambos
servidores decrezcan sus tasas hasta llegar al equilibrio 3.1.

• Si µ0
2 = µ∗2 = g(p1− c1)/(p1− c1− c2)2 ≤ u, entonces el servidor 1 mueve a µ∗1

(en el primer paso) y el equilibrio 3.2 es alcanzado.

• Si g(p1−c1)/(p1−c1−c2)2 ≤ µ0
2 ≤ u, entonces, después del primer movimiento

del servidor 1 (independiente de su dirección), el servidor 2 incrementará su tasa
(ya que µ2(µ1) domina µ1(µ2) en este parámetro). Por tanto, ambos servidores
incrementarán sus tasas hasta llegar al equilibrio 3.2.

3.2.4. Algoritmo para n jugadores
Si consideramos n-jugadores, el algoritmo de Round Robin será como mostramos

a continuación:
El perfil de estrategias denotaremos por x := (xi)ni=1 con xi ∈ Si. Denotaremos

x−i, como el vector x sin el i-ésimo componente, de manera similar x−(i,j) indicará
el vector x sin el i-ésimo y sin el j-ésimo componentes.

Roun Robin para n jugadores
En el paso k el jugador 1 primero encuentra la estrategia xk1 que maximiza su función
de utilidad f1, dadas las estrategias de los otros jugadores en el paso previo

xk1 = argmax
x1∈S1

f1(x1,x−1), donde x−1 = xk−1
−1

después el jugador 2, encuentra la estrategia xk2 que maximiza su función de
utilidad f2, dadas las más recientes estrategias de los otros jugadores, incluyendo la
nueva estrategia del jugador 1, de este modo

xk2 = argmax
x2∈S2

f2(x2,x−2), donde x−2 = (xk1xk−1
−(1,2))

De igual forma para el jugador 3, este encuentra la estrategia xk3 que maximiza
su función de utilidad f3:
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xk3 = argmax
x3∈S3

f3(x3,x−3), donde x−3 = (xk1,xk2xk−1
−(1,2,3))

Y esto se repite en los siguientes pasos de manera sucesiva.

3.3. S-modularidad
En esta sección describiremos el concepto de S-modularidad la cual será vista

como una generalización de la supermodularidad y submodularidad, que permite el
tratamiento de la supermodularidad y submodularidad simultáneamente.

Definición 3.12. Denotaremos (i, j) ∈ S̃+ si las funciones de pago fi y fj son super-
modulares en (xi,xj).
Denotaremos (i, j) ∈ S̃− si las funciones de pago fi y fj son submodulares en (xi,xj).

Observación 3.13. Para trabajar la S-modularidad, necesitaremos una condición
clave, la cual restringe las posibles relaciones S̃+ y S̃− entre todos los jugadores.

Definición 3.14. Condición de S-modularidad
Si (i, j) ∈ S̃+ entonces para cualquier h , i, j, ya sea (h,i),(h,j) ∈ S̃+ o (h,i),(h,j) ∈
S̃−.
Si (i, j) ∈ S̃− entonces para cualquier h , i, j, ya sea (h,i) ∈ S̃+, (h,j) ∈ S− o (h,i) ∈
S̃−, (h,j) ∈ S̃+.

Observación 3.15. La condición de la S-modularidad reduce el número total de las
relaciones entre todas las parejas de jugadores de

(
n
2

)
a n− 1.

Para ver esto empecemos tomando al jugador 1, una vez que (1, i) ∈ S̃+ o S̃− es
determinado para todos los i jugadores, donde i = 1, . . . ,n, entonces las relaciones
para las demás parejas quedan también fijas.

Ejemplo 3.16. Consideremos al jugador 2, si (1,2) ∈ S̃+ entonces (2,h) debe tener
la misma relación la de la pareja (1,h), ∀h, con h , 1,2, si (1,2) ∈ S̃−, entonces la
relación de (2,h) debe ser opuesta que la de (1,h). De manera similar, la relación
entre las parejas (2,3) determinará la relación entre (3,h) ∀h = 4, . . .n, se concluye
que es solamente analizar las relaciones de las n− 1 parejas consecutivas.

Teorema 3.17. Consideremos un juego de n jugadores. Supongamos que el algoritmo
Round Robin es seguido y la condición de S-modularidad está en vigor, además de
que todas las funciones de pago son continuas y los espacios de estrategia para cada
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jugador i, S̃i(x−i) es un sublátiz compacto para cada x−i y es continua en x−i,
entonces tenemos que los perfiles de estrategia convergen a un equilibrio de Nash
siempre que lo siguiente se satisfaga:

• si (i, j) ∈ S̃+, entonces S̃i(x−i) es ascendete en xj y S̃j(x−j) es ascendente en
xi.

• si (i, j) ∈ S̃−, entonces S̃i(x−i) es descendente en xj y S̃j(x−j) es descendente
en xi.

• El perfil de estrategia es tal que cada juador en un grupo empieza en el punto
más pequeño de su espacio de estrategia, mientras que cada jugador en el otro
grupo empieza en el punto más grande de su espacio de estrategia.

Demostración

Supongamos que el jugador 1 empieza en el punto más pequeño de su espacio de
estrategia. Entonces debemos tener x1

1 > x0
1. Además, que para cada jugador i en el

mismo grupo también se cumple x1
i > x0

i , ya que x0
i es el punto más pequeño del

espacio de estrategia del jugador i. Ahora, para cada jugador j en el otro grupo,
tenemos que x1

j < x0
j ya que es el punto más grande del espacio de estrategia del

jugador j.
En el siguiente paso, para cada jugador i en el mismo grupo que el jugador 1,

debemos tener que x2
i > x1

i . Este incremento no sólo es mejorado por el incremento
en la estrategia de todos los otros jugadores en el mismo grupo, sino también por el
decredimiento en estrategia de los jugadores en el otro grupo. De manera similar se
cumple que para cada j en el otro grupo, se tiene que x2

j < x1
j

Este paso es repetido para todos los pasos subsecuentes y como resultado obte-
nemos que para jugador h, la sucesión de estrategias xkh, con k = 1,2, . . ., es o una
sucesión creciente o una sucesión decreciente. La convergencia se cumple de la com-
pacidad y la monotonicidad de los espacios de estrategia y el equilibrio de Nash viene
de la continuidad de las funciones de pago, aśı como de la continuidad de los espacios
de estartegia. De igual manera que cuando se tienen 2 jugadores. �

Observación 3.18. La condición sobre el perfil de estrategia inicial puede ser reem-
plazada por la siguiente condición ligeramente débil: Suponiendo que el jugador 1
está en el grupo 1, las estrategias de los demás jugadores en el mismo grupo, con la
posible excepción del jugador 1, se mueven en la misma dirección, mientras que los
del otro grupo se moverán en dirección opuesta.
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Ejemplo 3.19. (n colas en tándem)
Recordando el Ejemplo 3.11, es fácil poder extender este ejemplo a n Colas en
Tándem, suponiendo que el servidor 1 toma trabajo de una fuente infinita, cada
trabajo va a través de los n servidores secuencialmente y abandona la cola en el
servidor n. También suponemos que cada bucle entre los servidores tiene capacidad
infinita.

Cada servidor i corresponde a un jugador, con tasa de servicio µi, que corresponde
a la estrategia del jugador i.

Consideremos el espacio de estrategia de la siguiente manera:

S̃1 = {µ1 : 0≤ µ1 ≤ µi} y S̃i = {µi : µ1 ≤ µi ≤ u}
observando que los espacios de estrategia S̃1 y S̃i con i = 2, . . . ,n cumplen la

propiedad ascendente, aśı como la continuidad.
Asumiremos que gi(·) es creciente y ĺımx→∞ gi(x) = ∞ ∀i = 1, . . . ,n. Además

para i = 2, necesitaremos la convexidad de g2(·), aśı como la supermodularidad de
−g2(µ1/(µ2−µ1)).

Aśı de esta manera, siguiendo el algoritmo Round Robin nos dirigimos a un
equilibrio de Nash. La única diferencia para el caso de 2 servidores 3.11, hay un
requerimiento adicional sobre el perfil de estrategia inicial (ya que todos los jugadores
pertenecen a un grupo, ellos deberán empezar en el punto más pequeño (µi = 0) o el
punto más grande (µi = u)).

3.4. Optimizadores ordenados
En esta sección se abordará el caso en el que nos encontremos con múltiples

optimizadores (o maximizadores) cuando en cada paso del algoritmo Round Robin,
una función de pago es maximizada, además permitimos vectores de estrategia.

Notación 3.20. M(y) := argmaxx∈S̃1
f(x,y)

Teorema 3.21. Supongamos dos espacios de estrategia S̃1 y S̃2, tal que x ∈ S̃1 y
y ∈ S̃2, además de que S̃1, S̃2 son sublátices, también supongamos que f(x,y) es una
función supermodular en x y supermodular en (x,y). Para y ∈ S̃2, entonces, M(y)
es ascendente en y (y ≤ y′⇒M(y)≺M(y′)).

Observación 3.22. Para cualquier y ∈ S̃2 se cumple que M(y) es una látiz, ya que
por la propiedad ascendente de M(y) cuando y ≤ y′ se cumple que x ∈ M(y) y
x′ ∈ M(y′), entonces x ∧ x′ ∈ M(y) y x ∨ x′ ∈ M(y′) y si permitimos que y = y′,
tenemos que implica que M(y) es un látiz.
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Teorema 3.23. Supongamos que f(x,y) es supermodular en x y submodular en
(x,y), entonces M(y) es descendente en y.

Demostración

Supongamos y ≤ y′, x ∈M(y), tenemos

f(x∨x′,y)− f(x,y)
≥ f(x∨x′,y′)− f(x,y′)
≥ f(x′,y′)− f(x∧x′,y′)
≥ 0 (3.4)

donde la primer desigualdad se cumple por la suposición de la submodularidad
en (x,y) y por las diferencias crecientes, la segunda desigualdad se tiene por el hecho
de que f(x,y) es supermodular en x 2.47 y la tercer desigualdad de que x′ ∈M(y′).
Por tanto,

f(x∨x′,y)≥ f(x,y)
ya que x ∈M(y), tenemos que x∨x′ ∈M(y), entonces

0 = f(x∨x′,y)− f(x,y)
De 3.4, se cumple que todas las desigualdades deben ser igualdades, en particular

f(x∧x′,y′) = f(x′,y′)
Esto es, x∧x′ ∈M(y′), ya que x ∈M(y′). �

Nota 3.24. De igual manera se cumple que M(y) es látiz.

Observación 3.25. Los jugadores en el grupo correspondiente a x, todos debeŕıan
pertenecer a S̃+, si cada uno de ellos, cuando se empareja con cualquier jugador
en el grupo corresponde a y, pertenece a S̃−. Cuando múltiples optimizadores son
presentados, necesitamos ser más espećıficos sobre el algoritmo Round Robin, en
particular, que solución elegir en cada paso y pasar al siguiente paso.

Definición 3.26. Mk
i , denotará el conjunto de optimizadores del jugador i en el paso

k.
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Definición 3.27. Definimos zk, como el elemento más pequeño de Mk
i y zk, como el

elemento más grande de Mk
i .

Debemos considerar varios casos:

• En el primer caso consideramos que ambas funciones son supermodulares en
x y y, además, ser supermodular en (x,y). Supongamos como principio, em-
pezar en (x0,y0), con x0 y y0, siendo los elementos más pequeños de S1 y S2,
respectivamente. Supongamos que elegimos x1 como la solución para pasar al
jugador 2, después el jugador elige y1, como la solución. Entonces, en el paso 2
se comienza con el elemento más pequeño, (x1,y1) de M1

1 ×M1
2 y continuamos

eligiendo los elementos más pequeños en cada paso. Nos damos cuenta que
de esta manera, el algoritmo produce una sucesión de perfiles monótonamente
crecientes, {(xk,yk)}, el cual convergerá al ĺımite (x∗,y∗) y el ĺımite es el equili-
brio de Nash más pequeño, en el sentido que será dominado por cualquier otro
equilibrio de Nash.

• Como segundo caso e igualmente podemos considerar, podemos elegir el ele-
mento más grande del espacio de perfil conjunto S, como la solución inicial y
elegir el elemento más grande de los sublátices de maximizadores en cada paso.
De esta manera, el algortimo produce una sucesión de perfiles monótonamente
decrecientes, {(xk,yk)}, el cual convergerá al ĺımite (x∗,y∗), el equilibrio de
Nash, más grande.

• Cuando las funciones de pago son submodulares en (x,y) y supermodulares
en x y y, los resultados de los incisos anteriores se mantienen a excepción de
algunas condiciones, que mostraremos a continuación:

a) El jugador 1 comienza en el elemento más pequeño, mientras que el juga-
dor 2 comienza en el elemento más grande de sus respectivos espacios de
estrategia.

b) El jugador 1 elige el elemento más pequeño del sublátiz de maximizadores
en cada paso y el jugador 2 elige el elemento más grande en cada paso.

De esta manera, el algoritmo produce una sucesión creciente {xk} y una suce-
sión decreciente {yk}, que convergen a xk y a yk, respectivamente y (x∗,y∗) es
un equilibrio de Nash.

• Para el caso con n jugadores, agruparemos a los n jugadores en 2 grupos:
(i1, . . . , ik) y (j1, . . . , jl) con k+ l = n, Por tanto,
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x := (xi1 , . . . ,xik), y := ((yj1 , . . . ,yjl))

nos coloca en el Teorema 3.23.
Definición 3.28. Diremos que los jugadores que corresponden a las componentes en

y, como x-jugadores (y-jugadores). Siguiendo lo anterior y analizando el caso para
2-jugadores, empezamos con las soluciones iniciales más pequeñas (más grandes)
para los x-jugadores y las soluciones iniciales más grandes (más pequeñas) para
los y-jugadores y en cada paso siempre elegir los maximizadores más grandes (más
pequeños), yk(yk), para los y-jugadores.
Teorema 3.29. Consideremos el juego de n jugadores del Teorema 3.17, permitien-

do que las estrategias de los i jugadores sean vectores. Además de las condiciones
en el Teorema 3.17, asumimos que la función de pago fi(x1 . . . ,xn), ∀i = 1, . . . ,n, es
supermodular en xj ∀j = 1, . . . ,n, entonces, en cada paso k, el conjunto de maxi-
mizadores de fi,Mk

i , es un látiz, ∀i = 1, . . . ,n. Además, el algoritmo converge a un
equilibrio de Nash (x∗,y∗) (o (x∗,y∗)); y cualquier equilibrio de Nash (x′,y′) satisfa-
ce: x′ ≥ x∗,y′ ≤ y∗ (x′ ≤ x∗,y′ ≥ y∗)

Demostración

Este Teorema lo demostraremos por inducción. Observemos que se cumple que
x′ ≥ x0 y y′ ≤ y0.

Supongamos que para algún paso k, tenemos lo siguiente

x′ ≥ xk y y′ ≤ yk (3.5)
Supongamos el paso k+1, empezamos analizando con el movimiento del jugador

1. Dado 3.5, si el jugador es un x-jugador, su estrategia actualizada será dominada
por la estrategia correspondiente en x′, la cual permanecerá siendo la misma (ya que
es un equilibrio de Nash). Si el jugador es un y-jugador, su estrategia actualizada
dominará la correspondiente estrategia en y′, la cual también permanece sin cambios.
Por tanto,

x′1 ≥ xk1 y y′1 ≤ yk1
Este argumento entonces continua a la actualización de los otros jugadores y

además para los siguientes pasos. Entonces por hipótesis de inducción en 3.5 ∀k y
tomando ĺımite sobre k y produce la relación deseada, que es
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x′ ≥ x∗ y y′ ≤ y∗

�

3.5. Bifurcación
Para abordar el caso de una bifurcación, optaremos por considerar lo siguiente,

anteriormente vimos que las condiciones requeridas en el Teorema 3.17 limitan la
relación entre los n jugadores y los analiza únicamente como dos grupos, donde
únicamente se encuentra S̃+ en un grupo y S̃−, en este caṕıtulo se aborda un caso en
particular tomando un nuevo algoritmo, que nombraremos como algoritmo II que
nos hará encontrar un caso particular.

A continuación abordaremos un caso que infringe las condiciones en el Teorema
3.17:

Supongamos que (i, j) ∈ S̃− para i, j = 1, . . . ,n− 1, mientras que (i,n) ∈ S̃+ para
i= 1, . . . ,n−1. Además supondremos que las estrategias de los jugadores son escalares
y el espacio de estrategia es un sublátiz compacto que es independiente de cualquier
otra estrategia de los jugadores.

Definición 3.30. Denotemos por x := (xi)n−1
i=1 , el conjunto de estrategias de los

primeros n− 1 jugadores y y := xn la estrategia del último jugador (donde el último
jugador será n).

Definición 3.31. De manera similar, denotaremos con S̃x, el espacio de estrategia
conjunta de los primeros n− 1 jugadores y con S̃y nos referiremos al espacio de es-
trategia del jugador n.

Algoritmo II

a) Se empezará el algoritmo con (x0,y0), donde x0 será el elemento más pequeño
de S̃x y y0 el elemento más grande de S̃y.

b) En cada paso k ≥ 1, cada una de las funciones de pago será maximizada con las
estrategias de los otros jugadores del paso k−1, además, en cada paso siempre
elegiremos el maximizador más pequeño xk y el maximizador más grande yk

56



Observación 3.32. Debemos notar que el algoritmo I usa un procedimiento de ac-
tualización secuencial entre los n jugadores en cada paso de este, mientras que en el
algoritmo II la actualización en cada paso es llevada a cabo simultaneamente entre
todos los jugadores.

En el paso 1, se cumple lo siguiente:

x1 ≥ x0 y y1 ≤ y0

lo anterior debido a que x0 y y0 son, respectivamente, los elementos más pequeño
y más grande de S̃x y S̃y.

En el paso 2, tenemos

x0 ≤ x2 ≤ x1 y y1 ≥ y2 ≥ y0

la primera desigualdad de la ecuación anterior se cumple debido a la suposición
hecha, ya que x0 y y0 son los elementos más pequeño y más grande de sus espacios de
estrategia, respectivamente, la segunda desigualdad se cumple, debido a las supuestas
relaciones de supermodularidad y submodularidad.

Por ejemplo, si consideramos al jugador i , n. El maximizador x2
i (de fi) es-

ta basado en (x1
−i,y

1), donde el maximizador x1
i (también de fi) está basado en

(x0
−i,y

0), ya que (i, j) ∈ S−, para j , n,i, y (i,n) ∈ S+, tenemos x2
i ≤ x1

i . Siguiendo
el mismo argumento, y2 ≥ y1, ya que los dos maximizadores son basados en x1 y x0,
respectivamente.

En el paso 3, tenemos

x2 ≤ x3 ≤ x1 y y2 ≥ y3 ≥ y1

Para argumentar la primera desigualdad, de nuevo consideremos al jugador i , n.
Notar que x3

i es el maximizador de fi dado (x2
−i,y

2), mientras x2
i es el maximizador

del mismo fi, dado (x1
−i,y

1). Y x3 ≥ x2 se sigue de las relaciones de supermodularidad
y submodularidad especificas.

Inductivamente, concluimos lo siguiente

x2k−2 ≤ x2k ≤ x2k−1, x2k ≤ x2k+1 ≤ x2k−1

y

y2k−2 ≥ y2k ≥ y2k−1, y2k ≥ y2k+1 ≥ y2k−1

Por tanto, para x, tenemos dos sucesiones monótonas: {x2k} que decrece a un
ĺımite xL y {x2k−1} que crece a un ĺımite xU . De manera similar, {y2k} crece a un
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ĺımite yU y {y2k−1} que decrece a un ĺımite yL, donde xL ≤ xU y yL ≤ yU . En el
peor de los casos, es posible que las dos sucesiones se mantengan constantes en la
solución inicial y el algoritmo simplemente oscila entre los dos. Sin embargo, cuando
xL = xU = x∗ y yL = yU = y∗, tenemos convergencia a un equilibrio de Nash (x∗,y∗)

Teorema 3.33. Consideremos un juego de n jugadores como en el Teorema 3.17.
Supongamos (i, j) ∈ S̃− para i, j = 1, . . . ,n−1, i , j y (i,n) ∈ S̃+ para i= 1, . . . ,n−
1. Siguiendo el algoritmo II, los perfiles de estrategia convergen a dos ĺımites, donde
uno estará dominando al otro.
Cuando los dos ĺımites coinciden, el resultado es un equilibrio de Nash.

Nota 3.34. Lo anterior podemos considerarlo como un teorema que define ciertas
condiciones para unicidad de puntos de equilibrio.

3.6. Conclusiones
En este caṕıtulo desarrollamos los juegos S-modulares, que son un tipo de juegos

más generales que los juegos supermodulares descritos en un caṕıtulo anterior, ya que
éstos nos permiten trabajar de manera similar ya sea con funciones supermodulares
o funciones submodulares. A partir de ésto se enunciaron dos algoritmos:

• Algoritmo I, que es el algoritmo de Round Robin pero para juegos S-modulares
y se presentaron ejemplos en Sistemas de Espera en Tándem, sin salidas entre
servidores, ilustrando todos los conceptos enunciados con anterioridad.

• Algoritmo II, que es una adaptación del algoritmo I, la única variante que
se presenta es que cada uno de los jugadores actualiza su estrategia dada la
estrategia de cada uno de los jugadores en un paso anterior. Este algoritmo nos
presenta una bifurcación y a partir de esto enunciamos el Teorema 3.33 que
nos garantiza la unicidad de equilibrios de Nash en juegos S-modulares.
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Caṕıtulo 4

Conclusiones y Perspectivas

4.1. Conclusiones
Primero en esta tesis desarrollamos los sistemas de espera M/M/1, seguido del

Teorema de Burke que nos dice que la distribución del tiempo entre salidas consecu-
tivas del sistema M/M/1 es idéntica a la distribución del tiempo entre llegadas. En
segundo término se prosiguió con el ánalisis de la distribución de las salidas, la cual
resulta ser la misma que la distribución de las llegadas y no se afecta por el meca-
nismo de servicio (exponencial) y con todo ésto analizamos un Sistema de Espera en
Tándem.

En el caṕıtulo 2 describimos las propiedades de los juegos supermodulares a par-
tir de la definición de látices y sublátices, desarrollando propiedades topológicas en
estos juegos y describiendo lo que son las funciones supermodulares acompañadas
del conjunto de soluciones óptimas para los juegos supermodulares y las condicio-
nes necesarias para la existencia de puntos de equilibrio en éstos y se concluye este
caṕıtulo con un algortimo que nos garantiza la existencia de dichos puntos, conocido
como el algoritmo de Round Robin.

En el caṕıtulo 3, desarrollamos los juegos S-modulares, que son un tipo de juegos
más generales que los juegos supermodulares descritos en el caṕıtulo anterior, ya que
éstos nos permiten trabajar de manera similar, ya sea con funciones supermodulares
o submodulares; a partir de esto se enunciaron dos algoritmos:

• Algoritmo I, que es el algoritmo de Round Robin, pero para juegos S-modulares
y se presentaron ejemplos en sistemas de espera en tándem sin salidas entre
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servidores, ilustrando todos los conceptos enunciados con anterioridad.

• Algoritmo II, que es una adaptación del algoritmo I, la única variante que
se presenta es que cada uno de los jugadores actualiza su estrategia dada la
estrategia de cada uno de los jugadores en un paso anterior, este algoritmo nos
presenta una bifurcación y a partir de esto enunciamos un teorema que nos
garantiza la unicidad de equilibrios de Nash en juegos S-modulares.

Hay que destacar que los juegos s-modulares son apropiados para estudiar mo-
delos en economı́a, sistemas de espera, entre otros, en los cuales el planteamiento de
teoremas de punto fijo para la existencia de equilibrios de Nash es sumamente com-
plicado y en contraparte el tratamiento de orden de los sistemas s-modulares facilita
la existencia de equilibrios de Nash, a través de los algoritmos antes mencionados.

4.2. Perspectivas
A futuro se pretende:

• Aplicar la teoŕıa desarrollada en sistemas que no sean de tipo tándem o que
contengan salidas entre servidores.

• Obtener reglas de paro para los algoritmos I y II desarrollados en esta tesis.
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