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Introduccion

En esta tesis se abordardn temas de Teorfa de Juegos [15], a partir de lo cual
se desarrolla una variante de ésta, la cual es la Teorfa de Juegos S-modulares [21],
en particular, estudiaremos el caso de juegos no-cooperativos. Usando esta teoria se
desarrolla el modelado de Lineas de Espera en Tandem, comenzando con las nociones
bésicas de cada una de las teorias (Teoria de Juegos y Teoria de Colas) hasta abor-
dar lo que son los juegos no cooperativos con estructura de S-modularidad, donde a
partir de ciertas condiciones en el espacio de estrategias y las funciones de pago de
cada uno de los jugadores, obtendremos la existencia, la estabilidad y la unicidad de
los puntos de equilibrio de Nash en dichos juegos.

En los juegos S-modulares podemos encontrar una amplia variedad de aplicacio-
nes:

a) en redes inaldmbricas de comunicacién [3] y [7],

b) en la programacién del consumo de energia de un hogar [2],
c) el consumo de energia residencial [19],
)

d) en las redes técticas radio cognitivas [16], etcétera.

Los objetivos de este trabajo son:

i) Analizar y desarrollar los juegos S-modulares a partir de la interpretacién de
los juegos supermodulares y submodulares, observando que a través de las pro-
piedades de estos juegos obtenemos equilibrios de Nash.

ii) Estudiar los sistemas de lineas de espera a partir de la Teoria de Juegos S-
modulares no-cooperativos, con la cual nos permitird comenzar con tasas de
servicio variables y no fijas, obteniendo de esta manera el control 6ptimo de



estos Sistemas de Espera en Tandem, maximizando las funciones de pago de
los servidores, interpretando condiciones que garantizaran existencia, unicidad
y estabilidad de los puntos de equilibrio en este tipo de Sistemas Tandem, sin
necesidad de hacer uso de los Teoremas de punto fijo (Kakutani [11], Brouwer
[24]).

A partir de esta tesis se podra conocer y analizar ciertas aplicaciones de la Teoria
de Colas (algunos ejemplos podemos encontrarlos en [1], [8], [10], [12]) en particular
en los Sistemas de Espera Tandem sin salida comenzando con el desarrollo de la
Teoria de Juegos S-modulares [21] desde la interpretacion de latices y subldtices,
siguiendo con la caracterizacion de los juegos de equilibrio y hasta llegar al algo-
ritmo para obtener los puntos de equilibrio de los juegos supermodulares, que nos
serviran como referencia para el desarrollo de los juegos S-modulares, ya que la S-
modularidad es un caso general de los juegos supermodulares y submodulares.

En consecuencia de lo anterior se desarrollard la teoria general de la Teoria de
Colas en Tandem enfocdndonos principalmente en los sistemas de Lineas de Espera
en Tandem sin salidas entre los servidores, para después combinar las dos teorias
y desarrollar un sistema de lineas de espera como un juego S-modular, donde los
jugadores seran los servidores, de esta manera obtener tasas de servicio 6ptimas.

En el capitulo 1, desarrollaremos ciertos tipos de sistemas de espera, iniciando
por el principal y bésico sistema de lineas de espera M/M/1, donde este sistema
describe entradas y salidas de tipo Poisson con atenciéon por parte de un solo ser-
vidor, al igual que este sistema se expone el sistema de lineas de espera M/M/S,
que al igual que el sistema M /M/1 tiene entradas y salidas de tipo Poisson pero con
atencion a clientes por parte de s servidores. Por ultimo, se analiza el Sistema de
Lineas de Espera en Tandem donde se presentara anticipadamente el Teorema de
Burke y usando la informacion obtenida a través del desarrollo de las colas M /M /1
y M/M/S, obtendremos el niimero promedio de clientes en el sistema y la cantidad
promedio de tiempo que los clientes pasan en el Sistema Téndem, el cual es un sis-
tema que describe una linea de espera con n servidores conectados uno tras otro,
donde la tinica salida es cuando se concluye el servicio en el ultimo servidor.

En el capitulo 2, mostraremos y desarrollaremos definiciones importantes sobre la
supermodularidad y la submodularidad, empezando desde las definiciones de latices
y sublatices entre las cuales se mostrara la definicion de monotonicidad, después pro-
seguiremos con propiedades topologicas tales como compacidad y asi definir la com-
pletez para latices, ademas de definir puntos fijos para funciones y correspondencias.



Luego se mostraran funciones supermodulares, el conjunto de soluciones 6ptimas de
tales funciones, en seguida de estos temas desarrollaremos las definiciones de lo que
es un juego supermodular, asi como la existencia de los puntos de equilibrio en estos
juegos (para juegos no cooperativos) y concluiremos este capitulo con los algoritmos
de optimizacion de Round Robin para las condiciones de convergencia en los juegos
supermodulares.

En el capitulo 3, se mostraran las condiciones generales necesarias que deter-
minan la existencia, estabilidad y unicidad de los puntos de equilibrio en juegos S-
modulares, donde mostraremos condiciones generales para juegos concavos n-persona-
les. También se abordaran ciertos ejemplos de la Teoria S-modular, aplicando ésta
especificamente en sistemas de lineas de espera con servidores en la modalidad de
Sistemas Tandem, se comienza con la representacién del algoritmo Round Robin pa-
ra un sistema con dos servidores y mas adelante el algoritmo de Round Robin para
un sistema con n-servidores, donde se analizara la S-modularidad que es la generali-
zacion de la supermodularidad y submodularidad simultdneamente, concluyendo con
un caso de bifurcacion en este tipo de juego obteniendo una condiciéon que garantiza
que el punto de equilibrio es tnico.

Finalmente en el capitulo 4 se presentaran las conclusiones y perspectivas de esta
tesis.



Capitulo 1

Preliminares de Sistemas de Espera

1.1. Introduccion

Este capitulo estd basado en [6], [10], [11], [12], [15], [17], [24] que se usan como
referencia para desarrollar éste, comenzaremos explicando la notacién clasica de la
Teoria de Colas, empezando con una breve explicacién de la notacion de Kendall-Lee,
después se senala la formula de Little y se desarrolla el sistema clasico de la Teoria
de Colas, abordando y desarrollando el sistema M /M/1; mas adelante el sistema
M/M/S y a partir de estos sistema junto con el Teorema de Burke, extendemos al
Sistema deCcolas Tandem junto con las férmulas para calcular el nimero promedio
de clientes en el sistema y la cantidad promedio de tiempo que un cliente pasa en el
sistema.

1.2. Antecedentes

Para la descripcion de cualquier sistema de colas requerimos de la especificacion
de tres partes:

1. Los procesos de arribo.

2. El mecanismo de servicio, tal como el niimero de servidores y la distribuciéon
de tiempo de servicio.

3. La disciplina de la cola.

Notacion 1.1. Kendall-Lee
La notacion A/B/S/K es usada para clasificar un sistema de colas, donde:
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o A especifica el tipo de procesos de arribo.
e B denota la distribucion del tiempo de servicio.
e s denota el nimero de servidores en el sistema.

« K denota la capacidad del sistema (haciendo referencia al maximo nimero de
clientes que puede haber en el sistema).

En muchas ocasiones K no se especifica, se llega a considerar que la capacidad
del sistema es ilimitada.

Algunas cantidades bésicas del sistema de colas son las siguientes:

L: El nimero promedio de clientes en el sistema.

L, El ntimero promedio de clientes esperando en la cola.

Lg:  El nimero promedio de clientes en el servicio.

W: La cantidad promedio de tiempo que un cliente pasa en el sistema.

Wy La cantidad promedio de tiempo que un cliente pasa esperando en el sistema.

Ws: La cantidad promedio de tiempo que un cliente pasa en servicio.

Muchas relaciones ttiles entre las anteriores y otras cantidades de interés pueden
ser obtenidas usando la siguiente identidad de costo bésica.

Nota 1.2. La tasa promedio de entrada al sistema es igual a A por la cantidad
promedio que paga un cliente que ingresa, donde A esta dada por

A= Tim 2. (1.1)

t—oo

Donde X es la tasa promedio de llegada de clientes que ingresan y X (¢) denota el
nimero de clientes que llegan al tiempo ¢, ¢t > 0.

La Formula de Little esta dada de la siguiente manera

L=\W, (1.2)

de donde suponemos que cada cliente paga una cierta cantidad por unidad de tiempo
mientras se encuentra en el sistema, una consecuencia de 1.1 (ver [9], pagina 52).



Observacion 1.3. Una variante de la ecuacion 1.1, mientras el cliente se encuentra
en la cola produce la siguiente ecuacion:

Ly =AW, (1.3)

y de igual manera, mientras el cliente se encuentra en el sistema, la ecuacion 1.1
produce la siguiente ecuaciéon:

Ly = \W,. (1.4)

Observacion 1.4. Las ecuaciones 1.2, 1.3 y 1.4 son validas para casi todos los siste-
mas de colas, independientemente del proceso de llegada, el nimero de servidores o
la disciplina de la cola (ver [5], pagina 2).

Definicién 1.5. Diremos que un sistema de colas se encuentra en estado .S, si hay
n clientes en el sistema incluyendo si estos estdos estan siendo atendidos por algin
servidor.

Definicién 1.6. Si el sistema esta en el estado S, sélo puede hacer transicion al
estado S,—1 o al estado S,41, con n > 1, que significa que un cliente completa
el servicio y deja el sistema o mientras el cliente actual estd siendo atendido otro
cliente arriba al sistema, de Sy la tnica transicion tinicamente puede ser a S7.

Si el sistema se encuentra en el estado S, en el tiempo ¢, la probabilidad de
transicion al estado Sy+1 en el intervalo de tiempo (¢,t+At) es a, At. Nos referiremos
a a, como el parametro de llegada (llamado parametro de nacimiento).

Si el sistema se encuentra en el estado S, en el tiempo ¢, la probabilidad de
transicion al estado S,—1 en el intervalo de tiempo (¢,t+At) es d, At. Nos referiremos
a dy, como el pardmetro de partida (llamado pardmetro de muerte).

Notacion 1.7. La probabilidad de que un sistema de colas se encuentre en el estado
Sy, en el tiempo ¢, t > 0 es,

pn(t) =P{N(t)=n}, n=01,... (1.5)

Donde N(t) es el proceso de Markov que toma el valor n cuando el sistema de
colas estd en el estado Sy,:

A continuacién presentamos ecuaciones fundamentales recursivas para N (t),
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p;z(t) = _<an + dn)pn(t) +ap—1Pn—1 (t) + dn+1pn+1 (t>, n=1
po(t) = —(ao + do)po(t) + dip1(t)

Donde asumiremos que en el estado estable (ver [18], pagina 390) se cumple que:

(1.6)

Jim py(t) = pa- (1.7)

Haciendo que pl,(t) =0y pp(t) = 0 en 1.6, obtenemos las siguientes ecuaciones
recursivas de estado estable (ver [18], pagina 390).

\Y
—

(an + dn)pn (t) =an—-1Pn—1 (t) +dp 1P+l (t)> n (1'8)

y para el caso cuando dy = 0:

aopo(t) = dip1(t). (1.9)

Las ecuaciones 1.8 y 1.9 se conocen como ecuaciones de equilibrio de estado es-
table.

Resolviendo las ecuaciones 1.8 y 1.9 en términos de pg, obtenemos de manera
recursiva

ago
P1= —Po,
dy
. apay ... an_1 (1.10)
P = dy o, T
donde pg puede ser determinado por
e ay  apa
an:(1+0+ 01+...>p0:1. (1.11)
g di  dyde

1.3. Sistemas de espera clasicos

1.3.1. Sistema de colas M/M/1

En esta seccion presentaremos el sistema de colas mas simple en los sistemas
de espera, que es, el sistema de colas M/M/1, éste tiene un proceso de arribo de
tipo Poisson con tasa A (= tasa promedio de llegada) y el tiempo de servicio en
este sistema se distribuye exponencialmente con pardmetro p (= tasa promedio de
servicio), ésto se ejemplifica abajo en el diagrama de la Figura 1.
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Llegadas i Salidas
cola servidor

Figura 1: Diagrama de un Sistema de Espera M/M/1.

Entonces, este sistema de colas M /M /1 en tiempo ¢ es un proceso de nacimiento
y muerte con los siguientes parametros de estado independientes:

ap = A, n =0, dy = 1, n=l1. (1.12)

Con estas restricciones y usando las ecuaciones 1.10, 1.11 y que A\/u < 1 obtene-
mos

A
p=1—-==1-p, y (1.13)
0
A\ /A"
Pn = (1_> <> =(1-p)p", n>1. (1.14)
w) \

Lo que implica que el servidor, en promedio, debe procesar a los clientes mas
rapido que el promedio de su tasa de llegada; de lo contrario, la longitud de la cola
(el ntimero de clientes que esperan en la cola) tiende a infinito. La relacién p = \/pu
a veces se denomina intensidad de trdfico del sistema.

Definicion 1.8. La intensidad de trafico del sistema es:

tiempo de servicio promedio  tasa de llegada promedio
Intensidad de trafico = P P _ gada p

tiempo de llegada promedio  tasa de servicio promedio’

Definicion 1.9. El nidmero promedio de clientes en el sistema M /M /1 esta dado por:

L=+ =_~2_ (1.15)

Entonces, ajustando 1.2, 1.3 y 1.4, obtenemos, la cantidad promedio de tiempo
que un cliente pasa en el sistema, la cantidad de tiempo promedio que un cliente
pasa esperando en la cola y el nimero promedio de clientes esperando en la cola,

8



W= = ,
p=A  w(l—p)
A p
W - )
Tou(p =) p(1-p)
)\2 2
L= i

1.3.2. Sistema de colas M/M/S

(1.16)

(1.17)

(1.18)

En esta seccion se desarrollara al igual que en la subseccién anterior el sistema de
colas M /M /S, que es un proceso de arribo de tipo Poisson con tasa A y cada uno de
los s servidores en el sistema tiene un tiempo de servicio exponencial con parametro
14, pero se trata con mas servidores asi como se muestra en el diagrama de la figura

2, con 3 servidores.

servidor

Llegadas

cola servidor

servidor

Salidas

Salidas

Salidas

Figura 2: Diagrama de un sistema de espera M/M/S.

Entonces el sistema de colas M /M /S en tiempo ¢, t > 0 es un proceso de naci-

miento y muerte con los siguientes parametros:
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0
0 {nu, <n<s (1.19)

S, nzs.

Tomar en cuenta que el parametro de salida d,, depende del estado del sistema.
Entonces de las ecuaciones 1.10 y 1.11 obtenemos:

s—1 s -1
po—lzs”+8!§jp_)m] Ly (1.20)

n
(Sp|> 0, n<s
n.
P = (1.21)
n s

donde p=\/(spu) < 1.

Tomaremos en cuenta que la relacion p = A\/(su) es la intensidad de trafico del
sistema de colas M /M /S. El nimero promedio de clientes en el sistema y el niimero
promedio de clientes en la cola estan dados, respectivamente, por:

A p(sp)®
L="24 22 1.22
p(sp)’ A
L,= -0 =12 1.23
T m (1.23)

Por las ecuaciones 1.2 y 1.3 y las cantidades W y W, estan dados por:
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L
L 1
qujq=W—X. (1.25)

1.4. Teorema de Burke

En esta seccion enunciaremos y demostraremos el Teorema de Burke, el cual sera
de gran importancia para desarrollar la seccién posterior, que es el Sistema de Colas
en Tandem. El Teorema de Burke demuestra que el proceso de salida de una cola
M/M/S sin salidas entre servidores, estable y estacionaria con tasa de llegada A es
un proceso de Poisson de tasa A en el equilibrio.

Los detalles de la hipotesis son como sigue: suponemos una cola de una sola
etapa con entrada aleatoria de tipo Poisson, el intervalo promedio entre llegadas
tiene tamano 1/\, que es la probabilidad de que la llegada de un cliente durante
un intervalo de tamafio dt es tomado igual a Adt, dentro de infinitesimales de orden
superior, independiente del estado del sistema antes del tiempo t, tiempos de llegada
de clientes anteriores o cualquier otra condicion.

Bajo estas suposiciones y la condicién adicional sp/A > 1, es bien sabido que
hay una distribucién de equilibrio de los estados (ntimero de clientes en el sistema).
Ademaés esta distribucion es la misma que la de los estados encontrados por los
clientes que ingresan en el sistema.

Todos los clientes cuando entran al sistema permaneceran hasta que hayan re-
cibido el servicio. De lo contrario, la disciplina de la cola o el orden del servicio es
irrelevante, ya que la salida y no lo que ocasiona el retraso es de interés para el
sistema de lineas de espera.

Con el fin de mostrar que la distribucién de equilibrio del nimero de clientes
completando el servicio durante un intervalo arbitrario de tamano 7" es Poisson con
parametro A7, un resultado equivalente es que los intervalos de tiempo entre su-
cesivas finalizaciones de clientes son independientemente distribuidas con la misma
distribucion exponencial como los intervalos de tiempo entre llegadas, se obtendra.

Debido a la aleatoriedad de la entrada y a la distribucién exponencial de tiempo
de retencion, el proceso de salida es markoviano con respecto al estado del sistema, es

11



decir, dado el estado del sistema en cualquier momento ¢, no hay méas conocimiento
sobre la distribuciéon de salida subsecuente a ¢ se obtiene de la historia anterior del
sistema. Se mostrard que un intervalo entre las partes y el estado del sistema al final
del intervalo son independientes en el equilibrio. Junto con la propiedad markoviana,
esta independencia implica que todos los intervalos entre las partes son independien-
tes. Se mostrara simultaneamente que la distribucién de equilibrio de un intervalo
entre partidas es exponencial, y por lo tanto se sigue que la distribucién de salida, o
la distribucién de terminaciones de los clientes, es Poisson.

Teorema 1.10. (Teorema de Burke)

Considere un sistema de colas con entrada de tipo Poisson y supongamos una
linea de espera tnica sin abandonos con tiempos de servicio exponencial indepen-
dientes distribuidos de manera idéntica. Entonces, la distribucién de equilibrio del
nimero de terminaciones de servicio en un intervalo de tiempo arbitrario sera igual
a la distribucién de entrada (Poisson), para cualquier cantidad de servidores.

DEMOSTRACION

Sea T la variable aleatoria que representara el tiempo entre las salidas sucesivas
(es decir, los tiempos entre partidas)

Fo(t) = P{IN(t) = n,T > t},

entonce F,(t) es la probabilidad conjunta de que haya n clientes en el sistema en
un momento ¢ > 0 después de la ultima partida y que ¢ es menor que el tiempo entre
partidas, es decir que no se ha producido otra partida. La distribuciéon acumulada
de la variable aletoria 7', la cual denotaremos con C(t), estara dada por:

CH)=PT <t =1- Fu(t)

n=0

el resultado anterior se da, considerando que:

12
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> Fu(t)=P{T > t}.

n=0

Para encontrar C(t), es necesario encontrar primero F,(t). Para esto, podemos
escribir las siguientes ecuaciones de diferencia con respecto a F,(t):

Fo(t+At) = (1= AMA)(1 —cuAt)Fy(t) + AAL(1 — cuAt) Fr—1(t) + o(At),

cuando ¢ <n,

Fo(t+At) = (1= AA)(1 —nulAt)F(t) + AAL(1 — nuAt)F—1(t) + o(At),
cuando 1 <n<g¢, y

Fo(t+At) = (1= MAt)Fu(t) + o(At). (1.26)

Restando F,,(t) de cada lado de las ecuaciones anteriores y dividiendo ambos
lados por At, y tomando el limite At — 0, obtenemos las siguientes ecuaciones:

d}?;t(t) = —(A+cu)Fy(t) + AF,—1(t) cuando ¢ < n,
dl?llt(t) = —(A+nu)Fp(t) + AF,—1(t) cuando 1 <n <¢,

Usando la condicién de limite
Fp(0) = P{N(0) =n,T >0} = P{N(0) = n} = pn,
Fo(t) = pae™, (1.28)

13



recordando que para modelos M/M/S de la subseccién 1.3.2, tenemos

mpm l<n<c
Pn+1 = (L29>
ﬁpna an

y de aqui que para obtener C(t), que es la distribucién acumulada del tiempo
entre partidas usamos 1.28 y tenemos que:

o0 o
Ct)y=1- ane*)‘t:1—6*’\752]9”:1—6*”,
n=0 n=0

de esta manera, mostramos que el tiempo entre partidas es exponencial.

Es también verdad que las variables aleatorias N(T') y T son independientes y
que ademas que los tiempos de salida sucesivas entre partidas, uno del otro, son
independientes. O

Observacion 1.11. El Teorema de Burke tiene aplicaciones en problemas de colas en
Tandem, en capitulos posteriores se mostraran algunos ejemplos.

1.5. Sistema de colas en tandem

Definicion 1.12. Consideremos un sistema de 2 servidores en el cual los clientes
llegan con una tasa A de tipo Poisson al servidor 1. Después de ser atendidos por el
servidor 1, se unen a la cola frente al servidor 2. Suponiendo que el espacio de espera
entre ambos servidores es infinito. Cada servidor sirve a un cliente a la vez con el
servidor ¢ tomando un tiempo exponencial con tasa u; para un servicio, 1 = 1,2. Tal
sistema se llama tdndem o sistema secuencial, (se ejemplifica este proceso a través
del diagrama que se muestra en la figura 3).

Llegadas ) . Salidas
cola —|servidor | —— -+ —— | cola |— | servidor
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Figura 3: Diagrama de un Sistema de Espera en Tandem.

Para analizar este sistema, necesitamos hacer un seguimiento del niimero de clien-
tes en el servidor 1 y en el servidor 2.

Definicién 1.13. Donde empezaremos por definir la probabilidad de transicion en un

solo paso y la denotaremos como P, ,, que serd pasar del estado n al estado m en
un paso.

Donde (n,m) serd la pareja que denota que hay n clientes en el servidor 1 y m
en el servidor 2 y las ecuaciones de balance son las siguientes:

Estado Tasa en la cual el proceso sale = tasa en la que el proceso entra
0,0 AP0 = pePo
n,0:n >0 (A4 1) Pro = po P+ A2 Pr_10
0,m; m >0 (A4 12) Po.m = p2Pom+1 + 1 P ym—1
n,m; nm > 0 (A 1+ p2) P = p2Poom+1 + 11 Posim—1+ APn—1,m
(1.30)

En lugar de resolver estas ecuaciones directamente notamos que la situacion en el
servidor 1 es igual que en un modelo M /M /1. Ya que si lo analizamos con el Teorema
de Burke (enunciado y demostrado en la seccién anterior), el cual nos menciona que,
una cadena de nacimiento y muerte puede analizarse como una cadena de tiempo
reversible y la salida de la cola M/M/1 serd un proceso de Poisson con tasa A y el
servidor 2 tendrd un anédlisis parecido a una cola M /M /1. Por lo tanto, la probabi-
lidad de que haya n clientes en el servidor 1 es:

. _ AN A\"
P(n clientes en el servidor 1) = |{1—— || — | ,
M1/ \ M1
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y similarmente

. , A\ A\"
P(m clientes en el servidor 2) = (1—— | — | .
H2 ) \ H2

Ahora, si el nimero de clientes en el servidor 1 y 2 son variables aleatorias inde-
pendientes, entonces se sigue que:

pn= () (=20) () 0=32)

Para verificar que P, ,, es de hecho igual a lo anterior (y se cumple que por lo
tanto el nimero de clientes en el servidor 1 es independiente del ntimero de clientes
en el servidor 2), todo lo que necesitamos hacer es verificar que lo anterior satisfaga
las ecuaciones 1.30 esto es suficiente ya que sabemos que P, ;, es la tnica solucién
de las ecuaciones 1.30.

Ahora L, el nimero promedio de clientes en el sistema, esta dado por

L = > (n+m)Pyy

n,m

-2 ()G el G
A A

= + _ 1.31
H1—A  p2— A (1.31)

Y de aqui se podra observar que el tiempo promedio que un cliente espera en el
sistema es:

(1.32)



Observacion 1.14. El resultado 1.30 pudo haber sido obtenido como consecuencia de

la reversibilidad (ver [18], pagina 250) del sistema M /M /1. Porque la reversibilidad
del tiempo no sélo implica que la salida del servidor 1 es un proceso de Poisson,
sino que también implica que el niimero de clientes en el servidor 1 es independiente
de los tiempos de salida anteriores del servidor 1 y estos ultimos tiempos de salida
constituyen el proceso de llegada al servidor 2.

El resultado anterior puede ser sustancialmente generalizado. Para hacerlo, con-
sideremos un sistema de £ servidores. Donde los clientes llegan desde el exterior del
sistema al servidor ¢, ¢ = 1,...,k, con una tasa r;; luego se unen a la cola en 7 hasta
que llega su turno al servicio. Una vez que el servidor ¢ atiende a un cliente, éste
se une a la cola frente al servidor j, j =1,...,k, con probabilidad P;;. Por tanto, si
Zé?:l P;; <1 representa la suma de todas las probabilidades de pasar del servidor ¢

a los demas servidores, entonces, 1 — Z;?:l P;; representara la probabilidad de que
un cliente abandone el sistema después de ser atendido por el servidor i:

k
Nj=rj+Y NPy, i=1,....k (1.33)

=1

La ecuacion anterior se sigue de que r; es la tasa de llegada de los clientes a j
viniendo del exterior del sistema y como \; es la tasa en la que salen los clientes
del servidor 7 (igual a la tasa de salida), \;F;; serd la tasa de llegada al servidor j
viniendo desde el servidor 7. Resulta que el niimero de clientes en cada uno de los
servidores es independiente y de la forma:

. n
P{n clientes en el servidor j} = (1 — AJ) (/\‘7) ;

gy )\ 1

donde 15 es la tasa de servicio exponencial en el servidor j y las A; son la solu-
cién para la ecuacién 1.33. Por supuesto, es necesario que —L < 1, Vj. Para probar

J
esto, primero notamos que es equivalente afirmar que las probabilidades limitantes
P(ni,na,...,ng) = P{n; en el servidorj, j =1,...,k}, estan dadas por:

17



N TEAN Y
P(nl,ng,...,nk)—jl;ll (,uj) (1 ), (1.34)

Hj

la cual puede ser verificada mostrando que satisface las ecuaciones de balance
para este modelo. El nimero promedio de clientes en el sistema es:

k
L = Znﬁmero promedio en el servidor j
i=1

k
Aj '
S A

El tiempo promedio que un cliente espera en el sistema puede ser obtenido de
L=AW con A\ = Zé?:l rj y esto da paso a que W pueda representarse como:

)\.
Y
R

k
Zj:l Ty

Observacion 1.15. El resultado incorporado en la ecuacién 1.34 nos muestra que la
distribucion del ntimero de clientes en el servidor 7 es la misma que en un sistema
M/M/1 con tasas A\; y i

1.6. Conclusiones

En este capitulo desarrollamos los sistemas de espera M/M/1 en equilibrio y el
Teorema de Burke, que nos dice que la distribucién del tiempo entre salidas consecu-
tivas de este sistema es idéntica a la distribucién del tiempo entre llegadas. De esta
manera obtenemos que la distribucién de las salidas es la misma que la distribucion
de las llegadas y no se afecta por el mecanismo de servicio (exponencial) y entonces
el analisis de un Sistema de Espera en Tandem es completamente parecido al sistema
M/M/1.
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Capitulo 2

Juegos Supermodulares

2.1. Introduccion

Esta seccién estd basada en: [2], [13], [17], [20], [21], [22] los cuales se tomaron
como referencia para la explicacion y el desarrollo de la supermodularidad, hasta
obtener un algoritmo que nos permita obtener un criterio de existencia de equili-
brios, empezando con la construccién de la Teoria de los Juegos Supermodulares,
definiendo los latices, propiedades de puntos fijos, funciones supermodulares que se
ocuparan de base para funciones S-modulares, entre otras hasta llegar al algoritmo
de Round Robin, el cual nos dice que por medio de ciertas condiciones en el espa-
cio de estrategias de cada uno de los jugadores, llegamos a la existencia de puntos
de equilibrio que nos garantiza un equilibrio de Nash sin ocupar directamente los
Teoremas de punto de fijo de Brouwer ([24], pagina 222) o de Kakutani [11].

2.2. Latices

2.2.1. Conjuntos parcialmente ordenados

En esta subseccién comenzaremos definiendo algunas condiciones de interés y
utiles como son: relacién binaria, conjunto parcialmente ordenado y cotas para con-
juntos, para asi poder definir el concepto de latiz. Primero, daremos a conocer el
concepto de relacién binaria, para que mas adelante definamos lo que es un conjunto
parcialmente ordenado y se daran algunos ejemplos de las definiciones dadas.

Definicion 2.1. Diremos que =< es una relacion binaria sobre un conjunto X, si para
cualesquiera z,y € X, se tiene que x <y es verdadero 6 x <y es falso.
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Definicion 2.2. X es un conjunto parcialmente ordenado si en él hay una relacion
binaria < que cumple las siguientes propiedades:

a) Reflexividad: si z < x para cada = € X.
b) Transitividad: si x <y y y < z implican que x < z, para z,y,z € X.
¢) Antisimetria: si x <y y y < = implican que =z =y, para x,y € X.
A < se le llama relacion de orden.
Ejemplo 2.3. Los siguientes son conjuntos parcialmente ordenados:
1. IR con la relacién <, es decir, el orden usual en R.

2. Dado un conjunto X, el conjunto potencia, denotado por (X ), con la relacién
C.

3. Sea I un conjunto de indices y X; un conjunto parcialmente ordenado con la
relacion =;, para cada i € I; entonces el ejemplo es, el producto directo [];c; X;,
con la relaciéon =<, dada por x Xy, para x,y € [[;c; Xi, si x; =; yi, para cada
1el.

Ya que en un conjunto parcialmente ordenado, no siempre se cumple que x <y
0 y = x, para cualquier par z,y en él, esto da lugar a lo siguiente:

Definicion 2.4. Se dice que x,y son comparables en X si x <y 6 y < x, en otro caso,
x y y son incomparables.

Definiciéon 2.5. Un conjunto parcialmente ordenado es una cadena si todos sus
elementos son comparables.

A continuacién mencionaremos algunas nociones de cotas en conjuntos parcial-
mente ordenados, para tener un acercamiento al concepto de latiz.

Definicién 2.6. Dado un conjunto parcialmente ordenado X y sea X’ un subconjunto
dado de X. Diremos que y € X es una cota superior (inferior) de X' six <y (y < z),
para cada x € X/, si ademds, de lo anterior, se cumple que y € X', entonces y es el
elemento mdximo (minimo) de X'.

Definicién 2.7. Se dice que x € X' es un elemento maximal (minimal) de X' si no
existe y € X’ tal que z <y (y X ).
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Observacion 2.8. Todo elemento maximo es maximal, de manera analoga, todo ele-
mento minimo es minimal.

Nota 2.9. En un conjunto parcialmente ordenado, los elementos maximos (mini-
mos), si existen, son tnicos. En cambio, puede que en el conjunto exista mas de un
elemento maximal (minimal). Los elementos maximales (minimales) distintos no son
comparables.

Definiciéon 2.10. Si el conjunto de cotas superiores de X tiene un elemento minimo,
esta minima cota superior es llamada supremo de X; similarmente, la maxima cota
inferior de X es llamada infimo.

Notacién 2.11. Si consideramos X un conjunto parcialmente ordenado, y x,y € X,
y estos tienen una minima cota superior en X, ésta se denota por z V y; de manera
similar, la maxima cota inferior en X de tales elementos, se denota por x A .

2.2.2. Latices, sublatices y propiedades

Para esta subseccion, definiremos los conceptos de latiz y sublatiz que seran unos
de los conceptos importantes para esta teoria. Usando las definiciones de la subsec-
cion 2.2.1 y estos conceptos en capitulos posteriores caracterizaremos los conjuntos
de perfiles de estrategias admisibles en los juegos S-modulares.

Definicién 2.12. Un conjunto parcialmente ordenado que contiene la maxima cota
inferior (V) y la minima cota superior (A) de cualquier pareja de elementos de este
conjunto, serd denominado ldtiz.

Ejemplo 2.13. Los siguientes conjuntos son ejemplos de latices

1. Z(X), de un conjunto X, con la relacién binaria C. Es una latiz, pues, para
A, B subconjuntos de X, A VB=AUBy ANB=ANB.

2. R, con la relacion de orden <, donde, =V y = maz{x,y} y x Ay = min{z,y},
para x,y € R.

3. IR" con la relaciéon <, donde, para z,y € R”, xVy = (x1Vy1,....,en VUYn) ¥
cANy= (1 Ay1,...,Tn Ayp). Con z; Vy; vy x; Ay; definidas en el inciso 2.

Observacién 2.14. El producto directo de latices es una latiz. (ver [21], pagina 13)
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Definicién 2.15. Si Y es un subconjunto de una latiz X y se cumple que para cual-
quier par de elementos contenidos en este subconjunto, Y contiene su maxima cota
inferior y su minima cota superior, respecto al conjunto X, entonces diremos que Y
es una subldtiz de X.

A continuacién, se muestran ejemplos y observaciones sobre sublatices.

Nota 2.16. Denotaremos con .Z(X) al conjunto de sublatices no vacias de una latiz
X

Ejemplo 2.17. Los siguientes son sublatices

1. Cualquier subconjunto de RR.

2. Cualquier subconjunto de una cadena es una sublatiz de ésta.

Observacion 2.18. Sobre sublatices.

a) Dada una latiz X y X’ una sublatiz de ésta, si Y es una subldtiz de X', entonces
también lo es de X.

b) Si X y Y son ldtices con la misma relacién de orden y tales que X C Y, no
siempre ocurre que X sea una sublatiz de Y.

Para ejemplificar la segunda parte de la Observacién 2.18, considere el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 2.19. Sea X un conjunto no vacio y Y = Z(X), se sabe que Y es una
14tiz con la relaciéon binaria C. Considere Z = {(), X, A, B}, con A,B C X, A# B
y A # B¢ Note que Z C Y, es una latiz con la relacién C pero, en Z se tiene que
AVzB=Xy A Az B=1{, en cambio AVy B=AUBy A Ay B=ANDB, de esto
que Z no sea una sublatiz de Y.

Definicion 2.20. Una funcién f definida de un conjunto parcialmente ordenado X
a otro conjunto parcialmente ordenado Y es creciente (decreciente) si ' < 2" en X

implica que f(a') < f(2") (f(2') = f(z")).

Diremos que una funciéon es mondtona si es una funcion, ya sea, creciente o
decreciente

22



Los siguientes lemas son algunas propiedades basicas de latices.

Lema 2.21. Si Y es una sublatiz de una latiz X y Z un subconjunto de Y, finito
y no vacio, entonces infx Z y supy Z existen y son elementos de Y. De esto que, si
X = () es una latiz finita, entonces X tiene supremo e infimo. (la demostracién puede
verse en [21] pagina 16)

Lema 2.22. Si X es una latiz y X, es una sublatiz de X para cada « € A, entonces
Naeca Xa es una sublatiz de X.

DEMOSTRACION

Supongamos .,y € (ye A Xa, por hipdtesis se cumple que z,y € X, para todo a € A,
y cada X, es sublatiz de X, de aqui que zVy, x Ay € X,, para todo a € A, asi
TVY, TAY € Naca Xa-

De esto se concluye que (ye4 Xo €s una sublatiz de X.

Definicién 2.23. Sean X y T latices, S C X x T, la seccion de S sobre t en T, es el
conjunto S; = {x € X : (x,t) € S}, y la proyeccion de S sobre T es [IpS ={t € T':
St * (Z)}

En seguida, se mostraran un par de resultados sobre conjuntos en la Definicién
2.23.

Lema 2.24. Sean X y T latices, y S una sublatiz de X x T.
a) La seccién Sy de S en cada t € T es una sublatiz de X.

b) La proyecciéon Il7S de S sobre T' es una sublatiz de T

DEMOSTRACION
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a) Seat € Ty x,y € Sy, luego (x,t),(y,t) € S. Como S es una sublatiz, (z,t) Vv
(y,t) €Sy (x,t)A\(y,t) € S, asi zVy,z Ay € S;. De esto que Sy sea una sublatiz
de X.

b) Considere t,u € I1pS, se tiene que Sy y S, son no vacios; sean s y v en Sy y
Sy, respectivamente. S es una sublatiz de X x T, asi que

(s,t)V(v,u)=(sVo,tVu)eS v (s,t)A(v,u)=(sAv,tAu)eS

Se sigue que, Spyy ¥ Staw son no vacios, luego tVu y t Au estan en I[17S. Con
esto se concluye que I17S es una sublatiz de 7.

2.2.3. Propiedades topoldgicas de latices

Para esta parte trataremos condiciones de compacidad, definiremos el concepto
de completez para latices y daremos una caracterizacién de latices completas usando
conceptos topoldgicos. Estos resultados seran de utilidad para asegurar la existencia
de maximos y minimos en los conjuntos de perfiles de mejor respuesta, para juegos
supermodulares cuyos perfiles de estrategias admisibles son subconjuntos de IR".

Comenzaremos definiendo la completez para latices, después daremos algunas
observaciones de latices completas y unos ejemplos.

Definicién 2.25. Diremos que una latiz es completa, si cada subconjunto no vacio de
esta latiz tiene supremo e infimo.

Nota 2.26. De la definiciéon anterior y el Lema 2.21, tenemos que:
a) Cualquier latiz finita es completa.
b) Una latiz completa, no vacia, tiene supremo e infimo.
Ejemplo 2.27. Las siguientes son latices completas.
1. Los intervalos cerrados en IR.

2. P(X), para X #0.
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Haciendo uso del concepto de sublatiz y del concepto de completez, obtenemos
la siguiente definicion.

Definicién 2.28. Sea Y una sublatiz de una latiz X, diremos que Y es una subldtiz
subcompleta de X si se cumple que para cada Z CY con Z #() ysupy Z, infxy Z €Y.

Ejemplo 2.29. Tomando las latices completas del ejemplo 2.27, se presentan las
siguientes sublatices subcompletas de éstas.

1. Para los intervalos cerrados en IR, los conjuntos de la forma [a,b] NIN.
2. Para Z(X), la colecciéon {4, A%, X}, con AC X.
Observacion 2.30. Sobre latices completas.

a) Si X es una latiz y Y una sublatiz subcompleta de ésta, entonces supy Z =
supy Z e infx Z = infy Z, para cualquier Z CY, Z # (). Ademas, Y es una latiz
completa.

b) Si X y Y son latices completas con la misma relacién de orden y Y C X,
entonces Y no necesariamente es una sublatiz subcompleta de X.

c) La interseccién de una latiz completa (subldtiz subcompleta) y un intervalo
cerrado, es una latiz completa (subldtiz subcompleta).

Para mostrar b) de la observacién anterior, se tiene el siguiente.

Ejemplo 2.31. Recordando el ejemplo 2.19, para X = (), (X)) es una latiz completa.
SiZ={A,B,X,0},con AzB, A=B°y A,BC X. Note que Z C #(X)y Z es una
latiz completa.

Considere Y = {A,B}, Y C Z, observe que supzY = X #suppx)Y = AUB.
De esto se sigue que Z no es una sublatiz subcompleta de Z2(X).

El siguiente teorema, muestra que subcompletez es equivalente a compacidad en
la topologia usual de IR".

Teorema 2.32. Una subldtiz de R es subcompleta si y sélo si es compacta, (la

demostracion puede verse en [21] pagina 30).

A partir del teorema recien enunciado, se puede deducir el siguiente resultado.
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Corolario 2.33. Una sublatiz de R”, compacta y no vacia, tiene un elemento maximo
y un elemento minimo.

El lema que se enuncia a continuacién, provee un resultado para las sublatices no
vacias y cerradas que son acotadas, ya sea superior o inferiormente.

Lema 2.34. Una sublatiz cerrada de IR que es acotada superiormente (inferiormen-
te), tiene un elemento méximo (minimo).

La demostracién del Lema 2.34, se puede encontrar en [21] (pagina 31, Corolario
2.3.1).

2.2.4. Orden inducido de un conjunto

Para esta parte comenzaremos definiendo el orden inducido de un conjunto y
enunciaremos algunos atributos de tal conjunto.

Definiciéon 2.35. Sea X una latiz con relacién de orden <. El orden inducido del
conjunto C, se define sobre la coleccion de elementos no vacios del conjunto potencia
de X, y es tal que para A,B € Z(X)\ {0}, AC B,si x € Ay y € B implican que,
rANyeAyxzVy€EB.

Los singuletes (es decir, conjuntos con un solo elemento) en X son ordenados por C
si y sélo si, los elementos son ordenados por =; es decir, para a,b € X, {a} C {b} si
y s6lo si a <.

Lema 2.36. Sean X una latiz y Y, Z subconjuntos no vacios de X, tales que Y C Z| si
supx Y ysupx Z (ian Y einfy Z) existen, entonces, se tiene que supy ¥ <Xsupy Z

(ianinanZ>.

DEMOSTRACION

Considere y € Y y z € Z. Como Y C Z, se tiene que yAz €Y yyVz e Z, lue-
go y 2yVz <supy Z, esto sucede para todo y € Y. Asi supy Y < supy ~Z.
De manera andloga, se prueba que inf x{Y'} < yAz <z, Vz € Z, entonces inf x{Y'} <
ian{Z}.

O
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A continuacién, daremos una definicién de una correspondencia (o multifuncion).
Este concepto serda de gran importancia ya que, mas adelante daremos una caracte-
rizacién de los puntos de equilibrio en juegos no cooperativos basada en una corres-
pondencia particular.

Definicién 2.37. Una funcién cuyo rango esté contenido en &(X), para algin con-
junto X, es llamada correspondencia.

Definicién 2.38. Una correspondencia Sy : T'— (X)) se dice creciente (decreciente)
ent, paratel , si

a) El dominio T, es un conjunto parcialmente ordenado.

b) Elrango, {S;:t €T} C £(X), con X una latiz y £ (X) parcialmente ordenado
con relacién C.

c¢) Los conjuntos Sy son crecientes (decrecientes), i.e. t <r =Sy T S, (S, C.S).
Teorema 2.39. Sean X y T latices.

a) Si S es una sublatiz de X x T entonces, la seccion Sy de S en t, t € T, es
creciente en t sobre la proyecciéon I1pS de S en T

b) Si T es una cadena, S; C X, Vt € T, S; es creciente en los ¢ con Sy =0 y
S={(x,t):t€T,x €S}, entonces S es una sublatiz de X x T

DEMOSTRACION
a) Se probara que para t,r € [1pS, con t < r, se tiene que S; C S;.

Considere t,r € I1pS, tales que t <r, y sean a € S, b € S,., se tiene que
@OAG) =(@nbt) vy (aV(br)=(aVhr)
de esto que aAb € Sy y aVbe S, asi los conjuntos S; con crecientes en t € I'l7S.
b) Se probard que aVb,a ANb € S, para cualesquiera a,b € S.
Sean (a,z) y (b,y) en S, sin pérdida de generalidad, se puede suponer que z <y,
pues 1" es una cadena, ademds S; E Sy, con a € S; y b € Sy. Luego, aAbe S; y

aVbe Sy, deaqui que aAby aVbestén en Sy se concluye que S es una sublatiz.
O
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La siguiente observacion se usa en la prueba de algunos resultados de la subseccion
2.2.5.

Observacion 2.40. Sean X, Y conjuntos parcialmente ordenados, no vacios. Consi-
dere f: X — Z(Y), si f es una correspondencia creciente y y < x en X entonces,
para cualquier s € f(x) existe t € f(y) tal que, t < s.

2.2.5. Puntos fijos

En esta parte definimos puntos fijos para funciones y correspondencias, ademas
daremos algunas propiedades para cuando las correspondencias cumplen con ciertas
caracteristicas. Esta subseccién es de las mas importantes, ya que, los puntos de
equilibrio en juegos no cooperativos se pueden ver como puntos fijos de la correspon-
dencia de mejor respuesta.

Iniciaremos esta subseccién con el concepto de punto fijo para una funcién y para
una correspondencia.

Definicién 2.41. Sea f una funcién de un conjunto X en si mismo, si z* € X satisface
que f(xz*)=x* entonces, diremos que, * es un punto fijo de f.

Similarmente, si f: X — Z(X) es una correspondencia tal que, para x* € X, z* €
f(z*), decimos que z* es un punto fijo de f.

Teniendo la definicién de punto fijo en correspondencias, el siguiente resultado
se tiene cuando el conjunto X es una latiz completa, no vacia, y la correspondencia
cumple algunas hipotesis sobre su rango e imagen.

Teorema 2.42. Sean X una latiz completa no vaciay Y : X — Z(X) una correspon-
dencia creciente, donde Z(X) tiene el orden inducido por C y Y'(z) es una sublétiz
subcompleta para cada x € X, entonces:

a) El conjunto de puntos fijos de Y en X es no vacio, ademads, tiene elementos
méximo y minimo, dados por supx{z € X : Y (z)N[z,00) 20} e infx{z € X :
Y (z) N (—o0,x] = (0}, respectivamente.

b) El conjunto de puntos fijos de Y en X es una latiz completa y no vacia.

Ahora, para correspondencias crecientes cuyo dominio es un producto de conjun-
tos con ciertas propiedades, se tiene lo siguiente:
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Teorema 2.43. Sean X una latiz completa, 7" un conjunto parcialmente ordena-
doy Y: X xT — Z(X) una correspondencia creciente con Y (z,t) una sublatiz
subcompleta para cada (z,t) € X x T.

a) Para cada t € T, la correspondencia Y tiene un méximo (minimo) punto fijo.
b) El maximo (minimo) punto fijo de Y es creciente en T'.

c) Si también se supone que supY (x,t) < infY (z,s), Vo € X y t < s, entonces el
méximo (minimo) punto fijo de Y es estrictamente creciente en 7.

(la demostracién puede verse en [21] pagina 39).

Cuando las imagenes de la correspondencia Y son singuletes, los resultados ante-
riores se pueden reescribir como:

Corolario 2.44. Sea f: X — X, una funcién creciente de una latiz completa y no
vacia, en si misma.

a) El conjunto de puntos fijos de f es no vacio y sus elementos maximo y minimo se
pueden describir como sup{z € X : x <X f(x)} e inf{z € X : f(z) X 2}, respectiva-
mente.

b) El conjunto de puntos fijos de f es una latiz completa y no vacia.
(la demostracién puede verse en [21] pagina 40).

Corolario 2.45. Sean X una latiz completa y no vacia, T un conjunto parcialmente
ordenado y f: X xT — X una funcién creciente, entonces:

a) La funcién f tiene un méximo (minimo) punto fijo, para cada t € T'.
b) El maximo (minimo) punto fijo de f es creciente en 7.

c) Si ademds, f es estrictamente creciente en T, para cada = € X, entonces el
méaximo (minimo) punto fijo de f es estrictamente creciente en 7.

(la demostracién puede verse en [21] pagina 41).

2.3. Funciones supermodulares

En esta seccién definimos las funciones supermodulares. Para esta parte debemos
tomar mayor énfasis a estas funciones ya que para temas que abordamos en los si-
guientes capitulos la supermodularidad es una caracteristica de las utilidades en los
juegos supermodulares no cooperativos.
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Definicién 2.46. Sean X y 7' conjuntos parcialmente ordenados y sea f una funcién
f:8 =R, conSCXxT.Sif(x,t)— f(x,r) es creciente (decreciente, estrictamente
creciente o estrictamente decreciente) en z € 5} N 5',«, para cualesquiera ¢, € T', con
r < t, entonces diremos que f tiene diferencias crecientes (decrecientes, estrictamente
crecientes o estrictamente decrecientes).

Nota 2.47. La definicion de diferencias crecientes es valida para ambas entradas de
f pues,

f(l’,t)—f(:l],?“) < f(yut) _f(yar) @f(y,r) _f(JJaT) < f(yut) —f(l‘,t).

Cuando el dominio de f es subconjunto de un producto arbitrario de conjun-
tos parcialmente ordenados, la condicién de diferencias crecientes se describe de la
siguiente manera.

Observacion 2.48. La funcién f tiene diferencias crecientes cuando el dominio de
f es subconjunto de un producto arbitrario de conjuntos parcialmente ordenados,
es decir, f: X — R, con X C [[neaXa v para cualesquiera o, € A, a = 3, y
cualquier =, € Xy, con v € A\ {o, B}, f tiene diferencias crecientes en los (x4, 73)
pertenecientes a la secciéon de X en z..

Teorema 2.49. Dada la funcion f : IR" — IR, diferenciable en R™, ésta tiene diferen-

cias crecientes si'y sélo si es creciente en xj, para cualquier = (z1,22,...,%y),
T
con j #i. Equivalentemente, si f tiene segunda derivada, se dice que tiene diferencias
0*f(x)

crecientes si y solo si >0, con 7 # j, para cualquier z € R".

8:157;6.%-
DEMOSTRACION

Por simplicidad, la prueba se hara para n = 2, el caso general es andlogo.
Se dice que la funcién f tiene diferencias crecientes si, f(-,b) — f(-,a) es una funcién
creciente, con b > a, a,b € IR; en otra palabras, si

b
) F0)) 2 0 s decir st L0 O10:0)
. . 0f(y,a) ., . . .
Dicho de otro modo, si v es una funcién creciente en a, lo cual equivale a decir
Y
2
que 209 S

Oyda
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Definicién 2.50. Sea X una latiz y consideremos una funcion f, tal que, f: X — R,
diremos que f es supermodular en X si, para cualesquiera x,y € X, f se cumple:

f@)+fly) < fxVy) + flzAy)

Si la desigualdad es estricta, diremos que f es estrictamente supermodular. Simi-
larmente, diremos que f es submodular en X si —f es supermodular.

Una funcién que es supermodular y submodular es llamada valuacion.
El siguiente resultado, cuya prueba se puede revisar en [21] (pagina 44, Teorema
2.6.1), caracteriza las funciones con diferencias crecientes en sublétices.

Teorema 2.51. Sean A un conjunto de indices, X, una latiz, para cada o € A, y
X CIlaea Xqo una sublatiz. Si f es supermodular en X, entonces f tiene diferencias
crecientes en X.

A continuacién, mostramos dos resultados que identifican la supermodularidad
en términos de diferencias crecientes cuando el dominio de la funcion tiene ciertas
caracteristicas; seguido de esto, se muestran algunos ejemplos de funciones supermo-
dulares.

Teorema 2.52. Sea X; una latiz, parai=1,...,n. Si f: [['; X; = R es una funcién
con diferencias crecientes y supermodular en cada entrada fija, entonces f es super-
modular en [~ X;.

La demostracion del Teorema 2.52 se encuentra en [21] (pagina 45, Teorema
2.6.2).

Corolario 2.53. Considere N = {1,...,n}, con n € IN, X; una cadena para cada

i € Ny f una funcién con diferencias crecientes en [}, X;, entonces f es supermo-
dular en TTi; X;.

Observacién 2.54. El resultado anterior no es cierto cuando NN no es finito. (ver [21],
péagina 45)

Ejemplo 2.55. Las siguientes funciones son supermodulares.

1. Sea X una cadena, cualquier funcién f: X — R es una valuacion.
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2. La funcién f(x1,72) = 2122 es supermodular en RR?.
3. La funciéon f(z1,...,2,) =min{azz; :i=1,...,n}, con o > 0, parat =1,...,n,

es supermodular en R".

2.3.1. Conjunto de soluciones 6ptimas

En esta parte definiremos el conjunto de soluciones 6éptimas de una funcion. Este
concepto lo usaremos al momento de definir la correspondencia de mejor respuesta
en juegos supermodulares no cooperativos.

Definicién 2.56. Dado el problema de maximizar una funcion real valuada, f: X —
R, el conjunto de soluciones dptimas de f se define como:

argmazzex f(r) = {x e X : f(y) < f(x), Vy € X}.

Los resultados que se enunciaran a continuacion, seran de utilidad para asegurar
la existencia de equilibrios en juegos supermodulares no cooperativos.

Teorema 2.57. Sean X una latiz y f: X — R una funcién supermodular, entonces
argmaz.cx f(x) es una sublatiz de X.

DEMOSTRACION

Sean x,y € argmazcx f(x), como f es supermodular, se tiene que:

f@)+fy) < flxny)+ flzVy),

asi,

0< f(z)— fleny) < flxVy)— fy) <0,

donde la primera y la ultima desigualdad se dan porque x y y maximizan la funcién
f, se sigue que zVy y x Ay estan en argmaz,cx f(x).
O

Corolario 2.58. Sea X # () una latiz y f: X — R una funcién supermodular.
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a) Si X es finita, entonces argmazx,cx f(z) es una sublatiz subcompleta, no vacia,

de X.

b) Si X es una sublatiz compacta de R" y f es semicontinua superiormente en X,
entonces argmaz,cx f(x) es una sublatiz de R", subcompleta, compacta y no
vacia.

Teorema 2.59. Sean X y Y latices, S C X xY una sublétiz y [ S — R una funcién
supermodular. Si g(y) =sup,_ s, f(z,y) es finito en I1yS, entonces g es supermodu-
lar.

DEMOSTRACION

Considere y,z € Iy S y sean a € S'y vy be S.. La funcién f es supermodular, de
esto que

fla,y) + f(b,2) < flaVbyVz)+ flanbyAz),

tomando supremos, se tiene que

gy) +9(z) <glyVvz)+g(yAz),

y se concluye lo deseado.

Los siguientes resultados dan condiciones suficientes para que el conjunto de
soluciones 6ptimas, argmaz,eg, f(z,t), sea creciente.

Lema 2.60. Sean X una latiz, T' un conjunto parcialmente ordenado y S,cX , para
cada t € T'. Si los conjuntos S; son crecientes en t vy,

flx,t)+ fly,r) < flany,t)+ fxVyr), (2.1)

para cualesquiera t,r € T, con t <1y x € Sy, y € S,, entonces argmaxwegtf(x,t) es
creciente en t € {t € T': argmax, g f(z,t) # 0}.

DEMOSTRACION

Se probard que, para x € argmaxaegtf(a,t) yy € argmaxaeng(a,r), con t <r,
en {t € T: a,rgmaxmegtf(x,t) 2 (0}, se cumple que =z Ay € argma,xaegtf(a,t) y
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xVyE argmamaegrf(a,r).

El conjunto de soluciones éptimas de f es una sublatiz, para cada t € T. Con-
sidere t,r € {t € T : argmaxxegtf(x,t) = ()}, tales que t < r. Ahora, tome z €
argma:vaegtf(a,t) RS argmaa:aggrf(a,r). Como S; C S, se tiene que z Ay € Sy y
rVye€ S, Luego, de 2.1 se sigue que:

0< f(z,t)— flx Ny, t) < f(zVy,r)— fly,r) <O0.

De esto que f(xz,t) = f(zAy,t)y f(aVy,r) = f(y,r). AsizAy € argmaxaegtf(a,t)
y xVy €argmaz, g f(a,r).
O

Teorema 2.61. Sean X una latiz, T" un conjunto parcialmente ordenado y para
cadateT, S,cX , subconjunto creciente en t. Considere f(x,t) una funcién super-
modular en X, con diferencias crecientes en X X T'. Entonces argmaz 3, f(x,t) es
creciente en t € {t € T : argmax, g f(z,t) = 0}.

Teorema 2.62. Sean X y T latices y S C X x T, una sublatiz. Tome Sy la seccién
de SenteTy f una funcién supermodular en S, entonces argmax, ¢ f (x,t) es
creciente para t € {t € T': argmaz ¢ f(z,t) = 0}.

Teorema 2.63. Si se cumplen las hipétesis del Teorema 2.61 o del Teorema 2.62
y cada K; # (), con S; finito o subconjunto compacto de R™ y f es semicontinua
superiormente, para cada t € T', entonces argmazzc, f(x,t) es una sublatiz no vacia
de X y sus elementos méaximo y minimo son crecientes en t € T'.

Las pruebas de los Teoremas 2.61, 2.62, 2.63, se encuentran en [21], paginas 77-78,
Teoremas 2.8.1, 2.8.2, 2.8.3.

2.4. Definicién de juego supermodular

Definicion 2.64. Para cada i € N,sea E; el conjunto de estrategias admisibles del
jugador i, con |E;| = m; € N. E C [Ti; Ej, es llamado conjunto de perfiles de estrate-
gias admisibles, los perfiles de estrategias (estrategias conjuntas) son x = (x1,...,2y),
donde z;, la estrategia del jugador i, es un vector de tamafnio m;, Vi € .
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Ahora, se puede definir lo que es un juego no cooperativo de la siguiente manera.

Definicién 2.65. Un juego no cooperativo es una triada (N, E,{U; :i € N}), donde
N = () es el conjunto de jugadores, E es el conjunto de perfiles estrategias admisibles
y {U;:i € N} es la coleccion de funciones de pago correspondientes a cada jugador,
conU; : £ — R.

Nota 2.66. Este trabajo se enfoca en los juegos con un nimero finito de jugadores
entonces, el conjunto de jugadores se considera de la forma N ={1,...,n}, n € N.

A continuacion, se introduce algo de notacién para facilitar el enunciado de re-
sultados posteriores.

Nota 2.67. Dado un perfil de estrategias © € E y y; € E;, entonces:

a) x_;, es el vector de estrategias correspondientes a los jugadores en el conjunto

N\ {i}.

b) (z;y;), es el perfil de estrategias donde la estrategia del i-ésimo jugador se
cambia a y; v los demas jugadores mantienen su estrategia en x.

¢) Ei(x—;) ={yi: (z—;;y;) € E}, denota el conjunto de estrategias admisibles para
el jugador i, dadas las estrategias z_; de los demés jugadores, i.e. E;(z_;) es
la seccién de E en z_;.

d) E_j={x_;: Ei(x—;) =0}, la coleccion de vectores x_; tales que, existe y; € Ej;
con (x_;;y;) € E. En otras palabras, F_; es la proyeccion de E en las estrategias
de todos los jugadores distintos de 1.

¢) E(z)= (H?ZIEi(xi)> NE

Observacién 2.68. £ =1][;"; E; si y sélo si E(xz) = E, para todo perfil de estrategias
admisibles x € F.

Otro concepto de suma importancia en la Teoria Juegos es el de punto de equili-
brio, que ahora se presenta:

Definiciéon 2.69. Un perfil de estrategias admisibles x es llamado punto de equilibrio
si

Ui(z—i;y:) < Ui(x), Yy € Ei(r—3),
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en otras palabras, dado un punto de equilibrio, ningiin jugador puede incremen-
tar su pago cambiando de estrategia, si las estrategias de los demas jugadores se
mantienen fijas.

Con las definiciones y notacién previa, se procede a definir los juegos supermo-
dulares no cooperativos.

Definicién 2.70. Un juego no cooperativo (N, E,{U; :i € N}) se dice supermodular
si, E C R™ es una sublétiz, la funcién de pago U;(z—;;y;) es supermodular en y; € Fj,
para cada x_; € E_;, Vi € N; y U;(x_;;9;) tiene diferencias crecientes en (x_;;y;).

Las definiciones 2.71 y 2.73, nos seran de utilidad para caracterizar los puntos de
equilibrio en los juegos supermodulares no cooperativos.

Definicion 2.71. Sea x_; € E_;, la correspondencia de mejor respuesta para el juga-
dor 1, es el conjunto de estrategias éptimas para el jugador i, cuando las estrategias
de los demas jugadores estan dadas por x_;. Dicha correspondencia se puede descri-
bir como,

Ai(z—i) = ngaﬂ?yieEi(x_i)Ui(ﬂﬁ—i;yz’)-

Nota 2.72. El conjunto de estrategias 6ptimas para el jugador i, cuando las estrate-
gias de los demas jugadores estan dadas por x_;, se puede ver como el conjunto de
soluciones 6ptimas de U;(z—;;-).

Definicién 2.73. Sean x € F' y y € E(x), considere G(y,x) = > ;en Ui(v—i;y;). Para
cada perfil de estrategias admisibles, x € E, la correspondencia de mejor respuesta
conjunta estd dada por :

A(x) = argmazyesx) Gy, x),

este es el conjunto de todos los perfiles de estrategias admisibles tales que, la
estrategia del jugador ¢ es admisible dada x_; y la suma de los pagos de todos los
jugadores es maximizada, pues deciden cambiar a la estrategia correspondiente en vy,
en lugar de mantener la estrategia x;, y esto sucede para todo i en N.
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2.5. Existencia de puntos de equilibrio

En esta seccion presentamos resultados los cuales nos aseguran la existencia de
puntos de equilibrio en juegos supermodulares no cooperativos, que es una manera
muy similar que obtener las condiciones necesarias en el teorema de punto fijo de
Kakutani (ver [11]) (generalizacion del Teorema de Brouwer).

Lema 2.74. Considere un juego supermodular (N,E,{U; : i € N}) en el cual, el
conjunto de estrategias admisibles S, es compacto y no vacio, la funcién de pago
Ui(z_i;yi) es semicontinua superiormente en y; € Ei(x_;), Vo_; € E_;, i € N. En-
tonces

a) Para cada jugador i, la correspondencia de mejor respuesta A(x_;) es creciente
en x_; € F_;; ademas, tiene elementos maximo y minimo y estos son funciones
crecientes de E_; en F;. El conjunto A;(z_;) de mejores respuestas para cada
jugador 7 es una sublatiz subcompleta, compacta y no vacia de IR™#, para todo
r_;e F_;.

b) La correspondencia de mejor respuesta conjunta A(x) es creciente para x €
S. Los elementos maximo y minimo de dicha correspondencia son funciones
crecientes de E en E. El conjunto A(x) de perfiles de mejor respuesta, es una
sublatiz subcompleta, compacta y no vacia de IR, para cada x € S.

Ahora, se presentard un resultado de J. Nash (ver [14]), que nos asegura la exis-
tencia de equilibrios en juegos con conjunto de jugadores y conjunto de perfiles de
estrategias finitos.

Teorema 2.75. Todo juego con numero finito de jugadores y conjunto de perfiles de
estrategias finito tiene un punto de equilibrio.

Teniendo este resultado, para los juegos no cooperativos se tiene el siguiente lema

) Y

que caracteriza los puntos de equilibrio como puntos fijos de la correspondencia de
mejor respuesta conjunta.

Lema 2.76. El conjunto de puntos de equilibrio de un juego no cooperativo (N, E,{U; :
i € N}) es idéntico al conjunto de puntos fijos de la correspondencia de mejor res-
puesta conjunta A(x), x € S.
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DEMOSTRACION

Se probara que los conjuntos de puntos de equilibrio y el conjunto de puntos fi-
jos son iguales.

Sea x € F un punto fijo de la correspondencia de mejor respuesta conjunta.
Considere al jugador i y y; € Ei(z_;), se tiene que x' = (x_;,y;) € E(x), luego,

0 < G(x,x) — G, x) =Ui(x) — Ui(z_i;¥i),

y esto sucede para cualquier ¢ € N, pues el ¢ elegido fue arbitrario, de aqui que x
sea un punto de equilibrio.

Ahora, témese x un punto de equilibrio y y € E(x), entonces y; € F;(x_;), Vi € N.
Como x es un punto de equilibrio, U;(x) > Uj(x—;;y;), luego,

0< Y (Uila) = Usw—ssi)) = Y Uslw) = Y Uil —i;0)
iEN 1EN iEN
=G(z,z) — G(y,z).

Luego, G(z,x) > G(y,x), con y elegido de manera arbitraria en E(x), asi © ma-
ximiza la funcién G, en otras palabras, x pertenece al conjunto A(x), es decir, es un
punto fijo de la correspondencia de mejor respuesta conjunta.

O

Contando con lo anterior, si se agregan algunas caracteristicas al conjunto de
perfiles de estrategias y a las funciones de pago, el siguiente resultado nos asegura la
existencia de puntos de equilibrio en los juegos supermodulares no cooperativos.

Observacién 2.77. Punto fijo de Kakutani [11]
Sea £ C R" un conjunto compacto y convexo, ademdas supongamos un mapeo
Y : S — E superiormente semicontinuo, convexo y que cumple que VX € F, 1)(X) es

no vacio. Entonces, existe X € S tal que X € ¢(X). (ver demostracién en [11] o en
[24], pagina 222)

Teorema 2.78. Dado un juego supermodular (N,E,{U; : ¢ € N}), con conjunto
de perfiles de estrategias admisibles F, no vacio y compacto, cuya funcion de pago
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Ui(z—;;y;) es semicontinua superiormente en y; € F;(x_;), para x_; € E_;, Vi € N.
Entonces, el conjunto de puntos de equilibrio es una latiz completa y no vacia, que
tiene elementos maximo y minimo.

DEMOSTRACION

Recuerde que el conjunto de puntos de equilibrio de un juego no cooperativo es
igual al conjunto de puntos fijos de la correspondencia de mejor respuesta conjunta.
Ahora, observe que:

= I/ C R™ es una sublatiz no vacia y compacta, asi, por el Teorema 2.32, E es
una sublatiz subcompleta. De esto que E sea una latiz completa.

= Del Lema 2.74, se tiene que la correspondencia de mejor respuesta conjunta es
una sublétiz compacta de R™ asi, A(z) es una sublatiz subcompleta.

Teniendo estas observaciones, por el Teorema 2.42, se sigue que el conjunto de
puntos de equilibrio de la correspondencia de mejor respuesta conjunta es una latiz
no vacia y completa, de la completez de este conjunto, se puede concluir que tiene
elementos maximo y minimo.

O

2.6. Algoritmo de optimizacion Round-Robin

Dado un juego no cooperativo (N, E,{U; : i € N}), siguiendo los pasos que se
enuncian a continuacién, se genera una sucesion (finita o infinita) de perfiles de
estrategias admisibles.

a) Si E tiene un elemento minimo, inf(E), haga %0 = inf(E). En caso contrario,
se detiene.

i . . . g1 _ kgl i
b) Dado 2"/ € S, con i,j5 € N e j < n, considere "7 = (xjH ’x—(j+1))’ don-
i j+1 L. . .
de x;fl' es el elemento minimo de la correspondencia de mejor respuesta

, ] : . .
Aji(z G +1)>’ si este elemento existe. En otro caso, deténgase.

c¢) Se incrementa j = j+1, si j =n y 25" se ha generado para algiin 4, considere
rH0 = 24" aumente i =i+ 1 y haga j = 0. Regrese al paso b).
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Los siguientes resultados, aseguran que el algoritmo de Round-Robin genera equi-
librios en juegos supermodulares no cooperativos e incluso proveen una cota para el
numero de iteraciones necesarias para encontrar un equilibrio cuando el conjunto de
perfiles de estrategias admisibles es finito.

Teorema 2.79. Dado un juego supermodular (N, E {U; :i € N}), con conjunto de
perfiles de estrategias admisibles no vacio y compacto, cuyas funciones de utilidad,
Ui(z_i;yi), son semicontinuas superiormente en y; € F;(x_;), para cada x_; € E_;.
Se tiene que:

a) El algoritmo de Round-Robin no se detiene en los pasos a) 6 b). Ademaés, genera

una sucesién infinita 2%, creciente en k e i, para k =0,1,...,i=0,...,n. De
esto que exista un perfil de estrategias admisibles z* € S tal que, limy,_, o 2% =
¥, para1=0,...,n.

b) Si en la sucesién generada por el algoritmo aparece un perfil de estrategias n
veces consecutivas, entonces ese perfil es un punto de equilibrio.

c) Si en alguna iteracién se genera un punto de equilibrio, el algoritmo generard
el mismo punto en cualquier iteraciéon posterior.

d) Si ademaés, el conjunto de perfiles de estrategias es finito y para cada conjunto
de estrategias admisibles , F;, ¢; es una cota superior de la cardinalidad de
cualquier cadena contenida en dicho conjunto, entonces el algoritmo genera un
punto de equilibrio en a lo mas (n —1)(X2"; ¢;) —n? +n + 1 iteraciones.

La demostracién del teorema anterior se puede revisar en [21] (pagina 187, Teorema
4.3.1).

2.7. Conclusiones

En este capitulo describimos las propiedades de los juegos supermodulares a partir
de la definicién de las latices y sublatices, desarrollando propiedades topologicas en
estos juegos y describiendo lo que son las funciones supermodulares, junto con el
conjunto de las soluciones 6ptimas para los juegos supermodulares y las condiciones
necesarias para la existencia de puntos de equilibrio en éstos. Se concluye este capitulo
con un algortimo que nos garantiza como encontrar dichos puntos. Este algoritmo es
conocido como el algoritmo de Round Robin.
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Capitulo 3

Juegos S-modulares y Ejemplos de
Sistemas de Espera

3.1. Introduccion

Este capitulo estd basado en [1], [2]. [4], [5], [8], [12], [20], [22], [24], que serdn
usados como referencia para el desarrollo de los juegos S-modulares con aplicaciones
especificamente en las colas en Tandem sin salidas, donde comenzaremos la tematica
de un juego S-modular con sus definiciones, después abordaremos ejemplos para
mostrar como resolver problemas de colas en Tédndem sin salidas con las debidas
suposiciones para obtener un equilibrio de Nash y donde desarrollaremos las hipdtesis
que deben hacerse para llegar a tener existencia en equilibrios de Nash en estos
juegos, al final desarrollaremos un algoritmo con el cual a través de debidas hipdtesis
obtendremos unicidad en este tipo de juegos.

3.2. Algoritmo /

En el control éptimo de colas se desarroll6 la nocion de S-modularidad que trata
la supermodularidad y la submodularidad simultdneamente, esto permite a la fun-
cién objetivo ser supermodular con respecto a algunas variables y submodular con
respecto a otras variables.

En esta seccién empezaremos considerando el caso donde solamente hay dos juga-
dores, donde denotaremos con i, i = 1,2 el nimero de jugadores en el juego. También
denotaremos con z;, la estrategia del jugador ¢ y S; corresponderé al espacio de estra-
tegia del jugador 7, ésta sera una sublatiz compacta de dimension d;, empezaremos
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considerando el caso donde d; = 1. Haremos referencia con = = (x1,z2) al perfil de
estrategia de los jugadores, después se analizara un sistema con n jugadores y ana-
lizaremos los equilibrios por medio de la Teoria de Colas clésica, abordando unas
aplicaciones de esta teoria.

Definicién 3.1. El espacio de todos los perfiles de estrategia factibles estan definidos
de la siguiente manera:

S’ = {x = (1‘1,1‘2)} = 51 X 52.

Definicién 3.2. Sea f;(x1,x2) la funcién de pago del jugador i, donde el jugador i
maximiza la funcién f; con respecto a z;, dado que i # j.

Definicién 3.3. Un perfil de estrategia, 2* = (z],23), es denominado un equilibrio
de Nash, si cumple las siguientes condiciones:

fi(@i,x3) > fi(w,23), Yo € Sy,
fl(xiawz) Zf1($i$2)> va € 52-

De manera general, asumiremos que cada funcién de pago f; es continua en z € S.
Esto junto con la compacidad del espacio de estrategia, asegura la existencia de un
maximizador, x} € S;, de fi, dado xj € Sj, j # i (de hecho para la existencia de un
maximizador, la semicontinuidad superior mas débil de f; en z; € S; es suficiente).

Definicién 3.4. Si hacemos z7(x2) = argmaz,,es, f(x1,22) (esto es x7(x2) es el ma-
ximizador de f(z1,22) dada la estrategia z2), entonces este maximizador es creciente
en xo de tal forma que si tenemos z9 < 25 = 27 (22) < a7 (h)

Observacion 3.5. En aplicaciones, es a menudo conveniente permitir que el espacio
de estrategia de cada jugador dependa del perfil de estrategia.

Definicién 3.6. El espacio de estrategia del jugador ¢, dada la estrategia x; del
jugador j, denotaremos por S;(x;), con ¢ # j.
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3.2.1. Monotonicidad, continuidad y estabilidad

Para definir de manera mas general los equilibrios de Nash en 3.3, modificaremos
los espacios de estrategia para exigir que se mantengan las desigualdades para toda
x; € gl(xj) con i # j respectivamente. Asumiremos que Si(x2) es un sublatiz com-
pacto, para cada x9 e igualmente para gg(azl), ademas de establecer las siguientes
condiciones:

Definicién 3.7. Monotonicidad:

Si 19 < ah = Si(x2) < S1(xh), v 21 < ) = Sa(x1) < Sa(a}) esta propiedad es

conocida como la propiedad ascendente que es un mapeo de un punto a un conjunto
(A < B si para cualquier a € Ay b € B se tiene que aAb€ Ay aVbe B. Para

la propiedad descendente)

Definicién 3.8. Continuidad: )
Para definir la continuidad se tiene que si ¥ — 1 para toda k € Ny sixhe S (z]),
ésto implica la existencia de una sucesién {25}, tal que 25 € Sy(2}) para toda k y

x5 — 3. De manera similar se define la continuidad para Sj.

3.2.2. Estabilidad

En esta subseccién estableceremos la definicion y condiciones en las cuales con-
sideraremos la estabilidad de un conjunto, entre las cuales podemos hablar de esta-
bilidad local o global.

Primero estableceremos las definiciones indicadas para poder desarrollar el con-
cepto de estabilidad de la manera mas general en equilibrios de Nash, comenzando
por definir algunos conceptos bésicos en la Teoria de Juegos.

Entonces la forma normal del juego es descrita por {U,V} y {f1,f2}, donde
asumiremos que U y V son espacios de Hilbert apropiados con productos interno
(,)uy(, )v, respectivamente.

Definicién 3.9. Un equilibrio de Nash se dice estable (o globalmente estable) si puede
ser obtenido como limite desde cualquier perfil de estrategia inicial.

Por lo tanto de aqui en adelante diremos que un equilibrio de Nash es localmente
estable, si el equilibrio puede ser alcanzado desde cualquier perfil inicial dentro de
alguna pequena vecindad del punto de equilibrio.
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3.2.3. Algoritmo [ para funciones S-modulares

Retomando la notacién que hemos llevado hasta el momento, de nuevo donde i
serd la referencia de los jugadores, que en este caso, inicamente se consideraran dos
jugadores, i = 1,2. Con el superindice indicaremos los pasos en el juego. Supongamos
inicialmente el paso 0 y esto reflejaremos en el perfil de estrategia de los jugadores
como (29,29). En el paso 1, el jugador encuentra z} para maximizar su funcién de
utilidad f; (dado x3) y obtenemos el perfil de estrategia de los jugadores (z},29) y
después el jugador 2 encontrard x4 para maximizar su funcién de utilidad fo, dada
la estrategia actualizada a1 del jugador 1, esto se repite en los siguientes pasos de

manera sucesiva, este procedimiento describe el algoritmo I para dos jugadores.

Teorema 3.10. Consideremos un juego bipersonal y supongamos dos funciones de
pago supermodulares (submodulares) y continuas, con los espacios de estrategia sa-
tisfaciendo las propiedades ascendentes (o propiedades descendentes), ademas de con-
siderar que los espacios de estrategias deben ser continuos, compactos y sublatices,
entonces las estrategias de los dos jugadores {z¥} y {25}, convergen monoténica-
mente (en k> 1) a un equilibrio de Nash, desde cualquier pefril de estrategia.

DEMOSTRACION

Sea gi(xj), con v =1,2,1# j espacios de estrategia que a la vez sean, sublatices com-
pactos que cumplen la propiedad ascendente y la continuidad, debido a la propiedad
mondtona en maximizar las funciones de pago supermodulares, cuando seguimos el
algoritmo I, claramente, {z%} v {25} son dos sucesiones monétonas, en particular
pueden ser 2 sucesiones ya sea ambas crecientes o ambas funciones decrecientes en
k > 1. En caso de que ambas funciones fi y fa fueran submodulares en (z1,z2), el
tinico cambio es que {24} y {25} serdn mondtonas en direccién opuesta cuando k > 1
y en este caso el tinico cambio sera pedir que el espacio de estrategia de los jugadores
cumplan la propiedad descendente.

Supongamos que z¥ — x% y 25 — 23 y por lo anterior hemos mostrado que (7, 23)
es un equilibrio de Nash. Si no, supongamos que existe 4 # 25 tal que

fo(a],x5) < fa(a], ap),

para algin 2, € So(z7). Especificamente, supongamos
f2(fET,$§) +2e < f2(x>1k7xl2)
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para algtin € > 0.

La continuidad de Sy implica la existencia de una sucesién 5 — 3 tal que
ik € Sy(2¥) para toda k € IN. Por tanto, la continuidad de fo, implica la existencia
de una n suficientemente larga, tal que

| fa(at,35) — falal,25) [< e

| fa(al,25) — fa(al, 23) |[<e
Por lo tanto,

falat, 23) < fa(7,73)

y de esta forma se contradice la optimalidad x5 en el n-ésimo paso del algoritmo I.
De manera similar se cumple para la funcién de pago del jugador 1. O

Ejemplo 3.11. Consideremos el caso de una cola en Tandem con dos servidores,
donde cada servidor lo consideramos con una tasa de servicio exponencial, indepen-
dientes e idénticamente distribuidos con tasas p1 y 2, respectivamente. Asumiremos
también un limite superior el cual denotaremos como u, donde u > p1 V po. Hemos
supuesto que para la entrada al servidor 1, asi como la capacidad entre el servidc;f ly

1
M2 — M1

2 seran considerados con capacidad infinita. El rendimiento del sistema sera

si p1 < pg e igual a infinito en otro caso
Las funciones de pago de cada uno de los servidores, que podemos contemplar
como los jugadores en el juego estaran definidas como sigue:

filpa, p2) = pi(pa A p2) — ci(pi) — 9<H2u_1ul>,

donde f; corresponde a la funcién de costo que corresponde tinicamente a la tasa
de servicio, p; que serda denominada como funcién de ganancia, ¢; la funcién de costo
y por ultimo g que sera la funcién inventario, con el siguiente espacio de estrategia:

Si(p2) = {m : 0 < 1 < po},
So(p1) = {pa - 1 < pa <u},

Observando que ¢(-) es una funcién creciente y céncava, se cumple que fi(p1, p2)
y fa(p1, pu2) son funciones supermodulares.
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Ademas asumimos que todas las funciones de costo y beneficio son funciones
continuas y lim,;_,+ g(x) = 0o (lo que significa que que las tasas de servicio son muy
cercanas entre si).

S1 y Sy satisfacen la propiedad ascendente ya que si consideramos p; y //Ldonde
pin < gy y tenemos que Sp(p1) = {p2 1 pn < po <uy < {p2: ph < pg <ul = Sa(ph),
se cumple para cualquier elemento de los espacios de estrategia, y la continuidad la
observamos suponiendo que p5 — 3, si tenemos que i = 0 entonces tenemos que
,u’f = 0, pero si tenemos que pj > 0, entonces hagamos ulf = ué“ — (5 + p, por tanto,
se cumplen las condiciones requeridas en el Teorema 3.10 y los perfiles de estrategia
siguiendo el algoritmo I convergen a un equilibrio de Nash.

Si tomamos de manera adecuada las condiciones tenemos un caso particular

Tomemos todas las funciones lineales y para situaciones triviales, asumimos que

9
n—ca

pi > ¢+ co, u >

La primera de las desigualdades nos garantiza que la unidad beneficio pueda
exceder la unidad de costos de operacién, sin la segunda desigualdad tendriamos que
el limite superior u sobre la tasa de servicio seria innecesario.

Consideremos en el ejemplo que

My . oh

—0,
O Y Of12

entonces las funciones de pago de ambos jugadores las tendremos de la siguiente
manera, considerando p; (1) = pipti v ¢i(p) = cipi:

141
filpi,p2) = pz‘(ﬂl/\ﬂ2)—6i(ﬂi)_g< )
[ — f1
251
= pilpy) — () —
pz(ﬂ) Z(Nz) g(}@_}ﬂ)
N g
= Dik1— CGifly — ———
H2 — 1

y derivando, obtenemos

1/2
N g2
H1 = p2 — y
p1—aAa
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g\
1
pi2 = 1 + () .

2

Hay que observar el caso p1 > 0 implica que ya sea p; = pu2 = 0 o que pg >
g/(p1 —c1) y obtenemos que tanto p1 como pg son crecientes.
Por lo tanto, para todos los valores de parametros, el punto

Cuando se tiene el caso en el que

ws g(p1—c1)
(p1—c1—c2)

2

(Notar que (p?(fcll_fclg))Q > Griay) ¥ tenemos que cuando pp = g(p1 —c1)/(p1 —

c1—c2)? y obtenemos p; = gea/(p1 —c1 —c2)?, que seran otros equilibrios adicionales

. gea . g(p1—c1)
_ , _ 3.2
s (p1 —c1 — c2)? = (p1—c1 —2)? (32)

y el otro equilibrio lo obtenemos cuando u = us, entonces

u 1/2
ui"Zu—( ) s —u (3.3)

Obteniendo estos tres puntos de equilibrio se pueden analizar con la teoria clasica
de colas usando 1.31 y 1.32.
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El caso en el que uj = 5 =0, lo omitiremos ya que podemos interpretar este caso
que se tienen que cada uno de los servidores tiene una tasa de servicio 0, que significa
que no estan atendiendo clientes y por tanto la cantidad de tiempo que pasard un
cliente en el sistema tendera a co. ( :

Para el caso en el que el punto de equilibrio es uf = —92 o v pb = LB

] 4 p ] 4 o _’ul (p1—c1—c2)? Y H2 = pr—ci—cy)?
tenemos que haciendo el anélisis con la teoria clasica de sistema de espera obtenemos
el nimero promedio de clientes en el sistema y la cantidad promedio de tiempo que

un cliente para en el sistema.

I Ap1 —c1 —c2)? Ap1 —c1 —c2)?
gea—Apr—c1—e2)?  g(pr—c1) = A(p1 — c1 — c2)?
W (p1—c1 — c2)? (p1—c1—c2)?

geo = Apr—c1—c2)?  g(pr—c1) = A(p1 — c1 — ¢2)?

Y por ultimo, concluimos con el analisis del ultimo punto de equilibrio, cuando

1/2
tenemos que puf =u — (pf’“q) Y s =1u

_ A A A=) (p1— 1)+ [(gu)(pr — c1)]?]
b= < )1/2 NES (p1—c1)(u—A) —gu

u— ]% -\

_ 1 L (u=Np1—e)+ [(gu)(pr —e1))?
" ( qu )1/2 Tuea T (p1—c1)(u—X) —gu

Por lo tanto, siguiendo el algortimo de Round Robin, la convergencia a un equi-
librio no sélo depende del rango del parametro, sino también depende del perfil de
estrategia inicial.

A continuaciéon mostraremos las siguientes cuatro posibilidades:
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o Sipug <g/(p1—c1), entonces ambos servidores llegan a la solucion del equilibrio
3.1. Lo que podemos traducir como, que la tasa de servicio del segundo servidor
si comienza siendo menor o igual a tal restriccién, entonces ambos servidores
apagan su servicio inmediatamente

e Sig/(p1—ec1)<pd<ung(pi—ci1)/(p1—c1—c2)? entonces después del primer
movimiento del servidor 1 (independiente de la direccion), el servidor 2 decre-
cerd su tasa. Ya que pi(u2) domina pa(py) en este pardmetro, hard que ambos
servidores decrezcan sus tasas hasta llegar al equilibrio 3.1.

o Sipd=pus=glp1—c1)/(p1—c1—c2)? <u, entonces el servidor 1 mueve a p}
(en el primer paso) y el equilibrio 3.2 es alcanzado.

e Sig(pr—ec1)/(p1—c1—c2)? < pY < u, entonces, después del primer movimiento
del servidor 1 (independiente de su direccién), el servidor 2 incrementard su tasa
(ya que po(p1) domina py(ug) en este parametro). Por tanto, ambos servidores
incrementaran sus tasas hasta llegar al equilibrio 3.2.

3.2.4. Algoritmo para n jugadores

Si consideramos n-jugadores, el algoritmo de Round Robin serd como mostramos
a continuacion:

El perfil de estrategias denotaremos por x := (x;)_; con z; € S;. Denotaremos
z—;, como el vector x sin el i-ésimo componente, de manera similar z_; ;) indicara
el vector x sin el i-ésimo y sin el j-ésimo componentes.

i.5)

Roun Robin para n jugadores
En el paso k el jugador 1 primero encuentra la estrategia =¥ que maximiza su funcién
de utilidad f;, dadas las estrategias de los otros jugadores en el paso previo

z¥ = argmazx fi(zy,2_1), donde z_; = 7!

1 651
después el jugador 2, encuentra la estrategia xé’ que maximiza su funciéon de
utilidad fo, dadas las mas recientes estrategias de los otros jugadores, incluyendo la
nueva estrategia del jugador 1, de este modo

x’g = argmax fa(r,r_2), donde x_g = (iﬁlfﬂvli_(ll,z))

T2ESy

De igual forma para el jugador 3, este encuentra la estrategia m'?f que maximiza
su funciéon de utilidad f3:
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-1
o = argmaz f3(x3,2_3), donde x_g = (90]16716]265135(1,2,3))

r3€S53

Y esto se repite en los siguientes pasos de manera sucesiva.

3.3. S-modularidad

En esta secciéon describiremos el concepto de S-modularidad la cual serd vista
como una generalizaciéon de la supermodularidad y submodularidad, que permite el
tratamiento de la supermodularidad y submodularidad simultaneamente.

Definicién 3.12. Denotaremos (i,7) € S, si las funciones de pago f; v fj son super-
modulares en (z;, ;).
Denotaremos (i, ) € S_ si las funciones de pago f; y fj son submodulares en (x;,z;).

Observaciéon 3.13. Para trabajar la S-modularidad, necesitaremos una condicién
clave, la cual restringe las posibles relaciones Sy y S_ entre todos los jugadores.

Definicién 3.14. Condicién de S-modularidad 3

Si (i,j) € S entonces para cualquier b #i,j, ya sea (h,i),(h,j) € Si o (h,i),(h,j) €
S_.

Si (i,7) € 5'_~entonces para cualquier h # i, j, ya sea (h,i) € Sy, (h,j) € S_ o (h,i) €
S,, (hvj) S S+'

Observacion 3.15. La condicién de la S-modularidad reduce el niimero total de las
relaciones entre todas las parejas de jugadores de (g) an—1.

Para ver esto empecemos tomando al jugador 1, una vez que (1,7) € 5'+ o S_ es
determinado para todos los ¢ jugadores, donde ¢ = 1,...,n, entonces las relaciones
para las demas parejas quedan también fijas.

Ejemplo 3.16. Consideremos al jugador 2, si (1,2) € S entonces (2,h) debe tener
la misma relacién la de la pareja (1,h), Yh, con h = 1,2, si (1,2) € S_, entonces la
relacion de (2,h) debe ser opuesta que la de (1,h). De manera similar, la relacién
entre las parejas (2,3) determinard la relacion entre (3,h) Vh =4,...n, se concluye
que es solamente analizar las relaciones de las n — 1 parejas consecutivas.

Teorema 3.17. Consideremos un juego de n jugadores. Supongamos que el algoritmo
Round Robin es seguido y la condiciéon de S-modularidad esta en vigor, ademés de
que todas las funciones de pago son continuas y los espacios de estrategia para cada
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jugador 1, Sz(x_z) es un sublatiz compacto para cada xr_; y es continua en z_;,
entonces tenemos que los perfiles de estrategia convergen a un equilibrio de Nash
siempre que lo siguiente se satisfaga:

e si (i,j) € Sy, entonces S;(z_;) es ascendete en x; y Sj(z_;) es ascendente en
€Zg.

e si(i,j) € S_, entonces S;(v_;) es descendente en x; y Sj(v_;) es descendente
en r;.

o El perfil de estrategia es tal que cada juador en un grupo empieza en el punto
mas pequeno de su espacio de estrategia, mientras que cada jugador en el otro
grupo empieza en el punto méas grande de su espacio de estrategia.

DEMOSTRACION

Supongamos que el jugador 1 empieza en el punto mas pequeno de su espacio de
estrategia. Entonces debemos tener 2} > 29. Ademaés, que para cada jugador i en el
mismo grupo también se cumple xll > x?, ya que x? es el punto mas pequeno del
espacio de estrategia del jugador i. Ahora, para cada jugador j en el otro grupo,
tenemos que x} < xg ya que es el punto mas grande del espacio de estrategia del
jugador 7.

En el siguiente paso, para cada jugador ¢ en el mismo grupo que el jugador 1,
debemos tener que 3522 > xll Este incremento no sélo es mejorado por el incremento
en la estrategia de todos los otros jugadores en el mismo grupo, sino también por el
decredimiento en estrategia de los jugadores en el otro grupo. De manera similar se
cumple que para cada j en el otro grupo, se tiene que x? < le

Este paso es repetido para todos los pasos subsecuentes y como resultado obte-
nemos que para jugador h, la sucesion de estrategias fo, con k=1,2,..., es 0 una
sucesion creciente o una sucesion decreciente. La convergencia se cumple de la com-
pacidad y la monotonicidad de los espacios de estrategia y el equilibrio de Nash viene
de la continuidad de las funciones de pago, asi como de la continuidad de los espacios
de estartegia. De igual manera que cuando se tienen 2 jugadores. |

Observacion 3.18. La condicion sobre el perfil de estrategia inicial puede ser reem-
plazada por la siguiente condicién ligeramente débil: Suponiendo que el jugador 1
esta en el grupo 1, las estrategias de los demés jugadores en el mismo grupo, con la
posible excepcion del jugador 1, se mueven en la misma direccién, mientras que los
del otro grupo se moveran en direccién opuesta.
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Ejemplo 3.19. (n colas en tdndem)
Recordando el Ejemplo 3.11, es facil poder extender este ejemplo a n Colas en
Tandem, suponiendo que el servidor 1 toma trabajo de una fuente infinita, cada
trabajo va a través de los n servidores secuencialmente y abandona la cola en el
servidor n. También suponemos que cada bucle entre los servidores tiene capacidad
infinita.

Cada servidor ¢ corresponde a un jugador, con tasa de servicio p;, que corresponde
a la estrategia del jugador 1.

Consideremos el espacio de estrategia de la siguiente manera:

={m:0<m<w} vy Si={pipm <p<ul

observando que los espacios de estrategia Sy v S; con i = 2,...,n cumplen la
propiedad ascendente, asi como la continuidad.
Asumiremos que g;(-) es creciente y limy_s00 gi(z) = 00 Vi = 1,...,n. Ademés

para i = 2, necesitaremos la convexidad de ga(+), asi como la supermodularidad de
—g2(p/(p2 — 1))

Asi de esta manera, siguiendo el algoritmo Round Robin nos dirigimos a un
equilibrio de Nash. La tunica diferencia para el caso de 2 servidores 3.11, hay un
requerimiento adicional sobre el perfil de estrategia inicial (ya que todos los jugadores
pertenecen a un grupo, ellos deberan empezar en el punto mas pequeno (u; =0) o el
punto méas grande (u; = u)).

3.4. Optimizadores ordenados

En esta seccion se abordara el caso en el que nos encontremos con multiples
optimizadores (0 maximizadores) cuando en cada paso del algoritmo Round Robin,
una funciéon de pago es maximizada, ademas permitimos vectores de estrategia.

Notacién 3.20. M(y) := argmaa:xeglf(:v,y)

Teorema 3.21. Supongamos dos espacios de estrategia Siy Sy, tal que z € 8; y
y € So, ademds de que 51, S son sublétices, también supongamos que f (z,y) es una
funciéon supermodular en = y supermodular en (z,y). Para y € S, entonces, M (y)
es ascendente en 'y (y <y’ = M(y) < M(y)).

Observacion 3.22. Para cualquier y € Sy se cumple que M (y) es una latiz, ya que
por la propiedad ascendente de M(y) cuando y < y' se cumple que x € M(y) y
¥’ € M(y'), entonces x ANz’ € M(y) y xVa' € M(y') y si permitimos que y = 1/,
tenemos que implica que M(y) es un latiz.
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Teorema 3.23. Supongamos que f(x,y) es supermodular en x y submodular en
(x,y), entonces M (y) es descendente en .

DEMOSTRACION

Supongamos y </, x € M(y), tenemos

flavay)— flz.y)
> flevay)—f(z,y)
> f(@y) = flzna',y')
> 0 (3.4)

donde la primer desigualdad se cumple por la suposicién de la submodularidad
en (x,y) y por las diferencias crecientes, la segunda desigualdad se tiene por el hecho
de que f(z,y) es supermodular en x 2.47 y la tercer desigualdad de que =’ € M (y/).
Por tanto,

flxvaly) > f(a,y)
va que x € M(y), tenemos que x V z' € M(y), entonces

0= f(zVvay) — f(z,y)

De 3.4, se cumple que todas las desigualdades deben ser igualdades, en particular

flanay)=f'y)
Esto es, x Az’ € M(y'), ya que = € M(y/). O

Nota 3.24. De igual manera se cumple que M (y) es latiz.

Observacion 3.25. Los jugadores en el grupo correspondiente a x, todos deberian
pertenecer a Sy, si cada uno de ellos, cuando se empareja con cualquier jugador
en el grupo corresponde a vy, pertenece a S_. Cuando multiples optimizadores son
presentados, necesitamos ser mas especificos sobre el algoritmo Round Robin, en
particular, que solucién elegir en cada paso y pasar al siguiente paso.

Definiciéon 3.26. Mik, denotara el conjunto de optimizadores del jugador ¢ en el paso

k.
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Definicién 3.27. Definimos z*, como el elemento més pequeiio de Mik y 2F, como el
elemento mas grande de Mik .

Debemos considerar varios casos:

e En el primer caso consideramos que ambas funciones son supermodulares en
x y y, ademds, ser supermodular en (x,y). Supongamos como principio, em-
pezar en (zg,yo), con xg y Yo, siendo los elementos més pequetios de S y So,
respectivamente. Supongamos que elegimos z! como la solucién para pasar al
jugador 2, después el jugador elige yi , como la solucion. Entonces, en el paso 2
se comienza con el elemento mas pequeno, (:15'71 ,yi ) de M 11 X M21 y continuamos
eligiendo los elementos mas pequenos en cada paso. Nos damos cuenta que
de esta manera, el algoritmo produce una sucesion de perfiles mondtonamente
crecientes, {(2¥,y%)}, el cual convergera al limite (z*,y*) y el limite es el equili-
brio de Nash mas pequeno, en el sentido que sera dominado por cualquier otro
equilibrio de Nash.

o Como segundo caso e igualmente podemos considerar, podemos elegir el ele-
mento mas grande del espacio de perfil conjunto .S, como la solucion inicial y
elegir el elemento mas grande de los sublatices de maximizadores en cada paso.
De esta manera, el algortimo produce una sucesién de perfiles monétonamente
decrecientes, {(x* y*)}, el cual convergera al limite (z*,3*), el equilibrio de
Nash, méas grande.

o Cuando las funciones de pago son submodulares en (z,y) y supermodulares
en r y y, los resultados de los incisos anteriores se mantienen a excepcion de
algunas condiciones, que mostraremos a continuacion:

a) El jugador 1 comienza en el elemento més pequeno, mientras que el juga-
dor 2 comienza en el elemento mas grande de sus respectivos espacios de
estrategia.

b) El jugador 1 elige el elemento mas pequeno del sublatiz de maximizadores
en cada paso y el jugador 2 elige el elemento mas grande en cada paso.

De esta manera, el algoritmo produce una sucesion creciente {xi”' } y una suce-
sién decreciente {y*}, que convergen a zF v a y*, respectivamente y (z*,y*) es
un equilibrio de Nash.

o Para el caso con n jugadores, agruparemos a los n jugadores en 2 grupos:
(11,..,1) y (41,---,71) con k+1=n, Por tanto,
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T = (:Bil"'wa:ik)v Y= ((yjla---ayjz))
nos coloca en el Teorema 3.23.

Definicion 3.28. Diremos que los jugadores que corresponden a las componentes en

y, como x-jugadores (y-jugadores). Siguiendo lo anterior y analizando el caso para
2-jugadores, empezamos con las soluciones iniciales mas pequenas (méas grandes)
para los z-jugadores y las soluciones iniciales més grandes (més pequenas) para
los y-jugadores y en cada paso siempre elegir los maximizadores més grandes (mds
pequetios), ¥ (y*), para los y-jugadores.

Teorema 3.29. Consideremos el juego de n jugadores del Teorema 3.17, permitien-
do que las estrategias de los i jugadores sean vectores. Ademas de las condiciones
en el Teorema 3.17, asumimos que la funcion de pago fi(z1...,25), Vi=1,...,n, es
supermodular en z; Vj = 1,...,n, entonces, en cada paso k, el conjunto de maxi-
mizadores de fi,Mf es un latiz, Vi = 1,...,n. Ademads, el algoritmo converge a un
equilibrio de Nash (z*,7*) (o (T*,y%)); y cualquier equilibrio de Nash (z',y') satisfa-
ce: ' > f,y' < g* (:E/ < T*,y' > y¥)

DEMOSTRACION

Este Teorema lo demostraremos por inducciéon. Observemos que se cumple que
o' > a0y <y

Supongamos que para algin paso k, tenemos lo siguiente

o >akyy <y (3.5)

Supongamos el paso k+ 1, empezamos analizando con el movimiento del jugador

1. Dado 3.5, si el jugador es un z-jugador, su estrategia actualizada serd dominada

por la estrategia correspondiente en 2/, la cual permanecerd siendo la misma (ya que

es un equilibrio de Nash). Si el jugador es un y-jugador, su estrategia actualizada

dominar4 la correspondiente estrategia en 1/, la cual también permanece sin cambios.
Por tanto,

/ k / k
rpZ>2ryyy <y

Este argumento entonces continua a la actualizacion de los otros jugadores y
ademéas para los siguientes pasos. Entonces por hipotesis de induccion en 3.5 Vk y
tomando limite sobre k£ y produce la relacién deseada, que es
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3.5. Bifurcacion

Para abordar el caso de una bifurcacion, optaremos por considerar lo siguiente,
anteriormente vimos que las condiciones requeridas en el Teorema 3.17 limitan la
relaciéon entre los n jugadores y los analiza Unicamente como dos grupos, donde
inicamente se encuentra S en un grupo y S_, en este capitulo se aborda un caso en
particular tomando un nuevo algoritmo, que nombraremos como algoritmo I que
nos hard encontrar un caso particular.

A continuacion abordaremos un caso que infringe las condiciones en el Teorema
3.17:

Supongamos que (i,7) € S_ para i,j =1,...,n— 1, mientras que (i,n) € 5'+ para
1=1,...,n—1. Ademas supondremos que las estrategias de los jugadores son escalares
y el espacio de estrategia es un sublatiz compacto que es independiente de cualquier
otra estrategia de los jugadores.

Definicién 3.30. Denotemos por z := (xi)?:_f, el conjunto de estrategias de los

primeros n — 1 jugadores y y := x,, la estrategia del dltimo jugador (donde el tltimo
jugador serd n).

Definicién 3.31. De manera similar, denotaremos con Sy, el espacio de estrategia
conjunta de los primeros n — 1 jugadores y con S, nos referiremos al espacio de es-
trategia del jugador n.

Algoritmo 11

a) Se empezard el algoritmo con (xo,y()), donde 20 serd el elemento més pequefio
de S, v 4" el elemento més grande de Sy.

b) En cada paso k > 1, cada una de las funciones de pago sera maximizada con las
estrategias de los otros jugadores del paso k— 1, ademas, en cada paso siempre
elegiremos el maximizador més pequefio ¥ y el maximizador més grande 3"
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Observacion 3.32. Debemos notar que el algoritmo I usa un procedimiento de ac-
tualizacién secuencial entre los n jugadores en cada paso de este, mientras que en el
algoritmo I la actualizacion en cada paso es llevada a cabo simultaneamente entre
todos los jugadores.

En el paso 1, se cumple lo siguiente:

>y oyt <y
lo anterior debido a que 2 y y° son, respectivamente, los elementos més pequeiio

y mas grande de S; y Sy.
En el paso 2, tenemos

<2<ty >0

la primera desigualdad de la ecuacion anterior se cumple debido a la suposicion
hecha, ya que ¥ y y" son los elementos més pequefio y més grande de sus espacios de
estrategia, respectivamente, la segunda desigualdad se cumple, debido a las supuestas
relaciones de supermodularidad y submodularidad.

Por ejemplo, si consideramos al jugador ¢ # n. El maximizador xf (de f;) es-
ta basado en (z!; y!), donde el maximizador x} (también de f;) estd basado en
(z%,,9%), ya que (i,5) € S_, para j = n,i, y (i,n) € S4, tenemos x? < x}. Siguiendo
el mismo argumento, y? > y!, ya que los dos maximizadores son basados en z! y 29,
respectivamente.

En el paso 3, tenemos

2<ad<al oy 2>yt >yt
Para argumentar la primera desigualdad, de nuevo consideremos al jugador ¢ # n.
Notar que z3 es el maximizador de f; dado (22 ,,y?), mientras 2?2 es el maximizador
del mismo f;, dado (xl_z, y). Y 23 > 22 se sigue de las relaciones de supermodularidad

y submodularidad especificas.
Inductivamente, concluimos lo siguiente

x2k3—2 < .I‘% < .T2k_1, ka < ka—l—l < ka—l

2k—2 2k 2k—1 2k 2k+1 2k—1
YR > 2R >y Y >y >y

Por tanto, para x, tenemos dos sucesiones mondétonas: {x% } que decrece a un
limite 2% y {2%*~1} que crece a un limite Y. De manera similar, {y?*} crece a un

bl
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limite y¥ vy {y**~1} que decrece a un limite y%, donde z* < 2V y y* < yY. En el
peor de los casos, es posible que las dos sucesiones se mantengan constantes en la
solucion inicial y el algoritmo simplemente oscila entre los dos. Sin embargo, cuando
vl =2V =2* y y¥ = yY = y*, tenemos convergencia a un equilibrio de Nash (z*,y*)
Teorema 3.33. Consideremos un juego de n jugadores como en el Teorema 3.17.
Supongamos (i,j) € S_ parai,j=1,...,n—1, i#jy (i,n) €Sy parai=1,....n—
1. Siguiendo el algoritmo II, los perfiles de estrategia convergen a dos limites, donde
uno estard dominando al otro.
Cuando los dos limites coinciden, el resultado es un equilibrio de Nash.

Nota 3.34. Lo anterior podemos considerarlo como un teorema que define ciertas
condiciones para unicidad de puntos de equilibrio.

3.6. Conclusiones

En este capitulo desarrollamos los juegos S-modulares, que son un tipo de juegos
mas generales que los juegos supermodulares descritos en un capitulo anterior, ya que
éstos nos permiten trabajar de manera similar ya sea con funciones supermodulares
o funciones submodulares. A partir de ésto se enunciaron dos algoritmos:

o Algoritmo I, que es el algoritmo de Round Robin pero para juegos S-modulares
y se presentaron ejemplos en Sistemas de Espera en Tandem, sin salidas entre
servidores, ilustrando todos los conceptos enunciados con anterioridad.

o Algoritmo II, que es una adaptacion del algoritmo I, la tnica variante que
se presenta es que cada uno de los jugadores actualiza su estrategia dada la
estrategia de cada uno de los jugadores en un paso anterior. Este algoritmo nos
presenta una bifurcacién y a partir de esto enunciamos el Teorema 3.33 que
nos garantiza la unicidad de equilibrios de Nash en juegos S-modulares.
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Capitulo 4

Conclusiones y Perspectivas

4.1. Conclusiones

Primero en esta tesis desarrollamos los sistemas de espera M /M /1, seguido del
Teorema de Burke que nos dice que la distribucién del tiempo entre salidas consecu-
tivas del sistema M /M /1 es idéntica a la distribucién del tiempo entre llegadas. En
segundo término se prosiguié con el analisis de la distribucién de las salidas, la cual
resulta ser la misma que la distribucién de las llegadas y no se afecta por el meca-
nismo de servicio (exponencial) y con todo ésto analizamos un Sistema de Espera en
Tandem.

En el capitulo 2 describimos las propiedades de los juegos supermodulares a par-
tir de la definicién de latices y sublatices, desarrollando propiedades topoldgicas en
estos juegos y describiendo lo que son las funciones supermodulares acompafniadas
del conjunto de soluciones 6ptimas para los juegos supermodulares y las condicio-
nes necesarias para la existencia de puntos de equilibrio en éstos y se concluye este
capitulo con un algortimo que nos garantiza la existencia de dichos puntos, conocido
como el algoritmo de Round Robin.

En el capitulo 3, desarrollamos los juegos S-modulares, que son un tipo de juegos
mas generales que los juegos supermodulares descritos en el capitulo anterior, ya que
éstos nos permiten trabajar de manera similar, ya sea con funciones supermodulares
o submodulares; a partir de esto se enunciaron dos algoritmos:

o Algoritmo I, que es el algoritmo de Round Robin, pero para juegos S-modulares
y se presentaron ejemplos en sistemas de espera en tandem sin salidas entre
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servidores, ilustrando todos los conceptos enunciados con anterioridad.

o Algoritmo II, que es una adaptacion del algoritmo I, la tnica variante que
se presenta es que cada uno de los jugadores actualiza su estrategia dada la
estrategia de cada uno de los jugadores en un paso anterior, este algoritmo nos
presenta una bifurcacion y a partir de esto enunciamos un teorema que nos
garantiza la unicidad de equilibrios de Nash en juegos S-modulares.

Hay que destacar que los juegos s-modulares son apropiados para estudiar mo-
delos en economia, sistemas de espera, entre otros, en los cuales el planteamiento de
teoremas de punto fijo para la existencia de equilibrios de Nash es sumamente com-
plicado y en contraparte el tratamiento de orden de los sistemas s-modulares facilita
la existencia de equilibrios de Nash, a través de los algoritmos antes mencionados.

4.2. Perspectivas
A futuro se pretende:

o Aplicar la teoria desarrollada en sistemas que no sean de tipo tandem o que
contengan salidas entre servidores.

e Obtener reglas de paro para los algoritmos I y I desarrollados en esta tesis.
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