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PROLOG0 

En 1892 en la Escuela Normal Superior  de París, el 

maternhtico  franc6s  Henri  Pad6  public6 un artículo sobre la 

aproximaci6n  de  funciones a traves  de  funciones  racionales.  El 

procedimiento  para  construir  esas  aproximantes  se basa en  hacerlas 

coincidir  con l a s  derivadas  de la funci6n en una colecci6n de 

puntos. Existen  tres  casos  importantes 

(1) Problema de aproxinaci6n de Pad&. Para una funcibn 

analítica f(x) = 1 ci x , el  problema  de  aproximacibn  de Pad& 

de  orden (m,n) consiste  en  encontrar  polinomios p y q ,  tales que 

i 

a p  I m , Y ( fq - p)(x) = UmrnlX 
m+n+l + . .  

( 2 )  Problema de interpolaci6n racional. Para  una  funci6n  de 

variable  compleja f , el  problema de interpolacibn  racional  de 

orden (m,n) consiste  en  construir  dos  polinomios p y q , tales 

que 



( 3 )  Problema de interpolacibn  racional  osculatoria. Para  una 

funci6n de variable  compleja f , una  coleccibn  de  puntos ('x ) P i i=O 

de C y una colecci6n  de  puntos (s.)' de [N , se  buscan  dos 

polinomios p y q ta1r:s 

1 i=O 

P 
a p = m  a q s n  9 m+n+l = 1 (Si + r) Y 

O 

A partir  de  los  problemas ( Z ) ,  (2) y ( 3 )  se obtienen 

sistemas  de  ecuaciones,  en  que las inc6gnitas son los 

coeficientes  de  los  polinomios p y q.  El algoritmo  que  consiste 

en  resolver  estos  sistemas por eliminacidn  gaussiana y pivote0 

mbimo, lo identificamos en este  trabajo  como algoritmo de Gauss. 

Este  algoritmo  tiene  la  desventaja  de  tener  que  resolver  tantos 

sistemas  de  ecuaciones  como  aproxímantes se quieran  construir. 

En  la  década  de los cincuenta  con  el  desarrollo  de 

las  computadoras, con la  busqueda  de  rnltodos  de  aproximacibn  para 



computadoras  digitales  de  las  funciom-:; b.x;!cas, t-1 dc:snrrol  lo 

del  lenguage  de  alto  nivel FORTRAN y t.-1 w.ivenIrniento de los vuelo:; 

espaciales se creo  un  ambiente  adecuada ;x-:. q u e  Z;P dcspcrtar-a el 

inter& por la teoría  de  aproximaciurl. 1’1.ueLa de estu, es que 

de la decada  de  los  cincuenta  en adt-!ar,t.t: nu:; llegan trabajos 

sobre  este  tema  que ahora se  consideran c I:ir;icos, por- jenlplo 

1955 C. Hastings, Jr. , Approximations for digital  computers. 

Princeton  Univ.  Press,  Princeton, N. J. 

1955 B. Carlson, M. Goldstein,  Rational  approximation of 

functions, Los Alamos  Scient if ic Laboratory. 

En esa misma decada  de  los  cincuenta la teoria  de 

aproximaci6n  de  Pad6  tuvo  tambi6n  un  fuerte  impulso. En los años  

de 1955 y 1956 los  matemhticos P. Uynn y H. Rut ishauser 

descubrieron los algoritmos epsilon y cociente-diferencia. Estos 

algoritmos  construyen las aproximantes  de Padé a t r a v C s  de  un 

procedimiento  eficiente. 

Mi tesis  tuvo  como  finalidad  estudiar  la  teoría  de  Padé 

y la teoría  que  est&  detras  de los algoritmos de Rut  ishauser y 

Wynn, para despues  formar  un  conjunto  de  programas  que  nos 



permitan trabajar  con las aproximantes  de  Pad6  de  una  forma  f&cil 

y rapida.  Con  estos  programas  podemos  conocer  los  coeficientes  de 

los polinomios  que  forman a la  aproximante,  evaluarla, 

graficarla  en  un  monitor  VCA a color  etc. El trabajo  de 

programacidn  que  desarrolle  en  estos  programas es original. 

Hacer  paquetes  computacionales  en las diferentes  Breas 

de la matemhtica  adquiere  cada  vez  mayor  importancia. El 

trabajo para elaborar  un  paquete de programas  en  matemiht  icas, de 

ninguna  manera  es  fhcil, ya que la gente que se dedica a esto 

debe  saber  programar al ciento por ciento,  pues de ello  dependen 

varias cosas  como, la presentaci6n  del  paquete,  que  el  ambiente 

entre el usuario y los  programas  sea  "agradable", la versatilidad 

de  los  programas(  elegir  los  colores  para las graf icas,  dar  la 

informaci6n a traves  de  un  procedimiento  sencillo,  manejar  los 

programas a travCs  de un "ratcin",  que  los  programas  sepan  mandar 

los resultados a una  impresora  en  el  formato  que uno desee,  que 

los  programas  funcionen en cualquier monitor, etc. 1 .  Aparte  de 

esto  debe  conocer  la  teoría  matemzitica  sobre  la  cual  piensa  crear 

el  paquete.  Todo  esto  crea  un  problema  que  como  ya  lo  indicamos 

no es féicil. En este  sentido mis programas  no 1 legan a cubrir 

totalmente  estos  requerimientos.  Esto se debe,  en  primer  lugar, 

a mis pocos  conocimientos  de  prograrnaci61-1, en segundo  lugar,  los 



algoritmos  que  programe  tienen  lirnitacinnes  que  son  dificiles de 

detect.ar. Sin embarga  hay muchos casos interesantes  en  que mis 

prwgramas funcionan  adecuadarnent e .  

I + u  tesis esta. 01-ganizada de la siguiente for-ma. En 

el capítulo uno  hacernos una presentación del t.]-abajo de 

programaci 6n que desarr-o 1 le, st dan 1 o:; 1 istados  de 1 os programas 

que  contienen  los  algori tmvs y se  muestra  como  utilizar mis 

programas. Como los  algor.itmos  de  Rut  ishauser y Wynn  se  obtienen 

cuando la!; aproximantes  de  Pad& se representan a traves  de 

fracciones  continuas,  en el capítulo dos hacemos  una  breve 

introducción a este  tema. En los capítulos  tres y cuatro 

presentamos  la  teoría  de  aproximaci6n  de  Padb,  damos  las 

definiciones y propiedades  básicas.  Pero  fundamentalmente  estos 

capítulos  van  encaminados a desarrollar el  concepto  de  normalidad 

(el cual  tiene  que  ver  con  la repeticih de aproximantes  de  Pad6 y 

con los casos  en  que los algoritmos  de  Wynn y Rut  ishauser  no  se 

pueden  aplicar), los algoritmos  cociente-diferencia y epsilon, 

la convergencia  de  sucesiones  de  aproximantes  de  Padb y la 

estimaci6n  del error entre  la  aproximante y la funci6n. 



CAPITULO I.  El programa PADE. 

1.1. Introducci6n 

En  este  capítulo  se mostrar& el  trabajo  de programaci6n 

que  desarro116 en mi tesis.  Como ya se indico  en  el  pr6log0, mi 

trabajo  consistio  en  estudiar la teoría  de  aproximaci6n  racional 

del  tipo  Pade  para  funciones  de C en C. Pero  fundamentalmente 

comprender  como funcionan algunos de los algoritmos  que  hay  en 

esta teoria, para despubs formar un paquete  de  programas, 

escritos  en  lenguage  turbo pascal versl6n  cuatro,  que nos 

permitan  construir,  evaluar y graflcar  en el monitor  de  una 

computadora  las  aproximantes  racionales  del tipo Pad6 para 

funciones  de IR en R. A este  conjunto de programas  lo 

identificaremos por PADE. 

Aquí se mostrara c6mo utilizar  los  programas  para 

obtener  informaci6n  numCrica [ pag. 13 1 ,  c6mo  modificar los 

programas  de  graficacibn  para  que  las  grhficas  puedan  aparecer en 

un  monitor CCA, por  ejemplo  lpbg. 221, c6mo crear  archivos de 

datos para  que PADE lea  la  informaci6n y por lo tanto  la 

1 



graficacicin sea &S &gil [Hg. 9,10,111. Mostraremos tambikn la 

forma en que PADE est&  estructurado  [pdg. 71, presentaremos los 

listados  de los programas  que contienen los algoritmos  que son 

utilizados en PADE y en general l a s  diferentes  unidades  que 

conforman a PADE. 

1.2. Importancia del programa PADE. 

Como sabemos el concepto de funci6n en matemiticas y 

otras Breas  es  fundamental, a traves de 61 se forman modelos 

matemhticos  que  nos sirven para  estudiar fenhenos. Por ejemplo, 

en física podemos  estar  interesado en estudiar un fen6meno para el 

cual se tienen, a traves  de la  experirrentaci6n. una colecci6n 

de datos, digamos ( x l , y l J ,  . . . , (x2,y2J, el problema  es 

encontrar  una funci6n que  nos  permita  estimar o predecir el valor  

de la variable  dependiente  de la mejor  manera  posible. Es tambikn 

frecuente en las aplicaciones,  que  nos  encontremos con funciones 

definidas a trav6s de ecuaciones  diferenciales, por ejemplo, la 

ecuaci6n  de  Bessel 

2 
z d w  dw 

dz dz  

2 2  
2 " -  

2 + z -  + ( z - v ) w = O  ( 1 . 1 )  

2 
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Podemos  tambiCn  estar  interesador  en  estudiar  funciones  de C en Q: 

definidas  por  integrales,  como la funcibn  de  error 

X 

2 2 
e r f ( x )  = - e-t d t  

UT;;- 
O 

Es común  manejar  funciones  definidas  implícitamente  como 

w * z - e  = o  2 -w*z 

(1.3) 

(1.4) 

Podriamos  seguir  enumerando m& ejemplos  en los que 

tenemos  la  necesidad  de  estudiar  funciones  cuya  regla  de 

correspondencia  no  es  fáci 1 de  mane  jar. A travCs de este t ipo de 

funciones  es  como surge, corno una  opción,  la  teoría  de 

3 



aproximaci6n  racional  de Parir. !:I idpa Msica dc  !a teor-ía d c  

aproximaci6n,  para  analizar este tipo de  funciones, es la 

utilizar  funciones más simple p a r a  ~:r,t.udiarlas. En particular I : ,  

aproximacibn  racional  del  tipG Pa&, uti 1 iza  f'unciunes  raciunhi 

como  aproximantes. 
I 

Ahora  bien,  cuando qC;c-I-rrncis Llevar a pr&ctica io:; 

algoritmos  que  nos  sirven  para  aproximar  una  furxion,  por lo 

general  es  necesario  hacer  un  número  grande  de  Operaciones  como 

sumas, restas,  multiplicaciones,  divisiones, p c ~ t e n ~ i a s ,  etc. 

Realizar  estas  operaciones a "mano" o con una  calculadora es poco 

pr&ctico,  adem& si pensamos  aplicar  estos  algoritmos  varias 

veces  nos  conviene  mejor  programarlos. A través  de  los  programas 

tenemos la oportunidad  de  trabajar  con  las  aproximantes  de  una 

forma fkil y rhpida. El valor  de  unos  programas  de  este  tipo  es 

inegable, y lo es  mucho m85 si se  utilizan  ampliamente. 

Para convencerse  de  que  esto  es  así,  basta  mirar el esfuerzo  que 

sea realizado  para  crear  paquetes en Estadística,  Investigación 

de  Operac i ones,  Anal isis Numérico,  etc. El Trabajo  de 

programaci6n  que  hice  para  formar a PADE es  original,  paquetes  que 

traten  sobre  este  tema no son fhciles  de  conseguir.  Además 

paquetes como TOOLBOX, IMSL, NAG o MATHEMATICA no tratan e l  terna 

de aproximaci6n  racional  del  tipo Padé. 

4 



1.3. T i p o  de  monitor  para usar PADE. 

Si se uti  liza  PADE  para  graficar  aproximaciones 

racionales,  es  necesario  contar  con  un  monitor VGA con 16 

colores. Si no se  cuenta  con un monitor  de  este  tipo es posible 

hacer  algunos  cambios a las rutinas  de  graf icacih, para  que  se 

pueda  utilizar PADE,  por  ejemplo,  con  un  monitor CGA. Como 

estamos  diciendo  que  es  posible  modificar  los  programas  de P A D E ,  

obviamente los programas  que  ofrecemos  son los fuente y no 

los ejecutables. Utilizando el  turbo pascal versidn cuatro  es 

como  se  pueden  hacer  estos  cambios. 

La condici6n  de  utilizar un monitor VGA se debe a que  la 

alta  resoluci6n  que  tienen  estos  monitores, 640x480, 

proporcionan unas grhficas  bastante  claras. Los colores  son 

necesarios, porque, como  PADE  puede  graficar  varias  aproximantes 

es  necesario  poder  distinguir  una  de  otras. 

1.4. Programas  principal es. 

El paquete  PADE  está  estructurado de la  siguiente  forma. 

Existen  tres  programas  principales  llamados TESZSZ.PAS, 

TESISZ.  PAS y TESIS3.PAS. Estos  programas  son l o s  programas 

5 



maestros que s i r v e n  para  graf icar  aproximaciones  racionales, 

interpolantes  racionales e interpolantes  racionales  de  Hermite 

respect  ivamcnte. Si usted desea graficar  una  interpolante 

racional, por ejemplo, debera invocar a IESIS2. PAS. Los 

programas TESIS1. PAS, TESIS?. PAS y TESIS3. PAS esth a su vez 

formados p o r -  las unidades ALGO*. PAS (ver Fig. l .  1 ). Los programas 

ALGCI*.PAS son los encargttdos de dar. l a s  instrucciones a otros 

programas m&s pequefios (ver la seccibn I .  6 ) ,  para poder 

construir  las  aproximantes  del  tipo  Pade a traves de  los 

diferentes  algoritmos. A continuacib damos  una lista de  las 

unidades ALGO*. PAS y lo que  hacen. 

ALGO1.PAS : Grafica  una aproxinacih racional a 

traves  del  algoritmo  de  Gauss [pag. 611. 

ALco21.PAS : Grafica  una  aproximacibn  racional a 

traves del  algoritmo  cociente-diferencia  Ipag. 881 

ALCO22.PAS : Lo mismo que ALGO21. PAS. 

ALGO3.PAS : Graf  ica  una  aproximacidn  racional a 

traves  del  algoritmo  epsilon  [pag. 1011. 

6 



I 1  P A D E  

TESIS I TESIS I1 
I 

L I I 
I I 

- I L 1 

I 

ALGO 1 I 
I 
I 

ALGO 4 
i 

ALGO 21 ALGO 5 

NGO 22 ALGO 6 

Fig. 1 . 1  

ALGO4.PAS : Crafica  una  interpolante  racional a 

traves del algoritmo  de Gauss [pag. 1221. 

ALGO5.PAS : Grafica  una  interpolante  racional por 

medio  del  algoritmo  cociente-diferencia [pag. 1481. 

7 



ALGOG.PAs : Craf  ica  una  interpolante  racional por 

medio  del  algoritmo  epsilon  [pag. 1641. 

ALCO71.PAS : Crafica  una  interpolante  racional  de 

Hermite a travCs  del  algoritmo  de  Gauss  [pag. 1851. 

ALGO72.PAS : Igual  que ALC071. PAS. 

Aparte  de estos programas hay una  coleccibn de programas 

pequeños  que  contienen  especificamente los algoritmos  que  llevan a 

cabo las operaciones. Digamos que son los programas "obreros" de 

PADE. Estos  algoritmos se encuentran  en  la  secci6n ( 1 . 6 ) .  

1.5. Programas  para pedir los  datos 

VARIA.PAS : Unidad  que  contiene  las  variables y constantes 

DAT1.PAS : Unidad  encargada de pedir  los  datos  para  formar 

el  recinto  de  graficaci6n. 

! 

DAT2.PAS : Unidad  encargada de pedir el orden  de  las 

aproximaciones  racionales y el  algoritmo que se  va  utilizar  para 

construir  el  tipo  de  aproximaci6n  racional. 

8 



DAT3.PAS : Unidad  encargada  de  pedir  los  nodos y valores  de 

la funci6n  para  interpolacibn  racional. Aquí es necesario  hacer 

un comentario m& amplio. 

El usuario puede dar  esta  informaci67 a traves  del 

teclado o de  un  archivo. Para crear  un  archivo  basta  con  tener 

un  editor, como el  turbo  pascal, y escribir  un nodo y en el 

renglh siguiente  el  valor  de la funci6n  en ese nodo. Por 

ejemplo, si se quiere  graficar  la  interpolante  racional de orden 

( I , I )  para f ( x )  = I/x, un  posible  archivc  puede  ser 

-2.0 {*nodo O*) 

-0.S (*funcibn en nodo O*) 

-1.0 {*nodo 1*) 

-1.0 {*funci6n en nodo 1s) 

-0.5 (*nodo 2 *) 
-2.0 (*funci6n en nodo 2s) 

Es importante  que el usuario  de  exactamente  el  número  de  nodos 

necesarios  para  construir  la  interpolante  racional. Tambih tenga 

cuidado  en  no  escribir  nodos  repetidos. En el  caso  de que se 

vayan a graficar  varias  interpolantes  es  posible  cambiar  el 

9 



archivo  de  lectura. 

DAT4.PAS : Unidad  encargada  de  pedir los coeficientes  de  la 

funcibn  analítica  para  aproximaci6n  racional. Al igual  que  en  la 

unidad  anterior  se  pueden  leer  los  coeficientes  de  un  archivo. 

Para  crear  el  archivo  simplemente  se  escribe  un  coeficiente  por 

rengl6n. 

DATS.PAS : Unidad  encargada  de  pedir los nodos,  los  valores 

de  la  funci6n  en  los  nodos,  orden  de las derivadas en los nodos y 

las derivadas  para  interpolacih  racional  de  Hermite.  Esta 

informacibn  se  debe  dar a travks  de  un  archivo  que es del 

siguiente  tipo. En primer lugar se  dan  los  nodos.  uno por 

rengl6n.  Despues  se  escriben  las  derivadas  del  primer  nodo 

desde la de  orden  cero a la de  orden  seis. si el  usuario 

tiene s610 las derivadas  hasta  el  orden  tres, por ejemplo, 

debera  escribir  que las restantes  son  cero. Se repite  este 

procedimiento  tantas  veces  como  nodos se tengan.  Por  ejemplo, 

supongamos  que  para la funci6n  exponencial  contamos  con  la 

siguiente  informaci6n. Los nodos x. = O, xI = I y xz = 3 y las 

derivadas  de  la  funci6n  en  los  nodos  hasta  el  orden  dos. Si 

denotamos  por so, S S el orden de las  derivadas,  entonces la 

relaci6n  entre los datos y el  orden de la  interpolante  que  podemos 
1’ 2 
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construir  debe ser [pag. 1791 

Luego entonces  podemos  construir una interpolant<> 1.xional de 

Hermite de  orden ( 4 , 4 ) .  Para este ejemplo necesitamos 'in a r c h i v o  

del siguiente  tipo 

-1 Nodo O 

O Nodo 1 

3 Nodo 2 

0.3678794 Derivada de  orden O en Nodo O 

0.3678794 Derivada de  orden 1 en Nodo O 

0.3678794 Derivada de orden 2 en Nodo O 

O No se tiene la derivada de orden 3 en el  nodo O o vale O 

O No se tiene  la  derivada de orden 4 en el nodo O o vale O 

O No se tiene la derivada  de orden S en el nodo O o vale O 

O No se tiene l a  derivada de orden 6 en el nodo O o vale O 

A continuaci6n se hacen otros siete renglones para las derivadas 

del nodo  uno, y lo mismo para el nodo dos. 

1.6. Programas que contienen los algoritmos 



PROCl. PAS : Unidad  encargada  de rcs*.;lvcr un  sistcma  de 

etruaciones 1 ineales por cl irninación  gaussiana y pivote0  mfiximo. 

Este prortrt i imlcxrlto es cl que utilizan lu:j prwgrnmas TESISI. PAS, 

TESISZ. PAS y TESIS3. PAS par-a encontrar 10s coeficientes de los 

polinomios q w .  forman  oualquirr-a  de las aproximaciones del tipo 

Padé. 

PROC2.PAS : Unidad  encargada  de  formar la tabla epsilon 

para  interpo1:tción  racional. Las variables m y n le  proporcionan 

al procedimiellto  el  orden de la interpolarlte, Parcial proporciona 

la evaluacibn de los  polinomios  interpolantes, Punto proporciona 

el  valor en que se evalua la tabla  epsilon, Nodo proporciona  los 

nodos en que se interpola. 

Unit Procl ;  
Beg I n 

For j :=m-n to m+n do 
Beg I n 

e~[O,jl:=Parcfal[jl; 
eiI-l,jl:=O; 

End ; 
For i :=1 t o  2% do 

Begin 
For j :=m-n to m+n-i do 

Beg i n 

If Abs~~el~i-l,j+ll-el~i-l,jl~.(Punto-Nodo~i+j~~~ 
> HinimoReal  then 

elti,)l:=elli-2,j+ll+l/~~Panto-Nodo[i+jl~*~el~i-l,j+l~-~l~i-l,j~~~; 
End ; 

End ; 
Evaluacion:=el[2*n,m-n1; 

End ; 
End. 
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Si el  usuario  esta  interesado en conocer  esta  tabla, ~ i j l ~ ?  

tiene  que  crear  un  archivo  del  tipo  texto y guardar la informacibn 

allí.  Para  crear  el  archivo  siga  los  siguientes  pasos 

PROCEDIMIENTO  PARA  CREAR UN ARCHIVO 

1. Defina  una  variable ARCH del  tipo TEXTO dentro del 

conjunto  de  variables  locales de este procedimiento. 

2. Despues  de la primer  instruccibn BEGIN del 

procedimiento,  escriba las siguientes  instrucciones 

3. Utilice  una instruccih del tipo 

Writeln(Arch,variables a escribir en el  archivo); 

para  mandar  escribir al archivo la informacibn  requerida 

4. Ponga  una  instrucción  de la forma : Close(Arch1, 

después  de que son  ejecutadas las instrucciones  del  paso 3, para 
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cerrar  el  archivo. 

Este  procedimiento ;-,:%ya extraer  informacion  de PADL lo puede 

emplear en cualquier otr’a unidad.  Una  observación  t’inal, la 

tabla  epsilon se construyrh o evnlua en un  punto, por esta  razón 

debe  tenerse  cuidado si los valores  que  toma PUNTO son muchos, 

ya que entonces  el  archivi, p w d c  ser muy  grande y no  crearse. La 

parte  donde  se  corrige  el número de puntos  en  que se evalua  una 

aproximante  del  tipo  Padé se encuentra en las unidades ALGO*. PAS. 

Para mayor  información sobre estas  unidades  ver  los  capítulos  tres 

y cuatro en las secciones  donde  se  localizan  los  algoritmos. 

PROC3.PAS : Unidad  encargada  de  formar  una tabla de 

diferencias  divididas con nodos  repetidos. La variable NumNodos 

proporciona al procedimiento  el  número  de nodos, DF las derivadas 

de la función, Nodo los  puntos  de  interpolación, u los ordenes 

de las derivadas  que  se conocen en  cada  nodo. La función 

Factorial  sirve  para  calcular  factoriales.  Este  procedimiento  se 

encuentra en la pAgina 16. 

PROC4.PAS : Unidad  encargada  de  hacer  una  tabla de 

diferencias  divididas  sin  nodos  repetidos. 
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PRoc[i.PAS : Unidad  encargada  de  formar la tabla epsilon 

para  aproximaci6n  racional.  Las  variables m y n proporcionan  el 

orden  de la aproximante,  Parcial las sumas  parciales  del 

desarrollo en  serie  de  potencias  de la funci6n.  Una  copia  de  esta 

unidad se encuentra  al  final  de  esta  phgina. 

PROC6.PAS : Unidad  encargada  de  formar la tabla  cociente- 

diferencia  para  aproximacidn  racional. La variable Coef 

proporciona  los  coeficientes del desarrollo en serie de potencias 

de la funci6n y m y n el  orden  de ia aproximante. Este 

procedimiento  se  encuentra en la pagina 17. 

Unlt ProcS; 
Begin 

For J:=m-n to n+n do 
Begin 

el[O,Jl:=ParciaIlJ1; 
el[-l,jl:=O; 

End ; 
For i :=1 to 2% do 

&gin 
For J:=m-n  to m+n-i do 

Beg i n 
I f  Abs~el~i-l,J+ll-el[l-l,jl~>~inimoReal then 

el~l,Jl:=el~i-2,j+ll+l/(el~i-l,J+ll-el~l-l,Jl~; 
If Abs(el~i-1,J+ll-el[l-l,Jl)<~inimoReal then 

cl[i,J1:=IiaximoReal; 
End ; 

End ; 
Evaluacion:=el[2*n,m-~r~]; 

End ; 
End. 



Vni t Proc3; 
Begin 

swra:=o; 
For i :=O t o  NumNodos do 

suma: =suma+uf i 1 ; 
End ; 

u[-l]:=O;d[-ll:=O; 
For I :=O t o  NumNodos do 

Begin 
d[il:=~[i-ll*d[i-ll; 
For j:=O to util-1 do 

y[j+d[ill:=Nodoiil; 
End ; 

End ; 
~[-ll:=O;d[-ll:=O; 
For i :=O t o  NumNodos do 

Begin 
d[ll:=u[i-ll+d[l-ll; 
For j:=O to ulil-1 do 

DifeDividldasfj+d[il,Ol:=DF~i,O~; 
End ; 

End ; 
uI-lI:=O;d~-ll:=O; 
For j :=O to sum-1 do 

Beg i n 
For I :=O to  NumNodos  do 

Begin 
d~iI:=u[i-ll+d~i-ll; 
For p:=O to u[il-l do 

Beg i n 
If fp+d[il)>=j t h e n  

Begin 
I f  y[p+d(ill<>y[p+d[il-jl then 

DifeDivididas~p+d[i],jl:=~DifeDividldas~p+~~i~,j-l~- 
D i f e D i v i d i d a s ~ p + d f i ~ - l , j - l ~ ~ / ~ y i p * d l i l ~ - ~ ~ ~ + d ~ i l - j l ~ ;  

I f  yIp+dl~ll=yip+d~il-jl  then 
DifeDlvldidas~p+d~il,jl:=DF~i,J]/FACTORIAL~j~; 

End ; 
End ; 

End ; 
End ; 

End ; 
End. 
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Un1 t Proc6; 
Beg1 n 

For j:= m-n+l to m+n-1 Do 
Beg 1 n 

'If Abs(Coef[ jl)>nInimoReal then 
qlIl,jl:=  Coeffj+11/Coef[jl; 

If Abs~Coef~jl~<~lnImoReal then 
qt[l,jl:=MarImoReal; 

End ; 
For j := m-n+l to m+n-2 Do 

altl,jl:= qltl,j+ll-ql[l,jl; 
End ; 

For I:= 2 to n Do 

Begin 
For j:= m-n+l to m+n-2*i+l Do 

Beg In 
If Abs(el[I-l,jI)>ninimoReal then 

q~[i,jl:=~qlti-l,j+~l*el~i-t,t*ll~/e~~i-l,jl; 
If Abs(elfi-l,Jl)<~lnlmoReal then 

ql[ f , jl:=HaxImoReal; 
End ; 

If ( l<n) Then 

Beg i n 
For j:= m-n+l to m+n-Z*i Do 

elII,jl:=elll-1,j+11+ql~l,j+l~-qlIi,Jl; 
End ; 

End ; 
End ; 

For l : = l  to n Do 
Beg i n 

q[Il:=qlIl,m-n+ll; 
e[il:=el[i,m-n+fl; 

End ; 
End ; 
End. 

PROC7.PAS : Unidad  encargada de formar la tabla qd  para 

interpolacibn  racional. Las variables DifDfv1 y DifDiv2 

proporcionan  diferencias  divididas y m y n el orden de la 
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interpolante racional. 

Unit. Proc7; 
Beg i n 

For J := m-n+l t o  m+n-1 Do 
Beg1 n 

If Abs(DtfDiv2[J+lI)>nini~~ieai I .T..,. 

If Abs(DifDiv2[j+1l)t~inimoReal t he r i  

ql[l,Jl:= DifDivlt j+lJ/Difl)iv2~ ?+I); 

ql[l,JI:=~aximReal; 
End ; 

For J:= m-n+l to m+n-2 Do 
Begin 

If Abs(l+ql[l,J1*(NodolOl-Nodol j + l J  tj:Hil$inioRedl t h t ? I l  

el[l,J]:=~q1[1,J+ll-ql[l,Jl~/~l+ql~l,jl*~No~o~~~~-N~.~~Iol~+ll~~; 
End ; 

For S : =  2 t o  n Do 
Beg1 n 

For J:= o-n+l t o  m+n-2*1+1 Do 
Begin 

Numl:=el[I-1,j+ll*ql[~-l,j+ll*~l+el~i-l,jl* 
(Nodo[Ol-Nodo~J+2*i-21)); 

Denl:=el~i-l,Jl*~l+qlIf-1,J+ll*~Nodo~0l-?~odo~j+2~i-31~~~ 
e l [ I - l , ~ + l l * ~ e l ~ i - 1 , J l - q l t i - l . j + l l ) *  
(Nodo[O~-Nodo[ j+2*i-11); 

I f  Abs(Denl)>HInLmoReal then 
ql[i,Jl:=Numl/Denl; 

End ; 
I f  (I<n)  Then 

Begin 
For J:= m-n+l to m+n-Z*i  Do 

Beg i n 
Num2:=qlIi,J+1l-ql[i,ji+el[i-l,j*ll* 
( l + q l [ i , J + l l * ( N o d o ~ O I ” o d o l j + 2 1 ) ;  

Den2:=l+ql~i,jl*(Nodo~Ol-Nodo[j+Z*i-ll); 
I f  Abs(Den2)>HinimoReal then 

el[i,JI:=NumMDen2; 
End ; 

End ; 
End ; 

For i :=I to n Do 

Begin 
qlil:=qlIi.m-n+~l;e~il:=~l~i,m-nt~l; 

End ; 
End ; 
End. 
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PROC8.PAS. : Unidad  encargada  de  evaluar  un poIin..)rnio por- 

el algoritmo de Horner. 

PROCS. PAS. : Unidad  encargada  de  evaluar  un  polinomiu, 

escrito como combinaci6n de los polinomios de Newton. la variable 

Grado proporciona el grado del polinomio, DifDiv dif'eleencias 

divididas, Nodo los  puntos de interpolaci6n y Punto el valor en 

que se evalua el polinomio. 

Unit Proc9; 
Begin 

If (grado>l) then 
Begin 

Result:=DlfDivl[qradoJ; 
For i :=grado-¶ Downto O do 

Begin 
Result:=Result*(Punto-NodoIfl)+DifDlvl~il; 

End ; 
End ; 

If Crado=l then 
Beg i n 

Result:=DlfDivl[ll*(Punto-Nodo[Ol)+DifDivl~Ol; 
End ; 

If grado=O  then 
Begin 

Result:=DifDSvl[Ol; 
End ; 

End ; 
End. 

PROC1O.PAS : Unidad encargada  de  formar la fracción 

continua  que  representa a l a  aproximaci6n  racional, en el 
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algoritmo  cociente-diferencia. Las variables e y q proporcionan 

los elementos  de la tabla qd  para  formar  la  fracción  continua 

Coef los  coeficientes  del  desarrollo en serie  de  potencias, or1 y 

or2 el  orden  de la aproximante, Orden el  orden de la convergente 

y Punto el  punto en que se evalua la aproximante. 

Unit ProclO; 
Begin 

For I :=1 to Orden Do 
Begin 

Num[2*il:=-q[il*Punto; 
Num~2*i+ll:=-a[iJ*Punto; 
Den[P*il:=l.O; 
Den[2*1+1]:=1.0; 

End ; 
End ; 
End. 

PROCl1.PAS : Unidad  encargada  de  formar la fracción 

continua  que  representa a la interpolante  racional  en  el  algoritmo 

cociente-diferencia. Las variables e y q proporcionan al 

procedimiento la parte  de la tabla  qd  necesaria  para  formar  la 

fracci6n  continua, Nodo los  puntos en que se interpola, Urden el 

orden  de la convergente  de la fraccicin  continua  que  representa  a 

la interpolante  racional, Punto el  valor  en que se evalua  la 

interpolante, DifDivl proporciona las diferencias divididas y 
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or1 y or2 el orden de la  interpolante  racional. 

Unit  Procll; 
Begln 

For 1 :=1 t o  Orden  do 
Beg i n 

Num~2*il:=-q[il*(Punto-NodoIorl-or2+2*l-1~); 
Num[2*i+l]:=-e[il*(Punto-Nodo[orl-or2+2*~~~; 
Den[2*iI:=l+q[il*(Nodo[Ol-NodoIorl-or2+2*1-11); 
Den~2*i+ll:=l+eIil*(Nodo~Ol-Nodo~orl-or2+2*il~; 

End ; 
Den(ll:=l; 
Num~ll:=(Punto-Nodo[Ol)*DICDlvl[orl-or2+l1; 
If orl>or2 then 

Begin 
For i:=1 to orl-or2  do 

NumIll:=Num~ll*~Ponto-Nodo~il~; 
End ; 

End ; 
End ; 
End. 

PROCl2.PAS : Procedimiento  que se  encarga de evaluar la 

convergente de una  fraccibn  continua. La variable BO proporciona 

el denominador  parcial  cero, Num y Den los numeradores y 

denominadores  parciales de la fraccibn  continua, Orden el orden 

de  la convergente. 

Unit Procl2; 
Beg i n 

Conv: =O; 

For I:=Orden Downto 1 Do 
Beg i n 

I f  Abs(Den[lI+Conv)>~inimoReal 
Conv:=Nurn[i ]/(Den[ i l+Conv) ; 

End ; 
Conv:=BO+Conv; 

End ; 

End. 

then 
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PROC13.PAS : Unidad  encargada de calcular  potencias  de 

números reales. 

PROC14.PAS : Unidad  encargada de calcular los cccfickntes 

de la  serie recíproca de  una  serie  dada. 

1.7. Programas de graf  icaci6n. 

DIB.PAS : Unidad de graficación 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Procedimiento  para llamar a l  modo grafico 
****************t********************************o*************** 

Beg i n 
Gd:=Detect; 

InitGraph(Gd,Gm,’c:tp4’); 
If GraphResul t<>grok  then 

Halt(1); 
GetModeRanqe(Cd,LowHode,HighXode); 
SetCraphHode(HighHode); 

End ; 
**trtt****+*****t~t*~**t*tct***t**,***~**~*~***************o 

Programa  para  trazar  una  linea  entre  dos  puntos  en la pantalla 
****************.*******************0******~.*00**00*******0****0 

Begin 

End ; 

los siguientes  comentarios son importantes. 

Como ya se ha dicho, PADE solamente  funciona  con  monitores VGA a 
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color.  En  el  caso  de  que  no se tenga  un  monitor  con estas 

características, es necesario  modificar.  los  procedimientos de la 

unidad DIB. PAS. Por ejemplo, si se quieren  graficar  las 

aproxirnantes  del  tipo  Padé en un  monitor CCA con resolución de 

640x200. Se buscan  dos  funciones  lineales d c  !a forma 

donde O 4 a < p S 640 y O S ;T < 6 c 200. Con estas  funciones  el 

procedimiento  para  graficar  en CGA es 

Line(Round(L(abscIsa1)). 
Round(C(ordenadal)), 
Round(L(abscísa2)), 
Round(C(Ordenada2))); 

1.8. Una  sesión  con PADE. 

Supongamos  que se quiere  tener  una  sesi6n con PADE en 

la parte  de  interpolacibn. 

El primer  paso es teclear TESIS2 y return, 

inmediatamente  aparece una pantalla  en  la  que se nos pide 
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introducir  los  datos  para  formar  el  recinto  de  graficación.  Esta 

pantalla es de  la  siguiente  forma 

~ ~~ 

RECINTO  DE  GRAFICACION 
i 1 

Xmi n : =  
Xmax 
Ymi n : =  
Y max 
NumAprox : =  
E s c a l  aX : = 
EscaiaY : = 

. -  . -  

. -  . -  

Debera  llenarse  esta  pantalla,  tomando en  cuenta  que 

fXm.in, XmaxlxfYmin,  Ymaxl formar&  la  región de graf  icación. 

Obviamente  debe  escoger Xmin < Xmax y Ymin CYmarr. A la variable 

NurnAprox se le  asignará  el  natural  entre 1 y 5 que  le  indique 

al programa  cuántas  aproximaciones se graficarh. Las variables 

EscalaX y EscalaY sirven  para  dar la separacl6n  entre dos 

marcas en los  ejes  de  coordenadas. Despu6s de  proporcionar  esta 

informacibn  aparece  una  indicación  de si quiere  corregir  los 

datos, la respuesta  es S ( S I )  o N(N0). 

A continuación  aparece  una  pantalla que 
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depcntlc del v;llor cic NrlmAprox. Supongamos  que  esta  variable 

tiene el valor 2, erlt.onces la pantalla es de la siguiente  forma 

.. . 

í-" 
__ .. ~- -. 

O R 3 E N  D E  L A S  APROXIWACIUNES 

. -  . -  

. -  . -  
1 A l g o r i t m o [  1 1  : =  I m[zl . -   . -  
I i A l g o r i t m o I Z l  : =  

n[ 21 : =  

"" .I 

En  este  caso  deberd  dar la información  tomando en  cuenta  que m 

sirve  para  denotar  el  grado  del  polinomio  numerador y n del 

pol  inomio  denominador en la interpolante. A la variable 

Algoritmo se le  pueden  asigan  los  valores 1, 2 y 3 para  el  caso 

de  aproximación  e  interpolación  racional, y 1 para  el caso de 

interpolación  racional  de  Herrnite. El número 1 corresponde a los 

algoritmos  de  Gauss,  el 2 corresponde al algoritmo  cociente 

diferencia y el 3 al  algoritmo  epsilon. Los algoritmos 2 y 3, 

sólamente se se deben  utilizar si l a  aproximante  racional es 

normal. 

Después  de esto  aparece  una  pantalla  del 

siguiente  tipo 
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L L E R  LOS NODOS D E  
U N  ARCHIVO 

U S U A R I O  - 
m 

A lo  que  el  usuario  deberá  responder S(S1) o N(N3) .  Si el  usuario 

ya  creo su archivo  en  el  que se encuentra la. información, la 

respuesta es S ( s i ) .  En  ese  caso  el  programa  le  pregunta si quiere 

cambiar  el  archivo  de  lectura  dependiendo  de la interpolante. Si 

contesta  que no, un  s610  archivo  se  utilizará  para  formar las 

interpolantes. Si contesta  que si, el programa  le  pedirá  la(s) 

trayectoria(s1  de  los  archivo(s1  donde  se  encuentra  la 

información. Como última  pregunta. el programa  pedir&  que le 

indique si desea  graficar la función,  si la respuesta es S(SI1, 

se tendrk  que  dar la trayectoria  del  archivo  que  contiene  la 

información. A continuacibn se presenta  un  programa, como 

ejemplo,  de  como  crear  un  archivo  para  graficar la funcibn 

exponencial.  Este se puede  hacer  con  turbo  pascal  versión  cuatro. 
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PROGRAMA PARA CREAR UN ARCHIVO 

Program CREAR(Input,Output,Arch); 
Uses CRT; 
Var Arch : Text; 

i : Integer; 
X*Y : Real; 
Trayectoria : String[20]; 

Beg I n 
C1 rScr ; 
Write(’Trayector1a del archivo . . . ’ ) ;  
Readln(Trayector1a); 
Assign(Arch,’Trayectoria’); 
Reurite(Arch1; 
For i:=O to 200 do 

Begin 
x:=x1r~in+(xrnax-xmin)*i/200; 

y:=expfx): 
Writeln(Arch,x); 
Writeln(Arch,y); 

End ; 
Close(Arch) ; 

End. 

Con esto  terminamos  este capítulo, en el siguiente 

abordaremos el tema de fracciones continuas que es necesario 

para desarrollar los algoritmos  cociente-diferencia de Rutishauser 

y epsi lon de Wynn. 
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CAP1 TUL0 I I .  FRACCI ONES CONT I NIIAS 

2.1. Introducción. 

Los mdtodos  con  que se contaban, t . r I  io:; t iempca:, 

de Pad(? (18921. para  calcular  aproximaciones r*:rc . ion; l les ,  dt.1 

tipo  Pad(?,  erdn a travks  de  f6rmulas  de  determinantes y de 

soluciones  de  sistemas  de  ecuaciones.  Alrededor dc 1955 y 19% 

H. Rutishauser [71 y P. Wynn I l l ]  encontraron  algoritmos que 

permiten  construir las aproximaciones de Padé  eficientemente. LA 

idea  basica  para  construir  el  algoritmo  cociente-diferencia de 

Rutishauser y epsilon  de  Wynn, es la de representar las 

aproximaciones  de Pad& a travks  de  fracciones  continuas.  Por esta 

razón,  este  capitulo  est&  dedicado a mostrar  los  conceptcs que 

utilizaremos  en los capítulos  tres y cuatro  sobre  el  tema de 

fracciones  continuas. 

2.2. Notaciones  y  definiciones. 

Definición 2.1. Sean y (bi)i=o sucesiones en 

C o funciones de C en C. Una fracción continua con numeradores 

W o) 
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parciales y denominadores  parciales ( b  es  un3 

fórmula  del  tipo 

i i=O 

a 

a 

a 

bo + 

1 

2 

3 

." ___- 

b l  + 
"" ~ 

( 2 . 1 )  
b2 + - " 

b3 + . . .  m 

Una  notaci6n m8s compacta  para la exprcsion ( 2 . 1 )  es 

o) a 

bu + i =U ,*L ( 2 . 2 )  

Definici6n 2.2. Para la fracción  continua (2.1) se  define 

la n-ésima convergente como 

Si se  efectúan las operaciones en (2 .3 ) .  se  obtendrá una 

funcibn  racional  que  depende  de l o s  2n + 1 numeradores y 
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denominadores  parcialcs bo, a , ,  b l ,  . . . ,  a n' b .  n 

2.3. Propiedades  básicas. 

Los po 1 i nomios 'n Y Qn se pueden  construir 

recursivamente como lo ilustra el siguiente  resultado. 

P r o p o s i c i ó n  2.1.  Si P-l= I ,  Q-,= O, Po= bo y Qo= 1 , 

entonces  para n z 2 se cumple 

p n = b* Pn-I + a  n 'n-2 

Qn - bn Qn-1 n Qn-2 
- + a  

(2.5) 

Demostración. La demostracibn se hace por  induccirjn 

matemática en n. Para n = I se obtienen las fórmulas 

directamente.  Ahora  supongamos  que (2.5) se satisface  para n y 
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se demostrar&  para  nil. Como 

a 

bn+ n+l I 1 ,an,bn + -- 

Entonces  por la hipótesis de inducci6n  podemos concluir que 

a n+ I 
( b n  + -  ) ’n-1 + a  

- - bn+ I n ‘n-2 
a 

( b  + -  + a  n+ I 

bn+l n Qn-2 ) Qn-1 

aplicando de  nuevo l a  hipótesis de inducci6n tenemos 

a n+ 1 
‘n + bn+l ‘n- 1 bn+lPn + an+lPn-I 

bn+l n  n+l n-1 
- - - 

a 
- 

Q + a  Q n+ 1 
Qn bn+I 

+ -  Qn- I 

Ahora se da una fórmula para la diferencia de dos 

convergentes consecutivas. 
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2.6) 

Demostracicn. Se Frcbara  primero pczr induccibn que 

n+ 7 

Para n=l la fórmula (2.7) es claramente  verdadera.  Suponga  que  es 

vblida  para n y se  demostrará  que lo es para n i l .  Utilizando  las 

f6rmulas ( 2 . 5 )  para n i l  y la hip6tesis  de  inducci6n en Pni1 Q, - 

Qn+IPn se  obtiene la fórmula ( 2 . 7 ) .  Finalmente ( 2 . 6 )  se 

deduce  factorizando Q Q de ( 2 . 7 ) .  n n-1 8 

Ahora  se  demostrarán  dos  proposiciones  que  van a jugar un 

papel  importante en la sección [2.61. 

Proposición 2.3. Para  los  numeradores y denominadores 

de la fracci6n  continua ( 2 . 1 )  se  satisface 

'n+ I Qn- I 'n- I Qn+ I 
- - - ( _ I ) " + I  a a  

7 2 '  n n+l . . a b  ( 2 . 8 )  
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Dcmostración. Aplicando  las  fórmulas ( '2.5) a 'n+ 1 Y 

Qn+ I podemos escri bi r 

La última  igualdad se obtuvo aplicando (2.7.) m 

Proposición 2.4. La siguiente  igualdad es vA1 ida  para 

los numeradores y denominadores de la fracción continua (2.7). 

Demostración. Aplicando las f6rmulas ( 2 . 5 )  a Pn+2 , 

Qn+2 , Pn+I , Qn+l , P, y Q, , y simplificando se obtiene: 
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La última  igualdad se obtuvo aplicando (2.7). m 

2.4. Transformaciones de equivalencia. 

Definición 2.5. Sea una  sucesión con p f O. La 
W 

i 

transformacibn  que cambia la fraccibn continua (2.1) en 

es llamada  una  transformación de equivalencia. 

Las  transformaciones de la definición (2.5) reciben el 
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nombre  de  equivalencia  porque las fracciones  continuas ( 2 . 1 )  y 

(2.10) coinciden en  sus  n-ésimas  convergentes. Es decir,  podemos 

escribir  una  fracción  continua de diferentes  formas y no  alterar 

su valor. 

Definición 2.6.  Dos fracciones  continuas  son  equivalentes 

si sus n-ésimas  convergentes son iguales,  para n L O. m 

2.5. Representación  de  funciones a travCs  de 

fracciones  continuas. 

Un  problema  importante en la teoría  de  fracciones 

continuas  es la representación de números  complejos o funciones a 

través de fracciones  continuas.  Este  problema es el  que  llevó  a 

Rutishauser  y  Wynn  a  construir sus algoritmos. 

Consideremos  el  siguiente  problema.  Sea ci x i una 

serie  con  sumas  parciales . Queremos  construir  una 

fracción  continua, tal que su n-Csima  convergente sea igual a 

a, 

Sn. Esta construccih  es importante ya que  nos  permite  escribir 

una  funci6n  analítica  como  fracción  continua. Es claro  que  los 

puntos  de  convergencia  de la serie  lo  son  tambiCn  de la fracción 

continua,  sin  embargo,  en  general  la  región  de  convergencia de 
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la fracci6n  continua  es mAs grande  que  el  circulo  de  convergencia 

de la serie.  Aunque  estamos  planteando  el  problema  para 

representar  una  función  analítica,  el  siguiente  resultado  es 

vB1  ido  para  cualquier  sucesión (Sn);=o. 

OD 

Proposición 2.5.  Sea (Sn)n=O una  sucesión en la  que  no 

hay  tres  elementos  consecutivos  iguales.  La  fracción  continua 

bo = so . a = St - So 1 b l  = 1 

tiene a Sn como  n-Csima  convergente. 

Demostraci6n.  Para  empezar,  obsérvese  que si tres 

elementos  consecutivos  son  iguales en la  sucesi6n (S ) Q) entonces 

a = bi = O , para  algun i 2 1 .  Esto  trae  como  consecuencia que 

alguna  convergente  de  la  fracción  continua (2.1) no  exista. 

Pasando  ahora a la demostraci6n  del  resultado, se observa  que si 

Cn= Pn/Qn y como se quiere  que C = Sn , entonces la condición 

se sat  isface si escogemos P =S y Qn= I ,  para n 2 O. A part  ir 

de estas  ecuaciones y de (2.55) se  tiene : 

n n=O 

i 

n 

n n  
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b = S  b b + al = SI , b l =  1 o O '  I O  

bi ' i - 1  i ' i - 1  = si 

b i  i 

+ a  , i r 2  

+ a  = 1 , i r 2  

Resolviendo  el  sistema  anterior  para las incógnitas ai y b i  se 

obtiene ( 2 . 1  I ) .  m 

La fraccih continua  de la proposición (2 .5)  se puede 

escribir.  tambiCn como: 

La cual  se  obtiene  utilizando la transformación  de  equivalencia 
OD 

I con PI = 1 Y P i  - Si-] -2 
- - , para i z 2. 

2.6. Parte  par  e  impar 

Aprovechando las f6rmulas ( 2 . 1 1 )  se definira la parte 

par  e  impar  de  una  fracción  continua y además se dará  una  fórmula 

para  el  las. 
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Definición 2.7. Para la fracción  continua ( 2 . 1 ) .  con 

convergentes ( C  )Oo se  definen su parte  par  como  una  fracción 

continua  cuyas  convergentes  son y su parte  impar  como 

una  fracci6n  continua  cuyas  convergentes  son 

n n=O ’ 
a3 

(‘2n)n=o 

(‘2n+1 n=O Y . H 

Proposición 2.6. La  parte  par de la fracción  continua 

(2.1) es la fraccibn  continua 

A 

bo + 

i= 1 

con 

b o = b o  , a = a b  b l = b b  + a  1 1 2  ’ 1 2  2 

(2.13) 

(2.14) 

, i r 3  

Demostraci6n. Considere la fracci6n  continua ( 2 . 1 )  

con  convergentes 

38 



Tomando en cuenta que las convergentes de la parte par son: 

y utilizando las f6rmulas ( 2 . 1 1 ) .  se concluye  que los numeradores 

y denominadores  de la parte par son: 

I 

a i r 2(i-1) 2( i-2 r 
) 

n 

La fracción  continua así construida se puede  simplificar 

utilizando la transformaci6n de equivalencia , donde 
m 

1 

Las  fórmulas  para a se  pueden  escribir  entonces  como: 
i 
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A ‘O 

o Qo 
b = -  Q2 

A 

mientras que para b i  se obt i ene : 

b =  i 
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Utilizando ahora las ecuaciones de las proposiciones 

(2.3) y (2.4), podemos  escribir  las siguientes f6rmulas: 

A A 

Estas al ser utilizadas en las  ecuaciones  para ai y bi , 

permiten simplificar las ecuaciones y obtener 

Y 
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U 2i-2 

Utilizando  de  nuevo  una  transformaci6n de equivalencia con 

pi= b se obtienen  las  fórmulas (2.14).  N 2i-2 ' 

Proposición 2.7. La parte  impar d e  la  fracción  continua 

(2.1) es una  fracción  continua de la forma (2.13). donde 

A b b  + a  A a a b  O 1  1 - 1 2 3  bo - b l  
a -___ , 1 b I  

A 

b l  = ( b y  b2 + a2 ) b3 + b y  a3 (2.15) 

b 

a = -  
i 2i a2i-l 2i-3 21+1 a b b , i r 2  

2.7. Algoritmo  de  Viscovatov. 

Otro  procedimiento  importante que nos permite 
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representar una f'unción, que es cociente de dos funciones 

analíticas, comc una fracci en m n t  i nua cs el a l p r i  t r i m  de 

Viscovatov (2810) [lol. 

Sea f una  función del tipo 

d10 + d I l x  + d12x 2 + . . . 

+ dolX + d02 x 2 + .  . . 
i . ( x ) =  (2.16) 

Para representar  a f a través c?e una fracción continua 

hacemos los siguientes pasos.  Escribimos a f en la forma 

1 
f ( x ) = -  2 

doO + + d02X + .  . . dOO 

5 0  
- +"- 

d I O  
" 

d I O  + d l l x  + d x2 + . . . 
12 

dOO 
+ 

2 
dIO + d l l  x + d12 x + . . . 
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70 
L dZ0 + dZ1 x + dZ2 x + . . . 

d I O  + d l 1  x + d 1 2  x + . . . dOo + x 2 

donde dZi = dl* dO,i+l - d~~ i+l  
, i  2 O. 

El procedimiento que se hizo se puede repetir al 

cociente 

2 

2 

dZ0 + d z z x  + d Z 2 x  + .  . . 

d10 + d l l  x + d z 2  x + . . . 
- 

para obtener el siguiente desarrollo 

d10 f < x ) =  - 

d20 x 
dOO 

+ - " 
2 

d3u + d31 x + d32 x + . . .  

dZ0 + dZl x + dZ2 x + . . .  dIO + x 2 

Se puede  continuar  este  procedimiento  indef inidarnente 

para obtener la fracción continua 
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f 0 ( x ) =  &l + .e + *l + . . . (2.17) 
20 

Un  problema  importante  que  aparece en el  metodo  de 

Viscovatov es el  de  analizar la relaci6n  entre (2 .17)  y la funci6n 

f. En  este  sentido  se  presentan  una definicih y dos 

propos i c i ones. 

Definición 2.8.  La fraccibn  continua ( 2 . 1 )  para la cual 

el  desarrollo  de Taylor de su n-ésima  convergente Cn( x ), 

alrededor  del origen, coincide con la serie 1 ci x hasta  el 

grado n, es llamada  correspondiente  eon la serie. 

i 

m 

ObstSrvese que  una  fraccibn  continua  correspondiente es, 

de  alguna  manera,  una  aproximante de la  serie,  utilizando  como 

criterio  de  aproximaci6n la coincidencia  de los desarrollos  en 

series  de  Taylor. Este criterio  de  aproximaci6n es el  que vamos a 

utilizar más adelante  para  definir  las  aproximaciones  del  tipo 

Padé. 

Proposición 2.8. Sea fo dada por la ecuación ( 2 . 1 6 )  
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y definamos 

f l  - d10 - dOO fo - 

fk - dk.O x fk-2 dk-l,O k-I 
- - f 

para k = 2 , 3 ,  - . . Entonces 

x +  2 

= xk [ dk+l,O + dk+l,l dk+l, 2 
x 2 +  . . .  I x + .  . . 

fk 
dOO + x + d02 

Demostrací6n. La prueba se hace por inducción en k .  

Para k = 1 la demostraci6n es como sigue : 

2 dlOdOO + dlldOOx + dl2dO0x + . . . 
f l  - dIO - - - 

+ x + d02 
x2 + . . .  

d2@ + d x + dz2x 2 

= x [  - 21 2 
dO0 + dOlx + d x + . . . 

u2 

donde se ha utilizado la definici6n de dZsi para simplificar. 

Se supone ahora que el resultado es válido para l o s  

valores  menores a k, y se demastrará para k .  En este caso se 
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efectuando la resta y simplificando se obtiene 

=xk [ (dk, Odk-l, 1 dk-l,O k, 1 ) + 'dk,0dk-1,2 dk-l,O k,2 
- - d )x + . .  

- 
2 

I___-.___"- 

dOO + dol x + dO2X + . . .  1 

Proposición 2.9. La k-ésima  convergente  de (2 .17) .  la 

cual  denotaremos por P / O, , satisface l a  siguiente  ecuación : 
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' k  k fk 

Qk Qk 
f o -  - - - ( - 1 )  - (2.18) 

donde fk es como en la  proposición ( 2 . 8 )  

Demostracih. La prueba es por  inducci6n en k .  Para k 

= 1 la prueba es como sigue. Como fl = d10 - dOO o f entonces 

d?O f o  %o - f l  fo-" 
dOO Q l  - f o - - -  dOO Q l  

- = ( - l l  - 

Se supone ahora  que el resultado es valido p a r a  los 

valores menores a k , y se demostrar& que es valido p a r a  k. 

'k fO 'k - 'k - - 
Qk Qk f o - - =  
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utilizando la hipdtesis  de  inducci6n,  se  puede  escribir la 

ecuacion anterior como : 

Q ( -I )k-l fk- l  

‘k- 1 
( - 1  )k--2 ” f k - 2  

dk-l,O k-1 + dk,  O x ‘k-2 

Qk 

‘k-2 - ” - 

Si se  aplica la proposicidn (2 .8)  en la ecuacibn (2.18). 

se  llega a la conclusi6n  que  la  funcibn fo y la fracci6n  continua 

(2.27) son casí correspondientes.  Pues la ecuaci6n (2.38) nos 

dice  que la funci6n fo y la  k-Csima  convergente  de (2.17) 

coinciden  hasta  el  grado k-I. 

El siguiente  procedimiento nos permite  construir  una 

fracci6n  continua  correspondiente  con  una  serie.  Sea f una  serie 

f ( x ) =  c + c x + c x + . . .  2 
U I 2 (2.19) 
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Aplicando el metodo de Viscovatov al cociente 

f(x) - co 
= c  + c2 x + c x  

2 
X 1 3 

+ . . .  (2.20) 

se obtiene La f'racci6n continua 

+ +  l d:; 1 + ,d3o x L 
d20 

+ . . . ,  

para  la  cual ya sabemos  que el desarrollo sn serie  de Taylor de la 

k-esima convergente  coincide con la serie (2.20) hasta el grado 

k - 1 .  Es decir, si 

C 1 
r"-- 

m 

+ . . .  =x e i x  i 
i = O  

entonces 

e = c  e o = c l  I 2 j  . . . ,  e k-1 = c  k 

Ahora es claro  que la fraccibn continua 

i+ 1 

i = o  



coincide  con la serie (2 .19 )  hasta el grado k, teniendo  así  una 

fracción  continua  correspondiente  para la serie (2 .19) .  

2.8 .  Evaluación de convergentes. 

En  esta  secci6n  se  estudiarhn  algunas  tCcnicas  para 

evaluar las convergentes  de  una  fracción  continua.  Esto nos va 

hacer útil en los capítulos  tres y cuatro,  cuando  estudiemos  la 

representación  de  Rutishauser de las  aproximantes  de Pad6 a travCs 

de  fracciones  continuas. 

El primer  algoritmo para evaluar  una  convergente es el 

de sustitución hacia  adelante. Si ponemos 

p- 1 1 , , 
Q- 1 O Y QO = I  

entonces  se  pueden  calcular P y Q, para n 2 1 , por medio  de 

las  ecuaciones (2.5) 

n 

' n  - bn 'n-1 n 'n-2 

Qn - bn Qn-I n Qn-2 

- + a  

+ a  - 

Así Cn = Pn / Qn . Este  algoritmo es úti 1 porque  nos  permi te  
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obtener  las  convergentes  anteriores a la C a partir de C n’ -1 

El siguiente  algoritmo  se  puede  llamar  de sustitución 

hacia atds. Este  consiste  en  lo  siguiente, si se  quiere 

evaluar la n-&sima  convergente  de ( Z . l ) ,  definimos  la  sucesión 

r = o  n+l ,n 
A r - - 

i, n bi i + I ,  n + r  
i =  n ,  . . .  (2.21) 

Entonces C = bo + r n 1 ,n‘ 

Una  deficiencia  de  este método es que  sirve  para 

calcular  la  n-Bsima  convergente y solamente  esa. Es te 

procedimiento es el que se utiliza en el  paquete  PAD€  para 

evaluar  convergentes. 
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Los resultados  que siguen nos  permiten expresar la 

n-&sima  convergente  a  partir  de un sistema t .r idiap.onal  de 

ecuaciones  lineales. 

Proposici6n 2.10. El n-bsimo  numerador y denominador 

de  la fracci6n continua ( 2 . 1 )  se  pueden  escribir como: 

P =  n 

bo -I o . .  . o  

a 1 b l  -1  

O a2 b2 * 

. .  
O 

-1  
. .  

O . . .  O a n bn 

Qn - - 

bl  -I o . .  O 

a2 b2 - 7  

O a  
. .  

3 b3 - O 
. .  

-1  

o . .  o a b  n n 

Demostraci6n. La demostracibn se hace  observando que 

los determinantes satisfacen las relaciones de recurrencia (2.5) 

Y 

Comprobaremos  únicamente la f6rmula  para Pn+I. pues para 

es similar. Sea 
Qn+ I 
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I :  -I I 
I I 
I o  . . o a l 

n+l bn+li 

Si desarrollamos este  determinante  a lo largo del último renglon 

obtenemos 

bo -1 o . .  O bo -1 O . .  o 

a 1 -1 a b, -1 I 

btl+l O a  2 - a  n+ 1 
O a2 b2 - O 

b2 * 
o 

-1  

o . .  o a b  

- 1  

1 0  . . o a -1 n n n 

Si ahora  calculamos el segundo  determinante a lo largo  del  último 

rengl6n, obtenemos la f6rmula que  queriamos  demostrar. 

R o p o s i c i h  2.11. La n-&sima  convergente de la fracci6n 

continua (2 .1 ) .  con bo = O , es la incognita CI: de 1 

siguiente  sistema tridiagonal 
In 



r 

b l  
a 

O 
2 

O 

-1 

b2 
a 3 

. .  

o . .  

-I 

b3 

O a n 

- 
O 

O 

-1 

b J  

a 

O 
1 

(2.221 

Demostracibn. Para  evitar  la  escritura  complicada  de 

los  determinantes, la demostraci6n se puede explicar como 

sigue: Se aplica la regla  de  Cramer  para  determinar la inc6gnita 

E y se desarrolla  el  determinante  del  numerador por cofactores a 

lo  larga  del  primer  rengl6n. Se utilizan  taslbien las fbrmulas de 

la proposicibn (2.10). 

In 

m 

Otros  metodos  para  evaluar  fracciones  continuas  se 

obtienen  de  triangularizar la matriz  de  coeficientes  del  sistema 

(2.22), y utilizar  luego  una  sustitucibn  hacia  adelante o atrás 

para  resolver  el  sistema  de  ecuaciones (2.22). Por ejemplo, 

triangularizando  inferiormente  se  obtienen las f6raulas (2.21) del 

algoritmo  de  sustituci6n  hacia  atr&. Por otro lado 

triangularizando  superiormente se obtiene el siguiente  algoritmo 
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(2.23) 

donde 

a 
P I n  = bl Y Pin - bi - + i 

' i - 1 ,  n 
, i = 2 ,  . . . , n  

o .  

-1 

P3 

O 

. . o  

O 

-1 

O 
'n 

5 In 

2n 

3n 

a: 

5 

It nn 

a 1 1 
a a  - 1 2  

PI 
a l  a2 a3 

Pl p2 

El  último  algoritmo  que  se  mencionar8 se obtiene  cuando 

en el  sistema (2.22) se  hacen las siguientes  sustituciones 

sucesivas: la incognita (L: de la primer  ecuación  se  sustituye 

en 1 a  segunda,  quedando  éSta  en  función  de a: 
In Y 5 n .  La 

incognita a: de la nueva  ecuación dos se sustituye en la tercera, 

2n 

3n 



quedando  Csta  en  funci6n  de a: Si se continúa  este 

procedimiento  hasta  llegar a la  última  ecuacibn  se  obtendrti  una 

ecuaci6n  lineal 4 que  depende  de x únicamente. Ahora recordando 

que oc es la  n-&sima  convergente,  resulta  que  la  n-Csima 

convergente  es  la raíz de 4. 

In y It4n* 

In 

In 

Para  calcular  la  raíz  de 4, basta  con  tener dos puntos 

de la recta.  Estos  puntos  los  obtenemos  evaluando la recta  en 

a: (0) - ( 1 )  
In - 0 Y Eln = I .  La  evaluacibn para eco’ es  como  sigue In 

Sustituyendo  finalmente  estos  valores  en la última  ecuaci6n  se 

obt lene 

(2.24) 

Este  procedimiento se puede repetir para a: ( I )  para 
I n  
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para  llegar al siguiente  resultado 

(2.25) 

Teniendo estos dos puntos de @, se  puede  encontrar la ecuacibn de 

la recta como 

la  cual se simplifica a 

Tomando en cuenta los valores calculados por las ecuaciones 

(2.24) y (2.25, se obtiene en definitiva 
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para  llegar al siguiente  resultado 

Teniendo  estos dos  puntos  de #, se puede  encontrar la ecuación de 

la recta  como 

la cual se simplifica a 

Tomando en  cuenta los  valores calculados 

(2.24) y (2.25) se obtiene en definitiva 

por las  ecuaciones 

S8 



CAPITULO 111 Aproxirnaci6n de PadC. 

3.1. Introducción 

En este  capitulo  se  considera  el  tema  de  aproximaci6n  de 

funciones a traves  de  funciones  racionales. Este terna se puede 

considerar como extensi6n del de aproximacibn polinomial de 

Taylor.  Como se sabe. para  una  funcidn f el  polinomio  de  Taylor 

de grado n alrededor  de x = O , denotado  por T ( x ) ,  se construye 

atendiendo al siguiente  criterio  de  aproximaci6n: 

(3.11 

Este criterio  es el que  utilizaremos  para  construir  aproximaciones 

racionales  locales a funciones  analíticas. 

3.2. Problema  de  aproximacidn  de  Pad&. 

Definici6n 3.1. Sea f(x) = 1 ci xi una  funcibn 

analítica  compleja.  El  problema  de  aproximaci6n  de  Padé  de  orden 



\ 

(m,n) consiste  en  encontrar  dos  polinomios p y q tales que 

a p c m  , a q = n  Y 

donde r (x1  = (p/q)(x)( a p indica el grado de p). m, n m 

S i  f es una funci6n  anal  itica,  denotaremos  por w ( f )  el 

grado  de  la potencia mibs pequeña en el desarrollo de f, cuyo 

coeficiente  es  diferente  de  cero.  Llamamos a w ( f )  el orden de f. 

Proposicibn 3.1. El problema de aproximacibn (3.2) es 

equivalente a encontrar polinowlos p y q, tales que 

Demostracihn. Suponga que se cumple (3.2) y considere 

la funcibn e (x) = f ( x )  - r (x). Como f(k)(0) - r‘k.’(0) = U 

para k = O, I ,  . . . , m + n entonces x = O es  una raíz de 

multiplicidad IC + n + 1 para fq - p , y por lo tanto  se 

satisface la Gltirna  desigualdad en (3.3). 

m, n m, n 
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El recíproco se puede  comprobar s i  q(0) f O. Como 

f(x) q.(x) - p(x) 
q( x) = f a  m+n+l+i X m+ l+ l+ i  

i = O  

entonces se satisface (3.2). 

(3.4)  

3.3. Algoritmo de Gauss. 

Tambien se puede observar, considerando el producto de 

series en f q - p , que el problema de aproximacibn (3.2) es 

equivalente a los dos sistemas de ecuaciones lineales 

co bo = a O 

+ “0 bl = a 1 

cm bo + c m - 1  1 b + . . .  c m - n b n  = a  m 

C m + l b o + ~ m b l + .  . . + e  r n - n + r b n 5 O  
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donde ci = O para i O. 

Para  resolver  un  problema  de  aproximaci6n  de  Padé se 

encuentra  primero  una  solución no trivfal del : stema (3.6) ( esto 

siempre  se  puede  hacer),  para  luego,  por  sustiL  aci6n  directa en 

el  sistema (3.5) calcular los coeficientes  del  policomio q .  

€1 procedimiento  mediante el, cual se obtienen 

coeficientes  de  los  polinomios p y q , del  problema  de 

aproximación (3.3) a traves de la solución de los sistemas (3.5) 

y (3.6), fue  progranado  en  PADE. En las @ginas 63, 64 y 65 

presentamos una copia  de  este  programa. 

Las variables m y n denotan el orden  de  la  aproximante, 

Coef es un  vector que contiene los coeficientes  del  desarrollo  en 

serie  de la funcibn, Coefl y Coef;! son  matrices  que  sirven  para 

formar  los  coeficientes  de  los  sistemas (3.5) y (3.61, Gauss es 

un procedimiento  para  resolver  sistemas  de  ecuaciones, 1 os 

vectores a y b contienen los coeficientes  de  los  polinomios p y q 

respectivamente, Eva es un procedimiento  para  evaluar  polinomios 

y Dib es  una  unidad  encargada de dibujar  en la pantalla  de  la 

computadora  la  aproximante. 
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Unit  Algol; 
Procedure Aprxl; 

Beg i n 
If (nitl>l)  then 

Beg i n 
For r:=l to n[tl do 

Begin 
For s:=l to n[ tl do 

~oefl[r,s]:=Coef[m~tl*r-sl; 
End ; 

End ; 
For r:=l to nit1 do 

CoefZ[r 1 : =-Coef [ m[ t 1 +r I ; 
End ; 

b[01:=1; 
~auss(CoefZ,Cotfl,nItl,b); 
b[01:=1.0; 
For r:=O t o  m[tl do 

Begin 
Xnternedio:=O; 
For a:=O to r do 

Intermedio:=Coef[r-sl*b[s~+Intermedio; 
End ; 

a[rl:=Intermedfo; 
End ; 

X1 : =Xmi n; 
Eva(m[tl,a,Xl,Evaluacionl); 
Evafn~tI,b,Xl,Evaluacion2~; 
If Abs~Evaluac~on2)>XlnimoReal then 

Yl:=Evaluacionl/Eva~~clon~; 
For r : = l  t o  200 do 

Begin 
X2:=Xmin+((Xmax-Xmin)*r)/200; 
Eva(mCtl,a,X2,EvaluacIonl); 
Eva(nftI,b,XZ,EvaluacionZ); 
If Abs(EvaluacionZf>nlnimdReal then 

Y2:=EvaluacSonl/Eva1uacionZ; 
CrafIca(Xl,Yl,XZ,Y2,Xrnin,Ymax,Dl,D2); 
x1 : =x2; 
Y1 : =Y2; 

End ; 
End ; 
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I f  (nItl=l)  then 
Beg i n 

I f  Abs(Coef[m[t~l)>~inimoReal then 
Begin 

b [ O l : = l . O ; b ( l l : = - C o e f ~ m ~ t ~ + l l * b ~ O ~ / ~ o e f ~ m ~ t ~ ~ ~  
F o r  r:=O to m L t l  do 

Beg i n 
If r = O  then 

a[01:=CoefIOl*b[O1; 
IF r<>O then 

a[rl:=CoefIrl*b[ll*Coef[r-l~; 
End ; 

End ; 
I f  Abs(CoefImtt11)<ninimoReai then 

Beg i n 
b[01 :=O; 
bI11:=1; 
For r: =O to mt tl do 

Begin 
If r=O then 

al 01 : -0; 

I f  r>O then 
a[rl:=Coef(r-ll; 

End ; 
End ; 

Xl:=Xmln; 
Eva(m[tJ.a,Xl,Evaluacionl); 
Eva(nftl,b,Xl,Evaluacion2); 
If Abs(Eva1uacI,on2)>nini~Real 

Y1:=Evaluacionl/Evaluacion2; 
For r:-1 t o  200 do 

Beg i n 
X2:=Xrnin+((Xrna~-Xmin)*r)/200; 
Eva(mItl,a,X2,Evaluacionl); 
Eva(n~tl,b,X2,Evaluacion2~; 
If Abs(Evaluacion2)>~inimoRcal 

Y2:=Evaluaclonl/Evaluacion2; 
Craflca(Xl,Yl,X2,Y2,Xmin,Ymax,Dl,D2); 
x1 : =x2; 
Y1 : =Y2; 

End ; 
End ; 
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I f  (n[tl=O)  then 
Beg 1 n 

X I  : :Xmfn; 
~valm[tl,Coef,Xl,EvaluJcionf); 
Yl:=Evatuacionl; 
For r:=l to 200 do 

Beq in 
X2:=Xmfn+(Xmax-Xmln)*r/200; 
Eva(m[tl,Coef,X2,EvaIuacionZ); 
Y2:=Evaluacion2; 
Crafica(Xl,Yl,X'r',Y2,Xmin,Ymax,Dl,D2); 
Y 1  : - - X Z ; Y l : = Y 2 ;  

End ; 

End ; 
End ; 

End. 

. Ejemplo 3.1. Ahora daremos un ejemplo  en que se 

muestren las aproximaciones  generadas por una aproximaci6n  de 

Pad&. Para tal efecto  consideremos  la  funcibn  de  Bessel  de  orden 

O definida por 

Para esta  funcibn  tenemos  los  coeficientes  que  querramos 

para construir  cualquier  aproximante  racional  de Pad&. En  la 

tabla (3 .2)  se muestran  las  aproximaciones  proporcionados  por 

la aproximante  r-acional  de  orden ( 5 , 5 ) .  m 

Una  desventaja  del  algoritmo  de  Gauss es que  el  trabajo 
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tabla 3.1. 

Aproximaciones a la  función de r . .  .- ~ #. 
a través de una  aproximante de 

X i 

o. 0000000000E+00 
l. OOOOOOOOOOE-O1 
2.0000000000E-O1 
3.0000000000E-01 
4.0000000000  E-O 1 
5.0000000000E-0 1 
6.0000000000E-01 
7.0000000000E-0 1 
8.0000000000E-0 I 
9. OOOOOOOOOOE-O 1 
l. 00000~0000E+00 
l. lOOOOOOOOOE+OO 
l. 2000000000E+00 
l .  3000000000E+00 
l. 4000000000E+00 
l. 5000000000E+00 
1.6000000000E+00 
l. 7000000000E+00 
1.8000000000E+00 
l. 9000000000E+00 
2.0000000000 €+O0 
2~1OOOOOOOOOE+OO 
2.2000000000E+00 
2.3000000000E+00 
2.4000000000E+00 
2.5000000000E+00 
2.6000000000E+00 
2.7000000000E+00 
2.8000000000E+00 
.?.9000000000E+00 
3.0000000000E+00 

r ( x . )  5,5 I 

l. 0000000000E+00 
9.9750156207E-01 
9.9002497224E-0 1 
9.7762624654E-01 
9.6039822666E-01 
9.3846980724E-01 
9.1200486350E-01 
8.8 3 2008886 1 E-O 1 
8.4628735275E-01 
8.07523798  13E-01 
7.6519768657E-01 
7 .  I96220  1855E-0 1 
6.7 1 13274430 E-O 1 
6.2008598962E-01 
5,66855 12047E-0 7 
5.1182767187E-01 
4.5540216784E-01 
3.9798485974E-0 1 
3.3998641  145E-01 
2.8181855994E-01 
2.2389077991E-O1 
1 .6660698  136 E-01 
I .  1036226828S-O1 
5.5539786212E-02 
2.5076855748E-03 
-4.a383773565~-02 
-9.6804950728  E-02 
-1.4244936545E-01 
- l. 8503602766 E-O 1 
-2.243 1 1 S3877E-0 1 
-2.6005194631E-01 

* Tomados de 111 
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tsessel ae oraen u 

Padé de orden ( 5 . 5 ) .  

Valor  correcto 
* 

1 
O. 99750 15620 
O. 99002  49722 
0.97762  62465 
O. 96039  82266 
O. 93846 98072 
O. 9 1200 48634 
O. 88 120 08886 
o. 84628  73527 
O .  80752  3798 1 
O. 76519  76865 
O. 71962 20185 
0.671 13 27442 
O. 62008 59895 
O.  56685 51203 
0.51 182 76717 
O.  45540  21676 
O. 39798 48594 
O .  33998 641 10 
0.28181 85593 
O. 22389  0779 7 
O. 16660 69803 
O. 11036  22669 
O. 05553  97884 
O. 00250 76832 
-0.04838  37764 
-0.09680  49543 
-0.14244  93700 
-0.18503  60333 
-0.2243 1 15457 
-0.26005  19549 



computacional  realizado  para  obtener  una  aproximante  no sirve para 

obtener  otra.  Esto  es  un  indicador  de  que  el  algoritmo  de  Gauss 

no  es  eficiente. Los algoritmos  cociente-diferencia y epsilon, 

que  estudiaremos más adelante,  remedian  ese pr qblema. 

Ejemplo 3.2. Uti1 izando  aproximaciones  racici, '-S se 

pueden  construir  algoritmos  que  aproximen la solucibn y(x) de una 

ecuacibn  diferencial.  Consideremos  el  problema  de  valor  inicial 

Una forma de  resolver (3.8) numt5ricamente.  consiste  en 

encontrar  aproximaciones yi de y(xi) en varios  puntos x E f a , b l .  

Para  construir las aproximaciones y hacemos lo siguiente. Si 

r es una aproximacibn  de  Padé  para y( x) en x entonces  una m, n i 

aproximacibn a y ( x  ) la  obtenemos  de  la  ecuaci6n 

i 

i '  

i+l  

(3.9) 

Para  calcular r es  necesario  contar  con  el  desarrollo  de  Taylor 

de y ( x )  en xi  , es decir 
m, n 
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Un e Jemplo permit i r;t ver' curno se ut i I iza (.?. 5 ) .  La 

ecuacibn diferencial  que se resolver& numéricamente es 

Es muy ffrcil ver que la  soluci6n a este  problema es 

(3.12) 

Una particularidad de esta funci6n es que  tiene  una 

asíntota vertical en 7714 = O. 7853987 Se encontrarán 

aproximaciones de ( 3 . 1 2 )  en el intervalo fO,U.751, con un paso de 

h = O. U5 y empleando una aproximación de Pad6 de orden ( I ,  I j .  Lo 

primero que se debe  hacer es encontrar la aproximaci6n de Padé: 
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a,(  x - x ) + a. 

b l (  X - X ) + bo 
r (x) = f 

i 
I ,  1 

(3.131 

donde xi = I* (0.05) y i = O, I ,  . . . 14. Para encontrar 

los coeficientes de (3.13) resolvemos los sistemas ( 3 . 5 )  y (3.6). 

estos al ser sustituidos en (3.13) y después de  simplificar 

obtenemos 

( J .  14) 

La f6rmula (3.14) es similar a la  del mbtodo de  Taylor 

de orden dos. En la tabla  (3.2) se  muestran los resultados 

obtenidos por ambos &todos. 

TABLA 3.2. 

X i Aproximación de 
Pad4 m = 3 ,  n = I - 

O. 05 

o. 10 
l .  105263  1579E+OO 

o. 20 
l .  355?335707E+00 o. 15 
l. 2228412256€*00 

2.1481115401E+00 O. 35 

l. 894618903SE+00 O. 30 
1.6849974979E+00 O. 25 
lv5079526738E+O0 

Solución Exacta 

l. 1053555905E+00 

l. 2230488804E+OO 
l. 356087851 1 €+O0 

l. 508497647 I €+O0 

1.6857964172€+00 

l .  8957651228E+00 

2.1497476402€+00 

Serie de Taylor 
m = Z  

l .  1050000000E+00 

l .  222 18683 16 €+O0 

l. 3544934066E+00 

I .  5058248209E+00 

l. 6815009786E+00 

l .  8889628892E+00 

2.138944739OE+OO 
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3.4. Fórmula para estimar el error. 

Como se observa  de la tabla 3 . 7 ,  l a s  aproximaciones 

obtenidas a partir de r son bastante  buenas [ coinciden  con los 

correctos hasta en seis cifras decimales 1. Sin embargo  es 

importante  que podamos medir  nuestra  precisión, sin tener  que 

recurrir a una  tabla de valores de la funcibn, pues esto no es lo 

natural. Para este propósito podernos utilizar la ecuación 

595 

L J 
i=m+n+ I 

Los coeficientes 7 son fáciles  de  calcular  porque i 

Z i = C i b O +  . . . + c i -n  b n 
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Utilicemos la suma  parcial de Grden uno de (3 .1 .5 )  para 

estimar  el  error  para  el  ejemplo (3.11. Es decir 

Haciendo  los  c&lculos  en (3.17) obtenemos los  errores mostrados en 

la tabla (3.3). Como se  observa Los errores est. : mdos son 

bastante pequefios, lo cual no corresponde a los errores reales. 

Sin  embargo  estas  aproximaciones al error nos dan una l1ist.a de que 

tambibn r aproxima a la  funci6n. 
5 , 5  

Podriamos obtener mejores estimaciones del error si 

tomaramos  en  cuenta sumas parciales  con mayor nomero de sumandos. 

Tambikn  podríamos  utilizar  algunas  técnicas  de aceleraci6n de 

convergencia  de  sucesiones  para  acelerar  la  convergencia  de las 

sumas parciales de ( 3 . 1 5 ) .  

tabla 3.3. 

Estimaci6n de los errores en la aproximaci6n 

X f 
O. OOOOOOOOOOE+OO 
l. OQOOOOOOOOE-01 
2.0000000000E-01 
3. OOOOOOOOOOE-O 1 

e ( x i )  
O. 0000000000 E+OO 

-3.5306182895E-27 
-7.2790708361E-24 
-6.3383330529E-22 
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3.5. Propi  edades bBs i cas. 

Se mostrar& que dcs soluciones Cp q ) y (p2,q2) al 

probl.ema de aproxirnacibn de Padé de orden (m,n)  son equivalentes 

I '  1 

como funciones racionales. 

Proposición 3.2. Si ( p  q ) y C p  q ) son soluciones 
I '  1 2' 2 

de ( 3 . 3 )  entonces p I  q2 = p2 q I .  
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Demostracibn. Considere  el  polinomio t# = p Q 

que puede  ser  escrito  como ( fq2  - p2 )ql - ( f 'cr l  - P I  )Q2. 

como o ( f q l - p l ) = m + n + I  Y o C f q 2 -  p 2 ) 2 m + n + l  

entonces w ( + ) z m + n + 1 .  Pero al ser a ( p1q2 -pzql 1 5 m 

+ n se  infiere  que  estas  se  cumplen s6lo si 4 e 0 .  

1 2 - pz Ql' 

Definici6n 3.2. Si p(x)  y q ( x l  satisfacen el problema 

de  aproximac  i6n de Pad&  de  orden (m, n) , para f analítica 

compleja, se denotara por 

la fraccibn  irreducible  única  de p / q  normal  izada ( qo(0) = 1 ) . 
La  funcibn  racional ( 3 . 1 8 )  es  llamada la aproximacibn de Pad& de 

orden (m, nl para f. B 

Antes de continuar  conviene  hacer  algunas  observaciones 

acerca  de  la  definicibn ( 3 . 2 ) .  Si p(x)  y q(x) tienen  factores  en 

común  entonces p y qo no  son  de  grados m y n respect i vamente, 

se  denotarBn  por- m y n los  grados  de p y qo respectivamente. 
O 

* * 
O 

Otro matemAtico que contribuyó al desarrollo  de las 
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aproximaciones  racionales  fue  Charles  Hermite (1822-1901). Hermite 

arregló en una  tabla  de  doble  entrada  las  aproximaciones y 6sto  es 

lo que ahora se  conoce  como  tabla  de  Pad& 

tabla de Pad6 . 

Tambien  estudió la llamada  estructura de bloques  en la tabla, o lo 

que  ahora se conoce  como no-normalidad de un elemento  de la tabla. 

Este  concepto  significa  que  una  aproximación  racional r sólo se 

puede repetir en bloques  cuadrados,  como en el  siguiente 

d i agrama. 

m, n 

r m, n r m, n+k 

r m+k, n ' m k ,  n+k 
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3.6 .  Normal  idad. 

La propiedad  de las aproximaciones  racionales que se 

estudiara en esta  sección es la normalidad. La importancia  de la 

normalidad  se  debe  primordialmente a que los algoritmos cociente- 

diferencia y epsilon para construir  aproximantes de Pad&, sólo se 

pueden  usar si estas son normales. 

Definicibn 3.3. Una aproximaci6n  racional es normal si 

Csta aparece sólo una vez en la tabla de Padé. M 

Existen  funciones  que  muestran la existencia  de la 

no-normalidad. 

Ejemplo 3.3. La tabla  de Pad& para la función 

f(x) = 1 + Sen(x)  = I + X - - X 3 x  + - 5 x  - - + .  7 . . 
3!  S! 7! 

presenta  repeticiones  en los siguientes  bloques : 
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Proposicibn 3.3. Si la aproximacibn de Pad6 de orden 

PO 
m, n QO 

i m , n )  para f es r ( x 1  = - (x),  entonces existe un entero v 

* 
con O 5 v S min ( m - m , n n ), tal que 

* 

p ( x )  = x p o ( x )  y q(x) = x V V 

satisfacen el problema de aproximaci6n de Pad6 de orden (m, n) .  

Demostracicjn. Sea p y q 1  una soluci6n del problema 1 

de aproximacibn de Pad& de orden ( m , n ) .  Entonces 

Si po/qo es la fraccibn irreducible de p /q entonces 
1 1  

E l  entero v que se necesita es el orden de t ( x ) .  Como el grado de 

t(x)  satisface O S i3 t I min ( m - m , n - n 1 entonces, 

obviamente para el orden de t también se cumple 

Y * 

~ s w ( t ) a m i n ( m - m .  * n - n )  * 
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Ahora se demostrara que S p,~,<x, l  y x qo( x) ser, 

soluci6n del problema  de  aproximacibn de Padé de orden (m,n). 

Claramente a ( x po(x) 1 S m Y C ( x q {x,! 1 5 n. Ahora 

como 

G' V 

V v 
o 

entonces por ser ( p  , q 1 solución del problema d e  aprrw:.:imaciÓn dt- 

Pad6  de orden (m,nf queda demostrada la proposición. 

1 1  

El siguiente resultado ayuda a encontrar repeticiones en 

la tabla de Pad&. 

Proposici6n 3.4. Si la aproximación de Padé  de orden 

(m,d para f es r = po / qo. Entonces m, n 

* * 
a) w ( f q o - p o ) = m  + n  + t + l  , con t r O  

* 
b) Para k y I que satisfagan m k 5 m + t y 

* 

* 
n r l s n  + t , se cumple r = r  

* 
k ,  1 m, n * * * * 

c) m = m  + t  y n S n  + t  

ksostraci6n. Para  demostrar ( a )  se utiliza la 
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proposici6n (3.3), la  cual  indica que  existe v tal que 

w ( f q o - p o ) = m + n + l - v  

donde O 5 v S min ( m - m , n - n ). A partir  de Csto se deduce 

que w ( f q O - p 0 ) ~ m  + n  + I ,  pues m z m  y - v r n  - n .  

* * 

* * x * 

De la antepenúltima desigualdad se deduce la existencia de  un 

entero t no negativo que hace  valida la igualdad. m 

w ( f q - p l = w ( f x  q o - x  P o )  

" @ ( X  ( f q o - p o ) )  

V V 

V 

* )f 

= m  + n  + t + v + l  

Por otro lado suponga que v = k - m , entonces 
* 

* * 
m + n  + t + v + l r k + l + l ,  
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pues n + t 2 1. Si v = 1 - n entonces también (3.20) es 

válida. Ahora la desigualdad w ( fq - p ) Z k + 1 + 1 implica 

que p y q s o n  solucibn  del  problema de aproximacibn de Pad6 de 

orden ( k , l ) ,  pero también p y q son obviamente solución del 

problema de aproximación de Padé de orden (m,n) .  

* * 

La demostración de i c j  utiliza la proposicion (3.4. a).  

Si p(x) = x po (x) y q(x) = x q o ( x )  entonces V c' 

* 
donde v satisface O 5 v d min ( ,TI - m , n - n ). Como v S m - m 

entonces m + n + 1 S m + n + t + 1 

* * 

* 
R 

E l  siguiente resultado da condiciones necesarias y 

suf icien.tes para la normal idad 

Proposicibn 3.5. La aproximación de Pad6 r = po/qo 
m, n 

para f es normal si, y s610 si 

* 
a ) m = m  y n = n  

* 

b) w ( f q o - p o ) = m + n + l  



Demostracihn. Si 1- 
m, n es normal, ( a )  y (b) se 

demuestran por contr-aposicitirl. Supmga que m C m o n C 11, 
* * 

utilizando la proposición (3.4.a) se tiene que : 

Pero  debido a l a s  suposiciones  hechas en m y n se cumple 
* %  Y 

r3f 96 contradiciendo la normal  idad.  Supóngase  ahora 
m .n m, n' 

que 

w ( f q o - p o ) * m + n + l ,  

entonces  por la proposici6n (3.4.a) se cumple 

Y Y 
w ( f q o - p o ) = m  + n  + t + l  

con t > O, ya que si t = O entonces  por l a  parte ( a )  de esta 

proposición w fqO - po 1 = m + n + 3 ,  lo cual no  puede ser. 

De nuevo utilizando la parte ( a )  de esta proposición se tiene 



o C f q o - p o ) = m + n + t + l  , t > O ,  

y utilizando la proposición (3 .4 .b)  se deduce que r = r 

para  todos los enteros k y 1 que satisfagan m 5 k c m + t y 

k ,  1 m, n 
* * 

* 
n s l s n  + t .  

* 

Para probar  que ( a )  y (h.) garantizan la normalidad de 

r se procede por reducción al absurdo.  Suponga  que r no 

es normal , entonces r = r para  algunos  enteros k > m y 

1 > n. Ahora  uti  iizando l a  proposición ( 3 . 3 ) ,  existe  un  entero L' 

con O 4 v 4 min ( k - m, 1 - n 1 tal que p ( x )  = x po(x) y 

q(x)  = x q o ( x )  satisfacen 

m, n m, n 

m,n k ,  1 

V 

V 

Por la hip6tesis ( b )  se deduce  que m + n + v + I = k + 1 + 1 ,  

por lo  tanto v t ( k - m ) + 1 - n ). En consecuencia v 2 k- m 

o v E 1 - n, lo cual es una  contradiccibn  con las propiedades  de 

m V. 

Otras  condiciones  necesarias y suficientes  para  que  una 

aproxirnacih  racional r de una  función  anal  itica 1 ci x i sea 
normal, se pueden  dar  en  función  de  los  siguientes  determinantes: 

m, n 
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c F + n  

C O I 1  1,,,, 0 
= I. La demostr-ación del siguiente  resultado se 

Proposici6n 3.6. La aproximación  de Pad& r para f 

es normal si, y sólo si los determinantes del siguiente  diagrama 

son dif’erentes de cero 

m, n 

I 
D ”- 

m+!, n Dm+l, n+l 

Si se aplica este resultado al ejemplo (3.3) y a la 

aproximacikn racional r entonces 1,o ’ 
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y como c = O ,  se sigue la nu-normalidad de r- 
2 I ,  O' 

3.7. Convergenc ía 

Una propiedad importante es la convergencia  de 

sixxsiones de ap-c:-:imacioncs racionales. Como las aproximaciones 

de Fadi: la5 utilizamas para aF;roximar  funciones, es importante 

saber si la sucesi0n  converge,  en  algun  sentido, a la funci6n. 

Como  veremos  los  resultados  que  hay  en  este  sentido  no son fhciles 

de aplicar. La situación es similar al teorema  de  Ueierstrass, 

aunque se sabe que  existe un polinomío P tal que 

para f función  continua en l a , b ] .  El resultado  no nos indica como 

encontrar  el  polinomio P. 

La utilizacibn del paquete PADE , como  una  herramienta 

que  nos  ayuda a experimentar e intuir  lo  que  sucede con la 

sucesibn,  puede  ser  valiosa. 

Ejemplo 3.5. Utilizando  los  programas  de  PadC.  nos 

podemos dar cuenta  empíricamente  que la sucesión  de  aproximantes 
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racionales A = (r )O3 de la funci6n y = ln(l+x)/x convergen a 

fCx). En las tablas (3.4), (3.5) y (3.6) se muestran las 

estimaciones proporcionadas  por  algunos  elementos  de la sucesión. 

m, m m=O 

Aunque la función  es  muy  simple,  es  un  ejemplo en el 

que  se  pone  de  manifiesto  que las aproximantes  de  Padé  convergen a 

f, inclusive  cerca de una  singularidad y en  un  intervalo  bastante 

grande. m 

Los siguientes  resultados muestrgn la convergencia,  de 

sucesiones  de  aproximaciones  racionales. El primer  resultado es 

clhsico. 

Proposici6n 3.7. Si f es analit ica en B(0, r), el  disco 

Tabla 3.4.  

Aproximaciones a ln(l+x)/x a traves de r 
2.2 

x i 
-9.0000000000E-01 

-8.0000000000E-01 

-7.0000000000E-0 1 

-6.0000000000E-01 

-5.OOOOOOOOOOE-0 I 

-4.0000000000E-01 

-3.0000000000E-01 

-2.0000000000E-01 

r (x.) 2 , 2  1 

2.4355828220E+00 

l. 98850574?1 E+OO 

l. 7 144408252E+00 

1.52.57731 959E+00 

l. 3859649123€+00 

1.2769953052E+OO 

l. 1889055472€+00 

l. 1 1571  6?530E+00 

8 4  

flXi) 

2.55842788 1 1 €+O0 

2.01 17973905E+00 

l .  71 996 1 I490E+00 
1.5271512198E+00 

1.3862943611E+00 

1.2770640594E+00 

l .  1889164798E+00 

1.11 57177566E+00 



-1.0000000000E-o1 

2.000000000OE-0 1 

3.0000000000E-01 

4.0000000000E-01 

5.0000000000E-O 1 

6.OOOOOOOOOOE-O1 

7.0000000000E-0 1 

8.0000000000E-O I 

9.OOOOOOOOOOE-O1 

I .  0000000000E+00 

l .  1000000000E+00 

l. 2000000000E+00 

l. 3000000000€+00 

I. W00000000E+OO 

1.500000000OE+00 

l .  6000000000E+00 

f .  ?000000000€+00 

l .  80000U00OOE+00 

l. 90000000U0E+U0 

1.0536051340E+OU 

9.1 160809372E-0 1 

8.7454938717E-01 

8.4118673647E-O1 

8.1094527363E-01 

7.8336980306E-O1 

7.5809427948E-O1 

7.3432032213E-01 

7.1330176496E-OX 

6.9333333333E-Of 

6.74?422O4OOE-O 1 

6.5738161559E-01 

6.4 I I2596456E-0 I 
6.2586698306E-01 

6.1151079136E-01 

5.979754 1576 E-O 1 

5.am897704~-01 

5.73O3809292 E-0 I 
5.61616G2464E-01 

l .  0536051566Ei00 

9.1 160778397E-O 1 

8.7454754823E-01 

8.4118059155E-01 

8.1093021622E-01 

7.8333938208E-01 

7.5804035866 E-O 1 

7.34733331 13E-U1 

7.1317098464E-01 

6.9314718056E-01 

6.7448849521E-01 

6.570478003OE-O1 

6.4069932533E-O1 

6.253348124OE-O1 

6.1086048792E-O1 

5.9719465.314E-O1 

5.8426574883E-O1 

5.7201078732E-01 

5.603740721OE-O1 

Tabla 3.5 

Aproximación a In(l+x)/x a travks de r 
393 

X i r ( x . )  3 , 3  1 f ( ' X i )  
-9. OOOOOOOUOOE-O 1 2.5242239926E+00 2.55842788 1 1 E+OO 
-8.00U0000000E-01 2. QO33493897E+00 2.01 17973905E+OO 

-7. 00000COOOUE-0 1 l .  7I948?%31E+O0 l .  719961 1490€+00 

-6.0000000000E-O1 I. 5270814682E+00 l. 5271512198E+OO 
-5. GOUOQOOOOO €-O I l. 3862847222E+OO l .  38629436 1 1 E+OO 
-4.0000000000E-0 1 I. 27706296 1 I E+OO l .  2770640594E+00 



-3.0000000000E-01 

-2.OOOOOOOOOOE-O1 

-1.0000000000E-O1 

2. OOOOOOOOOOE-O 1 

3.0000000000E-0 1 

4. OOOOOOOOOOE-O 7 

5. OOOOOOOOOOE-O 1 

6. OOOOOOOOOOE-O J 

7.0000000000E-01 

$.0000000000€-O1 

9. OOOOOOOOOOE-O 1 

l. OOOUOOOOOOE+OCJ 

l .  100000000UE+00 

l. 2QOOOOOOOOE+00 

I. 300000QOOOE+00 
l. 4oOOOOOOOOE+OO 

I. 5000000000E+00 
7.6000000000E+00 

l. 7000000000E+00 

I .  800000000OE+00 

I.9000000000E+00 

I.1889163944€+00 

l. 1 157 177535E+OO 

l. 053605 1566 E+OO 

9.1  160778460 €-O 1 
8.7.15475559 1 E-O 1 

8.411806336fE-01 

8.1  O93036530E-0 1 

7.8333978515E-01 

7.58041265S4E-OI 

7.347351 1882E-OI 

7.1317417567E-O1 

6.93 15245477s-O 1 

6.7449669527E-O 1 

6.5705993176E-O1 

6.4071655225E-01 

6.2535844951E-O1 

6.1089 199028 E-O 1 

5.97235604078-01 

5.8431784683E-O1 

S. 7207583253E-O 1 
3.6045.395265E-0 1 

1 . 1889  164798€:+( I 

l. 115?177566E+c:~? 
l. 053605 I566 E+OO 

9 . 1 1 6 0 7 783w~-m 

8. 745475482317-(J I 

8.41 18059I55E-PT 

8.1093021622E-O1 

7.833393a20~--01 

7.5804035866E-Q I 
7.34733331 13E-0 1 

I .  I 3 17098464~-0 1 
6.9314728056E-01 

6.7448849521E-O3 

6.5704780030E-01 

6.4069932533E-03 

6.253348 1 ¿?*E-O1 

6.1086048?92€-01 

S. 9719465319E-O1 

5.8426571883E-01 

5.7201078732E-01 

5.6037407210E-01 

Tabla 3.6. 

Aproximcibn a ln(P+x)/x a través de r 
4.4 

X i r ( x . )  4,4 1 f(Xi) 
-9.0000000000E-01 2.5490234855€+00 2.55842788 1 I E+OO 

-8.0000000000E-01 2.0112905452E+00 2.0117973905E+OO 
-7.0000000000E-01 1 .?199206144E+OO l. 719961 1490E+00 

-&.0000000000€-01 l. 52?14?6888€+00 l. 5271512198E+00 
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-5.0@00000000E-0 1 

-~.OOOOOOOOOOE-O1 
-3.000000OOOOE-0 1 

-2.0000000000E-01 

-- l. OOOOOOOOOOE-O 1 

2.OOOOOOOOOOE-O1 

3. ?30Q~O00OOOE-O1 

4.000O000000E-0 1 

5.00000011000E-01 

tí. OOOOOOOOOOE-O1 

7. 0¡1011000000E-01 

8.0000000000E-01 

9.0000000000E-0 1 

H. 00000O0000E+00 

I .  1000000000€+00 

l. 23O0000000E+00 
H.3000000000E+00 

l .  4000000000E+QO 

7.5000000000E+00 

l .  6000000000E+00 

1.?OOOOOOOOOE+OO 

l .  8000000000E+00 

1.9000000000E+00 

l. 3862940785E+OO 

1.2770640418E+00 

l. 1889  16479 1 E+OO 

l. 115717?566E+00 

1.053605  1566E+00 

9.11607?839?E-01 

8.7454754826 E-0 1 

8.4118059184E-O1 

8.1093021771 €-O1 

7.8333938748E-O 1 

7.580403741  2E-0 1 

7.3473336839E-01 

7.1317106367E-07 

G .93  14733233E-O 1 

6.7448876460E-01 

6.5704529872~-0 I 

6.4070003327E-O1 

6.2533588 156 E-O1 

6.1086204301E-02 

5.9719684325E-01 

5.8426874838E-O3 

5.7201 479673 E-0 1 

5.6037931799E-O1 

con centro en el origen y radio r, entonces 

A = ri ,o  i = Q  

I. 38629436 1 ZE+00 

1.2770640594E+00 

l. 1889164798E+00 
l .  11571775G6E+QO 

l .  053605 15566€+I)O 

9.1  16077839?E-O 1 

8.7454754823E-01 

8.4118059153E-01 

8.1093023622E-O1 

7.8333938208E-O1 

7. S804035566E-01 

7.3473333I13E-01 

7.2317098464E-O1 

6.9314718056E-01 

6.7448849521E-01 

6.570478GO30E-O 1 

6.4069932533E-01 

6.2533481240E-01 

6.108604aw2~-02 

5.4719465314E-41 

5.8426  574883E-O 1 

5.7201078732E-O1 

5.60374072 IOE-0 1 

la sucesi6n 

converge unifarrnente a f en cada subconjunto compacto de N 0 , r ) .  
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donde I; os un subconJunto de K, tal que la medida de Hausdorff 

de K - K. es menor a 6.  

i 

1 

Una funcibn meromorfa es una lfuncibn anal i tica, excepto 

en un nilmero finito de polos. Corno la funci6n del ejemplo ( 3 . 5 )  

e s  meromorfa en el disco unitario, la sucesi.bn ( r  )m converge 

a f. Otros ejemplos en que podemos aplicar el resultado (3 .3 )  son 

las funciones de Bessel y la función de ? m o r .  

m , m  m 0  

3.8. Algoritmo cociente-diferencia. 

Carno ya hemos marcado el algoritmo de Gauss no es 

eficiente para encontrar  aproximaciones de Pad&. Pues el trabajo 

computaciona.1 que hacernos para obtener una, no sirve para 
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encontrar otras. En esta seccíbn  presentamos el algoritmo 

cociente diferencia de  Rutishauser [71, como una  alternativa 

pa r a  construir,  de una manera más eficiente,  aproximantes de 

rad&. Empezamos con el siguiente resultado basico. 

Proposición 3.8. Si r (x) = p1 / qI y rmk, n+l 
m, n 

- - 
p.: 1 y2 cor. k. 1 z U ,  entonces  existe un polinonio fl (x) con 

i j  ! r l)  i máx( k - 1 ,  1-1 ) I tal que 

L 

Demostraci6n. El polinonio u = plq2 - pzql tiene las 

siguientes propiedades: 

Y 

De estas desigualdades se deduce el resultado 
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Proposici6n 3.9. S i  cada tres elementos consecutivos 

en Tk son diferentes, entonces una fraccicjn continua de la forma 

de Gk existe con * U,  para i 2: I ,  tal que su n-ésima 

convergente es igual al n-bsimo el emento de T para n 2 (1. 

dk+ f 

k 

Demostraci6n. Para  empezar es fácil deducir que d = c 
i i 

Para i = O, I ,  . . + , k + l ,  del hecho de que se quiere 

k k+ 1 

Y 
O o 
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Ahora se sabe que una f racc  ibn continua para la cual su 

n-&sima convergente es igual Pn / Qn , est& dada por las 

fbrmulas (2. 11 J. 

Como se qulere que la i-&sirna convergente sea igual al i-ésimo 

elemento  de Tk , y como el i-&simo elemento de T es 
k 

’i 
r k + i+l i + l  , si i es impar - “ 1 q =  2 ’ 2  r k +  i i , si i es par 

2 ’  2 
” 

(3.22) 

entonces, utilizando la proposicibn (3.8) se  deducen las 

siguientes fbrmulas para los numeradores y denominadores de (3.21) 

‘iQi+l - p i + p i  = P I X  
k+ i 

donde p 
1 ’ @2 ’ 1.13 son constantes. Estas f6rmulas al ser 
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sustituidas en (3 .21 )  y aplicar :a  --rwsformacian .le crquivaiencris 

p1 = I y pi = p2/p3. demuestran el resultado. II 

Una deficiencia de l a  p-oposición t. 3. y,! es que nti 

sabemos como calcular los coeficier1tt-s d parma f ‘t 2 .  Antes  de 

abordar este problema se da un r-c::iz 1 t ado qurr cs tzansec-uencia cit. 

(3.9). 

I\+ I 

j+oposici6n 3.10. Si la n-ésima corivcr’ge11L.e de G.,c x,’ 

coincide con el n-esimo  elemento tie T entonces C;,(x) es ana 

fraecibn continua correspondiente para l a  serie C ci x i . 

c. 

O ’  

DemstracicSn. Si Pn/Qn es la n-&sima convergente de 

Go(x), entonces w (fQ, - Pn’ 5 n + 1 y Q,cO) = 1 .  Esto sc 

obtiene de las fbrmulas (3.22). Luego entonces 

donde se ha ut i  1 izado que Q,(O) = I ,  para deducir  que Q es 

diferente de cero en una vecindad del  origen. 
n 

R 

Ahora continuamos con el problema  de calcular los 
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numeradores  parciales  de G Consideremos la fracci6n  continua 

con k variable 
k' 

í = o  

Si se calculan los coeficientes q ' s  y e's utilizando la 

proposicidn ( 3 . 9 )  , entonces las n-ésimas convergentes de F Y 

Fk son iguales a los n-&sirnos elementos de Tk-l y 
'k 

respectivamente. U t i l  izando este hecho es fitcil observar que  la 

k- Z 

parte par de F es igual a la parte impar de Fk-l ,  pues tienen en 

común las canvergentes r r r Por lo 

tanto los denominadores y numeradores  parciales de la parte par 

de Fk son iguales a los denominadores y numeradores parciales de 

la  parte  impar de Pk-I respectivamente.  Utilizando las f6rmulas 

de las proposiciones (2.6) y (2.7), se  puede  calcular ¡a parte 

k 

k , O  ' k+l, 1 ' k+Z,2 * * ' 

par de F para obtener k 



(3.23) 

Haciendo la igualdad de los  numeradores y denominadores 

parciales de (3.23) y (3.24). se deducen las si.guientes f&-rnulas 

(k) - C x+ 1 
q ,  --- 

k 
C 

donde se d e f i n e  eo = O ,  para que la fórmula para c a l c u l a r  las ( k )  

e ' s  siga siendo v'al i d a  cuando 1 = l. 
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Los números e ' s  y q ' s  son arreglados en una tabla, 

donde  un  super-fndice  sirve  para  indicar  la  diagonal en la que se 

localiza  el  número y un  sub-indice la columna. E s t a  tabla es 

llamada la tabla  cociente-diferencia o tabla qd(pag. 9 6 ) .  

Las f6rmulas (3.25) se  pueden  recordar  fácilmente si se 

observan  que  los  tBrminos  que  intervienen en ellas se localizan en 

los  vCrtices de un rombo, y el elemento que  se encuentra en la 

esquina derecha es el  que se calcula en funcibn de 10s otros tres. 

e (k+l ,I 1-1 e ( k )  
.I 

( k + l )  
Q1- I 

e < k )  
1-1 

Tabla cociente diferencia. 

J 

La siguiente  etapa  consiste en dar  un  procedimiento, 



basado en el algoritmo qd , para calcular  aproximaciones de Px: :~ .  

Suwngase que m L n en r . ES claro que t.31 

aproximaci6n racional es un elemento  de 7’ , y es el 2n-c;slm, 

elemento. Por lo tanto r se puede  calcular a partir cie i;; 

2n-ésima convergente de F 

m, n 

m-n 

m, n 

m n  

(3.26) 

Para determinar a (3.26),  es necesario decir c6mo se calculan los 

coeficientes qI <m-n+l,? (mn+I) (m-n+f) (ln-n+l.l 
S . . . ? Q n  ’ =I , . . .  e n- 1 

La siguiente  regi6n  de la tabla cociente-diferencia es la que 

necesitamos formar para determinar estos coeficientes. 

(3.271 
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Para  generar la región (3.27). basta con  conocer los 

elementos q ' s  de la columna  uno,  el resto se genera por columnas 

de izquierda a derecha  utilizando las ecuaciones (3.251. Como 

(m-n+i) - m-n+l+i 
m n +  i 

C 

C QI 
- , i 1.2, . . . , 2n-1 

entonces la mínima  informacidn  necesaria  para  calcular (3.27) 

son los coeficiemtes c mn+l ' C m-n+2 ' r C  wn de f. 

Para completar  el  algoritmo para calcular  aproximaciones 

racionales, es necesario  decir que hacer si m 5 n.  L a  siguiente 

propiedad de l a s  aproximaciones  soluciona el problema. 

Proposici6n 3.11. Covarianza Recíproca. S i  f(Q) 3 U 

entonces, para toda m,n Q se satisface 

donde los par6ntesis se utilizan para denotar la aproximacibn  de 

Pad&. 

Demostración. E s t a  se deduce  de la siguiente  igualdad 

al  multiplicarla por l/f. 



fr~x)q(x) - p ( x )  = a 
m+n+l+ oL m+ n+2 

m+n+ 1 X m+n+2 X + .  . ." 

En P A D t  se encuentra  programado el algoritmo  cociente- 

d:f'er-erlc. ;:$ ex:ticta.mcr!t e rmno lo hemos  desarrollado en esta seccfbn. 

A con: rnuncic'in presenttuncs e! listado de este. Las variables m y 

12 d e n ~ t a r .  el orden de la aproxlrnante, Coef l o s  coeficientes del 

desarrol la en serie de la función, e y q son vectores que 

contienerr los elemeatos  de la  diagonal (m-n+21 de la tabla de 

Pad@, Num y Del: son vectores que sirven para guardar los 

numeradores y denominadores de (3.26). Los procedimientos QD, 

ForFracCont. Eva y ConEva son para formar la tabla cociente 

diferencia,  formar los numeradores y deliominadores de (3.261, 

evaluar un polinomio y evaluar una fracci6n continua a traves del 

algoritmo de sustitucian hacia atrás respectivamente. 

Unit Algo22; 
Procedure Aprx22; 

Begin 

I f  ((nftl>t)andlm[tl>=n[tlf) Then 

Beg i n 
QD(Caef,e,q,mltl,n~tl); 
X1 : =Xmi n; 
Den[ll:-l.C); 
N u m ~ l l : = C o c f K m ~ t l - n l t l + l l . P o t ~ m l t l - n ( t l * l , X l ~ ;  
ForFracCont(Num,Den,e,q,Coef,n[t~,Xl,mlt~,n~tl); 
Eva(rn[tl-nfCl,Coef.X1,BO); 
ConEva(BO,Num,Den,Conv,2*n(tl); 
Y 1  : =Conv; 
For r:=l to 200 Do 
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&gSn 

X2:=XmIn+((Xmax-Xmln)*r)/200; 
D e n I l l : = l . O ;  
Num[l):=Coef[mIt)-n~tl+l]*Pot(m~t~-n!*.!~~.~~I; 
ForFracCont(Nua,Den,e,q,Coef,n~tl,X2,mEtI,r~lti~; 
Eva(a[tl-n[tl,Coef,X2.B01; 
ConEva(BO,Nurn,Den,Conv,2*n[tl); 
Y 2 :  =Conv; 
Crafica(Xl,Yl,X2,Y2,Xrnln,Ymax,Dl,D¿); 
x 1  : =x2; 
Y 1  : =Y2; 

End ; 
End ; 

I f  ~(nItl=O~and(a~tl>=nItl)) Then 
Begin 

Xl :=Xmin;  
E v a ( m f t l , C o a T , X l , B O ~ ;  
Y1 :=BO; 
For r:=l t o  Zoo Do 

Beg I n 
X2:=Xain+((Xmax-Xmfn)*rf/200; 
Eva(m(tl,Coef,X2,BO); 
Y2: =Bo; 
Graflca(Xl,Y1,X2,Y2,Xm~~,Ymax,D1,D2); 
x1 : =x2; 
Y1 : =Y2;  

End ; 
End ; 
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x1 : =x2; 

Y 1  : =Y2; 
End ; 

End ; 
End ; 

End I 
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I f  Abs(BO)>HlnimoReal then 
Y2:  =1/BO; 

Crafica(Xl,Yi,X2.Y2,Xmin,Ymax,Dl,D2); 
X l : = X 2 ; Y I : = Y Z ;  

End ; 
End : 

El algoritmo que a continuaci6n se  estudiara es el 

epsilon de Wynn (111. Empezamos con la siguiente  propiedad. 

Proposicibn 3.12. Para las convergentes de la fracci6n 

continua (2.2) 



se satisface, siempre y cuando  tres  convergentes sucesivos son 

distintos,  que 

1 1 bk+ 1 bk+2Qi 
- +  - - 

'k+l - 'k 
(3.28) 

'k - 'k-I 'k+ZQk - 'kQk+2 

DemostraciBn. Basta  aplicar  las fdrmulas C2.6),  (2.5) 

y (2.8) del capítulo dos para  obtener el resultado. La 

deduccidn es como  sigue. 

- - Qk Qk+l - ak+ lQk-l 
k 

( - 1 )  al ... a 
a 

k k+ 1 
" 1 

" - bk+l Q2 k - 
k 

- 
( - 1 )  al . . . a k+ 1 'k+2'k - 'kQk+Z 

El siguiente  resultado expresa una relación de 

recurrencia entre los elementos  contiguos  de la tabla  de  Padé. 
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r = w  m, n- 1 

r = N  

r = P  

r = Y  

m-I, n 

m, n 

m+l,n 

r = e  m, n+ 1 

Proposici6n 3.13. ( Regla cruzada l. Si rm,-l - - @ J Y  

r = O. entonces  la  siguiente  relacidn  entre X ,  Y ,  e, W y t? 

L's vál ida 

- 7 ,  I> 

kmstraci6n. Se aplica la proposicibn (3.22) a las  

fracciones continuas P y Fm-n+2 , las cuales se definieron 

en la seccidn 3.8, con k = 2n y k = 2n+Z respectivamente, 

para  deducir 

m-n 

I E 

r - r  r - r  

2 
"- + Q2n - 3" 

m 1 , n  m,n m, n m ,  n-3 ' ~ n + 2 Q ~ n  - P2nQ2n+2 

Ahora si se introduce la siguiente notacicin para las 

aproximaciones  de Pad6 r " E  (m-n) , entonces se obtiene la 
m ,  n 2n 
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siguiente configuraci6n para la tabla de Patic. 

Tabla epsilon 

& 
(1) 
O 

E 
(2) 
O 

& 
(3J 
o 

c (0) 
2 

E 
(2) 
2 

E 
(0) 
4 

& 
( 1 )  
4 

donde cO (m) = r es el polinomio de Taylor de grado ir, de f 

alrededor del origen. 
m, 0 

La, tabla E puede ser completada en las columnas impares 

de la siguiente forma. Se definen 

estas f6rmulas son vglidas para m , R = O ,  1,2,  . . . 

(3.30) 



Utilizando la proposicih (3.23), se puede demostrar una 

r-r?IaciC>n similar- a (3.30) para generar los c ' n  de las columnas 

pr - r>r ; .  

Proposici6n 3.14. Para m , n = O, I ,  2, . . . es vglido 

IYemostracidn. Por la identidad (3 .291  se deduce que 

A partir de (3.30) se obtienen las e c u a c i o n e s  

(3.33) 

A l  sustituir las ecuaciones (3.33) e n  (3.32) se obtier,e 
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(3.34) 

.~ Ahora  utilizando ( 3 . 3 4 )  es  facil  demostrar por :rL:--q*T-- ..- l a  

f6rmula (3.32 1,  despuks de un despeje 

(m-n+l) = (m-n) 
+ 2n- 1 2n- 1 c(m-ni (rn-n+l) 

1 
E 

2n 2n-2 - E  

Se supone que (3 .35)  se cumple para n y se demostrae para n+l,  

es decir 

Al aplicar (3.34) al segundo miembro de (3.36) y utilizar l a  

hip6tesis de induccibn se obtiene el resultado. m 

El algoritmo E tambiCn fue programado en PADE, a 

continuaci6n  presentamos un  listado de la unidad ALG03. PAS, que 

es La unidad que lo contiene.  Las  variables m y n son para 

denotar-  el orden de la aproximante, Coef los coeficientes del 
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desarrollo en serie de la  f u n c i h ,  Parcial es un vector que 

c o n t i e n e  los polinomios de Taylor evaluados  en un punto, l o s  

procedimientos  Eva y Epsilon se encargan de e v a l u a r  un polinomio y 

ia rcgicin de la tabla c para c o n s t r u i r   u n a  aproximante. 

Unit A l  003; 

Procedure Aprx3; 
Heq i ri 

I í  ( ( m ( t l > = n l t l ) a n d ( n [ t 1 > 0 ) )  then 
k g i  n 

X 1  : =Xml n; 
For s:=(m[tl-n(tI) to Lmltl+n[tl) do 

Beg I n 
Eva(s,Coef,Xl,Result);Parcial[s]:=Result; 

End; 
Sf Abs(XZ)>O.P then 

Beg in 
Epsflon~r~tl,n~t1,~v~luacion,Parcla1~; 
k”l:=Evaluacion; 

End ; 
If Abs(XZf<O.l then 

Yl:=Coef[Ol; 
For r :=l  to 200 do 

Beg i n 
XZ:=Xmin+((Xmax-Xmin).r)/~; 
For s:=(m[tl-nItl) to  (mItJ+nItl) do 

Begin 
Eva(s,CoeO,X2,Rssult); 
Farciallsl:=Result; 

End ; 
If A b c t X 2 ) > 0 . 1  then 

Begin 
Epsilon~mft~,nltl,Evaluacion,Parcial~; 
Y2:=Evaluacion; 

End ; 
If A b s ( X P ) < O .  1 then 

Y2: =Coaf I01 ; 

Crafica(X1,Y1,X2,Y2,Xmln,Ymax,Dl,D2); 
X l : = X 2 ; Y l : = Y 2 ;  

End ; 
End ; 
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I f  ((m[tl<nItl)and(m[tl>O)) then 
Begin 

5erRec(Coef,m~tl+n~tl,CoefRec~; 
X1 : =Xmi n; 
For s:=n[tl-m[tl t o  m[tl+nItl do 

Begin 
Eva(s,CoefRec,X1.Rssult); 
ParclalIsl:=Result; 

End ; 
Pf Abs(Xl)>O. 1  then 

Begin 
Epsllon~n~t~,m~tl,Evaluacion,Parcial~; 
I f  Abs(Evaluacion)>nlnimoReal tt>r:x5 

Yl:=l/Evaluacion; 
I f  Abs(Evaluacion)<ninl~Real t&,tw 

Yl:=HaxlmoReal; 
End ; 

I f  Abs(Xl)<O. 1 thcn 
Y1:=CosftOl; 

For r :=1 t o  200 do 
Beg t n 

XZ:=XmiR+((XIFdx-Xmin)*r) /XM; 
For s:=n[tl-altl to mltI+n[tl do 

Beg S n 
EvaIs,CoefRec,X2,Result); 
Parcla![al:=Result; 

End ; 
IC Absi X2) 20.1 then 

Reg I n 
Epsilon(n~tl,~tI,Evaluaclon,ParcIal1; 
I f  Abs(EvaluacLon)>NlnilnoReaI then 

Y2:=l/Evaluaciorr; 
I f  Abs(Evaluacion)<nInia~Real then 

Y2:=NsximoReal; 
End ; 

Y2: =Coef t 01 ; 
Crafica~X1,YS,X2,Y2,Xmfn,Ymax,D1,D2); 

11' Abs(X1)cO.l  then 

x1 : =x2; 
Y 1  : =Y2; 

End ; 

End ; 
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I f  nItl=O  then 
Bagi n 

X 1  : =Xmi n ;  
Eva( la[ t. 3 , C o d ,  X 1 ,  Resul t 1 ; 
Y1::Result; 
For r : -= I  to 200 do 

Req I rl 

x:.': -Xnti n+{ Xrnax-Xmi n) *r)/200; 
P v ' ~ l m i t l , C o e f , X 2 , R e s u l t ~ ;  
Y 2 : =llr~su 1 t ; 
i;rafiila(Xl,Yl,X2,Y2,Xlllin,Y~x,D1,D2); 
Har-ras( t , r) ; 
x1 : =xz; 
Y 1 : :=Y2; 

End ; 
End ; 

I f  mftl=O t h e n  
Beg i n 

SorRoe~Coef,mltl+nCtlrCoefRecl; 
X 1  : =Xmi n ;  
Eva(nltl,CoefRec,Xt,Result); 
If Abs(Result)rHinimoReal then 

Cl:=l/ResuIt; 
I f  Abs(ResultkHinimRea1  then 

Yl:=MaxlmoReal; 
For r:=X to 200 do 

Beg i n 
XZ:=Xmin+((Xrna~-Xmin)*r)/200; 
Eva(nItI,CoefRec,X2,ResuIt); 
I f  Abs(Result)>niniiuoReal then 

Y2:=l/Hesult; 
if Abs( Resul t.) <Hi ni moRea1 then 

Y2:=MaximoReal; 
Crafica(X1,Yl,X2,Y2,Xmin,Ymax,DI,D2); 

x1 : = x 2 ;  
Yl:=Y2; 

End ; 
End ; 

End ; 
End. 

Se puede comprender un poco m8s del algoritmo E hablando 
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estudiada por Schmidt y Shanks [81 es la fuente del algoritmo e ,  

aquí (Sn)n=O es una s u c e s i b n  y A algun operador. S i n  dar m8s 

detalles, esta t r a n s f o r m a c i S n  mostr6 ser ú t i l  para acelerar la 

convergencia  de la sucesitm C'S )m Wynn en 1956 demostró la 

coxiexibn entre la taansformacihn de Shanks y las aproximantes de 

Pad6 [ I l l .  A continuación se presenta la demostración de este 

hecho 

m 

n n=O' 

Proposicibn 3.15. Sea fC'x)  = ci x i una s e r i e  con 
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mientras que para q se tiene 
i) 

(3.38) 

I I '  X . . .  xn I 
(3.39) 



Demostracibn. Como B O ,  el sistema (3.6) t :,::-L L Y X ~  

soluci6n únfca para la elecci6n bo = 1 .  Por l o  tanto c ;  sfg::cy,tr 

sistema tiene  una solucicin no trivial. 

C m+n bo m+n-1 1 + cm bn + c  b + . . .  = ( I  

Esto implica que el determinante de la matriz de coeficientes del 

sistema e s  igual a cero 

C m+l C * . .  m 

= o  

De aquí se deduce la f6rmula para q O' 
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Para demostrar la fbrmula para po(x) , considere el 

producto f(x)qo(x), y these en cuenta que p o ( x )  coincide  con 

este producto  desde el grado cero hasta el grado m + n y po es de 

grado m. Ent-onces 

Despuks de esta proposición mostraremos la conexi6n 

entre la transformaci6n de Shanks y las aproximaciones  de Padé. 

Para f (x)  = 1 ci x consideremos l a  sucesi6n (S )m de sumas 

parciales. Si se aplica l a  transformacidn de Shanks a la sucesi6n 

de sumas parciales evaluadas en I ,  Sk = c + . . . + c 

operador B es 

i 
k k=O 

a k #  Y e 1  
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Uti1 izando el algoritmo de Viscovatov (Cap.  2 prig. /J.‘?) 

es posible generar los elementos de la escalera 

Tk = { ‘k.0 ’ k + l , O  ’ k+l,l ’ k+2, 1 ’ 
r r r . . . I  

Si se aplica el algoritmo a la serie 

k 
[ f ( x )  - c ci x i  ] / x k+ 2 = c  + e  x + c x 2 + . . . (3.401 

k+l k+2 k+3 
o 

se obt iene una fracc ibn cont i nua 

C “2 + 

II -S+-- d3G 2 + . . .  (3 .41)  
1 d20 

para 1.a cual se sabe que e! desarrollo en serie de Taylor de la 

]-ésima convergente coincide con (3.40) hasta e3 grado 1-1. Es 

decir si  ( 3 . 4 1 )  es igual a [ .ei x i entonces e = c 

e 

l-bima convergente de 

o k + l ” ’ ”  

1-1 k + l  * 
= c  De aquí se  deduce que el dasarrollo de Taylor de la 
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coincide  con la serie ci. x desde el grado U hasta el grado 

k + l .  Propiedad  que  tiene  precisamente r el 

1-Bsimo  elemento de Tk , salvo por la condici6n qu (U) = 1.  

i 

k+E 1/21,  f1/23’ 

Para hacer  que (3.42) satisfaga la condici6n qu(U) = I ,  

le aplicamos la transformacibn  de equivalencia p =I y p.= l/d 1 1 i - I ,  O 

para i 2 2 . Aplicando esta transformación, (3.42) se transforma 

en 

a0 k+ 1 
i ‘k+ I x P2P1d20 xi + ip3pZp x 1 + . . .  ‘iX + + “ 1  

i = U  

Esto implica  que  los  nuevas  numeradores se deben calcular 

utilizando las fbrmulas (2.171 con el siguiente  cambio 
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De aquí resulta  que la tabla de Viscovatov  de d's se debe calcular 

utilizando las fdrmulas 

d l t i  = c , i = O, 1,2, . . . k+i+l 

do,O = I i f = O para i = 1,2,3, . . . 

y para j 2 2 

d -  
d ~ - ~ .  i+l d ~ - ~ ,  i+l  

j , i  - d 
- 

j - 2 ,  O j-1,O d 

3.11. F6rmulas de recurrencia. 

El último  procedimiento a considerar para construir 

aproximaciones  racionales, consta de unas f6reulas de recurrencia 

entre  las  aproximaciones. Estas f6rmulas nos permiten  construir 

las aproximaciones que se localizan sobre una escalera  ascendente 

en la tabla de Pad&. La siguiente  notaciones  se  utilizaran  para 

las aproximaciones  racionales 
m 

n 

O 
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Proposicibn 3.16. Si las aproximaciones de Padé 

son normales, entonces 

Demostracibn. Basta  comprobar que p / q3 es solución 

del problema de aproximacibn de Padé de orden (m, n)  para f. Es 

decir 

Las dos primeras desigualdades son claras y la última se  deduce de 

El siguiente resultado es complementario del anterior y 

se demuestra de la misma forma. 

Proposfcih 2.23. Si r 
m - 1 ,  n = P3/Q3 r m, n = Pz’Qz 

117 



y I-m. n-1 = p z / q l  son normales entonces 

Con estos dos resultados se puede  empezar con dos 

peiirlornios de Taylor de la funcibn f y entonces generar las 

aproximaciones  racianales  localizadas sobre la siguiente escalera 

r 

r 
I 

r k-3 ,3  ' * * 

r 

r 
I k-2* k - 2 , 2  

r 

r 
i k-l,  O 
- 

k-I, 1 

k .  O 
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CAPITULO IV. Interpolación  racional 

osculatoria. 

4.1. Introducción. 

En este capítulo se estudia el tema de intf>rpulacibn 

racional  de  Hermite u osculatoria, a saber, se busca una función 

racional p ( x ) / q ( x )  que coincida  con  las  derivadas d e  u n a  funcihn 

compleJa en una  colección de puntos,  llamados nodus. Este 

capítulo lo empezamos  estudiando la interpolacibn  sencilla, es 

decir,  cuando  conocernos  únicamente  las  derivadas de orden  cero, 

nos referiremos a este tipo  de interpolacih como interpolación 

racional.  Obviamente la interpolación  racional  de  Hermite 

contempla,  como cams particulares, la aproximaci6n  racional  del 

capitulo  tres y la interpolacibn  racional  simple. El trabajo a 

realizar  es  comprender como funcionan  algunos de los algoritmos 

que hay en  interpolacibn  racional y de  Hermite,  para  después 

formar un conjunto de programas  que  nos  permitan  graficar  las 

interpolantes  racionales en el monitor de una  computadora. 

Algunas de las aplicaciones  interesantes  de  la 

interpolacibn  racional  osculatoria  aparecen  en la aproximación de 



k f i n i c i b n  4.1. El problema de interpolacibn racional 

de orden (m,n)  para f consiste en encontrar  polinomios 

p ( x ) = a n ! x  + .  . . + a  y g(x) = bn xR + . . . + bo 
m 

tales  que p(xj/q(x) es irreducible y 

P ( X i  P 
f ( x i 2  = m i = U , l ,  . . . , m+n 

1 
(4 .1 )  

donde (xl)i=o es una sucesión de puntos distintos en el dominio de 

f. 

OD 

8 
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.':ÜWO ( '4 .2)  t i e n e  m n t 2  inc6gnita.r con nl+n+l ecuaciones, tiene una 

soluci6n no trivial por- lo menos. 

Far:* que ¡os sistemas (4. 2 )  y (4.21 sean equivalentes, 

es necesario y suficiente que lcs (x ) no sean raíces de q ,  m+n 
i .i=O 

El siguiente resultado muestra que dos soluciones no 

triviales de (4.2)  son  equivalentes como funciones racionales. 

Proposicibn 4.1. Si las dos pamjas ( p l , q I )  y Cp2. y2) 

son soluciones bel problema de interpolación de orden ( m , n ) ,  

entonces - 
PI% - p 2 v  

Demostraci6n. El polinamio 4(x) = Cp1q2 - pzqI)(x) 

t lene las m+n+l raíces x .  porque 
.I 
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Pero como at# S w n ,  entonces @ f O. I 

Ut-ilizando  la  proposici6n ( 4 . 1 )  se puede dar i : ~  

siguiente  definicibn. 

Definici6n 4.2. La unica  fraccidn  irreducible p / q 0  I W  

es soluci6n del problema de interpolacibn ( 4 . 2 ) ,  con (1 ('x = i .  

recibe ei nombre de interpolante  racional de orden im,nl p i r a  t .  

Esta funcidn racional se representara por r 

í1 o 

m, n' B 

Antes de terminar esta secci6n un comentario final. Las 

interpolantes racionales que se construyen 8 partir de una 

sucesi6n fija de nodos ( ~ i ) ~ = ~ ,  se colocan en una tabla, La cual 

recibe el nombre de Tabla de Pride. 

m 

Tabla de Pad&. 

4.3. Algoritmo  de Gauss. 

Si queremos encontrar la interpolante racional r 
m, n 

t 22 

. . .. . " 



" 

I-. í ;  ( ' 1  paquete f.,Al.11-, I;t? encuentran estructuf'adcs [rws 

programas c n c - r e d n s  de gr-af.it-:tr. Las ir,tcrpo1antcs r ; x c i o n a l c z s .  :(E 

la siguicnt-c  f'#>r-rn:l. En la : ~ ~ ~ i ( h ! i  A I  G04.PAS sc forma el s i r , t . tw~ .IC 

ecuaciones ('q. 2 f .  después se 1 I m n .  a la unidad PROC1. PAS. q r l e  

contiene el algoritmo de climinaci6n  gaussiana con sustitucion 

hacia  atrtis y pivoteo nBximo, para calcular los coeficientes  de 

la interymlmte racional. A cont  inuaci6n se evalua la 

interpolante  racional en algun intervalo. se mandan  los  puntos 

Cx yi) a: la pantalla y se men a travCs  de  segmentos  de recta 

para  obtener 1.a gráfica. Este procedimiento  para  graficar  una 

interpolante  racional lo identificamos  como  el  algoritmo  uno 

o algoritmo de gauss, dentro del paquete PADE. 

i' 

A continuacibn se muestra la parte  principal  de la 

unidad ALC04. PAS. Las variables Coefl y Coef2 guardan  los 

coeficientes  del  sistema (4 .2) ,  m y n son el  orden  de la 

interpolante  racional, F y Nodo son vectores  que  guardan  el  valor 

de la funci6n y nodos, Pot es una  funci6n  para  calcular 
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pcltxncias,  a y h son 1a.s variables  que guardan los coeficientes 

de los  polinomios que forman 'la interpolante  racional, Gauss y 

Eva son procedimientos para resolver un sistema de ecuaciones y 

evaluar un polinomio respectivamente. El procedimiento Grafica se 

+-rncair-ga de trazar l a  grkfica de la  interpolante  en  la  pantalla. 

End ; 
For r:=l to m[tl+n[tl+l do 

Begin 
For s:=n[t!+l to m[tl+nItl+l do 

Begin 
Lf s>(n[tl+ll then 

Coefl~r,sl:=-Pot(s-nltj-l,Nodo[r-ll~; 
If s=(n[tl+l) then 

CoeflIr,sl:=-1; 
End ; 

End ; 
* * ~ * * * + f f 9 ~ * r + * * ~ * * ~ * * u * o ~ o * * * o o * o f f o o * o o * * o * o * o * o ~ o *  

T&ra\inos constantes del sistema (3.2) 

*o*** 
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Hag i n 
If s>l 

Coef 1 
I f  s=l 

Coef 1 

End ; 
End ; 

then 
[r,sl:--Pot(s-l,Nodo[r-ll); 

then 
rr.sl:=I; 
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Corno se observa a travhs de !a. unidad AL,CO4.PAS, para 

para construir diferentes interpeiantes, es necesario r-esolver- 

diferentes sistemas de ecuaciores (4.2). Tambikn es necesario 

hacer la siguiente observación, una limitacidn de la unidad 

ALGO4.PAS aparece porque la condición qo(x0) = 7 ,  nasatros la 



traducimos en que 

m 

b o = l  - 1  b . X O  1 i , 

sin embargo puede  suceder que el sistema (4.2) generado por esta 

condici6n sea inconsistente. A pesar de esto no debe pensarse  que 

no existe la interpolante  racional. Cuando e1 sistema es 

inconsistente, PADE lo identifica y autom&ticamente 5e termina l a  

sesibn. Tambikn es  necesario  mostrar  como  crece el tamaño del 

sistema 1 4 , % ) ,  al aumentar el orden de  la interpolate  

T A W 0  DEL SISTEMA 

5x5 

7x7 

9x9 

7 1x1 2 

15x15 

El programa PADE s6lamente puede construir  interpolantes 

racionales de a. lo mas orden ( 1 9 , 1 9 ) .  Se ha visto a. través de 

ejemplos, que no es necesario  considerar  interpolantes  racionales 

r tales que m n + l  sea grande para tener buenas m, R' 
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aproximaciones. El ejemplo (4.1) ilustra  muy  bien esta 3itm.:i..il. 

Cuando a mi me  plantearon  el  problema de ut  il.izar In t c tor - rn  drt 

Pad6 para obtener  una  interpolante  que  proporcionara tan tiuenas 

estimaciones  de la funci6n de error,  como la función (?.-I), se 

pensaba que era necesario  construir  una  fUACi6n racioml IC' ..r-:w 

196,96). Sin embargo no fue así, a lo m&s necesittunc.:: :m& 

interpolante racional de  orden (0,6). 

Ejemplo 4.1. Una  primer  aplicacidn de la i n t e r p r  L w i c i n  

aparece, en  forma  natural,  cuando  contamos  únicamentc con U A ~  

muestra  de valores de alguna  funcion f y queremos  una  interpolante 

para estimar los valores de f. Esta  situación es cornlin en 

ciencias como  fisica, quirnica, economía, etc. En matehticas 

aparece, por ejemplo,  cuando se aproxima la solucibn  de una 

ecuaci6n  diferencial  en un conjunto  finito de puntos,  el  problema 

e s  que si uno quiere  tener una estlmacibn en  algun  otro  punto, se 

hace  necesario  intraducir el tema  de  interpolaci6n.  Obviamente  el 

modelo  debe ser f&cil de construfr,  evaluar,  derivar,  integrar 

y proporcionar  estimaciones  de f bastante  buenas.  Para  este  tipo 

de problemas las interpolantes  racionales  son  una  opci6n. L Por 

qué utilizar  estas y no otras, como  interpolacidn  polinomial, 

trigonombtrica,  polinomial  mini-m8x o inclusive  mini-máx 

racional ? No es f6cíl de  explicar,  realmente  uno  se  guía por 
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varios  cosas : que tan  buenas  son la estimaciones y e 1 trabajo 

que  necesitamos  para  construir la aproximante. Lo que si se  puede 

decir,  para  el  caso  de  las  interpolantes  racionales,  es  que si f 

posee  asintotas  verticales u horizontales l a s  interpolantes han 

demostrado, a traves  de  ejemplos,  que  dan buenas estimaciones  del 

valor  de f. Tambikn,  ellas  tienden a uniforrnizar el error  de 

aproximacibn  dentro  del  intervalo donde se localizan los nodos, a 

diferencia  de los polinomios de Lagrange que  tienden a oscilar 

fuertemente.  Comparandolas, ahora con las aproximaciones  míni- 

m h ,  resulta que aunque las mini-m&%  dan &S uniformidad  del 

error, obtenerlas es extremadamente  dificil. Por estos 

comentarios  que  hemos  hecho no debe pensarse que cualquier  otro 

tipo de aproximación,  que  no  sea del tipo Pad& no debe usarse, 

no, no es asi, simplemente  se han mostrado l a s  ventajas y 

desventaJas  que ofrecen cada metodo. 

La func i6n  de error real 

X 

(4.31 

O 

tiene una. asintota  horizontal en 11.2. Nos preguntamos si las 
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interpolantes  racionales  podrían sernos útiles. para evaluar T c p .  

En [41 se propone la funci6n 

en dande 

a = 8 . 0 7 8 5 m ~ ~  , a2 = O. 0422820123 , a3 = O. O092705272 

a = O. 0001520f43 , as = O. OOO2765672 , a = O. UOO043O6 38, 

I 

4 6 

como una aproximante a (4.3), donde el mwimo error- de 

aproximacibn un el intervalo O, m es de O.OOC0003. Como 

aplfcacibn de l a s  interpolantes racionales. construiremos una que 

nos ayude a evaluar a ''casi" tan bien como (4.4). 

Antes de empezar  una  observaci6n. En lugar  de 

considerar la fUnCi6R 9, interpolaremos la funci6n 

1 30 
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Y utilizaremos la siguiente  idea  intuitiva, si es una 

interpolante  racional que aproxima a (1, entonces 
0 , 6  

Para construir la interpolante racional r 
0 , 6  ’ 

necesitamos siete nodos y los valores de 3 en los nodos. 

Supongamas que son los de la tabla 4 .1 .  Utilizando el programa 

PADE es f&cil de obtener l o s  coeficientes de los polinomios que 

forman a r y algunas aproximaciones de 4, en el intervalo 

l o ,  21, generadas por (4.6). Los resultados aparecen en las 

tablas 4 .2 .  y 4.3 .  

0,d  

Valores de lo funcidn 1(/ 

X i 3 ( X i )  
0.0  l .  oor3ooou 
o. 3 U. 97590.56 

o. 5 O. 9551010 

O. 8 O. 9 187886 

1.0 O. 8908312 

1 . 3  O. 8437586 

1.6 0.7913459 
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Tabla 4.2. 

Coeficientes de los polinomios 

de la interpolante racional r O, 6 
b[lj= 7.0526304851S-O2 
bfZl= 4.225SIO9946E"Z 
b[33= 9.3511798024E-03 
b i s ] =  4.2853502513E-05 
b[53= 3.4398988871E-O4 
b[6]= 2.7684292737E-O5 
b[01= I.8000000000E+00 
itfO]= I .  0000000000€+00 

Tabla 4.3. 

Estimaciones de la funci6n de error 

' i  
O. 00008000UOE+00 
l. OOOOOOOOOU E-8 I 
2.00QOOOOOOBE-O I 
3.0000000000 E-O 1 
4.O000000000E-U1 
5.0000000O00E-o 1 
6.000000000OE-Q I 
7 .  OOOOOOOOOOE-O X 

9.0000000000E-o 1 
I. 00a)Q0000OE+00 
l. 1008000000E+O0 
l. 2000CIQO0OOE+00 
Z.30QOOOOOOO€+00 
1.4000000000E+O0 
l. 5000000000€+00 
X. 61)OOOOOOOOE+OO 
l. 70000000OOE+OQ 
P. 50000OOOOOE+0O 
l. 9000000000E+00 
2.0000000000E+00 

a. OOOOOOL~OO~E-O I 

P ( Y i )  

o. 0000000000Ei00 
l. 1246M7042E-Ol 
2 2270348 IOSE-01 
3.2862693426E-O1 
4.2839224374E-01 
5.2L349979SBSE-U 1 
6.0385623174E-01 
6.7780 150486 E-01 
7.421010.5368E-Ol 
7.9690822279E-O1 
S. 4270073039 E-O I 
8.8020498729E-0 1 
9.103 1393944E-01 
9,340079836 1 E-01 
9.522852 1626 E-O 1 
9.6610522604E-O1 
9.7634833573E-O1 
9.8379016981E-O1 
9.8908988613E-O1 
9.9278945230E-O1 
9 .'9532095OZSE-O 1 

* lomados de I1 1 
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* 
Va 1 or Exac t o 

O. OOQOO GOCOO 
O. I1246 29760 
O a 22270 25832 
O. 32662 67595 
0.42839 23550 
O. 52049 98778 
O. 60385 60908 
O. 67780 I1933 
O. 742 I O 09647 
0 -  79690 S2124 
O. $4270 07929 
O. 88020 -50696 
O. 91031 .397132 
O. 93400 79449 

0.96610 53465 
O. 97634 83833 
O. 98.379 04586 
O. 98909 050 16 
O. 99279  04292 
O. 99532 22650 

o. 9.522a 51 198 



4 . 4 .  F<jrmulas para estimar el error 

P;triL s & t . r .  si las nprwx i maci ones gcneradas por una 

?r:?t-rpoIante ral-ionnl sun buenas, ES necesario t.r?nt'r una "buena" 

Lli?:-mula para mc:lir c 1 error LC! ideal seria cont.ar con un 

pl-ocedimiento, fticil  de aplicar, que nos di jcm exactamente el 

valor del error absoluto o reiativo de las estimaciones. Sin 

embargo, una f6rmula con estas  caracteristicas RO es f6cil de 

encontrar. En est& seccidn se p r e s e n t a n  algunas  ideas para 

estimar el error en fnterpolacibn racional 

Un primer procedimiento que se nos ocurre para estimar 

el valor máximo de (4.7). para f de R en R, consiste en calcular 

los extremos de e(x) por medio de c&lculo diferencial. 

Un segundo procedimiento p a r a  calcular d x ) ,  se obtiene 

de repetir la demostraci6n p a r a  la fórmula de error en 

interpolación de Lagrange,  a las interpolantes  racionales. 
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todos 105 ptmt r x  de i n t t r p l a c i 6 n  x ** Y 

Si adema5 f y r son de clase L en I .  entonces 
T. n 

I '  
. . . .  x - 

lU+ 11 

,mn+ I 

ia 1LtiIizaciL.n rit, esta fór-mula t s  r-estringirla,  purzs I r i  

estimaclbn dc la d e r i v a d a  q! l ' .h  involucr~n al ntímcro y 1-10 es fácil, 

a menos de  que el i n t e r v a l o  I sea pequefio y de que las der1 vadas 

sean f&cSl de e v a l u a r .  

X 

Un tercer procedimiento se basa en escribir el problema 

de interpolacibn (4.2) e n  tCtrminos de los polinomios de Newton. 

wfiniei6n 4.3. Sean ( x  )" una sucesi6n en C .  Se i i=O 
d e f i n e  el polinomlo de Newton de grado n como 

f 1 si n = O  

Proposicibn 4.3. Sean f una funcibn y a3 
una 
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coleccibn de puntos diferentes en algun  intervalo I .  Se cumplc 

I=m+n+ I 

con d = c  b + C  b + .  . .  i 0 . i  O 1, i 1 + 'n, i b I r  n 

cj,i = f f X J  , . . . , X , ] .  m 

Con la serie convergente (4.9) s6lo se puede estimar e l  

error a traves de las sumas parciales.  Ademas, para calcular los 

coeficientes d es necesario contar con los valores de f en 

otros puntas distintos it. los nodos. La demostracidn de (4.9) se 

da en la seccidn (4.9.3). 

i 

Podemos aplicar (4 .9)  para estimar el error por medio de 

la suma parcial de orden uno, para e(x) = +(x) - r D , B ( x )  del 

ejemplo (4 .  Z } *  Para esto añadirnos el nodo x7 = O. 9 y y7 = 

0.7969082124, Con esta  informacidn  se da el siguiente estimador 

En la tabla 4.4. se muestran  algunas de las estimaciones 
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Tabla 4.4. 

Aunque los errores 

e(x) 

O. 0U00000000E+00 
-1.7'470I475O8&-N 
-8.470456 1772E--32 
O. 0OO0OOOOOOE+QO 

O. 0000000000E+00 
1.9424307372E-32 

-1.8456878865E-32 
-1.6398068595E-32 
O. OOOOOOQOOíJE+OO 
l .  062222172OE-32 
o.ooooooooooE+ao 
-2.6914698521E-32 
-4.0369094145E-32 
Q.0000Q00080E+00 
l. O672156833E-32 
I. 97849a6700~-31 
O e 0000000000E+00 
-3.07919970796-30 
-4.107699273TE-30 
-1.081095989OE-29 
-2.3775312206E-29 

dados en l a  tabla 4 . 4 .  son muy 

pequefiios, deben ser tomados con reserva. Por el valor que t i e n e n  

los errores, uno esperarla. una mejor aproximacidn a la funci6n ~, 

s i n  embargo esto no es asi. Ante esta situacfbn es necesario 

hacer una obscrvaci6n, los errores que se obtienen por hacer los 

ctklculos en una. a r i t r n k t i c a  finita O de computadora no han sido 

tomados en. cuenta. Todos los c&lculos que hasta e l  momento hemos 

hecho, se realizaron con precisi6n simple en una computadora. 

Aunque saber corno se propagan los errores en un algoritmo es 
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importante,  no  abordaremos  este  tema. 

4 . 5 .  Propiedades bhicas. 

Una  dificultad que surge al usar el algor1 tmo de Gauss 

de  la  seccibn (4.31, es que, como' es difícil  trabajar con la 

ftrrrnula del error (4.7).  no  se sabe generalmer~te el orden de la 

i n t e r p a l a n t e  racional  necesario  para lograr la precisión  deseada 

hasta que los cblculos han sido completados. A l  examinar el 

trabajo realizado para calcular una interpolante  racional,  no se 

ve corno es te pueda ayudarnos a reducir e 1 trabajo necesario para 

calcular otra.  En la secci6n (4 ,6)  se daran unos afgoritmos  en la 

que los cBlculos realizados para obtener una Interpolante racional 

son. aprovechadas para construir otras. Sin embargo estos 

procedimientos no san aplicables sf la interpolante  racional se 

repite. En esta secclbn se estudian  algunos resultados, que nos 

ayudaran a saber  cuando hay repeticiones en la tabla de Pad&. 

Aunque se dice que I interpola a f, puede  suceder 
m, n 

que r no satisfaga ( 4 . 1 )  en  algunos de los nodos, a pesar de 

satisfacer (4.2).  Los puntos  en que ( 4 . 1 )  no se cumple se llaman 

puntos no alcanzables por r El siguiente  ejemplo ilustra esta 

si tuaci6n. 

m, n 

m, n' 
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Ejemplo 4.2. Para la funci6n f definida  por  la tabla 

se cumple que el punto ( 0 , U )  es no alcanzable por la 

interpolante  racional r €1 sistema (4.2) tiene como soluci6n 

pfx) = 3x  y q(x) = x, por lo tanto r (x )  = 3. Este ejemplo 

I ,  1 '  

m, n 
muestra que  los puntos no alcanzables esth intimamente 

relacionados con las  raíces del denominador  de la soluci6n  de 

(3.21. De hecho,  un  punto es no alcanzable si, y scllo st es raíz 

observa  el  fenbmeno de la repetición de interpolantes, pues r 1 , I  

es igual a ro, o. I 

La notaci6n que se utilizar8 para denotar los grados de 

los polinomios po y qo, donde p /q es la  interpolante  racional 

de orden (m,n) irreduci.bKe, es m y n respectivamente. 

u 0  
* Y 

Proposicfh 4.4.  Si la interpolante  racional de orden 

(m, n) para f es r = po/q0 , entonces exis te  un  entero S con 
m, R 

O S min cm-m ,n -n  ) y S puntos de 1 

conjunto de nodos {xo, X I ,  . . . , x tales que 

Y * 
Y I '  Y%' * * S ys 

m+n ' 
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S S 

sat ísf acen i 4.2 I 

el conjunto da los ceros de q que además son nodos y sea el 
1 

s 
pol inomio t(x) = n (x  - y i ) .  Cono la parte reducible de pJ/qI 

consta de un polinomio u ( x ) ,  cuyas 1-a ices no son nodos, 

multiplicado por el polinomio t ( x ) .  Entonces 

i= I 

De (4.22) es fhcil demostrar que el entero S satisface las 

desigua1da"des S I m - m y S d n- - n , las cuales implican que 
x * 

* * 
S min (m-m ,n-n ) (4.13) 
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Ahora es fkc i l  demostrar que los polinomios que buscamos son 

Par-:% demost.rarlc, se observa que si x .  pertenece al conjunto ( 4 . 2 1 )  

L-;lt.onces (t(r - p ) ( x i )  = O , porque t ( x . )  = O. Ahora si xi no 

rcrtenece a ?  con.iunt.0 (4. I1 ) ,  demostrarnos que (fq - p)(xi) = O 

multiplicando y dividiendo por m'x.) 

1 

l. 

1 

El único detalle que se debe aclarar es que v(x.1 f O, pero esto 

es  c i e r t o  porque q ( x . )  = v(xi) t (x i )  q (x ) y x no es un cero de 
1 1  o i  i 

1 

QI m 

Antes de continuar hacemos una observaci6n que 

necesitaremos mas adelante. Mu1 t ipl icando y dividiendo por 

v(x .1  t C x . )  la ecuacibn (fqo - p,)(xii, se demuestra que 
1 1 

si xi no pertenece al conjunto ( 4 .  1 3 ) .  Esto significa que (4.24) 



* 
n + r t + i - s = ; ~ r  + n  + t + l  f4.15) 

El n\irnero t de ( 4 . 1 5 1  juega un papel importante para la 

identifieacibn de interpolantes racionales repetidas. 

Proposición 4.5. Sea r = po/qo y supdngase que m, n 

* 
Demosltraeirjn. Sean k y 1 ta les  que m S k S m + t y 

* 

Y * * 
n I 1 n + t .  Sf S = min (k-m , I - n  ) y 

* 
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m + n + t + s  
* *  

t(x) = n (x  - x . )  
* * 1 

i=m + n  + t + l  

(fq - p ) ( x j )  = U i = 0 , I .  . . * ,  m + n + t + S,  
* * 

donde se ha uti1  izado la hipbtesis (a). Es fkcil comprobar ahora 

que k + 1 C m + n + t + S ,  por lo tanto 
* * 

Así (p,q) es soluci6n del problema de  interpalación.  de orden 

Cm,n) y (k, I) .  Con esto terminamos la demostracih de (c). 

Para demostrar ( d ) ,  utilizamos la desigualdad (4.15) 

para deducir que m + n 5 m + n + t + S I combinando esta 

desigualdad con la ( 4 . 1 3 )  se deduce el resultado. 

Y * 

m 

Un comentario inevitable  respecto a las dos 

proposiciones anteriores se debe hacer-. Como se observa, es 

necesario contar con la fraccidn irreducible pO/qo para poder 
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invest  i g w  las repeticiones en la tabla de Padc!, esto  en la 

pr3ctics nc-, r-; facil de obtener. En este  sentido seria deseable 

c o n t a r  con un procedimiento más fAcil de aplicar. 

T;mbic:n cs importante reflexionar  sobre las hip6tesis 

cfct l a  p r ( ~ ~ p t ~ s i ~ : Í b n  (~1.4). Obsérvese que la repetición en bloques 

c m  la t ah I a i!* Pade aparece, s6lo si los nodos estan ordenados de 

f o r - m a  que las  puntos x t.al.es que tfq - p o l ( x i )  = U aparecen ai 

principia de La lista. Los siguientes ejemplos i l u s t r "  estos 

aspectos. 

i O 

Ejemplo 4.3. Para la funcibn 

s i  se calcula r se obtiene 
3.2 

Para esta  interpolante  racional se cumple (fqo - po)(xi) = O para 

j =  O, 1,2,3,4 , mientras que (fq - p,)(x5) f O . Para este 
O 

ejemplo la variable t de  la proposición (4.4)  es 1 .  Así que 



tenemos el siguiente bloque  de  interpolantes  racionales iguales 

El siguiente  ejemplo muestra que la rcpeticidn en 

bloques no se d a  si los nodos  no son ordenados como lo indica ¡a 

hip6tesis de ( 4 . 4 ) .  

Ejemplo 4.4. Para la funci6n 

Se puede comprobar en, este ejemplo  que 
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con 2:- X I ,  ZI  = x  2 = x } 2 = x  0- 3’ 2 fi 3 2 ’  
entonces  por la 

Fropclsición (4 .4)  se afirma que zhora sí existe un  bloque de 

interpolantes  iguales. m 

4.6. Normal i dad 

E2 concepto de normalidad es igual que en aproximación 

r:rc i onnl a saber : r es nor.maI si aparece sb I o una vez en la 

tabla de Pad6. Los siguientes  resultados dan condiciones 

n, n 

necesarias y suficientes para que una interpolante sea normal. 

Proposicih 4.6. Si r = po/qa es normal y m, n 

( b’qo - PO)(Xi) = 0 
* * 

para i = O ,  . . . , m + n 

entonces 

* 
a) m = m  y i l = n  

* 

DemQstPaci6n. Como p /q es l a  interpolante  racional  de O 0  

orden Em,n) y tambikn solución del problema de interpolaci4n 

racional de orden ( m  ,n 1 ,  entonces r * * = r 
m , n  m, n ’ que por la 

normalidad imp1 ica que m = m y ri = n . 

* ) f  

* x 
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satisfacen í f ' y  - pItx .1  = O pars i = O,  . , . , m+n+2. Por 10 

tanto r =. r 

1 

m, I l  W I , R + 1  ' 10 que contradice la normalidad. m 

Las condiciones (al y (bl de la  proposicibn (4.5)  no son 

suficientes para &arantizar la normalidad  de r el siguiente 

ejemplo lo muestra. 

m, R ' 

Ejemplo 4.5. Para la función 

X 
i I  

O f 2 3 4 S 6 . . .  

. f , - T s  I 3 4 4 5 6 . . .  

la interpolante rl, ,(x) 2 x satisface las condiciones (a)  y (b) 

de la proposicibn ( 4 . 5 1 .  Sin embargo esta interpolante  no es 
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i * 
PrOp06lCion 4.7. Si r = po/go , con m = m , KI = n m, n 

y (fqo - p a ) l x i )  = O para a 10 mas en m+n+l puntos de 1.a sucesión 

(xi)o entonces r es normal. 
00 

m, n 

Demostracibn. Supbngase que r no es nor-n~al. Er: 

otras palabras, r = r para k 2 m o 1 2 ra , donde por lo 

menos una de las desigualdades es estricta. Ut i 1 Izando la 

proposicibn (3.2) e x i s t e  un entero S con G I S S min (k-m, I-n) y S 

nodos { Y I ,  Y z  . . . , y, ) , tales que los polinomj.os 

m n 

m , r ~  k ,  1 

satisfacen r'fq - p ) ( x i )  = O para i = O, . . . , k+l. De esto se 
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deduce que ( f q o  - p o ) ( x i )  = O para k + 1 + I - S puntos. Chm? 

- S h m - k y 1 > n entonces k + 1 + I - S > m + n +I,  lo que 

contradice  la  hip6tesis de que ( f q o  - pol(xiJ = O para a lo más 

m + n c I puntos. P 

En este tema d e  normalidad, tanbien es neces*ario marcar 

la falta de un criterio senci 110 para  comprobar  que un:i 

interpolante  racional es normal. Si observamos la proposition 

( 4 . 6 ) ,  esta funciona si podemos  comprobar  que los polinomios quct 

forman Ha interpolante son irrcducibles. Esto no es f;icil ell 

general. Como probar la normalidad de una interpolante no es 

fficil, esto nos limita para saber si los algoritmos que veremos 

en la siguiente seccih se pueden aplicar para conlruir.  una 

Interpolante racional. 

4 . 7 .  Algoritmo cociente-diferencia 

Para calcular  interpolantes racionales se ha supuesto 

que se cuenta  con  algun  algoritmo de solucibn  de  sistemas de 

ecuaciones  lineales, como eliminacibn  gaussiana. En efecto hemos 

formulado el problema de manera  que  equivale a resolver el sistema 

de ecuaciones lineales 
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El siguiente resultado es bASiCG para desarrollar el 

algoritmo  cociente-diferencia. 

Proposicih 4.8. Si r 
m, n = p]/ql y 'm+k,n+J 2 2  

= E' /q 

con k ,  1 2 O, entonces existe un  polinornio V C X )  tal que 
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(fq2 - P2)(Xi) = o , i = O, . . . , m+n+k+l 

Por lo tanto 

para i = O, I ,  . . . , mn. Esto  implica la existencia de un 

El algoritmo OD. se obtiene  pidiendo que el n-Bsimo 

elemento de la escalera descendente (4.16) sea igual a la n-&sima 

convergente de la fracción continua (4 .17) ,  Esta idea es la  nos 

permite relacionar  fracciones  continuas con interpolantes 

racionales 

Escalera descendente I k 

r k + l ,  O r k + l ,  1 

r k+2,  I 

(4.16) 

r k+2,2 



Demost.racibn. Se utiliza la proposicih ( ? . 4 ) ,  el 

hecho de que e I n-&sima el emento de T x es n+lt 
.+ [ T j ’  [+] 

P 
Y la n-&sima. convergente de gk es C n= -- Kl . Como 

Qn 

Para n = o,  I ,  . . . , la fraccibn continua g tiene que ser de la 

forma 
k 
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Ahora se calcularan !os numeradores y denominadores 

parciales de ( 3 . 5 ) .  Como co = Po = i- entonces F es e 1 

polinomio de Lagrange que interpnla a la funcicin f ( x )  en (xi)i=o. k- 1 

A continuacibn, se observa que C = P = r lo cual indica 

que P es eX poliinumio  de Lagrange que i n t e r p l a  en (x ) Para 

calcular el resto de los  coeficientes de la fr-acción continua 

observamos pr i mero que 

k, o O 

I 1 k41,O ' 

1 i j=O' 

1 S2 

. " 



por lo que utilizando la proposicibn ( 4 . 8 )  resulta 

En efecto 

Y 

La simplificaci6n de los denominadores parciales se hace de la 

misma forma. m 

Aunque la proposici6n (4.91 nos permite escribir las 
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interpolantes  racionales de la escalera Tk como  fracciones 

continuas,  queda pur decir  cómo  calcular los coeficientes a ’ s  y 

b’ s. 

Proposición 4.10. La  fracci6n  continua (4.19) se puede 

escribir  como 

donde l o s  e’s y 4 ’ s  se  pueden  arreglar  en  una  tabla en la que los 

sub-indices  indican  una  columna y l o s  super-indices una diagonal, 
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Tabla QD 

LOS elementos de la  tabla  se  calculan  utilizando  las  condiciones 

iniciales 

e ( k )  
0 = o  , 

y las  fórmulas 

( k )  - f f x o ,  . . . 
f f x l ,  . . . . k r l  91 - 

"k+I1 
' "k+I 

(4.20) 

(4.21) 

(4.22) 
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Demostración. [Jt i : izando l a  f’firrnula de recurrencia  para 

-1 denominador $-fe la f raccicn cont.inua g ( x )  y la normalización h 

, k  las int.erpnlarites rzcinnales ?se obt i cnc  

queda comprobada la fbrmula (3.6) .  

Para demostrar las fórmulas (4 .21)  y (3.22), se observa 

que por la re 1 ac  i6n que guardan g y gk-I coz las  escaleras Tk y 

Tk- I respectivamente, las convergentes de la parte par de g son k 

iguales  a las convergentes de l a  parte iEpar  de g así que sus 

numeradores y denominadores  tienen la misma forma. Utilizando las 

fc5rrnula.s (l. 26) y ( l .  27) queda dernost.ra.da la proposición. 

k-I’ 

B 

E l  algoritmc de Rutishauser es utilizado por PADE para 

construir y graficar interpoiantes  racionales. A continuación 
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Tabla 4.5. 
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Los elementos  que  forman la tabla (4.5) se encuentran 

aplicando la s  f6rmulas (4. .?O), (4.21) y (4.22) por columnas de 

izquierda a derecha.  Habiendo  calculado  los  elementos de la 

diagonal m-n+l, estamos  en  posibilidad  de  construir r m, n' 

Como ya lo  indicamos FADE gr'afica  int.erpolantes 

racionales y la unidad ALGO5.PAS es la  encargada  de realizar este 

proceso a travCs del algoritmo cociente-diferencia, a continuación 

mostramos una copia  de (11. 

Las variables m y n son para guardar el  orden de la 

interpolante  racional, E y Nodo son  vectores  que  contienen el 

valor  de  la funcf6n y los nodos respectivamente, DifDiv es un 

procedimiento  que nos proporciona  las  diferencias  divididas de la 

f6rmula (4 .20 )  a traves de los vectores DifDlv7 y Dif-DivZ, el 

procedimiento OD;! calcula la tabla 4.5 y nos propor-' &lona los 

elementos  de 13. diagonal (m-n+l) a través de  los vectores e y q ,  

el  procedimiento ForFrac forma los numeradores y denominadores 

parciales de la fracci6n  continua ( 4 . 1 9 ) ,  el  procedimiento ConEva 

evalua  convergentes de fracciones  continuas por medio  del 

algoritmo de sustltucidn  hacia  atr&s y finalmente el procedimiento 

Horner evalua  polinomios  interpolantes de Lagrange. 



ConEvat~0,Nurn,Oen.Conv,2*n[tI 
Y2: =Conv; 
Cra~ica~XI,Yl,X2,Y2,Xmin,Ymax 
x 1  : = X 2 ;   Y 1  : =.Y2; 

End : 
End ; 
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I f  m[tl>l then 
Begin 

Num[ll:=DtfDlvl~mItJ!+~x2-Nodo~O 
FOP 6:~l to m ( t  1-1 do 

Num~lf:=NumIll*1x2-NoodoIsl~ 
End ; 

End ; 
Den[ll:=l; 
Hornerfmltl-n~tl,DifDivl,Nodo,X2,BO~; 
Nurn~21:=-q~mlt11*~~2-Nodo[m[t11); 

1 ) ;  

I 

Den[2I:=l+q[mltll*(Nodo[Ol-N0d0~m[tll); 
ConEva(BO,Nrrm,Den,Conv,2*n[tI); 
Y2:=Conv; 
GraflcalXl,YI,X2,YZ,Xmin,Ymax,D1,D2); 
x1 : =x2; 

Yl:=Y2; 
End ; 

End ; 
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If nCtl=O then 
Begin 

DifDiv(m[tI,F,Nodo,DIfDlvl,DifDi~2); 
x1 : =xmi n; 

Horner(laCtl,DifDiv1.Nodo,XlrBO); 
y1 :=BO; 
For r:=l to 200 Do 

Beg i n 
X2:=Xrnin+((Xmax-Xmin)*rl/200; 
Horner~m~tl,DlfDivl.Nodo,X2.BO): 
y2 : =BO ; 
Crafica(Xl,YlrX2,Y2,Xmin,Ymsx,D~ . X 7 ;  ; 

x1 : =x2; 

Y1 : =Y2; 
End ; 

End ; 
If ~(n[tl>aItlfand(~Itl~l)) then 

Beg in 
For s:=O to mltl+nItl  do 

Peg t n 
I f  Abs(F[sl)>KinlmoRaal then 

FRectsl:=l/F[sl; 
End ; 

DifDi~(m~t]+n[tl,FRec,Nodo,DifDivl,DifDiv2); 
QM~DifDlvlvDlfDLv2,c,~,nftl,m~t~,Nodo~; 
Xl:=Xmfn; 
ForFracContl~Nuta,Den,e,q,Nodo,m~t],X1,Dif~Divl,n~tl,mftl~; 
HornerInftl-aItl,DtfDivl,Nodo,X1,B0~; 
ConEva(BO,Nrrm,Den,Conv.Z*m[tl); 
If Abs(Conv)>HinimoReaI then 

Y1 : =l/CoI)v; 
For r: =1 to 200 Do 

Begí n 
X2:=Xmin+((Xma~-Xmln)~r)/200; 
ForFracContl(Num,Dtn,e,q,Nodlz,mItl,X2,DifDIvl,n[tl,m[t~); 
Hornerfn~t~-m~tl,DlfDIvl,Nodo,X2,BO); 
ConEva(BO,Nuag,Den,Conv,2*mltl); 
If Abs(Y2)>?linimReal then 

Y2: -l/Conv; 
~raflca(Xl,Y1,X2,Y2,Xmin,Ymax,D1,02~; 

x1 : =x2; 
Y1:=Y2; 

End ; 
End ; 
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If ((nttl>mItI)and(m[tl=l)) then 
Begin 

For s:=O to m[tl+n[tl do 
FRecIsl:=l/F[sl; 

DifDiv(m[t]+n[t],FRe~.Nodo,DifDlvl,DifDiv2); 
g[n[tll:=DIfDivl~n~t1+1l/DifDiv2~n~tl+1l; 
X1 : =Xmi n; 
I f  n[tl=l then 

Num[ll:=DifDIvl~n~tfI*(xl-Nodo[0l~; 
I f  nItl>l  then 

Begin 
Num[ll:=DifDivl[n~tlI*(xl-NodoiO~); 
For s:=l to nttl-1 do 

Num[ll:=Num~ll*(xl-Nodo[sI); 
End; 

End ; 
Dent!l:=l; 
Horner~n~tl-m~tl,DifDivl,Nodo.Xi,BO~; 
Num~21:=-~[n~tlI8(xl-Nodoln~t~lf; 
D e n ~ 2 ~ : = l + q ~ n ~ t l l o ~ N o d o ~ O f - N o d o ~ n ~ t 1 1 ~ ;  
ConEva(BO,Num,Den,Conv,2*rI t 1 )  ; 
If Abs(Conv)>?HniDloReaI then 

Y1 : =l/Conv; 
End 

For r:=l to 200 Do 
Begln 

X2:3XaSn+((Xmax-Xmin)*r)/200; 
I f  nl tl=l then 

N~~ll:=DlfDivl~n~tlI*~x2-NodoI0l~; 
I f  n ( t l > l  then 

Beg I n 
Num(ll:=Dif~l,vl~nltllf~x2-Nodo~01~; 
Far s:=1 to n[tl-1 do 

Num~ll:;.Nurn~l3*(~2-NodoIsl~; 
End ; 

End ; 
~en~l~:=l;Hornerlnlt~-~[tJ,DifDi~i,Nodo,X2,BO); 
~~un~2~:=-q[n~tlI*(x2-NodoInItll); 
~n[21:=l+q~n[tl1*(NodoiOl-NodoInItll); 
ConEva(RO,Nun,aen,Conv,2*m[t1); 
If Abs(Conv)>HinlmReal  then 

Y2:=1/Conv; 
Grafica(Xl,Y1,X2.Y2,Xmin,Ymax,D1,~12); 

Xl:=X2;Yl:=Y2; 
End ; 

End ; 
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If m l t J = U  then 

Bey i n 
For s::O to n [ t l  do 

if Abs(Flsl)>MintmReal  then 
Beqin 

tH~c[sl:=1/F[sl; 
fmd 
El se 

FRec[sI:=ltaximoRsal; 
nifalv(nltl,FRec,Nodo,Uifnlvl,DifDiv2); 
X I :  -xmin; 

tIur-r~r-r~r~ttl,DffDtvl,Nodo,X1,BO~; 
I f  Abs(BO)>hfInimReal then 

Dcgtn 
y 1 : .=t /BO; 

End - FIse 
y1 : =flax1 aoRea1; 

For r:=l t o  200 Do 
Beg i n 

X2:=Xrnin+((Xmax-%mln)*r)/200; 
Hornerln[tI,DifDIv~,Nodo,x2,BO); 
I f  Abs(BO)>MinImoreal then 

Begin 
y2:=1/BO; 

End 
El se 

y2:=HaxImoReaI ; 
Crafica(Xl,Y1,X2,YP,Xmin,Ymax,D1,D2); 
x1 : =x2; 

Y1 : =Y2; 

End ; 
End ; 

End ; 
End. 

Antes de pasar a otra cosa,  es  necesario  hacer la 

siguiente  observacibn. Cuando m < R. el metodo que se utiliza 

para construir la interpolante  racional  de orden (m,n> es como 

sigue.  Se busca la interpolante de orden ( n , d  que interpola en 
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entonces r ( x )  = l/r (x). Un  inconveniente de este 

procedimiento es que no se puede apl icar si f (x .1 = O en algun 

nodo. 

m, n n,  !I1 

I 

4.8.  Algor-i t . m o  epsilon. 

E l  siguiente algoritmo  que sc‘ considera cs e l  

alpor-itmo 1:. la deducci6r.l de este est& relacionada con el 

algoritmo de Cragg para  interpolación  racional. Se discutirá lo 

necesario del algoritmo  de Crag(: [31 solamente. 

Para k 2: 1 , considere la escalera  ascendente 

r r ’k = { ‘k,O ’ k - 1 , O  ’ k - I ,  1 ’ r k-2,1 ’ r k - 2 , 2  ’ * . . 

y una  fraccibn continua de  la forma 

k 
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Proposicih 4.11. Si cada tres  elementos Cc)nsr l { :Ut  i v o s  tfr: 

S son diferentes  entonces el n-6simo  elemento  de S es igual a La 

n-&sima  convergente  de f (x) , para n = O, 1, 2, . . . , 2 k .  

k k 

k 

P n 
Qn 

c = -  = r  

donde in+1/21 + in/2J = n. Utilizando la proposici6n {Z. 5) para 

construir fracciones continuas, se encontrara una del tipo (4.18).  

Las expresiones Po y PI - Po son  faciles  de calcular, 

se proceder& al  c&lculo  del resto de  los numeradores y 

denominadores.  Observese que : 

Para simplificar 
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por medio de la proposici6n ( 4 . 8 )  deben hacerse las siguientes 

consideraciones : Para i impar se cumple 

mientras que para i par 

De esto se sigue que. por ejemplo, cuando i es par se cumple 
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(4 .241 

y como 

I? s i  .i es impar 

-1 si i es par . 
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entonces 

A l  sustituir en (4.24) las fórmulas obtenidas se 

demuestra el resultado. m 

Proposici6n 4.12. Si r = 
m, n Pm,n ' Qm, n entonces 

Demostracf6n. Como r 
m-l,n+l' r m-l,n y rm#n estzin en 

la escalera S Y m+n 
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Y 

Si de (4.25) se despeJa pm-I,n y Q w l , n  se obtiene 

(4.26) 
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obtiene 

Si ahora se despeja p 

la ecuacibn anterior se llega a la siguiente f6smula 
mi!, n Y 'm-1,n en (4 -  25) y se sustituye en 

Ahora combinando ( 4 . 2 7 )  y (4.28) se llega al siguiente 

resultado 

'm, n 
" " 

(rm-l,n m,n m, n m, n-7 r - r  (4.29) 
- r + (r - r  )-I = 'PI, n+l "_ 

m-t,n+l m,n 
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Los c&lculos que se hicieron se pueden repetir, pctr-c- 

pertenecen a ut.i 1 izando el hecho de que rp n+l , r 

la escalera , Para llegar a la f6rmula 

m, n y ‘m+l,n 4, 

’m+,+ I 

X-xm+n+ I Qm, n 

Las fdrnulas ( 4 . 2 9 )  y (4.30) demuestran la proposici6n. B 

El siguiente paso es uti1 izar la regla cruzada y la 

fórmula de la prOpOSiCi6A (4.121, para deducir el algoritmo c 

El camino es similar al caso de aproximaci6n. 

si se hace rlf za (wn3  
2n = E  y se arreglan estos 

coeficientes en U A ~  tabla , 1 larnada c-tabla, donde los 

sub-indices indican columna y el super-indice diagonal. Junto con 

&to Se definen los C O e f i C i t 3 A t f 2 S  E ’ A  en ias columryas impares por : 

(4.31) 

j 
I 
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Demostracibn. La fbrrnula ( 4 . 3 2 )  se demuestra por 

induccibn en n. Para esto primero  escribase la regla cruzada como 

Ahora utilizando l a  definici6n de los  c ' n  en las columnas impares, 

la f6rmula anterior se puede reescribir como 
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unit AtqoG; 

Procedure Tnt3; 
Begin 

If nltl=Q then 
k g 1  n 

nlfDlv(m~tI,F,Noda,UifU~vl,~i~~iv2J; 
XS:=XmLn; 

Worner(m~tl,Ilif~ivl,Nocto,X1,E~aluacionl~; 
Yt:=Evaluacionl; 
For r:=l to 200 do 

Beg i n 
m:=Xmirr+(Xmax-Xmin)*r/200; 
Horner(nIt),DifDivl.~a~o~XZ,€valuacionZ); 
Y 2 :  =E*?a! uac icn2; 
~raf!calXl,Y:,X2,Y2,Xmir.,Ymax,Dl,D2); 
xi, : =xz; 
Y 1  : =Y2; 

End; 
End ; 
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If ((mItl~n[tl)and(m[tl>O~) then 
~ e 9 1 n  

For r:=O to nttl+m[tl do 
Beg1 n 

If Abs(F~rl)>lIinlmoReal then 
FRecIrl:=I/F[rl; 

If Abs(FlrJ)<l4lnimReal then 
FRec[rl:=HaximoReal; 

End ; 
DifDfv(m[t]+nIt?,FR~c,Nodo,DivlrDi~l,D~f~i~2)~ 
X1 : =Xmi n; 
For s:=nrtl-m[tl to m[tI+n[tl do 

Begin 
Horner(s,DifDlvl,Nodo,Xl,Evaluac 
Parciall~sl:=Evaluacionl; 

End ; 
Epsil~ndos(nItl,m[tl,Evaluacionl~Parc 
If Abs(Evaluacionl)>WinlmoReai 

Yl:=l/Evaluacíonl; 
For r: =l to 200 do 

Begí n 
X2:=XmIn+(Xrnax-Xmin)*r/XIO; 

ionl) ; 

Lall,Xl,Nodo); 
then 

For s:=nItJ-m[t) to m[tl+n[tl do 
Bcgln 

Horner(&,DffDivl,Nodo,X2,Evaluaclon2); 
ParclalZ[~f:=Eva1uac1on2; 

End ; 
Epsilondosln[tl,m~t],Evaluacion2,ParciaI2,X2,~odo~; 
rf Abs(Evalua;ion2)>ninilnoReal then 

Y2:=S/Evaluacion2; 
CrafSca(X1,Y1,X2,Y2,Xmin,Ymax,D1,D2); 
x1 : =x2; 

Y 2  : =Y2; 

End ; 
End ; 

End ; 
End. 
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If ( ( m I t J > m I t l ) a n d ( n t t 1 > 0 1 )  t nr:u 

Begin 
DifDlv(mCt]+n[tl ,F,Nodo,DifDlvl ,DlI'E)iV%) ; 
XI : =Xml n; 
For s:=m[tl-nltl to r n f t l + n l t l  do 

Begin 
Horner(s,DifDlvl,Nodo.Xl.Evaluaclon~I; 
ParciallCs1:=EvaluacIonl: 

End ; 
Epsf1ondos(m~t],n[tl,Evaluaciunl,Par~i~?!.~X:.~~~~~~)~ 
Yl:=Evsluacionl; 
For r:=l to 200 do 

Begin 
X2:=Xnln+(Xoa~-Xmln)*r/200; 
For s:=m[tl-n[tl t o  n l L l + n l t l  30 

Begin 
Harner(s,DlfDivl,Nodo,XZ,Evaltlacion;~J; 
ParcI~l2~sl:=Evaloacion2; 

End ; 
E p s t l o n d o s ~ m t t ~ , n ~ t ~ , ~ v a ~ u ~ c l o n ~ , P a r c i a l 2 , X 2 , ~ ~ ~ ~ ~ ;  
YZ:=EvaIuaclon2; 
GrafIca(Xl,Yl,X2,Y2,Xmin,Ymax,Dl,D2); 
X l : = X 2 ; Y l : - Y 2 ;  

End; 

1.f mt tI=0 then 
End ; 

Beg L n 
For r:=O to n f t l  do 

Beg1 n 
If Abs(F(rl )>MtnlmaReal t h e n  

FRec[rl:=l/F[rl; 
End; 

DifDlv(n[t],FRec,Xodo,DifDlvl,DifDiv2~;X1:=Xlntn; 
Hornsr~n~tl,DifDivl,~odo,Xl,Evaluacfontf; 
Yf A~~fEvaluacionl )>~in9moReal  then 

Yl:=l/Evaluactonl; 
For r:=l t o  200 do 

Bepi n 
X2:=Xrain*(Xobx-Xmtn)*r/200; 
Horrrer(nit~,DIfDivl,~da,XZ,Eva1uacion2)~ 
If A~IEvaluaclon21>Kintmo~~:csl then 

Y2:=1/Evaluacion2; 
Graffca(X1,Y1,X2,m,Xnfn,Yrnax,Dl,U2); 
Xl:=X2;Yl:=Y2; 

End ; 
End ; 
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4.9. 1. Zntroducci6n. 

El t,crna que se e s t u d i a r á  ahcjra,  trata sobrc la 

inturpolacic9n racional, en l a  que además se conocen en cada nudo 

la derivada de la funci6n hasta determinado orden. Es de esperar. 

que este t i p a  dc: interpolzcl6n de mejores apl-oximaciones a ia 

funcicin.  E.- a t e  tema es generalización de los de aproximaci6n e 

interpolacicjn y nos referiremos a él cornr; interpolación raciona! 

de Hermite u osculatoria. 

4.9.2. Def inici6n. 

Definici6n 4.4. Sean [ x l ) i = o  m 
y ( 5  l a  sucesiones 

I f = Q  

en I: y !N respectivamente. Supongamos que la derivada f ( x I )  de 

la funcibn f evaluadas en x son dadas para í=U, 1, . . , s .  - 1 .  

Consideremos enteros fijos j , k , m  y n tales que 

( 1 )  

i 1 

El problema de interpolaeibn de Hermite de orden (m,n) para f 
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m n 

p i  x) = a, x i 
O 

Y 

i.= O, 1 ,  . . . , j 
(4.34) 

B 

4.9.3. Formas equivalentes del problema 

de interpolaci6n de Hermite. 

En esta seccibn se presentan varias formas de escribir. 

el problema de interpolacibn de Hermite, con el fin de facilitar 

su soluci6n. 

Proposici6n 4.14. El sistema de ecuaciones (4. .34) es 

equivalente al sistema 
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es cero y no es cero par la regla de Leibniz. La demostraci6n de 

la otra  parte es parecida. 1 

El sistema de ecuaciones (4 .35)  tiene J T J + W ~  i n c o g n i t ~ s  

con mn+Z ecuaciones. Así tal sistema tiene por- lo menos una 

soluciijn no t r i v i a l .  Se demostrara que dos soluciones 9011 

equivalentes CQBO funciones racionales. 

Proposicibn 4.15. Si pI/qI y p2/q2 son solucion del 

problema de interpolacibn racional de Hermite de orden (m, n), 

entonces Pf?z = P$II' 

Demstracibn. La funcibn $(x> = (pIq2 - p q )(x) es un 
2 1  



plinomio que satisface a# 5 m + n. Pero por otro  lado como 

( p  , q  ) y ( p  . q  ) son  solución del problema. de interpolación de 

Mermi  te,  se  sat  fsface 

1 1  2 2  

para 1 = O , I ,  . . . S - I ,  i = O, 1 .  . . I j , 1 = k y i=j+l 
i 

Lo cual implica que 

@(x) = (x  - xo’ u (x - x , )  I . . . ( x  - x )k S S 
j+ I 

Por lo tanto dg, > m + n + 1 .  Pero de estas  desigualdades sobre el 

grado. de @ nos obligan a deducir que I$ I O, con lo que queda 

demastrado el result.ado. m 

Definici6n 4.5. La linica fracci6n irreducible que 

se obtiene de la soluci6n del problema de interpolacidn racional 

de Hermite para f ,  con la normalizacibn q (x 1 = I ,  se llama l a  

interpolante  racional de Hermite de  orden ( m , n )  para f. 
O 0  

m 

Ejemplo 4.6. Para encontrar la interpolante  racional de 

Hermite de orden (3,2) para f(x) = In(l+x), y para La informaci6n 
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de la tabla 4.5, se necesita  resolver el sistema de ecuaciones 

generado por las ecuaciones (4.35). donde 

p ( x ) = a 3 x 3 + a  x 2 + a  x + a  y q ( x ) = b  x 2 + b z x + l  2 1 O 2 

4 

TABLA 4.5. 

X f O O. 5 3 

O O. @S465 1 O. 6931471 

I U. 6666666 O. 5 

Yi 

Y i ’  , 1 

HesoIvienda el sistema (4.35), se obtienen los coefíctentes de 

los pollnomios 

a = 0 a = I , az = 3.8128797648E-O2 , a3 = -1.fO949038T292E-04 O 1 

bo f 1 bl 8.8022911942E-O1 y b2 1.1239236025E-01 

Para  comparar las estimaciones dadas por nuestra interpalante de 

Hermite y otra, tomaremos el polinoaio mini“ de  grado 

cinco en lO , IJ f41 .  Sus coeficientes son 

a * O,. 99949556 a = O. 28947478 a = O. 03215845 

a = -0.49190896 a = -0.13606275 

I 3 5 

4 2 
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En la tabla ( 4 . 6 )  se muestran algunas de l a s  

aproximaciones dadas por ambos metodos. 

TABLA 4. G . 

J'i 
- 5 .  Q0E-01 

-4.00E-01 

-3 .00E-01 

-2.00E-01 

-1. COE-37 

O. OOE+OO 

I .  OOE-o1 

2.OOE-O1 

3.. 00E-u1 

4.00E-01 

5.00E-01 

6.0.OE-01 

?.íJOE-O1 

8.00E-01 

9.00E-01 

1.0QE+00 

1.10€+00 

l. 20E+00 

l .  30E+00 

l .  40E400 

PAD€ 
- S ,  88221 25097E-01 

-5.0907121796E-03 

-3.56 1 1805950E-0 I 

-2.2300373447E-01 

-1.0534099286E-01 

O ,  000000GOOOE+OG 

9.53157127?1E-0,2 

l. 8233223821 €-O1 

2.623713701SE-01 

3.3647771633E-01 

4.0546506428 €-O 1 
4.6999964023E-O2 

5.306230368OE-O1 

5.8778273312E-Ol 

6.4185239799E-01 

6.93 147 10000E-0 1 

7.419348587SE-01 

7.8844552883E-O 1 

8.328'777 1 175E-O f 
8.7540419103E-O1 

In( Z + v , )  
A 

-6.9314713056E-O1 

- 5 .  1082562376E-O2 

-3.566'7494394E-01 

-2.2314355i.31E-01 

-I .  O336U51566E-01 

o. 0000000000&+00 
9 - 5 3  I O1 79863E-O2 

1.8232155679E-OI 

2.6236426447E-01 

3. 3647223662E-01 

4.0546510813E-O1 

4.7000362925E-O1 

5.3062825105E-07 

5.8778666490E-01 

6.4185388617E-OX 

6.9314718056E-41 

7.4193734473E-01 

7.8a45?36036~-01 

8 . 3 . z ~ ~  i2293~-03 

8.7546873735E-O1 

Mini-Max 
-6.6841824093E-01 

-5.0084255245E-O1 

-3. 5 I? 1 1654677E-O 1 

-2.22 1 1925974E-0 1 

- I .  O5 17204824E-0 1 

o * 000000000OE+00 
9.5306656489.F-O2 

1.8233114214E-O1 

2.62368?1742E-01 

3.3646527245E-01 

4.0545591719E-O1 
4.7000357155E-O1 

5.3063755555E-01 

5.8779227945E-01 

6.4184533388E-01 

6.931 57QSOOOE-Ol 

7.421082396lE-01 

7.8913898534E-01 

8.34?8?430?4E-O 1 

8.?9?2822045E-01 

A partir de estos resultados podemos hacer l o s  

siguientes comentarios. Para empezar, es necesario estar 
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concientes  del  trabajo  que  nos  costo  obtener  cada  aproximante. 

Sin lugar a dudas la interpolante  racional  de  Hermite  supera 

rotundamente a la mini-max.  Otro  aspecto  importante  que es 

necesario  comparar,  es e 1 error absoluto  generado por las 

aproximaciones de ambos  mktodos. A partir  de la tabla 4 . 6 . ,  se 

observa  que las aproxlmacioncs  dadas por la interpolante  racional 

de  Hermite  coinciden  en  cuatro  cifras con los  valores  exactos 

desde -0.1 hasta 1.2. Mientras  que las aproximaciones  dadas por 

la mini-max  lo  hacen  sblo de O 8 1. Claro que esta  comparacibn 

adolece de ser shlo  en un número  finito d e  puntos. Sin embargo en 

I41 nos dicen que el error mkximo absoluto en el caso de la 

mini-rnax es de 0.00001. Para el caso de la interpolante  racional 

de  Hermite, el error  absoluto  mhximo se puede calcul.ar  fhcilmente. 

Sea e ( x )  el error, es decir 

I 

Para encontrar los puntos donde e ( x )  alcanza sus valores extremos 

en [ G , l I ,  aplicamos el criterio de la primer  derivada.  Como la 

derivada de la funci6n y la derivada de la interpolante  racional 

son iguales en los nodos, tenemos  tres  puntos  críticos 

automiit  icamente. Pero hay dos más, el  numerador  de e' (x) es de 

grado  cinco , estos  son 2.3823?8734E-01 y 6.93618445E-01. 
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::v;lluando la función de error en estos puntos, concluimos que 

0 1  máximo error esperado es 1.14203589E-05. I 

Aunque la f6rmula (4.35) es adecuada para encont.i-ar 

interpolantes  racionales de Hermita, es posible  mejorarla alin 

mas. Para esto  necesitamos escribir 135 funciones en tkrminos de 

i 05 pol inomios de Newton. 

k f i n i c i b n  4.6. sean Y 4  
m 

i 
sucesiones 

en  C y M respectivamente. Se definen 

TambiCn definimos Los polinomios de Newton, con respecto a la 

sucesi6n ( y  .li=o, CQmO 
Q) 

1 
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S i n  e n t r a r  en detalles, suporndrernos que una funcibn f 

se puede expresar e n  terminos de los pol inomic:; <le Newton. Es 

dec i r 
r? 

Proposición 4.16. El problema de i n t e r - p o l a c i e n  racional 

de Herrnit,e 14.35). es e q u i v d e n t e  a encontra;. polinomios 

m n 

tal es que 

i=m+n+ X 
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Demostracibr-t. Si escribimos 

Uastará comprobar que d = O , para i = O ,  I ,  . . . , m + n .  Perm 

c s t o  es fkil d e  obtener si calculamos las derivadas ( 4 .  3 5 )  en 

la f6rmula ( .1 .38) .  

i 

m 

4 . 9 . 4 .  Algoritmo de Gauss. 

i l t i l  izando la ecuación (4.37) se puede dar un  algoritmo 

que nos permite  construir los coeficientes de los numerador y 

denominador de la interpolante racional de Hermite. Para esto 

necesit-amos la siguiente proposici6n. su demostraci6n se puede 

encontrar en [ 9 1 , 

Propasicidn 4.17. (Fdrmula de Leibnitz) Se cumple 

i 
P 
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Proposici6n 4.18. El problema  de  interpolacibn  racional 

d e  Hermite es e q u i v a l e n t e  a resolver los dos sistemas  de 

ccuncioncs siguicntr?: 

c o,  m+a I , m + T  I bo + c 

0 , m 4 t ?  '9 " I ,  n1+2 I 

b + .  . . + e  b = O  

b 4 . .  . + c  bn = o 
n ,  m+l n 

n, m + 2  C 

(4 .41  1 

C O,m+n O b + c  b + . . . +  c 
I ,  m+n 1 n,m+n bn 

= o  

Demostracih. Se utilizan las fórmulas (4.37) y (4.39). 

En PADE hicimos un programa mediante el cual se 

encuentran los coeficientes  de los polinomios que forman una 

interpolante  racional de Hermite.  Este  programa se basa en 

resolver las sistemas  de  ecuacianes (4.40) y (4.41). A 

cont inuacibn presentamos el listado de este procedimiento. 

1 8 6  
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~2:=Xrnin+((Xma~-Xrnin)~r)/200; 
Horner(m[sl,a,Y,X2,Evaluacionl); 
Horner(nfsl,b,Y,X2.Evaluacion2); 
I f  Abs(Evaluacion2)>~lnimoReal then 

Y2:=Evaluaclonl/Evaluacion2; 
Crafica(Xl,Yl,X2,YZ,Xmtn,Ymax,Dl,D2); 
x1 : =x2; 

Y 1  :=ye; 

End ; 
End ; 

If nlsl=O then 
Beg I n 

For r:=l to m l s l  clo 

Regi n 
a[r$:=uifeDividlda3[r,rl, 

End ; 
ai01 :=DF[O,OJ ; 
X 1  : Z-Xmin; 

Horner(m[sl,a,Y,Xl,EvaluaclQR~); 
Yl:=Evaluaclonl; 
For r:=l to 200 da 

Reg I n 
X2:-=-Xnln*((X~x-Xmln)*r)/200; 
Horner(m[sl,a,Y,X2,Evaluacion2); 
Y2:=EvaluaclonZ; 
Craftca(Xl,Yl,X2,Y2,Xmin,Ya.ax,DP,DZ?; 
x1 : =x2; 
Yl:=Y2; 

End ; 
End ; 

End ; 
End. 
Unit Algo72; 

Procedure IntHer2; 
Beg i n 

If nfsl=l then 
Beg1 n 

b[D1 :=I; 

b~lI:=-DlfeUividldas~misl+l,mIsl+1l/DlfeDividldaslrnIsl+l,m[sll; 
For r := l  t o  m f s l  do 

Beg1 n 
aIr~:=DifeDlvidldas[r,rl+DifeDivididas[r,r-ll*b[l~; 

End ; 
a[Q1:=nlfeD~vididasI0.01; 
X1 : =Xml n; 
Horner(mIs),a,Y,Xl,Evaluaclonl); 
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Horner(n~sl,b,Y,Xl,Evaluacion2); 
If Abs(EvaluacionZ)>ninirnoReal 

Yl:=Evaluacionl/EvaluaclonZ; 
FOP r: =I to 200 do 

then 

Beg i n 
~2:=Xmin+(  (~max-Xmin)*r)/200; 
Horner(m[sI,a,Y,XZ,Eva1uacIonl); 
Horner(n[sl,b,Y,X2,Evaluacion2); 
If Abs(EvaluaclonZ)>ninimoReal then 

Y2:=Evaluacinnl/Evaluacfon2; 
Graflca(X1,Yl,X2,YZ,Xmin,Ymax,Dl,D2): 

x1: -x2; 

VI : =Y2; 

End ; 
End ; 

If I (m[sl=l)and(riisl>l)) then 
Beg 1 n 

For r:=l to nfsl do 

Begin 
For t:=l to nlsl do 

Beg1 n 
If r<=t then 

Coeflir,tl:=DifeDivididasIr*l,r+l~r+l-tl; 
I f  r>t  then 
Coefllr,t!:=O; 

End ; 
End ; 

For r:=l t o  n[s1 do 
Beg1 n 

C o e f 2 ~ r I : = U i f e D ~ v ~ d i n a s I r * l , r + l l ;  
End ; 

Causs~Coef2,Coefl,nIs),Incognita~; 
b[Q1 :=t;  
For t:=l to n[s1 do 

Begin 

End ; 
b(tl:=Incognita[tl; 

aIOl:=DifeDividfdas[O,Ol; 
a ~ l ~ : = D i f e ~ l v i d f d a s ~ l , l l + D l f e D i v i d a s [ l , O l ~ b ~ l l ;  
X1 : =Xmi n; 
Horner(mIsI,a,Y,Xl,Evaluacionl); 
Hornar(rr[sl ,b,Y,XI ,Evplluacion2); 

If Abs(Evaluac:ion2)>~ínlm~Real  then 
Yt:=Evalmcionl/Evaluacion2; 

For r:=l to 200 do 

Eegi n 
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X2:=Xmln+~(Xma~-Xrnln~*r)/200; 
Horner(nIsl,a,Y,X2,Evaltl,lr1nnli; 
Horner(n[sl,b,Y,X2,Evalua~.~o~;;?¡. 
I f  Abs(Evaluacion%)>Hi tbi,7d,s?c~c%1 t h f . 1 1  

Y2:=EvaluacIonl/Evaluac'ic)r~,'; 
Crafica(Xl,Yl,X2,Y;!,Xrnin,Y?~~~,*.,i~l,l~L~; 

x1 : =x2; 

Y 1  : =Y2; 

End ; 
End ; 

If' mIsl=O then 
Eegin 

a[Ol:=DifeDfvldidas[O,O1; 
For r:=l to n[sl do 

Begin 
For t : = 3  to nlsl do 

Begin 
- I f  r<=t then 

CoeflIr,tl:=DifeDividirlaslr.r-tI; 
If r>t then 

CoeffIr,tl:=O; 
End ; 

End ; 
For r :=I to nIsl do 

Begin 
C o e f 2 [ r l : = D i f e D í v f d i d a s l r + l , r + l l ;  

End ; 
Causs(Coef2,Coefl,~~~sl,lncaqnita)J 
b[01:=1; 
For t:=l to nisi do 

Beg f n 
b[tl:=IncognitaItl; 

End ; 
Xt : =Xmi n; 
Hornerimlol,a,Y,X~,EvaluJcloni) ;  
Horncr(nlsl,b,Y.Xl,EvaIuac1on2f; 
Xf Aba(EvaluaclonZ)>MlnihoReal then 

Yf:=Evaluacionl~va~uacion2; 
for r:=l t o  200 do 

Bog 1 II 

X2:=Xmin+((X~x-Xmfn)*r)/200; 
Horner(m[~l,a,Y,X2,Evaluacionl); 
Harnar~nC81,b,Y,X2,Evaluacion2); 
I f  Abs(.Evaluaclon2)>~lnlrnoReal then 

Y2:=Evaluacionl/Eva1uacion2; 
Graflca~Xl,Y1,XZ,Y2,Xmln,Ymax,D1,i)2~; 



x1 : =x2; 

Y 1  : =Y2; 

End ; 
End ; 

End ; 
End. 
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Conclusiones. 

~lgmc?:; comcnt.ar.ios finales sobre  este  trabajo  se  pueden 

Lacel-. Comi3 se <.?i;servb m i  t rabajo consistio  en  estudiar  la  teoría 

de aproximaclcn d e  Pad&, interpolación racional e interpola.ción 

racional  osculatcria y progrwnar algunos de los algoritmos que hay 

en esas tearias. Corno se marco a lo 1arg.r: de este  trabajo, una 

I i m i  taci6n de los  algoritmos  cociente-diferenci~~~ -Ti lon es que 

sltlo se pued.en aplicar si la apr80xima.nte  es norma.. a,;. .5ta 

situacibm se desprenden dos cosas; primero,  la  posibiiidad  de 

generalizar  estos algoritmos para el caso cuando no hay 

normalidad;  segundo,  dar  criterios  sencillos de aplicar que nos 

permitan conocer cuando una aproxfmarrte es norrna.1. Tambih queda 

como algo a completar  la  extensibn de los aigoritmos 

cociente-diferencia y epsilon a interpolacibn racional de Hermite. 

Otro aspecto inportante por cubrir es la de obtener  buenas 

fbrmulas para. est imw el error de aproxi  maci on, pues como vimos 

a traves de comparacih con tablas, l a s  aproximantes racionales 

proporcionan buenas  aproximaciones . Tambibn es necesario 

de%3.rrollar estudios que nos permitan estimar los errores de 

redondeo, la  eficiencia y estabilidad de los algoritmos. 

Desde e3 punto de v i s t a  de prwgramaci6n es posible 



mejorar  el  trabajo en el  sentido  de  que  pueda  detectar  cualquier 

anomalia y sepa  que  hacer  ante  una  eventualidad de esas. También 

se puede mejorar para que  sea más versatil y ágil.  Posiblemente a 

mucha  gente no le  guste que se  tenga  que  hacer un archivo  para 

graficar la funci6n que se aproxima, le hubiera gustado m i s  quc  

ia funcicjn  fuera  dada a través  del  teclado, sir, embargo este 

problema no es nada  fhcii. Otro aspecto  importante en que se  debe 

meJorar FADE. es  que  deheria  proporcionarnos ia información 

numérica a través de  diferentes  opciones cemo un archivo o la 

pantalla, y no tener que meterse a los progyarnas fuente  para 

hacer 1 o.  

La creacicin de programas  para  aproximar  funciones  de 

variable  compleja a travCs de los mCtodos  que se vieron en este 

trabajo es importante.  Seria  interesarite  poder aproximar las 

f uncibn de Ressel complejas a travCs de funciones  racionales. 

Utilizar Interpofacih racional en C para  reproducir  el  ejemplo 

4.1. para l a  funci6n de error compleja, etc .  

Ta.mbiCn es importante  ver si las: funciones  racionales  se 

pueden  utilizar para generar aproximaciones por minimos  cuadrados 

o interpolacihn  segmentaria. Las aplicaciones  que  puedan  tener 

los temas de este trzbajo  en  otras áreas como  ecuaciones 
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diferenciales, integraci611, aceleraci6n de convergencia, etc. 

es tambidn  importante. 
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