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PROLOGO

En 1892 en 1la Escuela Normal Superior de Paris, el
matematico francés Henri Padé publicé un articulo sobre la
aproximacién de funciones a través de funciones racionales. El
procedimiento para construir esas aproximantes se basa en hacerlas
coincidir con las derivadas de la funcildén en una coleccitn de

puntos. Existen tres casos importantes

(1) Problema de aproximacién de Padé. Para una funcién
analitica f(x) = Z c; x! , el problema de aproximacién de Padé

de orden (m,n) consiste en encontrar polinomios p y q, tales que

+n+
xm n+l1 +

ap men+1

A
=)
S
1A
3

y ( fq - p)Xx) =a

(2) Problema de interpolacién racional. Para una funcion de
variable compleja f , el problema de interpolacién racional de
orden (m,n) consiste en construir dos polinomios p y q , tales

que



dp = m , g =n vy

f(xi) = (p/q)(xj) para i = 0,1, . . . , mn

(3) Problema de interpolacién racional osculatoria. Para una

p

funcién de variable compleja f , una coleccién de puntos (xi)i=0
de T y una coleccién de puntos (sj)fzo de N , se buscan dos
polinomios p y q tales
p
3 ps=mnm , 8qs=n , m+n+l = Z (Si + 1) y
0
fPex = cpra)Px para i=0, 1, . . p
1=0,1,. , S

A partir de los problemas (1), (2) y (3) se obtienen
sistemas de ecuaciones, en que las incégnitas son los
coeficientes de los polinomios p y q. El algoritmo que consiste
en resolver estos sistemas por eliminacidén gaussiana y pivoteo
maximo, lo identificamos en este trabajo comoc algoritmo de Gauss.
Este algoritmo tiene la desventaja de tener que resolver tantos

sistemas de ecuaciones como aproximantes se quieran construir.

En la década de los cincuenta con el desarrollo de

las computadoras, con la busqueda de métodos de aproximacién para



computadoras digitales de las funcionc:: basicas, el desarrollo
del lenguage de alto nivel FORTRAN y el a:dvenimiento de los vuelos
espaciales se creo un ambiente adecuad: ;=wra que se despertara el
interés por la teoria de aproximacioun. Frueba de esto, es gue
de la decada de los cincuenta en adelante nos llegan trabajos

sobre este tema que ahora se consideran ciasicos, por ejemplo

1955 C. Hastings, Jr., Approximations for digital computers.

Princeton Univ. Press, Princeton, N. J.

1955 B. Carlson, M. Goldstein, Rational approximation of

functions, Los Alamos Scientific Laboratory.

En esa misma década de los cincuenta la teoria de
aproximacién de Padé tuvo también un fuerte impulso. En los afios
de 1955 y 1956 los matematicos P. Wynn y H. Rutishauser
descubrieron los algoritmos epsilon y cociente-diferencia. Estos
algoritmos construyen las aproximantes de Padé a través de un

procedimiento eficiente.

Mi tesis tuvo como finalidad estudiar la teoria de Padé
y la teoria que esta detras de los algoritmos de Rutishauser vy

Wynn, para después formar un conjunto de programas que nos




permitan trabajar con las aproximantes de Padé de una forma facil
y rapida. Con estos programas podemos conocer los coeficientes de
los polinomios que forman a la aproximante, evaluarla,
graficarla en un monitor VGA a color etc. El trabajo de

programacién que desarrollé en estos programas es original.

Hacer paquetes computacionales en las diferentes areas
de la matemdtica adquiere cada vez mayor importancia. El
trabajo para elaborar un pagquete de programas en matematicas, de
ninguna manera es facil, ya que 1la gente que se dedica a esto
debe saber programar al ciento por ciento, pues de ello dependen
varias cosas como, la presentacién del paquete, que el ambiente
entre el usuario y los programas sea “agradable", la versatilidad
de los programas( elegir los colores para las graficas, dar la
informacién a través de un procedimiento sencillo, manejar los
programas a través de un "ratén”, que los programas sepan mandar
los resultados a una impresora en el formato que uno desee, que
los programas funcionen en cualquier monitor, etc.). Aparte de
esto debe conocer la teoria matemitica sobre la cual piensa crear
el paquete. Todo esto crea un problema que como ya lo indicamos
no es féacil. En este sentido mis programas no llegan a cubrir
totalmente estos requerimientos. Esto se debe, en primer lugar,

a mis pocos conocimientos de programacién, en segundo lugar, los




algoritmos que programé tienen limitaciones que son dificiles de
detectar. Sin embargo hay muchos casos interesantes en que mis

programas funcionan adecuadamente.

lLa tesis esta organizada de la siguiente forma. En
el «capitule uno hacemos una presentacion del trabajo de
programacion que desarrolle, se dan los listados de los programas
que contienen los algoritmos y se muestra como utilizar mis
programas. Como los algoritmos de Rutishauser y Wynn se obtienen

cuando la: aproximantes de Padé se representan a través de

fracciones continuas, en el capitulo dos hacemos una breve
introduccion a este tema. En 1los capitulos tres y cuatro
presentamos la teoria de aproximacién de Padé, damos las
definiciones y propiedades basicas. Pero fundamentalmente estos

capitulos van encaminados a desarrollar el concepto de normalidad
(el cual tiene que ver con la repeticién de aproximantes de Padé y
con los casos en que los algoritmos de Wynn y Rutishauser no se
pueden aplicar), los algoritmos cociente-diferencia y epsilon,
la convergencia de sucesiones de aproximantes de Padé y 1la

estimacién del error entre la aproximante y la funcién.



CAPITULO I. El programa PADE.

1.1. Introduccién

En este capitulo se mostrara el trabajo de programacion
que desarrollé en mi tesis. Como ya se indico en el prélogo, mi
trabajo consistio en estudiar la teoria de aproximacidén racional
del tipo Padé para funciones de { en C. Pero fundamentalmente

comprender como funcionan algunos de los algoritmos que hay en

esta teoria, para después formar un paquete de programas,
escritos en lenguage turbo pascal versién cuatro, que nos
permitan construir, evaluar y graficar en el monitor de una

computadora las aproximantes racionales del tipo Padé para
funciones de R en R. A este conjunto de programas lo

identificaremos por PADE.

Aqui se mostrarda cémo utilizar los programas para
obtener informacién numérica [ pag. 13 1], céHmo modificar los
programas de graficacién para que las graficas puedan aparecer en
un monitor CGA, por ejemplo [pag.22], cémo crear archivos de

datos para que PADE lea la Iinformacién y por lo tanto la




graficacién sea mas agil [pag. 9,10,11). Mostraremos también 1la
forma en que PADE estd estructurado [pag. 7], presentaremos los
listados de los programas que contienen los algoriimos que son
utilizados en PADE y en general las diferentes unidades que

conforman a PADE.
1.2. Importancia del programa PADE.

Como sabemos el concepto de funcion en matematicas y
otras &areas es fundamental, a través de é1 se forman modelos
matemiAticos que nos sirven para estudiar fendmenogs. Por ejemplo,
en fisica podemos estar interesado en estudiar un fenémeno para el
cual se tienen, a través de la experimentacién, una colecciodn
de datos, digamos (Xl’yl)' . ,(xz.yz), el problema es
encontrar una funcién que nos permita estimar o predecir el valor
de la variable dependiente de la mejor manera posible. Es también
frecuente en las aplicaclones, que nos encontremos con funciones
definidas a través de ecuaciones diferenciales, por ejemplo, la
ecuacion de Bessel

2
2 dw dw

z 5tz — ¢ (zz— vg)w =0 (1.1)
dz dz




A partir de la cual se obtienen las funciones de Bessel del primer

tipo

X
Jv(x) = |75 (1.2)

Podemos también estar interesador en estudiar funciones de € en C

definidas por integrales, como la funcién de error

2 _t2
erf(x) = — J e dt (1.3)
vV
o

Es comin manejar funciones definidas implicitamente como

wz*z - e—w*z =0 (1.4)

Podriamos seguir enumerando mas ejemplos en los que
tenemos la necesidad de estudiar funciones cuya regla de
correspondencia no es féacil de manejar. A través de este tipoc de

funciones es como surge, como una opcién, la teoria de




aproximacién racional de Pade. In idea basica de la teoria de
aproximacién, para analizar cste tipo de funciones, es la de
utilizar funciones mas simple para estudiarlas. FEn particular la
aproximacién racional del tipc Pade, utiliza funciones racionai

como aproximantes.

Ahora bien, cuando quecremes llevar a la practica louy
algoritmos que nos sirven para aproximar una funcion, por lo
general es necesario hacer un numerc grande de opcraciones como
sumas, restas, multiplicaciones, divisiones, potencias, etc.
Realizar estas operaclones a "mano" o con una calculadora es poco
préactico, ademads si pensamos aplicar estos algoritmos varias
veces nos conviene mejor programarlos. A través de los programas
tenemos la oportunidad de trabajar con las aproximantes de una
forma facil y réapida. El valor de unos programas de este tipo es
inegable, y lo es mucho mads si se utilizan ampliamente.
Para convencerse de que esto es asi, basta mirar el esfuerzo que
sea reallzado para crear paquetes en Estadistica, Investigacidn
de Operaciones, Analisis Numérico, etc. El Trabajo de
programacién que hice para formar a PADE es original, paquetes que
traten sobre este tema no son faciles de conseguir. Ademas
paquetes como TOOLBOX, [IMSL, NAG o MATHEMATICA no tratan el temea

de aproximacién racional del tipo Padé.




1.3. Tipo de monitor para usar PADE.

Si se utiliza PADE para graficar aproximaciones
racionales, es necesario contar con un monitor VGA con 16
colores. Si no se cuenta con un monitor de este tipo es posible
hacer algunos cambios a las rutinas de graficacion, para que se
pueda utilizar PADE, por ejemplo, con un monitor CGA. Como
estamos diciendo que es posible modificar los programas de PADE,
obviamente los programas que ofrecemos son los fuente y no
los ejecutables. Utilizando el turbo pascal versién cuatro es

como se pueden hacer estos cambios.

La condicién de utilizar un monitor VGA se debe a que la
alta resolucién que tienen estos monitores, 640x480,
proporcionan unas graficas bastante claras. Los colores son
necesarios, porque, como PADE puede graficar varias aproximantes

es necesario poder distinguir una de otras.

1.4. Programas principales.

El paquete PADE esta estructurado de la siguiente forma.

Existen tres programas principales 1lamados TESIS1. PAS,

TESIS2.PAS y TESIS3.PAS. Estos programas son 1los programas



maestros que sirven para graficar aproximaciones racionales,
interpolantes racionales e interpolantes racionales de Hermite
respectivamente. Si usted desea graficar una interpolante
racional, por ejemplo, debera invocar a TESIS2.PAS. Los
programas TESIS1.PAS, TESIS2.PAS y TESIS3.PAS estan a su vez
formados por las unidades ALGO*.PAS (ver Fig. 1.1). Los programas
ALGO*.PAS son los encargados de dar las instrucciones a otros
programas mas pequefios (ver la seccién 1.6), para poder
construir las aproximantes del tipo Padé a través de los
diferentes algoritmos. A continuacién damos una lista de las

unidades ALGO*.PAS y lo que hacen.

ALGO1.PAS : Grafica una aproximacioén racional a

través del algoritmo de Gauss [pag. 61}.

ALGO21.PAS Grafica una aproximacién racional a

través del algoritmo cociente~diferencia [pag. 88]

ALGO22.PAS : Lo mismo que ALGO21.PAS.

ALGO3. PAS : Grafica una aproximacién racional a

través del algoritmo epsilon [pag. 101].



PADE

I TESIS 1 ] I TESIS 11 TESIS 111
ALGO 1 ALGO 4 ALGO 71
I ALGO 21 I I ALGO 5 ALGO 72
ALGO 22 I l ALGO 6 I
| ALGO 3
Fig. 1.1
ALGO4A.PAS Grafica una interpclante racional a

través del algoritmo de Gauss [pag. 122].

ALGOS5.PAS Grafica una interpolante racional por

medio del algoritmo cociente-diferencia [pag. 148].



ALGO6.PAS : Grafica una interpolante racional por

medio del algoritmo epsilon [pag. 164].

ALGO71.PAS Grafica una interpolante racional de

Hermite a través del algoritmo de Gauss [pag. 185].

ALGO72.PAS : Igual que ALGO71.PAS.

Aparte de estos programas hay una coleccién de programas

pequefios que contienen especificamente los algoritmos que llevan a

cabo las operaciones. Digamos que son los programas "obreros"” de

PADE. Estos algoritmos se encuentran en la seccién (1.6).

1.5. Programas para pedir los datos

VARIA.PAS : Unidad que contiene las variables y constantes

DAT1.PAS : Unidad encargada de pedir los datos para formar

el recinto de graficacion.

DAT2. PAS : Unidad encargada de pedir el orden de las
aproximaciones racionales y el algoritmo que se va utilizar para

construir el tipo de aproximacién racional.



DAT3.PAS : Unidad encargada de pedir los nodos y valores de
la funcién para interpolacién racional. Aqui es necesario hacer

un comentario mas amplio.

El usuario puede dar esta informacién a través del
teclado o de un archivo. Para crear un archivo basta con tener
un editor, como el turbo pascal, y escribir un nodo y en el
renglén siguiente el valor de la funcién en ese nodo. Por
ejemplo, si se quiere graficar la interpolante racional de orden

(1,1) para f(x) = 1/x, un posible archivc puede ser

-2.0 {*nodo O%)

-0.8 {#funcién en nodo O%)
-1.0 {#nodo 1=}

-1.0 {#»funcién en nodo 1%}
-0.5 {*nodo 2 »}

~2.0 {*funcién en nodo 2%}

Es importante que el usuario de exactamente el numero de nodos
necesarios para construir la interpolante racional. También tenga
cuidado en no escribir nodos repetidos. En el caso de que se

vayan a graficar varias interpolantes es posible cambiar el



archivo de lectura.

DAT4.PAS : Unidad encargada de pedir los coeficientes de la
funcién analitica para aproximacién racional. Al igual que en la
unidad anterior se pueden leer los coeficientes de un archivo.
Para crear el archivo simplemente se escribe un coeficiente por

renglén.

DATS.PAS : Unidad encargada de pedir los nodos, los valores
de la funcién en los nodos, orden de las derivadas en los nodos y
las derivadas para interpolacién racional de Hermite. Esta
informacién se debe dar a través de un archivo que es del
sigulente tipo. En primer lugar se dan los nodos, uno por
renglén. Después se escriben las derivadas del primer nodo
desde la de orden cero a la de orden sels, si el usuario
tiene sé6lo las derivadas hasta el orden tres, por ejemplo,
debera escribir que las restantes son cero. Se repite este
procedimiento tantas veces como nodos se tengan. Por ejemplo,

supongamos que para la funcién exponencial contamos con la

siguiente informacién. Los nodos X, = 0, X, = 1 y x2 = 3y las
derivadas de la funcién en los nodos hasta el orden dos. Si
denotamos por Sor Sy S, el orden de las derivadas, entonces la

relacién entre los datos y el orden de la interpolante que podemos

10




construir debe ser [pag. 173]

m+n+ 1= (so+1)+(s1+1)+(52+1)

Luego entonces podemos construir una interpolante ruacional de

Hermite de orden (4,4). Para este ejemplo necesitamos un archivo

del siguiente tipo

-1 Nodo O
0 Nodo 1
3 Nodo 2

0.3678794 Derivada de orden 0 en Nodo O
0.3678794 Derivada de orden 1 en Nodo O
0.3678794 Derivada de orden 2 en Nodo O
0 No se tiene la derivada de orden 3 en
0 No se tiene la derivada de orden 4 en
0 No se tiene la derivada de orden 5 en

0 No se tiene la derivada de orden 6 en

el

el

el

el

nodo 0 o vale O

nodo 0 o vale O

nodo 0 o vale 0

nodo 0 o vale O

A continuacién se hacen otros siete renglones para las derivadas

del nodo uno, y lo mismo para el nodo dos.

1.6. Programas que contienen los algoritmos

11




PROC1. PAS : Unidad encargada de resolver un sistema de
ecuaciones lineales por eliminacién gaussiana y pivoteo maximo.
Este procedimiento es el que utilizan los programas TESIST. PAS,
TESIS2.PAS y TESIS3.PAS para encontrar ios coeficientes de los
polinomios que forman cualquiera de las aproximaciones del tipo

Padeé.

PROCZ2. PAS : Unidad encargada de formar la tabla epsilon
para interpoluacién racional. las variables my n le proporcionan
al procedimiento el orden de la interpolante, Parcial proporciona
la evaluacién de los polinomios interpolantes, Punto proporciona
el valor en que se evalua la tabla epsilon, Nodo proporciona los

nodos en que se interpola.

Unit Proc2;
Begin
For j:=m-n to m+n do
Begin
e1[0, j]:=Parciallj];
ell-1,j):=0;
End;
For i:=1 to 2*n do
Begin
For j:=m-n to m+n-i do
Begin
If Abs((eilli-1,j+1]-e1li-1,j]l)*(Punto-Nodoli+}]))
> MinimoReal then
elli,jl:=elli-2, j+1}+1/((Punto-Nodoli+j])*(e1li~-1, j+1)l-elli-1,])1));
End;
End;
Evaluacion:=el[2*n,m-n];
End;
End.

12




Si el usuario estA interesado en conocer esta tabla, sélc

tiene que crear un archivo del tipo texto y guardar la informacién

alli. Para crear el archivo siga los siguientes pasos

PROCEDIMIENTO PARA CREAR UN ARCHIVO

1. Defina una variable ARCH del tipo TEXTO dentro de!

conjunto de variables locales de este procedimiento.

2. Después de Ila primer instruccién BEGIN del

procedimiento, escriba las siguientes instrucciones

Assign(Arch,’ Trayectoria del archivo a crear’);

Rewrite(Arch);

3. Utilice una instruccién del tipo

Writeln(Arch, variables a escribir en el archivo};

para mandar escribir al archive la infeormacidén requerida

4. Ponga una instruccién de la forma : Close(Arch),

después de que son ejecutadas las instrucciones del paso 3, para

13




cerrar el archivo.

Este procedimiento para extraer informacion de PADL lo puede
emplear en cualquier otra unidad. Una observacién t'inal, la
tabla epsilon se construye o evalua en un punto, por esta razén
debe tenerse cuidado si los valores que toma PUNTO son muchos,
ya que entonces el archivo puede ser muy grande y no crearse. La
parte donde se corrige el nimero de puntos en que se evalua una
aproximante del tipo Padé se encuentra en las unidades ALGO*. PAS.
Para mayor informacién sobre estas unidades ver los capitulos tres

y cuatro en las secciones donde se localizan los algoritmos.

PROC3. PAS : Unidad encargada de formar una tabla de
diferencias divididas con nodos repetidos. La variable NumNodos
proporciona al procedimiento el numerc de nodos, DF las derivadas
de la funcién, Nodo los puntos de interpolacién, u los ordenes
de las derivadas que se conocen en cada nodo. La funcién
Factorial sirve para calcular factoriales. Este procedimiento se

encuentra en la pagina 16.

PROCA4. PAS : Unidad encargada de hacer una tabla de

diferencias divididas sin nodos repetidos.

14



PROCS.PAS Unidad encargada de formar la tabla epsilon
para. aproximacién racional. Las variables m y n proporcionan el
orden de la aproximante, Parcial las sumas parciales del
desarrollo en serie de potencias de la funcién. Una copia de esta

unidad se encuentra al final de esta pagina.

PROCG. PAS : Unidad encargada de formar la tabla cociente-
diferencia para aproximacién racional. La variable Coef
proporciona los coeficientes del desarrollo en serie de potencias
de la funcién y m y n el orden de 1ia aproximante. Este

procedimiento se encuentra en la pagina 17,

Unit Proc5;
Begin
For j:=m-n to m+n do
Begin
el[0, j):=Parcial{}j};
e1{-1,j1:=0;
End;
For 1:=1 to 2*n do
Begin

For j:=m-n to m+n-i do
Begin
If Abs(elli-1, j+1)~ei{i-1,j)l)>MinimoReal then
elll, jl:=elli-2, j+11+1/(elli~1, j+1]-el{1-1,}]);
If Abs{eifi-1,j+1l-elli-1, jl)<MinimoReal then
e11i, jl:=MaximoReal;
End;
End;
Evaluacion:=el[2*n,m-n];
End;
End.

15



Unit Proc3;
Begin
suma:=0;
For (:=0 to NumNodos do
suma:=suma+uii];
End;
ul-1):=0;d{-11:=0;
For 1:=0 to NumNodos do
Begin
dli]:=uli-1]+dli-1};
For j:=0 to uf{il-1 do
yl(j+dl1)1:=Nodoitl;
End;
End;
ul{-1):=0;d[-1):=0;
For 1:=0 to NumNodos do
Begin
dfij:=uli-1]1+dli-1});
For j:=0 to ulil-1 do
DifeDivididas( j+d(1},0):=DF[1,0]);
End;
End;
uf{-1}:=0;dl-1]:=0;
For j:=0 to suma-1 do
Begin
For 1:=0 to NumNodos do
Begin
diil:=uli-1)+d{i-1];
For p:=0 to ufil-1 do
Begin
It (p+d{il)>=] then
Begin
If ylp+dlill<>ylp+dlti-j] then
DifeDivididas{p+di{i}, jl:=(DifeDivididas{p+d(i], §~11-
DifeDivididas{p+d{i]l-1, j-11D)/(yipedli}i-ylp+dlil)-}1);
1€ y{p+d{ill=ylp+diil-3} then
DifeDivididas{p+d(1], jl:=DF[i, jI/FACTORIAL(]);
End;
End;
End;
End;
End;
End.
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Unit Proc6;
Begin
For Jj:= m-n+1 to m+n-1 Do
Begin
1f Abs(Coef{ j})>MinimoReal then
qil1,)]):= Coef{ j+11/Coef{j};
I Abs(Coef{ j])<MinimoReal then
gtl1, j}:=MaximoReal;
End;
For jJ:= m-n+l to m*n-2 Do
e1{1,31:= q1l{1,j+*1)-q1l1,)};
End;
For 1:= 2 to n Do
Begin
For Jj:= m-n+l to m+n-2*i+1 Do
Begin
If Abs(e1{i-1, j}1)>MinimoReal then
qiit,jl:=(qili-1, j+11%e1(i-1,j+1))elli~1,j];
1f Abs(el{i-1, j]1)<MinimoReal then
qilt, §):=MaximoReal;
End;
If (i<n) Then
Begin
For j:= m~-n+1 to m+n-2*% Do
elf{i,jl:=elli~-1, J+11+qlll, J+1)=qlill, j);
End;
End;
End;
For 1:=1 to n Do
Begin
qlil:=qlili,m-n+1];
elil:=el1{i ,m-ne¢ll;

End;
End;
End.
PROC7.PAS : Unidad encargada de formar la tabla qd para
interpolacién racional. Las variables DifDivl y DifDiv2

proporcionan diferencias divididas y m y n el orden de la
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interpolante racional.

Unit Proc7;

Begin
For J:= m-n+l to mn-1 Do
Begin
If Abs(DifDiv2( j+1])>HinimoReal ¥ sees
ql(1,j):= DifDivif j+1}/Difbiveat 141}
1f Abs(DifDiv2([ j+1])<MinimoReal thern
qil1, j):=MaximoReal;
End;
For j:= m-n+1 to m+n-2 Do
Begin
1f Abs(1+q1i1, j1*(NodolO)-Nodol j+11ij.-MiunimoReal then
e1{1,jl:=(q1l1, j+11-q1l1,J})/(1+q1(1, j)*(Nodo[U)-Rudol j+1]1));
End;
For = 2 to n Do
Begin
For j:= m-n+l to wm+n-2%i+1 Do
Begin
Numl:=ellf~1, j+ll*q1li-1, §+11%(leetli~1,j}"*
(Nodo{O]~Nodol j+2*i~-21));
Denl:=elli-1, }1*(1+qlli~1, j*+1}®(NodoiO]-Nodo| j+2%i-31})+
ellii-1,j+1)%(etli-1,j)-q1li-1,j+1])*
(Nodo[O]-Nodol j+2*i~11);
If Abs(Denl)>MinimoReal then
qili, j):=Numl/Denil;
End;
If (i<n) Then
Begin
For §:= m-n+l1 to m+n-2*%i Do
Begin
Num2:=qili, j+1)-q1li, jlseli-1, je1]*
(1+qili, j+1)*(Nodo{O]l-Nodol j+2]);
Den2:=1+q1li, j}*(Nodo{O]-Nodol j+2%i-11);
If Abs(Den2)>MinimoReal then
el(1, j):=Num2/Den2;
End;
End;
End;
For :=1 to n Do
Begin
qliil:=qili,m-n+1);elil:=elli,m-n+1};
End;
End;
End.
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PROC8.PAS. : Unidad encargada de evaluar un polinomio por

el algoritmo de Horner.

PROCS. PAS. : Unidad encargada de evaluar un polinomiou,
escrito como combinacidon de los polinomios de Newton. la variable
Grado proporciona el grado del polinomio, DifDiv dJditerencias
divididas, Nodo los puntos de interpolacién y Punto el valor en

que se evalua el polinomio.

Unit Proc9;

Begin
If {grado>1) then
Begin
Result:=DifDivi{grado]);
For 1i:=grado-2 Downto O do
Begin
Result:=Result*(Punto-Nodo{i1})+DifDivi{i];
End;
End;
If Grado=1 then
Begin
Result:=DifDivi{1}*(Punto-Nodo[0])+DifDiv1{O};
End;
If grado=0 then
Begin
Result:=DifDivi(0Q]:
End;
End;
End.
PROC10. PAS : Unidad encargada de formar la fraccion
continua que representa a la aproximacién racional, en el
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algoritmo cociente-diferencia. Las variables e y ¢ proporcionan
los elementos de la tabla qd para formar la fraccion continua
Coef los coeficientes del desarrollo en serie de potencias, orl y
or2 el orden de la aproximante, Orden el orden de la convergente

y Punto el punto en que se evalua la aproximante.

Unit Proc10;
Begin
For 1{:=1 to Orden Do
Begin
Num[2*1):=~q(t]*Punto;
Num{2%i+1):=~e[1]*Punto;
Den{2*%11:=1.0;
Den[2*1+1]:=1.0;
End;
End;
End.

PROC11.PAS : Unidad encargada de formar la fracciéon
continua que representa a la interpolante racional en el algoritmo
cociente-diferencia. Las variables e y g proporcionan al
procedimiento la parte de la tabla qd necesaria para formar la
fraccién continua, Nodo los puntos en que se interpola, Orden el
orden de la convergente de la fraccién continua que representa a
la interpolante racional, Punto el valor en que se evalua la

interpolante, DifDivl proporciona las diferencias divididas vy
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orl y or2 el orden de la interpolante racional.

Unit Proc1l;

Begin
For 1i:=1 to Orden do
Begin
Num[2*1]:=-ql[1]*(Punto~Nodo[ori-or2+2%i-1]);
Num{2*i+1):=-e[1}*(Punto-Nodo{orl-or2+2%il);
Den[2*i]:=1+ql1]1*(Nodo{O)-Nodolorl-or2+2*i-11);
Den[2*i+1]1:=1+el1]*(Nodo[O]l-Nodolorl-or2+2*{1);
End;
Den{1):=1;

Num(1}:=(Punto~Nodo[O})*DifDivilori-or2+1};
If ori>or2 then
Begin
For 1:=1 to orl-or2 do
Num([ 1} :=Num[1]*(Punto~Nodoli]);
End;
End;
End;
End.

PROC12.PAS : Procedimiento que se encarga de

evaluar la

convergente de una fraccién continua. La variable BO proporciona

el denominador parcial cero, Num y Den los numeradores vy

denominadores parciales de la fraccién continua, Orden el orden

de la convergente.

Unit Procl2;

Begin
Conv:=0;
For 1:=0rden Downto 1 Do
Begin
If Abs(Den[i]+Conv)>MinimoReal then
Conv:=Numlil/{Denlil+Conv);
End;
Conv:=B0+Conv;
End;
End.
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PROC13. PAS : Unidad encargada de calcular potencias de

numeros reales.

PROC14.PAS : Unidad encargada de calcular los cceficientes

de la serie reciproca de una serie dada.

1.7. Programas de graficacién.

DIB.PAS : Unidad de graficacién
(I 3232222223 233232232322 222222222222 222222222222 2232222222222 22 2]

Procedimiento para llamar al modo grafico
HEEEFRBERRERRREEEREFERRRBRFERAA DRSS RN SRR AN RS R U R E R L AR B ER BRI RS
Begin

Gd:=Detect;

InitGraph(Gd,Gm,’c:tpa’);
If GraphResult<>grok then
Halt(1);
GetModeRange(Gd, LowMode ,HighMode) ;
SetGraphMode (HighMode) ;
End;

NUEPERBEBERRBERRRBEEERERAFEXRBEREEA ST R BRI RAE R PH AR AR RS RERONRE RN P

Programa para trazar una linea entre dos puntos en la pantalla
B L T o T R s Y P PR R P P T T 2y o

Begin
Line(Round((480*(abscisal-Xmin)/D1)+160),
Round{480*(ordenadal~Ymax)/D2),
Round((480*(abscisa2-Xmin)/D1)+160),

Round(480*(ordenada2-Ymax)/D2));
End;

los siguientes comentarios son importantes.

Como ya se ha dicho, PADE solamente funciona con monitores VGA a

22




color. En el caso de que no se tenga un monitor con estas
caracteristicas, es necesario modificar los procedimientos de la
unidad DIB.PAS. Por ejemplo, si se quieren graficar las
aproximantes del tipo Padé en un moniter CGA con resolucién de

640x200. Se buscan dos funciones lineales de la forma

L: [ Xmin,Xmax } — [ «,8 ]

G: [ Ymin,Ymax ] ——«— [ 7,81 , G (%) <O

donde 0 <= x < B =640 y 0 s y < & = 200. Con estas funciones el

procedimiento para graficar en CGA es

Line(Round{L(abscisal)),
Round(G(ordenadal)),
Round(L{abscisa2)),
Round{(G{(Ordenada?2))};

1.8. Una sesién con PADE.

Supongamos que se quiere tener una sesién con PADE en

la parte de interpolacién.

El primer paso es teclear TESIS2 y return,

inmediatamente aparece una pantalla en la que se nos pide
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introducir los datos para formar el recinto de graficaciéon. Esta

pantalla es de la siguiente forma

( RECINTO DE GRAFICACION 1

Xmin HE
Xmax =
Ymin =
Ymax : =
NumAprox 1=
EscatlaX : =
EscalayY s =

Deberd llenarse esta pantalla, tomando en cuenta que
[Xmin, Xmax]x[Ymin, Ymax] formara 1la regioéon de graficacion.
Obviamente debe escoger Xmin < Xmax y Ymin <Ymax. A la variable
NumAprox se le asignara el natural entre 1 y 8 que le indique
al programa cuantas aproximaciones se graficaran. Las variables
EscalaX 'y EscalaY sirven ©para dar la separacién entre dos
marcas en los ejes de coordenadas. Después de proporcionar esta
informacién aparece una indicacién de si quiere corregir los

datos, la respuesta es S(SI) o N(NO).

A continuacién aparece una pantalla que
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depende del valor de  NumAprox. Supongamos que esta variable

tiene el valor 2, entonces la pantalla es de la siguiente forma

- e
ORDEN DE LAS APROXIMACIORES
mil] HES

n[1] i =
Algoritmolll]l :=

m(21} : =
n{2] HES
Algoritmol2} :=

En este caso deberad dar la informacién tomando en cuenta que m
sirve para denotar el grado del polinomio numerador y n del
polinomio denominador en la interpolante. A la wvariable
Algoritmo se le pueden asigan los valores 1, 2 y 3 para el caso
de aproximacién e interpolacién racional, y 1 para el caso de
interpolacién racional de Hermite. El numerc 1 corresponde a los
algoritmos de Gauss, el 2 corresponde al algoritmo cociente
diferencia y el 3 al algoritmo epsilon. Los algoritmos 2 y 3,
s6lamente se se deben utilizar si la aproximante racional es

normal.

Después de esto aparece una pantalla del

siguiente tipo
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[ ——— 5T p——— |

LEER LOS NODOS DE
UN ARCHIVO

s— S U A R 1 O —

A 1o que el usuario debera responder S(S1) o N(NO). Si el usuario
ya creo su archivo en el que se encuentra la informacién, la
respuesta es S(si). En ese caso el programa le pregunta si quiere
cambiar el archivo de lectura dependiendo de la interpolante. 5i
contesta que no, un sélo archivo se utilizara para formar las
interpolantes. Si contesta que si, el programa le pedira la(s]
trayectoria(s) de los archivo(s) donde se encuentra la
informacién. Como ultima pregunta, el programa pedira que le
indique si desea graficar la funcién, si la respuesta es S(SI),

se tendra que dar la trayectoria del archivo que contiene la

informacion. A continuacién se presenta un programa, como
ejemplo, de como crear un archive para graficar la funcién
exponencial. Este se puede hacer con turbo pascal version cuatro.
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PROGRAMA PARA CREAR UN ARCHIVO

Program CREAR(Input,Output,Arch);

Uses CRT;

Var Arch Text;
i Integer;
X,y Real;
Trayectoria Stringl[20];
Begin
ClrScr;
Write(’Trayectoria del archivo . . .’);

Readln(Trayectoria);

Assign(Arch,’Trayectoria’);

Rewrite(Arch);
For 1:=0 to 200 do
Begin

s=xmin+(xmax-xmin) *1/200;
y:=exp{x):
Writeln(Arch,x);
Writeln(Arch,y);

End;
Close(Arch);
End.
Con esto terminamos este capitulo, en el siguiente
abordaremos el tema de fracciones continuas que es necesario

para desarrollar los algoritmos cociente-diferencia de Rutishauser

y epsilon de Wynn.
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CAPITULO II. FRACCIONES CONTINUAS

2.1. Introduccién.

Los métodos con que se contaban, enn los  tiempos
de Padé (1892), para calcular aproximaciones racionales, del
tipo Pade, erdan a través de férmulas de determinantes y de

soluciones de sistemas de ecuaciones. Alrededor de 1955 y 1886
H. Rutishauser [7] y P. Wynn [11] encontraron algoritmos que
permiten construir las aproximaciones de Padé eficientemente. La
idea basica para construir el algoritmo cociente-diferencia de
Rutishauser y epsilon de Wynn, es la de representar las
aproximaciones de Padé a través de fracciones continuas. Por esta
razén, este capitulo esta dedicado a mostrar los conceptos que
utilizaremos en los capitulos tres y cuatro sobre el tema de

fracciones continuas.

2.2. Notaciones y definiciones.

Definiciéon 2.1. Sean (ai)T= y (bi)?'O sucesiones en

1

€ o funciones de C en C. Una fraccién continua con numeradores
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parciales (ai)?_l y denominadores parciales (bi)?zo es una

férmula del tipo

1 e T (2.1)

© a.
b+ T i [ (2.2)
0 . b,

i=0 i

Definicién 2.2. Para la fraccién continua (2.1) se define

la n-ésima convergente como

b ,81 n=20

0
n a
c = i
n bo"‘ Z]_bl ., sin> 0
1
i=1

(2.3)

Definicién 2.3. Si la sucesién (Cn)°D converge a C,

n=0

diremos que (2.1) converge a C y por lo tanto que (2.1) vale C. g4

51 se efectuan las operaciones en (2.3), se obtendra una

funcién racional que depende de los 2n + 1 numeradores vy
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i “iales : e e e , b..
denominadores parciales bO’ aj, b]’ a,

?n ( bO’aI’bI' . . .,a,b_ )
n U (b
n

; (2.3)
O'al’bl’ Coeoeay
Definicion 2.4. Los polinomios Pn y Qn son llamados el

n-ésimo numerador y denominador de la fraccion continua (2.1)

respectivamente. n

2.3. Propiedades basicas.

Los polinomios Pn y Qn se pueden construir

recursivamente como lo ilustra el siguiente resultado.

Proposicién 2.1. Si P_1= 1, Q =0, P=0> y QO= 1,

entonces para n =z 1 se cumple

P = b P P
n n n-] n n2 (2.5)
Qn = bn Qn—l * an On—2
Demostracion. La demostracién se hace por induccién
matematica en n. Para n = 1 se obtienen las férmulas

directamente. Ahora supongamos que (2.5) se satisface para n vy
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se demostrara para n+l. Como

n bn+1
n+1
P [ b.,a,,b,, ,a ,b + }
n (7000 M | n bn+1
n+l
Qn [boralvbl » ’an’bn — ]
n+l

Entonces por la hipétesis de induccién podemos concluir que

a
n+l
( bn * bn+1 ) Pn—l * an Pn—2
i an+1 ’
( bn * bn+1 ) Qn-] * an Qn—Z

aplicando de nuevo la hipétesis de induccion tenemos

P+ “ne1 P
_ 1 bn+1 -1 - bn+1Pn * an+1Pn-1
- - a
Q an+1 0 bn+10n * an+IQn--1
n b n-1
n+l

Ahora se da una férmula para la diferencia de dos

convergentes consecutivas.
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Proposicicn 2.2. =i Onon—]: 0 entonces

n (2.6)

]
3
1
Ot
<

n n-1

Demostracicn. Se prcebara primero per induccion que

P 0 - Q P =(-1) a, a, . . . a (2.7)

Para n=1 1la férmula (2.7) es claramente verdadera. Suponga que es
valida para n y se demostrara que lo es para n+l. Utilizando las

férmulas (2.5) para p+l y la hipétesis de induccién en Pn+1 Qn -

Qn+1Pn . se obtiene la férmula (2.7). Finalmente (2.6) se

deduce factorizando QnQn—I de (2.7). =
Ahora se demostraran des proposiciones que van a jugar un

papel importante en la seccién [2.6].

Proposicion 2.3. Para los numeradores y denominadores

de la fraccién continua (2.1) se satisface

_ .0t
Q On+1 = (-1) a1a2 .o anbn+1

Pror@-1 ™ P (2.8)
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Demostracion. Aplicando las férmulas (2.5) a Pn+1 y
Qn+1 podemos escribir
Pn+10n—1 - Pn~10n+1 = ( bn+1Pn * an+1Pn—1 ) Qn—] -
OB 311 ) Par T P C P00 T Py N
- (—1)n+1 21 %2 2n Pn#1
La ultima igualdad se obtuvo aplicando (2.7). -

Proposicién 2.4. La siguiente igualdad es valida para

los numeradores y denominadores de la fraccién continua (2.1).

—_ _ n
Pn+20n—2 - Pn—20n+2_( D aIaZ"'an—I[bn(bn+1bn+2+ an+2)+bn+2an+1]
(2.9)
Demostracién. Aplicando las férmulas (2.5) a Pn+2 ,
Qn+2 'Pn+1 , 0n+1 , Pn y On , ¥y simplificando se obtiene:
Pn+2 On-2 " Pn—z Qn+2 = ( bn+2Pn+1 * an+2Pn ) Qn—2 -
¢ bn+20n+1 * an+20n / Pn—2 -
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= . )
=1 bn+2( bn+1Pn * dn+1Pn—1’ n+2 n n-2

- bn+2( bn+IQn * an+10n—1) * an+20n ] Pn—2 -
bn+2bn+1 ( Pnon—Z - QnPn—Z) i bn+23n+1 ( Pn~10n—2 - On-IPn~2) !
an+2( Pnon~2 - ann—z) N

bn+23n+1 f Pn—IQn—Z - Qn‘IPn—Z I+ an+2bn { Pn-IQn-Z - Qn—ZPn~2]
= ( Pn*lon-Z - Qn—IPn—Z > bn+2bn+1bn * bn+Zan+1 * an+2bn -
= -0 i B S | f b ¢ bn+1bn+2 T 2 )+ breatnei
La ultima igualdad se obtuvo aplicando (2.7). s

2.4. Transformaciones de equivalencia.

Definicién 2.5. Sea (pi)T_O una sucesién con p;* 0. La

transformacién que cambia la fraccién continua (2.1) en

(2.10)

es llamada una transformacién de equivalencia.

Las transformaciones de la definicion (2.5) reciben el
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nombre de equivalencia porque las fracciones continuas (2.1) vy
(2.10) coinciden en sus n-ésimas convergentes. Es decir, podemos
escribir una fraccién continua de diferentes formas y no alterar

su valor.

Definicion 2.6. Dos fracciones continuas son equivalentes

si sus n-ésimas convergentes son iguales, para n z 0. n

2.5. Representacion de funciones a través de

fracciones continuas.

Un problema importante en la teoria de fracciones
continuas es la representacién de numeros complejos o funciones a
través de fracciones continuas. FEste problema es el que llevo a

Rutishauser y Wynn a construir sus algoritmos.

. R i
Consideremos el siguiente problema. Sea T Ci X una
[>+]

serie con sumas parciales (Si)'

i=0 - Queremos construir una

fraccién continua, tal que su n-ésima convergente sea igual a
Sn. Esta construccién es importante ya que nos permite escribir
una funcién analitica como fraccién continua. Es claro que los
puntos de convergencia de la serie lo son también de la fraccion

continua, sin embargo, en general la regién de convergencia de
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la fraccién continua es mas grande que el circulo de convergencia
de la serie. Aunque estamos planteando el problema para
representar una funcién analitica, el siguiente resultado es
valido para cualquier sucesién (Sn):=0'

[>+]
Proposicion 2.5. Sea (Sn)n=0 una sucesién en la que no

hay tres elementos consecutivos iguales. La fraccién continua
(2.1) con
bo = SO » o2 = SI - SO . bl = 1
i-1 ~ Sy Si 7 Si-2
a, = , b, = ) iz2
. i-1 7 Si-z I Sii1 7 Sz
(2.11)

tiene a Sn como n-ésima convergente.

Demostracién. Para empezar, obsérvese que si tres

s . . w0
elementos consecutivos son iguales en la sucesién (Sn)n_o entonces
a; = bi = 0, para algun i 2 1. FEsto traé como consecuencia que

alguna convergente de la fraccién continua (2.1) no exista.
Pasando ahora a la demostracién del resultado, se observa que si
Cn= Pn/Qn Y como se quiere que Cn= Sn , entonces la condicién

se satisface si escogemos Pn=Sn y On= 1, para n 2 0. A partir

de estas ecuaciones y de (2.5) se tiene :
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Resolviendo el sistema anterior para las Incégnitas a, v bi se

obtiene (2.11). .

La fraccién continua de la proposicién (2.5) se puede

escribir también como:

La cual se obtiene utilizando la transformacién de equivalencia

[+ 4] .
(pi)i=1 , con p, = 1y p; = Si—I - Si-Z , para i =z 2.

2.6. Parte par e impar
Aprovechando las férmulas (2.11) se definira la parte

par e impar de una fraccién continua y ademas se dara una férmula

para ellas.
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Definicién 2.7. Para la fraccién continua (2.1), con

[+4] s P
se definen su parte par como una fraccion

[+ ]

convergentes (Cn)n=0 .

continua cuyas convergentes son (CZn) su parte impar como

n=0 Y

< o n
una fraccién continua cuyas convergentes son (02n+1)n=0'

Proposicion 2.68. La parte par de la fraccién continua

(2.1) es la fraccién continua

. .
by + E: T_ri_—l (2.13)
/ b,
i=1 i
con
by =by + @y =ab, , by =bb,+ a,
a. = -aalb b. =(b.b.+ a)b. +b.a
2 283%4 by 2°3
34 2 (2.14)
237 T %52 %41 Pajoq Py » 123
b. = b, . . >
i TP Cbgypbyy g * oAy ) by 8, L 123

Demostracién. Considere 1la fraccién continua (2.1)

con convergentes
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[o0]

Qi i=0
Tomando en cuenta que las convergentes de la parte par son:

0

y utilizando las férmulas (2.11), se concluye que los numeradores

y denominadores de la parte par son:

by = _29_ ‘ ;1 = gg' ) gg— ’ 51 =1
0 2 Y
Pocicty o 221 ) 22(1—2)
;1 ) i-1) Q,; b, = P21 P2(1 2)
Pocicty  Pacioo) 20D OZ(i—Z)
ei-) Q2¢i-2) 20i-1 - "adi-2)

La fracciéon continua asi construida se puede simplificar
o]

utilizando la transformacién de equivalencia (pi)i= donde

1 [}

p, = 021 /7 Q

i 2(i-1)"

~

Las férmulas para ai se pueden escribir entonces como:
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Paci-1y Pai %
. %ei-ny % %

il e

a, =
1
Paci-ny  Pacic2)
Qci-1) Qi-2)
0. o _fgg_ ) Paci-1)
P, . P, .
Qci-2)%ci-1) —-%ﬂilgl —%ﬁilll
2(i-2) 2(i-1)
mientras que para 81. se obtiene:
Pai  Pacicap] | i
. %; Qoci-2) Qi-1)
b, = :
1 P P
2(i-1)  T2(i-2)
Q(i-1) Q(i-2)
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o o Pai  Paci-2)
21 72(1-2) | O, Q2i-2)
P, . P, .
%ci-2%ci-1 | EEL gzl
2(i-1) 2(i-2)

Utilizando ahora las ecuaciones de las proposiciones

(2.3) y (2.4), podemos escribir las siguientes férmulas:

Poi Poci-1) 21 aja, ...oay; by
2. "0 =01 9,0
2i 2(i-1) 2i “2(i-1)
Paci-1 Poti-2y _ 2i-2 aja, ...y Pyjo
0 ) =01 0 0
2(i-1) 2(i-2) 20i-2) Y2(i-1)
Pai  FPaci-z) _
i ii-2)
B (_1§1'2 2 32i3P2i02i-2P2i-1°2i*3217P21% -1
i %ci-2)
Estas al ser utilizadas en las ecuaciones para ;i y Bi s

permiten simplificar las ecuaciones y obtener

i T T 5.9%2i1P2iP2i2 Y
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byio( Poj qPo; * 2510 * Dbyidy; g

i bri-2

Utilizando de nuevo una transformacién de equivalencia con

p.= b_. ., se obtienen las férmulas (2.14). L
i 2i-2

Proposicién 2.7. La parte impar de la fraccién continua

(2.1) es una fracciédn continua de la forma (2.13), donde

SO ! bob; + aI | ;1 ) alagié_,
1 1
b, = (b, b,+ a, ) by + by a, (2.15)
;i =T 85 351 P53 Lo » 122
by = By byiey * Apiey D byug Ay by 4 1302

Demostracion. Sigue los mismos pasos de la proposicién

(2.6). L

2.7. Algoritmo de Viscovatov.

Otro procedimiento importante que nos permite

4?2




representar una funcion, que es

analiticas, come una f{raccién continua

Viscovatov (1810) [10].

Sea f una funcién del tipo

cociente de

~5 el

dos

funciones
alporitme de
(2.16)

Para representar a f a través ce una fraccion continua

hacemos los siguientes pasos.

Escribimos a f en la forma

1
f(x )= 3
Y0 | Y00 * do1* * do* * - g
d 3 d
10 dIO + d]lx + d12x + 10
. 410
P
d - -
g (dp1910 ~ dpodyy? ¥ * (dpyd)g = dppdyn) X7+
00 Z
dig * 9y X * d,x0 o+

43




) 10
) d + d x + d x2 +
20 21 22
dOO + X 5
dip * dppx ¥ dp,x ¢
- - = 0
donde d,; 410 9, j+1 o0 91, 4+1 > 1

El procedimiento que se hizo se puede repetir al

cociente

para obtener el siguiente desarrollo

F(x)= 10
. . dZO X
00 3
dyg * dgp X *+ dj, x°+
dig * X 2
dpg * dpp X * dy, x4
donde dj; = dypydy .y - dpdy g, o 40200

Se puede continuar este procedimiento indefinidamente

para obtener la fraccién continua

44




d10 20

d X l d30 X 1
f.(x )= + + + L. (2.17)
0 400 1410 | dyg
donde d =d d kz22yiz0

Kk, i k-1,0 “k-2,i+1 2.0 Y-1,i+¢1

Un problema importante que aparece en el método de
Viscovatov es el de analizar la relacién entre (2.17) y la funcién
f. En este sentido se presentan una definicién y dos

proposiciones.

Definicion 2.8. La fraccién continua (2.1) para la cual
el desarrollo de Taylor de su n-ésima convergente Cn( x ),
alrededor del origen, coincide con la serie Z Ci xl hasta el

grado n, es llamada correspondiente con la serie. "

Obsérvese que una fraccién continua correspondiente es,
de alguna manera, una aproximante de la serie, utilizando como
criterio de aproximacién la coincidencia de los desarrollos en
series de Taylor. Este criterio de aproximacién es el que vamos a
utilizar mas adelante para definir las aproximaciones del tipo

Padé.

Proposicién 2.8. Sea fo dada por la ecuacién (2.16)
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y definamos

f; = dip 7 990 To
Ly = 4o X fip = Yeg0 T
para k = 2, 3, . . . Entonces
d d x + d x2
[3 k+1,0 k+1,1 k+1,2
fk X 5
dgg  * oy Xt dgp X ¥
Demostracion. La prueba se hace por induccién en k.
Para k = 1 la demostracién es como sigue :
d,d +d,d x +d d x> +.
10700 11700 12700
fp =4 - 2
doo * do1 X * dgp X *
d + d,,x + d xZ +
_ 20 21 22
dop * dpp* * G *
donde se ha utilizado la definicién de dz i para simplificar.

Se supone ahora que el

valores menores a k,

resultado es valido para los

y se demostrara para k. En este caso se
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uti..za la detinicion de ios numer:s d . Come

= d o0 T A 1.0 -1 7
2
K -1 41,0 T R A
=dgo X P i
dog  * Ao Xt dgp ¥ 7
d + d + ¢! ¥2 +
3 k-1 k,0 k1% “k, 2
k-1,0 ' Pi
dog  * dpp Xt dpp ¥ 7
efectuando la resta y simplificando se obtiene
_ .k A 0%-1,1 7 %-1,0%.17 * U 0%-1,2 " Y-1,0% 2°% * -
2
doo * Goi* * dpX *
d + d X d x2 +
k k+1,0 k+1,1 k+1,2
dOO + dOIX + dozx L =
Proposicién 2.8. La k-ésima convergente de (2.17), la
cual denotaremos por Pk / Ok , satisface la siguiente ecuacién :
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(2.18)

donde fk es como en la proposicién (2.8).

Demostracién. La prueba es por induccidén en k. Para k

= 1 la prueba es como sigue. Como f1 = d10 - dOO fo entonces
P 410 o %90 = 10 I
fb o = fo - = 3 =( -1) o
1 0a 00 1

Se supone ahora que el resultado es véalido para los

valores menores a k , y se demostrara que es vAlido para k.
O S B SR S
0 Qk Qk
_ To Ch1,0%1 * Y0¥ W2 ) T (g, 0fi-1 Y, 0% Fra
ok
s Y10 (P00 QYeg TP 2t 0 X (g Oy m By )
Ok
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P

k-1 k-2
Q [ f - ] + d x Q, [ f, - — ]
k-1,0 “k-1 0 Qk-] k,O k-2 0 Qk—Z

d

utilizando la hipétesis de 1induccién, se puede escribir la

ecuacion anterior como @

f
k-1 Ti-1 k-2 Tk-2
d o (-1t KU g o xo -1k K2
_ :"1,0 k 1 Qk“] kpo k 2 Qk_z
Q
£ f
=(-1)k"2 Q“ = (-1)k Q“ .
X K

Si se aplica la proposicién (2.8) en la ecuacién (2.18),
se llega a la conclusién que la funcion fo y la fraccién continua
(2.17) son casi correspondientes. Pues la ecuacién (2.18) nos
dice que la funcién fo y la k-ésima convergente de (2.17)

coinciden hasta el grado k-1.

El siguiente procedimiento nos permite construir una

fraccién continua correspondiente con una serie. Sea f una serie

f( x)= ¢, + c,x + c,x + . .. (2.19)
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Aplicando el método de Viscovatov al cociente

f(x) - ¢
0 = ¢, + c.x + ¢ x2 + ... (2.20)

b's 1 2 - 3

se obtiene la fraccién continua

c d,.. x d b’
1 l + 20 I N 30 l . ’
[ S I"d20

para la cual ya sabemos que el desarrollo zn serie de Taylor de la
k-ésima convergente coincide con la serie (2.20) hasta el grado

k - 1. Es decir, si

e <]
‘1 920 * | d30 * | i
1 YT T T4 ¥ = i ¥
1 20 iTo
entonces
0= + €17 > * ®k-17 %k
Ahora es claro que la fraccién continua
> ]
c, X d X d x
o + 1 | . 20 ¥i . 30 [ . = c + e x i+1
0 | 1 | ¢ | d 0 i
1 20 iTo




coincide con la serie (2.19) hasta el grado k,

teniendo asi una

fraccién continua correspondiente para la serie (2.19).

2.8. Evaluacién de convergentes.

En esta seccién se estudiaran algunas técnicas para

evaluar las convergentes de una fraccién continua.

hacer util en los capitulos tres y cuatro,

Esto nos va

cuando estudiemos la

representacion de Rutishauser de las aproximantes de Padé a través

de fracciones continuas.

El primer algoritmo para evaluar una convergente es el

de sustituciéon hacia adelante.

Si ponemos

entonces se pueden calcular Pn y On para n

las ecuaciones (2.5)

= b P
n n n-1

n  “n “n~-1

an Pn—2

an on—2

1

0y Q =1

por medio de

Asi C = Pn / Qn . Este algoritmo es Util porque nos permite




obtener las convergentes anteriores a la Cn' a partir de C—I y CO
C_1 \\y
€™ € ™ > Cpe2 > Cpog > Cp

El siguiente algoritmo se puede llamar de sustitucién
hacia atras. Este consiste en lo siguiente, si se quiere

evaluar la n-ésima convergente de (2.1), definimos 1la sucesién

(r. )?+1 con
i,n i=1
n+l,n =0
2j
rin = I , i=mn . .. ,1 (2.21)
i i+l,n
Entonces Cn = bo + r],n'

Una deficiencia de este método es que sirve para
calcular la n-ésima convergente y solamente esa. Este

procedimiento es el que se utiliza en el paquete PADE para

evaluar convergentes.
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Los resultados que siguen nos permiten expresar la
n-ésima convergente a partir de un sistema tridiagonal de

ecuaciones lineales.

Proposiciéon 2.10. El n-ésimo numerador y denominador

de la fraccién continua (2.1) se pueden escribir como:

bo -1 4] . 0 b1 -1 0 0
31 b1 -1 a2 b2 -1
Pn = o a, b2 0 Qn = o a, b3 0
-1 -1
2] 0 a b o o a b
n n n n

Demostracion. La demostracién se hace observando que

los determinantes satisfacen las relaciones de recurrencia (2.5)

Pn+1 = bn+1Pn * an+1 Pn~1 y
Qn+1 = bn+IQn * an+1 Qn—l

Comprobaremos Unicamente la férmula para Pn+ pues para Q

1 n+]

es similar. Sea
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(4]
aI bI -1
Pn+1 = 4] az b2 o
-1
0 4] an+1 bn+1

Si desarrollamos este determinante a lo largo del ultimo renglén

obtenemos
bo ~1 (4] 0 bo -1 o o
aI bI -1 al bl ~1
bn+1 (4] 32 b2 . ) - an+1 4] a2 b2 a
-1 -1
0 o a b o 0 a -1
n n n

Si ahora calculamos el segundo determinante a lo largo del ultimo

renglén, obtenemos la férmula que queriamos demostrar. m

Proposicién 2.11. La n-ésima convergente de la fraccién
continua (2.1), con bo = 0 , es la incognita - del

siguiente sistema tridiagonal
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[ b, -1 0 0 “1n %1
) « 0
a, b2 1 . 2n
@« = 0 (2.22)
0 a3 b3 " 0 3n
-1
0 .0 a bl | “m |0
- n n- - -
Demostracién. Para evitar la escritura complicada de

los determinantes, la demostracién se puede explicar como
sigue: Se aplica la regla de Cramer para determinar la incégnita
x,. Y se desarrolla el determinante del numerador por cofactores a
lo largo del primer renglén. Se utilizan también las foérmulas de

la proposicién (2.10). ™

Otros métodos para evaluar fracciones continuas se
obtienen de triangularizar la matriz de coeficientes del sistema
(2.22), y utilizar luego una sustitucién bhacia adelante o atras
para resolver el sistema de ecuaciones (2.22). Por ejemplo,
triangularizando inferiormente se obtienen las férmulas (2.21) del
algoritmo de sustitucién hacia atras. Por otro lado

triangularizando superiormente se obtiene el siguiente algoritmo
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n
.. a a,., .. . a.
c, = E: (-1t 1 2 - (2.23)
1

In 2 2
i- Pin i-1,n Pi,n
donde
a;
p]n = b1 y pin = bj_ + T———— N l=2, Y ¢ ]
i-1,n
El resultado es asi, pues al triangularizar superiormente 1la

matriz de coeficientes del sistema (2.22), ella toma la siguiente

forma
r T y r a 1
py -1 0 0 “1n s ;
. e
0 p2 -1 2n p1
0 0 e, 0 “In | ~ 31 32 43
I
-1 .1 2
. . : : a .a
Lo . . 0 0 P ] ] mnn‘ | (_1)n~1 ! —JE—J
pI' pn-l

El ﬁltimo»algoritmo que se mencionara se obtiene cuando
en el sistema (2.22) se hacen las siguientes sustituciones
sucesivas: la incognita mZn

en la segunda, quedando ésta en funcién de a«

de la primer ecuacioéon se sustituye

in y x3n. La

incognita m3n de la nueva ecuacién dos se sustituye en la tercera,




quedando ésta en funcién de « y &g Si se continua este

In
procedimiento hasta llegar a la ultima ecuacidén se obtendra una
ecuacién lineal ¢ que depende de x1n unicamente. Ahora recordando
que €, €S la n-ésima convergente, resulta que la n-ésima

convergente es la raiz de ¢.

Para calcular la raiz de ¢, basta con tener dos puntos

de la recta. Estos puntos los obtenemos evaluando 1la recta en

(0) _ (1) _ . (0)
m]n = 0 vy m]n = 1. La evaluacién para wln es como sigue
(0) _ _
Zon T T
(0) _ _ (0) (0)
C3p = ( W Tyt b2 Lon )
(0) o (0) (0)
n-1,n ( 42 %-3,n ¥ "n-2 n-2,n )
(0) o (Q) (0)
Zhn - ( -1 xn—z,n * bn—I wn-l.n )

Sustituyendo finalmente estos valores en la ultima ecuacién se

obtiene

(0), _ (0) (0)
¢(c; ") =b & ° + a n-1.n (2.24)
. (1)
Este procedimiento se puede repetir para m]n para
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para llegar al siguiente resultado

m(l)) = b x(l) + a x(l) (2.25)

In n nn n n-1,n

¢

Teniendo estos dos puntos de ¢, se puede encontrar la ecuacién de

la recta como

m(l)

(a)
(c. ) - o (O)) _ ¢(x1n ) - In ) - D
M n gy ) = 0) (1) In In |’
@« - x
In In
la cual se simplifica a
(0)
. _ ¢(m1n )
In (0) (1)
¢(x1n J ¢(x1n )

Tomando en cuenta los valores calculados por las ecuaciones

(2.24) y (2.25) se obtiene en definitiva

b m(O) + a m(o)
Cin = T oy o)
n
b, ( xnn - mnn )+ an ( xn—l,n - mn—I,n )
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para llegar al siguiente resultado

£ op & . . LD

(2.25)
In n nn n n-1,n

16

Teniendo estos dos puntos de ¢, se puede encontrar la ecuaciédn de

la recta como

(0)
o(ax, ) 14 )
0), _ In in _ (0)
olery) = #E, ) = (07 ) [ “in ~ %In ]
@« - x
In In
la cual se simplifica a
(Q)
. ) ¢(m1n )
iIn ~ (0) (D
¢(m1n ) - ¢(x1n )

Tomando en cuenta los valores calculados por las ecuaciones

(2.24) y (2.25) se obtiene en definitiva

0) (0)

b « a «
@ = n nn n n-l,n
In (0) (1) (0) _ (1)
bn ( mnn xnn ) # an ¢ xn—l,n n-1,n )
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CAPITULO II1 Aproximacién de Padé.

3.1. Introduccién

En este capitulo se considera el tema de aproximacién de
funciones a través de funciones racionales. Este tema se puede
considerar como extensién del de aproximacién polinomial de
Taylor. Como se sabe, para una funclén'f el polinomio de Taylor
de grado n alrededor de x = 0 , denotado por T(x), se construye

atendiendo al siguiente criterio de aproximacion:

r'®wy) = %), k=0,... .n (3.1)

Este criterio es el que utilizaremos para construir aproximaciones

racionales locales a funciones analiticas.
3.2. Problema de aproximacién de Padé.

Definicién 3.1. Sea f(x) = z ci xi una funcién

analitica compleja. El problema de aproximacién de Padé de orden
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hS

(m,n) consiste en encontrar dos polinomios py q , tales que

dp=mn , 8qg=n y
Kooy = ®wy , k=0, ..., m+n, (3.2
m,n
donde r n (x) = (p/q)(x)( 8 p indica el grado de p). -

Si f es una funcién analitica, denotaremos por w(f) el
grado de 1la potencia mas pequefia en el desarrocllo de f, cuyo

coeficiente es diferente de cero. Llamamos a w(f) el orden de f.

Proposicién 3.1. El problema de aproximacion (3.2) es

equivalente a encontrar polinomios p y ¢, tales que

dp=m , 8dgq=sn y w(fg-plzm+n+1 (3.3)

Demostracién., Suponga que se cumple (3.2) y considere

la funcién e (x) = f(x) - r_(x). Como f(k)(O) - r(k)(O) =0
m, n mn
para k =0,1, . . ., m+ n , entonces X =0 es una raiz de

multiplicidad m + n + 1 para fg - p, y por lo tanto se

satisface la dltima desigualdad en (3. 3).
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El reciproco se puede comprobar si q(0) # 0. Como

[
f(x) g(x) - p(x) ) o+ 140 (3.0)
q(x) - men+1+] :
i=20
entonces se satisface (3.2). -

3.3. Algoritmo de Gauss.

También se puede observar, considerando el producto de
series en f q - p , que el problema de aproximacién (3.2) es

equivalente a los dos sistemas de ecuaciones lineales

0 "o o
€1 by * by = a
(3.5)
Cm bO * cm - 1 bl * m-n n = am
cm + 1 bo + cm bI + .. .+ cn - n+1 bn =0
(3.6)
Cm +n bO * cm +n-1 bl * e n =0
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donde c; = 0 para i < O,

Para resolver un problema de aproximacién de Padé se
encuentra primero una solucién no trivial del ¢« stema (3.6) ( esto
siempre se puede hacer), para luegoe, por sustiiicion directa en

el sistema (3.5) calcular los coeficientes del polinonmio g.

El procedimiento mediante el cual se obtienen ..
coeficientes de los polinomios p y q , del problema de
aproximacién (3.3) a través de la solucién de los sistemas (3.5)
y (3.6), fue programado en PADE. En las paginas 63, 64 y 65

presentamos una copia de este programa.

Las variables m y n denotan el orden de la aproximante,
Coef es un vector que contiene los coeficientes del desarrollo en
serie de la funcion, Coefl y CoefZ2 son matrices que sirven para
formar los coeficientes de los sistemas (3.5) y (3.6), Gauss es
un procedimiento para resolver sistemas de ecuaciones, los
vectores a y b contienen los coeficientes de los polinomios p y g
respectivamente, Eva es un procedimiento para evaluar polinomios
y Dib es una unidad encargada de dibujar en la pantalla de la

computadora la aproximante.
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Unit Algol;

Procedure Aprx1;
Begin
If (n{ti>1) then
Begin
For r:=1 to nlt] do
Begin

For s:=1 to nlt} do
Coefilr,s):=Coef[mltl+r-si;
End;
End;
For r:=1 to nft] do
Coef2(rl:=-Coef{m{tler];
End;
b{0]):=1;
Gauss{Coef2,Coefl,nlt],b);
b{0l:=1.0;
For r:=0 to mitl do
Begin
Intermedio:=0;
For :=0 to r do

Intermedio:=Coeflr-s1*blsl+Iintermedio;

End;
af{rl:=Intermedtio;
£nd;
X1:=Xmin;
Eva(mlt],a,X1,Evaluacionl);
Eva(nft]l,b,X1,Evaluacion2);
If Abs{Evaluacion2)>MinimoReal
Yi:=Evaluacioni/Evaluacion2;
For r:= to 200 do
Begin
X2:=Xmin+{ (Xmax-Xmin) *r)/200;
Eva(mit},a,X2,Evaluacionl);
Eva{nlt],b,X2,Evaluacion?);

if Abs(Evaluacion2)>MinimoReal

Y2:=Evaluacionl/Evaluacion2;

Grafica(X1,Y1,X2,Y¥2,Xmin, Ymax,D1,D2);

X1:=X2;
Y1:=Y2;
End;
End;
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if (nit]=1) then
Begin
If Abs{Coef[mlt]])>MinimoReal then
Begin
b{01:=1.0;b{1]:=-Coef{m{t1+1])*b{0)/Coefimitil:
For r:=0 to mit]l do
Begin
If r=0 then
af0):=Coef{Q]1*b{0O};
If r<>0 then
afr):=Coefirl+bl1}*Coefir-1};
End;
End;
If Abs(Coef{m{t]])<MinimoReal then
Begin
b{0}:=0;
bl1):=1;
For r:=0 to mit] do
Begin
If r=0 then
al0]}:=0;
If r>0 then
alr)i=Coef{r-1};
End;
End;
X1:=Xmin;
Eva(mlt),a,X1,Evaluacionl);
Eva{ni{t],b,X1,Evaluacion2);
If Abs{Evaluacion2)>MinimoReal then
Y1:=Evaluacionl/Evaluacion2;
For r:=1 te 200 do
Begin
X2:=Xmin+( (Xmax~Xmin)*r)/200;
Eva{m{t]),a, X2,Evaluacionl);
Eva(n{t},b,X2,Evaluacion?);
13 Abs(Evaluacion2)>MinimoReal then
Y2:=Evaluacioni/Evaluacion2;
Grafica(X1,Y1,X2,Y2,Xmin, Ymax,D1,D2);

X1:=X2;
Y1:=Y2;
End;

End;
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If {n[t]=0) then
Begin
X1:=Xmin;
Eva({m{t],Coef ,X1,Evaluacionl);
¥1l:=Evaiuacionl;
For r:=1 toc 200 do
Begin
X2:=Xmin+(Xmax-Xmin) *r/200;
Eva({m{t],Coef,X2,Evaluacion2)};
Y¥2:=FEvaluacion2;
Grafica(X1,Y1,X2,Y2,Xmin, Ymax,D1,D2);
X1:=¥2;¥1:=Y2;
End;

. Ejemplo 3.1. Ahora daremos un ejemplo en que se
muestren las aproximaciones generadas por una aproximacién de

Padé. Para tal efecto consideremos la funcién de Bessel de orden

0 definida por

[+
( - x 2/4 )k
Jo(x) = E: Tk (3.7)
k=0

Para esta funcién tenemos los coeficientes que querramos
para construir cualquier aproximante racional de Padé. En la
tabla (3.1) se muestran las aproximaciones proporcionados por
la aproximante racional de orden (5, 5).

Una desventaja del algoritmo de Gauss es que el trabajo
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tabla 3.1.

Aproximaciones a la funcién de Bessel de orden 0O

a través de una aproximante de Padé de orden (5,5).

X,
1

. 0000000000E+00
. 0000000000E-01
. 0000000000E-01
. 0000000000E-01
. 0000000000E-01
. 0000000000E-01
. 0000000000E-01
. 0000000000E-01
. 000C000000E-01
. 000000000CE-01
. 0000000000E+00
. 1000000000E+00 -
. 2000000000E+00
. 3000000000E+00
. 4000000000E+00
. 5006000000E+00
. 6000000000E+00
. 7060000000E+00
. 8000000000E+00
. 9000000000E+00
. 0000000000E+00
. 1000000000E+00
. 2000000000E+00
. 3000000000E+00
. 4000000000E+00
. 5000000000E+00
. 6000000000E+00
. 7000000000E+00
. 8000000000E+00
. 9000000000E+00
. 0000000000E+00

Tomados de [1]

N~ mDOMDNOLCLOURALVLANNYNDOO®OOWO OO~

r5,5(xi)

. 0000000000E+00
.9750156207E-01
.9002497224E-01
. 77626246 54E-01
.6039822666E-01
. 3846980724E-01
. 1200486 350E-01
.8120088861E-01
.4628735275E-01
.0752379813E-01
.6519768657E-01
. 1962201855E-01
.7113274430E-01
. 200859896 2E-01
.6685512047E-01
. 1182767187E-01
.5540216784E-01
. 9798485974E-01
. 3998641145E-01
.8181855994FE-01
.2389077991E-01
.6660698136E-01
.1036226828E-01
. 5539786212E-02
. 5076855748E-03
.8383773565E-02
.6804950728E-02
. 4244936 545E-01
.8503602766E-01
.2431153877E-01
.6005194631E-01

COO0O0CDLTTD0O0DITDOLOODOODOO~

Valor correcto

.99750
.99002
. 97762
. 96039
. 93846
.91200
.88120
.84628
.80752
.76519
.71962
.67113
.62008
. 56685
.51182
45540
.39798
. 33998
.28181
.22389
. 16660
. 11036
.05553
.00250
.04838
.09680
. 14244
. 18503
. 22431
. 26005

15620
49722
62465
82266
98072
48634
08886
73527
37981
76865
20185
27442
59895
51203
76717
21676
48594
64110
85593
07791
69803
22669
97884
76832
37764
49543
93700
60333
15457
19549

*



computacional realizado para obtener una aproximante no sirve para
obtener otra. Esto es un indicador de que el algoritmo de Gauss
no es eficiente. Los algoritmos cociente-diferencia y epsilon,

que estudiaremos mas adelante, remedian ese p: "blema.

Ejemplo 3.2. Utilizando aproximaciones racici. 'es se

pueden construir algoritmos que aproximen la solucién y(x) de una

ecuacién diferencial. Consideremos el problema de valor inicial

= f(x,y) , con y(a) =y (3.8)

Una forma de resolver (3.8) numéricamente, consiste en
encontrar aproximaciones \ de y(xj) en varios puntos xi € [a,bl.
Para construir las aproximaciones yi , hacemos lo sigulente. Si

es una aproximacién de Padé para y(x) en x, entonces una

r
m, n i

aproximacién a y (xi+1) la obtenemos de la ecuacién

Visp = rm,n (xi+1) (3.9)

Para calcular rm n €S necesario contar con el desarrollo de Taylor

’

de y(x) en x es decir

1 ’
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y(x) = y(xj) + (x—xi)f«xi,y xi?} T {’(xi,y(xjﬁf +

[}

i una apreximac:on, entonces en

i

Como y(xi) no se conoce, per
su lugar se utiliza ésta, paro 251 tener el desarrello
y(x) =y

NS .
- e f7 NI N . . 3.10
+ (x xi)f(xi,yi) + 7 f (K.Y (3.10)

i

Un ejemplo permitira ver como se utiiiza (3.%). La

ecuacién diferencial que se resolvera numéricamente es

= 1+y , y(0) =1 (3.11)

Es muy facil ver que la solucién a este problema es

y(x) =Tan ( x + n ) (3.12)
4

Una particularidad de esta funcién es que ‘tiene una
asintota wvertical en n/4 = 0.7853981 . Se encontraran
aproximaciones de (3.12) en el intervalo [(0,0.75], con un paso de
h = 0.05 y empleando una aproximaciéon de Padé de orden (1,1). Ilo

primero que se debe hacer es encontrar la aproximacién de Padé:

68




r; (x) = (3.13)
’ bl( X - X, )+ b

donde X; = i* (0.05) y i=0,1, . . . ., 14. Para encontrar
los coeficientes de (3.13) resolvemos los sistemas (3.5) y (3.6),

estos al ser sustituidos en (3.13) y después de simplificar

obtenemos
2 fz(xi,yi)
Yisp =Y ¥ h (3.14)
2 f(xi,yi) - hf (xi,yi)
La férmula (3.14) es similar a la del método de Taylor
de orden dos. En la tabla (3.2) se muestran los resultados

obtenidos por ambos métodos.

TABLA 3.2.
X; Aproximacidén de Solucién Exacta Serie de Taylor
Padé m=1, n=1 m= 2

0.05 1.1052631579E+00 1.1053555905E+00 1. 1050000000E+00
0.10 1.2228412256E+00 1.2230488804E+00 | 1.2221868316E+00
0.15 1.3557335707E+00 1.3560878511E+00 | 1.3544934066E+00
0.20 1.5079526738E+00 1.5084976471E+00 | 1.5058248209E+00
0.25 1.6849974973E+00 1.6857964172E+00 | 1.6815009786E+00
0.30 1.8946189035E+00 1.8957651228E+00 | 1.8889628892E+00
0.35 2.1481115401E+00 2.1497476402E+00 | 2.13894947390E+00
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J.40 ! 2.4626085385E+00 2. 4619627 5¢TE+CO 2.5475103%635E+00
3.5 i 2.8654314837E+00 2. 8688840280 E+00 2.8397986037E+00
g. 50 ! 3.4029820837E+00 3. 408223442 3E+00 3.3573744918E+00
U.55 | 4. 1603668690E+00 4. 1693640459E+0C 4.0739766086E+00
U, 6u ; 5.3172019204FE+0U 5.331855L22 24E+0U 5.133G008Z017TE+00
J.65 ; v.3108707091E+00 7.340436575CE+00 6.8514405269E+00
g.7d ? 1.I00i853114E+01 1.1681373830E+01 1.00637_5860E+01
a.v5% ; 2.7748628007E+21 | 2.8238252850F+01 1.7767556690E+0 1M

3.4. Férmula para estimar el error.

Como se observa de la tabla 3.1, las aproximaciones
obtenidas a partir de r5,5 son bastante buenas ( coinciden con los
correctos hasta en seis cifras decimales ). Sin embargo es
importante que podamos medir nuestra precision, sin tener que

recurrir a una tabla de valores de la funcidén, pues esto no es lo

natural. Para este propésito podemos utilizar la ecuacioén

[+ o]

_ i
f(x) - r m,ng) = z ¥, X 7/ q(x). (3.15)

i=m+n+1]

Los coeficientes 71 son faciles de calcular porque

T = ¢ b.+ . . . + c b (3.186)
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Utilicemos la suma parcial de orden unc de (3.15) para

estimar el error para el ejemplo (3.1). Es decir
21
Jo(x) - r5'5(x) =711 (-x*x/4)"" 7/ q(x) (3.17)

Haciendo los calculos en (3.17) obtenemos los errores mostrados en
la tabla (3.3). Como se observa los errores estimados son
bastante pequefios, 1lo cual no corresponde a los errores reales.
Sin embargo estas aproximaciones al error nos dan una pista de que
también r5‘5 aproxima a la funcién.

Podriamos obtener mejores estimaciones de! error si
tomaramos en cuenta sumas parciales con mayor numero de sumandos.
También podriamos utilizar algunas técnicas de aceleracién de
convergencla de sucesiones para acelerar la convergencia de las

sumas parciales de (3.15).

tabla 3.3.
Egtimacién de los errores en la aproximacién

Jo(x) = r (x)

5,5
xl e(xi)
0. 0000000000E+00 0. 0000000000E+00
1. 0000000000E-01 ~-3.5306182895E-27
2.0000000000E-01 -7.279070836 1E-24

3. 0000000000E-01 -6.3383330529E-22
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L QCO0CCGHICE-J
L OCO0CCOUO0E-01
. 0000000GOCGE-01
L OCU00COL0E~01
. 00000CO0N00E-01
L OCGCo0CenrE -1
. QULCUGCUUGE+Q0

. ZCA0GG03O0E+00

. 4COCCH00C0E+00
5000000 00F+00
. 6000GGAN00E+00
. TU00000000E+00
. 80U0CO0CQUOOE+(00
. SUUOGGOOAE+00
. Q0GC0G0N00E+00

. 51076 33744E-20
.7705243480E-19
.3243139123F-18
7.2660933410E-18
.1776623128E-17
. 1686402713E~-16
3. 7T48%409598E-16

. 1000G00GOCE+00 ~1.0767713427E-15
. 200CGA0GI0E+00 ~2.8228897828E-15

L85443: 7 JG9E~15
559187 1910E-14
. 3526 b64313E-14
.8643032905F-14
.3462130661E~13
.5413729241E-13
L637T1971189E-13
.2071213068FE~-13

. 100000CGO0E+00 -1.4130851494F-12
. 2000000000E+00 -2.3730153791E-12
. 3G0000000CE+00 ~3.8954010004E-12
. 4000000000E+00 -6.2627413957E-12
. S000000000E+00 ~9.8781516524E-12
. 6000000000E+00 ~1.5308657961E-11
. 7000000000E+00 ~2.3341368552E-11
. 8000000000E+00 ~-3.5055631001E-11
. 8000000000E+00 -5.1914881361E-11
. 0000000CO0E+00 ~7.5882572005E-11
3.5. Propiedades basicas.

Se mostrard que dos soluciones (pl,ql) y (pz.qz) al

problema de aproximacién de Padé de orden (m,n) son equivalentes

como funciones racionales.

Proposiciéon 3.2. Si son soluciones

(pl.ql) y (pZ.qZ)

de (3.3) entonces P; 4, = P, 4y
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Demostracion. Considere el polinomio ¢ =>p1 9, =~ Py 4;
que puede ser escrito como ( fq2 - P, )qI - (fql - Py )q2'
Como w ( qu - P Jz2m+n+1 y w fq2 - Py )z m+ n+ 1

entonces w ( ¢ ) z2m+ n+ 1. Pero al ser 8 ( P19, ~Py9, ) = m

+ n se infiere que estas se cumplen sélo si ¢ 0. m

Definicién 3.2. Si p(x) y g(x) satisfacen el problema

de aproximacién de Padé de orden (m nJ), para f analitica
comple ja, se denotara por

po(x)

mn = _EETET_ (3.18)

la fraccién irreducible unica de p/q normalizada ( qO(O) =1).
La funcién racional (3.18) es llamada la aproximacién de Padé de

orden (m,n) para f. "

Antes de continuar conviene hacer algunas observaciones
acerca de la definicién (3.2). Si p(x) y q(x) tienen factores en
comin entonces P, ¥ q; no son de grados m y n respectivamente,

* *
se denotaran por m yn los grados de Py ¥ 4, respectivamente.

Otro matematico que contribuyé al desarrollo de las
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aproximaciones racionales fue Charles Hermite (1822-1901). Hermite
'arreglé en una tabla de doble entrada las aproximaciones y ésto es

lo que ahora se conoce como tabla de Padé

tabla de Padé.

r r I‘o,z

0,0 0,1
1,0 11 1,2
T2,0 T2, 1 T2, 2

También estudidé la llamada estructura de bloques en la tabla, o lo

que ahora se conoce como no-normalidad de un elemento de la tabla.

Este concepto significa que una aproximacién racional rm sélo se
puede repetir en bloques cuadrados, como en el siguiente
diagrama.

m+k, n

r
m, ntk

m+k, n+k
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3.6. Normalidad.

La propiedad de las aproximaciones racionales que se
estudiara en esta seccién es la normalidad. La importancia de la
normalidad se debe primordialmente a que los algoritmos cociente-
diferencia y epsilon para construir aproximantes de Padé, sdélo se

pueden usar si estas son normales.

Definiciéon 3.3. Una aproximacién racional es normal si

ésta aparece so6lo una vez en la tabla de Pade. .

Existen funciocnes que muestran la existencia de la

no-normal idad.

Ejemplo 3.3. La tabla de Padé para la funcién

£(x) =1+ Sen(x) =1+ x - §!+ = et -

presenta repeticiones en los siguientes bloques :

1,0 1,1

2,0 2,1
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Proposicién 3.3. Si la aproximacién de Padé de orden

(m,nn}) para f es o (x) = —ag (x), entonces existe un entero v
’ 0

con 0 = v = min ( m - mx, n - nx), tal que
v v
p(x) = x po(x) y q(x) =x qo(x)
satisfacen el problema de aproximacién de Padé de orden (m, n).

Demostracion. Sea pl Yy d] una solucién del problema

de aproximacién de Padé de orden (m,n). Entonces
a p; =m . 8 q, =n y w ( fqz - p Jzm+n+ 1
Si pO/qO es la fraccién irreducible de pI/ql entonces
pI(x) = po(x) t(x) vy ql(x) = qo(x) t(x) (3.19)
El entero v que se necesita es el orden de t(x). Como el grado de
t(x) satisface O = 8 t s min ( m - m*, n - n) entonces,

obviamente para el orden de t también se cumple

0 =w((t) =min ( m -m’, n - n”)

76




Ahora se demostrara que < pn{x) v ¥ qo(x) son
solucién del problema de aproximacién de Padé de orden (m,n).
Claramente 8 ( x' po(x) ) =m ¥ 2 x¥ qo(x) ) = n. Ahora

como

w( fql - P J=ow (t( fq, - 1. )

v . v
= - = o y - e s
w{x ( fqo Py ) =w i £ x 9, - (x 2. )

entonces por ser (pz,ql) solucién del problema de aproximacién de

Padé de orden (m,n) queda demostrada la proposicioén. »

El siguiente resultado ayuda a encontrar repeticiones en

la tabla de Padé.

Proposicién 3.4. Si la aproximacién de Padé de orden

(m,n) para f es Ton ™ Po = Entonces

*

a) o/ fqo - Py J=m +n o+t +1 , con t =20

b) Para k y 1 que satisfagan mosk=m o+t y

» E

= = =
n 1 n +t, se cumple Ty 1 rm’n .
» »* E »
c) m =m +t y n =np +t
Demostracién. Para demostrar (a) se utiliza la
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proposicién (3.3), la cual indica que existe v tal que
w(f 4y = Py Jzm+n+1-~-v
¥
donde 0 = v = min ( m - m , n—-n ). A partir de ésto se deduce
» *
que w ( f 99 = Pp J)zm +n +1, pues mzm y-vzn - n
De la antepenultima desigualdad se deduce la existencia de un

-entero t no negativo que hace valida la igualdad. -

Para demostrar (b) considere enteros k y 1, tales que

» * » *
m = k =m + t y n = ] =n +t, y sean

v = min ( k - my) , p(x) = x’ po(x) y q(x) = X’ qo(x)

Entonces 38 p = k y &8 q s 1 y como consecuencia de (a)

v v
w(fg-pl=w(fx qp = X Py )

w( x( fqo - Py ) )

* »*
2m +n +t+vp+1
»
Por otro lado suponga que v = k - m , entonces
*

mo+n +tevelzk+1+1, (3.20)
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» *
pues n + t 2z !l. Si v =1-n entonces también (3.20) es

valida. Ahora la desigualdad w ( fq - p ) =z k + 1 + 1 implica
que p y ¢q son solucién del problema de aproximacion de Padé de
orden (k,1), perc también p y g son ocbviamente solucién del

problema de aproximacién de Padé de orden (m, n). -

La demostracién de (c¢) utiliza la proposiciéen (3.4.a).

Si p(x) = x” Py (x) y q(x) = X qo(x) entonces

]
+
3
+
—~
A

* i
w(fg-p)=m +n +t+v+1

»* »
min ( m-m, n-n ). Comov =m-m

donde v satisface O = v =
L3
entonces m+ n+ 1 2=m+n +t +1 s

El siguiente resultado da condiciones necesarias y

suficientes para la normalidad

Proposiciéon 3.5. La aproximacién de Padé ron =

»

Py’

para f es normal si, y sdlo si
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Demostracion. Si r es normal, (a) y (b) se

mn
s s - b L
demuestran por contrapesicién. Suponga que m < m o n < n,
utilizando la preposicion (3.4.a) se tiene que :
©f )= v n o+t 1 t =0
y f - Jo=m + n + + . f = »
¢ Cta, - Py
» » X .
entences w ( fqo ~p,J2zm +n + 1. Esto impiica que
Py
» » |-
m, n d4
* > e ”\ *
Pero debido a las suposiciones hechas en m y n se cumple
rm* n* = contradiciendo la normalidad. Supéngase ahora
b4 £d
que

w ( fqo - Py )J*m+n+ 1,

entonces por la proposicién (3.4.a) se cumple

*

w ( fqo - Py ) =m + n* + t + ]

con t > 0, yaque si t = 0 entonces por la parte (a) de esta
proposicién w ( fqo - Py ) =m+ n+ 1, lo cual no puede ser.

De nuevo utilizando la parte (a) de esta proposicién se tiene




w ( fqo - py )=m+n+t+1 ,t>0,

y utilizando la proposicién (3.4.b) se deduce que r = r
>
para todos los enteros k 'y 1 que satisfagan m =k =m + t Yy

»* »
n =1 =n + t.

Para probar que (a) y (b) garantizan la normalidad de
rm n se procede por reduccién al absurdo. Suponga que r. n Do

es normal, entonces r para algunos enteros k > m y

mn~ Tk I
1 > n. Ahora utilizando la proposicién (3.3), existe un enterc v
con O=v smpnin( k-m 1-n) tal que p(x) = x° po(x) y

g(x) = x qo(x) satisfacen
w ( x¥ ( fqo - Py D))z k+ 1+ 1.,

Por la hipétesis (b) se deduce que m+n+v + 1=z k+1+1,
por lo tanto vz ( k- m)+ (1~ n). En consecuenciav = k- m

ovzl-n locual es una contradiccién con las propiedades de

V. =

Otras condicliones necesarias y suficientes para que una
. . . .. cas i
aproximacién racional r n de una funcién analitica Z Ci X sea

»

normal, se pueden dar en funcién de los siguientes determinantes:
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T ¢ c c 1
m m -1 m- n
o c c
! “aw 1 m m=-n+1
_
m,nn + 1
i
: < < . . . ¢
; mo+ N m+ n - 1 m
i
con n 0 = I. La demostracién del siguiente resultade se
IH,

encucnira en [6].

Proposicién 3.6. La aproximacién de Padé r, , para f

»

es normal si, vy s6lo si  los determinantes del siguiente diagrama

son dif'erentes de cero

D e

D
m, n m, n+1

D —— D
m+l, n m+1,n+1

Si se aplica este resultado al ejemplo (3.3) y a la

aproximacién racional rI 0’ entonces
’
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v como ¢, = 0, se sigue la no-normualidad de r

2 1,0°

3.7. Convergencia

Una propiedad importante es la convergencia de
sucesiones de aproximaciones racionales. Como las aproximaciones
de F'adé las utilizamos para aproximar funciones, es Iimportante
saber si la sucesion converge, en algun sentido, a la funcién.
Como veremos los resultados que hay en este sentido no son féciles
de aplicar. la situacién es similar al teorema de Weierstrass,

aunque se sabe que existe un peclinomio P tal que

| f(x) - P(x) | < & para toda x en [a,b] ,

para f funcién continua en [a,b]. EIl resultado no nos indica como

encontrar el polinomio P.
La utilizacién del paquete PADE , como una herramienta
que nos ayuda a experimentar e intuir lo que sucede con la

sucesién, puede ser valiosa.

Ejemplo 3.5. Utilizando los programas de Padé, nos

" podemos dar cuenta empiricamente que la sucesién de aproximantes
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racionales A = (r_ )% de la funcién y = In(1+x)/x convergen a

m, m” n=0
f(x). En las tablas (3.4), (3.5) y (3.6) se muestran las

estimaciones proporcionadas por algunos elementos de la sucesién.

Aunque la funcién es muy simple, es un ejemplo en el
que se pone de manifiesto que las aproximantes de Padé convergen a
f, 1inclusive cerca de una singularidad y en un intervalo bastante

grande. |

Los siguientes resultados muestran la convergencia, de
sucesiones de aproximaciones racionales. El primer resultado es

clasico.

Proposicion 3.7. Si f es analitica en B(0,r), el disco

Tabla 3.4.
Aproximaciones a In(1+x)/x a través de rz 2
X, r2’2(xi) f(xi)
-9, 0000000000E-01 2.4355828220F+00 2.5584278811E+00
~8.0000000000E-01 1.9885057471E+00 2.0117973905E+00
~7.0000000000E-01 1.7144408252E+00 1.7199611490E+00
~6.0000000000E-01 1.5257731959E+00 1.5271512198E+00
~5.0000000000E-01 1.3859649123E+00 1.3862943611E+00

-4.0000000000E-01
-3. 0000000000E~01
~-2.0000000000E-01

.2769953052E+00 1.2770640594E+00
. 1889055472E+00 1.1889164798E+00
. 1157167530E+00 1.1157177566E+00

s
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T T S O L . "I R V. S« - S A N+ N € S Y IO XY

. 0000000000E~01
. 0000000000E-01
. 0000000000E-01
. 0000000000E-01
. 0000000000E-01
. 0000C00000E-01
. 000000G0000E-01
. 0000000000CE-01
. 0000000000E-01
. 0000000000E+00
. 1000000000E+00
. 2000000000E+00
. 3000000000E+00
. 4000000000E+00
. 5000000000E+0¢C
. 60000006GO0E+00
. 7000000000E+00
. 8000000CCOE+00
. 8000000000E+00

.0536051340E+00
. 1160809372E-01
.7454938717E-01
.4118673647E-C1
. 109452736 3E-01
.8336980306E-01
. 5809427948E-01
. 3482032218E-01
7.1330176496E-01
.9333333333E-01
. 7474220400E-01
. 5738161559E-01
.4112596456E-01
.2586699306E-01
. 1151079136 E-01
.9797541576E-01
.8518897704E-01
.7308809292E-01
.6161662464E-01

NN N 0 O o~

J

L 1 L ;1 v & & O O O

Tabla 3.5

Aproximacion a In(1+x)/x a través

Xy

. 000000000CE-C1
. 000000000CE-01
. 0C00000000CE-01
. D000000000E-01
. G0000C0000E~01
. 0000000000E~01

r3'3(xj)
2.5242239926E+00
2.0083493897E+00
1.7194874631E+00
1.5270814682E+00
1.3862847222E+00
1.2770629611E+00

8%

de

DA A N NN NN N e 00 o~

n U »n O

r

2
2
1

i
1
1

.0536051566E+00
. 1160778397E-01
. 74547 54823E-01
.4118059155E-01
. 1093021622E-01
.8333938208E-01
. 5804035866E-01
.3473333113E-01
. 1317098464E-01
.9314718056E-01
.7448849521E-01
. 5704780030E~01
.4069932533E-01
.2533481240E-01
. 1086048792E-01
. 971946 5314E-01
.8426574883E-01
.7201078732E-01
.6037407210E-01

3,3

f(xi)
. 5584278811E+00
.0117973905E+00
.7198611490E+00
.5271512198E+00
. 3862943611E+00
. 2770640594E+00



T T S S S ORI " S WO VOO S S S « S € SN SR 0

. 0000000000E-01
.0000000000E-01
. 0000000000E-01
. 0000000000E~01
. 000000000CE-01
. 00000000G00E-01
. 0000000000E-01
. 0000000000E-C1
. 0O00000000E-01
. 000J000000E-C1
. 0000000000E-01
. 00000CO000CE+00
. 10000600000E+00
. 2000000000E+00
. 3G6000GO000E+00
. 4000000000E+00
. 5000000000F+00
. 6000000000E+00
. 7000000000E+00
. 8000000000E+00
. 9000000Q000E+00

. 1889163944E+00
.1157177535E+00
. 0536051566 E+00
.1160778460E-01
.7454755591E-01
.4118063361E-01
. 1093036530E~-01
.8333978515E-01
. 5804126 554E-01
.3473511882E-01
.1317417567E-01
.9315245477E-01
. 74499669527E-01
.5705993176E-01
.4071655225E-01
.2535844951E-01
. 1089199028E-01
.8723560407E-01
.8431784683E-01
.7207583253E-01
. 604539526 5E-01
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Tabla 3.6.

Aproximacién a In(i+x)/x a través

X

. 0000000000E-0]
. 0000000000E-01
. DGOOOODOOVE~01
. 0000CGO0000E-01

T4,40%;7
2. 5490234855E+00
2.0112905452E+00
1.7199206 144E+00
1.5271476888E+00
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. 1889164798F+00)
L 1157177566 E+00
.0536051566E+00
.1160778397E-01
.7454754823-01
.4118059155E-1
. 1093021622E-01
.8333938208F-01
. 5804035866E~01
.3473333113E-01
. 1317098464E-01
.9314718056E-01
.7448849521E-01
. 5704780030E-01
.4069932533E-01
.2533481240E-01
. 1086048792E-01
. 971946 5314E-01
. 8426 574883E-01
.7201078732E-01
.6037407210E-01

NN 0 RO e e e

=~}

KA S DS B T = (N o U « Y « (T~ W ~ W N

Ta,4

f(xi)
2.5584278811E+00
2.0117973905E+00
1.7199611490E+00
1.5271512198E+00
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. 0000000000E~-01
. 00000000C00E-01
. 0000000000E~-01
. 0000000000E-01
-1.0000000000E-01
. 0000000000E-01
. 0000C00000E-01
. 0000C00C00E-01
. 0000000000E-01
. GC00000000E-01
. 0000CO0000E-01
. 0000C0O0000E-01
. 0000000000E-01
. 0000000000E+00
. 1000000000E+00
. 2000000000CF+00
. 3000000000E+00
. 4000000000E+00
. 5000000000E+0Q0
. 6000000000E+00
. TO00000000E+00
. 8000000000E+0G
. 8000000000E+00

o - r O v O v O & N N N N 0 00 O s ks ka ka ea

con centro en el origen y radio r,

. 3862940785E+00
. 2770640418E+00
. 1889164791E+00
. 1157177566 E+00
.0536051566 E+00
. 1160778397E-01
. 7454754826 E-01
.4118059184E-01
. 1093021771E-01
.8333938748E-01
. 5804037412FE-01
. 3473336839E-01
. 1317106367E-01
. 9314733235E-01
.7448876460E-01
. 5704824872E-01
.4070003327E-01
.2533588156E-01
. 1086204301E-01
.9719684325E-01
.8426874838E-01
.7201479673E-01
.6037931799E-01
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1.3862943611E+00
1.2770640594E+00
1.1889164798E+00
1.1157177566E+00
1.0536051566E+00
9.1160778397E-01
8.7454754823E-01
8.4118059155E-01
8.1093021622E-01
7.8333938208E-01
7.5804035866E-01
7.3473333113E-01
7.1317088464E~01
6.9314718056E-01
6.7448849521E-01
6.5704780030E-01
6.4069932533E-01
6.2533481240E-01
6.1086048792E-01
5.97194965314E-01
5.84926574883E-01
5.7201078732E-01
5.6037407210E-01

entonces la sucesién

converge uniformente a f en cada subconjunto compacto de B(O,r). -



Tomo respalde tedrico del ejemplo (3.5), se da el

siguiente resultado [5].

Proposicion 3.10. Sea f una funcién meromorfa en K un

subceniinte compacte de £ Para & > 3y 8 > 0, existe k > 0 tal
que si i > k , se saticface
r. (x> - f(x) {<e , xekK, ,
i,1i i

donde Ki es un subconjunio de K, tal que la medida de Hausdorff

de XK ~ Ki es menor a &. m

Una funcién meromorfa es una funciédn analitica, excepto
en un numero finito de polos. Como la funcién del ejemplo (3.5)
. X . s 2 0
es meromorfa en el disco unitario, la sucesién (rm m)m=0 converge
»

a f. Otros ejemplos en que podemos aplicar el resultado (3.5) son

las funciones de Bessel y la funcién de =rror.
3.8. Algoritmo cociente-diferencia.
Como ya hemos marcado el algoritmo de Gauss no es
eficiente para encontrar aproximaciones de Padé. Pues el trabajo

computacional gque hacemos para obtener una, no sirve para
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encontrar otras. En esta seccién presentamos el algoritmo
cociente diferencia de Rutishauser [7], como una alternativa
para construir, de una manera mas eficiente, aproximantes de
rade. Empezamos con el siguiente resultado basico.

Proposicion 3.8. Si r (x) = P, / a, v

r
m, n m+k, n+1

v,/ 4, cor k,1 =z 0, entonces existe un polinomio pu (x) con
o {u) s max( k-7,1-1 ) , tal que

m+n+1

( P, = Py Hx) = x u( x )}

Demostracién. El polinomio v = P19, = Py9,; tiene las

siguientes propiedades:

w(v)=uwl (fq2 - pz)ql - (qu - pyla, ]
= min ( w(fqz - pz), w(fqz - pz) )
zm+n+ 1
y 8 (v ) =smx ( 6pI + 6q2 , 3p2 + 6q1 b
=m+ n+ mx (k, 1)
=m+n+ 1+ mx (k-1,1-1)
De estas desigualdades se deduce el resuitado. .
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Ahora considere & siguiente sucesisn 2e aproximac.iones
racionales localizadas sobkre

'Ina escalera descendente en

In *abia
de Padé
Tk SV o0 ket - Tier 1 Their f
y una fraccién continua de 1z torma
i
k . d xk+13 o d X
G, ( x) = d. x' + T__L‘” S LS S
k i 1 -1 1
i=20 ! i=2 |
Proposicién 3.8. Si cada tres elementos consecutivos
enT

K son diferentes,

entonces una fraccién continua de la forma
de Gk existe con dk+1 # 0, para I = |, tal que su n-ésima
convergente es igual al n-ésimo elemento de T

K para n = 0.

Demostracion.

= C

Para empezar es facil deducir que di i

para i = 0,1, , k+1,

del hecho de que se quiere

k k+1
_ i _ i
rk’o (x) = z di X y rk+1,0 (x) = z di X
0

0
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Ahora se sabe que una fraccién continua para la cual su
n-ésima convergente es igual Pn / Qn , ~ esta dada por Ilas

formulas (2.11).

- i1 Pie1%
Py =Py PiQi-1 Pi-19
P, + 7 + ] P 0] (3.21)
i+1%-1 i-1%+1
t=11 PQ, - B9

Como se quiere que la i-ésima convergente sea igual al i-ésimo

elemento de Tk » Y como el i-ésimo elemento de Tk es
Pi Tk + i+l i+l 1 » Siies impar
== = 2 ' 2 (3.22)
Qi r
k+ i i , si i es par
' 2

entonces, wutilizando 1la proposicién (3.8) se deducen las

siguientes férmulas para los numeradores y denominadores de (3.21)

P.Q

i

PRi1 = P = myx

ivr T P T omgx

Piv1Qic1 = PiqQuy = myX

donde Mo “2 , p3 son constantes. Estas férmulas al ser
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sustituidas en (3.21) y aplicar !a +ransformacien de squivalenciz

p; = 1 vy P; = p2/u3, demuestran 1 resultado. -

Una deficiencia de la proposiciéon (3.9} es que no
sabemos como calcular los coeficientes dk+1 para § = 2. Antes de

abordar este problema se da un resuitado que es cansecuencia de

(3.9).

Proposicién 3.10. Si la n-ésima convergente de Ga(x)

coincide con el n-ésimo elemento de TO , entonces Gb(x) es una

fraccién continua correspondiente para la serie T c; xt.

Demostracién. Si Pn/Qn es la n-ésima convergente de
Go(x), entonces w (an - Pn) = n+1 y Qn(O) = ]. Fsto se

obtiene de las férmulas (3.22). Luego entonces

Pn (j)
f - - (0) = 0 , Jj=20,1, , n
Qn
donde se ha utilizado que On(O) = 1, para deducir que Qn es
diferente de cero en una vecindad del origen. =

Ahora continuamos con el problema de calcular los

g2




numeradores parciales de Gk' Consideremos la fraccién continua

con k variable

® c Ll kD) IRCS2 P
F . (x) = c xk + k+1 ! + ! | + I l +
k k 1 | 1 [ 1
i=20
(k+1) (k+1)

-q x -e X
+ T...______H i + 2 i + « e
Si se calculan los coeficientes g's y e’s utilizando la

proposicién (3.9) , entonces las n-ésimas convergentes de Fk-l y

Fk son iguales a los n-ésimos elementos de Tk—I Yy Tk

respectivamente. Utilizando este hecho es facil observar que la

parte par de Fk es lgual a la parte impar de Fk—]’ pues tienen en

comin las convergentes Por 1lo

"r,0 * Tk+1,1 * Fke2,2

tanto los denominadores y numeradores parciales de la parte par

de Fk son iguales a los denominadores y numeradores parciales de

la parte impar de F respectivamente. Utilizando las férmulas

k-1

de las proposiciones (2.6) y (2.7), se puede calcular la parte

par de Fk para obtener

k . c kel _q(k+1) e(k+1) x2
Par( F, ) = c. xt + k+1 x + I 1 +
k i [ (1) 7 T (k+1) (k+1)
1 - ql X 1 - (qz + 61 )x

23




Ck+1} (k+1) 2
-q. e X

q.
2 2
3.23
[ RPY =5 S R ¢ 3 O S (3.23)
q; 2 pp
Mientras que la parte impar de Fk'z es
k {(K) _k+1 (k) (k) 2
, T T A 1 e I X
Imparlk, ) =L € * Tk cki T B YNENCY)
P I - {qg + e Jox 1 -4(q, +c¢ )x
g 1 1 2 2
(k) (k) 2
€, 4y X
€. . N X . 2
AP (YR (Y ' (3.24)
93 3

Haciendo la igualdad de los numeradores y dencominadores

parciales de (3.23) vy (3.24),

(k) _ k41
2 Ck
(k) _ (k+1) (k+1)
€1 T %11 Y 9
(k+1) . (kel)
(0 _ 9 1
9)+1 7k
e
1
donde se define e(k) = 0,

0

e's siga siendo valida cuando 1 = 1.

se deducen las sigulentes férmulas

(k)
9,

(3.25)

para que la férmula para calcular las



Los numeros e's y g@'s son arreglados en una tabla,
donde un super-indice sirve para indicar la diagonal en la que se
localiza el numero y un sub-indice la columna. Esta tabla es

llamada la tabla cociente-diferencia o tabla qd(pag. 95).

Las férmulas (3.25) se pueden recordar facilmente si se
observan que los términos que intervienen en ellas se localizan en
los vértices de un rombo, y el elemento que se encuentra en la

esquina derecha es el que se calcula en funcién de los otros tres.

(k) e(k)
q, 1-1
e(k+1) e(k) (k+1) (k)
1-1 1 -1 9
(k+1) e(k*l)
1 1-1
Tabla cociente diferencia.
(1)
€ g (1)
1 e, q(]) (1)
e(2) (2) 2 e, q(l) (D
a q (2) 3 e,
1 €, q(2) (2) 3
e(3) (3) 2 €, q(Z) (2)
0 q (3) 3 e, .
1 e (3) 3
: I 9, (3 (3)
2 q (3)
3 63 .

La sigulente etapa consiste en dar un procedimiento,
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basado en el algoritmo qd , para calcular aproximaciones de Pa:c.

Supéngase que m = n en ren ° Es claro que tal
»
aproximacién racional es un elemento de Tm—n , Yy es el 2n-ésimc
elemento. Por lo tanto r. n se puede calcular a partir de I
,

2n—ésima convergente de F
m-n

mn c Ll . (m—n+1)x Lelmntl)
e oi . Cmene P, U 1, ©2 L, .,
i 1 1 T 1
0
_(m-n+1)
+‘"1 | (3.26)

Para determinar a (3.26), es necesario decir cémo se calculan los

(m-n+1) (m~n+1) e(m-n+1) e(m—n+1)
1 IR A N R R S

La siguiente region de la tabla cociente-diferencia es la que

coeficientes g

necesitamos formar para determipar estos coeficientes.

(m-n+1) _ (m-n+1)
1 qn

(3.27)




Para generar la regién (3.27), basta con conocer los
elementos g’s de la columna uno, el resto se genera por columnas

de izquierda a derecha utilizando las ecuaciones (3.25). Como

) c ;
q;m—n+1) - Cm—n+1+1 , i=1.2 ..., 2n-1
m-n+i

entonces la minima informacién necesaria para calcular (3.27)

son los coeficliemtes ¢ R

c
m-n+1 m-n+2 ’

Para completar el algoritmo para calcular aproximaciones
racionales, es necesario decir que hacer si m = n. La siguiente

propiedad de las aproximaciones soluciona el problema.

Proposicién 3.11. Covarianza Reciproca. Si f(0) = 0

entonces, para toda m,n 2 0 se satisface

donde los paréntesis se utilizan para denotar la aproximacién de
Padé.
Demostracion. Esta se deduce de la siguiente igualdad

al multiplicarla por 1/f.
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tix)gix) -~ p(x) = @+l xm+n+1+ @2 xm+n+2 - - om

En PADE se encuentra programado el algoritmo cociente-
diferencia cxactamentce como lo hemos desarrollado en esta seccidn.
A continuacicon presentamcs el listado de este. Las variables m y
n denotan el orden de la aproximante, Coef los coeficientes del
desarrolio en serie de la funcién, e y q son vectores que

contienen los elementos de la diagonal (m~n+!) de la tabla de

Padé, Num y Derr son vectores que sirven para guardar los
numeradores y dJdenominadores de (3.26). Los procedimientos @D,
ForFracCont, Fva y ConEva son para formar la tabla cociente
diferencia, formar los numeradores y denominadores de (3.26),

evaluar un polinomio y evaluar una fraccidén continua a través del

algeoritmo de sustitucidn haciza atras respectivamente.

Unit Algo22,

Procedure Aprx22;
Begin
1f ((nfti>1)and{miti>=nlt])) Then
Begin
QD(Coef ,e,q,mit), nlt});
X1:=Xmin;
Den{1]:=1.03

Num{1]}:=Coef{m{t]-nlti+1]*Pot(mltl-nitlel,X1};
ForFracCont(Num,Den,e,q,Coef ,nft},X1,m{t),nlt]);
Eva(mit}-nit] ,Coef ,X1,B0);
ConEva({BO,Num,Den,Conv,2%n[t]);

* ¥1:=Conv;
For t=1 to 200 Do
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Begin
X2:=Xmin+({ (Xmax-Xmin) *r)/200;
Denl1}:=1.0;
Num{1}):=Coef{mit)-niti+1)1*Pot(mit}-niviel ¥y,
ForFracCont (Num,Den,e,q,Coef,nlt]} X2, mit] nitiy;
Eva(m{t]l-n{t],Coef,X2,80);
ConEva(BO,Num,Den,Conv,2*n(t]);
Y2:=Conv;
Grafica(X1,Y1,X2,Y2,Xmin, ¥Ymax,D1,D2);
X1:=X2;3
Y1:=Y2;

End;

End;

If {{(nlt)=0)and(m{t}>=nit])} Then
Begin
X1:=Xmin;
Eva(ml(t]},Coef, X1,BO};
Y1:=B0;
For r:=1 to 200 Do
Begin
X2: =Xmin+ { (Xmax~Xmin)*r)/ 200;
Eva(m{t}),Coef X2,B0);
Y2:=B0;
Grafica(X1,Y1,X2,Y2,Xmin, Ymax,01,02);
X1:=X2;
¥1:=Y2;
End;
End;

Ir ((nltl=1)and(m{ti>=nit]}) then
Begin ‘
qim{t}}:=Coefimlt]l+i]l/Coefimliti};
X1:=Xmin;
Eva(m{t}-1,Coef,X1,B0};
1f Abs(1-gim[t]1®X1)>MinimoReal then
Y1:=BO+(Coef m{c)]*Pot(mlt], X1)/(1-qim[t]]*X1));
For r:=1 to 200 do
Begin
X2: =Xmin+{ (Xmax-Xmin) *r)/200;
Eva(m{t]-1,Coef ,X2,B0);
If Abs(i-glmlt]1*X2)>MininoReal then
¥2:=BO+(Coef{mit)]1*Pot (m[t],X2)/(1~qlmlt]]*X2));
Crafica(X1,Y1,X2,Y2,Xmin, Ymax,D1,D2);
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X1:=X2;
¥Y1:=Y2;
End;
End;
End;
End.

Unit Algo2l;
Procedure Aprx21;
Begin
1f {{mlt)>1)and(mlti<nit])) Then
Begin
SerRec(Coef ,m{t}+n{t]),CoefRec);
QD(CoefRec,e,q,.n{t]l,mlt]);
X1:=Xmin;
Den{1}:=1.0;
Num{1]}:=CoefRecinft]-mit]+1)*Pot(nltj-mit}+1,X1};
ForFracCont (Num,Den,e,q,CoefRec,nft]),X1,n{t]l,mit}):
Eva(nl[t]-mlt] ,CoefRec,X1,B0);
ConEva(BC,Num,Den,Conv,2*%m{t]);
Y1:=1/Conv;
For r:=1 to 200 Do
Begin
X2:=Xmin+({Xmax~-Xmin) *r}/200;
Den[1]):=1.0;
Num[1]:=CoefRecIn{t]-m{t]+1])*Pot(n{ti-mlt}+1,X2};
ForFracCont {Num,Den,e,q,CoefRec,mit] X2, n{t), mit]);
Eva{n{tl-m{t]},CoefRec,X2,B0);
ConEva(BO,Num,Den,Conv,2*m{t});
Y2:=1/Conv;
Grafica(X1,¥Y1,X2,Y2,)Xmin,¥Ymax,D1,D2);
Ki:=X23
¥1:=Y2;
Engd;
End;
1f {({mlt]=0)and(m{ti<nitl)) Then
Begin
SerRec{Coef ,mltlen{t],CoefRec);X1:=Xmin;
Evainiti-mlt}, CoefRec,X1,B0);

1f Abs(BO}>KinimoReal then
¥1:=1/80;

For r:=1 to 200G Do
Begirn

X2:=¥Ymin+{ (Xmax-Xmin)*r)/200;
Evain{t]l-m{t}, CoefRec,X2,B0);
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If Abs(BO)>MinimoReal then
¥2:=1/B0;
Grafica(X1,¥1,X2,Y2,Xmin, Ymax,D1,D2);
X1:=X2;Y1:=Y2;
End;
End;

If ({mit)=1)and{miti<ni{t])) then
Begin

SerRec(Coef,1+nf{t],CoefRec);

qinlt]1:=CoefRecini{ti+1}/CoefRecinitl]);

X1:=Xmin;

Eva(n[t}-1,CoefRec,X1,B0);

Y1:=1/(BO+{CoefRecin{t]i*Pot(nit], X1)/(1-gqlnft}ii®*xX1)}};

For r:=1 to 200 do

Begin

X2:=Xmin+{ { Xmax-Xmin) *r}/200;
Eva({nl[t])~1,CoefRec,X2,B0);
¥2:=1/(B0O+CoefRecinit] ) *Pot(n{t] X2)/(1-qlnlL]}*X2));
Crafical(X1,¥Y1,X2,¥Y2,)min, Ymax,D1,D2);

X1:=X2;
Y1:=Y2;
End;
End;
End;
End.

3.9. Algoritmo epsilon.

El algoritmo que a continuacién se estudiard es el

epsilon de Wynn {11]. Ewmpezamos con la sigulente propiedad.

Proposicién 3.12. Para las convergentes de la fraccién

continua (2.1)

10}




se satisface, siempre y cuando tres convergentes sucesivos son

distintos, que

2
v, 1 . bye 1Pk 2% (3. 28)
Cre1 ~ Sk Cp = Cig Priz®% = Pz

Demostracion. Basta aplicar las férmulas (2.6), (2.5)
y (2.8) del capitulo dos para obtener el resultado. La

deduccién es como sigue.

oo ! . e 1% o UGk
c.oT ¢ T k2 ko1
k+l1 k k k-1 (-1) a...a ., (-1) aye..qy
i} s Ur1 ™ Bur1%-1
k a
(-1) a, ... a, k+1
2 2
_ Bre1% P rPue %
Tk - TP, 4@, - PQ n
-0fa e, Tled% KkQk+2

El siguiente resultado expresa wuna relacién de

recurrencia entre los elementos contiguos de la tabla de Padé.
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m1,n

Foone1 =¥ Tmon - © mone1
"m1,n = ¥

Proposicién 3.13. ( Regla cruzada ). Sir _, = o y

r o = 0, entonces la siguiente relacién entre #, ¥, § W y €

es valida

H

(v-ed)lecg-ertace-crtecw-e)! (3.29)

Demostracion. Se aplica la proposicién (3.12) a las

fracciones continuas Fm_ y , las cuales se definieron

n Fm-n+1

en la seccién 3.8, cen k =2n y k = 2n+l respectivamente,

para deducir

2
! + .2 - QZn
rm+1,n - rm,n rm,n - rm,n'z P2n+202n - P2n02n+2
2
! + ! = QZn
rm.n+1 - rm,n rm,n - rm--l.n P2n+202n - P2n02n+2

Ahora si se introduce la sigulente notacién para las

. . (m-n
aproximaciones de Padé r = g )

- 2n , entonces se obtiene la
’
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siguiente configuracién para la tabla de Pade.

Tabla epsilon

(%)
(1) (o)
o0 €2
(2) (1) (0)
) €2 €4
c(3) c(2) e(I) e
0 2 1 "6
donde eém) = rm o ©% el polinomio de Taylor de grado = de f

alrededor del origen.

La tabla & puede ser completada en las columnas impares

de la siguiente forma. Se definen

(m-n-1) _ (w-n)
Con+1 = fop-1 7 (m-n) (m-n~1) (3.30)
€ - g
2n 2n

(m) _  (~-n-1)
8—1 = %on

estas férmulas son validas param, n = 0,1, 2,
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Utilizando la proposicién (3.13), se puede demostrar una

relacién similar a (3.30) para generar los e’'n de las columnas

Proposicién 3.14. Param, n=0,1,2, . . . es valido
C(m:*-n) - 8(m—n+1) . 1 (3.31)
2n 2n-2 mn+l) - (m-n) )
Zn-1 2n-1

Demostracién. Por la identidad (3.29) se deduce que

(m-n-1) _ (m-n) -1 (m-n) _ (m-n-1) -1
€ €one2 €a ° * (fy 2n )

(m-n+1) _ c(m‘n) )“1 + ¢ (m-n) _ (m’"*I)) (3.32)

= (e, 2n €2n €on-2

A partir de (3.30) se obtienen las ecuaciones

(m-n) _ (m-n-1) -1 _  (mn-1) _ (m-n)
‘ €2n €2n YT fan 2n-1
(3.33)
( (1) o (m-n) y L () (men+l)
2n 2n 2n+1] “2n-1

Al sustituir las ecuaciones (3.33) en (3.32) se obtiene
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(m-n-1) _ (m-n) -1 _  (@-n-1) _ (mn)

€ €ope2 €on €ane1 €on-1  °
(3.34)
. (mn)  (m-n+1) (mn) _ (m-n+1) -1
= fom1 T Fop-i * ey, €op-2 )

b]

,
-
—
9

Ahora utilizando (3.34) es fécil demostrar por infuccis

formula (3.31), después de un despeje

(m-n+1) _ _(m-n)
€2n-1 = fap-1 7 (m-n) " (m-n+1) (3.35)
2n 2n-2

Se supone que (3.35) se cumple para n y se demostrara para n+l,

es decir
() (anD) ! (3. 36)
2n+] 2n+1 (mn~1) €(m—n) )
2n+2 2n

Al aplicar (3.34) al segundo miembro de (3.36) y utilizar la

hipétesis de induccién se obtiene el resultado. .

El algoritmo € también fue programado en PADE, a
continuacién presentamos un listado de la unidad ALGO3.PAS, que
es la unidad que 1o contiene. Las variables m y n son para

denotar el orden de la aproximante, Coef los coeficientes del
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desarrollo en serie de la funcién, Parcial es un vector que
contiene los polinomios de Taylor evaluados en un punto, los
praocedimientos Eva y Epsilon se encargan de evaluar un polinomio y

ia region de la tabla € para construir una aproximante.

Unit Algo3;

Pracedure Aprx3;
Reqlin
ir ((mit]l>=n{t])and(n{t]>0}) then
Begln
X1:=Xmin;
For ={mlt]-nlt]) to {(m{t)+nit]) do
Begin
Eva{s,Coef,X1,Result);Parcialls]:=Result;
End;
If Abs{X2)>0.1 then
Begin

Epsilon(mit],n{t},Evaluacion,Parcial);
¥1:=Evaluacion;
End;
If Abs(X2)<0.1 then
Y1i:=Coef[0];
For r:=1 to 200 do
Begin
X2:=Xmin+{ {Xmax-Xmin)®r)/200;
For s:=(mlt]-nlt]) to (mlt)+nlt}) do
Begin
Eva{s,Coef ,X2,Result);
Parclalls]:=Result;
End;
1f Abs(X2)>0.1 then
Begin
Epsilon{mit]),nlt), Evaluacion,Parclal);
Y2:=Evaluacion;
End;
If Abs(X2)<0.1 then
Y2:=Coefl10];
Grafica(X1,Y1,%2,Y2,Xmin,¥Ymax,D1,D2);
X1:=X2;¥Y1:=Y2;
End;
End;
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{3 ({mitl<nit})and(mit]>0)) then
Begin
SerRec(Coef ,m[t}+n{t},CoefRec);
X1:=Xmin;
For s:=ni{t]l-m{t] to  mltl+enit] do
Begin
Eva(s,CoefRec,X1,Result);
Parcial{s):=Result;
End;
if Abs(X1)>0.1 then
Begin
Epsilon(nit),m{t],Evaluacion,Parcial);
If Abs{Evaluacion)>MinimoReal then
Yi:=1/Evaluacion;
1f Abs{Evaluacion)<MinimoReal then
Y1:=MaxtmoReal;
End;
1f Abs(X1)<0.1 then
¥Y1:=Coef{O};
For r:=1 to 2C0 do
Beglin
X2:=Xmin+{ {Xmax~Xmin) *r)/200;
For s:=nl{t}-mlt] to m{tienit} do
Begin
Eva(s,CoefRec,X2,Result);
Parcial{s]:=Result;

End;
If Abs{X2)>0.1 then
Begin
Epsilon{nft],mlt],Evaluacion,Parcial);
If Abs(Evaluacion)>NinimoReal
Y2:=1/Evaluacion;
ir Abs{Evaluacion)<MinimoReal
¥2:=MaximoReal;
End;

Ir Abs(X1)<0.1 then
Y2:=Coef{0);
Grafica(X1,¥1,X2,Y2,Xmin, Ymax,D1,D2);

X1:=X2;
¥Y1:=Y2;
End;

End;
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If nitl)=0
Begin
X1:=Xmin;
Evatmltj,Coef,X1,Result);
Y1:=Result;
For

then

r:=1 to 200 do
Beqgin
X =Xmin+ {{ Xmax~-Xmin) *r)/7200;
Evaimit],Coef ,X2,Result);
o sResultg
Grafica(X1,Y1,X2,Y2,Xmin, Ymax,D1,D2);
Barras(t,r};
X1:=X2;
¥1::2¥2;
End;
End;
ml{t]=0
Begin
SerRec{Coef ,m{t)+nlt},CoefRec);
X1:=Xmin;
Eva{n{t},CoefRec,X1,Result);
1f Abs{Result)>MinimoReal
¥1:=1/Result;
Abs(Result )} <KinimoReal
Yi:=MaximoReal;
to 200 deo

If then

then

1f then

For r:=1
Begin
X2:=¥min+ ( (Xmax~-Xmin) *r) /200;
Eva(nit],CoefRec,X2,Resultl);
If Abs(Result)>MinimoReal
Y2:=1/Result;
if Abs(Result)<MinimoReal
Y2:=MaximoRea!l;
Grafica(X1,Y1,X2,Y2,Xmin, Ymax,D1,D2);
X1:=X2;
¥1:=Y2;
End;
End;

then

then

End;
End.

Se puede comprender un poco mas del
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un poco saire su origen.

iia “ransformacidén

i

} Y
17 (g
AS <
I n+m
i
1
-l ASH"* Jm~1
- 1 Zm- . -
e (_) } = em——— B e e e e e ———— e s e (3.3[)
m n | e 1 .
i
- !
AS S §
n - s
S ’ * AS
n+m-1 n+2m-1

estudiada por Schmidt y Shanks [8] es la fuente del algoritmo g,
aqui (Sn):=0 es una sucesién y A algun operador. Sin dar mas
detalles, esta transformacién mostré ser Gtil para acelerar la
convergencia de la sucesioén (Sn):=0. Wynn en 1856 demostré la
conexién entre la transformacién de Shanks y las aproximantes de

Padé [11]. A continuacién se presenta la demostracién de este

hecho

Proposicién 3.15. Sea f(x) = Z c; ¥’ una serie con




Cy* S1 o la aproximacién de Padé de orden (m,n) para f es r
R

= p(.'/c;'(j Yy D = det (Dm,n) # 0 entonces

mientras que para q, se tiene

qo(x) = e

k

— i »
donde Sk ; Z Ci X y D
o

(3.6).

€ (x)
m

m+1

C
Hiadt

m+ ]

C
mn

S (x)
m-1

m, n

m, n

7]

(3.38)

(3.39)

es una matriz como la de la proposicién



Demostracion. Como D=0, el sistema (3.6) ticoo unan

solucién unica para la elecciédn bo = 1. Por lo tantec el siguirnte

sistema tiene una solucién no trivial.

- = '}
(1 qo(x))bo + X bI + ...+ b'¢ bn ‘
cm+1 bO + Cmpl + .. . ¥ Cm*l-n bn =

= ]

°mn Yo Cmen-1°1 * oy by {

Esto implica que el determinante de la matriz de coeficientes del

sistema es igual a cero

n
(I-qo(x)) X .o X
c c .. c
m+] m m+l-n
= 0
c c ... c
m+n mtn-1 m

De aqui se deduce la férmula para q,
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Para demostrar la férmula para po(x) , considere el
producto f(x)qo(x), y toémese en cuenta que po(x) coincide con
este producto desde el grado cero hasta el grado m + ny P, e€s de

grado m. Entonces

£(x) x £(x) . . . xf(x)

o ~
ol

f(x)qa(x) =

0

m+n ]

Después de esta propesicién mostraremos la conexién
entre la transformacién de Shanks y las aproximaciones de Padé.
Para f (x) = z c. x' consideremos la sucesién (S )w‘ de sumas

i k" k=0
parciales. Si se aplica la transformacién de Shanks a la sucesion
de sumas parciales evaluadas en 1, Sk =yt # Cp » Y el

operador A es

Entonces utilizando la proposicién (3.15), se puede demostrar que

e (5 ) coincide con r (1)
m " “n m+n, m



3.10. Algoritmo de Viscavatov.

Utilizando el algoritmo de Viscovatov (Cap.2 pag. 42)

es posible generar los elementos de la escalera

Ty = {”k,O' Tke1,0 7 Tket,1 0 Tie2, 10 }

Si se aplica el algoritmo a la serie

k
, i k+1 2
[ r(x) Z €; X } / X = Crep * Crra ¥ * Crez ¥ * - - .{3.40)
0
se obtiene una fraccisén continua
c d X d X
I §+1L + , ZO | + 4 33 l + .. (3.41)
10 ! 20

para la cual se sabe que el desarrollo en serie de Taylor de 1la

1-ésima convergente coincide con (3.40) hasta el grado I-1. Es
. . I -

decir si (3.41) es igual a Z e, X entonces €y = Cpa1 * = =+

€, ;= ck+1 . De aqui se deduce que el dasarrollo de Taylor de la

1-ésima. convergente de




k+1 d

o0
c X b ¢ d b.¢
Ez c.xj + k+1 i + 20 " | + 30 | + ... (3.42)
Lt 11 P I dy

coincide con la serie z ¢, x'  desde el grado 0 hasta el grado

k+1. Propiedad que tiene precisamente r el

k+l[1s2]1,[1/72)

1-ésimo elemento de Tk , salvo por la condicién 9 (0) = 1.
Para hacer que (3.42) satisfaga la condicién qO(O) =1,

le aplicamos la transformacién de equivalencia p1=1 y pi= I/di—l 0

para i 2 2 . Aplicando esta transformacion, (3.42) se transforma

en

- k+1 d, . x d
i, Sker ™| PaPi%g ¥y P3P% ¥y
C.X + -+ + - + .
i [ 1 T 1 | 1
=0

1l =

Esto implica que los nuevos numeradores se deben calcular

utilizando las férmulas (2.17) con el siguiente cambio

Pj Pi1 440 = { Ti-1,0 4-2,1 7 %i-2,0 %-1,1 ] 7 44-1,0%-2,0
_ Y-z, i-1,1
q
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De aqui resulta que la tabla de Viscovatov de d's se debe calcular

utilizando las férmulas

d,i = Ckegeg » 102 -
d0,0 = 1 , dOi =0 para i =1,2,3,
Yy para j = 2
g 2 Yzier o Genin
Joi 4,0 dj-1,0

3.11. Férmulas de recurrencia.

El aultimo procedimiento a considerar para construir
aproximaciones racionales, consta de unas férmulas de recurrencia
entre las aproximaciones. Estas férmulas nos permiten construir
las aproximaciones que se localizan sobre una escalera ascendente
en la tabla de Padé. la sigulente notaciones se utilizaran para

las aproximaciones racionales

m
z (i) i
a
m, n
0
o n (x) = —
z b(l) xl
m, n
0
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Proposicion 3.16. Si las aproximaciones de Padé

Tmn=P3793 + Tp =Py 4, ¥ TP 74
son normales, entonces
_ a(m) B a(m+1) ;
p3 m, n—-1 Py m+1,n-1 pZ
_ (m) (m+1) .
93 % a4 p1 9 At n-1 * 92 - (3.43)

Demostracién. Basta comprobar que Py / q3 es solucién
del problema de aproximacién de Padé de orden (m,n) para f. Es
decir

a py,=m 38 9;=n y w [ fq3 - Py }] =2 mn+1
Las dos primeras desigualdades son claras y la tltima se deduce de

que w f fq2 - P, Jzmn1 y ol fql - P iz mn. -

El siguiente resultado es complementario del anterior y

se demuestra de 12 misma forma.

Proposicién 2.23. Si r = p3/q3 , r = p2/q2




y rm, n—1

Con
pclinomios de

aproximaciones

= pI/qI son normales entonces

_ (m) _ (m)
P3 = 2n n-1 P2 an,n P1
.Y - g(m
93 % 3 n-1 92 mn %1 .

éstos dos resultados se puede empezar con dos
Tayler de 1la funclién f y entonces generar las

racionales localizadas sobre la siguiente escalera

TR—J,Z Fr-3,3 -

i §

k-2,2




CAPITULO IV. Interpolacién racional

osculatoria.

4.1. Introduccién.

EFn este capitulo se estudia el tema de interpolacion
racional de Hermite u osculatoria, a saber, se busca uné funcién
racional p(x)}/q(x) que coincida con las derivadas de una funcion
compleja en una coleccién de puntos, llamados nodos. Este
capitulo lo empezamos estudiando la interpolacién sencilla, es
decir, cuando conocemos Unicamente las derivadas de orden cero,
nos referiremos a este tipo de interpolacién como interpolacioén
racional. Obviamente 1la interpolacién racional de Hermite
contempla, como casos particulares, la aproximacién racional del
capitulo tres y la interpolacién racional simple. El trabajo a
realizar es comprender como funcionan algunos de los algoritmos
que hay en interpolacidén racional y de Hermite, para después
formar un conjunto de programas gque nos permitan graficar las

interpolantes racionales en el monitor de una computadora.

Algunas de las aplicaciones interesantes de la

interpolacién racional osculatoria aparecen en la aproximacién de




funciones. Cemo se mostrara, Ias interpolantes racionales san

faciles de construir y pueden servirnos para estimar el valor de

una funcian con gran =xactitud.

1.7, Definicicnes

En csta seccion se censidera el problema de

interpolacion racionnl en su forma sencilla, es decir, cunlide

contamos Unicamente con los valores de la funcion en los nodos.

Definicidén 4.1. El problema de interpolacién

racional
de orden (m,n) para f consiste en encontrar polinomios
= mn _ n
p(x) = a X +. .. +a, y q(x) = bn X o+ . . . F bO
tales que p(x)/q(x) es irreducible y
p(xj)
f(xi) = —m—;)—- 1 =0,1, e . . s Mt (4.1)

donde (xi)?zo es una sucesién de puntos distintos en el deminic de

f. n
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En lugar de considerar el problema (4.1) se puede

plantear el siguiente sistema de ecuaciones lineales

f(x J)g(x.) - p(x.}) =0 i=0,1, . . . , mtn (4.2)
1 1 1

Tomo (4.2) tiene men+Z incdgnitas con m+n+l ecuacicnes, tlene una

salucidén no trivial por lo menos.

Para que los sistemas (4.1) y (4.2) sean equivalentes,

m+n

i=p DO sean raices de q.

es necesario y suficiente que lcs (xi)

El siguiente resultade muestra que dos sclucicnes no

triviales de (4.2) son egquivalentes como funciones racionales.
Proposicién 4.1. Si las dos parejas (pl,q,) y (pz,qz)
1
son soluciones del problema de interpolacién de orden (m n),

entonces p]qz = png.

Demostracidn. El polinomio ¢(x) = (pzqg - pzqz)(x)

tiene las m+tn+] raices X, porque

¢(x1.) = [(fqz—pz)qz- (fq1 - pz)qz]axl.) =0 i=0,1, . . ., mtn
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Pero como 3¢ = m+n, entonces ¢ = 0. n

Utilizando la proposicién (4.1) se puede dar Iz

siguiente definicién.

Definicién 4.2. La unica fraccion irreducible Ep/dy e

es solucion del problema de interpolacién (4.2), con qa(x03 = 7.

recibe el nombre de interpolante racional de orden (m, n) para t.
Esta funcién racional se representara por rm 0 =

Antes de términar esta seccién un comentario final. Las
interpolantes racionales que se construyen a partir de una

sucesién fija de nodos (Xj)?_ se colocan en una tabla, la cual

ol
recibe el nombre de Tabla de Padé.

Tabla de Padé.

To,0 To,1 To,2 70,3 To,4
1,0 11 1,2 T3 1,4
Ta,0 Ta.1 Ta,2 T2,3 Y24

4.3. Algoritmo de Gauss.

S1 queremos encontrar la interpolante racional r. n
’
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paara una fuancian F hasta e! monmento contames con el simiiente
procedimienty.  Aplicamos a (4.7) algin algoritmc de solucion de
sistemas de ecuacicnes lineales, junte con alguna técnica de

pivoteo.

rr ¢l paquete PAlLLF se encuentran estructurados mos
programas encnrgades de graf loar las interpolantes racionales. e
la stguiente forma.  En la unidad ALGO4.PAS sc forma el siustewa e
ecuaciones (4.2), después se lluma a la unidad PROC1.PAS., que
contiene el algoritmo de eliminacién gaussiana con sustitucion
hacia atrés y pivoteo maximo, para calcular los coeficientes de
la interpolante racional. A continuaciébn se evalua la
interpolante racicnal en algun intervalo, se mandan los puntos
(xi,yi) a la pantalla y se unen a través de segmentos de recta
para obtener la grafica. Este procedimiento para graficar una
interpolante racional lo identificamos como el algoritmo uno

o algoritmo de gauss, dentro del paquete PADE.

A continuacién se muestra la parte principal de la
unidad ALGO4.PAS. Las variables Coefl y Coef2 guardan los
coeficientes del sistema (4.2), m y n son el orden de la
interpolante racional, F y Nodo son vectores que guardan el valor

de la funcién y nodos, Pot es wuna funcién para calcular




potencias, a y b son las variables que guardan los coeficientes
de los polinomios que forman la interpolante racional, Gauss y
Iva son procedimientos para resolver un sistema de ecuaciones y
evaluar un polinomio respectivamente. El procedimiento Grafica se

sncarga de trazar la grafica de la interpolante en la pantalla.

Begin
If niti~0 then
Begin
ABRBEERBERGEIISRREAAD AR RRDOES SRS ESF PR DESE RTINSO AR RN NN D

Se construyen los coeficientes del sistema (3.2) para n>u
FARRRDSVSPBRE N AR STV EPK G LV R ENCGADERBP BN LA XD BOBREBSEORIDIFEE XSRS NS
For r:=1 to mltlen[t]el do
Begin
For s:=1 to nit] do
Coeflir,s}:=F{r-1]1"*(Pot(s,Nodolr-1]1)~Pot(s,Nodo[0}));

End;
For r:=1 to mitleni{t}+l do
Begin
For s:=ni{tl+1 to mitlenl[tl+l do
Begin
if s>{nlt]+1) then
Coefti{r,sl:=-Pot{s-nit}-1,Nodoir-11};};
If s=(n{t]+1) then
Coefllr,s):=-1;
End;
End;

SRFERBBABIEERERFE S AR R ADREB S LR SN IR RN RS SRS F AR H RIS A IR REFREIEE WY

Términos constantes del sistema (3.2)
BERAEBRBREF BN RS AN R DR ERE A AN BRSSO RN SRS RN RNBES R R DS RS R VOSRNDED
For r:=0 to witlen{t] do
Coef2{re+il:=-Flr);
End;
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If nft]=0 then

Begin
(2232222332222 2322222223332 3 223222 R 222 X2 22222222 2222 22222222222 ]

Coeficientes del sistema (3.2) para n=0
ER SR RBEGERB SRR B R CEDES NS REN LN FR P XSS XIS SRR BTSSCOH DA ZS RN USRS GNP ERE

For r:=1 to mit}l+l do

Brgin
For s:=1 to mitl+1 do
Begin
If s>1 then
Coefiir,s):=Pot(s-1,Nodolr-11};
If s=1 then
Coeflir,sl:=1;
End;
Fod;

SERBREREBBEFES R AR RSN R B EREREA TR REAN I RN ESOV U RSN BEBER BB VNEIBDEOEN

Terminos constantes del sistema (3.2) para n=0
SFBREEB BRI L L DEB R BN RSN R EOF SV UR RSB ENOO P IR RPUSPEERNEN DO ORI HBE SO ES
For r:=0 to m{t] do
Coef2lr+l):=Flr];
End;

RERBZEEESRBIRIREEEBERARESS A ESIBOVOSUS LTINSV OBREDRNESRNESOIDOOIIENEY

Se resuelve el sistema de ecuaciones (3.2)
HERNEERURERRAESSSERAE RSBV ERE SRS R RSB ER R AR DOINSVSRNE N NP ROOORENEDOPUS
Gauss(Coef2,Coefl,mlit]+ntt]+l, Incognita);
If nit]>0 then
Begin
EEERBEERENSRBBREXBRUNDEEIRRASBDLEPLE DSOS OVUIBDRSP RN NEN AR IBDOGI LSRG
Se forman los coeficlentes del pollinomio denominador
de la interpclante
REEAREE SR GE SRR S AP LRI RBIEREDDORN AR SO RSB RS PO NP OE RSB BPISFCORP R R RE
For r:=1 to nlt) de
b{rl:=Incognitairl};
blo]:=1; ‘
For s:=1 to nl{t] do
bl0):=-bls]*Pot(s,Nodo{0]})+L{0];
End;
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If nltl=y then
blo}:=1;
LT Y S S 1T 1311t s 3 2 2122222222 2SS 22232 22202 222222 2232 222222222
e Formau Do st o dentern ded poflinoado prmeradoer
de ia nterpelante racionail
I Y T P I P Yy N Y S Y Y YIRSE S SI222 S 2 S22 23R 222 22 22 SR IS XA 22 2]
For rv:=0 to mitl o
afrj:=Incogynitalx! jer-17;
SESBBE RSP RIS RA R TR NP EERSSLSARDIBRER G I R P e S P 2P PN S L S RARNB S S LD 2N
EvaluaciOn de .3 interpolante racional y yrattcaciOn en pantalle
SEERPR RSN S L ORI AP AFIIP AP AN IILE SR BARSXANBR L SN C IR SRR A KSR RR S S RA RN BED
X1:=Xmin;
Eva{m{t},a,X},Evaluactionl’;
Eva(nit},b,X1,Evaluaciond);
If Abs(Evaluactun?)>MinimReal then
Yi:=Evaluacioni/Evalunsion;
For r:=1 to 200 du
Begin
X2:=Xmin+(Xmax~-Xmin) *r/200;
Eva(m{t]),a,X2,Evaluacionl);
Evainitl],b,X2,Evaluacion2);
if Abs(Evaluacion2)>MinlmoReal then
Y2:=Evaluacionl/Evaiuacion2;
Grafica(X1l,Y1,X2,Y2,Xnin,¥Ymax Di, D2} ;

Barras(t,r);

X1:=X2;
Yi:=Y2;
End;
End;
End.

Como se observa a través de la unidad ALGO4.PAS, para

para construir diferentes interpclantes, es necesario

resolver

diferentes sistemas de ecuaciones (4.2). También es necesario

hacer la siguiente observacioén, una limitacién de

ALGO4. PAS aparece porgue la condicidn qo(xo) = 1,
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la wunidad

nosotros la



traducimos en que

sin embargo puede suceder que el sistema (4.2) generado per esta
condicién sea inconsistente. A pesar de esto no debe pensarse gue
no existe la interpclante racional. Cuando el sistema es
inconsistente, PADE lo identifica y automaticamente se termina la
sesioén. También es necesario mostrar como crece el tamafio del

sistema (4,2), al aumentar el orden de la interpolante

mtn TAMANO DEL SISTEMA
4 5x5
6 7x7
8 9x9
10 11x11
14 15x15

El programa FADE sélamente puede construir interpolantes
racionales de a lo mas orden (19,19). Se ha visto a través de
ejemplos, que no es necesario considerar interpolantes racionales

T tales que m+mn+d sea  grande para  tener buenas
»
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aproximaciones. El ejemplo (4.1) ilustra muy bien esta situacicn.
Cuando a mi me plantearon el problema de utilizar In tearin e
Padé para obtener una interpolante que proporcionara tan buenas
estimaciones de la funcién de error, como la funcién (4.1}, se
pensaba que era necesario construir una funcién raciona: i orden
(96,96). Sin embargo no fue asi, a lo m&s necesitamc: Jdo une

interpclante racional de orden (0,6).

Ejemplo 4.1. Una primer aplicacién de la interpoilacion
aparece, en forma natural, cuando contamos unicamente con una
muestra de valores de alguna funcioén f y queremos una interpolante
para estimar los valores de f. Esta situacidén es comin en
ciencias como fisica, quimica, economia, etc. En matematicas
aparece, por ejemplo, cuando se aproxima la solucién de una
ecuacién diferencial en un conjunto finito de puntos, el problema
es que si uno quiere tener una estimacién en algun otro punto, se
hace necesario introducir el tema de interpolacién. Obviamente el
modelo debe ser facil! de construir, evaluar, derivar, integrar
y proporcionar estimaciones de f bastante buenas. Para este tipo
de problemas las interpolantes racionales son una opcién. s Por
qué utilizar estas y no otras, como interpolacién polinomial,
trigonométrica, polinomial mini-max o© inclusive mini-max

racional ? No es facil de explicar, realmente uno se guia por
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varios cosas : que tan buenas son la estimaciones y el trabajo
que necesitamos para construir la aproximante. Lo que si se puede
decir, para el caso de las interpolantes racionales, es que si f
posee asintotas verticales u horizontales las interpolantes han
demostrado, a través de ejemplos, que dan buenas estimaciones del
valor de f. También, ellas tienden a uniformizar el error de
aproximacién dentro del intervalo donde se localizan los nodos, a
diferencia de los polinomios de lLagrange que tlenden a oscilar
fuertemente. Comparandolas, ahora con las aproximaciones mini-
max, resulta que aunque las mini-max dan mas uniformidad del
error, obtenerlas es extremadamente dificil. Por estos
comentarios que hemos heche nc debe pensarse que cuaslquier otro
tipo de aproximacioén, que no sea del tipo Padé no debe usarse,
no, no es asi, simplemente se han mostrado las ventajas y

desventajas que ofrecen cada método.

La funcién de error real

X
2 __tZ
® (x) = ——— Je dt (4.3)
v
0
tiene una asintota horizontal en 1/2. Nos preguntamos si las
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interpolantes racionales podrian sernos uUtiles. para cvaluar 1 &

En [4] se propone la funcién

~té

» 3 % ¢
d(x)=1~-}1+a,x+a x2+a X +a,x *a.x +a x

(4.4)
en donde
a, = 0.0705230784 , az = 0.0422820123 , az = ¢.0092705272
a4 = 0.0001520143 ., 35 = 0.0002765672 , a6 = 0,0000430638,
como una aproximante a (4.3), donde el maximo error de
aproximacién en el intervalo [ 0, o ) es de 0.0000003. Como

aplicﬁcién de las Interpolantes racionales, construiremos una que

nos ayude a evaluar a ¢, "casi" tan bien como (4.4).

Antes de empezar una observacién. En lugar de

considerar la funcién ®, interpolaremos la funcién

1/16

v (x)=(1~&x)) (4.5)

130




Y utilizaremos la siguiente idea intuitiva, si ry g ©5 una

interpolante racional que aproxima a ¢, entonces
p(x)=1-(r, (x))° (4.8)
0,6
es una interpolante de ¢.

Para construir 1la interpolante racicnal r0’6 R
necesitamos siete nodos y los valores de ¥ en los nodos.
Supongamos que son los de la tabla 4.1. Utilizando el programa
PADE es facil de obtener los coeficientes de los polinomios que

forman a r y algunas aproximaciones de ¢ en el intervalo

0,6
{o,21, generadas por (4.6). Los resultados aparecen en las

tablas 4.2. y 4.3.

TABLA 4.1.

Valores de la funcion ¢

X; ys (Xi)
0.0 1. 0000000
0.3 0.9754056
Gg.5 0.9551010
0.8 0.9187886
1.0 0.8908312
1.3 0.8437586
1.6 0.7913459

131




*

Tabla 4.2.

Coeficientes de los polinomios

de la interpolante racional r

.0526304851E-02
.2255109946E-02
.3511798024E-03
.2853502513E~-05
. 439898887 1E-04
. 7684292737E-05
. J00000000CE+00
. DOOOODOOOOE+CC

bl1]=
b[2]=
b{3]=
b{4]=
b[5]=
b(6]=
b{o]=
afocl)=

R R e e e e N N RN I . ST R N T )

e 0O L) B \O N

Tabla 4.3.

0,6

Estimaciones de la funcion de error

¥;

. 0Q0000COCOE+0Q
. 00C0000000E~01
. 00000000O0E~-C1
. 0000000000E~-01
. 0000000000E-01
. 0000000000E-01
. 0000000000E-01
. 0000000000E-O1
. O0GO000000E-G1
. 000GOCO0O0E-01
. G000000C000E+00
. 10000000CCE+00
. 2000000000E+00
. 3600000000E+00
. 4000000000E+00
. S000000000E+00
. 6000000000CE+00
. 7000000000E+00
. 8000000000E+00
. 9000000000E+00
. O00000000VE+0C

Tomados de (1]

MWOWOCOVOVLOVWOYWWRONNITRGR WD

(
P «yi)

. BO00OD0OOO0E+0O
. 1246447042E-01
. 2270348105E-01
. 28626934926 FE-01
. 2839224374E~-01
. 2049979585E-01
.0385613174E-01
. 7780130486E-01
.4210105368E-01
.9690822279E~01
. 4270073039E-01
. 8020498729E-01
. 1031393944E-01
. 340079836 1E-01
. 5228521626 E-01
.6610522604E-01
. 7634833573E-01
.8379016981E-01
.8908988613E-01
.9278945230E-01
.'9532085025E-0C1

QOO0 LODVLTOLUDOOOQCOTO

»*
Valor Exacto

. 00000
. 11246
.22270
.32862
. 42839
. 52049
.60385
.67780
.74210
. 79680
.84270
. 88020
.91031
. 93400
.95228
.96610
.97634
.98379
. 98509
. 99279
.99532

aacoo
29160
25892
67595
23550
98778
60908
11938
09647
82124
07929
506896
39782
79449
51198
51465
83833
04586
05016
04292
22650



Vi Realmente resulta sorprendente que la interpolante

racisnal haga esas estimaciones !'! =

4 4. Foérmulas para estimar el error

Para «aberr si las aproximaciones generadas por una
interpolante racionn] son buenas, es necesaric tener una "buena”
formula para medir el error. Lo ideal seria contar con un

procedimiento, fécil de aplicar, que nos dijera exactamente el

valor del error absolutoc o relativo de las estimaciones. Sin
embargo, una férmula con estas caracteristicas no es facil de
encontrar, En esta seccidén se presentan algunas ideas para

estimar el error en interpolacion racional

e(x) = f(x) - r (x) . (4.7)
m, n

Un primer procedimiento que se nos ocurre para estimar
el valor maximo de (4.7), pera f de R en R, consiste en calcular

los extremos de e(x) por medio de calculo diferencial.
Un segundo procedimiento para calcular e(x), se obtiene
de repetir la demostracion para la férmula de error en

interpolacion de Lagrange, a las interpolantes racionales.
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Proposicion 4.2. 51 I € R es un intervale que <contiene

todos los puntos de interpolacién x.. X, . e e, X .
od P P 0 1 et 11

. . m+n+1
Si ademas f y r , Son de clase C en I, entonces

} m+n
! Cmrn+l)
(f - r g} = -5 - : (f-r yocy 2 ¢ U(x - x )
a, (m+ u~ 11! m n Tx Do i’'m
t H
i =0 (4.8 )
pues la

la ntilizacion de esta formula os restringida,
estimacidén de fa derivada que involucra al namero y, no es tacitl,

a menos de que el intervalc [/ sea pequeilo y de que las derivadas

sean facil de evaluar.

Un tercer procedimiento se basa en escribir el problema

de interpolacién (4.2) en términos de los polinomios de Newton.

Definicién 4.3. Sean (X})?=0 una. sucesién en C. Se

define el polinomio de Newton de grado n como

Bn(x) =
(x—xo)(x—xz) . .. (x~xn_1) si n>0 .

«©

Sean f una funcién y (Xj)i=0 una

Proposicién 4.3.
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coleccién de puntos diferentes en algun intervalo I. Se cumple

o«
p 1 v
i=m+n+l
con di = CO.z bo + CI,: bx + +c » bn Y
CJ,].:{[XJ, ’ x1]' [

Con la serie convergente (4.9) sélo se puede estimar el
error a través de las sumas parciales. Ademas, para calcular los
coeficientes di es necesario contar con los valores de f en
otros puntos distintos a los nodos. La demostraclién de (4.9) se

da en la seccién (4.9.3).

Podemos aplicar (4.9) para estimar el error por medio de
la suma percial de orden uno, para e(x) = ¥{x) - T 6(x) del

ejemplo (4.1). Para esto afiadimos el nodo X, = 0.9 y y, =

0.7963082124. Con esta informacién se da el sigulente estimador

d7 B7(x)

g(x) (4.10)

e(x) =

En la tabla 4.4. se muestran algunas de las estimaciones
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Tabla 4.4.

X, e(x)
2. Q000000CC00E+00 0.0000000000E+00
1.2000000000E-01 ~1.7470147508E~31
2. 0000000000 E-01 ~8.4704561772E--32
3. O0U000O000E~-01 0. 0000000000E+00
4. 0000000000E-01 1.9424307372E-32
5. 0000000000 E~01 0.0000000000E+00
6. 0000000Q000E~-Q1 ~1.8456878865E-32
7. 0000000000E-01 ~1.6398068595E~32
8. 0000000000CE-01 0. 0000000000E+00
9., 0000000000F~01 1.0621221720E~32
1.00000000C0CE+00 0. C0GO00COO0E+00
1. 10006C0O0COE+00 -2.6914698521F-32
1.2000000000E+00 ~4.0369094145E-32
1.3000000COCE+QC 0. 0000000000E+00
1.4000000000E+00 1.067215%6833E-31
1. 5000C0000CE+00 1.978498670CE-31
1.6000G00000E+00 C. 000000000CE+00
1.7000000000E+0¢ ~-1.0791997079E-30
1.8000000000CE+00 ~4,1076492737E~30
1.8000000000E+00 ~1.0810959890E-29
2.0000000000GE+00 -2.3775312206FE-29

Aunque los errores dados en 1a tabla 4.4. son muy
pequefivs, deben ser tomados con reserva, Por el valor que tienen
los errores, uno esperaria una mejor aproximacién a la funcioéon ¢,
sin embarge estoc no es ast. Ante esta situacidén es necesario
hacer una observacién, los errores que se obtienen por hacer los
caiculos en una aritmética finita ¢ de computadora no han sido
tomados en cuenta. Todos los calculos que hasta el momento hemos
hecho, se reallizaron con precisién simple en una computadera.

Aunque saber como se propagan los errores en un algoritme es
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importante, no abordaremos este tema.
4.5. Propiedades basicas.

Una dificultad que surge al usar el algoritmo de Gauss
de la seccién (4.3), es que, como es dificil trabajar con la
férmula del error (4.7), no se sabe generalmente el orden de la
interpolante raciocnal necesario para lograr la precision deseada
hasta que los caAlculos han sido completados. Al examinar el
trabajo realizado para calcular una interpolante racional, no se
ve como este pueda ayudarnos a reducir el trabajo necesario para
calcular otra. En la secciéon (4,6) se daran unos algoritmes en la
que los calculos realizados para obtener una interpolante racional
son  aprovechades para construir otras. Sin embargo estos
procedimientos no son aplicables si la interpolante racional se
repite. En esta seccién se estudian algunos resultados, gque nos

ayudardn a saber cuando hay repeticiones en la tabla de Padé.

Aunque se dice que rm n interpola a f, puede suceder

’

que r_ mno satisfaga (4.1) en algunos de los nodos, a pesar de

Ed

satisfacer (4.2). Los puntos en que (4.1) no se cumple se llaman
puntos no alcanzables por r. o El siguiente ejemplo ilustra esta

»

situacién.
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Ejemplo 4.2. Para la funcién f definida por la tabla

X, o
i |
L]0 3
i
se cumple que el punto (0,0) es no alcanzable por la
interpolante racional ry Fl sistema (4.2) tiene como solucién

p(x) = 3x y q(x) = x, por lo tanto r n(x) = 3. Este ejemplo
muestra que los puntos no alcanzables estan Intimamente
relacionados con las raices del denominador de la solucién de
(3.2). De hecho, un punto es no alcanzable si, y sélo sl es raiz
de q(x), para (p,q) solucién de (4.2). Con el ejemplo también se
obsarva el fenomeno de la repeticién de interpolantes, pues rI 1
es igual a rO_.O' =
La notacioén que se utilizara para denotar los grados de

los polinomios Pp Y 4y donde pafqo es la interpolante racional

) * *#
de orden (m,n) irreducible, es m Yy n respectivanmente.

Proposicién 4.4. Si la interpolante racional de orden

(m,n) para f es ron = pO/qO , entonces existe un entero s con
x k.
0 = s = pin (m-m ,n-n ) y s puntos Yyo Yoo o o o ys del
conjunto 4 d ( e e e 1
Jun e nodos Xgr XI xm+n , tales que
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s 5
p(x) = pu(x! iq&(x - Vif ¥y  oqix) = qux) igl(x -

3

satisfacen (-}. 2.

Demostracion. Sea :pz,q]) una soiucion de (4.0 de
orden (m,n). Entcnces (fqunxi)~ p&xi) = (¢, para i=0,1, . . =mrn
Se observa que si ql(xi) = ¢ entunces P, = ) Sea

(4.11)

—t—
=
=
S
-
\Z
N

el conjunto de los ceros de g; que ademas son nodos y sea el

s
polinomio t(x) = (x - yi). Como la parte reducible de p]/ql
i=1
consta de un polinomio v(x), cuyas raices no son nodos,

multiplicado por el polinomio t(x). Entonces

pl(x) = w(x) t(x) po(x) y ql(x) = v(x) t(x) qo(x) {4.12)

De (4.12) es facil demostrar que el entero s satisface las

» »
desigualdades s =m-m v s=n-n, las cuales implican que

.3 »
s = min (mm ,n-n ) (4.13)
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Ahora es facil demostrar que los polinomios que buscamos son
p(x) = t(x) po(x) y q(x) = t(x) qo(x)

Para demostrarle se observa que si X, pertenece al conjunto (4.11)
entonces (fqg - p)(xi) = 0 , porque t(xi) = 0. Ahora si X; no
rertenece al conjunto (4.11), demostramos que (fg - p)(xi) = 0

multiplicando y dividiendo por V(Xi)

(fqv - pv)(xj) ) (fql - pl)(xi) 0

= = =0
v(xi) v(xi) v(xij

(fq ~ p)(xj) =

El unico detalle que se debe aclarar es que v(xj) # 0, pero esto
e¢s cierto porque qI(xi) = v(xi) t(xj) qo(xi) Y X; no es un cero de

qI' a

Antes de continuar hacemos una observacién que
necesitaremos mas adelante. Multiplicando y dividiendo por
v(xi) t(xi) la ecuacién (fqo ~ pO)(xi), se demuestra dque

(fqo - pO)(Xi) =0 (4.14)

si X; no pertenece al conjunto (4.11). Esto significa que (4.14)
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se satisface en = + n + 1 - s nodos. Utilizande la desigualdad
»
(4.13) y n 2 n, s deduce que

» *
m+ g+ 1 ~-sz2m +pn + 1

Luego entonces existe un entera * = 0 tal que

» 2 .
m+n+ 1 -s=m +n +t +1] {4.15)

El nGmero t de (4.15%) Jjuega un papel 1ilmportante para la

identificacién de interpolantes racionales repetidas.

Proposicion 4.5. Sea ren = p0/q0 y supdngase gue

s

(a) (fq0 - pG)(Xi) = 0 i=0,1, . . ., m +n +t

(b) (fqo - pO}(Xi) % 0 i=m +n +t+ I, . . ., m+n

*
Entonces {e) Para k y 1 que satisfagan m = k=m +t y

* >
n =]1=n + t se cumple que r =r
»

(d) m=s=m +t y n=an o+t

»
Demostracién. Sean k y 1 tales que m =k s=sm + t vy

* * ) * *
n =1l=n + 14t St s=min(k-m,l-n)y
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» »*
m+n+t+ s
ti(x) = n (x- xi)

* *
i=m + n + t + 1
entonces p(x) = po(x) t(x) y q(x) = qo(x) t(x) satisfacen

» »
(fq - p)(xi) = 0 i=0,1, . . ., m +n + t+ 3,

donde se ha utilizado la hipdtesis (a). Es fécil comprobar ahora

que k + I = m* + n” +t +5s, por lo tanto
(fg - p)(xj) =0 i=0,1, . . .,k+1 .

Asi (p,q) es solucién del problema de interpolacidn de orden

(m,n) v (k,1). Con esto terminamos la demostracién de (c).

Para demostrar (d), utilizamos la desigualdad (4.15)
para deducir que m + n = mx + n* + t + 5, combinando esta

desigualdad con la (4.13) se deduce el resultado. s
Un comentario inevitable respecto a las dos
proposiciones anteriores se debe hacer. Como se observa, es

necesario contar con la fraccién irreducible po/qO para poder
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investigar las repeticiones en la tabla de Padé, esto en la
practica no es facil de obtener. En este sentido seria deseable

contar con un procedimiento mas facil de aplicar.

Tambien e¢g importante reflexionar sobre las hipotesis
de la propusicion (4.4). Obsérvese que la repeticion en bloques
en la tabla de Padé aparece, s6lo si los nodos estan ordenados de
forma que los puntos X, tales que (fqo - pb)(xi) = 0 aparecen al
principic de la lista. Los siguientes ejemplos ilustran estos

aspectos.

Ejemplo 4.3. Para la funcién

xi l 8] 1 2 3 4 5
fi { 1 1 5/3 572 1775 1375
51 se calculaza r3’2 se obtiliene
i+ x2 po(x)
r3,2(X) ST v x T qo(x)

Para esta interpolante racional se cumple (fqo - pa)(xi) = 0 para
i=20,1,2,3,4 , mientras que (fqo - pO)(Xj) # 0 . Para este

ejemplo la variable t de la proposicién (4.4) es 1. Asi que
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tenemos el siguiente bloque de interpolantes raclionales iguales

El siguiente ejemplce muestra que 1la repeticién en
bloques no se da si los nodos no son ordenados como lo indica i

hipstesis de (4.4).

Ejemplo 4.4. Para la funcién

X, a 1 2 3
|
fj | 2 372 45 172
si se calcula r, ; se obtiene r, 1(x) = 2 - x/2 , «que coincide
con r . Sin embargo, r

1,0 2,0 7 2,1 Y Y11 * %

Se puede comprobar en este ejemplo que

"
<

f(xo) q(xo) - p(xo) 2 0 f(xl) q(xl) - p(xj)

¥
f-}

f(xz) q(xz) - p(xg) + 0 f(xj) q(x3) - p(xa) =

Ahora bien, si1 los nodos se orden en la forma (zo, 21, 22, 23)
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con Z,.= X

0 z, = X z, = X,y z, = X, . entonces por la

17 71 3 "2 7 3 2
rroposicion (4.4) se afirma que shora si existe un bloque de

interpolantes iguales. n
4.6. Normalidad

El concepto de normalidad es igual que en aproximacion
riacional a saber : ron € normal si aparece sélo una vez en la
iddy

tabla de Padé. Los siguientes resultados dan condiciones

necesarias y suficientes para que una interpolante sea normal.

Proposicién 4.6. Si rm,n = po/qo es normal y
(!qo - po)(xi) = 0 para i =0, . . ., m + n

entonces

a) m =m y n=n

b) (fqo - pO)(Xi) # 0 para { = pn+l, mn+2

Demostracion. Como pO/qO es la interpolante racional de
orden (m,n) y también solucién del problema de interpolacién

¥ »
racional de orden (m ,n ), entonces r * * = r

n mn ° due por la
» t4

m
R . . x 4
normalidad implica que m=m y n=n
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Ahora supangise que (fq, - pG)(xm*n*I) = (O entonces

(ph,qc) es solucian del problema de interpolacién racional de
i ]

arden (m.n), (m+lI.n} v (mn+1). Estc implica que r = r
en (@mon, v (m, P q mn w1 n

r lo cual contradice la naormalidad.
m, n+l

) = (0 entonces los polinomios

N — o Ve w
51 \fq() Uof\‘lmn+2

g(x) = (x - xm*ml) qO(X)

x) = - ¥ e J
(%) (x X ine pa(w) '

= mrn+2. Por 1lo

satisfacen (fq - p)(xi) = 0 para I = 0,

o que contradice la normallidad. -

s

-
’

tanto rm,n = rm*l,n+2

Las condiclones (a) y (b) de la proposicién (4.5) no son
el siguiente

»

suficientes para garantizar la normalidad de T
i

ejemplo lo muestra.

Ejemplo 4.5, Para la funcién

X, 4] 1 4
i ]
o 3 6
(x) = x satisface las condiciones (a) y (b)

la interpolante r],O
de la proposicion (4.5). Sin embargo esta interpolante no es
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normal, pues r = r, ,. Que esta jgualdad es clerta se puede

1,0 3,2

comprobar ct=ervando que pix) = x(x-2Wx-3) y q(x) = (x-1)(x-3)
satisfacen (fg - p)(xi) =0, para i = 0,1,2,3.4.5. Inclusive la

interpolante 3= orden (1,9} es igual a ia interpolante r para

R'l

El siguilente resulitado da condiciones suficlentes para

la normalidad de r

3,

- d
Proposicion &4.7. Si r = / comm = m, o= n
p m,n po qO ’

y (fqo - po)(xi) = 0 para a lo mas en m+n+! puntos de la sucesidn

[+ ]
(x.,), entonces r es normal.
i’0 m, n
Demostracion. Supbngase que roop DO €S noriial . En
s
otras palabras, o= Ti I para kxm o I =n, donde por lo
’ - »
menos una de las desiguaidades es estricta. Utilizando la

proposicién (3.2) existe un enterc s con 0 = 5 = min (k-m, l-n) y s

nodos { Yy Yo oo o ey ys } , tales que los polinomios
s s
’ = - ) = -
p(x) pG(x)-§1(x yi) y q(x) qo(x).n (x yi)
i=1 i=]
satisfacen (fq - p)(xi) =0 para i =0, . . ., k+rl. De esto se
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deduce que (fqo - po)(xi) = 0 para k + 1 + 1 - s puntos. Conc
~-szm-k y 1>n entonces k+ 1! +1-s>m+ n+lI, lo que
contradice la hipédtesis de que (fqo - po)(xj) = 0 para a lo mas

m+ n + 1 puntos. o

En este tema de normalidad, también es necesario marcar
la falta de wun criterio sencille para comprobar que unu
interpolante racional es normal. Si observamos la proposicion
(4.6), ésta funciona si podemos comprobar que los polinomios que
forman la interpolante son irreducibles. Esto no es facil en
general. Como probar la normalidad de una Interpolante no es
facil, esto nos limita para saber si los algoritmos que veremos
en la siguiente seccién se pueden aplicar para contruir una

interpolante racional.

4.7. Algoritmo cociente~diferencia

Para calcular interpoclantes racionales se ha supuesto
que se cuenta con algun algoritmo de solucidén de sistemas de
ecuaciones lineales, como eliminacién gaussiana. En efecto hemos
formulado el problema de manera gue equivale a resolver el sistema

de ecuaciones lineales
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) - pl(x Y} =2 R io= a, F, 0 ..,
f(xi) q(xi) p(x . i m+n

q(xg) = 1

En esta seccion se estudiaran los algoritmos cociente-
diferencia de Rutishauser [7] v epsilon de Winn [11].  Estas deo
algoritmos tienen la ventain de aprovechar los caloulos que so han
hecho para obtener una interpolinrte, para orncontrar otras. £1
unico Inconveniente que tieunen, es  que  solamente  se  pueden

aplicar si la interpolante racicnd ¢s normal.

El siguiente resuitado es basico para desarrollar el

algoritmo cociente-diferencia.

Proposicidén 4.8. Si Fon = p]/qz ¥ Uk, ne ] pz/qz
con k,1 = 0, entonces existe un polinomio v(x) tal que
= - - - = p(
o = max(k-1,1-1) y  (pq, - pyg,)(x) = v(x) B ()
m+n
donde Bm+n*1(x) =1 (x—xi).
i=0
Demostracién. Se Sabe que
(fq1 - pl)(xj) =0 , i=0, ..., mn
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(fq2 - pz)(xj) =0 , i=0, ..., mtnotk+l

Por lo tanto

(p1q2 - p2q1)(xi) = [(fq2 - pZ)qII(xi) - f(fql - pI)qZJ(xi) =0

para i =0, 1, . . . , mn. Esto implica la existencia de un

polinomio v(x), tal que (pIqZ - pzqzl(x) = v(x) B (x). Ahora

mn+ 1

Como a(pzq2 ~ pqu) = max (m+n+k,mn+l) y aBm+n+1 =m+n+ 1

entonces debe tenerse que 38v =< max(k-1,1-1). -

El algoritmo @D, se obtiene pidiendoc que el n-ésimo
elemento de la escalera descendente (4.16) sea igual a la n-ésima
convergente de la fraccidén continua (4.17). Esta idea es la nos
permite relacionar fracciones <continuas con interpolantes

racionales

Escalera descendente Tk

Kk, 0 (4.16)

k1,0 Fre1,1

Tk+2,1 Tks2,2 * °




Fraccisn continua &

g;(x} = dn + d](x—xﬁ) + ., L+ dk(x~xn}(x~x1) A (x—xk_l) +
i {x-x ) tKk-v, 0 X=X J a_ (x-x, )
) kel 0 A ] ! k+17 A'RdL
-+ o i i o e = e E R OO R D et e — +
' 1 i }3 ‘ h .
H N ] : o
{4.17)

Proposicién 4.9. Si cada tres elementos consecutivos de

Tk son diferentes, copntonces existe uns fraceion continua del tipo

(4.17), tal que a, {x - Xk+i) # D, bi # 0 y su n-ésima

convergente coincide con el n-ésimo elemento de Tk .

Demostracion. Se utiliza la proposicién (1.4), el

e [ ]

I . n
¥ la n-ésima convergente de &, es c = 5 - Como
n

hecho de que el n-ésimo elemento de T

para n = 0,1, . . ., la fraccién continua £ tiene gque ser de la

forma
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« i Vil i+1 Yi %
- - !
P =¥y Py Qi Piir @
PO + — “ 3 (4.18)
I / T 3 - P aQ
LTM i i+l Ti-1 i-1 Tui+i
PP Oi—l - Pi—I 01

Antes de sezulr adelante con la demostracion hacemes wm
observacién. La condivion de que tres elementos consecutivos en YA
sean diferentes es necesaria, ya que de otra forma la fraccion
continua (4.18) podria tener un fraccién del tipo 0/0. 1
programa PADE no esta capacitado para saber si una interpolante
racional es normal, ¥y por lo tante si el usuaric no tiene la
precaucién de ver si las interpolantes que desea graficar se

repiten, apareceran graficas extrafas. Continuamos con la

demostracién.

Ahora se calculardn los numeradores y denominadores

parciales de (3.5). Como Cb = PO = rk,O entonces Fb es el
k~1

polinomio de Lagrange que interpola a la funcién f(x) en (Xi)i=0'

=P = lo cual indica

1 1 Tke1,0

que PI es el polinomic de Lagrange que interpola en (xi)ﬁ_o. Para

A continuacién, se obcerva que C

calcular el resto de los coeficientes de la fraccién continua

observamos primero que
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r ; , y =r , ,
i+1 i Q. i+2 i+1
ol I Pt

por lo que utilizando la proposicién (4.8) resulta

. Q. -~ P, Q.
i “i+] i+1 ~i ,
=a, (x-x, ,) , iz 1
i %1 T P ! I+k
En efecto
w [ ][]
Pi Qi+1 - Pi+1 Qi = VI(X) mix - xi) . ov1 = 0
i=0
Y
i-1 i
e[ ][
P1 01_1 - Pi—I 01 = VZ(X) n y dw, = 0

La simplificacién de los denominadores parciales se hace de la

misma forma. »
Aunque la proposicién (4.9) ncs permite escribir las
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interpolantes racionales de la escalera Tk como fracciones

continuas, queda por decir cémo calcular los coeficientes a’s y

b’s.

Proposicién 4.10. La fraccién continua (4.19) se puede

escribir como

k c (x-x,.) (x-x )'
8k(x) =cy t z ci(x—xo) .. (X_Xi~1) . K 01 k +
i=1
(k+1) (k+1)
~q,; (x-x; 1) -e; (x-%; )
+ + +
(k+1) (k+1)
1+ q, (Xo-xk+1) 1+ e, (XO-Xk+2)
(k+1) (k+1)
-q (x~x, .) -e (x-x, )
y 2 k+3 v 2 k4 + ... (4.19)
(k+1) (k+1)
1+ q, (xo—xk+3) 1+ e, (xo—xk+4)

donde los e’'s y ¢’s se pueden arreglar en una tabla en la que los

sub-indices indican una columna y los super-indices una diagonal,
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Tabla QD

e(1)
0
(2) (1)
€0 q;
3 2 1
eg ) qg ) eg )
4 3 2 1
eg ) qg ) eg ) qg )
(5) (4) e(3) (2)
€0 q; 1 9

Los elementos de la tabla se calculan utilizando las condiciones

iniciales
(k) -0 (k) _ f[Xo, . e . ,Xk+1]
e - ’ q - » kz 1
0 1 f[xl, . .. 'Xk+1]
(4.20)
y las férmulas
(k+1)
(k+1) _ (k) (k+1) [ 1+q (x, - x ) ]
RONES: 9t e 1 0 Tk+2l-1
1
(k)
Doray” =3 ) )
(4.21)
(k+1) (k+1) (k)
- €; q, [ 1+ €, (XO - Xk+21) ]
1+1°

(k) (k+1) (k+1), (k) _ (k+1)
€1 [1+q1 (Xo'xk+21—z)]+ R R ERIE e PSP

(4.22)
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Demostracion. Utiiizando la férmula de recurrencia para
~1 denominador Je la fraccicn continua gk(x) y 1la normalizacién

de las interpolantes racionzles se obtiene

o= M (% ) = & x .} + Y. - S(x =
'n(wﬂ' bn 'n~{(YO in ¥ xk+n) On—J( 0)
= ! + & X, - X,
9] in J A+n)
Por le¢ tanto b =1-a (x - X J. Ahora, si se escribe
n 13 0 k+n
a L. (k+1) 2 = (kD)
2i-1 - "9 y 2i i

queda comprobada la formula (3.6).

Para demostrar las férmulas (4.21) y (4.22), se cbserva
que por la relacién que guardan &y 8,1 ©oB las escaleras Tk y
Tk-l respectivamente, las convergentes de la parte par de gk son
iguales a las convergentes de la parte impar de 81’ asi que sus

numeradores y denominadores tienen la misma forma. Utilizando las

formulas (1.16) y (1.17) queda demostrada la proposicién. =

El algoritme de Rutishauser es utilizado por PADE para

construir y graficar interpolantes racionales. A continuacion
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hacemos unas observaciones que zno: permiten comprender el listnde

de este programa.

Si queremos construir {: .nterpo_ ante ruecional roo,
través del algoritmo cociente di:=oonocin, chuervamos  que elin
pertenece a la escalera T ={ r I o , I v ,

n-n mery, O WSS S m-n+l. !
r e 0. s e ‘nesing emento . P to tonlo
mn+2,1 °* } ¥y que es L Zn-esi elemen Por io
Iy p €S igual a la 2n-ésima convericnte Unlde v fraccion continun
s Zr

gm_gx). De esto se infiere que pura coenstruir €, necenitanos

la sigulente regidon de la tabla qd.

Tabla 4.5.
(m-n+1)
q" "
(m=-n+2) (m~n+1)
9 €1
(m~-n+3) (m-n+2) {(m-n+1)
e
1 1 2 .
’ (m-n+i)
. . . -1
] (m~n+1)
. . n
(m-n+2)
v . . e
. n—-1
(m+n-3 m+n-3 m+ - :
¢ n-3) eg n-3) q§m+n 3).
(mn-2) -
a n egm+n 2)
(m+n~1)
9
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Los elementos que forman la tabla (4.5) se encuentran
aplicando las férmulas (4.20), (4.21) y (4.22) por columnas de
izquierda a derecha. Habiendo calculado los elementos de la
diagonal m-n+1, estamos en posibilidad de construir rm,n

Como ya lo indicamos PADE grafica interpolantes
racionales y la unidad ALGO5.PAS es la encargada de realizar este
proceso a través del algoritmo cociente-diferencia, a continuacion

mostramos una copia de él.

lLas variables m y n son para guardar el orden de la
interpolante racional, F y Nodo son vectores que contienen el
valor de la funcién y los nodos respectivamente, DifDiv es un
procedimiento que nos proporciona las diferencias divididas de la
férmula (4.20) a través de los vectores DifDivl y DifDiv2, el
procedimiento QD2 calcula la tabla 4.5 y nos proporciona los
elementos de l!a diagonal (m~n+l1) a través de los vectores e y gq,
el procedimiento ForFrac forma los numeradores y denominadores
parciales de la fraccién continua (4.19), el procedimiento ConEva
evalua convergentes de fracciones continuas por medio del
algoritmo de sustltucién hacia atras y finalmente el procedimiento

Horner evalua polinomios interpolantes de Lagrange.
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Unit A1qo5;
Begin
1f ((nit]>1)andim{t]l>=nlt1}) Then
Heqgin
SAREBHEERARSE R SRR R SR IR AR AR AP BFERE AR 2R E SR F IR BN RE LRSS SR BRERESERER
Se calculan las diferenclas divididas que se van a utilizar
en las tOrmuolas 14.20) v oen el denominador parcial BO de la
fracoiCn continua {4.19}
P R T L L T T L S T T T L P Y2 S
DitDivim[t]+nit] F,Nodo,DifDivl,DifDiv2);
ERHFAFBARRRB AR R A AR RERERE TP RANGRE AR R RN RS IR RIE R ERANRRS AN R RSN NS
Se calculan los elementos de la tebla (4.8
AR NP E R RN AR RN AR AN R R ARC AR AN SR RE SRRV RN R AL RS R RN O RSSO E
QD2(DIfDIvL,DifDIv2,e,q,m{t],ntt],Nodo);
X3 :=Xming
HHEBRERERRN S GFEIABF LR A EDEB NP L E ORI I F AR WUFTSEHEDESEIRGERA LN B SRRSO N
Se torman lus numeradores y denominadores parcinles de la
fraccibn continua (4.19) para x1 = xmin

LE 22 22 22 22 22 222 22 2 R R 2R3 2 22 2 22 2 2 2222 2R 2t il sl

ForFracCont1(Num,Den,e,q,Nodo,n{t) X1,01fDivi,m{t],nlt]));

X RRRRRASREH B EDERBERRBL BB RO B U R AL ERER AP EBL SR A B I ISR R A A LSRR B E L AR RO

Se calicula el denominador parcial BO de {(4.19)
L2 2 2 T2 T XY S22 ST 2R RS2 2222223222322 2232 222223223222 2 2 3

Horner{m{tl-n{t},DifDivl, Nodo,bX1,B0);

(222222 22 RS 22T S 2 SR AR R YRS R 22t 22 X222 2222 2ad 222222222233

Se evalua la convergente de orden 2%n de (4.19)
SEELABAERSREARER AL RE R RS VO RN R LSRG ERATERSC AR LSRR S VENEGUERRGERDEEN
ConEva(BO, Num,Den,Conv,2*nlt]);
Y1:=Conv;
(2222232 N2 2 Y2 232222 LRI AR s 22222 2222333222 222232222 A2
Se replten los pasos anterlores variando x en el intervalo
{ xmin, xmax }
HESRSEPBEB R XN RGPS EREE RO REE B RS SR DER R ARARBRER R NDE SRS AR XSRS NSRS
For r:=1 to 200 Do
Begin
X2:=Xmin+{({Xmax-Xmin)*r)/200;
ForFracConti{Num,Den,e,q,Nodo,n{t],X2,Di€Divi,m{t], nfe]);
Horner{(m{t}-nl{t],DifRivl,Nodo,X2,B0);
Contwva{BO,Nun, Den,Conv,2%n{t]1);

Y2:=Conv;
Grafica{X1,Y1,X2,Y2,Xmin,¥Ymax,D1,D2);
X1:=X2; ¥1:=Y2;

End;

End;
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If tiniti=tandimlt)>=nit]}} Then
Begin
PifDivim{t]+nit],F,Nodo,DifDivl,DifDiv2);
qimit}1:=DifDiviimlit]+1]}/Di€Biv2Im{t]+1];
X1: Xmin,;
If mit]=1 then
Num{1}:=DifDiviimlt}}*(x1-Nodo{G});
1f mit]>1 then
bhiegin
Numi1):=DifDiviimitl]*{x1-Nodo[0]})};
For s:=1 to wmitl-1 Jdo
Num{1}:=Num{11*(x:-Nodelsl);
End;
Fnd,
Den[1]:=1;
Ho! neriml{tl-nlt],DifDBivl,Nodo X1,B0);
Rum(2):~qIim{t]]1®(xi-Nodolm(t]]};
Den{21:=1+qIm{t]}}*(Nodol{O)-Rodoimit1l);
ConEva(BO,Num,Den,Conv,2*n{tl);
Yi:=Conv;
For r:=1 tco 200 Do
Begin
X2:=Xmin+({Xmax-Xmin) *r)/200;
If mit)=1 then
Num{1]:=DifDiviim{t]]*(x2-Nodo[O]};
If mit]l>>1 then
Begin
Num{1]:=DifDivi{mit])*({x2-Nodol0]);
For s:=1 to witl-1 do
Wum[1}:=Numl[1}*{x2-Nodofs]};
End;
End;
Denf1]):=1;
Horner{m{tl~-n(t},DifDivi,Nodo,X2,B0);
Num{2]:=~q{m{t]]*{(x2-Nodoim{t]});
Den{2]):=1+qimlt)}*(Nodol[O])~NodoIm{t}]);
ConEva(RO,Kum,Den,Conv,2*n{t]);
Y2:=Conv,
Graftca{X1,Y1,X2,Y2,Xmin,Ymax,D1,D2);
X1:=X2;
Yi:=Y2;
End;
End;
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If nit}=0 then
Begin
pDifDivim{t],F,Nodo,DifDivl,DifDiv2);
x1:=xmin;
Horner{(m{t},PifDivl,Nodo,X1,B0};
y1:=B0;
For :=1 to 200 Do
Begin
X2: =Xmin+({Xmax-Xmin)*r)/200;
Horner(ml{t],DifDivl,Nodo,x2,BG):
y2:=B0O;
Grafica(X1,Y¥1,X2,Y2,Xmin,¥Ymax,D1,0i;;
X1:=X2
Y1:=Y2
End;
End;
1f ((n{t1>ult]land(m{t]>1)) then
Begin
For s:=20 to mitlen{t) do
Begin
If Abs(Fis])>MinimoReal then
FRecls]):=1/Fils];

ws  we

End;
DifDivimit}+nit],FRec,Nodo,DifDivl, DifDiv2);
QD2(DifDivl,DifDiv2,e,q,nlt], m{t]}, Nodo);
X1:=Xmin;
ForFracCont1(Num,Den,e,q,Nodo,mit},X1,DifDivl,nltl,mlit])};
Horner(nft)-mlt},DifDivi, Nodo,X1,B0);
ConEva{B0O, Num,Den,Conv,2*m{t]);

1f Abs{(Conv)>MinimoReal then
Y1:=1/Conv;
For r:=1 to 200 Do
Begin

X2:=Xmin+{{Xmax-Xmin) *r}/200;
ForFracCont1({Num,Den,e,q,Nodo,mit]),X2,DifDivl,n{t),mit]);
Horner(nltd-mit],DifDivl,Nodo,X2,B0);
ConEva(B0O,Num, Den,Conv,2%n{t]);
If Abs{Y2)>NinimoReal then
Y2:=1/Conv;
Grafical{X1,Y1,X2,Y2,Xmin, ¥Ymax,D1,D02);

X1:=X2;
Y1:=¥2;
End;

End;
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if ((nltl>mlt])and(mit]l=1)) then
Begin
For s:=0 to mltl+nlt] do
FRecls):=1/Fls];
DifDivimitl+nit],FRec,Nodo,DifDivl,DifDiv2);
qnl{t]1]:=DifDiviiniti+1}/DifDiv2initl+1];
X1:=Xmin;
If n{t]=1 then
Numi{1]:=DifDiviin[t]]1*(x1-Nodol0]);
If nlt]l>t then
Begin
Num{1):=DifDiviinit]}*(x1-Nodol0});
For s:=1 to nltl-1 do
Num{ 1} :=Num[1}*(x1~Nodolsli);
End;
End;
Deni1l}:=1;
Horner{nit}-mit),DifDivl,Nodo,X1,B0);
Num{ 2] :=-qin[t]1]*(x1-Nodoin{t)});
Denl{2):=1+qin(t] 1*(Nodo{O}-Nodo{nitl]);
ConEva(BO,Num,Den,Conv,2*ml{t]);
If Abs{Conv)>MinimoReal then
¥1:=1/Conv;
End
For r:=1 to 200 Do
Begin
X2:=Xmin+{ (Xmax~Xmin)*r)/200;
If nitl=1 then
Num{1}:=DifDivi[nlt]]*(x2-Nodo{0});
If nlt]>1 then
Begin
Num{11:=DifDiviinit}}*(x2~Nodol[0});
For s:=1 to nftl-1 do
Num{1)}:=Num{1]*(x2-Nodols]);
End;
End;
Deni{i):=1;Horner(n{t)-mlt],DifDivl,Nodo,X2,80);
Num{ 2] :=-qinft]}*(x2-Nodolnit}}));
Den[2]:=1+q{n{t]1*{Nodo{O]-Nodofn{ti]);
ConEva(BO, Num,Den,Conv,2%n(t]);
If Abs(Conv)>MinimoReal then
Y2:=1/Conv;
Grafica(Xl,YI,XZ,YE,Xmln,Ymax,Dl,D2);
X1:=X2;Y1:=Y2;
End;
End;
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If witi=0 then

Begin
For :=0 to nltl] do
iy Abs(FIs]l)>MinimoReal then
Beqin
FRecls}:=1/Fis};
End
Else

FRecls):=MaximoReal;
pifDivinlt],FRec,Nodo,DifDivl,DifDiv2);
»1:-xmin;
Horner{nitl,DifDiv1,Nodo,X1,B0);

If Abs{BO)>MinimoReal then
Begin
y1:=1/B0;
End
. Flse
y1l:=MaximoReal;
For r:=1 to 200 Do
Begin
X2: =Xmin+{ (Xmax~Xmin) *r) /200;
Horner(n{t),DifDivl, Nodo,x2,B0);
If Abs(BO)>Minimoreal then
Begin
y2:=1/B0;
End
Else
y2:=MaximoReal ;
Grafica(X1,Y1,X2,Y2,Xmin,¥Ymax,D1,D2);

X1:=X2;
Y1:=2Y2;
End;
End;
End;
End.
Antes de pasar a otra cosa, es necesario hacer la

siguiente observacién. Cuando m < n, el método que se utiliza
para construir la interpolante racional de orden (m, n) es como

sigue. Se busca la interpolante de orden (n,m) que interpola en
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I3 £ ‘))‘ R R - . ’ y X )),
l.x: puntos (x l/f(xo)). (xl,lztsx X 1/f(xm+n

o 1
entonces r (x) = J/rn W(x). Un inconveniente de este
procedimiento es que no se puede aplicar si f(xi) = 0 en algun
nodo.
4.8. Algoritmo epsilon.

Fl siguiente algoritmo que sc¢ considera es el
algoritmo €, la deduccion de éste esta relacionada con el
algoritmo de Gragg para interpolacidén racional. Se discutira lo

necesario del algoritmo de Gragg [3] solamente.

Para k =2 1 , considere la escalera ascendente

Sk = {’k,O’ "ki-1,0 0 Tke1,1 0 Tke2,10 Tke2,2 00 }

¥ una fraccién continua de la forma

k
c,(x-x.) . . . (x~x, )
_ _ _ _ k [ k-1
£,(x) =c¢c, + }: c; (x=x5) ... (x~x, ) T i l
i=1
(k) (k) (k) (k)
S U O S O S A B
| X=X, | 1 [x-x, |1
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Proposicién 4.11. Si cada tres elementos consecut ivos en
Sk son diferentes entonces el n-ésimo elemento de Sk es igual a la

n-ésima convergente de fk(x) , paran=20,1,2, .. . . 2k

Demostracién. De acuerdo a lo que se busca es necesario

pedir que

o~

n
Cn -0 rk [ n1} [ n
n 71172

donde [n+1/2] + {n/2] = n. Utilizando la proposicién (2.5) para

construir fracciones continuas, se encontrara una del tipo (4.18).

Las expresiones PO ¥ PI - PO son faciles de calcular,

se procedera al calculo del resto de los numeradores y

denominadores. Obsérvese que :

Para simplificar

P; Q Pie1
PiQiy ~ P ¢

i+1
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por medio de la proposicién (4.8) deben hacerse las siguientes

consideraciones : Para i impar se cumple

De esto se sigue que, por ejemplo, cuando i es par se cumple

D

"o

Q
-
o

Py Qe — Piug
constante (4.23)

P1 Ql“] i-1 Ql PREIMER
2l 2
vAx) i x~-x_.)
2 o

perque 8 v, = 8 v,_ =0y k - [i+2/2])+[i+1/2]} k - [is2] + [i-1/2]

1 e

i
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cuunde §oes impar también es facil de comprobar (4.23).

shera se simplificara

Q.
e, S —Q*+J— (4.24)
i -t i-1 ~i

Pivi 941

“ P

fara ésto so utiliza ja formula que va obtuvimes pura el
denominader de (4.22) y ia ocbservacién de que k - [i/2] + [i-1/2]
= k - 1. Por otro lado para simplificuar el numerador de (-.24),
obsérvese gque

(Pi1Qig ~ Pi-10i+1)‘xj) =0, j=0, ..., k-[1+272]+[i+1/2]
junto con que k ~ [i+2/72] + [i+1/2] = k - [ir2) + [i-1/2] , para

concluir que

(P G5y - Py g Q%) = g (x - X, ) .,
y como
1+1] | [i+2) _ 0 si i es impar
2 2

-1 si i es par
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entonces

k

Ti (x-xj) si i es impar
Pior Qg 7 Ppog Q¥ 7 0

NM(x-x.) si [ es par

0 J

Al sustituir en (4.24) las férmulas obtenidas

demuestra el resultado.

Con la ayuda del algoritmo de 0Gragg se desarrollara

algoritmo €. Se empieza con la sigulente proposicién que es

el

el

andlogo de la regla cruzada en aproximacién racional{proposicién

3.13 ).
Proposicién 4.12. Si rm,n = pm,n / qm,n entonces
(=% I(rm~1,n B rm,n)mz * (x“xm+n+1)-1( m+1,n m,n)‘l -
(x.xm+n)—1(rm,n‘1 - rm,n)*l * (X_Xm+n+1) : m,ontl m,n)-z
Demostractén. Como rm—l,n+1’ rm—I,n y rm,n estan en

la escal
a calera Sm+n y
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P

Zn+]1
r ‘ X = o
mrn—-{nm+ i, n Q

rm*l b7}
ot Zn+1

P?nﬁ’

r r
w1, 1l mrn-sarl i, vl

2nt’

fnronces, utilizando las formulas de recurrencia para los

numeradores y denominadores de una fraccion continua, se obtiene

.. - (x-x ) _ nem)
[‘m"'l,m*l watn pm-l,n n+1 mn
(4.25)
= (x=x ) _ (n+m)
qm-l,m] Tmtn qm-I,n n+l qm,n
Yy
, - q(m+n)
pm-AI,n pm,n n m, n-1
(4.26)
- - G(mtn)
qm—l,n qm,n n m, n-1

Si de (4.25) s= despeja P se cbtiene !

1,n y qm-].n

(m+n)
r - r - Pm-1,n+1 Tne mn_ Pn, n
m1,n m,n N f(m+n) q
qm«-l,n+1 n+] qm,n m n
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pm*].n+1 qm,n - pm,n qm»l,n+1
= (4.27)
Don ¢ . (m+n) )
’ 9-1.n0+1 n+] mn °
. -3 3 £ 7 g
Por otro ladec al despejar en (4.26) Pon-1 7 Uy p-1 5¢

abtiene

- r _ pm,n _ pm~1,n pm.n
m, n m, n—-1 -
qm,n qm-],n qm.n

Si ahora se despeja p en {(4.25) y se sustituye en

m1i,n y qm—],n

la ecuacién anterior se llega a la siguiente férmula

{m+n)
- - f -
pm,n pm,n (x xm+n “n+l pm—],n+1
“mon T Tmon-17 q - (m+n)
o, n 9, n - Xpen ™ Tper )~ D=1, ne1
- pm»],n+1 qm,n - pm,n qm~1,n+1 (4.28)
q [ g (x-% R f(m+n)) - q ] :
m,n m, n mn n+l mn-1,n+]
Ahora combinando (4.27) y (4.28) se llega al siguiente
resultado
(x~xm+n) 9 n
_ -1 -1 _ qm—l,n+1
(rm"I,n rm,n) ¥ (rm.n rm,n—l) T r -r (4.29)
m-1,n+1 m, n
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Los calculos que se hicieron se pueden repetir, pere

pertenecen a

utilizando el hecho de que r r y r

mn+l "’ mn m+l,n

la escalera S Para llegar a la férmula

mn+l’
(X-xm+n+1) qm,n
q
~1 : -1 _ m1, n+1
(rm,n+1 - rm,n) + (rm,n - rm+1,n) = (4.30)
r_ . . = r
m-1i, ! mn

Las férmulas (4.29) y (4.30) demuestran la proposicién. =

El siguiente paso es utilizar la regla cruzada y la
férmula de la proposicién (4.12), para deduclir el algoritmo ¢

El camino es similar al caso de aproximaclén.

(mn)

Si se hace r =
mn a2n

y se arreglan estos
coeficlentes en una tabla , llamada e-tabla, donde los
sub-indices indican columna y el super-indice diagonal. Junto con

és5to se definen los coeficientes €’n en las columnas impares por :

{(mn-1) . fimn) I

f >4
2n+l. 2n-1 _ (mn) _ (m-n-1)
(x xm+n)( €on 2n

(4.31)
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rtonces se verifica :

Proposicién 4.13. La tabla £ se puede calcular a traveés

Jde ias condicicnes iniciales
A-n-i) tm) _ m -
€on , €, =0 vy €9 'm,O s nm= 0,1,
y la formula
Am-n+l) _ (mn) 1
‘on-1 T fene1 T T wmw | _(wmel), (4.32)
men” T Z2n an-2
Demostracion. La f{é6érmula (4.32) se demuestra por

induccién en n. Para ésto primero escribase la regla cruzada como

)-1(8(m~n)_€(m—n~1))*1=

5 -1, (m-n-1) _ (m~n),~1_,
(x Xm+n+1) (82n+2 €2n ) Hx min 2n 2n

- -1, (m1-n) _ (m~n) -1 _ -1, (m-n) _ (m-n+1),-1
(x Xrene1’ (€ €op ) (x=x_ ) (e, €open 7

Ahora utilizando la definicién de los £€'n en las columnas impares,
la férmula anterior se puede reescribir como

(m—-n-1) (m-n))-l (m-n-1) _ (mn)

-1
(x-x )« 2n+1 c2n+1

mtn+1 €an+2 T E2p
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- -n- - Wi ‘m-n+l) . —1
o q) ~ (mn-1) v (x-x ) 1(Cg‘m n) 4({m n ) (4.33)
Jriel Zn+l mt 2 2n-2

Ahora si se supone que (4.37) es cierta y se utiliza

(4.2 entances es facil demostrar (4.32) cuando o ue sustituwe
por nvi 1
£l algoritmn epsilon tambicn e programo on PADE, a

cont inuacién presentamos el listado de este programa.

Unit AlgoB;
Procedure Int3;
Begin
If nit)=0 then
Begin
DifDivim{t]),F,Nodo,DifDivi,BifDiv2)};
Xi:=Xmin;
Horner{m{t],DirDivi,Nodo,X1,Evaluacioni);
Yi:=Evaluacionl;
For r:=1 to 200 do
Begin
X2: =Xmin+{Xmax-Xmin) *r/200;
Hornerim{t},DifDivi,Nodo,.X2,Evaluacion2);
Y2:=Evaluacion2;
GraficalXl,Y:,X2,¥2,Xmin,Ymax,D1,D2);
K1 =X2;
¥Y1:=Y2;
End;
End;
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1f ((mitl<nit]))and(m{t)>0)) then
Begin
For r:=0 to nltl+m(t] do
Begin

1€ Abs(Fl{rl)>MinimoReal then
FReclr}:=1/Flr};

If Abs(F{r])<MinimoReal then
FRec[r]:=MaximoReal;

End;

DifDivimitl+nlt) ,FRec,Nodo,DifDivl,DifDiv2);
X1:=Xmin;
For s:=nltl-mit] to  mlitle+nit] dc

Begin

Horner(s,DifDivl,Nodo,X1,Evajuacionl);
Parciallls):=Evaluacionl;

End;
Eps!londos(n[t],m!tl,tvaluaclonl.Parclall,Xl,Nodo);
if Abs(Evaluacionl)>HintmoReal then

Yi:=1/Evaluacionl;

Foar r:=1 to 200 dec
Begin
X2:=Xmin+{Xmax-Xmin) *r/200;
For s=nf{t]-mit} to mitlenit] do
Begin
Horner (s,DifDivl,Nodo,X2,Evzluacion2);
Parcial2ls):=Evaluacicn2;

End;
Epsilondos(n{t],m{t],Evaluacion2,Parcial2,X2,Nodo);
Ir Abs(Evaluacion2)>MinimoReal then

Y2:=1/Evaluacion2;
Crafica(X1,Y1,X2,Y2,Xmin,¥max,D1,D2);
%1:=X2;

Y1:=Y2;
End;
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If ((mlt}>=nlt])and(nlt]>0}) t hen

Begin
DifDivimit)enf{t] ,F,Nodo,DifDivi,DAfDiva);
Xi:=Xmin;
For s:=m{t]l-nl(t] to mitlenit] do
Begin

Horner(s,DifDilvl Nodo,X1,Evaluaciont!;
Parcialll{s):=Evaluacioni;

End;
Epsilondos(mit]),nit],Evaluacionl,Parcie}l, X1 Nedo);
Y1:=Evaluacioni;

For r:=1 to 200 do
Begin
X2:=Xmin+(Xmax-Xmin)*r/200;
For s:=mit]l-nit} to  mlti+nit] do

Begin

Horner(s,DifDivl, Nodo,X2,Evaluacion2);
Parclial2[s]:=Evaluacion?;

End;
Epsilondos(mit],nit],Evaluacion2,Parcial2,X2,Nodo);
¥2:=Evaluacion2;

Grafica(Xi,¥Y!,X2,Y2,Xmin, Ymax,D1,D2);
X1:=X2;¥1:=Y2;

End;
End;
If wlt}=0 then
Begin
For r:=0 to nit] do
Begin
If Abs{F{rl)>MintmoReal then
FReclrl:=1/F(ri;
End;

DifDivinit]),FRec,Nodo,DifDivl,DifDiv2) ;X1 :=Xmin;
Horner(n{t],DifDivi,Nodo,X1,Evaluacionl);
If Abs(Evaluscionl)>MinimoReal then
Yi:=1/Evaluacionl;
For r:=1 to 200 do
Begin
X2:=Xmin+({XnaxeXmin) *r/200;
Horner{nit],DifDivi,Rodo,X2,Evaluacion2);
1 Abs{Evaluacion2}>MinimoReal then
Y2:=1/Evaluacion2;
Grafical{dl,¥i,X2,Y2,Xmin, ¥Ymax,D1,02);
A1:=X2; Y1 =Y2;
End;
End;
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4.9. Ionterpclacion osculatoria
4.8.1. Introduccién.

El tema que se estudiara ahora, trata sobre la
interpolacion racional, en la que ademas se conocen en cada nodo
la derivada de la funciéon hasta determinado orden. Es de esperar
que este tipo de interpolaciéon de mejores aproximacicnes a la
funcion. Este tema es generalizacidn de los de aproximacion e
interpolacién y nos referiremos a €l come interpolacién racional

de Hermite u osculatoria.
4.9.2. Definicién.

Definicién 4.4. Sean (xi)‘:’_0 y (Sl)jio sucesiones

en T y N respectivamente. Supongamos que la derivada f(”(xi) de
la funcidén f evaluadas en X, son dadas para 1=0,1, . . . , s. -1.

1

Consideremos enteros fijos j,k,m y n tales que

J

= k = =

1 k sj+l y m+n+1 Z Si + k
0

El problema de interpolacién de Hermite de orden (m,n) para f
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consiste en encontrar dog potinomios
n
i i
X} = Z a x y q(x) = z b‘ b'q
0

con p/q irreducible y que sutisfagan el siguiente criterio de

aproximacién a f

p (1)
f(l)(x.) = [—— ] (x,) , 1= 0,1, . , S5, -1
i i
= 0,1, coeJ (8.34)
r (1)
(1) _ _ _
f (Yj‘*]) - ["‘a—'] (Xj‘*])’ l' 0;1’ ’ k ] -

4.9.3. Formas equivalentes del problema

de interpolacién de Hermite.

En esta seccion se presentan varias formas de escribir

el problema de interpolacién de Hermite, con el fin de facilitar

su solucién.

Proposicién 4.14. El sistema de ecuaciones (4.34) es

equivalente al sistema
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(fq - p)(l)(xl.) =0 D Y P
=00, . . .. (4.35)
(D _ ) -
(fq - p) (xj+1) =0 s 1 =0.1, . . . . b1

Demostracién. Supongamos que (4. 34} es verdadera pero
oy

(4.35) no. Entonces (fq - p) (XX.) ¥ 0, io cunl inplice gue
ol
p
q f - -‘—1~ ‘X! !

es cero y no es cero por la regla de Leibniz. La demostracién de

la otra parte es parecida. o

El sistema de ecuaciones (4.35) tiene m+n+2 incognitas
con m+n+l ecuaciones. Asi tal sistema tiene por 1o menos una
solucién no trivial. Se demostrara que dos soluciones son

equivalentes como funciones racionales.
Proposiciéon 4.185. Si pl/ql y pz/qz son solucidn del
problema de interpolacién racional de Hermite de orden (mn),

entonces p1q2 = png.

Demostracién. La funcién ¢(x) = (p - p,9,(x) es un
192 7 P9
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polinomio que satisface 8¢ = m + n. Pero por otro lado como
(pl,ql) y (p2,q2) son solucién del problema de interpolacion de
Hlermite, se satisface

(1) (1)
¢ (Xi) =( -4, (fql - pl) + ql(fqz - pZ) ) (xi) = 0

par‘a1=0,1, e s e 4 5, —1. i=ol 11 v e e g jl 1=kyi=j+1

Lo cual implica que

s s k
o(x) = (x - xa) 0 (x —-xz) 1 ... (x xj+1)
Por lo tanto ¢ > m+ n + 1. Pero de estas desigualdades sobre el

grado de ¢ nos obligan a deducir que ¢ = 0, con lo que queda

demostrado el resultado. ]

Definicién 4.5. La unica fraccién irreducible que
se obtiene de la solucién del problema de interpolacién racional
de Hermite para f, con la normalizacién qo(xo) =1, se llama la

interpolante racional de Hermite de orden (m,n) para f. -

Ejemplo 4.6. Para encontrar la interpolante racional de

Hermite de orden (3,2) para f(x) = In(1+x), y para la informacién
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de la tabla 4.5, se necesita resolver el sistema de ecuaciones

generado por las ecuaciones (4.35), donde

2
p(x)=a3x ta,x +a, x+a; y q(x)-bzx +b1x+1

TABLA 4.5.

x, 0 0.5 1

v, 5} 0.4054651 0.6931471
’ 1 0.6666666 0.5

Yy

Resolviendo el sistema (4.35), se obtienen 1los coeficlentes de

los polinomlos

a, =0, a, = 1, a, = 3.8128797648E-01 , az = -1.109490387292E-04

b.=1 , b, = 8.8022511942E-01 y bz = 1.1239236025E-01%

Para comparar las estimaciones dadas por nuestra interpolante de
Hermite y otre, tomaremos el polinomio mini-max de grado
cinco en [0,1]14]. Sus coeficientes son

a, = 0.99949556 a, = 0.28947478 a, = 0.03215845

2 5

a, = ~-0.49190896 a, = -0. 13606275

1
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En

la tabla

(4.6)

se muestran

aproximaciones dadas por ambos métodos.

Yi

.00E-01
. 00E-01
.00E-0]
.00E-01
-1.00E-01
. O0OE+00
.00E-01
.O0E-01
.00E~-01
.06GE-01
.00E-01
L 00FE-01
.00E-01
.00E-01
.00E-01
. ODE+0O0
. 10E+00
. 20E+00
. 30E+00
. 40E+00

T T e T TS ¥ T « TR N R« WY € SRS S SURN YT SO o

siguientes

A

2 NN LA D WD N0 D

TABLA 4.6.

PADE

.8822125097E-01
.0907121796E-01
. 5611805950E-01
. 2300373447E-01
. 0534099286 E-01
. 000C00C000E+QC
.5315712771E-02
.8233223821E-01
.6237437015E-01
.3647771633E-01
.0546506428E-01
.6999964013E-01
. 3062303680E-01
.8778273312E-01
.4185239799E-01
. 93147 10000E~01
.4193485875E-01
. 8844552883E-01
.3287771175E-01
.7540419103E-01

partir de

comentarios,

o0

G & N ~ & & v v oA AW o~

estos

Para

In(1+y )

.9314718056F-01

181

algunas

de las

Mini-Max

.6841824093E-01

. 1082562376E-01 -5.0084255245E-01
. 5667494394E~-01 -3.52116549677E-01
.2314355131E-01 -~2.2211925974FE-C1
.0536051566E-01 =~1.0517204824E-01
. D0ODOOOOOOVE+00 0. 000000000OE+00
.5310179803E-02  9.5306656489F-02
.8232155679E-01 1.8233114214E-01
.6236426447E-01  2.6236871742E-01
.3647223662E-01  3.3646527245E-01
.0546510811E-01  4.0545591719E-01
.7000362925E-01  4.7000357155E-01
. 3062825106E-01  5.3063755555E-01
.8778666490E-01  5.8779217945E-01
.4185388617E-01  6.4184533388E-01
.8314718056E-01  6.9315708000E-01
.4193734473E-01  7.4210823961E-01
.8845736036E-01  7.8913898534E-01
.3290912293E-01  8.3478743074E-01
.7546873735E-01  8.7972822045E-01

resultados podemos hacer los

empezar, es necesario estar



concientes del trabajo que nos costo obtener cada aproximante.
Sin lugar a dudas la interpolante racional de Hermite supera
rotundamente a la mini-max. Otro aspecto importante que es
necesario comparar, es el error absolutc generado por las
aproximaciones de ambos métodos. A partir de la tabla 4.6., se
observa que las aproximaciones dadas por la interpolante racional
de Hermite coinciden en cuatre cifras con los valores exactos
desde ~0.1 hasta 1.2. Mientras que las aproximaciones dadas por
la mini-max lo hacen sélo de 0 & I. Claro que esta comparacioén
adolece de ser s6lo en un numero finito de puntos. Sin embargo en
[4] nos dicen que el error madximo absoluto en el caso de la
mini-max es de 0.00001. Para el caso de la interpolante racional
de Hermite, el error absolutc méximo se puede calcular facilmente.

Sea e(x) el error, es decir

e{x) = In(1+x) - po(x)/qo(x).

Para encontrar los puntos donde e(x) alcanza sus valores extremos
en [C,1], aplicamos el criterio de la primer derivada. Como la
derivada de la funcién y la derivada de la interpolante racional
son iguales en los nodos, tenemos tres puntos criticos
automaticamente. Pero hay dos mas, el numerador de e’(x) es de

grado cinco, estos son 2.382378734E-01 y 6.93618445E-01.
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t'valuando la funcién de error en estos puntos, concluimos que

~]{ maximo error esperado es I.11203589E-05. ™

:

Aunque la férmula (4.35) es adecuada para encontrar
interpolantes racionales de Hermite, es posible mejoraria aun
mas. Para esto necesitamos escribir las funciones en términos de

los polinomios de Newton.

) ) o« e
Definiciéon 4.6. Sean (xj)i=0 y f)i=0 sucesiones
en C y N respectivamente. Se definen
yl = xo , 1 =20, 1, , 30—1
yd(i)+1 =X , 1 =0 1, T -1
d(i) = s, + Sp* S
€3¢ SR
Ci,jzf[yi""'yj] , is j
También definimos los polinomios de Newton, con respecto a la
v x
sucesisdn (yx)z=0’ como
Bo(x) =1
B, = (x- - R - j =
J(x) (x yo)(x yl) (x yj—l) , J 1,2, . . . -
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Sin entrar en detalles, supomdremos que una funcion f

se puede expresar en términos de los polinomics de Newton. Es
decir
o3
fex) =Y ey B(x0) (4.36)
0i i
U
donde €o; 1{v4. e e, vi}. Decimos que (1. 16) es la serie de

Newton de f.

Utilivando la escritura (4.36) para una funcion, se
tiene la siguiente forma equivalente del problema de interpolacién

raclonal de Hermite.

Proposicion 4.18. El problema de interpolacién racicnal

de Hermite (4.35), es equivalente a encontrar polinomios

m n
p{x) = }: a, Bi {(x) ¥ qix) = E: bi Bi (x)
i=0 i=0
tales que
0
(fq - p)(x) = v d. B, (x) (4.37)
VRt :
i=m+n+1
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donde d.i = (fq - p)[yo, .o e yl.J.

Demostracion. Si escribimos

o
{(fg - pitx) = S« dz Bi ( x) {4.38)
é-—u‘
=0
Bastara comprobar que di =0, para i =20,1, . . . , mn. Pero

esta es facil de obtener si cailculamos las derivadas (4.35) en
la férmula (1.38). ]

4.9.4. Algoritme de Gauss.

Utilizando la ecuacidén (4.37) se puede dar un algoritmo
que nos permite construir los coeficientes de los numerador y
denominador de la interpolante racional de Hermite. Para esto
necesitames la siguiente proposicién, su demostracién se puede

encontrar en {9].

Proposicion 4.17. (Férmula de Leibnitz) Se cumple

FDlyy o o4y, = zf[yo. oydalyy - .yl (a.39)
1=0
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Proposicién 4.18.
de Hermite es equivalente a

eccuaciones siguienten

CO,m b() * “Im bl *
CO,m+1 bﬂ * CI.m+1 b1
So.me2 20t C1,me2 Pi

b

c + b, +
G, mn 0O I,mn "1

Demosiracion.

En PADE hicimos
encuentran los coeficientes de
interpolante racional
sistemas de

resolver los

de Hermite.

resoiver

+ c b
n,m+n n

los

dos

Se utilizan las férmulas (4.

un programa mediante

El! problema de interpolacién racional

sistemas de

(4.40)
=0
=0

(4.41)
= 0

37) y (4.39)g

el cual se

los polinomios que forman una

Este programa se basa en

ecuaciones

(4.40)

y

(4.41). A

continuacién presentamos el listade de este procedimiento.
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Unit Alqo71;

Procedure IntHerl;
Begin
If ((nls]>Dandimlsir1}) then
Begin
For t:=1 te nlul o
Begin
For r:=1 te anls] o
Begin
Ir ftr« mnicljand{r<=tmislset))) then
Begin
Coettit ri-=Difedivididasimisl+t misl-{r-t;):
fnd;
If ron{sDor{r>(misl+t} ) then
Coeftit. . ri: O
End;
End;

For t:=1 to nls] do
Coef2lt]:=-DifeDivididasimls]+t,mls]+t];
End;
Gauss{(Coef2,Coefi,nis}, Incognital;
bi0}:=1;
For t:=1 t¢ nis] do
Biti:=Incognitaltl;
End;
af0]:=DifeDivididas(0,0];
If als)>=1 then
Begin
For r:=1 to wis] do
Begin
Intermedio:=0;
For t:=0 to pis! do
Begin
If r>»=t then
Intermedio:=Intermedic+b[t}*DifelRivididasir,r-tl};
End;
alr]:=Intermedio;
End;
End;
X1:=Xmin;
Horner{(misl,=a,¥,X1,Evaluacionl);
Horner({nis},b,Y,X1,Evaluacion?);
if Abs{Evaluacion2)>MinlmoReal then
Yi:=Evaluaclionl/Evaluacion2;
For r:=1 to 200 do
Begin
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¥2:=Xmin+{ { Xmax-Xmin) *r) /200;

Horner(m(sl,a,Y,X2,Evaluacionl);

Horner(n[sl,b,Y,X2,Evaluacion2);

If Abs(Evaluacion2)>MinimoReal then
Y2:=Evaluacioni/Evaluacion2;

Grafica(X1i,¥1,X2,Y2,Xmin,¥max,D1,D02);

X1:=X2;
Y1:=Y2;
End;
End;
If nisl=0 then
Begin
For r:=1 to mis]l deo
Begin
alrl:=DifeDivididas{r,r];
End;
af0}:=DF{0,0];
X1:=Xmin;

Horner{mis},a,Y,X1,Evaluacionl);
Y1:=Evaluacioni;
For r:=1 to 200 do
Beagin
X2:=Xmin+{ (Xmax-Xmin) *r) /200;
Horner{m{s],a,Y,¥2,Evaluacion2};
Y2:=EvaluaclonZ;
Grafica{X1,Y1,X2,Y2,Xmin,Ymax,D1,D2};
X1:=X2;
Y1:=Y2;
End;
End;
End;
End.
Unit Algo72;
Procedure IntHer2;
Begin
If =nlsl=1 then
Begin
bi0):=1;
bl1]:=-DifeDivididasimis]+l,m{sl+1}/DifeDivididasimis)+i,mis]];
For r:=1 to mis] do
Begin
alrl:=DifeDivididasir,r}+DifeDivididas{r,r-11*b[1]};
End;
a{0}]:=DifeDivididas]{0,0];
X1:=Xmin;
Morner(mls},a,Y,X1,Evaluacionl);
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Horner(nisl,b,Y,X1,Evaluacion2);
If Abs{Evaluaclion2)>MinimoReal then
Y1:=Evaluacioni/Evaluacion2;
For r:=1 to 200 do
Begin
X2:=Xmin+( (Xmax-¥min) *r)/200;
Horner{mls}),a,¥,X2,Evaluacionl};
Horner(n{sl},b,¥,X2,Evaluacion2);
If Abs(Evaluaclion2)>MinimcReal then
Y2:=Evaluacioni/Evaluacion2;
Crafica(X1,Y1,X2,Y2,Xmin,Ymax,D1,D2);

X1:=X2;
¥1:=Y2;
End;
End;
j¢3 {{mls}=1)and(nisl>1)) then
Begln
For :=1 to nis] do
Begin
For t:=1 to nis] do
Begin

If r<=t then
Coefllr,t):=DifeDivididas{r+l,r+1-t};

If r>t then

Coeftir,t!:=0;

End;
End;
For r:=1 to nls] do
Begin
Coef2{r]:=DifeDivididasir+l,r+1l;
End;
Gauss(Coef2,Coefl,nis), Incognital;
bl{0]:=1;
For t:=1 to nis] do
Begin
bitl:=Incognitalt];
End;

al0}:=DifeDivididas{0,0];
all1):=DifeDivididas{1,1]+DifeDivididas{1,0]*bl11];
X1:=Xmin;
Horner(m{s},2,¥,%1,Evaluacionl);
Horner{(n{sl,b,¥,X1, Evaluacion?);
If Abs(Evaluacion2)>MinimoReal then
Yi:=Evaluacionl/Evaluacion2;
For r:=1 to 200 do
Begin
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X2:=Xmin+{ ( Xmax-Xmin)*r) /200,

Horner{mlsl,a,Y,X2,Evaluacionl];

Horner(nisl,b,Y,¥X2,Evaluacion?),

It Abs(Evaluacion2)>#inia Real then
Y2:=Evaluaclonl/Evaluacion/;
Grafica(X1,Y1,X2,Y2,Xmnin, Ymax,01,102);

X1:=X2;
Y1:=Y2;
End;
End;
If mwis)l=0 then
Begin
al0]:=DifeDivididas([0,0]};
For :=1 to nis] do
Begin
For t:= te nls] do
Begin
-If r<=t  then
Coefifir,t}:=Difebivididasir, r~t};
If >t  then
Coefilr,t1:=0;
End;
End;
For r:=1 to nls] do
Begin
Coef2({rl:=DifeDivididasir+1l,r+i};
End;
Gauss(Coef2,Coefl,nlsl,Incognital;
bl[0Ql:=1;
For t:=1 to nisl] do
Begin
bit):=Incognitalt];
End;
Xi:=Xmin;

Horneri{mi{s],a,¥Y,Xi,Evaluacionl);
Horner{nls],b,¥,X1 ,Evaluacion2};
1f Abs(Evaluacion2)>MinimoReal then
Y1:=Evaluacionl/Evaluacion2;
For r:=1 to 200 do
Begin
X2:=Xmin+( (Xmax~-Xmin)¥r)/200;
Horner{mis},a,Y,X2,Evaluacioni);
Horner{n{sl,b,Y,X2,Evaluacion2);
Ifr Abs(Evaluaclon2)>MinimoReal then
Y2:=Evaluacionli/Evaluacion?;
Crafica{X1,Y1,X2,Y2,Xmin,Ymax,D1,02};
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¥1:=Y2;
End;
End;
End;
End.
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Conclusiones.

Alguncs comentarios finales sobre este trabajo se pueden
hacer. Como se observé mi trabajo consistio en estudiar la teoria
de aproximacicn de Padé, interpolacién racionai e interpolacidén
racional osculatcria y programar algunos de los algoritmos que hay

en esas teorias. Como se marco a lo large de este trabajo, una

limitacién de los algoritmos cociente~diferencia -3ilon es que
sélo se pueden aeplicar si la aproximante es norma. e ~sta
situacién se desprenden dos cosas; primero, la posibilidad de

generalizar estos algoritmos para el casc cuando no hay
normalidad; segundo, dar criterios sencillos de aplicar que nos
permitan conocer cuando una aproximante es normal. También queda
como algo a completar la extensién de los algoritmos
cociente~diferencia y epsilon a interpolacién racional de Hermite.
Otro aspectc importante por cubrir es la de obtener buenas
férmulas para estimar el error de aproximacidén, pues como vimos
a través de comparaclén con tablas, las aproximantes racionales
proporcionan buenas aproximaciones . También es hecesario
desarrollar estudios que nos permitan estimar los errores de

redondeo, la eficiencia y estabilidad de los algoritmos.

Desde el punto de vista de programacién es posible
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me jorar el trabajo en el sentido de que pueda detectar cualquier
anomalia y sepa que hacer ante una eventualidad de esas. También
se puede mejorar para que sea mas versatil y &gil. Posiblemente a
mucha gente no le guste que se tenga que hacer un archivo para
graficar la funcién que se aproxima, le hubiera gustado mas quec
la funcién fuera dada a través del tecliado, sin embargo este
problema no es nada facil. COtro aspecto importante en que se debe
me jorar PADE, es que deberia proporcionarnos ia informacién
numérica a través de diferentes opciones ceme un archivo o la
pantalla, y no tener que meterse a los programas fuente para

hacerlo.

La creacion de programas para aproximar funciones de
variable compleja a través de los métodos que se vieron en este
trabajo es importante. Seria interesante poder aproximar las
funcién de Bessel complejas a través de funciones racionales.
Utilizar interpolacién racional en £ para reproducir el ejemplo

4.1. para la funcidn de error compleja, etc.

También es importante ver si las funciones racionales se
pueden utilizar para generar aproximaciones por minimos cuadrados
¢ interpolacidn segmentaria. lLas aplicaciones que puedan tener

los temas de este trabajo en otras areas come ecuaciones
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diferenciales, integracién, aceleracién de convergencia, etc.

es también importante.
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