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INTRODUCCION 

En los  problemas  aplicados  de  control estodstico se encuentran,  como regla, incer- 

tidumbres  en la informaci6n  de entrada, la cual se origina por la falta de  informaci6n 

precisa, por  ejemplo,  sobre la ecuaci6n  que  describe  la dinhica del  "sistema  re- 

al"  de  control (o sobre ladistribuci6n de  los  vectores  aleatorios,  involucrados  en  la 

descripci6n  de la evoluci6n  de este sistema), el  cual  denotaremos  por SR. 

Consideraremos otro sistema  de  control  que  aproxima al sistema SR, que  denotaremos 

por SA, suponiendo  que este  sistema es conocido  completamente (es decir, se tiene 

toda la informaci6n  sobre este proceso) y qúe un controlador  tiene en mente, el fin de 

encontrar la politica  6ptima  para el sistema SR, contando con el  sistema  aproximante 

- 

a. 

Se  encuentra  un  incremento  en el costo, en la situaci6n cuando  una polftica de 

control  escogida  por  medio  de datos aproximados, es decir, por  medio  del  sistema SA, 

se aplica  para  controlar al sistema  original SR. Ekta  situaci6n surge  frecuentemente  en 

l a s  aplicaciones  cuando se usan  aproximaciones  de l a s  distribuciones  de  probabilidad 

en SR, mediante  estimaciones estadísticas. 

N 

La estimaci6n  del  aumento  del costo total descontado,  en  t6rminos  de la precisi6n 
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de la aprmimaci6n, es la tarea del  estudio  de la estabilidad  que se realiza  en esta 

tesis. 

En este trabajo consideramos  sistemas  dados  por  procesos  de  control  de  Markov 

(PCM's), a tiempo  discreto,  definidos  de la siguiente  manera: 

Por lo tanto SA y , representan procesos controlables y, en (0.1) y (0.2), 

denotaremos: 

xt, gt E X son  estados  del  proceso al  tiempo t. 

at, 6 E A son controles  (acciones)  aplicadas en el  tiempo t. 

{&} , {&} , llamadas a la vez "Sucesiones  gobernantes",  son  sucesiones  de  vectores 

(en R"') aleatorios  independientes e idknticamente  distribuidos  (v.a'.s  i.i.d.),  sus dis- 

tribuciones  comúnes  las  denotaremos  por F y p, respectivamente. 

Los procesos (0.1) y (0.2) estdn  definidos  sobre  los  mismos  espacios  generales  de 

Borel. Tambibn, la funcidn c(x,a), x E X, a EA, la cual  supondremos acotada, esti 

dada  para  describir  el  costo  por  etapa  para  ambos  procesos (0.1) y (0.2). La única 

diferencia  entre  estos  procesos,  son  las  funciones  de  distribucidn F y p, de  manera 

que la distribucih conocida p, se utiliza  como la aprmimacidn  de  la  distribucidn 

F, conocida parcialmente ( o desconocida como  en  los  problemas  de  control 

adaptado, v6ase [8,13,14]). 
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Como criterio  para  optimizar  políticas de control r = {at, t = O ,  1,  ...} con 

horizonte  infinito,  se  considerar&,  en  este trabajo, el indice  de costo total descon- 

tado, el  cual  denotaremos  por Qp(x, T )  y ap(x, ;ii) para  los  procesos (0.1) y (0.2), 

respectivamente, ( v h  las definiciones  de  estos  indices  en  el  siguiente  capitulo). En 

las  notaciones de  los  costos  descontados,  introducidos  anteriormente, se subraya la 

dependencia  del  costo  con  el  estado inicial, = x, %,-, = x E X, de  los  procesos,  de 

la política r aplicada y del  factor  de  descuento p E (O ,  1) , dado. 

Las políticas  6ptimas r* y if* para los  procesos (0.1) y (0.2), respectivamente, 

estdn  definidas  como  sigue (las cuestiones  de la existencia de Mas se posponen hasta 

el  capitulo 2): 

Qp(x,7rr,) = infrQp(x, r) para  cada x E X 

&P(x,ii.) = inf r&P(z,n) para  cada x E X 

A pesar  de  que  el  problema  de  optimizaci6n  original, es la búsqueda  de la politica 

re, la  cual en general, no  puede ser encontrada  si  no  se  tiene la informaci6n  suficiente 

acerca de F, podemos  encontrar la política ;ii* (ya que se conocela  informaci6n 

suficiente  acerca  de p) e intentar  usarla, en  lugar  de x*, para  controlar al proceso 

original (SR). En otras  palabras,  usar la politica if, como  una  aprcximaci6n  accesible, 

de la politica T ~ .  

Siguiendo  el  enfoque  de [5,7] , estimaremos  la  p6rdida  adicional ( debido al uso  de 

Z* en vez de 7r*) mediante  el  siguiente fndice de estabilidad  descontado: 
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O bien, ya  que a vecei es m& importante  estimar  la perdida  relativa, es mejor  usar 

el  siguiente indice de estabilidad relativo: 

(admitiendo  el valor +o0 si Q(x,r*) = O) 

El problema  de  estabilidad  de  los sistemas de  control (SR) y (a), en (0.1) y 

(0.2), puede plantearse, como el problema  de  obtener  condiciones  para  garantizar  que 

Ap(x) + O 6 ED(.) + O ,  cuando, p(F,F) -, O ,  donde p es una mbtrica  en el  espacio 

de  funciones  de  distribuci6n.  De  manera  m&  apropiada,  desde  el  punto  de  vista  de 

las  aplicaciones,  consiste en obtener cotas de la tasa de  convergencia Ap(x)”+ O, es 

decir, buscar  una  desigualdad  del  tipo: 

W ( x )  5 Sx(P(F, m 
donde gx(s) + O cuando S+ O. 

La búsqueda  de las cotas  superiores  de (0.5), o bien  de: 

en el caso cuando p = o, donde o es la mbtrica de  variaci6n total, es el primer objetivo 

de esta tesis. El segundo objetivo, es el problema  de  estudiar el comportamiento 
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asíntotico del  lado  derecho  de (0.6), cuando el  factor  de  descuento ,L? tiende  a 1. Lo 

que se quiere tener, son cotas uniformes  sobre p E ( O ,  1) , en (0.6), es  decir: 

Obtener (0.7) es un problema m& dificil, que  proponer  algunas  condiciones  para 

obtener (0.5). En efecto, en palabras  generales, la estabilidad  del  proceso (0.1) cuando 

p + 1, est6 relacionada  con la estabilidad, con  respecto al m t o  promedio. En su  mo- 

mento,  para  probar esta última  estabilidad,  necesitaremosusar  algunas  condiciones 

de  ergodicidad  de  los  procesos  inducidos  por (O. 1) y (0.2), al aplicar  las  políticas de 

control  estacionarias ( v h  [2,5,6,7]). 

Ob&rvese,  que  existen  ejemplos  de  sistemas  del tipo (0.1) y (0.2), no estables en 

costo  descontado, es decir,  ejemplos  para  los  cuales  suppE(o,l)Zp(x) = 00, para  algunas 

distribuciones F y F, tales que, p(F,F) -+ O, donde p es la mktrica  de  Prokhorov  (v6ase 

Pol > *  

Por  otro  lado,  hasta donde  conocemos,  los  únicos trabajos donde se obtuvieron 

las  cotas  para  el  índice  de  estabilidad  descontado,  como  en (0.5), son: [l, 2,9,10,12]. 

En estos  artículos, las  desigualdades  de  estabilidad se demuestran  por  m6todos  dis- 

tintos de  los  que se utilizan en el presente trabajo (en  particular  por la  tbcnica de 

operadores  de contracci6n), pero bajo algunas  condiciones  generales  (sin  hip6tesis  de 

ergodicidad). Estas desigualdades  tienen  la  siguiente estructura: 
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donde d es una  medida  de  la  diferencia entre  los  sistemas:  original y aproximante  (en 

[9,10] , d es una  mktrica  ponderada). La finci6n gi3) no  depende  del parhetro p, 

mientras  que: 

Se  conoce que bajo las  condiciones  generales ( v b  [15]), el valor 6ptimo  de  costo 

descontado Qp(x,7rr*), en (0.4), es del  orden: 

cte. 
si p -, 1. 

1-P 
(O.  lo) 

Teniendo  en  mente  obtener  desigualdades  como  en (0.6) y utilizando (0.8) y (0.10), 

podemos  escribir 

(0.11) 

Ahora,  de (0.9) y (0.10) se tiene: 

Por lo tanto, desigualdades  como  en (0.8), impiden  obtener la desigualdad (0.7) y, 

adem&, la cota en (0.11) no es de utilidad  cuando p est&  cerca de 1. 

Para obtener la desigualdad (0.7) elegiremos un mktodo  de andisis alternativo, 

imponiendo  condiciones  suficientemente restrictivas  acerca de  los  sistemas (0.1) y 
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(0.2), reduciendo  por esto, el  problema  de  estabilidad al estudio  de la  estabilidad de 

procesos  regenerativos,  con  "buenas"  propiedades  del  tiempo  de  regeneracidn. Para 

procesos  regenerativos,  los  m6todos  de  estimaci6n  han  sido  desarrollados  en la  última 

decada ( v h e  [17,18,19]). Tal enfoque  reduce  el  Area  de  aplicaciones  posibles,  pero 

ayudard a  obtener  la  siguiente cota uniforme  para zp(x) (obtenida  en  el  presente 

trabajo): 

(0.12) 

donde (T es la  m6trica de variaci6n total y  las  constantes & y cr pueden calcularse 

mediante las cantidades  dadas  en  las  suposiciones  del  capítulo 1 y 3. 

La desigualdad (0.12) se cumple bajo condiciones  de  ergodicidad  del tipo de 

Liapunov,  que se escribirh en el capítulo 3, y  que,  en efecto, garantizan  la  conver- 

gencia  geom4trica  de la  distribuci6n de (0.1) a su distribuci6n  estacionaria  correspon- 

diente,  cuando  se  aplican  políticas  estacionarias. De  hecho,  en  problemas  de  control 

aplicado,  la  clase de  procesos  que  demuestran  la  convergencia  geom6trica es suficien- 

temente  amplia, por ejemplo: procesasen control  de  inventarios, colas controlables, 

etc. (v6ase  por ejemplo[l6]). 

El material  de  este trabajo est& organizado  de la siguiente  manera: 

Capftulo 1. Se  dar& la descripcidn:  de  los  modelos  de  control  Markoviano,  de  las 

políticas de control y del criterio de  optimizaci6n  con  el  cual se trabaja. Tambih en 

este  capítulo, se presenta  el  índice  de costo total descontado,  definimos  las  políticas 
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6ptimas y adem&  las  condiciones  generales acerca de  los  modelos, bajo las  cuales se 

verifica  la  existencia de  las políticas  6ptimas  estacionarias. 

Capitulo 2. Se planteardn  los  problemas a  estudiar y los objetivos de este trabajo. 

capitulo 3. Introduciremos las suposiciones  del tipo de  Liapunov  para el tiempo 

de  regreso  a un estado  fijo. 

Capitulo 4.Daremos  los  resultados  obtenidos  en este trabajo, es decir, l a s  cotas 

superiores  para  los  indices Ap(x) y Ep(x). 

Capitulo 5. Se  introducen  resultados  auxiliares y se demuestran  las  afirmaciones 

del  capítulo 4. 

Capitulo 6. Se  considera un ejemplo  de  control  de  inventarios,  donde se satisfacen 

todas  las  suposiciones  dadas  en  el  capítulo 3 y , por  consiguiente, se aplicaran las 

desigualdades  de  estabilidad,  obtenidas  en  el capítulo 4. 

Capitulo 7. Se  da la conclusi6n  de este trabajo y se discuten,  brevemente, 

algunos  problemas  abiertos  relacionados con este trabajo. 



CAPITULO 1 

PROCESOS DE CONTROL 

MARKOVIANO  CON  COSTO 

DESCONTADO 

1.1 ELEMENTOS  DEL  MODELO DE CONTROL 

MARKOVIAN0 

Recuérdese  que un espacio de Borel es un subconjunto  medible  de un espacio 

mktrico,  separable y completo. Si Y es un  espacio  de Borel, entonces,  denotaremos 

por B(Y) a su o- Algebra  de Borel. 

Un modelo controlable  de  Markov  general  (v6ase [3,13,16] ) se define,  de  una 

manera esthdar, por los  siguientes objetos: {X, A, {A(x),x E X} , p, c} , donde: 

9 
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X, llamado espacio de estados, es un espacio de Borel. Los elementos x E X son 

llamados estados. 

A, el conjunto de acciones o controles, es un espacio de Borel. 

{A(x), x E X} es la  familia  de conjuntos de controles admisibles. Es decir, a 

cada  estado x E X se le  asocia un subconjunto A(x) c A no vacio y medible,  cuyos 

elementos  son  acciones  admisibles  cuando el  proceso,  asociado  con  el  modelo, est6 en 

el  estado x E X. 

El conjunto 

IK := { ( x , ~ ) :  x E X, a E A(x)} , 

es supuesto un subconjunto  medible  del  espacio  producto XA. Los elementos 

(x,a) E IK son denotados por k. 

p 6 p(B/k), donde B E B(X), k E IK es la ley de  transici6n, la  cual es un k6rnel 

estodstico de X dado I K ,  es decir,  p(./k) es una  medida  de  probabilidad  sobre  el 

espacio (X, B(X)), para  cada k E IK, y p(B/.) es una  funci6n  medible  sobre I K ,  para 

cada B E B(X). 

c: IK-R es una  funci6n  medible,  llamada funci6n de costo en un paso, la cual 

para  nuestros  prop6sitos la supondremos  acotada. 

En el  caso  particular, pero suficientemente  general,  con el cual vamos a trabajar, 

la probabilidad de transici6n esta  dada  por: 
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donde, xt+l est6 dado  como  en (0.1) por: 

Xt+1 = @(X@&), t = o, 1 ,  ...; XI) = x. (1.1) 

con @: IKR" +X , una  fúnci6n  medible  dada, xt E X, at E A(xt) son  estados y 

controles en la  t&ima  etapa  de la evoluci6n  del proceso controlable,  que se asocia 

con el modelo  descrito  de  Markov y <O, &, ... son vectores aleatorios,  independientes e 

idhticamente distribuidos  (v.a's.i.i.d),  con  valores en  algún  espacio Euclidian0 R". 

Es fkil ver  en este  caso  que: 

donde F es la  distribuci6n  común  de  las  v.a's. co,  &, ... 

La dindmica  del  proceso  de  control (1.1) se describe  de  la  siguiente  manera:  si  en 

el  tiempo  t se observa  al  proceso  en  el estado x E X, es decir, xt = x E X, se selecciona 

la acci6n = a E A(x,) c A y la variable  aleatoria  (v.a.) & toma  el  valor S (es decir, 

st = S), entonces, se genera un costo c(x,a) y el  proceso,  en  el  tiempo t+l, pasa 

al  siguiente  estado xt+1= @(x, a, S) y así sucesivamente  trazando  una trayectoria 

XO, a.071, al ,... si se proporciona  una  regla  para  seleccionar las acciones ao, al, ,... . 

Tal regla se llama  una politica de control, definida  en la  siguiente  secci6n. 
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1.2 CLASES DE POLITICAS D E  CONTROL 

Para  cada t 2 O, definimos al espacio I H t  de historias hasta  el  tiempo t como  sigue: 

D&= X, I H t  = IKtX, t = 0,1, .... 

Un elemento  genkrico ht E l H t  es la  parte de  la  trayectoria  del  proceso hasta el 

tiempo t y &te representa un vector de la forma: 

ht = (Xg,ao,...,Xt-l,at-ltxt) 

donde, ( x i ,  ai) E I K ,  para i = 0,1, ....., t-1; y xt E X. 

DEFINICION 1.1 ( v b  [3,16] ) Una pol€tica de  control es una  sucesi6n 

7r = { xt,  t = O, 1, . .. .} , tal que,  para  cada t ,  nt es un khnel en A dado IHt, que 

satisface la siguiente  propiedad:  7rt(A(xt)/ht) = 1, para  cada ht E DIt .  

En otras  palabras, la política n es una  regla  para  elegir un control  en  cada  momento 

t, tal que  si  el  proceso est6 en  el  estado xt y se realiza la historia 

ht = (xg, %, ..., xt-1, ~ - 1 ,  xt) , entonces,  según 7 r ,  la acci6n  escogida es E D c A(x6) 

con  probabilidad xt ( D/ht). 

Una politica x = { x t }  se llama deterministica si  las  distribuciones -/rt est& 

concentradas en subconjuntos  que  consisten  de un Único  punto, es decir,  existen 

funciones  medibles ft, t = O,l, ..., tales  que,  para  cuando se da  la historia ht, la regla 

7rt obliga a elegir  el  control at = ft(ht) E A(xt). 
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DEFIMCION 1.2 (&ase [3,16] ) Diremos  que  una política es estacionaria (y 

deterministica) si dichas  funciones ft, t = 0,1, .... no  dependen  de t ,  es  decir, ft = f , 

t = 0,1,2, .... y la  dependencia  entre f y ht se  tiene S610 por xt, el  último  elemento  de 

la historia, es decir, f(h,) G f (xg, G, ..., ~ ~ - 1 ,  ~ - 1 ,  x ) = f(xt) para toda  historia con 

el mismo  último  estado xt. 

Así, hemos  visto  que  una  polltica estacionaria 7r = {f, f, ...} est& dada  por la 

funci6n  medible: 

f : X - , A ,  con f(x) E A(x), x E X. 

De  modo  que  en  cada  momento t ,  se elige  el  control at = f(xt) independientemente  de 

la "prehistoria" q, Q, ..., xt-l,at-l. Por conveniencia, ser& útil  denotar por S, como  al 

conjunto de  funciones  medibles f : X-+A, las  cuales  satisfacen (1.3), por  consiguiente 

de  aquí  en  adelante  identificaremos a f como una política  estacionaria 7r = {f, f, ...}. 

La clase de todas  las  políticas de control  que  satisfagan la definici6n 1.1 las  deno- 

taremos  por II. 

OBSERVACION 1.3. Aplicando  una  política  estacionaria f E S al proceso 

(1.1),  &te se puede reescribir de la  siguiente  manera : 
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Con esto  se  sigue, que {xt} es un proceso  de  Markov  con  espacio  de  estados X y 

probabilidad  de  transici6n: 

1.3 INDICE  DE  COSTO  TOTAL 

DESCONTADO 

El objetivo del  control  6ptimo es escoger  una política de  control  que  sea 6ptima 

para  el  índice  de  funcionamiento,  para  el  sistema  de  control  dado  por (1.1). hi, 

necesitaremos  introducir un indice  como criterio de  optimizaci6n. En esta tesis se 

trabajar6 con el indice  de  costo total descontado  que  en particular, es apropiado  para 

problemas  de  control  con  contexto  econ6mico  (v6ase [3] ). 

Primero  notemos,  que  para  cada  estado  inicial = x E X del  proceso (1.1) y para 

cada  política de  control jrr E II existe una  medida  de  probabilidad  Pxjrr,  con  el  espacio 

de  las  trayectorias {xg, a, ..., q, at, ..... } (vkase [3] ). La  esperanza  con  respecto a esta 

medida,  la  denotaremos  por qjrr. 

Sea p E (O, 1) un número,  llamado  factor  de  descuento.  Para  cualquier  política 

jrr E 11, dado el  estado  inicial x E X, se define el costo  total decontado QP por 

(v6ase [3,13] ): 
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donde c es la funci6n  de costo en un paso y {(xt,at), t = O,1,2, ...} es la trayectoria . 

del  proceso (1.1)) inducida  por la aplicaci6n de la política x y el  estado  inicial x. 

Como /? < 1 y c es acotada, es f&il ver, que la serie  en (1.5) converge, así, el  índice 

Qp(x,x) est& bién  definido. Por  comodidad,  llamaremos a QP(x,r) simplemente costo 

descontado. 

DEFINICION 1.4. Una política x,, E ll es 6ptima en costo descontado 

(o simplemente 6ptima)  si  para  todo  estado  inicial x E X se cumple  lo  siguiente: 

La  funci6n Qp’(x), x E X, representa  el costo 6ptimo (&descontado). 

1.4 EXISTENCIA DE POLITICAS OPTIMAS 

ESTACIONARIAS 

Para definir  el  índice  de  estabilidad  descontado,  como  en (0.3), necesitaremos 

asegurarnos de  que existen  politicas  6ptimas  para los procesos (O. 1) y (0.2). Ademtis, 

nuestro  m6todo  de andisis de estabilidad  requiere de  la existencia de políticas 6 p  

timas estacionarias. Así  para  garantizar la existencia de estas  últimas  políticas, 



16 

introduciremos algunas suposiciones de continuidad de los  procesos (0.1) y (0.2) (O 

bien, del proceso (1.1)). 

La ley de transici6n del proceso (O. l), que es la misma para (1. l), est& dada  en 

(1.2). De igual manera, la ley de transicih, denotada por p, para el sistema de control 

(0.2), esta dadd por: 

donde, 

B E B(X), 

k = (x,a) E IK 

e es la disribuci6n común de los v.a’s.i.i.d. Et en (0.2). 

SUPOSICION S.1.5. 

(a) Para cada x E X, el conjunto A(x) es cornpadto. 

(b)  Existe una constante r > O, tal que, Ic(x,a)I 5 r, para  todo  par  (x,a) E X; ademh, 

para cada x E X la fúnci6n c(x,.): A(x)+R es continua. 

(c) Para cada x E X y cada funci6n u: X+R medible y acotada, la aplicaci6n 

Jx u(y)p(  dy/x,.): A(x)+R es continua. 

(d) La condici6n (c) se satisface para F. 

OBSERVACION 1.6. Pueden darse  algunas condiciones  sencillas en t6rminos 

de Q, F, F, en (0.1) y (0.2), suficientes para que se cumpla  S.l.5,(c)-(d), (v6ase 

[ll, 161 o el ejemplo en el capitulo 6 de este trabajo). 
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Una  política  6ptima  para "el proceso  original" (O. 1) esta especificada  en la defini- 

ci6n (1.6). De la misma  manera,  decimos  que ;ii, es una política  6ptima  para  el  proceso 

de  control  "apraximante" (0.2), si 7f* minimiza  el  costo  descontado  para  el  proceso 

(O. 2), definido  como  sigue: 

donde,  andlogamente a (1.5), se define el índice  de  costo  descontado  para este proceso 

como  sigue: 

donde, {(Et, at), t = 0,1,2, ...} es la trayectoria del  proceso (0.2), inducida  por la apli- 

caci6n  de la  política 7r y el estado  inicial x. De nuevo, la fúnci6n O@(x,Z*), x E X, 

es llamada la funci6n  de costo  óptimo  para  el  proceso (0.2). 

PROPOSICION 1.7. (v6ase [13, Cap.21 ) Sup6ngase  que se satisfacen  las  condi- 

ciones  de S.1.5. Entonces,  para p E (O,  l ) ,  existen  políticas  6ptimas  estacionarias 

fe, E E S, bajo el  índice  de  costo  descontado,  respectivamente,  para los procesos 

(0.1) y (0.2). 
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CAPITULO 2 

PLANTEAMIENTO DEL 

PROBLEMA DE ESTABILIDAD 

EN COSTO  DESCONTADO 

En esta secci6n se siguen  los  razonamientos  de la introducci6n y nos  permitiremos 

repetir algunas  definiciones y conceptos  de  'la  introducci6n,  usando  terminologías 

( dadas  en  el capítulo  anterior) m&  adecuadas  para este trabajo . 

Sean {&} y {r t }  dos sucesiones  de  v.a's.i.i.d.  (en R") con  funciones  de  distribuci6n 

comúnes,  denotadas,  respectivamente,  por F y F. Se  considerartin  dos  procesos  de 

control  Markovian0  dados  (como  en (O. 1) y (0.2)) por las  siguientes  relaciones  de 

recurrencia: 

Xt+l = @(xt ,at ,St) ,  t = o,  1, ....; x() = x 

Zt+l = @ ( % t , E t , & ) ,  t = o,  1 ,....; jr, = x  

19 
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donde, 

X t , %  E x, 
at E A(xt) c A, t = 0,1, ..... 

?it E A(j¿t) c A, t = 0,1, ..... 

y los  conjuntos X, A, {A(x), x E X} fueron  definidos  en el capítulo  anterior. 

Sea x E X, un estado  arbitrario fijo, utilizando  a &te, como  estado  inicial para 

ambos  procesos {xt} y { Z t } ,  es decir, = x, jr, = x. Como se dijo anteriormente 

la hnci6n de costo en  un  paso c(x,a) es la misma  para  ambos  procesos (2.1) y (2.2). 

Supondremos tambih que  las  leyes  de  transici6n p y í5, definidas  en (1.2) y (1.4), 

para  los  procesos (2.1) y (2.2)) satisfacen la suposici6n S. 1.5, por  consiguiente,  de la 

proposici6n 1.7, existen  políticas  estacionarias fe, A E S 6ptimas para los  procesos 

(2.1) y (2.2), respectivamente, bajo el  indice  de  costo  descontado,  dado  en (1.5) y 

(1.8). Por  lo tanto, podemos reescribir los  indices  de estabilidad,  introducidos  en 

(0.3) y (0.4) como  sigue: 

Para el  indice de Estabilidad Descontado: 

Para el  indice de estabilidad  relativo: 

Observemos  que  en (2.4)) QP(x,f*) = Qp*(x) es el  costo  descontado  6ptirno  para 

el sistema de control (2.1)) con  estado  inicial x E X. 
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Ahora,  para  plantear  nuestros  objetivos  necesitaremos  de la siguiente  (vkase,  por 

ejemplo, [23] ): 

DEFINICION 2.1. Sean q, dos  elementos aleatorios con  valores  en un espacio 

de  Bore1 Y ,  con  distribuciones Ft, Fq, respectivamente. Entonces, la mktrica  de 

variaci6n total (T esth  dada  por: 

(~(c,  q) E a(FC, Fq) := 2 SUP IP(C E B) - P(q E B)I 
BEB(Y) 

El objetivo de este trabajo, es proporcionar  algunas  condiciones acerca de la clase 

de  sistemas  de  control (o proceses de control)  considerados, tales que, estas condi- 

ciones  nos  permitan  obtener las siguientes  desigualdades  de  estabilidad (o en otras 

palabras,  las  cotas  superiores  de  estabilidad): 

donde, las funciones explícitas glg2 : [O, cm) + [O, cm) son tales que,  si S--, O ,  entonces, 

las  funciones g(s) y g2(s) se aproximan  a  cero,  suficientemente  rhpido. En efecto 

obtendremos  las  desigualdades  de  estabilidad  con  las  funciones  que  poseen la siguiente 

asintota: 

1 
(cte)(s)  ln(-)l cuando S --, O. 

S 
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CAPITULO 3 

SUPOSICIONES EN LOS 

SISTEMAS DE CONTROL. 

Cuando se aplica  cualquier  política  estacionaria f E S a los  procesos (2.1) y (2.2), ob- 

tendremos  dos procesos de Markov ( v h  la  observacidn 1.3) dados  por las siguientes 

relacidnes  de  recurrencia: 

Las probabilidades  de  trancisidn p y c, respectivamente, de (3.1) y (3.2), es th  

dadas  por (1.4) y por la siguiente  relaci6n: 
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Para hacer notar la dependencia  de los procesos (3.1) y (3.2) con respecto a la 

política f E S, vamos a denotar estos procesos por {xif)} y {%if)}, respectivamente, y 

sus probabilidades de transici6n en (1.4) y (3.3) las escribiremos usando las notaciones: 

Ahora, introduciremos las siguientes condiciones, bajo las cuales se trabaja,  para 

los modelos (3.1) y (3.2). 

SUPOSICION S.3.2 b i s t e  una funci6n medible V: X+ [l, m) y una  constante 

p > O, tales que, para cada política estacionaria .f E S, se cumple para el proceso 

(3.1) lo siguiente: 

(a) JxV(z)p(z/x,f(x)) 5 e”T(x). para  toda x # x*. adem& 

(b) d := SUPf€S  JXV(Z)P(dz/X*,f(X*)) < 00. 

SUPOSICION S.3.3 Lo mismo que en la suposici6n S.3.2, con alguna funci6n 

y constantes p, a, se cumple para el proceso (3.2). 

OBSERVACION 3.4 Hay sistemas  de control aplicados (por ejemplo, algunos 

modelos de  inventaria)  donde el requisito de que se cumplan S.3.1-  S.3.3, para todas 

l a s  políticas estacionarias, es demasiado restrictivo. De  hecho,  como se demostr6  en 
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[18] , las suposiciones S.3.1-S.3.3 son  suficientes  para  la  convergencia  geomktrica,  con 

la  métrica a, de l a s  distribuciones de {xi’)} y { %if)} a  las  correspondientes  distribu- 

ciones  invariantes. Esta convergencia  puede  no  darse  en  algunos sistemas, cuando 

se aplican politicas  estacionarias  ”no  estables” (es decir, que  puede  suceder  que  los 

estados xi’) ”+ 0 0 ,  cuando, t+ 00),  sin  embargo,  para los sistemas  mencionados,  hay 

como regla,  una  subclase So c S de  políticas  estacionarias,  tales  que,  para  cada 

f E So, los  procesos {x$’)} y (2:’)) tienen  ”buenas”  propiedades  de  ergodicidad. Por 

otro  lado,  de  las  demostraciones  del  capitulo 5, se puede  ver,  que podrirnos relajar, 

esencialmente,  nuestras  condiciones,  suponiendo  que existe una  subclase 

SO C S de políticas  estacionarias,  tales  que, las  políticas  6ptimas f*, 5 estén en SO, y 

las  suposiciones S.3.1,  S.3.2 y S.3.3 se  cumplen,  para  cada f E SO. 

E n  el  capitulo 6 discutiremos un ejemplo  de  control  de  inventario,  donde se satis- 

facen  todas  las  condiciones S.3.1-S.3.3 y tambikn  se satisface  la  condici6n S.1.5. 
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CAPITULO 4 

RESULTADOS PRINCIPALES. 

Los resultados  de esta tesis se resumen  en  los  dos  teoremas  siguientes: 

TEOREMA 4.1 Supongamos  que se satisfacen  las  suposiciones S.1.5, 

S.3.1 - S.3.3 y que x,-, = j70 = x,, entonces, se cumple  que: 

donde  las  constantes kl, a > O, se pueden estimar, en  los  tkrminos  de  las  cantidades 

r, V(x,), p,  d, v(x,), jZ, a, involucradas  en las suposiciones  del  capítulo 1 y 

del  capítulo 3. 

TEOREMA 4.2 Supongamos  que se satisfacen las suposiciones S.1.5, S.3.1, 

S.3.2,  S.3.3 y, adem&, inf(x,o)E *KC(X,B) = K > O, = = x,. Entonces se cumple 

que: 

27 
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Recordemos  que  la  fúnci6n  de distribucih @, de las  v.a’s it en (2.2), se utiliza como 

la  aproximaci6n  de  la  funci6n  de  distribucisn  desconocida F, de las  v.a’s & en (2.1). 

Tambikn se utiliza  la  métrica de  variaci6n total u para  estimar esta apraximacih y 

para  el  caso de  que se tenga que a(F,F) ”+ O ,  entonces,  los  lad-  derechos  de (4.1) y 

(4.2) se anulan  con  rapidez ”casi lineal”. En particular,  esto  significa, que bajo las 

condiciones  dadas  anteriormente,  el  sistema  de  control (2.1) es estable. No es dificil 

de  checar (por ejemplos)  que,  en  general, no existen  cotas de estabilidad  del tipo 

(4.1): 



CAPITULO 5 

RESULTADOS  AUXILIARES Y 

DEMOSTRACIONES 

5.1 RESULTADOS PRELIMINARES 

Primero  reducimos  el  problema  de  estimacidn  de AB(.) al problema  de  la  búsqueda 

de cotas uniformes  con  respecto  de f E S, 'para la diferencia IQP(x,f) - &P(x,f)l,  

de  los costos  descontados  para  los  procesos (2.1) y (2.2). 

LEMA 5.1 Bajo la supmici6n S.1.5 se cumple  que: 

W ( X )  L  SUP IQP(x,f) - QP(x,f)(  
f € S  

donde Qp y QP est& definidos,  respectivamente,  en (1.5) y (1.8). 

DEMOSTRACION. De la definicidn  de AP(x) en (2.3), sumando y restando  el 

tQmino QP(x,L), se tiene lo  siguiente ( vhse la  definici6n  de las politicas  6ptimas 

en (1.6) y (1.7)): 

29 
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LEMA 5.2 Bajo la suposici6n S.1.5 se cumple  que: 

donde r es la  constante involucrada en S.1.5, (b) y los procesos { xt ( f ) }  y { j z t f ) }  
fueron  definidos en el capitulo 3. 

DEMOSTRACION. Fijemos  cualquier política f E S, por (1.5) y (1.8) se tiene: 
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&to es consecuencia  de: S.1.5,(b) y de  la  funci6n: C(Xt, f(xt)) que es acotada por 1. 
r 

En (5.4) se denota IIpII, := supxEx lp(x)l. Luego  utilizando la siguiente definicih, 

de la  mktrica de  variaci6n total: 

y de (5.1) se sigue la desigualdad (5.3). U 
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5.2 REDUCCION DEL PROBLEMA A 

COMPARACION DE PROCESOS 

REGENERATIVOS 

En virtud  del  lema 5.2, para  demostrar el teorema 4.1 es suficiente  encontrar  una cota 

superior  adecuada  para  supf,, a(xt , xt ). En otras palabras, hay  que  buscar 

una cota superior  para  sup,,o a(x, , x, ) que  no  dependa  de  cualquier política f E S. 

La  idea  general  de  como vamos a  hacerlo, es usando S.3.1-S.3.3 para  verificar  que  para 

la  política  estacionaria f, los  procesos {xif)} y { % i f ) }  son  procesos  regenerativos,  con 

periodos  de  regeneraci6n  que  poseen  algunas  propiedades  "buenas"  de  "mezcla" y de 

( f )   - ( f )  
- 

( f )  -U) 
- 

existencia de  las  momentos  exponenciales.  Luego  aplicaremos  los  mbtodos  desarrolla- 

dos  para la estimaci6n  de  las distancia, a(xt , xt ), uniforme  sobre  el  tiempo t para 

los  procesos  regenerativos { x, ('I} y {$)} ( v k  [17,18,19] ). La clave  aqui,  es  la  de 

obtener  "estimaciones de  cercanía"  de  los  procesos  regenerativos { xif)} y { % i f ) } ,  que 

no  dependan  de f E S. 

( f )  4 )  

E n  el  resto de este  capitulo, sea f E S una política  estacionaria arbitraria fija. 

Siempre  supondremos  que xf) = $' = x*, donde, x+ es el estado involucrado  en 

S.3.1. 

Definimos los momentos  de  regreso al estado x* como  sigue: 
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Si no existe tal t en (5.6) 6 (5.7), entonces, hacemos  que r = 00 6 7= 00. 

PROPOSICION 5.3. Bajo l a s  suposiciones S.3.1, S.3.2 y S.3.3 se cumple  lo 

siguiente: 

DEMOSTRACION. De  hecho, las desigualdades (5.8) y (5.9) son  consecuencias 

del  corolario 2, del  ph-rafo 5.2.1 en [17] , de  donde,  como  un caso particular, se tiene 

que S.3.2 implica  que Eexp(pr) 5 ep JxV(z)p(dz/x,, f(x*)), de la misma  manera se 

tiene la cota para Eexp(jE). 

OBSERVACION 5.4 

(a) Como  los  estados  iniciales x0 = ;;O = x* y la  política f E S son fijos, en esta 

secci6n, entonces  en la proposici6n 5.3 denotamos la esperanza  por E en  lugar  de E!. 

(b) N6tese  que  de S.3.2, (b) los  lados  derechos  de  las  desigualdades (5.8) y (5.9) no 

depende  de la  política f E S. Por lo tanto, hemos  obtenido  las cotas uniformes 

( con  respecto  de f ) para  los  momentos  exponenciales  de r y 7. 

PROPOSICION 5.5 Bajo las  suposiciones S.3.1-S.3.3 y tomando  a x0 = ;;O = x*, 

los  procesos { xt ( j ) }  y { $’I}, son  procesos  regenerativos  con  peri6do  de  regeneracicjn, 

repectivamente, r y 7 ,  definidos  en (5.6) y (5.7). 
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DEMOSTRACION. Es claro, que es suficiente  mostrar la proposici6n  para  el 

proceso {xi')}. De (5.8) la  esperanza de la  funcibn, estrictamente  positiva,  exp(ps) 

es  finita y de &to se sigue  que P(r < m) = 1. La v.a. r es  tiempo de  paro  para 

el  proceso {xi')} . hi, como  cualquier  proceso  de  Markov a tiempo  discreto  tiene  la 

propiedad  de  Markov  fuerte  (vbase,  por  ejemplo, [17, Cap.5]), se  sigue  que  dado 

X d f )  = x*, las  distribuciones  condicionales de x$,,,, m > 1, no  dependen  de  lo  que 

ocurre  con xt , para t < T.  Si definimos  por  inducci6n  "los  momentos  de (f 1 

regeneraci6n"  como  sigue: 

7 1  : = 7;  

r2 : = inf {t > 71 tal que xi') = x*} 

r3 : = inf { t > 7 2  tal que xi') = x*> 

Entonces,  para  cada i 2 1, la  parte de la  trayectoria  denotada por "Ik(i), esta dada 

por: 

y esta es independiente  de xi'), con t < ri, y adem&,  la  distribuci6n de la n ( i )  

coincide  con la distribuci6n  de  la trayectoria {x, ('1 , x1 (f) , x, (f) , ...... . Estos dos  hechos 

significan  que { x!')} es un proceso  regenerativo.  (vbase [17, Cap.71 ). M 

1 
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5.3 DEMOSTRACION DE LOS 

TEOREMAS 4.1 Y 4.2 

Usaremos la  siguiente  definici6n  (vkase [17, Cap.71 ). 

DEFINICION 5.6 Sean N 2 1 un número entero y q > O. Se dice  que la 

distribuci6n  de la variable aleatoria  (v.a) r, con  valores  en { 1,2,3,  ....}, pertenece a 

la clase  UNP(N,q) si el mhimo común  divisor  de  los  enteros j 5 N, tal que, 

P(T = j) 2 q, es igual  a 1. 

DEMOSTRACION  DEL  TEOREMA 4.1 

En virtud  de la desigualdad (5.3) y la proposici6n 5.5, solo  falta  verificar que para 

los  procesos  regenerat  ivos { x?} y { $)}, la  siguiente  desigualdad se cumple  para 

algunas  constantes k2,a > O, independientes  de  la  política f E S. 

sup a(xtf), %if') 5 kza(F, F) [l - ln[aa(F, P)]] (5.10) 
t>o 

Para hacerlo,  utilizamos  los  resultados  sobre  las  estimaciones  cuantitativas  de 

estabilidad  de  procesos  regenerativos  en [17], de  &tos se tiene, que la desigualdad 

(5.10) es d i d a  para  algunas  constantes k2,a, calculadas  mediante las constantes, S, 

p, V(x), d, g, ji, v(x), a, involucradas  en  las  suposiciones S.3.1-S.3.3, si se cumplen 

las  siguientes  condiciones: 

(5.11) 
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H2: Las distribuciones  de  las  variables  aleatorias 7- y 7 &tan en  la  clase UNP(N,q) 

paraalgúnN>lyq>O.  

H3: max{Ekxp(p7-),Eexp(p?)}<oo. 

Según el  corolario 1 de [17], si  verificamos  las  condiciones H1-H3, entonces,  (5.10) 

se cumple  con  algunas  constantes k2 y a, que  son  determinadas  en  funci6n  de las 

constantes  mencionadas  anteriormente, y por tanto k2 y (Y no  dependen  de  cualquier 

polftica  estacionaria f E S. 

La condici6n H3 se sigue  de la  proposici6n 5.3. Debido a la  suposici6n S.3.1, pues 

P(7- =1) = P(x‘lf’ = x* / df’ = x*) 2 S > o. 

Por  último,  el mhimo común  divisor,  de  la  definici6n 5.6, es 1 y si  tomamos 

q = S, entonces  obtenemos  que  la  distribuci6n  de la v.a. r est& en la  clase UNP(l,S), 

por ést0 se satisface la condici6n H2. 

Para concluir la demostraci6n,  falta  verificar  las  desigualdades (5.11) en la condi- 

ci6n H1. Primero  mostraremos  que: 

max,-,stlna(x$f),Zif)) 5 nsup sup a(p(./x,a),  p(./x,a)), n = 1,2, .... (5.12) 
x E X   g A ( x )  

Teniendo  en  cuenta  que a(% ( f )  ,x, 4 )  ) = a(x*,x*) = O, la desigualdad (5.12) se sigue 

por  inducci6n  de la siguiente  desigualdad: 
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Demostraci6n de (5.13). De la definicih (5.5) se tiene: 

4 X t + l , X t + l )  
(f) -(f) 

donde, pt+l y $+' son l a s  probabilidades de transici6n en t+l etapas, respectiva- 

mente, para los procesos { xif)} y { %if)}. Aplicando la ecuaci6n de Chapman- 

Kolmogorov y el teorema de Fubini a (5.14) se tiene: 

(5.15) 

Al sumar y restar el thmino: 
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d6nde h(y) := 1 p(z)p(dz/y, f ( y ) ) ,  es una funci6n  medible yademth 
X 
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Como pt( ./x*, f(x*)) y $(./x*, f(x*)) son las distribuciones de xt (S) y xt -(S) , obtenemos 

(véase (5.5)) que el primer término en el lado derecho de (5.17) es exactamente 

a(xif), %is)). Cambiando el orden de los supremos sobre p y sobre ”y”, en el segundo 

término del lado derecho de (5.17), se obtiene, que este sumando es: 

y  como f(y) E A(y), entonces, se tiene: 

Por lo tanto, llegamos a la desigualdad (5.13), por lo que se prueba (combinando el 

razonamiento por inducci6n) la desigualdad (5.12). 

Ahora (5.12) implicara la condici6n H1 (véase (5.11)) si se tiene la siguiente de- 

sigualdad: 

SUP  SUP 4P(./X,4,F(./X,4) L a(F,F) (5.18) 
xGX aEA(x) 

Usando las relaciones anhlogas a (1.4) y (3.3) para  p(./x,a) y G(./x,a) obtenemos 

(vkase también (2.5)); 
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a(P(-/x, 4 ,  x/., 4 )  = 2 SUP I P(<t E G;,m - P(?t E G , m )  I 
B€B(X) 

(5.19) 

donde GX+(.) := @(x, a, .). Pero, para  cada B E B(X), (x,a) E IK, el conjunto G;,A(B) 

es de Bore1 en R". Por esto, el último término en  (5.19) es menor o igual al termino: 

2 sup  IP(& E D) - P(?, E D)l = a(F,@). 
DEB(R") 

Resumiendo  lo dicho anteriormente, hemos verificado  las  condiciones H1-H3 y, por 

lo tanto, las desigualdades (5.10) y (5.3) implican la desigualdad (4.1) con 

kl := 2rk2 

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.2 

De la  definicih (2.4) y de la desigualdad (4.1) se sigue  que 

Por otro lado (véase (1.5), (1.6)) como c(x,a) 2 IE, para  toda  (x,a) E I K ,  se obtiene 

Combinando (5.20) y (5.21) obtenemos la cota: 

%(F, F) [l - In[aa(F, @)]I 
IC 

que no depende de P, y, por  lo tanto, se sigue la desigualdad (4.2). 
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OBSERVACION 5.6 Como  ya se observ6  en  la  formulaci6n  del  teorema 4.1, 

para  las  constantes kl= 2rkz y a, en (4.1) se puede acotar por arriba en  los  tQminos 

de las  constantes involucradas  en  las  suposiciones S.3.1-S.3.3. Los procedimientos  de 

como hacerlo, e s t h  indicados  en  los capítulos 6 y 7 en [17]. bta t6cnica se basa  en 

la aplicaci6n  de  la  proposici6n 5.3 y de la condici6n H2, para  estimar  los  momentos 

exponenciales  de una v.&.  que se llama ”el tiempo  de  cruce”  de  los  procesos  regenera- 

tivos { xi”} y { $)} . El algoritmo  de tal estimaci6n es suficientemente  complicado, 

por esta causa no podríamos dar las  f6rmulas  explícitas  para las constantes kl y a. 
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CAPITULO 6 

UN EJEMPLO:  ESTABILIDAD 

EN UN SISTEMA DE CONTROL 

DE INVENTAFUOS 

En este  capítulo,  estudiaremos  la  estabilidad  de un sistema  de  inventario  con  capaci- 

dad  de  producci6n y almacenamiento  finitos, en el cual,  el "exceso"  de la demanda 

se considera  como  una  deuda  que  puede  saldarse  en  el  futuro. ( Acerca  de  modelos 

de  inventario estodsticos véase, por ejemplo, [22] ). Nuestro fin q u i ,  es  checar,  que 

para este  sistema de  control se cumplen  las  suposiciones S.1.5,  S.3.1-S.3.3 y tambien 

daremos  las cotas de estabilidad, obtenidas  en  el  capítulo 4, en  situaciones  particu- 

lares. 

Considerando  el  funcionamiento  del  sistema  a  tiempo  discreto t = O , l ,  ... (que 

corresponde  a  etapas o períodos  de producci6n-almacenamiento) describiremos la 

dindmica  del  sistema  original ("real") como  sigue: 
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xt+l = min {U, xt + - ar)qt} , t = O, 1, ... 

x0 = x E [o, U] 

donde,  para la t-hima etapa se denota: 

U - es la  capacidad mkima del almacén; 

xt - es el  nivel  de  producto  en  el inventario; 

ail) - es la  cantidad de  producto solicitado a la unidad  de  producci6n, es decir, la 

cantidad  planeada a producir (o a comprar) en la t-hima etapa; 

a?) - es cantidad planeada  de  producto  para  la  venta  en la t-ésima etapa; 

a, (1 1 & - es la  cantidad  real  producida  (tomando  en  cuenta  posibles  desviaciones 

aleat6rias ) en  la  t-ésima etapa; 

at qt - la  venta  real  (tomando en cuenta  la  demanda real)  realizada en la t-hima 

etapa; 

[ t  - es la v.&. que  describe  las  desviaciones  de  producci6n,  en  comparaci6n a las 

cantidades  planeadas de  producci6n  en la t-ésima etapa; 

qt - es la  v.a. que describe  la  influencia  de  la  demanda  en  la  venta  real  del  producto 

en la t-ésima  etapa. 

(2) 

Ndtese,  que  según (6. l), el  estado  del  proceso xt puede  ser un número  negativo 

( cuando  hay  exceso  en  la  demanda). En este caso  xt < O se interpreta como la 

deuda  del  tamaño  lxtl  en  la t-hima etapa, que  deber&  pagarse  por  producci6n  en  las 

siguientes  etapas (t+l), (t+2), .... 
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SUPOSICION S.6.1. 

(a) Las v.a’s. [o, (1 ,. ... son no negativas e  i.i.d.  con densidad en  común p t .  

(b) Las v.a’s. qo,ql ,  .... son no negativas e i.i.d. con  densidad  en  común pq que es 

acotada y continua en [O, m), ademh, para  cada S E [O, m] , la siguiente funci6n es 

integrable: 

(c) Para cada t, las v.a7s. C t , q t ,  son independientes. 

Bajo esta suposici6n la relaci6n de recurrencia (6.1)  define  un  proceso de control 

de Markov,  como en (2.1)) con espacio de  estados X = (-m, U], conjunto de controles 

A = [O, 00) x [O, m) y los conjuntos de controles admisibles  como  sigue: 

A(x)= {(dl), a(2))}  =A~(x)xA~(x) 

con: 

[b,U-x] si U - x l b  
&(x) = 

{b} si U - x  < b 

donde, O < 0, 5 02, b > O son números dados. 

La restricci6n (6.2) significa que hay un nivel  minimo de la producci6n planeada 

b > O (que no depende del presente nivel del inventario y  refleja la esperanza del 

producto a vender, por lo menos esta cantidad de producto). Por otro lado, si x > b, 
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según (6.2)) esta prohibido  producir m& de U-x, para  no  sobrellenar  el almach. En 

todo lo que  se  sigue,  denotaremos  al  par  de  controles (a(’), d 2 ) )  E A(x) por a. 

Sup6ngase  que  el  costo  por  etapa  se tiene de la siguiente  forma: 

a) = Ecl(x, 501 70) t  (6.4) 

donde  c1 es una funci6n dada,  acotada y continua en d l )  y d 2 ) .  

Tambih se considerark  el  siguiente  proceso  que  aproxima  al  proceso (6.1)) dado 

de la siguiente  manera: 

%+l = min {u, Et + a, t t  - a, 7 t )  -(1)- -(2)- t = o,  1, ... (6.5) 

- 
x0 = x E [O,U] 

Con  espacios  de  estados [-m, U], conjunto de  controles  admisibles 

(Zj1),42)) = 6 E A(%,) y funci6n  de costo por etapa (como en (6.4)) son  los  mismos 

que se tienen para el  proceso (6.1). 

SUPOSICION S.6.2. 

(a) Las v.a7s. $o,$1, .... son  no  negativas e  i.i.d.  con  densidad  en  común ?it. 

(b) Las v.a’s. ?jo,ijl,.... son  no  negativas e  i.i.d.  con  densidad  en  común 3~ que es 

acotada y continua en [O, m), adem&)  para  cada S E [O, m] la siguiente  funci6n  es 

integrable: 

(c) Para cada t,  l a s  v.a’s. & y st son  independientes. 
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Ahora verificaremos que la suposici6n de la secciones 1.4 y las suposiciones de 

capitulo 3 se satisfacen para el  sistema de control descrito. Comenzaremos con  S.1.5. 

De (6.2)-(6.4), se ve facilmente, que las condiciones S.1.5,(a)-(b) se cumplen, 

Chequemos S.1.5,(c). Fijemos x E (-m, U] y sea u : (-..,U] + R una funci6n 

medible y acotada,  arbitraria. Por (1.2), S.6.1 y aplicando el teorema de Fhbini, 

obtenemos: 

q(a) : = u(y)p(dy/x, a) = Eu [min {U, x + d l ) Q  - d2)q0}] 

= Jldm 1- u [min {U, x + a(%l - d2)s2}] pJ(sl)p~(s2)dslds2 

= Jldm p<(sl)dsl Am u [min {U, x + a(% - U ( ~ ) S ~ } ]  pq(s2)ds2 , 

y tomando el cambio de variable z = a(%l - ~ ( ~ 1 %  en la segunda integral se tiene: 

Observemos que como d 2 )  E [O,, O,], 61 > O y la funci6n u es acotada, se sigue que 

la funci6n: 

es acotada uniformemente con respecto de dl) ,  d2) .  Así, para  mostrar que la funci6n 

q(a), en (6.6), es continua, bastard probar, utilizando el teorema de Lebesgue sobre 
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convergencia  dominada,  que  para  cada s1 E [O, m), fijo,  la continuidad  de la  funci6n 

g(a) , definida  como  sigue: 

Consideramos  cualquier  sucesi6n {an} = {a;'), u;2)} E A(x), tal que, an + a, entonces 

El primer  sumando  en (6.7) se anula  cuando n + 00, ya  que, u y pq son acotadas, 

mientras  que el segundo  converge a cero, por  el  teorema  de  Lebesgue,  que es aplicable 

aquí debido a la  condici6n S.6.l.(b). 

La condici6n S. 1.5,( d) para la probabilidad  de  transici6n ir se verifica  de  igual 

manera.  Pasemos a verificar  las  suposiciones S.3.1 - S.3.3, para  esto se necesitan m& 

condiciones  sobre  los  procesos (6.1) y (6.5), que a continuaci6n se dan. 

SUPOSICION S.6.3. EStiste  una constante S > O, tal que 

*(a)P(Mo 2 f32rlO) 1 6 

(b) P(b?o 2 f32Vo) 2 S. 

También  introduciremos  las  siguientes  notaciones: 
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Debido a que: fl(U) = b, f2(U) 5 02, (v6a.w (6.2), (6.3)) y de S.6.3,(a). Del  mismo 

modo se verifica S.3.l,(b). 

La verificaci6n  de  las  suposici6nes S.3.2 y S.3.3 se realizan de la misma  manera, 

entonces es suficiente  checar  S.3.2. Ahora para  mostrar  S.3.2 se hace un cambio  de 

variable,  por  comodidad,  en (6.1) tomando yt := U- xt. Entonces, de (6.1) se tiene: 

o bi6n: 
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La relaci6n (6.8) define un proceso  de  control  de  Markov  (con  espacio  de  estados 

Y = [O, m)) que  es  equivalente al proceso  original (6.1), si adicionalmente  hacemos 

el cambio  de  variable x = U-y, en la definici6n  del  costo (6.4). Observemos  que 61 

estado x, = U para  el  proceso (6.1) pasa al estado y* = O para (6.8). 

Para ver  que se cumple S.3.2. elegimos la ”funci6n de  prueba” V como  sigue: 

1 si y = O  

si y > o  

donde 6 2 1 y 7 > O, son algunas  constantes. 

Para cada  política  estacionaria f = (fi , f 2 )  se  tiene: 

La desigualdad  en (6.10) es d i d a ,  ya que la funci6n V es creciente, f2(y) E [O,, 021 

y fl(y) 2 b, entonces: 

Y + f2(Y)rlO - f l (Y)<O I Y + 02770 - KO 
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En el libro [17, Cap.81, bajo  la supmici6n S.6.4,(a), se demuestra que existe una 

constante p > O, tal que para  toda y # O, la última esperanza en (6.10) es menor que 

e-W(y), por esto se obtiene S.3.2,(a). De  nuevo aplicando la desigualdad (6.10)  con 

y = y* = O, tenemos, que para cada f E S: 

El lado derecho de esta desigualdad es independiente de la política f E S. Por con- 

siguiente se cumple S.3.2,(b). 

hsumiremm lo antes dicho en la siguiente afirmaci6n: 

PROPOSICION 6.5 Si se satisfacen las condiciones  S.6.1 - S.6.4, entonces, se 

cumplen las suposiciones S.1.5, S.3.1 - S.3.3 y suponiendo que = = U, para los 

sistemas de control (6.1)  y  (6.5) se aplican las desigualdades de estabilidad (4.1)  y 

(4.2) (esto último, a condici6n de  que el costo en (6.4) es estrictamente positivo.). 

Adem& en  este ejemplo se podra utilizar’ en lugar de a(F,P) en (4.1) y (4.2), la 

siguiente relaci6n m& sencilla: 

- 

@,E) I cp(F,F) (6.12) 

En  efecto, se sabe ( v h ,  por ejemplo,[4]) que si existen densidades p,,,,~ y P,,(, 
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respectivamente, de  las  distribuciones F y F, entonces,  la  distancia de variacih total 

o esta  representada por la siguiente  f6rmula: 

S) = J 2  IP<(S)P~(U) - P<(~)Nu)I dsdu (6.13) 

Restando y sumando  en (6.13) el tkrmino  p((s);liq(u)  y  aplicando  el  teorema  de  F'ubini, 

se tiene: 

R 

Lo cual  prueba (6.12). 

Finalmente,  es muy fhil ver  que la funci6n s[l - In (as)] ,  en  los  lados  dere- 

chos de (4.1) y (4.2), es no decreciente.  Entonces, de (6.12) podemos utilizar en  las 

desigualdades (4.1) y (4.2) la cantidad cp(F,F) en  vez  de o(F,F). 

Para concluir  este  capítulo,  consideremos l a s  aplicaciones  de las cotas (4.1) y (4.2) 

a los  procesos (6.1) y (6.5), en  el caso particular  cuando  las  v.a's. <, $; q, ?j tienen las 

distribuciones  exponenciales  con parhetros, X, X + E, w,  w + E, respectivamente. 
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Primero  estimaremos  la  siguiente  integral: 

I1 ( E )  := /* IXe-X” - (X + tz)e-(A+6)sl  ds 
O 

que es un sumando  en (6.11), y tomando S* = - ln(&): se tiene: 
1 

entonces, se tiene  lo  siguiente: 

2E X &S 
= -(-) e 

X X + €  

Pero: 

X + €  X 
€ 

2 1,- X + €  

&to implica: 

(6.14) 

(6.15) 
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y de (6.15) se sigue: 

De  manera  similar se tiene: 

Por último,  por (4.1)) (4.2), (6.11))  (6.12),  (6.16) y (6.17), se obtienen  las 

siguientes  cotas  superiores  para  los  indices  de  estabilidad,  para  este  ejemplo. 

i)Para  el  indice  de  estabilidad  descontado 

ii)Para el indice  relativo  (cuando en (6.4), c1 2 K. > O ) 

(6.16) 

(6.17) 



CAPITULO 7 

CONCLUSIONES Y 

PROBLEMAS  ABIERTOS 

En este trabajo se han obtenido  nuevas  estimaciones  para  los  indices  de  estabilidad 

(2.3) y (2.4) para  los  procesos  generales  controlables  de  Markov. Las 

correspondientes  desigualdades (4.1) y (4.2), esth demostradas bajo las condiEiones 

S.3.1-S.3.3, ”de  la  existencia  del  estado de  regeneraci6n” y de las condiciones  del 

tipoLiapunov, las cuales  son bastantes  restrictivas y por  Csto se reduce  el  campo  de 

aplicaci6n  potencial. Sin embargo,  las  condiciones  mencionadas  se  satisfacen  para mu- 

chos  modelos  de  control: colas, inventarios,  presas, etc. (vhse ejemplos  en 111, 16,  24,l). 

Por otro lado, la cota  para  el  índice de estabilidad  descontado  en (4.1) tiene 

mejores  propiedades asíntoticas, cuando  el  factor de  descuento se aproxima a 1 ,  en 

comparaci6n  con  los  resultados  obtenidos  en  los trabajos previos. Esta característica 

nos  permite  obtener  la cota (4.2)) que es uniforme  con  respecto  al  factor  de des- 

cuento. Es importante  tambiCn,  que  nuestras cotas esth  expresada  directamente  por 
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la metrica de  variacidn total a(F,@) (entre  las distribuciones F y su  aproximaci6n @) 

y, por  consiguiente,  las  desigualdades (4.1) y (4.2) no  contienen ningún termino  que 

no se exprese  en  terminos  de  los  modelos y de  las  suposiciones  (compare  con [1,2]). 

Las  direcciones  a  continuar  para este trabajo, que  parecen  ser  interesantes e 

importantes  para  aplicaciones,  son: 

A. RRlajaci6n  de l a s  condiciones S.3.1-S.3.3 para  ampliar  el  campo  de  aplicaciones 

B. Ektensi6n  de  los  resultados a otra clase de  procesos  controlables. 

Comenzemos  con un comentario  sobre B, notemos  que  los  procesos  considerados 

en esta tesis estdn  definidos  en  espacios  muy  generales,  de  estados  y  controles,  de 

Borel, así, no  hay  nada  para  generalizar  en esta direcci6n.  Por otro lado,  se puede 

tratar de  resolver  el  problema  para  los  modelos  con  funci6n  de costo  por etapa no 

acotados,  estos  últimos  aparecen  naturalmente en ciertos  sistemas  de  control.  Hasta 

donde  sabemos,  el  último trabajo donde se tiene  la cota de estabilidad  uniforme,con 

respecto  de ,O, para  los  modelos  Markovianos  con  costo  no acotada, est6 en el  artículo 

[lo], donde se realiza un enfoque  distinto  del  presente trabajo. Tambien  parece in- 

teresante y no  muy difícil, es atender nuestros  resultados a  la  clase de  procesos 

semi-markovianos,  que  son  m&  adecuados  para  algunos  modelos  de control en la 

práctica.  (Acerca de  los hitos de  la  aplicaci6n  de  las  condiciones  de  Liapunov,  para 

procesos  de este  tipo , vease [20]). 

Con  respecto  de la direcci6n A, podriamos  observar  que  si  buscamos,  como  en 

este trabajo, cotas de estabilidad  ”casi  lineales” en a(F,F), entonces  no  hay  mucha 

esperanza  de  generalizar  seriamente  las  suposiciones S.3.2,  S.3.3. Parece  ser, que  lo 
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Único  que se puede  hacer aquí,  es  reemplazar  el  punto fijo x, en S.3.2 y S.3.3 por 

un "conjunto  pequeño" ( v h  [21]). Despuh de tal reemplazo,  las  condiciones  como 

en S.3.2 serian  equivalentes a ergodicidad  geométrica  de  los  procesos  (aplicando  las 

politicas  estacionarias ). En su  momento,  parece  que tal ergodicidad es importante 

para  obtener  cotas "casi lineales " (véase [5,7]). 

Las condiciones  en S.3.1, en  nuestra opini6n, pueden  generalizarse  sin  perder  las 

propiedades  de  las  desigualdades (4.1) y (4.2). En lugar  de la existencia de un punto 

de  regeneracidn"  (como  en S.3.1 o m& general un "conjunto de  regeneracidn")  con 

probabilidad  positiva  de  regreso a  este  punto en  una etapa, puede  ser  posible  usar 

algunas  propiedades  de  recurrencia  general  de  procesos  Markovian-  (como , por 

ejemplo,  recurrencia de Harris positiva,  véase [21]). 

Finalmente  notemos  que la desigualdad (4.1) implica la cota uniforme  en (4.2), no 

S610 en  el caso cuando la funci6n  de  costo es estrictamente positiva. Para relajar esto 

último, hay  que andizar la asíntota del costo  6ptimo Qp*(x) cuando p + 1, usando 

adecuados  teoremas  Tauberianos  (véase  [4.Cap. 131). 
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