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INTRODUCCION

En los problemas aplicados de control estocéstico se encuentran, como regla, incer-
tidumbres en la informacién de entrada, la cual se origina por la falta de informacién
precisa, por ejemplo, sobre la ecuacién que describe la dindmica del "sistema re-
al” de control (o sobreladistribuciéndelos vectores aleatorios,involucrados en la
descripcién de la evolucién de este sistema), el cual denotaremos por SR.
Consideraremos otro sistema de control que aproxima al sistema SR, que denotaremos
por SX, suponiendo que este sistema es conocido completamente (es decir, se tiene
toda la informacién sobre este proceso) y que un controlador tiene en mente, el fin de
encontrar la politica éptima para el sistema SR, contando con el sistema apraximante
SA.

Se encuentra un incremento en el costo, en la situacién cuando una politica de
control escogida por medio de datos aproximados, es decir, por medio del sistema §X,
se aplica para controlar al sisterna original SR. Esta situacién surge frecuentemente en

las aplicaciones cuando se usan aproximaciones de las distribuciones de probabilidad

en SR, mediante estimaciones estadisticas.

La estimacién del aumento del costo total descontado, en términos de la precisién
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de la aproximacién, es la tarea del estudio de la estabilidad que se realiza en esta

tesis.

En este trabajo consideramos sistemas dados por procesos de control de Markov

(PCM’s), a tiempo discreto, definidos de la siguiente manera:

(SR) Xe41 = @(xt,at,ft), t= 0, 1, ase (01)

(SA) Rep1 = OR,@,E,), t=01,.. (0.2)

Por lo tanto SA y SR , representan procesos controlables y, en (0.1) y (0.2),
denotaremos:
X¢, X; € X son estados del proceso al tiempo t.
at,d; € A son controles (acciones) aplicadas en el tiempo t.
{&} ,{E,}, llamadas a la vez ”sucesiones gobernantes”, son sucesiones de vectores
(en R") aleatorios independientes e idénticamente'distribuidos (v.a’.s iid.), sus dis-

tribuciones comtines las denotaremos por F y F, respectivamente.

Los procesos (0.1) y (0.2) estdn definidos sobre los mismos espacios generales de
Borel. También, la funcién ¢(x,a), x € X, a €A, la cual supondremos acotada, estd
dada para describir el costo por etapa para ambos procesos (0.1) y (0.2). La tnica
diferencia entre estos procesos, son las funciones de distribucién F y F‘, de manera
que la distribucién conocida F, se utiliza como la aproximacién de la distribucién
F, conocida parcialmente ( o desconocida como en los problemas de control

adaptado, véase [8,13,14]).



Como criterio para optimizar politicas de control 7 = {a;,t =0,1,...} con
horizonte infinito, se considerar4, en este trabajo, el indice de costo total descon-
tado, el cual denotaremos por QB(x,7) y Q,B(x, %) para los procesos (0.1) y (0.2),
respectivamente, (véase las definiciones de estos fndices en el siguiente capitulo). En
las notaciones de los costos descontados, introducidos anteriormente, se subraya la
dependencia del costo con el estado inicial, xg = x, Xp = x € X, de los procesos, de

la politica m aplicada y del factor de descuento 8 € (0,1), dado.

Las politicas éptimas m, y #, para los procesos (0.1) y (0.2), respectivamente,
estdn definidas como sigue (las cuestiones de la existencia de éstas se posponen hasta

el capitulo 2):

QA(x,m,) = infwQB(x,n7) paracada x€X

Qﬁ(xﬁ.) = infﬂQﬂ(m‘,w) para cada x € X

A pesar de que el problema de optimizacién original, es la bisqueda de la polftica
T, la cual en general, no puede ser encontrada si no se tiene la informacién suficiente
acerca de F, podemos encontrar la politica 7, (ya que se conocela informacién
suficiente acerca de F‘) e intentar usarla, en lugar dew,, para controlaral proceso
original (SR). En otras palabras, usar la polftica %, como una aproximacién accesible,

de la politica ~,.

Siguiendo el enfoque de [5, 7], estimaremos la pérdida adicional ( debido al uso de

7. en vez de 7,) mediante el siguiente fndice de estabilidad descontado:



AB(x) = QB(x, 7.) — QB(x, ™) 2 0 (0.3)

O bien, ya que a veces es més importante estimar la pérdida relativa, es mejor usar

el siguiente fndice de estabilidad relativo:

e ABE)
BB = QB 04)

(admitiendo el valor +o00 si Q(x,m.) = 0)

El problema de estabilidad de los sistemas de control (SR) y (SA), en (0.1) y
(0.2), puede plantearse, como el problema de obtener condiciones para garantizar que
AB(x) — 06 AB(x) — 0, cuando, u(F,F) — 0, donde 1 es una métrica en el espacio
de funciones de distribucién. De manera mds apropiada, desde el punto de vista de
las aplicaciones, consiste en obtener cotas de la tasa de convergencia AfB(x)— 0, es

decir, buscar una desigualdad del tipo:

AB(x) < ge(u(F, F)) (0.5)
donde gy (s) — 0 cuando s— 0.

La bisqueda de las cotas superiores de (0.5), o bien de:

BB(x) < g (u(F, F)) (06)

en el caso cuando u = ¢, donde ¢ es la métrica de variacién total, es el primer objetivo

de esta tesis. El segundo objetivo, es el problema de estudiar el comportamiento



asfntotico del lado derecho de (0.6), cuando el factor de descuento J tiende a 1. Lo

que se quiere tener, son cotas uniformes sobre § € (0,1), en (0.6), es decir:

supse 0,12 8(x) < ¢ (u(F, F)) (0.7)

Obtener (0.7) es un problema més diffcil, que proponer algunas condiciones para
obtener (0.5). En efecto, en palabras generales, la estabilidad del proceso (0.1) cuando
B — 1, est4 relacionada con la estabilidad, con respecto al costo promedio. En su mo-
mento, para probar esta iltima estabilidad, necesitaremosusar algunas condiciones
de ergodicidad de los procesos inducidos por (0.1) y (0.2), al aplicar las politicas de

control estacionarias (véase [2,5,6,7]).

Obsérvese, que existen ejemplos de sistemas del tipo (0.1) y (0.2), no estables en
costo descontado, es decir, ejemplos para los cuales supge(o,1)23(x) = 0o, para algunas
distribuciones F y F,, tales que, ,u(F,f" ) — 0, -donde L es la métrica de Prokhorov (véase
[10]).

Por otro lado, hasta donde conocemos, los dnicos trabajos donde se obtuvieron
las cotas para el indice de estabilidad descontado, como en (0.5), son: [1,2,9,10,12).
En estos articulos, las desig‘ualdad&e de estabilidad se demuestran por métodos dis-
tintos de los que se utilizan en el presente trabajo (en particular por la técnica de
operadores de contraccién), pero bajo algunas condiciones generales (sin hipétesis de

ergodicidad). Estas desigualdades tienen la siguiente estructura:

AB(x) < k(B)g®(d(SR, SA)) (0.8)



donde d es una medida de la diferencia entre los sistemas: original y aproximante (en
[9,10], d es una métrica ponderada). La funcién 3) no depende del pardmetro f3,

mientras que:

k(B) ~ cuando [ —1 (0.9)

ko
(1-8)°

Se conoce que bajo las condiciones generales (véase [15]), el valor 6ptimo de costo

descontado QB(x,m.), en (0.4), es del orden:

cte.

si B — L (0.10)

Teniendo en mente obtener desigualdades como en (0.6) y utilizando (0.8) y (0.10),

podemos escribir

AB(x) < ki(B)g™(d(SR, SA)) (0.11)

Ahora, de (0.9) y (0.10) se tiene:

cte

~ 0B

Por lo tanto, desigualdades como en (0.8), impiden obtener la desigualdad (0.7) y,

ki(8) si B—1
ademds, la cota en (0.11) no es de utilidad cuando § estd cerca de 1.
Para obtener la desigualdad (0.7) elegiremos un método de andlisis alternativo,

imponiendo condiciones suficientemente restrictivas acerca de los sistemas (0.1) y



(0.2), reduciendo por esto, el problema de estabilidad al estudio de la estabilidad de
procesos regenerativos, con ”buenas” propiedades del tiempo de regeneracién. Para
procesos regenerativos, los métodos de estimacién han sido desarrollados en la iltima
década (véase [17,18,19]). Tal enfoque reduce el 4rea de aplicaciones posibles, pero
ayudard a obtener la siguiente cota uniforme para AB(x) (obtenida en el presente

trabajo):

suppeySAX) < ko(F, F) [1 - Infoo(F, F)]| (0.12)

donde o es la métrica de variacién total y las constantes k y o pueden calcularse

mediante las cantidades dadas en las suposiciones del capitulo 1 y 3.

La desigualdad (0.12) se cumple bajo condiciones de ergodicidad del tipo de
Liapunov, que se escribirdn en el capitulo 3, y que, en efecto, garantizan la conver-
gencia geométrica de la distribucién de (0.1) a su distribucién estacionaria correspon-
diente, cuando se aplican politicas estacionarias. De hecho, en problemas de control
aplicado, la clase de procesos que demuestran la convergencia geométrica es suficien-

temente amplia, por ejemplo: procesosen control de inventarios, colas controlables,

etc. (véase por ejemplo[16]).

El material de este trabajo estd organizado de la siguiente manera:

Capftulo 1. Se dar4 la descripcién: de los modelos de control Markoviano, de las
politicas de control y del criterio de optimizacién con el cual se trabaja. También en

este capitulo, se presenta el indice de costo total descontado, definimos las politicas
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éptimas y ademés las condiciones generales acerca de los modelos, bajo las cuales se
verifica la existencia de las politicas 6ptimas estacionarias.

Capitulo 2. Se plantearan los problemas a estudiar y los objetivos de este trabajo.

Capftulo 3. Introduciremos las suposiciones del tipo de Liapunov para el tiempo

de regreso a un estado fijo.

Capitulo 4.Daremos los resultados obtenidos en este trabajo, es decir, las cotas

superiores para los fndices AB(x) y AB(x).

Capfitulo 5. Se introducen resultados auxiliares y se demuestran las afirmaciones

del capitulo 4.

Capftulo 6. Se considera un ejemplo de control de inventarios, donde se satisfacen
todas las suposiciones dadas en el capitulo 3 y , por consiguiente, se aplicaran las

desigualdades de estabilidad, obtenidas en el capitulo 4.

Capftulo 7. Se da la conclusién de este trabajo y se discuten, brevemente,

algunos problemas abiertos relacionados con este trabajo.



CAPITULO 1

PROCESOS DE CONTROL

MARKOVIANO CON COSTO

DESCONTADO

1.1 ELEMENTOS DEL MODELO DE CONTROL

MARKOVIANO

Recuérdese que un espacio de Borel es un subconjunto medible de un espacio

métrico, separable y completo. Si Y es un espacio de Borel, entonces, denotaremos

por B(Y) a su 0— 4lgebra de Borel.

Un modelo controlable de Markov general (véase [3,13,16] ) se define, de una

manera est4ndar, por los siguientes objetos: {X, A, {A(x),x € X}, p, ¢}, donde:
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X, llamado espacio de estados, es un espacio de Borel. Los elementos x € X son
llamados estados.

A, el conjunto de acciones o controles, es un espacio de Borel.

{A(x), x € X} es la familia de conjuntos de controles admisibles. Es decir, a
cada estado x € X se le asocia un subconjunto A(x) C A no vacfo y medible, cuyos
elementos son acciones admisibles cuando el proceso, asociado con el modelo, esté en
el estadox € X.

El conjunto

IK:={(x,a): x€X, a €Ax)},

es supuesto un subconjunto medible del espacio producto XA. Los elementos

(x,a) € IK son denotados por k.

p 6 p(B/k), donde B € B(X), k € IK es la ley de transicidn, la cual es un kérnel
estocéstico de X dado IK, es decir, p(./k) es una medida de probabilidad sobre el
espacio (X, B(X)), para cada k € IK, y p(B/.) es una funcién medible sobre IK, para
cada B € B(X).

c: IK—R es una funcién medible, llamada funcién de costo en un paso, la cual

para nuestros propésitos la supondremos acotada.

En el caso particular, pero suficientemente general, con el cual vamos a trabajar,

la probabilidad de transicién esta dada por:

p(B/K) = P(xu1 € B/x, =x,0,=a), BeB(X), (x,0) € K.
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donde, x;4; estd dado como en (0.1) por:

Xt41 = @(xt,at,ft), t= 0, 1, ey Xg =X (11)

con ®: IKR"® —X , una funcién medible dada, x; € X, a; € A(x;) son estados y
controles en la t-ésima etapa de la evolucién del proceso controlable, que se asocia
con el modelo descrito de Markov y &g, &1, ...son vectores aleatorios, independientes e
idénticamente distribuidos (v.a’s.i.i.d), con valores en algiin espacio Euclidiano R".

Es fécil ver en este caso que:
p(B/K) = [ 1n [@(ks) F(ds) (1.2)

donde F es la distribucién comin de las v.a’s. &, £, ...

La dindmica del proceso de control (1.1) se describe de la siguiente manera: si en
el tiempo t se observa al proceso en el estado x € X, es decir, x, = x € X, se selecciona
la accién a; = a € A(x;) C A y la variable aleatoria (v.a.) & toma el valor s (es decir,
& = s), entonces, se genera un costo c(x,a) y el proceso, en el tiempo t+1, pasa
al siguiente estado x441= ®(x,qa,8) y asf sucesivamente trazando una trayectoria
Xo, 09,X1,01,... Sl Se proporciona una regla para seleccionar las acciones ag, a4, as,... .

Tal regla se llama una politica de control, definida en la siguiente seccién.
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1.2 CLASES DE POLITICAS DE CONTROL

Para cada t > 0, definimos al espacio IH; de historias hasta el tiempo t como sigue:
IH, = X, IH; = IK'X, t=0,1,..
Un elemento genérico h; € TH, es la parte de la trayectoria del proceso hasta el
tiempo t y éste representa un vector de la forma:
h, = (Xo,ao,---,xt—l,at—l,xt)

donde, (x;,a;) € IK, parai=0,1,...,t1;y x,€ X

DEFINICION 1.1 (véase [3,16] ) Una politica de control es una sucesién
n = {m,t=0,1,....}, tal que, para cada t, 7, es un kérnel en A dado IH,, que

satisface la siguiente propiedad: 7;(A(x;)/h;) = 1, para cada h; € IH,.

En otras palabras, la politica 7 es una regla para elegir un control en cada momento
t, tal que si el proceso esté en el estado x; y se realiza la historia
h; = (%o, a0, ..., X¢-1,as-1,X¢) , entonces, segin 7, la accién escogida es a; € D C A(x;)

con probabilidad 7;(D/h).

Una politica 7 = {m;} se llama deterministica si las distribuciones m; estdn
concentradas en subconjuntos que consisten de un tnico punto, es decir, existen
funciones medibles f;, t = 0,1,..., tales que, para cuando se da la historia h;, la regla

m; obliga a elegir el control a; = f;(h;) € A(xy).
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DEFINICION 1.2 (véase [3,16] ) Diremos que una politica es estacionaria (y
determinfstica) si dichas funciones f:, t = 0,1,.... no dependen de t, es decir, f; = f,
t =0,1,2,.... y la dependencia entre f y h; se tiene sélo por x;, el iltimo elemento de
la historia, es decir, f(h,) = f (xo, a0, ..., X¢—1,:-1,%;) = f(x¢) para toda historia con

el mismo 1iltimo estado x;.

Asf, hemos visto que una politica estacionaria 7 = {f, f,...} est4 dada por la

funcién medible:

f:X—A, con f(x)eAx), xeX (1.3)

De modo que en cada momento t, se elige el control a; = f(x;) independientemente de
la ” prehistoria” xg, ag, ...,X¢—1, @¢—1. Por conveniencia, serd 1til denotar por S, como al
conjunto de funciones medibles f : X—A, las cuales satisfacen (1.3), por consiguiente

de aqui en adelante identificaremos a f como una politica estacionaria 7 = {f, f,...}.

La clase de todas las politicas de control que satisfagan la definicién 1.1 las deno-

taremos por II.

OBSERVACION 1.3. Aplicando una politica estacionaria f € S al proceso

(1.1), éste se puede reescribir de la siguiente manera :

Xt41 = Q(xtaf(xt),é't), t= 01 1)
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Con esto se sigue, que {x;} es un proceso de Markov con espacio de estados X y

probabilidad de transicién:

p(B/x) = p(B/x,f(x)) =P(xes1 € B/xe =x) = P(2(x, f(x), &) € B)

= [ 18 (260 ()5)] F(ds) (14)

1.3 INDICE DE COSTO TOTAL

DESCONTADO

El objetivo del control éptimo es escoger una politica de control que sea Sptima
para el indice de funcionamiento, para el sistema de control dado por (1.1). Asf,
necesitaremos introducir un fndice como criterio de optimizacién. En esta tesis se
trabajard con el indice de costo total descontado q;le en particular, es apropiado para

problemas de control con contexto econémico (véase (3] ).

Primero notemos, que para cada estado inicial xg = x € X del proceso (1.1) y para
cada politica de control 7 € II existe una medida de probabilidad P, 7, con el espacio
de las trayectorias {xg, ao, ..., X¢, G, -.... } (véase [3] ). La esperanza con respecto a esta

medida, la denotaremos por E, .

Sea € (0,1) un nimero, llamado factor de descuento. Para cualquier politica

7 € II, dado el estado inicial x € X, se define el costo total decontado Qf por

(véase [3,13] ):
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QB(x, ) := iﬂtEx'lrc(xt, at) (1.5)

donde ¢ es la funcién de costo en un paso y {(x;,a:), t = 0,1,2,...} es la trayectoria
del proceso (1.1), inducida por la aplicacién de la politica 7 y el estado inicial x.
Como B < 1y c es acotada, es fcil ver, que la serie en (1.5) converge, asf, el indice
QP(x,7) est4 bién definido. Por comodidad, llamaremos a QA(x,7) simplemente costo

descontado.

DEFINICION 1.4. Una politica 7, € II es 6ptima en costo descontado

(o simplemente 6ptima) si para todo estado inicial x € X se cumple lo siguiente:
QB(x,m.) = QB*(x) := infrenQB(x, 7) (1.6)
La funcién QB*(x), x € X, representa el costo éptimo (3—descontado).

1.4 EXISTENCIA DE POLITICAS OPTIMAS

ESTACIONARIAS

Para definir el fndice de estabilidad descontado, como en (0.3), necesitaremos
asegurarnos de que existen politicas 6ptimas para los procesos (0.1) y (0.2). Ademés,
nuestro método de anélisis de estabilidad requiere de la existencia de politicas 6p-

timas estacionarias. Asi para garantizar la existencia de estas iltimas politicas,
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introduciremos algunas suposiciones de continuidad de los procesos (0.1) y (0.2) (o

bien, del proceso (1.1)).

La ley de transicién del proceso (0.1), que es la misma para (1.1), esté4 dada en
(1.2). De igual manera, la ley de transicién, denotada por P, para el sistema de control

(0.2), esta dad4 por:

5(B/K) = [ 1a [@(ks)] Flds)

donde,
B € B(X),
k = (x,a) € IK

F es la disribucién comin de los v.a’s.iid. & en (0.2).

SUPOSICION S.1.5.
(a) Para cada x € X, el conjunto A(x) es compacto.
(b) Existe una constante r > 0, tal que, |c(x,a)| < r, para todo par (x,a) € IK; ademds,
para cada x € X la funcién c(x,.): A(x)—R es continua.
(c) Para cada x € X y cada funcién u: X—R medible y acotada, la aplicacién
Jxu(y)p( dy/x,.): A(x)—R es continua.

(d) La condicién (c) se satisface para p.

OBSERVACION 1.6. Pueden darse algunas condiciones sencillas en términos
de @, F, F, en (0.1) y (0.2), suficientes para que se cumpla S.1.5,(c)-(d), (véase

[11,16] o el ejemplo en el capftulo 6 de este trabajo).
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Una politica éptima para ”el proceso original” (0.1) estd especificada en la defini-
cién (1.6). De la misma manera, decimos que 7, es una politica éptima para el proceso
de control "aproximante” (0.2), si ¥, minimiza el costo descontado para el proceso

(0.2), definido como sigue:
QB(x, %) = QF*(x) := inkrenQB(x, ™)  x€X; (1.7)

donde, anédlogamente a (1.5), se define el indice de costo descontado para este proceso

como sigue:

QB(x,m) := 3 BE,me(%e, ar) (1.8)

t=0
donde, {(%:,a:), t=0,1,2,...} es la trayectoria del proceso (0.2), inducida por la apli-
cacién de la politica m y el estado inicial x. De nuevo, la funcién Qﬂ(x,?r.), x € X,

es llamada la funcién de costo éptimo para el proceso (0.2).

PROPOSICION 1.7. (véase [13, Cap.2] ) Supéngase que se satisfacen las condi-
ciones de S.1.5. Entonces, para 8 € (0,1), existen politicas éptimas estacionarias

fuo, . € 8, bajo el indice de costo descontado, respectivamente, para los procesos

(0.1) y (0.2).
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CAPITULO 2
PLANTEAMIENTO DEL
PROBLEMA DE ESTABILIDAD

EN COSTO DESCONTADO

En esta seccién se siguen los razonamientos de la introduccién y nos permitiremos
repetir algunas definiciones y conceptos de la introduccién, usando terminologfas

( dadas en el capitulo anterior) més adecuadas para este trabajo .

Sean {£:} y {Zt} dos sucesiones de v.a’s.i.i.d. (en R™) con funciones de distribucién
comines, denotadas, respectivamente, por F y F. Se considerardn dos procesos de
control Markoviano dados (como en (0.1) y (0.2)) por las siguientes relaciones de

recurrencia:

X¢+1 = q)(xhat)é‘t)y t=0,1,) Xo=X (21)
X1 = ®(X:, &), t=0,1,..; %p=x (2.2)

19
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donde,
X:, X € X,
at € A(x)) CA, t=0,1,...
a € A(X;) C A, t=01,..

y los conjuntos X, A, {A(x), x € X} fueron definidos en el capftulo anterior.

Sea x € X, un estado arbitrario fijo, utilizando a éste, como estado inicial para
ambos procesos {x;} y {X:}, es decir, xg = x, X9 = x. Como se dijo anteriormente
la funcién de costo en un paso c(x,a) es la misma para ambos procesos (2.1) y (2.2).
Supondremos también que las leyes de transicién p y P, definidas en (1.2) y (1.4),
para los procesos (2.1) y (2.2), satisfacen la suposicién S.1.5, por consiguiente, de la
proposicién 1.7, existen politicas estacionarias f,, ﬁ € S 6ptimas para los procesos
(2.1) y (2.2), respectivamente, bajo el indice de costo descontado, dado en (1.5) y
(1.8). Por lo tanto, podemos reescribir los {ndices de estabilidad, introducidos en

(0.3) y (0.4) como sigue:

Para el indice de Estabilidad Descontado:

AB(x) = QB(x, f.) — QB(x, f.) (2.3)

Para el indice de estabilidad relativo:

N . Q:B(th;) - Qﬁ(x:ft)
A6 = 1QB(x, £.)] (2.4)

Observemos que en (2.4), QB(x,f.) = QB*(x) es el costo descontado Sptimo para

el sistema de control (2.1), con estado inicial x € X.
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Ahora, para plantear nuestros objetivos necesitaremos de la siguiente (véase, por
ejemplo, [23] ):

DEFINICION 2.1. Sean £, 7, dos elementos aleatorios con valores en un espacio
de Borel Y, con distribuciones F¢, F7, respectivamente. Entonces, la métrica de

variacién total o estd dada por:
a(é,n) = o(F¢,Fn) :=2 sup |P(£ € B)-P(neB)| (2.5)
BeB(Y)

El objetivo de este trabajo, es proporcionar algunas condiciones acerca de la clase
de sistemas de control (o procesos de control) considerados, tales que, estas condi-
ciones nos permitan obtener las siguientes desigualdades de estabilidad (o en otras

palabras, las cotas superiores de estabilidad):

AB) < g(o(F,F))
supse)DB(x) < ga(o(FE, Fr))
donde, las funciones explicitas g, g : [0, 00) — [0, 00) son tales que, si s— 0, entonces,
las funciones g(s) y g2(s) se aproximan a cero, suficientemente rdpido. En efecto

obtendremos las desigualdades de estabilidad con las funciones que poseen la siguiente

asfntota:

(cte)(s) ln(é), cuando s— 0.
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CAPITULO 3

SUPOSICIONES EN LOS

SISTEMAS DE CONTROL.

Cuando se aplica cualquier politica estacionaria f € S a los procesos (2.1) y (2.2), ob-
tendremos dos procesos de Markov (véase la observacién 1.3) dados por las siguientes

relaciénes de recurrencia:

Xt41 = ‘I’(Xt,f(xt),ft)’ t=01,..; X=x (3-1)

R = OF, f(R),E), t=01..; Zp=x (3.2)

Las probabilidades de trancisién p y P, respectivamente, de (3.1) y (3.2), estén

dadas por (1.4) y por la siguiente relacién:

p(B/x) = ﬁ(B/x,f(x)) =P(X1 €B/X=x) = P(q)(x,f(x),gt) € B)
= A 15(2(x, £(x), 9))F(ds), BeB(X), xeX (3.3)

23
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Para hacer notar la dependencia de los procesos (3.1) y (3.2) con respecto a la
politica f € S, vamos a denotar estos procesos por {ng )} y {igf ) }, respectivamente, y

sus probabilidades de transicién en (1.4) y (3.3) las escribiremos usando las notaciones:

p(B/x, f(x)) y p(B/x, f(x)), BeB(X), =xeX

Ahora, introduciremos las siguientes condiciones, bajo las cuales se trabaja, para

los modelos (3.1) y (3.2).

SUPOSICION S.3.1. Existe un estado x, € X y un ndmero positivo 6, tales
que, se cumple lo siguiente:
(a) infresp({x.}/%., f(x4)) 2 6.

(b) infresB({xs} /x4, f(x4)) = 6.

SUPOSICION 8S.3.2 Existe una funcién medible V: X— [1, 00) y una constante
u > 0, tales que, para cada politica estacionaria.f € S, se cumple para el proceso
(3.1) lo siguiente:
(a) xV(z)p(z/x,f(x)) < e *V(x). para toda x # x,. ademés

(b) d := supses JxV(z)p(dz/x.,f(x.)) < co.

SUPOSICION 8S.3.3 Lo mismo que en la suposicién S.3.2, con alguna funcién

V y constantes Ji, d, se cumple para el proceso (3.2).

OBSERVACION 3.4 Hay sistemas de control aplicados (por ejemplo, algunos
modelos de inventarios) donde el requisito de que se cumplan S.3.1 - S.3.3, para todas

las politicas estacionarias, es demasiado restrictivo. De hecho, como se demostré en
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[18], las suposiciones S.3.1-S.3.3 son suficientes para la convergencia geométrica, con
la métrica o, de las distribuciones de {ng )} y {igf )} a las correspondientes distribu-
ciones invariantes. Esta convergencia puede no darse en algunos sistemas, cuando
se aplican polfticas estacionarias "no estables” (es decir, que puede suceder que los
estados xg‘f ) 00, cuando, t— 00), sin embargo, para los sistemas mencionados, hay
como regla, una subclase So C S de politicas estacionarias, tales que, para cada

f € Sp, los procesos {xﬁf )} y {igf )} tienen ”"buenas” propiedades de ergodicidad. Por
otro lado, de las demostraciones del capitulo 5, se puede ver, que podriamos relajar,
esencialmente, nuestras condiciones, suponiendo que existe una subclase

So C S de politicas estacionarias, tales que, las politicas éptimas f,, f. estén en So, y

las suposiciones S.3.1, S.3.2 y S.3.3 se cumplen, para cada f € Sy.

En el capitulo 6 discutiremos un ejemplo de control de inventario, donde se satis-

facen todas las condiciones S.3.1-S.3.3 y también se satisface la condicién S.1.5.
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CAPITULO 4

RESULTADOS PRINCIPALES.

Los resultados de esta tesis se resumen en los dos teoremas siguientes:

TEOREMA 4.1 Supongamos que se satisfacen las suposiciones S.1.5,

S.3.1 - 5.3.3 y que xg = Xp = x,, entonces, se cumple que:

AP(x.) < ] lf_lﬁa(F, F‘) [1 — In[ao(F, F‘)]] (4.1)

donde las constantes k;, a > 0, se pueden estimar, en los términos de las cantidades
r, V(x.), , d, V(x,), fi, d, involucradas en las suposiciones del capftulo 1 y

del capitulo 3.

TEOREMA 4.2 Supongamos que se satisfacen las suposiciones S.1.5, S.3.1,
5.3.2, 8.3.3 y, ademds, infy o) c(x,a) = £ > 0, Xo = Xp = x,. Entonces se cumple

que:

sup BA(x.) < %J(F,F) [1 - Infao(F, F] (4.2)

Be(0,1)
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Recordemos que la funcién de distribucién F, delasv.a’s E ¢ en (2.2), se utiliza como
la aproximacién de la funcién de distribucién desconocida F, de las v.a’s & en (2.1).
También se utiliza la métrica de variacién total o para estimar esta aproximacién y
para el caso de que se tenga que o(F,F) — 0, entonces, los lados derechos de (4.1) y
(4.2) se anulan con rapidez ”casi lineal”. En particular, esto significa, que bajo las
condiciones dadas anteriormente, el sistema de control (2.1) es estable. No es diffcil

de checar (por ejemplos) que, en general, no existen cotas de estabilidad del tipo

(4.1):
ABx) < cte.g(o(F, F))

con la funcién g(s) que se anula cuando s — 0, més rédpido que una funcién lineal.



CAPITULO 5
RESULTADOS AUXILIARES Y

DEMOSTRACIONES

5.1 RESULTADOS PRELIMINARES

Primero reducimos el problema de estimacién de AS(x) al problema de la bisqueda
de cotas uniformes con respecto de f € S, para la diferencia IQﬁ(x, ) - QB(x, f)l ,

de los costos descontados para los procesos (2.1) y (2.2).

LEMA 5.1 Bajo la suposicién S.1.5 se cumple que:

A0(x) < 2sup|QB(f) - QB(.f)| (5.1)

donde QB y QB estén definidos, respectivamente, en (1.5) y (1.8).

DEMOSTRACION. De la definicién de AB(x) en (2.3), sumando y restando el
término QB(x,f.), se tiene lo siguiente ( véase la definicién de las polfticas Sptimas

en (1.6) y (1.7)):

29
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ABx) = QB(x,f.) - QBx, f.) +QBkx, f.) — QB(x, f.)

= [inf Q0. ) - int @B, 1] + [QBCx, 1) - Q8. )

IA

oup|G(x, /) - QB )| + [QB(x, £) - QB )]

IA

2sup |QB(x, £) - QB(x, /)| (52)

ya que
inf res H(f) — inf res H(f)| < supyes [H(f) - H()|
para cualesquiera dos funciones finitas H y H en S. Asi, (5.2) es la desigualdad

que se queria. W

LEMA 5.2 Bajo la suposicién S.1.5 se cumple que:

d supsup a(x\", &) (5.3)

ABx) < 1- 0 fes t0

donde r es la constante involucrada en S.1.5, (b) y los procesos {xg‘f )} y {ig‘f ) }

fueron definidos en el capitulo 3.

DEMOSTRACION. Fijemos cualquier polftica f € S, por (1.5) y (1.8) se tiene:

Q8x, ) — QBx, f)| =

gﬂtﬁlﬁ c(xe, f(xt)) — gﬂ‘Ei c(%e, f(%:))
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Efc(x, f(x¢)) _ Elc(%, f(%:))

r r

@66, £) - QB(x, )| < t3 A
t=0

< rYf sup [Blp(x) - Elp(x) (54)

=0 #llpllo<t

ésto es consecuencia de: S.1.5,(b) y de la funcién: M}ct—» que es acotada por 1.

En (5.4) se denota ||p||,, := sup,ex |p(x)|. Luego utilizando la siguiente definicién,

de la métrica de variacién total:

a(&,m):= sup |Ep(§) — Ep(n)| (5.5)

21l <1

que es equivalente a la definicién dada en (2.5) (véase [23] ) y de (5.4) se sigue que:

- (%0, %)
sup o{(x¢,X
l—ﬂt>op b

3B(x, 1) - QB ) < T3 FotxR) <
t=0 -

y de (5.1) se sigue la desigualdad (5.3). B
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5.2 REDUCCION DEL PROBLEMA A
COMPARACION DE PROCESOS

REGENERATIVOS

En virtud del lema 5.2, para demostrar el teorema 4.1 es suficiente encontrar una cota

superior adecuada para supeg SUPs>q o(ng ), igf )). En otras palabras, hay que buscar

una cota superior para sup;»q a(ng ) , iﬁf ) ) que no dependa de cualquier politica f € S.
La idea general de como vamos a hacerlo, es usando S.3.1-5.3.3 para verificar que para,
la politica estacionaria f, los procesos {ng ) } y {igf )} son procesos regenerativos, con
perfodos de regeneracién que poseen algunas propiedades "buenas” de "mezcla” y de
existencia de los momentos exponenciales. Luego aplicaremos los métodos desarrolla-
dos para la estimacién de las distancia, a(xy ),igf )), uniforme sobre €l tiempo t para
los procesos regenerativos {ng )} y {ig‘f )} (véase [17,18,19] ). La clave aqui, es la de
obtener ”estimaciones de cercanfa” de los procesos regenerativos {xﬁf )} y {iﬁf )}, que
no dependan de f € S.

En el resto de este capftulo, sea f € S una politica estacionaria arbitraria fija.

Siempre supondremos que x‘(,f ) = i((,f ) = X., donde, x, es el estado involucrado en

S.3.1.

Definimos los momentos de regreso al estado x, como sigue:
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T = inf{t > 1 tal que ng) = x.} (5.6)
T @ = inf{t > 1 tal que igf) = x*} (5.7)

Si no existe tal t en (5.6) 6 (5.7), entonces, hacemos que 7 = 00 6 T = 0.

PROPOSICION 5.3. Bajo las suposiciones S.3.1, S.3.2 y S.3.3 se cumple lo

siguiente:
(a)Eexp(pr) < dep (5.8)
(b)Eexp(ii7) < de* (5.9)

DEMOSTRACION. De hecho, las desigualdades (5.8) y (5.9) son consecuencias
del corolario 2, del parrafo 5.2.1 en [17], de donde, como un caso particular, se tiene
que S.3.2 implica que Eexp(ur) < ep [xV(z)p(dz/x., f(x.)), de la misma manera se

tiene la cota para Eexp(i7). B

OBSERVACION 5.4
(a) Como los estados iniciales xg = Xp = X. y la politica f € S son fijos, en esta
seccién, entonces en la proposicién 5.3 denotamos la esperanza por E en lugar de E/.
(b) Nétese que de S.3.2, (b) los lados derechos de las desigualdades (5.8) y (5.9) no
depende de la politica f € S. Por lo tanto, hemos obtenido las cotas uniformes

( con respecto de f ) para los momentos exponenciales de 7 y 7.

PROPOSICION 5.5 Bajo las suposiciones S.3.1-S.3.3 y tomando a xg = Xg = X.,

los procesos {xﬁf )} y {iﬁf )}, son procesos regenerativos con periédo de regeneracién,

repectivamente, 7 y 7, definidos en (5.6) y (5.7).
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DEMOSTRACION. Es claro, que es suficiente mostrar la proposicién para el
proceso {xﬁf ) } De (5.8) la esperanza de la funcién, estrictamente positiva, exp(us)
es finita y de ésto se sigue que P(T < o0) = 1. La v.a. 7T es tiempo de paro para
el proceso {ng )} . Asf, como cualquier proceso de Markov a tiempo discreto tiene la
propiedad de Markov fuerte (véase, por ejemplo, [17, Cap.5]), se sigue que dado

x7U) = x,, las distribuciones condicionales de x,(,Qm,m > 1, no dependen de lo que

ocurre con xg‘f ), para t < 7. Si definimos por induccién ”los momentos de

regeneracién” como sigue:

TT ¢ =T,
Ty =inf{t>7’1 tal quexﬁf)=x.}
T3 : =z'nf{t>'r2 tal queng)=x,.}

Entonces, para cada i > 1, la parte de la trayectoria denotada por Tr(i), esta dada

por:

1) e /
Te(i) o= {xP, &0, <),

y esta es independiente de ng ) con t < T;, y ademds, la distribucién de la Tr(i)
coincide con la distribucién de la trayectoria {x((,f ), ng ) ng ) e } . Estos dos hechos

?

significan que { x )} es un proceso regenerativo. (véase [17,Cap.7] ). B
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5.3 DEMOSTRACION DE LOS

TEOREMAS 4.1 Y 4.2

Usaremos la siguiente definicién (véase [17, Cap.7] ).

DEFINICION 5.6 Sean N > 1 un nimero entero y q > 0. Se dice que la
distribucién de la variable aleatoria (v.a) 7, con valores en {1,2,3,....}, pertenece a
la clase UNP(N,q) si el méximo comin divisor de los enteros j < N, tal que,

P(r =j) > q, esigual a 1.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.1

En virtud de la desigualdad (5.3) y la proposicién 5.5, solo falta verificar que para
los procesos regenerativos { xg’f )} y { igf )}, la siguiente desigualdad se cumple para

algunas constantes kg,a > 0, independientes de la politica f € S.

sup o (xt, %) < kyo(F, F) [1 — In[ao(F, F)]] (5.10)
t>0

Para hacerlo, utilizamos los resultados sobre las estimaciones cuantitativas de
estabilidad de procesos regenerativos en [17], de éstos se tiene, que la desigualdad
(5.10) es vélida para algunas constantes k,c, calculadas mediante las constantes, &,
u, V(x), d, 8, i, V(x), d, involucradas en las suposiciones S.3.1-S.3.3, si se cumplen

las siguientes condiciones:

HL: maxocicno(x,%7) < no(F,F), n=1,2,... (5.11)
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H2: Las distribuciones de las variables aleatorias 7 y 7 éstan en la clase UNP(N,q)
para algin N> 1y q> 0.

H3: max{Eexp(u7),Eexp(u7)}<oo.

Segiin el corolario 1 de [17], si verificamos las condiciones H1-H3, entonces, (5.10)
se cumple con algunas constantes ks y @, que son determinadas en funcién de las
constantes mencionadas anteriormente, y por tanto ks y @ no dependen de cualquier

politica estacionaria f € S.

La condicién H3 se sigue de la proposicién 5.3. Debido a la suposicién S.3.1, pues
P(r =1) = P\ =x, /x{) =x,)>6>0.
Por 1ltimo, el méximo comin divisor, de la definicién 5.6, es 1 y si tomamos

q = 6, entonces obtenemos que la distribucién de la v.a. T est4 en la clase UNP(1,6),

por ésto se satisface la condicién H2.

Para concluir la demostracién, falta verificar las desigualdades (5.11) en la condi-

cién H1. Primero mostraremos que:

maxocicn0 (", %) < nsup sup o(p(./x,2),B(./xa8)), n=1,2.. (512)
x€X ae A(x)

Teniendo en cuenta que o(xy ) %) = o(x, X.) = 0, la desigualdad (5.12) se sigue

por induccién de la siguiente desigualdad:

ol %) < o, %)) +sup sup o(p(./x2),5(./x2)  (5.13)

x€X a€A(x)

para t = 0,1,...
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Demostracién de (5.13). De la definicién (5.5) se tiene:

o (XE_{_)I ’ ig-{)l

= swp_[Bp(xi) - Ba(D))|
Pillplloo <1

[ p@pttida/xe, fx)) = [ p@F (da/xe, 1)), (5:14)

= sup
pillplle <1

donde, p**'y §*! son las probabilidades de transicién en t-+1 etapas, respectiva-
mente, para los procesos {xﬁf )} y {ig’ )}. Aplicando la ecuacién de Chapman-

Kolmogorov y el teorema de Fubini a (5.14) se tiene:

o ®h) = ow | [ o@) [ pldefy, SR Av/x 1)) -

7ol

Jp@ [ 5(ea/y, 1)y /xe, £x) |

oD wh) = s | [ B/, S6) [ plep(daly, S3)) -
Jo B /x, £x2) [ o3/, £) | (5.15)

Al sumar y restar el término:
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[ Bdy/x, fx) [ p@)plaaly, £(3)

en (5.15), obtenemos:

o2 < sup | [ pdy/xe, SR ~ [ B (dy/xa, FEx)RG) | +
pillpll o<1

sup | [ B(dy/x, fx) | [ oI/t () = [ @B/, 1) 1, (5.16)

2ol o<1

dénde h(y) = ./x p(z)p(dz/y, f(y)),  es una funcién medible y adem4s

bl = supvex Ih(w)| < supyex [ Io(2)Ip(dz /9, (¥))

< supyex [ pldz/y, /(¥) =1
ya que, sup.ex |h(z)] <1, se sigue de (5.16) que

oxD) < s | [ Pldy/r SEDh) - [ B/ fAG) |+

sup_sup | | p(e)p(defy, f()) ~ [ p@Bldz/y, )] (517

pillpllo 1 yEX
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Como pH(./X., f(%.)) ¥ P*(- /%4, f(x.)) son las distribuciones de x(f )y xg'f ) obtenemos

(véase (5.5)) que el primer término en el lado derecho de (5.17) es exactamente

n ”

a(ng ) % )) Cambiando el orden de los supremos sobre p y sobre ”y”, en el segundo

término del lado derecho de (5.17), se obtiene, que este sumando es:

sup a(p(./y, f(y),8(./y, f(¥))

y como f(y) € A(y), entonces, se tiene:

supa( /v, f(¥),B(-/y, () < sup sup o(p(./x,a),B(./x,a))

yeX X acA(x)
Por lo tanto, llegamos a la desigualdad (5.13), por lo que se prueba (combinando el

razonamiento por induccién) la desigualdad (5.12). B

Ahora (5.12) implicara la condicién H1 (véase (5.11)) si se tiene la siguiente de-

sigualdad:

sup sup o(p(./x,a),p(./x,a)) < o(F,F) (5.18)

x€X acA(x)

Usando las relaciones andlogas a (1.4) y (3.3) para p(./x,a) y P(./x,a) obtenemos

(véase también (2.5));

o(p(./x,a),B(./x,a)) = 23?1;8( | Ip(B/x,a) — B(B/x, a)|

= 2Bsg%) | P(x¢4+1 € B/x¢ = x,a; = a) — P(Xe41 € B/Z: =x,8; = a) |
€

=2 sup | P(®(x,q,&) € B) — P(®(x,a,£,) € B) |
BeB(X)
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o(p(-/x,a),B(./x,a)) =2 sup | P(¢ € Gra(B)) - P(€; € Gra(B)) |
(56.19)
donde Gy 4(-) := ®(x,a,.). Pero, para cada B € B(X), (x,a) € IK, el conjunto G;i(B)

es de Borel en R". Por esto, el tltimo término en (5.19) es menor o igual al termino:

2 sup [P(& € D)~ PE, €D)| =o(F,F).

DeB(R")
Resumiendo lo dicho anteriormente, hemos verificado las condiciones H1-H3 y, por
lo tanto, las desigualdades (5.10) y (5.3) implican la desigualdad (4.1) con

ky := 2rk, H

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.2

De la definicién (2.4) y de la desigualdad (4.1) se sigue que

Aﬂ(x.) < k1 1

Aﬁ(x“) = |Qﬁ(x‘,f‘)| -1 —ﬂ IQ,B(xtﬂf‘)I

o(F,F) [1 - Infao(F, Bl (520

Por otro lado (véase (1.5), (1.6)) como c(x,a) > k, para toda (x,a) € IK, se obtiene

QB £2) = 3 BEL clxe, fu(xe)) 2 niﬂ‘ —k1-p (521)

t=0

Combinando (5.20) y (5.21) obtenemos la cota:

%U(F, F) [1 — In[ao(F, F)]]

que no depende de 3, y, por lo tanto, se sigue la desigualdad (4.2). B
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OBSERVACION 5.6 Como ya se observé en la formulacién del teorema 4.1,
para las constantes kj= 2rky y ¢, en (4.1) se puede acotar por arriba en los términos
de las constantes involucradas en las suposiciones S.3.1-S.3.3. Los procedimientos de
como hacerlo, estdn indicados en los capitulos 6 y 7 en [17]. Esta técnica se basa en
la aplicacién de la proposicién 5.3 y de la condicién H2, para estimar los momentos
exponenciales de una v.a. que se llama "e] tiempo de cruce” de los procesos regenera-
tivos { ng )} y { igf )} . El algoritmo de tal estimacién es suficientemente complicado,

por esta causa no podrfamos dar las férmulas explicitas para las constantes k; y a.
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CAPITULO 6

UN EJEMPLO: ESTABILIDAD
EN UN SISTEMA DE CONTROL

DE INVENTARIOS

En este capitulo, estudiaremos la estabilidad de un sistema de inventario con capaci-
dad de produccién y almacenamiento ﬁnitds, en el cual, el "exceso” de la demanda
se considera como una deuda que puede saldarse en el futuro. ( Acerca de modelos
de inventario estocésticos véase, por ejemplo, [22] ). Nuestro fin aquf, es checar, que
para este sistema de control se cumplen las suposiciones S.1.5, S.3.1-S.3.3 y también
daremos las cotas de estabilidad, obtenidas en el capitulo 4, en situaciones particu-

lares.

Considerando el funcionamiento del sistema a tiempo discreto t = 0,1,... (que
corresponde a etapas o perfodos de produccién-almacenamiento) describiremos la

dindmica del sistema original ("real”) como sigue:
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xep1 = min{U,x +a{"¢—an}, ¢=01,. (6.1)

xo = x€[0,U]

donde, para la t-ésima etapa se denota:

U - es la capacidad méxima del almacén;

Xt - es el nivel de producto en el inventario;

agl) - es la cantidad de producto solicitado a la unidad de produccién, es decir, la
cantidad planeada a producir (o a comprar) en la t-ésima etapa;

a§2) - es cantidad planeada de producto para la venta en la t-ésima etapa;
agl)ﬁt - es la cantidad real producida (tomando en cuenta posibles desviaciones
aleatérias ) en la t-ésima etapa;

aﬁ’)m - la venta real (tomando en cuenta la demanda real) realizada en la t-ésima
etapa;

& - es la v.a. que describe las desviaciones de produccién, en comparacién a las
cantidades planeadas de produccién en la t-ésima etapa;

7 - es la v.a. que describe la influencia de la demanda en la venta real del producto

en la t-ésima etapa.

Nétese, que segiin (6.1), el estado del proceso x; puede ser un nimero negativo
( cuando hay exceso en la demanda). En este caso x; < 0 se interpreta como la
deuda del tamafio |x;| en la t-ésima etapa, que deber4d pagarse por produccién en las

siguientes etapas (t+1), (t+2),....
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SUPOSICION S.6.1.
(a) Las v.a’s. &,£y,.... son no negativas e i.i.d. con densidad en comuin p€.
(b) Las v.a’s. 1g,71,.... son no negativas e i.i.d. con densidad en comiin p7n que es
acotada y continua en [0, 00), ademds, para cada s € [0,00] , la siguiente funcién es

integrable:

(6
aVsz
¥(z) := Supa(l)e(b,tn,a(a)e[ol,oQ]PTI(‘m)’ )

(c) Para cada t, las v.a’s. &7, son independientes.

Bajo esta suposicién la relacién de recurrencia (6.1) define un proceso de control
de Markov, como en (2.1), con espacio de estados X = (—o0, U], conjunto de controles
A =[0,00) x [0,00) y los conjuntos de controles admisibles como sigue:

A(x)= { (a(l),a(z))} =A;(x)xAz(x)

con:

bU—-x] si U-x2>b
M) = (6:2)

{b} si U—-x<b

A2(X) = {a(Q)} = [91,02] (63)

donde, 0 < 0; < 85, b > 0 son nimeros dados.

La restriccién (6.2) significa que hay un nivel minimo de la produccién planeada
b > 0 (que no depende del presente nivel del inventario y refleja la esperanza del

producto a vender, por lo menos esta cantidad de producto). Por otro lado, si x > b,
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segin (6.2), est4 prohibido producir més de U-x, para no sobrellenar el almacén. En

todo lo que se sigue, denotaremos al par de controles (a®),a®) € A(x) por a.

Supéngase que el costo por etapa se tiene de la siguiente forma:

C(X, a’) = Ecl (X, a(l), 0(2), 60’ T,O)) (64)

donde c; es una funcién dada, acotada y continua en a(V) y a(?.
También se considerard el siguiente proceso que aproxima al proceso (6.1), dado

de la siguiente manera:

%41 = min{U,% +8"¢, - & %) t=0,1,.. (6.5)

Xo x € [0,U]

Con espacios de estados [—00, U], conjunto de controles admisibles
(agl) ~(2)

G;’) = a € A(X;) y funcién de costo por etapa (como en (6.4)) son los mismos

que se tienen para el proceso (6.1).

SUPOSICION S.6.2.
(a) Las v.a’s. Eo, El,.... son no negativas e i.i.d. con densidad en comin p€.
(b) Las v.a’s. y,7;,... son no negativas e i.i.d. con densidad en comin p7 que es
acotada y continua en [0, 00), ademés, para cada s € [0,00] , la siguiente funcién es

integrable:

(1)
_ . aWsz
¥(2) = supsorep,vn,0eio 0P~

(c) Para cada t, las v.a’s. £, y 7, son independientes.
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Ahora verificaremos que la suposicién de la secciones 1.4 y las suposiciones de

capftulo 3 se satisfacen para el sistema de control descrito. Comenzaremos con S.1.5.

De (6.2)-(6.4), se ve facilmente, que las condiciones S.1.5,(a)-(b) se cumplen,
Chequemos S.1.5,(c). Fijemos x € (—oo,U] y sea u : (—o00,U] — R una funcién
medible y acotada, arbitraria. Por (1.2), S.6.1 y aplicando el teorema de Fubini,

obtenemos:

@) @ = /xu(y)p(dy/x, a) = Bu [min {U,x + a®¢y — a®ro}]
= /ooo /000 u [mm {U,x + a(l)s1 _ a(2)82 ] P&(Sl)P'I](Sz)dsldSQ

= [)w p&(s1)ds; /Ooo u [min {U,x +a®s; — a(2)82}] pn(se)dss ,

y tomando el cambio de variable z = aWs; — a®s, en la segunda integral se tiene:

oo alllgy (g, — g
a(0)= [ ptlen)dsis [ ulmin U+ 2l on(—gdz (6

Observemos que como a® € [6;,8,], 6; > 0y la funcién u es acotada, se sigue que

la funcién:

1 a(l)sl . a(l)s —Z
Pav,a (51) = a® /_ u [min {U, x +2}] pn( a(lz) )dz

o0

es acotada uniformemente con respecto de alV), a(?. Asi, para mostrar que la funcién

q(a), en (6.6), es continua, bastar4 probar, utilizando el teorema de Lebesgue sobre



48

convergencia dominada, que para cada s; € [0, 00), fijo, la continuidad de la funcién

g(a), definida como sigue:

. a(l)sl . a(l)s -7
g@) = [ ulmin {U,x +2}) pn(*—p—)dz.
—~00 a

Consideramos cualquier sucesién {a,} = {as‘l), a?)} € A(x), tal que, a,, — a, entonces

|g(a) — g(an)|
6(1)81 . a(l)s -7
S /09)81 v [min {U,x + z}] pn(le))dZI +

allg; i 0,511)8 —7 a(l)S —Z
[l 0+ 2} o= o a2 (6

El primer sumando en (6.7) se anula cuando n — oo, ya que, u y pn son acotadas,

mientras que el segundo converge a cero, por el teorema de Lebesgue, que es aplicable

aquf debido a la condicién S.6.1.(b).

La condicién S.1.5,(d) para la probabilidad de transicién p se verifica de igual
manera. Pasemos a verificar las suposiciones S.3.1 - S.3.3, para esto se necesitan mds

condiciones sobre los procesos (6.1) y (6.5), que a continuacién se dan.

SUPOSICION 8.6.3. Existe una constante § > 0, tal que

(a)P(bo > bymp) > 6

(b) P(b&, > bsij) > 6.

También introduciremos las siguientes notaciones:



49

£ = Omo— béo, € := By~ b
Y requeriremos de lo siguiente:

SUPOSICION 8S.6.4. Existen dos constantes, puo > 0y fiy > 0, tales que:
(a) Eexp(uof) < oo.

(b) Eexp(fiof) < oo.

Por la suposicién S.6.3, es f4cil ver, que se cumple la suposicién S.3.1, tomando

x. = U. De hecho, con respecto de S.3.1,(a) se tiene, que para cualquier politica

f = (f1, f2) €S lo siguiente:

p({x.} /x4, f(x,)) = P(min {U,U + f1(U)é — fo(U)no} = U)

=P (f1(U)é — fo(U)mo 2 0) > P (b — 6210 2 0) 26 >0
Debido a que: fi(U) = b, fo(U) < 6,, (véase (6.2), (6.3)) y de S.6.3,(a). Del mismo
modo se verifica S.3.1,(b).

La verificacién de las suposiciénes S.3.2 y S.3.3 se realizan de la misma manera,
entonces es suficiente checar S.3.2. Ahora para mostrar S.3.2 se hace un cambio de

variable, por comodidad, en (6.1) tomando y; := U— x;. Entonces, de (6.1) se tiene:

U = yer = min {U, U - y, + a{¢ — a{n,}

o bién:
—Yt41 = min {0, -yt + agl)ft - a§2)7h}

y como - min{b,d} = max{—b, —d} , entonces, se tiene:
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Y41 = max {O,Yt + a§2)7h - agl)&} . t=0,1,2,.. (6'8)

La relacién (6.8) define un proceso de control de Markov (con espacio de estados
Y = [0,0)) que es equivalente al proceso original (6.1), si adicionalmente hacemos
el cambio de variable x = U-y, en la definicién del costo (6.4). Observemos que él

estado x, = U para el proceso (6.1) pasa al estado y, = 0 para (6.8).

Para ver que se cumple S.3.2. elegimos la ”funcién de prueba” V como sigue:

1 st y=0
Viy) =1 _ (6.9)
be™ si y>0

donde b> 1y v > 0, son algunas constantes.

Para cada politica estacionaria f = (f}, f3) se tiene:

| VE@R(dzfy, f3)) = BV [max {0,y + f(y)m — fi(y)o}]
< EV[max {0,y + fo10 — bo}] =

= EV[max{0,y +¢}] (6.10)

La desigualdad en (6.10) es vdlida, ya que la funcién V es creciente, fo(y) € [61,62)

y fi(y) > Db, entonces:

y + fo(¥)m0 — f1(y)éo < y + G210 — b
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En el libro [17, Cap.§8], bajo la suposicién S.6.4,(a), se demuestra que existe una
constante pu > 0, tal que para toda y # 0, la dltima esperanza en (6.10) es menor que
e #V(y), por esto se obtiene S.3.2,(a). De nuevo aplicando la desigualdad (6.10) con

y = y. = 0, tenemos, que para cada f € S:

[ V@pldz/y., £(3.)) < BV [max {0,€}] < o0

El lado derecho de esta desigualdad es independiente de la politica f € S. Por con-
siguiente se cumple S.3.2,(b).

Resumiremos lo antes dicho en la siguiente afirmacién:

PROPOSICION 6.5 Si se satisfacen las condiciones S.6.1 - S.6.4, entonces, se
cumplen las suposiciones S.1.5, S.3.1 - S5.3.3 y suponiendo que x¢ = Xo = U, para los
sistemas de control (6.1) y (6.5) se aplican las desigualdades de estabilidad (4.1) y
(4.2) (esto Wltimo, a condicién de que el costo en (6.4) es estrictamente positivo.).
Ademés en este ejemplo se podra utilizar en lugar de o(F,F) en (4.1) y (4.2), la

siguiente relacién m4és sencilla:

e(.F) = [ lo(s) - @) ds+ [ lon(e) -pn(e)lds (611

DEMOSTRACION. Hay que mostrar sélo la tltima afirmacién, primero

aseguremos que se cumple:

o(F,F) < o(F,F) (6.12)

En efecto, se sabe (véase, por ejemplo,[4]) que si existen densidades p,¢ y Po.e>
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respectivamente, de las distribuciones F' y F, entonces, la distancia de variacién total

o esta representada por la siguiente férmula:

o(F,F) = /R pea(s) = B q(s,u)| dsdu

que a su vez por independencia de las v.a. £ y 7 se tiene:

o(F,F) = [, lo€()pn() - pE(s)pn(w)] dsdu (6.13)
Restando y sumando en (6.13) el término p€(s)pn(u) y aplicando el teorema de Fubini,

se tiene:

o®,F) < [ [ 106 - peepn(wldscu+ [~ [ lpe(e)pn(u) - pE(s)pn(w)] dsdu
= [7peas [ lon(w) = pn(w)ldu+ [ pula)du [ 1og(s) - pE(s)l ds

= ¢(F,F)
Lo cual prueba (6.12). B

Finalmente, es muy f4cil ver que la funcién s[1 —In(as)], en los lados dere-
chos de (4.1) y (4.2), es no decreciente. Entonces, de (6.12) podemos utilizar en las

desigualdades (4.1) y (4.2) la cantidad o(F,F) en vez de o(F,F).

Para concluir este capitulo, consideremos las aplicaciones de las cotas (4.1) y (4.2)
a los procesos (6.1) y (6.5), en el caso particular cuando las v.a’s. £, £; 7, 7 tienen las

distribuciones exponenciales con pardmetros, A, A + €, w, w + €, respectivamente.
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Primero estimaremos la siguiente integral:

Li(e) := / A6 — (A + e)e™ | ds (6.14)
0
que es un sumando en (6.11), y tomando s, = —In(33 e)% se tiene:
Ae™ — (A+e)e P < 0 si s<s,
Ae™ — (A+e)e P > g si s>s,

entonces, se tiene lo siguiente:

Lie) := /:. [(/\ + €)e~+oe )\e"\”] ds + /w [)\e”\“ —(A+ e)e_(’\“)’] ds

11(6) — 2(6_'\5‘ _e—(A-f-e)s.)

- 23t - 0]

A+e A+e
= 2(1-
( /\+6)(/\+6)
- (A+e)()\+e)
2, A ase
D A+e) ) (6.15)
Pero:
)\+6>1’ A <1
€ — A+e”
ésto implica:
(2 <1

A+e€
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y de (6.15) se sigue:

L9 <5 (6.16)

De manera similar se tiene:

ds < 2—f\1 (6.17)

I(e) == / |we“‘" ~ (w + € )e(wHebs
0

Por tltimo, por (4.1), (4.2), (6.11), (6.12), (6.16) y (6.17), se obtienen las
siguientes cotas superiores para los fndices de estabilidad, para este ejemplo.

i)Para el fndice de estabilidad descontado

AB(U) < 2k, [6 €1

5 X+%] [1—ln[2a(§+;)]]

ii)Para el fndice relativo (cuando en (6.4), ¢; > £ >0)

2k1 [6

supﬁe(ﬂ,l)zﬂ(U) < ——'-c-—- X + %} [1 _ ln[2a(§ + _Z)_l)]}




CAPITULO 7

CONCLUSIONES Y

PROBLEMAS ABIERTOS

En este trabajo se han obtenido nuevas estimaciones para los {ndices de estabilidad
(2.3) y (2.4) para los procesos generales controlables de Markov. Las

correspondientes desigualdades (4.1) y (4.2), estdn demostradas bajo las conditiones
S.3.1-8.3.3, “de la existencia del estado dé regeneracién” y de las condiciones del
tipo Liapunov, las cuales son bastantes restrictivas y por ésto se reduce el campo de
aplicacién potencial. Sin embargo, las condiciones mencionadas se satisfacen para mu-

chos modelos de control: colas, inventarios, presas, etc. (véase ejemplos en [11, 16, 24,]).

Por otro lado, la cota para el indice de estabilidad descontado en (4.1) tiene
mejores propiedades asintoticas, cuando el factor de descuento se aproxima a 1, en
comparacién con los resultados obtenidos en los trabajos previos. Esta caracteristica
nos permite obtener la cota (4.2), que es uniforme con respecto al factor de des-

cuento. Es importante también, que nuestras cotas estdn expresada directamente por

95
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la métrica de variacién total o(F,F) (entre las distribuciones F y su aproximacién F)
y, por consiguiente, las desigualdades (4.1) y (4.2) no contienen ningin término que

no se exprese en términos de los modelos y de las suposiciones (compare con [1,2]).

Las direcciones a continuar para este trabajo, que parecen ser interesantes e

importantes para aplicaciones, son:

A. Relajacién de las condiciones S.3.1-S.3.3 para ampliar el campo de aplicaciones

B. Extensién de los resultados a otra clase de procesos controlables.

Comenzemos con un comentario sobre B, notemos que los procesos considerados
en esta tesis estdn definidos en espacios muy generales, de estados y controles, de
Borel, asi, no hay nada para generalizar en esta direccién. Por otro lado, se puede
tratar de resolver el problema para los modelos con funcién de costo por etapa no
acotados, estos dltimos aparecen naturalmente en ciertos sistemas de control. Hasta
donde sabemos, el ltimo trabajo donde se tiene la cota de estabilidad uniforme,con
respecto de 3, para los modelos Markovianos con costo no acotada, est4 en el articulo
[10], donde se realiza un enfoque distinto del presente trabajo. También parece in-
teresante y no muy dificil, es extender nuestros resultados a la clase de procesos
semi-markovianos, que son més adecuados para algunos modelos de control en la
practica. (Acerca de los éxitos de la aplicacién de las condiciones de Liapunov, para

procesos de este tipo , véase [20]).

Con respecto de la direccién A, podriamos observar que si buscamos, como en
este trabajo, cotas de estabilidad ”casi lineales” en o(F JF), entonces no hay mucha

esperanza de generalizar seriamente las suposiciones S.3.2, S.3.3. Parece ser, que lo
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tnico que se puede hacer aqui, es reemplazar el punto fijo x, en S.3.2 y $.3.3 por
un ”conjunto pequeno” (véase [21]). Después de tal reemplazo, las condiciones como
en S.3.2 serian equivalentes a ergodicidad geométrica de los procesos (aplicando las
politicas estacionarias ). En su momento, parece que tal ergodicidad es importante

para obtener cotas ”casi lineales ” (véase [5,7]).

Las condiciones en S.3.1, en nuestra opinién, pueden generalizarse sin perder las
propiedades de las desigualdades (4.1) y (4.2). En lugar de la existencia de un ”punto
de regeneracién” (como en S.3.1 o méds general un ”conjunto de regeneracién”) con
probabilidad positiva de regreso a este punto en una etapa, puede ser posible usar
algunas propiedades de recurrencia general de procesos Markovianos (como , por

“ejemplo, recurrencia de Harris positiva, véase [21]).

Finalmente notemos que la desigualdad (4.1) implica la cota uniforme en (4.2), no
sélo en el caso cuando la funcién de costo es estrictamente positiva. Para relajar esto
dltimo, hay que andlizar la asintota del costo éptimo QB*(x) cuando 8 — 1, usando

adecuados teoremas Tauberianos (véase [4.Cap.13]).
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