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INTRODUCCION

Los procesos de crecimiento de agregados coloidales es un tema de considerable atencion
por su aplicacion a sistemas fisicos, quimicos y biolégicos. La crema, la mantequilla, e queso y
los refrescos, entre otros sistemas son gemplos de sstemas coloidales que forman parte de
nuestros alimentos, otros coloides son: las pinturas, los cosméticos, el aire y los medicamentos
Para un amplia variedad de sistemas experimentales se ha observado que los agregados coloidales
muestran estructuras fractales. Este interesante descubrimiento ha motivado el desarrollo de
experimentos de simulacion por computadora, experimentos en laboratorios y teorias de
agregacion coloidal. Estos estudios muestran la existencia de dos regiones extremas en los
procesos de agregacion, la agregacion coloidal limitada por difusién (ACLD) y la agregacion
coloidal limitada por reaccion (ACLR) cada una presentando caracteristicas muy particulares. La
ACLD produce agregados con estructuras porosas, 10s tiempos de agregacion son pequefios y el

tamafio de estos agregados obedecen una ley de potencia en el tiempo, es decir: R U tllOlf

siendo, R, €l radio del conglomerado, df, la dimension fracta y t, el tiempo de agregacion, por
otra parte, en los procesos de ACLR las estructuras formadas son compactas, los tiempos grandes

y € radio de los conglomerados crecen en forma exponencial R 1 exp(bt) Experimentalmente

[1] se sabe que la dimension fractal es aproximadamente de 1.7 para € régimen de ACLD y de
2.2 paralaACLR.

Los dos aspectos més importantes de los agregados coloidales son la cinética de
agregacion y la morfologia del agregado, la primera es descrita utilizando la ecuacion de

floculacion de Smoluchowski [4 y 5] y la ultima se aplica la teoria de fractales [13, 44 y 45]



En este trabajo se propone un modelo cinético del tamafio promedio de los agregados
basado en la ecuacion de Smoluchowski, modelo que se considera una aportacion al estudio de la
dinamica de agregacion de los sistemas coloidales.

Los aspectos més generales de los sistemas coloidales se discuten en e Capitulo |,
esencialmente se discuten las propiedades de érea especifica, los potenciales repulsivos y
atractivos, y €l concepto de dimension fractal.

La ecuacion de agregacion Smoluchowski y sus soluciones es estudiada en € Capitulo |1,
las soluciones que se encuentran corresponden a kernels que son homogéneos y que las
ecuaciones de orden n estan relacionadas con las soluciones de las ecuaciones de orden menor a
n. Los kernel para los que se encuentra solucion son: kernel constante, suma y producto. La
condicion inicial que se emplea en la solucion de estas ecuaciones es la de "sistemas
monodispersos”.

El modelo es estudiado en el Capitulo 11, para este modelo se usa la definicion de masa
promedio numeral y los dos primeros momentos Mg y M1 de la distribucién de poblaciones,
momentos que fueron calculados previamente en e Capitulo 11, Este modelo considera la
probabilidad de que se forme una unién entre dos particulas cuando se consideran la probabilidad
de que se aproximen entre si dos particulas, probabilidad que depende del potencial de interaccion

entre las particulas, y los posibles sitios de union entre las particulas.

En € capitulo 1V se discuten los sistemas experimentales de estudio. En € Capitulo V se
presentan los resultados experimentales que se obtuvieron y las conclusiones se presentan en €
Capitulo VI.

El dgebra empleada para calcular los momentos de la distribucion y las soluciones de la

ecuacion de Smoluchowski se presenta en los Apéndices| y I1.



Capitulo |

Generalidades

-1  Propiedades delos Sistemas Coloidales.

En una solucion, tal como azlcar en agua, se sabe que las particulas de soluto distribuidas
en el disolvente son de tamafio molecular. Por otra parte, una suspension o emulsiéon contiene
particulas suficientemente grandes para ser visibles a simple vista o por lo menos a microscopio,
distribuidas en un medio contintio. En la zona comprendida entre estos dos extremos se encuentran
las dispersiones coloidales; la caracteristica esencial de sistemas coloidales es la existencia de
particulas que son mayores que moléculas pero no suficientemente grandes para ser visibles a
microscopio optico. Evidentemente es imposible trazar una linea diferencial entre suspensiones
coloidales y soluciones, y por otro lado entre suspensiones coloidales y suspensiones; no obstante,
los sistemas coloidales presentan ciertas propiedades que los coloca en una categoria diferente a
los otros sistemas mencionados.

El limite superior del tamafio de las particulas coloidales generalmente se toma como €l
minimo de visibilidad microscopica, a saber un 1 nm, mientras que €l limite inferior se toma como
1 nm gue corresponde aproximadamente a diametro de ciertas moléculas complgas, p. g.,
proteinas.

Pueden prepararse dispersiones coloidales de toda clase de sustancias en varios medios,
formando dos fases. Las dos fases que forman los sistemas coloidales se distinguen por los
términos de fase dispersa, para la fase que forman las particulas, y fase continua al medio en €l
cua se encuentran distribuidas. En términos més técnicos, un coloide es una dispersion de
particulas muy finas de un sistema en el seno de otro. La fase continua puede ser solida, liquida o
gaseosa; similarmente la fase dispersa puede ser sblida, liquida o gaseosa, conduciendo a una serie



de posibles sistemas dispersos. Los humos de una chimenea, de un cigarro y los polvos, por
giemplo, consisten de particulas solidas dispersas en un medio gaseoso, € aire. Mientras que en la
niebla, la llovizna y las nubes son dstemas formados por pequefisimas gotas de agua que
representan la fase dispersa liquida suspendidas en un gas; tales sistemas se denominan aerosoles.
Estos y otros sistemas forman parte de un gran mundo a que nos referimos como el estado
coloidal. Un resumen de este estado se muestraen la Tabla 1-1.

Fase Dispersa
Fase Continua Gas Liquido Solido
Gas Nieblas, nubes Humos
Liquido Espumas Emulsiones Latex
Solido Espuma solida (hule Gel, gelatinas Compositos
espuma, piedra poma)

Tabla|-1. Diferentes tipos de dispersiones coloidales.

Las dispersiones de solidos en liquidos pueden subdividirse en liofilicos y liofébicos; los
primeros se caracterizan por tener una gran afinidad con e solvente de tal manera que forman una
sola fase, por este motivo se les conoce como soluciones. Por otra parte los liofébicos no
presentan afinidad con el solvente y esto ocasiona que tiendan a formar fases segregadas. Una de
las propiedades més importantes de los sistemas coloidales es la capacidad que tienen para
dispersar la luz; s se dgja pasar un rayo de luz a través de una suspension coloidal, como lo
demostré6 M. Faraday (1857), se podréa observar €l camino del rayo, este fendmeno es producido
por la dispersion de la luz de particulas coloidales indicando asi la presencia de particulas mayores
gue las moléculas del disolvente, estrictamente son particulas con tamafio cercano a la longitud de
onda de laluz.

Una propiedad muy importante de los sistemas coloidales es el &rea que existe entre las
particulas y el medio en € que se encuentran suspendidas. En una solucion el sistema consiste solo
de una fase y no hay una verdadera superficie de separacion entre las particulas del soluto y €
solvente. Por €l contrario, una suspension coloidal es un sistema bifasico y cada particula presenta
una superficie de separacion entre ella 'y € medio liquido. En esta interfase se hacen evidentes
propiedades superficiales caracteristicas, tales como adsorcidén y modificacion del potencial de



superficie. Cuando en la suspension estan presentes particulas grandes e é&rea total es
relativamente pequefia y la influencia de estas propiedades no es notoria, pero en suspensiones
coloidales las particulas son muy pequefias y € &rea interfacial es tan grande que los efectos de
adsorcion y de potencial representan una caracteristica fundamental en el estudio de los sistemas
coloidales.

El cociente de la superficie que esta expuesta a medio continuo y la masa total de la
particula se conoce como area especifica "Ag,". Esta area presenta la particularidad de ser

inversamente proporciona a tamafio de las particulas. Por eemplo, en una particula cibica con
aristas de longitud "L" y densidad "r " €l &rea especifica resulta ser

A =8 12 1
» 3R T
Por otra parte, cuando las aristas de este cubo son subdivididas por un factor "n", la cantidad de
nuevas particulas "N" es igual €l volumen de la particula inicial dividida por e volumen de una
nueva particula, esto es

L3 3

N :W =n

En este caso la superficie total y la masa total de todas las nuevas particulas son:
Atota = N*6(L / n)?
My =N *1 (L /n)°

de agui que €l area especifica de este nuevo conjunto de particulas esigual a:

— A total 1

A =
P Mgy  L/N

(I-1)

por lo tanto, el &rea especifica aumenta a disminuir el tamafio de las particulas.

-2 Estructuras de agregados coloidales.



Cuando en los sistemas coloidales se agrega algun electrolito, que llamaremos floculante, la
estabilidad disminuye conforme se adiciona €l €electrolito provocando que las particulas se
aproximen unas a otras formando uniones entre ellas, ala union de las particulas se le da € nombre
de floculacién Dependiendo del tipo y de la cantidad de floculante por unidad de volumen que se
le agregue al sistema, se produciran distintos tipos de agregados. Estos agregados presentan un
aumento en su tamafio como funcién del tiempo siguiendo una ley de potencias del tipo [1]:

Rut? (1-2)

cuando la concentracion de floculante es baja.
Para grandes concentraciones de floculante el tamafio de los agregados siguen una ley de
crecimiento del tipo exponencial.

Ru €t (1-3)

Los exponentes a y b estén relacionados entre otros casos con la geometria del
agregado. Estos patrones de crecimiento seindican el las Figuras -1y |-2

Tiempo

Figura |-1: Tipico crecimiento del radio de agregados que siguen una ley de potencias



Tiempo

Figura |-2: Variacion temporal del radio de agregados que sigue una ley exponencial.

Weitz et. al.[1] mencionan gque los dos tipos de crecimiento de los agregados corresponden
a diferentes regimenes de agregacion cinética, donde cada régimen presenta una diferente dindmica
de agregacion y una variada distribucion caracteristica de los agregados. También se ha visto que
la estructura de los agregados, por su invarianza ante transformaciones de escala, se pueden
describir como estructuras fractales [2 y 3], por lo que se les asocia una dimension fractal ds . Esta
y las propiedades indicadas anteriormente permiten que se pueda redlizar una clasificacion de los

agregados.
La funcién de distribucion de agregados C; (t) representa el nimero de agregados de masa

m; , que se forman en la muestra al tiempo t, después de que la agregacion ha sido iniciada. Esta

funcién es estudiada empleando la ecuacién de Smoluchowski [4, 5 y 6] para crecimiento
irreversible y con simulacién por computadora[7'y 8].

Dependiendo del tipo de agregacion que se presente, ésta se puede clasificar como
Agregacion Coloidal Limitada por Difusion (ACLD), o bien como Agregacion Coloidal Limitada
por Reaccion (ACLR). La ACLD se caracteriza por presentar un crecimiento rgpido, una
dimension fractal "df* de aproximadamente 1.75 y esta caracterizada por que el tamafio de los
agregados crece siguiendo una ley de potencias. Por su parte en la ACLR €l crecimiento es mas
lento, estos agregados tienen una dimension fractal del orden de 2.2 y e crecimiento de los
agregados es una funcién del tiempo que sigue una ley exponencial.

-3  Estabilidad de los sistemas coloidales
Aunque la suspensiones coloidales pueden ser estables durante largos periodos de tiempo,
a veces afnos, tienden a asentarse lentamente por accion de la gravedad, la estabilidad de estos



sistemas esta intimamente relacionada con e érea interfacial, ya que en ésta se presentan
fendbmenos de adsorcidon de cargas eléctricas. Estas cargas eléctricas en la superficie de las
particulas producen fuerzas repulsivas entre €ellas, trayendo como consecuencia que dificilmente las
particulas se aproximen entre si. Es decir las cargas eléctricas en la superficie favorecen la
estabilidad de los sistemas coloidales.

El que se presente la floculacion es evidencia de la existencia de fuerzas atractivas, estas
fuerzas son producidas por interacciones de tipo Van der Waals. Por consiguiente, cuando las
fuerzas eléctricas predominan sobre las de Van der Waals se favorece la estabilidad, y en caso
contrario el sistema es inestable produciendo la floculacién

-4 Fuerzas atractivas.

Como se menciond anteriormente, los procesos de floculacién son producidos por fuerzas
atractivas. Basicamente estas fuerzas provienen de interacciones dipolares, donde los dipolos
pueden ser permanentes o inducidos. Dependiendo del tipo de dipolos que estan interactuando, se
pueden presentar las siguientes interacciones. En los pérrafos siguientes indicaremos los
mecanismos de interaccion para estos dipolos.

- Interaccién dipolo permanente - dipolo inducido.

- Interaccién dipolo permanente - dipolo permanente

- Interaccién dipolo inducido - dipolo inducido.

Estas se conocen como interaccion de Debye, Keesom y London, respectivamente y forman parte
de las fuerzas de atraccion de Van der Waals.

La diferencia fundamental que existe entre las interacciones de Debye y Keesom por un
lado y la de London por otro, es que las primeras pueden entenderse con la fisica clasica mientras
gue lainteracciéon de London es un efecto completamente cuantico.

|-4-1 Energiaintermolecular de Debye

Cuando dos moléculas, que pertenecen a particulas distintas, una con un momento dipolar
permanente P, y la otra con polarizabilidad a 5, interactdan, la energia de interaccion es igual al

producto del campo eléctrico E; por el momento dipolar inducido p,. Para tener una distincion

entre las moléculas usamos e subindice 1 para la particula que presenta € momento dipolar
permanente y 2 en aquella que tiene una polarizabilidad a 5.

En el sstemainternaciona de unidades el potencial eléctrico de un dipolo a una distanciar
de su centro, mayor que el tamario del dipolo, es[9]:



1 P-& _ 1 pr
dpey > 4pey r°

j(r)=
Si entre e vector del momento dipolar y e punto en que se esta evaluando el potencial hay un
angulo g, €l potencial se puede expresar como

1 pcosq
dpe, r?

j (=

Los campos eléctricos producidos por el dipolo p, en la direccion paralela a vector r y
perpendicular a ésta son

1 2p,cosq 1 psenq
(e 3 ; En=-"—"""73
4pegy r 4pey
y el campo eléctrico total viene dado por:
_ Py 1/2
E{=- 1+3cos? -4
1 4peor3 ( a) (1-4)

Este campo induce un momento dipolar p, en alguna molécula que no tiene momento

dipolar permanente, de la particula 2. Este nuevo dipolo estara orientado en la direcciéon del campo
E, y esproporcional ala polarizabilidad de la molécula, esto es

P2 =aykE;. (1-5)

Por otra parte, la energia potencial de interaccion entre e campo E; y € dipolo inducido esta

dado por:
Uy =-py- Ey, (1-6)

pero, como €l dipolo se induce en la direccion del campo eléctrico, tenemos
U2:-a2E%. (1-7)

Sin embargo, de la energia que produce €l dipolo permanente una parte se consume en la
formacion del dipolo inducido, y otra parte corresponde a la energia de interaccion, la energia de



interaccion esta dada por la ecuacion (1-7). El trabajo que se requiere para producir una pequefia
separacion dx , entrelas cargas +q y -g de la molécula con polarizabilidad a », es:

dW2 =F* dX2 = CIE_—]_* dX2.

el trabajo total para producir una separacion X, entre las cargas viene dado por:

2 2,2 2
N X
W, = (p-xSdx§ =22 = P2
2 a, 2a,
0
O bien a utilizar el momento dipolar dado en (1-5)
1
W2 zzazEf (|'8)

Este trabajo esigual a la energia que se requiere para la formacion del dipolo. Por lo tanto
la energiatotal del dipolo inducido esigual:

1 1
U2:-a2E% +§a2E]2_:' EazEJZ_. (1-9)

Al sugtituir en esta expresion el campo eléctrico de (1-4) se obtiene

1 a,pf 2
Up=-Z—=25 = (1+3cos
2= 2 apey K

Como la particula 2 se puede encontrar en cualquier orientacion con respecto al dipolo
permanente P4, la ecuacion anterior debe promediarse sobre todas las orientaciones posibles. Al

promediar resulta
2
_ o
(4pe)”r®

El dipolo inducido p, produce a su vez un campo eléctrico que interacciona con el dipolo
p, dando una contribucion similar a la obtenida para U, pero con los indices intercambiados. Por

lo tanto la energia potencia de interaccion entre una molécula con momento dipolar permanente
p1 Yy otra polarizable pero sin momento dipolar permanente es:

10



2 2
= 2P a1 (1-10)
(4peg)°r

Esta es llamada la energia de Debye ( por lo que se uso € subindice D ).

|-4-2 Energiaintermolecular de K eesom

Cuando las particulas 1 y 2 tienen un momento dipolar permanente p; y Po
respectivamente, el campo eléctrico producido por un dipolo en la region en que se encuentra una
molécula con dipolo permanente produce dos efectos; uno es la induccion de un nuevo dipolo y €l
otro es la orientaciéon de las moléculas gue tienen un momento dipolar permanente. La induccion
de un dipolo ya fue considerada por lo que en este momento nos enfocaremos a la orientacion de
los dipolos. La orientaciéon no es completa debido a efectos térmicos, ya que estos tienden a
modificar la alineacion de los dipolos.

Considerando que una molécula estd formada por varias particulas dipolares, la
distribucion de los dipolos en equilibrio térmico en presencia de un campo de fuerzas, de acuerdo
con la mecanica estadistica, es proporcional a exp(- U/KT), donde U es la energia de

interaccion de la particula con el campo de fuerzas, k la constante de Boltzmany T latemperatura
absoluta.

La energia de interaccion entre el campo eléctrico y un dipolo, de acuerdo con la ecuacion
(1-6), cuando hay un angulo g entre elloses - p, - E; = - poE; cosq. Por lo tanto, lafuncion de

distribucion esta dada por:

f(q) = Cteeszlcosq/kT.

Lafuncién f(q) dala probabilidad de encontrar a la particula dipolar orientada a un ahgulo g con

respecto al campo eléctrico, la constante de proporcionalidad se obtiene a partir de la condicién de
normalizacion para f((). Para campos eléctricos pequefios es posible desarrollar la funcion

exponencial en serie de potencias y truncarla en el termino lineal, esto es posible en virtud de que

los términos cuadréticos y superiores son despreciables, este desarrollo permite escribir la funcién
f(q) enlaforma

f(q) = cte(1+ poE; cosq/ KT)

11



Esta ecuacion indica que hay més dipolos paralelos a campo que en sentido contrario. Al
normalizar la ecuacion anterior obtenemos que la constante esta dadapor cte=1/4p
El momento dipolar promedio (p2> de los dipolos permanentes en la direccion del campo,

producido por la molécula de |la particula 1, viene dado por:

2 p3E,
= cosgf (q)dW=—=-=
(p2) (P2 cosqf (q) AT
De aqui tenemos que la energia de interaccion entre el promedio del momento dipolar (p2> y €
campo eléctrico producido por €l dipolo p; es:

p5EZ

3kT

Up=-(p2)E =-

1
pero el campo E; agrandes distancias es aproximadamente igual a s

Py
—5 ,por lo que
PEy 1

_ 1 1p%

9= - ————— —F*

) 3kT(4 peo)2 ®

Por otra parte la energia U4, que es la energia de interaccion entre el dipolo (p1> y €
campo eléctrico E,, se obtiene simplemente al intercambiar los indices 1y 2 en las expresiones

anteriores, pero como son simétricas en los indices, se obtiene e mismo resultado para la energia
potencial, por lo tanto la energia potencial neta resulta ser:

N N

Uy = ;i (1-11)
K~ 3kT(4peo)2 r®

esta contribucion ala energia se conoce como energia de Keesom.
I-4-3 Interaccion dipoloinducido - dipolo inducido
(Interaccion de London o de Dispersion)

Las fuerzas andlizadas hasta este momento s6lo ocurren cuando las moléculas tienen
momento dipolar permanente. Sin embargo, existen fuerzas de atraccion inclusive entre moléculas

12



neutras que tengan momentos dipolares iguales a cero. Estas fuerzas reciben € nombre de fuer zas
de London o de dispersion, teoria que fue propuesta por London en base ala mecanica cuantica.

El origen de las fuerzas de dispersion es e siguiente: supdngase que dos &omos o
moléculas totalmente no polares se encuentran muy cercanos. En promedio las nubes electronicas
de cada atomo o molécula estan ordenadas de manera simétrica, pero en un instante dado la
distribucion electronica de una de las moléculas puede ser asmétrica. De esta forma,
momentaneamente se transforma en un dipolo e induce otro en la molécula vecina. En ese instante
ambas moléculas son dipolos, y la orientacion de los dipolos es tal que se produce una atraccion.
Como las nubes electrénicas se mueven con una gran velocidad, hay una rapida fluctuacion de
dipolos, pero en cualquier instante e dipolo de cada molécula induce un dipolo en la otray como
consecuencia se produce una atraccion.

London demostré que la energia de interaccion de estos dipolos es.

3 a2hn
U =- , 1-12
L 4(4peo)2 r® (-12)

una deduccién detallada de esta ecuacion puede encontrarse en [46]. En esta expresion a esla
polarizabilidad, h la constante de Plank y n es la frecuencia de oscilacién de los dipolos cuando
lo hacen libremente, esto es sin la influencia de otra molécula.

Cuando las moléculas que estédn interaccionando poseen un momento dipolar y una
polarizabilidad, las tres interacciones se presentan; sin embargo, s las moléculas no tienen un
momento dipolar permanente, Unicamente contribuye la interaccion de London, ya gque todas las
moléculas en mayor o menor medida son polarizables. Por consiguiente la energia total de
atraccion entre moléculas idénticas, que tienen un momento dipolar permanente, esta dada por la
suma de las contribuciones de Debye, Keesom y London, esto es

2 4
a p? il +2 hna?

Ua = 3KT

OO

e
-———= &
(4peo)’r° @
donde €l subindice A se utiliza para indicar atraccion, definiendo:

2 4
L

e
=——— &a 1-13
(4peo)2 8 P 3KT 4 (I-13)

OO
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la energia de atraccion viene siendo

en donde € coeficiente b contiene los pardametros moleculares que describen las tres principales
interacciones atractivas. A este conjunto de interacciones es lo que se conoce como atraccion de

Van der Waals.

En la mayoria de las situaciones, la interaccion de London es la mas importante de la
interaccion de Van der Waals. Solo para moléculas muy polares como € agua, la interaccion
dipolo permanente - dipolo permanente es de mayor intensidad que la de London. La magnitud de
la interaccion de Debye es la més pequefia de las tres interacciones andlizadas. En la Tabla I-2 se
muestran las contribuciones porcentuales de las tres interacciones de Van der Waals para

UA =-

b

6

diferentes sistemas.

Compuesto % deKeesom |% deDebye % de London
He 0 0 100
Xe 0 0 100
CCl4 0 0 100
CO 0.005 0.085 99.910
Etanol 42.6 9.7 47.6
Tiofenol 0.3 1.3 98.5
t-Butanol 23.1 9.7 67.2
Etil Eter 10.2 7.1 82.7
Benceno 0 0 100
Clorobenceno 13.3 8.6 78.1
H20 85 4.5 10.5

Tablal-2 Contribuciones porcentuales de las tres principal es contribuciones a la fuerza atractiva.

1-4-4  Escalamiento delasinteraccionesde Van der Waals.

La dependencia r-

son los coloides.

6

en las interacciones de Van der Wads permite que estas sean
reescalables. Es decir que se aplican tanto a moléculas como a particulas de mayor tamafio, como
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Para mostrar esto, considérese por un lado dos particulas idénticas de radio R, y
separadas una distancia r 5, y por otro, dos particulas del mismo material que las anteriores con
radio Ry, y con una distancia entre ellas de r, con la particularidad de que R, esf veces el radio
R, y de manerasimilar ladistancia r, esf vecesr 5, es decir

Rb:fRa Yy rb:fra (1-15)

Por otra parte, supongamos gue las esferas las podemos sub-dividir en pequefios elementos
de volumen dV . S & nimero de moléculas por unidad de volumen es r , entonces en un
elemento de volumen hay r dV moléculas. El nimero total de parejas de moléculas que se pueden

1
tener de elementos de volumen de dos esferas es > r 2dV1dV2. En consecuencia la energia de

atraccion entre las particulas deradio R 5 es:

al sustituir en esta ecuacion, las identidades (1-15) se obtiene

_ b ar3(f3vy)(f3av,,)
Ub - E O f6 rg —Ua

0 sea que en ambos casos la energia potencia de atraccion es idéntica ; esto significa que la
energia de atraccion entre aomos de radio 0.1 nm con una separacion de 1 nm es igual que la
energia atractiva entre coloides de 10 nm separados 100 nm. Lo anterior indica que las fuerzas
responsables de la asociacion de moléculas en un gas para formar un liquido, operan de la misma
forma entre particulas coloidales y son las responsables de la floculacién de éstas.

15



I-4-5 Atraccién Entre Cuerpos Microscopicos

El escalamiento de la atraccion de Van der Waals a cuerpos macroscopicos requiere que
todas las contribuciones por pares de atraccion intermolecular entre dos cuerpos se sumen. Este
calculo fue hecho por H. C. Hamaker para diferentes geometrias; un resumen de estos resultados
se encuentran en P.C. Hiemens [10]. Las interacciones para cuerpos con diferentes geometrias son
mostrados en la Tabla I-3. Es importante mencionar que las expresiones para el potencial atractivo
son mas complicadas en situaciones geométricas mas complejas, pero para esferas donde la
distancia de separacion entre sus superficies es menor que €l radio, y para placas de igual espesor
dichas ecuaciones son sencillas. También debe notarse que en todas las expresiones asociadas a
esferas, la magnitud de la interaccién permanece inalterada cuando los radios y la distancia de
separacion se reescalan por un mismo factor.

Particulas ua Definiciones/limitaciones
Aé€ 2R1R, N 2R1R,
TR €72 2
6 éH5 +2R,H,y +2R5H Hf +2RHy + 2R5,Hy +4R,R
Dos esferas erlop 1'70 2''0 0 1' 70 2'°0 1'2 Rll R2
s nZ__HO*2RHo+2RHg Y
&H3 + 2R1Hg + 2RoH g + 4R1R; o
Aé 2R? 2R?
e t— 7 *
6 @H5+4RH, Hg+4RH,+4R
Dos esferas 5 R;=R2=R
® Hg+2RH, 93
EHZ +4RH, +4R2 5
A  R,R
Dos esferas S——12 Ri>>Hpy Ro>>H
6 Ho (R, +Ry) 1 oYy k2 0
AR
Dos esferas - R;=R,=R>>H
12H, 1="2 0
A &1 1 2 6
Placas paralelas - Toc ot > - >+ d = espesor de las placas
12p&d?  (d+2d)2 (d+d)?p
A
Bloques - d® ¥
. 12pd?
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Tabla |-3 Energia potencial de atraccién entre dos cuerpos con igual geometria. Siendo d y d laseparacion y
el espesor delas placas. En las esferas |os radios se representan por Ry y R, y la separacion de las superficies sobre

lalineade centros por Hp,, y A esla constante de Hamaker
-5  Potenciales Repulsivos

Anteriormente se coment6 que la existencia de particulas coloidales en equilibrio, se debe a
la existencia de fuerzas repulsivas que pueden ser eléctricas o estéricas.

Las fuerzas de repulsion eléctricas son ocasionadas por una distribucion superficial de
carga eléctrica en la particula que produce un potencial eléctrico Y o en la interfase particula
solvente. Debido a la neutralidad del sistema coloidal hay una cargaigual y opuesta a la adsorbida,
la cual se encuentra en la fase continua y cerca de la interfase. Estas dos porciones de carga en la
region interfacial forman la llamada doble capa eléctrica. El potencia eléctrico en la interfase esta
dado en funcién de la concentracion de iones mediante la ecuacion Nernst:

Yo :ELH(C/CO),

e

en donde C eslaconcentracion de iones en la superficiey Cy Se conoce como la concentracion de

punto cero y es aquella para la cual €l potencial en la interfase se hace igual a cero. Notamos que
para valores de C mayores que la concentracion de punto cero el potencial Y o es positivo
mientras que para valores de € < Co el potencial es negativo.

El comportamiento del potencial en la fase continua esta controlado por la distribucién de
los contra- iones, iones gque son de carga contraria a los que se encuentran en la superficie de la
particula coloidal, que se encuentran en esta fase. Para determinar este potencial se han
desarrollado varios modelos; uno de estos consiste en suponer que en la superficie de la particula
coloidal hay una carga eléctrica absorbida y por cuestiones de neutralidad del sistema se supone
gue existe una capa fija de contra-iones en el medio continuo que se encuentran en las vecindades
de la particula coloidal, tal como se muestra en la Figura 1-3. Este modelo fue propuesto por
Helmhotz (1879) y aun cuando es muy simplificado, presenta un panorama apropiado de la doble
capa. Como puede verse este modelo esencialmente es similar a un condensador esférico.
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Figura | -3 Representacion de una particula coloidal con carga
positivay una distribucion de contraiones a una distanciad de

la superficie dela particula

De la teoria electrostética sabemos que €l campo eléctrico en € interior de un capacitor esférico
€s:

E=—1
4pe,r

atErfa+d,

sendo "a" € radio de la particula y "a+d" € radio de la superficie imaginaria, en donde se
considera que se encuentran los contraiones. El potencial eléctrico entre estas superficies esta dado
por:

q

Y =-
4pe,r

De agui que la diferencia de potencial entre las esferas del capacitor es:

q & 106 g &E+d-ad
DY = g- += g T
dpe,€a a+dg 4dpe,éa(a+d)g

en el limite de "d" mucho menor que €l radio de la particula, tenemos
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DY » =
dpe, &~ Ae,
0 bien
sd
Y =—
e0

potencial que corresponde a un capacitor de placas paraelas.

En realidad el potencial para €l modelo del capacitor esférico esta muy simplificado ya que
los contra-iones en redidad no permanecen fijos en una region arededor de las particulas
coloidales. Para eliminar esta restriccion G. Gouy (1909) propuso que las cargas de signo opuesto
forman una doble capa difusa. Esto es debido a la agitacion térmica que permite el movimiento de
los iones, pero la distribucion positiva y negativa no es uniforme ya que el campo electrostético
producido por los iones que se encuentran en la superficie de la particula provocara una atraccion
preferente de los iones de signo opuesto, resultando en una caida gradual del potencial en la fase
continua. Més recientemente O. Stern (1924) propuso que ni la teoria de la capa definida ni la
teoria de la doble capa son adecuadas por s solas y desarrollo un modelo que combina los
caracteres esenciales de ambas. Stern distingue dos regiones de carga, en primer lugar hay una
region practicamente inmovil de iones estrechamente unidos a la superficie de la particula coloidal
gue puede incluir moléculas de agua (si es este e medio). Por tanto, en esta region hay una caida
de potencial que corresponde a la de un capacitor de placas paralelas. La segunda region se
extiende alguna distancia en € interior de la fase continua y es difusa, tal como se muestra en la
Figura l-4, en la cua se indican dos regiones asociadas con la magnitud del potencial eléctrico. Ya
gue estos dos ultimos modelos tienen en comin el concepto de capa difusa, obliga a estudiar €l
potencial eléctrico dentro de la zona difusa.

Regién de
Debye- Huckel

Distancia
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Figura |-4. Representacion del potencial eléctrico en las vecindades de la superficie cargada. Se muestra
el potencial en la superficie Y (; e potencia de Gouy Y el cual esmenor que Y ;y el potencial de Debye-

Huckel Y pp , € cual escorrecto parala expresion linedlizada de Poisson - Boltzman

La distribucion de los iones da lugar a una densidad de carga y a un potencial eléctrico
relacionados por medio de la ecuacion de Poisson, esto es:

N2y (r) =- ? (1-17)

0

donde r (r) es la densidad volumétrica de carga de los iones que estan en € medio continuo y
Y (r) el potencial eléctrico en ese punto. Para encontrar una solucién a esta ecuacion,
previamente se requiere expresar la densidad de carga en funcién del potencial eléctrico.

De acuerdo con la mecanica estadistica, los iones en equilibrio térmico en un campo de
fuerzas estan distribuidos de tal modo que & nimero de iones en la posicion r estédn dados por la
ecuacion de Boltzman.

0]
n(r)y=nge X1, (1-18)

siendo Nngla concentracion de contra— iones por unidad de volumenkT la energiatérmicay U(r)

la energia potencial. Si a una distancia r de la superficie de la particula €l potencial eléctrico es
Y (r) union en ese punto tendra una energia potencial

U(r)=ziqeY (1), (I-19)

donde g, eslacargadel electrony z; eslavalencia de losiones de la especie "i", por lo tanto el
ndmero N; deiones del tipo i por unidad de volumen que se encuentran en el punto r vienen dados

por:
.z, (N)

ni(r)=nge K, (1-20)

con Ng; la concentracion de iones del tipo i lejos de la superficie 0 sea es la concentracion de
bulto. Ladensidad decarga r (r) esta dada, por la siguiente expresion:
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o o A ()
r(n=a z%" =g z9%ne * . (1-21)
i i

Sustituyendo esta en la ecuacion de Poisson, se obtiene

y o o 28.Y()
N“Y (1) =- éa zingie KT (1-22)
i

Por su origen a esta ecuacion se le conoce como ecuacion de Poisson-Boltzman. Es
importante seflalar que esta ecuacion presenta inconsistencias fundamentales, por una parte la
ecuacion de Poisson implica que los potenciales asociados con las diferentes cargas son
directamente proporcionales y por otra parte la ecuacién de Boltzman involucra una relacion no
lineal entre las cargas y € potencial. Sin embargo, esta ecuacion presenta resultados favorables y
no existe otra ecuacion similar en la literatura.

[-5-1 Modelo de Debye - Huckd.

La ecuacién de Poisson-Boltzman no tiene una solucion general. Sin embargo, para ciertos
casos limite se puede resolver en forma analitica. Una de estos casos es aquel donde el potencial
Y espequefio de formatal que al desarrollar la exponencial hasta primer ordenen Y la ecuacion
(1-22) tomalaforma:

2
~ gy (r) &
NZY(Y):eeOTa Zi2n0i (1-23)
i

donde e término constante de una exponencial se elimina con € correspondiente término de la
exponencial asociada con la carga contraria. A este caso particular de la ecuacion de Poisson-
Boltzman se conoce como ecuacion de Debye-Huckel.

A fin de smplificar célculos mostramos Unicamente € comportamiento del potencial
eléctrico en € seno de medio continuo producido por una carga que se encuentra en una particula
con geometria plana, esta eleccion de superficie corresponde a una pequefia porcion de una esfera
muy grande en la escala atbmica. Seleccionando esta superficie tal que se encuentre en €l plano y-z
de forma tal que la Unica variacion del potencia sea en la direccion x positiva, la ecuacion de (1-
23) se reduce ala expresion
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2
V(9= Y”a, (1-24

La solucién de esta ecuacion con los limites de frontera Y ® Yopaax ® Oy Y ® O
cuando X® ¥ es

Y (X) =Y ge KX (1-25)
siendo
1
x 02
k = é % a z Noi+ . (1-26)
5

donde k™ tiene unidades de longitud y se conoce como longitud de Debye la cual se denota por
el simbolo I, Esta longitud da informacion del espesor efectivo de la doble capa que es la
cantidad méas importante de este modelo y aparece en cualquier discusion que involucre a la doble
capa €eléctrica.

[-5-2 Modelo de Gouy-Chapman

En este modelo de la doble capa se utiliza la restriccion de un electrdlito simétrico, es decir
gue los cationes y los aniones tienen la misma valencia. Entonces, la ecuacion de Poisson-
Boltzman para un electrdlito simétrico se reduce a la expresion.

er +zeYr"

& o
Je Ozé kT : (1-27)
[}

N2Y (1) =-

Para el potencial producido por una superficie plana la ecuacion anterior se puede reescribir como:

i L E YK, YD
dx? g +
€0 o
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dy
Multiplicando ambos miembros por 2 ™ se obtiene

& zg.Y zq.Y O
daay & 2nkT d¢ 7, S

EXD e dxg

donde se esta omitiendo la dependencia en "x" del potencial eléctrico; se toma esta determinacion
con lafinalidad de simplificar la notacion. Integrando la ecuacion anterior resulta

_29.Y zq.Y O

%]

&dYQ 2n0kT
Edxo

('D@O

considerando que para puntos muy lejanos a la superficie €l potencial Y vy la derivada de éste se
anulan, es posible evaluar la constante de la ecuacion anterior, obteniendo

_29.Y Zq.Y O
KT +e kT .27,

&dYQ 2n0kT
Edxo

('D@O

2

El término entre paréntesis del miembro izquierdo es un cuadrado perfecto, por lo que la expresiéon
se puede reescribir en laforma

pl2 & _29Y  29.Y 0
dy &2 NokT 2 Co 2kT _ g2kt ¥

¢ e §

Al resolver esta ecuacion con lacondicion defronteraY =Y o para X = 0, se obtiene

quY quY 0
e2kT -1 e 2kT -1
= exp(- kx [-29
q zq Y p( ) ( )

al igual que en el modelo anterior, tomamos
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_Bq2 z%ng

T o

La expresion (1-29), conocida como ecuacion de Gouy-Chapman, describe la variacion del
potencial como funcion de la distancia a la superficie cargada. Esta ecuacion aun cuando es valida
para todo potencial esta restringida a electrolitos simétricos, es decir para iones con la misma
valencia. Definiendo

g=——~— (1-32)

la ecuacion (1-29) se puede reescribir
— - kX
g=0ee (1-32)

Para potenciales pequefios podemos desarrollar las exponenciales que aparecen en lafuncién ¢ en

serie de potencias obteniendo
Y (X) =Y ge KX

ecuacion que corresponde a la expresion de Debye-Huckel. Otro limite interesante de la ecuacion
(1-32) se da a grandes distancias de la superficie cargada ya que en este caso € potencial es
pequefio independientemente de su valor en la superficie. En este caso tenemos

1-33
2., (1-33)

Por otra parte si el potencia en la superficie cargada es grande entonces se cumpleque g =1y
por lo tanto

4KT .
e kx
ZQ,

Y = (1-34)

Esta ecuacién muestra que el potencial eléctrico para una capa difusa a grandes distancias
de la pared es independiente del potencial en la superficie Y g .
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-6  Fuerzasde Repulsion

La energia potencia de repulsion entre coloides, que resulta por €l traslape de las capas
difusas de dos particulas cargadas cuando éstas se aproximan una a otra se puede obtener a través
del calculo del potencial eléctrico en la zona comprendida entre las particulas. Este potencial esta
fuertemente ligado a la geometria de las particulas y a potencial en sus superficies. Para
giemplificar consideremos dos placas planas y paralelas separadas una distancia "d" sumergidas en
un electrélito simétrico con concentracion Ny y con un potencial en su superficie de Y g,
situacion que se muestra en la Figura 1-5, problema que es analizado ampliamente por Verwey y
Overbeek [11]. Cuando las placas se aproximan una a otra las capas difusas que se encuentran en
las partes externas no interactlan y por consiguiente € potencial eléctrico permanece cas
indterado, por otra parte en la zona interior entre las placas los potenciales se refuerzan dando
lugar a un potencial como &l mostrado por lalinea gruesa en la Figura |-5.

<+ d—b

Figura |-5. Potencial de interaccién para dos particulas planasy paraelas

El equilibrio del sistema exige que todas las fuerzas de un elemento de volumen en la
solucién se encuentren balanceadas. Dos tipos de fuerza aparecen en este elemento de volumen

dy
que son; la fuerza electrostética Fg =r d_ y la componente, en la misma direccion, de la fuerza
X
dpP
por unidad de volumen debida a la presion hidrostética Fp, :d—, aplicando la condicién de
X
equilibrio se tiene:

dP dY
_+r_:

0, 1-35
dx dx (1-39)

0 bien,
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dP =-rdY

La densidad de carga en funcion del potencial esta dada por la ecuacion (1-21), y en € caso
particular de un dectrélito simétrico resulta ser:

gue a sugtituir en la ecuacion anterior resulta

&%z9.Y O
P=2 h =dY .
d ZnggeSen 8 = ﬂdY

Cuando la distancia entre las placas tiende a infinito la presion se aproxima a la presion del medio

sin perturbar y el potencial eléctrico se aproxima a cero. Por otra parte, cuando las particulas se
encuentran separadas una distancia d/ 2 lapresion y el potencial eléctrico se denotan por: Py,o vy

Y 4/2 respectivamente. Al integrar la ecuacion anterior en los limites

P=Pq paa Y =0 en x® ¥

P:Pd/2 para Y:Yd/2 en x=d/2

resulta:

Esta ecuaciéon nos da € exceso de presion en € punto medio, es decir nos da la fuerza repulsiva
por unidad de &rea Fr  con que se repelen las particulas. Si suponemos que las placas estén muy

. x20eY /20 . .
separadas, es posible desarrollar el COShgTB en serie de potencias y truncarla hasta

términos cuadréticos en el argumento, esto es posible ya que para grandes distancias € potencial
es muy pequefio, resultando que la fuerza repulsiva por unidad de érea esta dada por:
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&20leY /207
FrR=Py2 - Po = anogek—TE

Como estamos considerando un electrolito simétrico y evaluando el potencial a grandes distancias
de la superficie, el potencial que podemos usar corresponde a que se tiene en la ecuacion (1-33), €l
potencial en el punto medio es igual a la suma de la contribucion de las dos placa, esto es:

4KkT .
Y 4o =Y1(d/2)+Y 5(d/2) =2—— ¢ k2

Qe

Al sudtituirla en la expresion para la fuerza repulsiva, obtenemos:

FR = Mnoknge- kd

La energia potencial de repulsion debida al campo €eléctrico, la podemos obtener de la
ecuacion anterior al recordar que Fr = - grad(Ug), dando como resultado:

_ 64NnokTg5 o kd

Ur ”

(1-36)

Por la forma en que se obtiene esta expresion, resulta ser apropiada para placas paralelas y grandes
distancias de separacion entre las particulas teniendo éstas grandes potenciales en su superficie, y
sumergidas en un electrolito simétrico. Aun cuando el modelo analizado esta sobre simplificado, la
informacion que proporciona es adecuada, ya que cuando dos particulas coloidales se aproximan
unaaotra, son las porciones mas exteriores de sus dobles capas las que primero interaccionan.

De la ecuacion (1-26) notamos que K es proporcional a (no)llz, y por consiguiente la

energia potencia repulsiva se puede expresar como:

2

UR » (no)llze- Mo . (1-37)

como la exponencia varia més rgpidamente que el termino (no)llz, se concluye que la energia
repulsiva disminuye exponencialmente con laraiz cuadrada de la concentracion de electrolito

Esta energia potencial se extiende a distancias apreciablemente grandes de la superficie, o
sea gue tiene un alcance comparable con la energia atractiva de Van der Waals, pero su alcance se
ve fuertemente alterado cuando se modifica la concentracién de electrolito (por jemplo cuando se
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incrementa la concentracion de iones € acance se reduce), dependencia que no presentan la
interacciones atractivas.

El potencia de interaccion para placas planas paralelas y cada una con diferente potencial
en su superficie fue calculado por Hogg [12] en (1966); éste y otros potenciales para diversas
geometrias y potenciales éctricos se encuentran resumidos en la Tabla |-4

Particulas YoaVvY o Ur Referencia
64nkTg3
P.P.P. Grandeseiguales _an_gQ_ exp(- kd)
(11)
. 2n,z°q2Y 3
P.P.P. Pequefios eiguales Tk (1- tanhkd) (12)

ek[(Y 51+ Y 52)(1- cothkd
P.P.P. Pequefios y diferentes (VoL V) : (12)
+Y 1Y oo Cosechkd]

64pRn kTg3
Esferas Grandes eiguales Lkg_go. exp(- kHo)
(10)
Esferas Pequefios eiguales 2peRY % In[1+exp(- kHg)] kR<<1 (1)
eR2Y 2
Esferas Pequefios eiguales ——L exp(- kHy) kR>>1 (11)
Ho + 2R
€2Y .Y 1+ KHo U
eRR, (Y2 +Y2,) &5 —% In(———57 )0
Esferas Pequefios y diferentes 1Ro(Yiy 02)éY 2+YE, 1- e kHey (12)
4R, +Ry)

e
€

N

+In(1+ e 2KHo)

Tabla I-4: Energia potencial de repulsion entre dos cuerpos con las geometrias y los potencial es electrostéti cos
indicados. Donde P.P.P. Indica placas planas paraelas, 2d es la separacion entre las placas, Hp indica la distancia

entre las superficies de dos esferas a través de la linea que une sus centros, R € radio de las esferas, Y o €

potencial en lasuperficiey k € inverso del espesor de la doble capa.
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-8  Energiatotal deinteraccion

La energia potencial total U de interaccion entre dos particulas coloidaes esta dada por la
suma de la energia potencial atractiva debida a las fuerzas de Van der Waals més la energia
potencial repulsiva. Consecuentemente,

U:UA +UR (|'38)

El potencial repulsivo puede ser producido por la interaccion de las dobles capas difusas o
bien por efectos estéricos. Mediante € uso de la energia potencial total es posible analizar €l
fendmeno de estabilidad y floculacién de coloides. La teoria de estabilidad electrostética para la
floculacion es llamada Teoria DLV O (Derjaguin, Landau, Verwey, Overbeek).

Para ejemplificar la estabilidad producida por la doble capa difusa analicemos la interaccion
entre dos placas planas pardelas separadas una distancia "d" , en este caso € potencia de
atraccion es:

A
UA =- 2
12pd
y €l repulsivo esta dado por:
64nokTg3 -
Ug =—0 90 o kd

k
al sustituir estos dos potenciales en la ecuacion (1-38), obtenemos

_ 64n OkTg%

U exp(- kd) -

: -39
12pd2 (1-39)

Una curva tipica de este potencial se presenta €l la Figura 1-6, en esta podemos apreciar
que cerca de la superficie hay un minimo profundo en la energia potencial, producido por la
energia atractiva de Van der Waals. Por otra parte, a mayores distancias esta un maximo
producido por la interaccion de la doble capa de cada particulay a mayores distancias aparece un
minimo secundario pero este es menos profundo en comparacion con el primario.

29



Maximo

Minimo
Secundario
Z—
Minimo
Primario|

Distancia Entre Superficies

Figura |-6: Esquema de la energia potencial en funcion de la distancia entre |as superficies.

Aun cuando € potencia anterior presenta demasiadas restricciones, permite tener una idea de la
interaccion entre particulas frente a parametros como son: la constante de Hamaker, €l potencial
eléctrico en su superficie y la concentracion de electrélitos. Como puede verse de la ecuacion
anterior, a variar la cantidad de electrdlito en e medio se altera Unicamente el potencial repulsivo,
fendmeno que no se presenta con € potencial atractivo ya que la constante de Hamaker "A" (A es
proporcional a pardmetro b de la ecuacion 1-13) depende Unicamente del materia de las
particulas.

1- La constante de Hamaker A depende de la naturaleza quimica de las particulas dispersas y
del medio continuo. Mientras més pequefia sea A, dominara mas la parte repulsiva, o sea la atura
delabarrerasereduce si A seincrementa, tal como seindicaen laFigural-7.

2.- La dependenciacon Y o es através de g; S € potencial en la superficie de la particula
cargada es grande, entonces de acuerdo con la ecuacion (1-31) gg® 1, por tanto s Y g
disminuye la atura de la barrera repulsiva también disminuyey si Y g aumenta la barrera aumenta,

ver laFigural-8.

3.- La concentracion de electrolito n afecta la magnitud de la doble capa y puede gjustarse
con relativa facilidad. Si ng se incrementa entonces de acuerdo con (1-25) K también se

incrementa y por lo tanto la barrera de potencia se reduce hasta que finamente desaparece
permitiendo que & sistema flocule. En la Figura |-9 es posible ver como cambia la curva de energia
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potencial total paradiferentesvaloresde K . Si N es pequefia existe una gran barrera de potencial
que estabiliza la dispersion, pero s e valor de ng aumenta de tal manera que exceda cierto valor

critico, entonces la barrera se reduce substancialmente y el sistema se desestabiliza produciendo la

floculacion.

[

distancia entre placas

Figura |-7: Potencia de interaccion entre placas paralelas para distintos valores de la

constante de Hamaker.

I | |

distancia entre placas
Figura |-8: Variacion del potencial de interaccion para diferentes valores del potencial déctrico Y o en

la superficie dela particula.
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distancia entre placas

Figura 1-9: Comportamiento del potencial de interaccion para dos particulas para diferentes valores de
la concentracion de electrolito N

-8 Fractales.

Todos los fendbmenos observados por e hombre son muy complejos, por o menos a
primera vista, y estos pueden ser las formas de los rios, las colinas, las nubes, o bien las formas y
colores de las mariposas, las hojas y ramas de los érboles, las flores, los patrones de la pidl. Tales
fendmenos tienen la caracteristica de que no pueden ser descritos por la geometria euclidiana.

Para aclarar estas ideas recordemos que la geometria de Euclides ensefia que un punto
tiene dimension cero, unalineay un plano dimensién 1y 2 respectivamente y tres para un cubo. Y
ademas que € area "A" de un circulo o € volumen "V" de un cubo, estan relacionados con una
longitud caracteristica. Sea "L" esta longitud, de tal manera que €l area y € volumen son
proporcionales a cuadrado y a cubo respectivamente de dicha longitud, es decir

A u L?

parael dreay
Vo LB

para € volumen, donde la proporcionalidad depende de la geometria del cuerpo que se este
considerando, por gemplo, en d caso del circulo la constante de proporcionalidad entre el areay
la longitud caracteristica es p , mientras que en € caso de un cuadrado la constante es la unidad.
Por otra parte, € volumen de una esfera y de un cubo se relacionan con L siendo las constantes
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4p /3 y uno respectivamente, donde L representa el radio para circulo y la esfera, y la longitud
de uno de los lados en €l cuadrado o del cubo. Para cuerpos de formas irregulares, como el caso
de unaroca no se puede hablar de una longitud caracteristica.

En el régimen euclidiano se puede hablar de una relacion entre el area'y el cuadrado del
perimetro "P" o bien entre €l area a la tercera potencia 'y e cuadrado del volumen. Por gemplo,
consideremos €l caso de un circulo, en este caso €l perimetro es.

Peirculo = 2pL,
siendo L €l radio. El &rea que encierra el perimetro esta dada por:
— 2
Acirculo - pl— .

Como puede verse estas dos cantidades presentan la siguiente relacion:

1 2
Acirculo :4—[3 (Pcirculo) .

Similarmente, entre €l perimetro y el area de un cuadrado se tiene,
1 2
A cuadrado = 1—6 ( I:)cuadrado)

O bien, generalizando para cuerpos regulares podemos escribir:
Area 1 (Perl'metro)2 (1-40)

donde la constante de proporcionalidad depende del tipo de geometria que se este considerando.
Por otra parte €l area de una esfera es:

_ 2
Aesfera - 4p|—
y €l volumen delimitado por esta area esta dado por:

4 3
Vestera :§p|—
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donde nuevamente L es €l radio; al elevar el &rea alatercerapotenciay el volumen ala segunda se
puede escribir la siguiente relacion entre estas dos cantidades.

1

(Veera)” = p (Aesera)’

En general, podemos escribir
(Volumen)2 M (Area)3 (1-412)

donde, nuevamente la constante de proporcionalidad depende del tipo de figura euclidiana, que se
consdere. La importancia de los cuerpos regulares como circulos, cuadrados, triangulos,
poligonos regulares, elipses, esferas, cubos, prismas, cilindros, conos, €etc. , es que sus areas son
proporcionales a la segunda potencia de su perimetro o bien que €l cuadrado del volumen es
proporcional a cubo del area. Sin embargo para cuerpos donde € area esta limitada por una linea
irregular o bien cuando el volumen est4 contenido por una érea poco definida como puede ser una
hoja o €l tronco de un arbol las relaciones (1-40) y (1-41) no se cumpleny en este caso se habla de
estructuras fractales.

-8-1 Tiposdefractales

Los fractales se pueden clasificar en Deterministas y Aleatorios, para notar la diferencia
entre estos realizaremos la construccion de un fractal deterministay otro aleatorio.

Una de las formas més simples de construcciones de fractales deterministas, consiste en
partir de un objeto y subdividirlo en n partes iguales donde cada nueva parte es smilar a original,
y eliminar un nimero determinado de partes. En €l siguiente paso cada parte que no fue diminada,
recibe un tratamiento similar. Al aplicar el mismo procedimiento un nimero infinito de veces se
obtiene un fractal determinista. Para aclarar mas este tipo de construccidn consideremos un
cuadrado de magnitud L, al subdividir este cuadrado en 9 partes iguales y posteriormente eliminar
las partes que se encuentran a la mitad de cada lado, se obtiene la estructura mostrada en la Figura
[-9 con n=1. En el paso n=2 cada uno de los cinco cuadrados es subdividido 9 veces y se eliminan
los cuadrados que estan en la parte media de cada lado, obteniendo € arreglo mostrado en la
Figura 1-9 con n=2. Este procedimiento puede continuarse indefinidamente, al menos de forma
matemética. Como puede notarse cada una de las nuevas construcciones es similar a su
precedente, a esta propiedad se le designa como Auto-similaridad



B S

Figura |-9. Ejemplo de la construccion de un fractal determinista, se presentan los tres primeros pasos.

Otra aternativa de construccion de fractales deterministas consiste en partir del objeto
semilla e ir agregando objetos del mismo tipo en determinadas posiciones. Por gemplo, la
construccion n=1 de la Figura |-9 se podria pensar que € cuerpo semilla es el central y los que se
encuentran en los vértices se agregaron posteriormente. La construccion indicada con n=2, setrata
de un cuerpo formado a colocar en los cuatro vértices de la construccion n=1 la misma
construccion n=1, obviamente en la representacion n=2 no se esta respetando la escala anterior. En
este tipo de construcciones fractales el tamafno se acostumbraindicar por [13]:

Ry = RpNY" (1-42)
donde
R es e tamafio del primer objeto,
N esel nimero de objetos de tamafio R,
df ladimension fractal.

La ecuacion (1-42) se puede obtener a través del siguiente argumento: considere dos
cuerpos esféricos cada uno con radio R, volumen Vj y masa mg. Supongamos que al unirse
estos forman un nuevo cuerpo geométricamente similar al primero pero con un volumen y una

masaigual ala suma aritmética de los volimenes y las masas respectivos de los cuerpos originales.
El radio del nuevo cuerpo lo podemos obtener a tener en cuenta que el volumen final V ¢

esV¢ =2V obien

4p 3 _,4P 3

—R=2—R

3 177370
de agui se tiene

R = 2V°R,,.
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De manera similar cuando se unen N cuerpos iguales se cumple
R; =NY3R,

donde €l exponente 1/3 es heredado de la dimension euclidiana de las esferas. De aqui que si la
nueva particula no conserva la forma geométrica de sus predecesoras se puede suponer que €

radio esta dado por:
Ry = RoN 1/df ,

gue corresponde a la ecuacion (1-42), donde la dimension fractal df en general es menor que la
dimension euclidiana en que se encuentra sumergido el cuerpo.

Por otra parte € volumen de un agregado que conserva la forma geométrica es
proporcional al radio de este elevado al cubo, es decir

Vi » Rﬁ , (1-43)

donde nuevamente e exponente 3 es caracteristico de la dimensién euclidiana de los cuerpos
iniciales. Sin embargo el volumen que ocupa en el espacio euclidiano un cuerpo que no conservala
forma geométrica es mayor que el correspondiente al caso anterior, esto es:

Vy » REE I (1-44)

con E ladimension del espacio euclidiano. Se puede ver que en el caso particular de que € espacio
euclidiano seaiigual atresy df=3 la expresion anterior se reduce a la ecuacion (1-43)

Por otra parte la masa de una particula solida es proporcional a cubo de su tamafio
caracteristico m » R3, sin embargo para estructuras no homogéneas esta relacion no se cumple,
siendo sugtituida en la literatura por unarelacion de laforma:

d
m»R™. (1-45)
Un caso interesante lo constituye la teoria de polimerizacion de Fory [14], en esta teoria se

concluye que la masa contenida en una molécula de polimero de radio R es proporciona a este
radio al exponente 5/3, es decir:
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m » R5/3

La construccion de fractales estocasticos es analoga a la descrita anteriormente. Tomemos
el gemplo usado en d caso anterior, pero en este caso la elecciéon de los cuatro cuadrados a
eliminar se realiza en forma aleatoria, e mismo procedimiento se redliza en los siguientes pasos.
L os tres primeros pasos se muestran en la Figura I-10.

el
kil
igﬂ'

=3

ol

Figura I-10. Construccion de un fractal aleatorio, nuevamente se indican las tres primeras iteraciones.

n=

Comparando las Figuras [-9 y 1-10, vemos que son absolutamente diferentes, sin embargo,
su dimensién fractal es idéntica puesto que se necesita e mismo nimero de cuadros en cada
iteraccion

Esta construccion representa Unicamente una version simple de posibles fractales
aleatorios. Por eemplo, ademéas de la posicion de los cuadros a eliminar, €l parametro de
reduccién puede fluctuar alrededor de un valor promedio. En general, parala dimension fractal de
fractales aleatorios, una version explicita andloga a la ecuacion (1-42) no existe y esta tiene que ser
determinada usando técnicas tedricasy de simulacién por computadora[13].
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Capitulo 11

Cinética de Agregacion Coloidal

Los procesos de agregacion coloidal, como se indico en el Capitulo |, se presentan en €
momento en que la barrera de la energia potencial entre las particulas es del orden o menor que la
energia cinética de éstas, ya que en este caso es posible que las particulas se aproximen a distancias
donde la energia atractiva de van der Waals predomina sobre la repulsiva, tal como se indica en la
Figura |-6; este acercamiento ocasiona que las particulas entren en el minimo primario del potencial
produciendo la unién de las particulas y formando agregados irreversibles. Sin embargo s a los
agregados se les adiciona una mayor energia - como puede ser una agitacion mecanica- las

particulas pueden superar la barrera del potencial y romper el agregado.

La magnitud de la barrera repulsiva esta fuertemente influenciada por la cantidad de
floculante, que se adiciona a sistema coloidal. De acuerdo con la teoria DLVO [11], la magnitud
de la doble capa y la datura de la barrera de potencial son inversamente proporcionales a la
concentracion del floculante, de aqui que conforme se incrementa la concentracion de floculante
disminuye la atura de la barrera repulsiva asi como la magnitud de la doble capa trayendo como
consecuencia la agregacion de las particulas.

La dinamica de agregacion se explica de la siguiente forma: cuando la energia cinética de la

particula coloidal es del orden o mayor que la barrera de energia repulsiva, una particula puede
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atravesar la barrera repulsiva de otra produciendo la formacion de un doblete; esta nueva particula
también describira un movimiento browniano pero su coeficiente de difusién serd menor debido a
gue la nueva particula tiene un mayor tamafio. El doblete puede interaccionar con otra particula
sencilla o doble formando una particula triple o cuédruple. La continuacion de este proceso llevara
eventualmente a la floculacion total de las particulas coloidales.

Supongamos que inicialmente se tiene un sistema monodisperso, o sea particulas coloidales
de un solo tamafio, a las que llamaremos particulas simples. Denotaremos por C;, C,, Cs,.. la
concentracion por unidad de volumen de particulas simples, dobles, triples, etc. como funcién del
tiempo. Las particulas formadas por 2, 3, ... etc. particulas simples les llamaremos agregados o

conglomerados del tipo 2, del tipo 3, etc.

I1-1 Balance de Poblaciones (Ecuacion de Smoluchowski)

En e Capitulo | se menciond gue los procesos de agregacion se clasifican dentro de dos
categorias. El tipo de agregacion depende, entre otros parametros, de la energia potencial de
interaccion entre las particulas, la difusividad de éstasy el nimero de sitios activos

Si la energia repulsiva es menor o igual que la energia térmica KT, las particulas por su
movimiento browniano, tienen suficiente energia cinética como para poder superar la barrera
repulsiva de otra, de tal forma que en la colision las particulas guedan unidas entre ellas. Este tipo
de agregacion esta limitada Unicamente por € movimiento difusivo de las particulas coloidales, de
agui que se le designe como ACLD.

Por otra parte, cuando la energia repulsiva es mayor que KT pueden ocurrir varias
colisiones entre las dos particulas antes de que entre ellas se forme una union. En este caso la
agregacion esta limitada por la probabilidad de que una particula atraviese la barrera repulsiva de
otra, dando lugar a una cinética de agregacion mucho mas lenta; a este régimen se le conoce como

ACLR.
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El tiempo caracteristico para la formacion de un doblete € régimen de ACLD es
inversamente proporcional a la concentracion de particulas, concentracion que generalmente esta
comprendida entre 10™° a 10* particulas por cm® a estas concentraciones y para particulas que se
encuentran suspendidas en agua los tiempos de formacion de dobletes estdn comprendidos en €l
intervalo de tiempo de 0.001 s a 0.01 s. En ambos casos de agregacion, la energia de la unién es
mayor que la energia térmica, produciendo una agregacion irreversible; cabe indicar que esta es
una simplificacién ya que no se consideran posibles enlaces quimicos.

Los proceso de agregacion se explican en base a la teoria de von Smoluchowski [4, 5, 6y
10], de la cual daremos una breve explicacion: consideremos un grupo de particulas coloidales
monodispersas, particulas de un solo tamafio que llamaremos particulas simples, con una
concentracion igual a ¢. De este grupo nos fijamos en una la cual se encuentra en el origen de un
sistema de coordenadas en base a cual se estudiara la agregacion coloidal, en adelante a esta
particula la llamaremos particula fija. El flujo de las particulas restantes hacia la primera esta dado

por la ecuacion de difusion,

—_— ~2 -
- DN“c (11-1)

donde D =

6oh R es e coeficiente de difusion, siendo KT la energia térmica, h,, la viscosidad
0

del medio y R € radio de las particulas. En los procesos de ALR, existe un potencial repulsivo
entre la particula fija y cualquiera de las restantes, por lo tanto, la ecuacion de difusion anterior se
debe generalizar agregando €l término de interaccion entre las particulas; una deduccion de dicha
ecuacion se puede encontrar en [21]. La ecuacion correspondiente es

Tic

e _ bree- Bk i
ﬂt_DNC k_I_N><((:F) (11-2)
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sendo F lafuerzarepulsiva entre las particulas. Esta ecuacion tiene dos contribuciones; la difusion
debida al gradiente de concentraciones y el desplazamiento producido por la fuerza de interaccion
entre las particulas. Tomando en cuenta que el operador laplaciano es igual la divergencia del

gradiente, resulta

—:Nx(DNc-RcF). (1-3)

De esta ecuacion y de la 18 ley de Fick, tenemos que €l flujo de particulas por unidad de &reay por

unidad de tiempo es

~ D
J=DNc- —cF -4
KT (-4)

De agui vemos gue e nimero de particulas que atraviesan € area"A" de la superficie de

una esferaimaginaria arbitraria, con centro en la particulafija, esta dado por

. D
AX) = AxDNe- 1= cF) (11-5)

Esta relacion nos da el nimero de particulas que por unidad de tiempo se mueven hacia la particula

fija, que es una medida de la Rapidez de Agregaciéon "G", es decir

- D
G =AXDNc- ECF) (11-6)

Considerando que la fuerza F es igua a gradiente del potencial de interaccion U, y al

recordar que las particulas atraviesan el area de una esfera de radio "r" resulta

s, d D d
— — Cc+—c— 11-7
G =4pr (DdrC+k Cdru)’ (11-7)
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0 bien

d G
Ec+i—U

R [1-8
dr~ KT dr~~ 4pr’D (1-9)

gue es una ecuacion diferencia para la concentracion C; ésta es una ecuacion diferencial lineal no
homogénea cuya solucién mas genera consta de dos términos: la solucion general de la ecuacion

homogéneay una solucion particular de la parte inhomogenea. Para la ecuacion homogénea,

dc 1
—=-—dU,
C kT

tenemos como solucién general

U
Cq = Coexp(- ﬁ) (11-9)

siendo Cg la concentracion inicial de particulas. Para la ecuacion no homogénea proponemos una
solucion particular del tipo:
& U(r)o
Cp(r)=g(r)expg- —= [1-10
p(r) = aln)expg- —== (1-10
donde "g" es una funcion que depende de la posicion; sus unidades, al igual que cp, son nimero de
particulas por unidad de volumen. Al sudtituir (11-10) en (11-8), obtenemos

a&u(r)o

G
d = ex ~dr
9(r) 4pDr2 O PE KT o

integrando ambos miembros
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Q) =25 OF r,gT (11-11)

Los limites de esta ecuacion los podemos obtener al considerar que la concentracion
disminuye conforme "r" crece. Es decir, a distancias bastante separadas de la superficie de la
particulafija, la concentracion disminuye tendiendo a cero, por otra parte a distancias cercanas ala
superficie la concentracion se puede considerar que esta dada por g(r). Por consiguiente los limites

de integracién apropiados a la ecuacion anterior son:
g(r) =9(r) para ' =r
g(r)=0 para r'=¥
gue a realizar laintegracion, se obtiene

expl2)
G
g(r):4pDO|r' r,gT, (11-12)
¥

por consiguiente la solucién particular de (11-8) se obtiene al sugtituir g(r) de larelaciéon anterior en

la ecuacion (11-10), resultando

r

ex p(—)
Cp(r) ——exp(- —)Olr kT (11-13)

Finalmente, la solucion total a la ecuacion diferencial (11-8) resulta a sumar las soluciones general

y particular, dando como resultado
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U G U,
c(r)=cyexp(- T +mexp( k_l_)olr'rl—é(r (11-14)

La rapidez de agregacion se obtiene al tomar en cuenta que los centros de las particulas de
radio R alo més se pueden aproximar una distancia 2R; a esta distancia la magnitud de las fuerzas
de van der Waals predominan sobre las fuerzas de interaccion electrostética produciendo la unién
de las particulas, éstas al unirse pierden su identidad como particulas smples dando como
resultado la desaparicion de éstas, por consiguiente la concentracion volumétrica a una distancia de
2R, del centro de la particula fija, es nula. De aqui que la rapidez de agregacién se puede obtener
de la ecuacion (11-14) al pedir que la concentracion en la superficie de una esfera imaginaria de

radio 2R sea nula, obteniendo:

1

, Ui
&% OPET)g

G =4pDc, éd Ta (11-15)
&R H

Sin embargo esta es la rapidez con la cual las particulas atraviesan una esfera de radio 2R

centrada en e centro de la particula fija que se encuentra en € origen de coordenadas, pero

cualquiera de las ¢ particulas iniciales se puede tomar como la particula fija, por consiguiente la

razon total de particulas que se unen esta dada por:

1

D> D

o <i>
G*= 4pDcoeolr
Eor

, (11-16)

EZ~C~C -,



gue es la rapidez con que, una particula que describe un movimiento browniano, puede unirse a

otra que se encuentra fija en € origen del sistema de coordenadas, cuando entre ellas existe un

potencial de interacciéon U.

Para eliminar la restriccion de tener una particula fija, hay que considerar el movimiento
difusivo de ambas particulas. El desplazamiento relativo entre dos particulas brownianas, también
obedece la ley de movimiento browniano pero con un coeficiente de difusién dado por la suma de

los coeficientes de difusion de cada una de las particulas individuales, esto es

by Uit
¢ Zé N\, exp(kT)l:l
G :8pDCOéUr Ta (11-17)
&R i

Mas generalmente, si consideramos un sistema polidisperso: formado por particulas del tipo
i, con una concentracion Cj, radio R; y coeficiente de difuson D; aproximéndose a particulas del

tipo j con concentracién c; radio R; y coeficiente de difusion Dj.En este caso la rapidez de

agregacion es una generalizacion de la ecuacion (11-15), es decir:

é Uj.u
&6 ' ® D(F;_L)u

Gij :4pDijCiCj§ Olr' r'2 [;| (1-18)
ERi+R, t

Siendo R; + R; la distancia a la que se deben aproximar los centros de particulas de radios R; y
R; para poderse producir la agregacion, Djj es la suma de los coficientes de difusion de las
particulas por separado, Uj; la energia potencial de interaccion entre las particulas, Gi j hos dala

rapidez con la cual se agregan las particulas de radio R; con las de radio R; o dicho de otra

manera es la rapidez con que se forman las particulas del tipo i + j.
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Usando la relacion anterior se puede escribir la ecuacion diferencial que gobierna la

variacion de las concentraciones C,  con respecto al tiempo, donde k=1, 2, 3..., esto es.

¥
d
gtk 18 Gy - - Gy k=1,2,... (11-19)

i+j=k j=1

El primer término del miembro derecho corresponde a la rapidez con que aparecen
conglomerados de "k" particulas formados por la union de un agregado del tipo "i" con otro del
tipo "j" tal quei+j =k, y el segundo término da la rapidez con que los agregados de tamario "k"

desaparecen por la union de estos con otros de cuaquier tipo. El factor > es debido a que los

eventosij y ji estan contabilizados por separados en la sumatoria.

Identificando

_4pDy(R +R;)

i] Wij

(11-20)

que corresponde a kernel de agregacion, donde W j se conoce como el Factor de Estabilidad y

esta definido en la forma:

¥ exp(—)
W;;=(Rj+R;) o dr —,§T , (11-22)
R, +R, r

con U; j € potencial de interaccién entre un agregado del tipo i- esimo con un agregado del tipo j -

esimo . El factor de estabilidad da informacion de la probabilidad de que se puedan unir 2
particulas, la probabilidad vale uno cuando € potencial es cero y disminuye a aumentar €l

potencial. Usando la ecuacion (11-21) en laexpresion (11-18) resulta
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Gij = KijCiCj- (11-22)

Que a sustituirse en (11-19) se obtiene

¥

o] o]

a KijCiCj - Cka Kijj’ k:1121--- (”'23)
i+j=k j=1

dcy _,
a2

El coeficiente Kij es conocido como Kernel o tasa de Agregacion. En este kernd se

encuentra parte de lainformacion correspondiente a la cinética de agregacion; involucra entre otros
efectos. e tamafio de los conglomerados, € coeficiente de difusion, € potencial de interaccion
entre las particulas y la temperatura del sistema.

En la literatura [15, 16, 17 y 18] a la ecuacion (11-23) se le conoce como Ecuacion de
Coagulacion de Smoluchowski, esta describe la evolucion temporal de la distribucion en la
concentracion de agregados de distintos tipos. En €l caso particular en que la energia de

interaccion total seanula U =0 de las ecuaciones (11-21) y (11-20) tenemos
Kij = 4pDIJRIJ (11-24)
donde Rjj = R; + Rj y Djj =Dj +Dj que al sustituir en (11-23), resulta

¥
de o o _
— = 4p{% a DinijCiCj - Cka DkJRijj} k=1,2,.. (11-25)

dt i+j:|( J:]_

Ecuacion que corresponde a la propuesta en 1916 por Smoluchowski [5] para explicar los

procesos de agregacion coloidal. Cuando las particulas que interaccionan son del mismo tamario
Ri =Rj =Ry por consiguiente D; =D;j =D, con estarestriccion la ecuacion (11-24) se reduce a

laforma
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K, =16pDR (11-26)

ecuacion que en laliteratura[10, 12, 19y 20] se conoce como constante de agregacion rapida.
Por otra parte, s la energia potencial es distintade cero U * O el factor de estabilidad W; j

es distinto de launidad y en este caso al sugtituir (11-20) en (11-23) se obtiene

dc o DR . _
—k _ 4p{3 a \I/Jv..l GiCj - Ck A —p—Ci} k=1,2,... (11-27)

dt i+j=k ] j=1

ecuacion que en 1943 obtuvo Fuchs [21] para generalizar la propuesta por Smoluchowski.

Cuando la energia potencial es mayor que cero €l factor de estabilidad siempre es mayor
que la unidad y por consiguiente K; j €s menor comparativamente con K, . Por analogia con (I1-

26) a la ecuacion (11-20) se le conoce como constante de agregaciéon lenta, que en e caso

particular de particulas del mismo tamafio se reduce ala forma

(11-28)

siendo

¥
- ~Ir' KT
W=2ROYI" ——— 11-29
o — (11-29)
2R

el factor de estabilidad correspondiente a particulas de igual radio R cuando entre ellas existe una

energia potencial de interaccion U
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[I-2  Tiposdekernel.

Ademés del kernel para la ecuacion de Smoluchowski dado por la ecuacion (11-20), en la
literatura se utilizan una gran variedad de kernels para explicar los diferentes procesos de
agregacion, dichos kernels dependen de la cinética de agregacion y en algunos casos estan
relacionados con procesos de polimerizacion. Un resumen de los kernels més usados se encuentra

se pueden encontrar en [31 y 32]. Resumen que presentamos en Tabla l1-1

Tabla I1-1. Modelos de kernels més usados en la literatura para explicar e fendmeno de coagulacion,
donde i y j indican & nimero de particulas simples que forman los agregados que estan interaccionando, a y b

estén asociados con la geometria de las particulas

PROCESO KERNEL

1. Coagulacion Browniana en régimen

continuo [4] (|1/3+J1/3)(|-1/3+-1/3)

|
2. Coagulacion Browniana en flujo

molecular libre [23] (V3 + 32t Y2

3. Coagulacién por sedimentacion

gravitacional [24] (i3 + jﬂ3)2|i1/3 - jl/3|

4. Coagulacion en flujo cortante [25 y 26] (iﬂ3 + jﬂ3)3
5. Modelo de polimerizacion lineal [17 y 22] 1
6. Modelo de polimerizacién con
ramificacion, uniones A-B [22, 27, 28 'y 29] I+
7. Modelo de polimerizacion con
ramificacion, uniones A-A [22, 27, 28 y 29] I]
8. Modelo matemético [16] (i+j)?
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9. Modelo matemético [30 y 31] i°jP

Encontrar la solucién andlitica a la ecuacion de Smoluchowski correspondiente a kernel
indicado en la ecuacion (11-20) asi como para algunos de los kernels de la Tabla |1-1 o bien para
cualquier otro, es una tarea dificil de resolver. Sin embargo, los kernels correspondientes a los
modelos 5, 6, 7 y combinaciones lineales de estos presentan solucién analitica, modelos que son los
Unicos utilizados en €l presente trabajo; por esta razén, en adelante a estos kernels los llamaremos:
kernel constante, suma y producto respectivamente. El kernel constante y browniano presentan la

propiedad de que se pueden deducir de la ecuacion (11-24)

) kernel browniano:

En este caso se considera que no existe interaccion entre las particulas coloidales, es decir
gue el potencial de interaccién entre ellas es nulo, de aqui que sea apropiado utilizar el kernel de la
ecuacion (11-24). Por otra parte, si consideramos particulas esféricas tal que €l coeficiente de

difusién para un agregado del tipo i esta dado por la ecuacion de Stokes - Einstein.

KT

D =——— -

siendo kT la energia térmica, R, el radio del agregado del tipo i y hgla viscosidad del medio

continuo. Usando larelacion (11-30) en laexpresion (11-24) resulta

2kT&1 10
K. = — +—+(R +R. 11-31
730, &R Rm(' i) (1-31)
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L os procesos donde la nueva particula conserva la forma geométrica de las precedentes se

conoce como un proceso de coalescencia; en este tipo de procesos € radio del agregado formado

por N particulas simples esta dado por la ecuacion (1-42), Ry = N1/3R0, usando esta relacion en
la ecuacion anterior obtenemos:

2kT & 1 (1/3 1/3)

Kij = 3 gT T_ (11-32)

el cual es conocido como el kernel browniano (nimero uno de la Tabla I1-1).

I1) kernel constante:

Al suponer que en la formacion de un nuevo conglomerado participan Unicamente
particulas, que se caracterizan por tener € mismo radio, esto es R; = R;, la ecuacion (11-31) se

simplifica resultando

Kij =A (11-33)
donde
A 8T . (11-34)
3h,

kernel que corresponde al nimero cinco dela Tablall-1, éste esigud a la constante de agregacion
répida, ecuacion (11-26)

Lo esencia de este kernel es que para un sistema donde la temperatura y la viscosidad del
medio continuo permanezcan inalterados, la dinamica de agregacion permanece constante, es decir
gue la dindmica de agregacion es la misma para esferas pequefias que para grandes. Caracteristica
gue es poco aceptable ya que las particulas pequefias presentan un coeficiente de difusion mayor

gue €l de las particulas grandes, propiedad que favorece el acercamiento entre particulas pequefias.
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Otra forma de obtener este tipo de kernel es considerar un sistema de particulas simples
con la propiedad de presentar dos tipos distintos de sitios activos, sitios que denotaremos por A 'y

B. Estetipo de particulas se pueden representar esquematicamente de la siguiente forma:

en las cuales tnicamente un grupo libre A se puede unir con un grupo libre B. En este modelo de
agregacion una particula arbitraria presenta Unicamente un sitio A libre y un sitio B libre. Una
particula del tipo i se puede unir de dos maneras distintas con otra que esta formada por j

particulas smples, de aqui que la constante de agregacion Kjj tenga un valor de 2 y sea

independiente del tamafio de las particulas que se encuentran en interaccion

Kij = cte. (11-333)

De las ecuaciones 11-33 y 11-33a, notamos que en un modelo de agregacion independiente
del tamafio de las particulas interactuantes existen dos posibles contribuciones, una gque esta
relacionada con la difusividad de estas y otra con la probabilidad estadistica de la formacion del
eslabdn. Autores como: Cohen y Benedek [34],y Hendriks el a [30] concluyen que la primer

contribucién es despreciable en comparacion a la segunda,

[11) kernel suma:
En este caso suponemos que las particulas simples estan caracterizadas por tener un sitio

libre A y dos 0 més sitios libres B, tal como se indica en € siguiente esquema
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>

BE
La representacion esquematica de una particula formada por 4 particulas simples, se puede

representar en laforma

A

A,
A,

PN

Para esta particula notamos que existe un sitio libre A y 4+1 sitios libres B. Al suponer que en una
particula el sitio libre A tiene igual probabilidad de reaccionar con un sitio libre B de cuaquier otra
particula que se encuentre en e sistema (todos los sitios libres son iguamente reactivos, propiedad
conocida como principio de equi - reactividad), un i-mero con un sitio libre A e i+1 gtios libres B
los cuales pueden combinarse con € sitio libre A de una particula formada por j particulas smples
en i+1 formas distintas y los j+1 sitios B pueden unirse con € sitio libre A del i-mero en j+1 formas
distintas. Por lo tanto, el kernel de agregacion es proporcional i+j+2, o bien, parai y j mayores que

uno tenemos

Kij=Si+]) (11-35)

siendo € coeficiente S una constante de proporcionalidad donde las unidades de éste son las

mismas que presenta el coeficiente A del kernel constante.
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V) kernel producto:
En este modelo se consideran particulas simple con un solo tipo de sitio activo. Este tipo de

particulas las representamos con €l esquema

A

Las uniones entre este tipo de particulas es a través de los sitios A. Suponiendo que todos
los sitios libres son igualmente reactivos, una particula formada por i particulas simples tiene i+2
sitios libres que pueden unirse de (i+2)(j+2) formas distintas con una que tenga|j particulas simples,
por consiguiente para particulas grandes tal que i>>1 y j>>1 la rapidez de agregacion se puede

aproximar al producto ij, esto es:

Kij=P(i*]) (11-36)

Con P una constante de proporcionalidad tal que sus unidades, al igua que € coeficiente S,
presenta las mismas unidades que e coeficiente A del kernel constante. Los tres modelos de

particulas anteriores fueron propuestos por Flory [14] para explicar modelos de polimerizacion

En general los kernels mas utilizados en la literatura tienen la propiedad de ser funciones

homogéneas de las variablesi y j, es decir cumplen unarelacion del tipo

Kai,aj :al K” (11-37)

siendo | lahomogeneidad del kernel.



Por gjemplo los kernels mencionados anteriormente cumplen con esta relacion, propiedad
que puede corroborarse fécilmente al sustituir i =al 'y |j=4g en los kernels anteriores; los
valores obtenidos para la homogeneidad son: cero para los kernel browniano y constante, uno y

dos paralos kernel sumay producto respectivamente.

I1-3 Propiedades de la Ecuacion de Smoluchowski

Antes de resolver la ecuacion de Smoluchowski correspondiente a los kernels congtante,
sumay producto, presentaremos algunas relaciones que seran de utilidad para obtener la solucién
de dicha ecuacion.

Algunas propiedades que presenta la ecuacion dindmica de Smoluchowski se pueden

deducir con ayuda de la ecuacion de momentos M ,(t) de la distribucién de agregados c,, tal

como se muestra en laliteratura [32, 34]. El momento n- ésimo de la distribucion es:

¥
M, (1) =g K"c, (1) n=0,12,.... (11-38)
k=1

La variacion tempora de los momentos, se obtiene a partir de la ecuacion (I1-23) a

multiplicarlapor k" y sumar sobre k obteniendo:

¥
% M, () =% if?;l (+)" - " -j”]Ki,jci (t)e; (1) (11-39)

De la relacion (11-38) notamos que la concentracion total de particulas en la suspension a un

tiempo dado esta relacionada, con el momento cero M ¢ (t) de la distribucion de Smoluchowski.

De las propiedades més importantes que podemos deducir a partir de M ,(t) tenemos:
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I) Conservacion de la Masa:
De la ecuacion (11-39) notamos que indistintamente del tipo de kernel que se utilice, la variacion
temporal del momento uno es cero, esto implica gque,
¥

M, (t) = & k ¢ (t) =cte.= ¢ (11-40)
k=1

donde la constante es idéntica al nimero inicial de particulas simples. Esta relacion indica que la
masa del sistema coloidal se conserva durante todo el proceso de agregacion. Este resultado se
puede visualizar a considerar € siguiente experimento hipotético: supongamos que se tiene un
sistema coloidal tal que a tiempo t =0 toda la parte discreta del sistema esta formada por

particulas simples, de un solo tamafio, a una concentracién ¢;(t=0) = ¢y en este caso ©

momento uno esigual a

¥

Mi(t=0)=g k c(=cr=co.
k=1

mientras que a un tiempo posterior t =t; el sistema se encuentra constituido por agregados
formados por dos particulas simples (0 sea c1 = ¢c3 = ¢4 = ... = 0), en este caso € nimero de

conglomerados es un medio del nimero inicial de particulas, tal que,

¥

e A — e — %00

My(t=t)=q kck(ty)=2c =257,
k=2

Andlisis similares se pueden hacer para tiempos posteriores, concluyéndose de esta manera que

para cualquier tiempo se cumple,
M, (t) =cte=c, (11-41)
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gue corresponde a la concentracién inicial de particulas.

I1) Igualdad de Momentos:

De la ecuacion (11-38) tenemos que para un sistema monodisperso ent = 0 € conjunto de

momentos esta dado por:
M, (t=0)=1"c,(t=0)

De aqui que s a tiempo t=0 e sistema es monodisperso se cumple que todos los momentos

coinciden con la concentracion inicial ¢, y por consiguiente al momento M4

Ml(t):Mo(tZO):Mz(tZO): ..... =Co (”-42)

[11) Propiedades asintéticas:

d
A partir de la funcién o M, (t) se pueden obtener las dependencias temporales de los

momentos Mg(t) y M5 (t) correspondientes a los kernels constante, suma, producto y

combinaciones lineales de estos; algunas de estas propiedades se encuentran tabuladas en la Tabla

I1-2, y son obtenidas en el Apéndice |

Tablal1-2. Funcionesde M (t) y M, (t) para loskernel constante, sumay producto.

Kij M (t) M (t)
£ AM -1
A M1§1+—21t5 M +AMZt
i +j) M3 exp(- SMyt) M4 exp(2SMt)
PM, 6 M
L My 6 My
P(@i* ) Migh- =71 1- PM,t
1 S - -
L ] 0 Al leeA .0 Al
A+S(i+])  [MUBL+Bepsm - 5 Wi s + ezsmi- 5o
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Es importante sefidlar que estas funciones, M (t) y M5 (t), son vélidas Unicamente para
una distribucion inicial monodispersa de particulas. De la Tabla |1-2 notamos que para los kernels
constante y suma, el momento M (t) evaluado ent = O esigual ala concentracion inicial M,
y tiende a cero cuando €l tiempo tiende a infinito, indicando que & nimero total de particulas se

reduce a cero para tiempos demasiado grandes, comportamiento mostrado en la Figura 11-1,

2
mientras que para € kernel producto €l valor cero se alcanza en € tiempo t = YR y toma
1

2
valores negativos a tiempos mayores que EYA tal como se indica en la Figura Il-1. Para los
1

kernels constante y suma M, (t) parte de M1 y tiende a infinito conforme el tiempo aumenta ver

Figura 11-2, pero esta misma funcién para e kernel producto presenta un comportamiento

e 1 U 1
monotonamente creciente en € intervao €0, ——U, ara tiempos ores que —— la
g pPv,g” " pos TEYOres 95 v,

funcion M, crece de menos infinito a cero, tal como seindicaen laFigurall-3.

Como se ha discutido previamente, e nimero de particulas a un tiempo t esta dado por

Mg(t), de aqui tenemos que fisicamente este momento nunca puede ser negativo y por

consiguiente el momento M (t) correspondiente al kernel producto no tiene sentido fisico para
2

PM,

tiempos mayores que

Una de las caracteristicas que presentan los procesos de gelacion, propiedad que no
estudiaremos en este trabajo, es que a tiempos finitos es posible que se presentan agregados muy
grandes y €l nimero de estos es pequefio, y en algunas ocasiones se forma un solo agregado. Por
tal motivo al kernel producto, entre otros, se le considera apropiado para explicar los fenébmenos

de gelacion.
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- M0

Tiempol(Unidades Arbiztrarias)
Figura I1-1. Numero de agregados en funcion del tiempo para las tres dindmicas principales.
Las gréficas se construyen para e mismo nimero inicial de particulas simplesy con parametros
A, Sy Ptal que a tiempo t=1 se cumpla que el nimero de agregados sea igual a un medio de
las particulas iniciales. las proporciones que se tomaron para estos pardmetros son: A/S= 2.3y
A/P=2

M (®)

0.5 1 1.5
Tiempo (Unidades Arbitrarias)
Figura |1-2. Comportamiento de las funciones M 2 (t) , para los kernels constante y suma, los valores de

los parametros A y S son los mismos que en la figura anterior
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1
Tiempo (Unidades Arbitrarias)

Figura 11-3. Comportamiento de Mz(t) correspondiente a kernel producto, el

valor del parametro P esel mismo que en el caso delaFigurall-1

IV) Invarianza de la Ecuacién de Smoluchowski:

Cuando € tamafio promedio del agregado es mucho mayor que €l radio de las particulas
simples, el cambio en € radio del agregado cuando se le adhiere una particula smple, es
précticamente despreciable. En estos limites, se puede considerar una versién continua de la

ecuacion de Smoluchowski (ecuacion [1-23)

k ¥

d . <.

— (=3 Kjk- (e j)- cCH Ki,jci(t) (11-43)
0 0

donde e kernel K;; es una funcion homogénea que cumple una relacion del tipo (11-37) y la
distribucién de tamafios c, (t) es considerada como una funcion continua de K. La importancia
de la ecuacion (11-43) es que presenta la propiedad de ser invariante ante una transformacion del

grupo:
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k=gk
t=g 2t (11-44)
ck(t)=g . (')

donde los exponentes a y  cumplen larelacion
| =a+qg-1 (11-45)
siendo g un factor de escalay | la homogeneidad del kernel.

La propiedad de invarianza la podemos corroborar a sugtituir las ecuaciones (11-44) en la

expresion (11-43) obteniendo

g*gd 2q{ (‘yl Ky gac-)C DG+ O-
O

¥
c (D™ K k*’j*c} (t)}
0

considerando la homogeneidad del kernel, ecuacion (11-37), resulta

“1- | l N " .
9°g%9 g =5 01 -G (DG (0
0

C,- (1) (‘pj* Ky cJ (t)}
0
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esta Ultima expresion se reduce a la ecuaciéon (11-43) cuando a +qg-1- | =0 relacion que
corresponde ala ecuacion (11-45)
I1-4 Solucion de la Ecuacion de Smoluchowski.

La ecuacion de Smoluchowski para la evolucion de poblaciones, ecuacion (11-23), es un
conjunto de ecuaciones diferenciales no homogéneas acopladas. Parala mayoria de los kernel de la
Tablall-1, la ecuacion correspondiente a k =n depende de las soluciones de las ecuaciones con k<n
y de las ecuaciones para k>n. Sin embargo, para los kernel constante, sumay producto la ecuacion
diferencial para k =n depende Unicamente de las soluciones de las ecuaciones asociadas a k<n,
propiedad gque permite obtener una solucion analitica para dichos kernel y combinaciones lineales

de éstos.

[1-4-1 Solucién de Smoluchowski.

Considerando que inicialmente la poblacion de coloides esta formada por particulas del

mismo tamano y espacialmente homogéneo, esto es.
ci(r,0) =¢; (o)

Smoluchowski [4, 5y 6] resuelve la ecuacion (11-23) usando €l kernel constante, K;; =A. En

este caso la ecuacion de coagulacion se reduce ala expresion

d ¥
9k = A{—% é_ GiCj - Cx é_ Cj} k=12,... (11-46)

dt i+j=k j=1
Sumando sobre k de uno a infinito, se obtiene
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X¥ (0] x¥ (0]
9¢8 ¢ 7=-2¢] Ci (11-47)

La sumatoria es igual a la concentracion total de particulas, por consiguiente, la ecuaciéon anterior

es una ecuacion diferencial asociada ala evolucion temporal de la concentracion total de particulas.

Si al tiempo inicial la concentracion total la denotamos por Cg, es decir

¥

!

A Ck=Co paa t=0,
k=

[

al usar esta condicion en la ecuacion diferencial (11-47), se tiene la solucion:

¥
2 _ Co
a &= CA O

k=1 §+ > ta

el miembro izquierdo de esta expresidn corresponde al nimero total de particulas, primer momento
de la distribuciéon, y recordando que la concentracion inicial es equivalente a momento My, la

expresion anterior se puede reescribir en laforma:

My
Mo®)=%—W,A 5 (11-48)
+ t=

2 o

Notamos que € numero total de particulas decae siguiendo una ley del inverso del tiempo,

propiedad que se muestraen laFigurall-4.
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Para conocer la variacion del niUmero de particulas simples para una cinética controlada por
el kernel constante procedemos de la siguiente manera: a hacer k=1 en la ecuacion (11-46)

tenemos

d _ Acl(t)éé |
ga0=- a0

y a hacer uso de la definicion de momentos, la relacion anterior se puede reescribir de la siguiente

forma:
d _ AC]_ (t)
£ G == Mo (1)
al sugtituir en estala ecuacion (11-48), se obtiene:
d AM
— () =- = C1(1)
dt 2§L+ MA O

la solucién de esta ecuacion diferencial, sujeta a la condicion de tener en un inicio un sistema

monodisperso de particulas (particulas de un solo tamafio) ¢, = c,(t =0), estadada por:

M,
2
+ MlAtQ
[}

¢ (1) =

Procediendo de igual forma para las ecuaciones asociadas con la evolucion de dobletes, tripletes y

particulas de orden superior se puede demostrar por induccion matematica que

(t/t)1
1—(1+t/t)k+1

C = k=1,2,3, .., (11-49)



donde "1 " es un tiempo caracteristico del sistema el cual esta dado por

t=—— (11-50)

0 bien usando €l valor del coeficiente A dado por la ecuacién (11-34) y recordando que M1 = Cg,

podemos escribir que
6h,

8kTc,

t = (||-50€l)

Es importante observar que este tiempo caracteristico depende Unicamente de las propiedades del

medio continuo y de la concentracion de particulas presentes a inicio del proceso de agregacion.

I1-4-2 Solucion para los kernel Productoy Suma.

La ecuacion de Smoluchowski correspondiente a kernel suma K ; = (i +]), se obtiene

al sustituir éste en la expresion (11-23), resultando

¥
ﬂ:s{% a +ieic; - cral (i +k)c;} k=1,2,... (11-51)

dt i +j =k J:]_
este conjunto de ecuaciones sujeto a la condicion de tener un sistema espacialmente homogéneo y
monodisperso a tiempo inicial

_‘:,co paa k=1 en t=0

“Ti0 paa k'1 en t=0

(11-52)

presenta solucion explicitay esta dada por [34]
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- - k- R . k-1
c(t) :%e Sodt g K[ el SC0‘)]{k(1- e SC0‘)} k=12,... (11-53)

en forma similar tenemos que la ecuacion de Smoluchowski para el kernel producto es

¥
dc o .. o
Ttk: P(3 a iicic;- cra kicj) k=1,2,...  (I1-54)
i+j=k j=1
y su conjunto de soluciones es[34, 42]
kPc )1
Ci () :%co exp(- kPcyt) k=1,2,... (11-55)

laforma detallada de obtener estas soluciones se presentaen € Apéndice ll.

Un resumen de las soluciones para los kernel constante, suma y producto, se encuentran en
la Tabla I1-3; ademas se indica la existencia de un tiempo caracteristico del proceso de agregacion
para cada uno de los tres kernels. Estos tiempos tienen la propiedad de depender inversamente con

la concentracion de particulas monodispersas Cy que se encuentran a tiempo t =0 y de los

coeficientes de los kernels.

En la Figurall-4, de acuerdo con la ecuacion (11-48), se muestra el comportamiento de las
poblaciones de particulas simples, dobles, triples y cuadruples para una agregacion controlada por
el kernel constante, cuando a tiempo t=0 se cuenta con una distribucion monodispersa.
Similarmente en las Figuras I1-5, y 11-6 se muestran las distribuciones para cinéticas controladas

por los kernels sumay producto, respectivamente.
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Tabla | 1-3. Distribucién de poblacion de agregados producidos por una cinética controlada por
cualquiera de los kernel: constante, suma o producto.

c(t) t
Kernd
(t/t)<? 2
L Kt -k el kel 1
(i +j) - Coe 1/t o k(- exp( t/t)EL_ o t/t:r S
. c (kt /1)K Lg KUt 1
P(i * 0
(7)) k* k! PC,

Los kernels suma y producto tienen € inconveniente de que no se conocen explicitamente

los coeficientes "'S' y "P"; situacion que no se presenta para € kernel constante "A" ya que en este

caso sabemos, de acuerdo con la ecuacion (11-40), que A esta dado por A =

. donde
0

notamos que este coeficiente depende Unicamente de propiedades del medio continuo y no
presenta alguna relacion con la fase dispersa (0 sea, con las particulas coloidales) ni con €
potencial de interaccion; esto es una limitante de la solucion propuesta por Smoluchowski. Es
importante hacer notar que los resultados de la Tabla 11-3 se obtienen al considerar que al tiempo
t = 0 el medio disperso estaformado por particulas de un solo tamafio.

M

Tiempo (Unidades Arbitrarias)



Figura I1-4 Comportamiento de las cuatro primeras concentraciones de particulas y dela

poblacién total de particulas correspondientes a la cinética controlada por € kernel constante.

Figura I1-5 Se presenta €l comportamiento de las concentraciones de particulas para la

cinética controlada por el kernel suma.

1
Tiempo (Unidades Arbitrarias)

Figura 11-6 Comportamiento temporal de las concentraciones de particulas para la cinética

controlada por €l kernel producto.
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|1-6-3 Solucion de van Dongen y Ernst.

Varios investigadores han observado que para las soluciones exactas de la ecuacion de
Smoluchowski [42], para experimentos de coagulacion [23] y para smulaciones por computadora
[7] a tiempos largos y agregados grandes, la distribucién de poblaciones de agregados tiene la

forma:

6

=, (11-56)
(7]

2. & k
c(t) » s(t) 8@

donde s(t) es una funcién relacionada con el tamafio promedio de los agregados (puede ser €
promedio numeral, el promedio pesado o bien € promedio z) y | (X) es una funcién de

K
escalamiento con X =——. El punto esencial de esta observacion es que la dependenciaen "t" y en

)

Kk
"k" delafuncién c, (t) esté dada através de una funcién universal de la variable simple X =——

)

tal que esta funcién atiempos y agregados grandes no depende de la distribucion inicial.

La relacion que presenta la funcién ¢, (t) con la funcién universal j (X) es usada por van

Dongen et. a. [35 y 36] para encontrar una soluciones a la ecuacion de Smoluchowski en su

version continua correspondientes a kernels que tienen la propiedad de ser funciones homogéneas
en las variables i y j. Los kernels K. j paralos cuales van Dongen encuentra solucién, se pueden

caracterizar con dos exponentes 'y N. Exponentes que estdn asociados a las variables i y j
respectivamente

La dependencia en la homogeneidad del kernel eni y j para i y/o j grandes puede ser

caracterizada por los exponentes n y r en laforma:
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Kaj,aj=a| Ki,j (11-57)
Kijpi'j" (j>>i; 1 =m+n). (11-58)

Donde la ecuacion (11-57) define la homogeneidad del kerndl, y €l exponente v divide los kernel

en tres clases separadas: enlaclasel m >0 ; enlaclasell M =0;yenlaclaselll m <0. Sin

embargo se imponen las siguientes restricciones fisicas: el exponente N tiene que ser menor o igua
alaunidad, n£1, puesto que la razén de crecimiento, K; j » | de un agregado del tipo j no puede
incrementarse més rdpido que su volumen, y de forma similar la homogeneidad del kernel debe
cumplir con la condicién | £2 puesto que en caso contrario la razén de crecimiento seria mayor
gue j2, condicién que se puede visuaizar de la ecuacion (11-57)

El exponente T establece la razén a la cual un agregado grande se une con uno pequefio.

Para m < 0 se favorecen las uniones entre agregados grandes con pequefios y cuando n > 0

predominan las interacciones entre agregados grandes.

Al proponer gue la distribucién de concentraciones para tiempos y conglomerados grandes
siga la ecuacion (l1-56), podemos tomar a ésta como una posible solucion de la ecuacion

Smoluchowski en su version continua, que al sustituirla en (11-43) se obtiene:

& gsmggu (9 x5 (03

x ¥ (11-59)
éijy,x- yj (y)J (X' y)'J (X)éijy,xj (y)
0 0

N -~

1 d . -
de esta ecuacion tenemos que el factor 'S ! p S(t)" no depende de la variable x, por consiguiente

es posible separar la ecuacion (11-59) en la ecuacion

70



Wt (0 +x=L] ()2
. ¥ (11-60)
=2 YKy W (- ¥)- 1 COCYK . (¥)
0 0

gue depende de la variable x, y en la ecuacion

_1 d ]
W =S dts(t) (11-61)

siendo "W" la constante de separacion para la dependencia en las variables X y t. De la ecuacion

anterior tenemos, paral 1 1

L
I-1

() » [C+(l - Dwi] con 111 (11-62)

con C una constante de integracion. En € caso particular de | =1, van Dongen obtiene para €

tamafno promedio de los agregados la funcion:
1/2
S(t) = spexp[2(wt) ™" ]

siendo &p el tamafio promedio de las particulas a tiempo t=0.
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Capitulo 111

Tamano Promedio

Uno de los pardmetros méas importantes en los procesos de agregacion coloidal es el radio
promedio de éstos. Como se menciond anteriormente existen dos limites de agregacion, ACLD y
ACLR. Estos limites se caracterizan por € tipo de crecimiento que presenta € radio de los
agregados, el crecimiento del radio en los agregados sigue una ley de potencias para sistemas que
estan controlados por difusion y es del tipo exponencial en € limite de ACLR. Se ha observado
experimentalmente [1, 37, 38, 39] que €l tipo de agregacion se puede controlar por la cantidad de
floculante que se agrega a sistema coloidal: cuando la cantidad es baja €l crecimiento es del tipo
reactivo y para atas cantidades de floculante la cinética de crecimiento se encuentra en €l limite

difusivo.

El efecto que produce € floculante en las particulas es disminuir la densidad de carga que
se encuentra en la superficie, ocasionando que la interaccion electrostética entre las particulas
disminuya, de aqui que para atas concentraciones de floculante disminuye la energia potencial de
interaccion a magnitudes menores que la energia térmica, teniendo como consecuencia que las
particulas en su movimiento browniano se puedan aproximar, produciendo la unién de éstas. Sin
embargo cuando la concentracién de floculante es pequefia el potencial de interaccion es grandey
a las particulas les es dificil aproximarse, por este motivo los agregados en € limite reactivo se

producen atiempos largos.
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[11-1 Radio Promedio.
Existen varios modelos para €l radio promedio "s" de un agregado, uno de estos modelos

fue propuesto por van Dongen [35] €l cua esta dado en la ecuacion (11-62),
s(t)» [c+( - Ywt]Y! D, (1-1)

Este modelo es vélido para |l 1 1, siendo la homogeneidad del kernel. En caso contrario, cuando

| =1, propone & modelo
s(t) = spexp[2(wt) ] (11-2)

siendo ¢ y w constantes, donde ¢ depende de las condiciones iniciales y w de la forma en que se

define el radio promedio.

Otra expresion para € radio promedio fue deducida por Oliver y Sorensen [37]; la

expresion que obtienen es.

Y4

() =5 A+Yt) " (111-3)

en este caso t esun tiempo de coagulacion caracteristico relacionado al tamafio de las particulas

iniciales y a la homogeneidad del kernel, d; esladimension fractal del agregado y el exponente z

esta definido por:

z=—-

1
1-1



Las expresiones para €l radio promedio indicadas anteriormente tienen la desventaja, de
gue no consideran € potencial de interaccién que existe entre las particulas coloidales ni la
distancia entre las particulas, parametros que evidentemente son determinantes para entender la
cinética de agregacion. Esta caracteristica hace que dichas expresiones no sean confiables para
describir la cinética de agregacion coloidal. En este trabgjo se pretende introducir los parametros
de distancia y potencia de interaccién en un modelo para estudiar € crecimiento del tamafio de

los agregados.

En €l estudio de muestras polidispersas se usan diferentes métodos analiticos reportando
diferentes tipos de promedio, entre los mas importantes se encuentra el promedio numerd, el cual

esta definido como

o
a frc
(), =% (111-4)

o]

a Cx
k=1

sendo C, el nimero de agregados formados por k particulas simples, f . es alguna propiedad del

agregado del tipo k, este tipo de promedio se presenta en el estudio del peso molecular usando
mediciones de presion osmotica, donde el equilibrio através de la membrana esta influenciado por

la concentracion de particulas. Por otro lado, el promedio pesado se define

3
a

(f),, =*&—o0 (111-5)
a
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este tipo de promedio se presenta cuando la técnica de estudio es dispersion de luz o
centrifugacion, técnicas que dependen del peso de la macromolécula, reportando € peso
molecular promedio pesado. El prome?éio zeta se define
é ficy
(f), =&—. (111-6)

2 .2
a fick
k=1

La técnica de estudio que involucra este tipo de promedio es dispersion de luz, reportando €l
radio de giro de la particula.

En la literatura [35, 36 y 37] para estudiar €l radio promedio se usa el radio promedio
pesado, sin embargo € promedio numeral esta involucrado con e momento cero de la
distribucion y e promedio pesado con € segundo momento, estos momentos son muy similares
(como puede apreciarse en la Tabla |1-3). Por esta caracteristica entre los momentos, €l promedio

gue usaremos en el presente trabajo es & promedio numeral

En base ala ecuacion (111-4) el radio promedio numeral s(t) es:

¥
a Ryci (1)
) =(R()),, = 5—
a ¢ (1)

k=1

(111-7)

Por similitud con trabajos que se encuentran en la literatura usamos S(t) para denotar €l

radio promedio como funcion del tiempo de un conjunto de agregados. La distribuciéon de

agregados C,, depende fuertemente del proceso de agregacion, es decir del tipo de kernel de

agregacion, entonces para calcular € radio promedio hay que sustituir alguna de las funciones
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Cy (1) reportadas en la Tabla 11-3, o cualquier otra funcién. Las dos principales desventajas que

presenta la definicion (111-7) son:

no se conocen explicitamente los valores de los radios para los distintos
conglomerados

I1. las sumatorias son infinitas, lo cual complicala evaluacion de éstas.

Otra aternativa para calcular €l radio promedio es a partir de la masa promedio del

agregado y posteriormente usar larelacion (1-45)
d
m» R (111-8)
sendo d; €l exponente fractal, entero o fraccionario, que relaciona a radio con la masa del
agregado
La masa promedio numeral de un conjunto de agregados, de acuerdo con la definicién

(I11-4) es:

(M) (t) = S—— (111-9)

al suponer que lamasa durante el proceso de agregacion se conserva se debe cumplir:
m, = kmg (111-10)

sendo M, lamasa de una particula simple, a sustituir la expresion anterior en (111-9), se obtiene
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3
a ke (t)
(M), (t) = myK5—— (11-11)

]
a ck(t)
k=1

El numerador y denominador de esta ecuacion corresponden a los dos primeros momentos
de la distribucion; utilizando esta caracteristica tenemos que la masa promedio numeral del

conjunto de agregados, se puede expresar por larelacion:

(M), (1) = mg M“:(lt) - (111-12)

El momento M1 es una cantidad constante e igual a nimero inicia de particulas por
unidad de volumen gue se encuentran en € sistema coloidal, propiedad que se indicd en €
Capitulo Il. Por la forma en que se define la masa promedio numeral ( ecuacion (111-12) ), ésta

resulta ser apropiada para cualquier distribucion de particulas, la restriccion se presenta en €

momento de elegir una funcién para el ndmero total de particulas, M (t). Para dicha funcién

podemos utilizar cualquiera de las que se encuentran en la Tabla 11-2, funciones que son validas

para sistemas coloidales inicialmente monodispersos. Por gjemplo, si usamos e momento M (t)

correspondiente al kernel constante obtenemos

AM I
(my, (1) = m0§1+ > 1tg (111-13)
y usando la ecuacion (111-8), tenemos que €l radio es:
AM. ddf
(1) = RO§+ > 1t§ (111-14)
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con R, €l radio de la particula simple.

El modelo propuesto para €l radio promedio por Oliver y Sorensen [37], paral =0 es
similar a la expresion anterior, con la diferencia que en (111-14) el tiempo caracteristico esta
perfectamente definido, y es exclusivo para una cinética de agregacion controlada por e kernel

constante.

La masa promedio numeral correspondiente a una cinética controlada por el kernel suma,

se obtiene a sustituir el momento Mg (t) asociado a esta cinética en la ecuacion (111-12),

resultando

(m),, (t) = mg exp(SM 1t) (111-15)

al usar larelacion (111-8) se obtiene la expresion para el radio

s(t) = Ro[exp(SM 1) [V ¥ (111-16)

En esta ecuacion, al igua que en la propuesta por van Dongen [35 y 36] correspondiente a
| =1, vemos que e tamafio promedio de los agregados crece de forma exponencial con €l
tiempo. Este tipo de crecimiento esta asociado con la ACLR. De lo anterior, podemos proponer
que una cinética de agregacion controlada por € kernel Kj; = A +3(i +J) puede ser apropiada
para describir cinéticas que se encuentren en zonas intermedias alas cinéticas de ACLD y ACLR,
tal que para valores del coeficiente S menores que A predominaria la dinamica tipica de ACLD y
la cinética de agregacion limitada por reaccion se presentaria para valores de S >A. Con este fin

sustituimos la funcion del momento M (t) correspondiente a kernel Kjj = A +S(i+]) (ver

Tablall-2), en laecuacion (111-12) obteniendo parala masa promedio la funcion:
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(my, (t) = m01§1+— exp(SMyt) - SSU (11-17)

Para obtener €l radio de los agregados que crecen siguiendo la cinética controlada por €l kernel

combinacion lineal, usamos la ecuacion (111-8) dando lugar ala expresion

s(t) = R01 §[+——exp(8|\/llt) ?Su (111-18)

La masa promedio numeral asociada a la cinética controlada por e kernel Kjj = A +§(i + )

presenta los siguientes limites:

1
para tiempos menores que €l tiempo caracteristico t = w y S<A, tenemos
1

(my. (1) »m0§1+'\"21A 0

ecuacion gue corresponde a la obtenida para el kernel congtante.

1
. para S3 A vy tiempos mayores que =Yh la ecuacion (I11-17) se reduce a la
1

expresion equivalente obtenida para €l kernel suma, esto es

{mp, (t) » mgexp(SM t)

Ladesventgja que presentan las funciones (111-17) y (I111-18) asi como las correspondientes
al kernel suma, es que no se tiene una relacion del coeficiente S con pardmetros que caractericen
al sistema en estudio. Para eliminar esta restriccion en los siguientes apartados proponemos una

relacion de S con parametros caracteristicos del sistema coloidal.

79



[11-2 Tiempo Promedio de Formacién de Dobletes.
Una variable importante en los procesos de agregacion es el tiempo promedio requerido
en la formacion de agregados congtituidos por dos particulas simples, tiempo que denotaremos

por t,. Por ejemplo para procesos de agregacion controlados por €l kernel constante el tiempo

gue se requiere para la formacion de un doblete lo podemos calcular de la relacion (111-13), al

pedir que al tiempo t = t, se tengan agregados con una masa promedio igual a dos veces la masa

de una particula simple, es decir

AM; A0
2m0:m0§1+ L (111-19)
despgjando té , tenemos
A_ 2
t5 _AMl (111-20)

donde estamos utilizando €l superindice "A" para indicar que este tiempo esta asociado al kernel
constante, el tiempo té es igua que € tiempo caracteristico de la Tabla I1-3 para €
correspondiente kernel constante. De la ecuacion anterior notamos que la formacion de dobletes
seré favorecida conforme se aumenta la concentracion inicial de particulas.

El tiempo requerido en la formacion de agregados formados por dos particulas simples
cuando la dindmica esta gobernada por €l kernel suma, se obtiene a partir de la ecuacion (111-13),

resultando

tgzsmilm(z) (111-21a)
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en este caso, este tiempo no corresponde exactamente al tiempo caracteristico de Tabla 11-3, solo

de forma aproximada

t5» (11-21b)

nuevamente el superindice "S" es para recordar que este tiempo corresponde a un proceso donde

el kernel que controla la agregacion es d kernel suma.

Para el kernel, K ; =A +S(i +]), que es una combinacion lineal de los kernel constante

y suma, el tiempo para laformacion de doblete es:

1 1
t2 =——|nll+

i
—y. [11-22
SM, 1 1+A/2s¥> (I1-22)

Donde esta ecuacion presenta los siguientes limites:
. s A<<2S entonces, € tiempo dado por la ecuacion anterior se reduce a la

expresion correspondiente al tiempo para formacién de dobletes controlados por €l

1

S

kernel sumat> =——1In(2) ;
SM,

[I. por otra parte, cuando A >>2S la ecuacion (111-22) se puede reescribir
1 1, 2Su
to =——Inl1+—yY,
2 s, A D

. 2S _ .
0 bien, tomando en cuenta que X <<1, es posible desarrollar € logaritmo en

: _ 28 _ L
serie de potencias para N y a cortar la serie en el termino lineal, tenemos
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{, =2
27 AM,

gue corresponde a tiempo té , caracteristico de los procesos de ALD.

[11-3 El Coeficiente S

En e Capitulo anterior se indicd que e kernel constante depende Unicamente de
pardmetros relacionados con la fase continua del sistema coloidal y omite parametros como
pueden ser el tamafio y la geometria de las particulas o bien del potencial de interacciéon entre
ellas, parametros que estan relacionados con la fase dispersa. Ademés este kernel presenta dos
contribuciones: una que esta relacionada con la probabilidad de que dos particulas del mismo
tamafo se puedan aproximar una a otra cuando €l potencial de interaccion entre éllasesnulo y la
otra con la probabilidad de que dos particulas puedan dar lugar a un agregado cuando €l sitio
activo A de unade ellas se une con €l sitio activo B de la otra. Por consiguiente para que se de un
agregado, que este controlado por una dindmica asociada a un kernel constante, se deben
presentar dos eventos que son independientes, € evento de aproximacion entre las particulas y €l
evento de union del sitio activo A de una particula con € sitio activo B de la otra. De aqui que la
probabilidad de que se forme un agregado es proporciona al producto de las probabilidades, esto

€S
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gorobabilidadde u | . € probabilidad u
e ., 0 Sorobalilidad de Le a
gormaciondeun (| € _ Ug deformar una [
2 » roximarse una B !
?@gregado entre H é‘ap %unlon A-B entre H
A _ 4 @aotracuandoU =005 _ 7
&articulas igualesH LEpartlculas lineales

gue es la probabilidad de que se forme un agregado entre dos particulas lineales del mismo
tamafio que presentan un sitio libre A y uno B cuando entre ellas el potencia de interaccion es

nulo. Para este caso €l kernel de agregacion es de laforma:
K ij :Adifusiva* Ageométrica (”I'23)

gue de acuerdo con las ecuaciones (11-33) y (11-33a) estas cantidades son constantes y por

consiguiente el producto también es constante.

Sin embargo, cuando existe un potencial de interaccion entre las particulas, la dindmica no

esta controlada por el kernel congstante, en este caso tenemos que recurrir a la constante de

K
agregacion lenta dada por la ecuacion (11-28), es decir K =—L donde W es d factor de

estabilidad que depende del potencia de interaccion entre las particulas, y K, esla constante de

agregacion rapida para particulas del mismo tamafio, que de acuerdo con el Capitulo 11, esigual a
kernel constante y depende exclusivamente del medio continuo. En este caso la probabilidad de
que se forme un agregado entre particulas del mismo tamafio es proporcional a producto de la
probabilidad de que se aproxime una particula a otra cuando entre ellas existe un potencial de
interaccion, con la probabilidad de que se forme una union entre un sitio activo A con un sitio

activo B de particulas lineales, esto es
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éorobabilidadde U . & probabilidad U
€ . u goroballlldad de w u
gormaciondeun (| € _ Ug deformar una (
A { roximarseuna Ug . {
gagregado entre H» g %unlon A-B entre H

5
A _ éotracuandoU?® 00z | _
&articulasigualest LEpartlculas linealesH

El kernel que controla esta cinética esta dado por:

K ij = (Adifusiva/W)* Ageométrica (|||'24)

gue es equivalente a la constante de agregacion lenta.

Sin embargo, €l kernel usado para obtener la masa promedio en la ecuacion (111-18) esla
combinacion lined entre el kernel constante y el kernel suma. Recordando que €l kernel constante
esta asociado con la union de particulas que presentan un sitio libre A y un sitio libre B, y €
kernel suma se asocia con particulas que presentan dos o mas sitios libres B con un sitio libre A.
Por consiguiente, podemos generalizar €l kernel anterior si suponemos que la estabilidad es igual

para cualquier par de particulas, obteniendo.
K ij = (l/ W)(A difusi* Ageométrica + Sdifusa* Sgeométrica)

De acuerdo con las ecuaciones (11-33a) y (11-35) la parte geométrica del kernel constante es
A geométrica = 2+ Y Sgeomerrica » | +] 5 1 correspondiente a kernel suma, Esto permite escribir €

kernel anterior en laforma

Kij = (L W)(2A gitusa + Saitusall +1)) (111-25)

Anteriormente se indicd que la parte difusa del coeficiente S es desconocida. Para tener

una expresion para este pardmetro podemos suponer que dicho parametro presenta una



dependencia funcional con la distancia entre las superficies de las particulas y con la seccion
transversal;. Ademés, de que sus unidades tienen que ser las mismas que las del coeficiente
asociado con el kernel constante.

En el movimiento difusivo, €l tiempo que le toma a una particula recorrer la distancia que
separa su superficie con la superficie de otra particula Ho es proporciona a cuadrado de la
distancia t » HOZ. Por otra parte, de acuerdo con la ecuacion (I111-21) el tiempo correspondiente
para tener una poblacién promedio formada por dos particulas simples es inversamente

proporcional al coeficiente S, de aqui podemos suponer que dicho coeficiente es inversamente

proporcional a la distancia entre las superficies de las particulas a cuadrado, es decir S» 1/ H 02 :

Al exigir que tenga las mismas dimensiones que € coeficiente A y al considerar que la distancia

caracteristica de la particula es el radio obtenemos que & coeficiente suma esta dado

sendo €l radio de la particula, que es la distancia caracteristica de la particula relacion que nos
indica que las unidades de S son las mismas que las de A. En forma gproximada tenemos que €l

coeficiente S esta dado por

R2
S= AF (111-26)
0

sustituyendo esta ecuacion en (111-25) resulta
2 A
Kij :(l/W)[ZAdifusa"'(R I'Ho?) (A difusa)i +J)] (11-27)

El kernel anterior es equivalente a a kernd K i = A + (i + j); usado para obtener la expresion

del radio promedio (ecuacion (111-18). Para obtener una ecuacion equivalente para € kerndl (I11-

27) basta con hacer las siguientes sustituciones en la expresion (111-18)
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obteniendo
1/ df
s(t)= RO{(L+ h? 1 2)exp(AgitusaM  / WH?) - i/ 2} (11-31)

H
donde estamos definiendo h =—2 y de acuerdo con €l Capitulo |1, la constante A esta dada por

Ro
la ecuacion A gifuss =16pDR 0 bien a hacer uso de la relacion de Stokes - Einstein
A=K
difusa 3h0-

La ecuacion (111-31) es funcion de los pardmetros; distancia entre las particulas coloidales
y ddl factor de estabilidad, donde éste ultimo se relaciona con el potencial de interaccion que esta
presente entre dichas particulas, parametros que no se encuentran en los modelos para el radio
gue son reportados en la literatura. Al conocer la viscosidad, la energia térmica, la concentracion
en numero de las particulas y su radio. Los parametros libre de la ecuacion (111-31) se reducen al
factor de estabilidad y la dimension fractal. Esta ecuacion es el modelo matematico propuesto en

este trabajo con el que se analizaran resultados experimentales en €l Capitulo V.
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Capitulo 1V

Desarrollo Experimental

El modelo propuesto es usado para anadlizar dos conjuntos de experimentos; uno
corresponde a experimentos gque se encuentran en la literatura; particularmente interesante es el
trabajo realizado por Z. Zhou y B. Chu [38], estos autores analizan la cinética de agregacion de
particulas de poliestireno inducida por cloruro de sodio NaCl. Para este sistema se reportan
valores de la dimension fractal y del potencial de Stern para cuatro diferentes concentraciones de

NaCl.

Los datos que se utilizan en este trabajo para ser gustados con el modelo propuesto son
extraidos de las figuras 3, 4, 5y 6 que corresponden a dindmicas de agregacion inducidas por 0.75
mol/dm3, 0.50 mol/dm3, 0.40 mol/dm3 y 0.30 mol/dm3 de NaCl respectivamente y a una
concentracion en ndmero de particulas de poliestireno de 1.53 x 1012 particulas’cm3 con un

diametro aproximado de 41 nm.

IV-1 Material
Las particulas usadas para estudiar la dinamica de agregacion fueron preparadas usando la técnica

de sol-gdl como describen Pacheco y Rodriguez [40]. Los soles que obtienen son derivados de los
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reactivos. Isopropoxido de Aluminio (AIP) y de Tetraetil Ortosilicato (TEOS) por lo que estos
soles se conocen como soles AIP-TEOS. La solucion obtenida presenta una concentracion en
masa de particulas sdlidas de 1.4x10-3 gr/cm3 suspendidas en etanol; la concentracion obtenida es
cuasimonodispersa con un didametro aproximado de 50 nm como puede apreciarse en la Figura | V-
1y con un pH de 9. Las muestras subsecuentes que se usaron fueron derivadas de esta a tomar
diferentes cantidades de muestra y diluirlas en etanol (Baker, grado reactivo) La fluculaciéon es
inducida por la agregacion de una solucién de nitrato de cobre o solucién de nitrato de cromo a

una concentracion de 1000 ppm.

Intensidad

4 9 22 56 127
Didmetro (nm)

Figura | V-1. Intensidad de luz dispersada contra tamafio de particulas

La concentracion en nimero de particulas es de 2.67x1013 particulas/cm3; esta cantidad se
obtiene al considerar que las particulas coloidales presentan una densidad similar a la del medio

continuo, es decir
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donde: r¢:=densidad del fluido o densidad del medio continuo

y
I o:= densidad de la particula

a considerar que la densidad es igual a cociente entre la masa y € volumen ocupado, la masa de

una particula simple esta dada por la relacion
Mg »r Vg (Iv-1)

con Mg lamasa de la particulay V e volumen de la particula. La concentracion en nimero de

particulas Cq de un sistema coloidal monodisperso esta asociado con la concentracion en masa r

através delarelacion:

r
Co =_Mm (Iv-2)

al sustituir en esta la ecuacion (1V-1) obtenemos

I'm
Co = (VI-3)
° rtVo

a considerar particulas esféricas se puede sustituir e volumen por la relacion V :E Dy, con
Dy el didmetro de la particula, obteniendo

6 I'm
pDo° ¢

Co = (IvV-4)
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Para € sistema de interés tenemos gue la concentracion en masa de particulas es igua a

m=1 4x10'3 g/cm3, la densidad del medio continuo y e diametro de las particulas son:
r;=0.87 g/cm® y Dy =5.0x10"° cm respectivamente. Al sustituir las cantidades anteriores

en la ecuacion (1V-4) obtenemos que la concentracion en nimero es Cq = 2.45x10" particulas

por centimetro cubico, cantidad que fue indicada anteriormente.

IV-2 Preparacion de lasmuestras

El conjunto de sistemas en estudio se organizé en dos grupos; en uno la floculacion fue
inducida con una solucion de nitrato de cobre 'y en el otro con una solucion de nitrato de cromo, la
concentracion en ambas soluciones fue de 1000 ppm. El grupo correspondiente al nitrato de cobre
se formé con diferentes cantidades de la muestra original de sol (2.5, 3.0, 3.5ml) diluidos en 10 ml
de etanol, en cada una de las soluciones anteriores la floculacion fue inducida usando diferentes
cantidades de floculante. Por gjemplo, en e sistema formado por 2.5 ml de sol y 10 ml de etanol se
usaron 370, 400 y 430 pl de nitrato de cobre, (esto implica que € sistema de 2.5 ml de sol con 10
ml de etanol se preparo tres veces) cantidades que se encuentran por abgo de la constante de
floculacion critica CFC, constante que fue medida previamente por Pacheco y Rodriguez [39]. El
conjunto completo de nitrato de cobre seresume en laTablalV-1.

Para el conjunto de nitrato de cromo se usaron (1.5, 2.0, 2.5, 3.0, 3.5 ml) de sol diluidos en
10 ml de etanol. Con € objetivo de variar la rapidez de agregacion cada uno de los sistemas
anteriores se prepard de cuatro a cinco veces y en cada uno de éstos se usaron diferentes

cantidades de nitrato de cromo. Este conjunto se encuentraresumido en la TablaV-2.
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Tabla 1 V-1. Sistemas para los cuales se estudio |a cinética de agregacion coloidal inducida
por cobre. En la primer columna se muestran las cantidades de sol diluidas en los 10 ml de
etanol, en la segunda se tienen CFC y en la tercer columna se muestran las cantidades de

floculante utilizadas en cada sistema

AIP-TEOS CFC (ub Concentraciones de
(cmd) nitrato de cobre ()
1.5 300
2.0 400
2.5 500 370, 400, 430
3.0 600 410, 440, 500, 530
3.5 700 390, 420, 450

Tabla | V-2. Sistemas preparados para estudiar |a cinética de agregacion inducida con cromo.

AIP-TEOS CFC (ub) Concentraciones de
(cmd) nitrato de cromo (pil)
1.5 300 200, 220, 240, 260
2.0 400 320, 370, 4 20, 450

2.5 500 400, 470, 500, 520, 550

3.0 600 480, 510, 540, 570, 630

3.5 700 350, 600, 630, 700, 750
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V-3 Medicién por dispersion deluz

La formacion y e crecimiento de los agregados fue monitoriado usando la técnica de
dispersion de luz dinamica. La funcién de correlacion temporal de la intensidad de luz dispersada
fue obtenida con un correlador digital marca Brookhavent Instrumen, modelo BI-90. La fuente de
luz utilizada fue un laser de argon operado a una longitud de onda de 488 nm, €l fototubo detector

se gjusto a un angulo de 900 relativo a haz incidente.

El promedio temporal del producto de campos eléctrico dispersados evaluados a tiempos
diferentes se conoce como funcién de correlacion temporal del campo eléctrico dispersado. Esta
funcién de correlacion temporal obtenida de la dispersion de luz es gustada a una funcién de
cumulantes de segundo orden [43] para obtener € radio hidrodinAmico promedio Rnp de los
agregados. Por otra parte, el radio hidrodindmico esta asociado con el coeficiente de difusién D a

través de larelacion de Stokes-Einstein

KT
6phD

h:

n
donde h es la viscosidad del medio continuo, kT la energia térmica, y D =—, con D e
q

coeficiente de difusion traslacional, pu €l primer cumulante y q la magnitud del vector de

transferencia de momento respectivamente, el cual esta dado por la relacion:
q=|k;- kil

sendo k; el vector de onda del haz incidente y ks el vector de onda del haz dispersado. La

magnitud del vector de transferencia de momento puede calcularse en funcién del angulo de
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dispersion g, siendo q e angulo entre & haz incidente y la direccién de observacion del haz
dispersado.

4pn
q="sen(q/2)

| o

siendo n el indice de refraccion del medio continuo, | o lalongitud de ondadelaluzy g e angulo

entre el haz incidente y el dispersado. Todos los experimento se realizaron a temperatura ambiente.
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Capitulo V

Resultadosy Discusiones

V-1 Resultadosde TrabajosdelaLiteratura

Al gustar los datos con la ecuacion (111-31), obtenidos de los graficos reportados por Z.
Zhou y B. Chu se obtienen valores de la dimension fractal df y el factor de estabilidad W,
cantidades que se encuentran registrados en las Tablas V-1 y V-2. Para poder realizar los gjustes
Se requiere conocer previamente la concentracion en nimero de particulas del medio disperso y €
tamario de las particulas simples, entre otras cantidades. En la Tabla V-1 ademas de la df obtenida
del modelo se muestran los valores reportados por Z. Zhou y B. Chu; ellos reportan dos valores
uno que proviene de gustar sus resultados con la ecuacion R »tlloIf en este caso lo Illaman
aproximacion cinética, el otro valor lo obtienen por dispersiéon de luz estética el valor obtenido por
este método se conoce como: aproximacion estructural. En la Tabla V-2 indicamos € factor de
estabilidad obtenido por el modelo y € obtenido al integrar numéricamente las curvas de potencial

reportadas en la Figura 9 del trabajo de Z. Zhou y B. Chu.
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Tabla V-1 Dimension fractal de agregados de poliestireno a diferentes concentraciones de
NaCl. En la primer columna se tienen las diferentes concentraciones de floculante, en la
segunda se indica la dimensién fractal que es obtenida al gjustar los datos con @ modelo

presentado en este trabajo y en la tercer y cuarta columna se reproducen los resultados

reportados por Z. Zhou y B. Chu

NaCl df df aproximacion | df aproximacion
(mol/ dm3) | Ec. (111-31) cinética estructural

0.30 2.29 * 2.15

0.40 2.09 1.27 2.14

0.50 2.09 152 2.05

0.75 1.93 1.89 1.92

Tabla V-2. Caracteristicas de la agregacion cinética. Se muestra en la segunda columna
factor de estabilidad obtenido con e modelo, en la tercer columna setiene el factor de estabilidad
obtenido de integrar numéricamente las curvas de potencial dela Figura 9 del trabajo de Z. Zhou
y B. Chu

NaCl w w
(mol/ dm3) Ec (111-31) Reportado

0.30 9.27 19.89

0.40 7.09

0.50 7.21 19.42

0.75 5.76 19.17
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Tabla V-3. Caracteristicas dd factor de estabilidad normalizado

NaCl W (normalizado) | W(Normalizado)
(mol/ dm3) Ec (111-31) Reportado

0.30 1.61 1.04

0.40 1.23

0.50 1.25 1.01

0.75 1.00 1.00

De la Tabla V-1 notamos que la dimension fractal obtenida a través del modelo esta en
buen acuerdo con la obtenida por dispersion de luz estética, segun lo reportan Z. Zhou y B. Chu;
este comportamiento se puede apreciar en la Figura V-1, comportamiento que es de esperarse ya
gue al aumentar €l concentracion de floculante se abate la magnitud de la doble capa'y su maximo
disminuye trayendo como consecuencia que las particulas se aproximen una a otra 'y se agreguen
instantaneamente formando agregados con estructuras porosas y de baja dimension fractal. En el
caso contrario, cuando la concentracion de NaCl es baja, el maximo del potencial de interaccion es
grande en comparacion con la energia térmicay en este caso se requieren de varios acercamientos
entre las particulas antes de producir la union; en este caso los agregados presentan una estructura
mas compactay su dimension fractal es grande.

El factor de estabilidad entre las particulas disminuye con €l incremento en la concentracion
de NaCl, como se puede apreciar en la Tabla V-2. En esta Tabla se muestra la estabilidad obtenida
por e modelo (segunda columna) y la correspondiente al integrar numéricamente las curvas de
potencial que se reportan en trabgo Z. Zhou y B. Chu (tercer columna). Se observa que la

estabilidad, obtenida por ambos métodos disminuye al aumentar la concentracion de NaCl, pero la

96



correspondiente estabilidad obtenida por el modelo es menor que la obtenida por integracion
numérica de las curvas de potencial. Sin embargo, es posible normalizar ambos conjuntos de datos
y poder redizar un andlisis comparativo, normalizacion gque se realiza en la Tabla V-3; y en la
Figura V-2 se muestra el comportamiento del factor de estabilidad en funcion de la concentracion
de NaCl, en esta Figura se puede apreciar que la estabilidad producida por integracién numérica
presenta un cambio muy pequefio con e incremento de NaCl, mientras que la estabilidad obtenida
del modelo es més sensible con la concentracion de NaCl. El patron de estabilidad obtenido por el

modelo es similar a obtenido por otros investigadores [49]

df (modelo)
—— df (Apro. estruc.)
2,5 . .
d 20
1,5

0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
NaCl (mol/dm 3)

Figura V-1. Comportamiento de la dimension fractal en funcion de la concentracion de
NaCl. Se presentan los resultados obtenidos con e modelo y los valores reportados por Z.
Zhouy B. Chu.

97



—a— Reportado

2.0

1.5
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0'8.2 0.3 04 405 0.6 0.7 0.8

NaCEmol/dm 3)

Figura V-2. Comportamiento del factor de estabilidad contra la concentracion de cloruro de
sodio. Se presentan resultados que son obtenidos del gjuste y los valores reportados en la
figura 9 del trabajo de Z. Zhou y B. Chu.

V-2 Resultados del Proceso de Agregacion

El efecto de la concentracién de nitrato de cobre y de nitrato de cromo en el crecimiento de
los agregados se muestra en las Figuras V-3 'y V-4 donde € radio hidrodinamico de los agregados
es analizado como una funcion del tiempo; € inicio del experimento se toma en € momento
cuando se le agrega €l floculante. En la Fig. V-3 la rapidez de agregacion es controlada por la
concentracion de nitrato de cobre en la dispersién y en la Fig. V-4 por nitrato de cromo.
Dependiendo de la concentracion de floculante se tienen diferentes razones de crecimiento, en la
Figura V-3 se presenta la cinética de agregacion para € sistema formado por 2.5 ml de sol de AlP-
TEOS en 10 ml de etanol para las cantidades de 370, 400 y 430 ul de nitrato de cobre, € perfil
gue se presenta es €l tipico de estos sistemas de agregacion coloidal. Cuando la concentracion de
nitrato de cobre es de 370 pl se tiene una razon de crecimiento lenta ya que alcanza un radio

cercano alos 0.8 um en un tiempo aproximado de 20 min. Por otra parte, cuando se adicionan 430
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pl de nitrato de cobre el tamafio de los agregados alcanza un radio de aproximadamente 1.2 pum en
un tiempo de tan solo 6 min, es decir que en un tiempo gue es una tercera parte del caso anterior
alcanza un tamafio que es a rededor de un 50% mas grande. Finalmente cuando la concentracion
es de 400 pl la dindmica que se presenta es una dinamica intermedia a las dos anteriores. La misma
situacion se presenta en laFig. V-4, en donde se utilizo como floculante nitrato de cromo.

Cada una de los sistemas mostrados en las Figuras. V-3 y V-4, y los indicados en las
TablasV-1y IV-2 se gjustan con laecuacion (111-31). Pararealizar €l ajuste es necesario conocer,
previamente, la concentracion en numero Cy de cada uno de los sistemas al tiempo inicial, estas
concentraciones se obtienen en base a la concentracion del sistema origina ya que los nuevos

sistemas son obtenidos como diluciones de este, otra cantidad importante es el cociente:

h=t

Ry

siendo R el radio de las particulas y H La distancia entre las superficies de dos particulas vecinas,

cantidad que esta dada por la distancia entre sus centros, gque es igual a inverso de la raiz cibica

de la concentracion nimero, menos dos veces €l radio de las particulas, esto es.

1

{eo

H: ‘ZRO

La concentracion y la variable h estén tabuladas en la Tabla V-4. Paraindicar la concentracion en

ndmero estamos haciendo uso del simbolo M ¢; la razon de usar este es en base a estudio hecho

en el Capitulo 11 correspondiente alos momentos de la distribucién de particulas.
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Tabla V-4.- Se muestran las concentraciones en nimero de particulas M 1, para las

diferentes disoluciones de sol, y seindicala separacion entre particulas en veces € radio dela

particulasimple R

Sol (cm3) M ;x1012 Particulas/cm3 h
15 3.48 24.4
2.0 4.45 22.3
25 5.34 20.9
3.0 6.16 19.8
3.5 6.92 18.9

Al gjustar los datos experimentales con la ecuacion (111-31) se dejan dos parametros libres,

estos son: la dimension fractal df y el factor de estabilidad W entre dos particulas. Los resultados

del conjunto de sistemas formados por 10 ml de etanol y 2.5 ml de sol de AIP-TEOS floculados
con nitrato de cobre se encuentran resumidos en la Tabla V-5, y los pardmetros df y W
correspondientes al conjunto de sistemas de 10 ml de etanol con 2.0 ml de sol que son floculados

con diferentes cantidades de nitrato de cromo se encuentraen la TablaV-6

Tabla V-5. Vadores obtenidos de los parametros df y W a gustar los sistemas
experimentales de 10 ml de etanol con 2.5 ml del sol de AIP-TEOS floculados con nitrato de

cobre. El gjuste serealiza con laecuacion (111-31)

Cobre Dimension Fractal | Factor de Estabilidad
(1) df W
370 2.39 30.42
400 2.28 4.99
430 2.18 2.70
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Tabla V-6. Vaores obtenidos de |os parametros df y W al gjustar con la ecuacion (111-31)
conjunto de sistemas formados por de 10 ml de etanol con 2.0 ml del sol de AIP-TEOS y

floculados con nitrato de cromo.

Cobre Dimension Fractal | Factor de Estabilidad
(1) df w
320 2.48 129.28
370 251 100.65
420 2.32 12.57
450 214 0.93

En la Figura V-5 se muestra el comportamiento de la dimension fractal en funcion de la
concentracion de nitrato de cobre para el mismo sistema utilizado en la Figura V-3, mientras que la
dimension fractal correspondiente al conjunto de sistemas de la Figura V-4 se encuentran
graficados en la Figura V-6.

El factor de estabilidad W obtenido de los gjustes para cada uno de los sistemas indicados
en las Figuras V-3 y V-4. se encuentran graficados en las Figuras V-7 y V-8 respectivamente, en
estas se observa que €l factor de estabilidad disminuye al aumentar la concentracion de floculante,
comportamiento que es de esperarse ya que € sistema esta estabilizado por cargas eléctricas,

cargas que son neutralizadas con los contraiones del floculante.
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Figura V-3. Crecimiento dd radio de los agregados coloidales en funcion del tiempo para

el sistema formado por 10 ml de etanol y 25 ml de sol de la muestra origina, las

concentraciones de nitrato de cobre van de 370 a 430 .

—— 320 ul
—— 370 pl

—— 420 ul
1210 ° b
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Figura V-4. Perfil de agregacion para e sistema constituido por 2 ml de sol en 10 ml de

etanol paralas concentraciones de 320, 370, 420 y 450 pl de nitrato de cromo.
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Figura V-5 Se muestra e comportamiento de la df en funcion de la concentracion de

nitrato de cobre para el sistemaindicado en la FiguraV-3.

2,6
25 I

d 24

22

21 1 1

300 350 400 450
cromo (ul)

Figura V-6.- Se muestra el comportamiento de la df en funcion de la concentracion de

nitrato de cromo para el sistema mencionado en la FiguraV-4.
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Figura V-7. Factor de egtabilidad en funcién de la concentracion de nitrato de cobre
correspondiente a sistema discutido en la Figura V-3. Se observa que a factor de estabilidad
tiende a cero conforme se aumenta la concentracion de nitrato de cobre.
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Figura V-8 Factor de estabilidad en funcion de la concentracion de nitrato de cromo

correspondiente a sistema discutido en la Figura V-4. Se observa que al factor de estabilidad

tiende a cero conforme se aumenta la concentracién de nitrato de cromo.

104



El comportamiento de la dimension fractal para € conjunto de sistemas floculados con
nitrato de cobre es mostrado en la Figura V-9, en esta podemos notar que independientemente de
la concentracion de particulas dispersas en el medio, la dimension fractal presenta una tendencia a
disminuir conforme se incrementa la concentracion de floculante (nitrato de cobre). Por otra parte,
la rapidez de cambio en d; se reduce a aumentar la concentracién de sol en € sistema; esta
propiedad se muestra en la Figura V-11. El comportamiento de la dimension fractal para €l
conjunto de sistemas donde la floculaciéon es inducida con nitrato de cromo se muestran en la
Figura V-10, agui podemos observar que la dimension fractal para todos los sistemas disminuye al
incrementarse la concentracion nitrato de cromo, comportamiento que es similar a presentado en
el conjunto de floculacion con nitrato de cobre. Aunque, a diferencia del conjunto anterior en este
la rapidez de cambio en la dimension fractal se incrementa con € incremento en la concentracion

de particulas sdlidas en el medio, propiedad que se observa en la FiguraV-12.

El factor de estabilidad para de floculacion inducida con nitrato de cobre se muestra en las
Figura V-13 y en la Figura V-14 para € sistema correspondiente a la floculacion con nitrato de
cromo; en ambos sistemas € perfil de factor de estabilidad en funcidn de la concentracion de
floculante similar a los reportados en la literatura; en ambos sistemas el perfil de factor de
estabilidad en funcion de la concentracion de floculante es similar a los reportados en la literatura

[49]
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Figura V-9.- Se muestra e comportamiento de la dimension fractal para los sistemas 2.5,

3.0, 3.5 ml de s0l, en funcién de la concentracion de nitrato de cobre.
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Figura V-10.- Se muestra el comportamiento de la dimension fractal paralos sistemas 1.5,

2.0, 2.5, 3.0, 3.5 ml de sol, en funcién de la concentracion de cromo.
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Figura V-11. Se nota la rapidez con la que cambia |la pendiente de la dimension fractal al

variar las concentraciones de nitrato de cobre en funcion de la concentracién de sol.
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Figura V-12. Senotalarapidez con la que cambiala pendiente de la dimension fractal al variar las

concentraciones de nitrato de cromo en funcién de la concentracion de sol.
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Figura V-13.- Se muestrael comportamiento del factor de estabilidad paralos sistemas 2.5,

3.0, 3.5 ml de s0l, en funcién de la concentracion de cobre.
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Figura V-14 Se muestra el comportamiento del factor de estabilidad para los sistemas 1.5,

2.0, 2.5, 3.0, 3.5 ml de sol, en funcién de la concentracién de cromo.
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Capitulo VI

CONCLUSIONES

Al usar la definicién de momentos Mn(t) de la ecuacion de Smoluchowski permite obtener
de manera sencilla las posibles soluciones de dicha ecuacion. Se encuentra que esta ecuacion tiene
solucién andlitica exacta para los kernel constante, suma, producto y combinaciones lineales de
estos kernel, propiedad que es conocida en la literatura [32, 40, 46] esto es posible ya que para
estos kernel las ecuacion correspondiente a agregados de orden n depende de las soluciones de las

ecuaciones correspondientes a agregados de orden menor an.

La forma funcional de la ecuacion obtenida para €l tamafio promedio de los agregados
correspondiente al kernel constante es semegante a la ley de potencias que presenta el crecimiento
de los agregados que se encuentran en € limite de agregacion controlada por difusion. Por otra
parte, la ecuacion gue se obtiene de la solucion ala ecuacion de Smoluchowski correspondiente al
kernel suma presenta una forma funciona exponencial, comportamiento que es similar a la

agregacion que se encuentra en €l limite reactivo.
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Al considerar que cualquier otra agregacion se encuentra dentro de los limites de
Agregacion Coloidal Limitada por Difusion (ACLD) y Agregacion Coloidal Limitada por
Reaccion (ACLR) permiti6 aprovechar la solucion de la ecuacion de Smoluchowski
correspondiente a kernel combinacion lineal entre € kernel constante y kernel suma como posible

modelo matematico paratratar cualquier otro tipo de agregacion coloidal

Al reconocer gque el kernel constante y suma estan relacionados con € nimero de posibles sitios de

union entre los coloides nos obligd a consderar e factor de edabilidad de Fuchs

U
5 27
Wij =(R;+ Rj) Olr T como posible via para introducir €l potencial de interaccion

R,+R,
entre las particulas, es decir que € nuevo kernel toma en cuenta dos aspectos: la forma en que se
unen las particulas y la probabilidad que tienen para aproximarse una a otra, probabilidad que esta
relacionada con €l potencial de interaccion. sin embargo el encontrar solucion andlitica para este
nuevo kernel es en extremo imposible, ya que los potenciales que se reportan en la literaturay que
corresponden a cuerpos gue tienen una geometria sencilla presentan formas exponenciaes, a esto
hay que anexar que los potenciadles que nos interesan estén relacionados con estructuras mas

complejas que una esfera o una placa

De los gjustes experimentales que se realizaron fue posible obtener valores del factor de
estabilidad entre las particulas y de la dimension fractal, aun cuando estos valores son similares a
los reportados por varios autores es importante realizar mas experimentos de agregacion para
estudiar la dimensién fractal y del potencial Z para tener mayores elementos de evaluacion del

modelo.

La dimensién fractal disminuye con e incremento de la concentracion de floculante, sin

embargo en la Figura V-6 se observa que la dimension fractal presenta un valor maximo.
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Se plantea redlizar experimentos de agregacion coloidal usando las técnicas de dispersion
de luz estética y del potencial Z para analizar € comportamiento de la dimensién fractal y del

potencial en funcion de la valencia del floculante.

El modelo del tamafio promedio de los agregados se obtuvo con ayuda del concepto de
momentos. En la definicién de estos se emplean sumatorias donde € indice de la suma toma
valores de uno a infinito este indice esta relacionado con e nimero de particulas simples que
forman € agregado. Sin embargo, a inicio de la agregacion la poblacion esta constituida por
agregados que tienen muy pocas particulas smples y en este caso no es muy apropiado usar €l

modelo

Se tiene programado modificar €l modelo, para esto se podria usar € concepto de

momentos parciales otra posible modificacion es a considerar interacciones entre tres particulas.

Ademas s planea estudiar la polidispersidad de la poblacién de agregados.
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Apendice |

Al-1 Propiedades de los momentos MQ(t) y M 2(t).

Los momentos de la distribucion de agregados coloidales presentan ciertas propiedades
gue son de gran apoyo durante el estudio del tamafio de los agregados. Las funciones asociadas a
la variacion temporal de los momentos Mo(t) y M2(t) se obtienen a través de la ecuacion (11-39).

Paran=0 setiene

Moy =2 g{(iﬂ)o- i% - j%¥Kiici (e @)
dt o ° 2,0 A

o bien, a desarrollar &l binomio resulta
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¥
LRy (t) =- lé_ K.ci (t)c;(t) (Al-1)
dt 0 2ij:1 ijvi j

y paran=2

¥
o)

M0 = & K00 A1-2)
ij=1

En la deduccion de estas ecuaciones no se hace mencion a algun kernel en particular, de
agui que estas ecuaciones sean validas para representar la rapidez de cambio de los momentos de
la distribucién de la poblaciéon de agregados para cuaquier sistema de agregacion coloidal. Sin
embargo a igual que la ecuacion de Smoluchowski Unicamente presentan solucion analitica exacta
para los kernel constante, suma, producto y combinaciones lineales de estos. A dichas soluciones

esta dedicado e presente Apéndice.

Al-2 Momentos para el Kernel Constante.
Al sudtituir Kjj =A en la ecuacion (Al-1) se obtiene que la variacion temporal del

momento Mg es:

113



d

Ad g
aMO(t) - qu(t)jach v o

En el Capitulo Il se vio que los momentos de la distribucion estan representados por la

relacion:

¥
Ma(t) = a i (1), (Al-4)
i=1

al emplear estd con n = 0 en la ecuacion (Al-3) resulta:

Iv.t=-2wm.2
5 Mo®=-Mo*(1). (AI-5)

Esta ecuacion diferencial de primer orden se puede resolver facilmente, para lo cual evocamos

algunas de las propiedades que presentan los momentos. De la ecuacion (11-42) tenemos que a

tiempo inicial t* =0 todos los momentos coinciden con e primer momento, de aqui que en un

......

Mo(t9) =M, para t" =0 (Al-5-3)

ya que M, es una constante e igual a numero de particulas iniciales que se encuentran en €l

sistema monodisperso. A un tiempo posterior t” =t la distribucién esta dada por
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Mo (t) =Mg(t) parat’=t (Al-5-b)

Al multiplicar por la diferencial del tiempo en ambos miembros de la ecuacion (Al-5), se

obtiene;

dMg(t) _ A

=- —dt
Mg2(t) 2

esta es una ecuacion del tipo de variables separables, por consiguiente al aplicar la operacion de

integracion por ambos miembros resulta:

integrando esta ecuacion sujeta a las condiciones (Al-5) se obtiene:

M,

Mqp(t) = —————
O() l+%|\/|1t

(Al-6)

funcién que nos da el nimero de agregados por unidad de volumen que se encuentran en el medio

aun tiempo t.
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Para obtener el segundo momento de la distribucion correspondiente al kernel constante,

sustituimos éste en la ecuacion (Al-2) resultando,

d

A S 3
M2 =27 a icma ict)

i=1 ji=1

nuevamente al hacer uso de la definicién de la distribucién de momentos, ecuacion (Al-4), pero en

este caso con n=2 se obtiene;

d

— Mo (t)=AM ;2
p 2(t) 1

aqui € miembro derecho es una constante ya que tanto € coeficiente A y M1 son constantes,
propiedad que permite obtener una solucién con relativa facilidad.
Al multiplicar esta expresion por la derivada temporal y aplicando la operacion de

integracion en ambos lados de la igualdad resulta:
(M (t) = AM4? Cdt¢ (Al-7)

Las condicién inicial y de frontera correspondientes a la presente ecuacion se obtienen al recordar

gue se trata de un sistema monodisperso y por consiguiente al tiempo inicial se debe cumplir que
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el segundo momento de la distribucidn corresponde a la constante M1 que es idéntica al nimero

inicial de particulas que se encuentran en el sistema, esto es:
Mo(t)=M, para t'=0 (Al-8a)
y aun tiempo posterior es segundo momento estara dado por M2, es decir
Mo (t) =M, (1) para t'=t (Al-8b)
Al evaluar la ecuacion (Al-7) enlos limites anteriores se obtiene:
Mo(t) =M1+ AM t) (Al-9)

funcién que indica la variacion del segundo momento en funcién del tiempo, correspondiente a

una agregacion gobernada por €l kernel constante.

Al-3 Momentosparae Kernel Suma
Como se menciono anteriormente, las ecuaciones (Al-1) y (Al-2) presentan solucién para

el kernel suma. Al sudtituir €l kernel Kijj =S(i+j) en la ecuacion (Al-1), se obtiene:

d s§
aMo(t):'Ea(l +J)Ci (t)CJ(t)

Ij
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al usar una ves mas la ecuacion de momentos resulta

%Mo(t): 'S\/llM O(t) (Al-lO)

Para encontrar la solucion de esta ecuacion diferencial podemos usar 1os limites utilizados para €
caso del kernel constante ya que seguimos considerando un sistema compuesto por particulas de
un solo tamario.

Multiplicando la ecuaciéon (Al-10) por la diferencial dt y dividiendo por Mo(t), y aplicando

la operacion de integracion en ambos lados de la igualdad, tenemos:

. 1 oy s
OjMo(t)m— SM (it

Integrando esta ecuacion sujeta alos limites (Al-5) se tiene la solucion:
Mo(t):MleXp('S\Alt). (Al-ll)

Ecuacion que al igual que (Al-6) indica e numero de particulas que se encuentran en €l sistema
disperso a un tiempo mayor que cero, pero en este caso corresponde a un sistema de agregacion

controlado por el kernel suma.
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Para obtener el segundo momento asociado al kernel suma sustituimos éste en la ecuacion

(Al-2), con lo que se obtiene:

d

¥
M) = SQ ij(i + i) (t)e; (1)

i
al hacer uso de la ecuacion (Al-4) se puede reecribir en laforma

Una vez més al considerar que inicialmente se cuenta con un sistema monodisperso, se pueden

usar las condiciones de frontera (Al-8) pararesolver esta ecuacion diferencial, obteniendo:

Expresion que indica la forma en que varia el segundo momento de la distribucion en un
sistema coloidal que obedece a una ley de agregacion controlada por € kernd suma y que

inicialmente es monodisperso.
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Al-4 Momentos para el Kernel Producto.
Los momentos M(t) y M2(t) correspondientes al kernel producto se obtienen a través de

las ecuaciones (Al-1) y (Al-2) al sustituir en ellas el kernel Kijj=P(ij), esto es:

d P

—Mp(t)=-=M,;?

pm o(®) > M1
parael momento ceroy

d

M2 = PM, (1)

para el segundo momento de la distribucion. Al resolver esta ecuaciones diferenciales sujetas a las
condiciones (Al-5) y (Al-8) respectivamente, tenemos que € numero de agregados para un
sistema de agregacion controlado por €l kernel producto a un tiempo t posterior de iniciada la

agregacion, esta representado por la funcion:
P
Mo(t):Ml(l' _2M1t) (A|-14)
y para el segundo momento se tiene:

Mo(t) = 1 PMLt (Al-15)
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A diferencia de los sistemas controlados por los kernel constante y suma en este caso el

numero de particulas de un sstema inicialmente monodisperso parte del numero inicial de

2
particulas y tiende a cero conforme el tiempo aumenta, pero a tiempos mayores que W toma
1

valores negativos. Inconsistencia que se menciona en el Capitulo I1.

Al-5 Momentos para el Kernel Kjj=A+S(i+j)

Considerando que e momento My(t) correspondiente al kernel producto presenta

2
inconsistencias para tiempos mayores que W la Unica combinacion de kernel que usaremos es:
1

Kij=A+3(i+]),

kernel que nombramos como "kernel combinacion linea". Al sustituir este kernel en la expresion

(Al-1) setiene:

d A
S Mo®) === Mo® (1) - SMiM ()
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gue como es de esperar corresponde a la suma de las ecuaciones correspondientes a la variacion
temporal del nimero de particulas de los kernel constante y suma. Al agrupar términos, la

ecuacion anterior se transforma en laforma

N

d i
5 Mo()=-SMaM(0)

'
Mqn (1) + 1)
25V, o(t) g

I
que a dividir por M O(t)%

i
Mo (t)+1y y multiplicar por la derivada temporal en ambos
2SM

miembros de la ecuacidn, se obtiene la siguiente ecuacion en variables separables, esto es:

_Mo(t) - = - SMdt

T A ,
Mo O sy Mo(0)+/

Al aplicar € operador de integracion a esta ecuacion y al igual que en los casos anteriores,
considerando inicidlmente un sistema coloidal formado inicialmente por particulas de un solo
tamario, se tiene que los limites de integracion son los mismos a los utilizados en las ecuaciones

correspondientes a los kernel constante y suma, de aqui que al usar los limites de integracion (Al-

5) y empleando la ecuacion

obtenemos
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N

1 1laA b Al
=g+ ep(SMD) -
Mot) M,162S @ 2S

0 bien tomando €l inverso, se tiene que la evolucién del nimero de particulas para un sistema que

presenta una agregacion fijada por el kernel combinacion lineal, a un tiempo t esta dado por:

M
Mo(t) = 5 L A (AI-16)
+ 1Bexp(8|\/| 1t) - >

~

825

Para obtener € segundo momento de la distribucion sustituimos Kijj=A+S(i+j) en la
ecuacion (Al-2), con lo que se obtiene:

AM, 6

2S 9

d M =2SM &M
" 2(t) = 1§ o(t)+

ecuacion que es igua ala suma de las ecuaciones correspondientes alos kernel constante y suma.

M

Nuevamente a multiplicar por la diferencial temporal y dividir por & termino M »(t)+ e

~

obtiene una ecuacion en variables separables que al aplicar el operador de integracion, resulta:

~ dM,(tQ

AM
M2“®+:5

= 2SM (yite,
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Usando los limites de integracion indicados en las ecuaciones (Al-8), tenemos que e segundo

momento de la distribucion esta dado por:

1A 0O Al
Mo(t) = Ml% 82_s+l§eXp(28M 1t) - Py (Al-18)

en donde se hizo uso de laintegral:

O X L@ +b)
ax+b a
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Apeéndicel |

La ecuacién de evolucién de la poblacion de agregados coloidales, ecuacion de coagulacion
de Smoluchowski, presenta solucién analitica exacta Unicamente para los kernel constante, sumay
producto, asi como combinaciones lineales de estos [47]. La solucion correspondiente al kernel
congtante fue realizada por Smoluchowski [4 y 5] y esta se puede encontrar en trabajos mas
resientes como el de Chandrasekhar [6], la solucion para el kernel suma se puede encontrar en €l
trabajo de Cohen y Benedek [34], y en Klett [47] y para € kernel producto en Scott [48] asi
como €l trabajo de Coheny Benedek [34].

El presente Apéndice esta dedicado a estas soluciones empleando la definicion de
momentos, ecuacion (11-38). Las soluciones que se presentan; son en base a suponer que a

tiempo inicial e conjunto de particulas que conforman la parte discreta del sistema coloidal esta
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formado por particulas de un solo tamafio. Unicamente se dan las solucionas de la ecuacion de

Smoluchowski correspondientes a los kernel sumay producto.

All-1 Solucién Correspondiente al Kernel Suma

La ecuacion de Smoluchowski deducida en € Capitulo 1, es valida para cualquier kernel
aungue Unicamente presenta solucion analitica para agunos cuantos kernel, uno de estos es €
kernel suma. La version de la ecuacion cinética correspondiente al kernel suma se obtiene al

sustituir dicho kernel en la ecuacion (11-23), esto es:

¥
dc o) . Q .
_dtk =s{z a (i+icici - cxa (k+j)c;} k=1,2,... (All-1)
i+j=k j=1

si en la primer sumatoria hacemos el siguiente cambio de variable i=k-j, resulta

k-1 ¥

o o .
=S{§ A Ck-iCj - ckaA (k+j)cj}, k=1,2,... (All-2)
j:]_ J:]_

doy
dt

esta es una expresion que forma un conjunto infinito de ecuaciones diferenciales acopladas, en
donde la solucién para la ecuacion con k=n, depende de las soluciones correspondientes ak < n.
La ecuacion (All-2) se puede smplificar con la ayuda de la ecuacion de momentos,

especificamente en & segundo término del miembro derecho, es decir:
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[e]
qt A C-jCj- Sc{kMg + M4} k=1.2,...

De acuerdo con €l apéndice | € momento correspondiente al kernel suma esta dado por:

Mg =M exp(- SMt), que a sustituir en la expresion anterior resulta

k-1

[e]
=8 Q o jcj - Mic{kexp(- Myt+1} k=12  (All-3)

doy
o 27

La condicion inicial para hallar las soluciones de este conjunto infinito de ecuaciones
diferenciales ordinarias, se obtiene a considerar que al tiempo inicial se tienen particulas de un

solo tamafio, esto es

0O paa k1l (All-4)

Las soluciones dd conjunto de ecuaciones (All-3) sujetas a la condicion (All-4) se obtiene a

través ddl siguiente procedimiento. La ecuacion diferencial parak=1 es

dc
= - My {l+exp(- SMyb)} (All-5)
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gue es una ecuacion diferencial homogénea para c1, las correspondientes ecuaciones para k=2 y

k=3 son
dc 2S
th = 7012 - SMCo{1+ 2exp(- SMt)} (All-6)
y
dC3 _ 3S
E —E (C1C2 + C2C1) - SM 103{1+36Xp(' SM 1t)} (All-7)

respectivamente. De aqui notamos, que tal como se indico anteriormente la ecuacion diferencial

correspondiente a ¢z depende de cp, y la ecuacion diferencia asociada a la concentracion c3

depende de las soluciones correspondientes a las particulas smples y dobles.

Laecuacion (All-5) se puede reescribir en laforma:

0O % =- SM; ) {1 +exp(- SMt)}dt

donde el termino SM1 queda fuera de la integral, ya que como se indico en el Capitulo Il M1 es
una constante y que tiene un valor igual al nimero inicial de particulas. Los limites de integracion

correspondientes a un sistema inicialmente monodisperso, son:

ct =cp =M, para t'=0,
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limite que corresponde a la condicién indicada en (All-4) y donde ademas se esta haciendo uso de
la de igualdad de momentos discutida en €l Capitulo |, y a un tiempo posterior la concentracion de

particulas simples esta dada por

ct (t) =cy(1). para t =t
Readlizando la integracion con los limites anteriormente sefialados se obtiene:

lte- [1- exp(- SM ;t)]

¢ (t) =M e (AI1-8)

La concentracion de dobletes se puede obtener al resolver la ecuacion (All-6); para esto,
primeramente sustituimos en dicha ecuacion la solucion correspondiente a la concentracion de

particulas simples, resultando:

dg_tz = oM 26" Mite AL &6 MO gy o 114 2g7 Mty (AI1-9)

La solucién total de esta ecuacion tiene dos contribuciones, una que corresponde a la ecuacion

homogénea la cua se conoce como solucién general, y otra solucién particular asociada a

termino no- homogéneo. La solucion general Cg(t) es similar a la solucion correspondiente a la

ecuacion para particulas smples, ec. (All-5), es decir:
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- SM,t_2exp(- SM,t)

c3(t)=bye ~'t'e (Al1-10)
donde b, es una constante de integracion. Para la solucion particular Cg(t) proponemos una
solucion de laforma:

ch(t) =B, (t)e Mite? Pl VD

sendo B, (t) un coeficiente que depende del tiempo. Al sugtituir la expresion anterior en (All-9)

y simplificando, resulta:

gue al integrar se obtiene:

By (t)=- My e Mi'e 2

Al sugtituir este coeficiente en la solucion particular propuesta se obtiene

2SM,t _2exp(- SM,t)

cht)=-Mqe %e e (All-11)
Finalmente la solucién total a la ecuacion correspondiente a las particulas dobles esta

proporcionada por la adiciéon de la solucion genera y particular, ecuaciones (All-10) y (All-11)

respectivamente
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Cz(t) - (b2 ) Mle-ze- SM t )e- SMlteZexp(- SM ;)
Aplicando la condicién inicial (All-5) a esta ecuacion obtenemos que e coeficiente b, esigual a
b2 =M 19-2

de agui tenemos que

Cz(t) - Mle' SMlte-Z(l- exp(-SMlt)){l_ ~ SMlt}

Por razones que se veran mas adelante es conveniente multiplicar y dividir la ecuacion anterior

por 2 resultando:

M, . -9(1- . .
Co(t)= 71e Mtg 2L-eptMD o1 ¢ Mty (All-12)

Ecuacion que nos da el nimero de particulas dobles que forman parte de la fase discreta en €
sistema coloidal, cuando a tiempo inicial el sistema esta constituido principalmente por particulas

simples.

La ecuacion que indica la concentracion de conglomerados formados por tres particulas
simples, se obtiene a resolver la ecuacion (All-7) cuando previamente se sustituye en esta las
ecuaciones correspondientes a las concentraciones de particulas simples y conglomerados dobles,

esio es:
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% =39\ 2e 2 Ml S P Mgy oMty goqm,; 1+3e” M) (All-13)

Al igua que la ecuacion (All-9), esta presenta una solucion total que esta formada por la suma de
dos ecuaciones una general correspondiente a la ecuacion homogénea y otra particular que
corresponde a la ecuacién no- homogénea. La solucion genera de la ecuacion homogénea se
obtiene siguiendo el mismo método que el empleado en la ecuacion (All-5), obteniendo:

- SM,t_3exp(- SM,t)

c3(t)=bse ~'t'e (All-14)

Nuevamente podemos suponer gue la solucién particular es de laforma:
- SM,t_3exp(- SM; t
ch(t) = B4(t)e Mg &Pl SV
que al sugtituir en (All-13), setiene

dB3(t)

" ZSSI\/'lZe-B{e-SMlt_ e-ZSl\/Ilt}

a integrar resulta
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Ba(t) =3M,e 3{- e M1! +%e' Mty

Por consiguiente la solucion particular se obtiene a sustituir esta ecuacion en (All-14),
resultando:

SM,t - 3SM,t 1o 3[1- exp(- SM, )]

_ -2 1
cB(t) =3M,{-e +36 (All-15)
Recordando que la solucion total es igua a la suma de la solucién general més particular,
ecuaciones (All-14) y (All1-15) respectivamente, se obtiene
SMt 1
1 +§e

cs(t) = (b3 +3M, € 3{_ ~ -ZSl\/llt}k- Sl\/llteBexp(- SM,t) |

tomando en cuenta la condicion inicia (All-4), podemos cdcular e valor de la constante bg ,

resultando:

b3 :nge-g

al sustituir en la expresion anterior resulta

t

Co(t) = M6 3{1- 2e7 Mt 4 g 2ty o SMut 3Pl MY
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en esta ecuacion el termino entre corchetes es un cuadrado perfecto por consiguiente es posible

reescribirla en laforma

Co(t) = SM e Mile I OPE M)y o STy 2

o bien a multiplicar y dividir por 3, queda

Ca(t)= 5 M e Mg 3 @PCSMi)gq o SMaty2 (All-16)

gue es la ecuacion correspondiente a la concentracion de agregados formados por tres particulas

simples.

De las soluciones (All-8), (All-12) y (All-16) correspondientes a las ecuaciones
diferenciales para las concentraciones c1(t), co(t) y c3(t) respectivamente, podemos suponer gque la
solucion para cuaquier ecuacion del conjunto de ecuaciones diferenciales (All-3) esta dada por:

My, -SM,t_- k(- - SM,t - SM t\ k-
Oy (1) = qe” Mg Kol S g o7 SMhlyplt k=12....
Esta ecuacion puede corroborarse por latécnica de induccion matematica.

Al recordar gque la concentracion de particulas iniciales es igual al primer momento de la

distribuciony al hacer la definicion:
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la ecuacion anterior se puede reescribir en forma

cok - K[1- exp(t/1)] t/t k-1
c ()= ge e Pl - 'Yy

k=1,2,...  (All-17)

siendo t un tiempo caracteristico de los procesos de agregacion controlados por el kernel suma.
La ecuacion (All-17) proporciona la informacion del crecimiento de agregados formados por k

particulas simples.

All-2 Solucion para el Kernel Producto.

La ecuacion de coagulacion asociada a kernel producto esta dada por la ecuacion

dc ) g

Ttk :P{—; a ijCiCj -cka IJCJ} k=1,2,...
i+j=k =1

o bien

k-1 X

dc Q. : 2

Ttk =Pz ik- cjek ;- ke A e} k=12,...
j=1 i=1
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Al igua que en e caso del kernel suma, podemos hacer uso de la definicion de momentos,

obteniendo en este caso:

de

dt

N o

k-1

[ .

a (k- j)cjcg.j - PkeyMy k=12,..  (All-18)
j=1

Este conjunto de ecuaciones diferenciales no homogéneas que gobiernan la formaciéon de
agregados del tipo k, a igua que las correspondientes a kernel suma, es un conjunto de
ecuaciones diferenciales acopladas. Estas ecuaciones las resolvemos con la condicion de que al
tiempo inicia € sistema este formado por particulas de un solo tamafio, que denominamos
particulas smples, de agui que la condicion inicial apropiada para cada una de las ecuaciones son
las mismas que las empleadas en la solucién de las ecuaciones correspondientes al kernel suma,

esio es:

C
0 paa ki1l (Al1-19)

Del conjunto (All-18), la ecuacion correspondiente ak=1 es:

dCl
—= =-PMcq(t
&t 1C1(t)

136



gue es la correspondiente a las particulas simples, integrando y tomando en cuenta que al tiempo

t=0 la concentracion de particulas es igual al momento M1 , se tiene que:

C1(t) = My exp(- PMt) (Al1-20)

. . -, 1¢ 0
por razones que se veran mas adelante es apropiado multiplicar esta expresion por T(PM 1t)”,
resultando

lO
ca(t) == (PM 11) exp(- PM 11) (All-21)

el haber multiplicado la solucion de la ecuacidn diferencial correspondiente a las particulas simples

por %(PM 1t)O no se altera dicha ecuacion, ya que tal cantidad es igual ala unidad. La ecuacion
(Al1-21) proporciona la informacion de la cantidad de particulas simples por unidad de volumen
gue se encuentran en € sistema a un tiempo t posterior de que se inicio e proceso de agregacion
de los coloides.

Las ecuaciones de conjunto (All-18) son no homogéneas, a excepcion de la
correspondiente a k=1. El correspondiente conjunto de ecuaciones para la parte homogénea esta

dado por:

d
ack(t) = - kPMC (1), k=2,3,... (Al1-22)
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La solucion general para cada una de estas ecuaciones es.
cp (1) = by exp(- kPM qt) k=2,3,... (Al1-23)

siendo by una constante de integracion independiente del tiempo. La solucién particular para cada
una de las ecuaciones del conjunto (All-18) se obtienen por separado. Para k=2 tenemos que la

ecuacion correspondiente a la para de formacion de dobletes es:

d P
2620 :ch(t) - 2PM 1C5(t) (All-24)

En este caso, para poder resolver esta ecuacion se requiere conocer la funcién correspondiente a

ca(t), ecuacion que fue calculada previamente. Sustituyendo €l la ultima ecuacion la funcién

correspondiente ala concentracion de particulas smples, ec. (All-22), setiene:

d P .
acz(t) :EMlze PV 2PMc, (t) (All-25)

Del conjunto de ecuaciones (All-23) vemos que podemos proponer como solucion particular la

ecuacion

c5(t) =B, (t) exp(- 2PM t)
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siendo Ba(t) un coeficiente que depende del tiempo, Al sugtituir esta posible solucion en (All-25),

resulta:
d P
—B, () =—=M,?
pm 2(1) > M1
y a integrar se obtiene
P
Bz(t):EMlzt.

al sustituir esta expresion del coeficiente B(t) en (All-25) se obiene la solucion particular para la

ecuacion gue gobierna de formacion de dobletes en el sistema coloidal
P
ch(t) = > M texp(- 2PM t)
La solucidn total esta dada por la suma de esta ecuacion con la correspondiente solucién general
del conjunto (All-23)

P 0
ch (1) = bz += M1t ep(- 2PMy)

al pedir que se cumpla la condicion indicada en la ecuacion (All-19) se deduce que € coeficiente

by tiene que ser nulo, de aqui resulta

P
c,(t) =5 M ,%t exp(- 2PMt) (Al1-26)
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Multiplicando y dividiendo esta ecuacion por 21 se obtiene

2PM 4t

Cr(t) =M, 5% o

exp(- 2PM 1t) (All-27)

Ecuacion gue indica la variacion en la concentracion de agregados formados por dos particulas
simples cuando al tiempo t=0 el sistema coloidal esta formado en su totalidad por particulas

simples.

La ecuacion que indica € crecimiento de la variacion en la concentracion de particulas del

tipo tres se obtiene al resolver la ecuacion del conjunto (All-18) cuando k=3, dicha ecuacion es:

§c3(t) = 2Pc; (t)cy (1) - 3PMcy(t)

esta ecuacion al igual que (All-24) depende de la concentracion de particulas simples y ademas de
la concentracion de dobletes, por lo tanto al sustituir las ecuaciones (All-20) y (All-26), se

obtiene:

d -3PM

o Ca(h = PPM et 3PMycy() (Al1-28)
en este caso podemos proponer una solucion particular del tipo
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ch(t) =Bs(t)e M,

gue a sustituir en la ecuacion correspondientes a la formacion de tripletres resulta que €

coeficiente B3(t) esta dado por la expresion:
B3() =1 (PM 1)

de agui que la solucién particular a la ecuacion (All-28) sea:
C3()= 2 (PM 1) exp(- 3PM )

nuevamente la solucion total es igual a la suma de la solucion general mas la solucion particular,

donde la solucion particular corresponde a la ecuacion con k=3 del conjunto (All-23), resultando
1 M U
c3(t) = 1bg +71 (PM 1t)Z\I[/)exp(- 3PMt)

Como estamos considerando que el sistema a tiempo t=0 es monodisperso, tenemos que aplicar
la condicidn inicia (All-19). Condicion que implica que €l coeficiente bz tenga que ser igual a

cero, de aqui tenemos que c3 esta dada por:
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cs(t) :%wmlt)zexp(- 3PM 1) (All-29)

Al igual que en la ecuacion correspondiente a co que modificamos la presentacion de la solucion,

en este caso al multiplicar y dividir por 32, es posible expresar la ecuacion anterior en laforma:

M
c3(0) = 55 (3PM 1) exp(- 3PM 1) (Al1-30)

Expresion que nos muestra la forma en que cambia la concentracion de tripletes cuando el

proceso de agregacion esta gobernado por el kernel producto.

A continuacion nos centramos en al calculo de la ecuaciéon que indica el comportamiento de
la poblacién de agregados congtituidos por cuatro particulas smples. En este caso partimos, a
igual que en los casos anteriores, del conjunto (All-18) pero en este caso con la ecuacion

correspondiente a k=4, tal ecuacion es:

£ a0 = P (D) - 20,7()- 4PMc4(0) (All-3)
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en este caso, esta relacion depende de las ecuaciones correspondientes a las concentraciones de
particulas simples, doblesyy triples, que estan expresadas en las expresiones matematicas (Al l-20),

(Al1-26) y (Al1-29) respectivamente, al sustituir estas en (All-31) se tiene:
d 2 2
aC4(t) :2PM1 (PM 1t) eXp(- 4PM1t)' 4PM 1C4(t)

Resolviendo esta ecuacion en forma similar a los casos anteriores, las soluciones que se obtienen

son:

¢4 (t) = by exp(- 4PM t)
parala solucion general, y

2My

ch(t)= (PM 113 exp(- 4PM ;t)

para la solucién particular, nuevamente la solucion total esta dada por la suma de estas dos

......

(t)— (PMlt) exp(- 4PMt) (Al1-32)

gue a multiplicar y dividir la expresion anterior por € factor 43, esta ultima expresion la

podemos representar de la siguiente manera:
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M
Ca()= 5y (4PM 1) exp(- 4PM 1) (AI1-33)

gue indica la forma en que evoluciona la concentracion de agregados formados de cuatro

particulas simples cuando la agregacion esta controlada por el kernel producto.

De las ecuaciones para las concentraciones de particulas smples y agregados de dos, tresy
cuatro particulas simples, ecuaciones (All-21), (All-27), (Al1-30) y (All-33) respectivamente,
podemos inferir que la solucién para cualquier ecuacion con k =n del conjunto de ecuaciones de
Smoluchowski correspondiente a kernel producto y sujeta a la condicién inicial de tener un

sistema coloidal monodisperso, estd dada por la ecuacion:

M .
i ()= (KPM ) exp(- kPM 1)

relacion que se puede corroborar usando latécnica de Induccion Matematica.

La ecuacion anterior se puede reescribir al realizar el cambio de variable

resultando:

C ()= kl\fi!(kt/t)k'lexp(- kt/t) (Al1-34)

144



donde se aprovecho la equivalencia ente la concentracion inicial de particulas cg con € primer
momento de la distribucion de agregados M.
La ultima ecuacién nos proporciona la concentracion de agregados del tipo k-esimo cuando

la agregacion esta controlada por el kernel producto.
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