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Introduccion

Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias X' =
F(X,t), definido en un subconjunto abierto de R™, y sea ¢(¢,x) su flujo, tal
que ¢(0,z) = x. Entonces se pueden definir varios difeomorfismos que contie-
nen la estructura de la ecuacién diferencial. Uno de ellos es P(x) = ¢(to, x),
donde tg > 0 es fijo. Este mapeo se llama el mapeo de Poincaré del flu-
jo, el cual ha sido ampliamente estudiado ya que conserva las propiedades
geométricas de la ecuacion diferencial y reduce en uno la dimensién del pro-
blema. Muchos conceptos de las ecuaciones diferenciales ordinarias son defi-
nidos a través de sus mapeos de Poincaré, pero son calculados directamente
usando las ecuaciones diferenciales.

Entonces para el problema inverso se parte de un difeormorfismo F : D C
R™ — D C R" con el cual se construye una ecuacién diferencial tal que F(z)
sea el mapeo de Poincaré de tal sistema. La construccion de tal sistema se
basa en la relacién de equivalencia (z,1) ~ (F(z),0) definida en D x [0, 1], que
denota la identificacién de (z, 1) con (F(z),0). Definimos el campo vectorial
X(z,s) = (0,1) y finalmente se observa que F(z) es un mapeo de Poincaré
de este campo vectorial (cf.[1]). Esta construccién depende de F(z) en la
definicién de la relacion de equivalencia por lo que no es ttil para estudiar
perturbaciones o errores numéricos.

En este trabajo se presenta este resultado para el caso de los mapeos
simplécticos y los sistemas Hamiltonianos. Este tipo de ecuaciones y difeo-
morfismos cuentan con cierta estructura que nos permite construir una ecua-
cion diferencial a partir de un difeomorfismo sin presentar estos problemas.

En [9] se demuestra que dado un sistema Hamiltoniano, si se sigue cada
solucién un tiempo fijo ¢y se obtiene un mapeo simpléctico. Luego, nosotros
usaremos esto para estudiar el problema inverso, es decir, dado un mapeo
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simpléctico construir un Hamiltoniano, tal que el mapeo obtenido al seguir
el flujo hasta un tiempo dado, digamos t = 1, obtenemos el mapeo simpléctico
original.

La demostracion de este resultado involucrara formas diferenciales, Calcu-
lo de Variaciones, asi como de Anélisis donde toma particular atencién el teo-
rema de extensién de Borel. Es importante resaltar que nuestra demostracién
es completamente constructiva, ademas que debido a ésta y a la relacion de
los mapeos simplécticos con las funciones generadoras, el sistema obtenido
permanece invariante bajo pequenas perturbaciones.

Para cumplir con nuestro propdsito, en el Capitulo 1 revisamos la estruc-
tura de las formas diferenciales y en particular la forma diferencial simplécti-
ca. En esta estructura se encuentra la relacion entre las formas diferenciales
exactas y cerradas, y recordamos el Lema de Poincaré. Ademas de estudiar
la relacién entre los mapeos de los anillos S* x [a, b] y sus levantamientos en
el espacio cubriente R X [a, b].

En el Capitulo 2 estudiamos los conceptos de mapeos simplécticos, funcion
generadora, mapeos twist, asi como encontrar la conexién que existe entre
ellos. Se pone énfasis en la caracterizacién para los distintos dominios de las
funciones generadoras.

El objetivo del Capitulo 3 es construir a partir de un mapeo twist definido
en una franja R X [a, b], un mapeo twist definido en el plano R?. En el caso
en que el mapeo twist original sea el levantamiento de un mapeo definido
en un anillo topoldgico S' x [a,b] la extensién serd el levantamiento de un
mapeo definido en S* xR. La estructura simpléctica permite usar una funcién
generadora en lugar del mapeo simpléctico original, lo que reduce en una
dimension el problema.

Este proceso se realiza en cuatro secciones, en la seccién 3.1 veremos como
se reflejan las propiedades simplécticas del mapeo twist P(x,y) = (x1,y1), en
una funcién generadora con dominio z; € R, y € [a, 0], después se extiende
el dominio de esta funcién a R? de manera suave tal que ésta es la funcién
generadora de un mapeo twist definido en y € [a, p], con p > 0 fijo. En este
paso se usa directamente la técnica de Borel(cf.[6]).

En la seccién 3.2 se modifica la funcién definida en la secciéon 3.1 para
que sea la funcion generadora de un mapeo twist definido para y > a. En la
seccion 3.3 se modifica dos veces la funcion generadora para que ésta sea la
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funcién generadora de un mapeo twist donde las rectas y = o/ para a’ >> 1 se
verifica que sean preservadas y el flujo sea lineal. Aplicando la misma técnica
para y < a, se puede extender el mapeo twist P(z,y) = (x1,4;) donde z € R,
y € [a,00), a un mapeo twist definido para y € R y tal que las rectas y = o’
para |y| grande son invariantes.

En el Capitulo 4 enunciamos algunos conceptos del Célculo de Variacio-
nes, como son la ecuacion de Euler-Lagrange y la transformacion de Legen-
dre las cuales relacionan la forma Lagrangiana y Hamiltoniana de un sistema.
También revisamos la transformacion de un espacio de fases a otro, por medio
de una funcién generadora. En la segunda seccién usamos estas herramientas
para construir, a partir de un mapeo twist con dominio R?, un Hamiltoniano
H(t,z,y) donde 0 <y < 1, y tal que el mapeo de Poincaré a tiempo ¢ = 1 es
el mapeo twist inicial. En la seccién 4.3 se modifica el Hamiltoniano anterior
para construir un Hamiltoniano que tiene periodo 1 en el tiempo, y tal que el
mapeo de Poincaré contintia siendo el mapeo twist original. En el Capitulo 5
se revisa la construccion del Hamiltoniano en un mapeo de billar especifico.






Capitulo 1

Preliminares

1.1. Formas Diferenciales

En esta seccion damos una breve introduccion a las formas diferencia-
les, en particular revisamos la estructura algebraica y diferencial de éstas,
ademas de los conceptos de formas diferenciales cerradas y exactas, y algu-
nas relaciones entre ellas.

Definicién 1.1. Sea D C R™ un conjunto abierto con frontera suave. Una
0-forma diferencial es simplemente una funcion f : D — R diferenciable, es
decir de clase C*.

Las 1-formas basicas son simbolos dz1, dxs, ...., dx,. La operacién produc-
to cuna entre ellas la denotamos con “ A7, y satisface

Las 2-formas bésicas son {dz; Adx; : i,j = 1,...,n}. En general, las k-formas
basicas son dx;, A .... Adz; 1.5 = 1,...,n. Observemos que si hay dos
indices repetidos en una k-forma entonces se anula.

Definicién 1.2. Si D C R"™ es un conjunto abierto con frontera suave y
k € N, entonces una k-forma diferencial w en D es la expresion

w= Y faieadg Adzig A A deg,,

11 <i9<...<ip
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coni; € {1,2,...n} y fi, i+ D — R es diferenciable. El conjunto de las
k-formas diferenciales en D es

D)y ={ > fuisirdzy, Adziy Ao ANdi | fiiys D CR* 5 R

11 <io<...<ig

diferenciable }.

Sea I=(i1, 42, ....ix ), entonces expresamos a las k-formas por
w = E f[d.%'[.
I

Generalmente hablaremos de formas o formas diferenciales indistintamente,
especificando su orden sélo cuando sea necesario.Ahora vamos a construir la
estructura de las formas diferenciales.

Definicién 1.3. La suma de las k-formas wi=Y_ frdx; y we=> hidx; es
T T
wy +wy= Y (fr + hr)dz;.
T
La siguiente proposiciéon nos resume las propiedades de la suma.

Proposicién 1.1. Sean wq, we, w3 k-formas entonces

(Z) (w1 + wg) + w3 = wy + (’LUQ + wg).

(17) wy + 0 = wy, donde 0 es la k-forma dada por 0 = > 0dx;.
T

(ZZZ) w1y + (—U)l) = 0.
(’LU) Wy + we = Wy + w;q.
Entonces Q2%(D) es un grupo abeliano con la suma. Ademds observamos

que QF(D) es un espacio vectorial sobre el campo de los reales. La operacién
producto cuna entre formas diferenciales se define de la siguiente forma:

Definicién 1.4. Sean w=)_ f;dx;, we=g una k-forma y una 0-forma enton-
T

ces el producto cuna de estas dos formas es

wy A wy = Z(gf;)dx;.

1
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El producto cuna entre las O-formas f y ¢ es simplemente el producto
usual entre funciones, f A g = fg. Observemos que este producto satisface:

Proposicion 1.2. Sean fi, fo O-formas, wy, wy k-formas entonces

(1) (fife) ANwy = fi A (fa Awy).
(17) 1 Awy = wy.
(i11) (f1+ f2) A (w1 4+ wa)=f1 Awy 4+ fo Awy + f1 Aws + fo Aws.

Vemos que Q%(D) es un médulo sobre C*°(D, R). Definimos el producto
cuna entre formas diferenciales de la siguiente manera:

Definicién 1.5. Sean w=)_ frdx;, we=)_ hjdzr; formas diferenciales en
R™, la operacién producto cuna es

wiA we=y_(frhy)dz A dx,.

El producto cuna para formas diferenciales satisface las siguientes propie-

dades.

Proposicion 1.3. Sean wq, ws, w3 formas de orden k, j, s respectivamente,
entonces

(1) wy A wy=(—1)wy A wy.

(17) (w1 A we) A ws=wq A (wy A ws).
(73i) Sis=j entonces wy A (wy + w3)=(wy A wa) +(ws A ws).
Ejemplo 1.1. 1-forma w = ydx + xdy.
Ejemplo 1.2. 2-forma w = zdz A dy — zydy A dz + ydx A dz.

Ejemplo 1.3. 3-forma w = z1dx; Adxg A dxs+xodry N drs A dry+v3e1des A
dZL'3 N dl’4—CL’4dZE1 VAN dl’g VAN dl’4.

Ahora daremos una definicién de gran importancia.
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Definicién 1.6. Sea z = (21, ..., Tp, Y1, .-, Yn) € R?", luego la forma simplécti-
ca w en R*" es la 2-forma

2n  2n n
1
i=1 j=1 =1
O [n . . . . ./ ./
donde J= 7 o) com I, la matriz identidad de dimension n. También

denotamos la forma simpléctica w por

w = dei A dy; = dx N dy.

i=1

Para abordar los conceptos de formas diferenciales exactas y cerradas
definimos la derivada exterior, la cual es una transformacion lineal entre los
espacios de formas diferenciales y esta relacionada con la derivada.

Definicién 1.7. El operador d : Q¥(D) — Q* (D), llamado la derivada

exterior de fodxi, es la forma definida como
i=1

dwzz df[ A (dx]),

0 sea

dw = Z gfldxi ANdzxg.

i
El operador derivada exterior satisface las siguientes propiedades:

Proposicion 1.4. Sean w; y ws formas diferenciales, entonces

(7) d es una transformacién lineal.

)
(i3) d(dw,) = 0.
)

(iv) d(wy Awy) = dwy A wy + (—1)*w; A dw,, donde k es el orden de wy.
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Definicién 1.8. Una k-forma diferencial wy es exacta si hay una (k — 1)-
forma wy tal que wy = dwy. Y denotamos por By al subespacio vectorial de
k-formas diferenciales exactas.

Definicién 1.9. Una k-forma diferencial w se dice cerrada si dw=0. Y Z,
denotard al subespacio vectorial de las k-formas cerradas.

Observamos que si d : Q¥(D) — Q¥*1(D) es la derivada exterior entonces

Kernel(d) = Z,

donde Im denota la imagen de la transformacién d. Con esta estructura
presente abordamos los siguientes conceptos.

Proposicion 1.5. Todas las formas exactas son cerradas, es decir By C
Z..(cf.[4])

Un ejemplo de una 2-forma diferencial cerrada y exacta es la forma

simpléctica pues d(Zdwi/\dyi) = Zd(dmi/\dyi) = ZdQ:pi/\dyi—dxi/\dei =

n n
0, y ademas d(indyi) = de,- A dy;. Una pregunta inmediata es determi-
i=1 i=1
nar las condiciones necesarias para que una forma cerrada sea exacta. Este
problema es importante porque refleja las propiedades topolégicas del con-

junto D.

Lema 1.1 (de Poincaré). Sea D C R" contractil a un punto, y tal que 9D
es suave entonces todas las formas cerradas son exactas. Esto es, si w; es una
k-forma en D tal que dw;=0, entonces existe una (k — 1)-forma wy en D tal
que wy=dws.

La siguiente construccién la usaremos para profundizar el estudio de las
propiedades topoldgicas de D.

Definicién 1.10. La cohomologia de De Rham en D es la sucesion de modu-
los
H*(D) = Z,/By,, k=0,1,2,..
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A continuacion ilustramos este concepto con algunos ejemplos.
Ejemplo 1.4.
H'R") =R, HRY)=R=2/B,.

Ejemplo 1.5. Sea U la unién disjunta de m intervalos abiertos en R. En-
tonces

H°(D)=R™,  H'(D)=0.

En general la dimensién de H°(D) es el ntiimero de componentes arcoconexas
de D.

La siguiente definicién nos permitira ver como actian las funciones suaves
sobre las formas diferenciales.

Definicién 1.11. Sea f : U C R" — D C R™ un mapeo diferenciable tal que
fz1, 29, 20) = (Y1, Y2, -, Yn), w = >, grdy; una k-forma diferencial definida
T

en D. Definimos f*w como la k-forma en U dada por
Frw=g(f(x))(dyi, Ndyi, A ... Ndy,,), para cada ¢

donde

7

7=1

Observemos que f* opera en sentido contrario a f : U — D. Una forma
de volumen es una forma no degenerada, sobre una variedad con la misma
dimensién que la forma diferencial, a la cual le podemos asociar las 1-formas,
2-formas y las 3-formas la longitud, ademas de el area y el volumen de la
variedad, respectivamente. Observemos que si w = > dz; A dy; entonces
w'=nldr; A ...dx, Ndy; A ... A dy, es no degenerada por lo que es una
forma de volumen de dimension 2n.

1.2. Espacios cubrientes

Una herramienta que sera de utilidad para el planteamiento de nuestro
problema son los espacios cubrientes, que discutiremos en esta seccién.
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Definicién 1.12. Sean X,Y variedades con frontera, 7 : X — Y una apli-
cacion suave. Entonces X es un espacio cubriente de Y y m es un mapeo
cubriente si para todoy € Y existen U CY wvecindad de y, y una familia U,
de abiertos disjuntos en X, tales que 71 (U) = U Uy, y cada 7 : U, - U

acl
es un difeomorfismo.

Definicién 1.13. Sean 7 : X — Y mapeo cubriente, P: X — X p:Y =Y
suaves. Decimos que P es un levantamiento de p st mo P =pom, es decir el
diagrama es conmutativo.

Y Y
Ejemplo 1.6. Sea z,y € R. Definimos la relaciéon de equivalencia = ~ y si
y solo si x —y € Z. Luego R/ ~ es identificado con la circunferencia S?.
Considerando esta relacién de equivalencia y el mapeo 7 : R — S* donde
7 — T, el conjunto R es el espacio cubriente universal de S*.

Para ver esto consideremos los siguientes conjuntos U = (0,1), V =

(—3,3) C S'. Paran € Z, definimos U, = (n,n+1),V, = (n—3,n+3) CR,

entonces 7 1(U) = U U, V) = U V,,, claramente 7 |y,: U, — Uy
nes nez
7 |v,: Vo — V son difeomorfismos.

Proposicién 1.6. P : R — R es el levantamiento de un mapeo p : S* — S*
si P es difeomorfismo y satisface

(1) P(x+1)=P(x)+ 1 (si P es creciente),
(1) P(x+1) = P(x) — 1 (si P es decreciente).

Ejemplo 1.7. Consideremos A=S"* x [a, b] C R?, el cual es topolégicamente
un anillo, luego la banda A = R X [a, b] es un espacio cubriente de A, donde
el mapeo 7 : A — A identifica a todos los puntos de la forma

{(x+n,y),n € Z}.

Ver la Figura|l.1
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(x,y) (x+1,y) (x+2,y) eoeee. (X*+NLY)

(0,a) 1 2 n

<. ¥v)

(©0.a)

Figura 1.1: Imagen de 7.

Observamos que la frontera de A esta formada por la uniéon de los con-
juntos R x {a} y R x {b}.

Proposicién 1.7. P : R x [a,b] = R X [a, b] es el levantamiento de un mapeo
p: S % [a,b] = S X [a,b] si P es difeomorfismo y satisface

(i) P(x+ 1,y) = P(x,y) + (1,0) (si la primera componente de P es cre-
ciente),

(i1) P(x+1,y) = P(z,y) — (1,0) (si la primera componente de P es decre-
ciente).

Recordemos que nuestro interés es estudiar los difeomorfismos P : R X
[a,b] — R x [a,b] los cuales son levantamientos de mapeos p : S' x [a,b] —
St x [a,b]. Construimos el levantamiento P : R x [a,b] — R x [a,b], con el
siguiente método. Como primer paso tomamos al conjunto [0, 1) x[a, b], al cual
cubrimos con conjuntos abiertos U; de manera que estos conjuntos abiertos
estén cubiertos por 7. Ahora hacemos una subdivision [x;, ;1] X [y, Yi+1] de
[0,1) x [a,b] con p([x;, xiv1] X [y, yis1]) C U;. Para cada U; realizamos una
particién V; de 7~ (U;) tal que para cada j se cumple 7(V;) C U;. Definimos
el levantamiento para cada

(z,y) € |25, 2is1] X [Ys, Yir1]

Cco1mo

P(x,y) = (x|[V;) " (p(z,y)).
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Por el Lema del Pegamento (cf.[11]) P es continuo en [0,1) X [a,b]. Luego
para cada (z;,y;) € [1,2)x[a,b] tenemos que (z;,y;) = (x+1,y) con (z,y) €
[0,1)x[a, b], y definimos P(x;,y;) = P(z+1,y) = P(x,y)+(1,0). De la misma
manera para cualquier [n,n + 1) X [a, b], el levantamiento P para (x;,y;) €
[n,n+1) X [a,b] se define como P(z;,y;) = P(x+1,y) = P(x,y) + (1,0) con
(x,y) € [n—1,n).






Capitulo 2

Mapeo simpléctico y funciones
generadoras

En este capitulo estudiamos la estructura simpléctica de los difeomor-
fismos p : S' x I — S' x I, donde I = [a,b] 6 R, y sus levantamientos
P:R x I — R x I. También veremos las propiedades, tales como la exacti-
tud de estos mapeos y su relacion con las funciones generadoras.

2.1. Estructura simpléctica en los mapeos

En esta seccién damos los conceptos necesarios para la construccién de
la funcién generadora de un mapeo simpléctico.

Definicién 2.1. Sea P : R" x I™ — R"™ x I" un difeomorfismo tal que
P(x1, 29, .. p, Y1 Yn) = (21, 22, --Zn, W1, ....w,, ), decimos que es simpléctico si
> dx; ANdy; =Y dz; A\ dw;, o en notacion abreviada si dz N\ dy=dz N\ dw.

Sean A= S'xIy A=RxI. Altomar P: A— Acon P(x,y) = (z1,11),
notamos que dx; A dy; = (%%—% — %%)dm A dy, es decir P es simpléctico

:(Om1 Oy _ Oy Oy
Sl(ax Oy Oy Bx)_l

Si P: A— A es el levantamiento de un mapeo p : A — A simpléctico

17
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entonces P se llama levantamiento simpléctico. En este trabajo sélo estudia-
remos difeomorfismos de este tipo de clase C°.

Observamos que si p es simpléctico entonces p*w = w, de donde p*w™ =
w™, v por lo tanto p preserva la forma de volumen w".

De aqui en adelante usaremos la notacién P(z,y) = (f(x,y),9(z,y)) =
(z1,y1) indistintamente.

Definicién 2.2. Sea p: A — A con p(x,y) = (21,y1), decimos que p es un
mapeo exacto si la 1-forma diferencial y;dx, — ydx es exacta.

Definicién 2.3. Sip: A — A es exacto entonces P : A — A es un levanta-
miento simpléctico exacto. A veces diremos simplemente que P es un mapeo
simpléctico exacto.

Observemos que P: A — A es un levantamiento simpléctico exacto si y
sOlo si P preserva la forma simpléctica, y para las curvas ¢ : R — A que
satisfacen ((t + 1) = ((¢) + (1,0) entonces

/ ydx = /ydx.
P(¢) ¢

Equivalentemente, P es simpléctico exacto si el area comprendida entre las
graficas de P(¢) y ( es cero. Ver la Figura . Observamos que si [ = [a, b]
entonces todos los levantamientos simplécticos son exactos (cf.[5]).

Definicién 2.4. Sea P: A — A un levantamiento simpléctico con P(z,y) =
(x1,71), P se llama un mapeo twist mondtono si existe un € > 0 tal que para
todo (xz,y) € A

< 81‘1($,y)
dy

Esta cantidad es conocida como el twist del mapeo.

<e L.

Cuando esta condicion satisfaga que %Z’y) > 0 diremos que el twist es

positivo y cuando %;ﬂ’y) < 0 diremos que el twist es negativo.

Sin pérdida de generalidad, supondremos que %—"’21 > g, es decir la funciéon

y — x1(c,y) es estrictamente creciente, entonces la imagen de la recta z = ¢

bajo el mapeo P es la grafica de una curva suave sobre el eje x. Ver la Figura
2.2l
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x=0 x=1

Figura 2.1: Flujo del mapeo P

Lema 2.1. Sea P: A =R X [a,b] - A con P(z,y) = (z1,%1) un levanta-
miento simpléctico, entonces las funciones a(z) = x1(z,a), B(x) = z1(z,b)
satisfacen

(1) a(x), B(x) son estrictamente crecientes y a(z) < f(x).
(17) a(z), B(x) son invertibles.

Demostracion. (i) Como P es un levantamiento se tiene que z1(x + 1,y) =
z1(z,y) + 1, para cada y € la,b] arbitrario y fijo. Es decir, x1(z + n,y) =

x1(z,y) + n, en particular se satisface para y = a,b. Ademas % = 0 en
y = a, b, entonces %%—ij = 1, es decir % # 0, de donde concluimos que
% > 0, i.e., z1(x, a) es estrictamente creciente. Lo mismo ocurre para y = b,
y dado que a < b tenemos que a(z) < S(z). (i7) Se sigue de (7). O

Observamos que

B = [J{a} x [a(2), B(2)] = {(z,21) : Pla,y) = (21, 1),

z€R

para algin y,y; € [a,b]}.
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y=b

w\

Figura 2.2: Imagen de P(c,y)

2.2. Funciones generadoras

Sea P : A — A un mapeo simpléctico con %—”;1 > 0, sea (x,y) € A con
P(z,y) = (z1,y1) y definimos £1 = {x X [a, b]}, entonces la imagen de £, bajo
P es la grafica de una curva cuya primera coordenada como funcién real es
inyectiva. La interseccién de P(L;) con la recta {(z1,y)|ly € [a,b]} consiste
del tnico punto (z1,y1). Sea g : [a(x), B(x)] — [a,b] la funcién definida por
la grafica de P(L;). Sea Si(x,x;) dada por

Sitwe) = [ gl

(z)
entonces

oS
8_:151(I’x1) =g(z1) = y1.

Luego Si(z, z1) representa el drea dada en la Figura[2.3]
Anélogamente al considerar £, = {z1 X [a,b]}. Entonces la interseccién de

P7Y(Ly) con {(z,y)|y € [a,b]} constadel punto (z,y). Sea g : [~ (z1), 37 (x1)] —
[a,b] como la grafica de P~'(L,) y vemos que S (x, 1) estd dada por

B (w1)
Si(z,xy) = / g1(v)dv,
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P(x,
% (xy=g())

x x(x) X B(x)

Figura 2.3: Area asociada a la funcién generadora cuando depende de z;

o bien 95
1 _ _
1) = —1(2) =
Ver la Figura |2.4]
La funcién Si(x,z1) es conocida como funcién generadora.

A partir de un levantamiento simpléctico y twist podemos construir una
funcién generadora S;(z,z1) como se muestra en el siguiente resultado.

Teorema 2.1. Sea P:A — A un levantamiento simpléctico twist, i.e., 0 <
%—”;1 < 00 entonces existe una funcién generadora S;:B — R tal que

(7’) Si P(I7y) = (Ilayl) entonces Yy = _%<I‘,l‘1), hn = g_ii(xaxl)a

.. 2
(ZZ) aazlsalw 7é 07

(1i) Si A es cubriente del mapeo P entonces Si(x + 1,21 + 1) = Si(x, x1).

Demostracion. (i) Esta parte de la demostracion es como se muestra en la
anterior discusién. Otra manera de verificar esto es observar que dado que
P: A — A es un mapeo simpléctico con P(x,y) = (z1,y1). Entonces P
satisface dx A dy = dx1 A dyp, por lo tanto dy A dx = dy; A dxq si y solo si
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P(x,y)

(xy=h(x))

.

o0 X ERC]

Figura 2.4: Area asociada a la funcién generadora que depende de x

dy; A\ dxy — dy A dx = 0 es decir d(y;dzy — ydz) = 0. Es decir la 1-forma
diferencial yydzy — ydz es cerrada en A x A, que es un conjunto contractil.
A partir del Lema de Poincaré concluimos que existe una 0-forma S; tal que

S 9S 0S5, 98 28,
ds; = oy 0t o dy + o dxq + o, dy, = yrdzy — ydz.
Por lo tanto
081 051 95 05 _
ay oy ox Dox UM

entonces S; depende explicitamente de x y x1, es decir, el dominio de S; es
el conjunto B, y de la propiedad twist de P tenemos que Si(x,z1) estd bien
definida.

(7) Afirmamos que 0%, % 0, pues

Ox1 Oz
051
ax - y?
entonces 93
1
— 4+ — 0’
oz 7
derivando con respecto a y se tiene
028, Oz,

* 0x0x Oy
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y por lo tanto
(9251 61’1 .
0r10x dy

Finalmente usando la condicién twist tenemos

925,
o <0 (2.2.1)

A este resultado también le llamaremos propiedad twist.
(741) Como la funcién generadora es el area bajo una curva, la periodicidad
Si(x + 1,2y + 1) = Si(x,x;) corresponde a una traslacién de area. Ver la

Figura 2.5

y=0 y=0

B(X) X1 a(x+1) +1 Blx+1)

Figura 2.5: Area de la funcién generadora sin traslacion y con traslacion.

]

Ademés partiendo de una funcién generadora S;(z, x1) que cumple ciertas
condiciones construimos un mapeo simpléctico y twist definido en la banda

A.

Teorema 2.2. Sea S;:B — R, que satisface 8?sfg$ #0,S(x+ 1,z +1) =
S(z,z1) y ademas

y:_%('xaxl)a Y1 :aa_ai(xaxl)a

entonces existe P:A — A tal que P(x,y) = (z1(z,y),y1(x,y)) con P twist,
simpléctico, exacto.
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Demostracién. Pongamos F : A x A — R? con F : (x,y,x1,y1) — (y +

Gik(w, 1), y1— Got (w, 1)), entonces F(x, y, x1,51) = (0,0) para todo (z, y, z1,41).

oz 1
Adems3s
9%S,; 1 0%S,; 0
0x? 8:75]2890
B 09, _8 S ]
0x0x, 0r?

Y del teorema de la funcién inversa y la condicién twist tenemos que en una
vecindad arbitraria existe P(z,y) = (x1, ;). Ahora veamos que P esta de-
finido en toda la banda A. Sea (a,0) € Ay Vj una vecindad de (a,0), por
el teorema de la funcién inversa existe una vecindad Vi de (x1,7;) tal que
P(Vy) = V1. Sea yo cercano a cero y V; una vecindad de (a,yp), entonces
existe una vecindad Vi* tal que P(V;) = Vi*. Ahora verifiquemos que P es-
ta bien definida, es decir que si (z1,11) € P(Vp) N P(Vy) entonces existen
(x,y) € Vo y (2*,y") € Vi tal que P(x,y) = (z1,y1) = P(a*,y*) y ademds
(z,y) = (z*,y*). Esto es cierto, ya que de lo contrario existiria (z*,y*) € Vp
tal que P(z*,y*) # (x1,y1) con (z,y) = (z*,y*), es decir que no se cumpliria
el teorema de la funcién inversa. Al realizar este proceso en todo el segmento
de recta {0} X [a,b], aplicando el Lema del tubo ([cf.11]) tenemos una ve-
cindad alrededor de este segmento de recta donde esta definido el mapeo P,
realizando el mismo proceso en cualquier punto (z,0) tenemos que el mapeo
P esté definido en toda la banda A. Ademés S(z + 1,21 + 1) = S(z,z1) v
entonces

y:—%(l’ﬁ-l,l’lﬁ—l), ylzg_gi($+1axl+1)a
por lo que
P(QZ‘ + 1ay> - (l’l(CE + 1>y)7y1(x + 173/)) = (:El + 1,:(/1)-

Y dado que 882‘2 < 0 entonces —g—y < 0, es decir % > 0, por lo

x1 Ox 1 Yy
tanto el mapeo P satisface la condicién twist. Por tdltimo S(z,z,) satisface
que dS = —ydx + y1dzl, entonces d?2S = —dy A dx + dy, A dxq, es decir
dx N\ dy = dxy A dy; y por lo tanto P es simpléctico. Ademas dado que esta

definido en la banda A concluimos que es exacto. O

Lema 2.2. Sea P: A =R X [a,b] - A mapeo simpléctico y twist, entonces
existe € > 0 tal que P: A =R x [b—¢,b] — A satisface 22 # 0.
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Demostracion. Se sigue del Lema 2.1. ]

Es importante hacer notar que la propiedad que nos permitio construir
la funcién generadora Sy, en términos de las variables (z, 1) es la condicién
Oz,

g > V-
Para definir de manera correcta la funcién generadora Sy(x1,y) pedimos otra
condicién sobre la funcién x;(z, y) como se muestra en el siguiente resultado.

Teorema 2.3. Sea P : R x [b—¢,b] — A un levantamiento simpléctico con
0< % < oo entonces existe una funcién generadora S, : B' — R tal que

(Z) Si P(.fl:,y) = <x17y1> entonces N = %(1‘1724)7 T = %S;(x17y)u

.. 2
(“’) 825;1 % 07

donde B’ = {(x1,y) : P(z,y) = (x1,y1), para algun z,y; }.

Demostracion. (i) Si P : A — A es un mapeo simpléctico tal que P(x,y) =
(x1,71). Entonces P satisface dxAdy = dxiAdy;, por lo tanto deAdy = —dy;, A
dxq siy solo si dy; Adzy+dx Ady = 0 o equivalentemente d(y;dz; +xdy) = 0.
Es decir la 1-forma diferencial y,dz, + xdy es cerrada en A x A, el cual es
contractil. A partir del Lema de Poincaré concluimos que existe una 0-forma
Sy tal que

055 095, 095, 095,

dSQ = %dﬂf + 8—ydy + a—xldl’l + 8_y1dy1 = yldl‘l + ZEdy.

Por lo tanto

852 052 85’2 a52

_:_:Ou a3 =T a5 =Y

dy Oy Jy Oz,
entonces Sy solo depende de y y x1, por lo que el dominio de S; es el conjunto
B, y debido a la condicién % > 0 la funcién Sy(x1,y) esta bien definida.

(74) Afirmamos que 622551 # 0, pues

entonces
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derivando con respecto a x se tiene

y por lo tanto

Finalmente al usar la condicién % > 0

%8,
9210y > 0.

]

La siguiente proposicion nos da las condiciones necesarias para construir
funciones generadoras localmente a partir de un mapeo P simpléctico.

Proposicién 2.1. Sea P : (z,y) — (z1,7;1) un levantamiento simpléctico en
la banda A.

N\ Qi 9z o 951 wan) 0 9Si(zawn) 925

(1) Si oy >0 il e = Yo =Y aroa 70
.. . Oz .. 0S2(z1,y) 0Sa(z1,y) 925,

(4i) Si S >0  sii oy ¥ 7o =YY oy 70,

. Oy .. 0S3(y1y) __ 0S3(y1,y) _ 0283

(“Z> Si o = 0 sii oy Vo ay T Y gy 70,

. : Oy1 .. OSa(z,y1) 0Sa(x,y1) _ 925,
(iv) Si >0 sii ==y o %1 Y 3n0s # 0,

coni € {1,2,3,4}, donde cada S; denota una funcién generadora definida en
una vecindad.

Ademas debido a lo que mostramos anteriormente para la funcién generadora
S1 hay una equivalencia entre la existencia de esta funcién y la del mapeo
simpléctico P.

Observamos que la funcién generadora de la identidad es S(x1,y) = 1.



Capitulo 3

Extension de un levantamiento
simpléctico exacto

El objetivo de este y el siguiente capitulo es construir a partir de un mapeo
twist exacto en el anillo A, un Hamiltoniano de periodo 1 en t y x, que a su vez
defina un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias tal que su mapeo de
Poincaré sea el mapeo twist inicial. Para realizar esta demostracion seguimos
las ideas que se presentan en [10]. Esta construccién se hara en dos partes,
en este capitulo se extenderd el dominio de definicion del mapeo twist exacto
a R?, para evitar algunos problemas en la definicién del Hamiltoniano. Esta
extension deberd continuar siendo twist y exacta. En el siguiente capitulo se
usaran técnicas variacionales para definir el Hamiltoniano.

Sea P : A — A un levantamiento del mapeo twist simpléctico exacto
p:A— A, entonces P : (z,y) — (x1(z,y),y1(z,y)) satisface

Oz Oy1 _ dx Oy1 _ q
dr Oy oy 0z ~—

ri(z+1y) =x1(z,y) + Lyn(x 4+ 1,y) = yi(z,y),
yi(x,y) —y =0 paray =a,b,
Gt > 0.
(3.0.1)

27
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La condicién (i) y (i) garantizan que P es un levantamiento simpléctico, la
condicién (7ii) nos dice que el mapeo P preserva la frontera y la (iv) es la
condicién twist.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que a < b = 0 y analizaremos
unicamente b = 0. A partir del lema 2.1 tenemos que %(ml, 0) > 0, entonces
del Teorema 2.3 tenemos que en una vecindad de b = 0 existe una funcién
generadora S(x1,y) = 1y + h(z1,y), tal que

r=x1+hy(z1,y),  h=y+hy(21,9),

con h € C*, la cual tiene periodo 1 en zy, y se satisface la siguiente propo-
sicion.

Proposicién 3.1. Sea S(z1,y) = z1y + h(x1,y) definida de manera que
r1 € R,y € [0,¢] entonces satisface

(Z) 1 + hxly(xhy) > 07
(Zl) hxl(xlay) = 07
(112) hyy(z1,y) <O0.

Demostracion. (i) Observamos que debido a que 88%1 en y = 0, entonces P es
simpléctico si %—ZZI > 0, en términos de la funcién generadora esta condicién
es equivalente a 1 + hy,,(21,0) > 0.

(77) Ademéds h,,=0 para y = 0, pues hy, (21,0) = y1(z,0) — 0.

(731) De la definicién de S(x1,y) y las relaciones con sus derivadas parciales
tenemos que la condicién %—2 > 0 es equivalente a hy, = —68—21 < 0. Por

continuidad estas condiciones son validas en una vecindad de radio e. O
Nuestra meta es extender h(zy,y) de manera suave a R?, cuidando que se

preserven las propiedades mencionadas en la proposiciéon anterior, y usando
la funcién generadora definir el mapeo P en todo R2.

3.1. Primera extension de h(z,y)

En esta seccién vamos a extender h(zq,y) en una franja de la forma 0 <
y < p de manera suave. La expansion formal de Taylor de h(zq,y) eny = 0 es
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Lhyy < 0.

1l

Zhn(xl)y” donde h,(x1) = %an}é(;,}’o); observemos que hy(z1) =
n=0

Como consecuencia de la técnica de Borel (cf.[6]), solo hace falta tener que
h(z1,y) sea de clase C*° en y = 0, es decir no necesitaremos analiticidad. Sea
Z € C*(R) una funcién de salto, dada por:

1 siy <0
Z(y)=q [fly) si0<y<1
0 sty >1
d"Z(0 d"Z(1
con f(y) decreciente, entonces y (0) = (1) = 0. La representacién grafi-
y" y"

ca de la funcién Z(y) se muestra en la Figura

Z(y)

Figura 3.1: Funcién cut-off Z(y)

Lema 3.1. 8i My = mda {|hn (@), 11, (o), (@) [t o) 1 )l oo [ ()1}
Im|<n

entonces M,, < oo.

Demostracion. Se sigue directamente del hecho de que h(z1) es peridédica. O

Sea p > 0 una constante pequena, definimos la sucesién:

2 <A =2 (1 M) < oo



30 Extension de un levantamiento simpléctico exacto

Lema 3.2. Sea Z,(y) = Z(\,y) entonces

(4)

1 siy <0
Zo(y) =4 fny) si0<y<i-
0 siyZﬁ

(ii) Siy >0, n € Nse tiene que  yZ,(y) < 3.

(i73) Ve > 0 existe N € N tal que Yy > € se tiene Z,(y) = 0.

Demostracion. De la definicién de Z(y) se deduce (7).
(77) Observemos que si y > ﬁ,Zn(y) = Zl(y) = Z!(y) = 0, por lo que
es suficiente estudiar el intervalo 0 < y < 1/X,. Si 0 < y <

0 < Zu(y) = f(Ay) < 1,y por lo tanto yZ,(y) <y < i+

(771) Dado que lim Al = 0, entonces para toda ¢ > 0 existe N € N tal
n—oo "

que si n > N entonces |\,| < €, por lo tanto para toda y > € se tiene que
Zn(y) = 0. O

/\i entonces
n

La Figura muestra la grafica de Z,(y).

rh
N
<

Figura 3.2: Sucesién de funciones Z,(y)
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Para 1 € R, y > 0 definimos

R(z1,y Zh 21)Y" Zn( Zh 1)y " Z(Any).

Teorema 3.1. La funcién R(z1,y) tiene las siguientes propiedades:

(1) Para todo e > 0 existe N € N tal que si y > ¢ entonces

N

R(z1,y) = > ha(x)y"Z(Mny),

n=3

(i1) R(z1,0) =0, 22(21,0) = g%?(xl,()) =0,

(731) Si|y| < 1 entonces |R(z1,y)| < %2,

9%R

2
Ox

9’R
Oy?

9’R
0x10y |’

R
o1

OR

9y

(iv) |R(z1,9)l, = O(p),

(v) R(zy,y) € C™.

? ? Y

Demostracion. Iniciemos por demostrar (z). A partir del inciso (i77) del Lema
3.2 tenemos que para todo € > 0 existe N € N tal que si ¥y > ¢ entonces
Zn(y) = 0, por lo que se sigue (7).

Para demostrar (i7) tenemos que R(z1,0 Zh (1)(0)Z,(y) = 0, ademés
R R(x9,0) — R(x1,0
0 —(21,0) = lim (22,0) (21,0) = 0.
8:151 T2—T] To — X1

La demostracién del otro caso es similar. Para (7ii) tenemos:

W™ Zo( <Z|h (20)y" Zn ()]

Z[‘l, |_

<D n(@)lly" [y Zal

n=3
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<3 Jhalan)ly A
n=3

i |h L1 | yn—1p2—n
(1 + maz|h,(x1)|)

n=3
oo . 1 y
<pyty 27 =pr(}) = p(5)
n=3

Ahora para demostrar (iv) consideremos

f:h l‘l nZ )

8I1

<D )y My Zn(y)]
n=3

n—1
—Z‘zn 1+M ly™lp

1

< yﬂ(zl)-

2
Ademds, dado que |R(x1,y)| < p (%) , entonces on

’ <p g Los otros casos

se demuestran de manera similar.

Para (v) es suficiente hacer notar que para cada derivada parcial que tomemos
de R(x1,y), podemos encontrar una cota superior M,, y de esta forma la serie
dada por las derivadas de R(z,y) serda uniformemente convergente. ]

Definimos la primera extensién de h(z,y) como:

h(z1,y) paraa <y <0

2
> ha(w)y" + R(z1,y)  paray >0

n=0

h(xl,y) =

donde

R(w1,y Zh (21)y" Zn(y Zh (@)y" Z(Aay).
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Aplicando el Teorema 3.1 obtenemos que R(z1,y) = Z ho(21)y" Z,(y) tiene
n=3

un numero finito de términos, por lo tanto 71(1:1, y) esta bien definida.

Proposiciéon 3.2. La primera extensiéon ﬁ(xl,y) es C'™ y satisface Eyy <0
y 1+ hgy >0para 0 <y <p.

Demostracion. Siy # 0 la primera extension h(x,y) es suave. Veamos que
pasa con la primera derivada alrededor de y = 0, los otros casos se demuestran
de forma analoga. Queremos mostrar que

lim h(z1,y) — h(z1,0) _ lim h(z1,y) — h(:L’l,O)7

y—0~ Y y—0t Y

para la derivada lateral izquierda tenemos

h —h - h
i L) = 0@ 0) g M@ y) = k@, 0) O 10,0) = (),
y—0- Y y—0-— Y dy

mientras que

2 00
~ ~ Zhn(xl)yn + Zhn(xl)ynzn(y) - ho(l’l)
m h(xhy) — h(xla O) _ n=>0 n=3
y—0t Yy y—0t Yy

hi(z1)y + ho(z1)y? + Zhn(ajl)y”Zn(y)
= lim n=s ,
y—0+ Yy

equivalentemente

lim hl({lfl) + hg(ﬂ?l)y + n=3 5

y—0t Y
por lo tanto
(o) - gy
lim (Il,y) (I’l,O) — lim (hl(xl) + h2<x1)y + (2) p)’
y—0t Yy y—0+ Yy

lo cual querfamos demostrar. Por lo tanto, si p es lo suficientemente pequena
tenemos que hy, <0y 1+h,, > 0 para 0 <y < p. O]
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Corolario 3.1. La extensién h : R x [a,p] — R? define un mapeo twist
simpléctico, periédico en x, dado por

r=a1+ hy(r1,9), 1=y + e (21,9),

tal que P*|R><[a,0} =P

3.2. Segunda extensién de h(zy,y)

Para continuar con la extensiéon para y > p reemplazamos el término
hao(21)y? por ¥(x1,y) = a(z1) + b(x1)y — $y®, de manera que extendamos
suavemente E(xl, y), para lo cual haremos uso de la siguiente construccion.
Escogemos ¢ > 0, tal que

Y(wy,y) = =5 + (ha(z1) + 5)Z (%) <0,

p
para toda y > 0.Ver la Figura 3.3
Sea
0
y
hﬁX)w L
\ ¥ (XY)

Figura 3.3: Grafica de (1, y).

y oy v oy
Y(z1,y) =2 / / Y(z1,y")dy"dy' = 2 / / Y(z1, y")dy'dy”
o Jo o Jy
1

Yy
= 2/ Y(z1,y" )y —y")dy" = 2/ Y(z1, 5y)(y — sy)yds
0 0
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1
= 21/2/ (1 = s)y(w1, sy)ds
0

donde , B
s = y_’ ds = . dy’ = yds.
Y Y

Luego tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 3.3. La funcién ¢ (z,y) satisface:

(¢) Y(z1,y) = ha(x1)y* + O(p), para y 2 0,
Y(x1,y) = a(x1) + b(x1)y — Sy, para y > p,

(1) by, =27 <0,

(193) Yayy = O(p).

Demostracion. (i)Dado que

bry) = 27 / (1= s)y(an, sy)ds,

ademas

_ | (21,0)=ha(z1) si o s=0
(= shy(m, sy) = { ky(z1, sy) si 0<s<1

entonces

’ S s SY Yy o
£1_r>%fy(x17sy)—£1_r>r(1) 2+2Z(p)+h2(x1)Z(p) ha(z1) + O(p)

de donde obtenemos

Blary) ~ 2 / (1= $)y(r, sy)ds ~ 297 / (1= $)ha(a1)ds

)
%2y2h2(x1)/ (1— 8)ds
0

1

] ~ thQ(Ij),
0

2 s?
~ 2y ha(21)[s — 9
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1
{(1-s)y(x,,sy)ds (1-8)y (x., sy)

hy(x,)

ol

Figura 3.4: Area bajo (1 — s)y(z, sy)

de donde
Y(x1,y) = y?ha(z1) + O(p).

Ademés si y > p, por hipdtesis tenemos 1 (x1,y) = a(x1) + b(x1)y — $y°.
(77) Ya que

y oy Yy
Y(x1,y) =2 / / Y(z,y")dy"dy’,  entonces Y, (x1,y) =2 / Yz, y')dy',
0 0 0

por lo tanto
¢yy(x17 y) = 27('7“17 y)
(791) Sabemos que

/

wu(en) =2 [ ety =2 [ =5 + o) + 52 )ay

y y' vy

(o) =2 [ (o) 2Dy =2ty [ 2y
0 P 0 P

Si tomamos ) .

Yy do — dy

R V= —,

p p

concluimos que

LS
D ke

Ve 1,) = 205 [

i Z(v)pdv=2h’2(:ﬂ1)p/ Z(v)dv,

0
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y por lo tanto
Y

|2h'2(x1)p/p Z()dv| < Kp.
0

Luego la extension queda determinada como sigue:

h*(x1,y) = ho(z1) + ha(z1)y + ho(z1)y* + R(x1,y) si0 <y <p
i hi (1) + hi(z1)y — §y° + R(w1, y) siy > p.

Proposicién 3.4. La extension h*(xq,y) € C* satisface

(i) hy, <0, ademds si y > p entonces hy = —c+ Ry, <0,
(#) 1+h;, >0

Demostracion. Para toda y > 0 se cumple

1+h;

1Y

=1+ hi(z1) +O(p) > 0.

Si0 <y < p entonces
hyy = Vyy + Ry <0,

mientras que si y > p
hy, = —c+ Ry, <0.

]

Corolario 3.2. La extensién h : R x [a,00] — R? define un mapeo twist
simpléctico, periédico en z, dado por

=z +hy(v,y) =y + 0 (1,y),

tal que P*|gx[q,0 = P-

3.3. Tercera y cuarta extensiéon de h(x1,y)

Ahora modificamos la extension h*(zp,y) para que el mapeo preserve
y = a' con constantes ¢’ lo suficientemente grandes, reemplazamos h* para

Yy > p por
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B (ansy) = haen) + hi(e)Ew) — St Ey) = / "2ty = o))y

1

Siy > p+e! entonces £(y) = 0. Sea o = £% una constante pequena. Sea

hzr,y) = W (a1,9) + (Z(oly = p) = DO (@1,9) + 59°).

Proposicién 3.5. El mapeo E(xl, y) satisface

(i) hz1,y) = h(z1,y) sia <y <0
(i) 1+ hayy >0, hy <0
(iii) Siy > p+ o' entonces P(z,y) = (z + cy,y)

(iv) Siy > p+ o ! entonces h,, = —c.

Demostracion. R
(i) Se sigue de la definicién de h(zy,y).

(i)

1+ hyyy =1+ ZK

1y

+ O0(e) =14 hi(z1)Z& + O(p) + O(e) > 0,

~

hyy = Zhy, + (Z —1)c+ O(0) <0,

para toda y > 0, siempre y cuando p, o0 = £2 son lo suficientemente pequeiias.
Luego, si y > p+ o~ ! entonces

Ey = —cy, Eyy = —c.

O
Por lo tanto la extensién en el semiplano superior esta definida por
R ho(z1) + ha(z1)y + ¥ (21, y) + R(z1,y) s10 <y <p,
ha,y) = h(@ny) + (Z(ey —p) = D(h*(z1,y) + 59°) sip<y<p+o!,

— £y siy>p+o .
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Corolario 3.3. La extensién h : R x [a,00) — R? define un mapeo twist
simpléctico, periédico en x, que preserva los circulos y = a’, dado por

~

x:xl—i—hy(:cl,y), yl:y+h11(x17y)7
tal que Plryjpro-1,00 = (T + cy,y).

Con este corolario hemos obtenido la extension del mapeo P al semiplano
superior; de forma andloga se demuestra que el mapeo P se puede extender
al semiplano inferior de R%. Luego tenemos que el mapeo P esté definido en
todo R2. Observamos que debido a las relaciones de la funcién generadora
S(z1,y) tenemos que %1 = 1;2331, es decir %1 > 0 por lo que tenemos
la condicién del Teorema 2.1 para pasar de la funcién generadora S(z1,y)
a la funcién S(z,z1). Al escribir P en términos de una funcién generadora

S(z,z1) € C°(R?), tenemos

Yy = _Sa:(waxl)a Y1 = Sx1($7x1)7

donde —S,(z,-) es la funcién inversa de f(x,-). Debido a la condicién twist
sobre P, tenemos que
0 < fylw,y) <677,

para todo z,y € R? donde 6§ > 0 es una constante fija. Por lo tanto

(5 S _S:vacl S 5_1a
y de el Teorema 2.1 tenemos que la periodicidad de la funcién generadora
esta dada por
S(x+ 1,21+ 1) = S(z,21).






Capitulo 4

Calculo de Variaciones

El problema que nos ocupa en este Capitulo es construir a partir de un
mapeo twist definido en R?, un Hamiltoniano periédico en el tiempo, tal que
su seccion de Poincaré sea el mapeo twist original. Para llevar acabo la cons-
truccién usaremos la dualidad que existe entre los problemas Hamiltonianos
y Lagrangianos. Usaremos funciones generadoras para representar el mapeo
simpléctico, y las usaremos en términos de las coordenadas (z, xy).

4.1. Preliminares de calculo de variaciones

El calculo de variaciones se ocupa de encontrar las funciones x(t) que
minimizan o maximizan un funcional )(x). La siguiente proposicién nos dice
como encontrar tales extremales para (x) en un espacio de funciones.

Proposicion 4.1. Sea Q : C?[0,1] — R un funcional dado por

Q(m):/o L(t,z, &)dt,

donde las derivadas parciales de L con respecto a t,x, & son continuas. De-
cimos que x € C?[0,1] con 2y = z(0) y x; = z(1) es un extremo de @ si
satisface

d oL, 0L

%(%) 5, =0 (4.1.1)

41
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para toda t € [0,1]. Esta relacién se conoce como la ecuacién de Euler-
Lagrange.

Para construir el Hamiltoniano haremos uso de la transformacién de Legen-
dre que nos da una relacién entre el funcional L(¢,z,%) y el Hamiltoniano

H(t, x, y)ﬂ

Definicién 4.1. Sean L(t, z, &) lagrangiano, z = &,y = L, (¢, x, z) de manera
que
L..(t,z,z) # 0. Entonces definimos la transformada de Legendre como

H(t,z,y) =yz— L(t, z,2), (4.1.2)
donde la variable y estd dada implicitamente por medio de

y=L.(tz,z2) (4.1.3)

Es importante hacer notar que esta transformacién es una involucién, es

. ., . . . . 52 9z
decir, una func?lon cuya inversa es ella misma, si H, = z + Yoy — Yoy = %
entonces al aplicar la transformada de Legendre a H, = 2 tenemos zy — yz +
L(t,z,z) = L(t,z, 2).

Desde otro punto de vista, observamos que al derivar la funcién

—H(t,z,y) +yz
con respecto a y, tenemos que
0
a—y(—H(t,x,y) +yz)=—-H,+2=0,

es decir, si se satisface la condicién H, = z, entonces L(t, x, z) es un extremo
de la funcién —H (¢, z,y) + yz, ademés si

82

a_yQ[_H(t7x7y) + ZZ/] = —Hy, <0,

'En la literatura el Hamiltoniano estd en términos de las variables (, g, p), como noso-
tros usamos la variable p para denotar el mapeo simpléctico ponemos a H en términos de
las variables (¢, z,y).
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tenemos que

Y

Por otro lado, de la transformacion de Legendre y la ecuacién de Euler-
Lagrange tenemos que
oL
— =9 H(t,z,y) =yz — L(t,x,z
o (t,z,y) =y (t,z, @),

entonces
H,=—-L,=—y, Hy =z,

las cuales son las ecuaciones Hamiltonianas. El calculo variacional nos brinda
una técnica para pasar de un espacio fase a otro en los sistemas Hamiltonia-
nos.

Definicién 4.2. Dados @), ) funcionales, decimos que son variacionalmente
equivalentes si generan el mismo conjunto de extremos.

Los mapeos simplécticos nos brindan una conexién entre los sistemas
Hamiltonianos asociados a distintos espacios de fase. Consideremos

o om_ . om . om
Qy_x’ or ¥ 8y1_x1’ or, -

dos sistemas Hamiltonianos. Luego podemos asociar las soluciones de estos
sistemas a los extremos de los funcionales

Q(x):/o L(t,z,&)dt, Q(a:l):/o L(t,xy,d1)dt.

Ya que

1 1
= P — H d = i — H .
Q(x) /0 yx (t,z,y)dt, Q(x1) /0 Y171 (t,21,11)

Ademas dos funcionales son variacionalmente equivalentes si sus integrandos
difieren por un diferencial. Sea

. . — d
yr — H(taxvy) =Ty — H<t7xlay1) + Es(taxalj%
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donde S es la funcién generadora de un mapeo simpléctico. Luego

d S
ES@’*’LJH) =Yr — Y1271 + H(tax17y1> - H(t,l‘7y)

A partir de la derivada

dS _ 9S, 05, 0
dt_ 8x$ 8x1x1

E?
y como
_ 08 __95
Yy = 6337 = 8.771’
obtenemos
H(t = H(t
( 7$layl> ( x y) 815

Con esto tenemos una transformacion que nos permite pasar de un espacio
de fases a otro. Y también nos da una relacion entre la funcién generadora y
los espacios de fase. Por otro lado si tenemos

S = S + const.
entonces _
_ S
H=H(t = H(t
(t,z,y) + Bt (t,z,y) + s
por lo tanto
H=0.

4.2. Construccion del Hamiltoniano

Comenzamos determinando condiciones sobre el lagrangiano para que se
satisfagan las condiciones de frontera que requerimos para la construccién del
Hamiltoniano. Primero pedimos que la trayectoria que une las condiciones
z(0) = zo y x(1) = x; sea lineal, para simplificar el trabajo. La siguiente
condicién que imponemos es que el lagrangiano coincida con la funcién ge-
neradora, para que el mapeo de Poincaré coincida con el mapeo twist inicial
P(z,y) = (z1,y1) en los extremos.
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Proposicién 4.2. Si L(t, z, @) satisface

0 0
(a + Z@) L,=1L,,

entonces las lineas rectas x(t) = zg + t(xr; — 1), son extremos del funcional
1
Q(xo, 1) = / L(t,x,z)dt.
0

Demostracion. De la ecuacion de Euler-Lagrange, z(t) es un extremo si se

cumple
d oL, OJL

i'or) = o

Sea z =  entonces

oL

d (Lz(t,x,z)) = %7

dt

es decir

0L, 0L.0x 0L,0z _OL

o oz ot 9ot or

por lo tanto

oL, OL. _ 0L
ot " or  ox

luego z(t) es un extremo si L(t,z(t), &(t)) satisface la ecuacién diferencial
parcial

(= + 2—)L. = L,. (4.2.1)

]

Hasta este momento hemos encontrado la ecuacion diferencial parcial que
el lagrangiano debe satisfacer para que la trayectoria que une las condiciones
sea la recta que propusimos. Al resolver dicha ecuacién y definir esta solu-
ciéon en términos de la funcién generadora, obtendremos los resultados que
buscamos.

Proposicién 4.3. La funcién L(t,z, z) es de la forma

L(t,z,z) = Lo(t, z, 2) + zm,(t, x) + my(t, x),
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donde

Lo(t,z,z) = — / (2 = 2")Sppu, (x — 2't,x + 2/ (1 — t))d2/,
0

m(t,x) = (1 —t)u(z) — tv(x).

Demostracion. Derivando con respecto a z la ecuacién (4.2.1)), tenemos

0 0 0 0
a_ _Lz _Lz = _Laca
oot i) = g
entonces P P 5 5
_Lzz _Lzz _Lz - _La:
ot * Z@x * ox 0z
Luego obtenemos la ecuacién diferencial parcial
0 0
el 2L —
(875 +Z8:E) ==,
es decir,
OL..(t,z,z2) OL..(t,z,z2)
=0. 4.2.2
o T o (42:2)

Resolviendo (4.2.2) por el método de las ecuaciones caracteristicas

dt _1 dr
ds ds
entonces
t=s, T =25+ c,
por lo tanto
L..(t,x,z) =G(x — zt, 2). (4.2.3)

Sea G(x,z) = —Syyz, (z, 2 + z) > 0, por lo tanto G(z — zt,z) = —Syyu, (v —
zt,x+2(1—1t)) >0, ademés L,.(t,x,2) = —Syu, (x — 2t,x + 2(1 — 1)).
Integrando (4.2.3))

" "

/ L..(t,z,2)dz" = —/ Siowy (¥ — 2t + 2/ (1 —1))d2,
0 0
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luego

"

L.(t,x,2) = —/ Siory (@ — 2t 0+ 2/ (1 —1))d2" + my,(t, z),
0
es decir

L(t,z, 2) / / Sz, (T — 2t x+2'(1—1))d2'd2" + 2my(t, x) +my(t, o).
De donde
L(t,x,2) / / Sz (x — 2t x4+ 2/ (1 —1))d2"d2" 4+ 2, (¢, ) + my(t, x).

Por lo tanto
L(t,z,z) = Lo(t, z, 2) + zmy(t, x) + my(t, x),

donde
Lo(t,z,z) = —/ (2 — 2")Spgry (x — 2"t 2+ 2/ (1 — 1))d2,
0

m(t,x) = (1 —t)u(x) — tv(x).
[

Ahora verifiquemos que el difeomorfismo P obtenido en el Capitulo 3, se
ve como el mapeo de Poincaré de un sistema Hamiltoniano que es periédico
en x y que satisface la condicion de Legendre.

Teorema 4.1. Sea P un mapeo twist mondtono de R? en si mismo, con una
funcién generadora S(z,z1) € C™(R?), que satisface:

(1) 6 < —Spp, <671
(i1) S(x + 1,214+ 1) = S(x, x1)
Entonces P(x,y) es el mapeo de Poincaré de un sistema Hamiltoniano suave,

esto es, existe una funcién Hamiltoniana H = H(t,z,y) € C*([0,1] x R?)
con las siguientes propiedades:
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(i) 0<d < H, <45t
(i7) H(t,x,y) = H(t,z+ 1,y)
(13i) Si p(t,x,y) es el flujo del sistema Hamiltoniano
t=H,(t,x,y), y=-—H,(tx,vy), (4.2.4)

con condiciones iniciales z(0) = o, y(0) = o, entonces ¢(1, zg, yo) =
P(z0, o)

Demostracion. Dados

Q(xo,xl):/o L(ta(t), 2)dt, = = i(t),

un funcional, y las condiciones de frontera x(0) = xy y z(1) = 21, luego
obtenemos que la trayectoria que minimiza la distancia entre ellas es una
linea recta. El lema anterior nos proporciona la condicién sobre L(t,z, 2)
para que los extremos del funcional sean lineas rectas que unen estos puntos.
Luego el funcional L(t,z, %) estd dado por

L(t,x,z) = Lo(t, x, 2) + zmy,(t, x) + m(t, x),

donde
Lo(t,z,2) = — /Oz(z — 2")Spouy (¥ — 2tz + 2/ (1 — t))d?/,
m(t,z) = (1 —t)u(z) — tv(x).
Evaluando m(t,z) en t = 0,1 tenemos
m(0,x9) = u(zo),  m(l,x1) = —v(z1).

El extremo del funcional esta dado por

Q(xo, 1) = Qo(zo, z1) + m(1, z1) — m(0, zy),

donde Qg es el extremo integral de Ly. Y ademas se satisfacen las relaciones

Q:co = _Lz(07$07$1_x0)a Qm = Lz(17$1>$1_$0)a onm = _LZZ(vaO’xl_xo)‘
(4.2.5)
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Pues

Q. = YOL 0x  OL Ox
)y Oxdxy 0% Oxg
y debido a la ecuacién de Euler- Lagrange (4.1.1) tenemos

dt,

Ld (OL\ Ox YOL o

Al integrar por partes la segunda integral de esta ecuaciéon obtenemos

/1 d (OL\ Oz oL ox |' /1 d OL Oz
Quy = — N\ a ) At | — AL A
o dt \ 0z ) Oxg 0t Oxg |, o dt 0 Oxg

es decir
Qzy = —L.(0, 20, 11 — x0).
Ademas
(L 9r 9x 0L 97 9z \|'
Qoor = = (axaj: 911 0o | 032 0my 8x0> J
entonces

Ql’oxl - _Lzz(07 Lo, L1 — IEO).

De la tercera condicién de (4.2.5)) tenemos que
Qo = S + u(zo) + v(xy), (4.2.6)
entonces () = S. Por lo tanto
Qzo = =520, Quy = Sz1s Quozy = Sazoar s
de la definicién de m(t, z) y de la ecuacién tenemos que
my(t,z) = —(1 — ) Sy, (2, 2) + tSy, (x,z), mu(t,z) = S(z,x).

Luego obtenemos que m,, m; y Q(t,z, z) tienen periodo 1 en z. De la con-
dicion twist tenemos

L..(t,x,2) = =Spz, (x — 2t,x+ 2(1 — 1)) > 0.
Ahora aplicamos la transformacion de Legendre y tenemos

H(t,z,y) =yz+ Lo+ 2((t — 1)Sy, (x, ) + Sy, (z,2)) + S(z, ),
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donde B
Ly = / (2 — 2")Spguy (x — 2't,x + 2/ (1 — 1))d7/,
0

17

Yy = —/ Spory (¥ — 2t x4 2/ (1 —t))d2" + ¢Sy, (x,2) — (1 — 1)S,, (2, x),
0

donde z es una funcién que depende de 3. Debido a que 6 < —S,,, <d 1y
L., = —S;yz,, tenemos:
0<6< L. <6t

ademas de la ecuacién (4.1.2))
H,=2zy+z—L,z, entonces H,=z

por lo que

Hyy = z
y de la ecuaciéon (4.1.3))

L..z,=1
de donde H,, - L..=1, por lo tanto

0<d< H, <5

Debido a la periodicidad de S(z,x;) el Hamiltoniano H(t,z,y) es peridédico
en x de periodo 1.
Finalmente tenemos

d oS d
= S =2y

dt " Ox dt
pues L, = S;, ademds H, = &, y debido a las restricciones en las condiciones
de frontera sobre el funcional concluimos que para t = 1 el flujo estd dado
por @1 = P(z0, Yo)- [

H,=-L,

4.3. Extension peridodica del Hamiltoniano

En la seccién anterior construimos un Hamiltoniano H (¢, x,y) periddico
en x, y que satisface la condicién de Legendre. Ahora a partir de la funcion
generadora S(x,x;) con la restriccién de que 0 < t < 1. Extenderemos H
para todo t € R a todos los reales y bajo la condicién de que H(t, z,y), sea
periédico en t, y que preserve las curvas y = a, y y = b, ademas que satisfaga
la condicion de Legendre.
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Teorema 4.2. Dado el mapeo twist P, mondétono de clase C'*° que cumple las
propiedades (i) a (iv) de (3.0.1), entonces existe una funcién Hamiltoniana
H=H(t,z,y) € C*(R x A) con

(1

) Hit+ 1,z,y) = H(t,z,y) = H(t,x + 1,y)
(1) Hp(t,z,y) =0 paray =a,b
)

)

(iii) Hyy >0

(1v) Si ¢y es el flujo del sistema Hamiltoniano

',t:Hy(taway% y: —Hx(t,ﬂf,y),

con condiciones iniciales z(0) = xo, y(0) = yo, entonces (1, zg,yo) =
P(z0,y0).

Demostracion.
Sea P un mapeo twist, que cumple las propiedades (i) a (iv) de (3.0.1) dado
por:

flz,y)=z+cy, glz,y) =y,

es decir, P(z,y) = (f(z,y),9(x,y)) para |y| grande. Ya que
y=—Su(v, 1), 1 =5, (x,11),

entonces
Iry — X rKT — X
_Scc = le = )
c C

por lo tanto

1
S(x,x1) = %(xl — x)? + const.

donde const para £(x; — x) no es necesariamente la misma. Haciendo uso de
las ecuaciones concluimos que

Seory = —, Sz (z,2) =0, Se,(x, ) =

Luego
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z /
0

C c
22

= — t.
5e + cons

Por lo tanto L = ;—i + const. Ademas
y=L,(t,x,z), H(t,x,y) =yz — L(t,x, z),

entonces )

H = ycy — g—c + const.

es decir c
H= §y2 + const.

Definimos periddicamente el Hamiltoniano H(t,x,y) en t € [0,1) al poner
L(t,z,z) = L(t — j,x,z) con un entero j € [t,t+ 1). Dadas estas conside-
raciones, las funciones L, H y el campo de vectores no son necesariamente
continuos en t € Z. Luego debemos reparar estas discontinuidades no esen-
ciales, para que el flujo de el sistema dado por H sea continuo en ¢ € R.

Iniciemos por reemplazar L y H por funciones suaves L, H, donde el Hamil-
toniano H sea t-periddico y satisfaga la condicién de Legendre, y el flujo o,
coincida con ¢; ent =0 y t = 1; y sea el mapeo de Poincaré de este sistema.

Sabemos que el flujo asociado a el Hamiltoniano H = %yQ esta definido por
¢*: (z,y) — (x + sy,y). Consideremos

£

p1=¢ “oPog ¢

para e € (0, %), el cual es un mapeo twist mondtono para £ pequeno. Apli-
cando el Teorema 4.1 a ¢; obtenemos un flujo ¢, con 0 < 7 < 1 donde

wr =1d, p; para T = 0, 1, respectivamente. Definimos

¢t si0<t<e
Xt=14 @ro¢° sitT=(t—¢)/(1-2),e<t<1l-—¢
dlop sil—e<t<1

el cual es continuo para t € [0, 1] e intercambia xo = id y x1 = P. Més atn,
X: es suave excepto en t = ¢, 1 —e. El flujo y; esta definido como se muestra
en la Figura |4.1] El Hamiltoniano asociado a este flujo estd dado por
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t=1

t=0

Figura 4.1: Regiones de definicién de y;

1_126H(T,3:,y) sitT=(t—¢)/(1—2¢),t € [g,1—¢]

EI—{ s? sit € [0,e)yt e (1—¢1)

Para |y\ grande tenemos PA[ = %y2+const. Este Hamitoniano es suave a trozos
y si escogemos ¢ = 1—2¢, de manera que ﬁx, ﬁy —y sean diferentes de cero en
el compacto [e,1—¢], ademéds ﬁlyy > 0. El Hamiltoniano H est4 definido como
se muestra en la Figura[£.2] El Hamiltoniano tiene discontinuidades en t = ¢
y t =1 —¢; luego para removerlas tendremos que modificar el Hamiltoniano
en estos puntos. Iniciemos por aproximar H por la funcién Hamiltoniana H*
la cual es suave e imponemos la condicion Hy, > 0. Después cambiamos el
flujo ¢} fuera de un intervalo cercano a t = ¢ por el flujo ¢; que coincide con
. Con las adecuadas aproximaciones buscamos que el Hamiltoniano H que
genera el flujo ¢ satisfaga la condicién de Legendre.

Para suavizar H cerca de t = ¢ para 0 < p < € tomamos

~ P
H*(t,z,y) = Brny=p! / At — 2, y)n(p~(7))dr,
0

n,=p n(p~'7),
donde n € C*(R), 0 <71 <1,7(s) =0 para [s| > 1,y

[ (s =1.
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e { |

1
} — H(Txy)
1-2¢

&{ .

Figura 4.2: Regiones de definicién de H

Observamos que sit > p entonces 1), = 0, ademds si ¢t < e —p entonces 7, ~ 1,
de manera que H* es C* para 0 < t < 1 sy H* = Hparat < e —p(cf.[6]).
Ademas, como n > 0 tenemos H * > 0.

Sea { = ({1, 3) con D* = %il %‘72 donde D'H es suave a trozos en t, entonces

1 1
/ D (B |dt</ \DE(H |dt+/ DA — B)|dt
0 p

y tenemos

S/ |Dz(ﬁ(t—7,w,y) H(t x,y) |dt<clsup/|D£ (t—T,z,y)— H(t,x,y))|dt
ITI<p

ITI<p

por lo cual

< ¢isup / |De(ﬁ(t —T,x,Yy) — ]Tl(t,x?y))|dt < Cyp.

ITl<p
También se cumple

sup |DY(H* )| < cysup|DY(H (t —T,Z,Y) — H(t,x,y))| > Cyp. (4.3.1)

[t—el>p ITI<p
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para [t —e| > p. Como H* — H tienen soporte compacto en 0 < ¢t < %,

entonces estas estimaciones son uniformes en z, y. Sea ¢; el flujo determinado
por H*, del Teorema de existencia y unicidad de soluciones para ecuaciones

diferenciales ordinarias se tiene

Jun

2 ~
7 — Xtlm < 03/ |H* — H|pmiadt = O(p), (4.3.2)
0
para 0 <t < %, donde la norma para H = H(t,x,y) estd definida por

Hlp=sup S [DUH| [0 = b1+ b,

Y g <m

Luego, de la ecuacién diferencial y (4.3.1]), al derivar con respecto a t la
ecuacion (4.3.2)) se obtiene

10:(25 = XO)|m < esl H* = H|ppir = O(p), (4.3.3)

para |t —e| > p. Ademds ¢} = x; para 0 <t < e —p.

Por lo tanto ¢} parat >ty > ¢ coincide con x,. Para verificar que ¢} preserva
las condiciones que requerimos, representamos x;, ¢; con funciones genera-
doras z1y +ﬁ(t, x1,Y), T1y + h*(t,z1,y), de manera que E, h* tienen periodo
1 en ;. Para ¢ lo suficientemente pequena los mapeos x;, ¢; son casi la iden-
tidad entonces representamos estos mapeos con las funciones generadoras, de
tal forma que de las ecuaciones (4.3.2)) y (4.3.3) tenemos

Ih* — Al =O0(p) t< 2,

0,(h* =) = O(p)  e+p<t<2e.

Para 0 <t < e — p se tiene h* = h. Ademés para € < t; < ty < 2¢ usamos la
funcién ®(t) € C*(R), ® =1 parat <t; y ® =0 para ¢t > t5 y definimos

h=(1—®)h+®h",

donde h = h* para t < t; y h=h para t > ty. También h=nh para
0 <t <e—p, porlo tanto el flujo ¢; definido por h es suave en 0 < t < % y
coincide con x; cerca de los extremos. Ahora solo nos queda verificar que el
Hamiltoniano H correspondiente a ¢, satisface la condicion de Legendre.

Sea (z,y) — (2 = z(t),y’ = y(t)) el flujo definido por el Hamiltoniano
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H = H(t,2',y), entonces de la teoria de transformaciones canénicas tenemos
para h(t, ',y
H(ta xla y/) = _ath(ta xla y)a

al derivar con respecto a y tenemos

8 /
H y

=L = —hy,,
y@y ty

y de la condicién (i) de la Proposicién 3.1 concluimos que

—h,
H, =—"
Y 1—|—hx/y

Si volvemos a derivar con respecto a y tenemos

_htyy(l + hx’y) + htth/yy
1+ hx/y

Y

Hyy (14 hory) =

entonces
_htyy(l + hw’y) + htyhaf’yy

(1 + h:v’y)g 7

y debido a que (1+h,,) > 0, tenemos que la condicién de Legendre H,,y > 0
es equivalente a

Hy/y/ =

htyy(l + hx/y) — htyhx/yy < 0.

Por la construccién que hemos realizado esto se cumple para h = ﬁ, asi como
para h* y por continuidad para una C*-vecindad de éstas. Ahora verifiquemos
la condicién H,, para h solo en [ti,ts], por lo anteriormente demostrado
tenemos

|h — hls = 0(p),

es decir para p suficientemente pequena se satisface h = %, y por lo tanto
Hy, > 0en (0,3).

Luego ya hemos removido la discontinuidad en ¢ = €. Usando un argu-
mento andlogo se remueve la discontinuidad en ¢t = 1 — ¢, y de esta for-
ma obtenemos un Hamiltoniano suave H(t,x,y) de periodo 1 en t y = con
flyy > 0, tal que su mapeo de Poincaré coincide con el mapeo P. Ahora
veamos que se cumple la condicién (ii) para este Hamiltoniano. Desde este
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momento renombramos al Hamiltoniano H (t,z,y) con H(t,x,y), el cual sa-
tisface H € C°°(R?). El flujo ¢; manda las curvas y = a, b a las curvas I'?,
I'Y) ya que P deja invariantes estas curvas entonces

rY=rg IP=T) i=0,41,...

(2

Ahora veamos que las curvas I'?, I'? son graficas de funciones C™ de la forma
Vet x), VOt x),

que tienen periodo 1 en ¢t y z. La imagen de la banda A bajo ¢; estd dada
por
A vt x) <y <Vt o).

Tomemos y = ¢, donde ¢ = a 6 b y consideremos la curva I'; dada por
(SL’, y) - Sot(x(h C) - ($(t, Zo, C)7 y(tv Zo, C))
Definimos el vector tangente

0pi(x, ¢)
——= =dy(1,0 0.

8ZEO th( ) ) 7é
Entonces X = X (t,z¢), Y = Y (¢, z0) tienen periodo 1 en 2o y (X, Y') describe
una curva cerrada ¢; para cada t fija. Parat = 0 tenemos (X,Y") = dpo(1,0) =

(1,0) y

<X7Y> =

X >0 parat=n € Zy todo xg .

ya que el mapeo inducido es un difeomorfismo y y = c es invariante bajo ;.
Queremos probar que X > 0 para t > 0. Supongamos que ty > 0 es el primer
cero de inf,, X, de manera que X > 0 parat € (0,t) y todo xg, pero que
para algun zj, tengamos

X(tg,z5) = 0.

Entonces de la ecuacién diferencial X =H,,X+H,,Y tenemos que X(to, xt) #
0, de donde X(to,xg) = H,,Y # 0. Ahora, si ponemos que Y (to,z{) < 0,
tenemos que tal cruce de ; a el eje negativo no desaparece para t > t; y esto
contradice el hecho de que X > 0 parat =j € Z y todo xq. Si fuera cierto
que Y (tg,z§) < 0, existiria un dltimo cruce t = ¢; < 1 a el eje Y negativo,
pues ¢y es suave por lo que depende continuamente de ¢ y ademas X y Y no
se anulan simultaneamente. Por lo tanto

X(tl, 1'6) =0 Y(tl, 113'6) < O,
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X(t,zg) >0 para t € (t1,t +¢) y todo .

Como habiamos dicho anteriormente, esto nos lleva a una contradiccién, por
lo tanto Y (¢4, x9) > 0. Entonces concluimos que

ng—;o(t,mo,a) >0 para t > 0.

Al hacer uso del Teorema de la Funcion Inversa obtenemos una represen-
tacién y = v(t, z) para esta curva, que satisface v(t,z + 1) = v(t, z), pues H
tiene periodo 1 en x. M4s atin, como fol v(t,x) es independiente de t, entonces

1 1
/ v (t,x)dr = a, / VO (t, z)dx = b.
0 0

Ahora buscamos una transformacion simpléctica exacta ; que mande las
curvas I'¢, 'Y a T'¢, T', respectivamente. La més general de estas transforma-
ciones esta dada por

1975($,y) = (G(tvaj)v G;l(y - U(t> [E))),

donde G, > 0; G — x, U tienen periodo 1 en z. Dado que ¥, las curvas ',
I'Y aTg, '} entonces
Gl —Ut,x)=a, G,'(v’'—U(tz)) =0

x

Resolviendo este sistema tenemos

zeya—U(t,x)7
a
entonces ; ) )
v? —av I Ve
t = «(t,x) = .
Ult,a) = =2, Galta) = 5

Asi determinamos U de manera tnica, y la funcién G la fijamos con G(t,0) =
0. Como G, U, estan en términos de la funcién v(t, ) entonces son periddicas
de periodo 1 en z, también 1¥; = identidad para todo i € Z.
Ahora definimos el flujo

@t = Vi 0 oy,
el cual preserva las curvas I'§ y T'%. Por lo tanto, obtenemos el flujo en A =
{(z,y) :a <y < b}
El Hamiltoniano H asociado al flujo ¢; esta dado por

H(t, 2", y') = H(t,z,y) + Wi(t,z,y'),
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con (', y') = Vi(x,y) y
W= Gt )y + / U, N,
0

Ay _

29

con W la funcién generadora de ¥; y ademéds By = G, !, de donde se cumple

~17 -1
Gm Hy/ == Hy —|— Gx Wty’;
entonces
Hy/ = GmHy + Wty/,

por lo tanto
2 2y
yy = Gy, > 0.

Finalmente llegamos al Hamiltoniano H que satisface la condicién de Le-
gendre, el cual restringido a A cumple con todas las propiedades requeridas.

Ademas el flujo p; = p; para toda i € Z.

]






Capitulo 5

Mapeo de Billar

En este capitulo mostramos la técnica que utilizamos en los Capitulos 3
y 4 para construir un sistema Hamiltoniano para el mapeo del billar defini-
do en el circulo. Consideremos la circunferencia unitaria parametrizada por
longitud de arco.

El mapeo del billar P : S* x [0, 7] — S x [0, 7] se define como P(s,r) =
(s + 2arccos(—r), rf] donde r = — cos(f). Notemos —1 < r < 1.

Un método para extender el mapeo P(s,r), es extenderlo periodicamente,
es decir, definirlo como

P(s,r) si—-1<r<1
P(s,r—2)+ (2m,2) sir>1
P(s,r+2)—(2m,2) sir<-—1.

Observamos que esta extensiéon cumple con las propiedades de ser twist
y simpléctico a trozos, pero debido a que esta definida en términos del
arcCos(—r) no es una extension suave. El Hamiltoniano asociado a el flujo
©i(s,r) = (s + t(2arccos(—r)),r) esta dado por

H(t,s,r) = 2/arccos(—r)d7’.

Ahora vamos a usar la técnica del Capitulo 3 para construir la extension.
El mapeo del billar estd dado por P(s,r) = (s + g(r),r) donde g(r) =

Wer Apéndice
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2arccos(—r) € C*(—1,1). Debido a que en la frontera la derivada de g(r)
tiende a infinito, vamos a considerar § > 0y P : R x [-1 4+ 4,1 — 4] —
R x [-1+4,1— 0], ademés definimos F': R x [-2+420,0] — R x [—-2+ 26, 0]
con F'(s,u) que satisface

(s,7) LN (s1,71)

donde u =7 —(1—14), conr € [1 —¢,1) es decir
F(s,u) = M~ o Po M(s,u),

F(s,u) = (s+g(u+1-9),u).

Ya que nuestro objetivo es extender el mapeo F(s,u) a todo R% Haremos
uso de la funcién generadora S(s;,u) asociada a el mapeo F(s,u), la cual
cumple

a8 N
Como
oS
— =u, entonces S(sl, u) = us1 + k(u),
881
de donde
0S

%:sl+k’(u):sl—g(u+1—5),

y por lo tanto
S(s1,u) = usy + h(sy,u),

con

h(s1,u) =w arccos(—1 —u+ ) — (—1 4 &) arcsen(l — § + u)+
+ /= (=2+6 —u)(6 —u).
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Por otro lado, la funcién h(s;,u) es analitica en una vecindad de radio £
alrededor de u = 0, entonces para la serie de Taylor

n!

Zh"(o)un = (v/=0(6 —2) — (0 — DarcSen(1 — 6)) + u(r — arccos(1 — §))+

u? (6 —1u?

o002 6(—(5-20)F

y las constantes M, R = £ tal que |h(s1,u)| < M se satisface

n!

h"(0)| <
) <

M.

Observemos que la constante M existe pues cada una de las derivadas de
h(s1,u) es acotada. Con estas condiciones sobre la funcién h(sy,u) construi-
mos Z,(u) = Z(A\,u) donde A, = % con p > 0 constante pequena.
Definimos

h(s1,u) para =2+ 2 <u <0

~ 2
hlsr,u) = Zhn(sl)un + R(sy,u) para u > 0

n=0

donde

R(s1,u) = Z h7;(!0) u" Zn(u).

Notemos que

= (0) M R
Z nl Znlu) < Rl M
n=3 n=3

< pu?

Luego el mapeo E(sl, u) satisface las condiciones de la Proposicién 3.2 sobre la
extensién. Ahora reemplazamos hy(s1)u? por ¥(sy,u) = a(sy)+b(s1)u—(£)u?

2
con ¢ > 0 tal que para

C

v(s1,u) = —g + (ha(s1) + 5)2( ),

u
p

entonces se cumplen las siguientes condiciones
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(i) ¥(s1,u) = hy(s1)u? para u > 0 cercano a cero
P(s1,u)=a(s1) + b(s1)u — (§)u® para u > p

Las cuales nos permiten tener la extension

h*(s1,u) = h(s1,u) para —2+20 <u <0
DT ho(sy) + ha(sy)u + sy, u) + R(sy,u) para u > 0.

tal que para u > py h*(sy,u) = hi(s1) + hi(s1)u — Su?.
Ahora para que el mapeo conserve los circulos y = a’, con a’ grande, definimos
para u > p

(s u) = hi(s1) + hi(s)€(u) = 5o,

) = [ 2 = pa

Por ultimo, definimos

ﬁ(sl,u) =h"(s;,u) + (Z(o(u—p)) — 1)(h*(s1,u) + gu2)

con o = €2, el cual satisface que h(sy,u) = —Su® para u > p+ o', ademds
estas extensiones satifacen la propiedades deseadas. El mapeo esta dado por

$1 = S + cu, U = U,

es decir
F(s,u) = (s 4+ cu,u).

Observamos que la extension del mapeo es idéntico al encontrado en el
Capitulo 3, por lo que podemos aplicar las mismas técnicas que en el Capitulo
4 para obtener un sistema Hamiltoniano, para el cual el mapeo F' sea el mapeo
de Poincaré de tal sistema y cumpla con las propiedades mencionadas en el
Teorema 4.2.



Conclusiones

Hemos construido un sistema Hamiltoniano partiendo de un mapeo twist
definido en la banda A = R x [a, b], tal que P : A — A,y tal que P(z+1,y) =
P(z,y)+(1,0). La definicién de P(x,y) = (x1,y1) y la estructura topolégica
de la banda nos permitieron dar la base para representar el mapeo twist
mediante las funciones generadoras S(z, z1) 6 S(z1,y), etcetera. Aqui usamos
propiedades de las formas diferenciales.

Como primer paso hemos extendido la funcion generadora S(z1,y) a to-
do R?. En la primera extensién usamos la técnica de Borel para extender de
manera suave S(r1,y) a todo R?, tal que en una vecindad de A sigue siendo
la funcién generadora de un mapeo twist. Aqui aproximamos la funcién ge-
neradora por su serie de Taylor alrededor de y = 0, y extendimos con ayuda
de funciones cut-off apropiadas para lograr que la extension cumpliera con
las condiciones de suavidad.

Luego trabajando con los primeros términos de la primera extension, ha-
cemos uso de otra funcién cut-off para construir una nueva extension que
sea twist. Con en la tercera y cuarta extensién obtenemos un mapeo twist
definido en todo el plano tal que preserve los circulos ¥ = a para a lo sufi-
cientemente grande.

Como segundo paso se planteé un problema variacional cuyo valores extre-
mos del funcional coinciden la funcién generadora S(z,x1), de tal forma que
trabajamos en un sistema de dimensién 1. Las ecuaciones de Euler-Lagrange
nos permiten obtener las condiciones para que la trayectoria que cumpla las
condiciones sea éptima y vemos la equivalencia entre las condicién twist y la
condicién de Legendre. A partir de aqui pasamos del problema variacional
al sistema Hamiltoniano por medio de la relaciéon que guardan los sistemas
hamiltonianos con los lagrangianos, es decir, por medio de la transforma-
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ciéon de Legendre. Debido a las restricciones impuestas para las condiciones
iniciales del problema variacional y la relacién de las derivadas de la fun-
cion generadora con las otras variables del mapeo conseguimos que al tiempo
t =1 el flujo del mapeo coincidiera con el mapeo P. Después se extendio en
t periodicamente el Hamiltoniano obtenido y se suaviza en t € Z.

Observamos que si el mapeo twist original depende suavemente de un
parametro pu, entonces esta construccion depende suavemente en . Termi-
namos la tesis observando cémo funciona la construccién en un problema de
billares.

Este trabajo nos deja como trabajo a futuro el estudio de la relacién
entre los mapeos simplécticos y los sistemas Hamiltonianos, asi como las
implicaciones que tiene esta relacion en los sistemas fisicos. Otra pregunta
que surge es si existe otra propiedad diferente a la twist para construir un
sistema Hamiltoniano a partir de un mapeo simpléctico, o cémo podriamos
dar otras caracterizaciones a partir de esta construccion.



Apéndice

En este apéndice presentamos algunos aspectos basicos sobre el mapeo
del billar y se muestra un ejemplo de un billar en el plano.

Definicién 5.1. Sea D C R? una regién convexa con frontera suave, cerrada
y simétrica 0D. Un billar es el sistema que consiste de una particula pun-
tual m moviendose a una velocidad constante donde el dngulo de incidencia
cuando m choca con 0D es igual al dngulo de reflexion.

Llamaremos orbitas singulares a las que no chocan con 0D o lo hacen solo
una vez, y Orbitas no singulares a las que chocan con la frontera dos o mas
veces.

A las orbitas no singulares les asociaremos el mapeo del billar

P: UC D x [0,7] — 8D x [0, 7]
($,9) —> (301,91)

donde x es un punto en la frontera, 6 es el angulo que forma el vector de
direccion de la trayectoria de m con la tangente a 0D en ese punto, x; es el
primer punto de la frontera con la que choca m después de colisionar en z, y
0 es el angulo que forma la tangente en x; con el vector de direccién.

67



68 Apéndice

Sea r = — cos(f), puesto que la funcién cos(f) es biyectiva en [0, 7] en-
tonces definimos como mapeo de billar

Definicién 5.2. El Mapeo del billar es la funcion dada por

P :UC 0D x [-1,1] = 9D x [—1,1]
(x,7r) = (x1,71)

donde r = —cos(0),r; = —cos(#y), donde 6 y 01 son los dngulos que se
definieron anteriormente.

Proposicion 5.1. El mapeo del billar P preserva area, orientacion y es twist.

Ejemplo 5.1. Sea D la regién acotada por la circunferencia unitaria S!, la
cual estd parametrizada por longitud de arco dada por a(s) = (cos(s), sen(s)),
el mapeo del billar circular estd dado por P(s,0) = (s1,6;) como se muestra
en la Figura [5.1] Debido a las propiedades geometricas de la circunferencia
unitaria el mapeo es de la forma P(s, ) = (s+26,6). Al poner P en términos
de las variables (s,7) tenemos que P(s,7) = (s + 2arccos(—r), ).

Sea D C R? una regién convexa con frontera 9D suave, cerrada, simétrica
y parametrizada por longitud de arco con la funcién afs).
Sean a(s) y a(sy) dos puntos de la curva a(s), los vectores tangentes unita-

rios en cada uno de ellos T, Ty, y u:%.

Definicién 5.3. Sean a(s), a(s1) se define la funcién generadora de el mapeo
del billar como

S(s,s1):UxV CODx0D—R

(s,51) ==lla(s) — als)]]
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(51791)

T (s.0)

Figura 5.1: Billar

Teorema 5.1. Sea «a(s) una curva parametrizada por longitud de arco, y K
su curvatura, T y N la tangente y la normal a «(s), respectivamente. Entonces

T = KN,
N' = —KT.

Estas son conocidas como las ecuaciones de Serret-Frenet.

Proposicién 5.2. Dados S la funcién generadora y T, T} las tangentes en
a(s) v a(sy) entonces

0S(s,s1)
0s =D
0S(s,s1) .
881 N 1'
Demostracion.
0S(s, s1) 1

22— ((als1) — a()?)H2lalsn) — al)(—a(5))
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95(s,51) _ (a(s1) — a(s)) )
— — (s 7
Os [la(s) — a(s1)]] (s)
R 4l
Ademas
95(s,81) _ 1

N |=

5o = —3l(als) —al9))’) 2 (2(als1) — als)(e (1)),

05(s,s1) _ (a(s1) — a(s)) o)
Os lla(s) — a(s)l]*
% = —u- Ty = —||ull||T1]|Cos(6;) = —r1.

Concluimos lo que queriamos demostrar.

]

Proposicién 5.3. Si P : (s,r) — (s1(s,7),7r1(s,7)) entonces la derivada de
P es:

05 1
—1 , g2
928 9%S 028 %S %S

_ 2
9503, \ 0si 0s? 83831) Ds?

DP =

Demostracion.
Dado que

051 051
Os Or

derivando implicitamente tenemos:

S 0505 Or PS0s On
pp — | 9s0s; ds? ds  Os &Si or  Or
925 9%S 0s 925 Bs,

952 | DsDs, s 0s,0s or
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Por lo tanto
_&S 4
0%S D52
9505, 0%S 9%S — 0%S 2 0%S
0s? 0s2  “0sds;”  0s3

DP = -1/

]

Proposicién 5.4. Sean T, N, K, T, N;, K; la tangente, la normal y la cur-
vatura en a(s) y a(s;) respectivamente y u el vector unitario en la direccién
a(s1) — a(s) entonces:

() 5t = g T~ vl )
. 0*S 1 2
(417) 752 = —Kju- N+ m(l — (u-T1)%)
08 2
(iv) 5 = Ku- N + 5(8781)(1 —(u-T)%)

028 1
(v) =
0s0s;  S(s,s1)

(u-T)(u-Ty)—T-T)

Demostracion. Puesto que

T Tla(sy) — als)I]
entonces
ou , ) - -
% =« (S)[(Oz(sl) — Oé(S)) (a(sl) — a(s)) ) - (a(sl) _ a(s)) ) 5 ]’
— o' (s1) —als) — alsN2(alsy) — als)2) 1
= 5(8781>[ (s1) —a(s))*(a(s1) —a(s))) " + 1],
1
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Ademas
g_:l = CW(SI)[(OC(Sl) - a(s))2)%1 _ (a(sl) _ 05(5))2(@(51) B &(S))2)%3]7
w6
N S(s,sl)[ 1]
1
= 505, sy L ulu-Th):

Por otro lado, usando las ecuaciones de la Proposicién 6.7

2
ng =a"(s)u + % -a/(s),

0s

Usando la ecuacién de Serret-Frenet 77 = KN

028 T
— =Ku- N+ ——(T- -T
g2 u + S(S,Sl)( u(u ))a
%S
— =Ku-N T? — (u-T)?
5ez = Kur N+ S(s,sl)( (u-T)%),
028
— =Ku-N 1—(u-T)%).
0s? ue A S(s,sl)( (u-T))
Ademas
7S5 _ —a(s1)u — u a'(s)
88% N ! 881 '
usando la ecuacién de Serret-Frenet 7] = KNy
d*S 1
— =Ku-N, + —— (T} — (u-Ty)?
Ds? we A S(S,Sl)( P e T,
d*S 1
— =Ku-Ny+———(1—(u-T))?.
ds? vt S(s,sl)( (- T0)%)
Por tltimo
0s0s; Yos,’
028 1

9s0s; S(s, s1) (w-T)u-Ty)=T1-T).
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