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Resumen

Se define una particién de la reticula de prerradicales R-pr sobre un anillo
puro-semisimple hereditario izquierdo, y se describen las clases de equivalencias
de los radicales idempotentes, las cuales corresponden con teorias de torsion
escindibles inducidas por la particiéon Ext-inyectivas del conjunto de los médu-
los finitamente generados e inescindibles R-ind. Especificamente, en una clase
particular de estos anillos, el cuél sélo tiene dos médulos no isomorfos simples,
se llega a la descripcién completa de la reticula de prerradicales idempotentes,
los radicales y por supuesto los radicales idempotentes. Finalmente se da una
caracterizacion general de prerradicales en esta clase de anillos.
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Introducciéon

En la Teoria de Anillos y Médulos se han estudiado muchas clases de anillos
definidos con ciertas propiedades. A través de la historia, muchos resultados im-
portantes se han centrado en caracterizar estos anillos por medio de su reticula
de moédulos y més recientemente en México por medio de su reticula de prerra-
dicales ([37],[38] v [39]).

Para un anillo semisimple artiniano R, es posible describir su reticula de
prerradicales por medio del conjunto completo e irredundante de R-mdédulos
simples, R-Simp, esto se debe en gran parte a dos hechos fundamentales: todo
modulo es suma directa de médulos simples y los prerradicales “abren” sumas
directas; asi es posible hacer un estudio general de prerradicales en base a cémo
se comportan en el conjunto R-Simp ([37]). Ahora bien, surge la idea de analizar
la reticulas de prerradicales para una clase més amplia de anillos que incluya a
los semimimples, los anillos puro-semisimples. Por lo que el objetivo principal de
este trabajo es caracterizar y/o dar descripciones de la reticula de prerradicales
de anillos que han sido bastante estudiados durante las ultimas décadas: Los
anillos puro-semisimples izquierdos.

La mayor parte de resultados que se tienen para estos anillos giran en torno a
su categoria de médulos; por ejemplo, se sabe que los anillos puro-semisimples iz-
quierdos y derechos son precisamente los anillos de representacion finita, es decir,
aquellos que tienen sélo un numero finito de clases de isomorfismos de mdédulos
izquierdos y derechos finitamente generados e inescindibles ([6],[24],[41]). Por
otra parte se tiene la Conjetura Puro-Semisimple que establece que los ani-
llos puro-semisimples izquierdos son puro-semisimples derechos y por tanto de
representacién finita.

Teniendo en cuenta el caso semisimple bastaria con tener un conjunto que me
describa la categoria de mdédulos de un anillo puro-semisimple izquierdo. Pero
se sabe que un anillo R es puro-semisimple izquierdo si y sélo si todo R-médulo
es suma directa de R-médulos finitamente generados e inescindibles izquierdos
([50]), por lo tanto el conjunto que permite describir a los médulos en R-Mod,
es el conjunto completo e irreduntante de R-mddulos izquierdos inescindibles y
finitamente generados, R-ind.

Si bien se tiene el conjunto R-ind, la reticula de submdédulos totalmente in-
variantes de un moédulo inescindible puede ser muy variada por lo que no resulta
sencillo evaluar prerradicales en R-ind. De esta forma se pretende estudiar una
clase intermedia, la de los anillos puro-semisimples hereditarios izquierdos con
el fin de hacer uso de la particiones de R-ind como la particién Ext-inyectiva
del conjunto R-ind y la particién fuerte-preinyectiva ([11], [13],[53]) vy de sus
propiedades para hacer un mejor estudio de la reticula de prerradicales en esta
clase de anillos.

Para hacer esto, este trabajo consta de cuatro capitulos, los cuales se pueden
sintetizar de la siguiente manera.

En el primer capitulo se muestran conceptos y propiedades bésicas de los
prerradicales y de las teorias de torsién para luego ver cémo relacionar estos dos
conceptos. También se muestra en detalle como los anillos semisimples pueden
ser caracterizados por medio de su reticula de prerradicales y al mismo tiempo
como esta descripcion depende del conjunto R-Simp.

En el segundo capitulo, las secciones 2.1, 2.2 y 2.3 pretenden dar una intro-
duccién al concepto de sucesiones exactas puras y de los médulos planos para



INDICE GENERAL VII

que de esta manera se puedan definir los anillos puro-semisimples izquierdos en
términos de las sucesiones exactas que se escinden. Asi, la secciéon 2.4 muestra
una sintesis de resultados relacionados a caracterizar anillos puro-semisimples
izquierdos por medio de su categoria de médulos y poder hacer uso de la des-
composicion de los médulos a través del conjunto R-ind.

Ya se conoce que el conjunto fundamental en la descomposicién de R-mddu-
los para cualquier anillo R puro-semisimple izquierdo, es el conjunto R-ind. Por
lo que en el capitulo 3, se hace un resumen de resultados que se conocen de
las particiones Ext-inyectiva y fuerte-preinyectiva del conjunto R-ind, asi como
diversas propiedades relacionadas a éstas. De tal manera que este capitulo es
una de las bases fundamentales de este trabajo ya que dichas propiedades se
pueden trasladar a propiedades de ciertas particiones de la reticula R-pr, las
cuales se mencionan en la seccién 3.4.

Finalmente, en el tdltimo capitulo se muestra cémo todos los anteriores
capitulos se relacionan y dan como resultado el cumplimiento de parte del ob-
jetivo principal: describir la reticula de prerradicales de anillos inescindibles
puro-semisimples hereditarios izquierdos con dos médulos simples. Se presentan
una serie de resultados asociados a los prerradicales de esta clase de anillos y
haciendo uso de estas propiedades se presentan tres teoremas principales en este
capitulo. Los dos primeros teoremas describen de manera concreta la reticula de
prerradicales idempotentes, la reticula de radicales y estos dos a su vez propor-
cionan la descripcion de la reticula de radicales idempotentes. El tercer y ultimo
teorema principal de este capitulo es el que describe cualquier prerradical pa-
ra esta clase de anillos, por medio de sus valores en los médulos finitamente
generados e inescindibles.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Prerradicales

Esta seccién se dedica a las definiciones y propiedades basicas en la clase
de todos los prerradicales sobre el anillo R, la cual sera denotada por R-pr. Se
presentan operaciones binarias y reticulares; ademads se definen dos tipos impor-
tantes de prerradicales llamados alfa y omega, los cuales permiten demostrar
que R-pr es una gran reticula atémica y coatémica.

Definicién 1.1.1. Un prerradical sobre el anillo R es un subfuntor del funtor
identidad en la categoria R-Mod; esto es, es un funtor

o: R-Mod — R-Mod
tal que:

1. Para cada M € R-Mod se tiene que o(M) < M.
2. Para cada f € Homg(M,N) se cumple que f(o(M)) < o(N).

Ejemplo 1.1.2. Dada A C R-Mod, se tiene que Tr4() y Rej4() son prerradi-
cales. En particular, Soc() = Trg() y Rad() = Rejg() donde S denota la clase
de maodulos simples.

Se denotard por R-pr al conglomerado® de todos los prerradicales sobre R.
Los prerradicales cumplen ciertas propiedades respecto a sumas directas y
produtos directos, las cuales se pueden enunciar asi:

Proposicién 1.1.3. Sean o € R-pr y {My}acr C R-Mod. Entonces, se tiene
que:

1. o(@P M) = Po(M.)

a€el acl
2. o[ Ma) <[] o(Ma).
a€cl ael

INote que un prerradical es una clase, al ser una asignacién entre clases. Por tanto R-pr
es estrictamente hablando un conglomerado.
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Demostracion. En primer lugar se demostrard (1), asi para cada 8 € I, sean

Mg Y @ M,y @ M, P8 M 3 las inclusiones y proyecciones naturales, respec-

acl acl
tivamente. Entonces, para cada g € I se tiene que:

p(o(Mp)) <o < Ma> (1.1)
acl

y
s (0 (@ Ma>> < o(Mp) (1.2)
ael
Ahora bien, sea © = (24 )aecr € 0 (@M ) Entonces por la desigualdad
ael
(1.2), se tiene que para cada a € I, x4 = M,), de donde z € @ M,,.

ael
Por tanto,

(@) < @eiany
acl acl
Por otro lado, si x € @U(Ma), entonces © = (Zq)acr CON Z, € (M)

acl
para cada o € I, por lo que existen b; € I,j € {1,...,n} tales que para cada
n

B; se tiene que = = t3,pg, (). Ahora, por 1.2, pg.(x) € o(Mg.), y por 1.1,
J /BJ BJ BJ BJ

j=1
tg,pp;(x) € 0 (@M ) para cada 7 = 1,...,n. Luego, x € o (@ Ma> . Por
acl aecl
tanto, @ )<o (@ M )
acl acl
La parte (2) se demuestra de forma anéloga haciendo uso de las proyecciones
mencionadas al inicio de la demostracién. O

Ejemplo 1.1.4. Considere los Z-mddulos izquierdos, Z, con p primo y sea o el

prerradical que astgna a cada maodulo, su torsion. Entonces sea M = H Ly,
p-primo
ast es claro que o(M) = @ Zy y H o(Z,) = H Z, y por lo tanto
p-primo p-primo p-primo

no se cumple la igualdad en (2) de la Proposicion 1.1.35.

1.1.1. Operaciones y propiedades

Definicién 1.1.5. Sean 0,7 € R-pr. Se dice que 0 =X T si y sdlo si para cada
M € R-Mod se tiene que o(M) < 7(M).

La anterior definicién hace de R-pr una clase parcialmente ordenada.

Definicién 1.1.6. Para cada 0,7 € R-pr se definen las siguientes operaciones:
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1. El producto o, tal que para cada M € R-Mod se tiene que (o7)(M) =
o(r(M)).

2. El coproducto (o : T), tal que para cada M € R-Mod se cumple que (o :
T)(M)/o(M) = 7(M/o(M)).

3. La cuna o AT, tal que para todo M € R-Mod, (c AT)(M) =o(M)NT(M).
4. La yunta oV, tal que para todo M € R-Mod, (cV1)(M) = o(M)+7(M).

Observacion 1.1.7. En la definicion anterior, se permite el uso de los simbolos
“A” y “V7 para denotar a la cuna y yunta, puesto que estas operaciones
satisfacen las propiedades del infimo y supremo respectivamente con el orden
dado en la Definicion 1.1.6.

Se puede demostrar que las definiciones (1), (2),(3) v (4) son en efecto
prerradicales. Se mostrard el caso (1) y (2), los casos (3) y (4) se comprueban
de manera andloga.

Para (1), sea M € R-Mod como T € R-pr entonces T(M) < M y asior(M) =
o(r(M)) < o(M) < M. Ahora, si f € Homg(M,N) como 7 € R-pr se tie-
ne que f(t(M)) < 7(N). De esta forma, se puede definir un homomorfismo

f'iT(M) = 7(N) con [’ = f|:8\v4)) y usando el hecho de que o es un prerra-
dical, f(or(M)) = f' (o(r(M))) < o7(N), terminando asi la prueba que o1 es
un prerradical.

Para (2), sea M € R-Mod entonces (o : 7)(M)/o(M) = 7(M/o(M)) <
M/o(M), es decir, (o : 7)(M)/o(M) < M/o(M) y esto implica (o : 7)(M) <
M. La sequnda parte, si f € Hompg(M,N) considere el morfismo inducido por
este morfismo ' : M/o(M) — N/o(N), de esta forma f(r(M/oc(M))) <
7(N/o(N)), terminando ast la prueba de (2).

Para (3), se tiene que o(M) < M y 7(M) < M por lo que o A 7(M) =
o(M)NT(M) < M. Por otro lado, si f € Homg(M, N) entonces como o y T
son prerradicales, f(c(M) < o(N) y f(r(M)) < 7(N). De esta forma,

flonTt(M)) < fle(M))N f(r(M)) < o(N)NT(N) =0 AT(N), probando
ast (3). La demostracion de (4) es andloga a esta dltima demostracidn.

Las operaciones definidas en 1.1.6 se pueden comparar de la siguiente ma-
nera:

Proposicién 1.1.8. Sean 0,7 € R-pr. Entonces, se tiene que
oT RoANTR0VT=X(0:7)

Demostracion. Indicacién: La demostracién de las dos primeras desigualdades
de esta proposicién se pueden probar de manera inmediata, haciendo uso de las
definiciones de las operaciones del producto, cufia y yunta entre prerradicales.
La tercera y tultima desigualdad se puede observar por medio de la definicién
de la yunta, el coproducto y también el uso del Teorema de la Correspondencia
para médulos. O

Definicién 1.1.9. Sean I una clase de indices, {o;}icr € R-pr y M € R-Mod.
Se define

1. La cuna arbitraria /\ o;, por (/\ ;) (M) = ﬂ o;(M)
iel iel iel
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2. La yunta arbitraria \/ 0;, por (\/ o)) (M) = Z o (M).
i€l i€l i€l
La cuna y la yunta definen prerradicales que tienen la propiedad de ser el

infimo y el supremo con el orden dado en la Definicién 1.1.5. Asi, se tiene el
siguiente resultado:

Proposicién 1.1.10. (R — pr, X, V,A) es una gran reticula completa, con ele-
mento mayor el funtor identidad en R-Mod y elemento menor el funtor cero de
R-Mod.

Observaciéon 1.1.11. Aunque R-pr en general no es distributiva, se tiene que
R-pr es modular. Ademds, el nombre de gran reticula se debe a que R-pr satisface
las propiedades de una reticula pero no necesariamente es un conjunto.

Proposicién 1.1.12 (Ley Modular, Ver [46] Pdg. 157.). Sean 0,7, € R-pr.
Entonces,

c=x1=>0V(T AR =7A(CVD)

La siguiente proposicién muestra propiedades de distributividad del produc-
to y coproducto respecto a la conjuncién y disyuncién arbitrarias.

Proposicién 1.1.13 (Ver Teorema 8 de [37]). Dados I una clase de indices,
{oi}ticr € R-pr y T € R-pr, se tiene que

1. (/\ 0i)T = /\(O’ﬂ')

iel iel
2. (\/ o)T = \/(O’ﬂ‘)
il i€l
3. (T /\O’i) = /\(T 0;)
4. (1 \/oi) = \/(T 1 0;)
iel iel

Definicién 1.1.14. Sea o € R-pr Se dice que :

1. o es idempotente, si 02 = o.

2. o es radical, si (0:0) =0

Proposicién 1.1.15. Sea 0 € R-pr. Entonces, o es radical si y sdlo sio(M/o(M)) =
0 para todo M € R-Mod.

Demostracion. Si o es radical y M es un R-moddulo, entonces por definicién,
o(M/a(M)) = (c: o) [a(M) = a(M) /(M) = 0.
El reverso es inmediato por el Teorema de la correspondencia. O

Ejemplo 1.1.16. Dada A C R-Mod, se tiene que Tr4() es idempotente y
Reja() es radical.

De ahora en adelante, R-id denotara la clase de todos los prerradicales idem-
potentes y R-rad la clase de todos los radicales.
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Proposicién 1.1.17. Sea I una clase de indices y {0;}icr C R-pr. Entonces,
se tiene que

1. Si{o;}ier C R-id, entonces \/ o; € R-id
il
2. Si{oi}ticr C R-rad, entonces /\ o; € R-rad.
i€l

Demostracion. Para (1), observe que usando la parte (2) de la Proposicién 1.1.13
se tiene que

o= \/ o = \/(O’idi) < \/(JZU) = (\/ 0;)0 =00 < 0.

i€l i€l i€l i€l
De donde 0 = \/,; 0; es idempotente.
La demostracién de (2) es de forma andloga pero ahora se usa la parte (1)

de la Proposicién 1.1.13.
O

Lema 1.1.18. Sea 0 € R-pr. Si o(ES) = 0 para cada S € R-Simp entonces
o =0 (ES denota la cdpsula inyectiva de S).

Demostracion. Sea o € R-pry M € R-Mod. Dado que Py = H E'S cogenera
R-Simp

la categoria R-Mod, se tiene que existe un monomorfismo f: M — (PO)X para

cierto conjunto X y puesto que o es un prerradical y f es mono, se obtiene que

X

o(M)=o(f(M) <o ((P)¥) < | [] o(ES)| =0

R-Simp

Lo anterior demuestra que o(M) = 0 para cada M € R-Mod, es decir ¢ = 0.
O

1.1.2. Prerradicales alfa y omega

Definicién 1.1.19. Sean M € R-Mod y N < M. Entonces, se dice que N es
un submddulo totalmente invariante de M si y sélo si para cada f € Endr(M)
se tiene que f(N) < N.

Ejemplo 1.1.20. Sea S € R-simp. Si f € Endg(ES) entonces f(S) = S, o
bien f(S) = 0. De esta forma, se sigue que S es totalmente invariante en ES.

Ejemplo 1.1.21. Un ideal izquierdo I del anillo R es un submddulo totalmente
invariante de R si y sdlo si I es un ideal (bilateral) de R.

Definicién 1.1.22. Sea M € R-Mod y sea N un submddulo totalmente inva-
riante de M. Entonces para cada K € R-Mod se definen los funtores

af (K) = {f(N)|f € Homp(M,K)},
Wi (K) == (g™ (N)|g € Homp (K, M)}.
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Observacién 1.1.23. En la definicién anterior, se tiene que oX (K) y wi (K)
son submddulos de K. Mds ain, oX y wd! son prerradicales sobre R.

Observacion 1.1.24. Dados M, K € R-Mod, se tiene que

A (K) =Y {f(M)|f € Homp(M, K)} = Try(K),
wo! (K) == {ker glg € Homp(K, M)} = Rejn (K).

Es claro que 0 y M son submddulos totalmente invariantes de M.

Observacién 1.1.25. En principio, o y w¥ se podrian definir para todo

submddulo N de M. Sin embargo, en caso de ser N totalmente invariante en
M, se cumple que oX (M) = N = wi(M).

A los prerradicales o y wi con N totalmente invariante en M se les conoce

como prerradicales alfa y omega respectivamente.

Lema 1.1.26. Sea M € R-Mod y K, N submddulos totalmente invariantes de
M tales que K < N. Entonces,

M M M M
ap Jay Y wrg Swy.

Proposiciéon 1.1.27. Sea M € R-Mod. Entonces, N es un submddulo total-
mente invariante de M si y sdlo si existe o € R-pr tal que o(M) = N.

Demostracion. Si N es un submddulo totalmente invariante de M, entonces
por la Observacion 1.1.25 se probaria la primera implicacion de la proposicion.
Ahora, para el reciproco, suponga que existe un prerradical o tal que o(M) = N
y sea f € End(M). Entonces f(N) = f(o(M)) < o(M) = N. De esta forma N
es un submodulo totalmente invariante de M. O

Proposicién 1.1.28 (Ver Proposicién 5 de [37]). Sean M € R-Mod, N un
submddulo totalmente invariante de M y o € R-pr. Entonces, c(M) = N si y
solo si a% < ij%].

La siguiente proposiciéon se deriva de las definiciones de los prerradicales
traza y rechazo.

Proposiciéon 1.1.29. Sea A C R-Mod, entonces para cada K € R-Mod, se
tiene que

Tra(K)= Y aji(K)=(\/ aip)(K)

MeA McA
Reja(K) = (] wi'(K) = ( N\ wt")(K)
MeA MeA

En particular,

M
1=TrRr Moa = \/ oy
R—Mod

. M
0= Re]R_MOd = /\ Wy -
R—Mod

Se tiene ahora la siguiente proposicién
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Proposicion 1.1.30. Sea o € R-pr entonces
1. o= \/{aé‘/fM)| M € R-Mod}
2. 0= /\{wév([M)\ M € R-Mod}.
Demostracion. Considere o € R-pr. Entonces,

1. Sea M € R-Mod. Por la Proposiciéon 1.1.28 se tiene que ozév{M) <o <

w%M), de donde \/ Q%M) = 0. Por otro lado, si L € R-Mod, por la

R-Mod
Observacion 1.1.25 se sigue que

o(L) = ag(L) (L) < (\/R-Mod O‘%M)) (L)
Demostrando asi la igualdad.

2. La desigualdad o =< /\ w% M) Se sigue nuevamente de la proposicién

R-Mod
1.1.28. Aplicando la Observacién 1.1.25, si L € R-Mod,

/\ waan (L) < wkpy(L) = o(L),
R-Mod

es decir, /\ w%M) = o con lo que se demuestra la igualdad.
R-Mod

Lema 1.1.31. Sea 0 € R-pr. Entonces 0 =1 si y sdlo si o(R) = R.

Demostracion. La necesidad es inmediata. Para la suficiencia, suponga que
o(R) = R. Puesto que R es un generador de la categoria R-Mod, existe un
epimorfismo f: RX) — M, con X un conjunto. Ademds, como o € R-pr, se
tiene

1 (o(RX)) < o(M) < M.

Pero,
1 (e(RX) = £ ((o(R) X)) = F(RY) = M.
Por tanto, o(M) = M para cada M € R-Mod y se concluye que 0 = 1. [0

Definicién 1.1.32. Dada una reticula (L, <,V,A) con elemento menor 0, de-
cimos que L es atomica, si para cada b € L con b # 0 , existe un dtomo a € L
tal que a < b.

Definicién 1.1.33. Dada una reticula (L, <,V,A\) con elemento mayor 1, de-
cimos que L es coatdmica, si para cada b € L, con b # 1, existe un codtomo
a € L tal que a > b.

Proposicion 1.1.34. R-pr es una gran reticula atomica. El conjunto de sus
atomos es
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{aE5] S € R-Simp}.

Demostracion. Sea o € R-pr tal que o # 0. Por el Lema 1.1.18, existe S € R-
simp, tal que o(ES) # 0. Dado que S es totalmente invariante en ES se tiene
que a:gES = ozf(%s) y por la Proposicién 1.1.28 se tiene que af(%s) =o0.

Sélo falta probar que a5 es un dtomo para cada S € R-simp. Para esto, sea
S € R-Simp y sea 7 € R-pr tal que 7 < ozgs. Como se tiene una desigualdad
estricta, entonces 7(ES) < aE9(ES) = S. Ahora, como S es simple, entonces
T7(ES) = 0, por hipétesis.

Ahora bien, si S’ € R-simp, con S’ % S., entonces se tiene que 7(ES’) <
aE5(8") = 0. De esta forma, 7(ES’) = y asi, por el lema 1.1.18, 7 = 0 y se
finaliza la prueba.

O

La demostracién del siguiente resultado es similar a la de 1.1.34, haciendo
uso del Lema 1.1.31.

Proposicion 1.1.35. R-pr es una gran reticula coatéomica. El conjunto de
codtomos es

{wE| I un ideal mdzimo de R}.

Por otro lado, se tiene el siguiente resultado en cuanto a los generadores y
cogeneradores en la categoria R-Mod

Proposicién 1.1.36. G es un generador (cogenerador) de R-Mod si y sdlo si
G _ 1 G _ 0
Qg - (wp )

Teorema 1.1.37. Sea o € R-pr. Entonces,
1. 0 € R-id si y solo si o = \/{a| M € R-Mod,oc(M) = M}
2. 0 € R-rad si y sdlo si 0 = N{wd!| M € R-Mod,o(M) =0}

Demostracion. Sea o idempotente, entonces por la Proposicion 1.1.28, si M es
un R-médulo tal que o(M) = M entonces o}t < 0. De esta manera, se sigue que
V{ad| M € R-Mod,s(M) = M} = 0. Ahora bien, si L € R-Mod, como o es
idempotente, o(o(L)) = o(L). Si se considera la inclusién candnica o(L) < L
se tiene que o(L) = O‘ZEB (o(L)) < aZEB(L) por lo que o =< \/{a}]| M €
R-Mod, o(M) = M}, probando la igualdad. El reciproco es inmediato, al notar
que oM = Try; es idempotente asi y usando la Proposicién 1.1.17. De esta
manera se demuestra (1).

La demostracién de (2) es andloga. O

De la definicién de submddulo totalmente invariante se puede verificar que:

Proposicién 1.1.38. Sean {M;}icr, {Ni}ier € R-Mod con N; < M; para todo
1 € I. Entonces,

1. SiM = @ M;; N = @ N; y si N es un submddulo totalmente invariante
il =
de M entonces, para cada i € I, N; es un submaodulo totalmente invariante
de Mz
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2. Si M = H M;; N = H N; y si N es un submddulo totalmente invariante
i€l i€l
de M entonces, para cada i € I, N; es un submddulo totalmente invariante
de Mz
Por medio de la proposiciéon anterior se puede deducir que:
Proposicién 1.1.39. Sean {M;}icr,{N;}icr € R-Mod con N; < M; para todo
1 € 1. Entonces,

1. SiM = @ M;; N = @ N; y st N es un submddulo totalmente invariante
iel i€l
de M entonces

iel
2. SiM = H M;; N = H N; y si N es un submddulo totalmente invariante

iel iel
de M entonces

/\ w% = w%.
i€l
Demostracion. Sean {M;}ier, {N;}icr € R-Mod. Entonces.
1. M= @ M;y N = @N,». Por definicién se tiene que para cada K € R-

el il
Mod

oM () =3 {f(EB N))| f € Hom (@ Mi,K> }
el el

y
M) =Y {g(Ni) | g € Hom (Mi,K)}

Para cada ¢ € I, sean ¢; y m; las inclusiones y proyecciones naturales.
Entonces, para cada i € I y g € Hompg(M;, K) se tiene que

g(Ni) =gom (@Nz> < ay (K)

iel

, M, M
Asi, \/ozNj <ap.

il
Por otro lado, para cada f € H%m(@ M;, K) se tiene que
iel
FEPN) =D foulNi) <> ani(K)
iel iel il

Asi, \/ a%j = aX!, con lo que termina la demostracién.
il
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1.2. Teorias de torsion y prerradicales.

Si o es un prerradical en R-pr, entonces se pueden asociar a este prerradical,
dos clases de médulos dadas por:

To ={M|o(M) =M}
Fy = {M| o(M) = 0}.

Estas clases cumplen las siguientes propiedades:

Proposiciéon 1.2.1. 7, es cerrada bajo coproductos y cocientes, mientras que
Fo es cerrada bajo productos y submddulos.

Demostracion. Para ver que 7, es cerrada bajo cocientes, sea N < My M € T,.
Considere m: M — M/N el epimorfismo natural. Entonces usado la definicién de
prerradical, se tiene que M/N = (M) = n(c(M)) < o(M/N) < M/N, lo cual
prueba que 7, es cerrada bajo cocientes. Ahora bien, para probar que es cerrada
bajo coproductos, sea (M;); una familia arbitraria de elementos de 7,. Dado
que o(M;) = M;, entonces por la Proposicién 1.1.3, se tiene que 0(@ M;) =
I
@ o(M;) = @ M; probando asi que 7, es cerrada bajo coproductos. De forma

I I
dual se puede demostrar que F, es cerrada bajo submédulos y productos. [J
Corolario 1.2.2. Si M €T, y N € F, entonces Hom(M, N) = 0.

Ahora bien, una clase es llamada clase de pretorsion si es cerrada bajo co-
cientes y coproductos, y es llamada clase prelibre de torsion si es cerrada bajo
submodulos y productos.

Proposicion 1.2.3. Ezxiste una correspondencia biyectiva entre prerradicales
idempotentes en R-Mod y las clases de pretorsion de R-Mod. Dualmente, exis-
te una correspondencia biyectiva entre los radicales en R-Mod y las clases de
prelibres de torsion de R-Mod.

Demostracion. Sea C una clase de pretorsién, entonces a esta clase asignele
el prerradical idempotente \/ ;o a%. Si o es cualquier prerradical entonces
considere la clase de pretorsién 7,. Esto da la correpondencia entre las clases de
pretorsion y los prerradicales idempotentes debido a la parte (1) del Teorema
1.1.37. De forma dual se muestra la asignacion para radicales. O

Proposicién 1.2.4 (Ver Proposicién 1.5 de [46]). Para todo prerradical o existe
un mayor prerradical idempotente ¢ menor que o y existe un menor radical T
mayor que o.

Proposicién 1.2.5 (Ver Proposicién 1.6 de [46]). Sea o un prerradical. Enton-
ces se cumple que:

(i) Sio es idempotente entonces & es idempotente.
(i1) Si o es un radical entonces o es un radical.

Definicién 1.2.6. Una teoria de torsion en R-Mod es un par (T,F) de clases
de modulos, tales que
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(i) Hom(T, F') = 0 para todo T € T,F € F.
(i) Si Hom(C, F) = 0 para todo F € F, entonces C € T.
(iii) Si Hom(T,C) =0 para todo T € T entonces C € F.

T es llamada clase de torsion y sus objetos son mddulos de torsion, mientras
que F es una clase libre de torsion y sus objetos son mddulos libres de torsion.

Cualquier clase C de mddulos genera una teoria de torsién de la siguiente
forma:

F ={F| Hom(C, F') = 0 para todo C € C}.
T ={T| Hom(T, F') = 0 para todo F' € F}.

Claramente, este par (7,.F) es una teorfa de torsién, y T es la menor clase
de torsién que contiene a C. Dualmente, la clase C cogenera una teoria de torsién
(T, F) tal que F es la menor clase libre de torsién que contiene a C.

Proposicién 1.2.7 (Proposicién 2.1, [46]). Las siguientes propiedades de una
clase T de mddulos son equivalentes:

(a) T es una clase de torsion para alguna teoria de torsion.

(b) T es cerrada bajo cocientes, coproductos y extensiones.

Proposicién 1.2.8 (Proposicién 2.3, [46]). Ezxiste una correspondencia biyec-
tiva entre las teorias de torsion y los radicales idempotentes.

Corolario 1.2.9. Si o es un prerradical idempotente, entonces @ es el radical
idempotente correspondiente a la teoria de torsion generada por To.

Definicién 1.2.10. Una teoria de torsion se escinde si todo subobjeto de torsion
en C es un sumando directo de C, para cada objeto C.

1.3. Anillos semisimples

Definicién 1.3.1. R se llama anillo semisimple si el mddulo regular rR es
semisimple

En estos anillos no hay distincién de izquierdo o derecho ya que esta defi-
nicién es equivalente a que el médulo regular derecho Ry sea semisimple como
modulo. La estructura de estos anillos estd completamente determinada por el
Teorema de Wedderburn-Artin, el cual establece que

Teorema 1.3.2 (Teorema de Wedderburn-Artin, Teorema 13.7, [2]). Un anillo
R es semisimple si y solo si R es el producto directo de un nimero finito de
anillos simples artinianos.

En cuanto a su categoria de moédulos se pueden decir las siguientes carac-
teristicas sintetizadas en el siguiente teorema,

Teorema 1.3.3 (Seccién 13, [2]). Las siguientes condiciones son equivalentes
para un anillo R :



20 CAPITULO 1. PRELIMINARES

(a) R es semisimple

(b) Todo R-mddulo es semisimple

(¢) Todo R-mddulo es inyectivo

(d) Toda sucesion exacta de R-mddulos se escinde
(e) Todo R-mddulo es proyectivo

En cuanto a los prerradicales, de forma general éstos cumplen propiedades
que fueron mostradas en la seccién 1.1.1; una de estas propiedades es que los
prerradicales abren sumas directas. Es decir, para una familia de R-mddulos
{My}r y un prerradical o se cumple que 0(@ M,) = @O’(Ma). Como todo

acl acl
médulo es semisimple, los prerradicales quedan completamente determinados

por su valores en el conjunto de médulos simples, R-Simp.
En primer lugar se tiene este resultado para anillos simples artinianos,

Teorema 1.3.4 (Teorema 9, [37]). R es un anillo simple artiniano si y sdlo si
R-pr es una reticula trivial.

En cuanto a los anillos semisimples, se tiene la siguiente caracterizacién

Teorema 1.3.5 (Teorema 11, [37]). Las siguientes condiciones son equivalentes
para un anillo R :

(a) R es un anillo semisimple

(b) R-pr es una reticula booleana finita

¢) Para cada 0 € R-pr, o =V aE(S) aE(S) <o
5 5

(d) 1=V{ag®| S € R-simp}

Demostracion. (a) = (b). Dado que todo R-médulo es semisimple, entonces
todo prerradical es determinado por sus valores en R-Simp y por tanto R-pr
es una gran reticula isomorfa a la reticula de subconjuntos de R-Simp. De ahi,
R-pr es finita y booleana.

(b) = (¢). En una reticula booleana y atémica, cada elemento es la unién
de los atomos debajo de él y lo mismo ocurre en una gran reticula booleana
atémica.

(¢) = (d). Es inmediato.

(d) = (a). 1 = Socpg-simp entonces, R = Socg-simp(R) y por tanto R es
semisimple artiniano. O

Con los teoremas anteriores se pueden dar ejemplos de reticulas de prerra-
dicales para ciertos anillos, como el caso de anillos simples artinianos y anillos
semisimples con dos y tres médulos simples respectivamente. Més atin se pue-
de probar que si n es el nimero de médulos simples no isomorfos, entonces la
cardinalidad de R-pr es 2".
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Ejemplo 1.3.6. R es un anillo simple artiniano si y solo si R-pr es la reticula
trivial dada por

1

0

Ejemplo 1.3.7. Si R es un anillo semisimple y R-simp = {S, T}, con S # T,
entonces la reticula de prerradicales, R-pr, viene dada por

Ay
N/

Donde ES es la capsula inyectiva de S y ET la cdpsula inyectiva de T

Ejemplo 1.3.8. Sea R es un anillo semisimple tal que |R-simp| = 3. Suponga
que R-simp = {S,T,U}, entonces existen ideales izquierdos mdzimos I,J, K
de R tales que S = R/I,T = R/J yU = R/K. De esta forma la reticula de
prerradicales queda descrita de la siguiente forma:

1

R R R
Wi Wy wr

ES ET EU
Qg QT ay
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Capitulo 2

Anillos puro-semisimples
izquierdos

2.1. Producto tensorial de modulos

Se considerara a R un anillo asociativo con 1. Esta seccién es s6lo una he-
rramienta introductoria para poder definir los médulos planos y las sucesiones
exactas puras en términos del producto tensorial por lo que més contenido en
detalle y demostraciones de resultados presentados aqui pueden ser encontrados
en el capitulo 10 y 11 de [10].

Definicién 2.1.1. Considere gN, Mg y G un grupo abeliano. Una funcion
B: M x N — G es R-balanceada si

1. B(m1 + mg,n) = f(my,n) + B(ma,n) para todo mi,me € M yn € N.
2. B(m,n1 +ng) = B(m,n1) + B(m,n2) para todo m € M yny,ng € N.
3. B(mr,n) = B(m,rn) para todo m € M,n € N yr € R.

Definicién 2.1.2. Un producto tensorial entre Mr y rN es un par (T, T) donde
T es un grupo abeliano y7: M xN — T es una funcion R-balanceada que cumple
la propiedad universal: Para cada funcion R-balanceada 5: M x N — G existe
un unico morfismo f: T — G de grupos abelianos tal que el siguiente diagrama
conmuta

T

|
/f
y

MXN?G

Lo anterior dice que 7: M x N — T es un objeto inicial de cierta categoria.

Teorema 2.1.3. Si eziste el producto tensorial. éste es unico salvo isomorfis-
mos.

Demostracion. Todo objeto inicial es tnico salvo isomorfismo. O

23
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Teorema 2.1.4. FEl producto tensorial de modulos existe.
Demostracion. Ver capitulo 10 de [10] O

Ahora bien, dados los R-médulos Mg v gN. El producto tensorial ente Mg
y rIN serd denotado por M ®g N. Si el anillo es claro, se denotard por M ® N.

Proposicion 2.1.5. Considere Mg y rN. Entonces:
(1) M ®r R~ Mg
(2) Reg N =g N

(3) Si se tiene gNp, entonces (M @rN)@r L = M &g (N @7 L) como grupos
abelianos.

Demostracion. Las partes (1) y (2) son consecuencias del Teorema 1.12 de [42].
Finalmente (3) es el Teorema 14, pagina 371 de [10]. O

Teorema 2.1.6. SiI < R es un ideal y pRM, entonces R/I ® M = M/IM.
Demostracion. Es el Ejemplo 8 de la pagina 370 de [10]. O

Teorema 2.1.7. Sean M, M’ R-mddulos derechos y sean N, N’, R-mddulos
izquierdos. Entonces hay unicos isomorfismos de grupos

(Ma&M)®r N~ (M®gN)® (M @ N)
M&r(N®N)= (Mg N)& (Mg N')
Demostracion. Ver el Teorema 17, pdgina 373 de [10]. O

Teorema 2.1.8. Sean {M;}icr una familia de R-mddulos derechos y {N;};cs
una familia de R-mddulos izquierdos. Sean Mp = @Mz y rRN = @Nj.

iel jeJd
Entonces,
M®@r N = @@(Mi ®r Nj).
jeJ iel
Demostracion. Ver el Teorema 17, pagina 373 de [10]. O

Corolario 2.1.9. R M) = (Re M) = MD),

Demostracion. Es consecuencia del Teorema 4.1.7. O

2.2. Limites directos en R-Mod

Ms4s contenido acerca de esta seccién puede ser consultada en [42]. Ademés
parte del contenido de esta seccién y la siguiente pueden ser consultadas en [40].

Definicién 2.2.1. Un conjunto parcialmente ordenado (P, <) es dirigido su-
periormente si para todo p,q € P, existe r € P tal que p,q < r. Si M es una

categoria y I es un conjunto dirigido, se dice que una pareja ({M;}ier, {M; ELN
M;}i<;) es un sistema dirigido en M si cada M; € M, y fi; es un morfismo
en M para todo i < j con las siguientes propiedades:
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1. fi es la identidad en M;.

2. fir = fjx o fij para todo i < j < k.

Se abreviard el sistema ({M;}ier, {M; ELN M;}i<j) por {M;, fi;}.

Se denotard por N <7, M cuando N es un submddulo finitamente generado
de M.
Ejemplo 2.2.2. Sea gM wun R-mddulo izquierdo. Entonces, el par ({N <
M| N es f.g.},{K htty L}) donde fk 1, es la inclusion, es un sistema dirigido, ya
que, st K, L < M son finitamente generados, entonces K,L — L + K <;, M.

Definicién 2.2.3. Un cono definido desde el sistema dirigido ({M; }ier, { M; fis,

M;}i<i) hacia un conjunto X es una familia de morfismos {M; SIN X}r tal
que si1 < j entonces ; = ;o fij. Es decir, sii < j, entonces el diagrama

fij

N

X

M; M;

conmuta.

El limite directo puede ser definido en una categoria arbitraria C por medio
de una propiedad universal.

Definicién 2.2.4. Sea (X, fi;) un sistema dirigido de objetos y morfismos de
C. El limite directo de ese sistema es un objeto X en C junto con morfismos
¢i: X; — X que satisfacen ¢; = ¢; o fij. El par (X, ¢;) debe ser universal
en el sentido de que para cualquier otro par (Y,v;) existe un unico morfismo
u: X =Y que realiza que el siguiente diagrama

fij

X, — X

conmute para todo i,j € 1.

El limite directo es a menudo denotado como X = lim X;, cuando el sistema
directo (X, fij) se entiende. Por otra parte, cabe mencionar que el limite directo
se puede ver como el objeto inicial de cierta categoria.

K

Ejemplo 2.2.5. El sistema dirigido ({N <y, M}, {K gy L}) del ejemplo
2.2.2 tiene limite directo. Mds ain, h_n}{N <fg M} =M.
Considere el cono
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K ot L
_—
rA
para el sistema ({N <;, M}, {K N L}) y para cada x € M, el diagrama

LRz, L

Ry —M = [
N
RA

Defina h: M — A como h(xz) = Yry(x), estd bien definido, pues si v €
N <4 M, entonces Rv — N, y

LRx,N

Rx N

N A

rA

conmuta Y Yre(x) = Yy(x). Ademds resulta que h es el dnico morfismo que
hace conmutativo el diagrama

K e L
_—
x 7
M
Vi | YL
Itk
y
A

Sélo falta verificar que h es un homomorfismo, en efecto: Sean x,y € M
entonces h(x +Yy) = VRr(aty) (T +y), pero se tiene el siguiente diagrama conmu-
tativo

jo LRz ,Rz+Ry jo + Ry
Rax
rA

N ARQ

por el cual se obtiene que h(x) = Yrs(T) = YRatry(x) Yy de manera andloga,
con un diagrama similar, h(y) = Yry(y) = Yra+ry(y). De esta forma, como
YRa+Ry €5 un homomorfismo, y haciendo uso del resultado anterior se concluye
que: h@ + 9) = e (@ +Y) = Vngorg) (@) + Ve (1) = h@) + hy). Lo
R-linealidad se argumenta de manera similar probando asi que h es un homo-
morfismo.

Por tanto, hﬂ{N <fg M} =M.

Se puede formular el resultado del ejemplo anterior en la siguiente proposi-
cion:
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Proposicién 2.2.6. Todo R-mddulo es el limite directo de sus submddulos fi-
nitamente generados.

Los limites directos no siempre existen en todas las categorias. Sin embargo,
la categoria R-Mod si es cerrada bajo limites directos.

Teorema 2.2.7. Todo sistema dirigido {M;,p;;} de R-mddulos tiene limite
directo.

Demostracion. Para cada @ € I, sea ¢;: M; — @ M; la i-ésima inclusién en la
suma. Defina

lim M; = (D) M,)/.
Donde S es el submédulo generado por todos los elementos ¢; fi;(m;) — ti(m;),
donde m; € M; y i < j. Si se define ahora, ¥ : M; — h_n;Ml por m; — t;(m;) +
S, entonces se puede verificar de manera directa que se satisface la propiedad
universal del limite directo. O

Los elementos de lim IV; seran denotados por 7. Ahora, sea I un conjunto di-
rigido fijo. Sean M % ,fij by N = {N;, gi; } sistemas dirigidos de R-mdédulos
sobre I. Un morfismo ¢: M — N se obtiene mediante morfismos ¢: M; — N;
para cada ¢ € I, tales que el diagrama

conmuta cuando 7 < j.

Sip: M — N es un morfimo de sistema dirigidos, como en la parte anterior,
se define 3: h_n)lMZ — h_r)nNi como: sea xf h_r)nM, representado por x; € M
(ver demostracién del Teorema 2.2.7) y sea ¢ (x) representado por ¢;(x;) € N;.
Se puede verificar que esta definicién es independiente de la elecciéon de los
representantes ;.

El siguiente teorema establece la relacion entre los limites directos y el pro-
ducto tensorial.

Teorema 2.2.8. M ®_ conmuta con lim{_}. Es decir, M @lm{N;} = lim{M &
Ni}.
Demostmcio’n. Sea ({rN;}1, {N; — T, N, i }i<j) un sistema dirigido de R-médulos

y {N; — hm{N }} su limite directo. Al tensar con rM se obtiene un nuevo

sistema dirigido ({M ® N;}1,{M ® N; L g ® Nj}ti<j), ¥y un cono {M ®

N; tu B M®13{N }}. Para ver que M®13{N } tiene la propiedad universal

del limite directo, si {M & N; —> X} es otro cono, basta definir la funcién
bilineal v: M x l_ng{N} — X, como y(m,n;) = %(m ® n;). Luego por la

propiedad universal del producto tensorial, hay un tinico M ® hﬂ{Nl} %X tal
que 1 o ® = . Asi, se tiene el siguiente diagrama conmutativo:
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1y ®fij
M ® N; e M ® N;

M @ lin{N;}
I

| 1
Y
X

Vi Vi

y se concluye que M ® hg{Nl} & hﬂ{M ® N;}. O

Proposicion 2.2.9. Sea I un conjunto dirigido. Suponga que hay una familia
de morfismos de sistemas directos sobre I

t s
{K, @i} = {M;, i} = {Ns,vij }
tal que
0 K; % M; 2 N; >0

es exacta para cada t € I. Entonces, hay una sucesion exacta de modulos

N
Demostracion. Suponga que x € @Ki yque t x=0en hgnMZ Sea h%j(l =
(P K;)/S ysea \i: K; — P K; la i-ésima inclusién; sea lim M; = (6p M;)/T
—
y pi: M; — @ M; la i-ésima inclusién. Entonces, x = Nja; + S y t (z) =
—
witia; + T. Dado que ¢t (x) = 0, existe j > ¢ con ;;t;a; = 0. Como t es un
morfismo entre sistemas directos, se tiene que t;p;ja; = 0. Pero, ¢; es mono,
-
de donde ¢;;a; = 0y asi ¢ = Aja; + S = 0. Esto prueba que ¢ es mono.
., - - .
La demostracion de que s es epi: si y € thi es representado por y; € Nj,
entonces existen x; € M; tal que s;(x;) = y; y los x; representan un elemento x
de lim M; tal que s (x) =y.
— —

Ahora bien, por la definicién de t, es claro que Im ¢ C ker 5. Asi, suponga
que x € ker ?, y sea x representado por z; € M;. De esta forma, s;(x;) = 0
en el limite, por lo tanto ;;t;(x;) = 0 para algin j > i. Se puede asumir que
j = i. Entonces z; € kers; = Imt; y asi, x; = t;(2;) para algin z; € L;. Luego,

_
se sigue que = € Im ¢ probando asi la exactitud. O

2.3. Moddulos planos, médulos puro-inyectivos y
sucesiones puras

La mayoria de los resultados presentados en esta seccién fueron tomados de
[2], [10] y [42].

Definicion 2.3.1. My es plano si M ®g __ es un funtor exacto. Es decir, si
M ®pr __ es exacto izquierdo.
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Ejemplo 2.3.2. Ry es plano pues R®gr__ =2 Id. Es decir, para cada R-mddulo
M se tiene que R ®@pr M = M.

Teorema 2.3.3. @, _; Pi es plano si y sdlo si cada Py es plano.

iel
Demostracidn. En primer lugar, note que si {fr: A}, — Ax} es una familia
de morfismos, existe un tnico morfismo @f: @ A, — @ Ar con > a) —
> f(a}); Méas atn, & fi, es mono si y sélo si cada fj es mono.

Suponga que f: M — N es mono. Luego, se tiene el siguiente diagrama
conmutativo:

(B P)oM (@B P)®N
P, M) —1ED _ap o N

donde 1; = 1p, y los morfismos verticales son isomorfismos. Por la indicacién
inicial, se tiene que 1 ® f es mono si y sélo si 1 ® f es mono, esto es, P Py es
plano si y sélo si cada Py es plano. O

Corolario 2.3.4. Los mddulos libres son planos.

Demostracion. Si Ly es libre, entonces para algiin conjunto X, L = R(X). Este
ultimo médulo es plano, ya que R es plano. O

Corolario 2.3.5. Los mddulos proyectivos son planos.

Demostracion. Si un médulo M es proyectivo entonces es sumando directo de
un médulo libre y por el Teorema 2.3.3 se tiene que M es plano. O

Teorema 2.3.6. Fl limite directo de un sistema de modulos planos, es plano.

Demostracion. Sea ({P;}r,{P; — Ju, p, i i<j) un sistema dlI‘lgldO de R-médulos

planos y 0 — L % M exacta. Se quiere probar que L®h_n>1{P 17 POLd M®1£{P }

es mono. Dado que cada P; es plano, para cada ¢ € I, se tiene que 0 - L ®

Id
P polan M ® P; es exacta. Por otro lado, se sabe que L®1i {P} = %{L@PZ-}

y lo mismo para M, asi por la Proposicién 2.2.9, se tiene que O — 11 ®P} —
lgn{M ® P;} es exacta y por tanto, L ® hm{P} - M® hm{P} es mono y de
esta forma se concluye que IE{P }es plano

O

Corolario 2.3.7. Si todo submddulo finitamente generado de M es plano, en-
tonces M es plano.

Demostracion. Por la Proposicion 2.2.6, se sabe que todo mddulo es el limite
directo de sus submédulos finitamente generados, y por el Teorema 2.3.6, se
obtiene el resultado. O

Definicién 2.3.8. Una sucesion exacta 0 - K — L — M — 0 es pura si para
todo R-mddulo derecho AR, la sucesion 0 - AR K — A® L es exacta. Es
decir,0 > AQK - AL - A® M — 0 es exacta (La exactitud de la derecha
siempre se tiene).
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Definicion 2.3.9. Un submddulo N de un R-mddulo M se llama submddulo
puro de M en el caso de que la sucesion exacta 0 = N — M — M/N — 0 sea
pura.

En el capitulo 4 de [32], se muestra una equivalencia a la definicién anterior:

Proposicion 2.3.10. N es puro en M si y sélo si para un sistema finito de

n
ecuaciones lineales Zhj%’ =a;,1 <j <m, dondery; € Rya; €N, siel
=1
sistema tiene solucion (si,...,8,) € M™, también tiene solucion (ti,...,t,) €
N™.

Definicién 2.3.11. Un R-mddulo rE se dice puro-inyectivo si gE tiene la pro-
piedad de inyectividad relativa a la clase de sucesiones exactas puras izquierdas.

Por la Proposicion 2.2.6, todo R-mdédulo es limite directo de sus submodulos
finitamente generados y luego por la Proposicién 2.2.9 se sabe que los limites
directos preservan monomorfismos, de esta forma se puede concluir el siguiente
teorema:

Teorema 2.3.12. Una sucesion exacta 0 - K — L — M — 0 es pura si y
solo si para todo Fr finitamente generado se tiene que 0 > FRQ K - F® L —
F® M — 0 es exacta.

Lema 2.3.13. Sea rFE es cogenerador inyectivo en R-Mod. Entonces 0 — N —
M es exacta si y solo si Homg(M, E) — Hompg(N, E) — 0 es exacta.

Recuerde que un R-médulo M es inyectivo si y sélo si Hom(_, M) es exacto
derecho, por lo tanto manda monos a epis.

El siguiente teorema es una caracterizacion para médulos planos:

Teorema 2.3.14. Sea p P un mddulo. Entonces, las siguientes condiciones son
equivalentes:

(a) rP es plano
(b) Toda sucesion 0 - A — B — P — 0 es pura

(¢) Eziste una sucesion 0 — M — N — P — 0 pura con N plano.

Demostracion. (a) = (b). Sea 0 - A — B — P — 0 exacta. Por el Teorema
2.3.12 se medira la pureza en médulos finitamente generados. Sea Fp finitamente
generado, por definiciéon hay una sucesién exacta 0 - K — R™ — F — 0. Dado
que Py R" son planos y R" ® M = M™ para todo R-médulo M, se tiene el
siguiente diagrama:



fr=d

KRA——M s K®B—/—K

frrg

b—c

d—c

n

d—e

c—0

2.3. MODULOS PLANOS, MODULOS PURO-INYECTIVOS Y SUCESIONES PURAS31

A’I’L

g—c=>b=g=a=0

b—a

c—0

a—0

0-->FQRA F@B——F®P——0

0 0 0

Se quiere probar que F'® A — F ® B es mono, pero esto se ve haciendo la
persecucién de elementos en el diagrama en orden alfabético.

(b) = (c¢). Dado que R es un generador de R-Mod, entonces se tiene la
exactitud de RX) — P — 0, para cierto conjunto X. Si K es el niicleo de dicho
epimorfismo, entonces se tiene que existe una sucesién exacta pura 0 - K —
RX) — P — 0, por hipétesis y ademas RX) es plano.

(¢) = (a). Considere 0 - I — R — R/I — 0. Al aplicar el funtor Id ® _, a
la sucesion de la hipdtesis se obtiene:

0 0
I
I
e—f b—a M
0——IM I®N I®P——0
frre=f=b=a=0
e—d b—c a—0
M d—c N c—0 P 0
d—d c—0
0——>M/IM ———> N/IN P/IP——=0
d—0=d=0
0 0 0

Pues, R _=Idy R/I® A= A/IM para todo R-médulo A. Lo que se
quiere es mostrar que I ® P — P es mono para lo cudl se verifica la persecucién
de elementos. O

Teorema 2.3.15. Sea rE cogenerador inyectivo y rPg, entonces Ps es plano
sty sélo si s Hom(P, E) es inyectivo.

Demostracion. Suponga que Pg es plano, se probard que Hom(P, E) es inyec-
tivo. Considere 0 —+ N — M exacta; dado que Ps es plano, entonces se tiene
la exactitud 0 > P® N — P® M y como E es un cogenerador inyectivo, por
el Lema 2.3.13 se tiene que Hom(P ® M, E) — Hom(P ® N, E) — 0 es exacta.
Pero, se sabe que Hom(P ® M, E) = Hom(M,Hom(P, E)) y lo mismo para N
(par adjunto). De esta forma, se obtiene que Hom(P, E) es inyectivo.
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Reciprocamente, suponga ahora que Hom(P, F) es inyectivo. Por demostrar
que Ps es plano, para esto considere 0 — N — M, se mostrard que 0 —
P® N — P® M es exacta. Dado que Hom(P, E) es inyectivo, entonces se tiene
la exactitud Hom(M,Hom(P, E) — Hom(N,Hom(P, E)) — 0. Por el mismo
argumento utilizando en la primera parte (par adjunto), se tiene que Hom(P ®
M,FE) — Hom(P ® N, E) — 0 es exacta y por ser E cogenerador inyectivo, se
aplica el Lema 2.3.13 y se obtiene el resultado.

O

Lema 2.3.16. EI grupo cociente Q/7 es un cogenerador inyectivo de la categoria
Ab.

Demostracion. Como Q/Z es divisible, siendo éste un cociente de Q, entonces
es inyectivo. Sea M un grupo abeliano, y sea m € M, con m # 0. Si m tiene
orden infinito, defina f: (m) — Q/Z por m — § + Z; si m tiene orden finito,
digase n, defina f: (m) - Q/Z por m — 1/n + Z. En ambos casos, f(m) # 0.
Ahora se usa la inyectividad de Q/Z para extender f a todo M. O

Tomando, R =7Z y E = Q/Z se obtiene:
Corolario 2.3.17. Ps es plano si y sdlo si g Hom(P,Q/Z) es inyectivo.

El siguiente criterio para planitud puede ser comparado en cierta forma al
criterio de Baer para la inyectividad.

Teorema 2.3.18. rP es plano si y solo si para todo ideal derecho I de R se
tiene que 0 - I P - R® P = P es exacta.

Demostracion. (=). Es claro por la definicién de plano.

(<). Sea I 4R por hipétesis, 0 - I ® P - R® P es exacta y dado que
Q/Z es un cogenerador inyectivo, esto implica que el diagrama

Hom(R,Hom(P, Q/Z)) — Hom(I, Hom(P, Q/Z))

iu lm

0 — Hom(R® P,Q/Z) ——— Hom(I ® P,Q/Z)

conmute. Esto quiere decir que para cada I 5 Hom(P,Q/Z) existe R KA
Hom(P,Q/Z) tal que ¢ = 1por. Como lo anterior ocurre para cada ideal derecho
I de R, aplicando el Criterio de Baer, Hom(P, Q/Z) es inyectivo y por el Teorema
2.3.15, P es plano. O

El resultado anterior, se puede mejorar si se restringe a ideales finitamente
generados.

Teorema 2.3.19. rP es plano si y sdlo si para todo ideal derecho J finitamente
generado de R se tiene que 0 - J @ P - R® P = P es exacta.

Demostracion. (=). Es por el Teorema 2.3.18.
23

(<). Sea I < R. Por lo demostrado en 2.3.18, basta demostrar que I @ P 25
P es mono, donde i ® p — ip. Sea x € I ® P, entonces x = Zzzljk ® T con
jk € I, 2 € P. Considere el ideal finitamente generado J = (j1,...,jn) — R.
Note que z € J ® P. Si x — 0, entonces por la hipétesis, x = 0. Esto prueba
que ¢t * 1 es mono y P es plano. O
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Lema 2.3.20. Sea I un ideal bilateral de R y sea RN <r M FEntonces son
equivalentes:

(a) IN = NNIM.

(b)) 0= (R/I)®r N — (R/I) ®@r M es un monomorfismo de R-mddulos
Teorema 2.3.21. Sea I un ideal bilateral de R. Entonces son equivalentes:

(a) Para todo N < M,IN = NNIM.

(b) Para todo pJ < R,IJ=1N..

(c) (R/I)gr es plano

Demostracion. (a) implica (b) es directo, y (b) implica (¢) es por el Teorema
2.3.18 junto con el Lema 2.3.20 y finalmente (¢) implica (a) es por el Lema
2.3.20. O

2.4. Anillos puro-semisimples

Para poder encontrar las caracterizaciones que hagan posible generalizar re-
sultados hallados en los anillos semisimples y realizar un estudio en la reticula
de prerradicales de un anillo puro-semisimple (izquierdo), es de suma impor-
tancia tener en cuenta como trabajar la Teoria de pureza y puro-inyectividad.
Esta teoria podria ser llamada la Teoria de sistemas de ecuaciones lineales pa-
ra mddulos. Un sistema tipico dentro de este formato tiene la siguiente forma:
Empezando con un R-médulo M, un elemento (m;);e; € M', y una matriz
(rij)icr,jes con un nimero finito de elementos de R en cada fila y de esta forma
considerar el sistema

doryXj=m; (i€1), (x)
jedJ
y se llama a cada elemento de M” que satisface la ecuacién (x) una solucién

en M. Un primer indicador de una relacion entre tales sistemas y la teoria de
pureza y puro-inyectividad fue expuesta por Fieldhouse ([23]), quien observé que
la pureza de un submédulo N de un R-médulo M es equivalente a la siguiente
condicién: Todo sistema finito de ecuaciones lineales con coeficientes al lado
derecho en N, el cual es soluble en M, tiene solucion en N. Este resultado daba
como resultado un puente que conectaba sistemas lineales y el concepto puro-
inyectivo, pero tales sistemas no tienen que ser finitos como dice el siguiente
resultado

Teorema 2.4.1 (Warfield, 1969, [48]). Para cada M € R-Mod, son equivalentes
(1) M es puro-inyectivo !

(2) Cualquier sistema de la forma (%) que sea finitamente soluble en M (esto
es, tiene la propiedad que, para cualquier subconjunto finito J C I, el
subsistema finito de ecuaciones indicadas por j € J es soluble en M.)
tiene una solucion global en M.

1Ver definicién de médulo puro-inyectivo en la Definicién2.3.11
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(3) M es un sumando directo de un R-mddulo Hausdorff y compacto N (es
decir, N es un grupo abeliano compacto y Hausdorff tal que todas las
multiplicaciones por elementos de R son continuas).

Aunque la parte (3) del teorema anterior relaciona conceptos topoldgicos,
las partes (1) y (2) del Teorema 2.4.1 traen consigo ciertas implicaciones intere-
santes. Para observarlas, se debe definir lo siguiente:

Definiciéon 2.4.2. Dado un anillo asociativo con identidad, un R-mddulo M
se dice algebraicamente compacto si cada sistema

D oriX;=mi (i€l

jeJ

basado en una matriz, (r;;), con un numero finito de elementos de R y
m; € M, el cudl es finitamente soluble en M, tiene solucion global en M. Mads
atn, M se dice Y -algebraicamente compacto en caso de que todas las sumas
directas de copias de M son algebraicamente compactos.

Luego, el Teorema de Warfield, 2.4.1, lo que afirma es que los médulos puro-
inyectivos y los médulos algebraicamente compactos coinciden.

Definicién 2.4.3. Un anillo R es puro-semisimple (izquierdo) si toda sucesion
ezacta pura de R-maodulos izquierdos se escinde.

Se sabe del capitulo anterior que dado un anillo semisimple R, es posible
dar caracterizaciones para la categoria R-Mod y la clase R-pr. De hecho, estas
caracterizaciones se pueden sintetizar diciendo que todo R-médulo es semisimple
e inyectivo y R-pr es una reticula booleana finita. Lo que se desea en este capitulo
es dar caracterizaciones similares que extiendan los resultados anteriores pero
tomando en cuenta ahora, los anillos puro-semisimples izquierdos. De ahora en
adelante, se tomara siempre como referencia anillos puro-semisimples izquierdos
a menos que se diga contrario.

Teorema 2.4.4. R es un anillo puro-semisimple izquierdo si y solo si todo
R-maddulo izquierdo es puro-inyectivo.

Demostracion. Sea R un anillo puro-semisimple y se M € R-Mod. Se de-
bera probar que M es puro-inyectivo; para esto considere una sucesion exacta

pura 0 = K AL y un R-morfismo K 4y M. Dado que R es puro-semisimple,
existe n: L — K tal que no A = 1. Tome F' = f on y se prueba lo deseado.
Reciprocamente, suponga ahora que todo R-mdédulo es puro-inyectivo y con-

sidere una sucesién exacta pura, 0 = K A L% M- 0. Por hipétesis K es
puro-inyectivo y por tanto se tiene que existe F': L — K tal que

K
™
IdKT \\F
N
O—>KT>L
conmuta. Esto es, F'o A = Idg, lo cual implica que 0 — K A LB M 0se

escinde y R es puro-semisimple.
O
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De acuerdo a este teorema y al hecho de que todo médulo inyectivo es puro-
inyectivo, es natural que el primer ejemplo para anillos puro-semisimples sea el
siguiente:

Ejemplo 2.4.5. Todo anillo semisimple es puro-semisimple izquierdo y derecho;
y por tanto de representacion finita.

Para poder dar una caracterizacién en torno a la descomposiciéon de médu-
los cuando un anillo es puro-semisimple izquierdo, se usa como herramienta el
siguiente teorema cuya demostracion sera omitida pero puede ser encontrada
con més detalle en [50].

Teorema 2.4.6 (Gruson-Jensen,Huisgen-Zimmermann,[51]). Para un anillo R
las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) Todo R-mddulo izquierdo es una suma directa de submddulos finitamente
generados izquierdos.

(2) Eziste un nidmero cardinal X tal que todo R-mddulo izquierdo es una suma
directa de submddulos W-generados izquierdos.

(8) Todo R-mddulo izquierdo es suma directa de submddulos inescindibles iz-
quierdos.

(4) Todo R-mddulo izquierdo es algebraicamente compacto.

Por el Teorema 2.4.4 y el Teorema de Warfield, 2.4.1, se establece el siguiente
resultado que dan caracterizaciones para un anillo puro-semsisimple izquierdo.

Teorema 2.4.7. Para un anillo R son equivalentes las siguientes condiciones:
(1) R es puro-semisimple izquierdo.
(2) Toda sucesion exacta pura de mddulos izquierdos se escinde.
(8) Todo R-mddulo izquierdo es puro-inyectivo .

(4) Todo R- mddulo izquierdo es una suma directa de submddulos finitamente
generados izquierdos.

Definicién 2.4.8. Un anillo R tiene dimension global pura izquierda 2 cero si
y solo si cada inclusion pura de R-mddulos izquierdos se escinde.

Con la definicién anterior junto con el Teorema 2.4.7, se tiene que un anillo
R es de dimensién global pura izquierda cero si y sélo si R es puro-semisimples
izquierdo. Por otro lado, recuerde que un anillo R es de tipo de representaciéon
finita si y sélo si hay un ntmero finito de clases de isomorfismos de mdédulos
izquierdos y derechos finitamente generados e inescindibles. En el Teorema 14
de [50], se prueba el siguiente resultado:

2En [28] Griffith define la dimensién global pura izquierda para cualquier anillo R, y entre
otras cosas caracteriza anillos conmutativos R de dimensién global pura izquierda cero, como
anillos de ideales principales, o equivalentemente, como anillos R para los cuales todo R-
modulo es una suma directa de médulos ciclicos. La dimensién global pura izquierda también
ha sido investigada por Gruson y Jensen [29], y por Kielpinsky y Simson [31].
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Teorema 2.4.9 (Auslander, Ringel-Tachikawa, Fuller-Reiten). Un anillo R tie-
ne tipo de representacion finita si y sélo si las dimensiones globales puras iz-
quierdas son ceros.

Finalmente, por todo lo anterior, se puede deducir que un anillo R es de tipo
de representacion finita si y sélo si R es puro-semisimple izquierdo y derecho.

Ahora bien, se presentan algunos ejemplos de anillos puro-semisimples. Por
medio del Teorema 2.4.7 se puede dar el siguiente ejemplo de un anillo puro-
semisimple izquierdo que no es semisimple.

Ejemplo 2.4.10. Considere Zyn» con p primo y n > 1. Como anillo Zyn es
conmutativo y su reticula de ideales es una cadena finita

0<p" Zpn < oo < P*Lpn < PLyn < Lipn

que consta de los Zyn-mddulos totalmente invariantes de Zyn. En [25], se de-
muestra que todo Zyn-modulo es isomorfo a una suma directa de ideales de Zipn
y utilizando el hecho de que los ideales de Zyn forman un conjunto, la parte
(5) del Teorema 2.4.7 implica que Zyn es un anillo puro-semisimple izquierdo.
Ademds, cabe notar que Zyn no es semisimple, por lo que la clase de anillos
puro-semisimples izquierdos es una clase mds amplia que la clase de anillos
semisimples.

Usando ahora el Teorema 2.4.9, se tiene el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.4.11. Sea A una K-dlgebra de dimensidon finita sobre un campo K
de tipo de representacion finita. Entonces, por el Teorema 2.4.9 en combinacion
con el Teorema 2.4.7, todo A-maodulo M, tiene una descomposicion de la forma

M=M g .. oM

donde My, ..., M,, son A-submddulos inescindibles de M. En particular, si Q es
un carcaj finito aciclico y K un campo entonces el dlgebra de caminos KQ es de
dimension finita y ademds de tipo de representacion finita, entonces KQ tiene
estructura de anillo puro-semisimple izquierdo y derecho.

Si bien hay muchas formas de caracterizar anillos puro semisimples izquier-
dos, como las mencionadas en el anterior teorema, también se pueden caracteri-
zar por medio de condiciones en cadenas ascendentes de morfismos en moédulos
inescindibles finitamente generados. Por lo que en primer lugar se muestra cuan-
do una sucesion de morfismos es noetheriana.

Definicién 2.4.12. Una sucesion de morfismos F = {fi: M; — M;11}icw de
R-maodulos izquierdos es noetheriana si existe un niumero natural n < w tal que
fn - f1fo =0 o para todo k > n el morfismo fi es un isomorfismo.

El siguiente resultado menciona anillos de Krull-Schmidt, sobre los cuales
no se entrard en detalle pero sélo se dird que se sabe que si R es un anillo puro-
semisimple izquierdo entonces R es una anillo de Krull-Schmidt (consultar Sec-
cién 3, [30]). Este resultado da una caracterizacién de anillos puro-semisimples
izquierdos haciendo uno de sucesiones de morfismos.

Lema 2.4.13 (Lema 3.2, [30]). Sea R un anillo de Krull-Schmidt. Entonces R es
un anillo puro-semisimple izquierdo si y solo si toda sucesion de morfismos F =
{fi: M; = M;11}icw de R-mddulos inescindibles izquierdos es noetheriana.
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Ahora bien, dado un anillo asociativo R con identidad, se sabe que si R es
semisimple entonces R es artiniano. jsucederd lo mismo en el caso de que R sea
puro-semisimple? La demostracién no es tan simple como parece. El Teorema de
Faith-Walker (capitulo 7, [2]), afirma que un anillo R es noetheriano izquierdo si
y s6lo si existe un cardinal x tal que todo R-mddulo inyectivo es suma directa de
médulos k-generados, por lo tanto (2) del Teorema 2.4.6 implica que un anillo
puro-semimple izquierdo es noetheriano izquierdo.

Por otro lado, uno de los resultados de Chase mencionados en [50], afirma
que: Si existe un cardinal & tal que todo los R-médulos RY son sumas directas de
submddulos k-generados, entonces R es perfecto izquierdo (Chase,[8]). Teniendo
en cuenta todo esto, se puede enunciar el siguiente resultado que muestra que
todo anillo puro-semisimple izquierdo es artiniano izquierdo.

Teorema 2.4.14. Si R es anillo puro-semisimple izquierdo entonces R es ar-
tiniano izquierdo.

Demostracion. En primer lugar, la parte (2) del Teorema 2.4.6 [Gruson-Jensen,
Huisgen-Zimmermann| dice que existe un ndmero cardinal N tal que todo R-
médulo es una suma directa de submédulos R-generados. Pero (2) y el Teorema
de Chase ([8]) implican que R es perfecto izquierdo. Ademads, (2) y el Teore-
ma de Faith-Walker ([2]) implican que R es noetheriano izquierdo, y al ser R
noetheriano izquierdo, cumple la condicién de cadenas ascendentes (a.c.c.) en
anuladores. Aplicando el Teorema de Faith ([19]), como R es perfecto izquierdo
y cumple la condicién a.c.c. en anuladores entonces R es semiprimario izquierdo
(el radical de Jacobson J de R nilpotente y R/J semisimple). Finalmente, por
el Teorema de Hopkins (ver capitulo 4, [2]), R es semiprimario y noetheriano
izquierdo si y sélo si R es artiniano izquierdo. O

La siguiente pregunta en torno a los anillos puro-semisimples es ; Qué sucede
con la reticula R-pr? Una respuesta a este cuestionamiento la da el siguiente
resultado:

Teorema 2.4.15. Si R es un anillo puro-semisimple entonces R-pr estd en
correspondencia biyectiva con un conjunto.’

Demostracion. Si R es puro-semisimple, entonces por el Teorema 4.4.7, existe
un conjunto X de R-mddulos tal que todo R-mdédulo es isomorfo a una suma
directa de elementos de X. Sea X = {A,},cx vy definaT': R-pr — H Sti(Az),

z€X
donde Sy;(A,), denota los submédulos totalmente invariantes de A, y I'(o) =

(0(A:))zex para todo o € R-pr. Por demostrar que I' es inyectiva; para esto
suponga que o(A,) = v(A,) para todo € X y se probrard que ¢ = 7. En
efecto, sea M € R-Mod, entonces M = @ NJE,’“') y N, =2 A, para todo =z € X.

zeX
Luego, dado que 0(A;) = v(Ay) para todo z € X entonces o(N,) = v(N,) para

todo z € X y de esta forma se tiene que

o(M) = €D o(No) ") = ) v(No) ") = (M)

zeX zeX

3En general, R-pr es un conglomerado puesto que sus elementos son funtores entre clases
pero se puede expresar el hecho diciendo que en el caso de que R es puro-semisimple, “R-pr
es un conjunto ”
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Lo anterior es vélido para cada M € R-Mod, por tanto 0 = 7. De esta

forma, hay una funcién inyectiva de R-pr al conjunto H S¢i(Az), y se concluye

rzeX
el resultado. O

El teorema anterior proporciona una cota para la cardinalidad de R-pr cuan-
do R es un anillo puro-semisimple y estd dada por el siguiente teorema:

Teorema 2.4.16. Sea R un anillo puro-semisimple. Entonces

(1) Si|R| > Ry entonces |R-pr| < 22"

(2) Si|R| < Ng entonces |R-pr| < 2%o.

Demostracion. Considere la funcién a I': R-pr — H S¢i(M), donde Sy (M),

MeF
denota los submédulos totalmente invariantes de M y F el conjunto completo e

irreduntantes de representantes de clases de isomorfismos de R-médulos finita-
mente generados y I'(0) = (0(M)) mer para todo o € R-pr. Por la demostracién
del Teorema 2.4.15, se tiene que I inyectiva y por tanto

|Rpr| <| I] S:(01)] (2.1)
MeF
Por lo tanto, para determinar una cota para la cardinalidad de R-pr, basta

con encontrar una cota para | H Spi(M)].
MeF
Ahora, si M € F, M = R"/K para K submédulo de R™ y n > 1. Por tanto,

FC |J Fo donde F, = {R"/K : K < R"} y | F,| < 2IRI".
n=1
Para probar (1), sea |R| > Rg entonces |R|™ = |R| y |F,| = 2/F" = 28l Io
anterior para cada n > 1. Asi |F| < R - 217 = 2|8l Por otra parte, |Sz;(M)| <
21EI" = 2lBl por tanto
[Rpr| < (27171 < 92"

Para (2). Si |R| < R, entonces |F| < Rg y [Sy:(M)] < 281" y por tanto
|R-pr| < (2/FI")No — g%,

O

2.5. Teorema de Krull-Schmidt-Remak-Azumaya.

En esta seccién se muestra la unicidad de las descomposiciones de sumas
directas N1 @ - - - ® N,, donde cada N; tiene anillo de endomorfismos local. Para
mayor informacién se puede consultar la pdgina 125 de [46] en donde se dan
estos resultados de manera méas general en categorias de Grothendieck.

Definicion 2.5.1. Un anillo es local si todos los elementos no invertibles forman
un ideal propio.
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Un anillo local tiene precisamente un ideal maximo, el cual es el tinico ideal
maximo derecho.

Teorema 2.5.2 (Krull-Schmidt-Remak-Azumaya,Proposicién 5.4,[46]). Si M1 @
A M, 2N PP N, donde cada M; tiene anillo de endomorfismos lo-
cal y cada N; es inescindible, entonces m = n y existe una permutacion © de
{1,...,n} tal que M; = Ny(;y para todo i.

Este teorema fue mejorado y extendido para sumas infinitas, diciendo que
para dos descomposiciones de un médulo M

M:@Mi:@MJ’-
i J

donde los anillos de endomorfismos End(M;) y End(M;) son locales para
cada i y para cada j, dichas descomposiciones son isomorfas en el sentido del
teorema anterior (Ver Teorema 2.12 de [17] ).
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Capitulo 3

Particiones de R-ind y de
R-pr.

En el capitulo 1 se menciona cémo los prerradicales en anillos semisimples
quedan determinados por medio de los mddulos simples. En el caso de ani-
llos puro-semisimples izquierdos, se sabe que todo moédulo es suma directa de
modulos finitamente generados e inescindibles (Teorema 2.4.7), por lo tanto todo
prerradical queda determinado por sus valores en el conjunto R-ind. Si bien la
reticula de submoédulos de un médulo finitamente generado e inescindible puede
ser no tan sencilla de describir, se puede hacer un estudio de forma general del
conjunto R-ind por medio de otra herramientas.

En este capitulo se introducen dos tipos de particiones del conjunto de los
modulos finitamente generados e inescindibles, las cuales han sido usadas por
varios autores, tales como Nguyen Dung, José Luis Garcia y Birge Zimmermann-
Huisgen, para caracterizar anillos puro-semisimples izquierdos por medio de
la existencia de dichas particiones. Las referencias a los resultados de estas
caracterizaciones se irdn presentado a lo largo del desarrollo de este capitulo.

Durante todo este capitulo R denotara un anillo asociativo con unidad y
cuando sea necesario se mencionard si R tiene alguna otra propiedad. Ademas,
para una familia C de mddulos izquierdos Add(C)[add(C)] denotard a la clase
de todos los médulos que son sumandos directos de sumas directas [finitas| de
moédulos en C.

3.1. Particiones fuerte-preinyectivas

En primer lugar se menciona una particién asociada al conjunto R-ind, la
cual se enuncia en la siguiente definicién y fue introducida por Auslander y
Smalg en [5].

Definicién 3.1.1. Sea R un anillo y C una familia de R-mddulos finitamen-
te generados e inescindibles izquierdos mo isomorfos. Se dice que C tiene una

particion fuerte-preinyectiva si C = U Co para un nimero ordinal N, con las

a<<\
stguientes propiedades:

(i) CaNCs =10 siap.

41
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(i) Cada C, es finito.

(i1i) Para cada ordinal oo < X', Cy, es el minimo conjunto cogenerador de U Cs.
Bz

El menor ordinal p con C,, = @ es llamado la longitud de la particién y en
este caso estd denotado por \.

El siguiente teorema, muestra a fondo qué médulos conforman las secciones
de esta particion, y cuya demostraciéon no serd incluida en el desarrollo de es-
te capitulo debido a que sélo se menciona para mostrar una descripcién més
concreta de esta particién.

Teorema 3.1.2 (Teorema 2.3, [5] ). Sea C una familia de mddulos finitamente

generados e inescindibles. Suponga que C tiene una particion fuerte-preinyectiva

C = U Cq. St se toma D, = U Cp, entonces cada C, consiste precisamente
a<\ B>a

de los mddulos C' € D, para los cuales cualquier monomorfismo C — M con

M € Add(D,,) se escinde.

Definiciéon 3.1.3. Un mddulo inescindible M se dice Esc-inyectivo en C si
cualquier monomorfismo f: M — N con N € Add(C) se escinde.

Entonces por esta definicién y el teorema anterior, se puede decir que si
M € C, para un ordinal o < X, entonces M es Esc-inyectivo en U Cs.
a<BN
El siguiente resultado prueba la existencia de estas particiones en anillos
que tienen dimensién global pura izquierda cero; es decir, para anillos donde
todo médulo izquierdo es suma directa de moédulos finitamente generados e
inescindibles izquierdos, y por tanto para anillos puro-semisimples izquierdos.

Teorema 3.1.4 (Teorema A, [53]). Si R tiene dimension global pura izquierda
cero, entonces la familia de todos los R-mddulos finitamente generados ines-
cindibles izquierdos tiene una unica particion fuerte-preinyectiva de longitud
contable; esta longitud no es un ordinal limite ni el sucesor de un ordinal limi-
te. Andlogamente, la familia de todos los R-mddulos finitamente presentados
inescindibles derechos tiene una unica particion fuerte-preinyectiva de longitud
contable; Si R es artiniano derecho derecho y tiene morita dualidad por la de-
recha, las mismas restricciones pueden aplicarse a la longitud como en el caso
anterior.

De acuerdo al anterior resultado, dado un anillo R puro-semisimple izquier-
do, existe una unica particion fuerte-preinyectiva del conjunto R-ind.

Ejemplo 3.1.5. Considere el anillo R = Zyn con n > 1. Entonces R es un
anillo puro-semisimple izquierdo . En este caso solo se puede mencionar la exis-
tencia de una particion fuerte-preinyectiva para el conjunto de los médulos fini-
tamente generados inescindibles que por el Ejemplo 2.4.10, se sabe que es una
cadena dada por

0< p”_lan << pZan < prn < an

Por la parte (i) de la Definicion 8.1.1 y la cadena anterior, la parti-
cion fuerte-preinyectiva viene dada por Co = {Zpn},C1 = {pZpn}--- ,Choq =
{Pnilzp}
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3.2. Particiones Ext-inyectivas

En esta seccién se mencionan las particiones Ext-inyectivas y se dan algunas
caracteristicas importantes que seran usadas para el desarrollo de los resultados
principales de este trabajo. Para ma&s informacién sobre éstas, se puede con-
sultar [11]. Antes de introducir este tipo de particién, se procede inicialmente
a definir conceptos y dar algunos resultados importantes para la existencia de
estas particiones.

En primer lugar se tiene:

Definicién 3.2.1. Sea C una subcategoria de R-Mod. Un mddulo X € C se dice
casi Esc-inyectivo en C si cualquier sucesion exacta 0 - X — A — B — 0 con
A, B € C se escinde.

Con esta definicién se puede observar que si un médulo X es Esc-inyectivo
en C, entonces X es casi Esc-inyectivo en C. Pero el reciproco no es cierto.

Para definir el concepto de particion Ext-inyectiva, es importante mencionar
la siguiente definicién de moédulos Ext-inyectivos,

Definicion 3.2.2. Sea C una clase de modulos de R-Mod. Un R-mddulo iz-
quierdo X en C se dice Ext-inyectivo en C si Ext}{(C, X) =0 para todo C € C.

Algunas propiedades que poseen los médulos Ext-inyectivos se enuncian en
el siguiente lema y en el cual se puede ver como se relacionan a los médulos casi
Esc-inyectivos y Esc-inyectivos:

Lema 3.2.3 (Lema 4.6, [14]). Sea R un anillo y C una subcategoria de R-Mod.
Entonces se cumple lo siguiente:

(a) La clase de los mddulos Ext-inyectivos en C es cerrada bajo productos y
sumandos directos.

(b) Si un mddulo X en C es Ext-inyectivo, entonces X es casi Esc-inyectivo en

C.

(c) Sea C cerrada bajo extensiones. Entonces si un mddulo X en C es casi Esc-
inyectivo, entonces X es Ext-inyectivo en C.

Demostracion. La demostracién de (a) es de forma directa debido a que para
cualquier ¢ > 1, se cumple que Ext (M, ], No) = [, Extk(M, Nq).

Para demostrar (b), suponga que X es Ext-inyectivo en Cy 0 — X has
B — 0 con A, B € C una sucesion exacta. Por definicién la sucesién exacta se
escinde, y por tanto X es Esc-inyectivo en C.

Finalmente, se prueba (c). Suponga que C es cerrada bajo extensiones y X

es Esc-inyectivo en C. Dada una sucesién 0 — X LB C = 0comC e,
se tiene que B € C por hipétesis, por lo tanto la sucesién se escinde y X es
Ext-inyectivo en C. O

La siguiente es una definicion que ayudara a obtener unos resultados que
seran de mucha utilidad para demostrar un teorema que muestra como son las
particiones Ext-inyectivas en anillos puro-semisimples hereditarios izquierdos.

Definicién 3.2.4. Sea A una familia de modulos cerradas bajo sumandos direc-
tos y sumas directas finitas, y B una subfamilia de A, un morfismo f: N — M
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con N € add(B) es una B-aproximacion derecha de M si cada morfismo en
Hom(X, M) con X € add(B) se factoriza a través de f. Si f: N — M es una
B-aproximacion derecha de M tal que para cualquier endomorfismo g: N —
N, fog = f implica que g es un automorfismo de N, se dice que [ es una
B-cubierta de M.

Si A es una categoria aditiva y B es una subcategoria de A. Se dice que
B es contravariantemente finita en A si cada objeto M de A, tiene una B-
aproximacién. La Proposicién 2.3 de [14], muestra que para R un anillo puro-
semisimple izquierdo y A una familia de mdédulos finitamente generados ines-
cindibles izquierdo, la familia Add.A es contravariantemente finita en R-Mod.

El siguiente es un resultado bastante 1til para demostrar la existencia de las
particiones Ext-inyectivas en ciertos anillos puro-semisimples.

Teorema 3.2.5 (Teorema 4.4, [14]). Sea R un anillo puro-semisimple izquierdo,
y sea C una subcategoria de R-Mod tal que C es cerrada bajo sumas directas y
submddulos. Entonces C contiene sélo un numero finito de mddulos no isomorfos
inescindibles casi Esc-inyectivos.

Demostracion. En primer lugar se consideran Iy, ..., I, el conjunto de médulos
inescindibles inyectivos. Por la nota anterior a este teorema, se sabe que C
es contravarientemente finita en R-Mod, por lo que existen C aproximaciones
fr: My — I para todo k& = 1,...,n. Donde M} es un mdédulo finitamente
generado en C. Como consecuencia del Teorema 3.1.4, se sabe que toda familia
de médulos finitamente generados tiene una particién fuerte-preinyectiva, por lo
tanto C contiene un conjunto finito de cogeneradores que consiste de todos los
médulos Esc-inyectivos en C. Y luego por (¢) del Lema 3.2.3, es posible probar
este resultado usando este conjunto finito. Asi, si X es un médulo Esc-inyectivo
en C, para terminar la demostraciéon basta con mostrar que si X no es isomorfo
a un moédulo Esc-inyectivo inescindible en C entonces X debe ser isomorfo a
un sumando directo inescindible del ker(f;) para algiun k y aqui finalizara la
prueba. O

Ahora se procede a definir lo que es una particién Ext-inyectiva,

Definicion 3.2.6. Sea R un anillo y C una familia de mddulos no isormorfos fi-

nitamente generados e inescindibles izquierdos. Se dice que C tiene una particion

Ext-inyectiva si C = U U, para un ordinal p, con las siguientes propiedades:
a<p

(i) Uy NUp = 0 para cada o, B < p tal que o # B,
(11) Uy es no vacio y finito para cada o < p,

(i4i) Para cada o < p, U, es el conjunto de todos los mddulos Ext-inyectivos

en U Up.

Bz

Como uno de los objetivos de este trabajo es caracterizar a la reticula de
prerradicales en anillos puro-semisimples izquierdos, es de suma importancia
mencionar el siguiente resultado ya que muestra las condiciones equivalentes
para que una familia de médulos finitamente generados e inescindibles izquierdos
tenga una particién Ext-inyectiva. Esta particion serd una de las herramientas
principales para el desarrollo de los objetivos de este trabajo.
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Proposicién 3.2.7 (4.3, [11]). Sea R un anillo puro-semisimple izquierdo. Sea
(C, D) una particién del conjunto I de todos los R-mddulos inescindibles izquier-
dos que satisface las siguientes propiedades,

(a) Si C € C y D € D, entonces Hompg(D,C) = 0.
(b) Si C1,Cy € C entonces EXt%(Cl, Cy) = 0.

Entonces se cumple:

(c) SiC €C y D eD entonces Exty(C, D) = 0. Mds atin, add(C) es cerrada
bajo extensiones.

(d) Si C1 es el conjunto de todos los mddulos Ext-inyectivos en C y Cy =
C\ C1, entonces Cy es finito, y para cada X € C; e Y € Cy se tiene que
Hompg(X,Y) = 0. Por tanto el par (Co, DUCy) es una particion de T que

satisface (a) y (b)

(e) C tiene una particion Ext-inyectiva C = U Uy, donde p es un ordinal no

a<lp
limite.

Demostracion. Inicialmente se prueba que (a) implica (c). Para esto, sea 0 —

D L5 X = ¢ = 0 una sucesion exacta con C € Cy D € D. Se debe probar que
esta sucesion exacta se escinde y por tanto esto probaria que Ext},—c(C, D) =0.
En efecto, como R es un anillo puro-semisimple izquierdo entonces X es una
suma directa de médulos finitamente generados e inescindibles, que en este caso
al ser (C, D) una particién de R-ind, particularmente se puede expresar X como
X = X1 & X5 donde X7 es una suma directa de médulos en C y X5 una suma
directa de mddulos en D. Por (a), Hom(X3,C) = 0, lo cual quiere decir que
X, estd contenido en la imagen f(D). Por otro lado, como Hom(D, X;) = 0, se
tiene que f(D) estd contenido en X, de esta manera f(D) = X5 y la sucesién
se escinde, probando asi que Ext}%(C’, D) = 0. Usando este mismo argumento se
puede demostrar que add(C) es cerrada bajo extensiones. En efecto, tome una

sucesion exacta corta 0 — A —5 B — C' — 0 con A,C € add(C). Entonces
B=X®Y con X € add(C) e Y € add(D). Usando la condicién (a), se sigue
que X C f(A). Sin embargo, Hom(X, f(A)) = 0 por esta condicién, por lo tanto
X =0y B € add(C) probando que add(C) es cerrada bajo extensiones.

Para probar (d), considere la subcategoria plena D’ de R-Mod, de todos los
R-médulos que no tienen sumandos directos en D. Entonces D’ es cerrada bajo
sumandos directos y por (a) es cerrada bajo submddulos, por lo tanto haciendo
uso del Teorema 3.2.5, se tiene que D’ contiene sélo un niimero finito de médulos
no isomorfos que son casi Esc-inyectivos en D’. Luego, por la parte (¢) del Lema
3.2.3 se tiene que la clase C; de todos los médulos inescindibles Ext-inyectivos
de D', y por tanto Ext-inyectivos en C es un conjunto finito.

Para la segunda parte de (d), se muestra que si X € C1,Y € add(Ca) y
f+ X =Y es un monomorfismo, entonces X = 0. Esto implicard que add(Cy) es
cerrada bajo submédulos. Sea Z = Coker(f) con Z = Zy® Z; donde Zj es suma
directa de médulos de C y Z; es suma directa de médulos de D. Considere el
monomorfismo Z; — Z y el epimorfismo Y — Z. Tome el producto fibrado que
resulta de estos dos morfismos, entonces como se estd en una categoria abeliana
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se obtiene un epimorfismo U — Z; y una sucesién exacta 0 — X — U —
Zy — 0. Aplicando el funtor, Extk(C, —) para cualquier C € C y usando (c),
se infiere que ExtR(C,U) = 0, y de ahi cada sumando directo inescindible de
U pertenece a D o C;. De forma analoga también se tiene una sucesién exacta
0—-U—=Y — Zy— 0. Como Zy € D entonces Ext}z(Zo, U) = 0y esta sucesién
se escinde. Por otro lado como Y € add(Cz) se tiene que U = 0. Dado que existe
un monomorfismo X — U se prueba que X = 0.

Para finalizar con la prueba de (d), se demuestra que si X € C; y Y € Cs

entonces no existen epimorfismos X Ly, Sea K = ker f entonces K € add(C) y
Ext%(C, K) = 0 para todo C' € C, por (b). De esta manera, 0 = Ext}(C, X) —
Ext}{(C, Y') es un epimorfismo y por tanto Y es Ext-inyectivo y asi Y = 0. Como
no existen epimorfismos de médulos en C; a médulos de Cs y add(Cs) es cerrada
bajo submdédulos, entonces se prueba (d).

Finalmente, para probar (e) se inicia la construccién de la particién fijando
7% = D e Iy = C. El par (Zy,Z°) satisface las condiciones (a) y (b) de la
proposicién.

Suponga ahora que se ha definido el par (Z,,,Z%) para un ordinal «, y dicho
par satisface (a) y (b). Entonces se define U, como el conjunto de todos los
médulos Ext-inyectivos en Z,,. De esta manera, se define 7o = Z7¢UU,, e T4
como el complemento de Z%*! en Z. Entonces U, es un conjunto finito por la
condicién (d) probada anteriormente.

Suponga ahora que « es un ordinal limite y se han definido Z°,Z5 y Us
para todo 8 < a. Entonces defina 7@ = Uﬁ<a 7% e I, = T\ I¢, de esta forma
nuevamente se obtiene que el par (Z,,Z¢) satisface las condiciones (a) y (b) de
la proposicién. Se define U, como el conjunto de los mdédulos Ext-inyectivos en
Za-

Observe que si Z, es no vacio para un cierto ordinal «, entonces por el
Teorema 3.1.4, se tiene que que Z, tiene un subconjunto no vacio de médulos
Esc-inyectivos. Ahora, el Lema 3.2.3, muestra que todo médulo Esc-inyectivo en
T es Ext-inyectivo en Z,, puesto que Z, es cerrada bajo extensiones y de esta
forma, U, es un subconjunto no vacio de Z,. También se puede observar que
para un ordinal limite infinito ¢, el conjunto Z, es no vacio si Zg es no vacio
para cada 3 < a. Para esto, si Z, = () entonces, todos los médulos proyectivos
inescindibles pertenecen a Z¢ y por tanto todos ellos pertenecen a Z# para algin
B < a. Asi, I serfa vacio ya que el par (Zg,Z?) satisface (a). De esta forma
existe un ordinal minimo p tal que Z, = (), y como se ha mencionado p no es
un ordinal limite a menos que p = 0. Por tanto el conjunto de todos los U, con
«a < p consiste de subconjuntos no vacios de C y da una particién de C, que por
la construccién es una particion Ext-inyectiva. O

El siguiente lema serd usado en la demostracién de una proposicién que
serd muy util méas adelante.

Lema 3.2.8 (Harada-Sai, 54.1, [49]). Sea {Na}a una familia de R-mddulos
inescindibles con longitudes I(M,) < b para todo X\ € A y algin b € N. Entonces,
para toda sucesion de morfismos que no son isomorfismos { fr: Nx, — N ., }n
con A, € A se tiene que fy--- fofi =0 para k = 2% — 1.

Demostracion. Se demostrard por induccién sobre k(< b) que las longitudes de
las imagenes de los morfismos for_; - -+ f1 son menores o iguales que b— k. Dado
que fi no es un isomorfismo por hipétesis, se tiene que (f1) < b — 1.
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Suponga ahora que es valido para k(< b). Entonces, para h = for_q -+ f1 ¥
f = for+1_1 -+ fory1, las longitudes de Im(f) y Im(h) son menores o iguales a
b—k. Siuna de las dos longitudes es menor o igual a b— k — 1 entonces también
se cumple para la longitud de Im(for+1_;--- f1) y la afirmacién es verificada.
Asf considere el caso en que [(Im(f)) = I(Im(h)) = b — k. Sea g = for entonces
se probard que [(Im(fgh)) < b—k—1. Suponga entonces que [(Im(fgh)) = b—k,
entonces

Im(h) Nker(fg) =0 y Im(gh)Nker(f) = 0x.

Dado que {(Im h) = b—k y (ker fg) = I(Nyx)—(b—k), entonces por la primera
ecuacién se tiee que Nyox = ker fg @ Im(h), y dado que Nyr es inescindible, se
tiene que ker fg = 0 y por tanto g es monomorfismo.

Ahora como I(Imgh) = b —k y l(ker f) = [(Nor+1) — (b — k) de la segunda
ecuacion se obtiene que Nor+1 = Im(gh) @ ker(f) y dado que Nowr+1 es inescin-
dible, ker(f) = 0 y asi gh es epimorfimso, y por tanto g es epimorfismo. De esta

manera, g = for seria isomorfismo, lo cual contradice la hipétesis.
O

Definicion 3.2.9. Un anillo R se dice hereditario si todo submddulo de un
R-maddulo proyectivo es proyectivo.

Lo anterior equivale a decir que R es hereditario si y sélo si todos los médulos
izquierdos tienen resoluciones proyectivas de longitud a lo sumo 1. Es decir, que
la dimensién global izquierda es a lo sumo 1. Por tanto los funtores derivados
Ext% y Tor% son triviales para i > 1.

Ahora bien, la siguiente proposicién muestra que, para un anillo artiniano
R hereditario izquierdo, la existencia de una particién Ext-inyectiva en R-Mod
es equivalente a que R sea puro-semisimple izquierdo.

Proposicién 3.2.10 (2.2, [13]). Sea R un anillo artiniano hereditario izquierdo.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) La familia de todos los R-mddulos finitamente generados e inescindibles
tiene una particion Ext-inyectiva R-ind = U U, (donde p es un ordinal

a<p
no limite).

(2) La familia R-ind tiene una particion R-ind= U Uy, donde cada U, es fi-
a<lp
nito y para todo X € Uy, Y € Ug con a < 3 se tiene que Homp(X,Y) = 0.

(3) R es puro-semisimple.

Demostracion. En primer lugar se probard que (1) implica (2). Sea D la familia
de todos los R-médulos inyectivos inescindibles izquierdos, y C la familia de
todos los R-mddulos inescindibles no inyectivos izquierdos. Si C = () entonces
la propiedad es inmediata; de lo contrario, (C,D) es una particién de R-ind
que satisface (a) de la proposicién 3.2.7, y por tanto C tiene una particién Ext-
inyectiva que cumple (d) de la Proposicién 3.2.7, dado que R-ind es la unién
de C y D, entonces R-ind tiene una particién Ext-inyectiva con la propiedad
(d) de la Proposicién 3.2.7, probando asi (2). Ahora (2) implica (3). Como R
es artiniano, para probar que R es puro-semisimple izquierdo, es suficiente con
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demostrar que para una sucesién infinita de morfismos no nulos que no son
ismorfismos entre médulos finitamente generados e inescindibles,

fn

MHLMwﬁ)_)Mz —

n

con distintos i,, € I, existe un entero positivo n tal que f,o0 f,_10---0f1 =0
(ver Lema 2.4.13).

Suponga que M;, € U,, para algin entero positivo k. Es claro que a1 < oy,
por (2). Entonces se tiene una sucesién infinita de ordinales a; > aq -+ > a, >
-+ la cual debe parar en algin punto. Se sigue que un nimero infinito de
médulos M;, debe pertenecer al mismo U, para algin «. Como el conjunto U,
es finito, existe una cota b (entero positivo) en las longitudes de los médulos en
U, . Usando el Lema de Harada-Sai, 3.2.8, cualquier composicién de m = 2° — 1
de morfismos no nulos entre los médulos M;, de U, debe ser cero. Por lo tanto
se prueba que existe entero positivo n tal que fp, o f,_10---0 f; =0.

Para finalizar (3) implica (1), como R es puro-semisimple hereditario, se
sigue por la parte (e) de la Proposicién 3.2.7 que la familia R-ind tiene una
particién Ext-inyectiva R-ind = U U, con p es un ordinal no limite.

a<p

O

Se puede decir un poco mas acerca de esta particion, en efecto si R es un ani-
llo hereditario puro-semisimple izquierdo entonces por la proposicién anterior,
existe una particion Ext-inyectiva R-ind = U U, de la familia R-ind con p un

a<p
ordinal no limite. Por tanto, p = § + 1 para algin ordinal é, y R-ind = U U,.
a<d
Para cada entero positivo n, hay sélo un numero finito de clases de isomorfis-
mo de médulos inescindibles de longitud n ( Ver Corolario 10 de [52]), por lo
tanto § debe ser contable. Denotemos Z = R-ind, y para cada ordinal «, sea
¢ = U Us v T, el complemento de Z% en R-ind. Entonces, U, = %1\ 7,
B<a

para cada «. Observe que si « es un ordinal limite infinito, entonces Z¢ es la
unién de todos los Z# con 8 < a. Por la forma en que estd descrita la particién
Ext-inyectiva, es claro que Uy es el conjunto de todos los R-médulos inescindi-
bles inyectivos izquierdos, y todos los médulos en el dltimo conjunto finito Us
son proyectivos.

Inicialmente ver estas particiones s6lo por medio de las definiciones es un
poco complejo por lo que los siguientes ejemplos muestran una ilustraciéon de
estas particiones en ciertos anillos més especificos:

Ejemplo 3.2.11. Sea R un anillo semisimple, entonces su particion Fxt-inyectiva
consta solo de un bloque formado por todo R-Simp.

Ejemplo 3.2.12. Considere el dlgebra de caminos A = KAz generado por el

€2

carcaj As: o __ e & (Ver pdgina 225 de [6]).

En este caso el modulo inyectivo Is =2 Py y ademads tiene serie de composicion
Py D P, D P; D 0. Por otro lado, I3/Soc I3 = I y Is/Soc Iz = I . Entonces
solo hay tres sucesiones casi escindibles, que son, 0 — P3 — Py — Sy — 0 y
0P, —>5e&P -1, —>0y0—S —I,—1; >0

De esta forma su diagrama de Auslander-Reiten queda dado por:
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[P

I

I5]

y su particion Ext-inyectiva viene dada por las diagonales empezando por
la superior que es la que contiene a todos los modulos inescindibles inyectivos.
FEsto es Z/[() = {13,12,11},1/{1 = {PQ,SQ},UP, = {Pg}

Ejemplo 3.2.13. Considere el dgebra de caminos A = KBj3 generado por el

. €1 €2 €3
carcaj By : e . e __ _ e

de [6].

Los A-mddulos inescindibles son los mddulos simples S1,Ss,S3 correspon-
dientes a los vértices ey, es y es, la cubierta proyectiva Py de Sy y las cdpsulas
inyectivas Iy de S1 y Is de S3. Entonces las sucesiones que casi se escinden son,
0=-S3=2P—-L—->00—>P—>011®l3—>5—>0y0—>5 - P, —>13—0

De esta forma su diagrama de Auslander-Reiten queda dado por:

. Para mayor informacion revisar pdgina 226

[S3]<----~- [11]
NN
[Po] < — — — —[52]
SN S
[Si]<----- [13]

y su particion Ezt-inyectiva viene dada por las diagonales empezando por
la superior que es la que contiene a todos los mddulos inescindibles inyectivos.
Esto es Z/[g = {Il, S2713}7Z/{1 = {PQ, S3, Sl}

Los siguientes resultados son propiedades interesantes que poseen estas par-
ticiones bajo ciertas condiciones y cuyas demostraciones se pueden consultar en
las respectivas referencias. Por ejemplo, existe una relaciéon entre la particiéon
Ext-inyectiva y la particion fuerte-preinyectiva de el conjunto de los R-mddulos
finitamente generados e inescindibles izquierdos dada por la siguiente proposi-
cién:

Proposicién 3.2.14 ([13],Proposicién 2.3). Sea R un anillo puro-semisimple
hereditario izquierdo con la particion Ext-inyectiva R-ind = U Us ¥y la particion

B<p
fuerte-preinyectiva R-ind = U Cp. Para todo ordinal limite «, se tiene que

B<L
U us = s
B<a B<a

También se pueden mencionar mas caracteristicas que tienen estar particio-
nes. En [13], se muestra que cuando R es un anillo puro-semisimple hereditario
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izquierdo y ademas es inescindible como anillo, los médulos proyectivos inescin-
dibles se encuentran en los conjuntos Ug4 con 0 <k <nyd=p+nparan
entero no negativo y § un ordinal limite. Esto puede ser enunciado por medio
de la siguiente proposicion,

Proposicién 3.2.15 (Corolario 2.11, [13]). Sea R un anillo puro-semisimple
hereditario izquierdo e inescindible, con particion Ext-inyectiva R-ind = U U,

a<d
Sea 6 = f+n, donde B es un ordinal limite y n es un entero no negativo. Enton-
ces existe un entero negativo m < n tal que todo maodulo proyectivo inescindible
1zquierdo pertenece a uno de los conjuntos Uy, con m < k < n, y cada conjunto
Up+r, contiene un modulo proyectivo.

Por los resultados encontrados en [47], se concluye que para cada ordinal
a < B, el conjunto U, contiene exactamente k médulos donde k = |R-Simp|.

Finalmente, si se considera N un R-mddulo izquierdo y S = End(gN), se
llama el local dual de N al médulo derecho D(N) = Homg(Ng, C's) donde Cg es
el minimo cogenerador inyectivo de Mod-S. Si N es finitamente presentado con
un anillo de endomorfismo local, entonces D(INV) es inescindible puro-inyectivo.

Si se denota por Tr(M) el mddulo transpuesto del médulo finitamente pre-
sentado M, aplicando el Teorema de Auslander, si R es semiperfecto, entonces
para todo médulo no proyectivo finitamente presentado C' con anillo de endo-
morfismo local, existe una sucesién casi escindible 1 0 - A - B — C — 0 con
A2 D(Tr(C)). Si R es puro-semisimple izquierdo entonces esta es una sucesién
casi escindible en R-mod.

De esta manera se tiene el siguiente resultado,

Teorema 3.2.16 ( Proposicién 2.7, [13]). Sea R un anillo puro-semisimple he-
reditario izquierdo con particion Est-inyectiva de R-ind = |J,5Ua. Entonces
para todo ordinal o < 8, los médulos del conjunto Uy41 son precisamente modu-
los de la forma D(Tr(M)) para todo mddulo no proyectivo inescindible M en
Uy.

Nota 1: Auslander demostré en [4] que para un médulo finitamente presen-
tado C no proyectivo y con anillo de endomorfismo local, siempre existe una
sucesion casi escindible 0 = A - B — C — 0 en R-Mod y A = D(Tr(C)). por
lo tanto, si R es un anillo puro-semisimple hereditario izquierdo con particién
Ext-inyectiva de R-ind = J,«sU.. Entonces para todo ordinal a < 4, existe
una sucesion casi escindible 0 > A - X — C —0con A € Uy11 vy C € U, con
C no proyectivo.

3.3. Pares de torsiéon que se escinden

La siguiente es una definicién que da otra herramienta para abordar el estu-
dio de las particiones Ext-inyectivas por medio de otras particiones mas sencillas
del conjunto R-ind.

Definicién 3.3.1. Una particidn (D,C) de R-ind, se llama par de torsidn que
se escinde si Homp(D,C) = 0 para todo C € C y todo D € D.

1Una sucesién 0 — A 55 B % ¢ =5 0 es llamada casi escindible si End(C) es local y f es
casi escindible en R-Mod. Consultar [6]
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La siguiente proposicién muestra una propiedadad que se deriva de esta
definicién cuando R es un anillo puro-semisimple izquierdo,

Proposicion 3.3.2. Sea R un anillo puro-semisimple izquierdo izquierdo.
Entonces (D,C) es un par de torsion que se escinde de R-ind si y sdlo si
(Add(D),Add(C)) es una teoria de torsion que se escinde en R-Mod.

Demostracion. Si R es un anillo puro-semisimple izquierdo entonces el anillo de
endomorfismos de cada R-mddulo inescindible es local. Por tanto, por el Teore-
ma de Krull-Schimdt-Remak-Azumaya, Teorema 2.5.2, cada M € R-Mod tiene
una unica descomposicién, salvo isomorfismos, en sumandos directos inescindi-
bles. Esto implica que si C C R-ind entonces Add(C) consiste de R-mdédulos los
cuales son isomorfos a sumas directas de elementos de C. Ahora bien, asuma
que (D,C) es un par de torsién que se escinde de R-ind. Si D € Add(D) y
C € Add(C) entonces, D = @D, y C = @, donde cada C; € C y cada
D, € D; De ahi, Homp(D,C) = 0. Si M € R-Mod es tal que Hom(M,C) =0
para todo C € C entonces como R es puro-semisimple izquierdo, M = @ M;
donde cada M; € R-ind. Si algin M;, € C entonces Hom(M, M;,) # 0, lo cual
es una contradiccién. Por tanto, cada M; pertenece a D, es decir M € Add(D).
Similarmente, si N € R-Mod es tal que Hom(D, M) = 0 para todo D € D
entonces N € Add(C). Y se concluye que (Add(D), Add(C)) es una teorfa de
torsién.

Reciprocamente, si (Add(D), Add(C)) es una teorfa de torsién entonces, en
particular, para cada D € D y cada C € C tenemos que Hom(D,C) = 0, esto
es, (D,C) es un par de torsién que se escinde de R-ind.

O

Ahora se mostraran dos lemas que serdn de ayuda para la demostraciéon de
un resultado que a su vez sera de gran utilidad més adelante:

Lema 3.3.3 (Lema 2.6, [15]). Sea R un anillo puro-semisimple izquierdo y
(D,C) un par de torsion que se escinde de R-ind tal que D contiene todos los
modulos inyectivos inescindibles. Sea W el conjunto de mddulos Ext-inyectivos
de C. Entonces se cumplen las siguientes propiedades:

(a) Ext%(C,—) =0 para todo C € C.
(b) Hom(X,Y) =0 para todo X € W y todo Y € C/W.
(¢) C tiene una particion Ext-inyectiva C =J,<,Ua.

Demostracion. Sea X un R-médulo finitamente presentado, y tome una sucesion
exacta en R-mod, 0 - X — F — Z — 0 donde E es inyectivo. De esta forma
FE € add D, y asi cada sumando directo inescindible de Z pertenece a D, ya que
por hipétesis no hay morfismos no-nulos de F a médulos de C. De esta manera
si se considera la homologia para cualquier C' € C,

— Extp(C, Z) = 0 — Ext%(C, X) — Ext}(C,E) =0

se observa que Ext%(C, X) = 0, probando asf (a).
Por otro lado (b) y (c) se deducen de la Proposicién 3.2.7. O
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Es bastante 1til describir morfismos de médulos Ext-inyectivos en una clase
de C de mdédulos. El siguiente lema muestra informacién acerca de los nicleos
de estos morfismos,

Lema 3.3.4 ( Lema 2.7 de [15]). Sea R un anillo puro-semisimple izquierdo
y (D,C) un par de torsion que se escinde de R-ind tal que D contiene todos
los maodulos inyectivos inescindibles. Sea W el conjunto de todos los mddulos
Ext-inyectivos inescindibles en C. Para cualquier modulo Y, Z en W y cualquier
morfismo no nulo, f:' Y — Z ker(f) no contiene submddulos inescindibles que
pertenecen a W.

Demostracion. En primer lugar se demostrard que ker(f) no contiene sumandos
directos inescindibles que pertenecen a W. Sea Zp; = Im(f), entonces como
add(C) es cerrada bajo submdédulos, se tiene que Zg, ker(f) € add(C). Sea K =
ker(f) = Ko @ K7 donde Ky € add(W) y K7 no tiene sumandos directos en W.
Se probard que Ky = 0. Considere la sucesién exacta inducida, 0 — K/K, =
K1 - Y/Ky — Zy — 0, por lo que Y/K, € add(C) porque add(C) es cerrada
bajo extensiones (Proposicién 3.2.7). Ahora bien, la sucesién exacta 0 — Ky —
Y — Y/Ky — 0 se escinde ya que Ky es Ext-inyectivo en C, por hip6tesis. Esto
implica que Ky es un sumando directo de Y. Como Y es inescindible , entonces
Ky =Y o Ky = 0. El primer caso, es imposible ya que f es no nulo. Por tanto
Ky =0, que era lo que se queria demostrar.

Se sabe que no hay morfismos de médulos de D a médulos de C, entonces
cada submddulo inescindible de ker(f) debe pertenecer a C. Usando la parte
anterior de esta demostracién, ker(f) = X; @ --- @ X,, donde Xy,..., X,, son
médulos inescindibles que pertenecen a C \ W. Usando el Lema 3.3.3, no hay
morfismos no-nulos de médulos en W en médulos de C \ W, y esto implica que
ker(f) no contiene submédulos inescindibles que pertencen a W. O

El siguiente es un resultado que serd til para describir méas propiedades que
aparecen en la particién Ext-inyectiva,

Proposicién 3.3.5 (Corolario 2.8, [15]). Sea R un anillo puro-semisimple iz-
quierdo y (D,C) un par de torsion que se escinde de R-ind tal que D contiene
todos los modulos inescindibles inyectivos. Sea W el conjunto de todos los mddu-
los Ext-inyectivos en C. Sea f: X — Y yg: Y — Z un morfismo no nulo entre
mdodulos inescindibles X,Y, Z en W. Entonces la composicion go f: X — Z es
un morfismo no nulo.

Demostracion. Dado que add(C) es cerrada bajo submddulos, aplicando la parte
(b) del Lema 3.3.3, se tiene que Im(f) € add(W), y asi Im(f) no puede estar
contenida en el ker(g) por el Lema 3.3.4, por tanto la composicién g o f es no
nula. O

El siguiente resultado muestra propiedades interesantes sobre los mddulos
de C,

Proposicién 3.3.6. Sea R una anillo puro-semisimple izquierdo y (D,C) un
par de torsion que se escinde de R-ind tal que D contiene todos los modulos
inescindibles inyectivos. Entonces para cada mddulo M € C, el anillo de endo-
morfismos de M es un anillo con division y Extk(M, M) = 0.
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Demostracion. Sea (D,C) un par de torsién que se escinde de R-ind como en
el enunciado. Por la parte (e) de la Proposicién 3.2.7, C tiene una particién
Ext-inyectiva C = U U,. Asi, si M € C entonces M € U, para algin ordinal
a<d

a. Sea Do = DU (UpoUs) ¥ Ca = Ups, Us- Entonces, (Da,Cq) es un nuevo
par de torsién que se escinde de R-ind y ademas M es Ext-inyectivo en C,,
en particular, Exty (M, M) = 0. Més atin, para cada endomorfismo f de M la
Proposicion 3.3.5, muestra que f™ es no nulo para cada cada entero positivo
n. Como M es de longitud finita e inescindible, por la afirmacién anterior y
aplicando el Lema de Fitting 2 (Corolario 11.8 de [2]) se tiene que f no es
nilpotente y esto es equivalente a decir que f es un automorfismo, por lo tanto
Endg M es un anillo con divisién.

O

El siguiente resultado establece algunas propiedades generales que se sinteti-
zan a manera de Teorema, acerca de la particién Ext-inyectiva de R-ind; dichas
propiedades seran de gran utilidad a la hora de establecer propiedades que se
obtienen en la reticula de prerradicales de anillos puro-semisimples hereditarios
izquierdos.

Teorema 3.3.7 ([15],Teorema 3.1). Sea R un anillo puro semisimple hereditario
izquierdo. Entonces se cumple que:

(a) R-ind tiene una unica particion Ext-inyectiva R-ind = U Uy. Ademds,
a<d
para todo X € U, Y € Uy cony < A <4, se tiene que Hompg(X,Y) = 0.

(b) Si M es cualquier R-mddulo inescindible izquierdo, entonces Endg (M) es
un anillo con division, y Exty(M, M) = 0.

(¢) Para cualquier par de mddulos inescindibles izquierdos no isomorfos X e

Y, se cumple que Homp(X,Y) =0 0 Homg(Y, X) = 0.

(d) Para cualquier ordinal o < 6, si f: X =Y es un homomorfismo no nulo
entre modulos inescindibles X eY enU,, entonces f es un monomorfismo
0 un epimorfismo.

(e) Sea A una familia no vacia de mddulos en R-ind. Entonces existe un
mddulo M € A tal que Hom(M, X) = 0 para todo médulo inescindible
izquierdo X € A con X % M.

Demostracion. La parte (a) es la parte (2) de la Proposicién 3.2.10. Para ver
la parte (b), tome D como la familia de todos los R-mddulos inyectivos ines-
cindibles izquierdos, y C como la familia de todos los R-mddulos inescindibles
no inyectivos izquierdos. Por la Proposicién 3.3.6 se tiene que para todo médu-
lo inescindible no inyectivo M, el anillo Endg(M) es un anillo con divisién y
Extp(M, M) = 0. Si N es un médulo inyectivo inescindible, todo morfismo no
nulo f: N — N es un automorfismo porque R es hereditario, y esto prueba que
Endp(N) es una anillo con divisién. Es claro que Exty(N, N) = 0.

2Lema de Fitting: Si M es un médulo de longitud finita n y si f es un endomorfismo de
M, entonces M = Im f™ & ker f™.
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Para la parte (c), suponga que X e Y son médulos inescindibles no isomorfos
tal que Homp(X,Y) # 0 y Hompg(Y,X) # 0. Por la parte (a) se tiene que
tanto como X e Y pertenecen al mismo U, para algin a. Sean f: X — Y y
g: Y — X morfismos no nulos, entonces la composicién go g: X — X es un
morfismo no nulo por la Proposicién 3.3.5, entonces como Endg(X) es un anillo
con division, debe ser un isomorfismo. Por lo tanto X e Y son isomorfos y esto
es una contradiccion.

Las demostraciones de (d) y (e) pueden ser consultadas en el Teorema 3.1
de [15]. O

Los médulos tilting juegan un papel importante, es por eso que se tiene su
definicién a continuacién:

Definiciéon 3.3.8. Un R-mddulo finitamente generado W se llama tilting, si la
clase Gen(W) de todos los R-mddulos generados por W es coincide con la clase
W de todos los R-mddulos X que satisfacen Exth(W, X) = 0.

Se considerardan médulos tilting que son sumas directas finitas de moédulos
inescindibles no isomorfos dos a dos, a estos mddulos se les llama médulos tilting
bésicos.

Ahora se consideran algunas propiedades de ser tilting para ciertos médu-
los inducidos por los pares de torsién que escinden de R-ind. Este resultado se
enunciard y su demostracion puede ser consultada en la referencia del mismo.
Aunque es un resultado interesante, en el caso de esta investigacién sélo sera usa-
do como herramienta para demostrar una proposicién que muestra como es la
particién Ext-inyectiva para anillos de matrices triangulares con exactamente
dos médulos.

Teorema 3.3.9 (Teorema 2.1, [15]). Sea R un anillo puro-semisimple izquierdo
y (D,C) un par de torsion que se escinde de R-ind. Sea W el conjunto de todos
los modulos Ext-inyectivos de C, P el conjunto de todos los médulos proyectivos
en D y W la suma directa de los modulos W U P. Si alguna de las condiciones
siguientes se satisface

(a) D contiene todos los mddulos inyectivos inescindibles, o

(b) R es hereditario

Entonces W es un mddulo tilting.

3.4. Particién de R-pr en anillos puro-semisimples.

Ahora bien, se introducirdn particiones de R-pr inducidas por una clase de
R-mdédulos (Ver [36)).

Definiciéon 3.4.1. Para cualquier anillo R, sea C C R-Mod una clase de R-
mddulos izquierdos. Se dice que dos prerradicales o y T son equivalentes respecto
a C, denotado por o ~¢ T, si 0(C) = 7(C) para todo C € C.

Esto es un relacién de equivalencia en R-pr y las clases de equivalencia para
cual prerradical es un intervalo dado por:
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Proposicién 3.4.2 ([36]). Para cualquier anillo R, sea C una clase de R-
mddulos izquierdos y v € R-pr. Sea [ylc = {0 € R-pr: o ~¢ 7} la clase de
equivalencia de 7. Entonces, [y]c es un intervalo en la reticula de R-pr dado
M M
por e =1\ o, /\ @i
Mec Mec

Si R es puro-semisimple hereditario izquierdo, por el Teorema 3.3.7, existe

una particién Ext-inyectiva de R-ind dada por

Reind = | U
a<d
para algin ordinal §. Esta particién de R-ind induce pares de torsion que se
escinden en R-ind. Para cualquier ordinal g tal que 1 < 8 < §, hay un par de
torsién (1%, 15), de R-ind, donde 1P = U U,y Iz = U U,.. Por la Proposicién
K<pB Kk>pB

3.3.2, cada una de estos pares de torsién induce una teoria de torsién que se
escinde (Add(I?),Add(Ig)), la cual corresponde a un radical idempotente g
(Ver Seccién 1.2 ). Note que para cada M € R-ind, si M € U,, entonces y3(M) =
Msik < Byv(M)=0sik>p. Observe también que si 0 < a < f <4
entonces 1% C I? por lo que Add(1®) € Add(I®) y 74 < 3. De esta forma se
obtiene una cadena de radicales idempotentes:

Y=Y < =Y
Como R es puro-semisimple izquierdo, todo R-médulo izquierdo es isomorfo
a una suma directa de R-modulos en R-ind, asi que si C = R-ind, la relacién ~¢
es trivial, es decir, 7 ~¢ o siy sélo si 7 = o. Por otro lado, si C = Uy, entonces
para cada 8 < ¢ se tiene que 3 € [y1]c. Hay una forma de escoger C de tal
forma de que cada g esté en clase de equivalencia diferente:

Proposicién 3.4.3. Sea C = R-ind\{Us} y sean « y B ordinales. Entonces:
1. Sil<a < fB<4§ entonces [yalc # [V8lc-

2. 811 < B <6 entonces [yslec = [v3,n3], donde ng = /\ wd?.
Me(Ig\Us)

4. 811 <a<B<68 entonces Yo < Y8 Y Na < 13-

Demostracion. 1. Sea 1 < a < f < § y considere M € U,. Se tiene que,
Ya(M) = 0y y3(M) = M, esto demuestra que existe M € C tal que

Ya(M) # 75(M), es decir, [yale # [v5lc-

2. Seal< B <dyo € [ys]c. Entonces o(M) = (M) para cada M € C y
~v8(N) = 0 para cada N € Us. Por tanto, yg < o, lo cual prueba que vz
es el menor elemento de [ys]c.

Ahora usando la Proposicién 3.4.2, y el hecho de que wif = 1 para cada

M € R-Mod, se tiene que

=N\ wlon= Nwiin A w= A

Mec MeIh Me(Zg\Ud) Me(Zp\Ud)



56 CAPITULO 3. PARTICIONES DE R-IND Y DE R-PR.

Noétese que ns = 1.
3. Es consecuencia de la Proposicién 3.4.2.

4. Si o < 3 entonces I* C I8 y Iz C I, entonces por el resultado anterior

se tiene que Yo < V8 ¥ Mo < 13-
O

Por medio de la proposicién anterior se puede obtener el siguiente diagrama
para la particiéon asociada a C de la reticula de prerradicales para un anillo
puro-semisimple hereditario izquierdo:

ns = 1R
15—
ng_ .-~
] Vs
L7 o Ts-1
3. .-
72 e
-8
n Rt
3
2
ga!

Figura 3.1: Clases de equivalencia en R-pr de los radicales idempotentes asocia-
dos a pares de torsién que se escinden.

Por medio de estas particiones se plantean varias preguntas. La primera
estaria relacionada con respecto a qué propiedades o caracteristicas se pueden
obtener de R-pr o incluso del anillo R en el caso de que 1, = «y) para todo A < §,
es decir, en el caso de que estos intervalos colapsen en un sélo punto. Observe
que en el caso de A = § siempre tenemos al menos dos prerradicales diferentes,
que son el prerradical, 1 y el prerradical ~s.

Aparte de planterse acerca de qué sucede con la reticula de prerradicales y
el anillo R cuando dichos intervalos colapsan, también se plantea la siguiente
pregunta: ;Bajo qué condiciones sobre el anillo R, se colapsan dichos intervalos
en un solo punto? En el préximo capitulo se dard una respuesta a esta tltima
pregunta por medio de ciertos anillos puro-semisimples izquierdos los cuédles
tienen condiciones muy particulares.



Capitulo 4

Prerradicales en anillos de
matrices triangulares

Siguiendo con lo mostrado en el capitulo 3, se sabe que una caracterizacion
para los anillos puro-semisimples izquierdos es la existencia de particiones fuerte-
preinyectivas; mientras que para el caso de anillos puro-semisimples hereditarios
izquierdos, esto equivale a la existencia de una tnica particién Ext-inyectiva del
conjunto R-ind. En este capitulo se hard uso de estas dos particiones para el
caso particular de anillos puro-semisimples hereditarios béasicos izquierdos con
exactamente dos médulos simples.

Mas adelante en este capitulo se observard que salvo isomorfismos, estos
anillos puro-semisimples con precisamente dos mddulos simples izquierdos son

anillos de matrices triangulares de la forma R = F O) donde F,G son

B G
anillos con divisién y B es un G-F-bimddulo, el cual es de dimensién finita co-
mo G-moédulo izquierdo y de dimensién finita como F-mddulo derecho. Estos
anillos tienen un papel muy importante porque ellos estan relacionados a la
congjetura puro-semisimple. Recuerde que esta conjetura establece que los ani-
llos puro-semisimples izquierdos son puro-semisimples derechos y por tanto de
representacion finita ([6],[24],[41]). En [43], Simson probd que la conjetura puro-
semisimple es verdadera para todos los anillos hereditarios si, y solo si, es cierta
para todos los anillos de matrices triangulares mencionados anteriormente, por
lo que estos anillos juegan un papel importante dentro de la teoria de anillos
puro-semisimples.

Con dichas particiones y propiedades que se obtienen de las mismas en estos
anillos se caracterizan prerradicales idempotentes, radicales y de forma general
los prerradicales. Para hacer esto, en primer lugar se observard como quedan
determinadas las particiones del conjunto de los médulos finitamente generados
e inescindibles en estos anillos.

4.1. Orden lineal de R-ind

Los siguientes resultados muestran la existencia de una tnica particiéon Ext-
inyectiva en un anillo puro-semisimple hereditario izquierdo con exactamente

o7
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dos médulos simples izquierdos, de la cual se puede obtener una particiéon fuerte-
preinyectiva del conjunto R-ind.

Proposicion 4.1.1. Sea R un anillo inescindible puro-semisimple heredita-
rio izquierdo con exactamente dos modulos simples izquierdos. Sean Py, Py los
mddulos proyectivos inescindibles en R-mod, con Py simple. Entonces se cumple
que la familia R-ind tiene una unica particion Ezt-inyectiva, R-ind = U Uy,
a<d
y cada U, consiste de dos mddulos Uy, = {My, Ny}, con Homg(My, No) =0y
Hom(Ng,, My) # 0. Mds ain, Us = {Py, P1} 6 Us = {Po} y P1 pertenece a U,
cond=a+1.

Demostracion. Por el Teorema 3.2.10 la familia R-ind tiene una particién Ext-
inyectiva, R-ind = |J,<5Ua. Como R es inescindible y sélo hay dos médulos
proyectivos izquierdos Py Y P;, usando la Proposicién 3.2.15, se tiene que Us =
{Po,P.} 6 Us = {Po} y P1 pertenece a U, con o + 1 = 0. Entonces para
cada o < 4, no hay mddulos proyectivos en Ua <aUp por lo que el Teorema
3.3.9 muestra que W,, es un médulo tilting, por lo que el Corolario 3.7.5 de
[9], muestra que W,, contiene exactamente dos médulos inescindibles, digamos,
M, y N,, donde M, es Esc-inyectivo en Z, = Uﬁza Ug. Ahora suponga que
M, v N, no son médulos inyectivos, se sabe que los sumando directos de de
los nucleos de Z,-cubiertas de médulos inyectivos son Ext-inyectivos en Z,.
Por lo tanto, debe existir un sumando directo inescindible de ese nicleo que
no es Esc-inyectivo en Z,. Esto demuestra que N, no es Esc-inyectivo en Z,,
Asi M, es el tnico médulo Esc-inyectivo en Z,. En particular, M, cogenera a
N,, v asi Hom(N,, M,) # 0. Por la parte (¢) del Teorema 3.3.7, se tiene que
Hom(M,, No) = 0. O

Dualmente a la definicién de mddulo tilting se tiene la siguiente definicién
para médulos cotilting:

Definicién 4.1.2. Sea R un anillo. Un R-mddulo izquierdo finitamente gene-
rado W se llama mddulo cotilting si la clase Cogen(W) de todos los R-mddulos
izquierdos cogenerados por W coincide con la clase ~W de todos los R-mdédulos
izquierdos X que satisfacen Extr(X, W) = 0.

Para abreviar, se llama a un mdédulo tilting M, basico o tilting basico, si M
es la suma directa finita de un par de médulos inescindibles no isomorfos .

El siguiente resultado muestra que el conjunto R-ind tiene una distribucién
muy particular en este tipo de anillos, y dicha distribucién serd una herramienta
fundamental para el desarrollo de los resultados acerca de los prerradicales

Proposicién 4.1.3 (Teorema 3.8 de [15]). Sea R un anillo inescindible puro-
semisimple hereditario izquierdo con dos simples Entonces se cumple:

(a) Existe una particion fuerte-preinyectiva R-ind = U Cq, donde Cy consta
a<
de dos mddulos inyectivos inescindibles izquierdos (Eo, E1 con Ey simple),
y para todo o > 1, C,, consiste de sélo un mddulo, Co, = {My}

(b) La particion fuerte-preinyectiva R-ind = U Cq, da un buen orden del con-
a<
junto R-ind dado por M_q, My, ..., Mx+1 y denotando M_1 = Ey, My =
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E,. Este buen orden tiene la propiedad de que dados dos moédulos M, Mg
con 0 < a < S, se tiene que Homp (M, Mg) =0 y Homp (Mg, My) # 0.

(¢) Para todo M, con o > —1 ya+ 2 < A+ 1, hay una sucesion exacta que
cast se escinde 0 — My 1o — MZjH — M, — 0 en R-mod.

(d) Para todo a con =1 < a < A+ 1, M, ® Myy1 es un mddulo tilting y
cotilting, y Endr(My @& Myy1) es otra vez un anillo hereditario puro-
semisimple izquierdo con exactamente dos mddulos simples izquierdos.
Mads aun, cualquier morfismo no nulo f: My+1 — M, es un monomorfis-
mo o un epimlorfismo. Reciprocamente, si M es cualquier R-mddulo tilting
basico izquierdo, entonces M = M, & My11 para algin —1 < a < A+ 1.

Demostracion. (a) Usando la notacién de la Proposicién 4.1.1, se probard que
para cada ordinal o # 0, M, y N, no son inyectivos, M, es el tinico médulo
Esc-inyectivo del conjunto Z,, = |J B>a Up y N, es el inico médulo Esc-inyectivo
del conjunto Z,, /M,,. En efecto, por la Proposicién 4.1.1 se obtiene una particién
Ext-inyectiva con M, y N, no inyectivos para « # 0. Para la segunda parte,
note que no hay morfismos no nulos de N, a médulos de Uy, Us, ademés
Endg(N,) es un anillo con divisién, entonces cada monomorfismo N, — X, €
add(Z,,/M,) se escinde. Por tanto, N, es Esc-inyectivo en Z,/M,,.

Por el Teorema de Auslander (Ver Nota 1 del Teorema 3.2.16), hay una
sucesién casi escindible 0 — M,4+1 — X — M, — 0. Asi, para cada sumando
directo Y de X, si Y no es isomorfo a N, entonces Homp(My41,Y) = 0 o
Homp(Y, M,) = 0 lo cual no es posible. Por tanto Y es isomorfo a N, y X es
una suma directa de copias de N,. De esta forma, M, 1 es cogenerado por N,.

Usando argumentos similares, hay una sucesién casi escindible 0 = N,41 —
M§+1 — N, — 0 para algiin k£ > 0 y por tanto N, es cogenerado por M, 1,
por esta razén N, es cogenerado por N,,. Lo anterior demuestra que {M,,} es
un conjunto cogenerador minimo y es el inico médulo Esc-inyectivo de Z,, /M,
De esta forma se ha probado que para > 1 el conjunto C, consiste de un tinico
médulo.

Para la parte (b), es inmediato que si 8 > a > 0 entonces el buen orden se
hereda de la particién Ext-inyectiva de la Proposicién 4.1.3, por lo que no hay
morfismos de médulos de U, a médulos de Ug. Por otro lado, si se consideran
los médulos M, v N, que estdn en U, entonces como M, cogenera a N,, se
tiene que Homp(N,, M, ) # 0 y aplicando la parte (c¢) de la Proposicién 3.3.7
se obtiene que Hompg (M, N,) = 0 obteniendo asf el orden lineal para o > 0.
Para o = 0 es inmediato puesto que Xy = F; es el tnico inyectivo no simple.

La parte (c) se usa el mismo argumento de la demostracién de la parte (a).
Y la demostracién de la parte (d) puede ser consultada en la referencia de este
Teorema.

O

4.2. Anillos de matrices

Suponga que R es un anillo puro-semisimple hereditario izquierdo con exac-
tamente dos médulos simples. Entonces, por la Proposicién 4.1.3 se tiene que el
conjunto R-ind tiene una particién fuerte-preinyectiva que se puede organizar
de forma lineal como:
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R—ind:{M,l,Mg,M17~-~ ,Ma,"'MA7M)\+1} (41)

para algun ordinal X\. Aqui, M_; es el médulo simple inyectivo, My es el
modulo inyectivo que no es simple, M) es el médulo proyectivo que no es simple
y My41 es el médulo simple proyectivo. También se puede observar que My es
la cdpsula inyectiva de My41 y que Soc(Mp) = My41.

Definicién 4.2.1. Sea R un anillo con un conjunto completo {e1,...,e,} de
elementos primitivos ortogonales idempotentes. El anillo R se dice bdsico, si
eiR 2 e; R para todo i # j.

La anterior definicién implica que si R es un anillo bésico puro-semisimple
hereditario izquierdo entonces r R es la suma directa de los médulos proyectivos
finitamente generados e inescindibles.

Ahora bien, se tiene que el siguiente resultado

Proposicion 4.2.2. Si R es un anillo puro-semisimple hereditario bdsico iz-
quierdo con dos mddulos simples entonces R es un anillo de matrices triangu-

lares de la forma
F 0
w5 o)

donde B es G-F-bimddulo y G, F son un anillos con division .

Demostracion. R es un anillo puro-semisimple hereditario basico izquierdo con
dos médulos simples, entonces hay exactamente dos moédulos proyectivos ines-
cindibles P;, Py, con Py simple. Dado que R es béasico entonces rR es suma
directa de los médulos proyectivos inescindibles Py y Py, esto es, pR = Py @ P;.
Ademids por la Proposicion 4.1.3, existe un orden lineal de R-ind de tal forma
que Hompg(Py,Py) = 0 y Homg(Py, P1) # 0. Por el Teorema 3.3.7, se sabe
que F = Endg(FPy) vy G = Endg(P1) son anillos con divisién, y es claro que
B = Homp(Fy, P1) es un G — F-bimddulo.

Ahora, considere el anillo de matrices S = (H(Elrllil(%lgill)31) En dg ( Po)) .
Entonces se mostrara que R = S.

En efecto, se tiene que que R = Endg(R) = Endg(FPy @ Py) y probando que
Endgr(Py @ P1) =2 S se finaliza la demostracion. O

Usando la proposiciéon anterior, entonces por medio de la equivalencia de
categorias mostrada en el Apéndice 4.2, los médulos que aparecen el orden
lineal 4.1, se pueden representar de la siguiente forma: M_; como la aplicacién
canénica B®p F' — 0, M), se representa por la aplicaciéon canénica B&rp 0 — G
y My por la aplicacién B @ p B* — G, donde B* = Homg (B, G).

Ahora bien, sea M cualquier R-médulo izquierdo finitamente generado, el
cual no tiene sumandos directos isomorfos a M_; o a M41. Este médulo puede
ser identificado con una aplicacién lineal B @ p V. — W. Si dimp(V) = n y
dim(W) = m, entonces la longitud del médulo M es m + n. En efecto, existe
una sucecién exacta

0— My = M—M" —0

donde los morfismos son representados por las siguientes pares de morfismos
horizantales en el diagrama commutativo:
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Br0——B®prV —= B®p F" (4.2)
G™ w 0

Habiendo escogido bases para V' y W, se usan los isomorfismos canoéni-
cos G — W y V. — F". Asi se puede obervar que Soc(M) = M\, y
as{ M/Soc(M) = M",.

Por otra parte, dicho orden cumple, por definicién de particion fuerte-preinyectica
que: Para todo 1 < 8 < a < A4 1, Mg cogenera a M,, ver definicién 3.1.1. De
hecho se cumple que,

Proposicién 4.2.3 (Proposicién 4.1 de [22]). Para todo —1 < 8 <a < A+1
existe un monomorfismo M, — Mg para algin entero positivo k, esto es, Mg
cogenera finitamente a M.

Demostracion. Sean a,  como en la proposicién. Se tiene que M, es finitamente
generado y artiniano, puesto que R es artiniano. De ahi, Soc(M,,) es esencial en
M,,, ademds Soc(My,,) es finitamente generado, ya que M, is noetheriano. Por
lo tanto, M, es finitamente cogenerado, y Mg cogenera finitamente a M,. (Ver
[2, Seccién 10]). O

De ahora en adelante se hara uso de la representacion de los médulos inesci-
dibles en la nueva categoria que se menciona en el Apéndice 4.2. De esta manera
se puede tener el siguiente resultado,

Proposicién 4.2.4 (Proposicién 4.2 de [22]). Para todo —1 < a <Ay f < «,
existe un epimorfismo M¥ — Mg

Demostracion. Primero tome a = A. Entonces M) se puede representar por
medio de la aplicacion canénica fy : B ®p F — B, la cual de hecho es un
isomorfismo. Sea M € R-ind y suponga que M es representado por la aplicaciéon
lineal f : B@pV — W. Observe que f es suprayectiva, ya que en caso contrario,
su imagen W’ serfa un sumando directo de W, es decir, W = W’ & W” donde
W' # 0. Entonces se tendria que M = M’ & M", donde M’ es representado
por BrV — W'y M" es representado por B ®r 0 — W lo cual es una
contradiccién.
De esta manera se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

BepF' Y > BepV (4.3)

q |1

pr—9% w
donde n = dimg(V), ¢ y 9 son isomorfismos, y g = f o @ o9 ~1. Por tanto, g es
suprayectiva, es decir existe un epimorfismo MY — M.

Ahora, si —1 < a < A, por (d) del Teorema 4.1.3, R' = Endg(M, ® My41)
es nuevamente un anillo puro-semisimple izquierdo de la forma [(4.4),Apéndice].
También por el Teorema [13, Theorem 3.3] existe una equivalencia de categorias
H: add({My: k < a+1}) = Y, donde Y una subcategoria plena de R’ -mod.
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Usando el hecho de que H es una equivalencia, se tiene que H(M,) y H(Mp)
son médulos en R'-ind, y H(M,,) es, salvo isomorfismo, el médulo proyectivo
no simple en R’-ind, asi que se puede aplicar el mismo argumento del parrafo
anterior y concluir que en R'-Mod existe un epimorfismo H(g) : H(M,)" —
H(Mg), donde g : M2 — Mg es también un epimorfismo.

O

En el orden lineal para R-ind dado por la particion fuerte-preinyectiva, cual-
quier cortadura sobre dicho orden lineal induce particiones de R-ind, las cuales
son pares de torsién que se escinden y por tanto se obtiene la existencia radicales
idempotentes 7, para cualquier —1 < o < A+ 1 que se menciona en 3.3.2 y los
cuales denotaremos como:

(A1—17LJ ALQ — 7

a>0

(AlflLJAﬂh LJ ALJ - M

a>1

(LJ A4a7LJ Mey) = 72

a<l2 a>2

(LJ AlaaLJ Ma) = s

a<p azp

(U Mo Myi1) =
a<A+1

Observe que para —1 < «, 8 < A+ 1 se tiene que vg(My) = M, si a < B,
y 78(My) = 0 si o« > f. Estos radicales idempotentes forman una cadena
Yo < 71 < -+ < Yag1. Lo cual implica que si R es de tipo de representacion
infinita entonces R-pr es una reticula infinita.

El siguiente resultado muestra propiedades que seran de gran utilidad para
carcaterizar los prerradicales en esta clase de anillos:

Proposicion 4.2.5 (Proposicién 4.3 de [22]). Sea o € R-pr y sea « un ordinal
tal que —1 < a < XA+ 1. Entonces se cumple que:

1. Sia# —1yo(M,)=0 entonces 0(Mg) = 0 para todo 5 > «.

2. Sia#A+1yo(M,) =M, entonces o(Mg) = Mg para todo 5 < c.
3. Sia# —1yo(Mxyy1) = Mxyr entonces Soc(M,) < a(My).

4. St o(M_1) =0 entonces o(My) < Soc(M,).

Demostracion. 1. Por la Proposicién 4.2.3, existe un monomorfismo f: Mg —
MP. Por tanto, f(o(Mg)) < o(My)k =0,y asi a(Mg) = 0.



4.2. ANILLOS DE MATRICES 63

2. Usando la Proposicion 4.2.4, existe un epimorfismo M7 — Mg. Dado que
M, € T, y T, es cerrado bajo epimorfismos y sumas directas (ver seccién
1.2), entonces Mg € T,, es decir, o(Mg) = Mpg.

3. Si a # —1 entonces todo submédulo simple de M, debe ser isomorfo
a My, entonces Soc(M,) es una suma de directa de copias de M.
Como arriba, dado que My;+1 € T, entonces Soc(M,) € T,. Por tanto,
Soc(M,) = o(Soc(My)) < o(M,).

4. Para « = —1 0 & = A + 1 se tiene que Soc(M,) = M,, asi que la de-
sigualdad se cumple. Ahora, para todo —1 < a < A+ 1 se tiene que
p: My — M,/Soc(M,) = M™, con n > 0. Por tanto, p(c(M,)) <
o(Soc(My)) = 0, es decir, o(M,) < Soc(M,).

O

Sea o € R-pr. De ahora en adelante se dird que

0 =[N_1,No,N1,--- ,Ng,--- , Nxj1]
si se cumple que o(M,) = N, para todo -1 < a < A+ 1.
Corolario 4.2.6. Sea 0 € R-pr. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) o(M-1) =0y o(Mr41) = Mra
(b) o =[0,Soc(My),Soc(My),- -+ ,Soc(Mxt1) = Mxi1]

(c) o= a%iﬁ = w)
Demostracion. En primer lugar se probara (a) = (b). Sio(M_1) =0y o(Mxy1) =
My 41, por la parte (3) y (4) de la Proposicién 4.2.5 se tiene que o(M,) =
Soc(M,), para todo —1 < v < A+ 1.

Ahora, para demostrar (b) = (c), sea 7 € R-pr es tal que 7(Mx_1) = M1,
por la parte (3) de la Proposicién 4.2.5 se tiene que Soc(M,) < 7(M,), para
todo —1 < a < A+ 1. Por tanto, para cada —1 < o < A+ 1 se tiene que
oc(My) < 7(M,), de ahi ¢ < 7 y se concluye que o = a%ﬁi (ver Seccién
1.1). Por otro lado, si € R-pr es tal que n(M_1) = 0, por la parte (4) de la
Proposicién 4.2.5 se tiene que n(M,) < Soc(M,) para todo —1 < o < A+ 1.
Por tanto, para cada —1 < o < A+ 1 se tiene que n(M,) < 0(M,), asi n < o,
y se concluye que o = wéw .

Finalmente para ver (¢) = (a), observe que si Homg(M_1, My+1) = 0,
entonces a%ﬁii(M,l) = 0. Por otro lado es claro que a%ii(MAH) =Myi1y
esto finaliza la prueba.

O

Lema 4.2.7 (Lema 4.5 de [22]). Sea 0 € R-pr con o # 0. Si o(M_,) =
o0(Mx41) = 0 entonces o = 0.

Demostracion. Si o(M_1) = 0 entonces, por la parte (4) de la Proposicién
4.2.5, se tiene que o(M,) < Soc(M,) para todo —1 < a < A+ 1. En particular
o(My) < Soc(My). Sio # 0, por la parte (1) de la Proposicién 4.2.5, se tiene que
o(My) # 0y, como Soc(My) = M4 es simple, se tiene que o(My) = Soc(My) =
My 1. Por tanto, 0%(My) = o(My41) = 0 y otra vez por la Proposicién 4.2.5 se
concluye que o2 = Op. O
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Lema 4.2.8 (Lema 4.6 de [22]). Seac € R-pr. Sio(M_1) =M_1 yo(Mx4+1) =
M1 entonces @ =1.

Demostracion. Si o(Mx41) = Mxy1 entonces, por la parte (3) de la Proposi-
cién 4.2.5, se tiene que Soc(M,) < o(M,) para todo —1 < a < A+ 1. En
particular Soc(My) < o(My). Si o # 1, por la parte (2) de la Proposicién
4.2.5 se tiene que (M) < My, y la descomposicién de este submédulo propio
tiene que ser de la forma o(M)) = M¥,,. Por tanto, Soc(My) = o(M,) y se
tiene My/o(My) = M",, con n > 0. Dado que o(M_1) = M_, se obtiene
o(My/o(My)) = My/o(M)), lo cual significa por definicién que (o: 0)(My) =
My. Por la Proposicién 4.2.5, se llega a que (0: 0)(My) = M, para todo
—1 < a <\ Y se concluye que 0(?) = 15. O

El siguiente es el Teorema 4.7 que se encuentra en [22]:

Teorema 4.2.9 (Caracterizacién de prerradicales idempotentes). Sea o € R-pr,
con o # 0. Entonces o es idempotente si y sélo si o tiene una de las siguientes
formas:

1. 0 =0g,
2. 0 = oyt =10,80c(My), Soc(My), -+, Soc(My 1) = My,

3. o=1g=[M_1,---,Soc(Mg),- - ,Soc(Mxy1) = Mxy1],
donde f=min{—1 < a < A+1:0(My) # My},

4' g =93 EE[A4—13"'7U(A4B) ::07"'50L
donde B =min{—-1<a<A+1:0(M,) =0} ypB>-1,

5.U:=1R.

Demostracion. Los médulos M_1 y M1 son representantes de los dos R-médu-
los simples no isomorfos. Entonces para cualquier prerradical o se tiene que

My, 6
U(M—l){ 0 1, O
M 5
o(Mxy1) :{ 0 At+ls O

Por lo que se tienen exactamente uno de los siguientes cuatro casos:

1. Si o(M_1) = 0(Myy1) = 0, por Lema 4.2.7 se tiene que 02 = Oy, y dado
que o es idempotente, se concluye que ¢ = 0.

2. Sio(M_1) = 0y o(Mxt1) = Mxy1, por Corolario 4.2.6, se tiene que
My
o=ay,,-

3. Suponga que o(M_1) = M_1 y 6(Mxy1) = Myy1. Por Proposicién 4.2.5,
se tiene que Soc(M,) < o(M,) para todo —1 < a < A+ 1. Supon-
ga también que 0 # 1 y sea S = min{x: 0(M,) # M,}. Sea k tal
que 8 < k < A+ 1. La decomposicién de o(M,) debe ser de la for-
ma o(M,) = @ MP= | con k, > 0. Observe que no puede existir

r<a<A+1
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un sumando inescindible M, con a < k, porque en ese caso se tendria
Hompg(M,, M,) # 0, lo cual contradice la Proposicién4.1.3. Tampoco hay
un sumando inescindible isomorfo a M,, ya que éste tiene longitud finia y
o(M,) < M,,. Ahora suponga que hay un sumando inescindible M, con
Kk < ag < A+ 1. Dado que o es idempotente, entonces o(M,) = o2(M,)
y, via isomorfismo, se tiene que

P M=o P M= P oM

r<a<A+1 r<a<A+1 r<a<A+1

con ko > 0 para todo k < @ < A+ 1y ko, > 0. Entonces, en particular
0(My,) = Mg, lo cual implica, por Proposicién 4.2.5(2), que o(Mp) =
Mg, lo cual es una contradiccién. Por tanto la descomposicién tiene la
forma o(M,) = Mfil, y se concluye que o(M,,) = Soc(M,;) para todo &
con B< Kk <A+ 1.

4. Ahora suponga que o(M_1) = M_1 y que 0(Myx41) = 0.
Sea # = min{x: o(M,) = 0}. Si pes tal que =1 < p < Sy o(M,) es un
submodulo propio de M,,. Al igual que la parte anterior, la descomposicién
de o(M,,) debe ser de la forma o(M,) = @ MPFe | con k, > 0. Dado

p<a<i+1
que o es idempotente, entonces o(M,) = o?(M,,) y, via isomorfismo, se
tiene que
ko _ ko | — ko
P M=o P Me|= P o(M)
p<a<A+1 p<a<A+1 p<a<A+1

Como i < B, entonces o(M,,) # 0, y existirfa o tal que p < ap < A+1 con
0(Ma,) = May,, lo cual implica, por la Proposicién 4.2.5(2), que o(M,,) =
M,,, y esto es una contradiccién. Asi se concluye que (M) = M, para
cada —1 < p < B. Es decir, 0 = 3.

O

Usando el Teorema anterior, se pueden ordenar los prerradicales idempoten-
tes de la siguiente manera:

1g

TA+1

My
SV Yo

Or

Figura 4.1: Reticula de prerradicales idempotentes sobre anillos del tipo (4.4).
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Dualmente se caracterizan radicales en anillos de la forma (4.4) usando el
siguiente teorema ([Teorema 4.8 de [22]])

Teorema 4.2.10 (Caracterizacién de radicales). Sea o € R-pr. Entonces o es
un radical si, y solo si, o tiene exactamente una de las siguientes formas:

1. 0= 1R7
2. 0 =w)™" = 0,S0¢(My),Soc(My), -+, Soc(Mxs1)],

3. 0 =pg =10,50¢c(My),--- ,0(Mg) =0,0,---,0],
donde 8 = min{a > —1: 0(M,) = 0}, 8 > 0 y 0(M,) = Soc(M,) para
todo —1 < a < S,

4- 0O =78 = [MflaM()v"' 70—(Mﬁ) :070u"' 7070]7
donde 8 = min{a: o(M,) # My} y 8> —1,

5. UZOR.

Demostracion. Al igual que en el teorema anterior, para cualquier o € R-pr se
tienen los siguientes posibles valores en los dos R-mdédulos simples no isomorfos
M_1 y M,\_;,_l:

M.y, 6
O'(M_l):{ 0 1, O
Myyq, O
oot = { B

y nuevamente se tiene uno de los siguientes cuatro casos:

1. Si o(M_1) = M_1 y 0(Mxy1) = M1, por Lema 4.2.8 se tiene que
(o: 0) = 1R, y dado que ¢ es un radical, se concluye que o = 1g.

2. Si o(M_1) = 0y 0(Mx41) = Mx41, por Corolario 4.2.6 se tiene que
oc=wy ‘.

3. Suponga que o(M_1) =0y o(Mx;+1) = 0. Por la Proposicién 4.2.5(4), se

tiene que 0(My) < Soc(M,) para todo —1 < a < A+ 1. Asuma también
que o # 0. Por la Proposicién 4.2.5(1) se tiene que o(Mp) # 0, y como
Soc(Mp) es simple y esencial en My, entonces Soc(My) < o(My), y se
concluye que o(My) = Soc(Mp).
Ahorabiensi0 < p < fcon f=min{—1 < a < A+1: 0(M,) = 0}. Usan-
do la equivalencia descrita en el Apéndice 4.2.1, se puede identificar M,
con una aplicaciéon G-lineal M,,: B®r V — W donde V es un F-espacio
vectorial izquierdo W es un G-espacio vectorial izquierdo. Similarmente,
se identifican el submédulo o(A),) de M, y el médulo cociente M,, /o (M,,)
para considerar el siguiente diagrama:

o(M,): Bep V' VI"
M,: BepV ——W

]

M,/o(M,): BpV/V —=W/W'
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donde V' es un subespacio de V y W’ es un subespacio de W. Dado
que o es un radical se tiene que o(M,/o(M,)) = 0. Suponga que M, es
un sumando directo inescindible de M, /o(M,), con £ > —1. Entonces
o(M;) =0, y asi 8 < k. De esta manera se tiene p < k y se tendria un
morfismo no nulo M,, — M,,/o(M,) — M,, lo cual es una contradiccion.
Por tanto, todo sumando directo inescindible de M, /o(M,,) es isomorfo a
M_1, el cual estd representado por la aplicacién lineal B ® p F' — 0. Por
tanto W/W' = 0, es decir, W = W’. Como se menciona en el diagrama 4.2,
Soc(M,,) esté representado por la aplicacién lineal B ®@p 0 — W y dado
que o(M,,) esté representado por la aplicacion B ® V' — W, se tiene que
Soc(M,) < o(M,). De esta manera se concluye que o(M,,) = Soc(M,,)
para todo 0 < pu < f3.

4. Ahora suponga que o(M_;) = M_; y o(Mxy1) = 0. Sea
g = min{a: o(My) # My}. Si 0(Mg) # 0, por la definicién de 3 se
tiene que o(Mp) < Mpg. Entonces se tiene una descomposicién de la forma
Mpg/o(Mg) = @ MP= | con al menos algin ko, > 0. En efecto, no

—1<a<p
puede haber un sumando inescindible M, con « > 3, ya que en tal caso
Homp (Mg, My) # 0, lo cual contradice el Teorema 4.1.3(b). Tampoco Mg

puede ser un sumando directo porque éste es de longitud finita. Dado que o

es un radical, se tiene que o(Ma/o(Mp)) =0, y asi, @ o(My)F = 0.
—1<a<p

En particular, o(M,,) = 0 para algin —1 < ag < f, lo cual es una con-

tradiccién, de acuerdo a la Proposicién 4.2.5(1). Por tanto, o(Mg) = 0,

y esto implica, por la misma proposicién, que o(M,) = 0 para todo

B <a <A+ 1. Es decir, 0 = v3.

O

De igual forma se pueden ordenar los radicales haciendo uso del anterior
resultado por medio de la siguiente figura:

P2 71

P1 Yo

Or

Figura 4.2: Reticula de radicales sobre anillos de la forma (4.4).

Haciendo uso de los Teoremas 4.2.9 y 4.2.10 se tiene el siguiente corolario:
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Corolario 4.2.11 (Caracterizacién de radicales idempotentes). Sea o € R-pr.
Entonces o es una radical idempotente si, y solo si, o tiene una y solo una de
las siguientes formas:

1. O'ZOR,
_ Mxy:n . M,
2. 0=ayT =W

3. 0 =g para algin 0 < B < A +1,

4. g = 1R-
1r
TA+1
|
wéw’l "Yl
Yo
Or

Figura 4.3: Reticula de radicales idempotentes sobre anillos de la forma (4.4).

Ademsds, se tiene la siguiente propiedad acerca de esta reticula (Ver ejercicio
2.6, [2])

Corolario 4.2.12. Si R es un anillo hereditario puro-semisimple izquierdo con
exactamente dos mddulos simples izquierdos con |R-ind| > 3, entonces la reticula
de radicales idempotentes no es modular.

También se tienen consecuencias derivadas de los teoremas anteriores y de
los diagramas presentados:

Corolario 4.2.13. Si R es un anillo hereditario puro-semisimple izquierdo con
dos modulos simples entonces:

1. Si n = |R-ind| es finito, entonces |R-rad| = |R-idem| = 2n. Ademds,
|R-Tors| =n + 2.

2. Si k = |R-ind| es infinito, entonces |R-rad| = |R-idem| = |R-Tors| = K

Observe que si la conjetura puro-semisimple es cierta entonces el segundo
caso no se cumple.

El siguiente resultado describe la estructura de cualquier prerradical en esta
clase de anillos,

El siguiente es el Teorema 4.12 de [22]:

Teorema 4.2.14 (Estructura de prerradicales en anillos de matrices triangula-
res). Sea o € R-pr. Entonces o tiene una y solo una de las siguientes formas:

1.0:0360:13,
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o= a%iﬂ = wé\/[’l = [0, Soc(My), Soc(My), - -+ ,Soc(Mxy1) = Mxy1],
JEE[A4_1,~'~,U(A4b),~~',0(ﬂ4})i: SOC(A4X),AJA+1L

donde § = min{—1 < a < A+ 1: 0(My) # My}, 5 >0, y Soc(M,) <
o(My) < My para todo f < o < A+ 1; en este caso, (0: 0) = 1g,

. 0 =[0,0(Mp) = Soc(My),-- ,0(M1),--+ ,0(Mg) =0,---,0,0],

donde f = min{—1 < a < A+ 1: 0(My) =0} y 0 # o(M,) < Soc(M,)
para todo —1 < a < fB; En este caso, 0> = Op.

o=[M_,My,---,0(M,),-- ,0(M,)=0,---,0,0],

donde p = min{—1 < a < A+ 1:0(M,) # My} yv =min{-1 < a <
A+1:0(M,) =0}, y de esta manera p < v. Si jt = v entonces 0 = ,,.
Si p < v entonces o no es idempotente ni tampoco es un radical; En este
caso, existe un entero positivo m > 1 tal que o™ = y,. En este mismo
caso también o) = ~,. Si v no es limite, entonces existe un entero n > 1
tal que o™ =, (ver Seccion 1.1).

Demostracion. Al igual que en los teoremas anteriores, para cualquier o € R-pr
se tienen los siguientes posibles valores para M_; and My1:

o(M_q) = { éw_l’ o

M,
U(MA+1) { 0 A+1, Or

y se tienen los siguientes cuatro casos:

1.

Sio(M_1) =0y o(Mxi1) = Mxi1, por el Corolario 4.2.6, se tiene que
M

Si o(M-1) = M_1 y o(Mxy1) = My41 entonces, por el Lema 4.2.8
(0: o) = 1. También, por la Proposicién 4.2.5(3) se tiene que Soc(M,,) <
o(M,) para todo —1 < @ < A+ 1. Si 0 # 1g entonces o(M)) < My, y
como R es hereditario, o(M)) es proyectivo, y se concluye que o(My) =
Soc(My).

Si 0(M_1) = 0y 0(My41) = 0 entonces, por el Lema 4.2.7 0% = Op.
también, por la Proposicién 4.2.5(4) se tiene que o(M,) < Soc(M,,) para
todo =1 < a < A+ 1. Si 0 # Og entonces o(My) # 0, y asi, como
Soc(Mp) = My41 es un médulo simple, se concluye que o(My) = Soc(My).

.Sio(M_1) = M_1y 0(Myy1) = 0 entonces tanto como v y p exis-

ten, como se definen en la parte (4) del teorema. Si 4 = v entonces
0 = Yy, por definicién. Si 4 < v, Por el Teorema 4.2.9 y el Teore-
ma 4.2.10, se tiene que o no es idempotente ni tampoco un radical.
En este caso, 0 # o(M,) < M,, entonces se tiene una descomposicién
o(M,) = @ MPEe | con k, > 0. Si 02(M,,) = o(M,,) entonces exis-
p<a<A+1
tirfa ap tal que p < ap < A+1 con 0(My,) = Ma,, lo cual implica, por la
Proposicién 4.2.5(2), que o(M,,) = M, lo cual es una contradiccién. Por
tanto se tiene que 02(M,,) < o(M,). Si 0?(M,,) # 0, se puede aplicar el
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mismo argumento, y como M, tiene longitud finita, se obtiene una cadena
finita 0 = o™ (M,) < --- < 02(M,) < o(M,) < M, para algin entero
m > 1. Observe que ¢™(M,) = M, para todo —1 < a < u y, por la
Proposicién 4.2.5(1), se tiene que 0™ (M, ) = 0 para todo p < a < A + 1,
y asi se concluye que ¢™ = .

También suponga que pu < v, y sea 8 tal que p < g < v. Entonces
0 # o(Mp) < Mg y se tiene una descomposicién de la forma Mg /o (Mp) =

@ MPEe con al menos algiin ko, > 0. Si 0(Mg/o(Mg)) = 0 entonces
—1<a<p
se tendria que 0(M,,) = 0 para algin —1 < ag < S, lo cual es una contra-
diccién, de acuerdo a la Proposicién 4.2.5(1). Por tanto o(Mg/o(Mpg)) # 0,
es decir, 0(Mpg) < (0: 0)(Mpg). Si (0: 0)(Mg) < Mg, se puede aplicar el
mismo argumento, y como Mg tiene longitud finita , se obtiene una cadena
0 < o(Mg) <@ (Mg) < -+ < o™ (Mg) = Mg para algiin entero n > 1.
Esto garantiza que para todo —1 < 8 < v se tiene 0(“)(Mﬁ) = Mg y que
o) (Mg) = 0 para todo v < 8 < XA+ 1, de esta forma se concluye que
0@ = ~,. Si v no es un ordinal limite, para 8 = v — 1 existe un entero
n > 1 tal que o™ (Mp) = Mg, y de ahi que o™ =~

O
Ejemplo 4.2.15. Sea K un campo y sea A = KAy el dlgebra de caminos
generada por el carcaj Ao : e___.s. Entonces A (l}g IO{> En este caso

se tienen 3 mddulos inescindibles, R-ind = {S1, P,Ss} donde S1 = Ae;y es el
mddulo simple proyectivo, P = Aeg es proyectivo y Sy = P/rP es el mddulo
simple inyectivo. Luego su diagrama de Auslander-Reiten viene dado por:

[P]
/N
[51] [S2]

Como A es un anillo inescindible hereditario puro-semisimple izquierdo con
sélo dos mddulos simples, la Proposicion 4.1.8 se tiene orden lineal de R-ind
dado por {Sa, P, S1}.

De acuerdo a las formas enumeradas en el Teorema 4.2.14 la lista de A-
prerradicales es

1. 05 =[0,0,0],15 =[S, P, S1],

2. ag =wy? =[0,8, 54,

3. 1o = [S2,51, S1],

4. p1=1[0,51,0],

5. 70 = [52,0,0],71 = [S2, P,0],§ = [S2, 51,0

Es decir A-pr={0 =A7a§1 = wagzﬁo,’h,pl,bo,& In}.
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1r

S1
asl

P1

(=)

Or

Figura 4.4: La reticula de prerradicales de KA.

El conjunto de prerradicales idempotentes es {OR,agi,’yO,%, Lo, 1R}

1gr

S1
Olsl

=

Or

Figura 4.5: Reticula de perradicales idempotentes de KA.

El conjunto de radicales es {OR,W§2770,71,p1, 1r}

1r
Sa

P1

Or

Figura 4.6: Reticula de radicales de KAs.

Finalmente los radicales idempotentes,
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1g

1

Yo

Or

Figura 4.7: Reticula de radicales idempotentes de KA.



Conclusiones y perspectivas

Muchos resultados importantes acerca de los anillos puro-semisimples iz-
quierdos estan estrechamente ligados a dar respuesta a la Conjetura Puro-
semisimple, la cual establece que los anillos puro-semisimples izquierdos también
son derechos y por tanto de representacién finita. Es por esta razén que es de su-
ma importancia tener una caracterizacion de estos anillos, sin embargo muchas
de estas caracterizaciones se han centrado en hacerlo por medio de su categoria
de médulos. Esta informacion es bastante completa en el sentido de que se sabe
que un anillo R es puro-semisimple izquierdo si y sélo si toda sucesién exacta
pura de R-moédulos izquierdos se escinde si y sélo si todo R-mddulo izquierdo
es puro-inyectivo, entre otras caracterizaciones.

Ahora bien, usar prerradicales es una forma de describir y caracterizar ani-
llos, como se observé en la secciéon 1.3 en donde se caracterizan anillos semi-
simples por medio de su reticula de prerradicales, en donde ésta resulta ser una
reticula booleana finita. Al inicio de la investigacion, se observé que para un
anillo semisimple el conjunto clave para hacer esta descripciéon y caracteriza-
cién es el conjunto completo e irreduntante de médulos simples, denotado por
R-Simp.

Se observé también que el conjunto que juega un papel fundamental en la
descomposicién de moédulos en suma directa de elementos de este conjunto en
un anillo puro-semisimple resulta ser ahora el conjunto de médulos finitamente
generados e inescindibles, R-ind.

El propésito inical de la investigacién era dar una caracterizacion completa
de la reticula de prerradicales en anillos puro-semisimples, sin embargo durante
el desarrollo del trabajo, se observé que el conjunto R-ind, era un poco més
complejo de tratar. Por esta razén, se decide abordar el problema desde clases
intermedias de anillos puro-semisimples izquierdos, como es el caso de los anillos
puro-semisimples hereditarios izquierdos.

Usando la particién Ext-inyectiva del conjunto R-ind para el caso heredita-
rio, se muestran como ésta induce una particiéon en la reticula de prerradicales
de estos anillos. Esta nueva particién que se obtiene en la reticula de prerradica-
les deja problemas abiertos y preguntas que pueden establecerse para trabajos
posteriores. Por ejemplo:

- ¢Qué se puede decir acerca del anillo R en el caso de que los intervalos
mencionados en la Seccion 3.4 colapsen? es decir Si n,, = Yo para todo
a < entonces ;Qué se puede decir acerca de R?

- ¢Qué condiciones o caracteristicas debe tener el anillo R para que dichos
intervalos colapsen en un sélo punto?
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- ¢ Si en vez de C = R-ind/{Us}, se toma el conjunto C = R-ind/{Uy},
& Qué pasa con la nueva particion de la reticula de prerradicales?

- 4 FEs posible describir los prerradicales dentro de cada intervalo?

Aunque estas preguntas son interesantes para trabajos posteriores, si se pue-
de responder parte de la segunda pregunta y afirmar que para el caso de anillos
de matrices triangulares que se estudié al final del trabajo, todos estos intervalos
colapsan en un sélo punto a excepcién del tltimo intervalo, esto derivado de las
propiedades de estos prerradicales descritas en la Proposicién 4.2.5. Es decir,
una caracteristica suficiente para el anillo R, es que sea un anillo de matrices
triangulares del tipo que se estudié en el capitulo 4.

Finalmente, se puede observar que para el caso de anillos de matrices trian-
gulares tanto la reticula de prerradicales idempotentes y de los radicales queda
totalmente descrita como se muestran en el Teorema 4.2.9 y Teorema 4.2.10.
Por otro lado el Teorema 4.2.14 da la estructura de cualquier prerradical en
esta clase de anillos, sin embargo queda por describir un segmento medio que
aparece en dicha estructura. Esto es, cuando se da la caracterizacién en la parte
(5) de este Teorema se muestra que un prerradical de este tipo es de la forma:

o= [M—lvMOa"' 7U(Mu)a"' ,U(My) :O7 7070]7

donde p = min{—1 < a < A+ 1:0(M,) # Mo} y v = min{-1 < a <
A+1:0(M,) =0}

Se sabe que este segmento {o(M,),--- ,0(M,)} corresponde a submédulos
totalmente invariantes de los correspondientes médulos donde se aplica el prerra-
dical o, por lo que si se llega a mejorar dicha caracterizacién entonces se puede
dar una descripciéon mas precisa y completa de la reticula total de prerradicales
de los anillos de matrices triangulares.

Una idea que se tiene para abordar este problema, es usar las componen-
tes de Auslander-Reiten sobre anillos puro-semisimples. En [20], se realizé un
estudio de reticulas de prerradicales sobre anillos de tipo de representacién fi-
nita por medio de las componentes de Auslander-Reiten en el cual se di6 una
caracterizaciéon completa de dicha reticula. Por otro lado, en [3], los autores
dieron resultados sobre las componentes de Auslander-Reiten para anillos puro-
semisimples hereditarios izquierdos, en particular, el Ejemplo 4.3 describe el
diagrama de Auslander-Reiten de los médulos finitamente generados inescin-
dibles para el caso de anillos de matrices triangulares y esto puede ser usado
como una herramienta para proximos resultados que mejoren o describan en su
totalidad la reticula de prerradicales de los anillos de matrices triangulares.



Apéndice

4.2.1. Anillos de matrices triangulares

A continuacién se presenta un breve estudio sobre anillos de matrices trian-

gulares de la forma:
F 0
ne (£ 0) »

Donde F,G son anillos con divisién y B es un G-F-bimdédulo. Méas ain B es
de dimensién finita como G-médulo izquierdo y como F-médulo derecho. Se
sabe que R con estas condiciones es artiniano izquierdo y hereditario. Ademéds
se pide la condicién que las cdpsulas inyectivas de R-mddulos simples izquierdos
y derechos sean finitamente generadas.

Estos anillos son de especial interés puesto que estdn relacionados directa-
mente con la Conjetura Puro-semisimple, (PssC), ya que se sabe que de existir
un contraejemplo de dicha conjetura, entonces hay un contraejemplo que es un
anillo de matrices triangulares puro-semisimple derecho de la forma mencionada.

La idea prinicipal de esta seccién es mostrar como se puede estudiar de
una forma mas sencilla la categoria de R-mddulos para esta clase de anillos de
matrices triangulares.

En primer lugar, se construye una nueva categoria cuyos objetos son 3-tuplas
(V,W,g), donde V es un F-espacio vectorial izquierdo, W es un G-espacio vec-
torial izquierdo y g: B ®p V — W es un morfismo de G- espacios vectoria-
les. Los morfismos de categorias son dados como pares lineales (a,b), tal que
(a,b): (Vi,W1,91) = (Va, Wa, g2) consiste de aplicaciones a: Vi — Va, b: Wi —
W5 que hacen que el diagrama

BogWVi 2w,

100 |

B &g Vo LW,

conmute. La composiciéon de morfismos es dada por la composiciéon usual de
ambas componentes. Haciendo uso de estas definiciones y conceptos, se puede
definir un isomorfismo de categorias entre esta nueva categoria y R-Mod, donde
R es el anillo de matrices triangulares mencionado al inicio de esta seccion.
Asi las cosas, dado un objeto (V, W, g), el funtor F' toma este objeto y lo asigna
al R-modulo, que como grupo abeliano, es V & W, y donde el producto por

(6]
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elementos de R es dado de forma matricial por:

(5 ¢) ()

haciendo uso de las estructuras de V 'y W como F y G espacios vectoriales
respectivamente, y también del producto g: B ®¢c V — W. Por medio de este
producto por elementos de R, se puede observar que que V@& W es un R-médulo.

Para los morfismos dados por (a,b): (V1,W1,g91) — (Va, Wa, g2), el par de
aplicaciones lineales a: Vi, — Vo y b: W7 — W5 define un homomorfismo de
grupos Vi @ W — Vo @ Ws. Este también es un homomorfismo de R-mdédulos,
porque podemos observar lo siguiente:

(z S) ' (;) N (gl(u ®Sz) +7"y) ~ (b(gl(u gax()x))+ rb(y)>

y esta coincide con

G0 G = (aweets s )

puesto que bo g1 = g2 0 (1 ® a) por hipdtesis. Asi que de esta forma actia el
funtor en los morfismos. Es claro que preserva la composicion de morfismos,
puesto que la composicion en esta categoria es dada sélo por la composicion.
Esto es, para morfismos ¢ = (a1,b1) y ¥ = (ag,b2) y el funtor F, se cumple que
F(¢oy) =F(¢)o F(v).

Ahora se construye un funtor inverso. Sea M un R-mdédulo, si se escribe
e = <(1) 8) entonces se tiene que M = eM @& (1 — e)M = M; & My como

grupos abelianos. De esta manera se puede dotar a M; de una estructura de
F-moédulo izquierdo, para esto sean s € F'y © € M entonces ex € M; por lo
que sélo se debe demostrar que s(ex) € M. En efecto, identificando s € F y la

matriz <(S) 8) se tiene que s(ex) = (se)r = esx y dado que s € Fyx € M

entonces sx € M y esto prueba que s(ex) € Mj.
De forma andloga, hay una estructura de G-médulo izquierdo en My, toman-
do ahora r € Gy y € M de esta manera r((1 —e)y) = (r(l —e))y = (1 — e)ry

e identificando r € G con la matriz <O

0 se obtiene la G-estructura de Ms.

Por otro lado, se tiene la aplicacion

g: B® My — Mj,donde, g(u® ex) = <3 8) er = (1—e) (2 8)x

la cual es un G-homomorfismo. De esta manera se asigna la tupla (M7, Ma, g)
al médulo M, es decir, F~Y(M) = (My, M5, g). Ahora bien, dado un morfis-
mo M — N, se tienen los restricciones de este morfismo, a: eM — eN y
b: (1—e)M — (1 —e)N. Para ver que esto induce un morfismo (M, M3, g1) —
(N1, N3, g2) sblo basta con probar que estas restricciones satisfacen bo g1 =
g2 0 (1p ® a), lo cual se puede hacer usando los generadores u ® ex con u € B
yx € M.

Para probar que se tiene una equivalencia de categorias, primero se debe
observar la accién de ambos funtores. Primero en objetos. Empezando con un
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médulo M, se obtiene (M7, Ms, g) como antes y el médulo M = M; & M. El
producto es dado de la siguiente manera

(i 2) (ex + (1 —e)y) = (sex + g(u®ex) +r(1 —e)y)

8) ex es decir este producto es,

(8 8)eaz+(2 8)ex+<8 2>(l—e)y

el cual es el producto original de la estructura de médulo. De igual forma se
puede verificar para morfismos, ya que un morfismo es primeramente descom-
puesto en dos partes y nuevamente usado para reestablecer el morfismo original
como se muestra en toda la parte anterior. Si empezamos del otro lado, se em-
pieza con un objeto (V,W,g) y se construye el médulo V'@ W y aplicando el
segundo funtor a este médulo se obtiene el objeto original.

De esta manera se puede hacer una descripciéon mas detallada de los R-
modulos en esta clase de anillos. El anillo R se puede escribir como una suma
directa de ideales izquierdos, de hecho se puede ver que Re = F & B. Ademas,
eRe = F se puede observar como F-médulo izquierdo y (1 —e)Re = B como un
G-médulo izquierdo. De esta forma la aplicacion lineal asociada es BRp F — B,

, 0 0\
que envia (u, s) a (u 0) s=us € B.

y dicha aplicacién es candnica.

El otro sumando es R(1 —e) = 0® G y su funcién asociada es B®p 0 — G
que es la trivial. De esta manera, Rr puede ser descrito en suma directa de
estos ideales izquierdos, es decir R = F @ (B © G), y su aplicacién asociada
es BRrp ' — B ® G. Como podemos ver la idea es de cierta forma hacer una
representacién més simple de estos R-mddulos por medio de dichas aplicaciones
y poder dar propiedades més especificas de los mismos.

Siguiendo la descomposicién del anillo R podemos decir que estos ideales
corresponden a los médulos proyectivos y de igual forma se pueden considerar
modulos inyectivos los cuales son cdpsulas inyectivas de médulos simples. Para
esto tenga en cuenta que un médulo simple es un cociente de un médulo méximo
del anillo, del cual ya hemos decrito su descomposicién y por tanto es un cociente
de la inclusién

teniendo presente que g(u ® ex) = (2

Br0—>B®GCR

el cual corresponde a la funciéon B ® p ' — 0. Esta representacién en si co-
rreponde a un médulo inyectivo, el otro médulo simple es proyectivo y su re-
presentacién viene dada por B ® p 0 — G. Este tiene una cépsula inyectiva, el
cual es B ® p Homg (B, G) — G, una aplicacién canénica, que de forma corta
podemos denotar por B ®p B* — G, donde B* = Hom¢g (B, G).
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