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Observadores  para  una  Clase  de Sistemas  Bilineales: 
Una  Aproximación  Diferencial  Algebraica 

Resumen.- En  el presente trabajo, una nueva aproximación diferencial alge- 
braica es implementada o utilizada para  tratar el problema  de construcción 
o síntesis de observadores para una clase de sistemas bilineales (CSB), los 
cuales pueden ser transformables a  una forma canónica no lineal denomi- 
nada Forma Canónica de Observabilidad Generalizada (FCOG  "asladada) 
Trasladada, cuyo término de traslación es dado  en forma general por una 
matriz no lineal con inyección de la salida [MA, DE11 (caso multivariable 
FCOG Multisalida Trasladada)  y de una forma más particular,  estos son 
tranformables  a un sistema lineal observable variante en el tiempo [DI3, FL], 
[DI4, FL] (en el sentido de observabilidad dado  por Diop y Fliess), formado 
por un vector de traslación el cual es  no lineal y depende solamente de la en- 
trada y derivadas de esta (caso monovariable) [MA, ALII, [MA, AL21, [MAl],  
[MA2]. 

Mostramos aquí que la clase de sistemas bilineales dada, puede ser llevada 
mediante una transformación de coordenadas a una FCOG  "asladada o a 
una FCOG Multisalida Trasladada. Dicha transformación de coordenadas 
es dada  por el elemento primitivo diferencial, el cual es presentado como 
una combinación lineal de los estados y una combinación lineal de las en- 
tradas [MA, DEl], [MA, DE2], [MA, DE31, cuyos  coeficientes  son  funciones 
meromorfas que pertenecen a un  campo diferencial de base dado. Tal trans- 
formación es sugerida gracias al análogo diferencial del elemento primitivo 
[FLl], permitiendo proporcionar con  ello una forma explícita del cambio de 
coordenadas. El elemento primitivo diferencial es  elegido de dos formas en 
el  caso multivariable. Por otra  parte, se proponen dos tipos  de observadores 
para una clase de sistemas bilineales. 

Un observador tipo  Kalman, el cual es una copia del sistema original mas 
un término correctivo que depende del sistema observable transformado y 
de un parámetro que determina la velocidad de convergencia del observador, 
este observador es obtenido a partir de la minimización de un criterio  de 
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tipo cuadrático [BO, CO, CE]. Un segundo observador tipo Luenberger, es 
propuesto con ganancia  variante  en el tiempo, el cual  también es una copia del 
sistema, con una  matriz  de  ganancia  que  pondera el error de salida. Dicha 
matriz depende de  las  entradas y derivadas de ésta [MAl]. Se establece 
aquí,  de manera general, como pueden ser halladas  tales ganancias las cuales 
aseguran que el error converge asintoticamente a cero. 

Se establece una extensión de la síntesis de observadores a otros sistemas 
bilineales (sistemas bilineales modulo una inyección de  salida). Se construye 
un observador-controlador basado  en  herramientas de álgebra diferencial para 
resolver el problema de seguimiento en sistemas bilineales (SB). Esta ley 
de control obtenida mediante la Forma Canónica Controlador Generalizada 
dada  por Fliess (FCCG), es una ley de control estabilizante que depende de 
la estimación de los errores de seguimiento y de sus derivadas. Para ello es 
introducido un observador (dada  la FCOG). Posteriormente, se propone  la 
extensión de estos resultados a una clase  más amplia de sistemas no lineales. 
Y finalmente, se muestran algunos ejemplos de aplicación en los cuales se 
ilustran  estas técnicas. 
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Introducción 
Normalmente, cuando se trata de  aplicar  una  estrategia  de control a un sis- 
tema cualquiera, llega a ser frecuentemente necesario reconstruir el estado 
de  este  sistema. Sin embargo, enfrentamos algunas dificultades: por ejemplo 
la utilización de sensores o medidores para conocer  los  valores de  estas vari- 
ables de estado, puede resultar difícil o incluso imposible; o cuando utilizamos 
una representación en variables de estado,  estas variables pueden representar 
magnitudes no medibles, las cuales pueden no tener significado  físico.  Es por 
eso que la estimación de estas variables llega a ser importante y es así como 
la  teoría  de observadores puede contribuir a resolver este problema. 

Un observador es un sistema dinámico auxiliar, que permite  estimar el 
estado desconocido de otro sistema a partir de la información de la  entrada 
y de la salida de este  sistema de otra forma, la síntesis de un observador la 
podemos explicar de  la siguiente manera: 

de salida. Construimos otro sistema O que tiene como entradas  la  entrada 
u(t) y la  salida y(t) del sistema original C, y tiene como salida  una estimación 
del estado z(t)  del sistema original C. Este nuevo sistema O es denominado 
un observador para el sistema C. 

Dado un sistema C descrito mediante ecuaciones diferenciales y una función 

La noción de observabilidad está ligada a la reconstrucción del estado. 
Es una condición  suficiente para la reconstrucción del estado  en el caso de 
sistemas lineales. 

Existen casos bien  conocidos concernientes a la síntesis de observadores, 
por ejemplo: 

i) El observador de Luenberger [Lull 

ii) El observador de Kalman [KA, BU] 

En 1963, Luenberger estudió  la  teoría  de observadores para la reconstruc- 
ción del estado de sistemas dinámicos lineales con  coeficientes constantes. La 
utilización de observadores y su relación  con  los principales conceptos de  la 
teoría  de  sistemas hacen de la teoría de observadores un área de investigación 
muy importante. Kalman introdujo los métodos de variables de  estado y es 
así como aparece  la  teoría de observadores para los sistemas causales multi- 
variables. 
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Un sistema es observable si y solamente si a partir de observaciones de 
la salida y de  la entrada podemos reconstruir el estado inicial del sistema. 
(Daremos más tarde, la formulación matemática  de  este concepto). 

de un observador no  es evidente. Podemos distinguir dos  clases de sistemas; 
aquellos que son observables para  toda  entrada y aquellos que tienen  entradas 
singulares (es decir, entradas que hacen que el sistema  sea inobservable i.e. 
“malas  entradas”). Cuando deseamos construir un observador, las  malas en- 
tradas  (entradas singulares) son evidentemente molestas: ellas constituyen el 
problema de singularidad. La ausencia de singularidad explica que podemos, 
en el caso de sistemas lineales construir observadores asintóticos (con  veloci- 
dad de convergencia arbitraria  en  la  estimación), estos son los observadores 
clásicos de Kalman y Luenberger. 

Cuando consideramos una clase de sistemas bilineales dada,  la construcción 

Para aquellos sistemas los cuales son observables para  toda  entrada, los 
primeros resultados obtenidos conducen al caso donde la clase de sistemas 
bilineales puede ser transformable a un sistema lineal observable variante en 
el tiempo, módulo una inyección de la salida. 

Para el caso de sistemas no lineales, la noción de observabilidad se encuen- 
tra ligada a las entradas u@), es decir, para un sistema no lineal observable, 
ciertas  entradas u(t) no permiten observar toda  pareja de  puntos del espa- 
cio de  estados con lo cual podemos hablar entonces acerca del concepto de 
entradas “singulares”. Estas malas entradas complican la síntesis del obser- 
vador en el caso  no lineal. Luego entonces, es interesante conocer o describir 
estas  entradas, a fin de evitar su aplicación sobre el sistema original. 

El estudio de sistemas bilineales  es de gran  importancia  práctica, ya que 
muchos sistemas (ecológicos, reactores nucleares, petroquímica,  etc.) son 
modelados bajo  esta forma. Los sistemas bilineales son los  más simples de 
los sistemas no  lineales. Estudios recientes [BO, CO, CE] [GA, KA] han 
mostrado que bajo  una transformación no lineal (por ejemplo: vía inmersión 
[LE, MAR] [MA3], inyección de la  salida, etc.) podemos representar un 
sistema no lineal por un sistema bilineal (Eventualmente de dimensión su- 
perior  al  sistema inicial en el caso de inmersión) y reconstruir el estado del 
sistema no lineal a partir del observador del sistema bilineal. Es por  tanto 
fundamental el estudio de sistemas bilineales. 
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En el presente trabajo, la clase de sistemas bilineales considerada, está 
representada por: 

X+BU X E R ~ ,  u E R m  
y = C x + D u  y E IRp 

donde Ai, O 5 i 5 m, B, C y D son matrices  de dimensiones apropiadas. 

sistemas representada por C2 [MA2]. 
Esta clase de sistemas puede ser transformada  en la siguiente clase de 

C2 : i = A,z + c ~ ( u , Y )  
y = cz 

C2 es observable independientemente del valor de  la entrada u si y solamente 
s i  z es observable con respecto a (u ,  y }  i e . ,  z es algebmico sobre K(u,  y )  (z 
satisface una ecuacidn diferencial algebmica sobre K(u,  y ) ) .  

Tomando en  cuenta que C2 es observable, podemos encontrar L, tal que 
la expresión matricial (A,  - L,C) tenga  su  espectro  en el semiplano izquierdo 
complejo (a(A,-L,C) e-). Entonces obtenemos un polinomio diferencial 
algebraico en pj, u y derivadas de la  entrada: 

L,=pj-p(pj,u,U ...), 1 5 j  sn, pj = cte, 

donde p(pj, u, u .  . .) es  un polinomio diferencial algebraico en K(u)  y pj = 

@Ui, 1 5 i I j } .  

Con esta selección de L,, se puede diseñar un observador exponencial 
dado por: 

(0) 1 E = AU2 + c ~ ( u , Y )  - L,(y - Q) 

Sin embargo, se puede proponer otro observador, el cual es tipo Kalman. 
Este puede ser descrito como: 

( 0 1 2  S = -OS - A ~ S  - SA, + C ~ C  
E = A,2 + c ~ ( u , Y )  - S" 'CT[C2 - y ]  

donde O es una  constante  estrictamente positiva y 2 converge exponencial- 
mente a z ( t )  cuando t tiende al infinito (t + m). 
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Algunos autores  han  trabajado sobre el desarrollo de estimadores de es- 
tado  para clases restringidas de sistemas no lineales, ya sea desde el  punto de 
vista geométrico (Teoría debida principalmente a Hermann,  Krener, Isidori, 
Van der Schaft, Nijmeijer, Gauthier,  Bornard, Hammouri, Zeitz, Williamson, 
Levine y Marino) o desde el punto de vista algebraic0 (Introducido  por Fliess 
en 1986). Esta última aproximación está basada  en el Algebra Diferencial 
[FL5] con la  cual se pretende capturar  la naturaleza algebraica del concepto 
de observabilidad. Trabajos preliminares en esta dirección ya  han sido pu- 
blicados [FL2], [PO], [GL]. 

En [KR,  IS], y [KR, RE] los autores  caracterizaron los sistemas bilineales 
y en general a los  no  lineales. Estos mediante un  difeomorfismo  son  llevados 
a alguna forma canónica del tipo dado en C2. 

Para los sistemas bilineales podemos encontrar observadores asintóticos, 
en ciertos casos: trabajos de Hara-Furuta [HA, FUI y Funahashi [FUN] por 
ejemplo. En estos artículos,  ciertas condiciones suficientes garantizan  la con- 
vergencia asintótica del error de estimación. 

En [WI] Williamson muestra que los sistemas bilineales, no teniendo en- 
tradas singulares, poseen una forma canónica de observabilidad, esto le per- 
mite dar un observador que toma  en  cuenta esta  estructura. La generaliza- 
ción de este  resultado a sistemas no lineales observables para  toda  entrada 
fue dada por Gauthier  J.P. y G. Bornard  [GA, BO]. 

Recientemente en [GA, HM, OT], los autores  muestran utilizando esta 
forma canónica que estos sistemas poseen un observador de alta ganancia. 
Esta extensión a sistemas observables para  toda  entrada (caso multivariable) 
fue discutido  en  [BO, HM]. 

Los sistemas afines en el estado, módulo una inyección de la  salida,  tienen 
en forma general entradas singulares, esto  es,  entradas que hacen que los 
sistemas sean inobservables. A pesar de este hecho, existen observadores que 
funcionan para una  cierta clase de entradas. Estos observadores son una 
adaptación del filtro de Kalman en el caso determinista. 

Nuestra contribución en  la presente memoria se sitúa  en los siguientes 
punt os: 
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1. Introducción de un  nuevo  enfoque diferencial algebraic0 para la con- 
strucción de observadores, que permite  caraterizar  la clase de sistemas 
bilineales transformables a sistemas afines en el estado, módulo una 
inyección de salida (FCOG trasladada.). 

2. Establecemos un resultado sobre la generalización  de la forma canónica 
de observabilidad generalizada trasladada con  inyección de la  salida 
para el caso multivariable (Multi-entrada, Multi-salida). 

3. Caracterización  explícita sobre el tipo de transformación de coorde- 
nadas  (utilizando el elemento primitivo diferencial) empleada  para lle- 
var a esta clase de sistemas bilineales (CSB) a  la forma canónica de ob- 
servabilidad generalizada trasladada Multientrada-Multisalida, módulo 
una inyección  de salida (Caso Monovariable y Caso Multivariable). 

4. Proponemos dos tipos de observadores: un observador tipo  Kalman  (de 
alta ganancia), y un observador tipo Luenberger, cuyas ganancias son 
variantes en  el tiempo. 

5. Basado en herramientas del álgebra diferencial, una ley de control 
es construida para resolver  los problemas de seguimiento y estabi- 
lización (local)  introduciendo un observador para estimar el error de 
seguimiento y derivadas de este. 

6. Extensión de estas  técnicas  a  una clase  más amplia de sistemas no 
lineales, dando  algunas aplicaciones  de esta  técnica  a algunos modelos, 
por ejemplo a reactores químicos. 

Este trabajo  está organizado de la siguiente manera: 

El primer  Capítulo  está dedicado a dar algunos conceptos y definiciones 
elementales del álgebra diferencial, necesarios para la comprensión de los 
capítulos posteriores. En  el Capítulo 11, dada la definición de una  dinámica 
no lineal en función de extensiones diferencialmente algebraicas finitamente 
generadas con determinada  salida, establecemos el concepto de observabili- 
dad algebraica. 

En el Capítulo I11 se introduce el concepto de Forma Canónica de Ob- 
servabilidad Generalizada (FCOG) caso  monovariable y caso multivariable. 
En  el Capítulo IV, proponemos la síntesis de  dos observadores un observador 
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tipo Kalman y un observador tipo Luenberger con ganancias variantes en 
el tiempo, para la estimación del estado de una clase de sistemas bilineal. 
En el Capítulo V implementamos un observador-controlador para resolver 
los problemas de seguimiento y estabilización (local). Y finalmente, en el 
Capítulo VI, se extiende el problema de síntesis de observadores para una 
clase más amplia  de sistemas no  lineales. 
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Capítulo I 

Algebra Diferencial 

I. l. Introducción 
Este  capítulo  presenta  algunas definiciones básicas del álgebra diferencial e 
ideas de base sobre las cuales se fundamenta  este trabajo. 

La utilización de las técnicas del álgebra diferencial toman  cada vez más 
importancia  en Control Automático, es por ello que juzgamos necesario no 
solo recordar los elementos de este lenguaje que nos  son útiles, sino que nos  va 
a servir prácticamente como  un lenguaje descriptivo para las demostraciones 
de diferentes lemas y corolarios que se relacionan con esta teoría. Artículos 
u  obras especializadas en el tema son dadas  en [RI2], [KO], [DI2]. 

El Algebra diferencial es una  teoría  de  Estructuras que generaliza de cierta 
forma aquellas ya largamente utilizadas en las matemáticas tradicionales y 
sus aplicaciones. Estas  estructuras algebraicas son: anillo,  campo, módulo, 
espacio vectorial, etc. ver por ejemplo [BOU]. 

Las estucturas algebraicas diferenciales elementales son esencialmente 
anillos diferenciales, campos diferenciales, etcétera.  Estas poseen estruc- 
turas subyacentes que son estructuras algebraicas usuales correspondientes. 
Su construcción obedece al esquema general siguiente: añadimos opera- 
ciones a  las  estructuras subyacentes, esto  es, leyes suplementarias  tales como 
derivación sujetas  a algunos axiomas de coherencia, obteniendo así  estucturas 
más ricas, pero también más complejas. 

Las palabras clave en  este  capítulo son  los  polinomios diferenciales, su 
manipulación, así como las estructuras algebraicas diferenciales elementales 
tales como: anillos diferenciales, campos diferenciales, extensiones diferen- 
ciales, etcétera. 
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1.2 Elementos de Algebra Diferencial 
1.2.1 Noción de Extensión de Campo. Algebraica y trascendente, 

Subcampo, Extensión de Campos 

Definición. Sea K un campo, un subcampo K’ de K es un subanillo de K 
provisto de las  leyes  de composición internas inducidas por aquellas  de K,  
la  cual  le  da una estructura de campo y K se denomina  extensah  del campo 
K’. 

Definición. Sea L una extensidn del campo K y sea S una parte  de L. El 
subcampo generado por K U S es  representado por K ( s ) ;  y es  el subcampo 
obtenido  añadiendo S a K. 

Si S es reducido a un elemento a E L (y a 9 K) decimos que tenemos 
una extensión simple K(a). 

Dependencia Algebraica 

Definición. Sea L una extensión del campo K y (xi)i,=~ una familia de  ele- 
mentos de L. Decimos que la  familia (X&I es algebmicumente dependiente 
sobre K si existe una parte finita (al, . . . , in) de I y un polinomio P no nulo 
de A[xil,.  . . ,xi,] (anillo  de  polinomios) tal que P(xil , .  . . , xi,) = O y se  de- 
nomina algebmicumente independiente sobre K si ningún polinomio  no nulo 
de A[(xi)i,=~]  se anula para (xi)iE~  (es el andlogo exacto de independencia 
lineal  de vectores en  espacios vectoriales). 

Elemento trascendente, Elemento algebraico 

Definición. Un elemento a de una extensión L de un campo K es  deno- 
minado  algebmico  sobre K si a es  algebmicamente  dependiente sobre K i.e., 
existe un polinomio  no nulo P E K[x]  tal que P(a) = O, sino  decimos que a 
es trascendente sobre K. 

Ejemplos 

i) K = Q, &? E L = IR es algebraico sobre Q, ya que x2 - 2 = O, 

ii) todo elemento de Q es algebraico sobre Z 

iii) i E C es algebraico sobre IR (i2 + 1 = O )  
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iv) L = I R ,  T ,  e son trascendentes sobre Q 

Extensión algebraica, Extensión trascendente 

Definición. Una extenswn L de un campo K es denominada  algebmica si 
todos sus elementos  son  algebraiws sobre K y trascendente si existe al menos 
uno de sus elementos el cual es trascendente  sobre K. 

Base de trascendencia 

Definición. Dada L una extensión del campo K es posible  demostrar  la 
existencia de un subconjunto x  de L algebmicamente  independiente sobre K 
y tal que L es algebraic0 sobre K(x). Tal subconjunto es denominado base 
de trascendencia de  la extensión LIK (andlogo de bases en  espacios vectori- 
ales). La cardinalidad de  tal subconjunto maximal  es  denominada grado de 
trascendencia  de  la extensión LIK y lo denotamos por d'tr LIK. 

Ejemplos 

i)  la extensión LIK es algebraica si y solo  si dOtr L /K = O 

ii) sea K = W, consideremos  el campo de funciones racionales en una 
indeterminada  (una variable) S ,  denotado  por W(s) 

S es trascendente sobre K = W entonces dOtr W(s)/W = 1 

Definición. Sea L una extensión del campo K,  decirnos  que la extensw'n 
LIK es de tipo finito  si existe una parte  finita x de L tal que L = K(x) .  

1.3 Anillos y Campos Diferenciales 
El álgebra diferencial fue introducida  entre las dos guerras mundiales por el 
matemático estadounidense Ritt  [RIl], [RI2] para ofrecer a la  teoría de ecua- 
ciones  diferenciales herramientas similares a aquellas que propone el álgebra 
conmutativa para las ecuaciones algebraicas [AT, MAC]. 
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Definición. Sea A un anillo conmutativo con elemento unidad. Una derivación 
d de A es una aplimcidn d de A en A tal que para toda pareja (a, b) E A x A 

d(a + b) = da + db 
ó'(ab) = (da)b + a(%) 

Y 

Anillo Diferencial. 

Definición. Un Anillo diferencial A es un anillo conmutativo con unidad 
provisto de un conjunto finito A de operadores de  derivación  sobre A tal que 
Vd1 E A, Vd2 E A, Va E A 

Definición. Un anillo diferencial  se  denomina ordinario o parcial según A 
contenga una o varias  derivaciones,  estas sirven para estudiar las  ecuaciones 
diferenciales algebmicas ordinarias y las  ecuaciones  diferenciales algebraicas 
parciales respectivamente. 

Definición. Un subanillo diferencial  de un anillo diferencial A es un subani- 
110 del anillo A tal que provisto de  la derivaczdn de A, es un anillo diferencial 

Definición. Un campo diferencial  es un anillo  diferencial  el  cual  es  también 
un campo. 

Definición. Una constante de un anillo diferencial es un elemento a tal que 
V d E A d(a) = O. 

El conjunto  de  constantes de un anillo (respectivamente campo) diferen- 
cial forma un subanillo (respectivamente subcampo) diferencial. 

Bosquejo de la demostración: 

Sea A un anillo diferencial. Sea C el conjunto de constantes 

C al menos contiene al O y el 1 

Va E A a + O = a +- d(a + O) = da + d(0) = d(a) +- d(0) = O 
y d(a.  1) = da = 1 da + ad1 +- d(1) = 0 
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sean c1 y c2 constantes 

d(c1 + c2) = d(c1) + d(Q) = o 
a(clc2) = a(c1)cz + a(c2)cl = o 

1 
sea c constante  diferente de cero, entonces - es constante, 

C 

1.3.1 Noción de Extensión de Campos Diferenciales. Algebraica y 
trascendente 

Extensión de Campo Diferencial 

Definición. Si L y K son  dos campos diferenciales  tales que K es un sub- 
anillo  diferencial  de L (K 2 L), entonces L es denominada extensión difer- 
encial  de K. 

Definición. La interseccidn de un conjunto de subcampos diferenciales  de L 
es tambikn un subcampo diferencial  de L. 

Definición. Un elemento a E L es  denominado  diferencialmente algebmico 
sobre K si y solamente si existe una ecuación  diferencial  algebmica con coefi- 
cientes  en K i.e. existe un polinornio con coeficientes  en K,  P(x ,  x,. . . , x((x)), 
en un número finito de  derivaciones  de x tal que P(a, a , .  . . , a(a)) = O. 

Ejemplos 

1. K = Q, a = et E L satisface  la  ecuación  diferencial j: - x = O 

2. K = R, L el campo R(z) y x = e", 2 = ke", el  elemento x satisface la 
ecuación  diferencial  con  coeficientes  en R dada por 2 - x 2  = O. 

Definición. La extensión LIK se denomina  diferencialmente  algebmica  si 
y solamente si todo elemento  de L es  diferencialmente algebmico sobre K 
(hiperalgebmico). 

Definición. Un elemento a E L se dice diferencialmente  trascendente si y 
solamente si no es diferencialmente algebmico. 
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Definición. La extensidn LIK se dice  diferencialmente  trascendente si y 
solamente si existe al  menos un elemento  de L diferencialmente  trascendente 
sobre K (hipertrascendente). 

. Definición. Un conjunto {[ii/i E I }  de elementos  en L se  denomina  dife- 
rencialmente  K-algebmicamente  dependiente  si y solamente  si el conjunto de 
derivadas de cualquier orden {,$'i)/i E I ,  vi = O ,  1 , 2 , .  . .} es K-algebmicamente 
dependiente. 

Definición. Un conjunto el cual no  es  diferencialmente K-algebmicamente 
dependiente se denomina  diferencialmente K-algebmicamente independiente. 

1.4 Elemento  Primitivo Diferencial y Base  de Trascen- 
dencia diferencial 
Definición. Toda familia diferencialmente K-algebmicamente independien- 
te que es  maximal con respecto a  la inclusión es  denominada una base de 
trascendencia  diferencial  de LIK. Si elegimos dos  bases,  éstas  tienen la 
misma cardinalidad la  cual  es  denominada grado de  trascendencia  diferencial 
de LIK, denotado  por dOtr di f f LIK. 

Ejemplo LIK es diferencialmente algebraic0 H dOtr di f f LIK = O. 

Propiedad  del grado de trascendencia diferencial 

Sea K L 2 M una  torre de extensiones de campos diferenciales en- 
tonces: 

dOtr di f f M I K  = d"tr di f f M I L  -k d'tr di f f LIK 

El siguiente resultado clásico  en álgebra diferencial será muy útil: 

Teorema [FLl] [FL5]. Una extensidn diferencial  finitamente  generada  es 
diferencialmente  algebmica  si y solamente  si su grado de  trascendencia  (no- 
diferencial)  es  finito. 

De otra forma menos precisa, diremos que el grado de trascendencia no 
diferencial es  el número de condiciones  iniciales las cuales son necesarias para 
calcular las soluciones de las ecuaciones diferenciales algebraicas. 
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Elemento Primitivo Diferencial 

Dada  una extensión algebraica finitamente generada (no diferencial) L/K .  
Un resultado  importante es el llamado teorema  del  elemento primitivo: 

existe un solo elemento y E L el cual es un elemento primitivo tal que L = 
K ( y )  i.e. L es generado por K y y. 

El  teorema precedente puede ser extendido para una extensión diferencial 
como sigue: 

Dada  una extensión diferencial algebraica finitamente generada L / K ,  el 
teorema  del  elemento primitivo diferencial [KO], [FLl] afirma que existe un 
solo elemento S E L el cual es el  elemento primitivo diferencial tal que L = 
K(S) i.e. L es diferencialmente generado por K y S. 

(En lo que sigue afirmamos que cada extensión diferencialmente alge- 
braica L / K  es finitamente generada  por un conjunto finito {el) . . . ) en) ul,  . . . , u,} 
entonces la combinación a& + Djuj , ai, , 6 j  E K(u)  es un elemento prim- 

itivo diferencial [MAl],  [MA4],  [MA,  ALl]). 

n m 

i 3 
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Capítulo 11. 

Observabilidad Algebraica  de  Sistemas 

Bilineales 

11.1. Introducción 
La  noción de observabilidad es al igual que la noción de controlabilidad, uno 
de los conceptos claves que la  teoría de sistemas presenta desde las últimas 
tres décadas. 

Su definición en el  caso lineal nos conduce a los trabajos realizados por 
Kalman en 1960 [KA, BU]. En  ese tiempo  una  gran  cantidad  de  literatura 
en teoría de sistemas fue dedicada a  este concepto. Para sistemas no lineales 
mencionamos contribuciones importantes como las obtenidas  por Hermann y 
Krener en 1977 [HE,  KR], Williamson en 1977 [WI],  Sontag  en 1979, y 1985 
[Sol],  [SO2], Sussman en 1979 [SU], Bartosiewicz en 1987 y 1988 [BAl], 
[BA2],  etc. Hermann y Krener relacionan el concepto de observabilidad con 
el concepto de indistinguibilidad de estados con respecto a la  entrada. 

Para sistemas bilineales  con una sola salida Williamson dió una nueva 
prueba de observabilidad en términos de  la  matriz  de transformación. Este 
trabajo recibió un importante interés y posteriormente se generaliz6 en el de 
Gauthier y Bornard en 1981 [GA, BO]. El trabajo de Sontag [Sol],  [SO21 
fue dirigido hacia el concepto de observabilidad dado  en los casos continuo 
y discreto. Sussman [SU] mostró que existen las denominadas entradas uni- 
versales; este concepto está relacionado con la capacidad de reconstruir  el 
estado  por medio de un  valor especial de  la  entrada. Recientes trabajos so- 
bre observabilidad son dados en Isidori 1989  [IS] y Nijmeijer y Van der Schaft 
en 1990 [NI, SC]. 

Hasta  la fecha, las publicaciones previas del estado del arte acerca de la 
teoría de observabilidad muestran que es una  teoría  útil  e  importante. 

El  punto  ahora es que todas  estas aproximaciones dependen  de  la exis- 
tencia y disponibilidad de la descripción del espacio de estados del sistema. 

Este es el principal punto, con respecto a el cual,  nuestra aproximación 
debe ser tan interesante como este  tipo  de aproximación lo ha sido en con- 
trolabilidad  ([PO] Pommaret en 1988 y Fliess en 1990 [FLl], [FL3]). Aquí 
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trataremos de capturar  la naturaleza algebraica del concepto de Observabili- 
dad. TYabajos preliminares ya han sido publicados por Fliess en 1987 [FL2], 
Pommaret en 1988 [PO] y Glad en 1990 [GL]. 

Dado  un sistema con variables u, y y z donde u es la entrada, y la salida 
y z la  variable  latente o auxiliar [DI3, FL] LQué significa la  observabilidad 
de la variable z?. Intuitivamente el problema es  que  los  valores de u de 
la  entrada son  conocidos y los  valores de y de la  salida son  medibles en el 
proceso, entonces se desea calcular un valor estimado X de z. 

Una pregunta  intuitiva básica que  nos  hacemos  es la siguiente: 
¿Es absolutamente necesario  el  conocimiento  de las condiciones  iniciales 

Nuestro argumento puede aclarar  la  pregunta  anterior. 
El conocimiento de las  condiciones  iniciales  de 2 no es necesario  si y so- 

lamente sa 2 verifica una ecuacidn algebmica (no-diferencial) con coeficientes 
dependiendo de u y y ;  en otras palabras, X debe ser algebmico sobre el campo 

Esta es la motivación  de la siguiente definición. Un sistema  es observable 
si z es algebmico sobre el campo K(u,  y). 

Decimos que una variable z es universalmente observable con respecto a 
otras variables u y y si z satisface una ecuacidn algebmica para toda en- 
trada u (no singular), la  cual  representa una buena entrada. Una variable 
universalmente observable es una variable observable. 

Un sistema bilineal puede  ser  observable aun  teniendo  entradas que  lo 
hagan inobservable. Todos  los trabajos ligados a  la construcción de  un  ob- 
servador para los sistemas bilineales consisten en primer lugar en el estudio 
de la observabilidad del sistema en los  casos siguientes: 

de 2 para calcular X? 

Y>.  

i) Sea que el sistema no tenga  entradas singulares, en cuyo  caso  bus- 
camos alguna Forma Canónica de Observabilidad. En [GA, BO], [HM, 
GA], [BO, HM] los autores  muestran que en el caso monovariable, tales 
sistemas poseen una forma canónica de observabilidad que ha sido uti- 
lizada para construir un observador. 

ii) O bien que el sistema  tenga  una  entrada  singular. En este caso ex- 
isten muy pocos resultados.  Hasta la fecha, los  únicos observadores 
existentes no  son  más  que variantes del filtro de Kalman  extendido. 
La convergencia  de estos observadores depende de la  naturaleza de la 
excitación. 
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Este  capítulo está dedicado a algunos conceptos y herramientas de base 
de  la observabilidad algebraica de sistemas. 

11.2 Observabilidad Algebraica 
Definición  de una Dinámica no lineal 

Sea K un campo diferencial de base dado. Si  los  coeficientes de las 
ecuaciones diferenciales algebraicas empleadas son constantes tomaremos a 
K = R; si  los  coeficientes  son variables tomaremos a K como un campo de 
funciones meromorfas de una o varias variables: 

Sea u = (u1,. . . , unt) una familia finita  de  cantidades diferenciales, de- 
notamos K(u) el  campo diferencial generado por K y las componentes de 
U. 

Ejemplo 

Sea U = (UI, . . . ,um) y y = (yl, . . . , yp) dos familias finitas de cantidades 
diferenciales denotamos K(u, y) el campo diferencial generado por K y las 
componentes de  “u” y “y”. 

Definición. Una dinámica G/K(u) es una extenswn diferencialmente  al- 
gebmica  finitamente  generada,  i.e. d’tr di f f G/K(u) = O. Esto significa 
que cualquier elemento  de G satisface una ecuacidn diferencial algebraica con 
coeficientes los cuales  son  funciones  racionales sobre K en  las  componentes 
de u y un número finito  de sus derivadas. Las variables de salada pueden 
ser vistas como  sensores  en  la  dinámica;  formalmente  definimos una salida 
como un conjunto finito y = (yl, . . . , yp) E G. 

Sabemos por un teorema  dado en el capítulo I que el grado  de  trascen- 
dencia (no diferencial) de G/K(u) es finito, sea n el grado  de  trascenden- 
cia de G/K(u), luego entonces, una base de trascendencia es dada  por 
x = ( X I , .  . . , xn). Cualquier componente de  la derivada x = (k1,. . . , kn) 
y de “y” son K(u)-algebraicamente dependientes de x. Esto es: 

22 



Observabilidad  Algebraica 
Definición. Sea un subconjunto (u,  y }  de G en una dindmica G/K(u).  Un 
elemento < E G se  denomina Observable con respecto a {u,  y }  si  es algebraic0 
sobre K(u, y ) .  Esto es, < puede ser expresado como una funcidn algebraica 
de las  componentes de (u, y }  y un número finito de sus derivadas. 

Definición. Un subconjunto S de G se denomina observable con respecto a 
{u,  y}  si y solamente si cualquier elemento  de S lo es. 

En la definición usual de observabilidad uno puede suponer al conjunto 
S como  el conjunto de variables de  estado. Por lo tanto un estado se 
denomina observable si y solamente  si es observable con respecto a {u,y}.  

Finalmente tenemos otra definición. 

Definición. Una dinámica G/K(u) con salida y se dice observable si y 
solamente si cualquier estado generalizado es observable. 

Aquí el concepto de observabilidad es equivalente al hecho de  que la ex- 
tensión del Campo Diferencial G/K(u,  y)  es algebraica. Esto significa que 
la información diferencial algebraica completa está contenida en K(u, y) ,  ya 
que cualquier elemento en G puede ser calculado a partir de K(u, y) vía  una 
ecuación diferencial algebraica. 

Ha sido demostrado en DiopFliess [DI3, FL] en  el caso de  una repre- 
sentación en variables de estado usual que la observabilidad puede ser verifi- 
cada vía la condición de rango dada  por Hermann y Krener [HE, KR]. 
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11.3 Ejemplos Ilustrativos 
1. Sea el sistema lineal bidimensional una  entrada-una  salida 

x1 = o 
x2 = u + x2 
y = x1 + x2 

es observable ya que x1 y 322 satisfacen dos polinomios diferenciales 
algebraicos en K(u, y) a  saber: 

y - u - x 2 = 0  y y - x ~ - y + u = o .  

2. Sea  el sistema bilineal bidimensional una  entrada-una  salida 

x1 = u22 
x2 = ux2 + x1 

i) Si u y y = x2 son  medidas entonces x1 y 2 2  verifican x1 ++uy = O 
y x2 - y = O. De aquí x1 y 2 2  son universalmente observables. 

ii) Si u y y = x1 son medidas entonces x1 y x2 verifican  los siguientes 
polinomios  diferenciales  algebraicos en K(u, y):  x1 - y = O y 
ux2 -~ = O por lo tanto x1 es universalmente observable, mientras 
que 2 2  no  es observable  si u = O. 

En adición a los comentarios dados en la sección 11.1 de la  Introducción, 
el siguiente ejemplo ilustra la  necesidad  de  definir el concepto de ob- 
servabilidad algebraica antes  dado. 

3.  Dado  un sistema bilineal monovariable una  entrada-una  salida 

x = ux 
y = xo 

para algún a 2 2 es  observable en el contexto diferencial geométrico 
(con  excepción del punto  singular x = O) y también  en  nuestro  contexto 
algebraico. Note ahora que x no puede ser calculada de “u” y “y” y 
sus derivadas mediante una expresión racional. Este hecho muestra  la 
necesidad  de  definir  el concepto de observabilidad algebraica. 
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Capítulo I11 

Forma Canónica  de Observabilidad Generali- 
zada 

111. l. Introducción 

Como  se ha  visto,  en  la  última  década  han existido varios intentos  por tratar 
de generalizar las formas canónicas lineales a las no  lineales. En  particular, 
la Forma Canónica Observador lineal invariante en el tiempo  (Kailath 1980 
[KAI] y Ackermann 1983 [ACK]) fue introducida  por  primera vez por Kalman 
en 1963 [KAl]. Este fue un punto  de inicio  conveniente para el diseño de 
observadores para sistemas lineales invariantes en el tiempo. 

Uno de los primeros trabajos más relevantes empleando este  tipo de for- 
mas canónicas, fué publicado en 1966 [Lull y  en 1967 [LU2] por Luenberger, 
quien diseñó observadores transformando sistemas lineales invariantes en el 
tiempo a estas formas canónicas. Poco después Seal y Sttubberud en 1969 
[SE, ST] extendieron esta transformación al caso variante en  el  tiempo, permi- 
tiendo el diseño de observadores para sistemas lineales variantes en el tiempo. 
Para generalizar el diseño al caso  no lineal Bestle y Zeitz en 1983 [BE, ZE] 
definieron una forma canónica no lineal; sin embargo, el cálculo actual de 
la transformación no lineal dentro de esta forma canónica no lineal, es un 
problema  aún no resuelto. 

Krener e Isidori en 1983 [KR, IS] discutieron la  pregunta  de  cuando un 
sistema no lineal sin entradas puede ser trasformado a un sistema lineal me- 
diante un cambio de variable de estado  e inyección de la  salida. 

El problema del observador para sistemas no lineales con entradas  ha sido 
considerado en dos artículos dados por Krener y Respondek en 1985 [KR, 
RE]  y Keller en 1986 [KE]. Krener y Respondek dividen el sistema, el cual 
puede ser no lineal en el estado  y  entrada  en  una  parte del sistema  y otra 
parte, dependiente de la  entrada. Mientras que Keller considera sistemas 
más especializados que son no lineales en el estado,  pero lineales en el vector 
de entrada. 
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Los autores  dan condiciones necesarias y suficientes para  la existencia de 
una transformación la cual lleva el sistema no forzado en  una  forma obser- 
vador lineal no forzada [KR, RE] o, una forma canónica observador no lineal 
no forzada [KE] respectivamente. 

El diseño del observador presentado aquí se basa  en  una  transformación, la 
cual se deriva a partir de  una combinación lineal de los estados y las  entradas 
cuyos  coeficientes  son  funciones  meromorfas en un campo diferencial K(u).  
Esta lleva al sistema a una Forma Canónica de Observabilidad Generalizada 
que, en contraste con las formas previas, depende de las n primeras derivadas 
de las variables de entrada. 

Mostraremos aquí que dos de estas formas canónicas pueden ser  obtenidas 
muy facilmente gracias a nuestros métodos [MAl], [MA2], [MA4], [MA, 
DEl],[MA, DE2], [MA, DE4], [MA, SUA]. 

111.2 Utilidad del Elemento  Primitivo Diferencial 
Tomemos la forma usual del espacio de  estado 

ki = A i ( x l , .  . . , xn, u,. . . ,u(')), i = 1,. . . , n 

tal que x l , .  . . , x, son diferencialmente algebraicos sobre K(u}. 
Aplicando la generalización diferencial algebraica del teorema del ele- 

mento primitivo diferencial [KO], existe un elemento t tal que K(u,  t} = 
~ ( u ,  xl,  . . . , x,}. Sea d el mínimo entero positivo tal que Qd+l) es analíticamente 
dependiente sobre 5, i, . . . , J@), u, u,. . . : 

q!l (@d+l), p ,  . . . , E ,  u,. . . , & I )  = 0 

E(d+l) = -a (E ,  . . . , p ,  u,. . . , U(9)) 

puede ser localmente resuelta como 

Sea qi = E(*), i = O,.  . . , d. Obtenemos la siguiente forma de espacio de  estado 
local la cual puede ser vista como una generalización de  la forma candnica 
controlador  lineal definida en [FL4]. 

90 = 91 
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Por simplicidad, tomemos un sistema con una  salida y i.e. p = 1. Sea d 
el  mínimo entero positivo tal que ~ / ( ~ + l )  es analíticamente  dependiente sobre 
y , y  ,..., y(d),u,iL ,... : 

.II, (y@+'), y(d), . . . , y, u, . . . , = o. 
Podemos  resolver localmente como: 

= -b ( y , .  . .y@), u,. . . , ds)) 

Sea qi = y(i), i = O , .  . . , d. Obtenemos la siguiente forma de espacio de estado 
local la cual puede ser vista como una generalización  de la forma cundnicu 
lined de observabilidad [FL4]. 

00 = q1 

c4 : qd-1 = qd 

qd -b(qo,. . , qd ,  u,. . . ,u(')) 
Y = Qo 

En contraste con las formas canónicas previas habituales  usadas  para sis- 
temas lineales, la forma canónica presentada  aquí depende de las variables 
de entrada y sus derivadas. 

Observación 3.1 Cabe  señalar que utilizando  también esta aproximación 
diferencial algebraica, es  posible llegar a  establecer  este  tipo de formas canónicas 
de observabilidad generalizadas, esto  es, empleando el concepto de compor- 
tamiento  externo i.e.,  el comportamiento  entrada-salida [MA, DE41, [DIl], 
[DI2], [DI5], [DI6],  [DI7]. 

111.3 Caso Monovariable 
Consideremos la Clase  de Sistemas Bilineales CSB C1, dada. 

La siguiente proposición afirma que para una elección apropiada del  ele- 
mento primitivo diferencial  es posible obtener  una Forma Canónica de Ob- 
servabilidad  Generalizada  Trasladada de  Fliess  con  inyección de la  salida 
(FCOG Trasladada). 

Proposición 1. Sea la CSB C1 dada. Si el elemento primitivo diferencial 
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es elegido como: 
n m 

entonces el sistema C1 es transformable a la FCOG Trasladada con inyección 
de la salida 

i = Aur + p(u, y) 

y = Cr = 71 
x5 

donde (p(u, y) es  un vector no lineal. El vector ~ ( u ,  y) es el vector de 
traslación  de  la FCOG y y denota la inyección de la salida  en el vector 
de  traslación. 

A d e d s ,  la  matriz A, tiene sus entradas en K(u) .  

siendo y un entero positivo. 

Demostración. Sea el conjunto {E, &l),  . . . , dn-')} una base de trascen- 
dencia finita de la  dinámica G/K(u)  (extensión diferencialmente algebraica 
finitamente generada) con da-') = y(i-') 1 5 i 5 n donde n > O es 
el mínimo entero positivo tal que g(n) es algebraicamente dependiente  de 
y,  y(1), . . . , u, u('), . . . ; Redefiniendo ri = di-') 1 5 i 5 n; obtenemos 

la cual puede ser escrita como  el sistema (E,) - (1). 
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Observación 3.2 Podemos  llevar el S B  dado  por C1 a la FCOG Trasladada 
por medio de 

r = Ox (2) 

donde 13 es una  matriz con entradas en K(u).  

Como esta relación depende de u, existen  entradas u para las cuales 8 
es singular es decir,  existen  entradas  bajo  las cuales el  sistema llega a ser 
inobservable (entradas singulares). 

De hecho, nosotros trabajaremos con las  denominadas  Buenas  Entradas 
BE (entradas no singulares), entradas bajo las  cuales (2) es  no singular. 

111.4 Caso Multivariable 
De acuerdo con  el teorema del elemento primitivo diferencial (existe un ele- 
mento S E L el cual  es un elemento primitivo diferencial L = K(S) i.e. L es 
diferencialmente generado por K y S) existe g = (91,. . . , y k ,  . . . gp) y un 77k 

entero tal que O 5 qk 5 n, 1 5 IC 5 p de modo  que gp' es algebraicamente 
dependiente de g k ,  g k  (1) , . . . , yp-'), u, u('), . . . i.e. 

Sea 

r]k=n, ~ ~ i ~ q l + - . . + q ~ = n  y 7 7 1 ~ 7 7 2 ~ . . . ~ r ] ~ ~ n  
1 G l P  

donde los enteros 771,. . . , qp son  denominados los indices de observabilidad 
algebmica. 

Entonces podemos escribir una representación de espacio de estado lo- 
cal en la forma especial de una generalización  de la Forma Canónica de 
Observabilidad Multisalida. Tal forma canónica es la Forma Candnicu de 
Observabilidad Generalizada Multisalida dada  por: 
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La siguiente proposición afirma que mediante una elección apropiada, del 
elemento primitivo diferencial es posible obtener  una FCOG nasladada Mul- 
tisalida. 

Proposición 2. Sea el Sistema Bilineal dado  por C1 con y E IRp. El elemento 

primitivo diferencial es  elegido  como: 

30 



Si  el sistema es desacoplado por bloques. Y 

Si  el sistema es acoplado  por bloques. 
donde u = (u1, . . . , urn) y K(u)  denota el campo diferencial generado  por K 
Y u. 

Entonces la clase  de sistemas bilineales dada por El, con la salida y = 
(91, . . . , yp) E Rp es transformable  a la siguiente FCOG nasladada Multisa- 
lida con  inyección  de la  salida  dada por: 

donde (Pk(U, 9) es una  matriz no lineal. La matriz (Pk(U,  y) es la matriz de 
traslación no lineal de la FCOG Multisalida y “y” denota  la inyección  de la 
salida  en  la  matriz de traslación. Además, la  matriz A; tiene sus entradas 
en K(u)  

c k = [ l o  ... o] 

Demostración. Sea  el conjunto { [y = y k  (i-e) } = { [ y , .  . . , t z k }  una base 
de trascendencia  finita de la  dinámica G/K(u)  que representa al sistema CI 
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(rTk es Un estado de dimensión minimal su dimensión  es r]k = n, esto 

es d'tr G/K(u)  = n) con 
l l k _ < P  

e + . . . + 7 p - l + l  = YP 

7;:+...+7p"1+2 = Y p  

Obtenemos 



lo cual puede ser representado o descrito en la forma dada  por (C7)-(3). 
I 

Observación 3.3 El elemento Primitivo Diferencial dado  en 111.3 y 111.4 
(Caso Monovariable y Multivariable) es sugerido por  la demostración del teo- 
rema del elemento primitivo diferencial, la demostración sugiere o propone, 
que el elemento primitivo diferencial sea descrito como una combinación lin- 
eal  de los estados, donde los  coeficientes pertenecen a un campo diferencial. 
De modo que la forma  propuesta en las proposiciones anteriores, sugiere algo 
mas que una combinación lineal de los estados,  esto  es,  también como una 
combinación lineal de las entradas cuyos  coeficientes pertenecen al mismo 
campo diferencial. 

I 

Observación 3.4 Podemos  llevar  el SB C1 con salida y = (yl, . . . , yp) E Rp 
a la FCOG Trasladada Multisalida por medio de la siguiente transformación 
de coordenadas 

= ex (4) 

donde 8 es ahora  una  matriz por bloques  con entradas  en K(u) 
I 

Observación 3.5 Para un sistema observable en  la forma C7 en el sentido 
de observabilidad de Diop y Fliess. Cualquier estado r es observable con 
respecto a {u, y}; esto es en otras  palabras, r es algebraic0 sobre K(u, y). 

I 

111.5 Ejemplos Ilustrativos 
1. Sea el sistema bilineal bidimensional una  entrada-una  salida 

El elemento primitivo diferencial se puede elegir como y = x1 (ver 
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proposición 1) 

u 
23 = -22 + u2x, 

U 

o 1  * L = $1.  
U 

Redefiniendo ri = zi i = 1,2 .  

Entonces podemos construir r = Ox donde O = ( ) tiene sus 

entradas  en el campo diferencial K(u),  si el determinante  de  la  matriz 
O es diferente de cero, i.e., 101 # O, el sistema  tiene solución única 
x = es decir O es invertible esto es cierto siempre y cuando u sea 
diferente de cero además podríamos obtener las entradas  para las cuales 

i+T 

. .  dX 
el sistema llega a ser inobservable. Como la - representa el Jacobian0 

de la transformación r ,  y si - # O entonces podemos hallar  la clase 1 3  
de  entradas  para  las cuales i l  siitema es observable (ver Capítulo IV). 

Si u = O entonces - = O  

Se tiene que u = O es una entrada singular de modo que dado un  con- 
junto de  entradas admisibles 52 un abierto  en R" (R & R") entonces 
podemos construir un conjunto abierto  para el cual el sistema es ob- 
servable i.e., R\{O} & R", de modo que, para este  conjunto  de  entradas 
no cero es posible estimar los estados del sistema original dado  por 2. 

1 q  

2. Dado  el sistema bilineal bidimensional una  entrada-una  salida 

Podemos elegir como elemento primitivo diferencial z1 = x2 + u (ver 
proposición 1) de aquí z2 = rz1 - u22 + u. Entonces podemos llegar 
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a la Forma Canónica de Observabilidad Generalizada Dasladada con 
inyección de la  salida  dada por: 

21 = x 2  
22 = rxl - ux2 - uX2 + ü 

En forma  compacta: 

donde 

Definiendo: 7 1  = x1 - u, 72 = z2 - u Podemos escribir r en la forma 
r = Ox esto es: 

donde O tiene sus entradas en  el campo diferencial K(u) .  
Ahora como, el Jacobian0 de T es: 

se tiene  que  su  determinante es diferente de cero, si r es diferente de 
cero i.e.: 

por lo tanto el sistema es universalmente observable para  toda  entrada 
[DIl] ,  [DI21 en algún conjunto  abierto (R conjunto de entradas admis- 
ibles) R IR”. 
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3. Dado el sistema bilineal Multivariable Multientrada-Multisalida 

$1 = ul(C1- x l )  - rlxl  
X 2  = T 1 X 1 -  211x2 

X3 = u2 (C2 - 23) - r2x3 
X4 = ~2x3  - ~ 2 x 4  

y1 = x2 + u1 
Y 2  = x4 + u2 

CM : 

El sistema es desacoplado por bloques. 
Podemos elegir z1 = 22 + u1 y 23 = x4 + u2 tales que (ver proposición 

z2 = rlxl  - u122 + u 1  y z4 = r2x3 - u224 + u 2  

entonces es  posible  llevar CM a la Forma Canónica de Observabilidad 
Generalizada Basladada Multisalida con  inyección de la  salida donde 

2) : 

A; y (Pk(U,  g k ) ,  (k = 1,2)  son dados por: 

7-= 
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si r1 y r2 son diferentes de cero, luego entonces el sistema es univer- 
salmente observable, esto  es, para cualquier entrada el sistema EM es 
observable (ver Capít ulo IV). 
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Capítulo IV 

Observadores para una clase de  Sistemas Bi- 
lineales 

IV. 1. Introducción 
En este  capítulo  daremos  una síntesis de resultados  existentes en la literatu- 
ra de observadores para Sistemas Bilineales, así como los resultados de los 
observadores propuestos. 

Recordamos  que  en general el objetivo principal de un observador es la 
reconstrucción completa del estado del sistema. En  el  caso lineal es muy 
fácil  ver  cómo éste es propuesto, siendo formado de una copia del sistema 
original más un término correctivo constituido  por  el  error de salida de tal 
manera que si  las salidas coinciden  las trayectorias del sistema  original y el 
observador son iguales. 

En el caso de Sistemas Bilineales en [HA, FUI, [FUN], [WI] los autores 
conciben observadores que funcionan para  toda  entrada, pero  estos obser- 
vadores no funcionan mas  que para  una clase particular de sistemas bilin- 
eales. 

Restringiendo la clase  de entradas en [GA, KA] y [BO, CO, CE] los au- 
tores  muestran que  es  posible dar un observador para todo  sistema bilineal. 

Hara y Furuta consideran observadores  de orden infinito que no depen- 
den  de las entradas ni  de las  condiciones  iniciales, solamente que éstos no 
funcionan para cualquier sistema bilineal dado. En [FUN], el autor establece 
que la clase  de sistemas que  poseen  un observador es  mas grande que aquella 
dada por  Hara y Furuta. El observador de  Williamson [WI], funciona para 
una  cierta clase de sistemas bilineales que no poseen entradas singulares. 

Una pregunta  interesante  a resolver  es la siguiente: Dada la aproximación 
diferencial algebraica propuesta ¿Es posible hallar un observador para la CSB 
dada por C1? 

Presentamos  aquí dos tipos de observadores: 
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i) El observador tipo Luenberger con ganancias variantes en el tiempo 

ii) El observador tipo Kalman 

El primero es  un observador cuya matriz  de  ganancia se encuentra dada en 
un campo diferencial K(u)  cuyo error de salida decrece en forma exponencial 
a cero  con constante positiva independiente de la entrada; dicho observador 
es  del tipo inicializado (i.e. es independiente de las condiciones  iniciales). 
El sistema observador que se presenta es simple en su construcción, dada 
la Forma Canónica de Observabilidad Generalizada Trasladada,  la  dinámica 
del observador es una copia de dicha FCOG Trasladada mas un error de 
salida  ponderado por una matriz de ganancia, donde las entradas de ésta se 
encuentran en un campo diferencial K(u) .  

Observación 4.1 Si el sistema que determina  la FCOG Trasladada es  in- 
variante en el tiempo, el sistema observador puede ser reducido a la dinámica 
dada por el observador de Krener e Isidori [KR, IS]. 

I 

El segundo es un observador tipo Kalman trabajado por algunos autores 
[BO, CO, CE] [GA, HM, OT] en el caso  monovariable (una  entrada-una 
salida) con una  matriz de ganancia en  un grupo  lineal  general de matrices 
definidas positivas simétricas de tamaño n x n, con entradas en R. 

El observador tiene  características de ser un observador exponencial cuya 
matriz de ganancia  está  dada  por la solución de una ecuación diferencial 
de Lyapunov, la  cual se encuentra dada, a diferencia de lo presentado en 
[GA, HM, OT], en un grupo lineal general de matrices  simétricas definidas 
positivas de tamaño n x n, pero  con  coeficientes ahora en  un campo diferencial 
K(u) .  Dicha  solución depende de un coeficiente constante que determina la 
aceleración de  convergencia  del error de salida y, en consecuencia, de las 
trayectorias de estado. Dicho observador es  del tipo inicializado, i.e.  es 
independiente de las condiciones  iniciales. 

En el caso  monovariable y multivariable presentamos una demostración 
corta y diferente a  la  dada en [BO, CO, CE] acerca de la convergencia  del 
observador tipo Kalman dado. 
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IV.2 Caso Monovariable 
Dos resultados de existencia de observadores para  una clase de Sistemas 
Bilineales  son dados. 

Lema 1. Considere  el sistema C g  observable con una  salida (proposición 1 
en  el  caso monovariable). Entonces 

= A,? + V(U, 9) - L ( 9  - @) (5) 

es  un observador asintótico donde ? es un estimado de T. 

Además, las entradas de la  matriz de ganancia del observador Lu están 
en  un campo diferencial K(u)  y 117 -.ill 5 vexp(-St) con constante S > O y 
S independiente de la  entrada. 

Demostración. Definiendo el error de observación  como E = T - .i tenemos 
que la dinámica del error está  dada  por: 

. . A  

€=I-". 

La substitución del sistema observable una  salida  dado  por la proposición 
1 y la dinámica del  observador en la ecuación dinámica del error conduce a: 

i = (A, + LUG')€ 

Escogiendo una  matriz  constante K con o ( K )  C- donde a ( K )  es el espec- 
tro de la matriz K.  Tal que A, + L,C = K ,  con K dada  por: 

Entonces podemos escribir 

ahora, dado que C tiene  entradas  constantes, L, debe tener sus entradas 
en  el campo diferencial K(u) .  Entonces existe  una  constante S > O tal que 
1 1 ~ 1 1  5 v exp(-St), S independiente de la  entrada. 
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Podemos  verificar que la  ecuación (6) tiene al menos una solución.  Como 
el polinomio característico de A, + L,C está  dado  por: 

n 

j=l 

donde c~j(L,,u,U,. . .) = L, + &,u,U,.. .) y pi = {Lw, 1 5 a 5 j }  y el 
polinomio característico de la  matriz K está  dado  por: 

n 

j = 1  

Igualando los  coeficientes  de (7) y (8) obtenemos: 

J L j  = p j  - ptpj, u&, . .), 1 < j < n  - - 

de aquí que (6) tiene al menos una solución. 
I 

Corolario. Suponga u es una  buena entrada (BE). Entonces el sistema 
dinámico dado  por el  lema 1 junto con 

constituye un observador asintótico  para  la clase  de sistemas bilineales dado 
por C1. 

I 

Por lo que  respecta al observador tipo Kalman planteamos el siguiente 
lema. 

Lema 2. Considere el  sistema C5 observable con una  salida  dado  por  la 
proposición 1, entonces el sistema: 

$ > O, y S($) E GL(n, K(u)) es un observador exponencial para el sistema 
dado en la proposición l. Además  el error de observación  es dado  por E = T-.i 

y 11€11 5 Ke-F .  
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Demostración. Considere el error de observación E = r - F. Entonces la 
ecuación dinámica del error es dada por: 

i = (A, - S-'CTC)E 

Considere la función de Lyapunov E ~ S E .  

Sea V ( t )  = E ~ S E ,  como S es simétrica definida positiva V(t )  2 O 

V ( t )  = iTSE + ET& + ETSi = 

= eT(A,S - CTC)€ + fT(-$S - AZS - SA, + PC)€ + 
+fT(SA, - CTC)f = "E C CE - QE~SE = T T  

= -$V(t) - ETCTCE 

Note que cTCTCc > O esto implica que 

-$V(t) - ETCTC€ 5 -$V(t) 
* V ( t )  5 -QV(t) 
+ O 5 ~ ( t )  5 V(0)e-+t 

Ya que existen cu y ,!? tal que 

Observe que el parámetro $ determina  la r a d n  de convergencia del obser- 
vador y este es fijado a criterio del diseñador. 

Establecemos finalmente el siguiente corolario 

Corolario. Suponga que u es una BE. Entonces el sistema dinámico dado 
en el lema 2 junto con 

X = e-% (11) 

Constituye un observador exponencial para el SB El. 
I 
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IV. 3 Caso Multivariable 
El siguiente resultado es cierto para un sistema observable multivariable. 

Lema 3. Considere el sistema observable multisalida dado por la proposición 
2 sección 111.4, entonces el sistema 

+k =z + ( p k ( u ,  9) - L; ( y k  - @ k )  (12) 

es  un observador asintótico, donde & es un estimado  de T k .  Además las 
entradas  de  la  matriz  ganancia del observador L; están  en K(u)  y ))Tk-?k 11 5 
Yexp(-&t)  con constante 6 k  > 0 ( 6 k  independiente de la  entrada u). 

Demostración Como en el  caso monovariable definiendo el error  de ob- 
servación  como e k  = 7-k - ?k tenemos que & = f k  - ? k ,  entonces de la 
substitución del sistema observable multisalida y el sistema observador en la 
ecuación dinámica del error tenemos que 

Escogiendo una  matriz  constante K k  con f J ( K k )  C e- donde a ( K k )  es el 
espectro de la  matriz K k  tal que A; + L ; K k )  con K k  dado como: 

Entonces podemos escribir 

L ; c k  = K k  -A;, (13) 

y ya que, c k  tiene  entradas  constantes,  la  matriz L ;  debe  tener sus entradas 
en el campo diferencial K(u) .  Entonces existe una  constante 6 k  > O tal que 

6 k  independiente de la  entrada. 
Podemos  verificar que la ecuación (1 3) tiene al menos una solución. 
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Como, el polinomio característico de A; + L ; c k  está dado  por 

n 
A; + C a j ( L ;  , U ) t i , .  ..)Ai+ 

j=1 

donde q ( L ;  ,u,ti,. . .) = L? + p(pj,u,t i , .  . .) y 

pj=(L.;., 1 < i s j }  

y el polinomio característico de la  matriz K k  está dado por: 
n 

A; + &A;+ & = cte 1 ~j < n  
j =  1 

Igualando los  coeficientes de (14) y (15) obtenemos: 
- 

Lui = pj - p(pj, u,U,.  . .), 1 _< j 5 n. 

Por lo tanto (13) tiene  al menos una solución. 
I 

Finalmente establecemos el siguiente corolario. 

Corolario. Suponga u es una BE. Entonces el sistema  dinámico  dado  por 
el Lema 3 junto con: 

X = 8% (16) 

constituye un observador asintótico para CSB (1). 
I 

El siguiente resultado es cierto  para un sistema  multivariable. 

Lema 4. Considere el sistema observable multisalida dado por la proposición 
2 sección 111.4 entonces el sistema 

= A;'fk + ( P k ( U , y )  + s,"C(c& - g k )  

s k   - $ k s k  - A T s k  - S k A ;  f e c k  1 5 k _< p (17) 

es un observador exponencial para el sistema observable multisalida, donde 
$k > O y s k ( $ )  está en GL(n, K(u)) .  Además el k-ésimo error de observación 
es dado  por Ek = 'Tk - ' f k  y ) ) E k  1)  5 K eXp(-$kt/2) 
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I 

?+h determina la razón  de  convergencia  del observador y este es fijado a 

Finalmente establecemos el corolario. 
criterio del diseñador. 

Corolario. Suponga u una BE. Entonces el sistema dinámico dado en el 
Lema 4 junto con 

x = o-lr. (18) 

Constituye un observador exponencial para el SB (1). (2 = O-l? es la 
función de salida del sistema  dado en  el  Lema 4). 
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IV. 4 Ejemplos Ilustrativos 
Aplicación a un Modelo  de Reactor Químico 

Ejemplo 1. Caso Monovariable. 

que representa un modelo de reactor químico 
Sea el siguiente sistema bidimensional una sola entrada-una sola salida 

21 = u(Ce - X I )  - T Q  

x 2  = rxl - ux2 
y = x2+u 

con  coeficientes en el  campo de los números reales I R ,  el cual es considerado 
como  un campo diferencial ordinario. 

X I ,  x2 denotan  las concentraciones del reactante y el producto,  la  entrada 
u corresponde al flujo de entrada del reactante, T y Ce denotan los parámetros 
del reactor y cinético respectivamente. 

Si u y y = 2 2  +u son medidas x1 y x2 verifican los polinomios diferenciales 
algebraicos siguientes: 

xz-y+u=O 
r x l - y - u y + u 2 + u = 0  

de donde x1 y x2 son universalmente observables [DIl], [DI2]. 
El sistema (19) puede ser llevado a la Forma Canónica  de Observabilidad 

Generalizada 'Ikasladada con  inyección de  la  salida  por medio del elemento 
primitivo diferencial z1 = x2 + u Donde A, y cp(u, y) son dados  por: 

O 
~ ( u , Y )  = [ ruCe + (-u2 - iL - ur)y + u3 + 3uc + Tu2 + + 6 I 

Donde es posible construir un observador asintótico eligiendo la  matriz de 
ganancia del observador como: 

L ,  = $1 + (2u+ r ) ,  $l < O 
Luz = "$2 - ($1 + 2u + r)(au + Y) ,  $2 > o 
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con lo cual se observa que el error de observación decae exponencialmente 
aplicando una colocación de polos arbitraria (ver Figuras 4a y 4b). 

Ejemplo 2. Caso Multivariable. 

modelo de  reactor químico 
Sea el siguiente sistema  multi-entrada multi-salida el cual  representa un 

= Ul(C1e - 21) - r1~1 

x 2  = Y121 - u122 

23 = ~ 2 ( C 2 e  - 23) - r2x3 

x 4  = r2x3 - ~ 2 x 4  

y1 = x2 + u1 
Y2 = x4 + u2 

(20) 

con  coeficientes en el campo de números reales IR considerado como  un campo 
diferencial ordinario. 

X I ,  x3 y 5 2 ,  x4 denotan las concentraciones del reactante y del producto 
respectivamente, ui corresponde a las entradas del reactante, ri y Ck denotan 
los parámetros del reactor y cinético respectivamente. 

Para las  salidas 91 = x2 + u y y2 = x4 + u2 no  es  difícil  verificar que el 
sistema es observable (algebraicamente) y xl, x2, x3 y x4 verifican 

x2 - y1 + u1 = o xu + u2 - y2 = o 
y1 + ~ 1 9 1 -  u: - rlxl - u1 = O y 2  - r2x3 + u2y2 - u: - u 2  = O 

Del teorema del elemento primitivo diferencial partiendo de z1 = x2 + u1 y 
23 = x4 + u2 tenemos lo siguiente: 

z1 = x2 + u1 z3 = x4 + u2 
2 2  = T l X l  - u122 + u1 ~4 = ~2x3  - ~ 2 x 4  + U2 

Podemos transformar el sistema (20) a la Forma Canónica de Observabilidad 
Generalizada Trasladada Multisalida con  inyección de la  salida donde: 

Y 
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Por el lema 4 es  posible construir un observador exponencial. 
En este caso: 

A u = A k + I ' * = [ :  k : ]+ [  O O 

k 
0 - ( 2 u k  + f k )  

por lo tanto el observador puede ser descrito como  sigue: 

i k  = A& f r : z k  + p k ( ' u . , y )  + si1C;f(ck$ - g k )  

con s k  solución de la ecuación  de  Lyapunov 

S;, = -? /ksk  - A r s k  - S k A k  + C r C k ,  1 _< k 5 2 

Luego la matriz de ganancia S k  está  dada por: 

s2 = ( F2 F3 ) F1 F p  

donde: 

Finalmente se muestran  algunas gráficas para el  caso monovariable y mul- 
tivariable (ver Figuras 4a, 4b, 4c y 4d). Las gráficas muestran  las  dinámicas 
del sistema y del observador con las siguientes condiciones  iniciales para las 
figuras 4a y 4b (caso monovariable), 21 = 1, a l e  = 0.5,  2, = O ,  2 2 e  = 0.2 y 
con  condiciones  iniciales para las figuras 4c y 4d (caso multivariable), al = 1, 
xle = -1, 22 = 3 ,  a2e = O ,  2 3  = 1, x3e = -1, x 4  = 3 y x4e = O. En cada 
uno  de  los  casos  se  observa  que la  dinámica del observador responde  rapi- 
damente al objetivo es  decir alcanza la dinámica del sistema siendo el error 
exponencialmente nulo para una asignación  de  polos adecuada. 
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Capítulo V 

Problema de estabilización (local) y seguimien- 
to de la salida asintótico  de  una clase de sis- 
temas bilineales por medio de un observador: 
una aproximación diferencial algebraica. 

Diseño de un observador-controlador  basado en técni- 
cas del algebra diferencial. 

V.1. Introducción 
En años recientes una variedad de aproximaciones han sido utilizadas en el 
estudio de la síntesis de observadores y algoritmos de control. En particu- 
lar, han sido reportadas ampliamente aplicaciones de técnicas de estimación 
y control modernas a reactores químicos (punto  de  vista geométrico). Por 
ejemplo Lynch y Ram'rez  [LY,  RA] han diseñado controladores optimales 
con  un filtro de Kalman para la estimación del estado  en un reactor con- 
tinuo de tanque  agitado  (RCTA), en Alvarez, Suárez y Sánchez [ALV,  SUA, 
SA]  se diseña un controlador no lineal semiglobal para resolver  el proble- 
ma de seguimiento de  la  salida con rechazo a perturbaciones  aplicado a un 
RCTA, Huang,  Chao, Chen [HU, CHA,  CHE] han usado un control adap- 
table también para este tipo de procesos, Cebuhar y Constanza  [CE, CON] 
han  aplicado  estrategias  de control a un  modelo de reactor químico bilineal. 

Las técnicas de control referidas anteriormente  suponen un conocimiento 
completo del vector de  estado en cualquier tiempo.  Este no es siempre el 
caso ya que las técnicas para la medición de  algunas variables del proceso 
son casi siempre indirectas. Debido a esta restricción es necesario diseñar 
e implementar estimadores. El problema de medición del estado es resuelto 
introduciendo un estimador de estado  en el esquema de  control, el método de 
estimación y la ley de control empleadas son algoritmos basados  en el álgebra 
diferencial. 

En [FLl] ha sido demostrado que, dado cualquier sistema dinámico descri- 
to por un conjunto  de ecuaciones  diferenciales ordinarias,  este  tiene asociado 
una Forma Canónica Controlador Generalizada dependiendo de las entradas 
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y sus derivadas, también una Forma Canónica de Observabilidad General- 
izada la cual es obtenida suponiendo que la salida del sistema es  un elemento 
primitivo diferencial (ver proposición 1 y proposición 2). 

La  Forma Canónica de Observabilidad Generalizada es obtenida  por medio 
de una transformación de coordenadas de  estado  basada en la  salida (ele- 
mento  primitivo diferencial) la cual es en general dependiente del control y 
posiblemente incluye un número finito de derivadas de éste. Aplicaciones de 
esta aproximación a modelos de sistemas físicos se dan por ejemplo en [SIl, 
AH, ZR], [SI2], [SI3]. 

V.l.l  Linealización por  retroalimentación de una diná- 
mica no-lineal 
El problema  de linealización exacta con una retroalimentación de  estado 
estática de una dinámica no lineal ha sido propuesta por Brockett [BRO], 
por Jackubczyk y Respondek [JA,  RE], y por otra  parte  Hunt, Su y Meyer 
[HU,  SU, ME] en términos de paréntesis de Lie y campos vectoriales. 

Recientemente Charlet, Levine y Marino [CH, LE, MAR] dieron condi- 
ciones  suficientes para permitir  la linealización vía una retroalimentación de 
estado  dinámica de sistemas no lineales. 

V. 1.2 Linealización vía una  retroalimentación de es- 
tado dinámica 
Tomando la forma canónica controlador local generalizada (111.2) e igualando 
la  última ecuación diferencial con un polinomio homogéneo con coeficientes 
en  un campo diferencial, esto es 

a(J,'IL, zi, . . . ,u'*') = e (x, v, ir,. . . , .(Dl) (21) 

en algun sentido esto define una retroalimentación de estado  dinámica linea- 
lizante. 

En  el presente capítulo se propone un compensador dinámico no lineal lin- 
ealizante (variante  en el tiempo) basado  en  la construcción de un observador 
este  es  claramente sugerido por la forma canónica obtenida. 

Una estrategia de control (retroalimentación dinámica) es propuesta  para 
resolver  el problema de estabilización (local) y seguimiento asintótico  en  la 
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salida. Se implementa en el esquema de control un observador exponencial 
no lineal para  la estimación del error  de seguimiento, La aproximación es 
completamente  basada en la FCOG usando algunos resultados del álgebra 
diferencial. 

V.2 Principio de Separación 
Supóngase que se dispone de una ley  de control por retroalimentación de 
estado que estabiliza al sistema y que un observador ha sido construido. Se 
propone reemplazar en el control calculado, el estado  real del sistema, el cual 
es desconocido, mediante el estimado  obtenido por el observador. 

La pregunta  fundamental es saber si el sistema en lazo cerrado  (control 
+ observador) preserva la estabilidad. 

Este es  un problema muy delicado de estudiar. En general se trata de 
encontrar un compromiso entre  la velocidad  de  convergencia  del observador 
y la  rapidez con que se va a  estabilizar el sistema. 

Es bien sabido que  si  procedemos  como  en el caso  de  los sistemas lineales, 
el espectro del sistema en lazo cerrado con  el estado  estimado se  descompone 
en  dos partes: el espectro del observador y el espectro del sistema  en lazo 
cerrado sin observador, los  cuales permanecen invariables. 

La estabilidad del sistema en lazo cerrado con observador depende sólo 
de la  estabilidad del observador y de la del sistema en lazo cerrado sin ob- 
servador. 

El principio de separación consiste en controlar un sistema  por medio de 
un observador,  este principio de separación que facilita considerablemente la 
sintesis, no  es en general aplicable para el caso no lineal. 

Para los sistemas lineales  se satisface el principio de separación siguiente: 
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X = Ax+Bu 
L = A z + B u - K C ( Z - X )  

Siu=Fz+w 

X = Ax+BFz+Bw 
L = A,z+BFz-KC(Z-X)+BW 
E = z - x  

( I ) = (  KC A A + B F - K C  

X = (A+BF)x+  BFE+ BU 
i (A-   KC)€  

(:)=( A + B F  O A - K C  BF )(;)+( ;)w 
uno puede escoger  los  valores propios de cada  subsistema independientemente 
de  las ganancias del controlador y observador F y K respectivamente (F ,  K) .  

En el caso  no lineal en general esto no se cumple. 

V.3 Problema  de seguimiento en la salida y estabi- 
lización (local). Una aproximación diferencial alge- 
braica 
El problema es planteado de la siguiente manera: 

Considere la clase de sistemas bilineales dada como: 

y = Cx+Du Y E R  

donde Ai, O 5 i 5 m; B, C y  D son matrices de tamaño  apropiado. Supóngase 
que el sistema CSB es observable en el sentido  de observabilidad dado  por 
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Diop y Fliess. Dado el elemento primitivo diferencial como  en la proposición 
1 del capítulo 111 y definiendo = qi - 1 5 a 5 n, se obtiene la siguiente 
representación explícita de la Forma Canónica de  Observabilidad General- 
izada  dada  por: 

Gi = qi+l I < i _ < n -  1 

Y = 71 
CFCo 5, = -LO (q,u,u,. . . , (23) 

para algún CY > O, y 77 = col (71,. . . , qn). El sistema CSB es transformable 
en la FCOG representada por C F C ~  mediante el uso de la proposición 1 dada 
en la sección 111.3. 

Ahora, sea g ~ ( t )  la función de salida de referencia diferenciable al menos 
n-veces  con respecto al tiempo t. El problema de Seguimiento Asintótico de 
la  salida consiste en construir un controlador dinámico posiblemente descrito 
mediante  una ecuación  diferencial ordinaria escalar implícita  variante en el 
tiempo  la  cual  presenta como  funciones de entrada: 

a)  la señal de referencia  de salida g ~ ( t ) ,  junto con  un número finito de  sus 
derivadas &) (t) 1 5 i 5 n; y 

b) las coordenadas de estado 4i del sistema, y en algunas ocasiones im- 
plicitamente el error de  seguimiento e = g(t)  - gR( t ) ,  

y es capaz de producir como señal de salida  una función escalar u, la  cual lo- 
calmente obliga  a la salida del sistema CFCO, y = 41 a converger asintóticamente 
hacia  la función de salida de referencia deseada y ~ ( t ) .  

Definiendo a la función  de error de seguimiento de salida e ( t )  como la 
diferencia entre  la  salida del sistema  original y(t) y la  señal de salida de 
referencia yR(t):  

- Y R ( t )  (24) 
Por definición la función coordenada transformada q, coincide  con la (i - 
1)-ésima derivada de la salida ~ ( t ) ,  esto es Qi = y(2-l) para i = 1,. . . , n. 
Entonces tenemos que: 
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definiendo ei = i = 1,. . . ) n como las componentes del vector e( t )  
obtenemos (ver proposición 1, sección 111.3): 

o en forma compacta 

donde: 

F =  

Y 

en-1 - en - 

6 = Fe 
E = el 

' o 1 o ... o 
o o 1 ... o 

o o o ... 1 
-a0 -a1 -a2 . . . -un-l 

n 

LO ($R( t )  + e(t>, u, I L ~ ,  . . . , u(&) ) - Y R  (n) (t) - z a i - l e i  (28) 
i= 1 

$ R ( t )  = col (YR@)r ya"(t), - , YR (n- l) (t)) 
e ( t )  = col (e l@),  . . . )en( t ) )  

El punto  de equilibrio asintótico del sistema en el error de seguimiento (27)  es 
simplemente dado por e( t )  = O. De aquí  que,  bajo tal condición de equilibrio 
i.e. bajo seguimiento perfecto, el controlador dinámico resultante  presenta 
la siguiente dinámica 
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Para  obtener el control de retroalimentación dinámica de la ecuación dife- 
rencial ordinaria  implícita, es  necesario resolverla en términos del controlador 
u sobre la base del vector de  error no conocido e( t )  y el conocimiento del 
vector T,h~(t). Para resolver esta dificultad es  necesario la implementación de 
un observador para reemplazar el error  de seguimiento e( t )  por su estimado 

Debe hacerse notar que la  dinámica del controlador (29) tiene  una in- 
terpretación  en términos de un sistema inverso que toma como entradas 
la función de  salida de referencia deseada vR(t) y un número finito  de sus 
derivadas y se obtiene como  función de salida el control de entrada escalar 

qt ) .  

U. 
Ahora, escribimos el sistema (27) como  sigue: 

donde los elementos de la  matriz E son dados por Eij = 6i,j-l y 

entonces, la estimación del error  de seguimiento e( t )  = y(t) - gR( t )  es dada 
mediante el uso de un observador no lineal exponencial de  la  forma (ver lema 
2, sección  IV.2): 

(32) 
donde Se es  solución de  la ecuación 

62% + ETSe + SeE - CTC = O, (33) 

para 19 > O. 
Sea 
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con u,- la dinámica del controlador resultante  obtenida a partir de 

las dinámicas de e( t )  y  EO(^) = 6( t )  -e(t), el estimado del error de  seguimiento 
y el  error  de observación respectivamente, son dadas por: 

io(t)  = ( E  - S;'CTC)€o(t) + @(E&), e@)) 
las cuales podemos reescribir  como: 

B(t) = ~ 6 ( t )  - s;'C(C~(~) - e l ( t ) )  
S :  (37) 

io@) = ( E  - S; 1 T  c C)EO(t) + @ ( € o @ ) ,  e@)) 
donde 

H1)  EO(^), 2( t ) )  = @ ( e ~ ( t ) )  es localmente  Lipschitz  en R". 

H2) las señales u,- y y&) y sus derivadas respectivas hasta  al menos n son 
acotadas. 

Teorema 1. Sea u,- la retroalimentación de estado  dinámica linealizante 
obtenida de  la  expresión (35) p(u,-, y ~ ( t ) ,  &(t) = O. Suponga que las hipótesis 
H1 y H2 se satisfacen. Entonces el sistema en lazo cerrado CFco es  local- 
mente asintóticamente estable. De otra forma, el sistema  dado  por S es 
localmente asintóticamente estable. 
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Demostración. Sea el sistema S dado por 

io(t) = ( E  - s;'CTC)€o(t) + @(€,(t)) 

donde 
o 1 o ... o 

o 1 ... 
y E = ( In-gn-1 ) 

-0 -u1 -u2 . . . 
Considere la siguiente candidato a función de Lyapunov, 

~ ( 2 ,  EO) = ~ ( 2 )  + ~ ( € 0 )  = eTpe + € : S e t o  (39) 

siendo P y Se matrices simétricas definidas positivas y P es tal que P P  + 
1 P F  = -I con F estable y (Se)ij = m c x i j ,  (aij matriz  simétrica definida 

positiva) solución de la ecuación 

SSe + ETSe + SBE - P C  = O. 

Mostraremos que V es una función de Lyapunov para el sistema S 

i) 
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(X, es independiente de 8, ver justificación al final de la demostración). 
Continuando con la demostración 

Escogemos 8 tal que 
e "X - 
2 1 - ~ e > O  

con lo cual obtenemos: 

d 
- llco l b e  I --ye 11€o llse dt 
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ii) Por otro lado 

d d 
dt dt  -&(e) = - ( P P i )  5 -eTe - 2CTPs;'CTCEo 5 

(Para alguna  constante a > O) 

con 
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entonces 
llqlp L (K1 + K2)e - r n i n { a / 2 , ~ ~ } t  

escogemos 73 > a/2 i.e., 8 > 2x1 + CY, entonces: 

l l i l l p  5 ( ~ 1  + K2)e-Q/2t (41) 

finalmente de i) y ii) se tiene que  el sistema S es  localmente asintóticamente 
estable. 

I 

Observación 5.1 El problema de  seguimiento y estabilidad  para una clase 
de sistemas no lineales  es abordado en [MA, SUA]. 

En los  siguientes resultados verificaremos  que la constante de  Lipschitz 
que aparece en la expresión (39') es independiente de 8. 

Proposición 3. 3p > O tal que A0 -PI es  definida positiva y A0 es  definida 
como: 

... ff nn 

Demostración. Dada A0 como antes 

ff1102" - p . . . ffln8n-l 

... f f n n - - p  

A0 -PI  = 

= A + B  
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donde A es definida positiva (pues [aij] es una  matriz  definida positiva y 
por consiguiente [aij] - p es  definida positiva donde p es un elemento de 
perturbación) y B es  semidefinida positiva, y como A + B  es definida  positiva, 
se  concluye que AB - PI es definida positiva  por lo tanto existe 1 > /3 > O 
(como 011 = 1, O < /3 < 1, igualmente para 6, para n = 2, 8 > 1) tal que 
A6 - PI es definida positiva. 

I 

Proposición 4. Dada Se = Ad& con AB simétrica  definida  positiva, Ae 
como  en la proposición 3,  entonces JJxll 2 - < ~ ~ ~ x ~ ~ ~ , ,  P - l  P > O. 

Demostración. Por la Proposición 3,  3P > O tal que Ae - PI es definida 
positiva,  por lo tanto 

((Ae - P+, x> 2 0 VJZ 

=+ (Aex,x) 2 P ( x ,  x> 

Teorema 2. Sea @ : Rn 4 R" Lipschitz, @(O) = O, @ = ( O , .  . . , O ,  cp(x))' 
entonces existe x independiente de 8 tal que 11@(x)))& 5 ~ ~ I x / ) ~ , , x  E IR". 
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Demostración. Como 

1 - - 
,32n- 1 anncp2(x) 

y ya que ¿D es  Lipschitz entonces cp es Lipschitz i.e., 3k > O tal que Ilcp(z)ll 5 
~ l l x l l -  

Por lo tanto 
a 

II+(x)I12se (Se+(x), @(x)> = WLP~(X) 5 (a = ann) 

usando la proposición 4 y el hecho de que cp es Lipschitz 

- ak2 
donde X = - es independiente de 8. 

P 

V.4 Aplicación a un modelo de Reactor Químico 
En esta sección aplicamos el teorema  anteriormente  dado y algunos resulta- 
dos obtenidos en el capítulo I1 para resolver el problema de seguimiento y 
estabilización (local) para un  modelo de  reactor químico. 

El siguiente sistema bidimensional una  entrada-una  salida  representa un 
modelo de  reactor químico 

CRQ : il = u(Ce - X I )  --x1 
x 2  = rx1 - ux2 (42) 
Y = x2 

con  coeficientes en el campo de números reales IR (campo diferencial ordi- 
nario). 
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Empleando la proposición 1 dada en la sección 111.3 afirmamos que la 
siguiente transformación de coordenadas, en los estados y en las  entradas 
nos permite  obtener  una FCOG para nuestro  sistema. 

Eligiendo el elemento primitivo diferencial como z1 = x2 las siguientes 
relaciones  se  siguen: 

z1 = x2 = y  
z2 = rx1 --x2 =y (43) 

siendo el conjunto {y, ~} una base  de trascendencia  finita de G/K(u)  la 
cual representa  a  la  dinámica dada por el sistema CRQ y cuyo grado de 
trascendencia es dOtr G/K(u)  = 2. 

De modo que,  la correspondiente inversa  de (43) es: 

y la  matriz  Jacobiana de la transformación de coordenadas de estado (43) es 
dada por: 

dz o 1  
J = - =  [ r -u] 

la cual es claramente no singular, si r es diferente de cero. 
La FCOG para el sistema CRQ es entonces obtenida 

Si la  trayectoria de  referencia deseada g ~ ( t )  es dada por 

de la expresión anterior calculamos las correspondientes derivadas requeri- 
das yR (1) , yR (2) (t), constituyendo el vector $R( t )  definido  en la sección V.3 el 
cual  será utilizado mas tarde en  la dinámica del controlador  basado en  el 
observador. 
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Definiendo el error de seguimiento como e(t) = g( t )  - g ~ ( t )  = 22 - 

g R ( t )  obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales basado en 
los resultados de la sección V.3 los cuales describen la dinámica del error  de 
seguimiento esto es: 

donde: 

O 
el ( -u  - u2 - ur) + ruC 

~ R ( - u  + 1) - #R + (-U + 1)ez 

~ ( e ( t ) ,  Y R ,  ~ R ,  f i ~ ,  u, h) = +gR(-ti - u2 - ur)+ 

el sistema (45) es observable, entonces proponemos un sistema observador 
no lineal exponencial como en  la sección IV.2 para  la estimación del error de 
seguimiento el cual  será implementado en la dinámica del controlador  basado 
en el observador. 

= E6 + p(6, U,  h, gy~, 9 ~ )  $R) + S,"c(CG - el) (46) 
X E S :  O = ese+ ETSe+SeE-CrrC 

donde: 

con 0 > O y Se E GZ(n, K(u) )  (grupo lineal de matrices  simétricas definidas 
positivas) el sistema  dado  por XES es un observador exponencial. 

La linealización exacta de la dinámica del error del seguimiento puede 
ahora realizarse igualando la última ecuación diferencial en (45) a una ex- 
presión lineal invariante en el tiempo en las coordenadas del error (polinomio 
estable). 
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Esto es equivalente a tener  la  dinámica del error  en lazo cerrado como 
e 1  = 62 = w (doble integrador) con v = "alel - a2e2. 

Por lo tanto  la respuesta del error  asintóticamente  estable es facilmente 
diseñada  mediante  una  estrategia de colocación de polos elemental en  un 
sistema  controlable de segundo orden expresado en la Forma Canónica de 
Brunovsky [BR]. 

Uno puede escribir la ecuación  del regulador dinámico no lineal  variante 
en el tiempo como: 

alel + a2e2 + (-u2 - T u )  [el + Y R ]  f 2u + [-u + 11 [62 + $R] - u= 
61 + yR 

(47) 

de donde por el  Teorema  de la sección V.3 el controlador  dinámico (47) 
estabiliza el sistema en lazo cerrado  dado por CRQ con el controlador el cual 
es  solución de la ecuación diferencial en u dada en (47). 

V.5 Simulación y Resultados 
Las  simulaciones  fueron realizadas con  los siguientes valores de los parámetros: 
r = l , c = 2 .  

La figura 5.a muestra  la  trayectoria (cos 2t+2) de  referencia deseada y ~ ( t )  
y  la  respuesta de 2 2  (concentración del producto) de la  dinámica  controlada. 
Las  condiciones  iniciales dadas  para 2 2  y YR son: 2 2  = O y YR = 3 

La figura 5.b describe la  trayectoria de la derivada de la  señal de referencia 
y ~ ( t )  y la  respuesta  resultante x1 (concentración del reactante) de la  dinámica 
controlada. El error de seguimiento converge asintóticamente  a cero.  Las 
condiciones  iniciales dadas  para $1 y $R son dadas por: $1 = 3 y Y R  = O. 

La figura 5.c y 5.d representan la dinámica  generada  por el error de 
seguimiento y la estimación del error  dado por el sistema observador no lin- 
eal XES. Las  condiciones  iniciales para el, 61, e2 y 62 son dadas por:el = O, 
61 = 3, e2 = O y 62 = -3. 

Observamos que el sistema obviamente es estabilizado y el error de segui- 
miento converge a cero. Y finalmente en la figura 5.e  se muestra la dinámica 
generada  por el observador-controlador, con  condición inicial u = O. 
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Capítulo VI 

Extensión  de  resultados al  Caso no lineal 

VI. 1. Introducción 
Existen dificultades de extensión de los resultados de observadores al caso no 
lineal. Para obtener un observador  es  necesario que la dinámica del error de 
observación sea  estable. El caso donde la  dinámica del error es lineal es par- 
ticularmente simple ya que esta condición implica la  estabilidad  exponencial 
y luego  se resume todo  a un simple cálculo de valores propios. 

En general  para un sistema no lineal, salvo para casos muy particulares, 
el error  de estimación es  no lineal, y se tiene que para sistemas no lineales el 
estudio de la  estabilidad es extremadamente complicado teniendo en cuenta 
el  hecho de que ésta depende continuamente de parámetros del sistema y del 
observador. 

Consideramos el error de estimación formado a partir del sistema C s N L  

dado por: 

y el observador definido por: 

esto es: 
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entonces 

Sea 

m ,  u, Y) = f(S7 4 - Cp(6 u, Y) 
en la vecindad de ((e(( = O, la dinámica del error se puede escribir como: 

Se pueden plantear  algunas situaciones. 

1) Caso en el que A([, u, y) es una  matriz  constante y donde D(t,  u, y) es 
pequeño  en  relación a ( ( e ( ( .  
La dinámica del error es entonces lineal (o  casi lineal) y la estabilidad 
del sistema es entonces asegurada  por  una elección adecuada de valores 
propios de la  matriz A(C, u, y). 

2) Caso donde A(C, u, y) varía lentamente. 
Entonces bajo  ciertas hipótesis existe  aun  estabilidad,  pero  esto con- 
tradice en alguna  forma la  definición  de lo que es un observador. Su 
dinámica debe en efecto variar,  pero más rapidamente que la  dinámica 
del sistema CSNL a fin de poder corregir los errores de estimación. 

VI.2 Síntesis de un  Observador  para  una dinámica 
no lineal 
Consideremos la siguiente clase  de sistemas no lineales (CSN) dada por: 

donde la entrada u = ( u ~ ,  . . . ,um) esta en W", el estado x = (21.. . , xn) en 
W" y como  función de salida medida y = h(z, u) en R. 
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Supongamos que el sistema es observable (como en  la definición dada  en 

Nos planteamos la siguiente pregunta 
la Sección 11.2). 

¿Es posible sintetizar un observador exponencial para el sistema CNL? 
La respuesta es afirmativa y es resuelta en la  última sección. 

Es bien conocida la noción del elemento primitivo para una extensión al- 
gebraica finitamente  generada no diferencial G/K(u)  . (ver  definición  Sección 
1.4). El análogo diferencial del teorema del elemento primitivo [FLl] afirma 
que existe un elemento y un entero n positivo tal que ~ ( ~ 1  es algebraica- 
mente dependiente sobre 3, y(1), . . . , g('+l), u, u('), u(2), . . ., i.e.: 

Afirmamos la existencia de otro conjunto de variables de estado 5 = (51, . . . , tn} 
tal que en  estas variables las ecuaciones diferenciales formadas por  este con- 
junto toman  la Forma Canónica de Observabilidad Generalizada; dicha forma 
tiene  la representación obtenida  en  la sección 111.2. 

Dado = Y(~-'), 1 5 i 5 n entonces podemos dar la siguiente repre- 
sentación en la FCOG: 

La transformación de coordenadas de  estado Tu de x a emplea las va- 
riables de entrada y un número finito de sus derivadas. 

t = Tu(x) (53) 

Esta transformación de coordenadas Tu es generada por el elemento primi- 
tivo diferencial el cual puede ser elegido como  se menciona en el siguiente 
result ado. 

La siguiente proposición afirma que para una elección apropiada del  e- 
lemento primitivo diferencial es posible obtener  una FCOG trasladada con 
inyección de  la  salida. 
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Proposición 5. Sea la CSN dada por CNL. Si el elemento primitivo  difer- 
encial es: n m 

y = aizi + pjuj ai, pj E K(u)  
i j 

Entonces la CSN es transformable a la siguiente FCOG trasladada con in- 
yección de la  salida  dada  por: 

CTR : 6 = Aq + U(q, U, d l ) ,  . . . , U(")) + ¿~(u,u( ') ,  . . . ,U("), 9) 
y = cq=q, (54) 

donde U(q, u, . . . ,u(?)) y @(u, u('), . . . ,u(?), y) son vectores no lineales y 
el segundo depende de la función  de salida (inyección de la salida). Además 
A es la  matriz  descrita  por A : R" "+ R", Aij = ¿ji+I: 

A =  

o 1 o . . .  o 
o o 1 ... o 

o . . . . . . . . .  1 
o o ... . . .  o 1 , \k(q,u, u(l), . . . ,u(?)) = 

O 
O 

Demostración. Sea  el conjunto {e,  . . . , E("-')} una base de trascenden- 
cia finita de la  dinámica G/K(u)  con salida y = h(z, u) la  cual  representa al 
sistema CNL, donde (e,  i, . . . , es  un estado generalizado de dimensión 
minimal y la  cardinalidad del conjunto es "n"; en otras  palabras el grado de 
trascendencia de G/K(u)  denotado por dOtr G/K(u)  es igual a "n". 

Sea = 1 5 i 5 n, donde n 2 O es el mínimo entero tal que 
y(n) es K(u)  -algebraicamente dependiente sobre y, y('), . . . , y("-'), u, u(1), . . . , 
Redefiniendo 

q. - , p )  
a -  , l < i < n se tiene: 
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51 = 4 2  

5 2  = 4 3  

el cual puede escribirse como en CTR con: 

lo cual  completa  la demostración. 
I 

Observación 6.1 Podemos  llevar el sistema C N L  a una FCOG trasladada 
por medio de  la relación 

4 = Tu(x) (54') 

I 

VI.2.1 Síntesis del Observador 
Describimos ahora como un observador puede ser de  ayuda para  la estimación 
del estado de una clase de sistemas no lineales. 

Supondremos que la transformación Tu es no singular  en el sentido de 
que las componentes de Tu son algebraicamente independientes y u es una 
entrada no singular (BE). 

Consideremos las siguientes hipótesis: 

Al) *D(<o)  es localmente Lipschitz en W" 
donde: 

A2) Las señales u y sus derivadas son acotadas (al menos hasta la n-ésima 
derivada). 
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Ahora tenemos el siguiente resultado  importante. 

Teorema 3. Considere  el sistema observable una  salida  dado  por CTR el 
cual satisface  las condiciones Al y A2, entonces el sistema 

es un observador exponencial para el sistema CTR donde 0 E R+ y Se es una 
matriz  simétrica  definida positiva. Además el error de observación 50 = - fj  
converge exponencialmente a cero cuando t tiende a +OO. 
Demostración. Sea Fo = $ - f j  el error de observación  cuya dinámica es 
descrita por: 

Considere la siguiente función de  Lyapunov: 

entonces  tomando  la derivada con respecto al  tiempo se tiene 

ya que Se  satisface -6Se - ATSe - S0A + F C  = O entonces las siguientes 
desigualdades se cumplen 

usando la desigualdad de Schwarz obtenemos 
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como QD es Lipschitz, y por la forma particular  de $JD podemos aplicar el 
teorema 2, esto es: 

l l * D ( ~ ) l l s e  5 ~l l~ol lse 
con p independiente de 8 ,  entonces 

VI. 3. Aplicación a un modelo no  lineal 
En esta sección aplicamos el observador propuesto  al siguiente sistema no 
lineal una  entrada-una  salida el cual  representa un modelo  no lineal con 
coeficientes en el  campo de los números reales R el cual es considerado un 
campo diferencial ordinario (constante) 

Si u y y = x1 son medidas entonces se verifican dos polinomias diferenciales 
algebraicos sobre K(u, y) esto es: 
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a  partir del elemento primitivo diferencial q1 = 21 las siguientes relaciones se 
satisfacen 

lo cual  transforma el sistema C N L ~  en la FCOG con  inyección  de la  salida 

donde: 

Y 

Note que @(u, d l ) ,  . . . ,y) y Q(q, u,  u('), . . . , ~(7)) son vectores no  lineales. 

Por el teorema  anterior es posible construir un observador exponencial 
para el sistema CNL2 de la forma: 

6 2  22 = -,u#O 
U 

Observación 6.2 La entrada u = O es una entrada  singular  para el sistema 
C N L ~  entonces cuando  esta  entrada es aplicada  al  sistema, es claro que el 
observador no trabaja (más aún el sistema es inobservable). 
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VIA Simulacih y Resultados 
El olxmvador propuesto  ha sido aplicado  a un modelo 110 lineal de la forma 
[lntln por CNLI.  Los resnltados de sit11nlaci611 pueden tnostrar que los es- 
titnatlos convergen R los estados reales u originales del sistettla C N L ~  (ver 
figuras Ga y Gb), cot) I n s  sigr~ientes  condiciones  iniciales para 21, $ 1 ,  x2 y $2: 

X I  = 2, ji.1 = 1, 22 = 1 y fa = 2. 

Fig. 6a 
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Fig. 6b 
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Conclusión 
En  el presente trabajo se ha  abordado  el problema de la síntesis de obser- 
vadores y algoritmos de control  para  una clase de sistemas bilineales. Estos 
resultados  han sido extendidos a  una clase más amplia de sisitemas no lin- 
eales,  utilizando  una aproximación  diferencial algebraica. Se hace énfasis 
en la dificultad que existe en dar  una  teoría  general de la síntesis de obser- 
vadores; esto es debido a  la presencia de entradas  singulares,  entradas que 
hacen que el sistema sea no observable. 

Hemos propuesto  la  estructura de dos observadores cuyas ganancias son: 
para el primero,  variantes en  el tiempo  (dependientes de u y sus derivadas) y 
un segundo observador cuyas ganancias se encuentran en un grupo lineal de 
matrices  simétricas definidas positivas con entradas en  un campo diferencial 
K ( 4 -  

Hemos tratado una clase  de sistemas no lineales, y muy particularmente 
una clase de sistemas bilineales considerados observables (desde el punto de 
vista algebro diferencial dado  por Diop y Fliess) [DI4, FL] que pueden ser 
transformados en otros  sistemas no lineales observables, para los cuales es 
posible construir un observador. La transformación es dada  gracias  a  la exis- 
tencia del elemento primitivo diferencial, el cual es mostrado  explícitamente. 
La transformación de coordenadas permite en general llevar a  todo  sistema 
bilineal observable a una Forma Canónica de Observabilidad Generalizada. 

Se ha ideado una ley  de control mediante el uso  de estos observadores 
logrando resolver el problema de  seguimiento en la salida y estabilización 
(local)  utilizando  una aproximación diferencial algebraica. 

Aún existe mucho trabajo por hacer en lo  que  concierne al tratamiento 
de singularidades, y se requiere trabajar algunos otros métodos algebraicos, 
para llegar a  establecer formas canónicas de observabilidad generalizadas 
(por ejemplo utilizando el concepto de comportamiento  externo) [MA, DE4], 
[DIl], [DI5], [DI6]. 
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Anexo A 
<Observers for a Multi-input Multi-output Bilinear System Class: 
A Differential  Algebraic  Approach>> 

R. Martinez-Guerra, J. De Le6n-Morales 
en Journal Mathematical and Computer Modelling  Vol. 20, No. 
12, pp 125-132,  1994. 
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Abstract-An exponential obmvrr fs constructed for a multlautput  obsrrvsbk  Blllnenr System 
Clnm (BSC) In the DiopFllem' Observsbllity m m e .  A dllTerentlal nlgebrnk  approach la propod for 
the estimation of the date of a c l ~ a  of bilinear system. A rcnult on Multioutput ' h n ~ 1 a t . d  Fllum' 
Cenanl i rd  Obarvabillty Canonical  Fbrm (MTCOCF) b given. 

K e y w o r d 8 - D I ~ m t i d  primitive  ekment.  Multl-output 'IhYlrlnted Flied Omemlid Obeav- 
ability Canonkd Fbrm, Exponential obeewer, Bilinear Syntem Clam. 

1. INTRODUCTION 

In  recent years, a variety of approaches have  been used on the study of the synthesis of estimation 
and control algorithms. The control techniques mume a complete knowledge of the  state vector 
at any time. This is not  always the case since techniques For on-line measurementa of mme 
process are almost always  indirect.  Due to this  restriction, it Is necessary to design and implement 
estimators. 

An important problem in system theory is the state measurement which &I s o l v e d  by introducing 
a state estimator. A syutem w h m  task is to give an estimation of the  state is cdled M observer. 

An estimation of the  state for linear systems is given by the Luenberger's observer, while for 
bilinear systems, and in general for nonlinear ones, the construction of observers is more  difficult. 

Many authors have  worked  on the development of the  state estimators for a restricted  class of 
nonlinear systems such M bilinear systems either by the differential geometric viewpoint (theory 
mainly due to Hermann, Krener,  Isldori, Van der SchaR, Nijmeijer,  Gauthiet 111, Bornard 121, 
Hammourl [3,4], Zeitz, Wliliamson, Levine, Marino, etc.), or by the  algebraic  one (introduced by 
F l i m  in 1986). The  latter approach  is based on differential algebra and has, among other features, 
the  ability  to define observability [5,6], and  consequently, gives an estimation of the state through 

'Author to whom mnrspondence shoc)ld be d d n s a d .  
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the design of observers 17-91 for systems reprrssPntrd by nn nrbitrnry set  of nlgebro-differential 
equntions. 

This paper  is nddresscd in  the nlgebrnic direction. \\'e propose the  construction  of nn expo- 
nentinl  nonlinenr  otnerver for n multi-input multi-output obscrvnhle  bilinenr  system clnm (in the 
DiopFlim' Okrmbil i ty  wnsc). A n  npplicntion to n cllrtnicnl  rcnctor model is given. 

2. STATEMENT OF THE PROBLEM 
We start with  some  bnsic  definitions which nre considered in (S]. 

DEFINITION 2. l .  A Dynnmim is a finitely grncratcvl diflrrenlid aIpbraic exlenslon G/k(u). This 
menns that any element of C satisfirs an algebraic dillrrential qaation with coefi'cients which 
are rational functions owr k in the components of ti and a finite  number of their  time derivntives. 
DEFINITION 2 .2 .  kt a salmt (ti .  y }  of C in a dynnmics C/k(tt) .  An element in C is mid to be 
observable with rmpect to {u, y) if it Is algebraic o w  k ( u , y ) .  Therefore, a state Z is mid to be 
observable if and only if i t  is olxcrrvnble  with respect to { ( I ,  y}.  

DEFINITION 2.3. A Dynamics G/k(u)  with O I J ~ ~ I J ~  y is said to be observable if and only if any 
stnte is so. 

Here, the  concept of  otwrmbility menns thnt  the differentint field extension G/k(u, y) i a  alge- 

Let u9 now consider the following Bilinear System Ch. (BSC): 
brnic; that is to any, thnt  the whole  difierentinl  lnformntion is contained in  k(u, y). 

y = C z + D u ,  

whereu=(ul ,  ..., um)ERm,z=(r l  ,..., r , ) E R " , y = ( y l ,  ..., y , , ) E R P , A t , O < i < m , B , C  
nnd D nre red mntricw of nppropriate site. 

Suppose that BSC (1) is obsemble in  the  DlopFliess' Observability sense. Then  let u11 pose 
the following  problem. 

Is it pmsible to synthesize nn exponential  observer for the aptem (l)? 

3. MULTI-OUTPUT  FLIESS'  LOCAL  GENERALIZED 
OBSERVABILITY CANONICAL FORM 

According to the theorem of the differential  primitive element,  there  exist  &-elements Uk and let 
?)k, O 5 9 k  5 n, M integer such that y:l") is algebraically  dependent on yk,  yk (1) , yk (2) , . . . ,@-I) ,  

u,u(I),d2), . . . , i.e., 

up) = - c k  (&, . . . , y?"'), 11, u('), . . . ,u(')) . (2) 

Let 
( y = y p - ?  c = l , q l + I , q l + r h + l , . . . ,  t ) l + Q + . " + q p - I + l ,  

qk = n, 1 S i S V I +  e . . +  q, = n, 

where the integers V I , .  . . , 9p are called algebraic observability  indices. 
Then, we can write a local state space representation in the special form of  a generalization of 

the  observability  canonical form (multi-output). Such a canonical form is the MGOCF given by: 

I-<kSp 



€:+I = €it+? 
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(3) 

where cp(u, y) is a nonlinear block matrix.  The  matrix rp(rr, g) is the  translation  matrix of the 
MGOCF, and y denotes the  or~lput injection in the  trnnsktion matrix. firtherrnore,  the  ma- 
trix A, has its entries in &(u). 



we obtnin: 

= T ; ; ~ ,  91 t . . . t q p - l  t 1  S j S q l  t . . . + q , - 1 ,  

T'I1+m+...+q, % = - c p ( ~ T l + . . . + ' I r - , t l l . . . ,  'Ir T'Ilt.. .+'Ir,u,.. .lu(')) T. +9P(UI ..., u('),vp), 

which can  be rewritten as in (4) and (5). I 

REMARK 1. We can take the BSC (1) into MTGOCF by means of 

t = er ,  (6) 

where 0 is a block matrix (the size of each  block  is q k ,  1 k 5 p) with entrim in &(u). Because 
this relation depends on u, there exists inputs u for  which 8 is singular; moreover, there are also 
problems for  values of u such that 8" is singular. 

REMARK 2. The solution of the transformation (6) is guaranteed characterizing the  class of inputs 
for  which the system (1)  is  carried out into the form (6) given above, avoiding the case of singular 
inputs in the transformntion T (6) and in  the system C, (7). 

As a lnst definition, we have the following. 

DEFINITION 3.2.  ff u is M input to the  system for which (6 )  is nonsinguhu, then u is called a 
good input (GI). 

Actually, we work with  good inputs. 

REMARK 3. For an observable BSC (4) in the DiopFlied Observnbility seme, any state t is 
obsermble with respect to (u, y); in other wrds, z is algebraic differentially  over &(u, y). 
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Regnrd thnt  the parameter $k determinea the  rate of convergence nnd has  to be fixed by the 
designer. 

REMARK 4. We can  select  the  matrix s k  in  the observer (7) solving the  equation: 

s k  = -+&sk - A f s k  - SkA; -t c,'ck, 1 5 k 5 p. 

The solution of  the Lynpunov  equation  is: 

where s k ( 0 )  is nn initialization  symmetric positive definite  matrix; then the solution SI($) is a 
symmetric positive definite  matrix. 



5. AN  APPLICATION TO A CHEMICAL REACTOR MODEL 

with coefficients in thc field of rcnl rwnbcrs R which is consitlerrd (c. nn ordinary differentid field 
(of  constants). 

In (9), r t , q  nnd xz, y4 clrmtr thc rcnctnnt n n d  product rowcntrntions, respectively. The 
input u( corresponds to the inputs-flow of renctnnt. r( n n d  C,, ( i  = 1,2) denote  kinetic and 
renctor pnrnmeten. 

If ut, and 

Y, = Yj  t U( 
( j  = I , 3 )  
( i  = 1,2) 

are known 11 and 13 verify 
rl - y1 t u1 = O, 
Y3 - y:, t u:, = o 

but r:, nnd r4 do not  verify the nlgcbrnic  differential poiynorninl over &(u, y), then 21 and 2 3  are 
universdiy observnble (G,111, but I:, nnd r4 nre not. For the outputs y1 = 12 + ut, y? = 24 + u:,, 
it is not hnrd to see thnt  the system ( 9 )  is observnble in the DiopFliess' Observnbility sense if 
ut (i = 1,2) and y1 = 22 t u!, y:, = r4 t u:, nre  mensured;  then 1 1 , 1 2 , ~ 3  and 14 verify: 

r:, - y1 + UI = O, I 4  t 11, - & = o, 
y 1  t ulyl - 11: - rtrl - u 1  = O ,  y 2  - r2q  t u:,y:, - u# - u:, = O. 

Hence, k(ut, Y I  ,2()(-1.:, rind k ( w .  Y?, rf)+3.4 we intee;rtd Over k{url y , } ~ , 2 ,  respectively, 
22 nnd 2 4  nre  universnlly  observnble [6,11], 

Rom the differential  primitive  element 21 = r2 +u1 and 23 = 2 4  -+ u2, the following  &tionship 
holds: 

21 = r:, t ut, 23 = 1 4  t u2, 

z:, = r l q  - U I Z ~  t u t ,  24 = r213 - u214 t til, 

which trnnsforms nystem (9 )  into  the MTGOCF with output  injection where A ;  and Cpk(U,yk) 

( k  = 1,2) are given,  respectively, by .:-[o" I 1.  
-(211k + r k )  

[ 
O 

cPk(u,  Yk) = 
r k U & c k  + + 3ukUk + rkui + r k u k  + iik - [U: + r & U k  + uk]yk I *  

where Cpk(u,?&) is a nonlinear translation  matrix of the MGOCF and uk denote the  &-output 
injection. 

BY Lemma 4.1, it is  possible to construct an exponential  observer C:, for system (9). This 1s 
attained by choosing  an  observer's  gnin matrix Sk npproprinte 111. 

- . ."".___I __"" x ....x.. 
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Abstract 
Based on difierential algebra techniquesl m exponential  observer is 

proposed for the state estimation of a clans of nonlinear  systems. Simula- 
tions illustrating the performmce of the  proposed observer are included. 

Keywords: Exponential observer,  Nonlinear Systems. 

1 Introductio~~ 
The control techniques mume a  complete knowledge of the state vector at any 
time.  Unfortunately,  this is  not  always the  case for  physical  reasons. It is 
therefore  necessary to build  an  observer for such systems. 

Several works  based  on dikrential geometry approach  propose  observers for 
nonlinear systems [8]. However,  when the system  is  described by polynomial 
terms, apply the  latter observers  become dificult. For this reasons, the difleren- 
tial algebra is  an excellent  tool for mlving problerns in  nonlinear control theory. 
We propose  an  observer for nonlinear systems. 

2 Generalized Observability  Canonical Form 
We start this section  introducing  some definitions and notation which are useful 
i n  this  note (see [1,2,4,5,6]). 

'To whom correspondence should be addressed. 
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Definition 1: A differential field extension I , / K  is given by two differential 
fieltls, K and L, sr~ch that: i )  IC is a subfield of L; i i )  the derivation of IC is the 
restriction to f( of  the derivation of L. 

Definition 2: Let u be  a  dillerential  scalar  indeterminate and  let k be a differ- 
ential field,  with  derivation  denoted by "- d "  

dl * 

A Dyt~ntnics  is defined ILR a finitely  generated  tlifferentially algebraic  exten- 
sion G/k(u) of the  differential  field k ( u ) ,  where &(u) denotes  the differential 
fi&l generated by k and the elerr~ents of a finite set U = (111,  ~ 2 , .  . ., (1,) of 
dillerential  quantities. 

Definition 3: A set S = {tilt' E f) of elelnents of I, i R  said to be diflerentially 

fi-algebraically dependent if and  only if  the set, { z $ l i E I ;  - v i = 0 , 1 , 2 ,  ... , 
of derivatives of {ti) satisfy some algebraic eq~ation. A set which is not dif- 
ferentially  I(-algebraically dependent is said lo  be  differentially  IC-algebraically 
independent. 

Defitlitiorl 4: ((1,2]) Consider a subet {u, y) of G in  a dynamia G/k(u). An 
element x0 i n  G is  said to be observable  with  respect to {u, y) if it is algebraic 
over k(u, y). This means that 20 can be expressed AR an algebraic function of the 
cornponenta of {u, y) and a finite  number of their  time derivatives. Therefore, 
a  state x is said to be  algebraically observable if and  only if is algebraically 
observable  with  respect to {u, y). 

Definition 5: A dynamia G/k(u) with output variable y in C is said to be 
algebraically observable if and  only if any (generalized) state is so. 

1 

I n  this note we consider the following  Nonlinear System  Class (NSC) 

where 2 = ( X I , .  . . , z , )  E IR", U = (ut,. . . ,U,) E IRm, y E R, f and h are 
assumed to be polynomial i n  their  arguments.  Systems (1 )  are assumed to be 
universally  observable (see (3, 21) with external behavior  described by equations 
of the form 

where LO is a polynomial of ita argumenta. 

Defining the following  change of variable iji = -* , 1 5 i 5 n, then onecan 
write the following  generalized state space representation of system (1) which 
has the spccial form of a Cenemfized  Observabif i ly Canonical Porn [ I ,  5, 6 ,  71. 

d"'y 
dti-1 

2 



where 
A = (  0 + l )x (n - l )  o O ( n - l ) x ( l )  

3 Observer Synthesis 

Theorem 1: l'he  following  system 

I 1 es, + A T S ,  + S,A = @C 

is an  exponential  observer for system (3), where 0 E IR+ and So0 is a symmetric 
positive  definite  matrix,  and  the  following 

A 1) \y (t), to, 21,. . . , z7) is globally  Lipschitz with respect to t), and  uniformly 
with  respect to 20, 21,. . . , z7. 

A2) u and  their  derivativea  up  to n are  bounded. 

is assumed. 

Proofi Let z = fj - ij be  the  observation  error whose dynamics ¡e described by 

i = ( A  - S2'CTC)c + du 
di4 
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Consider the following  Lyapunov function 

V ( c )  = C T S d  

then, taking the derivative with  respect to  time dong the observation error 
dynamics, we get 

V ( c ( i ) )  5 -zev(c(i)) + 2J(i)S, 

Using the Schwarz inequality, we obtain 

4 An application to a Nonlinear  model 
I n  this section we apply the proposed  observer to the following single-output 
system which  represents a nonlinear  model with coeficiente in the field of real 
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nmnbers W which is considered as an ordinary diflerential field (constants). 

{ 
i.1 = z; 
i .2 = uz2 
Y = =I 

We  have 
z 1 - y = 0 ;  . ; - y = o  

wllich  shows that the system  is  universally  observable (2,3]. 

The external behavior of system (5) is 

6- 3ui  = O, 

As  well-known,  for  very  low  value of 0 either  the convergence rate is too slow or, 
even worth, the error  dynamica is unstable. This is  pictured in  Figure 1 where 
B = .01, and there was  no measurements  noise. 

When a reasonable  value of B is chosen  then the  oberver does well its job: see 
Figure 2 where theta = 5, and the measurements  noise standard  deviation is 
fixed to IO-‘ ,  which means that is corrupted by a noise of about 10%. 
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Abstract 

Based on techniques of the differential algebra an observer-based 
controller strategy for a class of nonli~lear system is proposed. The 
Ge~~eralizetl Observability Cat~onical For111 (GOCF) and the General- 
ized Controller Canonical Form (GCCF) itltrotlncetl by Fliess, are the 
maill iugredients i n  our approach. Our controller actually achieves 
both stability and tracking by linearizing the trackiug error. 

Keywords: DifTerential algebra, Exponential observer, stalilimtion,  Output 
tracking, Nordinear Systems. 

I Introduction 
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by M. Fliess that  the cliflerential  algelx-a is a natural  Inathematical tool for 
solving problems i n  nonlinear control theory. 

We treat  the stability  and output tracking proldems for nonlinear systems 
from the rlynamical feetllxck error linearization strategy. The approach is 
based on Fliess'generalizec-1  observal$li  ty  canonical  form (GOCF) and gen- 
eralized controller canonicd form (GCCF) wllich are easy  consequences of 
differential prinlitive element theorem [2,3,5]. 

The controller we propose is obtained by means of exact linearization of 
the tracking error clynanlics. I n  general i t  is  necessary to use an observer 
for the tracking error tlynatnlics i n  order to iluldement  sucll a controller. 
The observer we  use  is  high gain observer [6,7]. Finally, we check that  the 
separalion principle is satisfied: the overall system consisting of the plant 
and the observer-based controller is stable. 

This  note is organized as fr)llows: I n  section 11, we introduce some defini- 
tions and notation used i n  this ljaper. The stabilization and output; traclting 
proble~rls by means o f  an exponential observer, usirlg the tliflerential alge- 
braic  approach,  are dealt with i n  section 111. So~rle conclutlir~g re~narks will 
close the  paper. 

2 Basic Definitions 

We start this section introducing sonle defirlitiolls and  notation which are 
useful i n  this note (see [1,2,4]). 

Definitioll 1: A clilferential  field extension L / K  is given by two differential 
fielcls, IC and L,  sucll that: i) I( is a sul,feltl of L; i i)  the tlerivlttion of I( is 
the restriction to I( of the tlerivtxtion of L. 

Definition 2: Let u be a clilferential scalar incleter~llinate t x n d  let k be ,a 
differential field,  with derivation denoted by "- d 79 . 

dt 

A Dyrmmics is defined as a finitely generated tliíTerentially algebraic ex- 
tension G'/k(7r) o f  the dilTerenlia1  field k ( u ) ,  where k(u) denotes the rlilferen- 
tia1 field generated by k and the elements of a finite set u = (u1, . , . ,unt) 
of tlilferential quantities. 

2 
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Definition 4: Consider a sulset { u ,  y} of G i n  a dynalnics G/k(u). An 
element x. in G is said to be observable with respect to {u, y} i f  it is algebraic 
over k(u ,y) .  This means that :EO can be expressed as an algelxaic function 
of the  co~nponents of { u ,  y} ant1 a finite nunher of their tirrle derivatives. 
Tllerefwc, a state z is said to be algel~raically observable if and only if is 
algebraically ol~servttlAe will1 respect to { u ,  y}. 

Definition 5: A dynamics G / k ( u )  with output variatble y i n  G is said to be 
algebraically oljservdde i f  and only if any (generalized) state is so. 

Defining the following change o f  variable of the  form ti = - di--'< 1 i 
?L. 

dti- 1 

It; is clear that  the { ( i } y = ~  is a transcendence basis of G/IC(u) too. Hence 
a nonlinear generalization of the controller canonical  forrn is  given  by 

d<i - = 1 5 2 5 71 - 1 d t  (1 .4 

where D(., . . . , .) is a polynol~ial with coefficients in I(. If om can locally 

solve for - i n  (I .~I) ,  one olltains an explicit system of first order differential 4 9 8  

d t  

3 



equations, known as  the Gerumlixed Controller Canonicul Form (GCCF): 

for y a strictly positive integer. 

Now, let y be the scalar output  and let TL be  the slnallest integer such 
#'"y that - is algebraically dependent on 
dtft 

8"'g nu , u ,  -, . . * , dt"- (it 

Le. 

Defining the following change of variable v i  = -, d""y '1 5 i 5 71, then one 
can write a local state space representation which has the special form of a 
Cenemlizd Observability Canonical Form (GOCF) 

\bu 

y = 171 

for u a strictly positive integer. 

3 A differential  algebraic  approach to asymp- 
totic  stabilization and output tracking 

Consider the following  nonlinear systeln: 

j. = f(z,u,) 
y = /+y) 

4 



where x = (21,. . . , x ,L )  E IR", u = ( ~ 1 , .  . . ,u,,,,) E  IR"^, y E IR, f and h are 
assumed to be polynonlid i n  their argualents. System (3) is assumed to  be 
observable in the Diop-1~liess'Observabilit;y sense 11 j. 

d i -  y 
By defining f)i = - &i-I  ' 1 5 i 5 n locally, we obtain an explicit COCF of 

system (3) as following 

(3'.6) 

b) The  state coordinates 7fi of the system. 

The controller is supposecl to produce a scalar function u, which  locally 

Define an output tracking error fuuction e( t )  as the di1Ieretlce  between 
forces y to asy~nptc.)ti(:ttlly convergence towards yn(t). 

y ( t )  and sigtlal pn(t,): 

By definition, 7fi is equal to  the (i - 1)th  time derivative of y ( t ) ,  that is 
e( t )  = y@) - Y R ( t )  (4) 

7)i - = - di"y for 1 5 i 5 n. Then, we llave 
&i-1 ' 

5 



By requiring a linear time-invariant autonomous dynamics for the tracking 
error function: 

- + C ~ ~ F = O  n"e(t> 
dt?t i=O 

and by virtue of (5) and (6) ,  it follows that (7) may be  rewritten as 

that is 

This  scalar time-varying tlifTerentia1 equation implicitly  defines u, which ac- 
con~plishes asy~r~ptotic stal~ilization t , ~  zcro  for the tracking error, i n  a 111at11ler 
entirely prescribed 11y Llle set, of constant design coeflicients {ao, al ,  . . . , atb-l}. 

By defillitlg ei = , for 1 _< i 5 n ,  as colnponents of an error vector 
&'e(t,) 

n t i -  
e, we obtain 

dei 
nt; 
- = ei+lj 1 5 i < 7 ¿ " 1  (1 0.a) 

or in compact form 
de 
d t  
" - Fe 

(1 0.6) 

where 



o 1' ... 
F = (  O .  . . .  . . .  

*O 1 1 
-no -01 * . .  -al&- 1 

The origine, e = O,  is an equilibrium point for the traclting error dynamics 
(10). We assunne that  the solution I/. of  (12) is defined for. all time, and is 
bounded for ,211 I1011ndecl functions p ~ ( t )  which also exhibit bouncled deriva- 
tives. Note that  the  dynanlicd feedback controller depends 011 the  state 
vector of the tracking error dynaulics, wilicll should \ x  estimated by lneans 
of an observer. 

Now write systenn (10) as follows 

7 



Let 

and 7 ~ ;  be the olxerver-based control resulting from ~ ( 7 4 2 ,  yR(t), 2 ( t ) )  = O. 

the observation error, respectively, are given by 
The dyrlamics of 2( t )  and co = 2 ( t )  - e( t ) ,  the  estinlak tracking error  and 

where 

We assume that: 

A l )  + ( ~ ~ ( t ) , 2 ( t ) )  is locally  Lipschitzian i n  IIp” with respect to ~ ( 1 ) .  

A2) The signals u,e, y ~ ( t )  and  its derivatives up to n at least are bounded. 

Theorem: Let 71,s be the linearizing clynrzlnic state feedl)a& obtained from 
p ( u ~ ( t ) ,  yn(t)G(t)) = O. Suppose that assulnptions A l ,  A2 are satisfied. Then 
the closed 1001) systeul (3’) with <:ontrol 71,; is locally nsyn~l)lvt,icaIIy sl;td~Ie. 



with 
VI(i(t)) = GT(f,)Pi(t); VZ(EO(t)) = E;(t)S,Eo(t) 

where P and S- are  sylu~l~etric. positive definite matrices, and P is such that 
F ~ P  4- PF = -I. Let 11s show that v is a Lyayunov functjon for the system 
(E). Taking the derivative with respect to time, we have 

V I @ @ ) )  5' -crGT(t)Pi(t) -t- GT(t)Ps;'CTc€o(t) -t €;T(t)c'rcs;'Pe(t) 
V2(CO(t)) = -af;(t)&smE0(t) + 2f;s~(I~(&(t),€o(t)) - E;(t)CTCEO(t) 

for some comtant Q > O. 

ity, we obtain 
Denote by Ilzlls, the norm (xTSmz)1/2 arlcl'by  using the Schwarz inequal- 

for  some constant y. I t  follows that 

Finally, we get 

Hence, the solutions are of the form 

9 



4 An application to a Nonlinear Model 

Iil-om the differential prinlitive element z1 = x1 the followirlg relationship 
holds 

x1 = x1 = y 

{u,y} is a transcentlence basis i n  G / K ( u )  which represents the nonlinear 
dynamics given in (13) and the transcendence degree of G/ZC(u) is  given  by 
dotr G/I((u) = 2 and i ts  corresponding inverse. 

x 2  = ux2 = y (14) 

21 = 21 
22 

U 
x2 = -, u z o  



The  Jacobian  matrix of the  state coordinate  transformation (14) is  given by 

which is clearly nonsingular if u is different to zero. 
The GOCF €or the system (13) is then  obtained 

The corresponcling desired trajectory is  given  by: 

Defining the tracking error as e = g( t )  - gn(t) = x1 - v R ( t ) ,  one obtains 
based on the results of section 3 the systenl of  diíTerentia1 equation describing 
the tracking error clynamics as: 

where 

11 



The  system (16) is olxerval>le then we propose a nonlinear exponential ob- 
server [6,7] for the  estimation of the tracking error. 

Exact linearization of the tracking error dynamics can now be accomplished 
by equating  the last tlilferential equation ill (16) to a linear time invariant 
expression in the error coordinates (see (12)). . 

5 Numerical Simulations 
The observer,based controller strategy (18) has  been applied to tlle nonlinear 
moclel (13), the initial conditions for the system are 5'1 = 2 ,  5'2 = 1 and for 
the tlynarllical controller-olxerver were  chosen to be u = O. 

Figure 1 shows desired sinusoiclal trajectory y R ( t )  and tlle actual clynam- 
ical controlled response 2 1 .  

Figure 2 depicts the derivative reference trajectory %(t) and the result- 
ing actual clynamical controlled response x 2 .  The tracking error  asymptoti- 
cally  converges to zero. 

6 Concluding Remarks 
A n  observer-based controller has been proposed for a class of nonlinear sys- 
t em.  I n  particular, sufficient conditions have lxen given to guarantee the 
stability of the closetl-loop systell~ inclrltling the olxerver. Tllis result illus- 
trates the connections between the gain of the olxerver and  the gain of the 
controller. 
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On  Observers for Class o f  Blllnear Systems 
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Ahslracf - In thls note.  by means of  dlfferentlal 

algebra too ls ,  an  essentlal  result on the trrnsfrfed 

Generallzed  Observablllty  Csnonlcal  Form ( C m )  and an 

asynptotlc  nonllnear  observer for one-oullvt 

reconstructlble  blllnear  systems  are 8lven. 

Keywords: Dfffcrcntfaf prfnftlve cfcncnf,  lrrnsirlcd 

generalized obscrvabfffly crnonfcrf for., blffncrr 

sysfcns. 

l. Introduetlon 

An  Important problem In system  theory Is to 

estlmate the non-dlrectly  rccesslble  quantltler. the 

maln Issue Is the constructlon o f  an  observer uhlch. 

uslng  knouledge of the Inputs and outputs,  estlmatcr 

the non-dlrectly  accesslble  components o f  the state or 

the unknoun  structurll  parsmeters. 

Recently,  some  researchers  hnve  glven  Ideas  for 
the  constructlon of  asynptotlc  observers  for  blllne8r 

systems. Among them are  Ullllamson IlOl. Flless 13.41, 

Crasselll and  lsldorl 161. HannourI and Horalas 171. 

Zeltz 1111, etc. The central ldea Is to the 

constructlon o f  the observer  uslng some nonllnear 

canonlcal form. ln general, such methodologles  Involve 

the solutlon of  a set o f  partlrl  dlfferentlal  equatlonr 

(PDE) 1111. 

Departing  from a dlfferentlal  algebra  approach 

1 1 - 4 1 .  In this  note we address the synthesls o f  

ssymptot IC  observers  for a class o f  blllnear  systems. 

The dlffercntlml  algebra  approach allows sn easlcr UJY 

o f  deflnlng observrblllty and reconrtructlon  concepts 

l1.2.31. 

2. Strtement  of  the Problem. 

Let the lollwlng baslc deflnltlonr be consldered 131. 

Deflnltlen 1. A quantlty Ir sald to be 

reconrtructlble I f  rnd only I f  I t  can be obtrlned 8s a 

functlon of the Inputs and the outputs, and of  a flnltc 

nuaber of  thelr tlme derlvrtlves. 

The reconstructlon  problem qf a non-dlrectly 

rccerrlble guantlty can be seen as resultlng  from the 

outputs measurement and a flnlte number o f  thelr tlme 

derlvrtlves. In general  reconrtructlng  these tlme 

derlvstlver Ir very hard. lo overcome thls dlfflculty 

we search  an asymptotlc  observer. 

Deflnlllon 2. A aystcm Is Plcrrd-Vesslot (PV) I f  

and only If the kcu>-vector  space generated  by  the 

derlvrtlver of the set ( ('I p t O} has f lnlte 

dlmenrlon. In other  words, the kcu>-vector  space 

generated  by  the  derlvrtlver of  the above ret has  zero 

as dlfferentlal dlwnslon. 

Y '  

Let urn conslder  the  folloulng  blllnear  system (LE) 

class: 
m 

i - (Ao 4 1 Alul)~.  x a R". 
I 

Y - Cx. Y R. 

C113243-3/93/0000-0777 $1.00 0 1993 IEEE 



n 

where A ~ ,  0 S 1 S B. and C are rea l  matrlces of 

approprlate olre. Furthermore,  Suppose that (1) 1s 

reconstructlble. 

Remark 1. I t  I s  not  hard to prove that  all 

blllnear  systems are Pv 151. 
8 

Now, we pore the follobflw problem: 

Ir It porrlble to ryntherlzo UI 8SpptOtIC obrerver fo r  

tho  syrtea (117 

3. Cenerallzed  Obrervablllty  Canonlc8l Form (COCF). 

By the  differentla1  algebrrlc generalization O f  

the  Prlmltlve  Element  Theorem 121, there  exlstr an 

element and r) L O to bo  the mlnlmw Integer such that 

y"") Is analytlcally  dependent on i ,  y"),.. .. y . -(I)) 

u, u y  .... ; l.e., 

H(y'q*' l ,y 'q) , . .  ... y,  u. u ........ u")) - O. ( I )  

whlch  can be solved  locally 18: 

p o l )  - -Z(?, y(,', u. u (1) u"') . ..... ........ 

Let Q ,  - y , O S I s v. Then a local r t a t e  opaca -(lb 

form Is obtalned  uhlch can be wrltten as a COCF: 

eo - 6 1  

Q l  - Q, 

(I)-, - Q ,  

Y - Q o  

(2) 

c, - -Z(co*..  .. c,, u,...* u(7) ) 
- 

The  followlng  proporltlon sta ter  that  by an 

approprlate  cholce o f  the dlfforentlal  prlrltlvo 

element. It  1s posslble LO obtaln a f rJf lSjJfed Wf: 

. 
Propooltlon l. If tho BS I r  W ,  and tho 

dlfferentlal  prlmltlve  element Is chosen as a linear 

comblnatlon  of the r ta ter  and  the Inputs o f  the system 

(see 181): 

where u (u u=), and k<u> denotes the 

dlfforentlal  flold  generated by k and u. Then,  the BS 

clrrr ( 1 )  Is transformable l o  lhe followlng franslrlrd 

COCF: 

where ~ ( u )  Ir a nonllnear vector. The vector p(u) le 

the trmrlatlon vector o f  the COCF (2) .  1.0.. I f  p(u) = 

O. system (3) Is reduced to the GOCF (2). Moreover. the 

matrlx AU has I ts  entrles In k<u>: 

Proof. Let the ret { c. i!'. ... in-") be a flnlte 

dlfferontlal  lrrnrcendence  brslr  wlth ¿ " I ) -  Y *  ' " I )  

I S I S n. where  n O Is thp mlnlmua Integer ouch that 

y"' Ir dependent of  y. y'", ..... y . u, ...... 
Redeflnlng zi - c 1 S 1 S n. ylelds  (1-1) 

In-I) 

f, - 2 
1.1 

I s J s n - 1  

uhlch  can be reurltten as In ( 3 ) - ( 4 ) ,  along  wlth 

d u )  - IO o ... o. 

Remark 2. We 

COCF by means o f :  

where + Is a matrlx  ulth  entrles  In k<u>. Because  thls 

relatlon  depends on u, there exlst Inputs u for uhlch 9 

Ir singular. I f  u 1s an Input for uhlch (51  Is 

nonrlngulrr. then u 1s called a good lnpuf ( G I ) .  
m 

We have the followlng  result  on the existence o f  

an asyrptotlc  observer  for  the BS clams (1). 

.... . I I  , ........ 



Lema l. Consldcr the  reconstruct 

output  system (3). Then 

= Auz - Lu(y - y) 4 V(U) 

Ir an asymptotlc  observer,  where z Ir an e# 

ble slngle 

( 6 )  

lnate of z.  

Furthermore, the entrles of  the observer  galn  aatrlx Lo 

are In k<u>, and ( p ( t )  - z(t) l(  J u exp(-dt)  wlth 

constant 8 > O (8 Independent of the Input u). 
Proof. Dcflnlng the observatlon  error as 

e = z - z .  we have that - 2 - z. Subrtltutlon of  ( 3 )  

and ( 6 )  In the above  error  dynanlc  ylelds: 

I 

b - (AU + LUCIO 

Let us choose a constant natrlx K wlth o(K) c C-, where 

o(K) 1% the spectrum o f  the natrlx 1. If we ret 

Au 4 LuC = K .  then 

! . C = K - A a  ( 7 )  

and there Is a posltlve  constant d (Independent of  the 

Input u) such that Ie(t)I L u exp(-Qt). As C has 

constant  entrles. Lu must have Its  entrler In k<u>. 

Flnally, we ohall show that 17) has a t  l e a s t  one 

solutlon for Lu. I t  Is not  hard to see that  the 

characterlstlc  polynonlal of AU 4 Lac Ir glven by: 

. .  

An 4 aJ(Lu, u. C. . .. l An-J 
J . 8  

OJ = constant I S J J n 

(91 

be the characterlstlc polynomial o f  the  aatrlx t .  By 

natchlng the coefflclentr o f  (8) and ( 9 1 ,  and rolvlw 

for Lu we obtaln: 

C o r o l l a r y  1. Suppose that u Is a G I .  Then. 

dynamlcal  rysten ( 6 )  along wlth: 

x = i " ( 2 )  ( 

constitute an asymptotlc  observer for  the Bs class 

Proor. From proposlt  Ion 1 ,  ryrtem ( I  1 

I hr 

10) 

( I ) .  

Is 

transforarblo  to  the  tranrlated COCF ( 3 ) .  From lemma I ,  

( 6 )  Is an aryaptotlc observer for (31. Slnce  u Ir k G I ,  

the matrlx i In (51  Ir globally  Invertlble.  Hence,  the 

dynamlcal  ryatem (61 and ( I O )  generate  arymptotlc 

estlnates of  the states of the  syrtea ( I ) . ,  

5. tramp1 es. 

Exrnple S. 1. Consldcr the follovlng  chenlcal 

reactor aodel 191: 

It, = u(x - x, I - rx 
ka - - uxa 4 rxl I .  I 

where xI and xi denote  the reactant  and  product 

concentratlone,  rerpectlvely. The,lnput u corresponds 

to the Input-flow of reactant. r and X,, denote  klnetlc 

and reactor  parameters. For the  output y = xa, I t  Is 

easy to roe that the  ryrtea ( 1 1 )  Ir reconstructlble. 

From  the  dlffcrcntlrl  prlaltlve  cleaent zI = x2, 

I t  Ir derlved  the  follovlng relatlonshlp: 

2, = x 
2 

zl = rx - ux 
1 2 

uhlch transform syrtea I l l )  to the  translated 

(31, wlth A- glven  by 

O 1 

- (2u + r) 

?(U) = [ O J 
. . 

COCF 
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By lemma 1, I t  Is  porelble to construct an asymptotlc 

observer (61 for  syrtem (11 ) .  In fact,  thlr 10 attrlned 

by  chooslng  the  observer  galn  matrlx Lu - lLul LU2It In 
the  form: 

The elpenvalues  of  the  observer, AI and A2, are  related 

to 8, and 8, by: 

0, A, + A 2  82 

FlgUreS 1a.b shou Lho dynamlcr  of  the  roactor s t a t o r  x 

and  thelr  estlmater x.. Tho  Input uae takrn ar 

u(t) - 0.5 + O.ZSIn(O.1t); the reactor parametors took 

the  values r - 2.0 and xIe - 1.0. The obrerver 

elgenvalues  war  placed at -1.0 and -0.5. 

Example 5.2.  In order to show the  effect  of  the 

slngularltler of the  matrlx A In  the  obrervatlon 

dynamlcr, let us conrlder  tho folloulng myatem. uhlch 

Is reconrtructlble If u Ir a GI. 

k, - w 
2 

k ' W  
2 I 

y m x *  . 
As In  the above example. tho relatlonshlp 

ZI - x 
Za  ux2 

I 

transforms the ryster (13)  to tho COCF 13). Hence. 

(141 

and *(u) .I O. By  choorlnp  the  Ealn  aatrlx of the 

observer L am: 

we can construct an observer  In l e ~ a  1 .  Observe 

that  the dyna~lcs of the syrtt.u (13) In lhe COCF 1s not 

well deflned at u - O: the  system (13) Ir  not 

reconrtructlble. ASEWI that  the  Input u(t) - 1.0 + 

rInl2t) Ir appllod to (131. In order that ( 1 4 )  be  well 

deflned.  conrlder  the  folloulng 'regularlsatlon' u,(t) 

of the  Input u(t): 
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A NEW D I F F E R E N T I A L   A L G E B R A I C   A P P I W A C I 1  FOR. T H E  
E S T I M A T I O N  O F  THE STATE OF A C L A S S   O F   D I L I N E A R  
S Y S T E M S  

RAFAEL hfAIt'I'fNE7, GUICRRA 
D r p a r f a t n c n f o  d c  AIaf rmAf i ras  
f.'nivrr.ri¿ad Ar fn 'norna  A f r f r o p o l i f a n a  - l t f a p a l n p a  
A p a r f a d n  Pnsfal SS-5 .94 ,  Alirico DF 09.940, hlirico 
m a i l :  rafa'Qxanum.uan.mx 

1. Introdrlctiorl 

A system whose task is to give an estimation of the slate is  called  an  observer. 
A n  important probleru i n  system  theory  is 1.0 estimate t . l w  non-directly  accesible 
qunnt,ities using knowledge of the illputs and outputs througll an ol)server. 

A n  estimation of the state for linear systems is given  by tllc I,uenberger's observer 
wllile,  for  bilinear systems anti in  gcneral  for  nonlinear onm, the construction of 
observers is more diflicult. 

Recently, sotile authors have  given  some  ideas  for the  syntlmis or observers  design 
of IJiIinrar systcnls either by the tliff~rcntial geometric  virwpoint (tllcory mainly  due 
to Ilermann, Krener, lsitlori, Nijmeijcr, Van der S h a f t ,  Ganthier, Zeitz, Williamson, 
Levine, hlarino, ctc.) or by the algebraic  one  (introduced hy Fliess in  1986). The 
latter approach  is based on differrntial algebra and h a s ,  among other features, that 
of being alde to define  obscrval)ility [1,2] and, consequently,  gives an estimation of 
the slates thrcagh ohservers  design [S$] for systems rrpresented by  an arbitrary  set 
of algcbro-diffcrential cqu A t '  1011s. 

I n  this paper the observer  synlllesis  problrrn is atltlrcssed in the algebraic di- 
rection. W e  propose tile construction of an asymptotic nonlinear  observer for one- 
o\~t.pt~t. o1~serval)lc hilinrar systcrn. A n  application to a clmnical reactor model 
is given. 



2. Stntcnlcnt of t h o   P r o b l m ~  

We start with some I)asic cIcftnition.s  which  arc?  considered i n  [ I ] .  

Dcfinition 1: A dyttnrnic.9 is a finitcly  generated dill'rential algebraic extension 
G/k(u). This nwms that any clernent of G satisfies an algebraic tlillerential equation 
with coefTicknt.s which are ralional functions ovcr k i n  the components of u and a 
finite nurrthcr of t.llrir time clcrivativcs. 

Dcfinition 2: Let a s111)set { I I , ~ )  of G i n  n clynartlics G ' / k ( t r ) .  A n  elenrent in  G 
is said to be 06srr1~oble w i t h  n s p r r t  /o { 1 1 ,  y)  if it is algrbraic over k ( u ,  y). Therefore 
a state f is said to be obscrvnble if, and only if, it is observable with respect to 

t 11, Y).  

Definition 3: A dynamics G/k(tr)  with output y is said to be obsenrabk if, and 
only if, any state is so. 

IIere, the conccpt of observal)ilif.y IIIcalrs that tlw differential field extension 
G/k(u,  y) ia algebraic; tlrat is to say, that  the whole differential infornlation is con- 
tained i n  k(11,y).  

Let us  now consitlet the following nilillcar System Closs (BS): 

y = C t  Y E R  

where A i ,  O 5 i 5 m ,  13 and C are real matrices of appropriate size. Suppose 
that tlS ( I )  is observable i r 1  the 1)iop-Fliess' observability sense, and let us pose the 
following problem: is it possilh to syllthesize an asymptotic observer  for the system 
( I ) ?  The answer is yrs, and is  solved in  the  fourth section. 

3. Flicss'  local  gcncrnlizecl  observability  canonical form 

According to tire tllcorrln of tire differential prilnitive element there exists an ele- 
ment y and the snlallesf. integer sttch that y(") is algebraically dependent on y, 
y(1), . , . ,y(""),  u, u( ' ) ,  u( ' ) , . .  . , ¡.e., 

y(") = -C(y, . . . , y("), u ,  u('), . . . , N(')). (2) 

Let ti = y(i"), I _< i 5 u .   hen, we can  write a local state space representation 
ir1 the special form of a gctrcralization of the obscrvability canonical form.  Such a 
canonical form  is the COCF given  by: 



Propositio~~ 1: Lct the /IS (I) he givcrr. If the cfillbrcntial primitive element is 
chosen like: 

N m 

~=Coiti+C~j~j ai,Oj E ~ ( u )  
i i 

then the BS (I) is transforrnable to the 7hnsloledFlit~s’GOCF with o u f p u f , i n j e c f i o n  
given by: 

i = A U T +  v(u,y) 
y = C T  = T I ,  (4 )  

where ‘p(n, y) is a nodinear vector. 7he vector ‘p( 11, y) is tltr translabion vcctor of 
the GOCF and y denotes the output injccfion  in the trartslathn vector. Futhermorc, 
the nlatrix A, hM entries if1 k(u): 

Remttrk 1: In general, by choosing  an adequated dilferential primitive element, 
it is possible to transform a nonlinear  system of the form 

i = I(t) + US(.) 

I = h ( t )  
into the ” a n s l a f e d  Fliess’ GOCF with outpul injection (4) and a finite number of 
their time dcrivatives, ¡.e., 



4. Ol)scrvcr syrltllcaia 

A n  existcnce rcsull of an asytnptotic observer  for the HS Class ( 1 )  follows. 

Lcmrnn I: Corrsitlcr fhc obscrvalh single otrfptlt  system (4) .  T/JCII 

i = A,? - /,”(y - y) + V ( I I , Y )  (6) 

is nn aqyrrtptotic obscrrcr, wherr i is art rsfinla/e off .  Furthermore, the enthic.s of 
ohscrvcr’s gain m a t r i x  L, arc i n  ~ ( I I )  and [Ir([) - i ( f ) l l  5 vcxp(-bt) with conshnf.  
6 > o ,  6 indrpendent of the i ~ ~ p ~ t t .  

Remark 4: I f  the system (4 )  is linle-invariant, the observer  system (6) just 
mentioned  above is reduced to the  observer  system  given by Krener-lsidori [I]. 

Remark 5: An observer  can  be  easily  constructed  for the system (4*), that is: 

i = A,“,, ....( ,(.))f - L”(Y - Y) + $ 4 1 1 ,  Y, Y,. . . , Y(f’)). 

5. Application to A cllctnical reactor rnodel 

The following  two-dintensional single-input single-output system  represents a che- 
mical reactor model [7]: 

i l  = u(Ce - z I ) - r x l  
x2 = m 1  - u22 

Y = 2 2  
(8) 

. .. 



where p(u, y) is a norllirlcnr vector of  the GOCF antl y clenotes lhc output injcclion. 
If u and y = t l  arc known, 21 verifies 11 - y = O, b ~ r t  E’ does not  verify an 

algebraic diITercntiaI polynomial ovrr k ( u ,  y), tllell Z I  is universally observable, but 
x2 iJ not. 

From  Lcrnrrla 1 it is possiblc to construct all Itsytnplolic ol)servcr (6) for  Eystwn 
(8). ‘I’Ilis i s  attairlecl by  clloosing tIlc observer’s gain  matrix I,,, = [Lul, L U J T  in tile 
form: 

I,,,, = $1 + (211 + r). #I < O 
= -d9 - ( d q  + 211 + r)(211 t r), 1/‘2 > O. 

The dynamics  of the  reactor states t and their estimat.es te  are  shown in figures 1 
and 2.  T h e  input was taken as n ( f )  = 0.5 + 0.2sin(.l/); antl the reactor  paranleter 
values r = 2.0 antl Ce = 1.0. 

Remark 6: T h e  observer (6)-(7) has been tested nurnerically i n  t he  case of a 
clwrl~ical  reactor.  Applying  an  arbitrary o1)scrvcr pole placclrlent  an  exponential 
decaying in the  observation  error wa.. obtaillcd. 
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Abstract 

A diflerential  algebraic  approach  is p r o d  for the 
estimation of the stat- of a clam of hilinear  systems. A n  
observer i s  eaaily  constructed lor a single  output observ- 
able  bilinear  ryetern class (in the Diop-Fliesr' Obrervabil- 
ity sense). A n  application to a chcrnlcd reactor model is 
given. 

1. IttmaLurnb 

I\ system whose t a s k  is to give  an estimation of the slate is 
called an observer. A n  important problem in system  theory is to 
estimate the non-directly accesible quantities using ktlowldge of 
the inputs and outputs through  an observer. 

A n  esti~nation of the state for linear  systems is given by the 
Luenberger's  observer while for bilitlear  systems and  in generd 
for nonlinear  ones the construction of observas is more tlinicult. 

Recently, some  authors  have  given  some  ideas for jhe syn- 
thesis  or  observcrs design of bilinear systen~s either by the Dif- 
ferential geometric viewpoint (theory maidy due to Ilermann, 
Krener, Isidori, Nijmeijer, Van  der Schaft, Cauthier, Zeilz, 
Williamson,  Levine,  Mnrino, etc.) or by the algebrnic  one (in- 
troduced hy Flies i n  1986). The latter approach is bssed on 
diflerential algebra and has among other features of behg able 
to define  observability [1,2] and consequently giva an estimation 
of the  states through  Observers  Design [5,6] for systems repre- 
sented by  an arbitrary set of algebro-diflerentid equations. 

This paper is addressed i n  the algebraic direction. We pro- 
pose the construction of an asymptotic nonlinear  observer for 
one-outpllt observable  bilinear  system. A n  ap+ation to achern- 
ical reactor model is given. 

We start with  some basic ddinitionr which are consider&l in (I]. 
Definition 1. A Dynamics is o/inite/ygenemte¿ diflennfial 

algebraic  erfension G/k(u). This means  fhaf'any  element ofC 
eafisfiee an algebraic diflenntial equation with cocflcicnfs dich 
a n  rafional funcfione oaer k in fhc components of u and a jiniic 
number o/ their time deriwatiae~. 

Defltlition 1. L c f  a subset {uly) o/C in a dynamiu G/k(u). 
An elemcnl in  C w raid &o be observable wifh wspce: fa  ( u , ~ )  
i/ ii is algebraic oaer k(u,v), Thenfon a elate t L raid i o  be 
obsemable if and only i/ if is obserwable mifh nspect to ( u , ~ ) .  

Deflnition 3. A dynamics C/k(u) wifh oufpri y is said to 
be obseruable i/, and only  ih any slate is eo. 

Ilere,  the concept bf observability  means that the diferentid 
field  extension C/k(u,y) is algebraic; that is to say, that the' 
whole diferential  information is contained in +,y). 

Let us now, consider the following Bilinear Sysfem ctoee 
(BS): 

-2. m T  OF m 

0191-2216/93/$3.00 (B 1993 IEEE 735 

Systems: 

i = (Ao+  x A p i ) z  + Bu, t E R" 

y = Cr, U E R  
whcre Ai, O 5 i 5 m, B and C are real matrices of appropiate 
size. 

Suppose that BS ( I )  is observable in the Diop-Flias' Observ- 
ability sense, then let us pose the following  problem. 

Is it possible to syntllesize an asymptotic observer for the 
system (I)?. The answer is yes, and is  solved  in  tlre fourth 
section. 

3. lu€ss'h"- 

According to the theorem of the dillerential  primitive element 
there exists an eletnek y and let n also be the smallest integer 
snch that y(") is algelmically dependent on y,  y('), . . . , u, 

m 

4 (1) 

- 
u('), u('),. . . , ¡.e. : 

y(") = -L(y,.  . . , y(""),u, u(I), .. . ,u(')). (2) 

Let (f = y("'), 1 5 i 5 n. Then, we can  write a local state 
space representation in the special form of a generalization of 
the observability  canonical form. Such a canonical form is the 
GOCF given  by: 

(J = 6t1, l ( j S n - 1  

Y = ( 1 ;  

3 -L((, U, U'", 1 U(')) (3) 

further details on thin can be found  in (81. 
The following propwition states that by  an appropiatd choice 

of the diflerential  prinlitive  elenlent it is powible to obtain a 
trnnslafcd Fliess' COW with output injection 

Proposition l. Let the DS ( I )  be given. If the diKerential 
primitive elanent is dlwen like: 

n m 
Y = Coir, t C B j u i  UiPBj E k(u) 

I j 

then the DS ( I )  is transformable to the tramlate¿ Flied GOCF 
with outpuf injection given by: 

f Awr t'p(U,y) 
y C S  u S:, + (4) 

where cp(u,v) is a nonlinear  vector. The vector rp(u,y) is the 
translation vector or the GOCF and y denotes the output i n j e -  
lion in the translation vector. Rlhermore, the matrix Am has 
ib entries in  k(u). 

r o  1 

m 

-... .. - . .." .. " 



Remark 1. In  general, choosing an adequated  dillererltial 
primitive elcmeut it is  possible to transform a nonlinear  system 
of the form: 

i. = !(x) -I ug(z) 
Y = h ( l )  

into the franslolrd Flies' GUCF with oufpuf irrjccfiotl 141 and a 
finite number of their time derivatives, ¡.c. : 

+ = ,..., v(*))T t P(u,Y'Y,.  ,Y'")), P < 
Y = TI 

(4,) 

where A( m,",,.,," and ~ ( 1 1 ,  y,. . . ,y(")) arc given by 

O 
O 

cp(u,y,  ...,y('*)) = 
O . g(u, u,. . . ,u(+, y , .  . . ,y(*)) . I 

Remark 2. We  can take the OS( 1) into a franslafcd Fl ied  

I = Qz (5) 
GOCF by means of 

where 0 is a matrix with entries in  k(u) (see [S]). 
I 

As a last definition we have: 
Definition 4. If u is an input to the system for which (5) is 

nonsingular  then u is called a good  input (GI). 
Actually, we  work  with good inputs (GI). 
Remark 3. For a observable BS class (4) in  the Diop-Fliess' 

Observability sense any state T is observable with respect to 
(u,y), in other words r is algebraic dillerentially over k(u,y). 

I 
An existence result of an asymptotic observer for the DS Class 

(1) follows. 
4. - 

with coellicients in the field of real  numbers R, which ir consid- 
ered bs an ordinary  differential field (of constants). 

In (8) rI and t a  denote the reactant and  product concentrs- 
tions  respectivcly. The input u corresponds to the input-flow of 
reactant r and C. denote kinetic and reactor parameters. 

For the output y = ra it is not hard to uee that the system 
(8) is observable in the Diop-Flied Observability  sense if u, and 
y = ry are measured  then rI and r, verify: 2) - y = O and 
r q  - i - uy = O. 

Hence k(u,y,t) is integral  over k(u,v), and tl and 12 are 
universally  observable [2,3]. The external behavior with  respect 
to u and y is  described by the following equation (31: 

i + (2u + r)i t (u' + ru t G)P - ruC, = O. 

From the diflerential  primitive  element zI = t a  the following 
relationship 

XI = t t  
t a  = rfl - uta 

holds, which transforms system (8) into the franslofed Fliess' 
GOCF with oufput injecfion where A, and cp(u,y) are given 
respectively by: 

where cp(u,y) is a nonlinear  vector of  the COCF and y denotea 
the oufpaf injection. 

If u, and y = tl are known tl vcrify rI - y  = O, but 12 does 
not  verify an algebraic dillerentid Polynomial  over k(u, y). then 
2 1  is  universally  observable,  but 21 is not. 

By lemma I ,  it is possible to construct an asymptotic observer 
(6) for system (8). This is attained by  choosing the observa's 
gain matrix L, = [L.,, , L,]' in the form: 

L., = $1 + (2u t r), $1 < O 
L ,  = -& - (41 t 2u t rM2u t 4 ,  h > O. 

Lemma 1. Collsider the observable  single output system 
.. ,. . ~ 

(Ir). Then Remark 6. The  observa (6)-(7) has  been tested numai- 
+ = A M +  - L,(y - P) t c~(u,Y) (S) cally in  the CMC of a dlemical reactor (see [S]). Applying an 

is  an asymptotic observer, where i is  an estimate of r. hrther- arbitrary observer  pole  placement an exponential  decaying in 

more, the entries of observer's  gain matrix L. are in k(u) and the observation error was obtained. 

Ilr(f) - +(f)ll 5 vexp(-&) with constant 6 > O, 6 independent REFERENCES. , I  

of  the input (see [GI). [I] Diop, S. and Fliam, M., 'Nonlinear olserwabiIity, idcnfijia-. . bilifu, and persistent frajccforid. IEEE Proc. 30''. Cod. DCC. 
I 

Remark 4. A n  observer  can be easily constructed for the 
system (de), that is: 

+ = A(",",...&))+ - L.(Y - i) t cp(u,y,i, * ,by 
I 

Corollnry 1. Suppmc that u is a GI. Then,  the dynamid 

2 = Q"r (7) 

constitute an asyulptotic observer for the DS class (1) (em [GI). 
I 

system (6) along with: 

Finally, we present an application. 
6. &N APP- TO A ., 

The following tw~dimcnsiond single-input singlooutput sys- 
tem represents a chemical reactor model 171 

it = u(C.-q) - r q  
i.2 = rrl - t t r a  
Y = =Y 

(8) 
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uhlch can be solved locally as: 

Y - ( V I B  - -f(y, . . . . , y t w  , u. u , . . . . . . , u"') ( 0  

Let E,  s ; ' I ) ,  O S I S r). Then a local state  space 

form 1s obtalned whlch can be seen as a WCF: 

Eo * € 1  

- 
Y " E o  

?he folloulng proposltlon elales Chal  by at\ 

adequale cllolce of lhe dlfleret~tlal prlmlllve clemenl, 

I t  Is posslble to arrlve lo a franslafed COCT: 

rroposltlon 1. I f  the 6S le FV. awl I f  the 

dlfferentlal prlnltlve element Is chosen as a lltlear 

comblnsllon o f  llle states  and the Inputs or the system: 

A . r  [ O 
-(u,. . . , Ut')) 7 

W 
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. Abatrmct 

A dillerential algebraic approach k propaed for  the 
atimdon of the rtalc of a clan d bilinear ayalcmr. An 
exponenliai observer k e u i l y  conatrucled for a Dingle 
output obmervable bilinear ryatam clam (in the Diop- 
Fiier'Obserrabilily wnn). An  application lo  a chem- 
ical reactor model Ir &inn. 

1 . ~ ~ ~ ~ ~  An  important prohiem in  clyatem theory ir 
to estimate the non directly accesible  quanliUea. A ayalcm 
whome tank la  to given an ettimation of these qeanlitiw ir 
called an obrcrver. An ntimatlon of the atale for linear aya- 
terns la given  by the Luenberger'a observer while lor bilinear 
ryatems and In general for nonlinear onw the conalruclion of 
obrervera i a  more dillicull. 

Recently, aome authora  have  given rome idem for the r ~ u -  
t h d t  obrerver of bilinear ryatema either by the differentid 
geometric viewpoint (theory mdniy due lo Iiermann, Krener, 
Iddwi, Van  der Schdt, NijmeiJer, Uauthler, llunmouri 1431, 
7,&r, Wiiliunaon, Levine, Mnrino, etcb) or by the dgebrdc 
one'(in1roduced by Fliws in  1986). The latter approach Ir 
bwed on  the dillcrentid algebra  and haa among other feature8 
of being  able to deAne obrervability [I,2] and conaquently 
6iVW estimation of the rtatn through obrervera  design [6,7l for 
#ymtem# reprmented by m arbitruy ret of dgebro-diflerentid 
equation#. 

Tblr paper it addreamed in  the dgebrdc direction. We 
propom the conatruction of an exponential nonlinear observer 
for one-output obaervable bilinear tyatem. An application 10 
a chemicri reactor  modei 11 giWn. 
2 . ~ ~ ~ ~ ~ g r _ T ~ a l E l u .  w e  atart with rome bmic 
definitiona which are contidered in 111. 
Dennition 2.1. A Dpamier ir a  finifefy  penemfed difler- 
enfiaf  algebraic esfetuion C/k(u). Thir meanr fhaf anv d e -  . 
ment o/C ratinper an olgebmic diflcmnfiof quafion a' fh  me/- 
jicienfr which are mfionaf /uncfionr ouer k in fhe componerrfr 
01 (I and a F n i k  number o/ their lime deriwfiuer. 
Dellnition 2.2. L e f  a rubrcf (w,y) o/ C in a dynomier 
G/k(m). An efcmenf in C tr raid fo be obserwbfe dfh m- 
sped lo (uly) i/ i f  ir ofgcbmie ower k(u, y). Therefore a rfok 
I ir raid lo be obrerwbfe i/ and onfy if if ir obrerwbfe wifh 

Dellnition 2.3. A Dynamicr G/&(a) d f h  oufpuf y ir raid lo 
be obrcroabfe i/ arad onfy i/ any rfak ir IO. 

IIcre, the  concept ofobrernbility  mana  that the differen- 
lid field extention C/&(u, y) ¡a algebrdc; that ir to my, that 
the whole dillerential Inlormation la  contdned In k(u,y). 

in1 ut now,  conalder the ldiorrlng Dilinear Syatem  SI 

rrupef lo (u,y). 

(!PC): 

m * = ( A o t  ~ A I U I ) Z  t nu, X E R" 

y = Cx t Du. YER 
I (1) 
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where Ai ,  O i m ,  B,C and D are red malrlcea or appro- 
priate ri te. 

Suppae  that nS (1) it obeervrble in  the Diop-Fliwa'Ob- 
oervabillty renre,  then let ua par the Inliming prohiem. 

Ir i t  portible to ainthaim UI exponenUd  obaerver for the 
ryrtem (l)? The  anclnr It  ye^, and Ir add in  the fourth 
teclion. 
s. E k m $ L w u l L a n m L i & ~ U n ~ m  

!aQJmALi3lLL 
According to the theorem of the dlllerenlid  primitive element 
there d a t a  M eierhent y and let n dm be the ~rndlwl integer 
auch that ir dgebraicdly dependent  on y, y('), . . . , y('"'), 
m , d 1 ) ,  u('), . . . , Le.: 

y(") = -C(y,. . . , y("),u,df),. . . ,dl)). (2) 

LC1 P 1 5 i n. Then, we caa write a local alate 
rpace  reprcrentaUon in the a p d d  form of a generalization of 
the ohnervability canonid form. Such a canonicd form ir tbe 
OOCF glwn by: 

il = t¶ 
i* = t 3  

further detalit on thia u n  be  found in 191. 
The Idlorring  proporillon alates that by ao appropriate 

choice of the differentid primitive clement it  la  praiblr lo ob- 
tdn a l h n r f a l d  F7icrr'Genemlizef  Obsenmbilify Canonial 
Fbrm a'fh oatfpuf injrcfion. 
Proporition 3.1 1.d fhe BS (1) be piocn. // fhe diJennfial 
pritnifioc clemenf ir chosen like: 

Y = $w t C h ,  OI,Pj E w 
m 

I I 

d c r e  u = (ut, , ..,u,) and &((I) denofer the diJerenfial field 
genemfed by k and u. Then fhe DS (I) ir fmnr/orrnabfe fo fhe 
TCOCF uifh oufpuf injdion giwn by: 

where Cp(w, y) ir a nonlinmr mfor.  f i e  vector d u ,  y) ir the 
fmnrlafion oecfor o/ fhe COCF an¿ y denofer fhe oufput in- 
fafion  in the fmnrfafion  oecfor. firthemore, the mal& A. 
lor ifr entrier in &(u). 
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i 1 2ry -t. 2rsy .t. uy - uCe a (I 

i 1 2 r q  + I I ~  - uCe m O 
llenes k(u, g,z)  In intrgrd over k(u, y) and rI and 21 are 

From the dllTerential prindtlve clamant 11 n rI - ra thr 
univerrally observable ( 2 4 .  

following relatlonrhip 

21 = ?I  - X )  

r) = uCe - xl(u +2r) i- us) 

holds, which tcansforrn: ayrtem (9) into the TCOCF withobt- 
put  injection where A. nnd y(u,v) are given rerpectivdy by: 

where d u ,  y) Is a nnnlinew vector of the GOCF and y deaotu 
the outpcct injection. 

I ly   inrnmr 1.1 it ir possible to cnnstruct an exponential 
ohserver Ea for :yetem (9). l h i r  la attilined  by choosing an 
observer'# gain matrix S appropriate. 
Remark 3. The observer (7)-(8) has heen  tested nclrnerlcdly 
in  the c m  of a chernical reactor. Applying the observer': gain 
matrix adeqnated  nn exponrntld deraying i n  the observation 
error Ir obtalned. 
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Anexo I 
<<Some Results About Nonlinear  Observer for a Class of Bilinear 
Systems>> 
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Anexo J 
<<Observer  Synthesis for a Class of Bilinear Systems>> 

R. Martinez-Guerra 
en Conference on Communication Control and Computing, pp 523- 
524, 1994. 

153 



tl~en the 11s (1) is translorn1nlJle to the 7'COCP with oulptrf injccfion given by: 

r O 1 

523 



Lemma 1. Consicter the observal)le single output rystem (2). Then 

wi th  roellicients in  the field of real nunrIJerr n, wllich ir consiclered as an ordinary direr- 
ential field. In (6) zl and za denote llre reactant and product concentralions respectively. 
1l1e input u corresponclr to the input.flow of reactant r and C. denote kinetic and reactor 
parameters. 

If u,  and y = 2) + u are measured  then tl and za verify: t a  - f u = O and 
rrl - - uy t u' + u = O. llence k(u,y,z) ir integral over k ( u , y ) ,  and tl and are 
trnivcrsally observable [Z,Oj. 

'l'l~e system (6) is carried out into tlm TCOCF (2) with outpd itljeclion by means of 

the dillerential prinrilive elenlent tl = Z,+tt. Wlwc A,  and cp(u,y) arc gives respectively 

This ir a t l a i n d  hy clloosing the ollserver's gain matrix L, = [L,,, LvrlT in Ll~e forlll: 
. .  

L,, = +I t (2u t r), $1 < O 
L., = -$a - ( d l  t 2u + r)(2u t r), +a > O. 

Remark 1. The observer (4)-(5) has h e n  teated  nusnerically  in the CMC of a cllanicsl 
reactor. Applying a11 arbitrary observer pole placement an exponential decaying in the 
observation error is obtninecl. 
4" 
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Anexo K 
<<Inmersibn de un Sistema no Lineal y Construcción de un Obser- 
vador no Lineal para un Sistema TPA> 

R. Martinez-Guerra 
en Congreso Latinoamericano de Control Automático, Habana, 
Cuba, pp 251-255, 1992. 
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Inmersidn de un sistema no lineal 
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Abstract 

' (I): 

.l. 2 61 
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donde: 

1 '  

I r .  . 
?I 0 1 0  o o o o 

?, = n o 0  o I o o 
?r o 0 0  n o I o 
Jn O 0 0  o o o 1 
ti; . 0 0 0 0 " C F  I? 

t 0 0 0  I o o o 
0 0 1  o o O' o 
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