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Observadores para una Clase de Sistemas Bilineales:
Una Aproximacién Diferencial Algebraica

Resumen.- En el presente trabajo, una nueva aproximacion diferencial alge-
braica es implementada o utilizada para tratar el problema de construccién
o sintesis de observadores para una clase de sistemas bilineales (CSB), los
cuales pueden ser transformables a una forma canénica no lineal denomi-
nada Forma Candnica de Observabilidad Generalizada (FCOG Trasladada)
Trasladada, cuyo término de traslacién es dado en forma general por una
matriz no lineal con inyeccién de la salida [MA, DE1]} (caso multivariable
FCOG Multisalida Trasladada) y de una forma mas particular, estos son
tranformables a un sistema lineal observable variante en el tiempo [DI3, FL],
[DI4, FL] (en el sentido de observabilidad dado por Diop y Fliess), formado
por un vector de traslacion el cual es no lineal y depende solamente de la en-
trada y derivadas de esta (caso monovariable) [MA, ALI}, [MA, AL2], [MA1],
[MAZ2].

Mostramos aqui que la clase de sistemas bilineales dada, puede ser llevada,
mediante una transformacién de coordenadas a una FCOG Trasladada o a
una FCOG Multisalida Trasladada. Dicha transformacién de coordenadas
es dada por el elemento primitivo diferencial, el cual es presentado como
una combinacién lineal de los estados y una combinacién lineal de las en-
tradas [MA, DE1], [MA, DE2], [MA, DE3|, cuyos coeficientes son funciones
meromorfas que pertenecen a un campo diferencial de base dado. Tal trans-
formacién es sugerida gracias al andlogo diferencial del elemento primitivo
[FL1], permitiendo proporcionar con ello una forma explicita del cambio de
coordenadas. El elemento primitivo diferencial es elegido de dos formas en
el caso multivariable. Por otra parte, se proponen dos tipos de observadores
para una clase de sistemas bilineales.

Un observador tipo Kalman, el cual es una copia del sistema original mas
un término correctivo que depende del sistema observable transformado y
de un pardmetro que determina la velocidad de convergencia del observador,
este observador es obtenido a partir de la minimizacién de un criterio de
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tipo cuadrdtico [BO, CO, CE]. Un segundo observador tipo Luenberger, es
propuesto con ganancia variante en el tiempo, el cual también es una copia del
sistema, con una matriz de ganancia que pondera el error de salida. Dicha
matriz depende de las entradas y derivadas de ésta [MA1l]. Se establece
aqui, de manera general, como pueden ser halladas tales ganancias las cuales
aseguran que el error converge asintoticamente a cero.

Se establece una extensién de la sintesis de observadores a otros sistemas
bilineales (sistemas bilineales modulo una inyeccién de salida). Se construye
un observador-controlador basado en herramientas de dlgebra diferencial para,
resolver el problema de seguimiento en sistemas bilineales (SB). Esta ley
de control obtenida mediante la Forma Canénica Controlador Generalizada
dada por Fliess (FCCG), es una ley de control estabilizante que depende de
la estimacién de los errores de seguimiento y de sus derivadas. Para ello es
introducido un observador (dada la FCOG). Posteriormente, se propone la
extensién de estos resultados a una clase mds amplia de sistemas no lineales.
Y finalmente, se muestran algunos ejemplos de aplicacién en los cuales se
ilustran estas técnicas.
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Introduccion

Normalmente, cuando se trata de aplicar una estrategia de control a un sis-
tema cualquiera, llega a ser frecuentemente necesario reconstruir el estado
de este sistema. Sin embargo, enfrentamos algunas dificultades: por ejemplo
la utilizacién de sensores o medidores para conocer los valores de estas vari-
ables de estado, puede resultar dificil o incluso imposible; o cuando utilizamos
una representacion en variables de estado, estas variables pueden representar
magnitudes no medibles, las cuales pueden no tener significado fisico. Es por
eso que la estimacién de estas variables llega a ser importante y es asi como
la teoria de observadores puede contribuir a resolver este problema.

Un observador es un sistema dindmico auxiliar, que permite estimar el
estado desconocido de otro sistema, a partir de la informacién de la entrada
y de la salida de este sistema de otra forma, la sintesis de un observador la
podemos explicar de la siguiente manera:

Dado un sistema X descrito mediante ecuaciones diferenciales y una funcién
de salida. Construimos otro sistema O que tiene como entradas la entrada
u(t) y la salida y(t) del sistema original X, y tiene como salida una estimacién
del estado z(t) del sistema original 3. Este nuevo sistema O es denominado
un observador para el sistema Y.

La nocién de observabilidad esta ligada a la reconstruccién del estado.
Es una condicién suficiente para la reconstruccién del estado en el caso de
sistemas lineales.

Existen casos bien conocidos concernientes a la sintesis de observadores,
por ejemplo:

i) El observador de Luenberger [LU1]
ii) El observador de Kalman [KA, BU]

En 1963, Luenberger estudié la teorfa de observadores para la reconstruc-
cién del estado de sistemas dindmicos lineales con coeficientes constantes. La
utilizacién de observadores y su relacién con los principales conceptos de la
teoria de sistemas hacen de la teoria de observadores un 4rea de investigacion
muy importante. Kalman introdujo los métodos de variables de estado y es
asf como aparece la teorfa de observadores para los sistemas causales multi-
variables.




Un sistema es observable si y solamente si a partir de observaciones de
la salida y de la entrada podemos reconstruir el estado inicial del sistema.
(Daremos m4s tarde, la formulacién matemstica de este concepto).

Cuando consideramos una clase de sistemas bilineales dada, la construccion
de un observador no es evidente. Podemos distinguir dos clases de sistemas;
aquellos que son observables para toda entrada y aquellos que tienen entradas
singulares (es decir, entradas que hacen que el sistema sea inobservable i.e.
“malas entradas”). Cuando deseamos construir un observador, las malas en-
tradas (entradas singulares) son evidentemente molestas: ellas constituyen el
problema de singularidad. La ausencia de singularidad explica que podemos,
en el caso de sistemas lineales construir observadores asintéticos (con veloci-
dad de convergencia arbitraria en la estimacién), estos son los observadores
clasicos de Kalman y Luenberger.

Para aquellos sistemas los cuales son observables para toda entrada, los
primeros resultados obtenidos conducen al caso donde la clase de sistemas
bilineales puede ser transformable a un sistema lineal observable variante en
el tiempo, médulo una inyeccién de la salida.

Para el caso de sistemas no lineales, la nocién de observabilidad se encuen-
tra ligada a las entradas u(t), es decir, para un sistema no lineal observable,
ciertas entradas u(t) no permiten observar toda pareja de puntos del espa-
cio de estados con lo cual podemos hablar entonces acerca del concepto de
entradas “singulares”. Estas malas entradas complican la sintesis del obser-
vador en el caso no lineal. Luego entonces, es interesante conocer o describir
estas entradas, a fin de evitar su aplicacién sobre el sistema original.

El estudio de sistemas bilineales es de gran importancia practica, ya que
muchos sistemas (ecoldgicos, reactores nucleares, petroquimica, etc.) son
modelados bajo esta forma. Los sistemas bilineales son los mds simples de
los sistemas no lineales. Estudios recientes [BO, CO, CE] [GA, KA] han
mostrado que bajo una transformacién no lineal (por ejemplo: via inmersién
[LE, MAR] [MA3], inyeccién de la salida, etc.) podemos representar un
sistema no lineal por un sistema bilineal (Eventualmente de dimensién su-
perior al sistema inicial en el caso de inmersién) y reconstruir el estado del
sistema no lineal a partir del observador del sistema bilineal. Es por tanto
fundamental el estudio de sistemas bilineales.




En el presente trabajo, la clase de sistemas bilineales considerada, est4
representada por:

Y1 :t:(Ao+"ZlAiui)x+Bu .’L‘ERn, ueR™
y=Cz+ Du y€ERP

donde A;, 0 <i<m,B,Cy D son matrices de dimensiones apropiadas.
Esta clase de sistemas puede ser transformada en la siguiente clase de
sistemas representada por ¥, [MAZ2].

Yo: 2= A2+ o(u,y)
y=0Cz

Y, es observable independientemente del valor de la entrada u si y solamente
si z es observable con respecto a {u,y} i.e., 2 es algebraico sobre K(u,y) (2
satisface una ecuacidn diferencial algebraica sobre K(u,y)).

Tomando en cuenta que Y5 es observable, podemos encontrar L, tal que
la expresion matricial (A, — L, C) tenga su espectro en el semiplano izquierdo
complejo (6(A,— L,C) C C™). Entonces obtenemos un polinomio diferencial
algebraico en pu;, u y derivadas de la entrada:

Lu:Bj_p(uja’u”u"')v IS]SH, IBJ': Cte’

donde p(uj,u,%...) es un polinomio diferencial algebraico en K{(u) y p; =
{Lu;y1 < i< g}

Con esta seleccién de L,, se puede disefiar un observador exponencial
dado por:

(Oh 2= A +o(u,y) — Lu(y —9)

Sin embargo, se puede proponer otro observador, el cual es tipo Kalman.
Este puede ser descrito como:

(), 2 = Au+o(u,y)—ST'CT[Cs -y
S = —6S—ATS-SA.+CTC

donde @ es una constante estrictamente positiva y 2 converge exponencial-
mente a 2(t) cuando ¢ tiende al infinito (¢ — o00).
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Algunos autores han trabajado sobre el desarrollo de estimadores de es-
tado para clases restringidas de sistemas no lineales, ya sea desde el punto de
vista geométrico (Teorfa debida principalmente a Hermann, Krener, Isidori,
Van der Schaft, Nijmeijer, Gauthier, Bornard, Hammouri, Zeitz, Williamson,
Levine y Marino) o desde el punto de vista algebraico (Introducido por Fliess
en 1986). Esta ultima aproximacién estd basada en el Algebra Diferencial
[FL5] con la cual se pretende capturar la naturaleza algebraica del concepto
de observabilidad. Trabajos preliminares en esta direccién ya han sido pu-
blicados [FL2], [PO], [GL}].

En [KR, IS], y [KR, RE] los autores caracterizaron los sistemas bilineales
y en general a los no lineales. Estos mediante un difeomorfismo son llevados
a alguna forma candnica del tipo dado en X,.

Para los sistemas bilineales podemos encontrar observadores asintéticos,
en ciertos casos: trabajos de Hara-Furuta [HA, FU] y Funahashi [FUN] por
ejemplo. En estos articulos, ciertas condiciones suficientes garantizan la con-
vergencia asintética del error de estimacion.

En [WI] Williamson muestra que los sistemas bilineales, no teniendo en-
tradas singulares, poseen una forma canénica de observabilidad, esto le per-
mite dar un observador que toma en cuenta esta estructura. La generaliza-
cién de este resultado a sistemas no lineales observables para toda entrada
fue dada por Gauthier J.P. y G. Bornard [GA, BO].

Recientemente en [GA, HM, OT], los autores muestran utilizando esta
forma canénica que estos sistemas poseen un observador de alta ganancia.
Esta extension a sistemas observables para toda entrada (caso multivariable)
fue discutido en [BO, HM].

Los sistemas afines en el estado, médulo una inyeccién de la salida, tienen
en forma general entradas singulares, esto es, entradas que hacen que los
sistemas sean inobservables. A pesar de este hecho, existen observadores que
funcionan para una cierta clase de entradas. Estos observadores son una
adaptacion del filtro de Kalman en el caso determinista.

Nuestra contribucién en la presente memoria se sitia en los siguientes
puntos:
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. Introduccién de un nuevo enfoque diferencial algebraico para la con-
struccién de observadores, que permite caraterizar la clase de sistemas
bilineales transformables a sistemas afines en el estado, médulo una
inyeccién de salida (FCOG trasladada.).

. Establecemos un resultado sobre la generalizacién de la forma canénica
de observabilidad generalizada trasladada con inyeccién de la salida
para el caso multivariable (Multi-entrada, Multi-salida).

. Caracterizacién explicita sobre el tipo de transformacién de coorde-
nadas (utilizando el elemento primitivo diferencial) empleada para lle-
var a esta clase de sistemas bilineales (CSB) a la forma candnica de ob-
servabilidad generalizada trasladada Multientrada-Multisalida, médulo
una inyeccién de salida (Caso Monovariable y Caso Multivariable).

. Proponemos dos tipos de observadores: un observador tipo Kalman (de
alta ganancia), y un observador tipo Luenberger, cuyas ganancias son
variantes en el tiempo.

. Basado en herramientas del algebra diferencial, una ley de control
es construida para resolver los problemas de seguimiento y estabi-
lizacién (local) introduciendo un observador para estimar el error de
seguimiento y derivadas de este.

. Extensién de estas técnicas a una clase mds amplia de sistemas no
lineales, dando algunas aplicaciones de esta técnica a algunos modelos,
por ejemplo a reactores quimicos.

Este trabajo est4 organizado de la siguiente manera.:

El primer Capitulo estd dedicado a dar algunos conceptos y definiciones

elementales del dlgebra diferencial, necesarios para la comprensién de los
capitulos posteriores. En el Capitulo II, dada la definicién de una dindmica
no lineal en funcién de extensiones diferencialmente algebraicas finitamente
generadas con determinada salida, establecemos el concepto de observabili-
dad algebraica.

En el Capitulo III se introduce el concepto de Forma Candnica de Ob-

servabilidad Generalizada (FCOG) caso monovariable y caso multivariable.
En el Capitulo IV, proponemos la sintesis de dos observadores un observador
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tipo Kalman y un observador tipo Luenberger con ganancias variantes en
el tiempo, para la estimacién del estado de una clase de sistemas bilineal.
En el Capitulo V implementamos un observador-controlador para resolver
los problemas de seguimiento y estabilizacién (local). Y finalmente, en el
Capitulo VI, se extiende el problema de sintesis de observadores para una
clase mds amplia de sistemas no lineales.
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Capitulo I
Algebra Diferencial

I.1. Imntroduccién

Este capitulo presenta algunas definiciones basicas del dlgebra diferencial e
ideas de base sobre las cuales se fundamenta este trabajo.

La utilizacién de las técnicas del dlgebra diferencial toman cada vez més
importancia en Control Automatico, es por ello que juzgamos necesario no
solo recordar los elementos de este lenguaje que nos son itiles, sino que nos va
a servir practicamente como un lenguaje descriptivo para las demostraciones
de diferentes lemas y corolarios que se relacionan con esta teorfa. Articulos
u obras especializadas en el tema son dadas en [RI2], [KO], [DI2].

El Algebra diferencial es una teoria de Estructuras que generaliza de cierta
forma aquellas ya largamente utilizadas en las matemadticas tradicionales y
sus aplicaciones. Estas estructuras algebraicas son: anillo, campo, mddulo,
espacio vectorial, etc. ver por ejemplo [BOU].

Las estucturas algebraicas diferenciales elementales son esencialmente
anillos diferenciales, campos diferenciales, etcétera. FEstas poseen estruc-
turas subyacentes que son estructuras algebraicas usuales correspondientes.
Su construccién obedece al esquema general siguiente: afadimos opera-
ciones a las estructuras subyacentes, esto es, leyes suplementarias tales como
derivacién sujetas a algunos axiomas de coherencia, obteniendo asi estucturas
mas ricas, pero también mds complejas.

Las palabras clave en este capitulo son los polinomios diferenciales, su
manipulacién, asf como las estructuras algebraicas diferenciales elementales
tales como: anillos diferenciales, campos diferenciales, extensiones diferen-
ciales, etcétera.
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I.2 Elementos de Algebra Diferencial
I1.2.1 Nocién de Extensién de Campo. Algebraica y trascendente,

Subcampo, Extensiéon de Campos

Definicién. Sea K un campo, un subcampo K' de K es un subanillo de K
provisto de las leyes de composicion internas inducidas por aquellas de K,
la cual le da una estructura de campo y K se denomina extension del campo
K'.
Definicién. Sea L una extension del campo K y sea S una parte de L. El
subcampo generado por K U S es representado por K(s); y es el subcampo
obtenido ariadiendo S a K.

Si S es reducido a un elemento @ € L (y a ¢ K) decimos que tenemos
una extensién simple K(a).

Dependencia Algebraica

Definicién. Sea L una extension del campo K y (2i)ier una familia de ele-
mentos de L. Decimos que la familia (x:)ier es algebraicamente dependiente
sobre K si existe una parte finita {i,...,i,} de I y un polinomio P no nulo
de Alzi,,..., ;] (anillo de polinomios) tal que P(z;,,...,x:,) = 0 y se de-
nomina algebraicamente independiente sobre K si ningiin polinomio no nulo

de Al(x:)ier] se anula para (x;)icr (es el andlogo exacto de independencia
lineal de vectores en espacios vectoriales).

Elemento trascendente, Elemento algebraico

Definicién. Un elemento o de una extension L de un campo K es deno-
minado algebraico sobre K si a es algebraicamente dependiente sobre K i.e.,
existe un polinomio no nulo P € K|z] tal que P(a) =0, sino decimos que o
es trascendente sobre K.

Ejemplos
i) K =Q, v2 € L =R es algebraico sobre Q, ya que 2 — 2 = 0,
ii) todo elemento de Q es algebraico sobre Z

iii) ¢ € C es algebraico sobre R (i + 1 = 0)
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iv) L =R, m,e son trascendentes sobre Q

Extensién algebraica, Extensién trascendente

Definicién. Una extensidon L de un campo K es denominada algebraica st
todos sus elementos son algebraicos sobre K y trascendente si existe al menos
uno de sus elementos el cual es trascendente sobre K.

Base de trascendencia

Definicién. Dade L una extension del campo K es posible demostrar la
existencia de un subconjunto x de L algebraicamente independiente sobre K
y tal que L es algebmico sobre K(x). Tal subconjunto es denominado base
de trascendencia de la extension L/ K (andlogo de bases en espacios vectori-
ales). La cardinalidad de tal subconjunto mazimal es denominada grado de
trascendencia de la extension L/K y lo denotamos por d®tr L/ K.

Ejemplos
i) la extension L/K es algebraica si y solo si d’tr L/K =0

ii) sea K = R, consideremos el campo de funciones racionales en una
indeterminada (una variable) s, denotado por R(s)

ap+ @18+ -+ a,8"
bo+b18+"‘+bm8m

a;,b; € R

s es trascendente sobre K = R entonces d’tr R(s)/R = 1

Definicién. Sea L una extension del campo K, decimos que la extension
L/K es de tipo finito si existe una parte finita x de L tal que L = K(z).

I.3 Anillos y Campos Diferenciales

El 4lgebra diferencial fue introducida entre las dos guerras mundiales por el
matemadtico estadounidense Ritt [RI1], [RI2] para ofrecer a la teorfa de ecua-
ciones diferenciales herramientas similares a aquellas que propone el dlgebra
conmutativa para las ecuaciones algebraicas [AT, MAC].
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Definicién. Sea A un anillo conmutativo con elemento unidad. Una derivacién
0 de A es una aplicacion O de A en A tal que para toda pareja (a,b) € Ax A

d(a+b) =0a+ 0Ob
! d(ab) = (9a)b + a(0b)

Anillo Diferencial.

Definicién. Un Anillo diferencial A es un anillo conmutativo con unidad
provisto de un conjunto finito A de operadores de derivacion sobre A tal que
V81€A,V82€A,VaEA

81(9204 = 6261(1,
Definicién. Un anillo diferencial se denomina ordinario o parcial segin A
contenga una o varias derivaciones, estas sirven para estudiar las ecuaciones

diferenciales algebraicas ordinarias y las ecuaciones diferenciales algebraicas
parciales respectivamente.

Definicién. Un subanillo diferencial de un anillo diferencial A es un subani-
llo del anillo A tal que provisto de la derivacidn de A, es un anillo diferencial

Definicidon. Un campo diferencial es un anillo diferencial el cual es también
un campo.

Definicion. Una constante de un anillo diferencial es un elemento a tal que
V deA 9a)=0.

El conjunto de constantes de un anillo (respectivamente campo) diferen-
cial forma un subanillo (respectivamente subcampo) diferencial.

Bosquejo de la demostracién:
Sea A un anillo diferencial. Sea C el conjunto de constantes
C al menos contiene al 0 y el 1

Vae A a+0=a= 0(a+0)=0a+9(0)=0(a)=0(0)=0
y 0a-1)=0a=1-9a+adl =95(1)=0
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sean c; y ce constantes

e +c) = Oe)+9(c) =0
8(6102) = a(Cl)Cg + 6(02)01 =0

. 1
sea ¢ constante diferente de cero, entonces — es constante,
c

Vo € A a(}:)z—?f:

020.

1.3.1 Nocién de Extensién de Campos Diferenciales. Algebraica y
trascendente

Extensién de Campo Diferencial

Definicién. Si L y K son dos campos diferenciales tales que K es un sub-

anillo diferencial de L (K C L), entonces L es denominada extension difer-
encial de K.

Definicién. La interseccion de un conjunto de subcampos diferenciales de L
es también un subcampo diferencial de L.

Definicién. Un elemento a € L es denominado diferencialmente algebraico
sobre K si y solamente st existe una ecuacidn diferencial algebmica con coefi-

cientes en K i.e. existe un polinomio con coeficientes en K, P(z,Z,...,2®),
en un nimero finito de derivaciones de x tal que P(a,d,...,a®) = 0.
Ejemplos

1. K=Q, a = ¢' € L satisface la ecuacién diferencial £ —z =0

2. K =R, Lel campo R(z) y & = €%, & = ze®, el elemento z satisface la
ecuacién diferencial con coeficientes en R dada por & — £2 = 0.

Definicién. La extension L/K se denomina diferencialmente algebraica si
y solamente si todo elemento de L es diferencialmente algebmico sobre K
(hiperalgebraico).

Definicién. Un elemento a € L se dice diferencialmente trascendente si y
solamente st no es diferencialmente algebmaico.
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Definicién. La extension L/K se dice diferencialmente trascendente si y
solamente si existe al menos un elemento de L diferencialmente trascendente
sobre K (hipertrascendente).

Definicién. Un conjunto {&;/i € I} de elementos en L se denomina dife-
rencialmente K -algebraicamente dependiente si y solamente si el conjunto de
derivadas de cualquier orden {€™ /i € I, v; =0,1,2,...} es K -algebmicamente
dependiente.

Definicién. Un conjunto el cual no es diferencialmente K -algebraicamente
dependiente se denomina diferencialmente K -algebraicamente independiente.

I.4 Elemento Primitivo Diferencial y Base de Trascen-
dencia diferencial

Definicién. Toda familia diferencialmente K-algebraicamente independien-
te que es mazimal con respecto a la inclusion es denominada una base de
trascendencia diferencial de L/K. Si elegimos dos bases, éstas tienen la
misma cardinalidad la cual es denominada grado de trascendencia diferencial
de L/ K, denotado por dtr dif f L/K.

Ejemplo L/K es diferencialmente algebraico < d°tr dif f L/K = 0.

Propiedad del grado de trascendencia diferencial

Sea K C L C M una torre de extensiones de campos diferenciales en-
tonces:

dtr diff M/K =d%r dif f M/L+d°tr diff L/K
El siguiente resultado cldsico en algebra diferencial serda muy util:
Teorema [FL1] [FL5]. Una extension diferencial finitamente genemda es

diferencialmente algebraica si y solamente si su grado de trascendencia (no-
diferencial) es finito.

De otra forma menos precisa, diremos que el grado de trascendencia no
diferencial es el nimero de condiciones iniciales las cuales son necesarias para
calcular las soluciones de las ecuaciones diferenciales algebraicas.
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Elemento Primitivo Diferencial

Dada una extensién algebraica finitamente generada (no diferencial) L/ K.

Un resultado importante es el llamado teorema del elemento primitivo:
existe un solo elemento v € L el cual es un elemento primitivo tal que L =
K {v) i.e. L es generado por K y 7.

El teorema precedente puede ser extendido para una extensién diferencial
coImo sigue:

Dada una extensién diferencial algebraica finitamente generada L/K, el
teorema del elemento primitivo diferencial [KO], [FL1] afirma que existe un
solo elemento § € L el cual es el elemento primitivo diferencial tal que L =
K (6) i.e. L es diferencialmente generado por K y 6.

(En lo que sigue afirmamos que cada extensién diferencialmente alge—
braica L/ K es finitamente generada por un conjunto finito {&;, ..., &, Uy, -, Um }

entonces la combinacién E ;& + 2 Bju; , ai, B € K{u) es un elemento prim-
itivo diferencial [MA1], [MA4] [MA AL1)).
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Capitulo I1
Observabilidad Algebraica de Sistemas

Bilineales

I1.1. Introduccién

La nocién de observabilidad es al igual que la nocién de controlabilidad, uno
de los conceptos claves que la teorfa de sistemas presenta desde las dltimas
tres décadas.

Su definicién en el caso lineal nos conduce a los trabajos realizados por
Kalman en 1960 [KA, BU]|. En ese tiempo una gran cantidad de literatura
en teoria de sistemas fue dedicada a este concepto. Para sistemas no lineales
mencionamos contribuciones importantes como las obtenidas por Hermann y
Krener en 1977 [HE, KR], Williamson en 1977 [WI], Sontag en 1979, y 1985
[SO1], [SO2|, Sussman en 1979 [SU], Bartosiewicz en 1987 y 1988 [BA1l],
[BA2], etc. Hermann y Krener relacionan el concepto de observabilidad con
el concepto de indistinguibilidad de estados con respecto a la entrada.

Para sistemas bilineales con una sola salida Williamson dié una nueva
prueba de observabilidad en términos de la matriz de transformacion. Este
trabajo recibié un importante interés y posteriormente se generalizé en el de
Gauthier y Bornard en 1981 {GA, BO]J. El trabajo de Sontag [SO1], [SO2]
fue dirigido hacia el concepto de observabilidad dado en los casos continuo
y discreto. Sussman [SU} mostré que existen las denominadas entradas uni-
versales; este concepto estd relacionado con la capacidad de reconstruir el
estado por medio de un valor especial de la entrada. Recientes trabajos so-
bre observabilidad son dados en Isidori 1989 (IS] y Nijmeijer y Van der Schaft
en 1990 [NI, SC].

Hasta la fecha, las publicaciones previas del estado del arte acerca de la
teorfa de observabilidad muestran que es una teorfa itil e importante.

El punto ahora es que todas estas aproximaciones dependen de la exis-
tencia y disponibilidad de la descripcién del espacio de estados del sistema.

Este es el principal punto, con respecto a el cual, nuestra aproximacién
debe ser tan interesante como este tipo de aproximacién lo ha sido en con-
trolabilidad ([PO] Pommaret en 1988 y Fliess en 1990 [FL1], [FL3]). Aqui
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trataremos de capturar la naturaleza algebraica del concepto de Observabili-
dad. Trabajos preliminares ya han sido publicados por Fliess en 1987 [FL2],
Pommaret en 1988 [PO] y Glad en 1990 [GL].

Dado un sistema con variables u,y y z donde u es la entrada, y la salida
y z la variable latente o auxiliar [DI3, FL] ;Qué significa la observabilidad
de la variable z?. Intuitivamente el problema es que los valores de u de
la entrada son conocidos y los valores de y de la salida son medibles en el
proceso, entonces se desea calcular un valor estimado z de z.

Una pregunta intuitiva bésica que nos hacemos es la siguiente:

. Es absolutamente necesario el conocimiento de las condiciones iniciales
de Z para calcular 2?7

Nuestro argumento puede aclarar la pregunta anterior.

El conocimiento de las condiciones iniciales de Z no es necesario st y so-
lamente si Z verifica una ecuacidn algebmica (no-diferencial) con coeficientes
dependiendo de u y y, en otras palabras, Z debe ser algebmico sobre el campo
K{u,y).

Esta es la motivacién de la siguiente definicién. Un sistema es observable
si z es algebmico sobre el campo K (u,y).

Decimos que una variable z es universalmente observable con respecto a
otras variables u y y si z satisface una ecuacidn algebraica para toda en-
trada u (no singular), la cual representa una buena entrada. Una variable
universalmente observable es una variable observable.

Un sistema bilineal puede ser observable aun teniendo entradas que lo
hagan inobservable. Todos los trabajos ligados a la construccién de un ob-
servador para los sistemas bilineales consisten en primer lugar en el estudio
de la observabilidad del sistema en los casos siguientes:

i) Sea que el sistema no tenga entradas singulares, en cuyo caso bus-
camos alguna Forma Canénica de Observabilidad. En [GA, BOJ, [HM,
GA], [BO, HM] los autores muestran que en el caso monovariable, tales
sistemas poseen una forma candnica de observabilidad que ha sido uti-
lizada para construir un observador.

ii) O bien que el sistema tenga una entrada singular. En este caso ex-
isten muy pocos resultados. Hasta la fecha, los unicos observadores
existentes no son mds que variantes del filtro de Kalman extendido.
La convergencia de estos observadores depende de la naturaleza de la
excitacion.
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Este capitulo est4 dedicado a algunos conceptos y herramientas de base
de la observabilidad algebraica de sistemas.

I1.2 Observabilidad Algebraica

Definicién de una Dindmica no lineal

Sea K un campo diferencial de base dado. Si los coeficientes de las
ecuaciones diferenciales algebraicas empleadas son constantes tomaremos a
K = R; si los coeficientes son variables tomaremos a K como un campo de
funciones meromorfas de una o varias variables:

Sea u = (u1,...,un) una familia finita de cantidades diferenciales, de-
notamos K (u) el campo diferencial generado por K y las componentes de
u.

Ejemplo
(45028 .o
(ul ) u26 81
i +3 (o)

Sea u = (u1,...,Um) Yy ¥ = (Y1,-..,Yp) dos familias finitas de cantidades
diferenciales denotamos K (u,y) el campo diferencial generado por K y las

[{Pev))]

componentes de “u” y “y”.

Definicién. Una dindmica G/K(u) es una extension diferencialmente al-
gebraica finitamente genemda, i.e. d°tr dif f G/K(u) = 0. Esto significa
que cualquier elemento de G satisface una ecuacion diferencial algebraica con
coeficientes los cuales son funciones racionales sobre K en las componentes
de u y un numero finito de sus derivadas. Las variables de salida pueden
ser vistas como sensores en la dindmica; formalmente definimos una salida
como un conjunto finito y = (y1,...,Yp) € G.

Sabemos por un teorema dado en el capitulo I que el grado de trascen-
dencia (no diferencial) de G/K(u) es finito, sea n el grado de trascenden-
cia de G/K(u), luego entonces, una base de trascendencia es dada por
z = (Z1,...,Zn). Cualquier componente de la derivada & = (#,...,%,)
y de “y” son K (u)-algebraicamente dependientes de z. Esto es:
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Ay, z,0,...,uM) = 0

An(dn, w0, .., uM) = 0
Bi(y, z,u,i...,uP)) = 0

By(yp, z,u, ..., u®) = 0

Donde los A;y Bj 1 <i<m, 1< j< pson funciones polinomiales sobre
K. Denominaremos en este contexto a z un estado (generalizado).

Observabilidad Algebraica

Definicién. Sea un subconjunto {u,y} de G en una dindmica G/K{u). Un
elemento £ € G se denomina observable con respecto a {u,y} si es algebraico
sobre K{(u,y). Esto es, £ puede ser expresado como una funcidn algebnaica
de las componentes de {u,y} y un nimero finito de sus derivadas.

Definicién. Un subconjunto S de G se denomina observable con respecto a
{u,y} si y solamente si cualgquier elemento de S lo es.

En la definicién usual de observabilidad uno puede suponer al conjunto
S como el conjunto de variables de estado. Por lo tanto un estado T se
denomina observable si y solamente si es observable con respecto a {u,y}.
Finalmente tenemos otra definicion.

Definicién. Una dindmica G/K{u) con salida y se dice observable si y
solamente si cualquier estado generalizado es observable.

Aqui el concepto de observabilidad es equivalente al hecho de que la ex-
tensién del Campo Diferencial G/K{u,y) es algebraica. Esto significa que
la informacién diferencial algebraica completa estd contenida en K (u,y), ya
que cualquier elemento en G puede ser calculado a partir de K(u,y) via una
ecuacidn diferencial algebraica.

Ha sido demostrado en Diop-Fliess [DI3, FL] en el caso de una repre-
sentacién en variables de estado usual que la observabilidad puede ser verifi-
cada via la condicién de rango dada por Hermann y Krener [HE, KR].
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I1.3 Ejemplos Ilustrativos

1. Sea el sistema lineal bidimensional una entrada-una salida

n, = 0
Ts = U+
y = 1+

es observable ya que x; y x» satisfacen dos polinomios diferenciales
algebraicos en K(u,y) a saber:

YJ—u—22=0 y y—x—-gy+u=0.
2. Sea el sistema, bilineal bidimensional una entrada-una salida

.’i‘l = UX9
Iy = U+ I

i) Siuyy = z2 son medidas entonces x, y z2 verifican z; —y+uy =0
y €3 —y = 0. De aqui x; y 2 son universalmente observables.

ii) Siuy y = 2 son medidas entonces z; y 2 verifican los siguientes
polinomios diferenciales algebraicos en K{u,y): 1 —y = 0y
uze—1 = 0 por lo tanto z, es universalmente observable, mientras
que x, no es observable si u = 0.

En adicién a los comentarios dados en la seccién I1.1 de la Introduccidn,
el siguiente ejemplo ilustra la necesidad de definir el concepto de ob-
servabilidad algebraica antes dado.

3. Dado un sistema bilineal monovariable una entrada-una salida
T = ur
y = z°
para algin o > 2 es observable en el contexto diferencial geométrico
(con excepcién del punto singular = 0) y también en nuestro contexto
algebraico. Note ahora que z no puede ser calculada de “u” y “y” y

sus derivadas mediante una expresiéon racional. Este hecho muestra la
necesidad de definir el concepto de observabilidad algebraica.
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Capitulo II1

Forma Candnica de Observabilidad Generali-
zada

II1.1. Introduccién

Como se ha visto, en la tdltima década han existido varios intentos por tratar
de generalizar las formas candnicas lineales a las no lineales. En particular,
la Forma Canénica Observador lineal invariante en el tiempo (Kailath 1980
[KAT] y Ackermann 1983 [ACK]) fue introducida por primera vez por Kalman
en 1963 [KA1]. Este fue un punto de inicio conveniente para el disefio de
observadores para sistemas lineales invariantes en el tiempo.

Uno de los primeros trabajos mas relevantes empleando este tipo de for-
mas candnicas, fué publicado en 1966 [LU1] y en 1967 [LU2] por Luenberger,
quien disefié observadores transformando sistemas lineales invariantes en el
tiempo a estas formas candnicas. Poco después Seal y Sttubberud en 1969
[SE, ST] extendieron esta transformacion al caso variante en el tiempo, permi-
tiendo el disefio de observadores para sistemas lineales variantes en el tiempo.
Para generalizar el disefio al caso no lineal Bestle y Zeitz en 1983 [BE, ZE]
definieron una forma candnica no lineal; sin embargo, el cdlculo actual de
la transformacién no lineal dentro de esta forma candnica no lineal, es un
problema aiin no resuelto.

Krener e Isidori en 1983 [KR, IS] discutieron la pregunta de cuando un
sistema no lineal sin entradas puede ser trasformado a un sistema lineal me-
diante un cambio de variable de estado e inyeccién de la salida.

El problema del observador para sistemas no lineales con entradas ha sido
considerado en dos articulos dados por Krener y Respondek en 1985 [KR,
RE] y Keller en 1986 [KE]. Krener y Respondek dividen el sistema, el cual
puede ser no lineal en el estado y entrada en una parte del sistema y otra
parte, dependiente de la entrada. Mientras que Keller considera sistemas
mas especializados que son no lineales en el estado, pero lineales en el vector
de entrada.
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Los autores dan condiciones necesarias y suficientes para la existencia de
una transformacién la cual lleva el sistema no forzado en una forma obser-
vador lineal no forzada [KR, RE] o, una forma canénica observador no lineal
no forzada [KE] respectivamente.

El disefio del observador presentado aqui se basa en una transformacidn, la
cual se deriva a partir de una combinacién lineal de los estados y las entradas
cuyos coeficientes son funciones meromorfas en un campo diferencial K (u).
Esta lleva al sistema a una Forma Canénica de Observabilidad Generalizada
que, en contraste con las formas previas, depende de las n primeras derivadas
de las variables de entrada.

Mostraremos aqui que dos de estas formas canénicas pueden ser obtenidas
muy facilmente gracias a nuestros métodos [MA1], [MA2], [MA4], [MA,
DE1],[MA, DE2], [MA, DE4], [MA, SUA].

I11.2 Utilidad del Elemento Primitivo Diferencial

Tomemos la forma usual del espacio de estado
:ici:Ai(xl,...,xn,u,...,u(’)), 'i_—_l,...,n

tal que zy,...,xz, son diferencialmente algebraicos sobre K(u).

Aplicando la generalizacién diferencial algebraica del teorema del ele-
mento primitivo diferencial [KO], existe un elemento ¢ tal que K(u,£) =
K(u,z1,...,2,). Seadel minimo entero positivo tal que {4+ es analiticamente
dependiente sobre £,¢,..., 69 u,q,... :

¢ ({(d_*-l)’&(d), e 7&) u, A ’u(S)) = 0
puede ser localmente resuelta como

gl — g ({, oy ED ,u(s))

Seaqi =¢®,i=0,...,d. Obtenemos la siguiente forma de espacio de estado
local la cual puede ser vista como una generalizacion de la forma candnica
controlador lineal definida en [FL4].

o =

23 Gi-1 = qa
da = —a(qo,---,qd,u,...,ul).
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Por simplicidad, tomemos un sistema con una salida y i.e. p=1. Sea d
el minimo entero positivo tal que y¥*Y es analiticamente dependiente sobre

y7y)' . ,y(d),U,'d,. el
¥ (¥, 59, Ly, u®) =0,
Podemos resolver localmente como:

gD = b (y,...5D ..., u®)

Sea q; =y®,i =0,...,d. Obtenemos la siguiente forma de espacio de estado
local la cual puede ser vista como una generalizacién de la forma candnica
lineal de observabilidad [FL4].

do = q1

24 Gi-1 = Qa
q.d = _b(q07 cees Qg Uy . ’u(S))
Y=0q

En contraste con las formas candnicas previas habituales usadas para sis-
temas lineales, la forma candnica presentada aqui depende de las variables
de entrada y sus derivadas.

Observacién 3.1 Cabe sefialar que utilizando también esta aproximacion
diferencial algebraica, es posible llegar a establecer este tipo de formas canénicas
de observabilidad generalizadas, esto es, empleando el concepto de compor-
tamiento externo i.e., el comportamiento entrada-salida [MA, DE4], [DI1],
[DI12], [DI5], [DI6], [DI7].

ITI.3 Caso Monovariable

Consideremos la Clase de Sistemas Bilineales CSB ¥, dada.

La siguiente proposicién afirma que para una eleccion apropiada del ele-
mento primitivo diferencial es posible obtener una Forma Candnica de Ob-
servabilidad Generalizada Trasladada de Fliess con inyeccién de la salida
(FCOG Trasladada).

Proposicion 1. Sea la CSB 3, dada. Si el elemento primitivo diferencial
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es elegido como:
y=> i+ Y Piu; i, f € Ku)
i J

entonces el sistema ¥; es transformable a la FCOG Trasladada con inyeccién
de la salida
T = AuT + 0(u,y)
Ys
y=Cr=mn

donde ¢(u,y) es un vector no lineal. El vector ¢(u,y) es el vector de
traslacién de la FCOG y y denota la inyeccién de la salida en el vector
de traslacién.

Ademds, la matriz A, tiene sus entradas en K{u).

0
0 In—lxn—l .
A, = ) ) (P(U,y) = 0 (1)
0 —o(u,utV,... ,u")
T 9(u, ..., 4, y)
siendo 7y un entero positivo.
Demostracién. Sea el conjunto {e, eV, ..., eV} una base de trascen-
dencia finita de la dindmica G/K(u) (extensién diferencialmente algebraica
finitamente generada) con ¢V = 4@~ 1 < i < n donde n > 0 es
el minimo entero positivo tal que y™ es algebraicamente dependiente de
v, vV, .., y™ D w,u®) ... ; Redefiniendo 7; = €~ 1 < i < n; obtenemos
T 1 = T2
T2 = T3
7.-n—1 = Tn
To = —L(Taye oy Tay Uy, ) + glu,. .., u,y)

la cual puede ser escrita como el sistema (X5) — (1).
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Observacién 3.2 Podemos llevar el SB dado por ¥; a la FCOG Trasladada
por medio de
T=90z (2)

donde € es una matriz con entradas en K (u).

Como esta relacién depende de u, existen entradas u para las cuales 6
es singular es decir, existen entradas bajo las cuales el sistema llega a ser
inobservable (entradas singulares).

De hecho, nosotros trabajaremos con las denominadas Buenas Entradas
BE (entradas no singulares), entradas bajo las cuales (2) es no singular.

IIT.4 Caso Multivariable

De acuerdo con el teorema, del elemento primitivo diferencial (existe un ele-
mento § € L el cual es un elemento primitivo diferencial L = K (6) i.e. L es
diferencialmente generado por K y 6) existe y = (¥1,..-,Yk,---Yp) ¥ UD 7

entero tal que 0 < 7, < n, 1 < k < p de modo que y,(c"") es algebraicamente

dependiente de vk, u”,. .., y™ D w,u® u?, .. ie.

yl(cnk) = _[’k(yk’ cee ’yl(cnk—l)> u, u(l); R ,U('Y))

Sea
MW =g l= 1, A LA L s T 1

Yom=n, 1<i<m+-+p=nym<p<...<p<n
1<k<p
donde los enteros m,...,n, son denominados los indices de observabilidad
algebraica.

Entonces podemos escribir una representacién de espacio de estado lo-
cal en la forma especial de una generalizacién de la Forma Candnica de
Observabilidad Multisalida. Tal forma canédnica es la Forma Candnica de
Observabilidad Generalizada Multisalida dada por:
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, .
=g
e
§m—1_ 77;

= —Ly(&, ..., &1 u,u®, . ul)

Y : T A
m
\ >N

..
f:;’fﬂ = 5:;’3+2

24 .
— £
§77f+712—1 - §n1+772 .
L 57??*—”)2 = —-‘62(61712+17 s )§:I’12+"72au’u( ), e )U(’Y))
“Mp — ¢
€m+m+---+np—1+1 - £n1+~-~+np—1+2
771) .'7] n
§7J’f+...+”lp“1 = §"If+‘1'7'+7lp "
_ 1
énf+...+np - _‘Cp(é'nf+m+‘..+np_1+1’ s ’é-nf+...+npa u, u( )7 s ,u(’Y))

Y = &*,
EZ1,711+1,7il+772+1,---,771+772+"'+71p—1+la

> m=n.

1<k<p

La siguiente proposicién afirma que mediante una eleccién apropiada del
elemento primitivo diferencial es posible obtener una FCOG Trasladada Mul-
tisalida.

Proposicién 2. Sea el Sistema Bilineal dado por ¥, con y € R?. El elemento

primitivo diferencial es elegido como:

3 Mk
1<k<p

Y = E o;T; + Zﬁjuj, o, B; € K{u)
3

i=n—nr+1
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Si el sistema es desacoplado por bloques. Y
Nk

1<k<p m

Yk = Z ai$i+§:ﬁjuj, o, B € K (u)
i J

Si el sistema es acoplado por bloques.
donde u = (u1,...,un) y K(u) denota el campo diferencial generado por K
y u.

Entonces la clase de sistemas bilineales dada por ¥4, con la salida y =
(y1,-..,Yp) € RP es transformable a la siguiente FCOG Trasladada Multisa-
lida con inyeccién de la salida dada por:

Yo: 7 o= Avt+ pi(u,y)
y = Cr

donde @k(u,y) es una matriz no lineal. La matriz pi(u,y) es la matriz de
traslacién no lineal de la FCOG Multisalida y “y” denota la inyeccién de la
salida en la matriz de traslacién. Ademass, la matriz A: tiene sus entradas
en K (u)

010 0
A 0 001 0
Au = ., s Ak =
0 A, 0 1
| 0 —or(u,u® ... uM)
e1(u, 91) 0
(p2(U,y2) :
ka(u, y) = . ) <Pk(u, yk) = O (3)
Qop('uwyp) gk('uw <o )U(V)’yk)
Ci 0
C = . Ce=[10...0]
0 Cy
Demostracién. Sea el conjunto {£* = y,(f'e)} = {&*,...,£%} una base

de trascendencia finita de la dindmica G/K (u) que representa al sistema, ¥;
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(§™ es un estado de dimensién minimal su dimensién es ) 7 = 7, esto
1<k<p
es d°tr G/K{u) =n) con
Y = ?k(l:e)’ EZ 1,771+1)-'-)n1+7’2+"'+7’p—1+1; 1 SkSp

donde 7x, 0 < mx < m es un entero tal que y,(c'"‘) es algebraicamente depen-

. 1 -1 . .
diente de e, 5", ..., 5™ D u,u®, .. ;. Redefiniendo la transformacién de
coordenadas 7 como:

m _
T = U
m ¢ )]
T2 = U
_ .m-1)

7.7711 - yl

e —
Toitetnpa+1 = Yp
TTIP . (1)
m+t-+np—1+2 yp

Np — (np—1
Toi+-+7p = Y )

Obtenemos

7'.;)1 — 7.;]1

7'.2771 — ,7.:'3']1

7."711—1 - T7711

> —_ 1

m = =L ) g (™)

Ho =

T3P = 13

=72 — 2 2

Totm = —Lg('rmﬂ, e Tty Wy e e ,u(’Y)) + go(u,. .. ,u(W),y2)

i = 77

=

< Mp _ Ty Mp v

Tmt-dnp = ‘CP(Tn1+-~+17p—1+1’ wo Tty s Uy - - ,u )) + 9p(u, . .. 7U(7);yp)
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lo cual puede ser representado o descrito en la forma dada por (37)-(3).
[ |

Observacién 3.3 El elemento Primitivo Diferencial dado en II1.3 y II1.4
(Caso Monovariable y Multivariable) es sugerido por la demostracién del teo-
rema del elemento primitivo diferencial, la demostracién sugiere o propone,
que el elemento primitivo diferencial sea descrito como una combinacién lin-
eal de los estados, donde los coeficientes pertenecen a un campo diferencial.
De modo que la forma propuesta en las proposiciones anteriores, sugiere algo
mas que una combinacién lineal de los estados, esto es, también como una
combinacion lineal de las entradas cuyos coeficientes pertenecen al mismo
campo diferencial.

|

Observacién 3.4 Podemos llevar el SB ¥, con saliday = (y1,...,%) € RP
a la FCOG Trasladada Multisalida por medio de la siguiente transformacién
de coordenadas

T =0z (4)

donde @ es ahora una matriz por bloques con entradas en K {u)
[ |

Observacién 3.5 Para un sistema observable en la forma Y7 en el sentido
de observabilidad de Diop y Fliess. Cualquier estado 7 es observable con
respecto a {u,y}; esto es en otras palabras, 7 es algebraico sobre K(u,y).

n

IT1.5 Ejemplos Ilustrativos

1. Sea el sistema bilineal bidimensional una entrada-una salida,

T = UL,
X .’i‘z = ur
y = n

El elemento primitivo diferencial se puede elegir como y = z; (ver
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proposicién 1)

2 = YyY=1
2o = UXg
U 2
zZ3 = —22+U"2
U
0 1
= 2 = s U |2
u —
U

Redefiniendo ; = z; i=1,2.

1
0
entradas en el campo diferencial K (u), si el determinante de la matriz
6 es diferente de cero, i.e., |#] # 0, el sistema tiene solucién tnica
z = 0717 es decir 8 es invertible esto es cierto siempre y cuando u sea
diferente de cero ademds podriamos obtener las entradas para las cuales

Entonces podemos construir 7 = 6z donde § = ( 2 ) tiene sus

-
el sistema llega a ser inobservable. Como la 32 representa el Jacobiano
or

de la transformacion 7, y si '%‘ # 0 entonces podemos hallar la clase

de entradas para las cuales el sistema es observable (ver Capitulo IV).

or

Se tiene que u = 0 es una entrada singular de modo que dado un con-
junto de entradas admisibles Q un abierto en R™ (2 C R™) entonces
podemos construir un conjunto abierto para el cual el sistema es ob-
servable i.e., 2\{0} C R™, de modo que, para este conjunto de entradas
no cero es posible estimar los estados del sistema original dado por 3.

Si u = 0 entonces =0

. Dado el sistema bilineal bidimensional una entrada-una salida

B o= uw(C—x)—ray
Eb: Iy = rTi1 — U2
Yy = I2+tu

Podemos elegir como elemento primitivo diferencial z; = z2 + u (ver
proposicién 1) de aqui z2 = rz; — uzz + . Entonces podemos llegar
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a la Forma Canénica de Observabilidad Generalizada Trasladada con
inyeccién de la salida dada por:

ZH o= 2

5.32 = 'T'.'i?] —1‘1,2:2——u:'c2+u
En forma compacta:

=

2 = Auwzto(u,y)
donde

A“:[g —(2ul+r)]’

o(u,y) = [ ° J

ruC + [—u? — 4 —urly + v® + uii + ru® + ri+ i

Definiendo: 7, = 21 — u, 72 = 2, — 1@ Podemos escribir 7 en la forma

7 = 0z esto es:
o[ BTU Y _ 0 1 1
N 29— U - r —-u X2

donde @ tiene sus entradas en el campo diferencial K (u).

Ahora como, el Jacobiano de 7 es:

or (0 1

or  \r —u )’
se tiene que su determinante es diferente de cero, si r es diferente de
cero i.e.:

or )
37 #0sir#£0

por lo tanto el sistema es universalmente observable para toda entrada
[DI1], [DI2] en algin conjunto abierto (€2 conjunto de entradas admis-
ibles) Q C R™.
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3. Dado el sistema bilineal Multivariable Multientrada-Multisalida

T = 'Uq(Cl —(171) — M
Ii‘z = " — U112,

wy B = uz(C2 — 3) — 1273
s = ToZ3 — UaZy
o= Tetu
Yo = Zgq+Up

El sistema es desacoplado por bloques.

Podemos elegir z; = x5 + w1 y 23 = 4 + up tales que (ver proposicién
2):

29 =Tr1X; — U122 + 1'111 Y 24 =ToX3 — ULy + 1.1,2
entonces es posible llevar X3, a la Forma Candnica de Observabilidad

Generalizada Trasladada Multisalida con inyeccién de la salida donde
Aey or(u, ye), (k = 1,2) son dados por:

“Jo I
A: o [0 —(2uk+rk) :|’

0
u, = . . .. .
A [ riukCr + uf + Jutne + reuf + et + e — [Ug + reuk + Yk
21 — Uy 0 1 0 T
o 2y — Uy o U T
23 — U2 o 0 0 1 I3
24 — 'l.l/2 re —Usg T4
0, 0 0 1
T—< 0 02)1' con i:eli,2ﬂ(ri —Ui)
or . .
y dado que, — es el Jacobiano de 7, se tiene que:

oz
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or

ox

si r y 7o son diferentes de cero, luego entonces el sistema es univer-
salmente observable, esto es, para cualquier entrada el sistema s es
observable (ver Capitulo IV).

=101]162] = rir2 #0
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Capitulo IV

Observadores para una clase de Sistemas Bi-
lineales

IV.1l. Introduccién

En este capitulo daremos una sintesis de resultados existentes en la literatu-
ra de observadores para Sistemas Bilineales, asi como los resultados de los
observadores propuestos.

Recordamos que en general el objetivo principal de un observador es la
reconstruccién completa del estado del sistema. En el caso lineal es muy
facil ver cdmo éste es propuesto, siendo formado de una copia del sistema
original méds un término correctivo constituido por el error de salida de tal
manera que si las salidas coinciden las trayectorias del sistema original y el
observador son iguales.

En el caso de Sistemas Bilineales en [HA, FUJ, [FUN], [WI]] los autores
conciben observadores que funcionan para toda entrada, pero estos obser-
vadores no funcionan mas que para una clase particular de sistemas bilin-
eales.

Restringiendo la clase de entradas en [GA, KA] y [BO, CO, CE] los au-
tores muestran que es posible dar un observador para todo sistema bilineal.

Hara y Furuta consideran observadores de orden infinito que no depen-
den de las entradas ni de las condiciones iniciales, solamente que éstos no
funcionan para cualquier sistema bilineal dado. En [FUN], el autor establece
que la clase de sistemas que poseen un observador es mas grande que aquella
dada por Hara y Furuta. El observador de Williamson [WI], funciona para
una cierta clase de sistemas bilineales que no poseen entradas singulares.

Una pregunta interesante a resolver es la siguiente: Dada la aproximacién
diferencial algebraica propuesta ;Es posible hallar un observador para la CSB
dada por %£,?

Presentamos aquif dos tipos de observadores:
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i) El observador tipo Luenberger con ganancias variantes en el tiempo
ii) El observador tipo Kalman

El primero es un observador cuya matriz de ganancia se encuentra dada en
un campo diferencial K (u) cuyo error de salida decrece en forma exponencial
a cero con constante positiva independiente de la entrada; dicho observador
es del tipo inicializado (i.e. es independiente de las condiciones iniciales).
El sistema observador que se presenta es simple en su construccién, dada
la Forma Canénica de Observabilidad Generalizada Trasladada, la dindmica
del observador es una copia de dicha FCOG Trasladada mas un error de
salida ponderado por una matriz de ganancia, donde las entradas de ésta se
encuentran en un campo diferencial K(u).

Observacién 4.1 Si el sistema que determina la FCOG Trasladada es in-
variante en el tiempo, el sistema observador puede ser reducido a la dindmica
dada por el observador de Krener e Isidori [KR, IS].

[ |

El segundo es un observador tipo Kalman trabajado por algunos autores
[BO, CO, CE] [GA, HM, OT] en el caso monovariable (una entrada-una
salida) con una matriz de ganancia en un grupo lineal general de matrices
definidas positivas simétricas de tamafio n X n, con entradas en R.

El observador tiene caracteristicas de ser un observador exponencial cuya
matriz de ganancia estd dada por la solucién de una ecuacién diferencial
de Lyapunov, la cual se encuentra dada, a diferencia de lo presentado en
[GA, HM, OT], en un grupo lineal general de matrices simétricas definidas
positivas de tamafio nXn, pero con coeficientes ahora en un campo diferencial
K (u). Dicha solucién depende de un coeficiente constante que determina la
aceleraciéon de convergencia del error de salida y, en consecuencia, de las
trayectorias de estado. Dicho observador es del tipo inicializado, i.e. es
independiente de las condiciones iniciales.

En el caso monovariable y multivariable presentamos una demostracién

corta y diferente a la dada en [BO, CO, CE] acerca de la convergencia del
observador tipo Kalman dado.
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IV.2 Caso Monovariable

Dos resultados de existencia de observadores para una clase de Sistemas
Bilineales son dados.

Lema 1. Considere el sistema Y5 observable con una salida (proposicién 1
en el caso monovariable). Entonces

7= Aut +p(u,y) = Lu(y —9) (5)

es un observador asintético donde 7 es un estimado de 7.

Ademds, las entradas de la matriz de ganancia del observador L, estdn
en un campo diferencial K(u) y ||7 — || < vexp(—ét) con constante § > 0y
6 independiente de la entrada.

Demostracién. Definiendo el error de observacién como € = 7 — 7 tenemos
que la dindmica del error est4 dada por:

E=7T—1T.

La substitucion del sistema observable una salida dado por la proposicién
1 y la dindmica del observador en la ecuacién dindmica del error conduce a:

¢ = (Ayu+ LuC)e

Escogiendo una matriz constante K con o(K) C C~ donde o(K) es €l espec-
tro de la matriz K. Tal que A, + L,C = K, con K dada por:

01 0
K = , 0’[#0, 00 <0, 1<¥é<n
0 On

Entonces podemos escribir
L,C=K-A, (6)

ahora, dado que C tiene entradas constantes, L, debe tener sus entradas
en el campo diferencial K (u). Entonces existe una constante § > 0 tal que
llell < vexp(—6t), 6 independiente de la entrada.
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Podemos verificar que la ecuacién (6) tiene al menos una solucién. Como
el polinomio caracteristico de A, + L, C estd dado por:

A"+ (L u, @ YA (7)
j=1
donde a;(Lu,u,%,...) = Ly, + p(ij,u,0,...) y ptj = {Ly,, 1 <i< j}yel
polinomio caracteristico de la matriz K estd dado por:
A + Zﬁj)\n-—j Bj = cte 1 S _7 S n (8)
j=1

Igualando los coeficientes de (7) y (8) obtenemos:

Luj :Bj —p(ﬂjsuuua'”)) 1 S] <n

de aquf que (6) tiene al menos una solucién.
[ |

Corolario. Suponga u es una buena entrada (BE). Entonces el sistema
dindmico dado por el lema 1 junto con

=017 9)

constituye un observador asintético para la clase de sistemas bilineales dado
por Y.
|

Por lo que respecta al observador tipo Kalman planteamos el siguiente
lema.

Lema 2. Considere el sistema 35 observable con una salida dado por la
proposicién 1, entonces el sistema:

T = Ad+9(uy)+STICT(CF—y) (10)
§ = —9S—AIS-SA+CTC

Y >0,y S(¥) € GL(n, K(u}) es un observador exponencial para el sistema
dado en la proposicién 1. Ademss el error de observacién es dado por € = 7—7
y llell < Ke~%.
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Demostracién. Considere el error de observaciéon ¢ = 7 — 7. Entonces la
ecuacién dindmica del error es dada por:

¢ = (Au— ST1CTO)e
Considere la funcién de Lyapunov €” Se.
Sea V (t) = €7 S¢, como S es simétrica definida positiva V() > 0

V() = éTSe+ eTSe+eTSe=
T(AuS — CTC)e + T (—pS — ATS — SA, + CTC)e +
+€7(SA, — CTC)e = —e"CTCe — 1T Se =
= —ypV(t) — TCTCe

Note que £ CTCe > 0 esto implica que

—pV(t) — €CTCe < —yhV (1)
= V() < —yV(t)
= 0<V(t) <V(0)e ¥

Ya que existen o y 3 tal que

allel* < V(e) < Bllell?

1/2
= [le]| < Ke™% con K = (Y—g)—))

Observe que el pardmetro ¢ determina la razén de convergencia del obser-
vador y este es fijado a criterio del disefiador.
Establecemos finalmente el siguiente corolario

Corolario. Suponga que u es una BE. Entonces el sistema dindmico dado
en el lema 2 junto con
r=0"'7 (11)

Constituye un observador exponencial para el SB X;.
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IV. 3 Caso Multivariable

El siguiente resultado es cierto para un sistema observable multivariable.

Lema 3. Considere el sistema observable multisalida dado por la proposicién
2 seccion I11.4, entonces el sistema

i = At + 0u(u,y) — Ly (yx — ) (12)

es un observador asintético, donde 7 es un estimado de 7. Ademds las
entradas de la matriz ganancia del observador L» estdn en K (u) y |7 —7x|| <
v exp(—6xt) con constante 8, > 0 (6, independiente de la entrada u).

Demostracién Como en el caso monovariable definiendo el error de ob-
servacion como e = 7, — 7 tenemos que ép = T — %k, entonces de la
substituciéon del sistema observable multisalida y el sistema observador en la
ecuacion dindmica del error tenemos que

ér = (A: + L":Ck)ek

Escogiendo una matriz constante K, con o(K;) C C~ donde o(Kj;) es el
espectro de la matriz K, tal que AZ + L‘,:Kk, con K, dado como:

Ok, 1<¢<n
K, = )
0 Ok, Ok, # O, Ok, < 0.

Entonces podemos escribir
L:Ck IKk—A;, (13)

y ya que, Cy tiene entradas constantes, la matriz L;: debe tener sus entradas
en el campo diferencial K (u). Entonces existe una constante §; > 0 tal que

llex]| < vexp(—dit)

or independiente de la entrada.
Podemos verificar que la ecuacién (13) tiene al menos una solucién.
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Como, el polinomio caracteristico de A + L+ Cj estd dado por
n 3
Y oL, u,d, . )N (14)
Jj=1 .
donde a;(Le,u,5,...) = L« + oy, u, 0, ...} y
Ky :{L‘;:') 1<i<j}

y el polinomio caracteristico de la matriz K} est4 dado por:

N+Y BNTT Bi=ce 1<j<n (15)
=1
Igualando los coeficientes de (14) y (15) obtenemos:

Luk,' =B; — p(uj,u,4,...), 1<j<n.

Por lo tanto (13) tiene al menos una solucién.

Finalmente establecemos el siguiente corolario.

Corolario. Suponga u es una BE. Entonces el sistema dindmico dado por
el Lema 3 junto con:
=07 (16)

constituye un observador asintético para CSB (1).

El siguiente resultado es cierto para un sistema multivariable.

Lema 4. Considere el sistema observable multisalida dado por la proposicién
2 seccién I11.4 entonces el sistema

- Aufy 4 i (u,y) + SICE(Cite — we)
. . (17)
Sk = —’(/)kSk - A‘;:Sk - SkA‘,: + C;{kI'Ck 1 S k S p

es un observador exponencial para el sistema observable multisalida, donde
Y > 0y Si(v) estd en GL(n, K (u)). Ademés el k-ésimo error de observacién
es dado por € = Tk — T ¥ |l€x]] < K exp(—vxt/2)
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Demostracién. Considere el k-ésimo error de observacién €, = 7 — 7.
Entonces la ecuacién dindmica del error es dada por:

€ = (A;: - S;‘C’kC,';”)ek

Considere la funcién de Lyapunov €f Skex.
Sea Vi(t) = €fSkex. Como Sk es simétrica definida positiva entonces
Vi(t) >0
Vk(t) = é{SkEk + E{Skek + e{Skék =
= ¢ (AsSe — CTCL) e+ €f (—thiSk — ALSi — SkAw + CTCh)
+€Z(Skz4;: — CECk)Gk = —E{CECkﬁk - ’(/)kG{Skek =
= —’l/)k‘/;c(t) - EZCECkﬁk
Note que ¢; Cf Cre, > 0 esto implica que
—kak(t) - efoCkek g —kak(t)
= Vi(t) < - Vil(t)
= 0 < Vi(t) < Vi(0)e

como existen ay, Ok tal que

aclleell® < Vier) < Bellexll?

B ) B Vi 1/2
= el < K% con K:("T(Ol)
k

[ |
¥ determina la razén de convergencia del observador y este es fijado a

criterio del disefiador.
Finalmente establecemos el corolario.

Corolario. Suponga u una BE. Entonces el sistema dindmico dado en el
Lema 4 junto con
r=6""r. (18)

Constituye un observador exponencial para el SB (1). (2 = 6717 es la
funcién de salida del sistema dado en el Lema 4).
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IV. 4 Ejemplos Ilustrativos
Aplicacién a un Modelo de Reactor Quimico

Ejemplo 1. Caso Monovariable.
Sea el siguiente sistema bidimensional una sola entrada-una sola salida
que representa un modelo de reactor quimico

2 = u(Ce—1) —ra
iy = rI)—ud, (19)
Yy = Zptu

con coeficientes en el campo de los nimeros reales R, el cual es considerado
como un campo diferencial ordinario.

x1, T2 denotan las concentraciones del reactante y el producto, la entrada
u corresponde al flujo de entrada del reactante, r y Ce denotan los pardmetros
del reactor y cinético respectivamente.

Siuyy = 2o+u son medidas x; y x, verifican los polinomios diferenciales
algebraicos siguientes:

$2—y+U:O
e -y ~uy+ui+u=0

de donde z; y z; son universalmente observables [DI1], [DI2].

El sistema (19) puede ser llevado a la Forma Candénica de Observabilidad
Generalizada Trasladada con inyeccién de la salida por medio del elemento
primitivo diferencial 2; = 22 + u Donde A, y ¢(u,y) son dados por:

A“:[g —(21}+r)]

0
ruCe + (—u? — 4 — ur)y +u® + 3uii + ru® + ru + @

o(u,y) = [

Donde es posible construir un observador asintético eligiendo la matriz de
ganancia del observador como:

Lu1 = ¢1+(2u+r), ’QZ)1<0
Luz “% - (1/)1 + 2u + 7")(2U + 7’), ¢2 >0

Il
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con lo cual se observa que el error de observacién decae exponencialmente
aplicando una colocacién de polos arbitraria (ver Figuras 4a y 4b).

Ejemplo 2. Caso Multivariable.
Sea el siguiente sistema multi-entrada multi-salida el cual representa un
modelo de reactor quimico

= Ul(Cle - 1'1) — N

ii?g = 7Z1 — U112y

&3 = u(Co — 23) — o3 (20)
Trg4 = ToX3 — U224

h = Z2tw

Yo = Zg+Up

con coeficientes en el campo de nimeros reales R considerado como un campo
diferencial ordinario.

21,23 Y T2,%4 denotan las concentraciones del reactante y del producto
respectivamente, u; corresponde a las entradas del reactante, r; y C;. denotan
los pardmetros del reactor y cinético respectivamente.

Para las salidas y; = 2, + u y y2 = 24 + uy no es dificil verificar que el
sistema es observable (algebraicamente) y x;, 22,23 y x4 verifican

Za—Yhtu =0 Ty tuz—Y =0

91+ wy —ud —rizy — i =0 Yo — T2Z3 + gy — U — Uy =0
Del teorema del elemento primitivo diferencial partiendo de z; = z3 +u; y
23 = T4 + u2 tenemos lo siguiente:

21 =2y +m 23 = T4+ Ug
20 =My — U122 +Ug 24 = ToX3 — UaXy + 1'1,2

Podemos transformar el sistema (20) a la Forma Canénica de Observabilidad
Generalizada Trasladada Multisalida con inyeccién de la salida donde:

0 I
A: =
0 —(2uk + ’l"k)
y
ek (u, Yx) = 3 , 2 o 2
TeUkCk + ug + Ul + Truf + Tils + Uk — [—uf + reuk + Uy
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Por el lema 4 es posible construir un observador exponencial
En este caso:

01 0 0
Au:Ak+Fu: +
k k

00 0 —(2ux +74)

por lo tanto el observador puede ser descrito como sigue:

2k = Mg + Tk + 0r(w,y) + Sg'CF (Chdi — )
con Sy solucién de la ecuaciéon de Lyapunov

Sk = —YkSk — ALSk — SeAk + CLCr, 1<k <2

Luego la matriz de ganancia Sy estd dada por:

81 8
S, = 1 S2
S2 83
T
T T3

donde:
.5"1 = —0181 +1
32 = —9182 — 81
53 = —0183 — 282
1 = —6oF1+1
Ty = —bofy— T
’;“3 = —07; — 279

con 6, = 13 la cual representa la convergencia del observador.

Finalmente se muestran algunas graficas para el caso monovariable y mul-
tivariable (ver Figuras 4a, 4b, 4c y 4d). Las graficas muestran las dindmicas
del sistema y del observador con las siguientes condiciones iniciales para las
figuras 4a y 4b (caso monovariable), z; = 1, 1 = 0.5, 22 = 0, 20 = 0.2 y
con condiciones iniciales para las figuras 4c y 4d (caso multivariable), z, =1,
rie=—1,20=3, 206 =0,23 =1, 136 = -1, 24 = 3 y 24¢ = 0. En cada
uno de los casos se observa que la dindmica del observador responde rapi-
damente al objetivo es decir alcanza la dindmica del sistema siendo el error
exponencialmente nulo para una asignacién de polos adecuada.
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Fig. 4c
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Fig. 44
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Capitulo V

Problema de estabilizacién (local) y seguimien-
to de la salida asintético de una clase de sis-
temas bilineales por medio de un observador:
una aproximacion diferencial algebraica.

Diseno de un observador-controlador basado en técni-
cas del algebra diferencial.

V.1. Introduccion

En afios recientes una variedad de aproximaciones han sido utilizadas en el
estudio de la sintesis de observadores y algoritmos de control. En particu-
lar, han sido reportadas ampliamente aplicaciones de técnicas de estimacion
y control modernas a reactores quimicos (punto de vista geométrico). Por
ejemplo Lynch y Ramirez [LY, RA] han disefiado controladores optimales
con un filtro de Kalman para la estimacién del estado en un reactor con-
tinuo de tanque agitado (RCTA), en Alvarez, Sudrez y Sanchez [ALV, SUA,
SA] se disefia un controlador no lineal semiglobal para resolver el proble-
ma de seguimiento de la salida con rechazo a perturbaciones aplicado a un
RCTA, Huang, Chao, Chen [HU, CHA| CHE| han usado un control adap-
table también para este tipo de procesos, Cebuhar y Constanza [CE, CON]
han aplicado estrategias de control a un modelo de reactor quimico bilineal.

Las técnicas de control referidas anteriormente suponen un conocimiento
completo del vector de estado en cualquier tiempo. Este no es siempre el
caso ya que las técnicas para la medicién de algunas variables del proceso
son casi siempre indirectas. Debido a esta restriccion es necesario disefiar
e implementar estimadores. El problema de medicién del estado es resuelto
introduciendo un estimador de estado en el esquema de control, el método de
estimacion y la ley de control empleadas son algoritmos basados en el 4lgebra
diferencial.

En [FL1] ha sido demostrado que, dado cualquier sistema dindmico descri-
to por un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias, este tiene asociado
una Forma Canénica Controlador Generalizada dependiendo de las entradas
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y sus derivadas, también una Forma Canénica de Observabilidad General-
izada la cual es obtenida suponiendo que la salida del sistema es un elemento
primitivo diferencial (ver proposicién 1 y proposicién 2).

La Forma Canénica de Observabilidad Generalizada es obtenida por medio
de una transformacién de coordenadas de estado basada en la salida (ele-
mento primitivo diferencial) la cual es en general dependiente del control y
posiblemente incluye un nimero finito de derivadas de éste. Aplicaciones de
esta aproximacién a modelos de sistemas fisicos se dan por ejemplo en [SI1,
AH, ZR), [S12], [SI3].

V.1.1 Linealizaciéon por retroalimentacion de una dina-
mica no-lineal

El problema de linealizacién exacta con una retroalimentacién de estado
estidtica de una dindmica no lineal ha sido propuesta por Brockett [BRO],
por Jackubczyk y Respondek [JA, RE], y por otra parte Hunt, Su y Meyer
[HU, SU, ME] en términos de paréntesis de Lie y campos vectoriales.

Recientemente Charlet, Levine y Marino [CH, LE, MAR] dieron condi-
ciones suficientes para permitir la linealizacién via una retroalimentacién de
estado dindmica de sistemas no lineales.

V.1.2 Linealizacion via una retroalimentaciéon de es-
tado dinamica

Tomando la forma canénica controlador local generalizada (111.2) e igualando
la ultima ecuacién diferencial con un polinomio homogéneo con coeficientes
en un campo diferencial, esto es

a(€,u, 1, ..., uY) :E(m,v,i],...,v(ﬁ)) (21)

en algun sentido esto define una retroalimentacion de estado dindmica linea-
lizante.

En el presente capitulo se propone un compensador dindmico no lineal lin-
ealizante (variante en el tiempo) basado en la construccién de un observador
este es claramente sugerido por la forma canénica obtenida.

Una estrategia de control (retroalimentacién dindmica) es propuesta para,
resolver el problema de estabilizacién (local) y seguimiento asintético en la
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salida. Se implementa en el esquema de control un observador exponencial
no lineal para la estimacién del error de seguimiento, La aproximacién es
completamente basada en la FCOG usando algunos resultados del algebra
diferencial.

V.2 Principio de Separacién

Supéngase que se dispone de una ley de control por retroalimentacion de
estado que estabiliza al sistema y que un observador ha sido construido. Se
propone reemplazar en el control calculado, el estado real del sistema, el cual
es desconocido, mediante el estimado obtenido por el observador.

La pregunta fundamental es saber si el sistema en lazo cerrado (control
+ observador) preserva la estabilidad.

Este es un problema muy delicado de estudiar. En general se trata de
encontrar un compromiso entre la velocidad de convergencia del observador
y la rapidez con que se va a estabilizar el sistema.

Es bien sabido que si procedemos como en el caso de los sistemas lineales,
el espectro del sistema en lazo cerrado con el estado estimado se descompone
en dos partes: el espectro del observador y el espectro del sistema en lazo
cerrado sin observador, los cuales permanecen invariables.

La estabilidad del sistema en lazo cerrado con observador depende sélo
de la estabilidad del observador y de la del sistema en lazo cerrado sin ob-
servador.

El principio de separaciéon consiste en controlar un sistema por medio de
un observador, este principio de separacién que facilita considerablemente la
sintesis, no es en general aplicable para el caso no lineal.

Para los sistemas lineales se satisface el principio de separacién siguiente:
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t = Az+ Bu
2 = Az+ Bu— KC(z—x)

Siu=Fz+v
&t = Az+ BFz+ Bv
3 = A2+ BFz— KC(z—1z)+ Bv
€ = 2—2
z A BF z B
= + ki)
z KC A+ BF -KC z B
¢ = (A+ BF)x+ BFe+ Bv

¢ = (A—KC)e

L) L))

uno puede escoger los valores propios de cada subsistema independientemente
de las ganancias del controlador y observador F'y K respectivamente (F, K).
En el caso no lineal en general esto no se cumple.

V.3 Problema de seguimiento en la salida y estabi-
lizacién (local). Una aproximacion diferencial alge-
braica

El problema es planteado de la siguiente manera:
Considere la clase de sistemas bilineales dada como:

r = (AO + gA@’U,,).'B +Bu € ]R",u eR™
ZSB : (22)
y = Cz+ Du yeR

donde A;, 0 < i <m,; B,Cy D son matrices de tamaifio apropiado. Supdngase
que el sistema Ysp es observable en el sentido de observabilidad dado por
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Diop y Fliess. Dado el elemento primitivo diferencial como en la proposicién
1 del capitulo Il y definiendo y%~1 = #; 1 < i < n, se obtiene la siguiente
representacién explicita de la Forma Candnica de Observabilidad General-
izada dada por:

T, = Tin 1<i<n-—-1
ZFCO : ﬁn = —LO (7—’7 u, 'l:L, v ,u(&)) (23)
y = M
para algin @ > 0, y 7 = col (f1,...,7n). El sistema Xgp es transformable

en la FCOG representada por ¥ rco mediante el uso de la proposicién 1 dada
en la seccién I11.3.

Ahora, sea yg(t) la funcién de salida de referencia diferenciable al menos
n-veces con respecto al tiempo ¢. El problema de Seguimiento Asintético de
la salida consiste en construir un controlador dindmico posiblemente descrito
mediante una ecuacién diferencial ordinaria escalar implicita variante en el
tiempo la cual presenta como funciones de entrada:

a) la sefial de referencia de salida yg(t), junto con un niimero finito de sus
derivadas yg) t) 1<i<my

b) las coordenadss de estado 7j; del sistema, y en algunas ocasiones im-
plicitamente el error de seguimiento e = y(t) — yg(t),

y es capaz de producir como sefial de salida una funcién escalar u, la cual lo-
calmente obliga a la salida del sistema X rco, ¥ = 7; a converger asintéticamente
hacia la funcién de salida de referencia deseada yg(t).

Definiendo a la funcién de error de seguimiento de salida e(t) como la
diferencia entre la salida del sistema original y(¢) y la sefial de salida de
referencia yr(t):

e(t) = y(t) — yr(t) (24)
Por definicién la funcién coordenada transformada #; coincide con la (i —
1)-ésima derivada de la salida y(t), esto es 7; = yO~Y parai = 1,...,n.
Entonces tenemos que:
ed(t) = Rp—yp) 0<i<n-—1

n = n — . & n 25
() = i~y () = —Lo (B, u®) —yP@) )
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definiendo e; = e, ¢ = 1,...,n como las componentes del vector e(t)
obtenemos (ver proposicién 1, seccién I11.3):

é] = €9
s = e3
bn-1 = €y ' (26)
€n = - ,i_l?l Ai-164
€ = €
o en forma compacta
e = Fe
€ = € (27)
donde:
0 1 0 0
0 0 1 0
F =
0 0 0 1
—Qg —a1 —az ... —0Qp_y
y n
Co (Yr(t) + (), u, 1, ..., ul®) =y (1) = =3 aise; (28)
i=1

Yr(t) = col (yr(), ¥’ (®),-., 35 )

et) = col(ei?),...,en(t))
El punto de equilibrio asintético del sistema en el error de seguimiento (27) es
simplemente dado por e(t) = 0. De aquf que, bajo tal condicién de equilibrio

i.e. bajo seguimiento perfecto, el controlador dindmico resultante presenta
la siguiente dindmica

Lo (Yr(t),u, ..., u®) =y (1) (29)
Suponemos que la solucién u de (29) es definida para todo tiempo, y

es acotada, de la misma manera la funcién yg(t) es acotada asi como sus
derivadas.
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Para obtener el control de retroalimentacién dindmica de la ecuacién dife-
rencial ordinaria implicita, es necesario resolverla en términos del controlador
u sobre la base del vector de error no conocido e(t) y el conocimiento del
vector Yg(t). Para resolver esta dificultad es necesario la implementacién de
un observador para reemplazar el error de seguimiento e(t) por su estimado
é(t).

Debe hacerse notar que la dindmica del controlador (29) tiene una in-
terpretacién en términos de un sistema inverso que toma como entradas
la funcién de salida de referencia deseada yg(t) y un nimero finito de sus
derivadas y se obtiene como funcién de salida el control de entrada escalar
u.

Ahora, escribimos el sistema (27) como sigue:

&(t) = Be(t) +w(e(t), yr(®), yi (®); - - - (1), u(t), u (1), ..., u(2)) (30)

donde los elementos de la matriz E son dados por E;; =6; ;-1 y

o(e(t), yr(t), ¥y @), ..., ¥3 (), ult), u (@), .., u®(t))
= col(0, ..., 0, (Lo(Wr(t) + e(t), u, ud (), ..., u®@ () — y™ (@)

entonces, la estimacién del error de seguimiento e(t) = y(t) — yr(t) es dada
mediante el uso de un observador no lineal exponencial de la forma (ver lema
2, seccién 1V.2):

(31)

&(t) = Ee(t) + p(e(t), yr(t), yr (0),- -, yft (1), u(t), uD(®), ..., u®(8))—
Sy CT(Ce(t) - ea(t))

(32)
donde Sy es solucién de la ecuacién
05 + ETSp + SeE — CTC = 0, (33)
para 6 > 0.
Sea,
pue, yr(t),6(t)) = Lo(Wr(t) +&(t),us,ul’, ..., ul®) —y )+
- (34)

+ Y ai &) =0
=1
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con us la dindmica del controlador resultante obtenida a partir de

p(ue,yr(t), é(t)) =0 (35)

las dindmicas de é(t) y €o(t) = é(t) —e(t), el estimado del error de seguimiento
y el error de observacién respectivamente, son dadas por:

&) = Ee(t)+ (@), yr(t), yx @) - 4k (®),
ue(t), u(t),. .., ul? (1)) — Sy 1CT(Ce(t) — ea(t)) (36)
&(t) = (E—85'CTC)ef(t) + P(eo(t), (1))
las cuales podemos reescribir como:

&ty = Fe(t) — S;1CT(Cé(t) — er(t))
S: (37)
éo(t) = (E—S5'CTC)eo(t) + ®(eo(t), é(2))

donde

Beo(t), (1)) = w(E(t),9R(0,9R (1), - Ui (0),uel®), e (2), - ™ ()~

o(e(t),yr(0), ¥R (0), - ¥R ), we(0), uP(B), - mff”((t)))
38
Consideremos las siguientes hipétesis:

H1) ®(eo(t),é(t)) = P(eo(t)) es localmente Lipschitz en R™.

H2) las sefiales us y yr(t) y sus derivadas respectivas hasta al menos n son
acotadas.

Teorema 1. Sea us la retroalimentacion de estado dindmica linealizante
obtenida de la expresién (35) p(ue, yr(t), é(t) = 0. Suponga que las hipdtesis
H1 y H2 se satisfacen. Entonces el sistema en lazo cerrado Y pco es local-
mente asintéticamente estable. De otra forma, el sistema dado por S es
localmente asint6ticamente estable.
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Demostracién. Sea el sistema S dado por
é(t) = Fé(t)— S;'CT(Ce(t) — e (1))

S:

é(t) = (E—85;1CTC)eo(t) + @(eo(t))
donde
0 1 o ... 0
0 0 1 ... 0 0 I
_ . . n—-1xn-—1
F= : y B= ( 0 0 )
0 0 01
—Qy —Q1 —02 ... —Op_1

Considere la siguiente candidato a funcién de Lyapunov,
V(é, 60) = Vi(é) + ‘/2(60) = éTPé + 6315960 (39)
siendo P y Sp matrices simétricas definidas positivas y P es tal que FTP +

PF = —1I con F estable y (Sp)i; =
positiva) solucién de la ecuacién

8Se + ETSy + SpE — CTC = 0.
Mostraremos que V es una funcién de Lyapunov para el sistema S
i)
d
(—ﬁVz(fﬁo)

geri—1 i (o;; matriz simétrica definida

d
dt

i

(655960) = ég’Soﬁo + 631596'0 =
= el ETSse0 — e CTCeo + 7 (€0)Soco+
+ 6(7;59(E - SO—ICTC)GO + Gg‘Sg(I)(Go) =

= GBSy + SE ~ CTCles — €1 CTCeo + 26 Sy(eo) <
(%)

IA

—0ef Speo + 267 Se®(e0)  (pues € CTCe > 0)

d
EI;HGOI@B < —0|leoll%, + 2lleoll s, | (€0) I,
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justificacién de (*)
lleg Se@(eo)ll = lleg MMT@(eo)|| = [IE] S {eo)l
donde

62; = %M,é(t‘,o) = MT(I)(E())

el = (8 MMTeo)'? = (€ Seeo)'/* = lleolls,

entonces _ _
15 ®(eo)ll < I (o)l = lleolls, | @ (co)lls,
y como ® es Lipschitz

(o) llse < Mll€ollss (39)

(A1 es independiente de 8, ver justificacién al final de la demostracién).

Continuando con la demostracién

d
Zleolls, < —bllells, +2M]leolls,

d 0
EZ”EQHS" < —§||€0||Sa + Atlléolls,
d 0
Hals < el [§ 2]
Escogemos 0 tal que
o A= >0

2
con lo cual obtenemos:

d
%Hﬁo"se < —llells,

= |leollsy < e llo(0)lls, (40)
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ii) Por otro lado
—Vl(e) = ( eTPe) < —€Te —26TPS;1CT Cep <

< —aéTPé - 26TPS;'CTCey = —aVi(é) — 26T PS;1CT Ceq
(++)

(Para alguna constante a > 0)

avi(e) _
T dt

Justificacién de (**)

16T PS;1CTC Sy Speol| < poll€olls, l|€ll

< —aVi(é) + 2pslleolls, l1€llp

avi(é . _ .
—(;t(_) < —aVi(é) + 2pslleoll s, Vi7* (€)
dlel, _ =, .-
“‘#‘ < 7”6“p+p0”€0”50
t
el < 16l + [ poe=tDlleo(r)|sydr <
t
< 1@l + [ pollo(0)llpe e/ =
[4
= [1&(0)|lpe*"% + pgllea(0) 5,6~/ /0 el-veta/Dr g,
1 t
= lle(0)l.e= %2 + 5 0 —af2t ) T (-vet§t
1800) e + pollea(O)lsse™/* | el e+ 1|
, , Polleo(0)l|s, | - Pollea(0)]ls, —
é < é(0 a/2t 9 ol
el < (1@, + 21Ol oo 2Ol
lell, < Kie=o/% 4 K,e~vet
polleo(0)]
A Peli€o S,
K, =||é(0 —_—
el + 22 s
K,  Polo(@ls
—Yo + /2
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entonces |
“é”p < (Kl + K2)3_"‘“‘{0‘/2,’Ya}t

escogemos Y > /2 i.e., § > 2\; + , entonces:
lell, < (Ki + Ka)em®/ (41)

finalmente de i) y ii) se tiene que el sistema S es localmente asintéticamente
estable.
|

Observacidén 5.1 El problema de seguimiento y estabilidad para una clase
de sistemas no lineales es abordado en [MA, SUA].

En los siguientes resultados verificaremos que la constante de Lipschitz
que aparece en la expresién (39’) es independiente de 6.

Proposicion 3. 38 > 0 tal que Ag — I es definida positiva y Ay es definida

comao:
a1162"‘2 a1n0""1

Ap = :
anlen_l ‘e ann

Demostracién. Dada Ay como antes

( a1192""2 — ﬂ ce aan"_l
Ag—pl = : .. :
01671 cir Olpn — 3
( (a1 — B)o*—2 R TIN o
(022 — ,8)02"'_4 N
= +
anlen_l coe Opp — :6
[ B2 —1) ... 0
N ﬁ(92n—4 - 1)
0 0
— A+B

64




donde A es definida positiva (pues [ai;] es una matriz definida positiva y
por consiguiente [o;;] — B es definida positiva donde 3 es un elemento de
perturbacién) y B es semidefinida positiva, y como A+ B es definida positiva,
se concluye que Ay — (I es definida positiva por lo tanto existe 1 > 3 > 0
(como ay; = 1, 0 < B < 1, igualmente para 6, para n = 2, § > 1) tal que
Ag — BI es definida positiva.

|

Proposicién 4. Dada Sy = 5,,}—_rA9 con Ay simétrica definida positiva, Ay
o s 2n—1
como en la, proposicién 3, entonces ||z||* < 0_?‘”3”"239’ B> 0.

Demostracién. Por la Proposicién 3, 38 > 0 tal que Ay — 81 es definida
positiva, por lo tanto

((Ag — BD)z,2) >0 Vz
= <A9(l?,.’L'> Z ,3(.'1}, "1">
= |zl%, = Blzl
= |zl < 3l=l%, (8> 0)
cOmo

1 1
So = g1 Ao = lxll%, = %_—1"93”?49

de aqui
ll%, = 6> l2ll3,

= Jlafl? < %02"‘1|Iml|§9, 8>0.
[ ]

Teorema 2. Sea ® : R" — R" Lipschitz, ®(0) = 0, ¢ = (0,...,0, ()T
entonces existe A independiente de 6 tal que || ®(z)]|%, < Allz]|%,,z € R™.
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Demostracién. Como

1 20y ... 0, ) [ °
le@)s, = =, 0,0(2)) : : - =
"o 1 e Onn 0
" p(z)

1
= Wjﬂfnnso2 ()

y ya que ® es Lipschitz entonces ¢ es Lipschitz i.e., 3k > 0 tal que |p(2)]| <
kljx].
Por lo tanto
Q
1®(@)[13, = (Se®(2), 2(2)) = 3 9*(@) £ (= Cimn)
6
usando la proposicién 4 y el hecho de que ¢ es Lipschitz

ak? ak? 9!
[®@))5, < pan=i lz]? < ezn-l—ﬁ‘”mll?&

= [2@)lI5, < Alzlls,

- ak? .
donde A = —— es independiente de 8.

g

V.4 Aplicacién a un modelo de Reactor Quimico

En esta seccién aplicamos el teorema anteriormente dado y algunos resulta-
dos obtenidos en el capitulo I para resolver el problema de seguimiento y
estabilizacién (local) para un modelo de reactor quimico.

El siguiente sistema bidimensional una entrada-una salida representa un
modelo de reactor quimico

ERQZ Ty = u(C’e—-xl)—rxl
&y = T — U2 (42)
y = I2

con coeficientes en el campo de nimeros reales R (campo diferencial ordi-
nario).

66




Empleando la proposicién 1 dada en la seccién I11.3 afirmamos que la
siguiente transformacién de coordenadas, en los estados y en las entradas
nos permite obtener una FCOG para nuestro sistema.

Eligiendo el elemento primitivo diferencial como z; = z, las siguientes
relaciones se siguen:

a = =y . (43)
29 = T —U¥2=Y
siendo el conjunto {y,y} una base de trascendencia finita de G/K(u) la
cual representa a la dindmica dada por el sistema Ygg y cuyo grado de
trascendencia es d°tr G/ K (u) = 2.
De modo que, la correspondiente inversa de (43) es:

Ty = 21

29 + U2y
xy = —, r#£0
T

y la matriz Jacobiana de la transformacién de coordenadas de estado (43) es
dada por:

5, [0 1
J:—a—:
z Lr —U
det =1 = |2 =r 20, rer
oz| ’

la cual es claramente no singular, si r es diferente de cero.
La FCOG para el sistema Y gg es entonces obtenida

é]ZZQ

2y = 1Ce— 2z +ur+u—2(2u+r) (44)

Si la trayectoria de referencia deseada yr(t) es dada por

yr(t) = cos(2t) + 2

de la expres10n anterior calculamos las correspondientes derivadas requeri-
das ¢, y$2(t), constituyendo el vector ¥r(t) definido en la seccién V.3 el
cual serd utilizado mas tarde en la dindmica del controlador basado en el
observador.
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Definiendo el error de seguimiento como e(t) = y(t) — yr(t) = T2 —
yr(t) obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales basado en
los resultados de la seccién V.3 los cuales describen la dindmica del error de
seguimiento esto es:

é1 = e
és = el|[—u—ul—ur]+e—u+1]+ruC+
yrl—t— 4 — ur] + gal—u+ 1] —
e = €
= ¢ = FEe+ p(e(t),yr, Ur, Jr, U, ) (45)
e = €&

donde: 0
1
7=(00)
0

e1(—t — u® — ur) + ruC
+yr(—1 — u? —ur)+
gr(—u+ 1) —gr+ (—u+ ez
el sistema (45) es observable, entonces proponemos un sistema observador
no lineal exponencial como en la seccién V.2 para la estimacion del error de
seguimiento el cual serd implementado en la dindmica del controlador basado
en el observador.

()0(6(t)7 YR, YR, YR, U, u) =

Ee + (p(é,'lb, '&) YR, yR, yR) + Sg_—ICT(Cé - 61)
Yes: 0 = 959+ET59+S()E—C(I‘C

donde:
01
7=(50)

con § >0y Sp € Gl(n, K{(u)) (grupo lineal de matrices simétricas definidas
positivas) el sistema dado por Lgs es un observador exponencial.

La linealizacién exacta de la dindmica del error del seguimiento puede
ahora realizarse igualando la dltima ecuacién diferencial en (45) a una ex-
presién lineal invariante en el tiempo en las coordenadas del error (polinomio
estable).

>
l

(46)
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Esto es equivalente a tener la dindmica del error en lazo cerrado como
é1 = é3 = v (doble integrador) con v = —ae; — azes.

Por lo tanto la respuesta del error asintéticamente estable es facilmente
disefiada mediante una estrategia de colocacién de polos elemental en un
sistema, controlable de segundo orden expresado en la Forma Canénica de
Brunovsky [BR].

Uno puede escribir la ecuacién del regulador dindmico no lineal variante
en el tiempo como:

i a161 + agfe + (—u? — ru){ér + yr) + 2u + [—u + 1][é2 + Y&
é1+ Yr

—ir (47)

de donde por el Teorema de la seccién V.3 el controlador dindmico (47)
estabiliza el sistema en lazo cerrado dado por X g con el controlador el cual
es solucién de la ecuacién diferencial en u dada en (47).

V.5 Simulacién y Resultados

Las simulaciones fueron realizadas con los siguientes valores de los parametros:
r=1,c=2.

La figura 5.a muestra la trayectoria (cos 2t+2) de referencia deseada yg(t)
y la respuesta de z, (concentracién del producto) de la dindmica controlada.
Las condiciones iniciales dadas para 22 y yg son: £ =0y yg = 3

La figura 5.b describe la trayectoria de la derivada de la sefial de referencia,
yr(t) y larespuesta resultante z, (concentracién del reactante) de la dindmica,
controlada. El error de seguimiento converge asintéticamente a cero. Las
condiciones iniciales dadas para z; y Y& son dadas por: 2, =3y yr = 0.

La figura 5.c y 5.d representan la dindmica generada por el error de
seguimiento y la estimacién del error dado por el sistema observador no lin-
eal Xgs. Las condiciones iniciales para ey, €1, €2 y €5 son dadas porie; = 0,
61:3, 62:0yé2:—3.

Observamos que el sistema obviamente es estabilizado y el error de segui-
miento converge a cero. Y finalmente en la figura 5.e se muestra la dindmica
generada por el observador-controlador, con condicién inicial u = 0.
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Capitulo VI

Extension de resultados al Caso no lineal

VI.1. Introduccion

Existen dificultades de extensién de los resultados de observadores al caso no
lineal. Para obtener un observador es necesario que la dindmica del error de
observacion sea estable. El caso donde la dinamica del error es lineal es par-
ticularmente simple ya que esta condicion implica la estabilidad exponencial
y luego se resume todo a un simple cdlculo de valores propios.

En general para un sistema no lineal, salvo para casos muy particulares,
el error de estimacién es no lineal, y se tiene que para sistemas no lineales el
estudio de la estabilidad es extremadamente complicado teniendo en cuenta
el hecho de que ésta depende continuamente de pardmetros del sistema y del
observador.

Consideramos el error de estimacién formado a partir del sistema Ygny,
dado por:

ZSNL A f((I?,’U,
) = haw 8

y el observador definido por:

Yo: &€ = ¢ uy)
x = £ (49)
£to) = &
esto es: _ o
e = T—1Z

= f(z,u) — 9(§,u,y)

Supongamos que queremos una aproximacién de primer orden alrededor de
e=0.
En la vecindad de |le|]| =0

J@0) = J(8,0)+ = f(u)e + 0(lel)

= J(6) + 2 f(Eu)e + (el
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entonces
e = f(z,u) — o 1Y)

= F6u) + eI we+0lllel) - vl wy)

Sea,

AGuy) = 5-fEn)

D(f,u,y) = f(g?'u') - ‘p(ﬁ!u’ y)

en la vecindad de |je]| = 0, la dindmica del error se puede escribir como:

é = A(¢,u,y)e + D(€, u, ) + 0(llel)) (50)

Se pueden plantear algunas situaciones.
1) Caso en el que A(£,u,y) es una matriz constante y donde D(€,u,y) es
pequefio en relacién a |le|.

La dindmica del error es entonces lineal (o casi lineal) y la estabilidad
del sistema es entonces asegurada por una elecciéon adecuada de valores
propios de la matriz A(, u,y).

2) Caso donde A(¢,u,y) varia lentamente.

Entonces bajo ciertas hipotesis existe aun estabilidad, pero esto con-
tradice en alguna forma la definicién de lo que es un observador. Su
dindmica debe en efecto variar, pero mds rapidamente que la dindmica
del sistema Yy, a fin de poder corregir los errores de estimacion.

VI.2 Sintesis de un Observador para una dinamica
no lineal

Consideremos la siguiente clase de sistemas no lineales (CSN) dada por:

Yne: & = f(z,u)

y = h(z,u) (51)

donde la entrada u = (uy,...,um) esta en R™, el estado z = (;1...,z,) en
R"™ y como funcién de salida medida y = h(z, ) en R.
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Supongamos que el sistema es observable (como en la definicién dada en
la Seccién 11.2).
Nos planteamos la siguiente pregunta

. Es posible sintetizar un observador exponencial para el sistema Xy1?
La respuesta es afirmativa y es resuelta en la dltima seccién.

Es bien conocida la nocién del elemento primitivo para una extension al-
gebraica finitamente generada no diferencial G/ K(u). (ver definicién Seccién
1.4). El andlogo diferencial del teorema del elemento primitivo [FL1] afirma
que existe un elemento ¥ y un entero n positivo tal que y™ es algebraica-
mente dependiente sobre y,y®, ..., y™ D u oM . . ie.:

y™ = L, (y, TR Tt L TR IO ,u("'))

Afirmamos la existencia de otro conjunto de variables de estado & = {&;,...,&:.}
tal que en estas variables las ecuaciones diferenciales formadas por este con-
junto toman la Forma Canénica de Observabilidad Generalizada; dicha forma
tiene la representaciéon obtenida en la seccién I11.2.

Dado 7; = y% Y, 1 < i < n entonces podemos dar la siguiente repre-
sentacion en la FCOG:

m = Mg 1<i<n—1
ﬁn = —Lﬂ(ﬁy u, i”a L ,u('Y)) (52)
y = . Para algin v > 0.

La transformacion de coordenadas de estado T, de z a £ emplea las va-
riables de entrada y un nimero finito de sus derivadas.

£ =Tu(z) (53)

Esta transformacion de coordenadas T, es generada por el elemento primi-
tivo diferencial el cual puede ser elegido como se menciona en el siguiente
resultado.

La siguiente proposicién afirma que para una eleccién apropiada del e-
lemento primitivo diferencial es posible obtener una FCOG trasladada con
inyeccién de la salida.
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Proposicién 5. Sea la CSN dada por Xni. Si el elemento primitivo difer-
encial es:

Y= Zaixi + Zﬂj’u]' o, ﬁj S K(u)
i i

Entonces la CSN es transformable a la siguiente FCOG trasladada con in-
yeccién de la salida dada por:

Srr: 71 = AG+ Y@ u, vV, .. uM) + (u,u?,. .. v y) (54)
y = Cn=m
donde ¥(7,u,u®, ..., u"M) y ®(u,uV, ..., u", y) son vectores no lineales y

el segundo depende de la funcién de salida (inyeccién de la salida). Ademds
A es la matriz descrita por A : R" — R", Ay =6 j-1:

01 0 ...0 0
0 ¢ 1 0 0
A= ;o U(F,u,u®, .. ) = :
0 ... 1 0
0 0 0 'w(ﬁ, U,... ,u('y))
0
d(u,uV, ... u y) = O
(P(u, bR 7u(7)7y)
Demostracién. Sea el conjunto {£,£W, ... £~} una base de trascenden-
cia finita de la dindmica G/ K (u) con salida y = h(z, u) la cual representa al
sistema Yy, donde (£,£,...,£™D) es un estado generalizado de dimensién

minimal y la cardinalidad del conjunto es “n”; en otras palabras el grado de
trascendencia de G/K (u) denotado por d’tr G/K{u) es igual a “n”.

Sea (-1 = y(i-1) 1 < § < n, donde n > 0 es el minimo entero tal que
y™ es K (u) -algebraicamente dependiente sobre y, y», ..., y® D u u® ...,
Redefiniendo

7 =&0-D 1 <i<n se tiene:
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T = 1T
T2 = T3
7:711—-1 = 7711
ﬁn = w(ﬁauw'wu(ﬂ) +(p(u)“‘7u(1),y)

el cual puede escribirse como en ¥rg con:

®(u,u®,...,uMy) = (00... 0p(y,...,u™ y))7
U(f,u,u®,...,uM) = (00 ... 09(7,u,...,u)T

lo cual completa la demostracion.
a2

Observacién 6.1 Podemos llevar el sistema Xy a una FCOG trasladada
por medio de la relacion

7 = Tu(z) (54)
.

VI1.2.1 Sintesis del Observador

Describimos ahora como un observador puede ser de ayuda para la estimacién
del estado de una clase de sistemas no lineales.

Supondremos que la transformacién 7T, es no singular en el sentido de
que las componentes de T, son algebraicamente independientes y u es una
entrada no singular (BE).

Consideremos las siguientes hipdtesis:

Al) ¥p(&) es localmente Lipschitz en R
donde:

Wp(e) = U(ij + &, u,ull,. .. M) — O (f,u,u®, . ) (55)

A2) Las sefiales u y sus derivadas son acotadas (al menos hasta la n-ésima
derivada).
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Ahora tenemos el siguiente resultado importante.

Teorema 3. Considere el sistema observable una salida dado por Yrg el
cual satisface las condiciones Al y A2, entonces el sistema

Sop: f = Afi+ U (7, u, u® . u) + d(u, . u, y)—
~851CT(Cfj — ) (56)
0Ss + ATS(; + SgA = CTC

es un observador exponencial para el sistema Y.rg donde 8 € R* y Sp es una
matriz simétrica definida positiva. Ademds el error de observacién & = 17—
converge exponencialmente a cero cuando t tiende a +oc.

Demostracién. Sea & = 7 — 7j el error de observacién cuya dindmica es
descrita, por:

& = (A-S;'1CTC0)& + {\I!(ﬁ —&,u,u®, ..., uM)
—U(n,u,ud,... ,u(’V))} (57)
& = (A-5;'CTC)é + ¥p(e)

Considere la siguiente funcién de Lyapunov:
V(&) = & Seeo
entonces tomando la derivada con respecto al tiempo se tiene
V(&) = 268 Sy A%y — 2(Cio)? + 26X So¥ p(&)

ya que Sy satisface —0Sp — ATSy — SpA + CTC = 0 entonces las siguientes
desigualdades se cumplen

V(@) = —8V(é) — (Ce)® +2eL Sp¥p() <
< —9V(€0) + 2EgSa\I/D(€0)

usando la desigualdad de Schwarz obtenemos

V(&) < —0V (&) + 2[@lls, ¥ n (o) lss
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como ¥p es Lipschitz, y por la forma particular de ¥p podemos aplicar el
teorema 2, esto es:
1¥p()lls, < pllells,

con u independiente de 6, entonces

: d ) )
V(o) = —(lalls) < —Ollells, + 2ulleolls,
4
dt

Hlals) < ~leals, |31

_ 6, _
(leollss) < =3 llolls, + Hlleolls,

Elegimos 6 tal que p

——p=pg>0
2 iu’ l’te 3

con lo cual obtnemos p
=) < —polels,

= |Ells, < —e™**||&(0)]ls, (58)

lo cual finaliza la demostracién.

VI. 3. Aplicacién a un modelo no lineal

En esta seccién aplicamos el observador propuesto al siguiente sistema no
lineal una entrada-una salida el cual representa un modelo no lineal con
coeficientes en el campo de los nimeros reales R el cual es considerado un
campo diferencial ordinario (constante)

) = uTe
YXNL1 T2 = uxi1Te + U, U#O (59)
y =

Si u y y = 2; son medidas entonces se verifican dos polinomios diferenciales
algebraicos sobre K (u,y) esto es:

n—y=0; g-ur,=0
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a partir del elemento primitivo diferencial 7; = z; las siguientes relaciones se
satisfacen

M = I
2 = UT2

lo cual transforma el sistema Xy en la FCOG con inyeccién de la salida

7= A7+ 9(Gu,u®, ..., u™)+ &(u,u, ... y)
ENLQ . (60)

y = Cn=m
donde:

A—(O 1) (7, u, uV uM)y = % °
0 O ) ) ) go ey 57_)2'*’1”7)17—72

y
0
(I)(uau(l))- o ’y) = ( u2y )
Note que ®(u,uV, ..., y) y ¥(7,u,u®,...,u?) son vectores no lineales.

Por el teorema anterior es posible construir un observador exponencial
para el sistema Xy de la forma:

ﬁl = ﬁ2+29(ﬁ1—ﬁ1)

A aa A A S A _
N = an2+un2m+u2m+92(m—m)
i =

Observacién 6.2 La entrada u = 0 es una entrada singular para el sistema
Ynr1 entonces cuando esta entrada es aplicada al sistema, es claro que el
observador no trabaja (mds atn el sistema es inobservable).
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VI.4 Simulaciéon y Resultados

El observador propuesto ha sido aplicado a un modelo no lineal de la forma
dada por Xyp1. Los resultados de simulacion pueden mostrar que los es-
timados convergen a los estados reales u originales del sistema Xypy (ver
figuras 6a y 6b), con las siguientes condiciones iniclales para z, £1,22 y £a:
=2, 51 =1, za=1y & =2

-”>
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Fig. 6a
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Conclusion

En el presente trabajo se ha abordado el problema de la sintesis de obser-
vadores y algoritmos de control para una clase de sistemas bilineales. Estos
resultados han sido extendidos a una clase mas amplia de sisitemas no lin-
eales, utilizando una aproximacion diferencial algebraica. Se hace énfasis
en la dificultad que existe en dar una teoria general de la sintesis de obser-
vadores; esto es debido a la presencia de entradas singulares, entradas que
hacen que el sistema sea no observable.

Hemos propuesto la estructura de dos observadores cuyas ganancias son:
para el primero, variantes en el tiempo (dependientes de u y sus derivadas) y
un segundo observador cuyas ganancias se encuentran en un grupo lineal de
matrices simétricas definidas positivas con entradas en un campo diferencial
K(u).

Hemos tratado una clase de sistemas no lineales, y muy particularmente
una clase de sistemas bilineales considerados observables (desde el punto de
vista algebro diferencial dado por Diop y Fliess) [D14, FL] que pueden ser
transformados en otros sistemas no lineales observables, para los cuales es
posible construir un observador. La transformacion es dada gracias a la exis-
tencia del elemento primitivo diferencial, el cual es mostrado explicitamente.
La transformacion de coordenadas permite en general llevar a todo sistema
bilineal observable a una Forma Canénica de Observabilidad Generalizada.

Se ha ideado una ley de control mediante el uso de estos observadores
logrando resolver el problema de seguimiento en la salida y estabilizacién
(local) utilizando una aproximacién diferencial algebraica.

Axin existe mucho trabajo por hacer en lo que concierne al tratamiento
de singularidades, y se requiere trabajar algunos otros métodos algebraicos,
para llegar a establecer formas candnicas de observabilidad generalizadas
(por ejemplo utilizando el concepto de comportamiento externo) [MA, DE4],
[DI1], [DI5], [DI6].
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Abstract—An exponential observer is constructed for a multi-output observable Bilinear System
Class (BSC) in the Diop-Flieas’ Observability sense. A differential aigebraic approach is proposed for
the estimation of the state of a class of bilinear system. A result on Multi-output Translated Fliess'
Generalized Obeervabitity Canonical Form (MTGOCF) is given.

Keywords—Differential primitive element, Multi-output Translated Fliess' Ceneralized Obeerv-
ability Canonical Form, Exponential observer, Bilinear System Class.

1. INTRODUCTION

In recent years, a variety of approaches have been used on the study of the synthesis of estimation
and control algorithms. The control techniques assume a complete knowledge of the state vector
at any time. This is not always the case since techniques for on-line measurements of some
process are almost always indirect. Due to this restriction, it is necessary to design and implement
estimators.

An important problem in system theory is the state measurement which is solved by introducing
a state estimator. A system whose task is to give an estimation of the state is called an observer.

An estimation of the state for linear systems is given by the Luenberger’s observer, while for
bilinear systems, and in general for nonlinear ones, the construction of observers is more difficult.

Many authors have worked on the development of the state estimators for a restricted class of
nonlinear systems such as bilinear systems either by the differential geometric viewpoint (theory
mainly due to Hermann, Krener, Isidori, Van der Schaft, Nijmeijer, Gauthier 1), Bornard [2],
Hammour (3,4], Zeitz, Williamson, Levine, Marino, etc.), or by the algebraic one (introduced by
Fliess in 1986). The latter approach is based on differential algebra and has, among other features,
the ability to define observability (5,6}, and consequently, gives an estimation of the state through

*Author to whom correspondence shoild be sddreseed.
The authors are indebted to the reviewers for their helpful comments.
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the design of observers [7-9] for systems represented by an arbitrary set of algebro-differential

equations.
This paper is addressed in the algebraic direction. We propose the construction of an expo-

nential nonlinear observer for a multi-input multi-output observable bilinear system class (in the
Diop-Fliess' Observability sense). An application to a chemical reactor model is given.

2. STATEMENT OF THE PROBLEM

We start with some basic definitions which are considered in [5].
DEFINITION 2.1, A Dynamics is a finitely generated differential algebraic extension G /k{u). This
means that any element of G satisfies an algebraic differential equation with coefficients which
are rational functions over k in the components of u and a finite number of their time derivatives.

DEFINITION 2.2. Let a subset {n,y} of G in a dynamics G/k(u). An element in G is said to be
observable with respect to {u,y} if it is algebraic over k(u,y). Therefore, a state I is said to be
observable if and only if it is observable with respect to {u,y}.
DEFINITION 2.3. A Dynamics G/k(u) with output y is said to be observable if and only if any
state is so.

Here, the concept of observability means that the differential field extension G/k(u,y) is alge-

braic; that is to say, that the whole differential information is contained in k(u, y).
Let us now consider the following Bilinear System Class (BSC):

m .

t= (AO+ZA.u‘):+Bu. )
[

y = Cz + Du,

where u = (uy,... ,4m) E R™, 2 = (21,....24) ER", y = (y1,...,¥p) € R?, A,0<i<m, B,C
and D are real matrices of appropriate size.
Suppose that BSC (1) is observable in the Diop-Fliess’ Observability sense. Then let us pose

the following problem.
Is it possible to synthesize an exponential observer for the system (1)?

3. MULTI-OUTPUT FLIESS’ LOCAL GENERALIZED
OBSERVABILITY CANONICAL FORM

According to the theorem of the diﬁerentlal primitive element, there exist k-element,s y» and let
Mk, 0 < M < n, an integer such that y, () g algebraically dependent on y;,,y,‘ . y{”, ,y,(""' '),

u,u u@ e,
Y™ = —c, (yk. Ly u,u('),....u(")). (2)

Let
=0 t=imALmem L Aty +1,
Y. om=n 1SisSm+--+mp=n
1<k<p
where the integers 1y,. .., 7, are called algebraic observability indices.
Then, we can write a local state space representation in the special form of a generalization of
the observability canonical form (multi-output). Such a canonical form is the MGOCF given by:

& =

™
{'ll 1= l

M= —Ly(E .. €0 uuM L u)
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(M g
rEmH - frn’ﬂ
X (3)
™m — M
£'n+'n-l - £'n4m
€7 e = —La(€T o €7 gy u D)

(é',r - 6'71-
mémt 4t 1 41 Ndmb-4dnp_1 42

n,J . o
Eq|+m+~-+n,-l = £'1|4‘"7+""',r
n " y
CEnamtan, = ~Lplnlam st &l ima M,."‘v--v"h))
v =&
=1lm+lm+m+l...om+mt--tnp +1, Z N =N,
1<k<p

The following proposition states that by an appropriate choice of the differential primitive
element it is possible to obtain a Multi-output Translated GOCF (MTGOCF).

ProprosITION 3.1. Let the BSC (1) be given. If the differential primitive element is chosen like

lesspm m
Yk = Z org + Zﬁjuh o, 05 € k(u),
f=n-m+l J
where u = (uy,...,um) and k(u) denotes the differential field generated by k and u. Then the
BSC (1) is transformable to the following Multi-output Translated Fliess' GOCF with output
injection given by
# = Aut +p(u,y) = Ar + My, 1) + o(u,y),
2o @
y=01,
where ¢(u,y) is a nonlinear block matrix. The matrix p(u,y) is the transiation matrix of the
MGOCEF, and y denotes the output injection in the translation matrix. Furthermore, the ma-
trix A, has its entries in k(u).

Ly

- 01 0
A 0 001 ...0
A: ., Ak‘: .. . Ny lSkSp|
0 A 0 .1
P 000 0 O
r Bl ? 1
Mu,r) =] ° By = Ny (5)
i 0
- Bp "ak(“o'~-vu(1)|yk) J
. 0
e1(u, 1) 0
wa(u,y2)
plu,y) = : v ex(tp) = : ,
L ‘pp(u"yp) 0
g(u,...,uM p)
¢y 0
C= v Ge=[10 0]
0 C,
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PROOF. Let the set {€/ = yi' "} = (€M,...,€2*} be a nx-finite differential transcendence basis
with

w=Er=0), (=lm+l...om+m+-4na+l, 1<k<p,
where i, 0 € ¢ < n, is an integer such that y("') is dependent of

1 1
yh!/:, ).n..y("' DM,

Redefining the transformation of coordinates r like:
m

) =W

1
e !I( :
T’" -— (',I - l)

W

M —
Tmddneg41 = Vp

L (”
Tt 4y 142 = !/n

-'1','+---+n, = Ug'"‘)'

we obtain:
=1l 1<js<m-1,
it = ~L, (r,'",...,r,',’.'.u,...,u")) + g (u.....u(”,yl) \
=10, m+1<j<m+m-1,

Forrny = —L3 (r,','.’“.....r,','l’“n.u....,u('”) + o (u,...,u("),yg) ,

=l M 1S iSmt -],

Forbmtotn, = ~Lp (T::+---+'v.-:+l"' . .r,',',',,...h,',u,.. . ,u(v)) +9p (u. . ,u("),y,,) ,
which can be rewritten as in (4) and (5). (]
REMARK 1. We can take the BSC (1) into MTGOCF by means of

r=0z, (6)
where 6 is a block matrix (the size of each block is m, 1 < k < p) with entries in k(u). Because

this relation depends on u, there exists inputs u for which § is singular; moreover, there are also
problems for values of u such that §-! is singular.

REMARK 2. The solution of the transformation (6) is guaranteed characterizing the class of inputs
for which the system (1) is carried out into the form (6) given above, avoiding the case of singular
inputs in the transformation r (6) and In the system L, (7).

As a last definition, we have the following.
DEFINITION 3.2. If u is an input to the system for which (6) is nonsingular, then u is called a
good input (GI).

Actually, we work with good inputs.

REMARK 3. For an observable BSC (4) in the Diop-Fliess’ Observability sense, any state 7 Is
observable with respect to {u,y}; in other words, r is algebraic differentially over k{u,y).
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4. OBSERVER SYNTHESIS
We have the following result on the existence of an exponential observer for the BSC (1).

LEMMA 4.1. Consider the multi-output observable system L, given by (4); then the system:

. fe=Aric () + S7ICT(Chdv - ),

Y 7
LQ Sk.':—d’kSk-A.{:Sk—SkA: +CZCk| 1 SkSP‘ ( )

Yr > 0, and Sx(¥) in GL (n,k(u)) (a linear group of symmetric positive definite matrices) is
an exponential observer for L), moreover, the k-observation error is given by ex = 7 ~ 74 and

llexll < ke—¥s(t/2),

Proor. Consider the k-observation etror as ¢, = 7, — 7. Then the error dynamic equation is

given by
i =(4; -Sc'cla) o

Consider the Lyapunov function e] Skex.
Let Vi(t) = e{Suk. Since Sy is a symmetric positive definite matrix Va(t} > 0

Vk(t) = C',,TSgek + tzsktk + cIS,,é.,
= -] CTCrex — Vnel Sxex = —nVi(t) - el CTC,
= —€3 Cy Crer — Yn€y Seex = —nVi(t) — €, Cy Crex.

Notice that e] CT Cyrex > 0; this implies that
—UeVi(t) - (L CT Crer < =t Vilt), 0 < Va(t) < Va(0)e ™",
Since 3 ax, Ox such that
arllexl]® < Va(er) < Bellex)?

V(o) /2
= [lex]] < ke~ /D where k = (—:(—)-) . ]
k

Regard that the parameter ¥ determines the rate of convergence and has to be fixed by the
designer.

REMARK 4. We can select the matrix Si in the observer (7) solving the equation:
S‘,,=—:1;.S.,-A€S;,—S.A; +C{Ck. 1<k<p
The solution of the Lyapunov equation is:

- t —Aw t - I - -Aw{t— .
S,,(\b) =e_*"e Ai'Sk(O)C A.l +/ c_ﬁ.('_,)e A.(f O)C[Ckﬂ A‘(f e) dﬂ,
0

where Si(0) is an initialization symmetric positive definite matrix; then the solution Si(v) is a

symmetric positive definite matrix.

COROLLARY 4.2. Suppose that u is a GI. Then the dynamical system L, (7) along with
z=6""r. (8)

Constitute an exponential observer for the BSC (1) (2 = -'+ is the output function of the
system ;).
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5. AN APPLICATION TO A CHEMICAL REACTOR MODEL

The following multi-input multi-output system represents a chemical reactor model (10)

= u(Cy, - 1) = ry1y,

T2 = ryr - T,

n=712+uy,

i3 = up(Ca. — 13} ~ 1273, (9)
5‘4 =Trqr3 ~ W)Xy,

Yy =1+ 3,

with coefficients in the field of real numbers R which is considered as an ordinary differential field
(of constants).

In (9), z,,73 and z2, 14 denote the reactant and product concentrations, respectively. The
input u; corresponds to the inputs-flow of reactant, ry and C,. (i = 1,2) denote kinetic and
reactor parameters.

If uy, and

(j=13)

yw=1;+uy (', 1‘2)

are known 1; and z3 verify
r—-m+u =0,
I3—-yr+up=0

but r; and 14 do not verify the algebraic differential polynomial over k(u,y), then z; and z; are
universally observable [G,11], but r2 and 74 are not. For the outputs yy = 22 + uy, y2 = 14 + u3,
it is not hard to see that the system (9) is observable in the Diop-Fliess’ Observability sense if
u; (i =1,2) and y = 22 + uy, y2 = 14 + uz are measured; then zy,r3, 13 and z4 verify:

2=y +u =0, Ty +uz -y =0,
n+wmy —u?—r.r, -1y =0, gg—r;rg+u;yg—-u§-ﬂ;=0.

Hence, k{uy,y),Ti}i=1.2 and k{uz,y2,7;};-3.4 are integral over k{ui,yi}i=1.2, respectively,
12 and x4 are universally observable [6,11].
From the differential primitive element zy = 23 4+u, and z3 = 14+ uy, the following relationship

holds:
z) =TI + uy, 23 = 14 + Uy,

23 =11 - uI2 + 4y, 24 =TTy — Ty + U3,

which transforms system (9) into the MTGOCF with output injection where Ay and px(u,yx)
(k = 1,2) are given, respectively, by

L
A: = '
L0 —(2ux + 1)
[ 0
wl‘(uv llk) = '
| reupCr + ui + Jugtty + rkuz + rely + fig — luz + rrug + gy

where i (u, ¥x) is a nonlinear translation matrix of the MGOCF and yi denotes the k-output
injection.

By Lemma 4.1, it is possible to construct an exponential observer I for system (9). This is
attained by choosing an observer's gain matrix Sy appropriate (1].
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6. CONCLUDING REMARKS

Ve have presented a new differential algebraic approach to obtain an exponential observer

for a multi-output observable bilinear system class in the Diop-Fliess' Observability sense. The
observer (7)-(8) has been tested numerically in the case of a chemical reactor. Some simulation
results of the proposed scheme applied to the model (9) are shown (see Figures 1 and 2). By
applying the observer's gain matrix, an exponential decaying in the observation error is obtained.

10.
1t
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Abstract

Based on differential algebra techniques, an exponential observer is
proposed for the state estimation of a class of nonlinear systems. Simula-
tions illustrating the performance of the proposed observer are included.

Keywords: Exponential observer, Nonlinear Systems.

1 Introduction

The control techniques assume a complete knowledge of the state vector at any
time. Unfortunately, this is not always the case for physical reasons. It is
therefore necessary to build an observer for such systems.

Several works based on differential geometry approach propose observers for
nonlinear systems [8]. However, when the system is described by polynomial
terms, apply the latter observers become dificult. For this reasons, the differen-
tial algebra is an excellent tool for solving problems in nonlinear control theory.
We propose an observer for nonlinear systems.

2 Generalized Observability Canonical Form

We start this section introducing some definitions and notation which are useful
in this note (see (1,2,4,5,6]).

1"To whom correspondence should be addressed.




Definition 1: A differential field extension L/ is given by two differential
fields, I and L, such that: i) K is a subfield of L; ii) the derivation of K is the
restriction to I of the derivation of L.

Definition 2: Let u be a differential scalar indeterminate and let k be a differ-
ential field, with derivation denoted by “EZ"'

A Dynamics is defined as a finitely generated differentially algebraic exten-
gsion G/k(u) of the differential field k(u), where k(u) denotes the differential
field generated by k and the elements of a finite set u = (uy,uz,...,um) of
differential quantities.

Definition 3: Aset 5 = {&Ii € I} of elements of L is said to be differentially
d” &
dtvs
of derivatives of {;} satisfy some algebraic equation. A set which is not dif-
ferentially I(-algebraically dependent is said to be differentially K-algebraically
independent.

i€ l; u,-=0,l,2,...},

I -algebraically dependent if and only if the set, {

Definition 4: ([1,2]) Consider a subset {u,y} of G in a dynamics G/k(u). An
element zo in G is said to be observable with respect to {u,y) if it is algebraic
over k{u,y). This means that z; can be expressed as an algebraic function of the
components of {u,y} and a finite number of their time derivatives. Therefore,
a state z is said to be algebraically observable if and only if is algebraically
observable with respect to {u,y}.

Definition 5: A dynamics G/k{u) with output variable y in G is said to be
algebraically observable if and only if any (generalized) state is so.

In this note we consider the following Nonlinear System Class (NSC)

z = f(z,u
y:hgz,u; (1)

where z = (z4,...,z,) € R", u = (uy,...,un) € R", y € R, f and h are
assumed to be polynomial in their arguments. Systems (1) are assumed to be
universally observable (see [3, 2]} with external behavior described by equations
of the form

din - y.'ﬁ,---.ﬁm'“.'&['---.w

where Lg is a polynomial of its arguments.

'y _ L, ( dy d*ly du d"u)

i-1

Defining the following change of variable ij; = g—;—;:g; 1 €1 < n, then onecan
write the following generalized state space representation of system (1) which

has the special form of a Generalized Observability Canonical Form (1, 5, 6, 7).
dﬁ.‘

7[='7i+1. 1<is<n-1 (2.0)




dij _ du d’u
- = —Lo(r],u,;i—t-,...,-a;)

dt (2.b)
y = i
Remark. Representation (2) can be seen as in the form
. _ _ du d%u du diu
N = A1)+\I'(1],u,7t-,...,?ﬁ)+¢(u,—‘ﬁ,...,-ét—7—,y), o)
y = Ci=in
where 0 1
A= (n=1)x(n~1) ) :
( 0 On-1)x(1)
du d'u du du
% (U,g{,...,’gﬁ,y) = Col (00 "4 (ll,-&z,“.,m,y))
and

_du diu _ du M
W(fl,u,‘ﬁ,-..,gﬁ)=Col(0...0\ '/)(q,u,—&-,.,,,m))

3 Observer Synthesis

Theorem 1: The following system
: . . du d'u du du
n=An+V¥ (n,u,-(—i—[,...,-‘m—) +® (u,-c—l—t—,...,m,y)
~szerci-n @

0S.o + AT Seo + SeuA=CTC

is an exponential observer for system (3), where 8 € RY and S, is a symmetric
positive definite matrix, and the following

A1) ¥ (n,20,2,...,2,) is globally Lipschitz with respect to n, and uniformly
with respect to zp,21,...,2y.

A2) u and their derivatives up to n are bounded.
is assumed.

Proof: Let ¢ = ij — 7} be the observation error whose dynamics is described by

(A o= . du du
(—(A Soo C(rC)(-I—{W ("+((t)1u)'ﬁv-'n’m'§')

. du d'u
“W(U,“y'gt‘,---n'gﬁ)}

3




Consider the following Lyapunov function
V(e) = €T Seot

then, taking the derivative with respect to time along the observation error
dynamics, we get

V() < ~20V () + 27015 { ¥ (114 TORE RS LY

v (s du dlu
— n'“‘:i—[‘“"dl]?

Using the Schwarz inequality, we obtain
. du dTu

¥ (n-}-((t),u,:i-t-,...,—d—ﬁ)
vl ﬂl_ d'u
"l ¥ dtl"" dt?

where we denote by ||z]|s.. the norm (27 Sez)!/2. From assumptions Al, A2

V{e(t)) < 20V (c()) + 2l ls..

S0

) . _ du du
and using the particular form of ¥ { i}, u, TR ,H—l—;) we get
. du dVu . du dVu
W (n+(,u;a|--.)ﬁ) - W ('I'u'-d—t’...‘—dt‘?) s S 7“((‘)“500

where 7 is a Lipschitz constant.
Hence

V(e(t)) < =28 — 1)V (e(1)
Since

dile(Oli3.,
dt

V(e() = < =20 ~ lle)li3,, -

It follows that
d!!e(zlls»_ < =0 - Dlle(ls.

Taking 6 sufficiently large such that # > v, then
el < He(Ollsae™ M = Jle(O)llse™; p=0-7>0

this completes the proof.

4 An application to a Nonlinear model

In this section we apply the proposed observer to the following single-output
system which represents a nonlinear model with coefficients in the field of real




numbers R which is considered as an ordinary differential field (constants).

)
z2
y

zy~y=0 x:,’-g:O

z3
uzra (5)

)

o

We have

which shows that the system is universally observable (2,3].

‘The external behavior of system (5) is

g - 3ug = O|
and is equivalent to
m = Mm
'.]7 = 3"7]2 (6)
y = m.

An observer for system (6) is derived from Theorem | and reads as

M = fa+20(y—h)
i, = 3uip+0(y—i)
5 = M

22 = Vm.

As well-known, for very low value of # either the convergence rate is too slow or,
even worth, the error dynamics is unstable. This is pictured in Figure 1 where
8 = .01, and there was no measurements noise.

When a reasonable value of @ is chosen then the observer does well its job: see
Figure 2 where theta = 5, and the measurements noise standard deviation is
fixed to 10~5, which means that y is corrupted by a noise of about 10%.

5 References

[1] Diop, S. Fliess, M. “Nonlinear observability, identifiability and persistent
trajectories”, IEEE Proc. 30th. Conf. Dec. Contr. Brighton, England.
Dec. 1991, pp. 714-719.

[2] Diop, S. “On Universal Observability”, IEEE Proc. 31st. Conf. Dec.
Contr. Tucson Az., Dec. 1992, pp. 3669-3672.

[3] Diop, S. “Closedness of morphisms of differential algebraic set. Applica-
tions lo the system theory’, Forum Math., 5, 1993, 33-47.

[4] Fliess, M. “Generalized controller canonical forms for linear and nonlinear
dynamics”, IEEE Trans. Automat. Control, Vol. AC-35 Sep 1990, pp.
994-1001.




3as T T 1.2 Y T

" i : 02 : i
0 20 40 80 ] 20 40 60
tima tima

Figure 1: zy (—), £, (---) za(—), #2(---), for 8 = .01

tima tima

Figure 2: y (---), noisy y (—) z2(—), 22 (---),for8 =5




[5] Fliess, M. “Nonlinear Control Theory and differential algebra” in Mod-
elling and Adaptative Control. C. Byrnes and A. Kurszhanski Eds. Lec-
ture Notes in Control and Information Sciences, Vol. 15 Springer-Verlag-
Berlin, 1985, pp. 135-145.

[6] Fliess, M. “Quelques remarques sur les observateurs nonlineares”, Proc.
of the Coll. GRETSI Traitement Signal Images. Nice, 1987, pp. 169-172.

{7} Sira-Ramirez, H. “The differential Algebraic approach in nonlinear Dy-
namical feedback controlled landing maneuvers”, IEEE Trans. Automat.
Control, Vol. 37, Apr. 1992, pp. 518-524.

(8] Gauthier, J.P., Hammouri, H., Othman, S., “A simple observer for nonlin-
ear systems. Application to Bioreaclors”, IEEE, Trans. Automat. Contr.
37 (6), Jun. 1992, pp. 875-880.




Anexo C

< Asymptotic Output Tracking of a Class of Nonlinear Systems by
means of an Observer: A Differential Algebraic Approach>>»

R. Martinez-Guerra, R. Sudrez
Sometido, 1996.

110




Asymptotic output tracking of a
class of nonlinear systems by means of an observer:
A Differential Algebraic Approach.
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Abstract

Based on techniques of the differential algebra an observer-based
controller strategy for a class of nonlinear systems is proposed. The
Generalized Observability Canonical Form (GOCF) and the General-
ized Controller Canonical Form (GCCF) introduced by Fliess, are the
main ingredients in our approach. Our controller actually achieves
both stability and tracking by linearizing the tracking error.

Keywords: Diflerential algebra, Exponential observer, stabilization, Output
tracking, Nonlinear Systemws.

1 Introduction

In recent years a variety of approaches have been proposed in the synthesis
of observers and control. A considerable number of researches have studied
the stability and output tracking problems of dynamical systems using the
commonest mathematical tool in nonlinear control theory of today: differ-
ential geometry. However, if the nounlinearities involved are all polynomial
there are methods from algebra that can be used instead. It has been showed

ITo whom correspondence should be addressed.




by M. Fliess that the dilferential algebra is a natural mathematical tool for
solving problems in nonlinear control theory.

We treat the stability and output tracking problems for nonlinear systems
from the dynamical feedback error linearization strategy. The approach is
based on Fliess’generalized observability canonical form (GOCF) and gen-
eralized controller canonical form (GCCF) which are easy consequences of
differential primitive element theorem [2,3,5].

The controller we propose is obtained by means of exact linearization of
the tracking error dynamics. In general it is necessary to use an observer
for the tracking error dynamics in order to implement such a controller.
The observer we use is high gain observer [6,7]. Finally, we check that the
separation principle is satisfied: the overall system consisting of the plant
and the observer-based controller is stable. _

This note is organized as follows: In section 11, we introduce some defini-
tions and notation used in this paper. The stabilization and output tracking
problems by means of an exponential observer, using the diflerential alge-
braic approach, are dealt with in section I1I. Some concluding remarks will
close the paper.

2 Basic Definitions

We start this section introducing some definitions and notation which are
useful in this note (see {1,2,4]).

Definition 1: A differential field extension L/I is given by two differential
fields, K and L, such that: i) K is a subfield of L; ii) the derivation of K is
the restriction to I of the derivation of L.

Definition 2: Let v be a differential scalar indeterminate and let k be a

differential field, with derivation denoted by “;E”.

A Dynamics is defined as a finitely generated diflerentially algebraic ex-
tension G/k(u) of the diflerential field k(u), where k{u) denotes the differen-
tial field generated by k and the elements of a finite set u = (uy, ug, ..., Up)
of differential quantities.




Definition 3: A set S = {&/i € I} of elements of L is said to be differentially
dvi i. .

dtfi Ji€1; v :0,1,2,...}
of derivatives of {&;} satisly some algebraic equation. A set which is not differ-
entially I(-algebraically dependent is said to be (hﬁerentmlly K-algebraically
independent.

I -algebraically dependent if and only if the set, {

Definition 4: Consider a subset {u,y} of G in a dynamics G/k(u). An
element g in G is said to be observable with respect to {u, y} if it is algebraic
over k(u,y). This means that zo can be expressed as an algebraic function
of the components of {u,y} and a {inite number of their time derivatives.
Therefore, a state I is said to be algebraically observable if and only if is
algebraically observable with respect to {u,y}.

Definition 5: A dynamics G/k(u) with output variable y in G is said to be
algebraically observable if and only if any (generalized) state is so.

According to the theorem of the differential primitive element there ex-
ists an element £ € G such that G = K{u,£). The transcendence degree n
of G/K(u) [2,3], which is equal to the dimension of the system (1), and
is the smallest integer such that £ is K (u)-algebraically dependent on

3 d1¢ ,
£, P TERR R s which is a transcendence basis of G/ K {u) |2,3].
dt 12—
: i-1
Defining the following change of variable of the form {,- = %&——? 1<i<
. '

It is clear that the {&}?, is a transcendence basis of G / I((u) too. Hence
a nonlinear generalization of the controller canonical form is given by

d{,

=& 1<i<n—1 (L.a)

d&, du . du) ‘
< 7§’ ’(i{ : yW) =0 . (lb)

where D(-,...,-) is a polynomial with coefficients in K. If one can locally

UGn . . . .
solve for == in (1.h), one obtains an explicit system of first order diflerential

dt




equations, known as the Generalized Controller Canonical Form (GCCF):

dé; :
Ei‘ = §i+1 ISZ_<_7L'—1

dé, Me,u du d'u
dt b

for v a strictly positive integer.

Now, let y be the scalar output and let n be the smallest integer such

that Ei—ﬂ is algebraically dependent on

dtr
1—1 l v
y?gy-)"')(i? y?’“”ﬁ)"‘).(l—’l—l" )
dt dir—1 dt dtv.

i.e.

d'y I (ly d*ly  du ﬂ
dtv o\¥ '

N & dt"“ RPN
-1
Defining the following change of variable 7; = -dtT-—{-; 1 < i< n,then one

can write a local state space representation which has the special form of a
Genemnlized Observability Canonical Form (GOCF)

dij .
=T, 1<i<a-l (2.0)

dv;,,_ u
= < U, — dt . (lt") (2.b)

for v a strictly positive integer.

3 A differential algebraic approach to asymp-
totic stabilization and output tracking

Consider the following nonlinear systen:

= f(ou
Z = IL(;Z; (3)

4




where £ = (z1,...,2,) € R*, v = (u1,...,Un) €E R™, y € R, f and h are
assumed to be polynomial in their arguments. System (3) is assumed to be
observable in the Diop-Fliess’Observability sense {1].

lz—l
By defining 7; = ¢ 1 <1 < nlocally, we obtain an explicit GOCF of

A

system (3) as following

i =, 1<i<y—1 (3".a)
. _du d'u ,
nn:_LD (1’)1")712)"%7[{;) (3 .b)

Yy=mn

for some ¥ > 0.

Now, let yr(t) be prescribed reference output function which is differen-
tiable at least n times. The asymptotic output tracking problem consists in
finding a dynamical controller described by a time-varying scalar ordinary
differential equation, which is possibly implicit, and which has as input:

a) The output reference signal yp(t), together with a finite number of its
d'yn(t)
dtt "’

b) The state coordinates #j; of the system.

time derivatives 1 <i<mnand,

The controller is supposed to produce a scalar function w, which locally
forces y to asymptotically convergence towards yr(t).

Define an output tracking error function e(t) as the dillerence between -
y(t) and signal yp(t):

e(t) = y(t) — ya(t) 4)
By definition, 7; is equal to the (i — 1)th time derivative of y(t), that is
di—l
i = —CR:?, for 1 <14 < n. Then, we have
die(t) d'yr(t) _
TR S yrat 1<i<n—1 - (5)

din dt dtn

d*e(t) di, d'yr(t) du d'u d™yr(t)
—————— T s, ——— st e e, —-l '3 A — e
\P" @ dtr (6)

5




By requiring a linear time-invariant autonomous dynamics for the tracking

error function: _
d"e(t) n—1 dle(t)

a " f\;aa‘ @ D @
and by virtue of (5) and (6), it follows that (7) may be rewritten as
dij, d .1/11('l - _d! yﬂ(t)
- = i— i =0 8
TP DL L e ®)

that is

_ du du d*ynl(t n A=Yy n(t
*LO (7],U, TR = ) - JR( ) - Z(li—l I:ﬁt - ‘_—“—‘JR( )J (9)
i=1

dt’ T dire der dti-1

This scalar time-varying differential equation implicitly defines u, which ac-
complishes asymptotic stabilization to zero for the tracking error, in a manner

entirely prescribed by the set of constant design coeflicients {ao, a1, ..., @n-1}-
t—-l
4
By defining e; = e ( ) , for 1 <4 < n, as components of an error vector
e, we obtain '
de,- .
g =G 1<i<n-1 (10.a)

den n

= ——Zal_le, ' (10.())

or in compact form

de
- = e | (11)

where

du d‘_'u) d"yr(t)

— Ly (1/)1:( ) +eu, — AR s Za,_le, (12)

dyr(t) d™lya(t)
[,' = /l ) PN N
a(®) = Col (), 220, .. €00,

e(t) = Col (ex(t), ea(t), ..., en(t))




0 | R 0
F= 0 - 1
—Q@G —Q1 - TQp-1
The origine, e = 0, is an equilibrium point for the tracking error dynamics
(10). We assume that the solution w of (12) is defined for all time, and is
bounded for all bounded functions yr(t) which also exhibit bounded deriva-
tives. Note that the dynamical feedback controller depends on the state
vector of the tracking error dynamics, which should be estimated by means
of an observer.

Now write system (10) as follows

dn(t)  dya(t)  du  d
dt P dtr 7 de T dtY

e(t) = Ee(t) + ¢ (e(t),yn(t),

where the elements of the matrix £ are given by

A _ e _ 1 ifi=j—1
E’f"‘s‘f*‘“{o ifi4+1+#£j
and dya(t) l () p .
yr(t d*yn(t {7 'y
t , — e, = | =
(p<e( A ’dt‘v)
0
= 0

B du d'u\  d*yg(t)
Lo (z/m(t) + e(t), u, iy dt‘f) T

then, the estimation of the tracking error e(t) = y(t) — ya(t) is given by an
exponential nonlinear observer (0) [6,7) of the form:

; . n dyr(t) d™yr(t)  du du
0):é(t) = E , e — e, =
( ) 6( ) ety (e’yﬁ(t)) dt ' YT Uy dt’ T

—SZICT(Ce(t) — en(2))

where So is solution of the equation 0Se 4+ ET S + S & — CTC = 0, for
0> 0. | '




Let

A nrs d'il«é dug
plua, yn(t),6(t) = ~Lo (wn(ﬂ F et S W)
dn
— é{lf‘ V+Za,_le,(t

and us be the observer-based control resulting from p(ue, yr(t), €(t)) = 0.
The dynamics of é(t) and ¢ = é(t) —e(t), the estimate tracking error and
the observation error, respectively, are given by

. . R dynr(t) d"yn(t) dug dTus
C(t) = EC+ 2 (e,yn(t),‘——d—t(——,...,—;iz;—,'lLé,—%-,...,-‘(-i-ﬁ

—5.'CT(Ce(t) — ea(t))
to(t) = (E — SZICTC)eo(t) + B(eo(t), 6(t)) which becomes

(X) : { é(t) = Fé(t) - ICT( &(t) — e(t))
| tol®) = (B = S20TCeaf) + en(t), 06)

where
. dyr(t d*yp(t dus g
Deolt), &) = (e(t) vat), 809, dun)) , Le (m>

dyn(t d"yp(t dus dug
— (et 20, Lo )

a0 A T

We assume that:
A1) P(eo(t),é(t)) is locally Lipschitzian in R™ with respect to €(t).
A2) The signals ue, yr(t) and its derivatives up to n at least are bounded.

Theorem: Let us be the linearizing dynamic state feedback obtained from
p(us(t), yr(t)é(t)) = 0. Suppose that assumptions A1, A2 are satisfied. Then
the closed loop system (3’) with control ue is locally asymptotically stable.

Proof. The proof uses the following Lyapunov function
V(é(t), eo(t)) = Vi(é(t)) + Va(eo(t))

8




with
Vi(e(t)) = €T () Pe(t); Valeo(t)) = €5 (t)Sewolt)

where P and S, are symmetric positive definite matrices, and P is such that
FTP4 PF = —I. Let us show that V is a Lyapunov function for the system
(). Taking the derivative with respect to time, we have

Vi(e(t)) < —aéT(t)Pé(t) + éT(t) PSZICT Ceo(t) + b (1) CTC S Pé(t)

Va(eo(t)) —0ed (t)Sooco(t) + 265 S P(8(t), €o(t)) — €2 () CT Cen(t)
for some constant o > 0.

Denote by ||z]|s. the norm (z7S.2)"/? and by using the Schwarz inequal-
ity, we obtain

Vi) < —alle®ll; + 2u@)le@)lleo(t)ls.
Valeo(t)) < —Olleo(®)ll5., + 2lea(t) sl 2(E(2), €0 ()5 = Ce ()

where |67 (t) PSZ'CTCeo(t)) < n(O)l1e®)llplleo() ]l s, for some constant gu(0).
Using the particular form of & (o (), é(t)) and Se, and the fact that $(eo(t), &(t))
is locally Lipschitzian in R™ we obtain

l[2(&(t), eo(t)llseo < Ylleo(t)llsee

for some constant 7. It follows that

1.

iew) = WEOIE < a2 + 2000l Il

dt
i) = DDl <3 (2o i
Finally, we get
Uele < —Srel oo Lo < (35 jas..

Hence, the solutions are of the form

e, < e~/ + Ipe~ (37,




with:

s 1(9) [ €0(0) |l 50e _ 1(0)l€0(0){|s .
Ky = el + 4 B N

—_—y -
2

2
leolls.e < lleo(0)])s.e~ (8¢
ie. .
”é”p < (K] -+ 1(2)6""in{%’g—’7)t; ”60"500 < ”50(0)”5006" %—'y)t
then -
Hell, < (I + Ka)e™ .

Finally we choose @ such that ¢ > 2y + «a.
This completes the proof.

4 An application to a Nonlinear Model

The following single-output system which represents a nonlinear model with
coellicients in the field of real number R which is considered as an ordinary
differential field (constants)

I = uxs
Ty = umzztuz;; u#0 (13)
y =

From the differential primitive element 2; = z; the following relationship

holds
2y = 1=y ) (14)
Ry = UTy =Y
{y,9} is a transcendence basis in G /IC(u) which represents the nonlinear
dynamics given in (13) and the transcendence degree of G// K (u) is given by
d’tr G/ K(u) = 2 and its corresponding inverse.

Ty, = 2
2
Ty = " u#0

10




The Jacobian matrix of the state coordinate transformation (14) is given by

0z 1 0
1=5=1ou]
0z
=5 =u#0

which is clearly nonsingular if u is different to zero.
The GOCF for the system (13) is then obtained

o= 2z
. 9 (
22 = uziznptuy+ ;ng
The corresponding desired trajectory is given by:
yr(t) = 2sin(t) (15)

From expression (15) we compute the corresponding required time deriva-
. 2 . . 3 * 3
tives dy—(‘}t@, %ﬂ, constituting the vector ¥r(t) which will be used in dy-
namical observer-based controller.

Defining the tracking error as e = y(t) — ynr(t) = 2, — yr(t), one obtains
based on the results of section 3 the system of differential equation describing
the tracking error dynamics as:

_ ug &
e = E6+(P(el>e2)yﬂ)%’_cfgzﬂ’u’%) | (16)
€ = ¢
where
0 1
p=(00)
and
0
du
B S
LIRS A T erequ + uByp +ulypt
de .
ynff—dl

11




The system (16) is observable then we propose a nonlinear exponential ob-
server [6,7] for the estimation of the tracking error.

Qe

= Bé+ b(eolt), 6(t)) — Sz'CT(Ce —e) (17)
0 = ~0Sw—ETSw~ 5B +CTC

Exact linearization of the tracking error dynamics can now be accomplished
by equating the last differential equation in (lb) to a linear time mvarlant
expression in the error coordinates (see (12)). -

d“>_M

—Lg (7/’12(") + e, u, -(_l; dt = —@1€1 — (262

One can write the nonlinear timme varying dynamical regulator equation as:

A A .2 K ~
du  uaiéy + uazéy + bR — wlyp — 6 (uR + u)u — Eulyr — &162u% — u?e

yR

dt é e YR
(18)

5 Numerical Simulations

The observer,based controller strategy (18) has been applied to the nonlinear
model (13), the initial conditions for the system are 2y = 2, 2o = 1 and for
the dynamical controller-observer were chosen to be v = 0.

Figure 1 shows desired sinusoidal trajectory yr(t) and the actual dynam-
ical controlled response x;.

Figure 2 depicts the derivative reference tIaJectory 44 (t) and the result-
ing actual dynamical controlled response acg The trackmg error asymptoti-
cally converges to zero.

6 Concluding Remarks

An observer-based controller has been proposed for a class of nonlinear sys-
tems. In particular, sulficient conditions have heen given to guarantee the
stability of the closed-loop system including the observer. This result illus-
trates the connections between the gain of the observer and the gain of the
controller.

12
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Abstract - In thls note, by mesns of differential
algebra tools, an essential result on the translated
Generallzed Observabllity Canonical Form (GOCF) and an
observer for one-out 1t

asymptotic nonlinear

reconstructible blilinear systems are glven.

Keywords: Differential primitive element, transliated

generaljzed observabilitly canonical form, bllinear

systens,

1. Introduction

An important problem in system theory Is to

estimate the non-directly accessible quantities. The
main issue is the construction of an observer which,
using knowledge of the lnfut: and outputs, estimates
the non-directly aééésslblo components of the state or
the unknown structural parameters.

Recently, some researchers have given ideas for
the construction of asymptotic observers for bilinear

systems. Among them are Williamson (10), Fliess (3,4},

Grasselll and Isldori (6], Hammouri and Morales {7),

Zeitz (111, etc. The centrsl 1idea §s to the

construction of the obgerver wusing some nonlinear

canonical form. In general, such methodologles involve
the solution of a set of partial differential equations
(PDE) {11].

Departing from a differential algebra spproach

{1-4), 1in this note we address the synthesis of

ssymptotic observers for a class of bilinear systems.

The differentis]l algebra spproach allows sn easier way

of defining observability snd reconstruction concepls

{1.2,3).

2. Statement of the Problem.

Let the following basic definitions be consldered (3).

Definition 1, A quantity Is sald to be
reconstructible If snd only if it can be obtained as a
function of the inputs and the outputs, and of a finite
nuaber of their time derivatives.

The reconstruction problem qof a non-directly
sccessible quaniity can be seen as resulting from the
outputs measurement and a finite number of their time
reconstructing these time

derivatives. In general

derjvstives is very hard. To overcome this difficulty

wve gsearch an asymptotic observer.

Definition 2. A system is Plcard-Vessliot (PV) If
and only §f the k<u>-vector space generated by the
derivatives of the set ((s), g = 0} has finite

In other words, the k<u>-vector space

dimenslion.
generated by the derivatives of the above set has zero

a9 differential dimension.

Let us consider the following bilinear system (BS)

class:

a
x= (A ¢TAul xeR",
° v (1)

y-Cx, Y.".

CH3243-3/93/0000-0777 $1.00 © 1993 IEEE




where Al. 0sism and C are real matrices of

appropriate slze. Furthermore, suppose that (1) s

reconstructible.

Remark 1. 1t is not hard to prove that all

bilinear systems are PV lsl..

Now, we pose the following problem:
Is it possible to synthesize an asymplotic observer for

the system (1)7

3. Generalized Observability Canonical Fors (GOCF).

By the differential algebralc generallzation of
the Primitive Element Theorem [2], there exists an

element ; and n 2 0 to be the miniaum integer such that

v'™" s analytlcally dependent on y, y'''...., ¥'",
u, u"’.. ; e,
™Y L w ' L u T e

which can be solved locally »s:

={m mn (1)).

AL L S A LI YRR YL R . U

(3 V]

Let § = y ', 031 sy Then a local state space

fora is obtalned which can be written as a GOCF:

eo b El

£ = &,

. ; {2)

S0 " &

- (4]
Qn - !(60,.... (n. ..., u)
y =&,
The following proposition states that by an

appropriate cholce of the differential primitive

element, It 1ls possible to obtaln a (ranslated COCF:

Proposition 1. If the BS 1is PV, and the
differential primitive element 1s chosen as a linear
comblnation of the states and the 1nputs of the system

(see [8})):
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. B’ € k<w,

and k<u> denotes the

where u = (u,..., ul),
) [

differential fleld generated by k and u. Then, the BS

class (1) 18 transformable to the following lranslated

GOCF:

zeAz+plu)
v 3
ywCze z,

where p(u) 1s a nonllnear vector. The vector p(u) is
the translation vector of the GOCF (2), i.e., If p(u) =
0, systea (3) 1s reduced to the GOCF (2). Moreover, the

matrix Au has its entries in k<u>:

0 ]
A = (4)
v [-v(u..... u"’)]

Proof. Let the set { c, &''...., ') be » finite
greng g

differential transcendence basis with '

131 3n, wherentO1is the llhllun Integer such that

(£} (n-1)

ta} Yy o, ey R VT

y is dependent of vy,

Redefining z, - 1 54 3n, ylelds

t, - z,'l 15)snp-1
¥t «-K(z, ..., 2,4, ...., W) glu,...., u"’)
n 1 n
which can be rewritten as in (3)-(4), along with
plu) = 100 ...0, glu, ..., u"’l‘.'

Remark 2. We can take the BS (1) to the transilated
GOCF by measns of :

2 = ¥x (s)

where ¥ is a matrix with entries in k<u>. Because this
relation depends on u, there exist inputs u for which ¥
If u is an for which (S) 1is

is singular. input

nonsingular, then u is called a good fnput (Gl).
]

4. Observer Design.

We have the following result on the existence of

an ssymptotic observer for the BS class (1).




Lemma 1. Consider the reconstructible single
output system (3). Then
z = Auz - L"(y -y} ¢+ p(u) (6)

is an asymptotic observer, where z is an estimale of z.
Furthermore, the entries of the observer gain matrix L‘
are in kecuw>, and (m(t) - 2(th $ v exp(-8t) with

constant 8 > 0 (8 Independent of the input u).

Defining the error as

Proof. observation

- 1
e =2 - 2z, we have that & = & - 2 Substitutlon of (J)
and (6) in the above error dynamic ylelds:
&= (A +LCle
[} v
Let us choose a constant matrix K with ¢(K) ¢ €, where
If we set

o(K) 1s the spectrum of the matrix K.

A + LC=XK, then
v L]
L. CwK~A (7)
u L]
and there is a positive constant 8 (independent of the
input u)} such that fe(t)d s v exp(-8t). As C has
must have its entries In k<uw,

constant entries, Lu

Finally, we shall shovw that (7) has at Jleast one

solution for Lu. It is not hard to see that the

characteristic polynomial of Au + L'C 1s given by:

AN e i aj(L“. u, @, ...) A"
) =1 (8)
vhere a,(Lu. u, o, ...) = Lu, + p(!,.u.ﬁ. ... ) and t‘ -

{ Lu' : 1 24 ¢ J). Let the folloving polynomial

n
A" . { 8, and B, = constant 1 s Jsn
I (9)

be the characteristic polynomtial of the matrix XK. By
matching the coefficlents of (8) and (9}, and solving

for Lu wve obtain:

Lu, - B, - p(!’.u.ﬁ. A 1s)sn,

Therefore, (7) has at least one solution for L .m
-

779

Corollary 1. Suppose that u is a GI. Then, the

dynamical system (6) along with:
x = ¢'(2) (10)

constitute an asymptotic observer for the BS class (1).

Proof. From proposition 1, system (1} s

transforsable to the transliated GOCF (3). From lemma 1,
{(6) is an ssymptotic observer for (3). Since u is a Gl,

the matrix ¢ in (5) is globally invertible. Hence, the

dynamical system (6) and (10} generate asymptotic
estimates of the states of the system (l)..
S. Examples.
Example 5.1. Consider the folloving chemical

reactor model [9):

i‘ = u(x'. - x') -

(1)

k: = -oux, ¢orx,

wvhere x and x, denote the reactant snd product

1
concentrations, respectively. The input u corresponds

to the input-flow of reactant. r end L denote kinetic
snd reactor psrameters. For the output y = L it 1s

easy to see that the system (11) is reconstructible.

From the differentisl primitive element z =X,

it is derived the following relationship:

(12)
z, = rx - oux,

vhich transforms system (11) to the translated COCF

(3), vith A, glven by

0 1
A= .
v -2 rur) e - “(2u+r)

0
p(u) »
rux
A te .




By lemma 1, it ls possible to construct an asysptotic
observer (6) for system (11). In fact, this {s attained

by choosing the observer gain matrix L“ « (L Lual‘ in

ul
the form:
Lut = p‘ + (2uer) al <0
2 .
L“2 - - pz - Lu'(ZU ¢r)eu 2ur ¢+ ﬂ‘ >0

The eigenvalues of the observer, x' and Az, are related
to B‘ and ﬂz by:

Byshth k, 12

Flgures la,b show the dynamics of the reactlor states x

and thelr input was taken &s

estimates x.. The
u(t) = 0.5 + 0.251a{0.1t); the reactor parameters took
the values r = 2.0 and Xe™ 1.0. The observer

elgenvalues was placed at -1.0 and -0.5.

Example 5.2. ln order to show the effect of the
singularities of the matrix A“ in the observatlon
dynamics, let us consider the following systes, which

is reconstructible If u is a GI.

k‘ - ux,
*z = ux, (13)
y® x‘

As In the sbove example, the relatlonshlp

0 1
. A=
u [ u? vy (14)

and ¢(u) = 0. By choosing the galn matrix of the

observer Lu as:
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. . 2
L“‘ L] ﬂl - Wu Luz L Bz + Lu|(U/U) u

B <0,

' B0

we can construct an observer as In lemma 1. Observe

that the dynamics of the systca (13) in the GOCF is not

well defined at u = O: the systes (13) 1is not

reconstructible. Assume that the input uft) = 1.0 ¢

sin(2t) is spplled to (13). In order that (14) be well
defined, consider the following “regularization® u'(l)

of the input ult):

u(t) = { ¢ i
¢ u(t)

and construct the observer with Au.
r

the dynamical behavior of x, and its estimate X . for

Jutt)f s ¢

otheruise

Figs. 2a,b show

= 107%. When ur(l) ¢ u(t), there is a peaking In the

eventhough the

estimates, mismatching of  the

observation is maintajned b&unded.
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A NEW DIFFERENTIAL ALGEBRAIC APPROACH FOR. THE
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Abstract. A differential algebraic approach is proposed for the estimation of the states of a class
of bilinear systems. An observer is easily constructed for a single outpnt observable bilinear system
clase (in the Diop-Fliess' observability sense) which can be carried ont into a Translated Fliess’
generalized observability canonical form (GOCF) with oufpuf injection by means of an adequated
differantial primitive element. An application to a chemical reactor model is given.

Key words: Differential primitive element, franslated generalized observability canonical form,
observer, bilinear systemns, output injection

1. Introduction

A system whose task is to give an estimation of the state is called an observer.
An important problem in system theory is to estimate the non-directly accesible
quantities using knowledge of the inputs and outputs through an observer.

An estimation of the state for lincar systems is given by the Luenberger’s observer
while, for bilinear systems and in general for nonlinear ones, the construction of
observers is more difficult.

Recently, some authors have given some ideas for the synthesis or observers design
of bilincar systems either by the differential geometric viewpoint (theory mainly due
to Hermann, Krener, Isidori, Nijmeijer, Van der Schaft, Gauthier, Zeitz, Williamson,
Levine, Marino, ctc.) or by the algebraic one (introduced by Fliess in 1986). The
latter approach is based on differential algebra and has, among other features, that
of being able to define observability {1,2] and, consequeuntly, gives an estimation of
the states threugh observers design [5,6] for systems represented by an arbitrary set
of algebro-differential cquations.

In this paper the observer synthesis problemn is addressed in the algebraic di-
rection. We propose the construction of an asymptotic nonlinear observer for one-
outputl observable bilinear system. An application to a chemical reactor model
is given.
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2. Statement of the Problem
We start with some basic definitions which are considered in [1].

Definition 1: A dynamicsis a finitely generated differential algebraic extension
G/k(u). This means that any element of G satisfics an algebraic differential equation
with coefficients which are rational functions over k in the components of v and a
finite number of their time derivatives.

Definition 2: Let a subset {u,y} of G in a dynamics G/k{u). An element in G
is said to be observable with respect to {u,y} if it is algebraic over k(u,y}. Therefore
a state T is said to be obscrvable if, and only if, it is observable with respect to

{u,y}.

Definition 3: A dynamics G/k(u) with output y is said to be observable if, and
only if, any state is so.

Here, the concept of observability means that the differential field extension
G /k(u, y) is algebraic; that is to say, that the whole differential information is con-
tained in k(u, y).

Let us now consider the following Bilincar System Class (BS):

r = (Ao+'ZA.-u,-)z+I}u, z€R" (1)

y = Cz yER

where A;, 0 < i < m, B and C are real matrices of appropriate size. Suppose
that BS (1) is observable in the Diop-Fliess' observability sense, and let us pose the
following problem: is it possible to synthesize an asymptotic observer for the system
(1)? The answer is yes, and is solved in the fourth section.

3. Fliess' local generalized observability canonical form

According to the theorein of the differential primitive element there exists an ele-
ment y and n the smallest integer such that (") is algebraically dependent on y,
y(l) y(""‘l) u u(') "(2) ie

Yty (g ) 1 ooy 1Ly

v = =Ly, D ), O, (2)

Let & = yU'~1) 1 < i < n. Then, we can write a local state space representation
in the special form of a gencralization of the observability canonical form. Such a
canonical form is the GOCF given by: :

& = &n, 1<j<n—1
En = —L(&u,uV, . uM) (3)
y

wu
o
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Further details can be found in (8].

The following proposition states that, by an appropriate choice of the dlﬂ"erentlal
primitive element, it is possible to obtain a Translafed Fliess' GOCF with oufput
injeclion.

Proposition 1: Let the BS (1) be given. If the differential primitive element is
chosen like:

y:Ea;r;-}»Zﬂjuj o, Bj € k(u)
i j )

then the BS (1) is transformable to the Translated Fliess’ GOCF with oulpul injection
given by:
¥
Y
where ¢(u,y) is a nonlinear vector. The veclor p(u,y) is the translation vector of
the GOCF and y denotes the outpul injection in the translation vector. Futhermore,
the matrix A, has entries in k{u):

I

Aut + p(u,y)
CT:T;, (4)

0
0 1 : 0
Au = [0 —U(u'"(‘)'“.'u(‘y)) ) ‘P(U,y) - 0

g(u,...,uM p)

Remark 1: In general, by choosing an adequated differential primitive element,
it is possible to transform a nonlinear system of the form

= [(z) + ug(z)
= h(z)

into the Translated Fliess' GOCF with oulput injection (4] and a finite number of
their time derivatives, i.e.,

T = A(“.V;i'n-.y"))r + V’(u- yl y.! .. 'iy(”))’ ” < o0 (4*)
y=nmn

where A(u'v,‘_,.y(,;) and p(u,y,...,y ") are given by

A _10 I
(uy,.y=) = —o(u,...,u y, .. W)

0

0

e(uy,.... v = :

0

g(u,i,...,uMy, . -,!/(“))
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Remark 2: We can take the 15(1) into a Tyanslated Fliess’ GOCF by means of
r=0r (%)
where @ is a matrix with entrics in k(u).
As a last definilion we have:

Definition 4: If u is an input to the system for which (5) is nonsingular then u
is called a good input (GI).

Actually, we work with good inputs (GI).

Remark 3: For an observable BS class (4) in the Diop-Fliess’ observability
sense any state 7 is observable with respect to {u,y}, in other words, 7 is algebraic
differentially over k(u, y).

4. Observer synthesis
An existence result of an asymptotic observer for the BS Class (1) follows.
Lemma 1: Consider the observable single output system (4). Then
= Auf = Luly - §) + p(u,y) (6)

is an asymptotic observer, where 7 is an estimate of . Furthermore, the entries of
observer's gain matrix L, are in k{(u) and ||7(t) — 7(¢)|| < vexp(—6t) with constant
8 > 0, 6 independent of the input.

Remark 4: If the systein (4) is time-invariant, the observer system (G) just
mentioned above is reduced to the observer system given by Krener-lsidori [4].

Remark 5: An obscrver can be ecasily constructed for the system (4+), that is:

= A(“'v""'v('))f - L"(y - g) + ¢(“1 v, gv .. 'iy(")).

-

Corollary 1: Suppose that u is a GI. Then the dynamical system (6), along
with
r=0""r (M)

constitute an asymptotic observer for the BS class (1).

5. Application to a chemical reactor model

The following two-dimensional single-input single-output system represents a che-
mical reactor model [7):

i‘| u(C,—z;)—r:c,
Iy = rr) — ury (8)
y Z2
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with coeflicients in the field of real nmunbers R, which is considered as an ordinary
differential field (of constants).

In (8) z; and 75 denote the reactant and product concentrations respectively.
The input u corresponds to the input-flow of reactant r and C, denote kinetic and

reactor parameters.

For the output y = x4 it is not hard to see that the system (8) is observable in
the Diop-Fliess' ohservahility sense. If v and y = 5 are measured then ry and 2,
verify: g —y=0and rry — y— uy = 0.

Hence k{u,y, £} is integral over k{u, y}, and r; and z, are universally observable
[2,3]. The external behavior with respect to u and y is described by the following
equation {3}:

J+ 2u+r)g+ (ul+ruti)y—ruC. =0.

From the differential primitive element 2y = 25 the following relationship holds

= T2
2 = rry —ur,

LA 2 )

which transforms system (8) into the Translaled Flicss’ GOCF with oulpul injection
where A, and ¢(u, y) are given respectively by:

A = 0 1 ) = 0
YT —(2utr) | wluy) = ruCe + [—u? — 1t — ur]y

where p(u, y) is a nonlinear vector of the GOCF and y denotes the outputl injection.
If u and y = z, are known, z; verifies £y — y = 0, but z5 does not verify an
algebraic differential polynomial over k{u,y), then z; is universally observable, but
x4 19 not.
From Lemma 1 it is possible to construct an asymptotic observer (G) for system
(8). This is attained by choosing the observer's gain matrix Ly = [Ly,, Ly,]T in the

form:
Ltu V'l + (2" + 7‘). '/’l <0
Ly, = =V¥o— (¥ +2u+r)(2u+47r), ¢3>0.

i

The dynamics of the reactor states = and their estimates z. are shown in figures 1
and 2. The input was taken as u(t) = 0.5 + 0.2sin(.11); and the reactor parameter
values r = 2.0 and C, = 1.0.

Remark 6: The observer (6)-(7) has been teslted numerically in the case of a
chemical reactor. Applying an arbitrary observer pole placemment an exponential
decaying in the observation error was obtained.
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Abstract

A differential algebraic approach is proposed for the
estimation of the states of a class of bilinear aystems. An
observer is easily constructed for a single output observ-
able bilinexr system class (in the Diop-Fliess’ Observabil-
jty sense). An application to a chemical reactor model is
given.

1. INTRODUCTION. o

A system whose task is to give an estimalion of the state is
called an observer. An important problem in system theory is to
estimate the non-directly accesible quantities using knowledge of
the inputs and outpnts through an observer.

An estimation of the state for linear systems is given by the
Luenberger's observer while for bilinear systems and in general
for nonlinear ones the construction of observers is mote difficult.

Recently, some authors have given some ideas for the syn-
thesis or observers design of bilinear systems either by the Dil-
ferential geometric viewpoint (theory mainly due to Hermann,
Krener, Isidori, Nijmeijer, Van der Schaft, Gauthier, Zeitz,
Williamson, Levine, Marino, etc.) or by the algebraic one (in-
troduced by Fliess in 1986). The latter approach is based on
differential algebra and has among other features of being able
to define observability [1,2] and consequently gives an estimation
of the states through Observers Design (5,6] for systems repre-
sented by an arbitrary set of algebro-differential equations.

This paper is addressed in the algebraic direction. We pro-
pose the construction of an asymptotic nonlinear observer for
one-output observable bilinear system. An application to a chem-
ical reactor model is given. :

2. STATEMENT OF THE PRODLEM,
We start with some basic definitions which are considered in {1].

Definition 1. A Dynamics is a finitely generated differential
algebraic extension GJ/k{u). This means that any element of G
salisfies an algebraic differential equation with coefficients which
are rational functions over k in the components of u and a finile
number of their time derivalives.

Defluition 2. Lef a subset {u,y} of G in a dynamics G/k(u).
An element in G is said to be observable with respect to {u,y)
if it is algebraic over k(u,y). Therefore a stale 2 is said lo be
observable if and only if it is observable with respect to {u,y).

Definition 3. A dynamics G/k(u) with oulpul y is said to
be observable if, and only if, any slate is so.

Here, the concept 3f observability means that the differential
field extension G/k(u,y) is algebraic; that is to say, that the:
whole differential information is contained in k{u,y).

Let us now, consider the following Bilinear System Class

(BS):

0191-2216/93/$3.00 © 1993 IEEE 735

]

™m
i = (Ao+ Y Aw)z+Bu, z€R )
i
y = Cz, yER
where A;, 0 < i < m, B and C are real matrices of appropiate
size.

Suppose that BS (1) is observable in the Diop-Fliess’ Observ-
ability sense, then let us pose the following problem.

Is it possible to synthesize an asymptotic observer for the
system (1)7. The answer is yes, and is solved in the fourth
section.

3. FuESS' LOCAL GENERALIZED QBSERVABILITY

CANONICAL FORM,

According to the theorem of the diflerential primitive element
there exists an element y and let n also be the smallest integer
such that y) is algebraically dependent on y, y"),...,y*"V, u,
ul) u® e

V(n, = "L(Vo---ty("~l”“9“(')s--'v"(v))' ()

Let & = y=1, 1 < i < n. "Then, we can write a local state

space representation in the special form of a generalization of

the observability canonical form. Such & canonical form is the
GOCEF given by:

& = tn, 1SjSn=-1
b = —L(€u,uM,...  u) (3)
vy = &

further details on this can be found in {8].

The following proposition states that by an appropiated choice
of the differential primitive element it is possible to obtain a
translated Fliess' GOCF with oulput injection.

Proposition 1. Let the BS (1) be given. If the differential
primitive element is chosen like:

y= z‘:a.-z; + zm:ﬂ,'uj a;,ﬂ; € k(u)
J

then the BS (1) is transformable to the translaled Fliess' GOCF
with oulput injection given by: '

t o= Aur+p(u,y) .
y = Cr::r,‘ . . (4)

where (u,y) is a nonlinear vector. The vector p(u,y) is the
translation vector of the GOCF and y denotes the output injec-
tion in the translation vector. Futhermore, the matrix A, has
its entries in k(u).

o QQ

A= [ ; _,(u,u(-)’,....uh’) ] » ) = 0

§(u,... v“(ﬂo )
]




Remark 1. In general, choosing an adequated diflerential
primitive element it is possible Lo transform a nonlinear system

of the form:

& = [(z)+ug(z)

vy = hiz)
into the translated Fliess’ GOCF with oulputl injection [4] and a
finite number of their time derivatives, i.e.

),

nu

T o= A(u,y,y'..v.,;“'))r + (w4, 8- .. B <o© (4%)
y = n
where A, oy and p(u,y,...,y*)) ate given by
4 BE I
N T H 0 —o(y,..uly,.,yt)
0
0
plu, ..., y) = :
0
g(u,t'l,...,u(’).y....,y(")) s

Remark 2. We can take the BS(1) into a translated Fliess'

GOCF by means of
r=10z (5)
where 6 is a matrix with entries in k(u) (see [5}).
]

As a last definition we have:

Definition 4. If u is an input to the system for which (5) is
nonsingular then u is called a good input (GI).

Actually, we work with good inputs (GI).

Remark 3. For a observable BS class (4) in the Diop-Fliess’
Observability sense any state r is observable with respect to
{u,y)}, in other words r is algebraic differentially over k({u,y}.

[ ]

An existence result of an asymptotic observer for the BS Class
(1) follows.

4. OBSERVER SYNTHESIS,

Lemma 1. Consider the observable single output system
(4). Then .

T=Au = Lu(y—§) + ¢(u,y) (6)
is an asymptotic observer, where # is an estimate of r. Further-
more, the entries of observer's gain matrix L, are in k(u) and
Ir(t) — #()l £ vexp(—6t) with constant § > 0, § independent

of the input (see {6]).
]

Remark 4. An observer can be easily constructed for the
system (4#), that is:

f= A(u,y,...,,(h))i —Ly-3)+ e(u, ¥, 5, ’y("))
| |
Corollary 1. Suppose that u is a Gl. Then, the dynamical

system (6) along with:
: O

constitule an asymptotic observer for the BS class (1) (see [6]).
]

z=0"r

Finally, we present an application.

AN APPLICATION TQ A CHEMICAL REACTOR MODEL

The following two-dimensional single-input single-output sys-
tem represents a chemical reactor model {7}

B.

il = u(C, el Il) -ry
i’: = rr; —urp (8)
y = I '

738

with coefficients in the field of real numbers R, which is consid-
ered as an ordinary differential field (of constants).

In (8) z, and z, denote the reactant and product concentra-
tions respectively. The input u corresponds to the input-flow of
reactant r and C, denote kinetic and reactor parameters.

For the output y = =z, it is not hard to see that the systemn
(8) is observable in the Diop-Fliess' Observability sense if u, and
y = 1, are measured then z, and z, verify: z; —y = 0 and
rz; —y—uy=0.

Hence k{u,y,z) is integral over k{u,y}, and z; and z; are
universally observable [2,3). The external behavior with respect
to u and y is described by the following equation [3]:

ﬁ+(2u+r)]}+(u’+ru+|i)-y-—ruC.=0.

From the differential primitive element z; = z, the following
relationship
n

2

I3
rI) — uz,y

hn

holds, which transforms system (8) into the translated Fliess'
GOCF with output injection where A, and ¢(u,y) are given

respectively by:

a=|

where ©(u,y) is a nonlinear vector of the GOCF and y denotes
the oulput injection.

I u, and y = z; are known z, vcnfy zy =y =0, but x5 does
not verify an algebraic differential Polynomial over k{u,y). then
zy is universally observable, but z; is not.

By lemma 1, it is possible to construct an asymptotic observer
(6) for system (8). This is attained by choosing the observer’s
gain matrix Ly = [L,,, Le,|T in the form:

0

1
0 —(2u+r)

IJ-. =¢:,+(2u+r), d’l <0
Ly=-$s=(1+2utr)u+r), ¥2>0.

Remark 5. The observer (6)-(7) has been tested numeri-
cally in the case of a chemical reactor (see [6]). Applying an
arbitrary observer pole placement an exponential decaymg in
the observation error was obtained.
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AUSITALT

In this note, by means of dlfferential algebra tools,
an essentlal result on the ({ranslated Generallzed
Observabliity Canonical Form (GOCF) and an asymptotlc
nonlinear observer for one-output reconstructible

bilinear systems are glven.

1. INIRODUCTION

system theory Is (o

An  important problem in
egtimale the non directly accesslble quantities. The
maln issue is the conslruction of an observer. which,
thanks lo Llhe knowledge of Lhe 1npuls and outpuls,
estimates the non'directly accessible componenis of the
state or the unknouwn structural paramelers.

Recently, some researchers have glven ldeas on the
observers for bllinear

construction of asymplotlc

systems. Among Lhem are Willlamson [6], Flless [1,2],
Grasselll-1sldor! [4], llammourl-Morales [S), Zeltz [7],
etc. The cenlral idea 1s to liy to construct the
observer using some nonlinear canonical form.

In thls nole, synthesls of - an observer for a
bilinear system class 18 carried out by means of lools

derived from differential aslgebra.

41, STATEMENT OF THE [ROBLEH
Let the following basic definitions be consldered {1].

Definition 1. A quantitly 1s sald to be
reconstructible If and only If 1t can be obtalned as a
functlon of the inputs and the outputs, and of a finlte

number of thelr time derlvatives.

The reconstruction problem of 2 non dlrectly

accessible quantity can be seen ss the result of the

CH3229-2/92/0000-3434$1.00 © 1992 IEEE
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oulputs and a finlle number of thelr time derivatives.
In general the teconstruction of these time derivatives
1s very hard. To overcome this difficulty we search an

ssymptotic observer.

Definition 2. A system 1s Plcard-Vessiot (PV) If

and only If the k<u>-vector space generated by the
derivatlves of the set (‘c’, § o= 0) has finite
dimension. In olher words, the k<u>-vector space

generated by the derlivatives of Lhe set Just mentlioned

above has zero as differential dimension.

Let us now, congider the following bllinear system

(BS) class:
. » n
X = (Ao + F Audx, xeR, "

y = Cx, y €R,

where Al. 0O s ¢« s m, and C are real matrices of
appropriale slze. Furthermore, supﬁose that (1) 1

reconstructible.

Remark 1. It 1s not hard to prove Lhat all

bilinear syslems are PV [3].
|

Let us pose the following problem:

Is 1 possible to synthesize an asymplotic observer for

Lhe system (1)?

111. GCHERALIZEU OUSERVAGILITY CANONICAL FORM (GOCF)

By Lthe diiferentlal algebralc generalization of




the Primitive Element Theorem [2], there exlsts an

element ; and n 2 0 to be the minlmum inleger such thal

= - = =)
y("”’ 1s analytically dependent on vy, y("..... y‘".

H(?‘""’.;'n’,..... y. ou u' o ,u'?) a0,

vhich can be solved locally as:

- (33}
"". (31 u7 )

Q("") - -2y, ...., ¥ u, U, e .

Let (l = ;‘l’, 0 s | sy Then a local state space

form {8 obtained which can be seen as a GOUUF:

€, = €

E, = &,

. (2)
Eg Gn

. ($3]

£" = !(eo.. . En' u,..., uw)

y =€
The following proposition states that by an

adequate cholce of the differential primitive element,
it is possible to arrive lo a lranslated COCF:
1s PY, and If the

Proposttion t. If Lhe BS

differential primitive element is chosen as 8 llnear

combination of the states and the Ippuls of the system:

n »
y = F @ X, + ? nju] L n’ € k<u>,
vhere u = (\“.‘... u-), and k<u> denoles Lhe
differential fleld generated by k and u. Then, lhe BS

class (1) 1s transformable to the following lranslated

GOCF .
2 n A“z + plu)
. (3)
y z -z
where p(u) Is a nonlinear vector. The veclor vlu) 18
the translatlon vector of the GOCF (2}, 1.e., If plu) =
J, system (3) ls reduced to the GUCF (2). Horeover, the

mateix Au has Its entries In k<u>:

0 1
A =
° -o(u,..., u(") .

Remark 2. We can take the BS (1) to the {ranslated
OCF by means of:

z = ¥x 1)
whore ¥ Ig & malrlx with enlries In k<u>. Because this
relation depends on u, thera exist Inputs u for vhich ¢
ta singular. If u Is an Inpul Lo the system for which
(4) 1s nonsingular, then u is called a good Input

(cr).
[ ]

1Y, OUSERVER DESIGH

Ve have the following result on the existence of

an asymplotic observer for the BS class (1).

Lesma 1. Conslder the reconstructible single

oulput system (3). Then there exisls an asymptotic

observer glven by:

2 Az-Liy-y) ¢ plu) (s)
(1) °

where 1. I8 the observer's galn matrix with entrles In
o

k<u> and ; Is an asymplotic estimate of the state z..

Corollary 1. Suppose that u ls a GI. Then, the

dynamical syslem (5) along with:

x = ¢'(2) (6)

constitute an asymplotic observer for Lhe BS class

(1).
]

Remark 3. Observer (S5)-(6) has been tested
nmerically In the cases of a chemical reaclor (bounded
stales) and an example with unbounded Ltrsjectories. In
both cases, an arbitrary observer pole placement was

possible., such that, obgervation error had an
exponential decaylng.
.
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. Abstract . - where A;, 0 < § < m, B,C and D ate real matrices of appro-
riate size.
A differential algebralc spproach ls proposed for the ’ Suppose that BS (1) Is observable In the Diop-Fliess'Ob-

estimation of the state of a eiase of bilinear systeins. An
exponential observer is ensily constructed for a single
output cbeervable bilinear system class (in the Diop-

servability sense, then let us pose the lollowing problem.
Is it possible to sinthesize an exponential observer for the

Flicss'Obaervability sense). An application to & chem- system (1)? The answer s yes, and Is solved in the fourth
ical renctor model is given. section.
1.IMTRODUCTION, An important problem in system theory is S-ELIEHJ&SZALQBNEKALl&ELQlﬂ:fAmm
to estimate the non directly accesible quantities. A system Canonicas For
According to the theorem of the differential primitive elerent
whose task Is to given an estimation of these quantities is
led an observer. An estimation of the state for linear sys- there exists an elerfient y and let n also be the smallest integer
called an © i Y _ such that i} is algebraically dependent on y,y!"), ...,y 1),

tems is given by the Luenberger's observer while for bilinear

(1) i :
systems and in general for nonlinear ones the construction of et ul b

observers ls more diflicult, [ L IR Lt AR LSRR L ) 2)

Recently, some authors have given some ideas for the syn-
thesis observer of bilinear systems either by the differential Let & = y{*=", 1 < i < n. Then, we can wiite a local state
geometric viewpoint (theory mainly due to Jlermann, Krener, space representation in the special form of s generslization of
Isidari, Van der Schaft, Nijmeijer, Gauthler, Hammouri [4,5), the ohservability canonlcal form. Such & canonical forim is the
Zeitz, Williamson, Levine, Marino, etes) or by the algebraic GOCF given by:
one’ (inttoduced by Fliess in 1086). The latter approach is ]
based on the differential algebra and has among other features h = &
of being able to define observability [1,2] and consequently 6 = &
gives estimation of the states through observets design [6,7] for :
systems represented by an arbitrary set of algebro-differential by = & 3)
equations. Y > .

This paper is addressed In the algebralc direction. We b : (F“'""'t"'u'“( howoyult)
propose the construction of an exponential nonlinear observer y b :
for one-output observable bilinear system. An application to Tutther detalls on this can be found in {9].
a chemical reactor model is given. The following proposition states that by an appropriate
2.STATEMENT OF TRE PROBLEM, We start with some basic choice of the differential primitive element it is possible to ob-
definitions which are considered in [1). tain a Translaled Fliess’Generalized Observability Canonical
Definition 2.1. A Dynamics is o finitely generated differ- Form with output injection.
enlial algebraic eztension G [k(u). Tln’t. means that any ele- - Proposition 3.1 Let the BS (1) be given. If the differential
me'nl o/G falt’cﬁen an olgebraic tﬁﬂemnlwl equation with coef- primitive element is chosen like:
ficients which are rotional funclions over k in the components
of w and a finite number of their time derivatives. hud ki :
Definition 2.2. Let a subsel {v,y} of G in a dynamics y= ;“"‘*’Z"I‘V' ai, fj € k(u)
G/k(u). An element in G {s said to be observable with re- !
spect to {u,y} if it is algebraic over k(u,y). Therefore a state where ¥ = (vy,...,u,) ond k{s) denotes the differential field
£ is said lo be observable if and only if it is observable with . generated by k and u, Then the BS (1) is transformable to the
respect lo {u,y}. TGOCF with outpul injection given by:
Definition 2.3. A Dynamics G/k{u) with oulpul y is said to
be observable if and only if any state is so. E : t o= At o(ny) 4

Here, the concept of observability means that the differen- v y = Cren, “
tial field extension G/k(u,y) s algebraic; that s to say, that
the whole differential Information is contained In k{w,y). : where ¢(x,y) it @ nonlinear veclor. The veclor y(u,y) is the

Let us now, consider the following Dilinear System Class translation veclor of the GOCF and y denotes the oulpul in-
(BSC): Jection in the translation vector. Furthermore, the matriz A,

i hos its entries in k().
m
3 = (Aog+ EA;«.-): +B¢, z€R" 0 I
i (1) Ae = [o —o(e,u),... a0 |
y = Cz+4 Dy, YER ' [ERRY}

0-7803-1968-0/94$4.0001994 IEEE 1209




0 (8)
plny) = ‘;
g(u,...,ulM,y)
L
Remark 1. We can take the BS (1) into a TGOCF by means
of
r=0z (8)

where @ is & matrix with entries in k{u). Becanse this relation
depends on u, there exist inpnts u for which  Is singular.
L
As a last definition we have:
Definition 3.2. If u is an input to the system for which (6)
is non-singular then u is called a good input (G1).
Actually, we work with good inputs.
Remark 2. For a observable BSC (4) in the Diop-Fliess’Qb-
servability sénse any state r is observable with respect to
{#, 9}, in other words r s algebraic differentially over k(n,y).
|

4.0BRSERYER SYNTHESIS We have the following result on the
existence of an exponential observer for the BSC (1).
Lemma 4.1. Consider the observable single output system

By given by ({) then the system:

At +p(u,y) + S-1cT(Ct - y)
—95 - ATS - SA, +CTC,

f

By s (7)

1

¥ > 0, and S(¥) in GL (n,k(u)) (a linear group of symmelric
positive definite malrices) is an observer for Ly, moreover the
-error is given by e = v — ¥ and [|¢| < ke,
. L ]
Regard that the parameter ¥ determines the rate of con-
vergence and has to be fixed hy the designer.
Corollaty 4.2. Suppose that u is a GI. Then, the dynamical
system Ly (7) along with:

(8)

t=0""'r

constitute an exponentiol observer-for the DS class (1).

"
B.AN_APPLICATION TO A CREMICAL ReA¢TOR MOnEL,
The following two-dimensional single-input single-outpnt sys-
tem represents a chemical reactor model {8}

1 #(Ce - 2y) ~ rz;
23 = rT) - ury (9)
y = 51-n

with coefficients in the field of real nnmbers R which Is con-
sidered as an ordinary differential field (of constants).

In (9) 2 and 24, denote the reactant and product concen-
trations respectively. The inputl u cotresponds to the input-
flow of reactant, r and Ce denote kinetic and reactor param-
eters.

If v, and y = z; are known z; vesify =y — y == 0, but
27 does not verily an algebraic differential polynomial over
k(u,y). Then =, is universally observable {2,3) but x5 is not.
4+ For the output y = z3 it Is not hard to see that the system
(9) is observable in the Diop-Fliess’Observability sense if u
and y = 23 are measured then r; and z, verify: 2 -y = 0
snd reg — g —uy =0,

Furthermore, If x and y = 2, — 23 are measured then =z,
and =y verify:

[
u

1210

F42ry b2rzg tuy—uCena
yi2rzy b uy~uCe=0
Hence k{v,y,2) iz integral over k{u,y} and 2, and 25 nre
universally observable {2,]].
From the differential primitive element 2; = z; ~ 2 the
following refationship

Iy =2 - X3
1= uCe—z(ut2r)4ury

holds, which transforms system (9) into the TGOCF with out-
put injection where A, and ¢(n,p) are given respectively by:

0 I

Ay =
0 n!;um.’n__n’-'u
-3

0
o(u,y) =
e fu? pdur 4 277~ 4 1) +w

_ {on? 1 3 .
u..[?u +4n-5ru-—l—2'_(—u —uu-ru) '

where (1, y) Is a nonlinesc vector of the GOCF and y denotes
the output injection.

By Leinma 4.1 it Is possible to constiuct an exponential
observer L, for system (9). This is attained by choosing an
observer's gain mattix § appropriate.

Nemark 3. The observer (7)-(8) has been tested nunerically
in the case of a chemical reactor. Applying the observer's gain
matrix adequated an exponential decaying in the observation
error Is obtained.

|
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Almtract
A differentinl algebeaic approach Is proposed fur the es-
timation of the state of a clnss of bilinear systems. An ex-
ponestinl sleerver Is easily conctructed for & single outynt
observable bilinear system elnss (v the Diep Flless'Oh.
servalillity sense). Au applileation to a chemicnl reactor
model 1s glven.

. INTRODUCTION. An lmpartant problem Insystem thenry
s to estimate the non divectly accesible quantities. A system
rhose task Is to given an estimation of these quantities is called
n ohserver. An esthnation of the state for linear systems Is glven
w the Luenherger’s observer while for bilinear systems amt n
eneral for nonlinear ones the constinetion of olservers Is nme
liMcult.

Recently, some anthors have given some hilens fin the synthe-
s ohsarver of bilincar systems either ly the ditferential geometyke
fewpoint (theory mainly due to Hermann, Krener, Iuidol, Van
ler Sehaft, Nijmeljs, Cauthier, Hanmow| {1.5], Zelte, William.
on, Levine, Marinn, etc.) or hy the algebrak: one (Intsortuced Dy
“less in 1986). ‘The Iatter appronch Is hased on the differential
dgelia and has among other fentures of helng able to define ob-
ervability [1,2] and consequently gives estimation of the states
hrough observers design 5,7} for systems represented by an ar-
ftrary set of algebro-different il equations.

Fhis paper In addressed in the algelrak: direction. We propose
he construction of an exponential nonlinewr olsmver for one-
utput observable bilinenr system. An appliention to a chemfenl
eactor moddel is given,

L STATEMENT OF THE PROBLEM. We stul with sone
nslc definitions which are constdered in [1].

Jefinition 2.1. A Dynamics is a finitely generatol differential
fgebmic extension G/k({u). This means that any eleinent of 7
alisfies an algebmic differential equation with cocfficients which
re rational functions over k in the componenis of w and a finite
wumber of their time derivatives.

Yefinition 2.2. Let a subset {n,y) of (7 in a dynamics (7/k{u).
in element in C is said to be obscrimble with respeet (o {n,y)
Lt is algebraic over k(n,y). Therefore a stale 2 is snid (o be
bservable if and only if it is observable with vespeet tn {n,y).
Jelinition 2.3. A Dynamics C/k(n) with outpul y ts said lo be
bservable if and only if any siule is so.

Mere, the concept of oheervability menans that the differential
eld extension (G/k{u, y) Is algelnnie; that is to sny, that the whole
ilferential Informntion 1s contained In k({u, y).

Let us now, consider the following Bilinear System Class (3SC):

(Aot Y Am)z } Dy, z€R”
yell

 ;

] (1)
Cz | Du,

il

y

here A;, 0 <1 <m, B,C and 1) are real matrices of approprinte

0.
Suppose that BS (1) Is olservable in the Diop-Fliess'Observa-
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Apartada Postal 148.1

San Nitnlds de Tos Garen,

Nuevo Ladn, méxico CP. 66451

bility sense, then ict us pose the following prablem.

Is It posihie Lo slnthesize an exponentind ohser ver for the sys-
tem (1)7 ‘Ihe answee is yes, and Is solved In the fomth section.
1. FLIFSS'LOCAL GENERALIZED ORSERVARILITY
CANONICAL FORM. Aceording to the theoren of the differ-
entlal primitive eleient there exists an clement y and let n alsy
e the muallest integer such that y© s algelaatcally dependent
onp '™y e .

v = -C(y.-.. KTl w,ut, . ), (2)

bet ¢ = """ 1 < € < m. Then, we can wiite a local state
space representation In the special form of a generalization of the
olservability canontend form. Such a eanouleal form s the GOCF
given hy:

(:I = fr

& =6

;o (3
(.n»l = (n )
€, = —C(6n- En it ul)

v (h

fusther details on this can be found in {9].

‘I'he following proposition states that by an appropriate cholee
of the Jifferential primitive element 1L Is possible to obtaln a
Thnsiatal Fliess'Cenemdizal Observability Canonial Form with
oulput injection
Proposition 3.1 Let the BS (1) be given. If the diffcrential prim-
ilive eleinent is chosen like:

v= z”:""' 1Y By, o fly € k(u)
i J

where u = (wny,...,n,,) and k(u) denates the differential ficld
genemted by k and u. Then the BS (1) is tmnsforinable to the
TCOCF with output infection given by:

+ At 4 p(n,y)
y = Cr=n, )

ol
,J' :

where p(u,y) it a nonlinmr veclor.  The vector p(u,y) is the
translation vector of the (COCF and y denoles the output infection
in the tmnslation vector. Purthermore, the matriz A, has its
entries in k(n).

n [
A - [ 0 —a(n,at,... uM) |
: (5
. 5
wy) = :
w(u.y) 0 -
a{u,... . u"p)

Remark 1. We can take the BS (1) Into a TGOCF liy means of
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r=0=z (6)

where 0 Is a matrix with entrles in k(). Because this relation
depends on u, there exist Inputs u for which 8 is singular.
[
As a last definltion we have:
Definition 3.2. If u is an input to the system for which (6) s
non-singular then u is called a good input (C1).
Actually, we work with good Inputs.
Remark 2. For a observable BSC (4) In the Diop-Fliess'Obser-
vabllity sense any state 7 Is observable with respect to {u,y}, In
other words 7 18 algebrale differentially over k(u, V.
[ ]
4. OBSERVER SYNTHESIS. We have the following result
on the existence of an exponential olserver for the BSC (1).
Lemma 4.1, Consider the observable single oulput systemn b
given by ({) then the system:

5 = Adty(uy)t SICT(CF~y) (7)
11 & _gS— ATS - SAL 1 CTC,

¥ > 0, and S(p) in CL (n,k(u)) (a linmr group of symmelric
positive definile malrices) is an observer for ¥y, moreover the
error is given by e =7 — 7 and ||| < ke,
) .
Regard that the parameter ¢ determines the rate of conver-
gence and has to be fixed by the designer.
Corollary 4.2. Suppose that u is a GI. Then, the dynamiml
system ¥ (7) along with:

z=0"r (8)

constitule an exponential observer for the DS class (1).
[ ]

5. AN APPLICATION TO A CHEMICAL REACTOR
MODEL. The following two-dimensional single-input single-out-
put system represents a chemical reactor model 18]

3 = u{Ce-xy)—rx)
ty = rz)—ur; (9)
y = 41T

with coeficients In the fleld of real munhers R which Is considered

as an ordinary differential field (of constants).
In (9) 7, and xs, denote the reactant and product concentra-

tions respectively. ‘The lnput u corresponds to the Input-flow of
reactant, r and Ce denole kinetic and reactor paraineters.

if u, and y = =z, are known =z, verlfy , — y = 0, but z; does

. not verify an algebrak differeutial polynomial over k(u,y). Then
2, 18 untversally observable [2,3] but £ s not.

TFor the oulput y = x5 It is not hard to see that the system
(9) Is observablo In the Diop Fliess’Olservabillity sense if u and
y = T3 aro measured then zy and x; verlfy: 29—y =0 and
rey —§—uy =1

Fuithermore, f u and y = 74 — x4 are measured then z; aml
z5 verlly:

y+2ry+ 2rzatuy—uCe=0
g+ 2z tuy—uCe=0

Hence k{u,y,z) 18 Integral over k{u,y} and z; and z; are
unlversally observable [2,3].

From the differential primitive element 2, = 7, — 3 the fol-
lowlng relationship

=2z -1
5 =uCé—z)(u+2r) + ur,

holds, which transforms system (9) into the TCOCF with output
injection where A, and p(u,y) are glven respectively by:

0 1
AF(O wﬂz,——m)

1]
'p(ulV) =
e fu? o dur 4 27 — 44 14w

W= ['lu’ + 4u—bru—1-— ilr_' (—-u’ - utt 4 u)] v

where (1, ) Is a nonlincar vector of the COCF and y denotes

the outt:l injection.
By Lennna 4.1 it Is possible to construct an exponential o>

server £ for system (9). This Is attained by choosing an ob-
rerver’s gain matrix S appropriate.
6. CONCLUDING REMARKS. We have proposed a new
differentinl algebrale approach for the observation of the state ol
a class of bilinear systems. ‘The observer (7)-(8) has been tested
numetlcally In the case of a chemienl reactor. Some shnulation
resnlils are shown (see Figure 1). Applylng the observer's gain ma-
trix adequated an exponential decaylng in the observation error
Is obtalred.
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Observer Synthesis for a Class of Bilinear Systems.
Rafsel Martinez-Guerra
Universidad Auténoma Metropolitana-lztapalapa
Departamento de Matemaéticas

Apdo. Postal 55-534, México, D.F. 09340 MEXICO
JINTRONUCTION. An important problem in system theory is Lo estimate the non-directly
ceessible quantities. An estimation of Uie state for lincar systems is given by the Luen-
crget's observer while for bilinear aystems and in general for nonlincar ones the construc-
1on of observers is more difficult. Some aulhors have given some ideas for the synthesis
r observers design of bilincar systems either by the diflerential gcometric viewpoint (ller-
yann, Krener, Isidori, etc.) or by the algebraic one (Fliess 1986). The latter approach is
ased on differential algehra. In this paper the obscrver synthesis problem is addressed
1 the algebraic direction.
LAN ASYMPTOTIC ODSERVER FOR A_CLASS OF DILINEARL SYSTEMS. Let us now, con-
ider the lollowing Bilinear System Class (BS):

" .
z (Ao -+ ) A)z 4 Bu, z€R" )
i

y Cz 4 Du, yveR
vhere A;, 0 < i <m, B, C, and D are real matrices of appropriate size.
Suppose that BS (1) is observable in the Diop-Fliess’Algebraic Observability sense
1,2, then let us pose the following problem. .
Is it possible Lo synthesize an asymptotic observer for Lhe system (n?

‘The following proposilion states that by an appropriale choice of the differential
primitive element {1] it is possible to obtain a Thanslated Fliess’ GOCF (TGOCF) with

oulpul injeclion,
Proposition 1. Let the BS (1) be given. If the differential primitive element is chosen

like:

y= i""" + ):iﬂj"} ai,B; € k(u)
[

then the DS (1) is transformable to the TGOCF with oulpul injection given by:

i A+ V(“»V)
y = Cr=n, ()

where ¢(u,y) is a nonlinear vector. The vector p(u,y) is the translation vector of the

GOCF and y _
denotes the output injection in the translation vector. Fulhermore, the matrix A, has

entries in k(u).

0
0 ! ;
A=lo —a(u,u”, ... ,u) |* wlu,y) = 0
g(u,... .um, y)
Remark 1. We can take the BS(1) into a TGOCF by meansof 1 =0z 3)

where 0 is a matrix with entries in k{u).
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Lemma 1. Consider the observable single outpul system (2). Then

= A~ Ly - §) + o(u,y) 0

is an asymplotic observer, where # is an estimale of r. Furthermore, the entries of
observer's gain matrix L, are in k(u) and ||r(t) — #(t)]] S vexp(—6t) with constant
§ > 0, § independent of the input,

Corollary 1, Suppose thal u is a good input [4]. Then, the dynamical system (4) along
with: £=0"r (5) conslitule an asymplotic observer for the BS class (1).
3. APPLICATION TQ A CHEMICAL REACTOR MQDEL, The following two-dimensional sin-
gle-input single-outpul system represcuts a chemical reactor model [4]

2, = u(C,—z\)—rz
I3 = rIy—uz, (5)
y = z3tu

with coelficients in the field of real numbers R, which is considered as an ordinary differ-
ential field. In (6) z; and x; denole the reactant and product concentrations respectively.
The input u corresponds to the input-flow of reactant r and C, denole kinetic and reactor
parameters.

If u, and y = 23 4 u are measnred then z, and z, verify: 23 —y + u = 0 and
rzy —y —uy +u? 41t = 0. Hence k{u,y,z} is integral over k{u,y}, and z; and z, are
universally observable {2,3].

The system (6) is carcied out into the TGOCF (2) with output injection by means of
the differential primitive elemieut £, = 4+ u. Where A, and p(u, y) are given respectively
Ly,

A= 0 1 ) = 0
b [ 0 —(2u+r) ] vp(ny) = [ ruC, + [-u? — i ~ urly + u® + Juit + ru? +ri @

From lemma 1, it is possible to construct an asymptotic observer (4) for systemn (6).

This is attained by choosing the observer’s gain matrix L, = |L,,, Ly,]|" in the form:

l;.. = ¢’| + (2“ + r), V’| <0
Ly, =~-¥1—(¥+2u+r)(2utr), ¥2>0

Remark 2. The observer (4)-(5) has been tested numerically in the case of a chemical
reactor. Applying an arbitrary observer pole placement an exponential decaying in the
observation error is obtained.
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Resumen

Se muestra una metodologia hajo In cual, ef sistemn TPA {Tinyec-
tografla pasiva ) es lnmerso cn un sistemn lincal, ¢f cual es sdemis
observable, y admile Ia existencin de un obsesvador.

EV método consiste en hallar una aproximacién lineal de In salida,
que verifics 1a condicion de obaesvabilidad dada por Hermann y Kre-
ner {3), y utiliaando otro ariterio, contrariamente al establecido por
Clnude et al {1] y Levine et al {2}, o0 rncuenten Ia inmeraidn del sis-
tema TPA. Este ctiterio consiste en ohtenct detivadaa de Lie iteradas
de Ia funcion de salida coma combinacidn lineal de loa estadoa. Bl peo-
ccao de devivacién termine, ol Ins ccunciones oblenidas son suficienles
para determinar el valor de cada estado.

El método en it y prictico, ya que en [R), utilizando los criterios
dadon en {U] ¥ (2], es demostrado que ¢} sisterna TPA n0 es inmereo en
un sistemns lineal, . ‘
Palabras Clave: Inmetsién, Sistema TPA, Observabilidad, Obsetve-

dor. , ‘ .

1 lntroducc}én

La Idea de senlizar I fumicrsibn de un istema o lineal (SNL) de
dimensidn n en un sisteina lineal (SL) de dimensidn N (con N > n)
fué introducida por Claude, Flicen ¢ Iridori {1] para sisteman continnos
con ¢l ohjcto de dar condicionen hajo das cunles un sistemn 6o lineal
produce un mapeo entiada/salida lineal, Fn el caso capecinl en que
la Inmeraidn nca un difeorsorfiamo local del estada (N = n) y que
el sistema lincsl Intnerso sca observable, Krener Isidori [9] y Kecnee~
Respondek {10] han niostrado que el sistemn admite un observador.

Levine Marino (2] haw mosteado recientemehite que se obtiene una
generalisacidn substancial cn ef problewma de obrervacién of tns inmer-
siones de sistemas no linenles se permiten también en la fanilin de
transformaciones udadas para conatrulr obscrvadores no Yineales. Esta
“sptoximacién no utllisa ni Inyeecion de Ia nalida, ni cambion de coor-
denades y tnuesten que si un sistenia no lineal chactvable puede ser
inmerso en un sistemn lineal obsesvatle, entonces admite un ohserva
dor y, ademds, las condiciones suficientes que es oblicnen son menon

. fuertes que las corrcspondientes al reatringic In inmersidn a un difeo-
morfiemo.

Un probloma futecesante que abordatemos aquf , o3 el problema de
inmersidn de un cistema TPA (tenyectogialla pasiva). Modelizamos
generslmente el praceso de adquisicidn de medidns en Lenyeclogeafin
pasiva, mediante un modelo no lineal donde el estado co de dimennida
4y donde 1a anlidn es un cacalar. Decition catonces que eate siatema co
inmetno en un sintema lineal al podenos encontrar una tranalormacién
tal que ol sistcsnn se pueds describir, e las nuevas coordenadas como
un sistema linesl.

‘De hecho, los sist § en un sinl
mente raros. En (8] es mostrada que utilizando low criterios dados en
(1] y (2] ¢! sistemn TPA no prescnta esta propledad.

Aqul , establet uni metodologin bajo Ia cual este sistems
‘(TPA) 8 inmerso en un sistems lineal, el cual en ademis obscrvable,

Estd aftesnativa cunslste en obt un sistema de ecuaclones fineal
en los eatados por medio de desivadan de Lie iterades de la funcidn de
salide Lineslizada. Las detivadns itetadns de la funcidn de salida se
obtienen luego coma combinacidn lincal de los cotadon, que permiten
consteuir un sislenn lineal que es ndermiks obacrvabile y utilizando I
Teotls de Observadores [5), conalruimon wn observador a partiv del

lineal son relativa- -

Abstract ‘ .

In this work we show a technigue which inmetecs the TPA (nonlinesr)
Syatem into u linear one. Moteover, the fatter is observable and admits

an observer.

To obiain such linear system we compute the Lie derivatives sue-
ceonlvely of the output function as Hinent combination of ‘!ne states.
The derivative process ends whea the numbet of equatione s snough
to determine the value of each state.

Keyworde Immersion, TPA System, Obeervability, Obeetver.

cusl encontraremos los estados deseados del slstema no lineal.
Descripeldn genernl dot Lrabajo.

El presente trabajo, trata de loa desartollon gecientes de s teosia de
Obseevadores 1o lineales, el trporte esté formado de dos partes; ls
pritnara consiste en In descripridn dde una formn breve de un sistems
FPA, asb como 1a inmersidn & un sisterna lineal observable, finalmente
descriliton n constiuccion de un observador. En ia scgunds parle
piantenmos e} problema de estabilidud, y paas finslisar el trabuajo oe
exponen lay covclusioner.

2 Descripcién del sistema TPA ”

Cresentemon ¢l problema de un sistems TPA (trayectogralls pasiva),
el cunl conainte en I obtencidn de un estimado de posicidn y velocided
de una fuente generadora de ruido en csda inatante,

Consideramns dos méviles en of plano una sntens A y una fuente
de ruido B. El movimiento de In antena A es petlectamente conocido,
y el mavimiento de Ia fuente B es supuesto rectilineo uniforme. Se
snume ¢l acceso 8 In medicidn en cada instante del dngulo formado
entie ta (antenn-fuente) y lo vertical {ver fig. 1). . -t

Le modelizacién bajo fotina certesians os representads pot un mo-
delo no lincal donde el estado es da dimensidn 4 y la salida a0 un

escalar, Ent [! ol siguiente slst dsdo por:
4 = 2y
= £ . .
iy = vy . (I)I
iy = Wy .
y = 0
donde )
2, = g4 = distancia entre Is fuente y fa anlens en X,
29 = yag = distancis entre la fuente y In anteas en V. .
23 = 0., = Velocidad en X de la fuente con respecto a la antena
2¢ = vy, = Velocidad en 1 de In fuente con respecto a ls sntena
y= 8 = hogulo formado éntre la (Antons-luente) y Ia vestlcal

(ealide del sivtema)
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A continuscién describinws of procesn de inmersidn, asl como Ia -

. _construccién de un obeervador para un sisterma TPA.
- . 1]

~

3 Inmersién y construccién de un obser-
vador. Aplicacidon a un sistema TPA.

3.1 Introduccién '

'arn obtener un sistema el cual rs repreacntado por un modelo me-
Lewihtico lineal por medio de una aproximncion lineal de 1a salids de
un slstema no lineal, e preciso auponrr que fas variables tlienen une
pequeiia deavincidn con reapecto s una condicién de operacién. :

Utitizamos 1a linealizacion por medio dr Ia Serie de Taylor; I cnal
cansiste en des srrollar Ias ccunciotien de un mordelo no Jineal en 1a scrie
de Taylor, cuanda eaa existe aliededor de wn |mn|n nominal, toma-
moa sotamente los pvimc'oa términon que se aproximan linealmente «l
nodelo. .

Eata aproxiruacidn es valida unicamenle en una region slrededor
. de este punto, liego In finenlizacién dn Ia funcién de salida con una

sproximacidn de segundo orden es Ia siguiente: .,
L= 4 ¥'sy 4 Pryzy + Le] 4 N}

donde: ) ]

[ ?

b - k2

P o= —.A,!, + %‘!i + ka2 2y ¥ %‘:
K= ‘.,—h’t“.l‘)r N=‘ L;- | P=hk
o= k- ki ek, L= '*1"' i
oo A . |
.h = 9=',/(z..h)=l--""£f- h= q+if "ﬁﬁ
Nos G e ek

con '(§|, £3) el punto de operacién alrededor del cunl hacemos Ia apro-
ximoacién linest. -

Obsorvacidn.- FI coeficiente k? no interviene en nlnglm mumemo en
el sistems de i » resol

Enseguida, obtendremos algnnas condiciones bajo 1as cunles el ais-
bienido por esta linchlizacidn es i en yn sist lineal y
ademds obsetvable.

Daremos algunos tesultados de Ia Teorls de inmersidn, los :ulle'
son mostiados en {1).

3.7 Coudiciép de Observabilidad e Inmersidn

E) problema se enractesiza por Ia obtencidn de wit aistema hanersible y
ohnervable, estableciendo 1a condicion de existencin de un olscrvador
que pueda reconstruit fos estados del sistema no linea! original. ~

Montramos nhoea ln condicidn de observabilidad dada por Nerwan
y Krener {3), el lema de inmersién dado en Ins referencian [1] y {2), ¥

Roalments un Leorema que asegura la existencia de un observador.

Scan los siguienies sistemas dndos:

T C=ul+ Puf;

J = Pey 4 202y 447
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. .
. ’ H

N \

E: t = f(z,u), 'tx

y = Moy, 25)

‘-rltdl
y=H2.

enlonces eo e-lnblrddl In condldén do obmv-bdidad y ¢ sigolente

‘Teorema sobre Ia lnmemdn .

"Condiclén do ohlnrvnl:llidnd El slatema T satisface la tondkidl

de observahitidad si:

dim(dh, Lok dLp (LM, - (L,.'h)l,..),(l) an

donde ff = f(2, /), § =4,

Lyt

& con w! = constante,

Lemn,- Elsisterna §~ ea inmetsible en f_’.en Vo (ablerto) of y solamente
o enVy: .
1. Eo=-pnn(l'h, I<l5p,lzoluun Rvupumudo'illdo
dimensidn ﬁnih .
2. L, A= constante para cads A€ Eo y ends f = 1,...;m
.y finalmente establ of tex ncia de un obeer-
vador. :

que ds la

Teoremn.- Si la condicion de obsérvabilidad se satisface y of T eo

inmersible en un sistema dimensional finito i: en Uy, entonces existe
un observador para cada condicion inicial z(lo) tal que 2(1) € Up para®
12 to. . -

Enveguida verificamos Ia condicidn de observabilidad dads en [3].

Sen el sistema carteniano TPA dado por (1), ¥ (1’) con ia funclén
de salida linealisada (sproximacién de 3do. orden). ’

. h = t:
Vvir=n ) )
= u, r 1)
s e .
= .

y= l' 4 i":. + 82y 4 Peyry 4 ll'-{* Nl'

con una aproximacion polinomial en 1a tuficién salida de orden 2, donde
5B 07, P, L, N eprescntan lon coeficientes del desariollo de Taylor
(m 3.0)y son hmcionn det valor nomins) o del punto de operacidn
en una regidn dada (ablesto). ) .

Considerando el sislemns equivalente de (1°) tenemos:

i = I(z,‘u) !
y = "(*l-':)‘ ' @

F1 sistesua (1°) representado por (2) satioface el cll!erlo dc obeervabl- '
lidnd {3). \

d-’m(dh,dl,,-h.dl,,-h(l,/.h),--‘,dl,,'h(---(L,.A)---))(!) =n

Fara verificar of el sistema dado por (1°) es ohsetvable, damos ls con-
dicidn de observabilidad que el sistemna (1) debe satislacer.

Condicidn de Observabilidad.
MEM3-0R)-C(J3-0Q))-DE(MBE-OR)+C(E(JS-0Q)) # 0.

" donde N <.

E=1t" 4Pz 4 INzy;
Fe= Pzy4 2Nzy;
G = Pu}+ 1Nul,

A=t 4 Py 4 2sy;
B =254 P2y

="} I‘n +INgy;
M=ALzg 42y = 2Wxy 4+ N2y
O=2Lu]+ ruinmupul $= l'uln;vuz +20u) + ANw}

Para justificar que el sistemna (1°) es lnmenlble, construiremos un
sistensn de ecuaciones dado por derivadas iteradas de Lie de la funcidn
de snlidta, donde Ins ccuncinnes son combinacidn lineal de los estados
24,73,73 y z4. Fl miineto de ecnaciones a eatablecer sera dado segiin

el wimero de estados a determinar, es decir, terminamos de oblener

Ina derivadas de Lio of las ec btenidas son suficientes pare

detetminar el valor de cada eslado.

. Obsarvaclén,- No podemos utiliiar la técnica de Inmetsién dade en '

el atticulo de Claude, Fliess e Isidoti (1], porque el eapacio Eq gencrado
es un espacio de dimensién infinita ys que u es una funcién vasianle

-en ¢l thempo.




Fnlanm, nl Ta anlida cata dada por In expresidn: y = A° 4 l":. +
Er23 4 Pryzy 4 L:! + Nt
Oblenrm&'

¥ = Feg 4 Krg 4 Prysg 4 Pryry £ 2ry79 4 N9z

Y = k" uy 4 K gt Plyng £ vens) + Pzaos + l:!a) +
12L(z ug + 23) 4+ 2N (23uy 4+ 2])
¥V = Ky 4 K" 2 (Pitg + 2Wig)ey 4 (Pis + INGg)zg +
HAPuq + 8Lua)ra 4 (3Pus 4 BN uy)ry (&}
¥ 2= K7y 4 By 4 (A4 4 OLunadus 4 (33 + 6N ughes +
$(Pig 4 2Liis)ry 4 (Pity + ING)rg + HAPGL 4 BLig)eg 4+
+(AP s+ BNuy)r4 . (4)
Y = B oy A" U (TP 4 MULia)ug 4 (TP + MNGY0g +
A(3Puy + BLua)iy + (3Pws + ONwaYiey + (P ¥y 32L u,)zl +
(I Wy 12N Weyry -+ (5P 4+ 10Lis)ry +
+(5Piis + 1ONi)ry (5)
¥ = E ol #1200 4 2 0Ea)ny 4 (121 + ﬂNu)u. +
4{00P0a + 201, i13) 009 + (IOI‘u{, + 0N )iy A (3Pue + BLuy)iiy
+(3Puy -+ BN uy)iiy 4 (I’u(‘" + Il,vlg”)n + (I'us" + QNuV’)tg
H(OP g +12L Tin)es 4 (B s 412N Uy)y L )
Para tesalver of siaterm en In incdgnitne 7y, xy, 23, 74 o auficlente

ohtener hasta In rextn derivadn de Lie, obteniendo ol siatema de éeus-
ciones conatruido s pattir de las expresione (3), (4), (8) y (8).

Q e r)n

w EPeN|inl
s1=Vr rr iyl o,
7 MON O] L2
Donde: .
o A = P4 iy O o= P bWV Q==X
B = PRy 2y F o= Pig £WNGg R =R -V
o= Pug42l vy ) Py 42Niiy S =V~ W

I'ug" + 2NIIS" T =fh-2

woun

M = I’us.) + 'll,ug" N’
G = 3w, +6’I,n; Y = 3Puy 4 ONny
G = Alag 4+ BLoy 1" = APy 4 RNy
K' = 5Py 4 10Liig 1 = 5D 4 10Ny
O = OPiy+ 120 ug P’ = 81 us 412N U4

n

con’
X = Mag+ 4",
Y = Mis 4 E"50 4 (3P4y 4 8Luz)uy 4 (3Pus 4 8Nudm
W= R Sig 487 Uy (TP 4 Wking)ug 4 (TP + 1N )ua +
{3Puq + 8Lu)ity + (3Pus + BN )ity ,
2 = Kol 4 Aol g (1200 4 MLislug + (12Pis + MNEuy 4
{10Puy + 20Lisy)ig"+ (10Pus £ 20N Gy )itg + (Sl’lu + 8Luy)iiy +
(SPu; + 6N uy)iiy

/

Eatonens ¢l istenda mnh‘uaf (1) tirne unn solucién dnica y pode-
mon estimar loa estadon del sistema no linenl (L) si A £ 0.
Donde:

A= AP -0 SGU Y - EN) ey

- MK~
“BERP O K2 =~ ML) O - M) +
ACE P =~ N Y= PP = MLT+ PN - M) -

~{EWO - N'K') - FI'0

Podenos decirque ef sistenmn (1°) s Tnmernil lr n un sislema lineal
con 7 estadon y una anlids dado en a forma niguiente:

®

donde:
AN 4 B" * c“ + D""‘ 4' ’;hq'

~

=y =

—-M'K)+GUN ~MI) £0 .
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. . . EETR

i —‘k"u;" + 1l @0 g AL By 4 (2P ¥y 44N Wohuy
(I8P iig 4 T0Liig)ey + (350715 + TONiE )ig 4 (P“(" + QLH",)IH‘
4 u'..s" +IN w{)ea 4 (u’us" + 14Lu3")-. + Py

+ HNu )t4

- ) (l a)
\ ’ C
Sustitnyendo £),1y, r., rqen (8.9), !vm'mnl ¥ expressda en fuudﬂn
de o, e, e ¥ e entonces podemos escribir: N

-

M= Au+ ney 4 o’ L wymy
HEY = A B CRAD 4 B

donde lan expmlonu A" B’ .C", 0" y E” serdn dades mis tarde e.
Ia seccion 6, ’

“Podemos hallds low estados utimulo- 2;,(=1,294) dc In forma
signiente: , ’

Coloeando Q' R, §', 1 on ln(nr. de A K. 1, M'.' {estn es en el
Sistewn wintricial dado por {7)). resprctivamente en Is ecuacidn doda
por A, obtentenda nal &', huego of valor de 2 serd:

. . , .

) ne=. (8
e 18 misina maners podemos obtener 7 colocando Q’,R' 5’ ko tll .
fugar de B", F*, J', N' pars obtener £5.

All -~
=i ' » -_'(Cze)
Continnando obtendermon 23 seemplatando ', G*, K%, O’ pot @', 1T, §°, T*
¥ finalinente, abtendrerion 24 1eemplasendo 7, g, ', P ot QR8T
Obteniendo asf 29 y 24:
’ . . Am . ' A . ’
. Bl gy g i84)

Entonces el sintemn (8) puede entar escrito en ls form- m(uienk v

or1e o
00l 0
goo t
000 D
n
0

3!

P
]

600

T
bl

3

s 30
FEEIFF>

ShE
a
>
=]
3

(OI’" A -
hmby - A =gy :
es decii Lenemos un sistema diferencial en In forma dada por (9)

b=r§ 1 »

.

donde ¢f sisternn de diferencias estd dado por:

ik +1) 160 0 0 o 0

Mk + 1) 014860 0 o0' o hit)
ik +1) 001 4. 0 0. 0 Byl .
k4 i=lo00 1t & 0 0 Ha(k) (10}
(k4 1) 0006 ¢ + -0 ()
ek 4 1) so00 0 o0 6, 1] #(B)
#Hk41) 000 B G5 06 K'(§+1) || hid)

eon ik + 1) = l),ﬂ{l)-bl”yl prevents ¢l paso de tzeo o
de Inlegmd(m ' : . )

Podesmon decir qué el sistemn (10] ea observable ya que 1 salide eo

y=h . o
¥ como el sistemn (10) con In anlida dade por (11) es tinenl, y ob-

fervable, podeinon coneltuir el ohservador de estado torrespondlente,
utitizando of teorema dndo en 322

v’= Fij - Myif) ~ Hi) + Gu(t) =‘F6'— K(¥1) - HY)
donde ) .
KT = [KiKaKaKaKokoKs) 3 B = {1000000)
luego eonatruimos ef observador de estada que es delerminado por;
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A

Mk + 1) = H(E) + 8ia(k) = Kilib - inlt))
Rk + 1) = ha(k) + 6ia(k) = Ka(ils — (k)
Aok + 1) = da(k) + 8o(k) = Ka(dh ~ du(F))
Auk + 1) = Ga(k) + s () ~ Ko(y — Du(E))
sk + 1) = As(k) + 69a(k) ~ Kol = (1))
Aok + 1) = de(k) -+ 8 (k) = No(ih - (k)
(k4 1) = JR)E"S + 1] 484" 4+ D'BL(Y) T
con +C8Ra(k) + D 8a(k) - Kalih — (k)

a?2)

donde los # reproscntan las verinhice entimadng a obitener def alslema
dndo por (12). Connlderando loa valorea ohlenidos de ¢ (1 € 4 <
7) podemon calenlnr fos eatimados del eatado originel 23,285,820 Y 24
(utiliaando solamente dy, By, de, fir, en Ins ecuncionen Q. 5,1 del
ststema dado por (1)). - .

4 Estabilidad '

La propiedad de obscrvabilidad nsegura Ia existencin de nna matriz
constante K tal que ol cspectro de (F 4 IWH) cath en la parte estric-
tamente negntiva del plano complejo (2], [4]. -

Sabemos que: X .
' A= (F+ K- Kyt) ({E)]

Si e = § ~ A de la expresién (13) podrmos Hegar & establecer la
relacidn: -
(14)

. d=(F+KHe
eligiendo una matris K en una forma adecuada, tendremon que
linheoo ¢{t) = 8y de una forraa pasticalar tanfla— il = 0y oi 1{t) eth
en una vecindad Uy, tendrewos quie oo 107 (1)) - 8- (O] =
0, e decit liny_oo JJ# — 2(M)]} = 0, doade # = #-1(7) y I tennafor-
macidn @ cstd duda por 8(x) = (B2, - -, %)

A continuacidn damon lns expresioncs que establecen In relacién
entre la matris de ganancia K y Ia colocacion de polos (1) deseada,

los cuales son clegidos cn funcidn de 1os resultados de simulacion del*

ohservador, esto es, del punto de vista de rapidez y ealidad de la con-
veigencia.

Kim =E" 4 (A4 4 ot 1
Ky = —E'K 4 I (B AR 4 (A )P H (A4 P PR
Ky = ~D"Ky + E"Ry +C = [(C + D) + (D + Anre +
v CHB AN+ (A4 PP :
CKys E'By— C'Ky + 8" 4 WKy +(CA 4 D)+ (C+ BryP+
HE+ Ar (B4 Anyran
Ko = C"Ky = B"Ky 4 E"Ky + D' Ky = (1D 4 Pa(CIy 4 D)+
+RICP+ D+ (C+ B '
Ko = B"Ky + 'Ky + E'Ky + C'K3 + PP 4 D[(15D) +
+P(CA + DY)

{15}
Ky = B"Ky 4 E"Ke + D"K¢ + C'Ko = Pl 3D '

" donde:

A=PaPi4np
B=ndP+ I+ 1) 415 4 ) 4 PP
&= PP+ PP PP RIS
D= PryPP,

‘5 Conclusién

Se ha disefindo una metodologia muy simple, con In cual el sistema
TPA es inmerso en un sidtemn lineal, que e ademis cbservable, y
admite Ia existencia de un observador, contrariamente a lo establecido
en {8).
Eala metodologia ca basada, en la utilizacidn de derivadue de Lie
iteradas de 1a funcion de salida como combinncion lineal de los cstados.
" El proceso de destvacidn termina lo el nd de i ]
suficiente para determinar el vator de cada estado.
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8 Apéndice

Reaumimos en este apéndice alg presi 1 Les,
pora el cilculo de los estados. }

L.a ecuncidn ") estd dada por: .
y(1) = A"+ D:ty(3)+(744v(|) + n"y“)f E"y(‘)
= AT B+ Cy + U'ite + i
Entonces, podeimcs eacribit 1™ en funcidn de A, AY, A,y A"

¥ = K 4 Kl (2P g 142L Ng)ug +
4 (2P Uy 44N w)ug + (I8 Piiy + TOLi) 0y +
- + (33Piis + TONGi )i + %I(Pu?’ +aLuiha’ 4

+ (Pl 4 N8 4 (1PulY 4 1L A"
+ (1P + 1avul")a"™)

finalinente csctibimon J“ en funcién de d¢, i, o, Hr.
Enlonces

¥ = A4 B + b + D" 4 B

donde A" = Xg + qQ
y definimon

Bi= L 120y gy = (Pl 1IN
8= 1P 14l 8= Fap + uN-z")

Xo = K"l 4 K™ 4 (2UPiiy + 421 Us)us + (1P ws 442N 'ii.)u*
+(38Piig + T0Lis)ig + (38Piiy + TON i}

y Q estd dada por:

Qo [-FRPM4FLIA TG - FUON - NTUA WK ¢
VER Pty = EUD 8y = PCP R A VIO 4 AC LS~ MK ¢
FENYD - PR A PE PR - PR - M P8 s NI 4
VPO - EN Ky = PEO P 4 UNGCA 4 M KB - NIG AT+
VIR PPy - LT - FCPO A PVO Y 4 NCLY, - NN, -
—AKP M AU/ Y UCI R - P08 - MO MUK S+
SAP P - AN Ul - PP RPN R MBS - HIDh
FANKR - NSO A LB - PNCD - M EKB A WICAWN 4
ALWG DA WHTB 4 FCIP - FOOB - NCHS ¢ NUGCH +
VAGCI My ¢ ~ ATy - ECI A BTN - NDCS - AFPhH
PN MCHRLENTH - UNTMH - MBIl NFUMAL
FAFOP - AP~ B84 EN'CO A NG, - MECAIW +
L - WK - FCUM FUKHVICHY -IUCH -
CACUD, 4 AR ]V ECES - EDRS - ICH B A TVG M ¢
FAREPy - NP = BV A RSN P8~ PPy -
CAFRM AT A BN - EVCH - 18T TFCHS

y loa coeficientes de fy, fis, s ¥ ir cslén dados por:

B = (PR - FUO =TGPy N0 4 N'GL - NHK)B A
WGP - EK'P - MGL+ MWK -I'NO 4+ ELO)S4
MFL~PFPLEVP -MIH +INH - ENLAs+
IEN'K - M'F K4 I'F'O - E10 4+ M'VG - NG+
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C' & -OKPYBUO 4 ICP 100 - NCL E N DK, 4
[~PCP =AU L MCL -MDK +1I'DO + XK' P)py +
l-ﬂ"”"l"'- A'N'I:"— ,{'J’["* "”""#M'J'D' —"N'D]ﬂ: N

[-AN'R'$ M'B'K* - M'J'C' 4+ I'N'C +A’J'q ~I'B'OIp+

D =|BGP - - FCPFDO 4+ NCH - N DG, +
[-AGP +AH'O - MCT'H' + MD'C + EC'P - E'D'O'|0,
[=AN TSN DN L AFP B8P - MUF 4+ ENDY,
[-M'B'G’ - AFO + E'B'O' + M'F'C’ ~ E'N'C' + A'N'G)By-

E" = [-I'G'L' 4 n'II'I("+ F'CL - FIYK - T'CH 4 J'D’(.T]ﬂ. +
[-F'CL+ACL -~ AWK L IC'H - 'DC + EDR') +
[EBL —AFLY PN -EVAVN L VED)Y -
{(AFK A1BC - EDK ~ AVGC - I'FC 4 EJC

luego entonces | ) X

¥ = AL B A C R A DR 4 B

donde A" = Xo4 @y B”,C", IV y E” estén dados por Ias eipresiones

snteriotes. . )

Lonn
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