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Dr. Carlos Aguilar Madera
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Resumen

Los sistemas conformados por agregados de células tienen diversas aplicaciones en campos como

la ingenieŕıa ambiental y del tejido, en biotecnoloǵıa, en medicina, entre otros más. En todas las

aplicaciones anteriores, una de las variables de mayor interés es la velocidad de crecimiento celular,

la cual puede ser obtenida mediante el empleo de modelos matemáticos que han sido formulados

por diversas metodoloǵıas.

Una de las caracteŕısticas notables de los sistemas multicelulares es que presentan diferentes

niveles de escala de observación, donde cada nivel está representado por una longitud caracteŕıstica.

Además, todos los procesos f́ısicos, qúımicos y biológicos ocurren en los diferentes niveles, donde

lo que ocurre en un nivel está determinado por lo que ocurre en los niveles inferiores. A este tipo

de sistemas se les denomina jerárquicos y para describir matemáticamente a este tipo de sistemas,

los métodos de escalamiento resultan ser una alternativa, con los cuales se obtienen modelos de

medio efectivo mediante el filtrado sistemático de información de las escalas menores a las mayores.

Sin embargo, a pesar de las ventajas que ofrecen los métodos de escalamiento en la descripción

de sistemas jerárquicos, éstos no han sido ampliamente utilizados para modelar el crecimiento de

sistemas multicelulares.

En este trabajo se desarrolló un modelo matemático teórico de medio efectivo que describe el

crecimiento de sistemas multicelulares a la escala Darcy, cuya longitud caracteŕıstica es 10−3m, a

partir de una descripción matemática a la escala subcelular, cuya longitud caracteŕıstica es menor

a 10−6m. Para desarrollar este modelo, se usó el método del promedio volumétrico como técnica de

escalamiento.

La estructura subcelular del sistema multicelular estudiado en este trabajo consiste de una

región intracelular y una región extracelular. La región intracelular es considerada ser una región

homogénea; mientras que la extracelular está compuesta por la matriz extracelular y un fluido

intersticial. La estructura microscópica del sistema multicelular, está conformado por dos diferentes

tipos de células vivas y células muertas, aśı como de la región extracelular vista a este nivel como

un homogéneo.

El análisis teórico hecho para la obtención del modelo matemático de crecimiento celular consiste
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de los siguientes procesos de escalamiento llevados a cabo de forma consecutiva:

1. Escalamiento de las ecuaciones de transporte de masa y cantidad de movimiento que rigen

la escala subcelular para obtener las ecuaciones que describen el transporte a la escala

microscópica. En esta parte se acopló el movimiento del fluido intersticial con la deformación

de las fibras de la matriz extracelular.

2. Escalamiento de las ecuaciones de transporte de masa y cantidad de movimiento de la escala

microscópica para obtener sus contrapartes que describen el transporte a la escala-Darcy.

En esta parte del trabajo se calcularon teóricamente, mediante la solución de problemas

de cerradura, los coeficientes de difusividad efectiva de una especie qúımica clave que se

transporta en el interior de un agregado de células, considerando la influencia que tiene la

presencia de diferentes tipos de células vivas y células muertas que conforman al agregado

celular.

Como suposición se estableció que el crecimiento celular se debe, principalmente, al transporte

de masa y reacción de una especie qúımica clave involucrada en el metabolismo celular, aśı como

de la velocidad de las células. Como resultado de emplear el método del promedio volumétrico se

logró establecer (1) una corrrespondencia entre las variables y los parámetros teóricos definidos

en los diferentes niveles de escala, (2) un esquema teórico para calcular los coeficientes efectivos

asociados a las ecuaciones de medio efectivo (3) una descripción matemática más completa que la

realizada en trabajos previos por Kapellos y col. (2012) y Wood y Whitaker (1998, 1999), ya que se

logró demostrar la relación que existe entre la velocidad de las células y las velocidades de reacción

metabólicas, definiendo aśı de manera teórica el parámetro emṕırico asociado a las ecuaciones de

crecimiento que formularon Wood y Whitaker (1999). Además, en este trabajo se hizo un estudio

más riguroso que Kapellos y col. (2012), al no desacoplar la mecánica de las células y de la matriz

extracelular con la del fluido extracelular.
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ÍNDICE GENERAL

5.4.2. Problema de cerradura asociado al modelo de equilibrio . . . . . . . . . . . . 113

5.4.3. Predicción del coeficiente de difusividad efectiva asociado al modelo de

equilibrio de masa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

5.5. Escalamiento de las ecuaciones de cantidad de movimiento . . . . . . . . . . . . . . . 127

5.5.1. Promediado de las ecuaciones de continuidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

5.5.2. Promediado de las ecuaciones de movimiento . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135

5.5.3. Simplificación de las ecuaciones de cantidad de movimiento a la escala Darcy 152

5.6. Resumen de las ecuaciones que describen el transporte de masa y de cantidad de

movimiento a la escala-Darcy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

5.7. Tratamiento algebraico de las ecuaciones de movimiento a la escala-Darcy. . . . . . . 158

5.7.1. Modelo mecánico de una sola ecuación para las regiones celulares . . . . . . . 162

5.7.2. Definición y estimación de la dilatación del sólido . . . . . . . . . . . . . . . . 164
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5.2. Modelo hipotético del metabolismo celular. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

5.3. Detalles de la región de promediado en el interior de un aglomerado celular. . . . . . 103

5.4. Celda unitaria utilizada para resolver el problema de cerradura. La configuración

mostrada representa a la distribución celular PQ(2/3) LN(3/4). . . . . . . . . . . . 117

5.5. Aproximación sucesiva de la celda unitaria original ilustrada en la figura 5.4

para obtener la suma de tres celdas de Chang basadadas en la distribución

PQ(2/3) LN(3/4). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
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Nomenclatura

A Especie qúımica clave.

Aγσ Área interfacial-γσ, m2.

Aγσ Superficie en la interfase-γσ.

Aγe Superficie que delimita la fase-γ.

Aκe Superficie que delimita la fase-κ.

Aσe Superficie que delimita la fase-σ.

ac Radio de los ćırculos en la celda unitaria a la escala microscópica, m.

avβN Razón entre el área de la frontera-βN y el volumen de la región de promediado del

agregado celular, m−1.

avβP Razón entre el área de la frontera-βP y el volumen de la región de promediado del

agregado celular, m−1.

avβQ Razón entre el área de la frontera-βQ y el volumen de la región de promediado del

agregado celular, m−1.

cAγ Concentración molar puntual de la especie qúımica A en la fase-γ, mol/m3.

c̃Aγ Desviación de la concentración molar promedio intŕınseca de la especie qúımica A en

la fase-γ, mol/m3.

cAκ Concentración molar puntual de la especie qúımica A en la fase-κ, mol/m3.

c̃Aκ Desviación de la concentración molar promedio intŕınseca de la especie qúımica A en

la fase-κ, mol/m3.

cγ Concentración molar total puntual de la fase-γ, mol/m3.

cκ Concentración molar total puntual de la fase-κ, mol/m3.

〈cAγ〉 Promedio superficial de la concentración de la especie qúımica A en la fase-γ, mol/m3.

〈cAγ〉γ Promedio intŕınseco de la concentración de la especie qúımica A en la fase-γ, mol/m3.

〈cAκ〉 Promedio superficial de la concentración de la especie qúımica A en la fase-κ, mol/m3.

〈cAκ〉κ Promedio intŕınseco de la concentración de la especie qúımica A en la fase-κ, mol/m3.

〈cAσ〉 Promedio superficial de la concentración de la especie qúımica A en la fase-σ, mol/m3.

〈cAσ〉σ Promedio intŕınseco de la concentración de la especie qúımica A en la fase-σ, mol/m3.
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Nomenclatura

cAβ Concentración molar de la especie qúımica A en la región β, mol/m3.

cAP Concentración molar de la especie qúımica A en la región-P , mol/m3.

cAQ Concentración molar de la especie qúımica A en la región-Q, mol/m3.

〈cAβ〉 Concentración promedio superficial de la especie qúımica A en la región β, mol/m3.

〈cAβ〉β Concentración promedio intŕınseca de la especie qúımica A en la región β, mol/m3.

〈cAN 〉 Concentración promedio superficial de la especie qúımica A en la región N , mol/m3.

〈cAN 〉N Concentración promedio intŕınseca de la especie qúımica A en la región N , mol/m3.

〈cAP 〉 Concentración promedio superficial de la especie qúımica A en la región P , mol/m3.

〈cAP 〉P Concentración promedio intŕınseca de la especie qúımica A en la región P , mol/m3.

〈cAQ〉 Concentración promedio superficial de la especie qúımica A en la región Q, mol/m3.

〈cAQ〉Q Concentración promedio intŕınseca de la especie qúımica A en la región Q, mol/m3.

c̃Aβ Desviaciones de la concentración molar promedio intŕınseca de la especie qúımica A en

la región-β, mol/m3.

c̃AP Desviaciones de la concentración molar promedio intŕınseca de la especie qúımica A en

la región-P , mol/m3.

c̃AQ Desviaciones de la concentración molar promedio intŕınseca de la especie qúımica A en

la región-Q, mol/m3.

{cA} Concentración molar de equilibrio ponderada de la especie qúımica A, mol/m3.

ĉAβ Desviaciones de la concentración de equilibrio ponderada con respecto a la

concentración promedio intŕınseca de la especie qúımica A en la región-β, mol/m3.

ĉAP Desviaciones de la concentración de equilibrio ponderada con respecto a la

concentración promedio intŕınseca de la especie qúımica A en la región-P , mol/m3.

ĉAQ Desviaciones de la concentración de equilibrio ponderada con respecto a la

concentración promedio intŕınseca de la especie qúımica A en la región-Q, mol/m3.

DAm,γ Difusividad molecular de la especie qúımica A en la mezcla multicomponente en la

fase-γ, m2/s.

DAm,κ Difusividad molecular de la especie qúımica A en la mezcla multicomponente en la

fase-κ, m2/s.

DAef,β Difusividad efectiva de la especie qúımica A en la región-β, m2/s.

DAm,P Difusividad molecular de la especie qúımica A en la región-P , m2/s.

DAm,Q Difusividad molecular de la especie qúımica A en la región-Q, m2/s.

DAm,κ Difusividad molecular de la especie qúımica A en la mezcla multicomponente en la

fase-κ, m2/s.

Def Tensor de difusividad efectiva de la especie qúımica A a través de la región extracelular,

m2/s.
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Dγ Tensor rapidez de deformación de la fase-γ, s−1.

Deq
ef Tensor de difusividad efectiva de la especie qúımica A a través del agregado celular

asociado al modelo de equilibrio de masa, m2/s.

g Constante de gravedad, m/s2.

JA Flux difusivo h́ıbrido de la especie qúımica A.

KAκ Parámetro de saturación de la especie qúımica A en la fase-κ, mo/m3.

kAP Permeabilidad de la membrana celular de las células tipo-P , m/s.

kAQ Permeabilidad de la membrana celular de las células tipo-Q, m/s.

Keq,βP Constante de equilibrio termodinámico entre la región celular-P y la región-β,

adimensional.

Keq,βQ Constante de equilibrio termodinámico entre la región celular-Q y la región-β,

adimensional.

Kγ Tensor de permeabilidad del fluido en la región extracelular, m2.

`cu,s Longitud caracteŕıstica de la celda unitaria a la escala subcelular, m.

`γ,s Longitud caracteŕıstica de la fase-γ en la escala subcelular, m.

`κ,s Longitud caracteŕıstica de la fase-κ en la escala subcelular, m.

`σ,s Longitud caracteŕıstica de la fase-σ en la escala subcelular, m.

lk Vectores unitarios que definen a una celda unitaria tridimensional, k = 1, 2, 3.

l Longitud caracteŕıstica de la microescala (tamaño de una célula), m.

lc Longitud de la celda unitaria a la escala microscópica, m.

lcx Espaciamiento entre ćırculos sobre el eje x en la celda unitaria a la escala microscópica,

m.

lcy Espaciamiento entre ćırculos sobre el eje y en la celda unitaria a la escala microscópica,

m.

lcγ Longitud caracteŕıstica asociada a los cambios de la concentración promedio de la

especie qúımica A en la fase-γ, m.

lcγ1 Longitud caracteŕıstica asociada a los cambios de la derivada de concentración promedio

de la especie qúımica A en la fase-γ, m.

l〈u〉 Longitud caracteŕıstica asociada a los cambios del promedio del vector desplazamiento,

m.

l〈v〉 Longitud caracteŕıstica asociada a los cambios de la velocidad promedio, m.

lϕγ Longitud caracteŕıstica asociada a los cambios de la fracción volumétrica de la fase-γ,

m.

`PQβ Longitud de mezclado asociada a la restricción de escalas del modelo de equilibrio local

de masa, m.
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M̄ Peso molecular promedio de la mezcla multicomponente en la fase-κ, kg/mol.

MA Peso molecular de la especie qúımica A, kg/mol.

nγσ Vector unitario dirigido de la fase-γ a la fase-σ.

nβP Vector unitario dirigido de la región-β a la región-P .

nβQ Vector unitario dirigido de la región-β a la región-Q.

nβN Vector unitario dirigido de la región-β a la región-N .

nP Número de células-P en la celda unitaria.

nQ Número de células-Q en la celda unitaria.

N Región que representa a las células muertas en el interior de un aglomerado celular.

Nc Número total de células (vivas y muertas).

pγ Presión puntual de la fase-γ, kg/ms2.

p̃γ Desviaciones del promedio intŕınseco de la presión de la fase-γ, kg/ms2.

〈pγ〉 Promedio superficial de la presión de la fase-γ, kg/ms2.

〈pγ〉γ Promedio intŕınseco de la presión de la fase-γ, kg/ms2.

〈p〉 Promedio espacial de la presión a la escala microscópica, kg/ms2.

pβ Presión de la región-β, kg/ms2.

〈pβ〉 Promedio superficial de la presión de la región-β, kg/ms2.

〈pβ〉β Promedio intŕınseco de la presión de la región-β, kg/ms2.

P Región que representa a las células vivas del tipo-P en el interior de un aglomerado

celular.

Peγ Número de Péclet adimensional en la fase-γ.

Peκ Número de Péclet adimensional en la fase-κ.

Q Región que representa a las células vivas del tipo-Q en el interior de un aglomerado

celular.

rAκ Velocidad de reacción de la especie qúımica A (en base másica) en la fase-κ, kg/s.

rγ Vector que localiza a la fase-γ en el interior del volumen promediante en la región

extracelular.

rκ Vector que localiza a la fase-κ en el interior del volumen promediante en la región

intracelular.

rσ Vector que localiza a la fase-σ en el interior del volumen promediante en la región

extracelular.

rβ Vector que localiza a la región-β en el interior del volumen promediante en el aglomerado

celular.

rP Vector que localiza a la región-P en el interior del volumen promediante en el

aglomerado celular.
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rQ Vector que localiza a la región-Q en el interior del volumen promediante en el

aglomerado celular.

rN Vector que localiza a la región-N en el interior del volumen promediante en el

aglomerado celular.

RAκ Velocidad de reacción de la especie qúımica A (en base molar) en la fase-κ, mol/s.

RAP Velocidad de reacción de la especie qúımica A (en base molar) en la región-P , mol/s.

RAQ Velocidad de reacción de la especie qúımica A (en base molar) en la región-Q, mol/s.

Reγ Número de Reynolds adimensional de la fase-γ.

r0 Radio de la región de promediado en la escala subcelular.

t Variable tiempo, s.

t∗cγ Tiempo caracteŕıstico durante el cual se observan cambios en las desviaciones de la

concentración de la especie qúımica A en la fase-γ, s.

tsd Tiempo caracteŕıstico del transporte de la especie qúımica A a través de la fase-γ, s.

t∗vγ Tiempo caracteŕıstico durante el cual se observan cambios en la velocidad de la fase-γ,

s.

t∗`σ Tiempo caracteŕıstico durante el cual se deforma una fibra, s.

t∗〈u〉 Tiempo caracteŕıstico durante el cual se observan los cambios del promedio del vector

desplazamiento, s.

Tγ Tensor total de los esfuerzos en la fase-γ, kg/ms2.

Tκ Tensor total de los esfuerzos en la fase-κ, kg/ms2.

Tσ Tensor total de los esfuerzos en la fase-σ, kg/ms2.

Tγσef Tensor efectivo de los esfuerzos en la región extracelular, kg/ms2.

Tef,κ Tensor efectivo de los esfuerzos en la región celular, kg/ms2.

Tef,β Tensor efectivo de los esfuerzos en la región-β, kg/ms2.

Tef,P Tensor efectivo de los esfuerzos en la región-P , kg/ms2.

Tef,Q Tensor efectivo de los esfuerzos en la región-Q, kg/ms2.

Tef,N Tensor efectivo de los esfuerzos en la región-N , kg/ms2.

uκ Vector desplazamiento de la fase-κ, m.

uσ Vector desplazamiento de la fase-σ, m.

uκ Magnitud del vector desplazamiento de la fase-κ, m.

uσ Magnitud del vector desplazamiento de la fase-σ, m.

〈uκ〉 Promedio superficial del vector desplazmiento de la fase-κ, m.

〈uκ〉κ Promedio intŕınseco del vector desplazmiento de la fase-κ, m.

〈uσ〉 Promedio superficial del vector desplazmiento de la fase-σ, m.

〈uσ〉σ Promedio intŕınseco del vector desplazmiento de la fase-σ, m.
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ūAκ Velocidad de difusión de masa de la especie qúımica A en la fase-κ, m/s.

uN Vector desplazamiento de la región-N , m.

uP Vector desplazamiento de la región-P , m.

uQ Vector desplazamiento de la región-Q, m.

〈uN 〉 Promedio superficial del vector desplazamiento de la región-N , m.

〈uN 〉N Promedio intŕınseco del vector desplazamiento de la región-N , m.

〈uP 〉 Promedio superficial del vector desplazamiento de la región-P , m.

〈uP 〉P Promedio intŕınseco del vector desplazamiento de la región-P , m.

〈uQ〉 Promedio superficial del vector desplazamiento de la región-Q, m.

〈uQ〉Q Promedio intŕınseco del vector desplazamiento de la región-Q, m.

vγ Magnitud de la velocidad promedio de masa en la fase-γ, m/s.

vγ Velocidad promedio de masa en la fase-γ, m/s.

ṽγ Desviaciones de la velocidad promedio intŕınseca de la fase-γ, m/s.

vκ Velocidad promedio de masa en la fase-κ, m/s.

vσ Velocidad promedio de masa en la fase-σ, m/s.

ṽσ Desviaciones de la velocidad promedio intŕınseca de la fase-σ, m/s.

vAγ Velocidad de la especie qúımica A en la fase-γ, m/s.

vAκ Velocidad de la especie qúımica A en la fase-κ, m/s.

〈vγ〉 Promedio superficial de la velocidad de la fase-γ, m/s.

〈vγ〉γ Promedio intŕınseco de la velocidad de la fase-γ, m/s.

〈vκ〉 Promedio superficial de la velocidad de la fase-κ, m/s.

〈vκ〉κ Promedio intŕınseco de la velocidad de la fase-κ, m/s.

〈vσ〉 Promedio superficial de la velocidad de la fase-σ, m/s.

〈vσ〉σ Promedio intŕınseco de la velocidad de la fase-σ, m/s.

〈v〉 Promedio espacial de la velocidad a la escala microscópica, m/s.

vβ Velocidad de la región-β, m/s.

vP Velocidad de la región-P , m/s.

vQ Velocidad de la región-Q, m/s.

vN Velocidad de la región-N , m/s.

〈vβ〉 Promedio superficial de la velocidad de la región-β, m/s.

〈vβ〉β Promedio intŕınseco de la velocidad de la región-β, m/s.

〈vN 〉 Promedio superficial de la velocidad de la región-N , m/s.

〈vN 〉N Promedio intŕınseco de la velocidad de la región-N , m/s.

〈vP 〉 Promedio superficial de la velocidad de la región-P , m/s.

〈vP 〉P Promedio intŕınseco de la velocidad de la región-P , m/s.
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〈vQ〉 Promedio superficial de la velocidad de la región-Q, m/s.

〈vQ〉Q Promedio intŕınseco de la velocidad de la región-Q, m/s.

V Volumen total de la región de promediado, m3.

Vγ Volumen de la fase-γ en la región de promediado de la región extracelular, m3.

Vσ Volumen de la fase-σ en la región de promediado de la región extracelular, m3.

Vγ Región geométrica de la fase- γ.

Vκ Región geométrica de la fase- κ.

Vσ Región geométrica de la fase- σ.

Vβ Espacio geométrico de la región- β.

VP Espacio geométrico de la región- P .

VQ Espacio geométrico de la región- Q.

VN Espacio geométrico de la región- N .

w Velocidad de la interfase-γσ, m/s.

wβN Velocidad de la frontera entre la región-β y la región-N , m/s.

wβP Velocidad de la frontera entre la región-β y la región-P , m/s.

wβQ Velocidad de la frontera entre la región-β y la región-Q, m/s.

x Vector que localiza al centroide de la región de promediado en la región extracelular.

xAγ Fracción molar de la especie qúımica A en la fase-γ.

xAκ Fracción molar de la especie qúımica A en la fase-κ.

xAσ Fracción molar de la especie qúımica A en la fase-σ.

Letras Griegas

α Número adimensional que describe la importancia del transporte interno en las

células-Q con respecto al de las células-P .

ασ Relación adimensional de los parámetros de Lamé de la fase-σ.

β Región extracelular en el interior de un aglomerado celular.

β̄ Razón de las resistencias al transporte de masa en las membranas de las células-Q a

las células-P .

δ Espesor de la membrana celular.

εβ Fracción volumétrica de la región-β en el interior del agregado celular.

εN Fracción volumétrica de la región-N en el interior del agregado celular.

εP Fracción volumétrica de la región-P en el interior del agregado celular.

εQ Fracción volumétrica de la región-Q en el interior del agregado celular.

ε Fracción volumétrica de las regiones donde el transporte de masa toma lugar, εβ +εP +

εQ.
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γ Fase fluida en la región extracelular.

γAi/lc Número adimensional que mide la importancia del transporte interno de las células-P

con respecto al transporte de membrana.

κ Fase intracelular.

κγ Viscosidad dilatacional de la fase-γ, kg/m s.

κAP Número adimensional que describe la importancia del transporte interno de las

células-P con respecto al transporte extracelular.

κAQ Número adimensional que describe la importancia del transporte interno de las

células-Q con respecto al transporte extracelular.

λκ Parámetro de Lamé de la fase-κ, kg/ms2.

λσ Parámetro de Lamé de la fase-σ, kg/ms2.

λ∗σ Parámetro de Lamé de la fase-σ multiplicado por un tiempo caracteŕıstico, kg/ms.

µAκ Parámetro de consumo de la especie qúımica A en la fase-κ, mol/m3s.

µγ Viscosidad de la fase-γ, kg/m s.

µκ Parámetro de Lamé de la fase-κ, kg/m s2.

µσ Parámetro de Lamé de la fase-σ, kg/m s2.

µ∗σ Parámetro de Lamé de la fase-σ multiplicado por un tiempo caracteŕıstico, kg/m s.

µ∗γσ Parámetro de mezclado de la región extracelular, kg/m s.

ωAγ Fracción masa en la fase-γ.

ωAκ Fracción masa de la especie qúımica A en la fase-κ.

ωAσ Fracción masa en la fase-σ.

∂ΩβP Región geométrica que representa a las fronteras entre la región-β y la región-P en el

interior de todo el agregado celular.

∂ΩβQ Región geométrica que representa a las fronteras entre la región-β y la región-Q en el

interior de todo el agregado celular.

∂ΩβN Región geométrica que representa a las fronteras entre la región-β y la región-N en el

interior de todo el agregado celular.

∂Ωβe Región geométrica que representa a las entradas y/o salidas de la región-β en todo el

agregado celular.

∂ΩPe Región geométrica que representa a las entradas y/o salidas de la región-P en todo el

agregado celular.

∂ΩQe Región geométrica que representa a las entradas y/o salidas de la región-Q en todo el

agregado celular.

∂ΩNe Región geométrica que representa a las entradas y/o salidas de la región-N en todo el

agregado celular.
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Ω Región continua que incluye a todas las regiones que existen dentro de un aglomerados

celular y que está lo suficientemente lejos de las fronteras del mismo.

ρAκ Concentración másica de la especie qúımica A en la fase-κ, kg/m3.

ργ Densidad total de la fase-γ, kg/m3.

ρκ Densidad total de la fase-κ, kg/m3.

ρσ Densidad total de la fase-σ, kg/m3.

〈ργ〉 Promedio superficial de la densidad de la fase-γ, kg/m3.

〈ργ〉γ Promedio intŕınseco de la densidad de la fase-γ, kg/m3.

〈ρκ〉 Promedio superficial de la densidad de la fase-κ, kg/m3.

〈ρκ〉κ Promedio intŕınseco de la densidad de la fase-κ, kg/m3.

〈ρσ〉 Promedio superficial de la densidad de la fase-σ, kg/m3.

〈ρσ〉σ Promedio intŕınseco de la densidad de la fase-σ, kg/m3.

ρ Densidad de mezclado de la región extracelular, kg/m3.

ρβ Densidad la región-β, kg/m3.

ρP Densidad la región-P , kg/m3.

ρQ Densidad la región-Q, kg/m3.

ρN Densidad la región-N , kg/m3.

〈ρβ〉 Promedio superficial de la densidad de la región-β, kg/m3.

〈ρβ〉β Promedio intŕınseco de la densidad de la región-β, kg/m3.

〈ρN 〉 Promedio superficial de la densidad de la región-N , kg/m3.

〈ρN 〉N Promedio intŕınseco de la densidad de la región-N , kg/m3.

〈ρP 〉 Promedio superficial de la densidad de la región-P , kg/m3.

〈ρP 〉P Promedio intŕınseco de la densidad de la región-P , kg/m3.

〈ρQ〉 Promedio superficial de la densidad de la región-Q, kg/m3.

〈ρQ〉Q Promedio intŕınseco de la densidad de la región-Q, kg/m3.

σ Fase sólida en la región extracelular (fibras de la matriz extracelular).

τκ Tiempo caracteŕıstico durante el cual se observan los cambios del vector desplazamiento

de la fase-κ, s.

τ0 Tiempo de referencia utilizado para integrar a la velocidad promedio de la fase-σ.

τσ Tiempo caracteŕıstico durante el cual se observan los cambios del vector desplazamiento

de la fase-σ, s.

ϕγ Fracción volumétrica de la fase-γ en la región extracelular.

ϕσ Fracción volumétrica de la fase-σ en la región extracelular.
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Caṕıtulo 1

Generalidades de los sistemas

celulares

El objetivo de este caṕıtulo es presentar aspectos fundamentales relacionados con el crecimiento

de algunos sistemas multicelulares que son utilizados en una variedad de aplicaciones. En la

Sección §1.1, se describen las caracteŕısticas que tienen en común estos sistemas y se definen

los principales niveles de escala donde se llevan a cabo los fenómenos f́ısicos y bioqúımicos

involucrados con el proceso de crecimiento celular. En la Sección 1.2, se describen los patrones

de comportamiento de algunos sistemas multicelulares, los cuales han sido observados mediante

estudios experimentales. Además, se describen algunas técnicas de medición de variables que han

sido utilizadas para caracterizar a los sistemas multicelulares. Esta información permite establecer la

conexión entre las variables teóricas definidas en el modelado matemático con las variables medidas

experimentalmente. Finalmente, en la Sección 1.3 se resumen los puntos clave revisados en este

caṕıtulo y su relación con el resto del documento.

1.1. Introducción

Los sistemas multicelulares tienen diversas aplicaciones en campos como la medicina,

biotecnoloǵıa y las ingenieŕıas ambiental y del tejido, entre otras más. En medicina, los consorcios

celulares (en especial células animales) son utilizados en el diseño y evaluación de fármacos y

terapias contra enfermedades como el cáncer (Minchinton y Tannock, 2006; Hirschhaeuser y col.,

2010); en ingenieŕıa del tejido, para la regeneración o construcción de tejidos y órganos dañados

(Griffith y Swartz, 2006; Eibl y col., 2009). En ingenieŕıa ambiental, diversos tipos de bacterias son

utilizados en procesos de biorremediación para el tratamiento del agua, aire y suelo contaminado

(Lewandowski y Boltz, 2011). Los co-cultivos de algas, protozoos y bacterias tienen aplicaciones

1



en acuicultura, ya que estos microorganismos favorecen la eliminación de los desechos orgánicos en

estanques de agua y la subsecuente producción de alimento para las especies acuáticas (Schryver

y col., 2008). Además de las bacterias, los cultivos de células animales1 y vegetales son utilizados

en la elaboración de productos que tienen una alta demanda en el mercado tales como alimentos,

medicamentos, insecticidas, agrogúımicos, entre otros (Nielsen y col., 2003).

La mayoŕıa de las aplicaciones mencionadas se basan en el cultivo a escalas tanto laboratorio

como industrial de diversos tipos de microorganismos. Lo anterior, requiere contar con un ambiente

óptimo que favorezca el crecimiento celular (Nielsen y col., 2003; Portner y col., 2005). Muchas

especies celulares tienden a formar aglomeraciones cuando son cultivadas, mientras que otras

tienden a suspenderse individualmente en el medio de cultivo (Bossier y Verstraete, 1996). En

muchos casos, la aglomeración celular es una caracteŕıstica deseada, ya que le confiere a las células

una mayor protección contra el ambiente, aśı como una mayor eficiencia de las funciones que realizan

en los procesos de transformación (Branda y col., 2005; Bossier y Verstraete, 1996; Schryver y col.,

2008). En este trabajo, el interés se centra en los sistemas multicelulares que forman aglomerados,

como ejemplos se tienen a las biopeĺıculas, formadas por bacterias inmobilizadas sobre superficies

sólidas (Singh y col., 2006; Branda y col., 2005); los flóculos utilizados en acuicultura, que consisten

de una mezcla de bacterias, algas y part́ıculas coloides (Schryver y col., 2008); los tejidos, órganos

y tumores, aśı como sus contrapartes in vitro, entre otros sistemas. Dentro de los sistemas in vitro

se tienen los esferoides multicelulares, que son utilizados para estudiar la formación de tumores y

para la evaluación de estrategias terapéuticas contra el cáncer (Griffith y Swartz, 2006; Minchinton

y Tannock, 2006).

A pesar de que existen diferencias morfológicas, fisiológicas y bioqúımicas entre las células que

conforman los sistemas mencionados, existen algunas caracteŕısticas como describe brevemente a

continuación:

Presentan diferentes niveles de escala de observación, donde cada nivel está representado por

una longitud caracteŕıstica. Generalmente, los sistemas celulares muestran una disparidad de

longitudes de escala; por ejemplo, el tamaño de una célula es del orden de 1-10µm, mientras

que el tamaño de un agregado celular es del orden de 100-1000µm (Boal, 2002; Bronzino,

1995; Costerton y col., 1994). Además, los fenómenos bioqúımicos y f́ısicos ocurren a diferentes

niveles de escala, y cada nivel está determinado por lo que ocurre en el nivel anterior. A este

tipo de sistemas se le denomina jerárquicos (Cushman, 1990).

Muchos sistemas celulares no se cultivan en monocapa, sino que se forman mediante complejas

1A pesar de la dificultad que representa cultivar a gran escala células animales, éstas son el único medio para

producir productos que, de otra forma, no son posibles de obtener. Ejemplos de estos productos son las vacunas, las

protéınas recombinantes, los anticuerpos y las glicoprotéınas (Chu y Robinson, 2001; Kretzmer, 2002).
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estructuras tridimensionales heterogéneas que reflejan las siguientes caracteŕısticas (Branda

y col., 2005; Griffith y Swartz, 2006; Schryver y col., 2008; Stewart y Franklin, 2008; Stoodley

y col., 1999; Sutherland, 2001; Swartz y Fleury, 2007):

• Gradientes de diversas especies qúımicas involucradas en el metabolismo de las células,

como resultado de la resistencia a la transferencia de masa en el interior de los

aglomerados.

• Diferentes poblaciones celulares, como consecuencia de un insuficiente suministro de

nutrientes clave, generalmente ox́ıgeno y glucosa, aśı como de la progresión del ciclo

celular. Además, muchos sistemas celulares están conformados por diferentes ĺıneas

celulares, como en el caso de los tejidos, o por diferentes microorganismos, en el caso de

las biopeĺıculas y flóculos.

• La muerte celular, que se manifiesta en dos formas diferentes: necrosis y apoptosis. La

primera es consecuencia de perturbaciones extremas (daños graves) al ambiente celular;

por ejemplo, la escasez de ox́ıgeno y glucosa que sufren las células que se encuentran lejos

de suministros de nutrientes (Takahashi, 2008; Zong y Thompson, 2006). La apoptosis,

es una forma de muerte celular programada que se lleva a cabo a través una serie de

mecanismos bioqúımicos controlados por la expresión genética de las células. En otras

palabras, toda célula nace con las instrucciones para “autoeliminarse” que se activarán

cuando las condiciones internas y externas pongan en riesgo el buen funcionamiento del

sistema celular (Alberts y col., 2008; Bayles, 2007, 2014; VanDoorn, 2011).

• Una matriz extracelular (MEC) es el ambiente tridimensional donde las células crecen

y es sintetizada por las propias células (Branda y col., 2005; Swartz y Fleury, 2007). La

matriz está constituida por polisacáridos y fibras estructurales de protéınas (Griffith y

Swartz, 2006; Norotte y col., 2009; Qiu y col., 2013). Las interacciones de las células con

la matriz extracelular juegan un papel importante, ya que aumentan la transferencia

de masa de especies qúımicas que participan en el metabolismo celular. Además, estas

interacciones regulan el comportamiento celular a través de la acción mecánica de los

esfuerzos ejercidos sobre las células y la matriz (Swartz y Fleury, 2007). El estudio de

estas interacciones es relevante en muchos campos de aplicación, como en la ingenieŕıa

de tejidos (Griffith y Swartz, 2006), en la formación de biopeĺıculas en medios porosos

(Kapellos y col., 2010), en el diseño de reactores con células suspendidas (Chu y

Robinson, 2001), en la distribución de medicamentos en el interior de tumores cancerosos

(Minchinton y Tannock, 2006), entre otros más.

Todas las caracteŕısticas descritas anteriormente son determinantes en la velocidad de
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crecimiento celular, la cual representa una de las variables de mayor interés en las aplicaciones

tecnológicas basadas en sistemas celulares. La predicción de la dinámica celular requiere del

estudio integrado de los fenómenos de transporte de masa y cantidad de movimiento, aśı como

un conocimiento detallado de la composición, estructura y fisioloǵıa del sistema bajo consideración.

Por lo anterior, el desarrollo de modelos matemáticos que permiten predecir el crecimiento celular

es esencial para el estudio interdisciplinario orientado a la comprensión de estos sistemas.

1.1.1. Niveles de escala involucrados en el proceso de formación de los sistemas

multicelulares

Como ya se mencionó, una de las caracteŕısticas en común de los sistemas multicelulares

es su estructura jerárquica. De esta forma, los fenómenos f́ısicos, qúımicos y biológicos son

descritos a diferentes niveles de escala de observación, donde cada nivel está representado por una

longitud caracteŕıstica, ver Tabla 1. Usualmente, los niveles de escala que describen a los sistemas

multicelulares se han clasificado en tres: subcelular, microscópico y macroscópico (Bellomo y col.,

2008; Kapellos y col., 2007b; Popel, 1989) (ver Fig. 1.1). Otros autores (Golfier y col., 2009; Orgozozo

y col., 2010) han definido otro nivel de escala adicional, el cual se sitúa entre las escalas microscópica

y macroscópica, denominada escala-Darcy, cuya descripción será presentada más adelante. Mientras

tanto, la clasificación tradicional basada en los tres niveles se describe a continuación:

Escala subcelular O(< 10−6m). En este nivel se describen los procesos intracelulares y

extracelulares que ocurren en cada una de las partes que conforman a la célula y que rigen

su funcionamiento. Básicamente, una célula toma del exterior moléculas sencillas (ox́ıgeno,

glucosa, aminoácidos, entre otros), las cuales sufren transformaciones en diferentes partes

de su interior. Los productos de dichas transformaciones (ĺıpidos, protéınas, ácidos nucleicos

y carbohidratos) desempeñan un papel importante en el mantenimiento de las funciones

celulares y en el proceso de crecimiento celular. Además de estas sustancias, otras son

sintetizadas en el interior pero al no ser utilizadas por las células, son expulsadas como

productos de desecho (Nelson y Cox, 2009).

Dentro del esquema de funcionamiento simplificado anteriormente descrito, los mecanismos

de transporte intracelular y extracelular tienen relevancia. Para que las moléculas de una

especie qúımica lleguen a la superficie de una célula, éstas deben transportarse a través del

fluido intersticial o extracelular, es decir, a través del fluido que ocupa los espacios huecos de

la matriz extracelular (Trusky y col., 2009). Como ya se mencionó anteriormente, la matriz

extracelular consiste de un medio fibroso que rodea a la célula, las fibras pueden estar aisladas

o conectadas a canales hidrof́ılicos que se encuentran en la membrana celular, favoreciendo
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Figura 1.1. Niveles de escala que caracterizan a los sistemas celulares.
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aśı el transporte de algunas especies qúımicas (Alberts y col., 2008). A este nivel de escala,

el transporte extracelular de especies qúımicas puede estudiarse bajo la teoŕıa de los medios

porosos, ya que el espacio intersticial se asemeja a estas estructuras. El siguiente mecanismo

de transporte es el que tiene lugar a través de la membrana celular, el cual dependiendo

de la especie qúımica puede ser por permeabilidad ó por transporte facilitado, siendo este

último controlado por protéınas acarreadoras (Alberts y col., 2008). Una vez que las moléculas

atraviesan la membrana celular, éstas entran al citoplasma se transportan hacia varias partes

del interior. La estructura interna de una célula es compleja, ya que contiene muchos organelos

que desempeñan funciones especializadas y controlan, en conjunto, el funcionamiento celular

(Alberts y col., 2008). En el trayecto desde la membrana hasta el punto donde tienen que

llegar (sitio blanco), las moléculas interactúan con las macromoléculas y con los diferentes

organelos, creando aśı una resistencia a la transferencia de masa intracelular. Finalmente, una

vez que las células llegan al sitio blanco, éstas se transforman a través de una red compleja

de reacciones qúımicas, proceso denominado metabolismo (Nelson y Cox, 2009). En realidad,

estos procesos subcelulares son vastos y complejos y aún no se conocen todos los mecanismos

involucrados. Sin embargo, se sabe que el comportamiento de una célula repercute en el

comportamiento de decenas de células si es que ésta forma parte de un sistema multicelular.

Escala celular o microscópica O(10−6− 10−5m). En este nivel se describe el comportamiento

de decenas de células. Por lo tanto, es importante considerar las clases de interacciones

que existen: entre célula y célula, entre célula y matriz extracalular y entre célula y fluido

extracelular. Además, se distinguen los diferentes tipos de poblaciones celulares y se han

observado los movimientos de migración celular, los cuales se clasifican en tres: quimiotáctico,

difusivo y convectivo. El movimiento quimiotáctico es aquel en el que las células se mueven

en función de un gradiente de concentración de alguna especie qúımica, fenómeno conocido

como quimiotaxis (Alberts y col., 2008). El movimiento celular difusivo es aquel en el que

las células se mueven de manera aleatoria y, el movimiento convectivo se debe al movimiento

global de las células y del fluido extracelular (Griffith y Swartz, 2006).

Las estructuras internas de las biopeĺıculas, microflóculos, tejidos y tumores presentan muchas

similitudes, componiéndose, principalmente, por agregados conformados por decenas células.

Estos agregados están separados por canales y/o huecos que acarrean a un fluido (Bossier y

Verstraete, 1996; Costerton y col., 1994; Kapellos y col., 2007b; Trusky y col., 2009; Popel,

1989). En su interior, las células se encuentran embebidas en la matriz extracelular o también

comúnmente llamada conjunto de sustancias poliméricas extracelulares (SPE), para el caso de

sistemas conformados por células no animales (Costerton y col., 1994; Donlan, 2002). El papel

de la matriz extracelular a este nivel de escala es la de regular las interacciones célula-célula
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aśı como los procesos de adhesión y migración celular. De esta forma, se tienen dos tipos

de porosidades: la que existe entre células dentro de los aglomerados y la que existe entre

los aglomerados debido a la existencia de los canales y/o huecos. Por otro lado, dado que

los esferoides multicelulares son sistemas in vitro, no presentan vasculaturas y su estructura

consiste solamente de un aglomerado de células.

Tomando como referencia esta estructura que presentan la mayoŕıa de los bioagregados, es

pertinente describir el transporte de especies qúımicas y de cantidad de movimiento desde

los canales que se encuentran fuera de los aglomerados hasta el interior de éstos. Para este

propósito, es necesario dividir el dominio de la escala microscópica en dos subdominios, donde

uno de ellos estaŕıa conformado por los aglomerados celulares y otro por los canales que los

rodean. Algunos estudios previos han sugerido que el transporte de especies qúımicas en el

interior de los agregados se lleva a cabo sólo por difusión mientras que, en los canales de agua

ó vasculaturas por la combinación de transporte difusivo y convectivo (Costerton y col., 1994;

Popel, 1989).

Escala macroscópica O(10−4 − 10−3m). La descripción de este nivel de escala es la de

mayor interés en muchas aplicaciones prácticas. Aunque a este nivel, ya no se distingue

la estructura interna del sistema, su comportamiento está fuertemente influenciado por las

caracteŕısticas morfológicas y los procesos que existen a escalas más pequeñas (Chu y Lee,

2004). Además, en esta escala es donde se realizan mediciones experimentales de la velocidad

de crecimiento y tasas de consumo de nutrientes. Para el caso de la velocidad de crecimiento,

las mediciones se basan en la determinación de la longitud que caracteriza al sistema completo

a diferentes instantes de tiempo. Mientras que, el consumo de especies qúımicas se basa en la

determinación del número total de células vivas con actividad metabólica. Dichas variables

macroscópicas tienen la caracteŕıstica de ser variables promedio, las cuales representan a un

conjunto de elementos que constituyen la estructura interna del sistema.
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Tabla 1. Longitudes de escala de algunos sistemas biológicos.

Sistema Orden de magnitud Referencia

de la longitud de escala

caracteŕıstica (m)

Protéınas y ácidos nucleicos 10−8 (Bronzino, 1995)

Organelos 10−7 (Bronzino, 1995)

Células 10−6 (Bronzino, 1995)

Esferoides multicelulares 10−3 (Raffray y Cohen, 1997)

Biopeĺıculas 10−3 (Costerton y col., 1994)

Microflóculos 10−3 (Branda y col., 2005)

Órganos 10−1 (Bronzino, 1995)

Cuerpo humano 100 (Bronzino, 1995)

1.2. Patrones de comportamiento de los sistemas multicelulares

1.2.1. Composición, estructura y distribución celular

Las biopeĺıculas y los flóculos son dos diferentes bioagregados comúnmente utilizados en los

procesos de tratamiento de aguas residuales (Chu y Lee, 2004). Mientras que las bacterias en

una biopeĺıcula se encuentran adheridas a una superficie hidrófoba, las bacterias en un flóculo se

encuentran depositadas en tanques donde se llevan a cabo los procesos de purificación. La estructura

de estos agregados está constituida, principalmente, por células que se encuentran rodeadas por

substancias poliméricas extracelulares (SPE) que componen a la matriz extracelular (Branda y col.,

2005; Donlan, 2002; Liu y Fung, 2003; Sutherland, 2001). Algunas de las funciones de las SPE son

la de formar una capa protectora para las células contra daños provenientes del ambiente externo,

absorber nutrientes y moléculas orgánicas y juegan un papel crucial en la agregación celular.

Con el empleo de técnicas como microscoṕıa óptica convencional (MOC), microscoṕıa confocal

láser de barrido (MCLB), microscoṕıa electrónica de transmisión (MET), microscoṕıa de fuerza

atómica (MFA) y microscoṕıa de fluorescencia (MDF), se ha logrado conocer la composición, la

estructura y las propiedades de diversos sistemas multicelulares a diferentes niveles de observación

(Leppard, 1986; Liss y col., 1996; Liu y col., 2006). Cuando el interés es conocer algunas

caracteŕısticas morfológicas tales como el tamaño y la forma de un bioagregado, además de variables

macroscópicas como la densidad y la porosidad, MOC ha sido generalmente la técnica de elección.

Por otro lado, MCLB proporciona información a una resolución más alta (aproximadamente a una

escala microscópica), permitiendo la cuantificación de células y conocer sus distribuciones espaciales,

aśı como la identificación de diferentes poblaciones celulares y gradientes de especies qúımicas en el
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interior de un bioagregado. Finalmente, por MET, MFA y MDF se han llevado a cabo observaciones

de la estructura de los bioagregados a una escala submicroscópica (1 nm) que con las otras dos

técnicas no ha sido posible obtener.

A continuación, se describen algunas caracteŕısticas relacionadas con la composición de las SPE

encontradas a través de observaciones obtenidas con la técnicas mencionadas anteriormente:

Las SPE en los bioagregados consisten de una variedad de sustancias orgánicas de alto peso

molecular. En general, los constituyentes y las cantidades presentes dependen del tipo de

células que conforman al bioagregado (Branda y col., 2005; Swartz y Fleury, 2007), aśı como

del proceso para el cual los bioagregados están siendo utilizados (Liu y Fung, 2003).

En las biopeĺıculas, se ha observado que las SPE consisten, en su mayoŕıa, de polisacáridos

y agua (Donlan, 2002); mientras que, en los flóculos, las SPE están conformadas,

principalmente, por protéınas (Liu y Fung, 2003). Además, en ambos agregados se

han encontrado otros componentes como sutancias húmicas, ácido urónico y ácido

desoxirribonucleico (ADN) (Branda y col., 2005).

En las biopeĺıculas, algunas propiedades f́ısicas de las SPE tales como la deformación, la

rigidez dependen de la composición y estructura qúımica de los polisacáridos que las conforman

(Donlan, 2002).

Las SPE generalmente no son uniformes, ya que vaŕıan espacialmente y temporalmente debido

a que diferentes microorganismos producen diferentes cantidades de SPE. Además, la cantidad

de SPE producida aumenta con la edad de la biopeĺıcula (Branda y col., 2005; Donlan, 2002).

Otra caracteŕıstica importante de estos agregados celulares es la heterogeneidad en sus

componentes, es decir, la presencia de diferentes tipos de células. Por ejemplo, los flóculos generados

en los procesos de lodos activados, consisten en una mezcla heterogénea de microorganismos

(bacterias filamentosas y bacterias floculantes), part́ıculas, coloides, poĺımeros orgánicos y células

muertas (Chu y Lee, 2004; Schryver y col., 2008). De manera similar, la mayoŕıa de biopeĺıculas

utilizadas en la práctica, están compuestas por, al menos, dos diferentes tipos de células y células

muertas, aśı como otros componentes que son productos del medio donde la biopeĺıcula se desarrolla

(Branda y col., 2005; Donlan, 2002). En cuanto a la arquitectura que presentan estos bioagregados,

se han identificado algunas caracteŕısticas y se describen a continuación:

Los flóculos tienen una forma irregular y pueden alcanzar un tamaño superior a 1000µm

(Schryver y col., 2008). La distribución celular en un flóculo no es uniforme pues está

conformado por varios agregados celulares cuyo tamaño supera las 10 µm. Estos agregados se
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encuentran separados por canales o huecos donde los nutrientes, productos de desecho y otros

solutos son transportados por convección a través de todo el flóculo. El tamaño de una bacteria

contenida en estos agregados es de aproximadamente 1µm (Bossier y Verstraete, 1996; Chu

y Lee, 2004). Esta misma arquitectura heterogénea ha sido observada en las biopeĺıculas

(Donlan, 2002; Sutherland, 2001).

La estructura global de un flóculo se caracteriza por tener una baja densidad de aglomerados

celulares mientras que, la densidad celular en el interior de estos aglomerados, suele ser mucho

mayor (Schryver y col., 2008).

Dada la alta porosidad de los flóculos, la cual puede alcanzar valores de hasta 99 %, tienen

la caracteŕıstica de ser altamente permeables a los fluidos (Chu y Lee, 2004; Schryver y col.,

2008). Como consecuencia, presentan grandes áreas superficiales que rebasan los 10µm2.

Las bacterias dentro de un bioagregado se encuentran rodeadas e interconectadas por las SPE,

las cuales forman una red polimérica con canales y huecos, proporcionando aśı una gran área

superficial capaz de adsorber nutrientes, contaminantes y minerales (Liss y col., 1996; Liu y

Fung, 2003).

Cuando los canales y huecos en el interior de un bioagregado son observados a través de MOC y

MCLB, éstos parecen contener SPE homogéneas y no una red de estructuras f́ısicas que sólo pueden

ser vistas por MET y por otras técnicas como MFA y MDF. De esta forma, se han reportado las

siguientes caracteŕısticas vistas a una escala submicroscópica:

Se ha demostrado la existencia de fibrillas poliméricas en los espacios que existen entre las

células, cuyos diámetros se encuentran en un rango promedio de 4-6 nm con una razón

longitud-diámetro mucho mayor a 1 (Leppard, 1986; Liss y col., 1996; Schryver y col., 2008).

Este material extracelular representa un importante componente estructural de la matriz

extracelular, ya que le confiere una naturaleza pseudoplástica y una gran área superficial (Liss

y col., 1996). De esta manera, la matriz extracelular es considerada como un soporte mecánico

para los conglomerados celulares (Swartz y Fleury, 2007).

De un estudio de las propiedades mecánicas de las fibras individuales de los coágulos

sanqúıneos (Liu y col., 2006), se reportó que estas fibras pueden estirarse hasta casi tres

veces su longitud normal sin perder su elasticidad y hasta 6 veces antes de romperse.

Los componentes de las fibrillas presentes en la matriz extracelular vaŕıan según el tipo de

células presentes en el bioagregado; sin embargo, la mayoŕıa se compone de colágeno (más
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de dos terceras partes del contenido total de protéınas para el caso de muchos tejidos),

proteoglicanos, lamininas y fibrinas (Swartz y Fleury, 2007).

Las fibrillas poliméricas participan en la adhesión celular, aśı como en la adsorción de

nutrientes y contaminantes (Leppard, 1986; Liss y col., 1996). A la vez, estas estructuras

producen resistencias a la transferencia de masa, dando como resultado la aparición de

gradientes de concentración de especies qúımicas y gradientes electroqúımicos en el interior

de los bioagregados (Liss y col., 1996).

La estructura heterogénea de los bioagregados es dif́ıcil de representar a través de geometŕıas

sencillas. Para caracterizarlos, se ha recurrido al uso de geometŕıas fractales como las carpetas

de Sierpinski (Chu y Lee, 2004). A través de estas representaciones complejas, se ha señalado la

importancia que éstas tienen en la descripción de los procesos de transporte, principalmente en la

dipersión que ocurre a través de los canales.

1.2.2. Distribución, transporte y consumo de nutrientes

En el interior de la mayoŕıa de biogregados con estructura tridimensional, como las biopeĺıculas,

tejidos y tumores, existen gradientes de concentración de diversas sustancias que son producidas o

consumidas por las células. La existencia de estos gradientes, se manifiesta en los siguientes patrones

de comportamiento:

Dado que las concentraciones locales afectan el comportamiento local de las células, aquellas

que se encuentran localizadas en la parte central de un bioagregado, se comportan de manera

diferente que las células en la superficie.

Se produce migración quimiotáctica u otras respuestas que dependen de los gradientes de

alguna especie qúımica.

El transporte de masa de especies qúımicas que ocurre en el interior de los agregados celulares

ocurre, principalmente, por dos mecanismos: difusión y convección. La difusión es el resultado del

movimiento aleatorio de las moléculas mientras que, la convección está relacionada al acarreo de

moléculas debido al flujo intersticial. El flujo convectivo es crucial para el transporte extracelular de

moléculas de gran tamaño (Griffith y Swartz, 2006). A continuación, se listan algunas observaciones

obtenidas de algunos sistemas multicelulares:

El número de Reynolds (Re) que caracteriza al movimiento de una bacteria puede tener valores

mucho menores que 1 (Schryver y col., 2008), dicho valor es mucho menor que aquellos que

representan los ĺımites superiores que dictan la existencia de flujo laminar, 150 para esferas y
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2300 para formas ciĺındricas. Por ejemplo, una bacteria cuyo tamaño es de 1µm que se mueve

libremente en una columna de agua (20 ◦C, viscosidad µ =1.0002×10−3Nsm−2, densidad

ρ =999.86gL−1) a una velocidad de 1000µms−1 resulta en un número de Reynolds de 1×10−3

(Mitchell y Kogure, 2006).

En los tejidos, cuando la velocidad del flujo intersticial se encuentra dentro del rango de

0.1−1µm/s, el movimiento de protéınas y macromoléculas está, principalmente, influenciado

por el transporte convectivo. Mientras que, el transporte de pequeñas moléculas, como ox́ıgeno

y glucosa, depende de la difusión (Griffith y Swartz, 2006).

Entre los nutrientes básicos, el ox́ıgeno es el que más se consume debido a la baja solubilidad

que presenta en muchos medios de cultivo. De esta forma, los gradientes de concentración de

glucosa y aminoácidos son insignifacantes con respecto a los de ox́ıgeno.

Estudios experimentales han mostrado que la distribución de ox́ıgeno en el interior de un

sistema multicelular vaŕıa considerablemente entre diferentes tipos de células, diferentes condiciones

de cultivo, aśı como entre las diferentes técnicas de medición utilizadas (Laitinen y Kolthoff,

1939; Mueller-Klieser y Sutherland, 1982; Mueller-Klieser y col., 1986; Nordsmark y col., 1994;

Vaupel y col., 1991). Por esta razón, resulta dif́ıcil hacer una generalización de los patrones de

comportamiento de los sistemas, por lo que es importante mencionar las caracteŕısticas esenciales

del sistema experimental sobre las cuales se realizan las observaciones. No obstante, existen datos

publicados que sugieren que la distribución de ox́ıgeno en estado estacionario está determinada por

un balance entre el transporte de ox́ıgeno en el medio de cultivo y su velocidad de consumo en el

interior del aglomerado de células.

En el caso de los esferoides multicelulares, el transporte de nutrientes se da desde el medio de

cultivo, el cual se encuentra en agitación, hasta el interior del esferoide. Algunos estudios sugieren

la existencia de una capa ĺımite, donde la concentración de ox́ıgeno disminuye continuamente con

respecto al valor medido en el seno del medio en agitación (Mueller-Klieser, 1984). Esta capa, se

localiza en una región muy cercana a la superficie del esferoide cuyo espesor mide aproximadamente

entre 100 y 200 µm y se ha observado la siguiente tendencia:

El espesor de la capa ĺımite de concentración de ox́ıgeno aumenta al incrementar el tamaño

del esferoide (Mueller-Klieser, 1984; Mueller-Klieser y Sutherland, 1982).

Respecto al perfil de concentración de ox́ıgeno en el interior de estos agregados, se ha encontrado

el siguiente patrón:

En tejidos y tumores, aśı como en biopeĺıculas con una alta densidad celular, los gradientes
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concentración de ox́ıgeno se forman cuando el diámetro del agregado alcanza un valor mayor

de 0.20 mm (Griffith y Swartz, 2006).

Para el caso de tumores y esferoides multicelulares, el perfil de concentración de ox́ıgeno es

de tipo parabólico, cuando el tamaño de éstos es pequeño y carece de un centro necrótico

(región con células muertas). Mientras que, para esferoides con centro necrótico, el perfil de

concentración tiende asintóticamente al valor de cero en el centro (Mueller-Klieser, 1984).

Por otro lado, estudios realizados por Nordsmark y col. (1994); Vaupel y col. (1991) en tumores in

vivo reportan una anisotroṕıa en la distribución de la concentración de ox́ıgeno en el interior de

estos sistemas, es decir,

Regiones con altas y bajas concentraciones de ox́ıgeno se encuentran aleatoriamente

distribuidas en el interior del tumor.

Mueller-Klieser (1984) calculó semianaĺıticamente la velocidad de consumo, aśı como el coeficiente

de difusión de ox́ıgeno en el interior de esferoides multicelulares. A partir de un modelo matemático

de difusión-reacción y, de las mediciones de los gradientes de concentración en la capa ĺımite y en el

interior de los esferoides determinaron estas cantidades. Las observaciones respecto a la velocidad

de consumo y al coeficiente de difusión fueron las siguientes:

La velocidad de consumo disminuye cuando el tamaño del bioagregado incrementa siempre y

cuando éste tenga un tamaño menor a 1000 µm. Cuando el diámetro rebasa este valor, la

velocidad de consumo es independiente del tamaño del agregado celular.

La velocidad de consumo está influenciada por las condiciones del microambiente externo,

debido a que el consumo de una sola célula es mayor que aquella medida en los agregados

multicelulares.

El coeficiente de difusión efectiva de ox́ıgeno es independiente del tamaño del agregado celular.

Este método semianaĺıtico requirió de las mediciones del diámetro del esferoide, aśı como el espesor

de la capa donde se localizan las células vivas, las cuales fueron obtenidas con un microscopio

invertido y por estudios histológicos. Mueller-Klieser y col. (1986) estudiaron el efecto combinado

del ox́ıgeno y de la glucosa, encontrando el siguiente patrón de consumo de ox́ıgeno:

El consumo de ox́ıgeno aumenta al disminuir la concentración de glucosa en el medio a

cualquier concentración de ox́ıgeno. Mientras que, si se mantiene fija la concentración de

glucosa, el consumo se reduce al disminuir la concentración de ox́ıgeno en el medio.
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Dispositivos y técnicas de medición de concentraciones de especies qúımicas

En la actualidad, se cuenta con una variedad de dispositivos y técnicas que permiten llevar a cabo

mediciones experimentales de diversas variables, como por ejemplo: concentraciones de las especies

qúımicas involucradas en el metabolismo celular, coeficientes de difusión, cinéticas de reacción,

velocidades de crecimiento, aśı como densidades y distribuciones celulares, entre otras más. Esta

práctica ha contribuido al conocimiento de algunos patrones de comportamiento que caracterizan

a los sistemas celulares cuando son sujetos a alteraciones en su ambiente. No obstante, si se desean

predecir dichos patrones mediante el modelado matemático, es importante conocer la manera en

la que se efectúan las mediciones e interpretaciones de las variables experimentales reportadas

en la literatura. Esta información es importante para establecer la relación que existe entre las

variables teóricas obtenidas del modelado matemático con aquellas medidas experimentalmente.

Por lo tanto, además de la descripción de los patrones de comportamiento observados por estudios

experimentales, se describirán algunos dispositivos y técnicas de medición comúnmente utilizados.

Como se mencionó, los sistemas conformados por aglomerados celulares se caracterizan por

presentar gradientes de concentraciones de diversas sustancias qúımicas tales como ox́ıgeno, glucosa,

lactato, iones hidronio, entre otras sustancias más. Se han desarrollado dispositivos y técnicas de

medición que permiten determinar el valor de las concentraciones de estas sustancias en el interior

de algunos sistemas celulares. Las técnicas electroanaĺıticas han sido de las más utilizadas y se

basan en la medición de cantidades eléctricas tales como corriente, potencial y carga, las cuales son

relacionadas a los parámetros qúımicos que se desean conocer (Wang, 1994).

Técnicas electroanaĺıticas

Estos métodos se basan en el empleo de celdas electroqúımicas que se componen de dos

electrodos y una solución que contiene a la especie qúımica cuya concentración se desea medir

(electrolito). Cuando se aplica un potencial eléctrico, uno de los electrodos provoca la reducción

(ganancia de electrones) u oxidación (pérdida de electrones) de la sustancia qúımica clave contenida

en la solución. Las reacciones redox se llevan a cabo en las interfaces microelectrodo-solución. Como

consecuencia de este proceso electroqúımico, se genera una corriente eléctrica que es medida con

un galvanómetro y posteriormente relacionada a la concentración de la sustancia que se redujo o

se oxidó.

Existen electrodos con una resolución espacial2 muy pequeña (0.1-50 µm) que son capaces

de medir concentraciones en el interior de una célula (Whalen y col., 1973). Estos dispositivos

denominados microelectrodos han sido utilizados para medir concentraciones locales en sistemas

2La resolución espacial es la longitud más pequeña asociada a una caracteŕıstica del sistema que puede ser detectada

por un dispositivo de medición.
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celulares como tejidos animales (Vaupel y col., 1991; Whalen y col., 1973; Davies y Brink, 1942),

tumores in vivo (Nordsmark y col., 1994) y biopeĺıculas.

La cantidad de ox́ıgeno presente en una solución es una de las variables medidas mediante el

uso de microelectrodos. Los materiales que componen a los microlectrodos son variados, el cátodo

comúnmente consiste de un alambre metálico, el cual puede ser platino (Davies y Brink, 1942), oro

(Nordsmark y col., 1994; Whalen y col., 1973) o mercurio; mientras que, el ánodo está compuesto

de plata. Existen diferentes diseños de microelectrodos; sin embargo, la mayoŕıa de los utilizados

en sistemas celulares presentan una configuración similar. Generalmente, el cátodo se localiza en el

interior de la punta de una aguja de acero inoxidable, cuyo diámetro mide alrededor de 0.3-0.35 mm

(Nordsmark y col., 1994; Vaupel y col., 1991). Dada la longitud del dispositivo de muestreo (diámetro

de la aguja), cada medición representa a la concentración promedio del ambiente intercelular, el

cual incluye tanto células vivas y muertas.

Las agujas son insertadas en el interior del sistema y las mediciones se realizan consecutivamente

a lo largo de una trayectoria cuya magnitud depende del tamaño del sistema. Dicha trayectoria

abarca desde un punto cercano a la superficie hasta el centro del sistema. El electrodo es desplazado

automáticamente siguiendo un patrón de avance y retroceso, con el objetivo de minimizar los daños

al tejido debido a la compresión ejercida por la aguja.

Cuando el cátodo es introducido en una solución que contiene al ox́ıgeno, éste es reducido

y la corriente eléctrica resultante es una medida directa de la velocidad de reducción, la cual

puede estar limitada por el transporte de masa de ox́ıgeno desde el seno de la solución hacia la

superficie del microelectrodo (Laitinen y Kolthoff, 1939; Davies y Brink, 1942). De esta manera, la

corriente eléctrica es proporcional al flux de masa en la superficie, dicha relación matemáticamente

es expresada como sigue:

i = −nFAD∂C
∂x

, (1.1)

donde i es la corriente eléctrica en Amperes, n es el número de electrones usados por molécula de

ox́ıgeno electrolizado, F es la constante de Faraday, A es el área del electrodo y D es el coeficiente

de difusión de ox́ıgeno. De acuerdo con la expresión anterior, es necesario conocer el campo de la

concentración en cualquier punto del espacio comprendido entre el electrodo y el seno de la solución

a cualquier instante de tiempo.

1.2.3. Migración celular

Existen diversos est́ımulos ambientales que provocan que las células se muevan, los cuales

frecuentemente están relacionados con la existencia de gradientes de especies qúımicas, de velocidad,

de fuerzas y de rigidez. El movimiento celular puede ser clasificiado como pasivo y activo (Marcos
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y col., 2012). El movimiento celular pasivo es el resultado de la influencia de las fuerzas f́ısicas

externas, tales como la magnetotaxis (debido a la presencia de un campo magnético), girotaxis y en

algunos casos la reotaxis (debido al flujo convectivo del fluido intersticial) (Marcos y col., 2012). Por

otro lado, el movimiento celular activo es resultado de la capacidad que tienen las células de detectar

y medir los est́ımulos f́ısicos externos y convertirlas en señales bioqúımicas internas que producen

movimiento. La quimotaxis, la termotaxis, y en algunos casos también la reotaxis son ejemplos

de movimientos activos. La reotaxis ha sido de las más estudiadas y ha sido observada tanto en

bacterias (Marcos y col., 2012) como en células tumorales (Polacheck y col., 2011). La reotaxis

que ocurre en ciertos tipos de bacterias como la Bacillus Subtilis, es un fenómeno puramente

f́ısico, resultado de la existencia de gradientes de velocidad (esfuerzos cortantes) y de la forma

helicoidal de los flagelos de las bacterias, esta combinación resulta en una componente de velocidad

perpendicular al flujo intersticial (Marcos y col., 2012). Además, se ha documentado que la reotaxis

ocurre en organismos más grandes tales como peces, insectos y espermatozoides, pero a diferencia

de la reotaxis observada en las bacterias Bacillus Subtilis, la observada en estos organismos más

grandes es del tipo activo, debido a que son capaces de medir los esfuerzos de corte y de responder

a éstos.

En sistemas como los tumores, los valores t́ıpicos de las velocidades de flujo intersticial se

encuentran dentro del intervalo de 0.2-2.00 µm/s y en algunos casos pueden encontrarse valores

de hasta 4.00 µm/s (Polacheck y col., 2011, 2014). En los tejidos, este flujo convectivo se debe a

procesos inflamatorios, crecimiento celular, contracción muscular, entre otros. Para el caso de los

tumores, se han observado los siguientes patrones de comportamiento:

En presencia de flujo de fluido intersticial, las células se mueven a lo largo de las ĺıneas

de corriente. La dirección que las células toman, con el flujo o contra el flujo, lo determina

la magnitud de la velocidad del fluido, aśı como densidad celular y la actividad de ciertas

protéınas receptoras de quimiocinas o quimioquinas, CCR7, (Polacheck y col., 2011). Estas

protéınas receptoras están involucradas en la migración con dirección al flujo intersticial,

es decir, la quimiotaxis. La quimiotaxis es el resultado de la existencia de un gradiente

de quimiocinas o también llamadas citocinas quimiotácticas, las cuales son detectadas por

los receptores CCR7, atrayendo aśı a las células y estimulando la migración de éstas en la

dirección del flujo.

Cuando la densidad celular aumenta, la fracción de células que se mueven en dirección al

flujo intersticial es menor (Polacheck y col., 2011, 2014). Esto se debe a que los gradientes

de concentración de sustancias quimiotácticas se atenúan, reduciendo aśı la quimiotaxis. Por

otro lado, cuando la densidad celular es menor, la quimiotaxis se ve favorecida y la tendencia
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de las células es moverse con dirección al flujo.

Cuando la actividad de las protéınas receptoras es bloqueada, la tendencia de las células a

moverse a contracorriente aumenta independientemente de la densidad celular mientras que,

la dirección que éstas toman depende sólo de la velocidad de fluido intersticial. Por otro lado,

cuando las protéınas CCR7 receptoras no son bloqueadas, la dirección de migración depende

de la densidad celular.

Además de formar gradientes de concentración de quimiocinas, el fluido intersticial también

produce fuerzas o esfuerzos superficiales que actúan sobre las células. Para una velocidad de flujo

intersticial de 3 µm/s se ha demostrado que las células tumorales se mueven a contracorriente como

consecuencia de la mecanotransducción celular. La mecanotransducción se define como el proceso

de transducción de señales celulares en respuesta a los est́ımulos mecánicos. En el sistema estudiado

por Polacheck y col. (2011, 2014), se ha observado lo siguiente:

Cuando las células son suspendidas en un medio poroso, como la matriz extracelular, el efecto

de los gradientes de presión a través de las células es mayor que los esfuerzos cortantes

(viscosos) (Polacheck y col., 2011).

Se ha observado en sistemas 2D y 3D que las fuerzas que son ejercidas por el fluido sobre las

células son balanceadas por las fuerzas de tensión de las protéınas de membrana que unen a

las células con la matriz extracelular, denominadas integrinas. Esto resulta en una asimetŕıa

en las fuerzas que conectan a la célula con la matriz, siendo de tensión en la región corriente

arriba y de compresión en la región corriente abajo. Las fuerzas de máxima tensión conducen a

la activación de complejos de adhesión β1-integrinas y de las quinasas de adhesión focal, FAKs

(por sus siglas en inglés), ocasionando que las células migren a contracorriente (Polacheck

y col., 2011, 2014).

Las integrinas y las protéınas de adhesión focal (FA, por sus siglas en inglés) forman un canal de

tensión-sensitivo mecánico entre la matriz extracelular y el citoesqueleto. Además, éstas moléculas

sirven como componentes clave en las cascadas de señalización por el cual las células traducen

los est́ımulos mecánicos en respuestas biológicas, como la migración celular. Bajo condiciones

estáticas, las fuerzas de adhesión células-matriz extracelular se encuentran distribuidas a lo largo

de la superficie de la célula. Bajo la presencia de flujo intersticial, los esfuerzos impartidos por

el fluido sobre las células deben ser balanceados por las fuerzas de tensión en las adhesiones

celulares, conduciendo a gradientes en las fuerzas de tensión, polarización celular y migración

hacia las regiones de máxima tensión. En resumen, un balance de fuerzas mecánicas (esfuerzos

impartidos por el fluido y fuerzas de tensión en las adhesioines celulares) da como resultado el
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movimiento por reotaxis. Este movimiento celular, puede interferir con la quimiotaxis cuando el

plano del gradiente de velocidad es perpendicular al plano del gradiente de concentración de un

quimoatrayente, mientras que no habrá ninguna interacción cuando ambos planos sean paralelos

(Marcos y col., 2012).

1.3. Comentarios finales de fin de caṕıtulo

En este caṕıtulo se describieron las caracteŕısticas de algunos sistemas multicelulares que han

recibido un mayor interés por parte de la comunidad cient́ıfica, debido a las aplicaciones tecnológicas

y médicas que éstos tienen. La descripción presentada en este primer caṕıtulo, se basó en algunas

observaciones experimentales que han sido reportadas en la literatura. De la información recopilada

referente a los diferentes tipos de sistemas, se ha encontrado que existen caracteŕısticas y patrones

de comportamiento en común, sobre los cuales se puede construir un modelo descriptivo que pueda

ser utilizado para la caracterización dichos sistemas.

El modelado matemático es una herramienta útil para lograr un entendimiento de los

mecanismos fundamentales que gobiernan el crecimiento celular; además, podŕıa orientar al diseño

de estrategias experimentales para medir variables que son dif́ıciles de obtener. Ha habido un

considerable progreso en el desarrollo de modelos matemáticos orientados a predecir el crecimiento

celular; sin embargo, aún existen puntos que merecen ser tratados. En el siguiente caṕıtulo, se

presentarán las diferentes metodoloǵıas que han sido utilizadas para modelar matemáticamente

sistemas celulares, y se discutirán bajo qué situaciones resulta idóneo emplear cierta estructura

matemática, aśı como las desventajas que cada una de éstas presentan. De esta forma, se podrán

definir las directrices que se plantearán en este proyecto de investigación.
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Caṕıtulo 2

Estado del arte sobre el modelado

matemático de sistemas multicelulares

En este caṕıtulo, se presentan los antecedentes del modelado matemático de sistemas

multicelulares, cuyos patrones de comportamiento, basados en observaciones experimentales, ya

han sido descritos en el caṕıtulo anterior. Debido a que las metodoloǵıas utilizadas para modelar

estos sistemas son diversas, en la Sección 2.1 se clasificarán y se discutirán cada una de ellas. Como

ser verá más adelante, la estructura matemática adecuada para describir a los sistemas celulares

depende del nivel de escala de observación y de los procesos que se quieren estudiar. En la Sección

2.2, se definen y describen las caracteŕısticas de los métodos de escalamiento, los cuales permiten

obtener modelos de medio efectivo válidos a la escala macroscópica mediante la transformación de

las ecuaciones que describen a los procesos observados a escalas menores. En esta misma sección,

se da una reseña del método del promedio volumétrico, ya que esta técnica de escalamiento es la

que se utiliza en este trabajo. Finalmente, en la Sección 2.3 se resumirán los puntos clave revisados

en este caṕıtulo, explicando su relación con el resto del documento.

2.1. Modelado matemático de sistemas multicelulares

Hasta la fecha, se han desarrollado modelos y metodoloǵıas matemáticas orientados a la

descripción de diversos sistemas multicelulares. Como ya se mencionó en el caṕıtulo anterior, una

caracteŕıstica importante de estos sistemas es su estructura jerárquica, es decir, existen al menos tres

niveles de observación, donde los procesos f́ısicos y qúımicos toman lugar. En la Sección §1.1.1, se

definieron y describieron los principales niveles de escala que caracterizan a varios sistemas celulares,

los cuales son: subcelular, celular y macroscópico (ver Fig. 1.1). Dado que los procesos que ocurren

a un nivel de escala están determinados por aquellos que ocurren en los niveles inferiores, surge la
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necesidad de desarrollar metodoloǵıas que permitan el acoplamiento de los modelos matemáticos

que describen a cada nivel (Bellomo y col., 2008; Weinan y col., 2004).

Las metodoloǵıas y estructuras matemáticas que se han utilizado para predecir el crecimiento

de sistemas biológicos presentan caracteŕısticas particulares según el nivel de escala que se estudia.

De hecho, estas estructuras pueden ser vistas como paradigmas para la derivación de modelos

que son utilizados con fines espećıficos. Dentro de esta variedad existente, podemos clasificar a los

modelos matemáticos en dos grandes grupos: deterministas y estocásticos. Los modelos matemáticos

deterministas son aquellos en los que a cada valor de la variable de entrada produce un solo valor

de la variable de salida, no contemplando la existencia de variables aleatorias ni el principio

de incertidumbre. Mientras que, los modelos estocásticos son aquellos que contienen variables

aleatorias, las cuales un mismo valor de la variable de entrada puede producir diferentes valores de

salida.

Los modelos deterministas están basados en las variables promedio que caracterizan al sistema

multicelular, como pueden ser la temperatura, la concentración de células y de las sustancias

qúımicas. Dichos modelos suelen ser convenientes cuando existe una cantidad considerable de

moléculas ó elementos que constituyen al sistema (Kuepfer y Sauer, 2004; Salinas-Rodŕıguez y

Rodŕıguez, 1995). Por otro lado, la mecánica estad́ıstica establece que cuando el número de

elementos que conforman a un sistema es mucho menor que el número de Avogadro (1023) y el

sistema se encuentra lejos del equilibrio termodinámico, la representación de las variables mediante

promedios no es adecuada. De esta manera, las fluctuaciones alrededor de los promedios pueden ser

obtenidas a partir de una ecuación estocástica, la cual define a la distribución de probabilidad de los

elementos caracterizados por la misma variable. Cuando la distribución de probabilidad es descrita

por una ecuación maestra, la representación estocástica es más general, ya que a partir de este

enfoque y en los ĺımites apropiados se puede generar su contraparte determinista (Salinas-Rodŕıguez

y Rodŕıguez, 1995). A continuación, se presentará una revisión de las diferentes metodoloǵıas usadas

en el modelado de sistemas multicelulares correspondientes a cada nivel de escala (Ayati y col.,

2005).

2.1.1. Modelado matemático a la escala subcelular

El estudio matemático de los procesos biológicos a la escala subcelular es importante, ya que

brinda un conocimiento cualitativo y cuantitativo de los mecanismos fundamentales que originan

a los procesos que ocurren a escalas de observación mayores. A la escala subcelular, comúnmente

se recurre a modelos matemáticos estocásticos para describir a las interacciones que existen entre

protéınas, genes y otras macromoléculas (Hasty y col., 2002). Debido a que en el interior de un

compartimento celular existe un número finito de moléculas (aproximadamente 101 − 102), las
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fluctuaciones de las variables de estado que representan a las moléculas no pueden ser ignoradas

(Salinas-Rodŕıguez y Rodŕıguez, 1995). Por lo tanto, la representación matemática más exacta es

aquella en la que se considera la posición y el momento exacto de todas las moléculas involucradas

(Isralewitz y col., 2001). Hasta la actualidad, se han utilizado diversos modelos matemáticos, como

por ejemplo, la ecuación Maestra (Gardner, 1996), las ecuaciones del tipo Fokker-Planck (Risken,

1996), aśı como las de Langevin (Kampen, 2003), para describir a la evolución temporal y espacial

de la distribución de probabilidad de las variables de estado.

Por otro lado, también se han utilizado técnicas de simulación computacional estocástica para

estudiar a los procesos intracelulares, siendo una de las más comunes el modelo autómata celular

(Piotrowska y Angus, 2009; Patel y col., 2001). Básicamente, este método describe al sistema

como una colección de objetos que interactúan localmente unos con otros, cuya evolución se da en

intervalos de tiempo discretos. Estos objetos son colocados en una malla que puede tener diferentes

formas y tamaños, donde cada elemento de la malla recibe el nombre de celda. De esta forma, un

objeto en un celda interactúa con los otros vecinos; dichas interacciones son regidas por un conjunto

de reglas que dependen de los estados de los objetos vecinos. Dentro de estos modelos autómatas

se derivan la simulación Monte Carlo y Lattice-Boltzmann, conocidos como métodos de simulación

dinámica (Alexander y col., 1993; Alvarez-Ramı́rez y col., 1996; Frisch y col., 1986). Una versión

muy simplificada de estos métodos es el Lattice-gas que consiste en una malla poblada con part́ıculas

posicionadas en un nodo. Las part́ıculas se propagan en todas direcciones a lo largo de la malla y

colisionan unas con otras cuando se encuentran sobre un nodo. A diferencia de este método que usa

part́ıculas discretas, la técnica de Lattice-Boltzmann utiliza distribuciones de probabilidad de las

poblaciones de part́ıculas. Una de las aplicaciones de los modelos estocásticos ha sido la descripción

de los procesos bioqúımicos de transcripción de genes que ocurren el el interior del núcleo de una

célula y la subsecuente migración de las moléculas producto (ARN mensajero) al citoplasma donde

son convertidas en protéınas espećıficas (translación) (Kepler y Elston, 2001; Kuepfer y Sauer, 2004;

Shu y col., 2013).

Es importante señalar que los procesos estocásticos no sólo son caracteŕısticos de la escala

subcecular. De hecho, estos procesos se pueden observar en todos los niveles de escala: desde el

nivel molecular (en los cambios conformacionales de las protéınas, transcripción, translación y

mutaciones genéticas), en el nivel celular (división celular, transiciones entre los diferentes tipos de

células y diferenciación celular) hasta el nivel conformado por grandes poblaciones de células como

una biopeĺıcula, un flóculo, un tejido o un tumor (angiogénesis, invasión y metástasis, entre otros)

(Schultz, 2009; Lu, 2007). No obstante, conforme el número de componentes de un sistema crece, la

aplicación de los modelos estocásticos se vuelve computacionalmente dif́ıcil a pesar de los avances

tecnológicos con los que se cuentan actualmente. Además, en muchas aplicaciones lo que interesa
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es el comportamiento de un número promedio de células y no estudiar el comportamiento de las

células individuales.

De acuerdo con la clasificación jerárquica establecida en el caṕıtulo anterior, la escala subcelular

comprende diferentes longitudes caracteŕısticas asociadas a los componentes tanto intracelulares

y extracelulares. Dichos componentes podŕıan estar constitúıdos por un número considerable de

moléculas. De esta forma, una descripción matemática determinista basada en la hipótesis del

continuo es viable. Ejemplo de lo anterior ha sido el modelado del transporte de cantidad de

movimiento entre el fluido extracelular y las fibras protéınicas que conforman la matriz extracelular

mediante un enfoque determinista (Kapellos y col., 2007b, 2010, 2012).

2.1.2. Modelado matemático a la escala celular o microscópica

En este nivel se describen las interacciones que existen entre los componentes que conforman a un

sistema multicelular, aśı como el comportamiento individual de las células sujetas a los cambios en el

microambiente local (como pueden ser los cambios en la concentracion de alguna especie qúımica).

Por un lado, los modelos matemáticos discretos han sido una opción ampliamente utilizada en

la descripción de las interacciones célula-célula y célula-matriz extracelular y los efectos que estas

interacciones tienen sobre el crecimiento del sistema celular. Por otro lado, también se han utilizado

modelos continuos basados en la hipótesis del continuo. Esta hipótesis establece que en cada punto

del sistema microscópico existe una gran cantidad de moléculas tal que, no existen espacios huecos

en la materia. Por consiguiente, todas las propiedades f́ısicas están definidas en cada punto y es

posible representar a las variaciones de estas propiedades por ecuaciones diferenciales.

Como se ha descrito en la sección anterior, el modelo autómata celular es un modelo discreto

que ha sido utilizado para predecir la dinámica de sistemas cuyos elementos interactúan localmente

entre śı. Sin embargo, con el fin de aprovechar las ventajas que ofrecen los modelos discretos y

continuos en la descripción de sistemas multicelulares a la escala microscópica, se ha desarrollado

una estructura matemática que combina ambas metodoloǵıas, dando como resultado a los modelos

h́ıbridos. Generalmente, en el modelado h́ıbrido las células son representadas por variables discretas

mientras que, el microambiente local y los componentes de la matriz extracelular son representados

por variables continuas. Esta estructura matemática consiste en un sistema acoplado de ecuaciones

de conservación de especies qúımicas y balances de células. En los balances de células, se establece

que la velocidad de acumulación de éstas se debe a las velocidades de migración celular, tales

como la difusión, la quimiotaxis y la haptotaxis. Las ecuaciones que rigen las variaciones celulares

son discretizadas, permitiendo aśı incorporar algunas caracteŕısticas individuales de las células,

tales como la división celular, la muerte, la adhesión celular, las mutaciones, entre otras más.

Las ecuaciones discretizadas resultantes están en términos coeficientes que son proporcionales a
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las probabilidades que tienen las células de moverse hacia una dirección como respuesta a las

condiciones que imperan en el microambiente local. A cada paso de tiempo, las simulaciones se

llevan a cabo para calcular las probabilidades de movimiento.

Debido a la estructura matemática y a las ventajas que ofrecen los modelos h́ıbridos, éstos

han sido idóneos para estudiar los procesos de angiogénesis, invasión y metástasis en las últimas

etapas de desarrollo de tumores cancerosos (Patel y col., 2001; Anderson, 2005; Zhao y col., 2009;

Piotrowska y Angus, 2009). Basados en esta metodolǵıa, Patel y col. (2001) estudiaron la AMTIH

(Acid-Mediated Tumor Invasion Hypothesis) en el proceso de crecimiento de tumores in vivo. Esta

hipótesis establećıa que, las células tumorales aumentaban la producción de iones hidronio, creando

aśı un ambiente más ácido que facilitaba la invasión de las células tumorales en el tejido sano. Los

elementos del modelo autómata celular consist́ıan en células normales (células del tejido sano),

células tumorales, microvasculaturas y, células necróticas (espacio vaćıo). Mientras que el ambiente

extracelular fue representado por un modelo continuo de difusión-reacción para la glucosa y los

iones hidronio. Las reglas que rigen la evolución de los elementos autómatas permiten i) incorporar

los efectos del microambiente local, ii) describir las interacciones entre células tumorales y normales

y, iii) dependiendo de las concentraciones de glucosa y iones hidronio, las células pueden morir, ser

quiescentes o dividirse en las celdas adyacentes disponibles. De esta forma, los autores evaluaron el

papel que desempeñaban la acidificación y la densidad vascular sobre el crecimiento del tumor.

Anderson (2005) utilizó un modelo h́ıbrido para estudiar la invasión de células tumorales en el

tejido sano adyacente al tumor. Su hipótesis establećıa que, la habilidad que teńıan las células para

migrar, proliferar o degradar el tejido sano estaban controladas por las interacciones célula-célula y

célula-matriz extracelular, aśı como del tipo de mutación que la célula hab́ıa sufrido. De esta forma,

en el modelo se consideraron cuatro variables: la densidad de células tumorales, la concentración

de las macromoléculas que componen a la matriz extracelular, la concentración de las enzimas

degradativas del tejido sano (las cuales son sintetizadas por las propias células) y la concentración

de ox́ıgeno. Una vez discretizadas las ecuaciones que definen a cada variable, los procesos que ocurren

a nivel celular tales como proliferación, muerte, conversión de tipo de célula y adhesión célula-célula,

fueron controlados por valores cŕıticos de las concentraciones de ox́ıgeno, edad, disponibilidad de

espacio alrededor de cada célula y el tipo de mutaciones que cada célula sufŕıa. Con los resultados

del modelo matemático, se concluyó que las interacciones célula-célula son clave en las primeras

etapas de formación de tumores mientras que, las interacciones célula-matriz extracelular son las

que controlan la geometŕıa del tumor.

Un modelo similar al propuesto por Anderson (2005) fue utilizado por Zhao y col. (2009)

para simular la formación de vasos sangúıneos en tejidos y tumores (angiogénesis). Básicamente

la angiogénesis se produce a través del movimiento de células endoteliales en respuesta a los
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gradientes de algunos componentes de la matriz extracelular (haptotaxis) y, a los gradientes

de sustancias secretadas por las células tumorales conocidas como TAF’s (Tumor Angiogenic

Factors). A diferencia de Anderson (2005), Zhao y col. (2009) utilizaron nueve posibles direcciones

de movimiento que cada célula pod́ıa seguir, cuyas probabilidades eran representadas por los

coeficientes de las versiones discretizadas de las ecuaciones de conservación de masa de células.

Con este modelo se llevaron a cabo simulaciones más realistas de los procesos de angiogénesis que

con los obtenidos por modelos predecesores; sin embargo, el costo computacional requerido fue

elevado (32 d́ıas).

Por otro lado, Piotrowska y Angus (2009) utilizaron un modelo autómata celular para estudiar

el crecimiento de tumores in vitro pero, a diferencia del modelo propuesto por Patel y col. (2001)

cuya correspondencia entre celdas y elementos fue uno a uno, estos autores consideraron que cada

celda conteńıa un paquete de células. Además, dado que el objetivo principal fue investigar las

causas que originaban a la necrosis, incorporaron el transporte de ox́ıgeno en su modelo. Los

elementos autómatas consist́ıan de células proliferantes y quiescentes (ambas pod́ıan ser aerobias o

anaerobias, las cuales produćıan diferentes cantidades de hidronio), aśı como células necróticas. Las

transiciones entre estos estados celulares depend́ıan de los valores cŕıticos de las concentraciones

de glucosa, ox́ıgeno y iones hidronio. Los resultados del modelo mostraron que las variaciones en

las caracteŕısticas del tumor eran poco sensibles a los cambios en la concentración de ox́ıgeno,

dichos resultados fueron congruentes con las observaciones experimentales realizadas por Freyer y

Sutherland (1985).

A pesar de que este tipo de metodoloǵıas permite describir a los sistemas multicelulares de una

manera muy detallada, pierde su potencial cuando el sistema está conformado por una cantidad

considerable de células, convirtiéndose aśı en una estructura matemática computacionalmente

intratable. Por otro lado, los modelos promedio basados en la hipótesis del continuo resultan ser

idóneos sólo cuando el sistema está conformado por una gran cantidad de células; sin embargo, no

resultan ser una opción conveniente para predecir las primeras etapas de crecimiento.

2.1.3. Modelado matemático a la escala macroscópica

La descripción matemática a la escala macroscópica generalmente se basa en modelos continuos,

los cuales examinan el comportamiento promedio de un número considerable de células que

conforman a un sistema celular. Estos modelos se basan en las leyes de conservación de masa,

enerǵıa y cantidad de movimiento (Trusky y col., 2009). Dichas leyes de conservación son expresadas

en términos de ecuaciones diferenciales parciales, cuyas variables dependientes vaŕıan con el tiempo

y el espacio.
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Dinámica de poblaciones

Con frecuencia, se han utilizado sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias para predecir los

cambios temporales de las variables de estado que caracterizan a cada una de las poblaciones que

componen a un sistema multicelular. Generalmente, estas ecuaciones están acopladas debido a las

interacciones que existen entre las poblaciones celulares existentes. A esta estructura matemática

se le conoce como dinámica de poblaciones y es formulada a partir del promediado espacial de las

variables de estado, las cuales podŕıan representar a la densidad celular o al número de células

contenidas por unidad de volumen. Estas ecuaciones, denominadas de Lokta-Volterra ó modelos

depredador-presa, han sido ampliamente utilizadas para predecir los cambios de tamaño, edad

y sexo de las poblaciones en un ecosistema. La estructura matemática se puede modificar si se

desea incorporar otros mecanismos que afecten el tamaño de las poblaciones. Por ejemplo, cuando

diferentes tipos de células compiten por espacio y nutrientes (Gatenby, 1991) o cuando la presencia

de una especie qúımica que se difunde a través del microambiente celular favorece la supervivencia

de una población (Gatenby y Gawlinski, 1996). Una de las ventajas de esta estructura es que

permite la descripción de sistemas celulares heterogéneos, por ejemplo, los tumores conformados

por células vivas, muertas, células normales, cancerosas y células del sistemas inmune; entre otros.

Otra ventaja importante que ofrece esta estructura es que es sencilla y fácilmente tratable; sin

embargo, se omiten otros aspectos importantes como las variaciones espaciales de las variables de

estado, aśı como las heterogeneidades internas caracteŕısticas de un tipo de población celular.

Cuando se requiere describir a las poblaciones celulares considerando sus heterogeneidades

internas, se utilizan estructuras matemáticas denominadas dinámicas de población con estructura

interna (Perthame, 2007; Ayati y col., 2005; Gyllenberg y Webb, 1990). Estos modelos son una

versión más completa que la estructura descrita anteriormente, ya que se basan en un sistema de

ecuaciones diferenciales parciales, cuyas variables independientes representan al tiempo, al espacio

y a las propiedades internas que caracterizan algunas funciones espećıficas de las células. Estas

variables internas generalmente son escalares y pueden representar al tamaño o la edad de las

células, las cuales definen en qué etapa del ciclo celular se encuentran las células (Gyllenberg y

Webb, 1990). En estos modelos, las variables dependientes representan un promedio local de las

células que son caracterizadas por las mismas variables de estado. Una ventaja que ofrece esta

estructura matemática es que permite incluir caracteŕısticas microscópicas, tales como la edad y

el tamaño de las células, sin estudiarlas de manera individual. Una aplicación importante de estos

modelos ha sido en el estudio de la efectividad de los fármacos en tejidos, ya que la acción de

ciertos medicamentos es más eficiente cuando las células se encuentran en cierta etapa del ciclo

celular. Por ejemplo, a través de esta estructura matemática, Ayati y col. (2005) estudiaron el

efecto que tienen el ox́ıgeno y las enzimas degradativas de la matriz extracelular en el proceso

Proyecto de investigación doctoral 25



de invasión de células tumorales en tejidos. Estos autores consideraron dos poblaciones celulares,

proliferantes y quiescentes, donde las células proliferantes presentan movilidad y consumen más

ox́ıgeno que las quiescentes. Los coeficientes de difusión celular asociados a este modelo contienen

toda la información acerca de las interacciones célula-célula, célula-matriz extracelular, mutaciones,

conversiones de un tipo de célula a otro, división celular y apoptosis. Acopladas a estas ecuaciones

de dinámica de población, se plantean dos ecuaciones de difusión-reacción para el ox́ıgeno y las

macromoléculas que componen a la matriz extracelular.

Modelos mecánicos

La mayoŕıa de los modelos continuos que describen el crecimiento de sistemas celulares se basan

en balances de materia macroscópicos que son aplicados a las células, además de ecuaciones del tipo

diffusión-convección-reacción que describen el transporte nutrientes clave a través de las células y

el fluido extracelular. En este tipo de estructura matemática, surge la necesidad de determinar las

velocidades de desplazamiento de las células y para ello, se han establecido dos maneras de hacerlo:

1. Por modelos fenomenológicos, los cuales se basan en la observación y caracterización del

fenómeno macroscópico sin ocuparse de estudiar rigurosamente a las fuerzas f́ısicas y a

los est́ımulos bioqúımicos que originan el movimiento de las células (Trusky y col., 2009).

Como ejemplo de ésto, se tienen a las ecuaciones emṕıricas que describen a los movimientos

de migración celular tales como: la difusión celular, la haptotaxis y la quimiotaxis. Estos

movimientos, han sido observados mediante estudios experimentales (Dorie y col., 1982, 1986;

Bell y col., 2001) y son descritos en función de un gradiente de concentración de alguna

sustancia qúımica clave y/o con un gradiente de densidad celular mediante la siguiente forma

(Mahmood y col., 2011; Tindall y col., 2008; McElwain y Pettet, 1993; Pettet y col., 2001):

v̄j = − Dj

ρ̄j
∇ρ̄j︸ ︷︷ ︸

Vel. difusiva

+ χj∇c̄Aj︸ ︷︷ ︸
Vel. Quimiotáctica.

(2.1)

donde el sub́ındice j indica los diferentes tipos de células que podŕıan existir en un sistema.

Los coeficientes de difusión y de quimiotaxis celular, Dj y χj , respectivamente; son parámetros

ajustables obtenidos de datos experimentales. La sobrebarra en las cantidades involucradas

en la Ec. (2.1) indican que éstas son variables promedio. Otra hipótesis que se ha adoptado se

basa en la idea de que la velocidad de las células se debe a un movimiento global o convectivo

resultado del cambio en el volumen del sistema celular. Este cambio volumétrico es originado

por los procesos división celular (expansión) y de la muerte celular (contracción) (Ward y

King, 1999, 1997).
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2. Por modelos que describen la mecánica celular, los cuales se basan en balances de masa

(ecuaciones de continuidad) y de fuerzas (ecuaciones de cantidad de movimiento). De acuerdo

a la segunda ley de Newton, el movimiento de las células es una respuesta de las fuerzas f́ısicas

que actúan sobre éstas. La estructura matemática de estos modelos es la siguiente (Bellomo

y col., 2008):

∂ρ̄j
∂t

+∇ · (ρ̄jv̄j) = Γj(ρ̄j , c̄Aj) (2.2a)

ρ̄j

(
∂v̄j
∂t

+ v̄j · ∇v̄j

)
= Fj (2.2b)

La Ec. 2.2a es la ecuación de continuidad de cada uno de los componentes, j, que conforman

al sistema multicelular, los cuáles podŕıan ser las células, la MEC y el fluido extracelular. El

término Γj representa a la generación y/o pérdida de masa debido a: el crecimiento o división

celular, la muerte celular, la conversión de un tipo de célula a otro y a la producción de

la matriz extracelular. Si se suman la ecs. (2.2a) de todos los j componentes del sistema, se

obtiene que
∑

j Γj = 0, obedeciendo aśı a la conservación de masa total. Nótese que, el término

Γj es función de la densidad celular, ρ̄j , y de la concentración promedio del nutriente clave, c̄Aj .

La concentración del nutriente está definida por una ecuación difusión-convección-reacción,

la cual describe cómo se distribuye c̄Aj en el interior del agregado multicelular. La Ec. (2.2b)

es obtenida de un balance de todas las fuerzas que actúan sobre el componente-j del sistema,

donde la sumatoria de estas fuerzas, llamada fuerza neta o resultante, está representada por

Fj . Por lo general, esta fuerza neta tiene las siguientes contribuciones:

Fj = ∇ ·Tj + ρ̄jfj + mj , (2.3)

donde, Tj es el tensor total de los esfuerzos superficiales, fj son las fuerzas de cuerpo que

actúan sobre la componente j, como la gravedad, y mj es la fuerza de superficie debido

a la interacción con otro constituyente. Cada una de estas componentes están definidos en

términos de relaciones constitutivas. Por ejemplo, el tensor total de los esfuerzos superficiales

está relacionado con la velocidad de deformación del componente celular j cuando es sujeto

a una fuerza superficial externa. La elección de las ecuaciones constitutivas depende del

comportamiento reológico de las componentes del sistema, por ejemplo, si el fluido extracelular

es Newtoniano o si las células y la matriz extracelular son sólidos con deformación elástica

lineal entre otras más.

Los modelos mecánicos más sencillos han tratado a los sistemas multicelulares como sistemas

monofásicos que consisten de un sólido elástico (Ambrosi y Mollica, 2002; Lubarda y Hoger, 2002;

Jones y col., 2000); sin embargo, los agregados multicelulares están conformados por varias fases
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cuyas fronteras interaccionan entre śı. Por lo tanto, otros modelos matemáticos han incluido esta

caracteŕıstica multifásica de los sistemas celulares, los cuales están constitúıdos por células, una

matriz extracelular y el fluido extracelular o fluido intersticial. Hay que recordar que el fluido

extracelular es el medio a través del cual se transportan los nutrientes y se compone de una mezcla

de agua, ox́ıgeno, sustratos, productos de desecho del metabolismo y otras sustancias de alto peso

molecular. Un número importante de modelos multifásicos no incorporan en su estudio la estructura

de la matriz extracelular (Smith y Humphrey, 2007; Byrne y Preziosi, 2003; Roose y col., 2003; Wood

y Whitaker, 1999; Basser, 1992; Simon, 1992) mientras que, otros que śı la han considerado, la han

supuesto como ŕıgida (Sciumè y col., 2012, 2013). Por otro lado, Kapellos y col. (2012); Sciumè y col.

(2014) śı han incorporado las deformaciones de la MEC en sus modelos matemáticos, en especial,

Sciumè y col. (2014) han demostrado que la caracteŕıstica elástica de la MEC conduce a una mayor

rapidez de crecimiento, a diferencia de una MEC ŕıgida, enfatizando la importancia de caracterizar

apropiadamente el comportamiento biomecánico de los sistemas para predecir correctamente los

patrones de crecimiento.

Dentro de los modelos multifásicos, los más comunes son los que describen al sistema celular

como a un sistema bifásico que consiste de un fluido viscoso homogéneo (fluido extracelular) que

permea una matriz sólida porosa, compuesta por las células y la MEC. Dada la similitud de estos

sistemas celulares con los medios porosos convencionales, se ha utilizado la ley de Darcy para

describir a la velocidad del fluido a través de las células y la MEC, cuya forma es la siguiente

(Agastin y col., 2011; Basser, 1992; Byrne y Preziosi, 2003; Roose y col., 2003; Sciumè y col., 2013;

Simon, 1992; Smith y Humphrey, 2007):

v̄F − v̄S = −K∇P̄ . (2.4)

donde K, P̄ , v̄F , y v̄S son la permeabilidad, la presión del fluido, la velocidad del fluido y la

velocidad del sólido, respectivamente. Whitaker (1986a,b,c) ha demostrado, mediante una técnica

de escalamiento que será discutida en la siguiente sección, que la ecuación (2.4) es una versión

simplificada de la Ec. (2.2b). Los primeros modelos matemáticos que estudiaron el flujo de un fluido

a través de una matriz sólida deformable en sistemas celulares fueron desarrollados en la década de

los 80’s, los cuales se basaron en la teoŕıa de la poroelasticidad de Biot y en la teoŕıa de mezclas (Jain

y Jayaraman, 1986; Johnson y col., 1982; Kenyon, 1979; Mow y col., 1980; Salzstein y col., 1987).

La teoŕıa de la poroelasticidad surgió en el estudio de la mecánica de suelos, para describir a los

procesos de consolidación o compactación (Biot, 1941a,b, 1955; Fowler y Noon, 1999). En el trabajo

pionero de Biot (1941a,b), se formuló un modelo de la consolidación de un medio poroso deformable

saturado con un fluido. Biot (1941a,b) consideró al medio poroso como homogéneo e isotrópico y

trató a la matriz sólida cómo linealmente elástica y al fluido como incompresible y Newtoniano. La

teoŕıa de Biot, ha sido muy utilizada para describir la mecánica del hueso (Johnson y col., 1982;
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Salzstein y col., 1987), del cerebro (Basser, 1992; Smith y Humphrey, 2007), de tumores (Roose

y col., 2003; Smith y Humphrey, 2007) y de otros tejidos más (Jain y Jayaraman, 1986; Kenyon,

1979; Mow y col., 1980), donde las células son descritas como sólidos deformables. Por otro lado,

otros modelos bifásicos han supuesto que las células están constituidas por una fase fluida viscosa

que interactúa con el fluido extracelular (Wood y Whitaker, 1999).

También, se han desarrollado modelos matemáticos más complejos que describen a los agregados

celulares como como sistemas conformados por más de dos fases. En estos modelos de fases

múltiples, a las células se les ha caracterizado de dos formas: como un fluido Newtoniano Sciumè

y col. (2012, 2013, 2014) o como una fase sólida elástica (Kapellos y col., 2012). Sin embargo, se ha

documentado que las propiedades reológicas de las células están determinadas, principalmente, por

el citoesqueleto1 y los organelos internos (Alenghat y col., 2000; Wang y col., 2001; Verdier, 2003)

Se puede establecer otra clasificación de las metodoloǵıas que se usan para formular modelos

macroscópicos continuos con base en un análisis teórico de los diferentes niveles de escala de

observación que caracterizan a los sistemas multicelulares. Un tipo de metodoloǵıa, la más

encontrada en la referencia bibliográfica, es aquella que hace una descripción matemática directa

sobre la escala macroscópica, obteniendo aśı modelos de una sola escala. Por otro lado, se encuentran

los métodos de escalamiento que śı consideran la estructura y los procesos f́ısicos y bioqúımicos que

ocurren a escalares menores y que tienen un efecto en la escala macroscópica.

La teoŕıa de mezclas junto con la teoŕıa de poroelasticidad de Biot, han sido la base para formular

modelos de una sola escala. La teoŕıa de mezclas fue desarrollada para describir el transporte de

cantidad de movimiento, masa y enerǵıa en sistemas multifásicos o de múltiples componentes. El

fundamento de esta teoŕıa, orignalmente propuesta por Truesdell (1965), radica en el concepto de

que en cada punto del espacio del sistema multifásico existe una fracción de cada constituyente.

Las ecuaciones de conservación de cada constituyente de la mezcla contienen los términos usuales

que aparecen en los modelos de una sola fase, además de un término adicional que representa la

interacción entre el constituyente de referencia y los demás componentes de la mezcla. Una revisión

más exhaustiva de la teoŕıa de mezclas puede encontrarse en Bedford (1983); Rajagopal y Tao

(1995). Esta teoŕıa fue aplicada por primera vez en el campo de los biomateriales por Mow y col.

(1980) para predecir el comportamiento mecánico del cart́ılago, el cual fue descrito como un sistema

bifásico compuesto por un sólido linealmente elástico y un fluido Newtoniano. Posteriormente, el

uso de esta teoŕıa fue extendida para estudiar otros sistemas biológicos tales como tumores, tejidos,

hidrogeles entre otros más (Byrne y Preziosi, 2003). Una desventaja que tiene la teoŕıa de mezclas

es que no proporciona una conexión entre la descripción microscópica y la macroscópica y por

1Como será descrito al inicio del Caṕıtulo 4, el citoesqueleto es una estructura tridimensional fibrosa, muy parecida

a la MEC, que se encuentra en el interior de la célula.
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consiguiente, la relación entre las variables teóricas definidas en el modelado matemático y las

variables experimentales es ambigua. Además, otra desventaja de la teoŕıa de mezclas es que no

proporciona un marco teórico para calcular los parámetros asociados a las ecuaciones de transporte

(Kapellos y col., 2010). Estas desventajas son superadas por los métodos de escalamiento, los cuales

serán brevemente discutidos en la siguiente sección.

2.2. Métodos de escalamiento

Para la descripción matemática de sistemas jerárquicos, resulta idóneo utilizar métodos de

escalamiento para desarrollar modelos matemáticos macroscópicos a partir de una descripción de

los procesos que ocurren a escalas menores. Básicamente, los métodos de escalamiento llevan a cabo

un filtrado2 sistemático de información de las escalas subcelular y/o microcoscópica, para obtener

una adecuada descripción matemática de la escala macroscópica (Wood, 2009). Las técnicas de

escalamiento tienen dos importantes ventajas sobre aquellas utilizadas para formular modelos de

una sola escala y son las siguientes (Kapellos y col., 2010):

1. Se logra una correspondencia entre las variables definidas en los diferentes niveles escalas.

Además, se pueden relacionar a las variables teóricas definidas en el modelo matemático con

aquellas medidas experimentalmente (mediante el uso apropiado de funciones peso).

2. Proporcionan un esquema teórico para calcular los coeficientes asociados a las ecuaciones

macroscópicas. De esta forma, es posible hacer una comparación directa entre la teoŕıa y la

información experimental sin usar parámetros ajustables.

En la literatura, se pueden encontrar diferentes métodos de escalamiento y los que han recibido

mayor atención son: homogeneización (Sánchez-Palencia, 1980), promedio volumétrico (Whitaker,

1999) y la teoŕıa de promediado termodinámicamente restringido (TCAT, por sus siglas en inglés)

(Gray y Miller, 2014), entre otros. Estas técnicas se han utilizado para definir y verificar el dominio

de validez de los modelos de sistemas celulares formulados por la teoŕıa de Biot y la teoŕıa de mezclas

(Kapellos y col., 2012; Moyne y Murad, 2004; Sciumè y col., 2014; Wood y Whitaker, 1999). Al

igual que la teoŕıa de mezclas, las técnicas de escalamiento fueron desarrolladas para formular

modelos de transporte en medios porosos y sistemas de fases múltiples, cuyos dominios son lo

suficientemente grandes y presentan una distribución de fases tan compleja para ser modelados a

la escala microscópica.

2Por filtrado se debe entender como la eliminación de información redudante que permite reducir los grados de

libertad de un modelo matemático.
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Los métodos de escalamiento mencionados anteriormente, hacen uso del concepto de volumen

elemental representativo (REV, por sus siglas en inglés), que se define como un volumen de

promediado cuyo centroide se localiza en cada punto del sistema. El REV debe ser lo suficientemente

grande para incluir a todas las fases presentes, de manera que las cantidades promedio sean

independientes del tamaño del REV y a la vez, debe ser lo suficientemente pequeño tal que los

gradientes de las cantidades promedio tengan sentido (Bear y Cheng, 2010). Sobre la base del

REV, se definen teoremas de promediado que son aplicados a las ecuaciones que describen a los

procesos a la escala microscópica para transformarlas en ecuaciones macroscópicas o de medio

efectivo. Para cerrar las ecuaciones de medio efectivo, las cuales contienen términos adicionales

como resultado del promediado, se definen nuevos coeficientes o parámetros mediante la imposición

de suposiciones y restricciones y el establecimiento de leyes de escalamiento (Wood, 2009), para el

caso del promedio volumétrico; o el empleo de relaciones termodinámicas promedio, para el caso

del TCAT (Gray y Miller, 2005).

2.2.1. Generalidades del promedio volumétrico y sus aplicaciones a sistemas

celulares

En este trabajo de investigación, se utiliza el método del promedio volumétrico (Whitaker,

1999), ya que esta técnica ofrece las siguientes posibilidades:

Permite obtener ecuaciones de transporte de medio efectivo que describen los procesos a un

nivel de escala cuya longitud caracteŕıstica corresponde al tamaño de un bioagregado. Estas

ecuaciones conciben al sistema como un nuevo medio continuo, es decir, no distinguen la

estructura interna del medio. Las ecuaciones de medio efectivo tienen asociados parámetros

o coeficientes de medio efectivo, los cuales contienen la información esencial de las escalas

menores (subcelular y microscópica).

El método involucra un esquema de cerradura, cuya finalidad es el cálculo de los coeficientes

de medio efectivo, mediante la solución de un problema de valor a la frontera en un dominio

representativo de las escales menores, celda unitaria. Para simplificar este problema de

cerradura, se adopta un conjunto de suposiciones y restricciones de escala, las cuales han

sido denominadas por Wood (2009) como leyes de escalamiento.

Permite hacer un análisis para establecer las restricciones de escala asociadas a los modelos

de medio efectivo, evitando sus usos en situaciones donde no pueden ser aplicados.

El método del promedio volumétrico ha sido ampliamente utilizado para describir el transporte

de masa, enerǵıa y cantidad de movimiento en sistemas multifásicos y en medios porosos. El

procedimiento que se lleva a cabo se puede resumir en los siguientes pasos (Whitaker, 1999):
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1. A cada punto del espacio del sistema macroscópico de longitud L se asigna un volumen

promediante de longitud r0. Esta longitud r0 debe ser lo suficientemente pequeña comparada

con L pero, a su vez, lo suficientemente grande comparada con el tamaño de la longitud

caracteŕıstica de la microescala, `. En otras palabras, el volumen promediante debe satisfacer

la siguiente disparidad de escalas: `� r0 � L.

2. Sobre la base del volumen promediante definido en el punto anterior, se definen operadores

de promediado de las cantidades de interés: concentración, temperatura, velocidad, etc.

3. Se aplican los operadores de promediado a las ecuaciones que describen a los procesos que

ocurren a la microescala. En este paso se utilizan los teoremas de promediado espacial (Howes

y Whitaker, 1985) y general de transporte (Truesdell y Toupin, 1960) con el objetivo de

intercambiar las operaciones de diferenciación e integración.

4. Como resultado de promediar las ecuaciones, se obtienen términos que involucran variables

microscópicas. Para eliminar estos términos se recurre a la descomposición espacial, la cual

consiste en descomponer linealmente a las cantidades microscópicas en su promedio y en las

desviaciones (Gray, 1975). De esta manera, las integrales que contienen a las desviaciones

de las variables suelen interpretarse como filtros de información de la microescala, los cuales

están relacionados con las propiedades efectivas.

5. Para conocer las variables de las desviaciones, se plantea el problema de valor a la frontera

que las gobierna (problema de cerradura), esto se obtiene restando la ecuación promedio a

la ecuación microscópica. Por lo general, los problemas de cerradura se pueden simplificar

haciendo uso de las restricciones de escala y de tiempo. Además, dado que solo se desea

resolver el problema de cerradura en una región representativa de la microescala, esta región

es representada por una celda unitaria con caracteŕısticas periódicas. Estas suposiciones

restringen el rango de aplicación de los modelos deducidos a zonas no influenciadas por las

fronteras del sistema.

6. Una vez determinados los campos de las desviaciones se sustituyen en los filtros contenidos en

las ecuaciones promedio y de esta manera se obtiene el modelo promedio en su forma cerrada.

La primera aplicación del método del promedio volumétrico a sistemas celulares la llevaron a

cabo Ochoa y col. (1986). En su desarrollo aprovecharon estudios previos del transporte de calor en

medios porosos (Nozad y col., 1985), para estudiar el transporte de masa y reacción de una especie

qúımica, especie A, a través de un aglomerado de células. Estos autores consideraron que el sistema

consist́ıa de dos fases: la fase celular (fase-σ) y el fluido extracelular (fase-β). En su planteamiento
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supusieron que la reacción qúımica (de primer orden) sólo se lleva a cabo dentro de las células e

impusieron una relación de equilibrio termodinámico en la frontera célula-fluido extracelular. Al

aplicar el método del promedio volumétrico obtuvieron ecuaciones de medio efectivo para cada fase,

también llamadas ecuaciones de no equilibrio, las cuales están en términos de las concentraciones

promedio, 〈cAσ〉σ, 〈cAβ〉β. Posteriormente, bajo la suposición de equilibrio local másico, fue posible

representar a los procesos de transporte de masa y reacción por una sola ecuación que es expresada

en términos de una sola concentración, referida como concentración de equilibrio ponderada, que se

define como sigue:

{cA} = K−1
eq εσ〈cAσ〉σ + εβ〈cAβ〉β, (2.5)

donde Keq es la constante de equilibrio, mientras que εσ y εβ representan las fracciones volumétricas

de las fases σ y β, respectivamente. La concentración de equilibrio {cA} es obtenida al resolver la

siguiente ecuación de medio efectivo

∂{cA}
∂t

= Def : ∇∇{cA} −Ref ({cA}) (2.6)

donde Def es el tensor de difusividad efectiva y Ref es el término de reacción efectivo, el cual

depende de {cA}, Keq, la fracción volumétrica, εβ, y la constante de reacción en la microescala

(ver Ec. (2.86) en Ochoa y col., 1986). Para calcular los valores del tensor de difusividad efectiva,

resolvieron el problema de cerradura asociado de manera anaĺıtica y numérica en celdas unitarias.

La solución anaĺıtica se basó en la celda unitaria de Chang, la cual reemplaza las condiciones

de periodicidad en el problema de cerradura por condiciones tipo Dirichlet. Interesantemente, la

expresión anaĺıtica deducida corresponde a la expresión propuesta por Maxwell (1881) para el

estudio de interacción de cargas eléctricas (Ochoa y col., 1994). Los resultados obtenidos por Ochoa

y col. (1986) se utilizaron para predecir las permeabilidades de membrana de algunos sistemas

celulares que hab́ıan sido previamente calculadas por otros modelos matemáticos (Ochoa y col.,

1987). A través de una comparación entre los resultados obtenidos con los modelos previos y los

de Ochoa y col. (1986), Ochoa y col. (1987) indicaron las condiciones bajo las cuales los modelos

precedentes pueden ser usados con confianza.

Posteriormente y siguiendo la tendencia de los modelos de una sola ecuación bajo condiciones

de equilibrio, Wood y Whitaker (1998) estudiaron el transporte difusivo de una especie qúımica

a través de biopeĺıculas. El modelo microscópico que consideraron es idéntico al de Ochoa y col.

(1986), excepto por la incorporación de un mecanismo de transporte en la membrana celular de

tipo acarreador simple, dando como resultado un mecanismo de equilibrio no lineal en la interfase

célula-fluido extracelular. Además, Wood y Whitaker (1998) supusieron que el consumo de la especie

qúımica sigue una cinética de reacción no lineal (tipo Michaelis-Menten) en el interior de las células.

El modelo macroscópico que obtuvieron estos autores sigue la estructura dada por la Ec. (2.6),
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con la diferencia de que el término de reacción es no lineal. Más aún, dadas las suposiciones y

restricciones de escala involucradas en el proceso de cerradura, el coeficiente de difusión efectivo

es exactamente el mismo que el deducido y calculado anteriormente por Ochoa y col. (1986, 1994).

Posteriormente, Wood y Whitaker (2000) desarrollaron ecuaciones de difusión-reacción para un

sistema multicomponente en biopeĺıculas. A nivel microscópico, consideraron que el transporte en

la membrana ocurŕıa a través de dos mecanismos diferentes: el transporte de ox́ıgeno es descrito por

un modelo de permeabilidad mientras que, el transporte de sustrato es tratado por el modelo de

acarreador simple. En un trabajo realizado por Wood y col. (2001), se resolvieron los problemas de

cerradura desarrollados por Wood y Whitaker (2000) en celdas unitarias con estructura compleja

y compararon sus resultados con soluciones obtenidas en celdas más simples, y demostraron que

exist́ıa un buen acuerdo entre ellas.

Basados en estos trabajos previos sobre el transporte de masa de una especie qúımica, Wood

y Whitaker (1999) estudiaron el crecimiento celular en biopeĺıculas. Para ello, partieron del

modelo estructurado para el metabolismo celular propuesto por Domach y col. (1984). Este

modelo consideraba cinco componentes que se transportan en el interior de la célula y que, al

ser metabolizados inflúıan en el crecimiento celular. El mecanismo es el siguiente

Aσ + η1Bσ → η2Cσ + η3Dσ + η4Eσ. (2.7)

donde A es el substrato (como glucosa, aminoácidos, etc.), B es el aceptor de electrones (ox́ıgeno),

C es el exopoĺımero, D son los productos del metabolismo que abandonan la célula y E son los

productos que se quedan en el interior de las células. El sub́ındice σ indica que la reacción qúımica

se efectúa en el interior de la fase celular y los coeficientes estequiométricos relativos a la especie

A están representados por η. El modelo que describe la dinámica de la densidad celular, 〈ρσ〉, es el

siguiente

∂〈ρσ〉
∂t

= (1− Λ)µM

(
{cA}

{cA}+ α1KA

)(
{cB}

{cB}+Keq,BKB

)
(2.8)

En la ecuación anterior, µM denota la tasa máxima de consumo de sustrato, mientras que α1

y Keq,B son coeficientes asociados al mecanismo de transporte en la membrana celular para las

especies A y B, respectivamente. Además, KA y KB son los coeficientes de Michaelis-Menten.

Es importante mencionar que el coeficiente Λ es un parámetro emṕırico que propusieron Wood y

Whitaker (1999) para expresar la velocidad de las células en términos de las velocidades de consumo

de las especies A y B. Con esta relación evitaron estudiar la mecánica del movimiento celular. Este

tipo de aproximación emṕırica no será conservada en este trabajo como se mostrará en el Caṕıtulo

5.

Todos los estudios citados anteriormente, en los que el método del promedio volumétrico se

ha utilizado, fueron orientados para describir a los procesos de transporte de masa y reacción en
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el interior de un agregado de células. Sin embargo, se han realizado más trabajos orientados a la

descripción matemática de los procesos que ocurren a una escala superior a la de un conglomerado

celular. En la Sección 1.1.1, se mencionó que la estructura interna de muchos sistemas multicelulares,

tales como las biopeĺıculas, microflóculos y tejidos, están conformados por varios agregados de

decenas células separados por canales y/o huecos que acarrean a un fluido (Bossier y Verstraete,

1996; Costerton y col., 1994; Kapellos y col., 2007b; Trusky y col., 2009; Popel, 1989). En este

sentido, para fines de efectuar el proceso de escalamiento de las ecuaciones de transporte, surge la

necesidad de definir un nuevo nivel de escala, denominada escala-Darcy, cuya longitud caracteŕıstica

es la del tamaño de un agregado. De esta manera, las ecuaciones de medio efectivo que describen a

los procesos de transporte en el interior de un conglomerado celular corresponden a la escala-Darcy

y son el punto de partida para un proceso de escalamiento subsecuente. Como resultado de

este segundo proceso de escalamiento, se obtienen las ecuaciones macroscópicas que describen el

transporte de masa y reacción a través de los aglomerados celulares y los canales y huecos que los

rodean. En esta dirección, se han derivado modelos de medio efectivo para describir la distribución

de una especie qúımica en el interior de biopeĺıculas y tejidos bajo condiciones de equilibrio (Golfier

y col., 2009; Lasseux y col., 2004) y no equilibrio (Davit y col., 2010; Orgozozo y col., 2010).

Los modelos de no equilibrio desarrollados por Davit y col. (2010) y Orgozozo y col. (2010)

consisten de una sola ecuación y son válidos sólo para ciertas condiciones hidrodinámicas y de

reacción espećıficas. Previo al trabajo presentado por De los Santos-Sánchez y col. (2016), no se ha

reportado un modelo de no equilibrio que describa separadamente el transporte de masa para cada

uno de los componentes del sistema multicelular. Dicho modelo será presentado en la Sección 5.4.

Dado que a la escala-Darcy es importante el transporte convectivo que existe en los canales y/o

huecos, los modelos macroscópicos tienen asociados coeficientes de dispersión y de permeabilidad

efectiva, los cuales han sido calculados en celdas unitarias de geometŕıas simples y complejas (Aspa

y col., 2007, 2011). Bajo la metodoloǵıa del promedio volumétrico, el tratamiento mecánico del

agregado de células y del fluido ha sido muy limitado y en la mayoŕıa de los casos, se tiende a

suponer que los campos de la velocidad y de la presión son conocidos. Por ejemplo, (Davit y col.,

2010; Golfier y col., 2009; Lasseux y col., 2004; Orgozozo y col., 2010) usaron las ecuaciones que

describen el flujo de fluido en medios porosos desarrollados previamente por Whitaker (1986a,b,

1996), sin ocuparse del movimiento de las células. Por otro lado, Valdés-Parada y col. (2009) quienes

estudiaron la quimiotaxis microbiana en los procesos de biodegradación de contaminantes a la escala

Darcy, supusieron que la velocidad de las células teńıa tres contribuciones: difusivo, convectivo y

quimiotáctico. La velocidad convectiva fue obtenida mediante el tratamiento de las ecuaciones de

cantidad de movimiento del fluido mientras que, la velocidad quimiotáctica fue definida por una

ecuación emṕırica que está en función del gradiente de concentración de un quimioatrayente (Chen
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y col., 1982; Rivero y col., 1989). De esta forma, Valdés-Parada y col. (2009) tampoco estudiaron

la mecánica celular para definir a las velocidades de las células y no incorporaron en su estudio los

procesos de crecimiento y muerte celular, aśı como la reacción qúımica del quimioatrayente.

El primer trabajo en el que se utilizó el promedio volumétrico para estudiar la mecánica de

medios celulares fue el de Kapellos y col. (2012). En este estudio, se inició con la descripción

subcelular de una biopeĺıcula para obtener las ecuaciones que describen a los procesos que ocurren

a la escala macroscópica. Basados en el trabajo previo de Whitaker (1986c), quien derivó las

ecuaciones de cantidad de movimiento en medios porosos deformables, Kapellos y col. (2012)

limitaron su estudio al transporte del fluido a través de los agregados celulares. Además, en aquel

trabajo, no se hizo el análisis mecánico de las células, ya que a través de una suposición que

establecieron a la escala microscópica, que será discutida más adelante, lograron desacoplar el

movimiento de los sólidos deformables con el del fluido. Más aún, su estudio se restringió al caso

en que el crecimiento y la muerte celular son despreciables con respecto al transporte convectivo.

2.3. Comentarios de fin de caṕıtulo

En este caṕıtulo se presentó una parte de los antecedentes del modelado matemático de

sistemas multicelulares. Se estableció una clasificación de las diferentes metodoloǵıas y estructuras

matemáticas reportadas en la literatura, la cual está en función del nivel de escala y de los procesos

que se desean describir. Como resultado de esta revisión bibliográfica, se pueden plantear las

siguientes directrices de este proyecto de investigación:

Si el interés es la descripción macroscópica de un sistema multicelular, es justificable el uso

de modelos deterministas respresentados por ecuaciones basadas en la hipótesis del continuo

para describir el crecimiento celular. Además, es crucial realizar un estudio integrado de los

fenómenos de transporte de masa y cantidad de movimiento para desarrollar modelos de

crecimiento.

Dado que los sistemas celulares son jerárquicos, es factible el uso de las técnicas de

escalamiento que permiten relacionar a los procesos que ocurren a diferentes niveles de escala.

Como resultado, se obtiene una formulación más rigurosa y formal que la obtenida por los

modelos de una sola escala.

Con el uso de los métodos de escalamiento, como el método del promedio volumétrico, se

podrá establecer el dominio de validez de los modelos de crecimiento celular comúnmente

utilizados en la referencia bibliográfica. Además, se podrán definir y predecir teóricamente
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los coeficientes efectivos asociados a las ecuaciones obtenidas, evitando aśı el ajuste de estos

parámetros a datos experimentales.

En este trabajo de investigación, se hará una descripción más completa que la hecha en

trabajo previos por Kapellos y col. (2012), y Wood y Whitaker (1999) al incorporar los

siguientes aspectos:

• La existencia de diferentes ĺıneas celulares y células muertas.

• La descripción mecánica de las células y de la región extracelular. Se considerarán las

deformaciones de la matriz extracelular y de las células. Con este estudio mecánico,

se pretende demostrar la relación entre la velocidad de las células y las velocidades de

reacción, aśı como definir el parámetro emṕırico asociado a la Ec. 2.8 que introdujeron

Wood y Whitaker (1999).

Con base en estas directrices, en el siguiente caṕıtulo se plantearán los objetivos generales y

espećıficos de este trabajo.
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Caṕıtulo 3

Objetivos

3.1. General

Desarrollar modelos de medio efectivo para describir el crecimiento de sistemas multicelulares

considerando la transferencia de masa y de cantidad de movimiento en las diversas escalas celulares.

3.1.1. Espećıficos

1. Desarrollar ecuaciones de medio efectivo para el transporte de especies qúımicas en las regiones

celulares y extracelulares desde la escala subcelular hasta la escala Darcy.

2. Desarrollar ecuaciones de medio efectivo para el transporte de cantidad de movimiento en las

regiones celulares y extracelulares desde la escala subcelular hasta la escala Darcy.

3. Realizar un análisis paramétrico de los coeficientes involucrados en los modelos de medio

efectivo de transferencia de masa considerando los diferentes tipos de poblaciones celulares.

4. Desarrollar ecuaciones de medio efectivo para describir el crecimiento de poblaciones

multicelulares.
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Caṕıtulo 4

Escalamiento de las ecuaciones que

describen el transporte de masa y de

cantidad de movimiento desde la

escala subcelular a la escala

microscópica

El objetivo de este caṕıtulo es presentar el desarrollo matemático utilizado para obtener las

ecuaciones que describen el transporte de masa y de cantidad de movimiento en el interior de un

agregado de células a la escala microscópica, a partir de sus contrapartes a la escala subcelular. Como

ya se mencionó en la Sección 2.2, el método del promedio volumétrico es utilizado para llevar a cabo

el escalamiento de las ecuaciones de transporte, ya que permite establecer el dominio de validez sobre

el cual se pueden aplicar las ecuaciones obtenidas. Además, a través de un esquema de cerradura,

este método permite la predicción teórica de los coeficientes efectivos asociados a las ecuaciones

promediadas. En la Sección 4.1, se inicia con una breve descripción de los componentes intracelulares

y extracelulares; posteriormente, se establece un conjunto de suposiciones que sustentan el empleo

de las ecuaciones de transporte a la escala subcelular. En la Sección 4.2, se presentan las ecuaciones

de masa y de cantidad de movimiento para sistemas multicomponentes, las cuales son el punto

de partida para llevar a cabo el primer proceso de escalamiento. En la Sección 4.3, se describe el

proceso de escalamiento de las ecuaciones que rigen el transporte en la región extracelular mientras

que, en la Sección 4.4 el de las ecuaciones para el interior de una célula. Como resultado, se obtiene

una ecuación de medio efectivo que describe el transporte de masa de una especie qúımica a través
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de la región extracelular e intracelular, un modelo mecánico que consiste de una ecuación tipo

Darcy para el fluido y una ecuación de movimiento para la fase sólida. Con el fin de encontrar una

correspondencia entre los modelos comúnmente usados en la literatura y los desarrollados aqúı, se

propone un modelo de equilibrio mecánico en la región extracelular, el cual consiste de una sola

ecuación de medio efectivo. Debido a que la región intracelular se compone de una sola fase, las

ecuaciones microscópicas obtenidas son idénticas a sus contrapartes que rigen la escala subcelular.

Finalmente, en la Sección 4.5 se señalan los puntos clave de este caṕıtulo y se explica la relación

de la información proporcionada aqúı, con el resto del documento.

4.1. Modelo descriptivo de la escala subcelular

4.1.1. Descripción de la estructura interna de una célula y del espacio

extracelular

Como se mencionó en el Caṕıtulo 1, existe una variedad de ĺıneas celulares que podŕıan

conformar a un sistema, desde células sencillas, como las levaduras y bacterias, hasta células

tan complejas como las vegetales y animales. Cada tipo celular tiene una función fisiológica

espećıfica y también presenta diferente composición qúımica, morfoloǵıa y tamaño con respecto

a otras ĺıneas celulares. No obstante, los elementos estructurales básicos de toda célula son los

mismos: una envoltura fluida que protege a la célula de sus alrededores (membrana celular) y a

sus compartimentos internos, además de redes de filamentos que definen su forma y le confieren

cierto grado de rigidez, ayudando a la organización del contenido intracelular (Boal, 2002). La

composición qúımica de dichos filamentos, en la mayoŕıa de las células, corresponde a la familia

de protéınas globulares llamada actina mientras que, la membrana está compuesta de ĺıpidos cuya

consistencia se asemeja a la de un jarabe.

La mayoŕıa de las células no se caracterizan por ser ŕıgidas, sino que presentan cierto grado de

flexibilidad, ya que esta caracteŕıstica les permite deformarse para llevar a cabo ciertos procesos,

tales como la migración y la división celular. Se ha documentado que en el interior de una célula

existe una variedad de filamentos que presentan diversos grados de rigidez. De hecho, el grado de

deformación de los componentes celulares depende del tamaño, de la geometŕıa y de la composición

qúımica.

La longitud de escala caracteŕıstica de una célula es de aproximadamente 0.1-10 µm mientras

que, la de sus componentes estructurales es de aproximadamente 2 ó hasta 3 órdenes de magnitud

menor. Por ejemplo, la longitud del espesor de la membrana celular es de 10−3 µm (1 nm) y la

longitud de los filamentos es de 10−2 µm (10 nm). La estructura interna de las células procariotas,

como las bacterias y micoplasmas, consiste de ADN y de un gran número de protéınas, las cuales se
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unen para formar estructuras compactas cuyos diámetros oscilan de 1 a 10 nm. A diferencia de las

bacterias, las células vegetales y animales presentan compartimentos internos llamados organelos,

que se encuentran delimitados por membranas internas. El organelo más importante de estas células

es el núcleo, cuyo diámetro oscila entre 3 y 10 µm , ocupando una fracción considerable del volumen

celular. Además del núcleo, se tiene al ret́ıculo endoplasmático, el aparato de Golgi, las mitocondrias

y los cloroplastos para el caso de las células vegetales, entre otros organelos Alberts y col. (2008);

Boal (2002).

Todo el material contenido en el interior de la célula a excepción del núcleo se le denomina

citoplasma. El citoplasma está conformado por los organelos y un ĺıquido acuoso llamado citosol.

También, existe una estructura tridimensional de filamentos que permea al citosol llamado

citoesqueleto; esta estructura confiere cierta rigidez mecánica a las células y delimita las trayectorias

del transporte de materiales intracelulares. Los filamentos del citoesqueleto están presentes en

una variedad de formas, tamaños y grados de rigidez. El tamaño promedio de los filamentos del

citoesqueleto tiene un orden de magnitud de 10 nm y pueden ser fácilmente deformados cuando

son sujetos a cargas.

En la Sección 1.2.1, se describió la estructura del espacio extracelular en el interior de un

agregado de células. El espacio extracelular se compone, principalmente, de agua y de la matriz

extracelular o también llamada conjunto de sustancia poliméricas extracelulares (SPE). Con

técnicas de alta resolución como microscoṕıa electrónica de transmisión (MET), microscoṕıa de

fuerza atómica (MFA) y microscoṕıa de fluorescencia (MDF), se ha logrado conocer la composición,

la estructura y las propiedades de la matriz extracelular (MEC) a la escala de nanómetros. La MEC

consiste de una red de fibras poliméricas que rodean e interconectan a las células, cuya composición

está conformada por colágeno, proteglicanos, lamininas, y fibrinas (Swartz y Fleury, 2007). Estas

fibras poseen diámetros de 4-6 nm y tienen una razón longitud-diámetro mucho mayor a 1 (Leppard,

1986; Liss y col., 1996; Schryver y col., 2008). Se ha observado que las fibras de la MEC son muy

elásticas, ya que pueden estirarse hasta casi tres veces su longitud sin perder irreversiblemente

su forma. Estas propiedades mecánicas de la MEC hacen que el material extracelular tenga una

naturaleza viscoelástica.

4.1.2. Conjunto de suposiciones adoptadas para la descripción matemática a la

escala subcelular

Aunque la estructura interna de una célula corresponde a la de un medio heterogéneo, en este

trabajo se supone que el interior de una célula es un medio homogéneo en el que no se distinguen

sus componentes internos y organelos. Por otro lado, el espacio extracelular śı es considerado como

un medio heterogéneo y será estudiado como un medio poroso. En la fig. 4.1 se bosqueja un modelo
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simplificado de la célula y del espacio extracelular a la escala subcelular. Este modelo hipotético se

basa en el siguiente conjunto de suposiciones:

En el interior de un agregado celular se reconocen dos regiones: la intracelular y la extracelular.

La región celular se compone de una sola fase mientras que, la extracelular está conformada

por fibras y un fluido.

El interior de una célula, fase-κ, y las fibras que componen a la MEC, fase-σ, se comportan

como sólidos elásticos que se deforman linealmente e infinitesimalmente cuando son sujetos a

fuerzas mecánicas que actúan sobre ellos (Kapellos y col., 2012).

La fase-σ está inmersa en un fluido homogéneo, fase-γ, cuyo comportamiento corresponde a

la de un fluido Newtoniano, viscoso e incompresible. Además, se supone que la densidad de

las fibras de la MEC no cambia con la posición ni en transcurso del tiempo.

Aunque hay una producción de la MEC, a este nivel de escala subcelular no se considera, ya

que depende de la cantidad de células presentes, cuyo efecto será tomado en cuenta a un nivel

de observación superior (escala-Darcy).

Por simplicidad, sólo se estudia el transporte de masa de una especie qúımica clave. Esta

especie qúımica podŕıa ser alguna sustancia involucrada en el metabolismo celular, algún

nutriente, un contaminante, un medicamento, entre otros más.

La especie qúımica clave se transporta únicamente en el interior de las células vivas (fase-κ) y

el fluido extracelular (fase-γ). Además, las reacciones qúımicas y metabólicas sólo ocurren en

el interior de las células. Esta suposición es consistente si la especie qúımica es un nutriente

involucrado en el metabolismo celular, ya que las enzimas necesarias para estos procesos están

localizadas exclusivamente en el interior de las células (Ahmed y col., 2004; Bar-Even y col.,

2012; Fernie y col., 2004), como es el caso de la respiración celular (Alberts y col., 2008; Nelson

y Cox, 2009). Algunas aplicaciones en las que se puede satisfacer esta suposición son en el

estudio de la acción que tienen ciertos fármacos o medicamentos en las células vivas de un

tejido y en la degradación de los contaminantes por bacterias. En estas aplicaciones, es válido

suponer que las transformaciones qúımicas y metabólicas ocurren sólo en el interior de una

célula viva (Bear y Cheng, 2010; Minchinton y Tannock, 2006).

A este nivel de escala, se supone que el transporte de masa de la especie qúımica clave a través

del interior de la célula y del fluido extracelular ocurre, principalmente, por difusión (Stoodley

y col., 1999). Además, la concentración de la especie qúımica clave está lo suficientemente

diluida, de manera que la ley de Fick es aplicable (Whitaker, 2009).
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Aglomerado de células

Región celular Región extracelular

Fase-κ

Fase-σ

Fase-γ

Figura 4.1. Modelo hipotético de las regiones intracelular y extracelular a la escala de observación subcelular.

4.2. Ecuaciones que describen el transporte de masa y de cantidad

de movimiento a la escala subcelular

4.2.1. Región intracelular

Con fundamento en las suposiciones del modelo hipotético descrito anteriormente, en esta

sección se postulan las ecuaciones que describen el transporte de masa y de cantidad de movimiento

en el interior de una célula situada en una región lo suficientemente lejos de la membrana celular,

dicha región se denotará por Vκ. Si la longitud caracteŕıstica de la distancia que existe entre las

moléculas que conforman al material intracelular es mucho menor que el tamaño de una célula,

entonces la hipótesis del continuo es válida. De esta forma, se inicia con la ecuación que describe

el transporte de masa de la especie qúımica clave, A, en el seno de la fase celular ó fase-κ, la cual
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está representada por

∂ρAκ
∂t

+∇ · (ρAκvAκ) = rAκ, en Vκ. (4.1)

donde la concentración másica de A en la fase κ es representada por ρAκ y vAκ es la velocidad de

la especie A en la fase-κ. El primer término del lado izquierdo de la ecuación (4.1), representa a

la acumulación de la especie qúımica A, mientras que el segundo término representa al transporte

relacionado con el flux total de masa de A. La reacción qúımica homogénea de la especie A está

denotada por rAκ. Debido a que una célula se compone de una mezcla de varias sustancias orgánicas,

se puede expresar la ecuación (4.1) para cada una de éstas como sigue

∂ρAκ
∂t

+∇ · (ρAκvAκ) = rAκ, A = 1, 2, 3, ..., N, en Vκ. (4.2)

La ecuación (4.2) es consistente con el axioma I para la masa de un sistema multicomponente

(Whitaker, 2009). Dado que la masa total de un sistema multicomponente se conserva, el axioma

II establece lo siguiente Whitaker (2009)

N∑
A=1

rAκ = 0, A = 1, 2, 3, ..., N. (4.3)

donde N es el número de especies qúımicas que integran a la fase-κ. Si se suma la Ec. (4.2) sobre

todos los componentes y se hace uso del axioma II, se obtiene la siguiente ecuación de continuidad

que describe el cambio de la masa total,

∂ρκ
∂t

+∇ · (ρκvκ) = 0, en Vκ. (4.4)

donde la densidad total está definida de la siguiente manera:

ρκ =
N∑
A=1

ρAκ, (4.5)

La velocidad vκ es la velocidad promedio de masa definida como sigue (Bird y col., 2003; Deen,

1998; Whitaker, 2009),

vκ =

N∑
A=1

ωAκvAκ, (4.6)

donde ωAκ es la fracción masa de la especie A en la fase-κ, es decir,

ωAκ =
ρAκ
ρκ

. (4.7)
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Si se sustituye la Ec. (4.7) en la Ec. (4.6) se obtiene la siguiente relación que proporciona el flux

total de masa

ρκvκ =
N∑
A=1

ρAκvAκ, A = 1, 2, 3, ..., N. (4.8)

La velocidad promedio de masa que aparece en la Ec. (4.4), es obtenida a través de la ecuación de

cantidad de movimiento total dada por (Whitaker, 2009)

ρκ
∂vκ
∂t

+ ρκvκ · ∇vκ = ∇ · Tκ + ρκg, en Vκ, (4.9)

donde el tensor total de los esfuerzos, Tκ, está representado por la siguiente ecuación constitutiva

para un sólido isotrópico linealmente deformable (Kapellos y col., 2012; Whitaker, 1986c).

Tκ = µκ[∇uκ + (∇uκ)T ] + λκI∇ · uκ. (4.10)

En esta ecuación, µκ y λκ son los parámetros de Lamé y uκ es el vector desplazamiento, cuya

magnitud tiene unidades de longitud. Nótese que, esta ecuación constitutiva relaciona linealmente

al tensor de los esfuerzos con el tensor de deformación. En la Sección 4.2.3, se presentará la relación

que existe entre los vectores de desplazamiento y de velocidad.

En muchas aplicaciones, resulta conveniente expresar la ecuación de continuidad de especies

qúımicas en términos de concentraciones molares. Lo anterior puede obtenerse dividiendo a la Ec.

(4.2) entre el peso molecular de la especie A, MA, dando como resultado la siguiente ecuación

∂cAκ
∂t

+∇ · (cAκvAκ) = RAκ, A = 1, 2, 3, ..., N, en Vκ, (4.11)

donde las concentraciones molares se definen como sigue:

cAκ = ρAκ/MA, A = 1, 2, 3, ..., N, (4.12)

y la reacción qúımica en base molar es

RAκ = rAκ/MA, A = 1, 2, 3, ..., N. (4.13)

En trabajos previos (Wood y Whitaker, 1998, 2000), el término de reacción qúımica que aparece

en la ecuación anterior, RAκ, ha sido representada por una ecuación tipo Michaelis-Menten, la cual

tiene la forma siguiente:

RAκ = − µAκcAκ
cAκ +KAκ

. (4.14)

donde µAκ y KAκ son los parámetros de consumo y de saturación de la especie qúımica A,

respectivamente. Aunque existen otras formas más complejas de representar a las reacciones
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intracelulares, la ecuación (4.14) captura los principales mecanismos por medio de una ecuación

algebraica sencilla (Wood y Whitaker, 1998).

Finalmente, para completar el modelo matemático propuesto para el transporte de masa y de

cantidad de movimiento en la fase intracelular, es necesario establecer las condiciones en las entradas

y salidas del sistema, que son expresadas como función del tiempo y del vector que localiza a la

fase-κ, rκ

cAκ = f(t, rκ), en Aκe, (4.15a)

ρκ = f(t, rκ), en Aκe, (4.15b)

vκ = f(t, rκ), en Aκe. (4.15c)

uκ = f(t, rκ), en Aκe. (4.15d)

La frontera del sistema es una superficie denotada por Aκe que envuelve el contenido de la célula

y que la separa de la región extracelular. Además, bajo condiciones dinámicas se deben especificar

las condiciones iniciales, las cuales se proponen a continuación:

cAκ = f(rκ), cuando t = 0, (4.15e)

ρκ = f(rκ), cuando t = 0. (4.15f)

vκ = f(rκ), cuando t = 0. (4.15g)

uκ = f(rκ), cuando t = 0. (4.15h)

4.2.2. Región extracelular

Con base en el análisis de una mezcla multicomponente presentado en la sección anterior, se

utilizarán las mismas ecuaciones para describir el transporte de masa y de cantidad de movimiento

en el seno de la región heterogénea que representa al espacio extracelular tal y como es visto a

un nivel de escala subcelular. Como se mencionó, la región extracelular es considerada como un

sistema bifásico, el cual está compuesto por una fase sólida infinitesimalmente deformable (fase-σ)

y un fluido Newtoniano (fase-γ). Esta descripción es la misma que la utilizada por Kapellos y col.

(2007a).

De acuerdo con el conjunto de suposiciones establecidas en la Sección 4.1.2, la especie qúımica

clave se transporta únicamente a través del fluido extracelular; por lo tanto, sólo se plantea la

ecuación de continuidad de la especie qúımica A para el seno de la fase-γ, la cual es

∂cAγ
∂t

+∇ · (cAγvAγ) = 0, A = 1, 2, 3, ..., N, en Vγ , (4.16)

Nótese que, a diferencia de la Ec. (4.47), la Ec. (4.16) no contiene el término de reacción homogénea,

ya que las reacciones de las especies qúımicas clave sólo ocurren en el interior de las células vivas. Las
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condiciones de frontera e iniciales para la ecuación de transporte de la especie A son las siguientes:

cAγ(v∗Aγ −w) · nγσ = 0, en Aγσ. (4.17)

La condición anterior establece que el flux interfacial en la superficie que separa a las fibras y al

fluido, Aγσ, es cero, esto significa que las fibras son impermeables a la transferencia de masa. De

acuerdo a esta condición de frontera, la velocidad de A en el fluido adyacente a la interfase, v∗Aγ
1,

es igual a la velocidad de desplazamiento de la interfase-γσ, w. Además, las condiciones en las

entradas y salidas del sistema están dadas como una función del tiempo y del vector posición que

localiza la fase-γ, rγ ,

cAγ = f(t, rγ), en Aγe, (4.18)

las condiciones iniciales se especifican como sigue:

cAγ = f(rγ), cuando t = 0. (4.19)

La velocidad del fluido, vγ , es obtenida a partir de las siguientes ecuaciones mecánicas:

∂ρi
∂t

+∇ · (ρivi) = 0, para i = γ, σ, (4.20a)

ρi
∂vi
∂t

+ ρivi · ∇vi = ∇ · Ti + ρig, para i = γ, σ. (4.20b)

Las ecs. (4.20a) y (4.20b) obedecen a la conservación de masa y cantidad de movimiento de

todas las especies qúımicas que integran a la matriz extracelular (fase-σ) y al fluido extracelular

(fase-γ). Ambas ecuaciones fueron obtenidas al sumar las ecuaciones de continuidad y de cantidad

de movimiento de todas las especies qúımicas que conforman a las fibras de la MEC y al fluido

(Whitaker, 2009). De esta manera, la densidad y la velocidad total de cada fase se definen como

sigue

ρi =
n∑

A=1

ρAi, i = γ, σ, (4.20c)

vi =

n∑
A=1

ωAivAi, i = γ, σ, (4.20d)

donde n es el número total de especies qúımicas que componen a la fase-i y, ωAi es la fracción masa

de la especie qúımica A en la fase-i.

1La velocidad de la especie A en el fluido contiguo a la interfase-γσ se define como sigue: v∗Aγ = ĺımx→γσ vAγ
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La definición del tensor total de esfuerzos superficiales contenido en la Ec. (4.20b) depende de las

caracteŕısticas reológicas de la fase bajo consideración. Dado que la fase-γ es un fluido Newtoniano,

el tensor total se define como sigue:

Tγ =

[
−pγ +

(
κγ −

2

3
µγ

)
∇ · vγ

]
I + 2µγDγ , (4.20e)

donde µγ y κγ son las viscosidades dinámica y dilatacional, respectivamente. El tensor rapidez de

deformación, Dγ , está definido como

Dγ =
1

2

[
∇vγ + (∇vγ)T

]
. (4.20f)

Dado que se supone que las fibras de la MEC se caracterizan por ser sólidos elásticos con

deformación infinitesimal, la ecuación constitutiva apropiada para describirlas es aquella que

relaciona linealmente al tensor de los esfuerzos con su deformación (Kapellos y col., 2012; Whitaker,

1986c), la cual es la misma que la utilizada en la sección anterior para las células,

Tσ = µσ[∇uσ + (∇uσ)T ] + λσI∇ · uσ. (4.20g)

En esta ecuación, µσ y λσ son los parámetros de Lamé y uσ es el vector desplazamiento, cuya

magnitud tiene unidades de longitud. Las condiciones de frontera necesarias para cerrar las

ecuaciones de continuidad y cantidad de movimiento son obtenidas a partir de las condiciones

de salto entre dos fases (Slattery y col., 2007) y son las siguientes:

nγσ · ργ (vγ −w) = nγσ · ρσ (vσ −w) en Aγσ, (4.20h)

[ργvγ(vγ −w)− Tγ ] · nγσ = [ρσvσ(vσ −w)− Tσ] · nγσ, en Aγσ. (4.20i)

Las ecs. (4.20h) y (4.20i) son obtenidas de una versión simplificada de las condiciones de salto

de masa y cantidad de movimiento entre dos fases, respectivamente. Las condiciones de salto son

formuladas a través de balances de masa y cantidad de movimiento en la interfase-γσ. Además

de las condiciones interfaciales, las condiciones en las entradas y salidas del sistema también son

especificadas y son las que se presentan a continuación:

ρi = f(t, ri), en Aie i = γ, σ, (4.20j)

vi = f(t, ri), en Aie i = γ, σ, (4.20k)

pγ = f(t, rγ), en Aγe (4.20l)

Las ecs. (4.20j)-(4.20l) describen las condiciones a las entradas y salidas del espacio extracelular,

dicha región podŕıa estar delimitada por las fronteras f́ısicas con las células, como la membrana
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celular. Finalmente, es necesario especificar las condiciones iniciales en cada punto del dominio de

la región extracelular,

vi = f(ri), cuando t = 0 i = γ, σ, (4.20m)

ρi = f(ri), cuando t = 0 i = γ, σ, (4.20n)

pγ = f(rγ), cuando t = 0 i = γ, σ. (4.20ñ)

4.2.3. Simplificaciones de las ecuaciones de transporte a la escala subsecular

Ecuaciones de cantidad de movimiento de la mezcla multicomponente

Antes de iniciar el proceso de escalamiento de las ecuaciones de transporte que describen la

escala subcelular, es conveniente iniciar con la simplificación de las ecuaciones de cantidad de

movimiento basadas en el conjunto de consideraciones establecidas en la Sección 4.1.2, junto con

otras restricciones adicionales que serán adoptadas de acuerdo con la información encontrada en la

literaturaĖn muchos sistemas de flujo, los fuerzas viscosas son las que tienen una mayor influencia

sobre el movimiento del fluido, de manera que es razonable suponer que las aceleraciones local

y convectiva pueden despreciarse con respecto a los esfuerzos viscosos. En este caso, se pueden

imponer las siguientes restricciones

ργ
∂vγ
∂t
� ∇ · (µγ∇vγ), (4.21a)

ργvγ · ∇vγ � ∇ · (µγ∇vγ), (4.21b)

lo anterior es válido si se satisfacen las siguientes restricciones:

1�
µit
∗
vγ

ργ`2γ
, (4.22a)

Reγ � 1, (4.22b)

donde t∗vγ es el tiempo caracteŕıstico durante el cual se observan los cambios en la velocidad de la

fase-γ y el número de Reynolds del fluido, Reγ se define como sigue:

Reγ =
ργvγ`γ,s
µγ

, (4.23)

siendo `γ,s la longitud caracteŕıstica del espacio entre fibras ocupado por el fluido extracelular.

Para el caso de las células y las fibras que componen a la MEC, las aceleraciones local y

convectiva se desprecian siempre que se satisfaga la siguiente restricción (Kapellos y col., 2012)

ρiui`i,s
(µi + λi)τ2

i

� 1, i = κ, σ. (4.24)
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donde, τi es el tiempo caracteŕıstico durante el cual se observan los cambios del vector

desplazamiento de la fase-i. Como consecuencia de las restricciones dadas por las desigualdades

(4.22a), (4.22b) y (4.24), las ecuaciones de cantidad de movimiento para las células y las fases que

conforman a la región extracelular se reducen a la siguiente forma:

0 = ∇ · Ti + ρig, para i = γ, κ, σ. (4.25)

Otra consecuencia de la restricción representada por la Ec. (4.24), es que se puede relacionar a

la velocidad del sólido con su vector desplazamiento mediante la siguiente forma:

vi =
∂ui
∂t

, i = κ, σ. (4.26)

Además, dado que no existe transporte de masa entre las fibras (fase-σ) y el fluido extracelular

(fase-γ), el flux total de masa es cero en estas interfaces. De esta forma, de la condición de frontera

dada por la Ec. (4.20h), se puede concluir que existe una continuidad en las velocidades normales,

esto es,

nγσ · vγ = nγσ ·w = nγσ · vσ, en Aγσ. (4.27)

Además, si se supone que no hay deslizamiento en la interfase, es decir, las velocidades tangenciales

de ambas fases son iguales, la condición de frontera anterior toma la siguiente forma

vγ = vσ, en Aγσ. (4.28)

Esta condición de frontera no es la misma que la establecida por Whitaker (1986c) y posteriormente

adoptada por Kapellos y col. (2012), quienes establecieron que el promedio intŕınseco de la velocidad

del fluido extracelular es mucho mayor que la velocidad del sólido (véase la desigualdad representada

por la expresión 2.20 en Whitaker (1986c)). Lo anterior da como resultado que la condición de

frontera dada por la Ec. (4.28) sea reducida a vγ = 0. De esta forma, Kapellos y col. (2012) y

Whitaker (1986c) lograron desacoplar la ecuación de cantidad de movimiento del fluido extracelular

de la del sólido deformable, reduciendo aśı el problema considerablemente. Sin embargo, esta

simplificación no será usada en este trabajo.

Otra consecuencia de que el flux total de masa en la interfase-γσ sea igual a cero, es que la

condición de frontera dada por la Ec. (4.20i) se reduce a lo siguiente

nγσ · Tγ = nγσ · Tσ, en Aγσ. (4.29)

La ecuación anterior indica que existe una continuidad de los esfuerzos totales en la interfase-γσ.

En resumen, las ecuaciones que describen el transporte de cantidad de movimiento son:
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Interior de una célula

∂ρκ
∂t

+∇ · (ρκvκ) = 0, en Vκ. (4.30a)

0 = ∇ · Tκ + ρκg, en Vκ, (4.30b)

las condiciones de frontera son:

uκ = f(t, rκ), en Aκe, (4.30c)

vκ = f(t, rκ), en Aκe. (4.30d)

Región extracelular

∂ρi
∂t

+∇ · (ρivi) = 0, para i = γ, σ, (4.31a)

0 = ∇ · Ti + ρig, para i = γ, σ. (4.31b)

estas ecuaciones están sujetas a las siguientes condiciones de frontera:

vγ = vσ, en Aγσ. (4.31c)

nγσ · Tγ = nγσ · Tσ, en Aγσ, (4.31d)

uσ = f(t, rσ), en Aσe, (4.31e)

vi = f(t, ri), en Aie i = γ, σ, (4.31f)

pγ = f(t, rγ), en Aγe. (4.31g)

Nótese que, las ecuaciones de continuidad no fueron simplificadas aún cuando se ha establecido

que las densidades de todas las fases que conforman a las regiones intracelular y extracelular son

constantes. Sin embargo, se ha elegido mantener la forma completa de la ecuación, ya que como

ser verá más adelante, es conveniente mantener a la densidad para relacionar los términos que la

involucran con los fluxes de masa interfaciales.

4.3. Escalamiento de las ecuaciones de transporte desde la escala

subcelular a la escala microscópica en la región extracelular

4.3.1. Definición de la región y operadores de promediado

En la Sección 2.2 se mencionaron las ventajas que ofrece el método del promedio volumétrico

y al procedimiento que se lleva a cabo para el escalamiento de las ecuaciones de transporte en

Proyecto de investigación doctoral 53



sistemas multifásicos. En esta sección, se aplicará esta metodoloǵıa a las ecuaciones de transporte

presentadas en la sección anterior, con el objetivo de obtener las ecuaciones de medio efectivo que

describirán a los procesos a un nivel de escala microscópica. Se iniciará con el escalamiento de las

ecuaciones de la región extracelular, cuyos resultados podrán ser simplificados para obtener las

ecuaciones que describen el transporte en el interior de una célula.

El procedimiento para desarrollar las ecuaciones de medio efectivo comienza asociando a cada

punto del dominio de la región extracelular un dominio de promediado. Esta región de promediado,

cuyo tamaño es r0, debe ser invariable con el tiempo y el espacio. La longitud caracteŕıstica de esta

región debe ser mucho menor que el tamaño de una célula (l) y a la vez, debe ser lo suficientemente

grande para contener las caracteŕısticas esenciales de la escala subcelular. Esta restricción permite

concebir a este dominio de promediado como un volumen elemental representativo (REV) (Bear y

Cheng, 2010). En esta región, se definen los siguientes operadores de promediado:

Promedio superficial

〈ψi〉|x =
1

V

∫
Vi(x)

ψi|ridV, ψ = cA, ρ,v,u, p, i = γ, σ. (4.32a)

Promedio intŕınseco

〈ψi〉i|x =
1

Vi(x)

∫
Vi(x)

ψi|ridV, ψ = cA, ρ,v,u, p, i = γ, σ. (4.32b)

El promedio superficial de la cantidad genérica, ψ, es definido en relación al volumen total de la

región de promediado, V , mientras que el promedio intŕınseco es definido en términos del volumen

de la fase-i, Vi. El volumen total de la región de promediado es la suma de los volúmenes de cada

una de las fases que conforman a la región, de manera que

V = Vγ(x) + Vσ(x). (4.33)

La figura 4.2, muestra los detalles de la región de promediado donde los vectores rγ y rσ localizan

puntos en las fases γ y σ, respectivamente. El vector x localiza al centroide de la región de

promediado, el cual podŕıa tender en cualquier fase. Los vectores de posición yγ y yσ, localizan

puntos en las fases γ y σ relativos al centroide. De hecho, las variables dependientes que aparecen

en las ecs. (4.16), (4.31a) y (4.31b) están indicadas por los vectores rγ y rσ. Ambas cantidades

promedio, superficial e intŕınseco, están evaluadas en x y están relacionadas a través de la fracción
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volumétrica, ϕi, por medio de la siguiente relación:

〈ψi〉i|x = ϕi(x)〈ψi〉|x, i = γ, σ. (4.34)

La fracción volumétrica es definida como la razón del volumen ocupado por la fase-i dentro de la

región de promediado y matemáticamente es expresada como:

ϕi(x) =
Vi(x)

V
, i = γ, σ. (4.35)

Las ecuaciones (4.33) y (4.35) indican que aún cuando el tamaño del volumen promediante o de

la muestra sea constante, dependiendo del lugar donde se promedia o se obtiene la muestra, las

fracciones volumétricas pueden ser función de la posición x.

Aglomerado de células

Región extracelular

xrγ rσ

yσ

yγ
r0

REV, V

x

y

z

lγ

l

Figura 4.2. Detalles de la región de promediado de la región extracelular en el interior de un aglomerado

de células.
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Teorema de promediado espacial y teorema general de transporte

Cuando se aplican los operadores de promediado a las ecuaciones de transporte, surgen algunos

términos relacionados con el promedio de la divergencia y/o el gradiente de una cantidad. Por

ejemplo, el promedio del gradiente de la la variable genérica ψ es

〈∇ψi〉 =
1

V

∫
Vi(x)

∇ψidV, i = γ, σ. (4.36)

Para intercambiar el orden entre las operaciones de diferenciación e integración, se hace uso

del teorema del promediado espacial (Howes y Whitaker, 1985). Este teorema, es una extensión

tridimensional de la regla de Leibniz y es expresado de la siguiente manera,

〈∇ψi〉 = ∇〈ψi〉+
1

V

∫
Aij(x,t)

nijψidA, i = γ, σ, i 6= j, (4.37)

donde Aij(x, t) es el área de la interfase-ij contenida en la región V , como se ilustra en la fig.

4.2. Es importante reconocer que las integrales superficiales son evaluadas en el centroide (x) de la

región de promediado y por lo tanto, son funciones de x y del tiempo.

Además del promedio del gradiente de una cantidad, durante el proceso de promediado de una

ecuación de transporte, podŕıan surgir otros términos relacionados con el promedio de una derivada

temporal, es decir, 〈
∂ψi
∂t

〉
=

1

V

∫
Vi(x)

∂ψi
∂t

dV, i = γ, σ. (4.38)

Para intercambiar el orden entre la integral y la derivada temporal, se utiliza el teorema general de

transporte (Truesdell y Toupin, 1960), el cual se expresa como sigue:

1

V

∫
Vi(x)

∂ψi
∂t

dV =
d

dt

 1

V

∫
Vi(x)

ψidV

− 1

V

∫
Aij(x,t)

ψiw · nijdA, (4.39)

donde w ·nij es la velocidad de desplazamiento de la interfase-ij, la cual es cero si el medio poroso

es ŕıgido. El teorema general de transporte puede ser reescrito con la siguiente notación:〈
∂ψi
∂t

〉
=
∂〈ψi〉
∂t
− 1

V

∫
Aij(x,t)

ψiw · nijdA. (4.40)

En la ecuación anterior se ha intercambiado la derivada total por una derivada parcial debido a

que 〈ψi〉 está asociada con un punto fijo en el espacio, es decir, con el centroide de la región de

promediado localizado por el vector x.
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4.3.2. Escalamiento de la ecuación de continuidad de especies qúımicas

Una vez definidos los operadores de promediado representados por las ecs. (4.32a) y (4.32b),

éstos son aplicados a las ecuaciones de transporte que describen a los procesos de la escala subcelular.

Primero, se aplica el operador de promedio superficial a la ecuación de continuidad de especies

qúımicas del fluido extracelular, Ec. (4.16), y se obtiene lo siguiente:〈
∂cAγ
∂t

〉
+ 〈∇ · (cAγvAγ)〉 = 0 (4.41)

En la ecuación anterior, se requiere el uso del teorema general de transporte y del teorema del

promedio espacial para intercambiar el orden entre diferenciación e integración. Al aplicar el teorema

general del transporte al primer término del lado izquierdo de la Ec. (4.41) se obtiene lo siguiente:〈
∂cAγ
∂t

〉
=
∂〈cAγ〉|x

∂t
− 1

V (x)

∫
Aγσ(t)

nγσ ·wcAγ |rγdA, (4.42)

donde la velocidad de desplazamiento de la interfase-γσ, nγσ ·w, no es cero, ya que se considera que

la fase-σ es deformable. A continuación, se aplica el teorema del promediado espacial al segundo

término del lado izquierdo de la Ec. (4.41) y como resultado se tiene,

〈∇ · (cAγvAγ)〉 = ∇ · 〈(cAγvAγ)〉+
1

V (x)

∫
Aγσ(t)

cAγ (vAγ −w) · nγσdA. (4.43)

Sustituyendo los resultados representados por las ecs. (4.42) y (4.43) en la Ec. (4.41), se llega a la

siguiente ecuación promediada:

∂〈cAγ〉|x
∂t

+∇ · 〈(cAγvAγ)〉 = − 1

V (x)

∫
Aγσ(t)

cAγ (vAγ −w) · nγσdA. (4.44)

El término derecho de la ecuación anterior es igual a cero, ya que no hay flux de masa en la

interfase-γσ, de acuerdo a la condición de frontera dada por la Ec. (4.17). Por lo tanto, la ecuación

promediada se reduce a

∂〈cAγ〉|x
∂t

+∇ · 〈(cAγvAγ)〉 = 0 (4.45)

La velocidad de la especie A que aparece en la ecuación anterior, vAγ es comúnmente

descompuesta en la velocidad promedio de masa, la cual es descrita por la ecuación de cantidad de

movimiento y por la velocidad de difusión (Bird y col., 2003; Deen, 1998; Whitaker, 2009):

vAγ = vγ + ūAγ ,
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donde ūAγ es referida como la velocidad de difusión de masa de la especie qúımica A en la fase-γ.

De esta forma, el flux molar total de masa de la especie A puede reescribirse como:

cAγvAγ = cAγvγ︸ ︷︷ ︸
Flux convectivo

+ cAγūAγ︸ ︷︷ ︸
Flux difusivo

. (4.46)

De la relación anterior, se puede notar que el flux molar total de la especie A tiene dos

contribuciones: la primera se debe a la convección, es decir, a la velocidad vγ ; la segunda se debe

a la difusión de la especie qúımica A. Por lo tanto, la ecuación (4.45) se puede reescribir como:

∂〈cAγ〉|x
∂t

+∇ · 〈(cAγvγ)〉+∇ · 〈(cAγūAγ)〉 = 0 (4.47)

El flux difusivo, cAγūAγ , se relaciona con las concentraciones molares mediante una de las

representaciones de la ley de Fick para una mezcla multicompoenente, a través de la siguiente

ecuación:

JAγ = cAγūAγ = −cγDAm,γ∇xAγ , (4.48)

La relación anterior es obtenida a partir de la simplificación de la ecuación de Stefan-Maxwell

(Whitaker, 2009), basándose en la suposición de que la especie qúımica A se encuentra a una

concentración diluida, es decir, xAγ � 1, donde xAγ es la fracción mol de A en la fase-γ (Whitaker,

2009). La difusividad de A en la mezcla de N componentes en la fase-γ, DAm,γ , se define a

continuación:

1

DAm,γ
=

B=N∑
B=1

xBγ
DAB

, A = 1, 2, 3, ..., N − 1 y A 6= B, (4.49)

donde DAB son la difusividades binarias para las especies A y B. La concentración molar total de

todos los componentes en la fase-γ, cγ , se define como sigue:

cγ =

N∑
A=1

cAγ . (4.50)

Dado que la fase-γ es considerada incompresible, entonces la densidad total es constante. La relación

entre la densidad total y la concentración total se da a través del peso molecular promedio, M̄ , a

través de la siguiente ecuación:

cγ =
ργ
M̄
, (4.51)

donde

M̄ =
N∑
A=1

xAγMA. (4.52)
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De la definición anterior, se puede notar que el peso molecular promedio es una función de las

fracciones molares de todos los componentes de la fase-γ; sin embargo, puede suponerse que el peso

molecular vaŕıa débilmente con la posición. Bajo esta condición, la ley de Fick puede reescribirse

como sigue:

JAγ = cAγūAγ = −DAm,γ∇cAγ . (4.53)

Si se sustituye el flux difusivo representado por la ecuación anterior en la Ec. (4.47) se obtiene

la siguiente ecuación promediada

∂〈cAγ〉|x
∂t

+∇ · 〈(cAγvγ)〉 = ∇ · 〈DAm,γ∇cAγ〉. (4.54)

Diversos estudios teóricos y experimentales han establecido que el transporte de especies

qúımicas a través de las células vivas y el fluido extracelular en el interior de un agregado se

da, principalmente, por difusión (Stoodley y col., 1999). De esta forma, la ecuación de transporte

de la especie qúımica A promediada se puede simplificar al proponer la siguiente restricción:

∇ · 〈(cAivi)〉 � ∇ · 〈(DAm,i∇cAi)〉, i = γ, κ, (4.55)

lo anterior indica que el transporte convectivo es despreciable con respecto al difusivo. Para

investigar la restricción que sustenta lo anterior, se debe hacer un análisis de orden de magnitud

de los términos involucrados en la desigualdad anterior. Como resultado se obtiene lo siguiente:

Pei � 1, i = γ, κ, (4.56)

donde, Pei es un número adimensional que relaciona a los parámetros asociados a los transportes

convectivo y difusivo y se le conoce como el número de Péclet, el cual se define como sigue:

Pei =
vi`i,s
DAm,i

i = γ, κ. (4.57)

En esta definición del número de Péclet, vi es la magnitud de la velocidad caracteŕıstica la fase-i y

`i,s es la longitud caracteŕıstica de la fase-i a la escala subcelular. Cuando Pei � 1, el tranporte de

masa por convección es mucho menor que por difusión y lo contrario ocurre cuando Pei � 1. Por

lo tanto, cuando la restricción dada por la Ec. (4.56) se satisface, el flux molar total de la especie

qúımica A definido por la Ec. (4.46) es igual al flux difusivo representado por la Ley de Fick, esto

es,

cAγvAγ = −DAm,γ∇cAγ , (4.58)

y la ecuación (4.54) se reduce a lo siguiente:
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∂〈cAγ〉|x
∂t

= ∇ · 〈DAm,γ∇cAγ〉. (4.59)

Nótese que aún es necesario una segunda aplicación del teorema de promediado espacial sobre el

término del lado derecho de la ecuación anterior. Para esto, es importante suponer que el coeficiente

de difusividad de la mezcla es una función débil de la posición. Como resultado, se obtiene la

siguiente ecuación promediada:

∂〈cAγ〉|x
∂t

=∇ ·

DAm,γ

∇〈cAγ〉|x +
1

V (x)

∫
Aγσ(t)

nγσcAγ |rγdA


 . (4.60)

Debido a que la concentración promedio intŕınseca es la que corresponde con aquella medida

experimentalmente, es conveniente expresar la ecuación anterior en términos de concentraciones

intŕınsecas a través de la relación dada por la Ec. (4.34) para obtener,

∂ϕγ(x)〈cAγ〉γ |x
∂t

=∇ ·

DAm,γ

∇ϕγ(x)〈cAγ〉γ |x +
1

V (x)

∫
Aγσ(t)

nγσcAγ |rγdA


 . (4.61)

Nótese que la ecuación anterior aún contiene un término integral de la concentración puntual, cAγ .

Para eliminar esta cantidad, se hace uso de la descomposición espacial definida por (Gray, 1975),

esto es,

cAγ |rγ = 〈cAγ〉γ |rγ + c̃Aγ |rγ , (4.62)

donde c̃Aγ |rγ se denomina desviación de la concentración promedio. Sustituyendo esta descomposición

en la Ec. (4.61) en el término integral que contiene al término puntual, se obtiene lo siguiente:

∂ϕγ(x)〈cAγ〉γ |x
∂t

=∇ ·

DAm,γ

∇ϕγ(x)〈cAj〉γ |x +
1

V (x)

∫
Aγσ(t)

nγσ〈cAγ〉γ |rγdA+
1

V (x)

∫
Aγσ(t)

nγσ c̃Aγ |rγdA


 .

(4.63)

El resultado anterior es una ecuación de transporte no-local debido a que la concentración intŕınseca

tiene que ser evaluada en puntos no indicados por el centroide, x, y no puede ser extráıda

como constante del śımbolo de la integral. Para resolver esto, se emplea una aproximación de

la concentración promedio basada en series de Taylor evaluada alrededor del centroide mediante la

siguiente forma:

〈cAγ〉γ |x+yγ = 〈cAγ〉γ |x + yγ · ∇〈cAγ〉γ |x +
1

2
yγyγ : ∇∇〈cAγ〉γ |x + ... (4.64)
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De este modo, la integral interfacial que contiene a la concentración promedio intŕınseca se

transforma en

1

V (x)

∫
Aγσ(t)

nγσ〈cAγ〉γ |rγdA =
1

V (x)

( ∫
Aγσ(t)

nγσdA〈cAγ〉γ |x +

∫
Aγσ(t)

nγσyγdA · ∇〈cAγ〉γ |x+

1

2

∫
Aγσ(t)

nγσyγyγdA : ∇∇〈cAγ〉γ |x + ...

)
. (4.65)

Cada una de las integrales del lado derecho de la ecuación anterior forman parte de un conjunto

denominado integrales geométricas. Quintard y Whitaker (1994b) relacionaron estas integrales con

la estructura interna del sistema mediante las siguientes expresiones:

1

V (x)

∫
Aγσ(t)

nγσdA = −∇ϕγ(x), (4.66a)

1

V (x)

∫
Aγσ(t)

nγσyγdA = −∇〈yγ〉, (4.66b)

1

V (x)

∫
Aγσ(t)

nγσyγyγdA = −∇〈yγyγ〉. (4.66c)

Además, Quintard y Whitaker (1994a) definieron a un medio poroso desordenado con respecto a

una región de promediado como aquel que satisface la restricción ∇〈yγ〉 � I. Esta restricción es

válida cuando la fase-γ está uniformemente distribuida alrededor del centroide y el radio de la

región de promediado es mucho mayor que la longitud caracteŕıstica de la fase-γ, es decir,

`γ,s � ro. (4.67)

Como consecuencia de esta restricción, se puede descartar el segundo término integral del lado

derecho de la Ec. (4.65) y se sustituyen en esta ecuación las relaciones dadas por las ecs.

(4.66a)-(4.66c), obteniendo aśı lo siguiente:

1

V (x)

∫
Aγσ(t)

nγσcAγ |rγdA =− 〈cAγ〉γ |x∇ϕγ(x)−∇〈yγyγ〉 : ∇∇〈cAγ〉γ |x + ...+

1

V (x)

∫
Aγσ(t)

nγσ c̃Aγ |rγdA. (4.68)

Posteriormente, la expresión anterior se sustituye en la Ec. (4.63) y se llega a la siguiente ecuación

promedio

∂ϕγ(x)〈cAγ〉γ |x
∂t

=∇ ·

[
DAm,γ

(
ϕγ(x)∇〈cAγ〉γ |x −

1

2
∇〈yγyγ〉 : ∇∇〈cAγ〉γ |x + ...+
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1

V (x)

∫
Aγβ(t)

nγσ c̃Aγ |rγdA

)]
. (4.69)

A continuación, con el objetivo de conocer si es factible descartar alguno de los términos de la

ecuación anterior, es conveniente obtener los estimados de órdenes de magnitud de los siguientes

términos:

ϕγ(x)∇〈cAγ〉γ |x =O

[
ϕγ〈cAγ〉γ

lcγ

]
, (4.70a)

∇〈yγyγ〉 : ∇∇〈cAj〉γ |x =O

[
ϕγr

2
o〈cAγ〉γ

lϕγ lcγ1lcγ

]
. (4.70b)

Se puede demostrar que el orden de magnitud del término ∇〈yjyj〉 es ϕγr
2
o/lϕγ , donde lϕγ es la

longitud caracteŕıstica asociada a los cambios de la fracción volumétrica de la fase-γ a la escala

microscópica; mientras que, lcγ y lcγ1 son las longitudes caracteŕısticas asociadas a los cambios

en la concentración promedio intŕınseca y su primera derivada, respectivamente. Con base en los

estimados anteriores, la siguiente restricción es válida:

ϕγ(x)∇〈cAγ〉γ |x � ∇〈yγyγ〉 : ∇∇〈cAj〉γ |x, (4.71)

siempre que se satisfaga lo siguiente:

r2
o � lϕγlcγ1. (4.72)

Cabe mencionar que las longitudes caracteŕısticas lcγ , lcγ1 y lϕγ podŕıan ser funciones del tiempo

para procesos transitorios. No obstante, estas longitudes podŕıan ser no muy diferentes una con

respecto a la otra, por lo que pueden ser representadas por una sola longitud caracteŕıstica, l, la

cual puede asociarse al tamaño de una célula. Como resultado de la restricción dada por (4.72), la

ecuación promedio se reduce a

∂ϕγ(x)〈cAγ〉γ |x
∂t

=∇ ·

DAm,γ

ϕγ(x)∇〈cAγ〉γ |x +
1

V (x)

∫
Aγσ(t)

nγσ c̃Aγ |rγdA


 . (4.73)

Con el objetivo de plantear el problema de cerradura, es conveniente reescribir la ecuación anterior

como sigue:

ϕγ(x)
∂〈cAγ〉γ |x

∂t
+ 〈cAγ〉γ |x

∂ϕγ(x)

∂t
=ϕγ(x)∇ · (DAm,γ∇〈cAγ〉γ |x) +∇ϕγ(x) ·DAm,γ∇〈cAγ〉γ |x

+∇ ·

DAm,γ

V (x)

∫
Aγσ(t)

nγσ c̃Aγ |rγdA

 . (4.74)
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Para simplificar la notación que ha sido utilizada hasta el momento, de aqúı en adelante se

omitirán los vectores que indican en qué punto se evalúan las cantidades que aparecen en las

ecuaciones promediadas. En los siguientes párrafos, se describirá el procedimiento para determinar

las desviaciones de la concentración promedio con el objetivo de cerrar la ecuación promediada

obtenida en esta sección.

Problema de cerradura

La Ec. (4.73) describe el transporte de la especie qúımica A, a través de la región extracelular

a un nivel de escala microscópica. Sin embargo, esta ecuación aún no está cerrada, ya que contiene

una integral superficial que está en términos de las desviaciones de la concentración promedio.

Sobre la base del método del promedio volumétrico, es posible calcular dichas desviaciones a través

del planteamiento de un problema valor a la frontera, denominado problema de cerradura, el cual

es obtenido al restar la Ec. (4.74) de la Ec. (4.16). Esta última ecuación es reescrita al combinarse

con la Ec. (4.58).

El restar dos ecuaciones diferenciales que gobiernan el transporte de masa a diferentes niveles

de escala es posible siempre y cuando la restricciones sustentadas por las desigualdades (4.67) y

(4.72) permitan adoptar la siguiente aproximación:

〈cAγ〉γ |rγ ≈ 〈cAγ〉γ |x. (4.75)

Basado en lo anterior, una forma aproximada de la Ec. (4.62) es la expresión que se presenta a

continuación:

cAγ |rγ = 〈cAγ〉γ |x + c̃Aγ |rγ , (4.76)

la cual, puede ser interpretada como una separación de escalas y es la base para el planteamiento

del problema de cerradura que se presenta a continuación:

∂c̃Aγ
∂t
− ϕγ〈cAγ〉γ

∂ϕγ
∂t

=∇ · (DAm,γ∇c̃Aγ)− ϕ−1
γ ∇ϕγ ·DAm,γ∇〈cAγ〉γ

− ϕ−1
γ ∇ ·

DAm,γ

V

∫
Aγσ(t)

nγσ c̃AγdA

 . (4.77)

El dominio de solución de la ecuación diferencial anterior está situado en la escala subcelular. Sin

embargo, en el estudio de medios porosos, donde se ha aplicado el método del promedio volumétrico,

es común suponer que el medio es homogéneo, es decir, todas las propiedades f́ısicas no vaŕıan con

la posición. Lo anterior significa que la fracción volumétrica de la fase-γ es constante con la posición
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aunque śı podŕıa variar con el tiempo. Si esta suposición es aplicada a este sistema, entonces la

ecuación anterior se reduce a:

∂c̃Aγ
∂t
− ϕγ〈cAγ〉γ

∂ϕγ
∂t

=∇ · (DAm,γ∇c̃Aγ)−∇ ·

DAm,γ

Vγ

∫
Aγσ(t)

nγσ c̃AγdA

 . (4.78)

Más simplificaciones se pueden hacer basadas en la disparidad de tiempos caracteŕısticos. Para

definir cada uno de éstos se estimarán los órdenes de magnitud de algunos términos de la ecuación

diferencial anterior:

∂c̃Aγ
∂t

=O

[
c̃Aγ
t∗cγ

]
, (4.79a)

ϕγ〈cAγ〉γ
∂ϕγ
∂t

=O

[
〈cAγ〉γϕ2

γ

t∗ϕγ

]
, (4.79b)

∇ · (DAm,γ∇c̃Aγ) =O

[
DAm,γ c̃Aγ

`2γ,s

]
= O

[
c̃Aγ
tsd

]
, (4.79c)

donde se tienen tres tiempos caracteŕısticos: el primero relacionado con los cambios observados

en las desviaciones de la concentración promedio, t∗cγ ; el segundo a los cambios observados en la

fracción volumétrica de la fase-γ, t∗ϕγ ; y el último relacionado al transporte difusivo de la especie

qúımica A a la escala subcelular, el cual se define como sigue:

tsd =
`2γ,s

DAm,γ
. (4.80)

El tiempo necesario para alcanzar el estado estacionario, t∗cγ , siempre va a ser mayor que el tiempo

que le toma a la especie qúımica A transportarse a través de la fase-γ. Además, el tiempo t∗ϕγ

está asociado al tiempo caracteŕıstico del crecimiento celular, ya que la generación de la MEC

depende del número de células existentes; como consecuencia, t∗ϕγ será mucho mayor que el tiempo

caracteŕıstico de los procesos difusivos (Picioreanu y col., 2000; Skowlund, 1990). Matemáticamente,

lo anterior se traduce a lo siguiente:

∂c̃Aγ
∂t
�∇ · (DAm,γ∇c̃Aγ) , (4.81a)

ϕγ〈cAγ〉γ
∂ϕγ
∂t
�∇ · (DAm,γ∇c̃Aγ) . (4.81b)

siempre que se satisfagan las siguientes restricciones de tiempos caracteŕısticos:

tsd
t∗cγ
�1, (4.82a)

ϕ2
γ

〈cAγ〉γ

c̃Aγ

tsd
t∗cγ
�1. (4.82b)
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Como resultado de las restricciones anteriores, la Ec. (4.78) se simplifica a

∇ · (DAm,γ∇c̃Aγ) = ∇ ·

DAm,γ

Vγ

∫
Aγσ

nγσ c̃AγdA

 , en Vγ . (4.83a)

Mediente un anaálisis de orden de magniutd, se puede demostrar que el término difusivo no local

que aparece en el lado derecho de la ecuación anterior se puede despreciar con respecto al término

difusivo que aparece en el lado izquierdo, es decir,

∇ ·

DAm,γ

Vγ

∫
Aγσ

nγσ c̃AγdA

� ∇ · (DAm,γ∇c̃Aγ) (4.83b)

lo anterior es válido si se satisface la siguiente restricción de escala

`γ,s � l.

Por lo tanto, la ecuación (4.83a) se reduce a

∇ · (DAm,γ∇c̃Aγ) = 0, en Vγ . (4.83c)

Para la obtención de las condiciones de frontera del problema de cerradura, se parte de la Ec. (4.17).

Sin embargo, no es conveniente utilizar el flux interfacial expresado en términos de la diferencia de

la velocidad normal de A en la fase-γ y la velocidad interfacial, (v∗Aγ−w) ·nγσ, ya estas velocidades

son dif́ıcilmente conocidas. Para vencer esta dificultad, se hace uso de la relación representada por

la Ec. (4.27), la cual establece que la velocidad normal de la fase-γ es igual a la velocidad interfacial,

vγ · nγσ = w · nγσ, dando como resultado lo siguiente:

cAγ(vAγ − vγ) · nγσ = cAγūγ · nγσ = −DAm,γ∇cAγ · nγσ = 0, en Aγσ. (4.83d)

A continuación, se aplica la descomposición espacial, representada por la Ec. (4.76), a las condiciones

de frontera anterior, obteniendo lo que sigue:

nγσ · ∇c̃Aγ =− nγσ · ∇〈cAγ〉γ , en Aγσ, (4.83e)

c̃Aγ =F (t, rγ), en Aγe. (4.83f)

Este problema de valor en la frontera aún está definido en todo el dominio de la región extracelular

y resulta impráctico resolverlo, ya que requiere el conocimiento de los valores de la concentración

en cada punto de las entradas y salidas del sistema, de acuerdo a la Ec. (4.83f). Sin embargo, como

se verá en los siguientes párrrafos, con el objetivo de reducir la complejidad de este problema, se

definirá un nuevo dominio de solución para este problema de cerradura.
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Problema de cerradura local

Como se mencionó, es conveniente definir un nuevo dominio sobre el cual el problema de

cerradura representado por las ecs. (4.83a)-(4.83f) sea resuelto. Con fundamento en el método

del promedio volumétrico (Whitaker, 1999), la región de promediado puede ser representada por

un medio periódico que es generado por un conjunto de vectores de celda, lk, k = 1, 2, 3. Este medio

periódico recibe el nombre de celda unitaria, cuya longitud caracteŕıstica, `cu, debe ser menor o

igual que la longitud caracteŕıstica de la región de promediado, es decir, `cu ≤ r0. Es importante

mencionar que la idea basada en una celda unitaria no significa que las ecuaciones de transporte

promediadas sean válidas únicamente para medios periódicos. De hecho, esta aproximación es

solamente utilizada para simplificar el problema de cerradura. Como resultado de adoptar este

nuevo dominio de solución, es posible reemplazar la condición de frontera dada por la Ec. (4.83f)

por la siguiente condición periódica:

c̃Aγ (rγ) =c̃Aγ (rγ + lk) , k = 1, 2, 3. (4.84)

Nótese que el único término fuente que aparece en el problema representado por las ecs. (4.83a),

(4.83e) y (4.84) está en la condición interfacial y es ∇〈cAγ〉γ . Dado que el problema es lineal, es

posible plantear una solución del problema en términos de esta fuente:

c̃Aγ =bAγ · ∇〈cAγ〉γ . (4.85)

Esta forma de resolver el problema de valor en la frontera es conocido como el método de

superposición (Whitaker, 1999). Esta solución también puede obtenerse a través de una formulación

integral basada en funciones de Green (Wood y Valdés-Parada, 2013). La variable bAγ , bajo el

contexto del promedio volumétrico, es denominada como variable de cerradura.

Si se sustituye la solución representada por la Ec. (4.85) en el problema definido por las ecs.

(4.83a),(4.83e) y (4.84), se obtiene el siguiente problema de cerradura local en términos de las

variables de cerradura:

∇2bAγ = 0, en Vγ , (4.86a)

con condiciones de frontera:

nγσ · ∇bAγ =− nγσ, en Aγσ, (4.86b)

bAγ (rAγ) =bAγ (rγ + lk) , k = 1, 2, 3. (4.86c)

Además de la condición de frontera y de periodicidad, se especifica la siguiente restricción sobre los

campos de la variable de cerradura

〈bAγ〉γ = 0. (4.86d)
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Este problema es parecido al desarrollado y presentado por Whitaker (1999), caṕıtulo 1, en donde

se estudia el transporte de masa de una especie qúımica a través de un medio poroso con reacción

qúımica heterogénea. La única diferencia entre el problema de cerradura obtenido aqúı y el de

Whitaker (1999), es la condición de frontera interfacial dada por la Ec. (4.86b) debido a la ausencia

de la reacción qúımica.

Dado que la celda unitaria es el dominio sobre el cual el problema de cerradura será resuelto, es

importante que conserve las caracteŕısticas geométricas de la región extracelular, vistas a la escala

subcelular, con el fin de obtener predicciones más reales del coeficiente de difusividad efectiva. Sin

embargo, para fines de este proyecto, estos coeficientes no serán calculados, ya que el interés se

centra en los coeficientes que estarán involucrados en las ecuaciones que describen el crecimiento

celular, que serán desarrollados en el siguiente caṕıtulo.

Ecuación microscópica cerrada

Una vez conocida la solución del problema de cerradura, es posible cerrar la ecuación promedio

representada por la Ec. (4.73), sustituyendo en ésta la Ec. (4.85), obteniendo aśı la siguiente ecuación

microscópica cerrada,

∂ϕγ〈cAγ〉γ

∂t
=∇ · (ϕγDef · ∇〈cAγ〉γ) , (4.87)

donde el coeficiente de difusión efectiva, Def , se define en términos de la variable de cerradura

como:

Def = DAm,γ

I +
1

Vγ

∫
Aγσ

nγσbAγdA

 (4.88)

Para estimar este coeficiente efectivo, es necesaria la solución del problema de cerradura expresada

por las ecs. (4.86a)-(4.86c) en el dominio de una celda unitaria. Es importante notar que la Ec.

(4.87) es una ecuación de medio efectivo que describe el transporte de masa a la escala microscópica,

donde el nuevo medio es concebido como homogéneo. Esta ecuación tiene asociado un coeficiente

de difusividad efectiva que captura las caracteŕısticas esenciales de la escala subcelular.

En la siguiente sección, se desarrollarán las ecuaciones de medio efectivo que describirán el

transporte de masa y cantidad de movimiento de la mezcla multicomponente que componen a la

región extracelular, las cuales describirán la mecánica a la escala microscópica. Por brevedad y para

evitar el uso repetitivo de algunos de los pasos del método del promedio volumétrico que han sido

explicados en esta sección, algunos de éstos serán omitidos en el proceso de escalamiento de las

ecuaciones de continuidad y cantidad de movimiento.
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4.3.3. Escalamiento de las ecuaciones de continuidad y de cantidad de

movimiento

Sobre la región de promediado definida en la Sección 4.3.1, se aplica el operador de promediado

superficial dado por la Ec. (4.32a) a la ecuación de continuidad representada por la Ec. (4.31a) y

se obtiene: 〈
∂ρi
∂t

〉
+ 〈∇ · (ρivi)〉 = 0, para i = γ, σ, (4.89)

A continuación, se aplica el teorema general de transporte y el teorema del promedio espacial al

primer y segundo término de la ecuación anterior, respectivamente; como resultado, se llega a la

siguiente ecuación de continuidad promediada:

ρi
∂ϕi
∂t

+ ρi∇ · 〈vi〉+
1

V

∫
Aij(t)

ρi(vi −w) · nij = 0, para i 6= j. (4.90)

Para obtener la ecuación anterior, se ha empleado la suposición de que la densidad de la fase-i

(i = γ, σ) es constante. Además, si el flux de masa a través de la interfase-γσ es igual a cero, de

acuerdo con la condición interfacial representada por la Ec. (4.27), el resultado anterior se reduce

a:

∂ϕi
∂t

+∇ · 〈vi〉 = 0, i = γ, σ. (4.91)

Para promediar las ecuaciones de cantidad de movimiento se aplica el operador de promedio

superficial a la Ec. (4.31b), como resultado se tiene:

0 = 〈∇ · Ti〉+ 〈ρig〉, para i = γ, σ. (4.92)

Se emplea el teorema del promediado espacial al primer término del lado derecho de la ecuación

anterior. Como resultado, se obtiene la siguiente ecuación promedio:

0 = ∇ · 〈Ti〉+
1

V

∫
Aij

nij · TidA+ ϕiρig, para i, j = γ, σ i 6= j. (4.93)

Este resultado indica que es necesario promediar al tensor total de los esfuerzos de la fase-i. De

aqúı en adelante, el procedimiento de promediado de las ecuaciones de cantidad de movimiento

para las fases fluida y sólida se hará de forma separada, ya que el tensor total de los esfuerzos se

define de forma diferente para cada una de estas fases, ver las ecs. (4.20e) y (4.20g). De esta forma,

el promedio superficial de los tensores superficiales de cada fase son:

Fluido

〈Tγ〉 = −I〈pγ〉+ µγ

∇〈vγ〉+ (∇〈vγ〉)T +
1

V

∫
Aγσ

nγσvγdA+
1

V

∫
Aγσ

vγnγσdA

 , (4.94a)
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Fibras

〈Tσ〉 =µσ

∇〈uσ〉+ (∇〈uσ〉)T +
1

V

∫
Aγσ

nσγuσdA+
1

V

∫
Aγσ

uσnσγdA


+ λσI

∇ · 〈uσ〉+
1

V

∫
Aγσ

nσγ · uσdA

 . (4.94b)

Sustituyendo cada uno de los resultados anteriores en la Ec. (4.93), se obtienen las siguientes

ecuaciones promediadas para cada fase:

Fluido

0 =−∇〈pγ〉+∇ ·
[
µγ
(
∇〈vγ〉+ (∇〈vγ〉)T

)]
+ ϕγργg +∇ ·

µγ
V

 ∫
Aγσ

nγσvγdA+

∫
Aγσ

vγnγσdA




+
1

V

∫
Aγσ

nγσ · TγdA, (4.95a)

Fibras

0 =∇ · µσ[∇〈uσ〉+ (∇〈uσ〉)T ] +∇[λσ∇ · 〈uσ〉] +∇ ·

µσ
V

 ∫
Aγσ

nσγuσdA+

∫
Aγσ

uσnσγdA




+∇

λσ
V

∫
Aγσ

nσγ · uσdA

+
1

V

∫
Aγσ

nσγ · TγdA+ ϕσρσg. (4.95b)

Para la obtención de la ecuación anterior, se ha hecho uso de la condición de frontera dada por

la Ec. (4.31d). A continuación, se sustituyen las definiciones de los esfuerzos totales, dadas por las

ecs. (4.20e) y (4.20g), en las ecuaciones anteriores, se tiene:

Fluido

0 =−∇〈pγ〉+∇ · µγ [∇〈vγ〉+ (∇〈vγ〉)T ] + ϕγργg +∇ ·

µγ
V

 ∫
Aγσ

nγσvγdA+

∫
Aγσ

vγnγσdA




+
1

V

∫
Aγσ

nγσ ·
[
−pγI + µγ

(
∇vγ + (∇vγ)T

)]
dA, (4.96a)
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Fibras

0 =∇ · µσ[∇〈uσ〉+ (∇〈uσ〉)T ] +∇[λσ∇ · 〈uσ〉] +∇ · µσ

 1

V

∫
Aγσ

nσγuσdA+
1

V

∫
Aγσ

uσnσγdA


+∇

λσ
V

∫
Aγσ

nσγ · uσdA

+
1

V

∫
Aγσ

nσγ ·
[
−pγI + µγ(∇vγ + (∇vγ)T )

]
dA

+ ϕσρσg. (4.96b)

Con el objetivo de eliminar las cantidades puntuales que se encuentran dentro de las integrales

superficiales en las ecuaciones anteriores, se recurre a la descomposición espacial escrita para las

cantidades involucradas en las ecuaciones de cantidad de movimiento (Gray, 1975),

ψi = 〈ψ〉i + ψ̃i, para ψ = v,u, p, i = γ, σ. (4.97)

Además, es conveniente reescribir a las ecuaciones en términos de promedios intŕınsecos, de manera

que después de algunos procedimientos algebraicos se llega a lo siguiente:

Fluido

0 =− ϕγ∇〈pγ〉γ +∇ ·
[
ϕγµγ

(
∇〈vγ〉γ + (∇〈vγ〉γ)T

)]
+ ϕγργg −∇ϕγ ·

[
µγ
(
∇〈vγ〉γ + (∇〈vγ〉γ)T

)]
+∇ ·

µγ
V

 ∫
Aγσ

nγσṽγdA+

∫
Aγσ

ṽγnγσdA


+

1

V

∫
Aγσ

nγσ ·
[
−Ip̃γ + µγ

(
∇ṽγ + (∇ṽγ)T

)]
dA.

(4.98a)

Fibras

0 =∇ ·
[
ϕσµσ

(
∇〈uσ〉σ + (∇〈uσ〉σ)T

)]
+∇(ϕσλσ∇ · 〈uσ〉σ) + ϕσρσg

− (∇ϕσ) ·
[
−〈pγ〉γI + +µγ(∇〈vγ〉γ + (∇〈vγ〉γ)T )

]
+∇

λσ
V

∫
Aγσ

nσγ · ũσdA


+∇ ·

µσ
V

 ∫
Aγσ

nσγũσdA+

∫
Aγσ

ũσnσγdA


+

1

V

∫
Aγσ

nσγ ·
[
−Ip̃γ + µγ(∇ṽγ + (∇ṽγ)T )

]
dA.

(4.98b)

Para la obtención de las ecuaciones anteriores, se supuso que los parámetros f́ısicos µγ , κγ , µσ y λσ

son constantes en la región de promediado. Además, de acuerdo a la restricción de escalas dada por
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las expresiones (4.67) y (4.72), los promedios intŕınsecos pueden considerarse constantes dentro de

las integrales superficiales.

Finalmente, si el dominio que se estudia se considera lejos de las fronteras del espacio extracelular

y el medio fibroso es homogéneo, los gradientes de las fracciones volumétricas de cada fase pueden

despreciarse a través de la siguientes disparidad de longitudes caracteŕısticas:

l〈v〉

lϕγ
� 1.

lo anterior estable que la longitud caracteŕıstica asociada a los cambios de la fracción volumétrica

de la fase-γ es mucho mayor que la longitud asociada a los cambios de la velocidad promedio. De

esta forma, las ecuaciones promediadas anteriores se simplifican a

Fluido

0 =−∇〈pγ〉γ +∇ · [µγ(∇〈vγ〉γ + (∇〈vγ〉γ)T )] + ργg +
1

Vγ

∫
Aγσ

nγσ ·
[
−Ip̃γ + µγ(∇ṽγ + (∇ṽγ)T )

]
dA

+∇ ·

µγ
Vγ

 ∫
Aγσ

nγσṽγdA+

∫
Aγσ

ṽγnγσdA


 , (4.99a)

Fibras

0 =∇ ·
[
µσ
(
∇〈uσ〉σ + (∇〈uσ〉σ)T

)]
+∇(λσ∇ · 〈uσ〉σ) + ρσg

+
ϕ−1
σ

V

∫
Aγσ

nσγ ·
[
−p̃γI + µγ(∇ṽγ + (∇ṽγ)T )

]
dA

+∇ ·

ϕ
−1
σ

V

λσ ∫
Aγσ

(nσγ · ũσ)IdA+ µσ

 ∫
Aγσ

nσγũσdA+

∫
Aγσ

ũσnσγdA





. (4.99b)

Las ecuaciones anteriores son una versión no cerrada de las ecuaciones microscópicas que describen

la mecánica celular, ya que aún no se conocen los campos de las desviaciones de los vectores

velocidad del fluido y desplazamiento del sólido, aśı como las desviaciones de la presión del fluido.

El objetivo de la siguiente subsección es la determinación de dichas cantidades.

Problema de cerradura

En esta sección se plantea un problema de valor en la frontera para determinar a las desviaciones

que se encuentran dentro de las integrales de las ecs. (4.99a) y (4.99b). Para esto, sobre la base de
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la descomposición de escalas, representada por la Ec. 4.97, se resta la Ec. (4.91) de la Ec. (4.31a)

para obtener:

ϕ−1
i

∂ϕi
∂t

= ∇ · ṽi, para i = γ, σ. (4.100)

Además, se restan las ecuaciones de movimiento promediadas, representadas por las ecs. (4.99a) y

(4.99b), de la Ec. (4.31b), obteniendo lo que sigue

Fluido

−∇p̃γ +∇ · [µγ(∇ṽγ + (∇ṽγ)T )] =
1

Vγ

∫
Aγσ

nγσ ·
[
−Ip̃γ + µγ(∇ṽγ + (∇ṽγ)T )

]
dA

+∇ ·

µγ
Vγ

 ∫
Aγσ

nγσṽγdA+

∫
Aγσ

ṽγnγσdA


 . (4.101a)

Fibras

∇ · [µσ(∇ũσ + (∇ũσ)T )] +∇(λσ∇ · ũσ) =
1

Vσ

∫
Aγσ

nσγ · [−Ip̃γ + µγ(∇ṽγ + (∇ṽγ)T )]dA

+∇ ·

λσ
Vσ

I

∫
Aγσ

nσγ · ũσdA


+∇ ·

µσ
Vσ

 ∫
Aγσ

nσγũσdA+

∫
Aγσ

ũσnσγdA


 .

(4.101b)

Con el objetivo de determinar si los términos no locales pueden despreciarse, se estimarán los

órdenes de magnitud de los siguientes términos:

∇ · [µγ(∇ṽγ + (∇ṽγ)T )] =O

[
µγ ṽγ
`2γ,s

]
, (4.102a)

∇ · [µσ(∇ũσ + (∇ũσ)T )] =O

[
µσũσ
`2σ,s

]
, (4.102b)

∇(λσ∇ · ũσ) =O

[
λσũσ
`2σ,s

]
, (4.102c)

∇ ·

µγ
Vγ

 ∫
Aγσ

nγσṽγdA+

∫
Aγσ

ṽγnγσdA


 =O

[
µγ ṽγ
`γ,sl

]
, (4.102d)
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∇ ·

µσ
Vσ

 ∫
Aγσ

nσγũσdA+

∫
Aγσ

ũσnσγdA


 =O

[
µσũσ
`σ,sl

]
, (4.102e)

∇ ·

λσ
Vσ

I

∫
Aγσ

nσγ · ũσdA

 =O

[
λσũσ
`σ,sl

]
. (4.102f)

A partir de estos estimados, se pueden plantear las siguientes suposiciones:

∇ ·

µγ
Vγ

 ∫
Aγσ

nγσṽγdA+

∫
Aγσ

ṽγnγσdA


�∇ · [µγ(∇ṽγ + (∇ṽγ)T )], (4.103a)

∇ ·

µσ
Vσ

 ∫
Aγσ

nσγũσdA+

∫
Aγσ

ũσnσγdA


�∇ · [µσ(∇ũσ + (∇ũσ)T )], (4.103b)

∇ ·

λσ
Vσ

I

∫
Aγσ

nσγ · ũσdA

�∇(λσ∇ · ũσ), (4.103c)

las cuales son válidas siempre que se satisfaga la siguiente restricción de escala:

`γ,s, `σ,s � l. (4.104)

Como resultado, los términos no locales en las ecuaciones del fluido y del sólido pueden ser

eliminados, dando lugar a lo siguiente:

Fluido

−∇p̃γ +∇ · [µγ(∇ṽγ + (∇ṽγ)T )] =
1

Vγ

∫
Aγσ

nγσ ·
[
−p̃γI + µγ(∇ṽγ + (∇ṽγ)T )

]
dA. (4.105a)

Fibras

∇ · [µσ(∇ũσ + (∇ũσ)T )] +∇(λσ∇ · ũσ) =
1

Vσ

∫
Aγσ

nσγ · [−p̃γI + µγ(∇ṽγ + (∇ṽγ)T )]dA. (4.105b)

Finalmente, para completar problema de cerradura, es necesario especificar las condiciones de

frontera, las cuales son obtenidas al aplicar la descomposición espacial a las ecs. (4.31c)- (4.31g),

obteniendo aśı lo que sigue:

ṽγ − ṽσ = 〈vσ〉σ − 〈vγ〉γ , en Aγσ. (4.105c)
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nγσ ·
[
− Ip̃γ + µγ(∇ṽγ + (∇ṽγ)T )− µσ(∇ũσ + (∇ũσ)T )− λσI∇ · ũσ

]
= nγσ ·

[
I〈pγ〉γ + µσ(∇〈uσ〉σ + (∇〈uσ〉σ)T )− µγ(∇〈vγ〉

γ + (∇〈vγ〉γ)T ) + λσI∇ · 〈uσ〉σ
]
, en Aγσ,

(4.105d)

ũσ = f(t, rσ), en Aσe, (4.105e)

ṽi = f(t, ri), en Aie i = γ, σ, (4.105f)

p̃γ = f(t, rγ), en Aγe. (4.105g)

Problema de cerradura local

La solución del problema de cerradura definido por las ecs. (4.105a)-(4.105g) requiere del

conocimiento de las desviaciones en cada punto que definen a las entradas y salidas del sistema, las

cuales están indicadas por las ecs. 4.105e-(4.105g). Sin embargo, como se mencionó en la sección

anterior, no se cuenta con ese tipo de información y aún cuando se tuviera, resolver este problema

de valor en la frontera seŕıa impráctico. Para vencer esta dificultad, se adopta una celda unitaria

como el nuevo dominio de solución del problema de cerradura. Por consiguiente, las ecuaciones

4.105e-(4.105g) se reemplazan por condiciones de periodicidad.

Antes de reescribir los problemas de cerradura, es importante señalar que pueden separarse

en dos problemas que pueden resolverse de forma alternativa. El primero está conformado por las

ecuaciones de continuidad y cantidad de movimiento de la fase-γ, aśı como por la ecuación de

continuidad de la fase-σ, como se muestra a continuación:

Problema 1

ϕ−1
γ

∂ϕγ
∂t

= ∇ · ṽγ , en Vγ , (4.106a)

−∇p̃γ +∇ · [µγ(∇ṽγ + (∇ṽγ)T )] =
1

Vγ

∫
Aγσ

nγσ ·
[
−p̃γI + µγ(∇ṽγ + (∇ṽγ)T )

]
dA, en Vγ ,

(4.106b)

ϕ−1
σ

∂ϕσ
∂t

= ∇ · ṽσ, en Vσ, (4.106c)

Estas ecuaciones están acopladas mediante la siguiente condición de frontera interfacial:

ṽγ − ṽσ = 〈vσ〉σ − 〈vγ〉γ , en Aγσ. (4.106d)
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Esta condición de frontera representa el caso no simplificado de cuando la velocidad del sólido

deformable no es despreciable respecto a la velocidad del fluido, tal condición ha sido planteada

por Whitaker (1986c). Sin embargo, con el fin de simplificar el problema mecánico, Whitaker

(1986c) despreció la velocidad del sólido, logrando desacoplar la velocidad del fluido de la del

sólido. Finalmente, este problema es completado con las siguientes condiciones de periodicidad:

ṽγ(rγ + li) = ṽγ(rγ), para i = 1, 2, 3, (4.106e)

ṽσ(rσ + li) = ṽσ(rσ), para i = 1, 2, 3, (4.106f)

p̃γ(rγ + li) = p̃γ(rγ) para i = 1, 2, 3, . (4.106g)

Además de las condiciones anteriores, se hace uso de las siguientes restricciones sobre los campos

de las desviaciones

〈ṽγ〉γ = 0,

〈ṽσ〉σ = 0,

〈p̃γ〉γ = 0.

La estructura matemática de este problema es más compleja que la presentada por Whitaker

(1986c) y Kapellos y col. (2012) en sus estudios del flujo de un fluido a través de una matriz

porosa deformable. El segundo problema de cerradura únicamente involucra a la ecuación de

movimiento del sólido deformable, cuya solución depende de la solución del problema 1 y se presenta

a continuación:

Problema 2

∇ · [µσ(∇ũσ + (∇ũσ)T )] +∇(λσ∇ · ũσ) =
1

Vσ

∫
Aγσ

nσγ · [−p̃γI + µγ(∇ṽγ + (∇ṽγ)T )]dA, en Vσ.

(4.107a)

Esta ecuación diferencial se encuentra sujeta a la siguiente condición interfacial:

nγσ ·
[
− Ip̃γ + µγ(∇ṽγ + (∇ṽγ)T )− µσ(∇ũσ + (∇ũσ)T )− λσI∇ · ũσ

]
=

nγσ ·
[
I〈pγ〉γ + µσ(∇〈uσ〉σ + (∇〈uσ〉σ)T )− µγ(∇〈vγ〉

γ + (∇〈vγ〉γ)T ) + λσI∇ · 〈uσ〉σ
]
, en Aγσ,

(4.107b)
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y a la condición de periocidicidad:

ũσ(rσ + `i) = ũσ(rσ), i = 1, 2, 3. (4.107c)

La restricción impuesta sobre los campos de las desviaciones del vector de deformación es

〈uσ〉σ = 0.

La estructura matemática de este segundo problema de cerradura corresponde a la planteada por

Whitaker (1986c).

Las fuentes del primer problema están localizadas en las ecuaciones de continuidad dadas por

ecs. (4.106a) y (4.106c) y en la condición de frontera (4.106d). Por lo tanto, la solución al problema

1 puede plantearse en términos de estas fuentes de acuerdo al principio de superposición:

ṽγ =Aγ · (〈vσ〉σ − 〈vγ〉γ) + dγγϕ
−1
γ

∂ϕγ
∂t

+ dγσϕ
−1
σ

∂ϕσ
∂t

, (4.108a)

ṽσ =Aσ · (〈vσ〉σ − 〈vγ〉γ) + dσγϕ
−1
γ

∂ϕγ
∂t

+ dσσϕ
−1
σ

∂ϕσ
∂t

, (4.108b)

p̃γ =µγ

[
aγ · (〈vσ〉σ − 〈vγ〉γ) + eγγϕ

−1
γ

∂ϕγ
∂t

+ eγσϕ
−1
σ

∂ϕσ
∂t

]
. (4.108c)

La solución del segundo problema de cerradura puede plantearse en términos de las fuentes de la

condición de frontera dada por la Ec. (4.107b) y de las fuentes del problema 1, esto es,

ũσ =B(3)
σσ :

(
∇〈uσ〉σ + (∇〈uσ〉σ)T

)
+ B(3)

σγ :
(
∇〈vγ〉γ + (∇〈vγ〉γ)T

)
+

+Cσ · (〈vσ〉σ − 〈vγ〉γ) + bσ∇ · 〈uσ〉σ + cσ〈pγ〉γ + eσγϕ
−1
γ

∂ϕγ
∂t

+ eσσϕ
−1
σ

∂ϕσ
∂t

. (4.109a)

donde los números que aparecen como supeŕındices en las cantidades tensoriales indican el orden

del tensor.

Ecuaciones microscópicas cerradas

Una vez conocidas las soluciones del problema de cerradura, las cuales están dadas por las

ecs.(4.108a)-(4.109a), éstas son sustituidas en las integrales interfaciales contenidas en las ecuaciones

microscópicas no cerradas, representadas por las ecs. (4.99a) y (4.99b), obteniendo aśı:

Fluido

0 =−∇〈pγ〉γ +∇ ·
[
µγ(∇〈vγ〉γ + (∇〈vγ〉γ)T )

]
− ϕγµγK−1

γ · (〈vσ〉σ − 〈vγ〉γ) + ργg
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+∇ ·
[
µγF

(3)
γσ · (〈vσ〉σ − 〈vγ〉γ)

]
+∇ ·

(
µγMγγϕ

−1
γ

∂ϕγ
∂t

)
+∇ ·

(
µγMγσϕ

−1
σ

∂ϕσ
∂t

)
+ µγfγγϕ

−1
γ

∂ϕγ
∂t

+ µγfγσϕ
−1
σ

∂ϕσ
∂t

. (4.110a)

Los coeficientes de medio efectivo asociados a esta ecuación se definen a continuación:

F(3)
γσ =

1

Vγ

∫
Aγσ

[nγσAγ + Aγnγσ] dA, (4.110b)

Mγγ =
1

Vγ

∫
Aγσ

[nγσdγγ + dγγnγσ] dA, (4.110c)

Mγσ =
1

Vγ

∫
Aγσ

[nγσdγσ + dγσnγσ] dA, (4.110d)

fγγ =
1

Vγ

∫
Aγσ

nγσ ·
[
−Ieγγ +∇dγγ + (∇dγγ)T

]
dA, (4.110e)

fγσ =
1

Vγ

∫
Aγσ

nγσ ·
[
−Ieγσ +∇dγσ + (∇dγσ)T

]
dA, (4.110f)

Se ha definido al tensor de permeabilidad efectiva, K−1
γ , como sigue:

−ϕγK−1
γ =

1

Vγ

∫
Aγσ

nγσ ·
[
−Iaγ +∇Aγ + (∇Aγ)T

]
dA, (4.110g)

Fibras

0 =−∇ · (µσPσ〈pγ〉γ) +∇ · (λσDσ∇ · 〈uσ〉σ) +∇ ·
[
µσ
(
∇〈uσ〉σ + (∇〈uσ〉σ)T

)]
+ ϕ2

γϕ
−1
σ µγK

(2)−1
γ · (〈vσ〉σ − 〈vγ〉γ) + ρσg +∇ ·

[
µσH

(4)
σσ :

(
∇〈uσ〉σ + (∇〈uσ〉σ)T

)]
+∇ ·

[
µσH

(4)
σγ :

(
∇〈vγ〉γ + (∇〈vγ〉γ)T

)]
+∇ ·

[
µσF

(3)
σγ · (〈vσ〉σ − 〈vγ〉γ)

]
+∇ ·

(
µσMσγϕ

−1
γ

∂ϕγ
∂t

)
+∇ ·

(
µσMσσϕ

−1
σ

∂ϕσ
∂t

)
− ϕγϕ−1

σ µγfγγϕ
−1
γ

∂ϕγ
∂t

+ ϕγϕ
−1
σ µγfγσϕ

−1
σ

∂ϕσ
∂t

. (4.111a)

Los coeficientes de medio efectivo asociados a la ecuación de movimiento de la fase sólida se definen

a continuación:

Pσ = − 1

Vσ

∫
Aγσ

[ασI(nσγ · cσ) + nσγcσ + cσnσγ ] dA, (4.111b)

Dσ = I +
1

Vσ

∫
Aγσ

[
I(nσγ · bσ) + α−1

σ (nσγbσ + bσnσγ)
]
dA, (4.111c)
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F(3)
σγ =

1

Vσ

∫
Aγσ

[ασI (nσγ · Cσ) + nσγCσ + Cσnσγ ] dA, (4.111d)

H(4)
σσ =

1

Vσ

∫
Aγσ

[
ασI

(
nσγ · B(3)

σσ

)
+ nσγB

(3)
σσ + B(3)

σσnσγ

]
dA, (4.111e)

H(4)
σγ =

1

Vσ

∫
Aγσ

[
ασI

(
nσγ · B(3)

σγ

)
+ nσγB

(3)
σγ + B(3)

σγnσγ

]
dA (4.111f)

Mσγ =
1

Vσ

∫
Aγσ

[ασI (nσγ · eσγ) + nσγeσγ + eσγnσγ ] dA, (4.111g)

Mσσ =
1

Vσ

∫
Aγσ

[ασI (nσγ · eσσ) + nσγeσσ + eσσnσγ ] dA, (4.111h)

donde ασ = λσ/µσ.

Para la predicción de los coeficientes efectivos, se requiere del conocimiento de las variables de

cerradura que los definen, de acuerdo a las ecs. (4.110b)-(4.110g) y (4.111b)-(4.111h). Los problemas

de cerradura en términos de las variables de cerradura son generados a partir de los dos problemas

de valor a la frontera definidos por las ecs. (4.106a)-(4.106g) y por las ecs. (4.107a)-(4.107c), los

cuales son presentados en el Apéndice A.

4.3.4. Simplificación de las ecuaciones de cantidad de movimiento microscópicas

Las ecuaciones microscópicas presentadas en las sección anterior tienen asociados varios

coeficientes efectivos, los cuales dependen de la solución de los problemas de cerradura presentados

en el Apéndice A, convirtiéndolas en extremo complicadas para ser utilizadas desde el punto de

visto práctico. Por esta razón, vale la pena explorar la posibilidad de simplificar estas ecuaciones

sin comprometer el nivel de resolución de las mismas.

Para evaluar la importancia que tiene cada término contenido en las ecuaciones de cantidad de

movimiento microscópicas, se llevará a cabo un análisis de orden de magnitud a cada uno de éstos.

Para ello, es necesario determinar la magnitud de cada uno de los coeficientes efectivos, los cuales

a su vez dependen de la estimación del orden de magnitud de las variables de cerradura que los

definen. En el Apéndice A se pueden consultar todos los estimados de las variables de cerradura y

de los coeficientes efectivos asociados a las ecuaciones de cantidad de movimiento.

Se comenzará por estimar los órdenes de magnitud de todos los términos de la ecuación de

movimiento para el fluido extracelular, dada por la Ec. (4.110a), que contienen a las velocidades

promedio y se presentan a continuación:

ϕγµγK
−1
γ · (〈vσ〉σ − 〈vγ〉γ) = O

[
µγ(〈vσ〉σ − 〈vγ〉γ)

ϕγ`2γ,s

]
, (4.112a)
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∇ ·
[
µγF

(3)
γσ · (〈vσ〉σ − 〈vγ〉γ)

]
= O

[
µγ(〈vσ〉σ − 〈vγ〉γ)

`γ,sl

]
, (4.112b)

∇ ·
[
µγ(∇〈vγ〉γ + (∇〈vγ〉γ)T )

]
= O

[
µγ〈vγ〉γ

ll〈v〉

]
, (4.112c)

donde l〈v〉 es la longitud caracteŕıstica de los cambios en la velocidad promedio. De los estimados

anteriores, es claro que el término dominante es el que contiene a la permeabilidad del fluido; por

lo tanto, las siguientes suposiciones son válidas:

∇ ·
[
µγF

(3)
γσ · (〈vσ〉σ − 〈vγ〉γ)

]
�ϕγµγK−1

γ · (〈vσ〉σ − 〈vγ〉γ) , (4.113a)

∇ ·
[
µγ(∇〈vγ〉γ + (∇〈vγ〉γ)T )

]
�ϕγµγK(2)−1

γ · (〈vσ〉σ − 〈vγ〉γ) . (4.113b)

siempre que la siguientes restricciones de escalas se satisfagan

ϕγ`γ,s � l, ϕγ`
2
γ,s � ll〈v〉. (4.114)

Estas restricciones se pueden satisfacer fácilmente en el seno del medio fibroso, es decir lejos de las

fronteras con otro medio, donde no existen cambios abruptos de la velocidad y por consiguiente

l〈v〉 ≈ l. Los estimados de los otros términos dependen de la magnitud de la derivada temporal de

la fracción volumétrica de cada fase, la cual es obtenida a partir de las ecuaciones de continuidad

promediada representadas por la Ec. (4.91),

∂ϕi
∂t

= O

[
〈vi〉i

l〈v〉

]
, (4.115)

De esta forma, se tienen los siguientes estimados:

µγfγγϕ
−1
γ

∂ϕγ
∂t

=O

[
µγ〈vγ〉γ

`γ,sl〈v〉

]
, (4.116a)

µγfγσϕ
−1
σ

∂ϕσ
∂t

=O

[
µγ〈vσ〉σ

`γ,sl〈v〉

]
, (4.116b)

∇ ·
(
µγMγγϕ

−1
γ

∂ϕγ
∂t

)
=O

[
µγ〈vγ〉γ

ll〈v〉

]
, (4.116c)

∇ ·
(
µγMγσϕ

−1
σ

∂ϕσ
∂t

)
=O

[
µγ〈vσ〉σ

ll〈v〉

]
. (4.116d)

Con base en lo anterior, se puede notar que el término ĺıder sigue siendo aquel que contiene a la

permeabilidad del fluido, de manera que las siguientes suposiciones son válidas

µγfγγϕ
−1
γ

∂ϕγ
∂t
�ϕγµγK−1

γ · (〈vσ〉σ − 〈vγ〉γ) , (4.117a)
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µγfγσϕ
−1
σ

∂ϕσ
∂t
�ϕγµγK−1

γ · (〈vσ〉σ − 〈vγ〉γ) , (4.117b)

∇ ·
(
µγMγγϕ

−1
γ

∂ϕγ
∂t

)
�ϕγµγK(2)−1

γ · (〈vσ〉σ − 〈vγ〉γ) , (4.117c)

∇ ·
(
µγMγσϕ

−1
σ

∂ϕσ
∂t

)
�ϕγµγK(2)−1

γ · (〈vσ〉σ − 〈vγ〉γ) , (4.117d)

siempre y cuando las disparidades de escalas representadas por las expresiones (4.114) sean

satisfechas. Como resultado de lo anterior, la ecuación de cantidad de movimiento para el fluido

extracelular se reduce a lo siguiente:

Fluido

0 =−∇〈pγ〉γ − ϕγµγK−1
γ · (〈vσ〉σ − 〈vγ〉γ) + ργg, (4.118)

La forma de esta ecuación corresponde a la bien conocida ecuación de Darcy, la cual ha sido

ampliamente usada en la descripción del transporte de un fluido a través de un medio poroso. Una

forma simplificada de esta ecuación ha sido derivada por Kapellos y col. (2012); Whitaker (1986a).

Para obtener la versión simplificada de la ecuación de movimiento del sólido, se utiliza el mismo

procedimiento utilizado para obtener la Ec. (4.118). De esta forma, se presentan los siguientes

estimados,

∇ ·
[
µσH

(4)
σγ :

(
∇〈vγ〉γ + (∇〈vγ〉γ)T

)]
= O

[
µγ〈vγ〉γ

ll〈v〉

]
, (4.119a)

∇ ·
[
µσF

(3)
σγ · (〈vσ〉σ − 〈vγ〉γ)

]
= O

[
µγ (〈vσ〉σ − 〈vγ〉γ)

ϕσ`σ,sl

]
, (4.119b)

∇ ·
(
µσMσγϕ

−1
γ

∂ϕγ
∂t

)
= O

[
ϕγµγ〈vγ〉γ

ϕσll〈v〉

]
, (4.119c)

∇ ·
(
µσMσσϕ

−1
σ

∂ϕσ
∂t

)
= O

[
ϕγµγ〈vσ〉σ

ϕσll〈v〉

]
. (4.119d)

Con base en lo anterior, se pueden establecer las siguientes suposiciones:

∇ ·
[
µσH

(4)
σγ :

(
∇〈vγ〉γ + (∇〈vγ〉γ)T

)]
�ϕ2

γϕ
−1
σ µγK

−1
γ · (〈vσ〉σ − 〈vγ〉γ) , (4.120a)

∇ ·
[
µσF

(3)
σγ · (〈vσ〉σ − 〈vγ〉γ)

]
�ϕ2

γϕ
−1
σ µγK

−1
γ · (〈vσ〉σ − 〈vγ〉γ) , (4.120b)

∇ ·
(
µσMσγϕ

−1
γ

∂ϕγ
∂t

)
�ϕ2

γϕ
−1
σ µγK

−1
γ · (〈vσ〉σ − 〈vγ〉γ) , (4.120c)

∇ ·
(
µσMσσϕ

−1
σ

∂ϕσ
∂t

)
�ϕ2

γϕ
−1
σ µγK

−1
γ · (〈vσ〉σ − 〈vγ〉γ) . (4.120d)

las cuales son válidas si las expresiones dadas en (4.114) se satisfacen. Ahora, se analizarán los

términos que contienen al vector desplazamiento de la fase sólida:

∇ · (λσDσ∇ · 〈uσ〉σ) = O

[
λσ∇ · 〈uσ〉σ

l

]
, (4.121a)
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∇ ·
[
µσH

(4)
σσ :

(
∇〈uσ〉σ + (∇〈uσ〉σ)T

)]
= O

[
µσ〈uσ〉σ

ll〈u〉

]
, (4.121b)

Por el momento no es posible comparar estos estimados con el correspondiente al término de Darcy,

ya que se desconoce la relación que existe entre el promedio del vector desplazamiento y el promedio

de la velocidad del sólido; por lo tanto, no se pueden despreciar estos términos. De esta forma, con

base en la disparidad de escalas caracteŕısticas expresada por (4.114), la ecuación de movimiento

del sólido deformable se reduce a lo siguiente:

Fibras

0 =−∇ · (µσPσ〈pγ〉γ) +∇ · (λσDσ∇ · 〈uσ〉σ) +∇ ·
[
µσ
(
∇〈uσ〉σ + (∇〈uσ〉σ)T

)]
+∇ ·

[
µσH

(4)
σσ :

(
∇〈uσ〉σ + (∇〈uσ〉σ)T

)]
+ ϕ2

γϕ
−1
σ µγK

−1
γ · (〈vσ〉σ − 〈vγ〉γ) + ρσg. (4.122)

Las ecuaciones representadas por las ecs. (4.91), (4.118) y (4.122) son las versiones de no

equilibrio de las ecuaciones de medio efectivo que describen la mecánica del espacio extracelular, ya

que se tiene una ecuación para cada fase. Sin embargo, los modelos mecánicos usados y reportados en

la literatura se caracterizan por consistir de una sola ecuación (Kapellos y col., 2010). Lo anterior

sugiere que sobre la base de las ecuaciones de no equilibrio se podŕıa desarrollar el modelo de

una sola ecuación, la cual bajo el contexto del promedio volumétrico puede ser desarrollada si el

principio de equilibrio mecánico se satisface. Lo anterior requiere imponer restricciones adicionales

a la planteada por la expresión (4.114). En la siguiente sección, se desarrollará dicho modelo con

el objetivo de encontrar una correspondencia entre los modelos reconocidos en la literatura y el

desarrollado en este trabajo.

4.3.5. Modelo de una ecuación para el transporte de cantidad de movimiento

en la región extracelular

El objetivo de esta sección es obtener un modelo mecánico que consista de una sola ecuación

expresada en términos de una presión, una densidad y una velocidad. Para ello, es necesario definir

estas cantidades en términos de aquellas relativas a cada fase. Se comienza definiendo un operador

de promediado espacial de una cantidad genérica como sigue:

〈ψ〉 =
1

V

∫
V

ψdV, ψ = p,v. (4.123)

Nótese que la definición anterior es diferente a la del promedio superficial proporcionada por la

Ec. (4.32a), ya que el dominio de integración del promedio espacial incluye al volumen total de la
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región de promediado. De esta forma, dado que V = Vγ + Vσ, entonces la integral volumétrica de

la definición anterior puede ser descompuesta de la siguiente manera:

〈ψ〉 =
1

V

∫
Vγ

ψγdV +
1

V

∫
Vσ

ψσdV, ψ = p,v, (4.124a)

lo anterior es equivalente a

〈ψ〉 =〈ψγ〉+ 〈ψσ〉, (4.124b)

la relación anterior puede reescribirse en términos de las cantidades promedio intŕınsecas como:

〈ψ〉 =ϕγ〈ψγ〉γ + ϕσ〈ψσ〉σ. (4.124c)

De acuerdo a lo anterior, el promedio espacial de una cantidad, 〈ψ〉, se define como la suma

ponderada de los promedios intŕınsecos de cada fase. Cuando la variable genérica, ψ, es la velocidad,

se tiene lo siguiente:

〈v〉 =
1

V

∫
Vγ

vγdV +
1

V

∫
Vσ

vσdV. (4.125)

Sustituyendo la definición dada por la Ec. (4.26), para i = σ, en la ecuación anterior, se tiene el

siguiente resultado:

〈v〉 =
1

V

∫
Vγ

vγdV +
1

V

∫
Vσ

∂uσ
∂t

dV. (4.126)

A continuación, se aplica el teorema general de transporte, dado por la Ec. 4.40, para intercambiar

el orden entre integración y diferenciación:

〈v〉 =
1

V

∫
Vγ

vγdV +
1

V

d

dt

∫
Vσ

uσdV −
1

V

∫
Aγσ

uσw · nσγdA. (4.127)

Dado que el volumen de la región de promediado es constante, la definición anterior puede ser

reescrita como sigue:

〈v〉 =〈vγ〉+
d

dt
〈uσ〉 −

1

V

∫
Aγσ

uσw · nσγdA, (4.128)

Además, la cantidad 〈uσ〉 está definida en un punto fijo del espacio; por consiguiente, la derivada

total se convierte en derivada parcial,

〈v〉 =〈vγ〉+
∂

∂t
〈uσ〉 −

1

V

∫
Aγσ

uσw · nσγdA. (4.129)
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En notación compacta, la ecuación anterior puede ser reescrita como:

〈v〉 =〈vγ〉+ 〈vσ〉, (4.130)

donde se ha definido al promedio superficial de la velocidad del sólido deformable de la siguiente

forma:

〈vσ〉 =
∂

∂t
〈uσ〉 −

1

V

∫
Aγσ(t)

uσw · nσγdA. (4.131)

A continuación, se busca una relación entre el promedio superficial de la velocidad del sólido y su

promedio intŕınseco. Para ello, la ecuación anterior se escribe en términos del promedio intŕınseco

del vector desplazamiento y posteriormete se aplica la regla del producto de una derivada, dando

como resultado:

〈vσ〉 =ϕσ
∂

∂t
〈uσ〉σ + 〈uσ〉σ

∂

∂t
ϕσ −

1

V

∫
Aγσ

uσw · nσγdA. (4.132)

Aplicando la descomposición espacial, dada por la Ec. (4.97), a la integral de la última ecuación,

〈vσ〉 =ϕσ
∂

∂t
〈uσ〉σ + 〈uσ〉σ

∂

∂t
ϕσ −

1

V

∫
Aγσ

ũσw · nσγdA−
1

V

∫
Aγσ

w · nσγdA〈uσ〉σ. (4.133)

Cuando una propiedad es constante, se puede demostrar del teorema general del transporte, Ec.

4.40, la siguiente relación geométrica:

∂ϕσ
∂t

=
1

V

∫
Aγσ

w · nσγdA. (4.134)

Con base en esta relación, la ecuación (4.133) se reduce a lo siguiente:

〈vσ〉 =ϕσ

 ∂
∂t
〈uσ〉σ −

1

ϕσV

∫
Aγσ

ũσw · nσγdA

 (4.135)

donde ahora se define a la velocidad del sólido promedio intŕınseca:

〈vσ〉σ =
∂

∂t
〈uσ〉σ −

1

Vσ

∫
Aγσ

ũσw · nσγdA. (4.136)

Se explorará la posibilidad de que la integral superficial de las desviaciones del vector desplazamiento

pueda despreciarse. Para hacer este análisis, es necesario hacer un estimado de orden de magnitud

de dicho término

1

Vσ

∫
Aγσ

ũσw · nσγdA = O

[
ũσw

`σ,s

]
(4.137)
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Dado que el flux de masa total a través de las fronteras entre las fibras y fluido es cero, las

velocidades normales de cada fase son iguales a la velocidad de desplazamiento de la interfase, es

decir, nγσ · vγ = nγσ ·w = nγσ · vσ. Por lo tanto, el estimado anterior es equivalente a:

1

Vσ

∫
Aγσ

ũσw · nσγdA = O

[
ũσvσ
`σ,s

]
(4.138)

Si se establece que el orden de magnitud de la velocidad del sólido es vσ = O[`σ,s/t
∗
`σ

], el estimado

anterior puede reescribirse como sigue,

1

Vσ

∫
Aγσ

ũσw · nσγdA = O

[
ũσ
t∗`σ

]
. (4.139)

La siguiente desigualdad será válida

1

Vσ

∫
Aγσ

ũσw · nσγdA�
∂

∂t
〈uσ〉σ, (4.140)

siempre y cuando se satisfaga la siguiente restricción

ũσ
t∗`σ
� 〈uσ〉

σ

t∗〈u〉
, (4.141)

donde t∗〈u〉 es el tiempo caracteŕıstico durante el cual se observan cambios del promedio del vector

desplazamiento y t∗`σ es el tiempo caracteŕıstico durante el cual se observan los cambios del vector

desplazamiento de una sola fibra. Si se supone que estos tiempos caracteŕısticos son iguales, lo cual

implica que el tiempo que le toma deformarse a una sola célula es el mismo tiempo que el que le

toma deformarse a decenas de células, se tiene la siguiente restricción:

ũσ
〈uσ〉σ

� 1. (4.142)

Lo anterior puede comprobarse a partir de la solución del problema de cerradura dada por la Ec.

(4.109a), de la cual puede obtenerse el estimado de orden de magnitud de las desviaciones del vector

desplazamiento:

ũσ = O

[
`σ,s
l〈u〉
〈uσ〉σ

]
, (4.143)

si además existe una disparidad de escalas de la forma `σ,s � l〈u〉 entonces ũσ � 〈uσ〉σ. Por lo

tanto, la velocidad promedio intŕınseca, definida por la Ec. (4.136), puede simplificarse a:

〈vσ〉σ =
∂

∂t
〈uσ〉σ. (4.144)
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De acuerdo a la ecuación (4.135) puede establecerse la siguiente relación entre el promedio superficial

e intŕınseco de la velocidad del sólido:

〈vσ〉 =ϕσ〈vσ〉σ. (4.145)

Después de integrar la Ec. (4.144), se puede establecer una relación entre el vector desplazamiento

y el vector velocidad, esto es, ∫ t∗〈u〉

τ0

〈vσ〉σ∂t =

∫ t∗〈u〉

τ0

∂〈uσ〉σ. (4.146)

donde τ0 es un tiempo de referencia. Si la aceleración de las fibras a un nivel de escala microscópico

es cero, esto significa que el promedio intŕınseco de la velocidad es constante, entonces la relación

entre los vectores de velocidad y desplazamiento queda expresada como sigue:

〈uσ〉σ|t∗〈u〉 = 〈vσ〉σ
(
t∗〈u〉 − τ0

)
+ 〈uσ〉σ|τ0. (4.147)

Multiplicando la Ec. (4.122) por la fracción volumétrica de la fase sólida, ϕσ, y utilizando la relación

dada por la Ec. (4.147), se obtiene la siguiente ecuación de cantidad de movimiento en términos de

la velocidad del sólido:

Sólido

0 =−∇ · (ϕσµσPσ〈pγ〉γ) +∇ · (ϕσλ∗σDσ∇ · 〈vσ〉σ) +∇ ·
[
ϕσµ

∗
σ

(
∇〈vσ〉σ + (∇〈vσ〉σ)T

)]
+∇ ·

[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇〈vσ〉σ + (∇〈vσ〉σ)T

)]
+ ϕ2

γµγK
−1
γ · (〈vσ〉σ − 〈vγ〉γ) + ϕσρσg + Γ.

(4.148)

Es importatante señalar que el uso de la ecuación anterior está restringido al tiempo caracteŕıstico

que sustenta a la restricción dada por la expresión (4.142). En la ecuación promediada del sólido,

se han definido los siguientes parámetros:

λ∗σ =
(
t∗〈u〉 − τ0

)
λσ (4.149a)

µ∗σ =
(
t∗〈u〉 − τ0

)
µσ (4.149b)

y

Γ =∇ · (ϕσλ∗σDσ∇ · 〈uσ〉σ|τ0) +∇ ·
[
ϕσµ

∗
σ

(
∇〈uσ〉σ|τ0 + (∇〈uσ〉σ|τ0)T

)]
+∇ ·

[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇〈uσ〉σ|τ0 + (∇〈uσ〉σ|τ0)T

)]
. (4.149c)

Si τ0 es un tiempo de referencia durante el cual no hay variaciones espaciales del vector de

desplazamiento, o bien es cero, entonces

Γ = 0. (4.150)
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Finalmente, si se multiplica a la Ec. (4.118) por ϕγ y al resultado se le suma la Ec. (4.148), se

obtiene el siguiente modelo de una sola ecuación:

0 =− ϕγ∇〈pγ〉γ −∇ · (ϕσµσPσ〈pγ〉γ) +∇ · (ϕσλ∗σDσ∇ · 〈vσ〉σ) +∇ ·
[
ϕσµ

∗
σ

(
∇〈vσ〉σ + (∇〈vσ〉σ)T

)]
+∇ ·

[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇〈vσ〉σ + (∇〈vσ〉σ)T

)]
+ ρg. (4.151)

donde la densidad de mezclado, ρ, se define como:

ρ = ϕγργ + ϕσρσ. (4.152)

Las ecuaciones de continuidad promediadas para cada fase, representadas por la Ec. (4.91), también

son sumadas para obtener lo siguiente:

∂

∂t
(ϕγ + ϕσ) +∇ · 〈v〉 = 0, (4.153)

Si el principio de saturación se satisface, es decir, se cumple que ϕγ +ϕσ = 1 en cualquier instante

de tiempo, la ecuación anterior se reduce a:

∇ · 〈v〉 = 0. (4.154)

La Ec. (4.151) aún contiene cantidades promedio correspondientes a cada fase mientras que, la

ecuación de continuidad está sólo en términos de la velocidad promedio espacial. En los siguientes

párrafos, el objetivo será la obtención de una sola ecuación en términos del promedio espacial de

la presión y de la velocidad.

Modelo de una sola ecuación bajo condiciones de equilibrio mecánico

En la Sección 4.3.3 fueron definidas las desviaciones a la escala subcelular por medio de la

Ec. (4.97), a continuación se definirán a las desviaciones con respecto al promedio espacial de una

cantidad genérica

〈ψi〉i = 〈ψ〉+ ψ̂i, ψ = v, i = γ, σ (4.155)

La diferencia entre la descomposición anterior y la dada por la Ec. (4.97), radica en que la primera

no representa una descomposición de escalas, ya que involucra cantidades que están definidas a un

nivel de escala microscópica. Aplicando la descomposición dada por la Ec. (4.155) a la Ec. (4.151),

se obtiene lo siguiente:

0 =− ϕγ∇〈pγ〉γ −∇ · (ϕσµσPσ〈pγ〉γ) +∇ · (ϕσλ∗σDσ∇ · 〈v〉) +∇ ·
[
µ∗γσ

(
∇〈v〉+ (∇〈v〉)T

)]
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+∇ ·
[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇〈v〉+ (∇〈v〉)T

)]
+ ρg +∇ · (ϕσλ∗σDσ∇ · v̂σ) +∇ ·

[
ϕγµγ(∇v̂γ + (∇v̂γ)T )

]
+∇ ·

[
ϕσµ

∗
σ(∇v̂σ + (∇v̂σ)T )

]
+∇ ·

[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇v̂σ + (∇v̂σ)T

)]
. (4.156)

El equilibrio mecánico es válido siempre y cuando exista una disparidad de escalas del la forma `/l;

como consecuencia, las siguientes restricciones se satisfacen:

(ϕσλ
∗
σDσ∇ · v̂σ)� ∇ · (ϕσλ∗σDσ∇ · 〈v〉) , (4.157a)

∇ ·
[
ϕγµγ(∇v̂γ + (∇v̂γ)T )

]
� ∇ ·

[
µ∗γσ

(
∇〈v〉+ (∇〈v〉)T

)]
, (4.157b)

∇ ·
[
ϕσµ

∗
σ(∇v̂σ + (∇v̂σ)T )

]
� ∇ ·

[
µ∗γσ

(
∇〈v〉+ (∇〈v〉)T

)]
, (4.157c)

∇ ·
[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇v̂σ + (∇v̂σ)T

)]
� ∇ ·

[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇〈v〉+ (∇〈v〉)T

)]
. (4.157d)

Como consecuencia, la ecuación de cantidad de movimiento bajo condiciones de equilibrio es

0 =− ϕγ∇〈pγ〉γ −∇ · (ϕσµσPσ〈pγ〉γ) +∇ · (ϕσλ∗σDσ∇ · 〈v〉) +∇ ·
[
µ∗γσ

(
∇〈v〉+ (∇〈v〉)T

)]
+∇ ·

[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇〈v〉+ (∇〈v〉)T

)]
+ ρg, (4.158)

donde la viscosidad de mezclado, µ∗γσ, se define como:

µ∗γσ = ϕγµγ + ϕσµ
∗
σ. (4.159)

De la ecuación de equilibrio mecánico, se puede definir al tensor efectivo de los esfuerzos a la escala

microscópica como sigue:

Tγσef =− Pγσ〈pγ〉γ + ϕσλ
∗
σDσ∇ · 〈v〉+ µ∗γσ

(
∇〈v〉+ (∇〈v〉)T

)
+ ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇〈v〉+ (∇〈v〉)T

)
.

(4.160)

donde, el tensor de mezclado Pγσ se define como:

Pγσ =ϕγI + ϕσµσPσ, (4.161)

Como consecuencia de la definición (4.160), la ecuación de movimiento dada por (4.158) puede

reescribirse en una forma más simple como:

0 = ∇ · Tγσef . (4.162)

Problema de cerradura asociado al modelo de equilibrio mecánico

Los tres coeficientes efectivos que describen al tensor de los esfuerzos superficiales, representado

por la Ec. (4.160), pueden ser calculados mediante la solución de los siguientes tres problemas de

cerradura, los cuales son formulados y presentados en el Apéndice A:
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Para el cálculo del coeficiente Dσ:

0 =∇ ·
[
∇bσ + (∇bσ)T

]
+∇ (ασ∇ · bσ) , en Vσ, (4.163a)

Sujeta la condición de frontera

nγσ ·
[
∇bσ + (∇bσ)T + ασI∇ · bσ

]
= −ασnγσ, en Aγσ, (4.163b)

hay que recordar que ασ = λσ/µσ. La condición de periodicidad

bσ(rσ) =bσ(rσ + li) i = 1, 2, 3. (4.163c)

〈bσ〉σ = 0. (4.163d)

Para el cálculo del coeficiente Pσ

0 =∇ ·
[
∇cσ + (∇cσ)T

]
+∇ (ασ∇ · cσ) en Vσ, (4.164a)

con condición de frontera:

nγσ ·
[
∇cσ + (∇cσ)T + ασI∇ · cσ

]
= −µ−1

σ nγσ, en Aγσ, (4.164b)

y la condición de de periodicidad

cσ(rσ) =cσ(rσ + li) i = 1, 2, 3, (4.164c)

〈cσ〉σ = 0. (4.164d)

Para el cálculo del coeficiente H
(4)
σσ

0(3) =∇ ·
[
∇B(3)

σσ +
(
∇B(3)

σσ

)T]
+∇

(
ασ∇ · B(3)

σσ

)
, en Vσ, (4.165a)

la condición de frontera es:

nγσ ·
(
∇B(3)

σσ + (∇B(3)
σσ )T + ασI

(2)∇ · B(3)
σσ

)
= −nγσI, en Aγσ, (4.165b)

donde η = µγ/µσ. La condición de periodicidad es:

B(3)
σσ (rσ) =B(3)

σσ (rσ + li), i = 1, 2, 3. (4.165c)

〈B(3)
σσ 〉σ = 0. (4.165d)
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4.4. Escalamiento de las ecuaciones de transporte desde la escala

subcelular a la escala microscópica en el interior de una célula

En la Sección 4.3.1 se definieron los operadores de promediado superficial e intŕınseco en una

región de promediado aplicada a la región extracelular, la cual está conformada por dos fases: el

fluido y el sólido deformable. En esta sección se definirá una región de promediado de tamaño

r0 para el interior de una célula, la cual consiste de una sola fase. Esta región de promediado es

invariante con el tiempo y el espacio y debe contener las caracteŕısticas esenciales del interior de una

célula a la escala subcelular. En esta región, se definen los siguientes dos operadores de promediado:

Promedio superficial

〈ψκ〉|x =
1

V

∫
Vκ(x)

ψκ|rκdV, ψ = cA, ρ,u, p. (4.166)

Promedio intŕınseco

〈ψκ〉κ|x =
1

Vκ(x)

∫
Vκ(x)

ψκ|rκdV, ψ = cA, ρ,u, p. (4.167)

El volumen total de la región de promediado es la suma total del volumen de cada una de las fases

que conforman al interior de una célula; sin embargo dado que sólo se tiene una fase entonces,

V = Vκ(x),

como consecuencia de los anterior, los promedios superficiales e intŕınsecos son iguales, esto es,

〈ψκ〉|x = 〈ψκ〉κ|x. (4.168)

El procedimiento utilizado para la obtención las ecuaciones de medio efectivo para el interior de

una célula es el que se ha explicado en la Sección 4.3. Por brevedad, aqúı sólo se retomará y se

simplificarán los resultados obtenidos en la región extracelular para obtener la ecuación de la región

intracelular. La ecuación de continuidad de especies qúımicas puede ser obtendia después simplificar

a la Ec. (4.73) y es la siguiente:

∂〈cAκ〉κ

∂t
=∇ · (DAm,κ∇〈cAκ〉κ) + 〈RAκ〉κ. (4.169)

La ecuación de continuidad total promediada es obtenida simplificando a la Ec. (4.91) para obtener:

∇ · 〈vκ〉κ = 0. (4.170)
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La ecuación de cantidad de movimiento promediada se obtiene simplificando a la Ec. (4.99b)

0 =∇ ·
[
µκ
(
∇〈uκ〉κ + (∇〈uκ〉κ)T

)]
+∇(λκ∇ · 〈uκ〉κ) + ρκg. (4.171)

Para la obtención de todas estas ecuaciones, se han eliminado todas las integrales interfaciales de

las ecs. (4.73), (4.91) y (4.99b). La ecuación anterior, puede ser reescrita de la siguiente forma:

0 =∇ · Tef,κ + ρκg (4.172)

donde se puede reconocer que el tensor de los esfuerzos de medio efectivo se define como sigue:

Tef,κ = µκ
(
∇〈uκ〉κ + (∇〈uκ〉κ)T

)
+ λκI∇ · 〈uκ〉κ. (4.173)

Es importante señalar que las ecuaciones promediadas obtenidas en esta sección tienen la misma

estructura matemática y los mismos coeficientes asociados que sus contrapartes a la escala

subcelular. No obstante, la diferencia entre éstas radica en la definición de las variables dependientes

que contienen. Mientras que cAκ y uκ están definidas a una escala de longitud donde la hipótesis

del continuo es válida, las variables 〈cAκ〉κ y 〈uκ〉κ están definidas en una región cuya longitud

caracteŕıstica está relacionada con el volumen promediante.

4.5. Comentarios de fin de caṕıtulo

En este caṕıtulo se presentó el desarrollo para obtener las ecuaciones de medio efectivo que

rigen el transporte de especies qúımicas y de cantidad de movimiento de las regiones intracelular

y extracelular en el interior de un aglomerado de células. Estas ecuaciones serán el punto de

partida para un segundo proceso de escalamiento, ya que el objetivo final es la obtención de las

ecuaciones que describen el crecimiento de sistemas multicelulares a la escala Darcy. En este punto,

es pertinente mencionar algunos puntos:

Los modelos mecánicos de la región extracelular derivados en este trabajo, representan una

descripción más completa que la presentada por Kapellos y col. (2012), quienes simplificaron

la condición de frontera dada por la Ec. 4.31c e ignoraron los cambios en las fracciones

volumétricas de las fases fluida y sólida.

Como resultado del escalamiento de las ecuaciones de la región extracelular que rigen la escala

subcelular para obtener las de la escala microscópica, surgió el tensor efectivo de los esfuerzos

superficiales, el cual contiene tanto parámetros elásticos como viscosos ver Ec. (4.160). Esto es

consistente con el hecho de que a un nivel de escala de microscópico, la región extracelular ha

sido descrita como un material viscoelástico que combina las propiedades elásticas y viscosas.
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Se debe recordar que a la escala subcelular la matriz extracelular está compuesta por las

fibras que se comportan como sólidas elásticos, las cuáles están inmersas en un fluido viscoso.

Los modelos de medios efectivo obtenidos en este caṕıtulo, serán el punto de partida para

el segundo proceso de escalamiento de las ecuaciones de transporte para la obtención de los

modelos que describirán el crecimiento celular a la escala-Darcy.
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Caṕıtulo 5

Escalamiento de las ecuaciones que

describen el transporte de masa y de

cantidad de movimiento desde la

escala microscópica a la escala-Darcy

En este caṕıtulo se presenta el desarrollo matemático utilizado para obtener las ecuaciones que

describen el crecimiento celular a la escala-Darcy en un agregado celular conformado por diferentes

tipos de células y la región extracelular. En el caṕıtulo anterior, se dedujeron las ecuaciones de

medio efectivo que describen el transporte de masa y de cantidad de movimiento en el interior

de una célula y en la región extracelular a la escala microscópica, a partir de una descripción

a la escala subcelular. Las ecuaciones obtenidas en el caṕıtulo anterior son el punto de partida

para llevar a cabo el segundo proceso de escalamiento. En la Sección 5.1, se presenta el conjunto

de suposiciones y consideraciones que describen a un aglomerado celular visto a una escala cuya

longitud caracteŕıstica es equivalente al tamaño de decenas de células (≈ 10l). En la Sección 5.2,

se presentan las ecuaciones de transporte de masa y de cantidad de movimiento que rigen los

procesos a la escala microscópica. En la Sección 5.3, se definen a la región y a los operadores de

promediado, que son la base para el escalamiento de las ecuaciones presentadas en la Sección 5.2.

En la Sección 5.4, se presenta el desarrollo matemático para la obtención de las ecuaciones de

continuidad de especies qúımicas a la escala Darcy. Como resultado del proceso de escalamiento,

se obtienen las ecuaciones de no equilibrio que describen el transporte de masa de una especie

qúımica en cada una de las regiones que conforman al sistema multicelular. Posteriormente, bajo

el concepto de equilibrio local de masa, se obtiene el modelo que consiste de una sola ecuación en

93



términos de una concentración ponderada. Se presentan las restricciones de escala que validan el

uso del modelo de equilibrio y se calcula de manera teórica el coeficiente de difusividad efectiva

asociado a este modelo. En la Sección 5.5, se presenta el desarrollo matemático para la obtención

de las ecuaciones que describen el transporte de cantidad de movimiento a la escala Darcy. Como

resultado, se obtienen las ecuaciones promediadas de continuidad para las regiones celulares y la

región extracelular junto con una ecuación tipo-Darcy para el fluido extracelular y las ecuaciones

de movimiento para las regiones celulares. En la Sección 5.6, se resumen las ecuaciones obtenidas

en las Secciones 5.4 y 5.5. Sin embargo, dado que estas ecuaciones no corresponden a aquellas que

han sido reportadas en la literatura para predecir el crecimiento celular, en la Sección 5.7 se les

da un tratamiento algebraico con el objetivo de reconocer esta correspondencia. En esta parte, se

propone un modelo de equilibrio mecánico entre las regiones celulares y se define a la dilatación

de las células. Finalmente, en la Sección 5.8, se presenta la estructura matemática final de las

ecuaciones que describen el crecimiento de cada población celular a la escala Darcy y se analiza el

caso estudiado por Wood y Whitaker (1999), longrando demostrar que la velocidad de las células

puede expresarse en función de las reacciones intracelulares.

5.1. Conjunto de suposiciones y consideraciones adoptadas para

el modelo matemático a la escala microscópica

Con el objetivo de relacionar a las variables y parámetros que describen al sistema celular a la

escala-Darcy con aquellos correspondientes a la escala microscópica, se establecerán un conjunto

de suposiciones sobre el cual se propondrá el modelo matemático que describe a los procesos que

ocurren a la microescala. Algunas de estas suposiciones han sido adoptadas en una variedad de

aplicaciones, siendo razonables en un amplio rango de situaciones y son las siguientes:

1. La estructura microscópica del sistema multicelular estudiado aqúı, está conformado por

cuatro diferentes regiones homogéneas: una región extracelular (región-β) en la que se

encuentran inmersas tres diferentes regiones celulares, cada una de ellas relativa a cada tipo

celular, dos tipos de células vivas con diferentes actividades metabólicas y funciones (región-P

y región-Q), y células muertas (región-N), ver Fig. 5.1. En el contexto de este trabajo, una

región es un material que está conformado por una o más fases (Ochoa y Soria, 1995). En este

sentido, la región extracelular que contiene una red de fibras uniformemente distribuidas en

un fluido forman una región heterogénea. Mientras que, las regiones P , Q y N son regiones

homogéneas que consisten de una sola fase.

2. La células (regiones P , Q y N) se comportan como sólidos elásticos que se deforman

Proyecto de investigación doctoral 94



Escala Darcy

Agregados de células

Canales
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Región extracelular
región-b

Escala microscópica

Región-P

Región-Q

Región-N Región de promediado

              V

l
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Figura 5.1. Modelo hipotético del interior de un agregado celular a la escala microscópica.

linealmente e infinitesimalmente cuando son sujetos a fuerzas mecánicas que actúan sobre

ellos.

3. La región extracelular, región-β, es un material viscoelástico que combina las propiedades de

un fluido Newtoniano y las de un sólido con deformación lineal e infinitesimal.

4. Las especies qúımicas clave son solamente transportadas a través de las células vivas y la

región extracelular. Además, las reacciones metabólicas únicamente ocurren en el interior de

las células vivas.

5. La velocidad de crecimiento celular depende, principalmente, del transporte de masa de

Proyecto de investigación doctoral 95



especies qúımicas a través de la región-β, substrato (A) y ox́ıgeno (B), y las subsecuentes

reacciones metabólicas en el interior de las células vivas. Cuando A y B llegan al interior

de la células, éstas se combinan mediante reacciones enzimáticas para formar los siguientes

productos: (1) poĺımeros extracelulares creados en las células y que después son transportados

a la región-β, (especie C); (2) productos de despedicio que son el resultado del metabolismo

celular y que son transportados hacia la región extracelular (especie D); y (3) productos

intracelulares que incrementan la masa celular y que no son transportadas hacia el exterior

de la célula (especie E). Este modelo simplificado del metabolismo celular ha sido propuesto

por Domach y col. (1984); Hisieh y col. (1994) y utilizado por Wood y Whitaker (1999, 2000),

el cual es ilustrado en la fig. 5.2.

6. Los procesos bioqúımicos ilustrados en la fig. 5.2 obedecen la siguiente reacción

estequiometŕıca simplificada (Domach y col., 1984; Hisieh y col., 1994):

ηAiAi + ηBBi → ηCiCi + ηDiDi + ηEiEi, i = P,Q. (5.1)

Además, la velocidad de reacción, Rji (j = A,B,C,D,E), de todas las especies qúımicas

involucradas en la reacción anterior, están relacionadas estequiométricamente de la siguiente

manera:

Rji =
ηji
ηAi

RAi, j = B,C,D,E, i = P,Q. (5.2)

7. Por simplicidad, sólo se estudiará el transporte de masa de una especie qúımica clave. Esta

especie qúımica podŕıa ser alguna sustancia involucrada en el metabolismo celular.

8. La velocidad de transporte de masa de cualquier especie qúımica es mucho más rápida que

la velocidad de crecimiento celular. Esta consideración es justificable debido a que existe una

disparidad entre los tiempos caracteŕısticos de difusión y de crecimiento celular, siendo este

último mucho más grande que el primero (Picioreanu y col., 2000; Skowlund, 1990). Como

consecuencia de esto, es posible desacoplar las ecuaciones del transporte de especies qúımicas

de las del crecimiento celular.

9. De acuerdo a Wood y Whitaker (1998), la longitud caracteŕıstica asociada al espesor de

la membrana celular (δ) es mucho más pequeña que la longitud caracteŕıstica asociada

con el tamaño de las células (li, i = P,Q), donde δ � lP , lQ. Además, se supone que la

acumulación y el transporte superficial de especies qúımicas son despreciables en la membrana.

De esta manera, la membrana celular puede ser concebida como una frontera entre las

células y la región extracelular. Estas suposiciones han sido adoptadas en el estudio del
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Figura 5.2. Modelo hipotético del metabolismo celular.

transporte de sustancias a través de las membranas celulares de algunos sistemas biológicos

(Lakshminarayanaiah, 1984).

10. Únicamente se considera el contacto entre los diferentes tipos de células y la región

extracelular, no existiendo el contacto entre las células. Esta suposición ha sido adoptada

en trabajos previos por Wood y Whitaker (1998, 1999); Kapellos y col. (2012)

5.2. Ecuaciones que describen el transporte de masa y de cantidad

de movimiento a la escala microscópica

5.2.1. Ecuaciones de continuidad de especies qúımicas

Con base en el conjunto de suposiciones y consideraciones listadas en la sección precedente y a

las ecuaciones de medio efectivo que fueron obtenidas en el caṕıtulo anterior, se presenta el modelo

matemático que describe el transporte de una especie qúımica clave, A, a la escala microscópica,

∂cAβ
∂t

=∇ · (DAef,β∇cAβ) , en Vβ. (5.3a)

∂cAi
∂t

=∇ · (DAm,i∇cAi)−RAi, en Vi, i = P,Q. (5.3b)
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Las ecs. (5.3a) y (5.3b) son equivalentes a las ecs. (4.87) y (4.169), respectivamente. Las regiones

geométricas donde son válidas las ecuaciones (5.3a) y (5.3b), Vi (i = P,Q, β), deben estar lo

suficientemente lejos de las fronteras entre las células y la región extracelular. Los sub́ındices P y

Q indican a las diferentes células vivas mientras que, el sub́ındice N hace referencia a las células

muertas. El sub́ındice A representa a la especie qúımica clave; en este sentido, la concentración molar

de la especie qúımica A en la región-i es representada por cAi (i = P,Q,N, β). Las concentraciones

definidas en las ecuaciones anteriores son, en realidad, las concentraciones promedio intŕınsecas,

definidas por las ecs. (4.32b) y (4.167), para las regiones extracelulares y celulares, respectivamente.

Con el objetivo de simplificar la notación que será utilizada en este segundo proceso de escalamiento,

se han eliminado los śımbolos 〈 〉 de las cantidades promedio de las ecuaciones de medio efectivo

obtenidas en el caṕıtulo anterior. Además, como resultado del primer escalamiento, ahora se

conciben cuatro medios continuos homogéneos, regiones P , Q, N y β, en los que ya no se distinguen

las diferentes fases observadas a un nivel de escala subcelular; de esta forma, se definen las siguientes

cantidades microscópicas:

cAi ↔ 〈cAκ〉κ, i = P,Q,N. (5.4a)

cAβ ↔ 〈cAγ〉γ , (5.4b)

RAi ↔ 〈RAκ〉κ, i = P,Q,N. (5.4c)

El coeficiente DAm,i es la difusividad de A en la mezcla que conforman a las células y es definida

por la Ec. (4.49). El coeficiente de difusividad efectiva de la región extracelular, DAef,β , es definido

por la Ec. (4.88), el cual captura las caracteŕısticas esenciales de la escala subcelular. Como ya fue

señalado en la Sección 4.2.1, el término de reacción, RAi, es usualmente expresado por una ecuación

no lineal del tipo Michaelis-Menten (Wood y Whitaker, 1998, 1999),

RAi =
µAicAi

cAi +KAi
i = P,Q, (5.5)

donde µAi y KAi son los parámetros de consumo y de saturación de la especie qúımica A,

respectivamente. Estas reacciones qúımicas sólo están definidas para las células vivas (regiones

P y Q) mientras que, para células muertas, este término es cero, esto es,

RAN = 0. (5.6)

Las condiciones de frontera e iniciales que acoplan a las ecuaciones diferenciales anteriores son

propuestas de manera intuitiva y han sido utilizadas en trabajos previos por Lasseux y col. (2004);

Ochoa y col. (1986), las cuales se escriben a continuación:

−nβi ·DAef,β∇cAβ = −nβi ·DAi∇cAi en ∂Ωβi para i = P,Q, (5.7a)
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−nβi ·DAi∇cAi = kAi(cAβ −KeqβicAi) en ∂Ωβi para i = P,Q, (5.7b)

−nβN ·DAef,β∇cAβ = 0 en ∂ΩβN , (5.7c)

cAi = Fi(ri, t) at ∂Ωie para i = P,Q, β, (5.7d)

cAi = Ii(ri) en Ωi cuando t = 0 para i = P,Q, β. (5.7e)

En las ecs. (5.7a)-(5.7b), ∂Ωβi representa a las fronteras entre la región-β y la región-i (i = P,Q)

en el interior de todo el agregado celular ilustrado en la figura 5.1. Los fluxes de masa en las

fronteras ∂Ωβi (i = P,Q) se describen a través de un modelo lineal que contienen dos parámetros:

la permeabilidad de la membrana celular de cada célula viva (kAi) y la constante de equilibrio

termodinámico (Keqβi), esta última relaciona a las concentraciones de A entre la región celular-i

y la región extracelular. La permeabilidad de la membrana es una función de la especie qúımica

transportada, del tipo de célula, aśı como de la concentración de canales o protéınas acarreadoras

que están activas en las células vivas. Los canales y protéınas acarreadoras están involucrados en

los transportes de membrana pasivo y activo de sustancias no polares y polares, respectivamente

(Alberts y col., 2008). Las funciones de las protéınas de membrana son reguladas por la expresión

génica de las células vivas; sin embargo, cuando una célula muere, la actividad enzimática en la

membrana cesa. Este hecho podŕıa ser consistente con la hipótesis expresada por la Ec. (5.7c) en

la interregión entre las células muertas y la matriz extracelular. Los vectores unitarios, nβi, están

dirigidos de la región-β hacia la región-i (i = P,Q,N). Las superficies que representan a las entradas

y salidas del aglomerado están indicados por ∂Ωie, donde una condición de frontera tipo-Dirichlet

es propuesta en términos de las funciones Fi(ri, t). Finalmente, las condiciones iniciales en cada

punto dentro del aglomerado están dadas por las funciones Ii(ri).

Es importante señalar que las longitudes de escala impuestas en la derivación de las ecuaciones

en la región-β [Ec. (5.3a)] y en las regiones celulares [Ec. (5.3b)] no se satisfacen en las interregiones

βi (i = P,Q,N), ya que ah́ı las variaciones espaciales de las propiedades efectivas son abruptas.

Varios autores han mostrado, bajo el contexto del promedio volumétrico, que esta dificultad puede

ser resuelta por la introducción de una condición de salto para el flux de masa de la concentración

(Morales-Zárate y col., 2008; Ochoa y Soria, 1995; Valdés-Parada y col., 2006; Wood y col., 2000).

Esta condición de salto se aplicaŕıa en la superficie divisoria que reemplaza a la interregión βi.

Si bien, en este trabajo no se formulan tales condiciones de salto, Morales-Zárate y col. (2008)

desarrollaron una forma equivalente a las ecs. 5.7a-(5.7c) en un problema similar al estudiado

aqúı. Con base en el trabajo de Morales-Zárate y col. (2008), los parámetros asociados a las ecs.

5.7a-(5.7c), kAi y Keqβi, pueden ser interpreatados como coeficientes de medio efectivo, que podŕıan

ser calculados a través de un problema de valor en la frontera. Sin embargo, en este trabajo se

suponen conocidos.
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5.2.2. Ecuaciones de continuidad y de cantidad de movimiento de la mezcla

multicomponente

Las ecuaciones de continuidad y de cantidad de movimiento que describen la mecánica de los

componentes del sistema multicelular a una escala de observación microscópica son las siguientes:

∇ · vi = 0, en Vi i = P,Q,N, β, (5.8a)

0 = ∇ · Tef,i + ρig, en Vi i = P,Q,N, β. (5.8b)

La ecuación de continuidad anterior, Ec. (5.8a), es equivalente a la Ec. (4.154) para la región

extracelular y a la Ec. (4.170) para las regiones celulares. La Ec. (5.8b) corresponde a las ecs. (4.162)

y (4.172) para la región-β y para las regiones P,Q, y N , respectivamente. El tensor superficial de

medio efectivo asociado a la Ec. (5.8b), se define mediante la Ec. (4.160) para la región extracelular

y es el siguiente:

Tef,β = −Pγσpβ + ϕσλ
∗
σDσ∇ · vβ + µ∗γσ

(
∇vβ + (∇vβ)T

)
+ ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇vβ + (∇vβ)T

)
, (5.9a)

mientras que, para las regiones celulares, se utiliza la definición dada por la Ec. (4.173), la cual es:

Tef,i =µi(∇ui + (∇ui)
T ) + λiI∇ · ui, i = P,Q,N, (5.9b)

donde los coeficientes que definen al tensor efectivo de los esfuerzos en la región extracelular pueden

ser calculados a partir de las definiciones dadas por las ecs. (4.111b), (4.111c) y (4.111e) y de la

solución de los problemas de cerradura presentados en la Sección 4.3.5, los cuales están representados

por las ecs. (4.163a)-(4.165c).

Las cantidades microscópicas involucradas en las ecuaciones anteriores, son las mismas que

aquellas asociadas a las ecuaciones promediadas, las cuales fueron obtenidas en el primer proceso

de escalamiento presentado en el caṕıtulo anterior, esto es,

vi =〈vκ〉κ, i = P,Q,N, (5.10a)

ui =〈uκ〉κ, i = P,Q,N, (5.10b)

vβ =〈v〉, (5.10c)

pβ =〈pγ〉γ . (5.10d)
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Sustituyendo las definiciones de los tensores superficiales de medio efectivo en la Ec. (5.8b), se

obtienen las siguientes ecuaciones para cada región:

Región extracelular

0 = −∇ · (Pγσpβ) +∇ · [µ∗γσ
(
∇vβ + (∇vβ)T

)
] +∇ · [ϕσµ∗σH(4)

σσ :
(
∇vβ + (∇vβ)T

)
] + ρβg.

(5.11a)

Células

0 = ∇ · [µi(∇ui + (∇ui)
T )] +∇ · [λiI∇ · ui] + ρig, i = P,Q,N. (5.11b)

En un sentido estricto, las condiciones de frontera que acompañan a la dos ecuaciones anteriores

tendŕıan que ser representadas mediante condiciones de salto que describen el transporte de cantidad

de movimiento entre dos regiones distintas. En esta dirección, ya se han desarrollado las condiciones

de salto entre un medio poroso y un fluido homogéneo (Ochoa y Whitaker, 1995a,b; Ochoa y

Whitaker; Valdés-Parada y col., 2013), las cuales podŕıan ser la base para desarrollar las condiciones

de frontera de sistemas multicelulares como el estudiado aqúı. Sin embargo, la deducción de las

condiciones de frontera entre las diferentes regiones que conforman a un agregado celular sobrepasa

los objetivos de este trabajo, por lo que serán postuladas heuŕısticamente y son las siguientes:

nβi · ρβ(vβ −wi) =nβi · ρi(vi −wi), en Ωβi, i = P,Q,N. (5.12)

La expresión anterior indica que existe un intercambio de masa en las fronteras de los diferentes

tipos de células y la región extracelular. Además, el flux de masa en estas fronteras depende de las

propiedades de cada tipo de célula y se define de la siguiente forma:

nβi · ρi(vi −wi) =MAkAi(cAβ −KeqjβicAi) +MBkBi(cBβ −KeqjβicBi)

+MCkCi(cCβ −KeqjβicCi) +MDkNi(cDβ −KeqjβicDi),

en Ωβi, i = P,Q, (5.13a)

nβN · ρN (vN −wN ) =0, en ΩβN , (5.13b)

De acuerdo a las ecuaciones anteriores, el flux de masa total entre las células vivas y la región

extracelular es igual a la suma de los fluxes de masa de las especies qúımicas individuales,

expresada por la Ec. (5.7b), donde el factor de conversión es el peso molecular de la especie i,

Mi (i = A,B,C,D,E). Por otro lado, la ecuación (5.13b) indica que no existe intercambio de

materia a través de las fronteras entre las células muertas y la región extracelular. Otra condición
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de frontera es impuesta y se basa en la continuidad de los esfuerzos superficiales entre las células y

la región extracelular y es la siguiente:

nβi · Tef,β =nβi · Tef,i, en Ωβi, i = P,Q,N. (5.13c)

Además, se deben especificar las condiciones a las entradas y salidas del sistema, es decir, el agregado

celular, las cuales son:

vi =f(t, ri) en Ωie, i = β, P,Q,N, (5.13d)

ui =f(t, ri) en Ωie i = P,Q,N, (5.13e)

5.3. Definición de la región y operadores de promediado

El proceso de escalamiento de las ecuaciones comienza asociando a cada punto del dominio del

agregado celular una región de promediado, cuyo tamaño es invariable con el tiempo y el espacio,

tal como se ilustra en la fig. 5.3. La longitud caracteŕıstica de dicha región, rµ0 , debe ser mucho más

pequeña que la longitud caracteŕıstica del tamaño del aglomerado celular y a la vez debe ser lo

suficientemente grande para capturar las caracteŕısticas esenciales de la escala microscópica. En esta

región de promediado, se definen los siguientes operadores de promediado superficial e intŕınseco:

Promedio superficial

〈ψi〉|xµ =
1

Vµ

∫
Vi(xµ)

ψi|rµi dV, ψ = cA, ρ,v,u, p, i = P,Q,N, β. (5.14a)

Promedio intŕınseco

〈ψi〉i|xµ =
1

Vi(xµ)

∫
Vi(xµ)

ψi|rµi dV, ψ = cA, ρ,v,u, p, i = P,Q,N, β. (5.14b)

El promedio superficial de la cantidad genérica, ψ, es definido en relación al volumen total de la

región de promediado Vµ mientras que, el promedio intŕınseco es definido en términos del volumen

de la región-i, Vi. El volumen total de la región de promediado es la suma total de los volúmenes

de las cuatro regiones que la conforman, de manera que

Vµ = VP (xµ) + VQ(xµ) + VN (xµ) + Vβ(xµ).
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Figura 5.3. Detalles de la región de promediado en el interior de un aglomerado celular.

En la figura 5.3 se muestran los detalles de la región de promediado donde los vectores rµi

(i = P,Q,N, β) localizan puntos en las regiones-i. El vector xµ localiza al centroide de la región de

promediado, el cual podŕıa tender en cualquiera de las cuatro regiones. Los vectores de posición yµi

(i = P,Q,N, β), localizan puntos en las regiones-i relativos al centroide. Las cantidades promedio,

superficial e intŕınseco, están evaluadas en xµ y están relacionadas a través de la fracción volumétrica

de la región-i, εi, por medio de la siguiente relación:

〈ψi〉i|xµ = εi(xµ)〈ψi〉|xµ , i = P,Q,N, β. (5.15)

La fracción volumétrica es definida como la fracción volumen ocupada por la fase-i dentro de la

región de promediado y matemáticamente es expresada como:

εi(xµ) =
Vi(xµ)

Vµ
, i = P,Q,N, β. (5.16)

Nótese que aún cuando el volumen de la región de promediado es constante, la fracción volumétrica

de la región-i es función de la ubicación de la región de promediado. No obstante, si el principio
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de saturación se satisface en cada punto del sistema, la suma de las fracciones volumétricas deben

satisfacer la siguiente relación:

εP (xµ) + εQ(xµ) + εN (xµ) + εβ(xµ) = 1. (5.17)

5.4. Escalamiento de las ecuaciones de continuidad de especies

qúımicas

El escalamiento de las ecuaciones de transporte de masa desde la escala microscópica a la

escala-Darcy ya ha sido desarrollado y reportado en la literatura para un sistema que consiste de

un solo tipo de célula (Kapellos y col., 2007a; Ochoa y col., 1986, 1994; Wood y Whitaker, 1998,

1999; Wood y col., 2001). En este trabajo, se hace una extensión a los trabajos previos al considerar

que el sistema está conformado por diferentes tipos de células, incluyendo células muertas.

En el caṕıtulo anterior, se detalló el proceso de promediado de las ecuaciones de continuidad

de especies qúımicas a la escala subcelular, las cuales tienen la misma estructura matemática que

las ecs. (5.3a) y (5.3b). Por lo tanto, aqúı sólo se mostrarán aquellos resultados que sean nuevos o

diferentes a los ya presentados con anterioridad. Una vez definida la región de promediado descrita

en la sección anterior, se aplican los operadores de promedio superficial, dado por la Ec. (5.14a), a

las ecs. (5.3a) y (5.3b) para obtener lo siguiente:

Células 〈
∂cAi
∂t

〉
= 〈∇ ·DAm,i∇cAi〉 − 〈RAi〉, i = P,Q. (5.18a)

Región extracelular 〈
∂cAβ
∂t

〉
= 〈∇ ·DAef,β∇cAβ〉. (5.18b)

A continuación, se aplican los teoremas general de transporte y de promediado espacial a las

ecuaciones anteriores, para obtener,

Células

∂〈cAi〉|xµ
∂t

=∇ ·

DAm,i

∇〈cAi〉|xµ +
1

Vµ

∫
Aβi(t)

niβcAi|rµγdA


+

1

Vµ

∫
Aβi(t)

niβ ·DAm,i∇cAi|rµi dA
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− 1

Vµ

∫
Aβi(t)

niβ ·wiβcAi|rµi dA− 〈RAi〉, i = P,Q, (5.19a)

Región extracelular

∂〈cAβ〉|xµ
∂t

=∇ ·

DAef,β

∇〈cAβ〉|xµ +
1

Vµ

∑
i=P,Q,N

∫
Aβi

nβicAβ|rµβdA




+
1

Vµ

∑
i=P,Q

∫
Aβi

nβi ·DAef,β∇cAβ|rµβdA−
1

Vµ

∫
Aβi(t)

nβi ·wiβcAβ|rµβdA. (5.19b)

donde nβi ·wiβ es la velocidad de desplazamiento de la ĺınea divisoria entre la región-i y la región-β.

Debido a que la velocidad de crecimiento celular es menor que la velocidad de transporte y reacción

de la especie qúımica A (Picioreanu y col., 2000; Skowlund, 1990), se pueden establecer las siguientes

restricciones:

1

Vµ

∫
Aβi(t)

niβ ·wiβcAi|rµi dA�∇ ·

DAm,i

∇〈cAi〉|xµ +
1

Vµ

∫
Aβi(t)

niβcAi|rµγdA


 , (5.20a)

1

Vµ

∫
Aβi(t)

nβi ·wiβcAβ|rµβdA�∇ ·

DAef,β

∇〈cAβ〉|xµ +
1

Vµ

∑
i=P,Q,N

∫
Aβi

nβicAβ|rµβdA


 .
(5.20b)

Como resultado de lo anterior y haciendo uso de la relación dada por la Ec. (5.15), las ecuaciones

promedidadas en términos de concentraciones intŕınsecas son:

Células

∂εi(xµ)〈cAi〉i|xµ
∂t

=∇ ·

DAm,i

∇εi(xµ)〈cAi〉i|xµ +
1

Vµ

∫
Aβi(t)

niβcAi|rµγdA




+
1

Vµ

∫
Aβi(t)

niβ ·DAm,i∇cAi|rµi dA− 〈RAi〉, i = P,Q, (5.21a)

Región extracelular

∂εβ(xµ)〈cAβ〉β|xµ
∂t

=∇ ·

DAef,β

∇εβ(xµ)〈cAβ〉β|xµ +
1

Vµ

∑
i=P,Q,N

∫
Aβi

nβicAβ|rµβdA



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+
1

Vµ

∑
i=P,Q

∫
Aβi

nβi ·DAef,β∇cAβ|rµβdA−
1

Vµ

∫
Aβi(t)

nβi ·wiβcAβ|rµβdA.

(5.21b)

Con el objetivo de eliminar a las concentraciones puntuales contenidas en los términos integrales

de las ecuaciones promediadas anteriores, se hace uso de la descomposición espacial definida por

Gray (1975)

cAi|rµi = 〈cAi〉i|rµi + c̃Ai|rµi , i = P,Q, β, (5.22)

donde c̃Ai|ri es la desviación microscópica de la concentración promedio y está localizada por el

vector rµi . De este modo, las integrales de las desviaciones microscópicas son interpretadas como

filtros de información de la escala microscópica a la escala-Darcy. Es importante notar que la

concentración promedio intŕınseca en la Ec. (5.22) puede aproximarse a:

〈cAi〉i
∣∣
rµi
≈ 〈cAi〉i

∣∣
xµ
. (5.23)

Esta aproximación puede ser demostrada al expandir en series de Taylor alrededor del centroide

a la concentración 〈cAi〉i
∣∣
rµi

y despreciando los términos de orden mayor a cero, ver Ec. (4.64) de

la Sección 4.3.1. Lo anterior es posible siempre y cuando las siguiente restricción de escala sea

satisfecha (Whitaker, 1999)

li � rµ0 � Lcluster, i = P,Q, β, (5.24)

donde, li representa a la longitudes caracteŕısticas asociadas a los tamaños de las células y al

espaciamiento entre ellas, y Lcluster representa al tamaño del aglomerado celular, ver Fig. 5.3.

Como consecuencia de lo anterior, la descomposición espacial puede reescribirse como sigue

cAi|rµi = 〈cAi〉i|xµ + c̃Ai|rµi , i = P,Q, β. (5.25)

Aplicando la descomposición anterior a las ecs. (5.21a) y (5.21b) se llegan a los siguientes resultados:

∂εi(xµ)〈cAi〉i|xµ
∂t

=∇ ·

εi(xµ)DAi

∇〈cAi〉i|xµ +
1

Vi(xµ)

∫
Aiβ

niβ c̃Ai|rµi dA


+

1

Vµ

∫
Aiβ

niβ ·DAi∇c̃Ai|rµi dA− εi(xµ) 〈RAi〉i |xµ , i = P,Q, (5.26a)

∂εβ(xµ)〈cAβ〉β|xµ
∂t

=∇ ·

εβ(xµ)DAef,β

∇〈cAβ〉β|xµ +
1

Vβ(xµ)

∑
i=P,Q,N

∫
Aβi

nβic̃Aβ|rµβdA


+
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1

Vµ

∑
i=P,Q

∫
Aβi

nβi ·DAβ∇c̃Aβ|rµβdA. (5.26b)

Estas ecuaciones promedio no cerradas corresponden a las versiones extendidas de los modelos de

no equilibrio que han sido presentadas en trabajos previos por Ochoa y col. (1986, 1994); Wood y

Whitaker (1998, 1999); Wood y col. (2001). Un modelo de transporte de masa de no equilibrio es

aquel en el que la condición de equilibrio termodinámico no ha sido impuesta y generalmente, existe

una ecuación de transporte para cada una de las regiones que coexisten en el sistema. Los términos

adicionales que aparecen en las ecs. (5.26a) y (5.26b), están relacionados por la integrales de las

superficies iβ que describen la interacción entre cada tipo de célula con la región extracelular. Con

el fin de simplificar la notación utilizada hasta el momento, los vectores posición que definen a la

cantidades que aparecen en las ecs. (5.26a) y (5.26b) serán omitidos de aqúı en adelante.

Para determinar el campo de las desviaciones de las concentraciones promedio involucradas en

las ecs. (5.26a) y (5.26b), se plantea un problema de cerradura. La deducción completa del problema

de cerradura puede consultarse en el Apéndice B, mientras que la forma cerrada de las ecs. (5.26a)

y (5.26b) se presenta a continuación:

∂εP 〈cAP 〉P

∂t
=∇ · (DPP · ∇〈cAP 〉P ) +∇ · (DPQ · ∇〈cAQ〉Q) +∇ · (DPβ · ∇〈cAβ〉β)

+ avPβhPP (〈cAβ〉β −KeqβP 〈cAP 〉P ) + avPβhPQ(〈cAβ〉β −KeqβQ〈cAQ〉Q)

− εP 〈RAP 〉P en Ω, (5.27a)

∂εQ〈cAQ〉Q

∂t
=∇ · (DQQ · ∇〈cAQ〉Q) +∇ · (DQP · ∇〈cAP 〉P ) +∇ · (DQβ · ∇〈cAβ〉β)

+ avQβhQP (〈cAβ〉β −KeqβP 〈cAP 〉P ) + avQβhQQ(〈cAβ〉β −KeqβQ〈cAQ〉Q)

− εQ 〈RAQ〉Q en Ω, (5.27b)

∂εβ〈cAβ〉β

∂t
=∇ · (Dββ · ∇〈cAβ〉β) +∇ · (DβP · ∇〈cAP 〉P ) +∇ · (DβQ · ∇〈cAQ〉Q)

− avβPhPP (〈cAβ〉β −KeqβP 〈cAP 〉P )− avβQhQP (〈cAβ〉β −KeqβP 〈cAP 〉P )

− avβPhPQ(〈cAβ〉β −KeqβQ〈cAQ〉Q)− avβQhQQ(〈cAβ〉β −KeqβQ〈cAQ〉Q),

en Ω. (5.27c)

Los coeficientes de difusividad efectiva (DPi,DQi y Dβi, i = P,Q, β) están definidos en términos de

las variables de cerradura, las cuales son calculadas mediante la solución de los problemas de valor

a la frontera representados por las ecs. (B.18a)-(B.18e) y son los siguientes:

Dij = εiDAi

δijI +
1

Vi

∫
Aiβ

niβbijdA

 , j = P,Q, β, i = P,Q, (5.28a)
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Dij = εiDAef,i

δijI +
1

Vi

∫
AiP

niPbijdA+

∫
AiQ

niQbijdA+

∫
AiD

niDbijdA


 , j = P,Q, β, i = β.

(5.28b)

De manera similar, los coeficientes asociados al intercambio de masa entre las diferentes regiones

que tienen una frontera en común (hPi y hQi, i = P,Q) pueden ser calculados a través de resolver

los problemas de valor a la frontera definidos por las ecs. (B.19a)-(B.19e) y son:

hij =
1

Aiβ

∫
Aiβ

niβ ·DAi∇SijdA, j = P,Q, i = P,Q, (5.29a)

hβji =
1

Aβi

∫
Aβi

nβi ·DAef,β∇SβjdA, j = P,Q i = P,Q. (5.29b)

Los parámetros avβi se definen como la razón entre las áreas de las fronteras (Aβi, i = P,Q) y el

volumen de la región de promediado. El dominio de validez de las ecs. (5.27a)-(5.27c), Ω, puede ser

concebido como un nuevo medio continuo que incluye a todas las regiones que existen dentro de un

aglomerados celular y que está lo suficientemente lejos de las fronteras del mismo.

Las velocidades de reacción promedio intŕınsecas que se encuentran en el lado derecho de las ecs.

(5.27a)-(5.27c) deben expresarse en términos de concentraciones promedio intŕınsecas. Sin embargo,

lo anterior no es una tarea trivial, ya que de acuerdo a la Ec. (5.5), la cinética de reacción está

dada por una ecuación no lineal en la concentración como se muestra a continuación:

〈RAi〉i =

〈
µAicAi

cAi +KAi

〉i
, i = P,Q, (5.30)

Como primer paso, se aplica la descomposición espacial representada por la Ec. (5.22) a la expresión

anterior y se obtiene la siguiente forma:

〈RAi〉i =

〈
µAicAi

cAi +KAi

〉i
=

µAi〈cAi〉i

〈cAi〉i +KAi

〈
1 + c̃Ai(〈cAi〉i)−1

1 + c̃Ai(〈cAi〉i +KAi)−1

〉i
, i = P,Q. (5.31)

El denominador del término que está dentro del promedio intŕınseco puede ser expandido en series

de Taylor alrededor de c̃Ai = 0, obteniendo aśı lo siguiente:

〈RAi〉i =
µAi〈cAi〉i

〈cAi〉i +KAi

〈(
1 +

c̃Ai
〈cAi〉i

)(
1− c̃Ai
〈cAi〉i +KAi

+
c̃2
Ai

(〈cAi〉i +KAi)2
− ...

)〉i
, i = P,Q.

(5.32)
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En el Apéndice A de Wood y Whitaker (2000), se puede encontrar el análisis completo que conduce

a concluir que el promedio intŕınseco de la velocidad de reacción puede expresarse en términos de

la concentración promedio, es decir,

〈RAi〉i =
µAi〈cAi〉i

〈cAi〉i +KAi
, i = P,Q, (5.33)

siempre que las siguientes restricciones se satisfagan:

〈c̃Ai〉i �〈cAi〉i, (5.34a)

〈c̃2
Ai〉i �(〈cAi〉i)2. (5.34b)

En general, las desviaciones de la concentración promedio son pequeñas comparadas con las

concentraciones intŕınsecas, esto es,

c̃Ai � 〈cAi〉i, (5.35)

por lo tanto, las restricciones impuestas por las expresiones (5.34a) y (5.34b) se satisfacen fácilmente.

Existen otros modelos de transporte de masa y reacción en sistemas celulares que han sido

desarrollados bajo condiciones de no equilibrio que ya han sido reportados en la literatura (Davit

y col., 2010; Orgozozo y col., 2010). Sin embargo, los modelos obtenidos en estos trabajos previos

corresponden a un nivel de escala superior a la Darcy, es decir, a una escala macroscópica. Orgozozo

y col. (2010) desarrollaron dos modelos de una sola ecuación que describen diferentes casos ĺımite.

El primero de éstos, denominado modelo de velocidad de reacción limitada (RRLC), se basa en

la suposición de que el tiempo caracteŕıstico del transporte de masa desde una región fluida al

interior de un aglomerado celular es mucho menor que el tiempo caracteŕıstico de la reacción

qúımica. El segundo modelo, denominado de transporte de masa limitado (MTLC), se basa en la

suposición de que la velocidad de intercambio de masa entre los aglomerados celulares y el fluido

que los rodea es mucho menor que la velocidad de reacción en el interior de los mismos. Lo anterior

implica que la concentración de la especie qúımica clave en el interior de los aglomerados es cero

y la ecuación de transporte puede ser eliminada. La validez de ambos modelos está restringida a

condiciones hidrodinámicas y bioqúımicas espećıficas, por ejemplo, altos números de Péclet (Pe) y

de Damköhler (Da) para el modelo RRLC y bajos números de Péclet y altos números de Damköhler

para el MTLC. Por otro lado, Davit y col. (2010) desarrollaron un modelo de una sola ecuación

cuyo uso está restringido a tiempos largos y para valores moderados de Da y Pe.

El modelo matemático del transporte de masa de especies qúımicas derivado en este trabajo,

bajo condiciones de no equilibrio, es el primero que se reporta en la literatura para un sistema

multicelular que consiste de diferentes tipos de células (De los Santos-Sánchez y col., 2016). No
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obstante, a pesar de que el modelo desarrollado aqúı tiene menos restricciones que los propuestos

por Davit y col. (2010); Orgozozo y col. (2010), el número de coeficientes efectivos que tienen que ser

calculados, aśı como el número de problemas de cerradura que tienen que ser resueltos aumentan

su grado de complejidad para ser usado en la práctica. Es importante recordar que la mayoŕıa

de los modelos postulados que han sido usados para describir el transporte de masa y reacción

de nutrientes en sistemas celulares consisten únicamente de una sola ecuación. Lo anterior sugiere

desarrollar el modelo una sola ecuación el cual, bajo la teoŕıa del promedio volumétrico, es posible

si se plantea la condición de equilibrio local de masa. El desarrollo de dicho modelo proporcionará

las restricciones que indicarán el rango de aplicación de un modelo cuya estructura matemática ha

sido ampliamente utilizada en muchas situaciones prácticas.

5.4.1. Modelo de equilibrio local de masa

En la mayoŕıa de las aplicaciones en las que es necesaria la descripción matemática del transporte

de especies qúımicas en un sistema multifásico, es común encontrar el uso de modelos que consisten

de una sola ecuación que es expresada en términos de una sola concentración. Esto sugiere que las

concentraciones de cada fase están en equilibrio termodinámico y pueden ser representadas por una

sola concentración promedio. Sobre la base de la definición de equilibrio termodinámico, la relación

entre la concentraciones intŕınsecas de las regiones que tienen una frontera en común a través de

la cual existe un intercambio de masa de especies qúımicas son:

〈cAβ〉β = KeqβP 〈cAP 〉P , (5.36a)

〈cAβ〉β = KeqβQ〈cAQ〉Q. (5.36b)

Sin embargo, dada la existencia de reacciones qúımicas y de fluxes de masa a través de la

fronteras entre las regiones en el interior de un agregado celular, las concentraciones de cada

región dif́ıcilmente alcanzarán el estado de equilibrio. Algunos trabajos previos han establecido las

condiciones bajo las cuales los procesos de transporte de masa y reacción en sistemas multifásicos

y en medios celulares se acercan a un estado de equilbrio y por lo tanto, pueden ser descritos por

una sola ecuación (Golfier y col., 2009; Kapellos y col., 2007a; Lasseux y col., 2004; Quintard y

Whitaker, 1994b; Ochoa y col., 1986; Whitaker, 1999). En resumen, se ha encontrado que el uso

del modelo de equilibrio local de masa en un medio que consiste de dos fases es apropiado si (1) la

fracción volumétrica de una de las fases tiende a uno, (2) las diferentes fases presentan propiedades

fisicoqúımicas casi iguales y (3) existe una separación de de longitudes caracteŕısticas entre las

fases involucradas que no es necesario satisfacer las dos condiciones previas. Golfier y col. (2009)

estudiaron la validez del modelo de equilibrio a través de simulaciones numéricas directas (DNS)

a la escala microscópica. Estos autores demostraron que el transporte de masa tiene que ocurrir,
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principalmente, por mecanismos difusivos y que las velocidades de reacción no deben de ser tan

rápidas en comparación con la difusión; esto significa que los números de Péclet y Damköhler tienen

que ser mucho menores a 1.

De acuerdo con Golfier y col. (2009), un modelo de equilibrio podŕıa ser una razonable

aproximación para describir el transporte en el interior de un aglomerado de células. Por lo tanto,

para desarrollar el modelo de equilibrio se inicia proponiendo una concentración de equilibrio

ponderada de la forma siguiente:

ε{cA} = εβ〈cAβ〉β + εPKeqβP 〈cAP 〉P + εQKeqβQ〈cAQ〉Q, (5.37)

donde ε denota a la fracción volumétrica de las regiones donde el transporte de masa toma lugar,

es decir, 1−εN . Aún cuando las condiciones de equilibrio no existan, es posible que 〈cAP 〉P , 〈cAQ〉Q

y 〈cAβ〉β estén lo suficientemente cerca de manera que las ecs. (5.36a), (5.36b) and (5.37) puedan

ser usadas como una aproximación. De esta forma, las ecuaciones de no equilibrio representadas

por (5.27a)-(5.27c) pueden ser sumadas para obtener una sola ecuación. Además, se definen las

siguientes descomposiciones, las cuales fueron por propuestas por Whitaker (1991)

KeqβP 〈cAP 〉P = {cA}+ ĉAP , (5.38a)

KeqβQ〈cAQ〉Q = {cA}+ ĉAQ, (5.38b)

〈cAβ〉β = {cA}+ ĉAβ, (5.38c)

donde ĉAi, i = P,Q, β son las desviaciones de la concentración ponderada de equilibrio con respecto

a las concentraciones promedio en equilibrio termodinámico. A diferencia de la descomposición dada

por la Ec. (5.22), estas relaciones no implican una separación de escalas, ya que las cantidades que

aparecen en las ecs. (5.38a)-(5.38c) corresponden a concentraciones promedio que caracterizan a la

escala-Darcy. Sustituyendo estas descomposición en la suma de las ecs. (5.27a)-(5.27c) conduce a

obtener lo siguiente:

(
εPK

−1
eqβP + εQK

−1
eqβQ + εβ

) ∂{cA}
∂t

=∇ ·
(
Deq
ef · ∇{cA}

)
− εPµAP

{cA}
{cA}+ αP

− εQµAQ
{cA}

{cA}+ αQ

− εPK−1
eqβP

∂ĉAP
∂t
− εQK−1

eqβQ

∂ĉAQ
∂t
− εβ

∂ĉAβ
∂t

+∇ ·
(
K−1
eqβPDP · ∇ĉAP +K−1

eqβQDQ · ∇ĉAQ + Dβ · ∇ĉAβ
)

− εPµAP
ĉAP

{cA}+ ĉAP + αP

(
αP

{cA}+ αP

)
− εQµAQ

ĉAQ
{cA}+ ĉAQ + αQ

(
αQ

{cA}+ αQ

)
, (5.39)
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donde, αi = KAiKeqβi, i = P,Q. El coeficiente de difusión efectiva es definido como sigue:

Deq
ef = K−1

eqβPDP +K−1
eqβQDQ + Dβ, (5.40a)

donde

Di = DPi + DQi + Dβi, i = P,Q, β. (5.40b)

Cabe señalar que la Ec. 5.39 es una ecuación de no equilibrio a pesar de que consiste de una

ecuación. El modelo de equilibrio local de masa es obtenido cuando todos los términos relacionados

con las desviaciones de la concentración ponderada de equilibrio son despreciables. Otra alternativa,

podŕıa basarse en la estimación de dichas desviaciones a través de un esquema de cerradura; no

obstante, el procedimiento requeriŕıa del conocimiento de los parámetros asociados con el modelo

de no equilibrio y las especificaciones de las condiciones de frontera a la escala-Darcy, obteniendo

aśı un modelo de una ecuación que no estaŕıa restringido a las condiciones de equilibrio local de

masa. En este trabajo, se seguirá con el procedimiento tradicional, de manera que se encontrarán

las restricciones de escala que validan el siguiente conjunto de suposiciones:

(
εPK

−1
eqβP

∂ĉAP
∂t

+ εQK
−1
eqβQ

∂ĉAQ
∂t

+ εβ
∂ĉAβ
∂t

)
�
(
εPK

−1
eqβP + εQK

−1
eqβQ + εβ

) ∂{cA}
∂t

, (5.41a)

∇ ·
(
K−1
eqβPDP · ∇ĉAP +K−1

eqβQDQ · ∇ĉAQ + Dβ · ∇ĉAβ
)
� ∇ · (Deq

ef · ∇{cA}), (5.41b)

εPµAP
ĉAP

{cA}+ ĉAP + αP

(
αP

{cA}+ αP

)
+

εQµAQ
ĉAQ

{cA}+ ĉAQ + αQ

(
αQ

{cA}+ αQ

)
� εPµAP

{cA}
{cA}+ αP

+ εQµAQ
{cA}

{cA}+ αQ
. (5.41c)

Los detalles del desarrollo completo de la restricción de escala pueden ser consultados en el Apéndice

C, la cual es presentada a continuación:

`2PQβ
L2

cluster

� 1. (5.42a)

donde `PQβ es la longitud de mezclado que es definida como sigue:

`2PQβ =
D∗PQβ

avβP (h∗PP + h∗PQ) + avβQ(h∗QP + h∗QQ)
, (5.42b)

los parámetros involucrados en la expresión anterior están definidos por las ecs. (C.7e)-(C.7h)

y (C.12). El valor de `PQβ está influenciado, en gran parte, por los coeficientes de intercambio
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asociados al modelo de no equilibrio. Cuando los valores de estos coeficientes son los suficientemente

pequeños, `PQβ será lo suficientemente grande, de manera que la restricción dada por (5.42a)

no será satisfecha y el uso del modelo de equilibrio no seŕıa adecuado. Lo anterior significaŕıa

que no habŕıa una distribución uniforme de la especie qúımica clave a través de las regiones,

estando más concentrada en unas partes que en otras. Si este fuera el caso, habŕıa grandientes de

concentraciones pronunciados en el interior del aglomerado, conduciendo a condiciones muy alejadas

del equilibrio termodinámico. Es posible determinar que el orden de magnitud de los coeficientes

efectivos de intercambio de masa están definidos en términos de las permeabilidades de membrana,

kAi i = P,Q, mediante la condición de frontera dada por la Ec. (5.7b). Si los valores de estas

permeabilidades son muy grandes para satisfacer la restricción (5.42a), la condición de equilbrio es

válida y el modelo de una sola ecuación es el siguiente:

(
εPK

−1
eqβP + εQK

−1
eqβQ + εβ

) ∂{cA}
∂t

=∇ ·
(
Deq
ef · ∇{cA}

)
− εPµAP

{cA}
{cA}+ αP

− εQµAQ
{cA}

{cA}+ αQ

(5.43)

La estructura matemática de esta ecuación es la misma que la obtenida en trabajos previos y que

ha sido utilizada para describir el transporte de masa y reacción en el interior de un aglomerado

celular (Kapellos y col., 2007a; Ochoa y col., 1986; Wood y Whitaker, 1998, 1999), aśı como la de

aquellos modelos que describen escalas de observación más grandes, donde la convección no es el

mecanismo de transporte dominante (Golfier y col., 2009; Lasseux y col., 2004). Aún cuando en este

trabajo se obtiene la misma ecuación, el coeficiente de difusión efectiva es definido de una manera

diferente, ya que en este estudio se ha incorporado la presencia de distintos tipos de células vivas,

aśı como de células muertas. En la siguiente sección, se desarrollará el problema de cerradura que

permitirá la predicción del coeficiente efectivo del modelo de equilibrio.

5.4.2. Problema de cerradura asociado al modelo de equilibrio

Con la obtención del modelo de equilibrio por el método del promedio volumétrico, se tiene

la posibilidad de calcular el coeficiente de difusividad efectiva. Este coeficiente contiene parte de

la información de la escala microscópica que es filtrada a la escala-Darcy. En la sección previa,

el coeficiente de difusión fue expresado en términos de los coeficientes de no equilibrio, ver ecs.

(5.40a)-(5.40b). Los coeficientes de no equilibrio pueden calcularse al resolver los problemas de

cerradura desarrollados en el Apéndice B, los cuales están definidos en una celda unitaria simétrica

y se presentan a continuación:

∇2bij =0, en la región− i, i = P,Q, β, j = P,Q, β, (5.44a)
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−nβi · ∇bβj + nβi · ωi(1− δNi)∇bij =(1− δDi)Fi en Aβi i = P,Q,N, j = P,Q, β, (5.44b)

−nβi · ∇bij −
kAi
DAi

(bβj −Keq,βibij) =Gi, en Aβi i = P,Q, j = P,Q, β, (5.44c)

bij(ri) =bij(ri + lk), i = P,Q, β, j = P,Q, β, (5.44d)

donde la función delta de Kronecker, δNi, es cero para toda i 6= N y toma el valor de uno si i = N .

Además de las condiciones de frontera y las condiciones de periodicidad, es necesario imponer

restricciones en la concentración promedio intŕınseca de las variables de cerradura para asegurar

unicidad en las soluciones, esto es,

〈bij〉i = 0 i = P,Q, β, j = P,Q, β. (5.44e)

Si la restricción de escala representada por (5.42a) se satisface, todos los términos asociados con

las diferencias de las concentraciones intŕınsecas pueden despreciarse con respecto a aquellos que

contienen a la concentración de equilibrio ponderada. De esta forma, las soluciones del problema

de cerradura dadas por la Ec. (B.17) se reducen a lo que sigue:

c̃Ai =bi · ∇{cA}, i = P,Q, β, (5.45)

donde se han definido las variables de cerradura de equilibrio como sigue:

bi = K−1
eq,βPbiP +K−1

eq,βQbiQ + biβ, i = P,Q, β, (5.46)

Aplicando estas definiciones, el problema de valor a la frontera representado por las ecs.

(5.44a)-(5.44e) se reduce a uno, el cual está escrito en términos de las variables de cerradura

asociadas a las condiciones de equilibrio. Lo anterior es obtenido al sumar todas las j de cada

ecuación del sistema representado por las ecs. (5.44a)-(5.44e) multiplicadas por K−1
eq,βj , manteniendo

i fija. De esta manera, el problema de cerradura asociado al modelo de equilibrio local de masa

tiene la siguiente forma:

∇2bi =0, en la región− i, i = P,Q, β, (5.47a)

−nβi · ∇bβ + nβi · ωAi(1− δDi)∇bi =nβi(1− κAi), en Aβi i = P,Q,N, (5.47b)

−nβi · γAiKeq,βi∇bi − (bβ −Keq,βibi) =nβiγAi, en Aβi i = P,Q, (5.47c)

bi(ri) =bi(ri + lk), i = P,Q, β, (5.47d)

〈bi〉i =0, i = P,Q, β, (5.47e)
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los parámetros que aparecen en las condiciones de frontera (5.47b)-(5.47e) son definidos de la

siguiente manera:

κAi =
DAi

DAef,βKeqβi
, i = P,Q (5.48a)

γAi =
DAi

kAiKeqβi
, i = P,Q. (5.48b)

El coeficiente de difusividad efectiva del modelo de equilibrio puede ser obtenido de acuerdo a las

definiciones de los coeficientes efectivos de no equilibrio, ecs. (B.24a)- (B.24b) y haciendo uso de la

relación dada por la Ec. (5.46), obteniendo aśı el siguiente resultado:

Deq
ef

DAef,β
=(εPκAP + εQκAQ + εβ)I +

1

Vµ

∫
AβP

nβP

(
bβ −

DAP

DAef,β
bP

)
dA+

1

Vµ

∫
AβQ

nβQ

(
bβ −

DAQ

DAef,β
bQ

)
dA+

1

Vµ

∫
AβD

nβDbβdA. (5.49)

En los siguientes párrafos, se describirán los detalles de la solución del problema de cerradura y la

predicción del coeficiente de difusividad efectiva.

5.4.3. Predicción del coeficiente de difusividad efectiva asociado al modelo de

equilibrio de masa

Celdas unitarias

El coeficiente de difusividad efectiva depende del conocimiento de los campos de las variables

de cerradura bi, i = P,Q, β, los cuales son obtenidos de la solución del problema de valor en la

frontera definido por las ecs. (5.47a)-(5.47e). A diferencia de la difusividad efectiva, los coeficientes

asociados a la reacción qúımica son simples expresiones algebraicas que están en función de sus

contrapartes definidos a la escala microscópica y de algunos parámetros geométricos. En esta

sección, sólo se describirá cómo el coeficiente de difusividad efectiva está influenciado por los

parámetros adimensionales involucrados en el problema de cerradura.

La geometŕıa del dominio de solución de los problemas de cerradura ha sido usualmente

simplificada aún cuando los sistemas reales tienen una estructura geométrica compleja. Varios

estudios han concluido que celdas unitarias con geometŕıa sencilla son una buena representación de

las geometŕıas reales, pues son capaces de retener las caracteŕısticas esenciales de los procesos

difusivos a la microescala (Ochoa-Tapia, 1994; Whitaker, 1999). Un ejemplo de esto son las

soluciones de Maxwell y Rayleigh para la conductividad térmica efectiva en un sistema bifásico,
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estos resultados han sido extendidos en la descripción de la difusividad efectiva en medios celulares

y a otros sistemas multifásicos (Ochoa-Tapia, 1994; Whitaker, 1999).

Como una primera aproximación, se adoptará una celda unitaria sencilla de dos dimensiones

como dominio geométrico para resolver el problema de cerradura, tal como la que se bosqueja en la

Fig. 5.4. Las regiones celulares son representadas por ćırculos que están distribuidos uniformemente

en el interior de un cuadrado de longitud lc. El espaciamiento entre ćırculos representa a la región

extracelular (región-β). La configuración vista en la Fig. 5.4 corresponde al caso en el cual hay

dos células del tipo-P de un total de tres células vivas y una célula muerta, esta configuración es

referida como PQ(2/3) LN(3/4)1. La notación usada para representar a la distribución celular en

las celdas unitarias que se usarán para resolver el problema de cerradura tienen la siguiente forma:

PQ

(
nP

nP + nQ

)
LN

(
nP + nQ
Nc

)
, (5.50)

donde la primera fracción indica la proporción de las células de tipo-P (nP ) con respecto al total

de células vivas, mientras que la segunda fracción especifica la proporción de células vivas con

respecto al total de células Nc. La notación se simplifica a PQ( nP
nP+nQ

) para el caso en el que sólo

hay células vivas. A pesar de la simplicidad de la celda unitaria propuesta aqúı, ésta puede ser usada

para representar diferentes configuraciones de la distribución de la población celular, por ejemplo,

PQ(3/4), PQ(2/4), PQ(1/4), PQ(1/3) LN(3/4), PQ(2/3) LN(3/4), etc. Es importante señalar

que cada notación utilizada para representar a la distribución celular no es única, ya que todas ellas

pueden representar a diferentes versiones “giradas”. De esta forma, los componentes del tensor de

difusividad efectiva dependeŕıan de la orientación de la celda unitaria. Sin embargo, los casos aqúı

considerados están restringidos a las siguientes suposiciones: 1) las células están sobre una ĺınea, 2)

todas las células tienen el mismo tamaño. El radio de los ćırculos (ac) y el espaciamiento entre ellos

(lcx, lcy) dependen del número total de células (Nc = 4) y de la fracción volumétrica de la región

extracelular tal y como es expresado a continuación:

ac =

√
1− εβ

4π
, (5.51a)

lcx, lcy =
1− 4ac

3
. (5.51b)

1La notación empleada aqúı para hacer referencia a las distintas distribuciones celulares es la que se adoptó en

(De los Santos-Sánchez y col., 2016). PQ indica que en la distribución existen tanto células tipo-P como células

tipo-Q, siendo la proporción entre células tipo-P y el total de células vivas igual a nP
nP +nQ

. Mientras que LN indica la

existencia de células vivas y muertas (living-necotric cells), siendo la proporción de células vivas y el total de células

igual a
nP +nQ

Nc
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Región-P

Región-Q Región-N

lcy

lcx

lc

Región-β

Figura 5.4. Celda unitaria utilizada para resolver el problema de cerradura. La configuración mostrada

representa a la distribución celular PQ(2/3) LN(3/4).

Ochoa-Tapia (1994) reportó soluciones anaĺıticas aproximadas del problema de cerradura cuya

estructura matemática es la misma que las ecs. (5.47a)-(5.47e) en una celda de Chang. La diferencia

entre el problema de cerradura de Ochoa-Tapia (1994) y la de este trabajo, es que aqúı se consideran

más regiones donde la transferencia de masa toma lugar.

Una celda de Chang consiste de dos ćırculos o esferas concéntricos que representan a un sistema

de dos fases. Con la intención de utilizar estas soluciones anaĺıticas que ya se encuentran disponibles

en la literatura, se puede aproximar la celda unitaria mostrada en la Fig. 5.4 como una suma de

las tres celdas de Chang a través de las transformaciones sucesivas ilustradas en la Fig. 5.5. En

el Apéndice C.1, se demuestra que la fórmula aproximada para calcular la difusividad efectiva es

igual a la suma ponderada de cada coeficiente correspondiente a cada tipo celular, esto es,

Deq
ef

DAef,β

∣∣∣∣
approx

=
nP
Nc

Deq
ef

DAef,β

∣∣∣∣Chang

βP

+
nQ
Nc

Deq
ef

DAef,β

∣∣∣∣Chang

βQ

+
nN
Nc

Deq
ef

DAef,β

∣∣∣∣Chang

βN

, (5.52)

donde ni (i = P,Q,N) denota el número de células relativas a un tipo. Para la evaluación de los
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primeros dos términos del lado derecho de la ecuación (5.52), se usa la solución de la celda de

Chang, la cual puede ser consultada en Ochoa-Tapia (1994), ver Ec. 4.38,

Deq
ef,xx

DAef,β

∣∣∣∣Chang

βi

=
2κAi − εβ(κAi − 1) + εβε

1/2
i

√
πγAi/lc

2 + εβ(κAi − 1) + (2− εβ)ε
1/2
i

√
πγAi/lc

, i = P,Q. (5.53)

Las soluciones de la celda de Chang obtenidas para otras geometŕıas se encuentran también

disponibles en la literatura; por ejemplo, para esferas (Ochoa-Tapia, 1994; Wood y Whitaker, 1999)

(ver las ecs. 6.1 and 4.39) y elipsoides (Ochoa-Tapia, 1994) (ver Apéndices A y B). Para el tercer

término del lado derecho de la Ec. 5.52, la solución de la celda unitaria de Chang corresponde a la

obtenida por Rayleigh y Maxwell para ćırculos y esferas, respectivamente (ver ecs. 4.14 y 4.15 en

Ochoa-Tapia (1994)). Se espera que la solución de la celda de Chang no prediga satisfactoriamente

valores de la difusividad efectiva cuando εβ sea suficientemente grande para que las condiciones de

frontera dadas por las ecs. (5.47b) y (5.47c) tengan una fuerte influencia sobre los campos de las

variables de cerradura adyacentes a las células. Aún cuando el dominio de validez de las soluciones

anaĺıticas está restringido, éstas proporcionan un conocimiento cualitativo previo a las soluciones

numéricas. Además, las soluciones anaĺıticas tienen la ventaja de permitir una evaluación rápida

de los coeficientes efectivos. Por lo tanto, en este trabajo se calcula el coeficiente de difusividad

efectiva de forma aproximada y numérica y se comparan ambas soluciones en la siguiente sección.

Análisis paramétrico

Con el objetivo de escribir el problema de cerradura en términos de cantidades adimensionales,

se proponen los siguientes cambios de variable:

bβ = b
′
βlc, (5.54a)

bi = K−1
eqβib

′
ilc, i = P,Q, (5.54b)

∇ = lc∇
′
. (5.54c)

donde se ha elegido a la longitud de la celda unitaria (lc) para normalizar a las variables de cerradura.

Existen dos parámetros adimensionales clave que relacionan a los procesos de transporte de masa

a la escala microscópica:

El parámetro κAi describe la importancia relativa del transporte intracelular respecto al

transporte extracelular y se define únicamente para células vivas, i.e., i = P,Q.

El parámetro γAi/lc es interpretado como una medida de la importancia del transporte

intracelular con respecto al transporte de membrana y está también definido sólo para células

vivas.
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Celda unitaria original
Primera aproximación

Aproximación basada
 en celdas de Chang

Región-P

Región-Q Región-N

Región-β

Figura 5.5. Aproximación sucesiva de la celda unitaria original ilustrada en la figura 5.4 para obtener la

suma de tres celdas de Chang basadadas en la distribución PQ(2/3) LN(3/4).

Se debe tener en mente que el interés es estudiar cómo la presencia de diferentes tipos de células

afecta las predicciones del coeficiente de difusividad efectiva. Para esto, es útil relacionar los

parámetros adimensionales definidos anteriormente a través de las siguientes expresiones:

κAQ = ακAP , (5.55a)

γAQ/lc = αβγAP /lc, (5.55b)

donde, la razón α = KeqβPDAQ/KeqβQDAP puede ser interpretada como una medida relativa del

transporte en el interior las células-Q con respecto a las células-P multiplicada por la razón de

las constantes de equilibrio; mientras que, β = kAP /kAQ expresa la razón de las resistencias al

transporte de masa en las membranas de las células-Q a las células-P . Para las simulaciones, los

valores de los parámetros se eligen de acuerdo a los utilizados en trabajos previos por Ochoa y col.

(1986); Ochoa-Tapia (1994); Wood y Whitaker (1998); Wood y col. (2001), donde los intervalos

usados fueron 10−4 ≤ κAi ≤ 104 y 0 < γAi/lc ≤ 100. Además de estos valores paramétricos, se fijan

los valores de α y β en cuatro diferentes órdenes de magnitud (0.01, 0.1, 1, 10). Cuando α = 1 y
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β = 1, se obtienen exactamente los resultados reportados por Ochoa y col. (1986); Ochoa-Tapia

(1994); Wood y Whitaker (1998); Wood y col. (2001), quienes consideraron un solo tipo de célula.

Otro parámetro considerado para el análisis es εβ, que controla la geometŕıa de las celdas

unitarias. Para entender el efecto que tiene εβ sobre las predicciones del coeficiente de difusividad

efectiva, es necesario tomar al menos dos valores diferentes. Finalmente, también se toman diferentes

valores de los parámetros relacionados a la distribución celular (nP , nQ, nN ) en la celda unitaria de

cuadrados y ćırculos mostrada en la Fig. 5.4.

Resultados y discusiones

En los párrafos anteriores, se propusieron dos métodos para resolver el problema de cerradura

dado por las ecs. (5.47a)-(5.47e). El primer método se basa en las soluciones anaĺıticas de la celda

de Chang mientras que, el segundo consiste de las soluciones numéricas basadas en la celda original

ilustrada en la Fig. 5.4. El problema de cerradura fue resuelto para obtener la componente-xx

del tensor de difusividad efectiva. Las simulaciones numéricas, fueron hechas usando el software

comercial COMSOLTM Multiphysics (versión 4.4b), el cual se basa en el método del elemento finito.

Como parte del procedimiento, se probaron diferentes tamaños de malla para lograr resultados

numéricos consistentes.

Para las simulaciones, se han fijado las siguientes dos metas: 1) comparar los resultados

numéricos con los obtenidos de las soluciones anaĺıticas aproximadas; 2) comparar el coeficiente

de difusividad efectiva calculado en este estudio con los obtenidos en trabajos previos, los cuales no

consideran diferentes tipos de células. Para lograr lo anterior, se analizó el efecto de los parámetros

f́ısicos y geométricos (κAi, γAi/lc, α, β, εβ, i = P,Q), aśı como los parámetros asociados a la

diversidad celular (nP , nQ, nN ) sobre el coeficiente de difusividad efectiva.

En las figuras 5.6-5.8 se muestran las gráficas del coeficiente de difusividad efectiva en función

de los parámetros adimensionales κAP , α and β mientras que, εβ y γAP /lc se mantienen constantes,

para una distribución celular que contiene 2 diferentes tipos de células vivas en proporciones iguales,

tal configuración es referida como PQ(2/4). Las observaciones hechas en otras distribuciones son

consistentes con las presentadas aqúı. El comportamiento asintótico del coeficiente efectivo como

una función de κAP y γAP /lc es muy similar que la observada en otros estudios (Ochoa y col.,

1986; Ochoa-Tapia, 1994; Wood y Whitaker, 1998, 1999; Wood y col., 2001). En el análisis llevado

a cabo en este trabajo, el interés es estudiar la influencia de los parámetros que relacionan a las

propiedades f́ısicas de los distintos tipos de células vivas (α y β), aśı como la distribución celular

sobre el coeficiente efectivo. A continuación, se describen algunas observaciones concernientes a los

resultados de presentados en las figuras 5.6-5.8.

Cuando γAP /lc � 1, las resistencias al transporte de masa en las membranas celulares son
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1 Comparisons between analytical and numerical solutions

γP = 0.001
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(a) εβ = 0.8
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α = 0.01

= 0.1
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2

(b) εβ = 0.5

Figura 5.6. Comparación entre las soluciones anaĺıticas y numéricas cuando γAP /lc = 0.001 y β = 1 para

una distribución PQ(2/4) para diferentes valor de α. Las curvas sólidas representan a las soluciones anaĺıticas

mientras que, los śımbolos representan a las soluciones numéricas.

insignificantes, de manera que el coeficiente de difusividad efectiva no es sensible a la razón

de permeabilidades, β. Las gráficas de la Fig. 5.6 muestran las variaciones de la difusividad

efectiva con α para β = 1. De esta figura, se puede observar que para valores intermedios

de κAP , los valores de la difusividad efectiva aumentan con α. Cuando α = 1 y β = 1, los

resultados reproducen el caso particular en el que existe un sólo tipo de célula, por ejemplo,

todas las células son del tipo-P . Por otro lado, si α < 1, el sistema contiene células P y Q,
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donde las células-Q presentan una mayor resistencia al transporte de la especie qúımica en

comparación con el caso α = β = 1. Por otro lado, si α > 1, hay células-Q que favorecen el

transporte de masa de la especie qúımica clave y por consiguiente, incrementan los valores

del coeficiente de difusividad efectiva.
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(a) εβ = 0.8
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(b) εβ = 0.5

Figura 5.7. Comparación entre las soluciones anaĺıticas y numéricas cuando γAP /lc = 1 y α = 1 para una

distribución PQ(2/4). Las curvas sólidas representan a las soluciones anaĺıticas mientras que, los śımbolos

representan a las soluciones numéricas.

Para valores intermedios de γAP /lc, el coeficiente de difusividad efectiva depende de ambos
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Figura 5.8. Comparación entre las soluciones anaĺıticas y numéricas cuando γAP /lc � 1 y α = 1 para una

distribución PQ(2/4). Las curvas sólidas representan a las soluciones anaĺıticas mientras que, los śımbolos

representan a las soluciones numéricas.

parámetros, α y β, siendo más sensible al parámetro β, ya que valores intermedios de γAP /`c

indican que las resistencias en la membrana son importantes. Las gráficas de la Fig. 5.7

muestran las variaciones del coeficiente efectivo a diferentes valores de β cuando α = 1. En

estas condiciones, se puede observar que los valores del coeficiente de difusividad efectiva

aumentan conforme disminuye el valor del parámetro β. Cuando β < 1, la especie qúımica

clave es más permeable en las membranas de las células-Q que en las de las células-P , dando
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como resultado un incremento en los valores de la difusividad efectiva. Por el contrario, cuando

β > 1, las células tipo-Q son menos permeables para la especie qúımica clave que las células-P ,

disminuyendo aśı los valores del coeficiente efectivo.

Para valores de γAP /lc � 1, las resistencias al transporte de masa en las membranas son

tan grandes que la difusividad efectiva no depende del parámetro α y vaŕıa ligeramente con

β cuando β ≥ 1. Este comportamiento puede ser observado en la Fig. 5.8, donde se ha

graficado al coeficiente efectivo para distintos valores de β. Nótese que, las curvas tienden a

una ĺınea horizontal cuando β ≥ 1. Este resultado corresponde al caso en el que las células

actúan como sólidos impermeables y las predicciones casi reproducen los resultados reportados

por Whitaker (1999) para el transporte de masa en un medio poroso en el que el sólido es

impermeable. En este caso ĺımite, el coeficiente efectivo depende sólo de los valores de la

fracción volumétrica de la región extracelular, εβ, y la geometŕıa considerada en la celda

unitaria.

Comparación entre las soluciones anaĺıticas y numéricas

En las figs. 5.6-5.8, también se muestran las diferencias entre los resultados aproximados,

proporcionados por las soluciones anaĺıticas, y los obtenidos numéricamente. Los resultados de

ambas soluciones se aproximan mutuamente cuando los valores de γAP y γAQ son muy pequeños o

muy grandes, ver figs. 5.6 y 5.8. Las diferencias entre las dos soluciones parecen ser más grandes

para valores intermedios de γAP /lc, con un error relativo máximo de alrededor 40 % y 70 % cuando

γAP /lc = 1 para εβ = 0.8 y εβ = 0.5, respectivamente. Estas diferencias podŕıan deberse a: 1)

la diferencia en las geometŕıas de las celdas unitarias utilizadas, 2) la suposición impuesta en la

solución de la celda de Chang que consiste en el reemplazo de las condiciones tipo Dirichlet por

condiciones periódicas, cuyo efecto se hace más evidente conforme εβ disminuye y 3) la solución

numérica podŕıa tener errores de convergencia. Algunos trabajos previos han estudiado el dominio

de validez de las soluciones anaĺıticas basadas en la celda de Chang para predecir el coeficiente

de difusividad efectiva (Ochoa-Tapia, 1994; Wood y col., 2001). Las conclusiones presentadas aqúı

para sistemas multicelulares que consisten en más de un tipo celular son consistentes con estos

trabajos previos. Generalmente, se tiene un buen acuerdo entre ambas aproximaciones cuando los

siguientes casos se satisfacen:

cuando κAP � 1 para cualquier valor de γAP /lc.

cuando γAP /lc � 1 y γAQ/lc � 1 para valores finitos de κAP .

cuando γAP /lc � 1 para cualquier valor de κAP .
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Además de estas condiciones, es importante notar que si κAi � 1 y γAi � 1 para i = P,Q,

entonces la solución del problema de cerradura se reduce a la solución de Rayleigh para un medio

poroso impermeable, que corresponde a un caso particular de la solución de Chang. Con base en

estas observaciones, se espera tener un buen acuerdo entre los resultados anaĺıticos y aproximados

cuando las condiciones del sistema no están tan alejadas de las presentadas anteriormente. A pesar

de las diferencias que existen entre ambas soluciones, los resultados obtenidos anaĺıticamente sirven

como validación de los obtenidos numéricamente, ya que brindan un conocimiento cualitativo del

coeficiente de difusividad efectiva.

Comparación con trabajos previos

En esta sección, las predicciones de la componente-xx de la difusividad efectiva para el sistema

multiceular estudiado aqúı, son comparadas con aquellas obtenidas cuando sólo existe un tipo de

célula. Para esto, se calculó el error relativo entre las dos predicciones, tomando como referencia el

caso en el que el sistema consiste sólo de células-P . El objetivo es analizar los siguientes aspectos:

La influencia de la distribución de células vivas y la muerte celular. El porcentaje de error

relativo fue evaluado para tres diferentes distribuciones celulares cuando el sistema consiste

sólo de células vivas, como puede apreciarse en la Fig. 5.9. Las gráficas fueron obtenidas

cuando γAP /lc = 1, β = 10 y α = 1 para dos valores diferentes de εβ. Se fijaron estos valores

con el objetivo de aislar el efecto de la permeabilidad de membrana en la distribución de

las diferentes células. Lo anterior significa que en la Fig. 5.9 la distinción entre células vivas

recae en la permeabilidad de membrana y no en el coeficiente de difusión. Se observa que el

porcentaje de error exhibe un valor máximo en todos los casos; esto se debe al hecho que

cuando κAP � 1, las difusividades en el interior de las células son despreciables comparadas

con las de la región extracelular. Por lo tanto, no importa considerar las diferencias entre

diferentes tipos de células. En el otro caso ĺımite, cuando κAP � 1, se observa una situación

similar, dado que el transporte en las células es mucho mayor que en la región extracelular,

el efecto de considerar diferentes tipos de células es insignificante. Contrario a los dos casos

anteriores, existe una zona donde se tienen las diferencias más significativas, esta zona se

encuentra dentro del intervalo 101 ≤ κAP ≤ 102. Como es de esperarse, el error máximo

incrementa conforme la proporción de células-P disminuye, siendo alrededor de 30 % y 50 %

para la distribución PQ(1/4) cuando εβ = 0.8 y εβ = 0.5, respectivamente. Es importante

señalar que las diferencias observadas son consecuencia de considerar que las células-P son

10 veces más permeables que las células-Q, de acuerdo al valor de β = 10.

Además de la distribución de células vivas, en la Fig. 5.10 se muestran los porcentajes de error
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cuando las células muertas están presentes en tres distribuciones diferentes bajo las mismas

condiciones que las estudiadas que en la Fig. 5.9 (a). La presencia de las células muertas

tiene dos principales efectos: 1) ocasiona un incremento del error máximo y 2) en el caso

ĺımite κAP � 1, el error no tiende a cero sino que tiende a un valor asintótico. La primera

observación puede ser corroborada al comparar los porcentajes de error correspondientes a las

distribuciones PQ(3/4) y PQ(2/3) LD(3/4) de las figs. 5.9 (a) y 5.10, respectivamente; ya

que ambas configuraciones tienen la proporción máxima de células-P , y el error se incrementa

de un 10 a un 20 % con la adición de una célula muerta. Además, de la Fig. 5.10 se puede

notar que cuando la población de células-P disminuye, el porcentaje de error incrementa

considerablemente. Estos resultados sugieren que la proporción de células-P es tan importante

como la proporción de células muertas, teniendo ambos parámetros el mismo efecto sobre el

porcentaje de error. Respecto a la influencia de εβ, se observa que el error máximo aumenta

si la fracción volumétrica disminuye para todas las configuraciones analizadas.

Influencia de los parámetros f́ısicos. Como punto final del análisis, se investigó el efecto

que tienen los diferentes coeficientes de transporte que caracterizan a las células vivas sobre

el coeficiente de difusividad efectiva. Por esta razón, en lo que resta del análisis, se fijó

la distribución PQ(2/4), conduciendo al estudio en las siguientes tres direcciones: (1) la

influencia de modificar la razón de difusividades entre las células vivas (variando α como se

muestra en la Fig. 5.11 (a)); 2) la influencia de modificar la razón de permeabilidades de

membrana (variando β como se muestra en la Fig. 5.11 (b)); 3) la influencia de las razones

del tranporte de masa en la membrana celular y el transporte en el interior de las células

vivas (cambiando γAP como se muestra en la Fig. 5.12).

De la Fig. 5.11 (a), se observa que el error cambia con α cuando γAP /`c � 1 (la resistencia

al transporte en la membrana es despreciable) para la distribución celular PQ(2/4). En

esta condición y cuando κAP � 1, el transporte difusivo en el interior de las células-P es

insignificante, de manera que el porcentaje de error sólo es apreciable cuando α > 1, i.e., el

transporte difusivo es más rápido en las células-Q que en las células-P . Cuando κAP > 1,

la difusión en las células-P es el mecanismo dominante y el transporte difusivo en células-Q

tendŕıa que ser más lento que en las células-P para que el porcentaje de error sea significativo.

La influencia del parámetro β es evaluado cuando γAP /lc = 1 (el transporte difusivo en

células-P es del mismo orden que el transporte a través de la membrana), ver Fig. 5.11 (b).

Bajo esta condición y cuando κAP < 1, las resistencias en las membranas de las células-P

son lo suficientemente grandes para que el porcentaje de error sea apreciable para valores

de β < 1, es decir, las células-Q son más permeables que las células-P . Sin embargo, para
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κAP > 1, los errores máximos son encontrados cuando β > 1, i.e., células-Q son menos

permeables que las células-P .

Para estudiar el efecto del parámetro γAP /lc sobre el porcentaje de error, se analizaron

dos casos separadamente: (a) cuando el transporte difusivo en células-P es 10 veces más

alto que en células Q (α = 0.01) y (b) cuando la permeabilidad de la membrana de las

células-P es 10 veces mayor que en las células Q (β = 10). Para el primer caso, de la Fig.

5.12(a) se observa que el error incrementa conforme los valores de γAP /lc disminuyen. Esta

observación es consistente con el hecho de que en cuanto mayores sean las resistencias en

las membranas, la especie qúımica clave no alcanza a llegar al interior de las células, de

manera que la razón de difusividades, α, no tiene un efecto importante sobre el porcentaje

de error; lo contrario ocurre cuando las resistencias en la membrana son pequeñas, ya que la

diferencia entre las difusividades de las células vivas tiene un efecto sobre el porcentaje de

error. Los resultados obtenidos para el segundo caso son mostrados en la Fig. 5.12 (b). En estas

gráficas, se puede notar que el porcentaje de error tiende a cero cuando γAP � 1. Dado que

las resistencias en las membranas de ambas células vivas son despreciables y además, tienen

las mismas caracteŕısticas de transporte intracelular, el porcentaje de error es cero. Cuando

las resistencias en la membrana llegan a ser significativas, los errores alcanzan valores altos

y son controlados por las diferencias entre los parámetros que describen a los transportes

intracelulares y extracelulares, κAP , especialmente cuando κAP � 1.

5.5. Escalamiento de las ecuaciones de cantidad de movimiento

5.5.1. Promediado de las ecuaciones de continuidad

Como se mencionó en la Sección 5.3, el proceso de escalamiento de las ecuaciones de transporte

inicia con la definición de una región de promediado, la cual contiene las caracteŕısticas esenciales

de la escala microscópica. La longitud caracteŕıstica de esta región es equivalente a la de decenas

de células (≈ 10lµ) pero a la vez debe ser mucho menor que el tamaño total del aglomerado celular

(Lcluster). En esta región de promediado, se aplica el operador de promediado superficial, definido

por la Ec. 5.14a, a las ecuaciones de continuidad para cada una de las regiones que conforman al

aglomerado, Ec. (5.8a), obteniendo aśı lo siguiente:

Células-i

ρi
∂εi
∂t

+ ρi∇ · 〈vi〉+
1

Vµ

∫
Aiβ

ρi(vi −wiβ) · niβ = 0, i = P,Q,N, (5.56a)
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Figura 5.9. Influencia de la distribución de células vivas cuando γAP /lc = 1, α = 1 y β = 10.

Región extracelular

ρβ
∂εβ
∂t

+ ρβ∇ · 〈vβ〉+
1

Vµ

∫
APβ

ρβ(vβ −wiβ) · nβP +
1

Vµ

∫
AQβ

ρβ(vβ −wiβ) · nβQ
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Figura 5.10. Influencia de la distribución de células muertas sobre el porcentaje de error cuando εβ = 0.8,

γAP /lc = 1, α = 1 y β = 10.

+
1

Vµ

∫
ANβ

ρβ(vβ −wiβ) · nβN = 0, (5.56b)

En las ecuaciones anteriores, se ha aplicado el teorema de promediado espacial junto con el teorema

general de transporte. Este último, cuando es aplicado a una cantidad constante, proporciona una

relación geométrica representada por:

∂εi
∂t

=
1

Vµ

∫
Aij

wiβ · nijdA, i = P,Q,N, β, i 6= j. (5.57)

La Ec. (5.56a) es interpretada como la ecuación que describe el crecimiento de cada tipo de célula,

i = P,Q. La derivada temporal de la fracción volumétrica de la región-i se debe, principalmente, a la

masa que entra a la región de promediado por convección (representado por el segundo término del

lado izquierdo) y a la generación de masa celular debido al crecimiento (representado por el tercer

término integral del flux de masa total en la frontera). En relación a la Ec. (5.56b), las variaciones

temporales de la fracción volumétrica de la región extracelular se deben al flux convectivo neto

que entra y sale del volumen promediante y a las pérdidas/ganancias de masa extracelular como

resultado del metabolismo de las células. Wood y Whitaker (1999) demostraron que el flux de

masa total de todas las especies qúımicas que atraviesan a las membranas celulares (ver modelo

celular simplificado de la fig. 4), están relacionadas con la tasa de generación de biomasa mediante

las cinéticas de reacciones metabólicas de las sustancias clave. Para entender mejor esta idea, es

necesario descomponer el flux de masa total como la suma de todos fluxes de cada una de las

especies qúımicas que atraviesan a la membrana celular, esto es,
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Figura 5.11. Influencia de los parámetros (a) α y (b) β sobre el porcentaje de error cuando εβ = 0.8 para

la distribución PQ(2/4).

1

V

∫
Aβi

ρi(vi −wiβ) · niβdA =
1

V

∫
Aβi

ρAi(vAi −wiβ) · niβdA

+
1

V

∫
Aβi

ρBi(vBi −wiβ) · niβdA
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Figura 5.12. Influencia del parámetro γAP /lc sobre el porcentaje de error cuando εβ = 0.8 para la

distribución PQ(2/4).

+
1

V

∫
Aβi

ρCi(vCi −wiβ) · niβdA

+
1

V

∫
Aβi

ρDi(vDi −w) · niβdA
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+
1

V

∫
Aβi

ρEi(vEi −wiβ) · niβdA, i = P,Q. (5.58)

Con base en lo anterior, es necesario desarrollar representaciones para los fluxes de masa de cada

una de las cinco especies que aparecen en los integrandos de la ecuación anterior en términos de

la concentración de la especie qúımica clave. Hay que recordar que la especie qúımica E no se

transporta a través de la membrana, de manera que la integral relacionada con este flux puede ser

eliminada de la ecuación anterior. Además, es importante recordar que el transporte de masa de

las especies qúımicas se debe, principalmente, a la difusión. Por lo tanto, las integrales de los fluxes

de masa de cada especie qúımica pueden ser reescritas como sigue:

1

Vµ

∫
Aβi

ρAi(vAi −wiβ) · niβdA = MAi

 1

Vµ

∫
Aβi

DAm,i∇cAi · niβdA−
1

Vµ

∫
Aβi

cAiwiβ · niβdA

 ,

(5.59)

Las integrales de los fluxes anteriores están relacionadas con las versiones promediadas de las

ecuaciones de continuidad de especies qúımicas, ver Ec. (5.19a),

MAi
∂〈cAi〉
∂t

=MAi∇ ·

DAm,i

∇〈cAi〉+
1

Vµ

∫
Aβi(t)

niβcAidA




︸ ︷︷ ︸
∇·〈DAm,i∇cAi〉

+
MAi

Vµ

∫
Aβi(t)

niβ ·DAm,i∇cAidA

− MAi

Vµ

∫
Aβi(t)

niβ ·wiβcAidA+MAi〈RAi〉, i = P,Q. (5.60)

Dado que existe una disparidad de tiempos caracteŕısticos entre el tiempo que le toma a una especie

qúımica difundirse en el interior del aglomerado y el tiempo de crecimiento celular, la ecuación de

transporte de masa anterior puede ser utilizada en estado estacionario (Picioreanu y col., 2000;

Skowlund, 1990; Wood y Whitaker, 1999). De esta forma, el flux de la especie qúımica A puede

escribirse como sigue:

1

Vµ

∫
Aβi

ρAi(vAi −wiβ) · niβdA = −MAi∇ · 〈DAm,i∇cAi〉 −MAi〈RAi〉, i = P,Q. (5.61)

Se pueden obtener expresiones similares a la ecuación anterior para los fluxes de las demás especies

qúımicas. Si se sustituyen todos éstos en la Ec. (5.56a), se tiene como resultado lo siguiente:
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ρi
∂εi
∂t

+ ρi∇ · 〈vi〉 =MAi∇ · 〈DAm,i∇cAi〉+MBi∇ · 〈DBm,i∇cBi〉+MCi∇ · 〈DCm,i∇cCi〉

+MAi∇ · 〈DDm,i∇cDi〉+MAi〈RAi〉+MAi〈RBi〉+MCi〈RCi〉+MAD〈RAD〉,

i = P,Q. (5.62)

Hay que recordar que para soluciones diluidas, el flux difusivo de A es igual al flux de masa total

de la especie qúımica A. Por lo tanto, para cualquier especie qúımica se tiene que,

〈DAm,i∇cAi〉 = 〈cAivAi〉. (5.63)

Además, si se supone que las velocidades de todas las especies qúımicas son casi iguales (Wood y

Whitaker, 1999), es decir,

vAi ≈ vBi ≈ ... ≈ vi, (5.64)

entonces, es posible establecer la siguiente restricción:

MAi〈cAivAi〉 � ρi∇ · 〈vi〉, (5.65)

que es equivalente a

MAi〈DAm,i∇cAi〉 � ρi∇ · 〈vi〉, (5.66)

Siempre que la densidad de la especie qúımica A sea mucho menor que la suma de las densidades

de las especies que componen a la célula, esto es,

ρAi � ρi, (5.67)

Se pueden obtener las mismas conclusiones para las otras especies qúımicas, basadas en la restricción

(5.66). De esta forma, la ecuación de continuidad representada por (5.62) se reduce a lo que sigue:

ρi
∂εi
∂t

+ ρi∇ · 〈vi〉 = MAi〈RAi〉+MBi〈RBi〉+MCi〈RCi〉+MDi〈RDi〉, i = P,Q. (5.68)

Las cinéticas de reacción de cada especie qúımica están relacionadas estequiométricamente con la

de la especie A, mediante la Ec. (5.2). Haciendo uso de esta relación, la ecuación anterior puede

reescribirse de la siguiente manera:

ρi
∂εi
∂t

+ ρi∇ · 〈vi〉 =

(
MAi +

ηBi
ηAi

MBi −
ηCi
ηAi

MCi −
ηDi
ηAi

MDi

)
〈RAi〉, i = P,Q. (5.69)
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El promedio intŕınseco de la velocidad de reacción fue aproximado de acuerdo a la Ec. (5.33). De

esta forma, la ecuación de continuidad promediada anterior puede ser reescrita como:

ρi
∂εi
∂t

+ ρi∇ · 〈vi〉 = εiM̄iµAi

(
〈cAi〉i

〈cAi〉i +KAi

)
, i = P,Q. (5.70)

donde, con el objetivo de simplificar la notación, se ha definido al peso molecular promedio de la

siguiente manera:

M̄i = MAi + ηBiMBi − ηCiMCi − ηDiMDi, i = P,Q. (5.71)

Nótese que, la ecuación de crecimiento celular depende del conocimiento de las concentraciones

promedio intŕınsecas contenidas en el término de la reacción no lineal. Estas concentraciones

promedio están asociadas al modelo de transporte de masa de especies qúımicas bajo condiciones

de no equilibrio, ecs. (5.27a)-(5.27c). No obstante, como ya se mencionó anteriormente, en muchas

aplicaciones es común encontrar modelos de transporte de masa de especies qúımicas que consisten

de una sola ecuación en términos de una concentración. Por lo tanto, seŕıa deseable reescribir a la

velocidad de reacción en términos de la concentración ponderada de equilibrio definda por la Ec.

(5.37). Con base en lo anterior, se hace uso de las relaciones de equilibrio dadas por las ecs. (5.36a)

y (5.36b) y junto con la Ec. (5.37) se llega a la siguiente relación:

{cA} = Keqβi〈cAi〉i, i = P,Q. (5.72)

De esta forma, las ecuaciones de crecimiento celular se pueden escribir como sigue:

Células-P

ρP
∂εP
∂t

+ ρP∇ · 〈vP 〉 = εPµAP M̄P

(
{cA}

{cA}+ αP

)
, (5.73a)

Células-Q

ρQ
∂εQ
∂t

+ ρQ∇ · 〈vQ〉 = εQµAQM̄Q

(
{cA}

{cA}+ αQ

)
, (5.73b)

Células-N

ρN
∂εN
∂t

+ ρN∇ · 〈vN 〉 = 0, (5.73c)

donde αi = KAiKeqβi. Estas ecuaciones tienen la misma estructura matemática que aquellos en

los que se ha supuesto que la velocidad de crecimiento celular depende del transporte de masa
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y reacción de nutrientes en el interior del agregado celular, cuyo producto es la generación de

masa celular. Además de las ecuaciones de continuidad para cada tipo de célula, con los resultados

obtenidos anteriormente, se puede obtener fácilmente la ecuación de continuidad para la región

extracelular, la cual es:

Región extracelular

ρβ
∂εβ
∂t

+ ρβ∇ · 〈vβ〉 = −εPµAP M̄P

(
{cA}

{cA}+ αP

)
− εQµAQM̄Q

(
{cA}

{cA}+ αQ

)
. (5.74)

Para cerrar las ecuaciones de crecimiento celular, es necesario definir a la velocidad de las células

(〈vi〉, i = P,Q,N) y la de los componentes extracelulares (〈vβ〉). De acuerdo a lo reportado en el

caṕıtulo 2, en la formulación de los modelos matemáticos de crecimiento celular, estas velocidades

se han definido, principalmente, mediante dos formas:

Por ecuaciones constitutivas, que relacionan a la velocidad con gradientes de concentraciones

de especies qúımicas (quimiotaxis) y por difusión celular (Bellomo y col., 2008).

Mediante el planteamiento de un modelo mecánico como el definido por las ecuaciones (2.2a)

y 2.2b, cuya solución permitiŕıa determinar dichas velocidades (Kapellos y col., 2012).

En este proyecto de investigación se tiene como objetivo cerrar las ecuaciones (5.73a)-(5.73c)

mediante la derivación de un modelo mecánico basado en el escalamiento de las ecuaciones que

describen el transporte de cantidad de movimiento a la escala microscópica para obtener las

ecuaciones a la escala Darcy. Wood y Whitaker (1999) resolvieron el problema de la velocidad,

proponiendo una relación emṕırica, la cual requeŕıa la determinación de un parámetro de

crecimiento (Λ), entre la divergencia de la velocidad de las células y las reacciones intracelulares,

ver Ec. (66) en Wood y Whitaker (1999),

ε−1
σ 〈ρσ〉∇ · 〈vσ〉 = Λ

{
〈ρσ〉µM

(
{cA}

{cA}+ α1KA

)(
{cB}

{cB}+Keq,BKB

)}
.

Por lo tanto, a través de una formulación rigurosa se pretende demostrar esta relación emṕırica y

en las siguientes secciones se presentará el proceso de escalamiento de las ecuaciones de cantidad

de movimiento.

5.5.2. Promediado de las ecuaciones de movimiento

Una vez definida la región de promediado en la Sección 5.3, se aplica el operador de promedio

superficial dado por la Ec. (5.14a) a la ecuación de movimiento representada por la Ec. (5.8b). De

Proyecto de investigación doctoral 135



esta forma, se obtienen las siguientes ecuaciones para cada región:

Región extracelular

0 = ∇ · 〈Tef,β〉+ ρβg +
1

Vµ

 ∫
AβP

nβP · Tef,βdA+

∫
AβQ

nβQ · Tef,βdA+

∫
AβN

nβN · Tef,βdA

 ,

(5.75a)

Células

0 = ∇ · 〈Tef,i〉+ ρig +
1

Vµ

∫
Aβi

niβ · Tef,idA i = P,Q,N, (5.75b)

Con base en los resultados anteriores, es necesario promediar a los esfuerzos totales, representados

por las ecs. (5.9a) y (5.9b). Como resultado se obtienen expresiones para el tensor de los esfuerzos

totales promedio:

Región extracelular

〈Tef,β〉 =− Pγσ〈pβ〉+ µ∗γσ
[
∇〈vβ〉+ (∇〈vβ〉)T

]
+ ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

[
∇〈vβ〉+ (∇〈vβ〉)T

]
+ µ∗γσ

[
1

Vµ

∫
AβP

(nβPvβ + vβnβP ) dA+
1

Vµ

∫
AβQ

(nβQvβ + vβnβQ) dA

+
1

Vµ

∫
AβN

(nβNvβ + vβnβN ) dA

]

+ ϕσµ
∗
σH

(4)
σσ :

[
1

Vµ

∫
AβP

(nβPvβ + vβnβP ) dA+
1

Vµ

∫
AβQ

(nβQvβ + vβnβQ) dA

+
1

Vµ

∫
AβN

(nβNvβ + vβnβN ) dA

]
, (5.76a)

Células

〈Tef,i〉 =µi

∇〈ui〉+ (∇〈ui〉)T +
1

Vµ

∫
Aβi

niβuidA+
1

Vµ

∫
Aβi

uiniβdA


+ λi

∇ · 〈ui〉+
1

Vµ

∫
Aβi

niβ · uidA

 I, i = P,Q,N. (5.76b)
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Se ha supuesto que las propiedades f́ısicas (µi, λi) y los coeficientes efectivos (Pγσ, µ∗γσ,H
(4)
σσ )

obtenidos en el primer escalamiento son constantes en el interior del volumen promediante.

Sustituyendo los esfuerzos superficiales promedio en la ecuaciones de movimiento promediadas,

ecs. (5.75a) y (5.75b), se tienen los siguientes resultados:

Región extracelular

0 =−∇ · (Pγσ〈pβ〉) +∇ ·
[
µ∗γσ

(
∇〈vβ〉+ (∇〈vβ〉)T

)]
+∇ ·

[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇〈vβ〉+ (∇〈vβ〉)T

)]
+ εβρβg

+∇ ·

µ∗γσ
Vµ

 ∫
AβP

(nβPvβ + vβnβP )dA+

∫
AβQ

(nβQvβ + vβnβQ)dA+

∫
AβN

(nβNvβ + vβnβN )dA




+∇ ·

ϕσµ∗σH(4)
σσ

Vµ
:

 ∫
AβP

(nβPvβ + vβnβP ) dA+

∫
AβQ

(nβQvβ + vβnβQ)dA+

∫
AβN

(nβNvβ + vβnβN )dA




+
1

Vµ

∫
AβP

nβP ·
[
−Pγσpβ + µ∗γσ

(
∇vβ + (∇vβ)T

)
+ ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇vβ + (∇vβ)T

)]
dA

+
1

Vµ

∫
AβQ

nβQ ·
[
−Pγσpβ + µ∗γσ

(
∇vβ + (∇vβ)T

)
+ ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇vβ + (∇vβ)T

)]
dA

+
1

Vµ

∫
AβN

nβN ·
[
−Pγσpβ + µ∗γσ

(
∇vβ + (∇vβ)T

)
+ ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇vβ + (∇vβ)T

)]
dA. (5.77a)

Células:

0 =∇ · [µi
(
∇〈ui〉+ (∇〈ui〉)T

)
] +∇(λi∇ · 〈ui〉) + εiρig

+∇ ·

 µi
Vµ

∫
Aβi

niβuidA+

∫
Aβi

uiniβdA


+∇

 λi
Vµ

∫
Aβi

niβ · uidA


+

1

V

∫
Aβi

niβ ·
[
−Pβpβ + µ∗β

(
∇vβ + (∇vβ)T

)
+ ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇vβ + (∇vβ)T

)]
dA, i = P,Q,N.

(5.77b)

Para obtener la última ecuación se ha aplicado la condición de frontera que expresa la continuidad

de los esfuerzos superficiales entre la región-i y la región-β, esto es, la Ec. (5.13c). A continuación,

las dos últimas ecuaciones son reescritas en términos de las concentraciones promedio intŕınsecas.

Además, dado que las integrales superficiales aún contienen variables definidas en la escala
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microscópica, es necesario aplicar las siguientes descomposiciones de escala:

vβ =〈vβ〉β + ṽβ, (5.78a)

ui =〈ui〉i + ũi, i = P,Q,N. (5.78b)

Como resultado de lo anterior, las ecs. (5.77a) y (5.77b) se transforman en:

Región extracelular:

0 =−∇ ·
(
εβPγσ〈pβ〉β

)
+∇ ·

[
εβµ

∗
γσ

(
∇〈vβ〉β + (∇〈vβ〉β)T

)]
+∇ ·

[
εβϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇〈vβ〉β + (∇〈vββ〉)

T
)]

+ εβρβg +∇ ·

µ∗γσ
Vµ

 ∫
AβP

(nβP ṽβ + ṽβnβP )dA+

∫
AβQ

(nβQṽβ + ṽβnβQ)dA+

∫
AβN

(nβN ṽβ + ṽβnβN )dA




+∇ ·

ϕσµ∗σH(4)
σσ

Vµ
:

 ∫
AβP

(nβP ṽβ + ṽβnβP ) dA+

∫
AβQ

(nβQṽβ + ṽβnβQ)dA+

∫
AβN

(nβN ṽβ + ṽβnβN )dA




+
1

Vµ

∫
AβP

nβP ·
[
−Pγσp̃β + µ∗γσ

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)
+ ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)]
dA

+
1

Vµ

∫
AβQ

nβQ ·
[
−Pγσp̃β + µ∗γσ

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)
+ ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)]
dA

+
1

V

∫
AβN

nβN ·
[
−Pγσp̃β + µ∗γσ

(
∇̃vβ + (∇ṽβ)T

)
+ ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)]
dA

−∇εβ ·
[
−Pγσ〈pβ〉β + µ∗γσ

(
∇〈vβ〉β + (∇〈vβ〉β)T

)
+ ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇〈vβ〉β + (∇〈vβ〉β)T

)]
(5.79a)

Células

0 =∇ · [εiµi(∇〈ui〉i + (∇〈ui〉i)T )] +∇(εiλi∇ · 〈ui〉i) + εiρig

+∇ ·

µi
V

∫
Aβi

niβũidA+

∫
Aβi

ũiniβdA


+∇

λi
V

∫
Aβi

niβ · ũidA


+

1

V

∫
Aβi

niβ ·
[
−Pγσp̃β + µ∗γσ

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)
+ ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)]
dA

−∇εi ·
[
−Pγσ〈pβ〉β + µ∗γσ

(
∇〈vβ〉β + (∇〈vβ〉β)T

)
+ ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇〈vβ〉β + (∇〈vβ〉β)T

)]
,
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i = P,Q,N. (5.79b)

Como consecuencia de que el fluido es incompresible y de la suposición establecida de que el medio

es es homogéneo, se puede concluir que la fracción volumétrica de cada región no depende de la

posición (∇εi = 0). De esta manera, las ecs. (5.79a) y (5.79b) son simplificadas a:

Región extracelular

0 =−∇ ·
(
Pγσ〈pβ〉β

)
+∇ ·

[
µ∗γσ

(
∇〈vβ〉β + (∇〈vβ〉β)T

)]
+∇ ·

[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇〈vβ〉β + (∇〈vβ〉β)T

)]
+ ρβg

+ ε−1
β ∇ ·

[
µ∗γσ
Vµ

( ∫
AβP

(nβP ṽβ + ṽβnβP )dA+

∫
AβQ

(nβQṽβ + ṽβnβQ)dA+

∫
AβN

(nβN ṽβ + ṽβnβN )dA

)]

+ ε−1
β ∇ ·

[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ

Vµ
:

( ∫
AβP

(nβP ṽβ + ṽβnβP ) dA+

∫
AβQ

(nβQṽβ + ṽβnβQ)dA+

∫
AβN

(nβN ṽβ + ṽβnβN )dA

)]

+
ε−1
β

Vµ

∫
AβP

nβP ·
[
−Pγσp̃β + µ∗γσ

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)
+ ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)]
dA

+
ε−1
β

Vµ

∫
AβQ

nβQ ·
[
−Pγσp̃β + µ∗γσ

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)
+ ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)]
dA

+
ε−1
β

Vµ

∫
AβN

nβN ·
[
−Pγσp̃β + µ∗γσ

(
∇̃vβ + (∇ṽβ)T

)
+ ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)]
dA

(5.80a)

Células

0 =∇ · [µi(∇〈ui〉i + (∇〈ui〉i)T )] +∇(λi∇ · 〈ui〉i) + ρig

+ ε−1
i ∇ ·

 µi
Vµ

∫
Aβi

niβũidA+

∫
Aβi

ũiniβdA


+ ε−1

i ∇

 λi
Vµ

∫
Aβi

niβ · ũidA


+
ε−1
i

Vµ

∫
Aβi

niβ ·
[
−Pγσp̃β + µ∗γσ

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)
+ ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)]
dA, i = P,Q,N.

(5.80b)

El siguiente paso es derivar el problema de valor a la frontera mediante el cual se calcularán las

desviaciones de los promedios intŕınsecos a un nivel de escala de observación microscópica.
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Problema de cerradura

Para generar las ecuaciones diferenciales cuya solución permitirán el cálculo de las desviaciones

microscópicas involucradas en la integrales superficiales de las ecuaciones promediadas, se recurre

a la descomposición espacial basada en las ecuaciones (5.78a) y (5.78b) (Gray, 1975). Lo anterior

se logra restando las ecs. (5.73a)-(5.74) de la ecuación de continuidad dada por (5.8a), obteniendo aśı

Células vivas

−ε−1
i ρi

∂εi
∂t

+ ρi∇ · ṽi =− µAiM̄i

(
{cA}

{cA}+ αi

)
, i = P,Q. (5.81a)

Células muertas

−ε−1
N

∂εN
∂t

+∇ · ṽN =0, (5.81b)

Región extracelular

−ε−1
β ρβ

∂εβ
∂t

+ ρβ∇ · ṽβ =ε−1
β εPµAP M̄P

(
{cA}

{cA}+ αP

)
+ ε−1

β εQµAQM̄Q

(
{cA}

{cA}+ αQ

)
. (5.81c)

Para la obtención de estas ecuaciones, se hizo uso de la suposición de que el medio es homogéneo,

es decir, εi y εβ son constantes con la posición. De la misma manera que las ecuaciones de

continuidad, la descomposición espacial se aplica a las ecuaciones de cantidad de movimiento,

restando la Ec. (5.80a) de la Ec. (5.11a) y la Ec. (5.80b) de la Ec. (5.11b), dando como resultado

las siguientes ecuaciones:

Región extracelular

0 =−∇ · (Pγσp̃β) +∇ ·
[
µ∗γσ

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)]
+∇ ·

[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)]
−∇ ·

[
ε−1
β µ∗γσ

Vµ

( ∫
AβP

(nβP ṽβ + ṽβnβP )dA+

∫
AβQ

(nβQṽβ + ṽβnβQ)dA+

∫
AβN

(nβN ṽβ + ṽβnβN )dA

)]

−∇ ·

[
ϕσµ

∗
σε
−1
β H

(4)
σσ

Vµ
:

( ∫
AβP

(nβP ṽβ + ṽβnβP ) dA+

∫
AβQ

(nβQṽβ + ṽβnβQ)dA

+

∫
AβN

(nβN ṽβ + ṽβnβN )dA

)]
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−
ε−1
β

Vµ

∫
AβP

nβP ·
[
−Pγσp̃β + µ∗γσ

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)
+ ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)]
dA

−
ε−1
β

Vµ

∫
AβQ

nβQ ·
[
−Pγσp̃β + µ∗γσ

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)
+ ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)]
dA

−
ε−1
β

Vµ

∫
AβN

nβN ·
[
−Pγσp̃β + µ∗γσ

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)
+ ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)]
dA.

(5.82a)

Células

0 =∇ ·
[
µi
(
∇ũi + (∇ũi)

T
)]

+∇ (λi∇ · ũi)−∇ ·

ε−1
i λi
Vµ

∫
Aβi

I (niβ · ũi) dA


−∇ ·

ε−1
i µi
Vµ

∫
Aβi

(niβũidA+ ũiniβdA)


−
ε−1
i

Vµ

∫
Aβi

niβ ·
[
−Pβ p̃β + µ∗γσ

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)
+ ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)]
dA, i = P,Q,N.

(5.82b)

Con el fin de determinar si los términos no locales pueden despreciarse, se estimarán los órdenes

de magnitud de los siguientes términos locales:

∇ · [µ∗γσ(∇ṽβ + (∇ṽβ)T )] =O

[
µ∗γσṽβ

l2β

]
, (5.83a)

∇ ·
[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)]
=O

[
ϕσµ

∗
σHσσṽβ
l2β

]
, (5.83b)

∇ · [µi(∇ũi + (∇ũi)
T )] =O

[
µiũi
l2i

]
, (5.83c)

∇(λi∇ · ũi) =O

[
λiũi
l2i

]
, (5.83d)

aśı como de los términos no locales,

∇ ·

[
µ∗γσ
Vβ

( ∫
AβP

(nβP ṽβ + ṽβnβP )dA+

∫
AβQ

(nβQṽβ + ṽβnβQ)dA+

∫
AβN

(nβN ṽβ + ṽβnβN )dA

)]

= O

[
µ∗γσṽβ

lβL

]
, (5.83e)
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∇ ·

[
ϕσµ

∗
σε
−1
β H

(4)
σσ

Vµ
:

( ∫
AβP

(nβP ṽβ + ṽβnβP ) dA+

∫
AβQ

(nβQṽβ + ṽβnβQ)dA+

∫
AβN

(nβN ṽβ + ṽβnβN )dA

)]

= O

[
ϕσµ

∗
σHσσṽβ
lβL

]
, (5.83f)

∇ ·

µi
Vi

∫
Aiβ

niβũidA+

∫
Aiβ

ũiniβdA


 = O

[
µiũi
liL

]
, (5.83g)

∇ ·

λi
Vi

∫
Aγσ

I(niβ · ũi)dA

 = O

[
λiũi
liL

]
. (5.83h)

Comparando los estimados de los términos no locales con los locales se pueden establecer el siguiente

conjunto de suposiciones:

∇ ·

[
µ∗γσ
Vβ

( ∫
AβP

(nβP ṽβ + ṽβnβP )dA+

∫
AβQ

(nβQṽβ + ṽβnβQ)dA

+

∫
AβN

(nβN ṽβ + ṽβnβN )dA

)]
� ∇ · [µγσ∗(∇ṽβ + (∇ṽβ)T )], (5.84a)

∇ ·

[
ϕσµ

∗
σε
−1
β H

(4)
σσ

Vµ
:

( ∫
AβP

(nβP ṽβ + ṽβnβP ) dA+

∫
AβQ

(nβQṽβ + ṽβnβQ)dA

+

∫
AβN

(nβN ṽβ + ṽβnβN )dA

)]
� ∇ ·

[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)]
, (5.84b)

∇ ·

ε−1
i λi
Vµ

∫
Aβi

I (niβ · ũi) dA

� ∇(λi∇ · ũi), (5.84c)

∇ ·

ε−1
i µi
Vµ

∫
Aβi

(niβũidA+ ũiniβdA)

� ∇ · [µi(∇ũi + (∇ũi)
T )]. (5.84d)

siempre que las siguientes disparidades de longitudes de escala se satisfagan:

li, lβ � L. (5.85)

Como resultado de esta restricción, los términos no locales en las ecuaciones de la región extracelular

y las células pueden ser eliminados, dando lugar a lo siguiente:
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Región extracelular

0 =−∇ · (Pγσp̃β) +∇ ·
[
µ∗γσ

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)]
+∇ ·

[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)]
−
ε−1
β

Vµ

∫
AβP

nβP ·
[
−Pγσp̃β + µ∗γσ

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)
+ ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)]
dA

−
ε−1
β

Vµ

∫
AβQ

nβQ ·
[
−Pγσp̃β + µ∗γσ

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)
+ ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)]
dA

−
ε−1
β

Vµ

∫
AβN

nβN ·
[
−Pγσp̃β + µ∗γσ

(
∇̃vβ + (∇ṽβ)T

)
+ ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)]
dA.

(5.86a)

Células

0 =∇ ·
[
µi
(
∇ũi + (∇ũi)

T
)]

+∇ (λi∇ · ũi)

−
ε−1
i

Vµ

∫
Aβi

niβ ·
[
−Pγσp̃β + µ∗γσ

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)
+ ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)]
dA, i = P,Q,N.

(5.86b)

Para terminar de especificar el problema de cerradura, es necesario plantear las condiciones de

frontera, las cuales son obtenidas al aplicar la descomposición espacial a las ecs. (5.13a)-(5.13e).

En este punto es conveniente establecer la suposición de que la velocidad en el seno de cada región

es mucho mayor que la velocidad de la superficie divisoria, es decir, vi � wiβ, para i = P,Q,N .

Como resultado de lo anterior, las condiciones de frontera toman la siguiente forma:

nβi · ρiṽi =− nβi · ρi〈vi〉i +MAkAi(c̃Aβ −KeqAβic̃Ai) +MBkBi(c̃Bβ −KeqBβic̃Bi)

+MCkCi(c̃Cβ −KeqCβic̃Ci) +MDkDi(c̃Dβ −KeqDβic̃Di),

+MAkAi(〈cAβ〉β −Keqjβi〈cAi〉i) +MBkBi(〈cBβ〉β −KeqBβi〈cBi〉i)

+MCkCi(〈cCβ〉β −KeqCβi〈cCi〉i) +MDkDi(〈cDβ〉β −KeqDβi〈cDi〉i),

en Aβi, i = P,Q, (5.87a)

nβi · ρβṽβ =− nβi · ρβ〈vβ〉β +MAkAi(c̃Aβ −KeqAβic̃Ai) +MBkBi(c̃Bβ −KeqBβic̃Bi)

+MCkCi(c̃Cβ −KeqCβic̃Ci) +MDkDi(c̃Dβ −KeqDβic̃Di)

+MAkAi(〈cAβ〉β −Keqjβi〈cAi〉i) +MBkBi(〈cBβ〉β −KeqBβi〈cBi〉i)
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+MCkCi(〈cCβ〉β −KeqCβi〈cCi〉i) +MDkDi(〈cDβ〉β −KeqDβi〈cDi〉i),

en Aβi, i = P,Q, (5.87b)

ṽβ − ṽN =〈vN 〉N − 〈vβ〉β, en AβN . (5.87c)

Se debe recordar que en el interior del agregado celular, se planteó la solución al problema de

cerradura para las desviaciones de la concentración de la especie qúımica clave bajo la suposición

de equilibrio local de masa, Ec. (5.45), la cual para el caso de un sistema multicomponente es la

siguiente:

c̃ji = bji · ∇{cj}, i = P,Q, β; j = A,B,C,D.

Además, bajo condiciones de equilibrio, las relaciones entre la concentraciones promedio intŕınsecas

entre la región extracelular y las células se definen como sigue:

〈cβ〉β = Keqjβi〈cji〉i i = P,Q; j = A,B,C,D. (5.88)

Lo anterior, conduce a que las ecs. (5.87a) y (5.87b) se simplifiquen a

nβi · ρiṽi =− nβi · ρi〈vi〉i +MAkAi(c̃Aβ −KeqAβic̃Ai) +MBkBi(c̃Bβ −KeqBβic̃Bi)

+MCkCi(c̃Cβ −KeqCβic̃Ci) +MDkDi(c̃Dβ −KeqDβic̃Di) en Aβi, i = P,Q,

(5.89a)

nβi · ρβṽβ =− nβi · ρβ〈vβ〉β +MAkAi(c̃Aβ −KeqAβic̃Ai) +MBkBi(c̃Bβ −KeqBβic̃Bi)

+MCkCi(c̃Cβ −KeqCβic̃Ci) +MDkDi(c̃Dβ −KeqDβic̃Di) en Aβi, i = P,Q,

(5.89b)

Después de sustituir la Ec. (5.88) en las ecuaciones anteriores éstas se convierten en:

nβi · ρiṽi =− nβi · ρi〈vi〉i +MAkAi(bAβ −Keq,AβibAi) · ∇{cA}

+MBkBi(bBβ −Keq,BβibBi) · ∇{cB}

+MCkCi(bCβ −Keq,CβibCi) · ∇{cC}

+MDkDi(bDβ −Keq,DβibDi) · ∇{cD}, en Aβi, i = P,Q, (5.90a)

nβi · ρβṽβ =− nβi · ρβ〈vβ〉β +MAkAi(bAβ −Keq,AβibAi) · ∇{cA}

+MBkBi(bBβ −Keq,BβibBi) · ∇{cB}

+MCkCi(bCβ −Keq,CβibCi) · ∇{cC}

+MDkDi(bDβ −Keq,DβibDi) · ∇{cD}, en Aβi, i = P,Q. (5.90b)
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Finalmente, se aplica la descomposición espacial a las ecs. (5.13c)-(5.13e) obteniendo aśı lo siguiente:

nβP ·
[
− Pγσp̃β + µ∗γσ

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)
+ ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)
− µi(∇ũi + (∇ũi)

T )

− λiI∇ · ũi
]

= nβi ·
[
µi(∇〈ui〉i + (∇〈ui〉i)T ) + λiI∇ · 〈ui〉i + Pγσ〈pβ〉β

− µ∗γσ
(
∇〈vβ〉β + (∇〈vβ〉β)T

)
− ϕσµ∗σH(4)

σσ :
(
∇〈vβ〉β + (∇〈vβ〉β)T

)]
, en Aβi, i = P,Q,N.

(5.90c)

junto con las condiciones de periodicidad

ṽi =f(t, ri), en Ωie, i = β, P,Q,N, (5.90d)

ũi =f(t, ri), en Ωie, i = P,Q,N, (5.90e)

y las restricciones sobre los campos de las desviaciones

〈ṽi〉i =0, (5.90f)

〈ũi〉i =0, (5.90g)

Como se mencionó, es conveniente que la solución del problema de cerradura se restrinja a una

celda unitaria periódica. Esto conduce a que las condiciones a las entradas y salidas del sistema

puedan ser reemplazadas por condiciones de periodicidad tal que

ṽi(ri + lk) =ṽi(ri), i = P,Q,N, β; k = 1, 2, 3, (5.90h)

ũi(ri + lk) =ũi(ri), i = P,Q,N, ; k = 1, 2, 3. (5.90i)

Simplificación del problema de cerradura

Como puede observarse, el problema de valor en la frontera generado para cerrar el modelo

mecánico depende de la solución del problema de cerradura asociado al modelo de equilibrio

de masa para cada una de las especies qúımicas involucradas en el metabolismo celular, cuya

estructura matemática corresponde al de las ecs. (5.47a)-(5.47e). Con el fin de reducir el número de

ecuaciones que tienen que ser resueltas, se impondrá una suposición adicional, la cual consiste en

establecer que las velocidades de transporte interfacial de las especies qúımicas están relacionadas

estequiométricamente. Lo anterior es cierto si el proceso de transporte de masa de todas las especies

qúımicas que atraviesan la membrana celular ocurre en estado estacionario, es decir, todo lo que

se transporta en el interior del agregado es metabolizado en el interior de las células, no existiendo
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acumulación de especies qúımicas en el interior del agregado. Como resultado de esta suposición,

las condiciones de frontera dadas por las ecs. (5.90a)-(5.90b) se reducen a:

nβi · ρiṽi =− nβi · ρi〈vi〉i + kAiM̄i(bAβ −Keq,AβibAi) · ∇{cA}, en Aβi, i = P,Q, (5.91a)

nβP · ρβṽβ =− nβP · ρβ〈vβ〉β + kAiM̄i(bAβ −Keq,AβibAi) · ∇{cA}, en Aβi, i = P,Q,

(5.91b)

donde M̄i = MAi + ηBiMBi − ηCiMCi − ηDiMDi, i = P,Q.

Resumen del problema de cerradura

El problema de cerradura planteado anteriormente puede dividirse en dos problemas de valor a

la frontera y son los siguientes:

Problema I

∇ · ṽi =ε−1
i

∂εi
∂t
− µAiM̄i

ρi

(
{cA}

{cA}+ αi

)
, en Vi, i = P,Q. (5.92a)

∇ · ṽN =ε−1
N

∂εN
∂t

, en VN , (5.92b)

∇ · ṽβ =
εPµAP M̄P

εβρβ

(
{cA}

{cA}+ αP

)
+
εQµAQM̄Q

εβρβ

(
{cA}

{cA}+ αQ

)
+

1

εβ

∂εβ
∂t

, en Vβ, (5.92c)

las ecuaciones de continuidad anteriores, son resueltas con la ecuación de cantidad de movimiento

de la región extracelular,

0 =−∇ · (Pγσp̃β) +∇ ·
[
µ∗γσ

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)]
+∇ ·

[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)]
−
ε−1
β

Vµ

∫
AβP

nβP ·
[
−Pγσp̃β + µ∗γσ

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)
+ ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)]
dA

−
ε−1
β

Vµ

∫
AβQ

nβQ ·
[
−Pγσp̃β + µ∗γσ

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)
+ ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)]
dA

−
ε−1
β

Vµ

∫
AβN

nβN ·
[
−Pγσp̃β + µ∗γσ

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)
+ ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)]
dA, en Vβ.

(5.92d)
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las condiciones de frontera provienen de la definición del flux de masa total entre las células vivas

y la región extracelular,

nβi · ρiṽi =− nβi · ρi〈vi〉i + kAiM̄i(bAβ −Keq,AβibAi) · ∇{cA}, en Aβi, i = P,Q, (5.92e)

nβi · ρβṽβ =− nβi · ρβ〈vβ〉β + kAiM̄i(bAβ −Keq,AβibAi) · ∇{cA}, en Aβi, i = P,Q, (5.92f)

y la continuidad de las velocidades de las células muertas y el fluido extracelular,

ṽβ − ṽN =〈vN 〉N − 〈vβ〉β, en AβN . (5.92g)

Las condiciones de periodicidad son

ṽi(ri) =vi(ri + lk), i = P,Q,N, β k = 1, 2, 3, (5.92h)

p̃β(rβ) =p̃β(rβ + lk) i = P,Q,N, β k = 1, 2, 3, (5.92i)

Como puede observarse, la solución del problema mecánico requiere de la solución del problema

del transporte de masa de la especie qúımica A, representado por las ecs. (5.47a)-(5.47e). Además,

es importante señalar que para cerrar las ecuaciones cantidad de movimiento a la escala Darcy

no es necesario calcular las desviaciones de la velocidad de cada tipo de célula, ṽi (i = P,Q,N)

sino, sólo determinar ṽβ y p̃β del fluido. Con base en lo anterior, la parte del problema I que es

necesario resolver consiste en las ecs. (5.92b), (5.92c),(5.92d),(5.92f), (5.92g), (5.92h) y (5.92i). Por

lo tanto, la solución del problema I se plantea en función de las fuentes presentes en las ecuaciones

diferenciales y en las condiciones de frontera, esto es,

ṽβ =Bβ · 〈vβ〉β + BβN ·
(
〈vN 〉N − 〈vβ〉β

)
+ Fβ · ∇{cA}+ aβPRP ({cA}) + aβQRQ({cA})

+ dβε
−1
β

∂εβ
∂t

+ dβNε
−1
N

∂εN
∂t

, (5.93a)

ṽN =BN · 〈vβ〉β + BNN ·
(
〈vN 〉N − 〈vβ〉β

)
+ FN · ∇{cA}+ aNPRP ({cA}) + aNQRQ({cA})

+ dNε
−1
β

∂εβ
∂t

+ dNNε
−1
N

∂εN
∂t

, (5.93b)

p̃β =µ∗γσ

[
bβ · 〈vβ〉β + bβN ·

(
〈vN 〉N − 〈vβ〉β

)
+ fβ · ∇{cA}+ aβPRP ({cA}) + aβQRQ({cA})

+ dβε
−1
β

∂εβ
∂t

+ dβNε
−1
N

∂εN
∂t

]
. (5.93c)
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donde

Ri({cA}) =
εiµAiM̄i

εβρβ

(
{cA}

{cA}+ αi

)
, i = P,Q.

Problema II

El problema II consiste en resolver la ecuación de movimiento de las células que está acoplada

al problema I mediante la condición de frontera que expresa la continuidad de los esfuerzos

superficiales. El conjunto de ecuaciones es:

0 =∇ ·
[
µi
(
∇ũi + (∇ũi)

T
)]

+∇ (λi∇ · ũi)

−
ε−1
i

Vµ

∫
Aβi

niβ ·
[
−Pγσp̃β + µ∗γσ

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)
+ ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)]
dA, i = P,Q,N.

(5.94a)

La condición de frontera es,

nβi ·
[
− Pγσp̃β + µ∗γσ

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)
+ ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇ṽβ + (∇ṽβ)T

)
− µi(∇ũi + (∇ũi)

T )

− λiI∇ · ũi
]

= nβi ·
[
µi(∇〈ui〉i + (∇〈ui〉i)T ) + λiI∇ · 〈ui〉i + Pγσ〈pβ〉β

− µ∗γσ
(
∇〈vβ〉β + (∇〈vβ〉β)T

)
− ϕσµ∗σH(4)

σσ :
(
∇〈vβ〉β + (∇〈vβ〉β)T

)]
, en Aβi, i = P,Q,N.

(5.94b)

La condición de periodicidad es:

ũi(ri) = ũi(ri + lk), i = P,Q,N. k = 1, 2, 3. (5.94c)

La solución del problema de cerradura del problema II se expresa en términos de las fuentes y es

la siguiente:

ũi =C
(3)
ii :

(
∇〈ui〉i + (∇〈ui〉i)T

)
+ C

(3)
iβ :

(
∇〈vβ〉β + (∇〈vβ〉β)T

)
+ Di · 〈vβ〉β + DiN ·

(
〈vN 〉N − 〈vβ〉β

)
+ Ai · ∇{cA}+ ci∇ · 〈ui〉i + hi〈pβ〉β + giPRP ({cA}) + giQRQ({cA}) + piε

−1
β

∂εβ
∂t

+ piNε
−1
N

∂εN
∂t

,

i = P,Q,N. (5.95)
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Forma cerrada de las ecuaciones de cantidad de movimiento promedio

Con base en las soluciones de los problemas cerradura que se plantearon anteriormente, es

posible cerrar las ecuaciones de cantidad de movimiento promediadas representadas por las ecs.

(5.80a) y (5.80b), dando como resultado lo siguiente:

Región extracelular

0 =−∇ ·
(
Pγσ〈pβ〉β

)
+∇ ·

[
µ∗γσ

(
∇〈vβ〉β + (∇〈vβ〉β)T

)]
+∇ ·

[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇〈vβ〉β + (∇〈vβ〉β)T

)]
+ ρβg +∇ ·

[
µ∗γσZ

(3)
β · 〈vβ〉

β
]

+∇ ·
[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
Z

(3)
β · 〈vβ〉

β
)]

+∇ ·
[
µ∗γσZ

(3)
βN ·

(
〈vN 〉N − 〈vβ〉β

)]
+∇ ·

[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
Z

(3)
βN ·

(
〈vN 〉N − 〈vβ〉β

))]
+∇ ·

[
µ∗γσJ

(3)
β · ∇{cA}

]
+∇ ·

[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
J

(3)
β · ∇{cA}

)]
+∇ ·

[
µ∗γσSβP

ε−1
β εPµAP M̄P

ρβ

(
{cA}

{cA}+ αP

)]
+∇ ·

[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ : SβP

ε−1
β εPµAP M̄P

ρβ

(
{cA}

{cA}+ αP

)]

+∇ ·

[
µ∗γσSβQ

ε−1
β εQµAQM̄Q

ρβ

(
{cA}

{cA}+ αQ

)]
+∇ ·

[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ : SβQ

ε−1
β εQµAQM̄Q

ρβ

(
{cA}

{cA}+ αQ

)]

+∇ ·
[
ε−1
β µ∗γσMβ

∂εβ
∂t

]
+∇ ·

[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ : Mβε

−1
β

∂εβ
∂t

]
+∇ ·

[
ε−1
N µ∗γσMβN

∂εN
∂t

]
+∇ ·

[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ : MβNε

−1
N

∂εN
∂t

]
− εβµ∗γσ

(
K−1
βP + K−1

βQ + K−1
βN

)
· 〈vβ〉β

− εβµ∗γσ
(
K−1
βN,P + K−1

βN,Q + K−1
βN,N

)
·
(
〈vN 〉N − 〈vβ〉β

)
+ µ∗γσ (GβP + GβQ + GβN ) · ∇{cA}

+ µ∗γσ (kβP,P + kβP,Q + kβP,N )
ε−1
β εPµAP M̄P

ρβ

(
{cA}

{cA}+ αP

)
+ µ∗γσ (kβQ,P + kβQ,Q + kβQ,N )

ε−1
β εQµAQM̄Q

ρβ

(
{cA}

{cA}+ αQ

)
+ ε−1

β µ∗γσ (mβP + mβQ + mβN )
∂εβ
∂t

+ ε−1
N µ∗γσ (mβN,P + mβN,Q + mβN,N )

∂εN
∂t

. (5.96)

donde, los coeficientes efectivos asociados a la ecuación anterior se definen como sigue:

Z
(3)
β =

ε−1
β

Vµ

 ∫
AβP

(nβPBβ + BβnβP ) dA+

∫
AβQ

(nβQBβ + BβnβQ) dA

∫
AβN

(nβNBβ + BβnβN ) dA


(5.97a)

Z
(3)
βN =

ε−1
β

Vµ

 ∫
AβP

(nβPBβN + BβNnβP ) dA+

∫
AβQ

(nβQBβN + BβNnβQ) dA

∫
AβN

(nβNBβN + BβNnβN ) dA


(5.97b)
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J
(3)
β =

ε−1
β

Vµ

 ∫
AβP

(nβPFβ + FβnβP ) dA+

∫
AβQ

(nβQFβ + FβnβQ) dA+

∫
AβN

(nβNFβ + FβnβP ) dA


(5.97c)

SβP =
ε−1
β

V

 ∫
AβP

(nβPaβP + aβPnβP ) dA+

∫
AβQ

(nβQaβP + aβPnβQ) dA+

∫
AβN

(nβNaβP + aβPnβN ) dA


(5.97d)

SβQ =
ε−1
β

Vµ

 ∫
AβP

(nβPaβQ + aβQnβP ) dA+

∫
AβQ

(nβQaβQ + aβQnβQ) dA+

∫
AβN

(nβNaβQ + aβQnβN ) dA


(5.97e)

Mβ =
ε−1
β

Vµ

 ∫
AβP

(nβPdβ + dβnβP ) dA+

∫
AβQ

(nβQdβ + dβnβQ) dA+

∫
AβN

(nβNdβ + dβnβN ) dA

 ,
(5.97f)

MβN =
ε−1
β

Vµ

 ∫
AβP

(nβPdβN + dβNnβP ) dA+

∫
AβQ

(nβQdβN + dβnβQ) dA+

∫
AβN

(nβNdβN + dβNnβN ) dA

 ,
(5.97g)

y los coeficientes de medio efectivo interfaciales se definen como sigue a continuación:

−εβK−1
βi =

ε−1
β

Vµ

∫
Aβi

nβi ·
[
−Pβbβ +∇Bβ + (∇Bβ)T + ξH(4)

σσ :
(
∇Bβ + (∇Bβ)T

)]
dA i = P,Q,N,

(5.97h)

−εβK−1
βN,i =

ε−1
β

Vµ

∫
Aβi

nβi ·
[
−PβbβN +∇BβN + (∇BβN )T + ξH(4)

σσ :
(
∇BβN + (∇BβN )T

)]
dA i = P,Q,N,

(5.97i)

Gβi =
ε−1
β

Vµ

∫
Aβi

nβi ·
[
−Pβfβ +∇Fβ + (∇Fβ)T + ξH(4)

σσ :
(
∇Fβ + (∇Fβ)T

)]
dA, i = P,Q,N,

(5.97j)

kβP,i =
ε−1
β

Vµ

∫
Aβi

nβi ·
[
−PβaβP +∇aβP + (∇aβP )T + ξH(4)

σσ :
(
∇aβP + (∇aβP )T

)]
dA, i = P,Q,N,

(5.97k)
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kβQ,i =
ε−1
β

Vµ

∫
Aβi

nβi ·
[
−PβaβQ +∇aβQ + (∇aβQ)T + ξH(4)

σσ :
(
∇aβQ + (∇aβQ)T

)]
dA, i = P,Q,N,

(5.97l)

mβi =
ε−1
β

Vµ

∫
Aβi

nβi ·
[
−Pβdβ +∇dβ + (∇dβ)T + ξH(4)

σσ :
(
∇dβ + (∇dβ)T

)]
dA i = P,Q,N,

(5.97m)

mβN,i =
ε−1
β

Vµ

∫
Aβi

nβi ·
[
−PβdβN +∇dβN + (∇dβN )T + ξH(4)

σσ :
(
∇dβN + (∇dβN )T

)]
dA i = P,Q,N,

(5.97n)

donde K−1
βi es el coeficiente de permeabilidad del fluido a través de la célula-i, i = P,Q,N . Con

base en la solución dada por la Ec. (5.95), la forma cerrada de la ecuación del sólido representada

por la Ec. (5.80b):

Células

0 =−∇ ·
[
µiPi〈pβ〉β

]
+∇ ·

[
µi
(
∇〈ui〉i + (∇〈ui〉i)T

)]
+∇ ·

[
λiDi∇ · 〈ui〉i

]
+ ρig

+∇ ·
[
µiQ

(4)
ii :

(
∇〈ui〉i + (∇〈ui〉i)T

)]
+∇ ·

[
µiQ

(4)
iβ :

(
∇〈vβ〉β + (∇〈vβ〉β)T

)]
+∇ ·

[
µiZ

(3)
i · 〈vβ〉

β
]

+∇ ·
[
µiZ

(3)
iN ·

(
〈vN 〉N − 〈vβ〉β

)]
+∇ ·

[
µiJ

(3)
i · ∇{cA}

]
+∇ ·

[
µiSiP

ε−1
β εPµAP M̄P

ρβ

(
{cA}

{cA}+ αP

)]
+∇ ·

[
µiSiQ

ε−1
β εQµAQM̄Q

ρβ

(
{cA}

{cA}+ αQ

)]

+∇ ·
[
ε−1
β µiMi

∂εβ
∂t

]
+∇ ·

[
ε−1
N µiMiN

∂εN
∂t

]
+ ε2

βε
−1
i µ∗γσK

−1
βi · 〈vβ〉

β + ε2
βε
−1
i µ∗γσK

−1
βN,i ·

(
〈vN 〉N − 〈vβ〉β

)
− εβε−1

i µ∗γσGβi · ∇{cA} − εβε−1
i µ∗γσkβP,i

ε−1
β εPµAP M̄P

ρβ

(
{cA}

{cA}+ αP

)
+ εβε

−1
i µ∗γσkβQ,i

ε−1
β εQµAQM̄Q

ρβ

(
{cA}

{cA}+ αQ

)
− ε−1

i µ∗γσmβi
∂εβ
∂t
− ε−1

i µ∗γσmβNi
∂εN
∂t

, i = P,Q,N.

(5.98)

donde los coeficientes efectivos asociados a la ecuación del sólido se definen a continuación:

Pi = − 1

Vi

∫
Aβi

[αiI(niβ · hi) + niβhi + hiniβ] dA, i = P,Q,N, (5.99a)
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Di = I +
1

Vi

∫
Aβi

[
I(niβ · ci) + α−1

i (niβci + ciniβ)
]
dA, i = P,Q,N, (5.99b)

SiP =
1

Vi

∫
Aβi

[αiI(niβ · giP ) + niβgiP + giPniβ] dA, i = P,Q,N, (5.99c)

SiQ =
1

Vi

∫
Aβi

[αiI(niβ · giQ) + niβgiQ + giQniβ] dA, i = P,Q,N, (5.99d)

Mi =
1

Vi

∫
Aβi

[αiI(niβ · pi) + niβpi + piniβ] dA, i = P,Q,N, (5.99e)

MiN =
1

Vi

∫
Aβi

[αiI(niβ · piN ) + niβpiN + piNniβ] dA, i = P,Q,N, (5.99f)

Z
(3)
i =

1

Vi

∫
Aβi

[αiI (niβ ·Di) + niβDi + Diniβ] dA, i = P,Q,N, (5.99g)

Z
(3)
iN =

1

Vi

∫
Aβi

[αiI (niβ ·DiN ) + niβDiN + DiNniβ] dA, i = P,Q,N, (5.99h)

J
(3)
i =

1

Vi

∫
Aβi

[αiI (niβ · Ai) + niβAi + Ainiβ] dA, i = P,Q,N, (5.99i)

Q
(4)
ii =

1

Vi

∫
Aβi

[
αiI

(2)
(
niβ · C

(3)
ii

)
+ niβC

(3)
ii + C

(3)
ii niβ

]
dA, i = P,Q,N, (5.99j)

Q
(4)
iβ =

1

Vi

∫
Aβi

[
αiI
(
niβ · C

(3)
iβ

)
+ niβC

(3)
iβ + C

(3)
iβ niβ

]
dA i = P,Q,N, (5.99k)

La determinación de los coeficientes efectivos definidos anteriormente, requiere de la solución de los

problemas de cerradura asociados a las variables que los definen. Estos problemas son presentados

en el Apéndice D.

5.5.3. Simplificación de las ecuaciones de cantidad de movimiento a la escala

Darcy

Con un procedimiento similar al desarrollado en la Sección 4.3.4, basado en un análisis de

orden de magnitud de cada uno de los términos de las ecuaciones de cantidad de movimiento

promediadas, es posible demostrar que algunos de los términos contenidos en las ecs. 5.96 y (5.98)

pueden eliminarse. Este análisis es presentado de forma completa en el Apéndice E. Aqúı sólo se

listan las restricciones que permiten simplificar considerablemente a la Ec. 5.96 y son las siguientes:
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∇ ·
[
µ∗γσZ

(3)
β · 〈vβ〉

β
]
�εβµ∗γσ

(
K−1
βP + K−1

βQ + K−1
βN

)
· 〈vβ〉β (5.100a)

ε−1
β µ∗γσ (mβP + mβQ + mβN )

∂εβ
∂t
�εβµ∗γσ

(
K−1
βP + K−1

βQ + K−1
βN

)
· 〈vβ〉β. (5.100b)

∇ ·
[
µ∗γσZ

(3)
βN ·

(
〈vN 〉N − 〈vβ〉β

)]
�εβµ∗γσ

(
K−1
βN,P + K−1

βN,Q + K−1
βN,N

)
·
(
〈vN 〉N − 〈vβ〉β

)
,

(5.100c)

µ∗γσ (kβP,P + kβP,Q + kβP,N )
ε−1
β εPµAP M̄P

ρβ

(
{cA}

{cA}+ αP

)
+ µ∗γσ (kβQ,P + kβQ,Q + kβQ,N )

ε−1
β εQµAQM̄Q

ρβ

(
{cA}

{cA}+ αQ

)
� εβµ

∗
γσ

(
K−1
βP + K−1

βQ + K−1
βN

)
· 〈vβ〉β,

(5.100d)

∇ ·
[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
Z

(3)
β · 〈vβ〉

β
)]
�εβµ∗γσ

(
K−1
βP + K−1

βQ + K−1
βN

)
· 〈vβ〉β, (5.100e)

∇ ·
[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
Z

(3)
βN ·

(
〈vN 〉N − 〈vβ〉β

))]
�εβµ∗γσ

(
K−1
βN,P + K−1

βN,Q + K−1
βN,N

)
·
(
〈vN 〉N − 〈vβ〉β

)
,

(5.100f)

ε−1
N µ∗γσ (mβN,P + mβN,Q + mβN,N )

∂εN
∂t
� εβµ

∗
γσ

(
K−1
βP + K−1

βQ + K−1
βN

)
· 〈vβ〉β (5.100g)

Las restricciones anteriores son válidas si se satisfacen las siguientes disparidades de escala:

lβ
L
�1, (5.100h)

ϕσµ
∗
σ

µ∗γσ

lβ
L
�1, (5.100i)

lβ
L

〈vN 〉N

〈vβ〉β
�1. (5.100j)

También se ha demostrado que el siguiente conjunto de restricciones,

∇ ·
[
µ∗γσJ

(3)
β · ∇{cA}

]
�εβµ∗γσ

(
K−1
βP + K−1

βQ + K−1
βN

)
· 〈vβ〉β, (5.101a)

∇ ·
[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
J

(3)
β · ∇{cA}

)]
�εβµ∗γσ

(
K−1
βP + K−1

βQ + K−1
βN

)
· 〈vβ〉β, (5.101b)

es válida si se satisfacen las siguientes restricciones de escala:

εβ
lβ
L
�1, (5.101c)
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εβ
ϕσµ

∗
σ

µ∗γσ

lβ
L
�1. (5.101d)

El siguiente conjunto de desigualdades es válido

∇ ·

[
µ∗γσSβP

ε−1
β εPµAP M̄P

ρβ

(
{cA}

{cA}+ αP

)]
+∇ ·

[
µ∗γσSβQ

ε−1
β εQµAQM̄Q

ρβ

(
{cA}

{cA}+ αQ

)]
� εβµ

∗
γσ

(
K−1
βP + K−1

βQ + K−1
βN

)
· 〈vβ〉β, (5.102a)

∇ ·

[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ : SβP

ε−1
β εPµAP M̄P

ρβ

(
{cA}

{cA}+ αP

)]
+∇ ·

[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ : SβQ

ε−1
β εQµAQM̄Q

ρβ

(
{cA}

{cA}+ αQ

)]
� εβµ

∗
γσ

(
K−1
βP + K−1

βQ + K−1
βN

)
· 〈vβ〉β, (5.102b)

∇ ·
[
ε−1
β µ∗γσMβ

∂εβ
∂t

]
�εβµ∗γσ

(
K−1
βP + K−1

βQ + K−1
βN

)
· 〈vβ〉β, (5.102c)

∇ ·
[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ : Mβε

−1
β

∂εβ
∂t

]
�εβµ∗γσ

(
K−1
βP + K−1

βQ + K−1
βN

)
· 〈vβ〉β, (5.102d)

∇ ·
[
ε−1
N µ∗γσMβN

∂εN
∂t

]
�εβµ∗γσ

(
K−1
βP + K−1

βQ + K−1
βN

)
· 〈vβ〉β, (5.102e)

∇ ·
[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ : MβNε

−1
N

∂εN
∂t

]
�εβµ∗γσ

(
K−1
βP + K−1

βQ + K−1
βN

)
· 〈vβ〉β, (5.102f)

siempre que las siguientes restricciones se satisfagan:(
lβ
L

)2

�1, (5.102g)

ϕσµ
∗
σ

µ∗γσ

(
lβ
L

)2

�1, (5.102h)(
lβ
L

)2 〈vN 〉N

〈vβ〉β
�1, (5.102i)

ϕσµ
∗
σ

µ∗γσ

(
lβ
L

)2 〈vN 〉N

〈vβ〉β
�1. (5.102j)

Finalmente, se pueden proponer las siguientes desigualdades:

∇ ·
[
µ∗γσ

(
∇〈vβ〉β + (∇〈vβ〉β)T

)]
�εβµ∗γσ

(
K−1
βP + K−1

βQ + K−1
βN

)
· 〈vβ〉β (5.103a)

∇ ·
[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇〈vβ〉β + (∇〈vβ〉β)T

)]
�εβµ∗γσ

(
K−1
βP + K−1

βQ + K−1
βN

)
· 〈vβ〉β, (5.103b)

las cuales son válidas si se satisface el siguiente conjunto de restricciones de escala:

εβ

(
lβ
L

)2

�1, (5.103c)
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εβ
ϕσµ

∗
σ

µ∗γσ

(
lβ
L

)2

�1. (5.103d)

Como consecuencia de las restricciones (5.100h)-(5.100j), (5.101c)-(5.101d), (5.102g)-(5.102j) y

(5.103c)-(5.103d), la ecuación de cantidad de movimiento promediada de la región extracelular

se reduce a lo siguiente:

Región extracelular

0 =−∇ ·
(
Pβ〈pβ〉β

)
+ ρβg − εβµ∗γσ

(
K−1
βP + K−1

βQ + K−1
βN

)
· 〈vβ〉β

− εβµ∗γσ
(
K−1
βN,P + K−1

βN,Q + K−1
βN,N

)
·
(
〈vN 〉N − 〈vβ〉β

)
+ µ∗γσ (GβP + GβQ + GβN ) · ∇{cA},

(5.104)

Además de las restricciones que permitieron simplificar a la ecuación de la región extracelular,

es posible plantear otras más, con el objetivo de reducir la ecuación de cantidad de movimiento de

las células, Ec. (5.111). Se comienza con las siguientes suposiciones:

ε−1
i µ∗γσmβi

∂εβ
∂t
� ε2

βε
−1
i µ∗γσK

−1
βi · 〈vβ〉

β, (5.105a)

ε−1
N µ∗γσmβN,i

∂εN
∂t
� ε2

βε
−1
i µ∗γσK

−1
βi · 〈vβ〉

β, (5.105b)

las cuales son válidas si

lβ
L
�1, (5.105c)

lβ
L

〈vN 〉N

〈vβ〉β
�1, (5.105d)

Las siguientes desigualdades se cumplen:

∇ ·
[
µiZ

(3)
i · 〈vβ〉

β
]
�ε2

βε
−1
i µ∗γσK

−1
βi · 〈vβ〉

β, (5.106a)

∇ ·
[
µiZ

(3)
iN ·

(
〈vN 〉N − 〈vβ〉β

)]
�ε2

βε
−1
i µ∗γσK

−1
βN,i ·

(
〈vN 〉N − 〈vβ〉β

)
, (5.106b)

si

li
εiL
� 1. (5.106c)

Posteriormente, se tiene la siguiente restricción:

∇ ·
[
µiJ

(3)
i · ∇{cA}

]
� ε2

βε
−1
i µ∗γσK

−1
βi · 〈vβ〉

β, (5.107a)
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la cual es válida cuando se satisface lo siguiente:

εili
L
� 1. (5.107b)

La siguiente desigualdad

∇ ·
[
µiQ

(4)
iβ :

(
∇〈vβ〉β + (∇〈vβ〉β)T

)]
�ε2

βε
−1
i µ∗γσK

−1
βi · 〈vβ〉

β, (5.108a)

es válida si se satisface la siguiente restricción de escala:

l2β
L2
� 1, (5.108b)

Luego, se tienen las siguientes restricciones:

∇ ·

[
µiSiP

ε−1
β εiµAP M̄P

ρβ

(
{cA}

{cA}+ αP

)]

+∇ ·

[
µiSiQ

ε−1
β εiµAQM̄Q

ρβ

(
{cA}

{cA}+ αQ

)]
� ε2

βε
−1
i µ∗γσK

−1
βi · 〈vβ〉

β, (5.109a)

y

∇ ·
[
ε−1
β µiMi

∂εβ
∂t

]
�ε2

βε
−1
i µ∗γσK

−1
βi · 〈vβ〉

β, (5.109b)

las cuales, se satisfacen si la siguientes restricciones se cumplen:

l2β
εiL2

� 1. (5.109c)

Finalmente, la siguiente restricción se satisface:

∇ ·
[
ε−1
N µiMiN

∂εN
∂t

]
� ε2

βε
−1
i µ∗γσK

−1
βi · 〈vβ〉

β, (5.110a)

siempre que,

1

εi

l2β
L2

〈vN 〉N

〈vN 〉N
� 1. (5.110b)

Como resultado de las restricciones representadas por las ecs. (5.105c), (5.105d), (5.106c), (5.107b),

5.108b, (5.109c) y (5.110b), la ecuación de cantidad de movimiento de las células, se reduce a lo

que sigue:

Células

0 =−∇ ·
[
µiPi〈pβ〉β

]
+∇ ·

[
µi
(
∇〈ui〉i + (∇〈ui〉i)T

)]
+∇ ·

[
λiDi∇ · 〈ui〉i

]
+ ρig

+∇ ·
[
µiQ

(4)
ii :

(
∇〈ui〉i + (∇〈ui〉i)T

)]
+ ε2

βε
−1
i µ∗γσK

−1
βi · 〈vβ〉

β + ε2
βε
−1
i µ∗γσK

−1
βN,i ·

(
〈vN 〉N − 〈vβ〉β

)
− εβε−1

i µ∗γσGβi · ∇{cA}, i = P,Q,N. (5.111)
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5.6. Resumen de las ecuaciones que describen el transporte de

masa y de cantidad de movimiento a la escala-Darcy

El objetivo de este proyecto de investigación es el desarrollo de modelos de medio efectivo

que describan el crecimiento de sistemas multicelulares a la escala-Darcy, sobre la base de una

descripción subcelular y microscópica que se rige por el conjunto de suposiciones establecidas en las

Secciones 4.1.2 y (5.1). Para ello, en la Sección 5.5, se desarrollaron y se presentaron las ecuaciones de

continuidad promediadas para cada población celular junto con la región extracelular y se muestran

a continuación:

Células-P

ρP
∂εP
∂t

+ ρP∇ · 〈vP 〉 = εPµAP M̄P

(
{cA}

{cA}+ αP

)
, (5.112a)

Células-Q

ρQ
∂εQ
∂t

+ ρQ∇ · 〈vQ〉 = εQµAQM̄Q

(
{cA}

{cA}+ αQ

)
, (5.112b)

Células-N

ρN
∂εN
∂t

+ ρN∇ · 〈vN 〉 = 0, (5.112c)

donde αi = KAiKeqβi.

Región extracelular

ρβ
∂εβ
∂t

+ ρβ∇ · 〈vβ〉 = −εPµAP M̄P

(
{cA}

{cA}+ αP

)
− εQµAQM̄Q

(
{cA}

{cA}+ αQ

)
. (5.112d)

Nótese que, para resolver estas ecuaciones es necesario conocer la concentración promedio ponderada

de la especie qúımica A, {cA}. Esto es consecuencia de la hipótesis establecida de que el crecimiento

del sistema multicelular está controlado por el transporte y reacción de una sustancia qúımica. En

la Sección 5.4, se obtuvo la ecuación de transporte que describe a la distribución de una especie

qúımica clave, A, en el interior de un agregado multicelular, Ec. (5.43). Debido a que existe una

disparidad de tiempo caracteŕısticos entre los tiempos de transporte y el tiempo de crecimiento

celular, siendo más grande éste último (Picioreanu y col., 2000; Skowlund, 1990), la Ec. (5.43) es

utilizada en estado estacionario, esto es,

∇ · (Deff · ∇{cA}) = εPµAP
{cA}

{cA}+ αP
+ εQµAQ

{cA}
{cA}+ αQ

. (5.113)
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Además de la ecuación de transporte de especies qúımicas, es necesario cerrar las ecuaciones

(5.112a)- (5.112d) con modelos mecánicos, basados en balances de masa y cantidad de movimiento,

que permiten la determinación de las velocidades promedio de la región extracelular y de las células.

En la Sección (5.5) también se desarrollaron las ecuaciones promediadas de cantidad de movimiento

y son las sigiuentes:

Región extracelular

0 =−∇ ·
(
Pβ〈pβ〉β

)
+ ρβg − εβµ∗γσ

(
K−1
βP + K−1

βQ + K−1
βN

)
· 〈vβ〉β

− εβµ∗γσ
(
K−1
βN,P + K−1

βN,Q + K−1
βN,N

)
·
(
〈vN 〉N − 〈vβ〉β

)
+ µ∗γσ (GβP + GβQ + GβN ) · ∇{cA},

(5.114a)

Células

0 =−∇ ·
[
µiPi〈pβ〉β

]
+∇ ·

[
µi
(
∇〈ui〉i + (∇〈ui〉i)T

)]
+∇ ·

[
λiDi∇ · 〈ui〉i

]
+ ρig

+∇ ·
[
µiQ

(4)
ii :

(
∇〈ui〉i + (∇〈ui〉i)T

)]
+ ε2

βε
−1
i µ∗γσK

−1
βi · 〈vβ〉

β + ε2
βε
−1
i µ∗γσK

−1
βN,i ·

(
〈vN 〉N − 〈vβ〉β

)
− εβε−1

i µ∗γσGβi · ∇{cA}, i = P,Q,N. (5.114b)

Es importante señalar que la ecuación (5.114b) no puede ser utilizada directamente con las ecs.

(5.112a)-5.112c, ya que la primera está en términos del promedio del vector deformación y no

en términos de la velocidad superficial. Para resolver este problema, en la siguiente sección se

desarrollará una metodoloǵıa, usualmente usada en la teoŕıa de Biot y en la teoŕıa de mezclas, que

permitirá establecer una relación entre los vectores desplazamiento y velocidad.

5.7. Tratamiento algebraico de las ecuaciones de movimiento a la

escala-Darcy.

En la Sección 4.3.5, se presentó un análisis en la región extracelular para definir a la velocidad

promedio del sólido deformable en términos del promedio del vector desplazamiento, ver Ec. (4.136).

Si esta relación se utiliza a este nivel de escala, se tiene la siguiente expresión

〈vi〉i =
∂〈ui〉i

∂t
− 1

εiVµ

∫
Aβi

ũiwi · niβdA i = P,Q,N. (5.115)

A diferencia de las fronteras entre las fibras y el fluido de la matriz extracelular, en las fronteras

entre la región extracelular y las células vivas śı existe un intercambio de masa y por lo tanto, el
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término integral de la expresión no puede ser eliminado. De esta forma, se definirá una velocidad de

est́ımulo, la cual depende de las condiciones del microambiente al que están expuestas las células,

como fue descrito en la Sección 1.2.3. De esta manera, se define a la velocidad de est́ımulo como

sigue:

〈vi〉is =
1

εiVµ

∫
Aβi

ũiwi · niβdA i = P,Q. (5.116)

Nótese que, cuando se tienen células muertas, i = N , la velocidad de est́ımulo es cero y la Ec.

(5.115) se reduce a lo siguiente:

〈vN 〉N =
∂〈uN 〉N

∂t
. (5.117)

La velocidad de est́ımulo, 〈vi〉is, podŕıa estar asociada a los movimientos celulares descritos en la

Sección 1.2.3, tales como la quimiotaxis, la durotaxis, la reotaxis, entre otros. Nótese que, esta

velocidad está definida en términos de la velocidad de desplazamiento de la frontera entre la región

extracelular y las células. Lo anterior es consistente con el hecho de que los mecanismos mencionados

anteriormente ocurren en la membrana celular. Para determinar esta velocidad, se sustituye la

solución del problema de cerradura dada por la Ec. (5.95), obteniendo aśı,

〈vi〉is =
1

εiVµ

∫
Aβi

ũiwi · niβdA =
1

εiVµ

∫
Aβi

C
(3)
ii wi · niβdA :

(
∇〈ui〉i + (∇〈ui〉i)T

)
+

1

εiVµ

∫
Aβi

C
(3)
iβ wi · niβdA :

(
∇〈vβ〉β + (∇〈vβ〉β)T

)

+
1

εiVµ

∫
Aβi

Diwi · niβdA · 〈vβ〉β

+
1

εiVµ

∫
Aβi

DiNwi · niβdA ·
(
〈vN 〉N − 〈vβ〉β

)

+
1

εiVµ

∫
Aβi

Aiwi · niβdA · ∇{cA}

+
1

εiVµ

∫
Aβi

ciwi · niβdA∇ · 〈ui〉i

+
1

εiVµ

∫
Aβi

hiwi · niβdA〈pβ〉β

+
1

εiVµ

∫
Aβi

giPwi · niβdARP ({cA})
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+
1

εiVµ

∫
Aβi

giQwi · niβdARQ({cA})

+
1

εiVµ

∫
Aβi

piwi · niβdAε−1
β

∂εβ
∂t

,

+
1

εiVµ

∫
Aβi

piNwi · niβdAε−1
N

∂εN
∂t

, i = P,Q. (5.118)

Se puede demostrar, mediante un análisis de orden de magnitud de todos los términos anteriores,

que si las siguientes restricciones se satisfacen

εi
ηβi

lβ
L

〈ui〉i

〈vβ〉β
� 1, (5.119a)

lβ
L
� 1. (5.119b)

entonces, la velocidad de est́ımulo, 〈vi〉is, puede simplicarse a la siguiente expresión:

〈vi〉is =
1

εiVµ

∫
Aβi

Diwi · niβdA · 〈vβ〉β +
1

εiVµ

∫
Aβi

DiNwi · niβdA ·
(
〈vN 〉N − 〈vβ〉β

)

+
1

εiVµ

∫
Aβi

Aiwi · niβdA · ∇{cA}+
1

εiVµ

∫
Aβi

hiwi · niβdA〈pβ〉β, i = P,Q. (5.120)

Por lo tanto, es posible definir a la velocidad total de las células, la cual tiene dos contribuciones:

la primera es resultado de las fuerzas mecánicas que actúan sobre ella y la segunda es la velocidad

de est́ımulo que surge como respuesta a las condiciones del microambiente que rodea a las células,

las cuales son detectadas por las protéınas receptoras de membrana,

〈vi〉i =
∂〈ui〉i

∂t︸ ︷︷ ︸
Vel. mecánica

− [Li · 〈vβ〉β + LβNi ·
(
〈vN 〉N − 〈vβ〉β

)
+ Xi · ∇{cA}+ qi〈pβ〉β]︸ ︷︷ ︸

Vel. de est́ımulo

, i = P,Q,

(5.121)

donde los coeficientes que definen a la velocidad de est́ımulo son los siguientes:

Li =
1

εiVµ

∫
Aβi

Biwi · niβdA, (5.122a)

LβNi =
1

εiVµ

∫
Aβi

BiNwi · niβdA, (5.122b)
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Xi =
1

εiVµ

∫
Aβi

Fiwi · niβdA, (5.122c)

qi =
1

εiVµ

∫
Aβi

ciwi · niβdA, i = P,Q. (5.122d)

Sustituyendo la definición de la velocidad celular total, representada por la Ec. (5.121), en las

ecuaciones que describen el crecimiento de cada población celular, ecs. (5.112a)-(5.112c), se obtiene:

Células-P

∂εP
∂t

=−∇ ·
[
εP

(
∂〈uP 〉P

∂t
− LP · 〈vβ〉β − LβNP ·

(
〈vN 〉N − 〈vβ〉β

)
− XP · ∇{cA} − qP 〈pβ〉β

)]
+
εPµAP M̄P

ρP

(
{cA}

{cA}+ αP

)
, (5.123a)

Células-Q

∂εQ
∂t

=−∇ ·
[
εQ

(
∂〈uQ〉Q

∂t
− LQ · 〈vβ〉β − LβNQ ·

(
〈vN 〉N − 〈vβ〉β

)
− XQ · ∇{cA} − qQ〈pβ〉β

)]
+
εQµAQM̄Q

ρQ

(
{cA}

{cA}+ αQ

)
, (5.123b)

Células-N

∂εN
∂t

= −∇ ·
(
εN

∂〈uN 〉N

∂t

)
. (5.123c)

Si la velocidad de est́ımulo se debe, en mayor parte, a la existencia de los gradientes de

concentración de la especie qúımica, A, entonces las ecuaciones anteriores pueden reescribirse como

sigue:

Células-P

∂εP
∂t

=−∇ ·
[
εP

(
∂〈uP 〉P

∂t
− XP · ∇{cA}

)]
+
εPµAP M̄P

ρP

(
{cA}

{cA}+ αP

)
, (5.124a)

Células-Q

∂εQ
∂t

=−∇ ·
[
εQ

(
∂〈uQ〉Q

∂t
− XQ · ∇{cA}

)]
+
εQµAQM̄Q

ρQ

(
{cA}

{cA}+ αQ

)
, (5.124b)
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Células-N

∂εN
∂t

= −∇ ·
(
εN

∂〈uN 〉N

∂t

)
. (5.124c)

En este punto, es importante recordar que uno de los intereses que se tienen en este trabajo de

investigación, es demostrar la relación entre la velocidad de las células y las reacciones metabólicas

que ocurren en el interior de las células, la cual fue propuesta emṕıricamente por Wood y Whitaker

(1999). Para esto, es necesario determinar si esta relación puede ser obtenida de la derivada temporal

de los vectores de deformación para cada tipo celular. Como primer paso, se inicia sumando las

ecuaciones promediadas de continuidad de todas las regiones que conforman al agregado celular,

ecs. (5.112d), (5.124a), (5.124b) y (5.124c). Como resultado se tiene la ecuación que sigue:

∇ ·
(
εP
∂〈uP 〉P

∂t
+ εQ

∂〈uQ〉Q

∂t
+ εN

∂〈uN 〉N

∂t

)
−∇ · [(εPXP + εQXQ) · ∇{cA}] +∇ · (εβ〈vβ〉β)

= εPµAP M̄P

(
ρβ − ρP
ρβρP

)(
{cA}

{cA}+ αP

)
+ εQµAQM̄Q

(
ρβ − ρQ
ρβρQ

)(
{cA}

{cA}+ αQ

)
. (5.125)

Para obtener la ecuación anterior, se hizo uso de la condición de saturación, la establece lo siguiente

εβ + εP + εQ + εN = 1. (5.126)

Las derivadas temporales de los vectores desplazamiento que aparecen en la Ec. (5.125), son

obtenidas de las ecuaciones de movimiento para cada una de las regiones celulares, representadas

por la Ec. (5.114b). Lo anterior sugiere que, podŕıa ser útil obtener el modelo de una sola ecuación

que describa el transporte de cantidad de movimiento únicamente en las regiones celulares. En los

siguientes párrafos, se describirá la metodoloǵıa para la obtención de dicho modelo.

5.7.1. Modelo mecánico de una sola ecuación para las regiones celulares

Con el objetivo de obtener el modelo mecánico de las regiones celulares, se define el siguiente

promedio espacial aplicado únicamente a dichas regiones:

〈us〉 =
1

Vs

∫
Vs

usdV =
1

Vs

∫
VP

uPdV +
1

Vs

∫
VQ

uQdV +
1

Vs

∫
VN

uNdV (5.127)

donde Vs = VP + VQ + VN . La definición anterior es equivalente a

εs〈us〉 = εP 〈uP 〉P + εQ〈uQ〉Q + εN 〈uN 〉N (5.128)
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donde

εs =
Vs
Vµ
. (5.129)

Además, se definen las desviaciones del promedio intŕınseco del vector desplazamiento con respecto

al promedio espacial,

〈ui〉i = 〈us〉+ ûi, i = P,Q,N. (5.130)

Sobre la base de la definición dada por la Ec. (5.128), se suman las ecuaciones de cantidad de

movimiento de todas las regiones celulares, representadas por la Ec. (5.114b) y se obtiene el modelo

de una sola ecuación:

0 =−∇ ·
[
Ps〈pβ〉β

]
+∇ ·

[
µs
(
∇〈us〉+ (∇〈us〉)T

)]
+∇ · [Ds∇ · 〈us〉] + ρsg

+∇ ·
[
Q(4)
s :

(
∇〈us〉+ (∇〈us〉)T

)]
+ ε2

βµ
∗
γσ

(
K−1
βP + K−1

βQ + K−1
βN

)
· 〈vβ〉β

+ ε2
βµ
∗
γσ

(
K−1
βN,P + K−1

βN,Q + K−1
βN,N

)
·
(
〈vN 〉N − 〈vβ〉β

)
− εβµ∗γσ (GβP + GβQ + GβN ) · ∇{cA}+ Ψs. (5.131)

donde

Ψs =∇ ·
[
εPµP

(
∇ûP + (∇ûP )T

)
+ εQµQ

(
∇ûQ + (∇ûQ)T

)
+ εNµN

(
∇ûN + (∇ûN )T

)]
+∇ · [εPλPDP∇ · ûP + εQλQDQ∇ · ûQ + εNλNDN∇ · ûN ]

+∇ ·
[
εPµPQ

(4)
PP :

(
∇ûP + (∇ûP )T

)
+ εQµQQ

(4)
QQ :

(
∇ûQ + (∇ûQ)T

)]
+∇ ·

[
εNµNQ

(4)
NN :

(
∇ûN + (∇ûN )T

)]
. (5.132)

Además, se definen los siguientes parámetros:

Ps =εPµPPP + εQµQPQ + εNµNPN , (5.133a)

µs =εPµP + εQµQ + εNµN , (5.133b)

Ds =εPλPDP + εQλQDQ + εNλNDN , (5.133c)

Q(4)
s =εPµPQ

(4)
PP + εQµQQ

(4)
QQ + εNµNQ

(4)
NN . (5.133d)

El modelo de equilibrio mecánico se obtiene cuando la siguiente desigualdad se satisface:

Ψs � ∇ ·
[
µs
(
∇〈us〉+ (∇〈us〉)T

)]
+∇ · [Ds∇ · 〈us〉] +∇ ·

[
Q(4)
s :

(
∇〈us〉+ (∇〈us〉)T

)]
. (5.134)

Por lo tanto, se puede utilizar la siguiente aproximación:
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〈us〉 ≈ 〈uP 〉P ≈ 〈uQ〉Q ≈ 〈uN 〉N . (5.135)

bajo esta condición, la Ec. (5.131) se reduce a

0 =−∇ ·
[
Ps〈pβ〉β

]
+∇ ·

[
µs
(
∇〈us〉+ (∇〈us〉)T

)]
+∇ · [Ds∇ · 〈us〉] + ρsg

+∇ ·
[
Q(4)
s :

(
∇〈us〉+ (∇〈us〉)T

)]
+ ε2

βµ
∗
γσ

(
K−1
βP + K−1

βQ + K−1
βN

)
· 〈vβ〉β

+ ε2
βµ
∗
γσ

(
K−1
βN,P + K−1

βN,Q + K−1
βN,N

)
·
(
〈vN 〉N − 〈vβ〉β

)
− εβµ∗γσ (GβP + GβQ + GβN ) · ∇{cA}. (5.136)

5.7.2. Definición y estimación de la dilatación del sólido

Bajo la definición dada por la Ec. (5.128), se puede reescribir la Ec. 5.125 como sigue:

∇ ·
(
∂εs〈us〉
∂t

)
−∇ · [(εPXP + εQXQ) · ∇{cA}] +∇ · (εβ〈vβ〉β)

= εPµAP M̄P

(
ρβ − ρP
ρβρP

)(
{cA}

{cA}+ αP

)
+ εQµAQM̄Q

(
ρβ − ρQ
ρβρQ

)(
{cA}

{cA}+ αQ

)
. (5.137)

La dilatación de las regiones celulares, es, se define a continuación:

es = ∇ · 〈us〉. (5.138)

De esta forma, la Ec. (5.137), se puede reescribir en términos de la dilatación de las regiones

celulares,

εs
∂es
∂t
−∇ · [(εPXP + εQXQ) · ∇{cA}] +∇ · (εβ〈vβ〉β)

= εPµAP M̄P

(
ρβ − ρP
ρβρP

)(
{cA}

{cA}+ αP

)
+ εQµAQM̄Q

(
ρβ − ρQ
ρβρQ

)(
{cA}

{cA}+ αQ

)
. (5.139)

Nótese que, en la ecuación anterior se requiere conocer la divergencia de la velocidad de la

región extracelular, la cual puede ser obtenida a partir de la ecuación tipo-Darcy que describe

el movimiento de dicha región, Ec. (5.104). Para obtener lo anterior, es necesario despejar 〈vβ〉β de

la Ec. (5.104), pero antes se impondrá la siguiente suposición:

〈vN 〉N � 〈vβ〉β. (5.140)
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Con esta suposición, la ecuación de movimiento de la región extracelular se reduce a

0 =−∇ ·
(
Pβ〈pβ〉β

)
+ ρβg − εβµ∗γσ

(
K−1
βP + K−1

βQ + K−1
βN −K−1

βN,P −K−1
βN,Q −K−1

βN,N

)
· 〈vβ〉β

+ µ∗γσ (GβP + GβQ + GβN ) · ∇{cA}. (5.141)

La ecuación anterior puede reescribirse como sigue

εβµ
∗
γσK

−1
β · 〈vβ〉

β =−∇ ·
(
Pβ〈pβ〉β

)
+ ρβg + µ∗βGβs · ∇{cA} (5.142)

donde se han definido los siguientes coeficientes:

K−1
βs =K−1

βP + K−1
βQ + K−1

βN , (5.143a)

K−1
βNs =K−1

βN,P + K−1
βN,Q + K−1

βN,N , (5.143b)

K−1
β =K−1

βs −K−1
βNs, (5.143c)

Gβs =GβP + GβQ + GβN . (5.143d)

Aplicando el producto punto de
(
µ∗γσ
)−1

Kβ a ambos lados de la Ec. (5.142) se obtiene la siguiente

ecuación:

〈vβ〉 = −
Kβ

µ∗γσ
·

∇ · (Pβ〈pβ〉β)− ρβg − µ∗γσGβs · ∇{cA}︸ ︷︷ ︸
Corrección debido a crecimiento celular

 (5.144)

Luego, se toma la divergencia de la ecuación anterior dando como resultado lo siguiente:

∇ · 〈vβ〉 = −∇ ·
{
Kβ

µ∗γσ
·
[
∇ ·
(
Pβ〈pβ〉β

)]}
+∇ · {Kβ · [Gβs · ∇{cA}]} (5.145)

Si se supone que los coeficientes efectivos son constantes con la posición, entonces la ecuación

anterior puede ser reescrita como sigue:

∇ · 〈vβ〉 = −
KijPkj
µ∗γσ

∂

∂xi

∂

∂xk
〈pβ〉β +KijGjk

∂

∂xi

∂

∂xk
{cA}.

Además, si las funciones 〈pβ〉β y {cA} son continuas, entonces es posible intercambiar el orden de

las derivadas de manera que,
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∇ · 〈vβ〉 = −
KijPkj
µ∗γσ

∂

∂xk

∂

∂xi
〈pβ〉β +KijGjk

∂

∂xk

∂

∂xi
{cA},

la ecuación anterior puede escribirse en notación compacta como:

∇ · 〈vβ〉 = −
Kβ · PTβ
µ∗γσ

: ∇∇〈pβ〉β + (Kβ · Gβs) : ∇∇{cA}. (5.146)

A continuación, se desea expresar cada uno de los términos del lado derecho de la ecuación anterior

en términos de las reacciones metabólicas que ocurren en el interior de las células vivas. Se comienza

por analizar el segundo término,

(Kβ · Gβs) : ∇∇{cA} = KijGjk
∂

∂xk

∂

∂xi
{cA}. (5.147)

De la ley de Fick se sabe que sólo se deben considerar a los elementos de la diagonal del tensor

∇∇{cA}, de manera que sólo existen los siguientes elementos:

KijGjk
∂

∂xk

∂

∂xi
{cA} = KijGjkδik

∂

∂xk

∂

∂xi
{cA} = KijGji

∂

∂xi

∂

∂xi
{cA} = Kβ : Gβs∇2{cA}. (5.148)

El Laplaciano de la concentración de equilibrio ponderada ∇2{cA} se puede expresar en función de

las reacciones metabólicas a través de la ecuación de transporte de masa de especies qúımicas, la

cual en estado estacionario y bajo las condiciones de equilibrio es

∇ ·
(
Deq
ef · ∇{cA}

)
= εPµAP

{cA}
{cA}+ αP

+ εQµAQ
{cA}

{cA}+ αQ
. (5.149)

Si la concentración de equilibrio ponderada, {cA}, es una función continua y el coeficiente de difusión

efectiva no vaŕıa con la posición, se puede demostrar lo siguiente:

∇ ·
(
Deq
ef · ∇{cA}

)
= Deq

ef : ∇∇{cA}. (5.150)

Se ha demostrado que, el tensor de difusividad efectiva es simétrico, es decir, tiene la propiedad de

que Deq
ef = (Deq

ef )T . Además de ser simétrico, la difusividad efectiva es un tensor diagonal, tal que

Deq
ef = Deq

ef I, dando como resultado la siguiente ecuación:

∇ ·
(
Deq
ef · ∇{cA}

)
= Deq

ef : ∇∇{cA} = Deq
ef I : ∇∇{cA} = Deq

ef∇
2{cA} (5.151)
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Por lo tanto, de la Ec. (5.149) se concluye lo siguiente:

∇2{cA} =
εPµAP
Deq
ef

{cA}
{cA}+ αP

+
εQµAQ
Deq
ef

{cA}
{cA}+ αQ

. (5.152)

Como resultado, el segundo término del lado derecho de la Ec. (5.146) se puede escribir como:

(Kβ · Gβs) : ∇∇{cA} = Kβ : Gβs∇2{cA} =
Kβ : Gβs
Deq
ef

[
εPµAP

{cA}
{cA}+ αP

+ εQµAQ
{cA}

{cA}+ αQ

]
.

(5.153)

De esta manera, la ecuación que define a la derivada temporal de la dilatación, Ec. (5.139), es

reescrita como:

εs
∂es
∂t

=∇ ·
[(
εPXP + εQXQ

)
· ∇{cA}

]
+

Kβ · PTβ
µ∗γσ

: ∇∇〈pβ〉β

−
Kβ : Gβs
Deq
ef

[
εPµAP

{cA}
{cA}+ αP

+ εQµAQ
{cA}

{cA}+ αQ

]
+ εPµAP M̄P

(
ρβ − ρP
ρβρP

)(
{cA}

{cA}+ αP

)
+ εQµAQM̄Q

(
ρβ − ρQ
ρβρQ

)(
{cA}

{cA}+ αQ

)
.

(5.154)

Además si se demuestra que los tensores efectivos son simétricos, la ecuación anterior puede

expresarse como sigue:

εs
∂es
∂t

= (εPXP + εQXQ)∇2{cA}+
KβPβ
µ∗γσ

∇2〈pβ〉β

−
KβGβs
Deq
ef

[
εPµAP

{cA}
{cA}+ αP

+ εQµAQ
{cA}

{cA}+ αQ

]
+ εPµAP M̄P

(
ρβ − ρP
ρβρP

)(
{cA}

{cA}+ αP

)
+ εQµAQM̄Q

(
ρβ − ρQ
ρβρQ

)(
{cA}

{cA}+ αQ

)
(5.155)

la cual es equivalente a:

εs
∂es
∂t

=
(εPXP + εQXQ)

Deq
ef

[
εPµAP

{cA}
{cA}+ αP

+ εQµAQ
{cA}

{cA}+ αQ

]
+
KβPβ
µ∗γσ

∇2〈pβ〉β

−
KβGβs
Deq
ef

[
εPµAP

{cA}
{cA}+ αP

+ εQµAQ
{cA}

{cA}+ αQ

]
Proyecto de investigación doctoral 167



+ εPµAP M̄P

(
ρβ − ρP
ρβρP

)(
{cA}

{cA}+ αP

)
+ εQµAQM̄Q

(
ρβ − ρQ
ρβρQ

)(
{cA}

{cA}+ αQ

)
(5.156)

Nótese que, sólo falta determinar el Laplaciano de la presión, que puede ser obtenido al sumar las

ecuaciones de movimiento de las regiones celulares (modelo de equilibrio) y de la región extracelular.

Como resultado de sumar las ecs. (5.114a) y (5.136) se tiene,

0 =−∇ ·
[
(Ps + εβPβ) 〈pβ〉β

]
+∇ ·

[
µs
(
∇〈us〉+ (∇〈us〉)T

)]
+∇ · [Ds∇ · 〈us〉] + ρsg + εβρβg

+∇ ·
[
Q(4)
s :

(
∇〈us〉+ (∇〈us〉)T

)]
(5.157)

esta ecuación es equivalente a

0 =−∇ ·
[
(Ps + εβPβ) 〈pβ〉β

]
+∇ · [µs∇〈us〉] +∇ · [(Ds + µsI) es] + ρsg + εβρβg

+∇ ·
[
Q(4)
s :

(
∇〈us〉+ (∇〈us〉)T

)]
. (5.158)

Con el objetivo de escribir el último término del lado derecho de la ecuación anterior en términos

de la dilatación del sólido, es conveniente expresar el tensor Q
(4)
s como el siguiente producto de los

tensores Q
(4)
s = QsI. De esta forma, es posible demostrar que el último término puede expresarse

como sigue:

∇ ·
[
Q(4)
s :

(
∇〈u〉+ (∇〈u〉)T

)]
= 2QT

s · ∇es. (5.159)

Sustituyendo el resultado anterior en la Ec. (5.158) y a la ecuación resultante se aplica la divergencia,

se tiene lo siguiente:

0 =−∇ ·
{
∇ ·
[
(Ps + εβPβ) 〈pβ〉β

]}
+∇ · {∇ · [µs∇〈u〉]}+∇ · {∇ · [(Ds + µsI)} es]

+∇ ·
{

2QT
s · ∇es

}
. (5.160)

La ecuación anterior equivale a

0 =− (Ps + εβPβ) : ∇∇〈pβ〉β + 2µs∇2es + Ds : ∇∇es + 2QT
s : ∇∇es. (5.161)

Si los tensores efectivos son simétricos, entonces la ecuación anterior queda:

0 =− (Ps + εβPβ)∇2〈pβ〉β + 2µs∇2es +Ds∇2es + 2Qs∇2es (5.162)

despejando el Laplaciano de la presión:

∇2〈pβ〉β =
Ds + 2(µs +Qs)

Ps + εβPβ
∇2es, (5.163)

Proyecto de investigación doctoral 168



Sustituyendo este resultado en la Ec. (5.156), se obtiene

εs
∂es
∂t

=
KβPβ
µ∗γσ

Ds + 2(µs +Qs)

Ps + εβPβ
∇2es +

(εPXP + εQXQ)

Deq
ef

[
εPµAP

{cA}
{cA}+ αP

+ εQµAQ
{cA}

{cA}+ αQ

]
−
KβGβs
Deq
ef

[
εPµAP

{cA}
{cA}+ αP

+ εQµAQ
{cA}

{cA}+ αQ

]
+ εPµAP M̄P

(
ρβ − ρP
ρβρP

)(
{cA}

{cA}+ αP

)
+ εQµAQM̄Q

(
ρβ − ρQ
ρβρQ

)(
{cA}

{cA}+ αQ

)
.

(5.164)

Reordenando la ecuación anterior queda:

εs
∂es
∂t

=
KβPβ
µ∗β

Ds + 2(µs +Qs)

Ps + εβPβ
∇2es

+ εPµAP

[
(εPXP + εQXQ)

Deq
ef

−
KβGβs
Deq
ef

+ M̄P

(
ρβ − ρP
ρβρP

)]
{cA}

{cA}+ αP

+ εQµAQ

[
(εPXP + εQXQ)

Deq
ef

−
KβGβs
Deq
ef

+ M̄Q

(
ρβ − ρQ
ρβρQ

)]
{cA}

{cA}+ αQ
. (5.165)

Al resolver esta ecuación diferencial, sujeta a las condiciones iniciales y de frontera adecuadas,

se determina la dilatación de las regiones celulares, la cual es necesaria para predecir la dinámica

de crecimiento celular, como se verá en los siguientes párrafos. Nótese que, la Ec. (5.165) es

no homogénea, por lo que la solución de la ecuación contendrá a los términos fuente que están

representados por las reacciones metabólicas de cada tipo de célula viva, es decir,

es = F(RP ({cA}),RQ({cA})), (5.166)

donde

Ri({cA}) = εiµAi

(
{cA}

{cA}+ αi

)
, i = P,Q.

5.8. Forma final de las ecuaciones que describen la dinámica de

crecimiento celular

Las ecuaciones que describen el crecimiento de cada una de las poblaciones celulares están dadas

por las ecs. (5.124a)-(5.124c), las cuales bajo la suposición de equilibrio local de masa y equilibrio

mecánico de las regiones celulares, aśı como el empleo de la definición de la dilatación de las regiones
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celulares, se pueden expresar como:

Células-P

∂εP
∂t

=− εP
∂es
∂t

+∇ · [εP (XP · ∇{cA})] +
εPµAP M̄P

ρP

(
{cA}

{cA}+ αP

)
, (5.167a)

Células-Q

∂εQ
∂t

=− εQ
∂es
∂t

+∇ · [εQ (XQ · ∇{cA})] +
εQµAQM̄Q

ρQ

(
{cA}

{cA}+ αQ

)
, (5.167b)

Células-N

∂εN
∂t

= −εN
∂es
∂t

. (5.167c)

Si los tensores efectivos Xi (i = P,Q) son simétricos y no vaŕıan con la posición, entonces se puede

demostrar lo siguiente:

∇ · [εi (Xi · ∇{cA})] = εiXi∇2{cA} = εiXi

(
εPµAP
Deq
ef

{cA}
{cA}+ αP

+
εQµAQ
Deq
ef

{cA}
{cA}+ αQ

)
, i = P,Q.

(5.168)

De esta forma, las ecuaciones de continuidad correspondientes a cada tipo de célula se transforman

en

Células-P

∂εP
∂t

=− εP
∂es
∂t

+ εPµAP

(
εPXP

Deq
ef

+
M̄P

ρP

)
{cA}

{cA}+ αP
+ εQµAQ

εPXP

Deq
ef

{cA}
{cA}+ αQ

, (5.169a)

Células-Q

∂εQ
∂t

=− εQ
∂es
∂t

+ εPµAP
εQXQ

Deq
ef

{cA}
{cA}+ αP

+ εQµAQ

(
εQXQ

Deq
ef

+
M̄Q

ρQ

)
{cA}

{cA}+ αQ
, (5.169b)
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Células-N

∂εN
∂t

= −εN
∂es
∂t

. (5.169c)

Para determinar los cambios de la fracción volumétrica de cada tipo de célula es necesario conocer

la derivada temporal de la dilatación de las regiones celulares, la cual viene descrita por la Ec.

(5.165).

5.8.1. Ecuación de crecimiento celular para un tipo de población

Para evaluar la consistencia de los desarrollos obtenidos anteriormente con el antecedente directo

de este trabajo presentado por Wood y Whitaker (1999), en esta sección se considera el caso en

el que solo hay un tipo de células y no hay células muertas. Si sólo existen células del tipo-P la

ecuación de crecimiento celular se reduce a

∂εP
∂t

=− εP
∂es
∂t

+ εPµAP

(
εPXP

Deq
ef

+
M̄P

ρP

)
{cA}

{cA}+ αP
(5.170)

y la ecuación diferencial que describe a la dilatación de las células es

εs
∂es
∂t

=
KβPβ
µ∗β

Ds + 2(µs +Qs)

Ps + εβPβ
∇2es

+ εPµAP

[
(εPXP + εQXQ)

Deq
ef

−
KβGβs
Deq
ef

+ M̄P

(
ρβ − ρP
ρβρP

)]
{cA}

{cA}+ αP
(5.171)

Con base en la ecs. (5.167a) se puede identificar a la divergencia de la velocidad de las células,

∇ · 〈vP 〉 = εP
∂es
∂t

+∇ · [εP (XP · ∇{cA})] . (5.172)

De acuerdo a la Ec. (5.168), la ecuación anterior se puede escribir como:

∇ · 〈vP 〉 = εP
∂es
∂t

+ εPµAP

(
εPXP

Deq
ef

{cA}
{cA}+ αP

)
(5.173)

donde la derivada temporal de la dilatación de las células tiene la siguiente funcionalidad:

es = F(RP ({cA})), (5.174)

donde

RP ({cA}) = εPµAP

(
{cA}

{cA}+ αP

)
.
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De esta forma, se demuestra que la velocidad de las células está relacionada con las reacciones

metabólicas y el coeficiente de crecimiento que Wood y Whitaker (1999) propusieron emṕıricamente,

en este trabajo es definido en términos de los coeficientes efectivos que aparecen en la ecuación que

describe las variaciones temporales de la dilatación, Ec. (5.171). Estos coeficientes están asociados

al problema mecánico que describe el movimiento de las células y la región extracelular, los cuáles

pueden ser calculados mediante la solución de los problemas de cerradura presentados en el Apéndice

D.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones y prospectivas

En este trabajo se desarrolló un modelo a la escala Darcy que describe la dinámica de crecimiento

de un aglomerado celular conformado por dos tipos diferentes de células vivas y células muertas

inmersas en una matriz extracelular. La hipótesis sobre la cual se basó este trabajo es que la

velocidad de crecimiento celular depende del transporte y reacción de una especie qúımica clave.

Para desarrollar las ecuaciones de crecimiento, se plantearon las ecuaciones de transporte de masa

y de cantidad de movimiento en el interior y exterior de las células. Debido a que los sistemas

multicelulares presentan caracteŕısticas jerárquicas, se empleó el método del promedio volumétrico,

para obtener las ecuaciones de medio efectivo que describen a los procesos de transporte a la escala

Darcy a partir de las ecuaciones que rigen la escala subcelular. Con el uso del método del promedio

volumétrico se logró establecer lo siguiente:

Una correspondencia entre las variables y los parámetros definidos en los diferentes niveles

escalas.

Un esquema teórico para calcular los coeficientes asociados a las ecuaciones de medio efectivo.

De esta forma, seŕıa posible hacer una comparación directa entre la teoŕıa y la información

experimental sin usar parámetros ajustables.

El establecimiento del dominio de validez de los modelos de medio efectivo que definen a

las ecuaciones de crecimiento celular y que han sido ampliamente utilizados en la referencia

bibliográfica.

Una descripción matemática más completa que la realizada en trabajos previos por Kapellos

y col. (2012) y Wood y Whitaker (1998, 1999) al incorporar los siguientes aspectos:

• La existencia de diferentes ĺıneas celulares y células muertas.
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• La descripción mecánica de las células y de la región extracelular. Se tomaron en cuenta

las deformaciones de la matriz extracelular y de las células. En este estudio mecánico, se

logró demostrar la relación que existe entre la velocidad de las células y las velocidades

de reacción metabólicas, definiendo aśı de manera teórica el parámetro emṕırico asociado

a las ecuaciones de crecimiento que formularon Wood y Whitaker (1999).

Como parte sustancial del modelo de crecimiento celular, se derivó un modelo de equilibrio

local para describir a los procesos de transporte de masa y reacción de una especie qúımica clave

en el interior del aglomerado celular. Este modelo, válido a la escala-Darcy, tiene asociado un

coeficiente de difusividad efectiva que contiene las caracteŕısticas esenciales de la escala microscópica

y subcelular. La difusividad efectiva se calculó con base en la solución de un problema de cerradura

en un dominio representativo de la microescala, en una celda unitaria sencilla en 2D. El interés

se enfocó en investigar el efecto que tiene la distribución celular y la diferencia que existe entre

las propiedades de las distintas células que componen al sistema sobre el coeficiente de difusividad

efectiva. Se calculó el porcentaje de error relativo para cuantificar el error generado al no considerar

las diferentes poblaciones celulares. Bajo el conjunto de parámetros utilizados para hacer las

simulaciones, los resultados indican que existe un amplio rango de los valores de los parámetros en

el que el porcentaje de error es al menos de 10 %, tomando como referencia el caso en el que todas

las células son del tipo-P . En resumen, se encontraron las siguientes observaciones:

Cuando solo dos tipos diferentes de células vivas son consideradas, la proporción entre las

células-P y el total de células vivas debe ser al menos de 3/4, para el caso en el que las células-P

sea 10 veces más permeable que las células-Q. Bajo esta condición, el error incrementa

substancialmente cuando los valores de la fracción volumétrica de la región extracelular, εβ,

disminuye. La presencia de al menos una célula muerta en la celda unitaria también aumentó

el error relativo pero una desproporción grande entre células vivas pareció tener el mismo

efecto. El porcentaje de error más alto se encuentra cuando la razón entre el transporte

intracelular y el transporte en el membrana, κAi, i = P,Q, tiene valores entre 1 y 100.

Los parámetros que miden las diferencias que existen entre el transporte intracelular en

las diferentes células vivas, α, producen los errores más altos cuando las resistencias a la

transferencia de masa en la membrana celular son muy pequeñas (γAi � 1, i = P,Q) y los

errores disminuyen conforme las resistencias en la membrana aumentan. El efecto que tiene

el parámetro que mide las diferencias entre las permeabilidades de las distintas células, β, es

mayor cuando las resistencias en las membranas tienen el mismo orden de magnitud que el

transporte intracelular. Los valores del porcentaje de error más altos son desplazados hacia

κAP � 1 para valores de α < 1. Mientras que los errores más altos son encontrados dentro
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de los intervalos de 1 < κAP < 10 para β < 1 y 10 < κAP < 100 para β > 1.

El efecto que tiene el parámetro γAi/lc sobre el error es más apreciable cuando existen

diferencias entre el transporte difusivo en las célula vivas que cuando hay diferencias en

el transporte en las membranas. Para el caso en el que las células-P presentan una velocidad

de transporte intracelular más alta que las células-Q, el error relativo incrementa cuando

γAi/lc disminuye.

El análisis del transporte de masa presentado en este trabajo, puede ser considerado como una

extensión de otros trabajos previos Kapellos y col. (2007a); Lasseux y col. (2004); Ochoa y col.

(1986, 1994); Wood y Whitaker (1998); Wood y col. (2001), quienes consideraron un sólo tipo

celular. Esta descripción podŕıa contribuir a un mejor entendimiento de la relación que existe entre

el crecimiento celular y el transporte de masa en sistemas multicelulares tales como: esferoides,

tumores, tejidos artificiales, microflóculos y biopeĺıculas en los que diferentes tipos de poblaciones

celulares están presentes.

En este trabajo de investigación, aún existen cuestiones que merecen ser estudiadas y son listadas

a continuación como perspectivas para trabajos futuros:

La predicción de los coeficientes de medio efectivo asociados a las ecuaciones de transporte

de masa y de cantidad de movimiento a la escala microscópica en la región extracelular, la

cual se caracteriza por ser un medio fibroso.

La incorporación de geometŕıas más realistas para la predicción del coeficiente de difusividad

efectiva del modelo de equilibrio de masa de especies qúımicas a la escala-Darcy. Además,

seŕıa interesante tomar en cuenta las diferentes actividades metabólicas que tienen los distintos

tipos de células vivas en la solución de los problemas de cerradura.

La predicción de los coeficientes efectivos asociados al modelo de no equilibrio de masa de

especies qúımicas al resolver los problemas de cerradura presentados en este trabajo. Lo

anterior, podŕıa ayudar a corroborar la restricción de escalas que valida al modelo de equilibrio.

La predicción de los coeficientes efectivos asociados a los modelos mecánicos que describen el

movimiento de las células y de la región extracelular a la escala-Darcy.

La solución numérica de las ecuaciones que describen el crecimiento de cada tipo de célula y

su comparación con datos experimentales.
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Apéndice A

Problemas de cerradura de las

ecuaciones de cantidad de movimiento

a la escala subcelular

En este apéndice se presentan los problemas de cerradura para estimar los coeficientes efectivos

asociados a las ecuaciones de cantidad de movimiento representadas por las ecs. (4.110a) y (4.111a).

Aún cuando se lograron simplificar estas ecuaciones y no es requerida la estimación de todos los

coeficientes efectivos, śı es necesario derivar todos los problemas de cerradura con el fin de estimar

los órdenes de magnitud de cada uno de estos coeficientes. El conocimiento de estos estimados

permiten determinar las restricciones de escala que validan las simplificaciones de las ecuaciones de

medio efectivo obtenidas en la Sección 4.3.4. Por lo tanto, en este apéndice también se presentan

los estimados de dichos coeficientes.

El planteamiento de los problemas de cerradura en términos de las variables de cerradura

comienza sustituyendo las soluciones dadas por las ecs. (4.108a)-(4.109a) en los problemas de valor a

la frontera definidos por las ecs. (4.106a)-(4.106g) y las ecs. (4.107a)-(4.107c), dando como resultado

dos problemas de valor a la frontera por cada fuente. Dado que se tienen 7 términos fuente, se tienen

en total 14 problemas de cerradura. A continuación se presentan cada uno de estos problemas de

acuerdo a la fuente que los generó.

Problema generado por la fuente (〈vσ〉σ − 〈vγ〉γ)

Problema I

∇ · Aγ = 0, en Vγ , (A.1a)
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0 =−∇aγ +∇ ·
[
∇Aγ + (∇Aγ)T

]
+ ϕγK

−1
γ , en Vγ , (A.1b)

∇ · Aσ = 0, en Vσ. (A.1c)

Estas ecuaciones están sujetas a la siguiente condición de frontera interfacial:

Aγ − Aσ = I en Aγσ, (A.1d)

y a las siguientes condiciones de periodicidad

Aγ(rγ) =Aγ(rγ + li), i = 1, 2, 3, (A.1e)

Aσ(rσ) =Aσ(rσ + li), i = 1, 2, 3, (A.1f)

aγ(rγ) =aγ(rγ) i = 1, 2, 3, (A.1g)

Ahora se determinarán los ordenes de magnitud de las variables de cerradura involucradas en este

problema. Si se supone que Aσ � Aγ , de la condición de frontera dada por la ec. (A.1d) se obtiene

el siguiente orden

Aγ = O [1] , (A.2a)

De acuerdo a la definición del coeficiente de permeabilidad dada por la ec. (4.110g) se puede obtener

el siguiente estimado:

−ϕγK−1
γ = O

[
1

ϕγ`2γ,s

]
. (A.2b)

El estimando del coeficiente F
(3)
γσ , puede ser obtenido a través de la definición dada por la Ec.

(4.110b)

F(3)
γσ = O

[
1

` γ,s

]
. (A.2c)

Problema II

0γ = ∇ ·
[
∇Cσ + (∇Cσ)T

]
+∇ (ασ∇ · Cσ)− ϕγϕ−1

σ ηK−1
γ , en Vσ, (A.3a)

cuya condición de frontera es

nγσ ·
[
η
(
−Iaγ +∇Aγ + (∇Aγ)T

)
−
(
∇Cσ + (∇Cσ)T

)
− ασI∇ · C(2)

σ

]
= 0, en Aγσ. (A.3b)
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donde η = µγ/µσ. Las condiciones de periodicidad son

Cσ(rσ) =Cσ(rσ + li), i = 1, 2, 3, (A.3c)

El estimado de orden de magnitud de la variable de cerradura Cσ es obtenido de la Ec. (A.3a) y

es:

Cσ = O

[
η

ϕσ

]
(A.4a)

Una vez conocido el estimado de la variable Cσ, se puede conocer el del coeficiente F
(3)
σγ a través de

la Ec. (4.111d)

F(3)
σγ = O

[
η

ϕσ`σ,s

]
(A.4b)

Problema generado por la fuente ϕ−1
γ

∂ϕγ
∂t

Problema I

∇ · dγγ = 1, en Vγ , (A.5a)

0 =−∇eγγ +∇ ·
[
∇dγγ + (∇dγγ)T

]
− fγγ , en Vγ , (A.5b)

∇ · dσγ = 0, en Vσ, (A.5c)

cuya condición de frontera es:

dγγ − dσγ = 0, en Aγσ, (A.5d)

y las condiciones de periodicidad son:

dγγ(rγ) =dγγ(rγ + li), i = 1, 2, 3, (A.5e)

dσγ(rσ) =dσγ(rσ + li), i = 1, 2, 3, (A.5f)

eγγ(rγ) =eγγ(rγ), i = 1, 2, 3. (A.5g)

De la Ec. (A.5a) se obtiene el siguiente estimado:

dγγ = O [`γ,s] , (A.6a)
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y de la condición de frontera dada por la Ec. (A.5d) se obtiene el estimado de dσγ

dσγ = O [`γ,s] (A.6b)

De las definiciones de los coeficientes efectivos Mγγ y fγγ dados por las ecs. (4.110c) (4.110e), se

tienen los siguientes estimados:

Mγγ =O [1] , (A.6c)

fγγ =O

[
1

`γ,s

]
. (A.6d)

Problema II

0 = ∇ ·
[
∇eσγ + (∇eσγ)T

]
+∇ (ασ∇ · eσγ) + ϕγϕ

−1
σ ηfγγ en Vσ, (A.7a)

con condiciones de frontera

nγσ ·
[
η
(
−I(2)eγγ +∇dγγ + (∇dγγ)T

)
−
(
∇eσγ + (∇eσγ)T

)
− ασI(2)∇ · eσγ

]
= 0, en Aγσ.

(A.7b)

donde η = µγ/µσ. La condición de periodicidad es

eσγ(rσ) =eσγ(rσ + li), i = 1, 2, 3, (A.7c)

El estimado de orden de magnitud de la variable de cerradura eσγ es obtenido de la Ec. (A.7a)

teniendo lo siguiente:

eσγ = O

[
ϕγη`

2
σ,s

ϕσ`γ,s

]
= O

[
ϕγη`σ,s
ϕσ

]
, (A.8a)

siempre que `σ,s ≈ `γ,s. Por lo tanto, el estimado del tensor Mσγ es obtenido de la Ec. (4.111g)

Mσγ = O

[
ϕγη

ϕσ

]
. (A.8b)

Problema generado por la fuente ϕ−1
σ

∂ϕσ
∂t

Problema I

∇ · dγσ = 0, en Vγ , (A.9a)
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0 =−∇eγσ +∇ · (∇dγσ)− fγσ, en Vγ , (A.9b)

∇ · dσσ = 1, en Vσ, (A.9c)

cuya condición de frontera es:

dγσ − dσσ = 0, en Aγσ, (A.9d)

(A.9e)

y las condiciones de periodicidad:

dγσ(rγ) =dγσ(rγ + li), i = 1, 2, 3, (A.9f)

dσσ(rσ) =dσσ(rσ + li), i = 1, 2, 3, (A.9g)

eγσ(rγ) =eγσ(rγ), i = 1, 2, 3. (A.9h)

De la ec. (A.9c) se obtiene el siguiente estimado:

dσσ = O [`σ,s] , (A.10a)

y de la condición de frontera dada por la Ec. (A.9d) se tiene que:

dγσ = O [`σ,s] (A.10b)

De las definiciones de los coeficientees efectivos Mγσ y fγσ dada por las ecs. (4.110d) (4.110f),

respectivamente, se tienen los siguientes estimados:

Mγσ =O

[
`σ,s
`γ

]
= O [1] , (A.10c)

fγσ =O

[
1

`γ,s

]
, (A.10d)

Problema II

0 = ∇ ·
[
∇eσσ + (∇eσσ)T

]
+∇ (ασ∇ · eσσ) + ϕγϕ

−1
σ ηfγσ, en Vσ, (A.11a)

cuya condición de frontera es:

nγσ ·
[
η
(
−I(2)eγσ +∇dγσ + (∇dγσ)T

)
−
(
∇eσσ + (∇eσσ)T

)
− ασI(2)∇ · eσσ

]
= 0, en Aγσ.

(A.11b)
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donde η = µγ/µσ. La condición de periodicidad es:

eσσ(rσ) =eσσ(rσ + li), i = 1, 2, 3, (A.11c)

El estimado de orden de magnitud de la variable de cerradura eσσ es obtenido de la Ec. (A.11a)

teniendo aśı lo siguiente:

eσσ = O

[
ϕγη`

2
σ,s

ϕσ`γ,s

]
= O

[
ϕγη`σ,s
ϕσ

]
. (A.12a)

siempre que `σ,s ≈ `γ,s. Por lo tanto, el estimado del tensor Mσσ es obtenido a través de la Ec.

(4.111h) y es:

Mσσ = O

[
ϕγη

ϕσ

]
. (A.12b)

Problema generado por la fuente ∇ · 〈uσ〉σ

Problema II

0 =∇ ·
[
∇bσ + (∇bσ)T

]
+∇ (ασ∇ · bσ) , en Vσ, (A.13a)

sujeta la condición de frontera

nγσ ·
[
∇bσ + (∇bσ)T + ασI

(2)∇ · bσ
]

= −ασnγσ, en Aγσ. (A.13b)

y la condición de periodicidad:

bσ(rσ) =bσ(rσ + li), i = 1, 2, 3. (A.13c)

El orden de magnitud de la variable de cerradura bσ es obtenido de la Ec. (A.13b)

bσ = O [ασ`σ,s] . (A.14a)

De este estimado se puede obtener el del coeficiente Dσ definido por la Ec. (4.111c) y es:

Dσ = O [1] . (A.14b)

Problema generado por la fuente 〈pγ〉γ

Problema II

0 =∇ ·
[
∇cσ + (∇cσ)T

]
+∇ (ασ∇ · cσ) , en Vσ, (A.15a)

Proyecto de investigación doctoral 196



sujeta a la siguiente condición de frontera:

nγσ ·
[
∇cσ + (∇cσ)T + ασI∇ · cσ

]
= −µ−1

σ nγσ, en Aγσ, (A.15b)

y condición de periodicidad:

cσ(rσ) =cσ(rσ + li), i = 1, 2, 3. (A.15c)

El orden de magnitud de la variable de cerradura cσ es obtenido de la Ec. (A.15b):

cσ = O

[
`σ,s
µσ

]
. (A.16a)

De este estimado, se puede obtener el del coeficiente Pσ definido por la Ec. (4.111b):

Pσ = O

[
1

µσ

]
. (A.16b)

Problema generado por la fuente
(
∇〈vγ〉γ + (∇〈vγ〉γ)T

)
Problema II

0(3) =∇ ·
[
∇B(3)

σγ +
(
∇B(3)

σγ

)T]
+∇

(
ασ∇ · B(3)

σγ

)
en Vσ, (A.17a)

Con condiciones de frontera

nγσ ·
(
∇B(3)

σγ + (∇B(3)
σγ )T + ασI∇ · B(3)

σγ

)
= ηnγσI, en Aγσ, (A.17b)

y condiciones de periodicidad:

B(3)
σγ (rσ) =B(3)

σγ (rσ + li), i = 1, 2, 3, (A.17c)

El estimado de orden de magnitud de la variable de cerradura B
(3)
σγ se obtiene de la condición de

frontera dada por la Ec. (A.17b):

B(3)
σγ = O [η`σ,s] (A.18a)

De esta forma, el orden de magnitud del coeficiente efectivo H
(4)
σγ definido por la Ec. (4.111f) es

H(4)
σγ = O [η] . (A.18b)
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Problema generado por la fuente
(
∇〈uσ〉σ + (∇〈uσ〉σ)T

)
Problema II

0(3) =∇ ·
[
∇B(3)

σσ +
(
∇B(3)

σσ

)T]
+∇

(
ασ∇ · B(3)

σσ

)
, en Vσ, (A.19a)

cuya condición de frontera es:

nγσ ·
(
∇B(3)

σσ + (∇B(3)
σσ )T + ασI∇ · B(3)

σσ

)
= −nγσI, en Aγσ, (A.19b)

y la condición de periodicidad:

B(3)
σσ (rσ) =B(3)

σσ (rσ + li) i = 1, 2, 3, (A.19c)

El estimado de orden de magnitud de la variable de cerradura B
(3)
σσ se obtiene de la condición de

frontera dada por la Ec. (A.19b):

B(3)
σσ = O [`σ,s] . (A.20a)

De esta forma, el orden de magnitud del coeficiente efectivo H
(4)
σσ definido por la Ec. (4.111e) es

H(4)
σσ = O [1] . (A.20b)
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Apéndice B

Desarrollo del modelo cerrado de no

equilibrio de especies qúımicas a la

escala-Darcy

Apéndice A: Problema de cerradura

En esta sección, se formula y se resuelve el problema de cerradura asociado al modelo de no

equilibrio que describe el transporte de masa de la especie qúımica clave, A, a la escala Darcy. Para

lograr esto, se inicia substrayendo la ecuaciones promediadas dadas por 5.26a y 5.26b de las ecs.

5.3b y 5.3a, respectivamente. Como resultado, se obteniene lo que sigue:

∂c̃Ai
∂t

=∇ · (DAi∇c̃Ai)−∇ ·

DAi

Vi

∫
Aiβ

niβ c̃AidA

− 1

Vi

∫
Aiβ

niβ ·DAi∇c̃AidA

− R̃Ai en Ωi, i = P,Q. (B.1a)

∂c̃Aβ
∂t

=∇ · (DAβ∇c̃Aβ)−

∇ ·

DAβ

Vβ

 ∫
AβP

nβP c̃Aβ|rβdA+

∫
AβQ

nβQc̃Aβ|rβdA+

∫
AβD

nβD c̃Aβ|rβdA


−

1

Vβ

 ∫
AβP

nβP ·DAβ∇c̃Aβ|rβdA+

∫
AβQ

nβQ ·DAβ∇c̃Aβ|rβdA

 , en Ωβ. (B.1b)

donde, las desviaciones de la velocidad de reacción son definidas como R̃Ai = RAi − 〈RAi〉i. Se

ha desarrollado una metodoloǵıa para obtener la solución de problemas de cerradura no lineales
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asociados con procesos difusivos-reactivos en medios porosos (Lugo-Méndez y col., 2015). En

aquel trabajo, el término de reacción no lineal fue expandido en series de Taylor alrededor de

la concentración promedio intŕınseca, esto es,

R|cAi = R|〈cAi〉i|x +
dR

dcAi

∣∣∣∣
〈cAi〉i|x

c̃Ai|x+y +
1

2!

d2R

dc2
Ai

∣∣∣∣
〈cAi〉i|x

c̃2
Ai|x+y + ..., |c̃Ai| < 〈cAi〉i. (B.2)

Si se aplica el operador de promedio intŕınseco a la ecuación anterior y considerando que 〈c̃Ai〉i = 0,

se obtiene la siguiente expresión para la velocidad de reacción promedio

〈R|cAi〉
i|x = R|〈cAi〉i|x +

1

2!

d2R

dc2
Ai

∣∣∣∣
〈cAi〉i|x

〈c̃2
Ai〉i|x + ..., |c̃Ai| < 〈cAi〉i. (B.3)

Con base en el resultado anterior, es necesario determinar la segunda derivada de la velocidad de

reacción con respecto a la concentración puntual. Hay que recordar que dicha velocidad es expresada

como una ecuación no lineal tipo Michaelis-Menten. De esta forma, la primera y segunda derivadas

son:

dR

dcAi
=

µAiKAi

(cAi +KAi)
2 ,

d2R

dc2
Ai

= − 2µAiKAi

(cAi +KAi)
3 .

Restando la Ec. (B.3) de la Ec. (B.2), se obtiene la expresión para las desviaciones de la velocidad

de reacción ,

R̃|cAi =
dR

dcAi

∣∣∣∣
〈cAi〉i|x

c̃Ai|x+y︸ ︷︷ ︸
O

(
µAiKAic̃Ai

(〈cAi〉i+KAi)
2

)
+

1

2!

d2R

dc2
Ai

∣∣∣∣
〈cAi〉i|x

(
c̃2
Ai|x+y − 〈c̃2

Ai〉i|x
)

︸ ︷︷ ︸
O

(
µAiKAi(c̃2Ai−〈c̃2Ai〉i)

(〈cAi〉i+KAi)
3

)
+..., |c̃Ai| < 〈cAi〉i. (B.4)

De la expresión anterior, se pueden establecer las siguientes suposiciones:

1

2!

d2R

dc2
Ai

∣∣∣∣
〈cAi〉i|x

(
c̃2
Ai|x+y − 〈c̃2

Ai〉i|x
)
� dR

dcAi

∣∣∣∣
〈cAi〉i|x

c̃Ai|x+y, (B.5)

lo anterior sólo es válido si se satisface la restricción siguiente:

c̃2
Ai − 〈c̃2

Ai〉i

c̃Ai
� 〈cAi〉i +KAi. (B.6)

Con el objetivo de obtener una restricción en términos de cantidades medibles, es necesario conocer

el estimado de magnitud de las desviaciones de la concentración, el cual será proporcionado en

las siguientes secciones. Mientras tanto, sobre la base de la restriccón (B.6), las desviaciones de la

velocidad de reacción se puede aproximar como sigue:

R̃|cAi ≈
dR

dcAi

∣∣∣∣
〈cAi〉i|x

c̃Ai|x+y. (B.7)
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Es posible hacer más simplificacines sobre las ecs. (B.1a) and (B.1b). Primero, se puede suponer

que el estado cuasiestacionario existe aún cuando los procesos macroscópicos de difusión y reacción

no son estacionarios. Bajo estas condiciones, se puede establecer la siguiente suposición:

∂c̃Ai
∂t
� ∇ · (DAi∇c̃Ai) , (B.8)

la cual es válida cuando la siguiente restricción se satisface:

`2i
DAi

� t∗, para i = P,Q, β, (B.9)

donde t∗ denota el tiempo durante el cual se observan los cambios de las desviaciones de la

concentración. Otra simplificación que se puede justificar con facilidad es que el término difusivo

no local es insignificante con respecto a término difusivo local, es decir,

∇ ·

DAi

Vi

∫
Aiβ

niβ c̃Aj |ridA

� ∇ · (DAi∇c̃Ai) , (B.10)

donde los estimados de orden de magnitud de cada uno de los términos implicados en la desigualdad

anterior son:

∇ ·

DAi

Vi

∫
Aiβ

niβ c̃Ai|ridA

 =O

(
1

L

DAic̃Ai
εi`i

)
, (B.11)

∇ · (DAi∇c̃Ai) =O

(
DAic̃Ai
`2i

)
. (B.12)

Con estos estimados, se pueden establacer la siguiente restricción que valida la suposición

planteanda en (B.10),

`i � εiL para j = P,Q, β. (B.13)

Como consecuencia de la restricción anterior, las ecs. (B.1a) y (B.1b) se reducen a:

∇ · (DAi∇c̃Ai) =
1

Vi

∫
Aiβ

niβ ·DAi∇c̃Ai|ridA−
µAic̃Ai

(〈cAi〉i +KAi)
2 , para i = P,Q, (B.14a)

∇ · (DAβ∇c̃Aβ) =
1

Vβ

 ∫
AβP

nβP ·DAβ∇c̃Aβ|rβdA+

∫
AβQ

nβQ ·DAβ∇c̃Aβ|rβdA

 . (B.14b)

Para completar el problema de cerradura, es necesario escribir las condiciones de frontera

representadas por las ecs. (5.7a)-(5.7e) en términos de las desviaciones de la concentración. Lo
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anterior se logra aplicando la descomposición definida por la Ec. (5.22) a dichas ecuaciones,

obteniendo aśı,

−nβi · ∇c̃Aβ + nβi · ωAi∇c̃Ai =− nβi · ωAi∇〈cAi〉i

+ nβi · ∇〈cAβ〉β en ∂Ωβi, i = P,Q, (B.14c)

−nβi · ωAi∇c̃Ai −
kAi
DAβ

(c̃Aβ −Keq,βic̃Ai) =
kAi
DAβ

(〈cAβ〉β −Keq,βi〈cAi〉i)

+ nβi · ωAi∇〈cAi〉i en ∂Ωβi, i = P,Q, (B.14d)

−nβD · ∇c̃Aβ =nβD · ∇〈cAβ〉β en ∂ΩβD, (B.14e)

c̃Ai = Fi(ri, t)− 〈Fi(ri, t)〉i =F (ri, t) en ∂Ωie, i = P,Q, β (B.14f)

c̃Ai = Ii(ri)− 〈Ii(ri)〉i =I(ri) cuando t = 0, i = P,Q, β (B.14g)

donde ωAi = DAi/DAβ. Aunque se ha hecho un esfuerzo para obtener una expresión lineal para

las desviaciones espaciales de la velocidad de reacción, para objetivos de resolver el problema de

cerradura, se supondrá que el término de reacción es despreciable en comparación con el término

difusivo a pesar de que la racción es un proceso importante a la escala Darcy (Ochoa y col., 1986;

Wood y Whitaker, 1998, 1999; Wood y col., 2001), si la siguiente restricción se satisface

`2i
DAi

µAic̃Ai

(〈cAi〉i +KAi)
2 � 1. (B.15)

Apéndice B: Problema de cerradura local

Sobre la base de la restricción dada por la expresión (B.15), el problema de valor a la frontera

definido en la sección anterior se reduce a un conjunto de ecuaciones diferenciales que contiene

términos fuentes en las condiciones de frontera e iniciales. No obstante, este problema está aún

definido en el dominio entero del agregado celular y seŕıa impráctico resolverlo. Por esta razón,

se hará una simplificación para reducir la complejidad del problema. Esta simplificación consiste

en definir un nuevo dominio sobre el cual el problema de cerradura pueda ser resuelto. El nuevo

dominio deberá conservar la información esencial de la microescala. En el contexto del método del

promedio volumétrico, el REV pude ser representado por un medio poroso espacialmente periódico

generado por un conjunto de vectores de red (lk, k = 1, 2, 3) que definen a una celda unitaria

periódica. La longitud caracteŕıstica de la celda unitaria, `c, debe ser igual o menor que la longitud

caracteŕıstica del REV, es decir, `c ≤ r0. Es importante señalar que, la idea basada en un celda

unitaria no significa que las ecuaciones promediadas son válidas únicamente para medios celulares

periódicos ni que el sistema entero es concebido como un medio periódico. Como resultado de esta

suposición, las condiciones a las entradas y salidas del agregado celular pueden ser reemplazadas
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por condiciones periódicas. De esta forma, el problema de valor a la frontera está restringido al

nuevo dominio de la celda unitaria y se puede reescribir como sigue:

∇ · (DAi∇c̃Ai) =
1

Vi

∫
Aiβ

niβ ·DAi∇c̃AidA, (B.16a)

∇ · (DAβ∇c̃Aβ) =
1

Vβ

 ∫
AβP

nβP ·DAβ∇c̃AβdA+

∫
AβQ

nβQ ·DAβ∇c̃AβdA

 . (B.16b)

−nβi · ∇c̃Aβ + nβi · ωAi∇c̃Ai =− nβi · ωAi∇〈cAi〉i

+ nβi · ∇〈cAβ〉β en Aβi,, i = P,Q, (B.16c)

−nβi · ωAi∇c̃Ai −
kAi
DAβ

(c̃Aβ −Keqβic̃Ai) =
kAi
DAβ

(〈cAβ〉β −Keqβi〈cAi〉i)

+ nβi · ωAi∇〈cAi〉i en Aβi,, i = P,Q, (B.16d)

−nβD · ∇c̃Aβ =nβD · ∇〈cAβ〉β en AβD,, (B.16e)

c̃Ai (ri) =c̃Ai (ri + lk) en Aie,, i = P,Q, β. (B.16f)

Dado que el problema de valor a la frontera es lineal, se puede proponer que las soluciones en

términos de las fuentes son como siguen:

c̃Ai =biP · ∇〈cAP 〉P + biQ · ∇〈cAQ〉Q + biβ · ∇〈cAβ〉β + SiP (〈cAβ〉β −KeqβP 〈cAP 〉P )

+ SiQ(〈cAβ〉β −KeqβQ〈cAQ〉Q), i = P,Q, β, (B.17)

Esta forma de resolver el problema de valor a la frontera es conocido como método de superposición

(Whitaker, 1999) y se puede demostrar a través de una formulación integral basada en funciones de

Green (Wood y Valdés-Parada, 2013). Las variables biP , biQ, biβ, SiP y SiQ son llamadas variables

de cerradura. En este punto, se puede sustituir la solución dada por la Ec. (B.17) en las ecuaciones

(B.16a)- (B.16f) y los problemas de valor a la frontera resultantes en términos de las variables de

cerradura son:
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Tabla A1. Términos fuente asociados a los problemas de cerradura.

Problema I (j = P ). Variables de

cerradura asociadas a la fuente

∇〈cAP 〉P : bPP,bQP,bβP

Problema IV (j = P ). Variables

de cerradura asociadas a la fuente

(〈cAβ〉β −KeqβP 〈cAP 〉P ):

SPP , SQP , SβP

Fi Gi ξi

i = P −nβPωP nβP − kAP
DAP

i = Q 0 0 0

i = D 0 - -

Problema II (j = Q). Variables de

cerradura asociadas a la fuente

∇〈cAQ〉Q: bPQ,bQQ,bβQ

Problema V (j = Q). Variables de

cerradura asociadas a la fuente

(〈cAβ〉β −KeqβQ〈cAQ〉Q):

SPQ, SQQ, SβQ

i = P 0 0 0

i = Q −nβQωQ nβQ − kAQ
DAQ

i = D 0 - -

Problema III (j = β). Variables

de cerradura asociadas a la fuente

∇〈cAβ〉β: bPβ,bQβ,bββ

i = P nβP 0

i = Q nβQ 0

i = D nβD, -

DAi∇2bij =
DAi

Vi

∫
Aiβ

niβ · ∇bijdA en region− i, i = P,Q, j = P,Q, β, (B.18a)

DAβ∇2bβj =
DAβ

Vβ

∫
AβP

nβP · ∇bβjdA+
DAβ

Vβ

∫
AβQ

nβQ · ∇bβjdA, en region− β, j = P,Q, β,

(B.18b)

− nβi · ∇bβj + nβi · ωi(1− δDi)∇bij = (1− δDi)Fi en Aβi i = P,Q,D, j = P,Q, β,

(B.18c)

− nβi · ∇bij −
kAi
DAi

(bβj −Keqβibij) = Gi, en Aβi i = P,Q, j = P,Q, β, (B.18d)

bij(ri) = bij(ri + lk), i = P,Q, β, j = P,Q, β. (B.18e)
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DAi∇2Sij =
DAi

Vi

∫
Aiβ

niβ · ∇SijdA en region− i, i = P,Q, j = P,Q, (B.19a)

DAβ∇2Sβj =
DAβ

Vβ

∫
AβP

nβP · ∇SβjdA+
DAβ

Vβ

∫
AβQ

nβQ · ∇SβjdA en region− β, j = P,Q,

(B.19b)

− nβi · ∇Sβj + nβi · ωi(1− δDi)∇Sij = 0, en Aβi, i = P,Q,D j = P,Q, (B.19c)

− nβi · ∇Sij −
kAi
DAi

(Sβj −KeqβiSij) = ξi, en Aβi i = P,Q, j = P,Q, (B.19d)

Sij(ri) = Sij(ri + lk), i = P,Q, j = P,Q, β. (B.19e)

Note que la función delta de Kronecker, δDi, es igual a 1 sólo si i = D, y es igual a cero cuando

i 6= D. Por brevedad, los problemas de cerradura se han escrito en una forma compacta mediante

el cual se derivan 5 problemas de cerraduras acoplados, tal como se muestra en la tabla A1. Cada

problema de valor a la frontera involucra tres variables dependientes, las cuáles están asociadas con

los términos fuente que están indicados en la soluciones formales respresentadas por la Ec. (B.17).

De acuerdo a la disparidad de longitudes caracteŕısticas establecida en (B.13), se puede suponer

que las concentraciones promedio intŕınsecas y sus derivadas son constantes sobre la longitud de

escala asociada a la celda unitaria. Además, para resolver los problemas de cerradura se pueden

introducir algunas condiciones sobre los campos de las variables de cerradura, las cuáles pueden ser

demostradas a través de la Ec. (5.25) y se presentan a continuación:

〈bij〉i = 0 i = P,Q, β, j = P,Q, β, (B.20)

〈Sij〉i = 0, i = P,Q, β, j = P,Q. (B.21)

De acuerdo a Quintard y Whitaker (1994b), es posible demostrar que bij (i = P,Q, β, j = P,Q, β)

son funciones impares que satisfacen las siguientes propiedades sólo si las celdas unitarias son

simétricas:

1

Vi

∫
Aiβ

niβ ·DAi∇bijdA =
1

Vi

∫
Vi

∇ · (DAi∇bij)dV = 0 i = P,Q, j = P,Q, β, (B.22a)

1

Vβ

 ∫
AβP

nβP ·DAβ∇bβjdA+

∫
AβQ

nβQ ·DAβ∇bβjdA

 =
1

Vβ

∫
Vβ

∇ · (∇DAPbβj)dV = 0 j = P,Q, β.

(B.22b)

Por lo tanto, los términos que contienen las integrales que aparecen en las ecs. (B.18a) y (B.18b)
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pueden ser eliminados. Por otro lado, las variables de cerradura Sij (i = P,Q, β, j = P,Q) son

funciones pares y las integrales superficiales no son eliminadas de las ecs. (B.19a) y (B.19b).

Apéndice C: Forma cerrada del modelo de no equilibrio

El objetivo de esta sección es cerrar las ecuaciones promediadas representadas por las ecs.

(5.26a) y (5.26b). Esto se logra sustituyendo la solución formal del problema de cerradura dada por

la Ec. (B.17) en los filtros representados por los términos integrales de las ecuaciones promediadas.

Como resultado de lo anterior, las ecuaciones que describen el transporte de masa a la escala Darcy

toman la siguiente forma:

Región-i:

εi
∂〈cAi〉i

∂t
=∇ · (DiP · ∇〈cAP 〉P ) +∇ · (DiQ · ∇〈cAQ〉Q) +∇ · (Diβ · ∇〈cAβ〉β)

+∇ ·

DAi

V

∫
Aiβ

niβSiPdA
(
〈cAβ〉β −KeqβP 〈cAP 〉P

)
+∇ ·

DAi

V

∫
Aiβ

niβSiQdA
(
〈cAβ〉β −KeqβQ〈cAQ〉Q

)
+

1

V

∫
Aiβ

niβ ·DAi∇biPdA · ∇〈cAP 〉P +
1

V

∫
Aiβ

niβ ·DAi∇biQdA · ∇〈cAQ〉Q

+
1

V

∫
Aiβ

niβ ·DAi∇biβdA · ∇〈cAβ〉β + aviβhiP (〈cAβ〉β −KeqβP 〈cAP 〉P )

+ aviβhiQ(〈cAβ〉β −KeqβQ〈cAQ〉Q)− εi 〈RAi〉i , i = P,Q, (B.23a)

Región extracelular

εβ
∂〈cAβ〉β

∂t
=∇ · (Dββ · ∇〈cAβ〉β) +∇ · (DβP · ∇〈cAP 〉P ) +∇ · (DβQ · ∇〈cAQ〉Q)

+∇ ·

DAβ

V

 ∑
i=P,Q,D

∫
Aβi

nβiSβPdA

(〈cAβ〉β −KeqβP 〈cAP 〉P
)

+∇ ·

DAβ

V

 ∑
i=P,Q,D

∫
Aβi

nβiSβQdA

(〈cAβ〉β −KeqβQ〈cAQ〉Q
)
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+
1

V

 ∑
i=P,Q

∫
Aβi

nβi ·DAβ∇bβPdA

 · ∇〈cAP 〉P

+
1

V

 ∑
i=P,Q

∫
Aβi

nβi ·DAβ∇bβQdA

 · ∇〈cAQ〉Q

+
1

V

 ∑
i=P,Q

∫
Aβi

nβi ·DAβ∇bββdA

 · ∇〈cAβ〉β
+ avβPhβPP (〈cAβ〉β −KeqβP 〈cAP 〉P ) + avβQhβPQ(〈cAβ〉β −KeqβP 〈cAP 〉P )

+ avβPhβQP (〈cAβ〉β −KeqβQ〈cAQ〉Q) + avβQQhβQ(〈cAβ〉β −KeqβQ〈cAQ〉Q), (B.23b)

donde, se ha definido a los coeficientes de difusividad efectiva, Dij , de la siguiente forma:

Dij = εiDAi

δijI +
1

Vi

∫
Aiβ

niβbijdA

 , j = P,Q, β, i = P,Q, (B.24a)

Dij = εiDAi

δijI +
1

Vi

∫
AiP

niPbijdA+

∫
AiQ

niQbijdA+

∫
AiD

niDbijdA


 , j = P,Q, β, i = β,

(B.24b)

mientras que, los coeficientes de transferencia de masa efectiva son definidos en términos de las

integrales de los fluxes entre las regiones que intercambian masa de las variables de cerradura

asociadas a las diferencias de las concentraciones promedio intŕınsecas, esto es,

hij =
1

Aiβ

∫
Aiβ

niβ ·DAi∇SijdA, j = P,Q, i = P,Q, (B.25a)

hβji =
1

Aβi

∫
Aβi

nβi ·DAβ∇SβjdA, j = P,Q i = P,Q. (B.25b)

Las condiciones de frontera representadas por la Ec. (B.19c) proporcionan una relación entre los

coeficientes de masa efectiva definidos anteriormente y es la siguiente:

hβji = −hij , j = P,Q i = P,Q. (B.26)

De este modo, el número total de coeficientes interfaciales que aparecen en las ecs. (B.23a)

and (B.23b) y que están definidos por las ecs. (B.25a)-(B.25b) se reducen de ocho a cuatro.

El conocimiento de las variables de cerradura definidas por el problema de valor a la frontera

(eqs.(B.19a)-(B.19e)) permite establecer otra suposición. Puede demostrarse que las variables de
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cerradura asociadas a las diferencias de las concentraciones intŕınsecas son funciones pares y

satisfacen las siguientes propiedades sólo si la celda unitaria es simétrica (Quintard y Whitaker,

1994b),

DAi

Vi

∫
Aiβ

niβSijdA =
DAi

Vi

∫
Vi

∇SijdV = 0 i = P,Q, j = P,Q, (B.27)

DAβ

Vβ

 ∫
AβP

nβPSβjdA+

∫
AβQ

nβQSβjdA

 =
DAβ

Vβ

∫
Vβ

∇SβjdV = 0 j = P,Q, β. (B.28)

Con estos resultados junto con aquellos representados por las ecs. (B.22a) y (B.22b), todos los

términos integrales contenidos en las ecuaciones promediadas dadas por (B.23a) y (B.23b) pueden

ser eliminadas y se obtiene el modelo de no equilibrio final representado por las ecuaciones

(5.27a)-(5.27c).
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Apéndice C

Desarrollo de las restricciones de

escala asociadas al modelo de

equilibrio

En esta sección, se presenta el desarrollo completo para obtener el conjunto de restricciones de

escala asociadas al modelo de equilibrio local de masa, las cuales fueron presentadas en la Sección

5.4.1. Con el fin de obtener estas restricciones, es necesario estimar los órdenes de magnitud de las

expresiones (5.41a)-(5.41c). Antes de comenzar el análisis, es conveniente encontrar una relación

entre las desviaciones de la concentración ponderada de equilibrio y las concentraciones promedio

intŕınsecas. Lo anterior se logra después combinar las ecs. (5.37), (5.38c), (5.38a) y (5.38b),

εĉAβ = εP (〈cAβ〉β −KeqβP 〈cAP 〉P ) + εQ(〈cAβ〉β −KeqβQ〈cAQ〉Q), (C.1a)

εĉAP = εQ(KeqβP 〈cAP 〉P −KeqβQ〈cAQ〉Q) + εβ(KeqβP 〈cAP 〉P − 〈cAβ〉β), (C.1b)

εĉAQ = εP (KeqβQ〈cAQ〉Q −KeqβP 〈cAP 〉P ) + εβ(KeqβQ〈cAQ〉Q − 〈cAβ〉β). (C.1c)

Con el objetivo de ser breves con la notación, se define lo siguiente:

∆ciβ = Keqβi〈cAi〉i − 〈cAβ〉β, i = P,Q,

∆cij = Keqβi〈cAi〉i −Keqβj〈cAj〉j , i = P,Q, j = P,Q ∀ i 6= j.

Con las definiciones anteriores, es posible reescrbir las restricciones (5.41a)-(5.41c) de la siguiente

manera:

εP εQ
ε

(K−1
eqβP −K

−1
eqβQ)

∂

∂t
∆cPQ

+
εP εβ
ε

(K−1
eqβP − 1)

∂

∂t
∆cPβ
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+
εQεβ
ε

(K−1
eqβQ − 1)

∂

∂t
∆cQβ � (εPK

−1
eqβP + εQK

−1
eqβQ + εβ)

∂{cA}
∂t

, (C.2a)

∇ ·

[(
εQK

−1
eqβP

ε
DP −

εPK
−1
eqβQ

ε
DQ

)
· ∇∆cPQ

]
+

∇ ·

[(
εβK

−1
eqβP

ε
DP −

εP
ε
Dβ

)
· ∇∆cPβ

]
+

∇ ·

[(
εβK

−1
eqβQ

ε
DQ −

εQ
ε
Dβ

)
· ∇∆cQβ

]
� ∇ · (Deff · ∇{cA}), (C.2b)

εPµAP
εQ∆cPQ + εβ∆cPβ

ε({cA}+ αP ) + εQ∆cPQ + εβ∆cPβ

(
αP

{cA}+ αP

)
+

εQµQ
εP∆cQP + εβ∆cQβ

ε({cA}+ αQ) + εP∆cQP + εβ∆cQβ

(
αQ

{cA}+ αQ

)
� εPµAP

{cA}
{cA}+ αP

+ εQµAQ
{cA}

{cA}+ αQ
.

(C.2c)

En este punto, podemos enunciar algunas conclusiones sobre la validez del modelo de equilibrio local

de masa. Nótese que los términos que contienen a las diferencias de las concentraciones (∆ciβ,∆cij ,

i = P,Q, j = P,Q, ∀ i 6= j) están asociadas con las condiciones de no equilibrio. Si todos estos

términos tienden a cero, la condición de equilibrio es válida. Existen algunas posibilidades para que

lo anterior sea cierto:

1. si la fracción volumétrica de alguna de las regiones donde el transporte de masa toma lugar

tiende a cero, es decir, εi → ε, i = P,Q, β, aún cuando ∆ciβ,∆cij pudieran mucho mayores

a cero.

2. si las diferencias entre las propiedades fisicoqúımicas de las especie qúımica clave en cada una

de las i-regiones (i = P,Q, β) tienden a cero. En este caso, las siguientes condiciones se deben

satisfaces simultáneamente

KeqβP ≈ KeqβQ ≈ 1,

DP ≈ DQ ≈ Dβ,

εP ≈ εQ ≈ εβ,

µAP , µAQ ≈ 0.

Otra condición que sustenta el modelo de equilibrio puede ser obtenida mediante las restricciones

(C.2a)-(C.2c). Para simplicar el análisis, se comienza por suponer lo siguiente:

O
[
εPK

−1
eqβP + εQK

−1
eqβQ + εβ

]
≈ O

[εP εQ
ε

(K−1
eqβP −K

−1
eqβQ),

εP εβ
ε

(K−1
eqβP − 1),

εQεβ
ε

(K−1
eqβQ − 1)

]
,

(C.3a)
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O [Deff ] ≈ O

[(
εQK

−1
eqβP

ε
DP −

εPK
−1
eqβQ

ε
DQ

)
,

(
εβK

−1
eqβP

ε
DP −

εP
ε
Dβ

)
,

(
εβK

−1
eqβQ

ε
DQ −

εQ
ε
Dβ

)]
.

(C.3b)

Además, si los tiempos y las longitudes caracteŕısticas asociadas con ∆cij , i 6= j y {cA} tienen el

mismo orden de magnitud, entonces las restricciones (C.2a)-(C.2c) se pueden reducir a

∆cPQ
{cA}

,
∆cPβ
{cA}

,
∆cQβ
{cA}

�1. (C.4a)

Por lo tanto, el objetivo es determinar bajo qué condiciones, en términos de parámetros medibles,

estas restricciones son satisfechas. Para lograr esto, es necesario estimar el orden de magnitud de

las diferencias de las concentraciones intŕınsecas. Esta información puede ser obtenida restando las

ecs. (5.27a) y (5.27b) de la Ec. (5.27c),

εβεP
∂

∂t
∆cPβ =∇ ·

[(
K−1
eqβP (εβKeqβPDPP − εPDβP ) +K−1

eqβQ(εβKeqβPDPQ − εPDβQ)+

(εβKeqβPDPβ − εPDββ)

)
· ∇{cA}

]
+∇ ·

[
1

ε

(
εβK

−1
eqβP (εβKeqβPDPP − εPDβP )−

εP (εβKeqβPDPβ − εPDββ)

)
· ∇∆cPβ

]
+∇ ·

[
1

ε

(
εβK

−1
eqβQ(εβKeqβPDPQ − εPDβQ)−

εQ(εβKeqβPDPβ − εPDββ)

)
· ∇∆cQβ

]
+∇ ·

[
1

ε

(
K−1
eqβP εQ(εβKeqβPDPP − εPDβP )−

K−1
eqβQεP (εβKeqβPDPQ − εPDβQ)

)
· ∇∆cPQ

]
+

[avPβhPP (εβKeqβP + εP ) + avβQhQP εP ]∆cβP + [avPβhPQ(εβKeqβP + εP ) + avβQhQQεP ]∆cβQ

− εβKeqβP 〈RAP 〉P (C.5a)

εβεQ
∂

∂t
∆cQβ =∇ ·

[(
K−1
eqβP (εβKeqβQDQP − εQDβP ) +K−1

eqβQ(εβKeqβQDQQ − εQDβQ)+

(εβKeqβQDQβ − εQDββ)

)
· ∇{cA}

]
+∇ ·

[
1

ε

(
εβK

−1
eqβP (εβKeqβQDQP − εQDβP )−

εP (εβKeqβQDQβ − εQDββ)

)
· ∇∆cPβ

]
+∇ ·

[
1

ε

(
K−1
eqβQεβ(εβKeqβQDQQ − εQDβQ)−

εQ(εβKeqβQDQβ − εQDββ)

)
∇∆cQβ

]
+∇ ·

[
1

ε

(
K−1
eqβQεP (εβKeqβQDQQ − εQDβQ)−
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K−1
eqPβεQ(εβKeqβQDQP − εQDβP )

)
· ∇∆cQP

]
+ [avQβhQP (εβKeqβQ + εQ) + avβPhPP εQ]∆cβP

+ [avQβhQQ(εβKeqβQ + εQ) + avβPhPQεQ]∆cβQ − εβKeqβQ〈RAQ〉Q, (C.5b)

εP εQ
∂

∂t
∆cPQ =∇ ·

[(
K−1
eqβP (εQKeqβPDPP − εPKeqβQDQP ) +K−1

eqβQ(εQKeqβPDPQ − εPKeqβQDQQ)+

(εQKeqβPDPβ − εPKeqβQDQβ)

)
· ∇{cA}

]
+∇ ·

[
1

ε

(
K−1
eqβP εQ(εQKeqβPDPP − εPKeqβQDQP )−

K−1
eqβQεP (εQKeqβPDPQ − εPKeqβQDQQ)

)
· ∇∆cPQ

]
+

∇ ·

[
1

ε

(
εβK

−1
eqβP (εQKeqβPDPP − εPKeqβQDQP )−

εP (εQKeqβPDPβ − εPKeqβQDQβ)

)
· ∇∆cPβ

]
−∇ ·

[
1

ε

(
K−1
eqβQεβ(εQKeqβPDPQ − εPKeqβQDQQ)−

εQ(εQKeqβPDPβ − εPKeqβQDQβ)

)
· ∇∆cQβ

]
+ [εQKeqβPavβPhPP − εPKeqβQavβQhQP ]∆cβP

+ [εQKeqβPavβPhPQ − εPKeqβQavβQhQQ]∆cQβ − εQKeqβP 〈RAP 〉P + εPKeqβQ〈RAQ〉Q.
(C.5c)

Para reducir la complejidad de trabajar con las tres ecuaciones anteriores, se suman todas ellas

para obtener solo una, esto es,

∂

∂t
(εβεP∆cPβ + εβεQ∆cQβ + εP εQ∆cPQ) = ∇ · (D∗ · ∇{cA}) +∇ · (D∗Pβ · ∇∆cPβ) +∇ · (D∗Qβ · ∇∆cQβ)+

= ∇ · (D∗PQ · ∇∆cPQ) + (avβPh
∗
PP + avβQh

∗
QP )∆cβP

+ (avβPh
∗
PQ + avβQh

∗
QQ)∆cβQ − (εβ + εQ)KeqβP 〈RAP 〉P

+ (εP − εβ)KeqβQ〈RAQ〉Q, (C.6)

donde, los coeficientes efectivos son agrupados como sigue:

D∗ = (εβ + εQ)KeqβP (K−1
eqβPDPP +K−1

eqβQDPQ + DPβ)

+ (εβ − εP )KeqβQ(K−1
eqβPDQP +K−1

eqβQDQQ + DQβ)

+ (εP + εQ)(K−1
eqβPDβP +K−1

eqβQDβQ + Dββ), (C.7a)

D∗Pβ =
1

ε
[(εβ + εQ)KeqβP (εβK

−1
eqβPDPP − εPDPβ)
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+ (εβ − εP )KeqβQ(εβK
−1
eqβPDQP − εPDQβ)

− (εP + εQ)(εβK
−1
eqβPDβP − εPDββ)] (C.7b)

D∗Qβ =
1

ε
[(εβ + εQ)KeqβP (εβK

−1
eqβQDPQ − εQDPβ)

+ (εβ − εP )KeqβQ(εβK
−1
eqβQDQQ − εPDQβ)

− (εP + εQ)(εβK
−1
eqβQDβQ − εPDββ)] (C.7c)

D∗PQ =
1

ε
[(εβ + εQ)KeqβP (εQK

−1
eqβPDPP − εPK−1

eqβQDPQ)

+ (εβ − εP )KeqβQ(εQK
−1
eqβPDQP − εPK−1

eqβQDQQ)

− (εP + εQ)(εQK
−1
eqβPDβP − εPK−1

eqβQDβQ)] (C.7d)

también se agrupan los coeficientes efectivos de intercambio de masa

h∗PP = [(εQ + εβ)KeqβP + εP + εQ]hPP , (C.7e)

h∗QQ = [(εP + εβ)KeqβQ + εP + εQ]hQQ, (C.7f)

h∗PQ = [(εβ − εQ)KeqβP + εP + εQ]hPQ, (C.7g)

h∗QP = [(εβ − εP )KeqβQ + εP + εQ]hQP , (C.7h)

Antes de estimar el orden de magnitud de cada término de la la Ec. (C.6), es conveniente proponer

una simplificación relacionada con las diferencias de las concentraciones promedio intŕınsecas, esto

es,

O[∆cPβ] = O[∆cQβ] = O[∆cPQ] = O[∆c∗]. (C.8)

Con base en la suposición anterior, el orden de magnitud de la Ec. (C.6) es

O

[
(εβεP + εβεQ + εP εQ)

∆c∗

t∆

]
= O

[
D∗{cA}
L2

]
+ O

[
(D∗Pβ + D∗Qβ + D∗PQ)

∆c∗

L2

]
+ O

[
(avβP (h∗PP + h∗PQ) + avβQ(h∗QP + h∗QQ))∆c∗

]
+ O

[
(εβ + εQ)KeqβP 〈RAP 〉P

]
+ O

[
(εP − εβ)KeqβQ〈RAQ〉Q

]
, (C.9)

En este análisis, se ha supuesto que las diferencias de las concentraciones promedio intŕınsecas y

la concentración de equilibrio ponderada, cuyas variaciones ocurren a la longitud caracteŕıstica del

agregado celular, L. Es posible expresar el orden de magnitud de las difusividades efectivas en

términos de los coeficientes de difusión microscópicos. De acuerdo a la definición proporcionada por

las ecs. (B.24a) y (B.24b), se puede reconocer lo siguiente:

O[DPβ] = O[DPP ] = O[DPQ] = εPDAP (C.10a)
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O[DQβ] = O[DQP ] = O[DQQ] = εQDAQ (C.10b)

O[Dββ ] = O[DβP ] = O[DβQ] = εβDAβ. (C.10c)

Como resultado de lo anterior, los siguientes estimados son obtenidos:

O [D∗] = (K−1
eqβP +K−1

eqβQ + 1)[εP (εβ + εQ)KeqβPDAP + εQ(εβ − εP )KeqβQDAQ

+ εβ(εP + εQ)DAβ] (C.11a)

O
[
D∗Pβ

]
=

(εβK
−1
eqβP − εP )

ε
[εP (εβ + εQ)KeqβPDAP + εQ(εβ − εP )KeqβQDAQ

− εβ(εP + εQ)DAβ] (C.11b)

O
[
D∗Qβ

]
=

(εβK
−1
eqβQ − εQ)

ε
[εP (εβ + εQ)KeqβPDAP + εQ(εβ − εP )KeqβQDAQ

− εβ(εP + εQ)DAβ] (C.11c)

O
[
D∗PQ

]
=

(εQK
−1
eqβP − εPK

−1
eqβQ)

ε
[εP (εβ + εQ)KeqβPDAP + εQ(εβ − εP )KeqβQDAQ

− εβ(εP + εQ)DAβ] (C.11d)

Nótese que, los estimados de arriba tiene un factor común y de acuerdo con Wood y Whitaker

(1998), se puede definir una difusividad de mezclado,

D∗PQβ = εP (εβ + εQ)KeqβPDAP + εQ(εβ − εP )KeqβQDAQ − εβ(εP + εQ)DAβ. (C.12)

Con estos resultados, es posible aproximar el orden de magnitud de la suma de las difusividades

efectivas como sigue:

O
[
D∗Pβ + D∗Qβ + D∗PQ

]
≈ (K−1

eqβP +K−1
eqβQ − 1)D∗PQβ. (C.13)

Finalmente, los estimados de los términos de reacción pueden ser obtenidos de las ecs. (5.27a) and

(5.27b). Como regla básica, se estable que en una ecuación con varios términos, todos ellos tienen

el mismo orden de magnitud de manera que,

O[εP 〈RAP 〉P ] = avβP (hPP + hPQ)∆c∗, (C.14a)

O[εQ〈RAQ〉Q] = avβQ(hQQ + hQP )∆c∗. (C.14b)

Estos estimados, parecen tener el mismo orden de magnitud que los términos implicados en la Ec.

(C.9) de manera que no alteran los estimados obtenidos ah́ı. De este modo, la expresión (C.9) es

escrita como:

O

[
(εβεP + εβεQ + εP εQ)

∆c∗

t∗∆

]
= O

[
(K−1

eqβP +K−1
eqβQ + 1)D∗PQβ

{cA}
L2

cluster

]
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+ O

[
(K−1

eqβP +K−1
eqβQ − 1)D∗PQβ

∆c∗

L2
cluster

]
+ O

[
(avβP (h∗PP + h∗PQ) + avβQ(h∗QP + h∗QQ))∆c∗

]
, (C.15)

Arreglando la expresión anterior se tiene:

O


 (εβεP+εβεQ+εP εQ)

t∗∆
+ (K−1

eqβP +K−1
eqβQ − 1)

D∗PQβ
L2

cluster

(avβP (h∗PP + h∗PQ) + avβQ(h∗QP + h∗QQ)
+ 1

 ∆c∗

{cA}

 =

O

[
K−1
eqβP +K−1

eqβQ + 1

avβP (h∗PP + h∗PQ) + avβQ(h∗QP + h∗QQ)

D∗PQβ
L2

cluster

]
, (C.16)

Se puede definir una longitud de mezclado asociada a la microescala Whitaker (1999),

`2PQβ =
D∗PQβ

avβP (h∗PP + h∗PQ) + avβQ(h∗QP + h∗QQ)
(C.17)

de esta forma,

∆c∗

{cA}
=O

 (K−1
eqβP +K−1

eqβQ + 1)
`2PQβ
L2

cluster

(εβεP + εβεQ + εP εQ)
`2PQβ

DPQβt
∗
∆

+ (K−1
eqβP +K−1

eqβQ − 1)
`2PQβ
L2

cluster
+ 1

 (C.18)

De este resultado se puede observar que existe una posibilidad para satisfacer la restricción dada

por la expresión (C.4a)

`2PQβ
L2

cluster

� 1. (C.19)

Este esta restricción de escala, es la que sustenta el uso adecuado del modelo de equilibrio local de

masa, representado por la Ec. 5.43.

Apéndice A: Solución aproximada del problema de cerradura

En la sección 4, se propuso un método aproximado para calcular la difusividad efectiva como la

suma ponderada de las celdas unitarias de Chang relativas a cada tipo de célula, Ec. (5.52). Esta

aproximación es ilustrada en la Fig. 4, donde se puede observar que la celda unitaria original consiste

de células con el mismo tamaño uniformemente distribuidas en la región-β. La celda unitaria original

es dividida en N celdas unitarias, donde cada una contiene una célula rodeada por la región-β. De

este modo, se puede definir lo siguiente:

εi =
Vi
V

=
niV

(1)
i

NV
(1)

cell

= εi,cell
ni
N

i = P,Q,D, (C.20a)
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εβ =
Vβ
V

=
V

(1)
β

∑
i ni

NV
(1)

cell

=
V

(1)
β

V
(1)

cell

= εβ,cell, (C.20b)

donde, V
(1)
i es el volumen de las células tipo-i y V

(1)
cell es el volumen total de cada celda unitaria. Se

ha supuesto que todas las celdas unitarias tienen el mismo volumen ocupado por la región-β, V
(1)
β .

Es conveniente comenzar con la definición adimensional del coeficiente de difusividad efectiva dada

por

Deff

DAβ
=(εPκAP + εQκAQ + εβ)I +

1

V ′

∫
AβP

nβP

(
b
′
β − κAPb

′
P

)
dA
′
+

1

V ′

∫
AβQ

nβQ

(
b
′
β − κAQb

′
Q

)
dA
′
+

1

V ′

∫
AβD

nβDb
′
βdA

′
. (C.21)

Sustituyendo la definición representada por las ecs. (C.20a) y (C.20b) en la Ec. (C.21), se obtiene,

Deff

DAβ
=

(
nPV

1
P

NV
(1)

cell

κAP +
nQV

1
Q

NV
(1)

cell

κAQ +
nPV

1
β

NV
(1)

cell

+
nQV

1
β

NV
(1)

cell

+
nDV

1
β

NV
(1)

cell

)
I

+
nP

NV
(1)

cell

∫
AβP

nβP

(
b
′
β − κAPb

′
P

)
dA
′
+

nQ

NV
(1)

cell

∫
AβQ

nβQ

(
b
′
β − κAQb

′
Q

)
dA
′

+
nD

NV
(1)

cell

∫
AβD

nβDb
′
βdA

′
. (C.22)

Para identificar a los términos asociados a cada tipo de célula, se reescribirá la ecuación anterior

de la siguiente forma:

Deff

DAβ
=
nP
N

(εP,cellκAP + εβ,cell) I +
1

V
(1)

cell

∫
AβP

nβP

(
b
′
β − κAPb

′
P

)
dA


︸ ︷︷ ︸

D
approx
βP
DAβ

+

nQ
N

(εQ,cellκAQ + εβ,cell) I +
1

V
(1)

cell

∫
AβQ

nβQ

(
b
′
β − κAQb

′
Q

)
dA


︸ ︷︷ ︸

D
approx
βQ
DAβ

+
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nD
N

εβ,cellI +
1

V
(1)

cell

∫
AβD

nβDb
′
βdA


︸ ︷︷ ︸

D
approx
βD
DAβ

. (C.23)

Hasta aqúı, se ha aproxiamdo la celda unitaria como la suma de N celdas unitarias con condiciones

periódicas. Los términos entre corchetes corresponden a la definición del coeficiente de difusividad

efectiva para un sistema de dos fases (Ochoa y col., 1986; Ochoa-Tapia, 1994; Wood y Whitaker,

1998). Si las condiciones de frontera periódicas para cada celda unitaria son reemplazadas con

condiciones tipo-Dirichlet y las geometŕıas se cambian por dos ćıculos concéntricos, las celda unitaria

original puede ser aproximada como la suma ponderada de las celdas unitarias de Chang de la

siguiente manera:

Deff

DAβ

∣∣∣∣
approx

=
nP
N

Deff

DAβ

∣∣∣∣Chang

βP

+
nQ
N

Deff

DAβ

∣∣∣∣Chang

βQ

+
nD
N

Deff

DAβ

∣∣∣∣Chang

βD

. (C.24)
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Apéndice D

Problemas de cerradura para las

ecuaciones de cantidad de movimiento

a la escala microscópica

Problema generado por la fuente 〈vβ〉β

Problema I

∇ · BN = 0, en VN , (D.1a)

∇ · Bβ = 0, en Vβ, (D.1b)

0 =−∇ · (Pγσbβ) +∇ ·
[
∇Bβ + (∇Bβ)T

]
+∇ · [ξH(4)

σσ : (∇Bβ + (∇Bβ)T )]

+ εβK
−1
βP + εβK

−1
βQ + εβK

−1
βN , en Vβ, (D.1c)

donde ξ = ϕσµ
∗
σ/µ

∗
γσ. Estas ecuaciones están sujetas a las siguientes condiciones de frontera en las

interregiones células-fluido:

nβi · Bβ =− nβi, en Aβi, i = P,Q, (D.1d)

Bβ =BN , en AβN , (D.1e)

y a las siguientes condiciones de periodicidad

Bβ(rβ) =Bβ(rβ + li), i = 1, 2, 3, (D.1f)

219



BN (rN ) =BN (rN + li), i = 1, 2, 3, (D.1g)

bβ(rβ) =bβ(rβ), i = 1, 2, 3, (D.1h)

Ahora se determinarán los ordenes de magnitud de las variables de cerradura involucradas en este

problema. De las condiciones de frontera dada por la ecs. (D.1d) y (D.1e) se obtienen los estimados

de las siguientes variables:

Bβ = O [1] , (D.2a)

BN = O [1] . (D.2b)

De acuerdo a la definición del coeficiente de permeabilidad dada por la Ec. (5.97h) se puede obtener

el siguiente estimado:

−εβK−1
βi = O

[
1

εβl
2
β

]
. (D.2c)

El estimando del coeficiente Z
(3)
β , puede ser obtenido a través de la definición dada por la Ec. (5.97a)

Z
(3)
β = O

[
1

εβlβ

]
. (D.2d)

Problema II

0 = ∇ ·
[
∇Di + (∇Di)

T
]

+∇ (αi∇ ·Di)− ε2
βε
−1
i ηβiK

−1
βi , en Vi, i = P,Q,N, (D.3a)

donde αi = λi/µi y ηβi = µ∗γσ/µi. Esta ecuación está sujeta a la siguiente condición de frontera:

nβi ·
[
ηβi

(
−Pγσbβ +∇Bβ + (∇Bβ)T + ξH(4)

σσ : (∇Bβ + (∇Bβ)T )
)
−
(
∇Di + (∇Di)

T
)

− αiI∇ ·Di

]
= 0, en Aβi, i = P,Q,N. (D.3b)

Las condiciones de periodicidad son

Di(ri) =Di(ri + lk), k = 1, 2, 3, i = P,Q,N. (D.3c)

El estimado de orden de magnitud de la variable de cerradura Di es obtenido de la Ec. (D.3a) y

es:

Di = O

[
ηβi
εi

]
, i = P,Q,N. (D.4a)
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Una vez conocido el estimado de la variable Di, se puede conocer el del coeficiente Z
(3)
i a través de

la Ec. (5.99g)

Z
(3)
i = O

[
ηβi
ε2
i li

]
, i = P,Q,N. (D.4b)

Problema generado por la fuente 〈vN〉N − 〈vβ〉β

Problema I

∇ · BNN = 0, en VN , (D.5a)

∇ · BβN = 0, en Vβ, (D.5b)

0 =−∇ · (PγσbβN ) +∇ ·
[
∇BβN + (∇BβN )T

]
+∇ · [ξH(4)

σσ : (∇BβN + (∇BβN )T )]

− εβK−1
βN,P − εβK

−1
βN,Q − εβK

−1
βN,N , en Vβ, (D.5c)

donde ξ = ϕσµ
∗
σ/µ

∗
γσ. Estas ecuaciones están sujetas a las siguientes condiciones de frontera en las

interregiones células-fluido:

nβi · BβN =0, en Aβi, i = P,Q, (D.5d)

BβN − BNN =I, en AβN , (D.5e)

y a las siguientes condiciones de periodicidad

BβN (rβ) =BβN (rβ + li), i = 1, 2, 3, (D.5f)

BNN (rN ) =BNN (rN + li), i = 1, 2, 3, (D.5g)

bβN (rβ) =bβN (rβ), i = 1, 2, 3, (D.5h)

Ahora se determinarán los ordenes de magnitud de las variables de cerradura involucradas en este

problema. De la condición de frontera dada por la Ec. (D.5e) se obtienen los estimados de las

siguientes variables:

BβN = O [1] , (D.6a)

BNN = O [1] . (D.6b)
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De acuerdo a la definición del coeficiente de permeabilidad dada por la Ec. (5.97i) se puede obtener

el siguiente estimado,

−εβK−1
βN,i = O

[
1

εβl
2
β

]
. (D.6c)

El estimando del coeficiente Z
(3)
βN , puede ser obtenido a través de la definición dada por la Ec.

(5.97b)

Z
(3)
βN = O

[
1

εβlβ

]
. (D.6d)

Problema II

0 = ∇ ·
[
∇DiN + (∇DiN )T

]
+∇ (αi∇ ·DiN )− ε2

βε
−1
i ηβiK

−1
βN,i, en Vi, i = P,Q,N, (D.7a)

donde αi = λi/µi y ηβi = µ∗γσ/µi. Esta ecuación está sujeta a la siguiente condición de frontera:

nβi ·
[
ηβi

(
−PγσbβN +∇BβN + (∇BβN )T + ξH(4)

σσ : (∇BβN + (∇BβN )T )
)
−
(
∇DiN + (∇DiN )T

)
− αiI∇ ·DiN

]
= 0, en Aβi, i = P,Q,N. (D.7b)

Las condiciones de periodicidad son

DiN (ri) =DiN (ri + lk), k = 1, 2, 3, i = P,Q,N. (D.7c)

El estimado de orden de magnitud de la variable de cerradura DiN es obtenido de la Ec. (D.7a) y

es:

DiN = O

[
ηβi
εi

]
, i = P,Q,N. (D.8a)

Una vez conocido el estimado de la variable DiN , se puede conocer el del coeficiente Z
(3)
iN a través

de la Ec. (5.99h)

Z
(3)
iN = O

[
ηβi
ε2
i li

]
, i = P,Q,N. (D.8b)
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Problema generado por la fuente ∇{cA}

Problema I

∇ · FN = 0, en VN , (D.9a)

∇ · Fβ = 0, en Vβ, (D.9b)

0 =−∇ · (Pγσfβ) +∇ ·
[
∇Fβ + (∇Fβ)T

]
+∇ · [ξH(4)

σσ : (∇Fβ + (∇Fβ)T )]− GβP − GβQ − GβN . en Vβ,

(D.9c)

Estas ecuaciones están sujetas a la siguiente condición de frontera interfacial:

nβi · Fβ =
kAiM̄i

ρβ
(bAβ −Keq,AβibAi), en Aβi, i = P,Q,N, (D.9d)

Fβ =FN , en AβN , (D.9e)

y a las siguientes condiciones de periodicidad

Fβ(rβ) =Fβ(rβ + li), i = 1, 2, 3, (D.9f)

FN (rN ) =FN (rN + li), i = 1, 2, 3, (D.9g)

fβ(rβ) =fβ(rβ), i = 1, 2, 3, (D.9h)

Ahora se determinarán los ordenes de magnitud de las variables de cerradura involucradas en este

problema. De la condiciones de frontera dada por la ecs. (5.47c) y (D.9d) se obtiene el estimado de

la variable de cerradura Fβ

Fβ = O

[
DAiM̄i

ρβKeq,βi

]
. (D.10a)

De acuerdo a la definición del coeficiente efectivo Gβi dada por la Ec. (5.97j) se puede obtener el

siguiente estimado:

Gβi = O

[
DAiM̄i

εβρβKeq,βil
2
β

]
. (D.10b)

El estimando del coeficiente J
(3)
β , puede ser obtenido a través de la definición dada por la Ec. (5.97c)

J
(3)
β = O

[
DAiM̄i

εβρβKeq,βilβ

]
. (D.10c)
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Problema II

0 = ∇ ·
[
∇Ai + (∇Ai)T

]
+∇ (αi∇ · Ai) + εβε

−1
i ηβiGβi, en Vi, i = P,Q,N, (D.11a)

sujeta a la condición de frontera:

nβi ·
[
ηβi

(
−Pγσfβ +∇Fβ + (∇Fβ)T + ξH(4)

σσ : (∇Fβ + (∇Fβ)T )
)
−
(
∇Ai + (∇Ai)T

)
− αiI∇ · Ai

]
= 0, en Aβi, i = P,Q,N. (D.11b)

donde ηβi = µ∗γσ/µi. Las condiciones de periodicidad son

Ai(ri) =Ai(ri + lk), k = 1, 2, 3, i = P,Q,N. (D.11c)

El estimado de orden de magnitud de la variable de cerradura Ai es obtenido de la Ec. (D.11a) y

es:

Ai = O

[
DAi

ρβKeq,βi

ηβi
εi
M̄i

]
, i = P,Q,N. (D.12a)

Una vez conocido el estimado de la variable Ai, se puede conocer el del coeficiente J
(3)
i a través de

la Ec. (5.99i)

J
(3)
i = O

[
DAi

ρβKeq,βi

ηβi
ε2
i li
M̄i

]
, i = P,Q,N. (D.12b)

Problema generado por la fuente εPµAP M̄P

εβρβ

{cA}
{cA}+αP

Problema I

∇ · aNP = 0, en VN , (D.13a)

∇ · aβP = 1, en Vβ, (D.13b)

0 =−∇ · (PγσaβP ) +∇ ·
[
∇aβP + (∇aβP )T

]
+∇ · [ξH(4)

σσ : (∇aβP + (∇aβP )T )]

− kβP,P − kβP,Q − kβP,N . en Vβ, (D.13c)
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cuyas condiciones de frontera son:

nβi · aβP =0, en Aβi, i = P,Q, (D.13d)

aβP =aNP , en AβN , (D.13e)

y las condiciones de periodicidad son:

aβP (rβ) =aβP (rβ + lk), k = 1, 2, 3, (D.13f)

aNP (rN ) =aNP (rN + lk), k = 1, 2, 3, (D.13g)

aβP (rβ) =aβP (rβ + lk), i = 1, 2, 3. (D.13h)

De la Ec. (D.13b) se obtiene el siguiente estimado:

aβP = O [lβ] , (D.14a)

y de la condición de frontera dada por la Ec. (D.13e) se obtiene el estimado de aNQ

aNP = O [lβ] (D.14b)

De las definiciones de los coeficientes efectivos SβP y kβP,i dados por las ecs. (5.97d) (5.97k), se

tienen los siguientes estimados:

SβP =O

[
1

εβ

]
, (D.14c)

kβP,i =O

[
1

εβlβ

]
. (D.14d)

Problema II

0 = ∇ ·
[
∇giP + (∇giP )T

]
+∇ (αi∇ · giP ) + ε−1

i εβηβikβP,i en Vi, i = P,Q,N. (D.15a)

esta ecuación está sujeta a la siguiente condición de frontera:

nβi ·
[
ηβi

(
−PγσaβP +∇aβP + (∇aβP )T + ξH(4)

σσ : (∇aβP + (∇aβP )T )
)

−
(
∇giP (∇giP )T

)
− αiI∇ · giP

]
= 0, en Aβi, i = P,Q,N. (D.15b)

y a la siguiente condición de periodicidad es

giP (ri) =giP (ri + lk), k = 1, 2, 3, (D.15c)
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El estimado de orden de magnitud de la variable de cerradura giP es obtenido de la Ec. (D.19a)

cuyo resultado es:

giP = O

[
li
εi
ηβi

]
, (D.16a)

siempre que li ≈ lβ. Por lo tanto, el estimado del tensor SiP es obtenido de la Ec. (5.99c)

SiP = O

[
ηβi
ε2
i

]
. (D.16b)

Problema generado por la fuente
εPµAQM̄Q

εβρβ

{cA}
{cA}+αQ

Problema I

∇ · aNQ = 0, en VN , (D.17a)

∇ · aβQ = 1, en Vβ, (D.17b)

0 =−∇ · (PγσaβQ) +∇ ·
[
∇aβQ + (∇aβQ)T

]
+∇ · [ξH(4)

σσ : (∇aβQ + (∇aβQ)T )]

− kβQ,P − kβQ,Q − kβQ,N . en Vβ, (D.17c)

cuyas condiciones de frontera son:

nβi · aβQ =0, en Aβi, i = P,Q, (D.17d)

aβQ =aNQ, en AβN (D.17e)

y las condiciones de periodicidad son:

aβQ(rβ) =aβQ(rβ + lk), k = 1, 2, 3, (D.17f)

aNQ(rN ) =aNQ(rN + lk), k = 1, 2, 3, (D.17g)

aβQ(rβ) =aβQ(rβ + lk), i = 1, 2, 3. (D.17h)

De la Ec. (D.17b) se obtiene el siguiente estimado:

aβQ = O [lβ] , (D.18a)

y de la condición de frontera dada por la Ec. (D.17e) se obtiene el estimado de aNQ

aNQ = O [lβ] (D.18b)
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De las definiciones de los coeficientes efectivos SβP y kβPi dados por las ecs. (5.97e) (5.97l), se

tienen los siguientes estimados:

SβQ =O

[
1

εβ

]
, (D.18c)

kβQ,i =O

[
1

εβlβ

]
. (D.18d)

Problema II

0 = ∇ ·
[
∇giQ + (∇giQ)T

]
+∇ (αi∇ · giQ) + ε−1

i εβηβikβQ,i en Vi, i = P,Q,N. (D.19a)

esta ecuación está sujeta a la siguiente condición de frontera:

nβi ·
[
ηβi

(
−PγσaβQ +∇aβQ + (∇aβQ)T + ξH(4)

σσ : (∇aβQ + (∇aβQ)T )
)

−
(
∇giQ(∇giQ)T

)
− αiI∇ · giQ

]
= 0, en Aβi, i = P,Q,N. (D.19b)

y a la siguiente condición de periodicidad es

giQ(ri) =giQ(ri + lk), k = 1, 2, 3, (D.19c)

El estimado de orden de magnitud de la variable de cerradura giQ es obtenido de la Ec. (D.19a)

cuyo resultado es:

giQ = O

[
li
εi
ηβi

]
, (D.20a)

siempre que li ≈ lβ. Por lo tanto, el estimado del tensor SiQ es obtenido de la Ec. (5.99d)

SiQ = O

[
ηβi
ε2
i

]
. (D.20b)

Problema generado por la fuente ε−1
β

∂εβ
∂t

Problema I

∇ · dN = 0, en VN , (D.21a)

∇ · dβ = 1, en Vβ, (D.21b)
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0 =−∇ · (Pγσdβ) +∇ ·
[
∇dβ + (∇dβ)T

]
+∇ · [ξH(4)

σσ : (∇dβ + (∇dβ)T )]

−mβP −mβQ −mβN , en Vβ, (D.21c)

cuyas condiciones de frontera son:

nβi · dβ =0, en Aβi, i = P,Q, (D.21d)

dβ =dN , en AβN (D.21e)

y las condiciones de periodicidad son:

dβ(rβ) =dβ(rβ + lk), k = 1, 2, 3, (D.21f)

dN (rN ) =dN (rN + lk), k = 1, 2, 3, (D.21g)

dβ(rβ) =dβ(rβ + lk), i = 1, 2, 3. (D.21h)

De la Ec. (D.21b) se obtiene el siguiente estimado:

dβ = O [lβ] , (D.22a)

y de la condición de frontera dada por la Ec. (D.21e) se obtiene el estimado de aNQ

dN = O [lβ] (D.22b)

De las definiciones de los coeficientes efectivos Mβ y mβi dados por las ecs. (5.97f) (5.97l), se tienen

los siguientes estimados:

Mβ =O

[
1

εβ

]
, (D.22c)

mβi =O

[
1

εβlβ

]
. (D.22d)

Problema II

0 = ∇ ·
[
∇pi + (∇pi)

T
]

+∇ (αi∇ · pi) + ε−1
i εβηβimβi, en Vi, i = P,Q,N. (D.23a)

esta ecuación está sujeta a la siguiente condición de frontera:

nβi ·
[
ηβi

(
−Pγσdβ +∇dβ + (∇dβ)T + ξH(4)

σσ : (∇dβ + (∇dβ)T )
)

−
(
∇pi + (∇pi)

T
)
− αiI∇ · pi

]
= 0, en Aβi, i = P,Q,N. (D.23b)
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y a la siguiente condición de periodicidad es

pi(ri) =pi(ri + lk), k = 1, 2, 3, (D.23c)

El estimado de orden de magnitud de la variable de cerradura pi es obtenido de la Ec. (D.23a)

cuyo resultado es:

pi = O

[
li
εi
ηβi

]
, (D.24a)

siempre que li ≈ lβ. Por lo tanto, el estimado del tensor Mi es obtenido de la Ec. (5.99e)

Mi = O

[
ηβi
ε2
i

]
. (D.24b)

Problema generado por la fuente ε−1
N

∂εN
∂t

Problema I

∇ · dNN = 1, en VN , (D.25a)

∇ · dβN = 0, en Vβ, (D.25b)

0 =−∇ · (PγσdβN ) +∇ ·
[
∇dβN + (∇dβN )T

]
+∇ · [ξH(4)

σσ : (∇dβN + (∇dβN )T )]

−mβN,P −mβN,Q −mβN,N , en Vβ, (D.25c)

cuyas condiciones de frontera son:

nβi · dβN =0, en Aβi, i = P,Q, (D.25d)

dβN =dNN , en AβN (D.25e)

y las condiciones de periodicidad son:

dβN (rβ) =dβN (rβ + lk), k = 1, 2, 3, (D.25f)

dNN (rN ) =dNN (rN + lk), k = 1, 2, 3, (D.25g)

dβN (rβ) =dβN (rβ + lk), i = 1, 2, 3. (D.25h)

De la Ec. (D.25a) se obtiene el siguiente estimado:

dNN = O [lN ] , (D.26a)
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y de la condición de frontera dada por la Ec. (D.25e) se obtiene el estimado de aNQ

dβN = O [lN ] (D.26b)

De las definiciones de los coeficientes efectivos MβN y mβN,i dados por las ecs. (5.97g) y (5.97n),

se tienen los siguientes estimados:

MβN =O

[
1

εβ

]
, (D.26c)

mβN,i =O

[
1

εβlβ

]
. (D.26d)

Problema II

0 = ∇ ·
[
∇piN + (∇piN )T

]
+∇ (αi∇ · piN ) + ε−1

i εβηβimβN,i, en Vi, i = P,Q,N. (D.27a)

esta ecuación está sujeta a la siguiente condición de frontera:

nβi ·
[
ηβi

(
−PγσdβN +∇dβN + (∇dβN )T + ξH(4)

σσ : (∇dβN + (∇dβN )T )
)

−
(
∇piN + (∇piN )T

)
− αiI∇ · piN

]
= 0, en Aβi, i = P,Q,N. (D.27b)

y a la siguiente condición de periodicidad es

piN (ri) =piN (ri + lk), k = 1, 2, 3, (D.27c)

El estimado de orden de magnitud de la variable de cerradura piN es obtenido de la Ec. (D.27a)

cuyo resultado es:

piN = O

[
li
εi
ηβi

]
, (D.28a)

siempre que li ≈ lβ. Por lo tanto, el estimado del tensor Mi es obtenido de la Ec. (5.99f)

MiN = O

[
ηβi
ε2
i

]
.. (D.28b)

Problema generado por la fuente
(
∇〈ui〉i + (∇〈ui〉i)

T
)

Problema II

0(3) =∇ ·
[
∇C(3)

ii +
(
∇C(3)

ii

)T]
+∇

(
αi∇ · C(3)

ii

)
, en Vi, i = P,Q,N. (D.29a)
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esta ecuación está sujeta a la condición de frontera siguiente:

nβi ·
(
∇C(3)

ii + (∇C(3)
ii )T + αiI∇ · C(3)

ii

)
= −nβiI, en Aβi, i = P,Q,N. (D.29b)

y la condición de periodicidad:

C
(3)
ii (ri) =C

(3)
ii (ri + lk), k = 1, 2, 3, (D.29c)

El estimado de orden de magnitud de la variable de cerradura C
(3)
ii se obtiene de la condición de

frontera dada por la Ec. (D.29b):

C
(3)
ii = O [li] . (D.30a)

De esta forma, el orden de magnitud del coeficiente efectivo Q
(4)
ii definido por la Ec. (5.99j) es

Q
(4)
ii = O

[
1

εi

]
. (D.30b)

Problema generado por la fuente
(
∇〈vβ〉β +

(
∇〈vβ〉β

)T)
Problema II

0(3) =∇ ·
[
∇C(3)

iβ +
(
∇C(3)

iβ

)T]
+∇

(
αi∇ · C(3)

iβ

)
, en Vi, i = P,Q,N. (D.31a)

esta ecuación está sujeta a la condición de frontera siguiente:

nβi ·
(
∇C(3)

iβ + (∇C(3)
iβ )T + αiI∇ · C(3)

iβ

)
= ηβinβiI + ηβinβi · ξH(4)

σσ , en Aβi, i = P,Q,N.

(D.31b)

y la condición de periodicidad:

C
(3)
iβ (ri) =C

(3)
iβ (ri + lk), k = 1, 2, 3, (D.31c)

El estimado de orden de magnitud de la variable de cerradura C
(3)
iβ se obtiene de la condición de

frontera dada por la Ec. (D.31b):

C
(3)
iβ = O [liηβi] . (D.32a)

De esta forma, el orden de magnitud del coeficiente efectivo Q
(4)
iβ definido por la Ec. (5.99k) es

Q
(4)
iβ = O

[
ηβi
εi

]
. (D.32b)
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Problema generado por la fuente ∇ · 〈ui〉i

Problema II

0 =∇ ·
[
∇ci + (∇ci)

T
]

+∇ (αi∇ · ci) , en Vi, i = P,Q,N, (D.33a)

esta ecuación está sujeta la condición de frontera siguiente:

nβi ·
[
∇ci + (∇ci)

T + αiI∇ · ci
]

= −αinβi, en Aβi, i = P,Q,N. (D.33b)

y la condición de periodicidad:

ci(ri) =ci(ri + lk), k = 1, 2, 3, i = P,Q,N. (D.33c)

El orden de magnitud de la variable de cerradura ci es obtenido de la Ec. (D.33b)

ci = O [αili] . (D.34a)

De este estimado se puede obtener el del coeficiente Di definido por la Ec. (5.99b) y es:

Di = O

[
1

εi

]
. (D.34b)

Problema generado por la fuente 〈pβ〉β

Problema II

0 =∇ ·
[
∇hi + (∇hi)

T
]

+∇ (αi∇ · ci) , en Vi, i = P,Q,N, (D.35a)

esta ecuación está sujeta la condición de frontera siguiente:

nβi ·
[
∇hi + (∇hi)

T + αiI∇ · hi
]

= −µ−1
i nβi · Pγσ, en Aβi, i = P,Q,N. (D.35b)

y la condición de periodicidad:

hi(ri) =hi(ri + lk), k = 1, 2, 3, i = P,Q,N. (D.35c)

El orden de magnitud de la variable de cerradura hi es obtenido de la Ec. (D.35b)

hi = O

[
li
µi

]
. (D.36a)

donde Pγσ = O[1]. Una vez conocido el estimado de hi se puede obtener el del coeficiente Pi

definido por la Ec. (5.99a) y es:

Pi = O

[
1

εiµi

]
. (D.36b)
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Apéndice E

Análisis de orden de magnitud de las

ecuaciones promediadas que describen

el transporte de cantidad de

movimiento a la escala Darcy

Con el objetivo de reducir las ecuaciones de cantidad de movimiento promediadas obtenidas

en el caṕıtulo 5, en este apéndice se presenta un análisis de orden de magnitud de cada una de

los términos contenidos en las ecs. (5.96) y 5.98. La mayoŕıa de estos términos tienen asociado

un coeficiente efectivo cuyos estimados ya fueron obtenidos en el apéndice anterior y aqúı serán

utilizados para hacer el análisis de orden de magnitud de todos los términos involucrados en las

ecuaciones (5.96) y 5.98.

Apéndice A: Región extracelular

Los términos de la ecuación de cantidad de movimiento que tienen el mayor orden de magnitud

son:

εβµ
∗
γσ

(
K−1
βP + K−1

βQ + K−1
βN

)
· 〈vβ〉β =O

[
µ∗γσ
εβl

2
β

〈vβ〉β
]
, (E.1a)

εβµ
∗
γσ

(
K−1
βN,P + K−1

βN,Q + K−1
βN,N

)
·
(
〈vN 〉N − 〈vβ〉β

)
=O

[
µ∗γσ
εβl

2
β

(〈vN 〉N − 〈vβ〉β)

]
, (E.1b)

donde los estimados de los coeficientes K−1
βi y K−1

βN,i están dados por las ecs. (D.2c) y (D.6c),

respectivamente. Para obtener el estimado del término µ∗γσ (GβP + GβQ + GβN ) · ∇{cA}, se
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determinó el orden del gradiente de la concentración ponderada de equilibrio que fue obtenido

de la ecuación de especies qúımicas en estado estacionario, Ec. (5.43), esto es,

∇{cA} = O

[
L

Def

(
εPµAP

(
{cA}

{cA}+ αP

)
+ εQµAQ

(
{cA}

{cA}+ αQ

))]
. (E.2)

Sin embargo, lo que se busca es obtener todos los estimados en términos de la magnitud de la

velocidad del fluido; por lo tanto, es necesario relacionar a las reacciones qúımicas con dicha

velocidad. Esta relación está dada por la ecuación de continuidad de la región extracelular, Ec.

(5.74), y se tiene lo siguiente:

εPµAP

(
{cA}

{cA}+ αP

)
+ εQµAQ

(
{cA}

{cA}+ αQ

)
= O

[εβρβ
M̄L
〈vβ〉β

]
. (E.3)

Para el estimado anterior, se ha supuesto los pesos moleculares promedio en cada tipo celular tienen

el mismo orden de magnitud, esto es,

O[M̄P ] = O
[
M̄Q

]
= O

[
M̄
]
. (E.4)

Combinando los estimados dados por las ecs. (E.2) y (E.3) se obtiene el del gradiente de

concentración en términos de la velocidad del fluido, es decir,

∇{cA} = O

[
εβρβ
M̄Def

〈vβ〉β
]
. (E.5)

De esta forma, el orden de magnitud del término µ∗γσ (GβP + GβQ + GβN ) · ∇{cA} es:

µ∗γσ (GβP + GβQ + GβN ) · ∇{cA} =O

[
µ∗γσ
εβρβl

2
β

(
DAP M̄P

KeqA,βP
+
DAQM̄Q

KeqA,βQ

)
εβρβ
M̄Def

〈vβ〉β
]
. (E.6)

donde el estimado del coeficiente efectivo Gβi fue obtenido de la Ec. (D.10b). Se puede notar que,

es factible hacer la siguiente aproximación:

DAP M̄P
KeqA,βP

+
DAQM̄Q

KeqA,βQ

M̄Def
≈ O [1] . (E.7)

Como resultado de lo anterior, el estimado dado por (E.6) se reduce a la forma:

µ∗γσ (GβP + GβQ + GβN ) · ∇{cA} =O

[
µ∗γσ
l2β
〈vβ〉β

]
. (E.8)

Nótese que, el término µ∗γσ (GβP + GβQ + GβN ) · ∇{cA} es igual de importante que los términos de

Darcy, representados por las ecs. (E.1a) y (E.1b). A continuación, se estimarán los demás términos

contenidos en la ecuación de cantidad de movimiento de la región extracelular y se compararán

con los términos ĺıderes, representados por las ecs. (E.1a), (E.1b) y (E.8), estableciendo de esta

Proyecto de investigación doctoral 234



forma las restricciones de escala que sustentan la eliminación de los términos que tienen un orden

de magnitud menor. Se comienza con los estimados de los siguientes términos:

∇ ·
[
µ∗γσ

(
∇〈vβ〉β + (∇〈vβ〉β)T

)]
=O

[
µ∗γσ
L2
〈vβ〉β

]
, (E.9a)

∇ ·
[
µ∗γσJ

(3)
β · ∇{cA}

]
=O

[
µ∗γσ
lβL
〈vβ〉β

]
, (E.9b)

donde el estimado de orden de magnitud del coeficiente efectivo, J
(3)
β , es proporcionado por la Ec.

(D.10c). Con base en los estimados anteriores se pueden establecer las siguientes restricciones:

∇ ·
[
µ∗γσ

(
∇〈vβ〉β + (∇〈vβ〉β)T

)]
�εβµ∗γσ

(
K−1
βP + K−1

βQ + K−1
βN

)
· 〈vβ〉β, (E.9c)

∇ ·
[
µ∗γσJ

(3)
β · ∇{cA}

]
�εβµ∗γσ

(
K−1
βP + K−1

βQ + K−1
βN

)
· 〈vβ〉β, (E.9d)

siempre que las siguientes disparidades de longitudes de escala se satisfagan,

εβl
2
β � L2, (E.9e)

εβlβ � L. (E.9f)

Posteriormente, se tienen los estimados de los siguientes términos:

∇ ·
[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇〈vβ〉β + (∇〈vβ〉β)T

)]
=O

[
ϕσµ

∗
σ

L2
〈vβ〉β

]
, (E.10a)

∇ ·
[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
J

(3)
β · ∇{cA}

)]
=O

[
ϕσµ

∗
σ

lβL
〈vβ〉β

]
, (E.10b)

donde, se debe recordar que el estimado del coeficiente efectivo H
(4)
σσ está dado por la Ec. (A.20b).

Como resultado de lo anterior, puede establecerse lo siguiente:

∇ ·
[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
∇〈vβ〉β + (∇〈vβ〉β)T

)]
�εβµ∗γσ

(
K−1
βP + K−1

βQ + K−1
βN

)
· 〈vβ〉β, (E.10c)

∇ ·
[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
J

(3)
β · ∇{cA}

)]
�εβµ∗γσ

(
K−1
βP + K−1

βQ + K−1
βN

)
· 〈vβ〉β, (E.10d)

las restricciones anteriores son válidas si se satisfacen las siguientes disparidades de escala:

εβl
2
β

L2

ϕσµ
∗
σ

µ∗γσ
� 1, (E.10e)

εβlβ
L

ϕσµ
∗
σ

µ∗γσ
� 1. (E.10f)

Los estimados de magnitud de los siguientes términos son:

∇ ·

[
µ∗γσSβP

ε−1
β εPµAP M̄P

ρβ

(
{cA}

{cA}+ αP

)]
+∇ ·

[
µ∗γσSβQ

ε−1
β εQµAQM̄Q

ρβ

(
{cA}

{cA}+ αQ

)]
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= O

[
µ∗γσ
εβL2

〈vβ〉β
]
, (E.11a)

∇ ·

[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ : SβP

ε−1
β εPµAP M̄P

ρβ

(
{cA}

{cA}+ αP

)]
+∇ ·

[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ : SβQ

ε−1
β εQµAQM̄Q

ρβ

(
{cA}

{cA}+ αQ

)]

= O

[
ϕσµ

∗
σ

εβL2
〈vβ〉β

]
, (E.11b)

donde los estimados de los coeficientes efectivos SβP y SβQ están dados por la ecs. (D.14c) y (D.18c);

además, también se hizo uso del estimado dado por la Ec. (E.3). De la ecuación de continuidad de

la región extracelular, (5.74), se puede obtener el estimado de orden de magnitud de la variación

temporal de la región extracelular:

∂εβ
∂t

= O

[
εβ〈vβ〉β

L

]
, (E.11c)

Por lo tanto, los estimados de los siguientes términos son:

∇ ·
[
ε−1
β µ∗γσMβ

∂εβ
∂t

]
=O

[
µ∗γσ
εβL2

〈vβ〉β
]
, (E.11d)

∇ ·
[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ : Mβε

−1
β

∂εβ
∂t

]
=O

[
ϕσµ

∗
σ

εβL2
〈vβ〉β

]
. (E.11e)

donde el orden de magnitud del coeficiente efectivo Mβ es proporcionado por la Ec. (D.22c). Se ha

probado la validez de las siguientes restricciones:

∇ ·

[
µ∗γσSβP

ε−1
β εPµAP M̄P

ρβ

(
{cA}

{cA}+ αP

)]
+∇ ·

[
µ∗γσSβQ

ε−1
β εQµAQM̄Q

ρβ

(
{cA}

{cA}+ αQ

)]
� εβµ

∗
γσ

(
K−1
βP + K−1

βQ + K−1
βN

)
· 〈vβ〉β, (E.11f)

∇ ·

[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ : SβP

ε−1
β εPµAP M̄P

ρβ

(
{cA}

{cA}+ αP

)]
+∇ ·

[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ : SβQ

ε−1
β εQµAQM̄Q

ρβ

(
{cA}

{cA}+ αQ

)]
� εβµ

∗
γσ

(
K−1
βP + K−1

βQ + K−1
βN

)
· 〈vβ〉β, (E.11g)

y

∇ ·
[
ε−1
β µ∗γσMβ

∂εβ
∂t

]
�εβµ∗γσ

(
K−1
βP + K−1

βQ + K−1
βN

)
· 〈vβ〉β, (E.11h)

∇ ·
[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ : Mβε

−1
β

∂εβ
∂t

]
�εβµ∗γσ

(
K−1
βP + K−1

βQ + K−1
βN

)
· 〈vβ〉β. (E.11i)

siempre y cuando se satisfaga lo siguiente:

l2β
L2
�1, (E.11j)
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ϕσµ
∗
σ

µ∗γσ

l2β
L2
�1. (E.11k)

Se continúa los estimados de los siguientes términos:

∇ ·
[
µ∗γσZ

(3)
β · 〈vβ〉

β
]

=O

[
µ∗γσ
εβlβL

〈vβ〉β
]
, (E.12)

µ∗γσ (kβP,P + kβP,Q + kβP,N )
ε−1
β εPµAP M̄P

ρβ

(
{cA}

{cA}+ αP

)
+ µ∗γσ (kβQ,P + kβQ,Q + kβQ,N )

ε−1
β εQµAQM̄Q

ρβ

(
{cA}

{cA}+ αQ

)
= O

[
µ∗γσ
εβlβL

〈vβ〉β
]
, (E.13)

y

ε−1
β µ∗γσ (mβP + mβQ + mβN )

∂εβ
∂t

= O

[
µ∗γσ
εβlβL

〈vβ〉β
]
, (E.14)

donde, el orden de magnitud del coeficiente efectivo Z
(3)
β es proporcionado por la Ec. (D.2d) y los

estimados de los coeficientes efectivos kβP,i, kβQ,i y mβi están dados por las ecs. (D.14d), (D.18d)

y (D.22d) respectivamente; además, se ha hecho uso del estimado dado por la Ec. (E.3). Se pueden

demostrar las siguientes restricciones:

∇ ·
[
µ∗γσZ

(3)
β · 〈vβ〉

β
]
�εβµ∗γσ

(
K−1
βP + K−1

βQ + K−1
βN

)
· 〈vβ〉β (E.15)

µ∗γσ (kβP,P + kβP,Q + kβP,N )
ε−1
β εPµAP M̄P

ρβ

(
{cA}

{cA}+ αP

)
+ µ∗γσ (kβQ,P + kβQ,Q + kβQ,N )

ε−1
β εQµAQM̄Q

ρβ

(
{cA}

{cA}+ αQ

)
� εβµ

∗
γσ

(
K−1
βP + K−1

βQ + K−1
βN

)
· 〈vβ〉β,

(E.16)

y

ε−1
β µ∗γσ (mβP + mβQ + mβN )

∂εβ
∂t
� εβµ

∗
γσ

(
K−1
βP + K−1

βQ + K−1
βN

)
· 〈vβ〉β. (E.17)

las cuales, son válidas si

lβ � L. (E.18)

y los órdenes de magnitud de los siguientes términos:

(E.19)
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∇ ·
[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
Z

(3)
β · 〈vβ〉

β
)]

=O

[
ϕσµ

∗
σ

εβlβL
〈vβ〉β

]
, (E.20)

∇ ·
[
µ∗γσZ

(3)
βN ·

(
〈vN 〉N − 〈vβ〉β

)]
=O

[
µ∗γσ
εβlβL

(〈vN 〉N − 〈vβ〉β)

]
, (E.21)

∇ ·
[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
Z

(3)
βN ·

(
〈vN 〉N − 〈vβ〉β

))]
=O

[
ϕσµ

∗
σ

εβlβL
(〈vN 〉N − 〈vβ〉β)

]
, (E.22)

donde el estimado del coeficiente efectivo Z
(3)
βN está dado por la Ec. (D.6d). Las siguientes

restricciones son válidas:

∇ ·
[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
Z

(3)
β · 〈vβ〉

β
)]
�εβµ∗γσ

(
K−1
βP + K−1

βQ + K−1
βN

)
· 〈vβ〉β. (E.23)

∇ ·
[
µ∗γσZ

(3)
βN ·

(
〈vN 〉N − 〈vβ〉β

)]
�εβµ∗γσ

(
K−1
βN,P + K−1

βN,Q + K−1
βN,N

)
·
(
〈vN 〉N − 〈vβ〉β

)
,

(E.24)

∇ ·
[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ :

(
Z

(3)
βN ·

(
〈vN 〉N − 〈vβ〉β

))]
�εβµ∗γσ

(
K−1
βN,P + K−1

βN,Q + K−1
βN,N

)
·
(
〈vN 〉N − 〈vβ〉β

)
,

(E.25)

siempre que,

lβ �L, (E.26)

ϕσµ
∗
σ

µ∗σγ

lβ
L
�1, (E.27)

De la ecuación de continuidad de las células muertas, Ec. (5.73c), se puede obtener el siguiente

estimado de orden de magnitud,

∂εN
∂t

= O
[εN
L
〈vN 〉N

]
. (E.28)

Como resultado del estimado anterior, el orden de magnitud de los siguientes términos son:

∇ ·
[
ε−1
N µ∗γσMβN

∂εN
∂t

]
=O

[
µ∗γσ
εβL2

〈vN 〉N
]

(E.29)

∇ ·
[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ : MβNε

−1
N

∂εN
∂t

]
=O

[
ϕσµ

∗
σ

εβL2
〈vN 〉N

]
(E.30)

donde el orden de magnitud del coeficiente efectivo MβN está dado por la Ec. (D.26c). Se pueden

plantear las siguientes restricciones:

∇ ·
[
ε−1
N µ∗γσMβN

∂εN
∂t

]
�εβµ∗γσ

(
K−1
βP + K−1

βQ + K−1
βN

)
· 〈vβ〉β, (E.31)

∇ ·
[
ϕσµ

∗
σH

(4)
σσ : MβNε

−1
N

∂εN
∂t

]
�εβµ∗γσ

(
K−1
βP + K−1

βQ + K−1
βN

)
· 〈vβ〉β. (E.32)
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las cuales, son válidas si las siguientes restricciones de escala son válidas:

l2β
L2

〈vN 〉N

〈vβ〉β
�1, (E.33)

ϕσµ
∗
σ

µ∗γσ

l2β
L2

〈vN 〉N

〈vβ〉β
�1. (E.34)

Finalmente, el orden de magnitud del término:

ε−1
N µ∗γσ (mβN,P + mβN,Q + mβN,N )

∂εN
∂t

= O

[
µ∗γσ
εβlβL

〈vN 〉N
]

(E.35)

donde el orden de magnitud del coeficiente efectivo mβN,i está dado por la Ec. (D.26d). Como

consencuencia, la siguiente restricción es válida:

ε−1
N µ∗γσ (mβN,P + mβN,Q + mβN,N )

∂εN
∂t
� εβµ

∗
γσ

(
K−1
βP + K−1

βQ + K−1
βN

)
· 〈vβ〉β (E.36)

siempre que se satisfaga lo siguiente:

lβ
L

〈vN 〉N

〈vβ〉β
� 1. (E.37)

Apéndice B: Regiones celulares

Con base en los estimados obtenidos en la sección anterior, se pueden identificar fácilmente que

los términos de mayor importancia contenidos en la ecuación de cantidad de movimiento promediada

para cada tipo celular son los siguientes:

ε2
βε
−1
i µ∗γσK

−1
βi · 〈vβ〉

β =O

[
µ∗γσ
εil2β
〈vβ〉β

]
, (E.38a)

ε2
βε
−1
i µ∗γσK

−1
βN,i ·

(
〈vN 〉N − 〈vβ〉β

)
=O

[
µ∗γσ
εil2β

(〈vN 〉N − 〈vβ〉β)

]
, (E.38b)

εβε
−1
i µ∗γσGβi · ∇{cA} =O

[
µ∗γσ
l2β
〈vβ〉β

]
. (E.38c)

donde se ha aproximado el orden de magnitud del siguiente término:

εβ
εi
≈ O [1] . (E.39)

Se comienza con el análisis del siguiente término:

∇ ·
[
µiQ

(4)
iβ :

(
∇〈vβ〉β + (∇〈vβ〉β)T

)]
=O

[
µ∗γσ
εiL2

〈vβ〉β
]
. (E.40a)
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donde el estimado del coeficiente efectivo Q
(4)
iβ está dado por la Ec. (D.32b). Como resultado del

estimado anterior, se puede establecer la siguiente restricción:

∇ ·
[
µiQ

(4)
iβ :

(
∇〈vβ〉β + (∇〈vβ〉β)T

)]
�ε2

βε
−1
i µ∗γσK

−1
βi · 〈vβ〉

β, (E.40b)

la cual es válida si se satisface la siguiente restricción de escala:

l2β
L2
� 1, (E.40c)

Se continúa con los siguiente estimados:

∇ ·
[
µiZ

(3)
i · 〈vβ〉

β
]

=O

[
µ∗γσ
εiliL

〈vβ〉β
]
, (E.41a)

∇ ·
[
µiZ

(3)
iN ·

(
〈vN 〉N − 〈vβ〉β

)]
=O

[
µ∗γσ
εiliL

(〈vi〉i − 〈vβ〉β)

]
, (E.41b)

donde los coeficientes efectivos Z
(3)
i y Z

(3)
iN son proporcionados por las ecs. (D.4b) y (D.8b). Las

siguientes restricciones son válidas:

∇ ·
[
µiZ

(3)
i · 〈vβ〉

β
]
�ε2

βε
−1
i µ∗γσK

−1
βi · 〈vβ〉

β, (E.41c)

∇ ·
[
µiZ

(3)
iN ·

(
〈vN 〉N − 〈vβ〉β

)]
�ε2

βε
−1
i µ∗γσK

−1
βN,i ·

(
〈vN 〉N − 〈vβ〉β

)
, (E.41d)

si se satisface la siguiente restricción:

li
εiL
� 1. (E.41e)

El estimado del siguiente término es:

∇ ·
[
µiJ

(3)
i · ∇{cA}

]
=O

[
µ∗γσ
liL
〈vβ〉β

]
, (E.42a)

donde el coeficiente efectivo J
(3)
i está dado por la Ec. (D.12b), y se establece la siguiente restricción:

∇ ·
[
µiJ

(3)
i · ∇{cA}

]
� ε2

βε
−1
i µ∗γσK

−1
βi · 〈vβ〉

β, (E.42b)

la cual es válida cuando se satisface lo siguiente:

εili
L
� 1. (E.42c)

Posteriormente, se tienen los estimados de los siguientes términos:

∇ ·

[
µiSiP

ε−1
β εiµAP M̄P

ρβ

(
{cA}

{cA}+ αP

)]
+∇ ·

[
µiSiQ

ε−1
β εiµAQM̄Q

ρβ

(
{cA}

{cA}+ αQ

)]
=O

[
µ∗γσ
ε2
iL

2
〈vβ〉β

]
,

(E.43a)
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y

∇ ·
[
ε−1
β µiMi

∂εβ
∂t

]
=O

[
µ∗γσ
ε2
iL

2
〈vβ〉β

]
, (E.43b)

donde los estimados de los coeficientes efectivos SiP , SiQ y Mi están dados por las ecs. (D.16b),

(D.20b) y (D.24b), respectivamente. De esta forma, se puden proponer las siguientes restricciones:

∇ ·

[
µiSiP

ε−1
β εiµAP M̄P

ρβ

(
{cA}

{cA}+ αP

)]

+∇ ·

[
µiSiQ

ε−1
β εiµAQM̄Q

ρβ

(
{cA}

{cA}+ αQ

)]
� ε2

βε
−1
i µ∗γσK

−1
βi · 〈vβ〉

β, (E.43c)

y

∇ ·
[
ε−1
β µiMi

∂εβ
∂t

]
�ε2

βε
−1
i µ∗γσK

−1
βi · 〈vβ〉

β, (E.43d)

las cuales, son válidas si se satisface las siguiente restricción:

l2β
εiL2

� 1. (E.43e)

A continuación, se tiene el orden de magnitud del siguiente término:

∇ ·
[
ε−1
N µiMiN

∂εN
∂t

]
= O

[
µ∗γσ
ε2
iL

2
〈vN 〉N

]
, (E.44a)

donde el coeficiente efectivo MiN es obtenido de la Ec. (D.28b). La siguiente restricción se satisface:

∇ ·
[
ε−1
N µiMiN

∂εN
∂t

]
� ε2

βε
−1
i µ∗γσK

−1
βi · 〈vβ〉

β, (E.44b)

siempre que,

1

εi

l2β
L2

〈vN 〉N

〈vN 〉N
� 1. (E.44c)

Finalmente, se tienen los estimados de los términos restantes y que ya han sido calculados en la

sección anterior:

εβε
−1
i µ∗γσkβP,i

ε−1
β εPµAP M̄P

ρβ

(
{cA}

{cA}+ αP

)
+ εβε

−1
i µ∗γσkβQ,i

ε−1
β εQµAQM̄Q

ρβ

(
{cA}

{cA}+ αQ

)
= O

[
µ∗γσ
εβlβL

〈vβ〉β
]
, (E.45a)

ε−1
i µ∗γσmβi

∂εβ
∂t

= O

[
µ∗γσ
εilβL

〈vβ〉β
]
, (E.45b)
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y

ε−1
N µ∗γσmβN,i

∂εN
∂t

= O

[
µ∗γσ
εβlβL

〈vN 〉N
]
, (E.45c)

Se puede demostrar que las siguientes restricciones son válidas:

εβε
−1
i µ∗γσkβP,i

ε−1
β εPµAP M̄P

ρβ

(
{cA}

{cA}+ αP

)
+ εβε

−1
i µ∗γσkβQ,i

ε−1
β εQµAQM̄Q

ρβ

(
{cA}

{cA}+ αQ

)
� ε2

βε
−1
i µ∗γσK

−1
βi · 〈vβ〉

β, (E.45d)

ε−1
i µ∗γσmβi

∂εβ
∂t
� ε2

βε
−1
i µ∗γσK

−1
βi · 〈vβ〉

β, (E.45e)

y

ε−1
N µ∗γσmβN,i

∂εN
∂t
� ε2

βε
−1
i µ∗γσK

−1
βi · 〈vβ〉

β, (E.45f)

siempre que se satisfagan las siguientes restricciones:

lβ � L, (E.45g)

y

lβ
L

〈vN 〉N

〈vβ〉β
� 1, (E.45h)

respectivamente.
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