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Resumen

Los sistemas conformados por agregados de células tienen diversas aplicaciones en campos como
la ingenieria ambiental y del tejido, en biotecnologia, en medicina, entre otros mas. En todas las
aplicaciones anteriores, una de las variables de mayor interés es la velocidad de crecimiento celular,
la cual puede ser obtenida mediante el empleo de modelos matematicos que han sido formulados
por diversas metodologias.

Una de las caracteristicas notables de los sistemas multicelulares es que presentan diferentes
niveles de escala de observacion, donde cada nivel esta representado por una longitud caracteristica.
Ademsds, todos los procesos fisicos, quimicos y biolégicos ocurren en los diferentes niveles, donde
lo que ocurre en un nivel estd determinado por lo que ocurre en los niveles inferiores. A este tipo
de sistemas se les denomina jerdarquicos y para describir matematicamente a este tipo de sistemas,
los métodos de escalamiento resultan ser una alternativa, con los cuales se obtienen modelos de
medio efectivo mediante el filtrado sistematico de informacion de las escalas menores a las mayores.
Sin embargo, a pesar de las ventajas que ofrecen los métodos de escalamiento en la descripcién
de sistemas jerarquicos, éstos no han sido ampliamente utilizados para modelar el crecimiento de
sistemas multicelulares.

En este trabajo se desarrollé un modelo matemético tedrico de medio efectivo que describe el
crecimiento de sistemas multicelulares a la escala Darcy, cuya longitud caracteristica es 10™3m, a
partir de una descripcién matematica a la escala subcelular, cuya longitud caracteristica es menor
a 107%m. Para desarrollar este modelo, se usé el método del promedio volumétrico como técnica de
escalamiento.

La estructura subcelular del sistema multicelular estudiado en este trabajo consiste de una
regién intracelular y una regién extracelular. La region intracelular es considerada ser una regién
homogénea; mientras que la extracelular estd compuesta por la matriz extracelular y un fluido
intersticial. La estructura microscopica del sistema multicelular, estd conformado por dos diferentes
tipos de células vivas y células muertas, asi como de la regiéon extracelular vista a este nivel como
un homogéneo.

El anélisis tedérico hecho para la obtencién del modelo matemaético de crecimiento celular consiste



de los siguientes procesos de escalamiento llevados a cabo de forma consecutivas:

1. Escalamiento de las ecuaciones de transporte de masa y cantidad de movimiento que rigen
la escala subcelular para obtener las ecuaciones que describen el transporte a la escala
microscopica. En esta parte se acoplé el movimiento del fluido intersticial con la deformacion

de las fibras de la matriz extracelular.

2. Escalamiento de las ecuaciones de transporte de masa y cantidad de movimiento de la escala
microscépica para obtener sus contrapartes que describen el transporte a la escala-Darcy.
En esta parte del trabajo se calcularon tedricamente, mediante la solucién de problemas
de cerradura, los coeficientes de difusividad efectiva de una especie quimica clave que se
transporta en el interior de un agregado de células, considerando la influencia que tiene la
presencia de diferentes tipos de células vivas y células muertas que conforman al agregado

celular.

Como suposicién se establecié que el crecimiento celular se debe, principalmente, al transporte
de masa y reaccién de una especie quimica clave involucrada en el metabolismo celular, asi como
de la velocidad de las células. Como resultado de emplear el método del promedio volumétrico se
logré establecer (1) una corrrespondencia entre las variables y los pardmetros tedricos definidos
en los diferentes niveles de escala, (2) un esquema tedrico para calcular los coeficientes efectivos
asociados a las ecuaciones de medio efectivo (3) una descripcién matematica més completa que la
realizada en trabajos previos por |Kapellos y col.|(2012) y [Wood y Whitaker| (1998,1999), ya que se
logré demostrar la relacién que existe entre la velocidad de las células y las velocidades de reaccién
metabdlicas, definiendo asi de manera tedrica el pardmetro empirico asociado a las ecuaciones de
crecimiento que formularon [Wood y Whitaker| (1999)). Ademds, en este trabajo se hizo un estudio
mas riguroso que Kapellos y col.| (2012)), al no desacoplar la mecénica de las células y de la matriz

extracelular con la del fluido extracelular.
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Nomenclatura

SN
2
]

S

®

LRER

4

CA~y

CA

CAxk

EAK)

Especie quimica clave.
Area interfacial-yo, m2.

Superficie en la interfase-vyo.

Superficie que delimita la fase-.

Superficie que delimita la fase-x.

Superficie que delimita la fase-o.

Radio de los circulos en la celda unitaria a la escala microscépica, m.

Razén entre el area de la frontera-SN y el volumen de la region de promediado del
agregado celular, m™".

Razén entre el area de la frontera-BP y el volumen de la regiéon de promediado del
agregado celular, m™".

Razén entre el area de la frontera-8Q y el volumen de la regiéon de promediado del
agregado celular, m~1.

Concentraciéon molar puntual de la especie quimica A en la fase-y, mol/m?.
Desviacién de la concentracién molar promedio intrinseca de la especie quimica A en
la fase-7, mol/m?.

Concentraciéon molar puntual de la especie quimica A en la fase-x, mol/m?.
Desviacién de la concentracién molar promedio intrinseca de la especie quimica A en
la fase-x, mol/m?3.

Concentracién molar total puntual de la fase-y, mol/m?3.

Concentraciéon molar total puntual de la fase-x, mol/m3.

Promedio superficial de la concentracién de la especie quimica A en la fase-y, mol/m?3.
Promedio intrinseco de la concentracién de la especie quimica A en la fase-y, mol/m?.
Promedio superficial de la concentracién de la especie quimica A en la fase-, mol/m?3.
Promedio intrinseco de la concentracién de la especie quimica A en la fase-x, mol/m?>.
Promedio superficial de la concentracién de la especie quimica A en la fase-o, mol/m?.

Promedio intrinseco de la concentracién de la especie quimica A en la fase-o, mol/m?3.
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Nomenclatura

cApP

cap
¢ AQ
Damy
@Am,n
Daey,s
-@Am,P

D am,Q
@Am,n

Concentracion molar de la especie quimica A en la regién 3, mol/m?3.
Concentracién molar de la especie quimica A en la regién-P, mol/m3.
Concentraciéon molar de la especie quimica A en la regién-Q, mol/m?3.
Concentracion promedio superficial de la especie quimica A en la regién 3, mol/m3.
Concentracién promedio intrinseca de la especie quimica A en la regién 3, mol/m3.
Concentracién promedio superficial de la especie quimica A en la regién N, mol/m?3.
Concentracién promedio intrinseca de la especie quimica A en la regién N, mol/m?3.
Concentracién promedio superficial de la especie quimica A en la regién P, mol/m?3.
Concentracion promedio intrinseca de la especie quimica A en la regién P, mol/m?.
Concentracién promedio superficial de la especie quimica A en la regién @, mol/m?3.
Concentracion promedio intrinseca de la especie quimica A en la regién @, mol/m?.
Desviaciones de la concentracién molar promedio intrinseca de la especie quimica A en
la regién-3, mol/m?3.

Desviaciones de la concentracién molar promedio intrinseca de la especie quimica A en
la regién-P, mol/m3.

Desviaciones de la concentracién molar promedio intrinseca de la especie quimica A en
la regién-@Q, mol/m?>.

Concentracién molar de equilibrio ponderada de la especie quimica A, mol/m?3.
Desviaciones de la concentracion de equilibrio ponderada con respecto a la
concentracién promedio intrinseca de la especie quimica A en la regién-3, mol/m?3.
Desviaciones de la concentracién de equilibrio ponderada con respecto a la
concentracién promedio intrinseca de la especie quimica A en la regién-P, mol/m3.
Desviaciones de la concentracién de equilibrio ponderada con respecto a la
concentracién promedio intrinseca de la especie quimica A en la regién-@, mol/m3.
Difusividad molecular de la especie quimica A en la mezcla multicomponente en la
fase-y, m?/s.

Difusividad molecular de la especie quimica A en la mezcla multicomponente en la
fase-x, m?/s.

Difusividad efectiva de la especie quimica A en la regién-3, m?/s.

Difusividad molecular de la especie quimica A en la regién-P, m?/s.

Difusividad molecular de la especie quimica A en la regién-Q, m?/s.

Difusividad molecular de la especie quimica A en la mezcla multicomponente en la
fase-k, m?/s.

Tensor de difusividad efectiva de la especie quimica A a través de la regién extracelular,

m?/s.
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Nomenclatura

Tensor rapidez de deformacién de la fase-y, s™1.

Tensor de difusividad efectiva de la especie quimica A a través del agregado celular
asociado al modelo de equilibrio de masa, m?/s.

Constante de gravedad, m/s?.

Flux difusivo hibrido de la especie quimica A.

Pardmetro de saturacién de la especie quimica A en la fase-x, mo/m3.

Permeabilidad de la membrana celular de las células tipo-P, m/s.

Permeabilidad de la membrana celular de las células tipo-Q, m/s.

Constante de equilibrio termodindmico entre la region celular-P y la region-g,
adimensional.

Constante de equilibrio termodindmico entre la regiéon celular-QQ y la region-g,
adimensional.

Tensor de permeabilidad del fluido en la regién extracelular, m?.

Longitud caracteristica de la celda unitaria a la escala subcelular, m.

Longitud caracteristica de la fase-vy en la escala subcelular, m.

Longitud caracteristica de la fase-x en la escala subcelular, m.

Longitud caracteristica de la fase-o en la escala subcelular, m.

Vectores unitarios que definen a una celda unitaria tridimensional, k£ = 1,2, 3.
Longitud caracteristica de la microescala (tamano de una célula), m.

Longitud de la celda unitaria a la escala microscépica, m.

Espaciamiento entre circulos sobre el eje x en la celda unitaria a la escala microscopica,
m.

Espaciamiento entre circulos sobre el eje y en la celda unitaria a la escala microscopica,
m.

Longitud caracteristica asociada a los cambios de la concentracién promedio de la
especie quimica A en la fase-v, m.

Longitud caracteristica asociada a los cambios de la derivada de concentraciéon promedio
de la especie quimica A en la fase-y, m.

Longitud caracteristica asociada a los cambios del promedio del vector desplazamiento,
m.

Longitud caracteristica asociada a los cambios de la velocidad promedio, m.

Longitud caracteristica asociada a los cambios de la fraccion volumétrica de la fase-v,
m.

Longitud de mezclado asociada a la restricciéon de escalas del modelo de equilibrio local

de masa, m.
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TAk

Iy

ry

r's

rp

Peso molecular promedio de la mezcla multicomponente en la fase-x, kg/mol.

Peso molecular de la especie quimica A, kg/mol.

Vector unitario dirigido de la fase-vy a la fase-o.

Vector unitario dirigido de la region-f a la regién-P.

Vector unitario dirigido de la region-f a la regién-@Q).

Vector unitario dirigido de la regién-g a la regién-N.

Numero de células-P en la celda unitaria.

Numero de células-QQ en la celda unitaria.

Regién que representa a las células muertas en el interior de un aglomerado celular.
Numero total de células (vivas y muertas).

Presién puntual de la fase-vy, kg/ms?.

Desviaciones del promedio intrinseco de la presién de la fase-y, kg/ms?.

Promedio superficial de la presién de la fase-y, kg/ms?.

Promedio intrinseco de la presién de la fase-y, kg/ms?.

Promedio espacial de la presién a la escala microscépica, kg/ms?.

Presion de la region-3, kg/ms?.

Promedio superficial de la presién de la region-3, kg/ms?.

Promedio intrinseco de la presién de la region-3, kg/ms?.

Regién que representa a las células vivas del tipo-P en el interior de un aglomerado
celular.

Numero de Péclet adimensional en la fase-.

Numero de Péclet adimensional en la fase-«.

Regién que representa a las células vivas del tipo-Q) en el interior de un aglomerado
celular.

Velocidad de reaccién de la especie quimica A (en base madsica) en la fase-r, kg/s.
Vector que localiza a la fase-y en el interior del volumen promediante en la regién
extracelular.

Vector que localiza a la fase-x en el interior del volumen promediante en la regién
intracelular.

Vector que localiza a la fase-o en el interior del volumen promediante en la regién
extracelular.

Vector que localiza a la region-£ en el interior del volumen promediante en el aglomerado
celular.

Vector que localiza a la region-P en el interior del volumen promediante en el

aglomerado celular.
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rQ

ry

RAK)

Rap

Ter
Terp
Terp
Tera
Tep N

Vector que localiza a la region-() en el interior del volumen promediante en el
aglomerado celular.

Vector que localiza a la regién-N en el interior del volumen promediante en el
aglomerado celular.

Velocidad de reaccién de la especie quimica A (en base molar) en la fase-x, mol/s.
Velocidad de reaccién de la especie quimica A (en base molar) en la regién-P, mol/s.
Velocidad de reaccién de la especie quimica A (en base molar) en la regién-@), mol/s.
Nuimero de Reynolds adimensional de la fase-.

Radio de la region de promediado en la escala subcelular.

Variable tiempo, s.

Tiempo caracteristico durante el cual se observan cambios en las desviaciones de la
concentracién de la especie quimica A en la fase-y, s.

Tiempo caracteristico del transporte de la especie quimica A a través de la fase-y, s.
Tiempo caracteristico durante el cual se observan cambios en la velocidad de la fase-v,
S.

Tiempo caracteristico durante el cual se deforma una fibra, s.

Tiempo caracteristico durante el cual se observan los cambios del promedio del vector
desplazamiento, s.

Tensor total de los esfuerzos en la fase-vy, kg/ms?.

Tensor total de los esfuerzos en la fase-x, kg/ms?.

Tensor total de los esfuerzos en la fase-o, kg/ms?.

Tensor efectivo de los esfuerzos en la regién extracelular, kg/ms?.

Tensor efectivo de los esfuerzos en la regién celular, kg/ms?.

Tensor efectivo de los esfuerzos en la regién-f3, kg/ms?.

Tensor efectivo de los esfuerzos en la regién-P, kg/ms?.

Tensor efectivo de los esfuerzos en la regién-Q, kg/ms?.

Tensor efectivo de los esfuerzos en la regién-N, kg/ms?.

Vector desplazamiento de la fase-x, m.

Vector desplazamiento de la fase-o, m.

Magnitud del vector desplazamiento de la fase-x, m.

Magnitud del vector desplazamiento de la fase-o, m.

Promedio superficial del vector desplazmiento de la fase-x, m.

Promedio intrinseco del vector desplazmiento de la fase-x, m.

Promedio superficial del vector desplazmiento de la fase-o, m.

Promedio intrinseco del vector desplazmiento de la fase-o, m.
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Velocidad de difusién de masa de la especie quimica A en la fase-x, m/s.
Vector desplazamiento de la region-IV, m.

Vector desplazamiento de la region-P, m.

Vector desplazamiento de la region-@Q, m.

Promedio superficial del vector desplazamiento de la region-IN, m.
Promedio intrinseco del vector desplazamiento de la region-N, m.
Promedio superficial del vector desplazamiento de la regién-P, m.
Promedio intrinseco del vector desplazamiento de la regién-P, m.
Promedio superficial del vector desplazamiento de la regién-@, m.
Promedio intrinseco del vector desplazamiento de la regién-@), m.
Magnitud de la velocidad promedio de masa en la fase-y, m/s.
Velocidad promedio de masa en la fase-y, m/s.

Desviaciones de la velocidad promedio intrinseca de la fase-y, m/s.
Velocidad promedio de masa en la fase-x, m/s.

Velocidad promedio de masa en la fase-o, m/s.

Desviaciones de la velocidad promedio intrinseca de la fase-o, m/s.
Velocidad de la especie quimica A en la fase-y, m/s.

Velocidad de la especie quimica A en la fase-x, m/s.

Promedio superficial de la velocidad de la fase-y, m/s.

Promedio intrinseco de la velocidad de la fase-y, m/s.

Promedio superficial de la velocidad de la fase-x, m/s.

Promedio intrinseco de la velocidad de la fase-x, m/s.

Promedio superficial de la velocidad de la fase-o, m/s.

Promedio intrinseco de la velocidad de la fase-o, m/s.

Promedio espacial de la velocidad a la escala microscépica, m/s.
Velocidad de la regién-3, m/s.

Velocidad de la regién-P, m/s.

Velocidad de la regién-Q, m/s.

Velocidad de la region-N, m/s.

Promedio superficial de la velocidad de la regién-3, m/s.
Promedio intrinseco de la velocidad de la regién-f, m/s.
Promedio superficial de la velocidad de la regién-N, m/s.
Promedio intrinseco de la velocidad de la regién-N, m/s.
Promedio superficial de la velocidad de la regién-P, m/s.

Promedio intrinseco de la velocidad de la regién-P, m/s.
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WﬁN
W/Bp
WsQ
X

T A~
T Ak

T Ao

Promedio superficial de la velocidad de la regién-Q, m/s.
Promedio intrinseco de la velocidad de la regién-Q, m/s.

Volumen total de la regién de promediado, m?.

Volumen de la fase-y en la regiéon de promediado de la regién extracelular, m3.

Volumen de la fase-o en la regién de promediado de la regién extracelular, m3.
Regién geométrica de la fase- ~.

Region geométrica de la fase- k.

Regién geométrica de la fase- o.

Espacio geométrico de la regién- 3.

Espacio geométrico de la region- P.

Espacio geométrico de la region- Q).

Espacio geométrico de la regién- N.

Velocidad de la interfase-yo, m/s.

Velocidad de la frontera entre la regién-f y la regiéon-N, m/s.

Velocidad de la frontera entre la regién-f y la regiéon-P, m/s.

Velocidad de la frontera entre la regién-3 y la regién-Q), m/s.

Vector que localiza al centroide de la regién de promediado en la region extracelular.
Fracciéon molar de la especie quimica A en la fase-y.

Fraccién molar de la especie quimica A en la fase-«.

Fraccién molar de la especie quimica A en la fase-o.

Letras Griegas

Q

g

= ®

£p
EN
ep

€Q

Numero adimensional que describe la importancia del transporte interno en las
células-@ con respecto al de las células-P.

Relacion adimensional de los pardametros de Lamé de la fase-o.

Regién extracelular en el interior de un aglomerado celular.

Razén de las resistencias al transporte de masa en las membranas de las células-Q a
las células-P.

Espesor de la membrana celular.

Fraccién volumétrica de la regién-3 en el interior del agregado celular.

Fraccién volumétrica de la regién-IN en el interior del agregado celular.

Fraccién volumétrica de la regién-P en el interior del agregado celular.

Fraccién volumétrica de la regién-Q) en el interior del agregado celular.

Fraccién volumétrica de las regiones donde el transporte de masa toma lugar, eg+ecp +

EQ.
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KAP

K/AQ

WAk
WAs
O
8QgQ
90y
0,
aQPe

900,

aQNe

Fase fluida en la region extracelular.

Numero adimensional que mide la importancia del transporte interno de las células-P
con respecto al transporte de membrana.

Fase intracelular.

Viscosidad dilatacional de la fase-y, kg/m s.

Numero adimensional que describe la importancia del transporte interno de las
células- P con respecto al transporte extracelular.

Nimero adimensional que describe la importancia del transporte interno de las
células-() con respecto al transporte extracelular.

Pardmetro de Lamé de la fase-x, kg/ms?.

Pardmetro de Lamé de la fase-o, kg/ms?.

Pardmetro de Lamé de la fase-o multiplicado por un tiempo caracteristico, kg/ms.
Pardmetro de consumo de la especie quimica A en la fase-#, mol/m3s.

Viscosidad de la fase-y, kg/m s.

Pardmetro de Lamé de la fase-x, kg/m 8.

Pardmetro de Lamé de la fase-o, kg/m s2.

Pardmetro de Lamé de la fase-o multiplicado por un tiempo caracteristico, kg/m s.
Pardametro de mezclado de la regién extracelular, kg/m s.

Fraccién masa en la fase-.

Fraccién masa de la especie quimica A en la fase-x.

Fracciéon masa en la fase-o.

Regién geométrica que representa a las fronteras entre la regién-g y la regién-P en el
interior de todo el agregado celular.

Regién geométrica que representa a las fronteras entre la regiéon-g y la regién-@) en el
interior de todo el agregado celular.

Region geométrica que representa a las fronteras entre la regién-§ y la region-IN en el
interior de todo el agregado celular.

Region geométrica que representa a las entradas y/o salidas de la regién-5 en todo el
agregado celular.

Region geométrica que representa a las entradas y/o salidas de la regién-P en todo el
agregado celular.

Regién geométrica que representa a las entradas y/o salidas de la regién-@Q en todo el
agregado celular.

Region geométrica que representa a las entradas y/o salidas de la regién-N en todo el

agregado celular.
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PAk

70

To

Py
Po

Regién continua que incluye a todas las regiones que existen dentro de un aglomerados
celular y que estd lo suficientemente lejos de las fronteras del mismo.
Concentraciéon mésica de la especie quimica A en la fase-, kg/m?.

Densidad total de la fase-y, kg/m?.

Densidad total de la fase-r, kg/m?.

Densidad total de la fase-o, kg/m?.

Promedio superficial de la densidad de la fase-vy, kg/m3.

Promedio intrinseco de la densidad de la fase-vy, kg/m3.

Promedio superficial de la densidad de la fase-x, kg/m3.

Promedio intrinseco de la densidad de la fase-x, kg/m3.

Promedio superficial de la densidad de la fase-o, kg/m?.

Promedio intrinseco de la densidad de la fase-o, kg/m?>.

Densidad de mezclado de la regién extracelular, kg/m?.

Densidad la regién-3, kg/m3>.

Densidad la regién-P, kg/m?3.

Densidad la region-Q, kg/m?3.

Densidad la regiéon-N, kg/m3.

Promedio superficial de la densidad de la regién-3, kg/m?>.

Promedio intrinseco de la densidad de la regién-3, kg/m3.

Promedio superficial de la densidad de la regién-N, kg/m3.

Promedio intrinseco de la densidad de la regién-N, kg/m?3.

Promedio superficial de la densidad de la regién-P, kg/m?3.

Promedio intrinseco de la densidad de la regién-P, kg/m?3.

Promedio superficial de la densidad de la region-Q, kg/m?3.

Promedio intrinseco de la densidad de la regién-@, kg/m?3.

Fase sélida en la regién extracelular (fibras de la matriz extracelular).

Tiempo caracteristico durante el cual se observan los cambios del vector desplazamiento
de la fase-x, s.

Tiempo de referencia utilizado para integrar a la velocidad promedio de la fase-o.
Tiempo caracteristico durante el cual se observan los cambios del vector desplazamiento
de la fase-o, s.

Fraccién volumétrica de la fase-y en la region extracelular.

Fraccién volumétrica de la fase-o en la region extracelular.
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Capitulo 1

Generalidades de los sistemas

celulares

El objetivo de este capitulo es presentar aspectos fundamentales relacionados con el crecimiento
de algunos sistemas multicelulares que son utilizados en una variedad de aplicaciones. En la
Seccion §1.1] se describen las caracteristicas que tienen en comun estos sistemas y se definen
los principales niveles de escala donde se llevan a cabo los fendmenos fisicos y bioquimicos
involucrados con el proceso de crecimiento celular. En la Seccién se describen los patrones
de comportamiento de algunos sistemas multicelulares, los cuales han sido observados mediante
estudios experimentales. Ademsds, se describen algunas técnicas de medicién de variables que han
sido utilizadas para caracterizar a los sistemas multicelulares. Esta informacion permite establecer la
conexién entre las variables tedricas definidas en el modelado matemaético con las variables medidas

experimentalmente. Finalmente, en la Seccién se resumen los puntos clave revisados en este

capitulo y su relacién con el resto del documento.

1.1. Introduccion

Los sistemas multicelulares tienen diversas aplicaciones en campos como la medicina,
biotecnologia y las ingenierias ambiental y del tejido, entre otras mas. En medicina, los consorcios
celulares (en especial células animales) son utilizados en el diseno y evaluacién de farmacos y
terapias contra enfermedades como el cédncer (Minchinton y Tannock, 2006; Hirschhaeuser y col.,
2010)); en ingenieria del tejido, para la regeneracién o construccién de tejidos y 6rganos daniados
(Grifhth y Swartzl, |2006} Eibl y col.l |2009)). En ingenieria ambiental, diversos tipos de bacterias son
utilizados en procesos de biorremediacion para el tratamiento del agua, aire y suelo contaminado

(Lewandowski y Boltz, 2011)). Los co-cultivos de algas, protozoos y bacterias tienen aplicaciones



en acuicultura, ya que estos microorganismos favorecen la eliminacién de los desechos organicos en
estanques de agua y la subsecuente produccién de alimento para las especies acudticas (Schryver
y col.) [2008). Ademds de las bacterias, los cultivos de células animalesE] y vegetales son utilizados
en la elaboracién de productos que tienen una alta demanda en el mercado tales como alimentos,
medicamentos, insecticidas, agroguimicos, entre otros (Nielsen y col., 2003).

La mayoria de las aplicaciones mencionadas se basan en el cultivo a escalas tanto laboratorio
como industrial de diversos tipos de microorganismos. Lo anterior, requiere contar con un ambiente
6ptimo que favorezca el crecimiento celular (Nielsen y coll 2003; [Portner y col., |2005)). Muchas
especies celulares tienden a formar aglomeraciones cuando son cultivadas, mientras que otras
tienden a suspenderse individualmente en el medio de cultivo (Bossier y Verstraetel [1996). En
muchos casos, la aglomeracion celular es una caracteristica deseada, ya que le confiere a las células
una mayor proteccién contra el ambiente, asi como una mayor eficiencia de las funciones que realizan
en los procesos de transformacién (Branda y col., 2005; |[Bossier y Verstraete, [1996; [Schryver y col.,
2008)). En este trabajo, el interés se centra en los sistemas multicelulares que forman aglomerados,
como ejemplos se tienen a las biopeliculas, formadas por bacterias inmobilizadas sobre superficies
solidas (Singh y col., 2006; Branda y col., 2005)); los fidculos utilizados en acuicultura, que consisten
de una mezcla de bacterias, algas y particulas coloides (Schryver y col.l 2008); los tejidos, drganos
y tumores, asi como sus contrapartes in vitro, entre otros sistemas. Dentro de los sistemas in vitro
se tienen los esferoides multicelulares, que son utilizados para estudiar la formacién de tumores y
para la evaluacion de estrategias terapéuticas contra el cdncer (Griffith y Swartz, 2006; Minchinton
y Tannock, 2006]).

A pesar de que existen diferencias morfoldgicas, fisiolégicas y bioquimicas entre las células que
conforman los sistemas mencionados, existen algunas caracteristicas como describe brevemente a

continuacién:

= Presentan diferentes niveles de escala de observacion, donde cada nivel esta representado por
una longitud caracteristica. Generalmente, los sistemas celulares muestran una disparidad de
longitudes de escala; por ejemplo, el tamano de una célula es del orden de 1-10um, mientras
que el tamano de un agregado celular es del orden de 100-1000um (Boal, 2002; |Bronzino,
1995; (Costerton y col)1994). Ademas, los fenémenos bioquimicos y fisicos ocurren a diferentes
niveles de escala, y cada nivel estd determinado por lo que ocurre en el nivel anterior. A este

tipo de sistemas se le denomina jerdrquicos (Cushman) 1990).

= Muchos sistemas celulares no se cultivan en monocapa, sino que se forman mediante complejas

LA pesar de la dificultad que representa cultivar a gran escala células animales, éstas son el tnico medio para
producir productos que, de otra forma, no son posibles de obtener. Ejemplos de estos productos son las vacunas, las

proteinas recombinantes, los anticuerpos y las glicoproteinas (Chu y Robinson) [2001} [Kretzmer], [2002]).
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estructuras tridimensionales heterogéneas que reflejan las siguientes caracteristicas (Branda

y coll, [2005; (Griffith y Swartz, [2006}; [Schryver vy coll, 2008; [Stewart y Franklin|, 2008} Stoodleyl|
ly coll [1999; [Sutherland), [2001; Swartz y Fleury, [2007):

e Gradientes de diversas especies quimicas involucradas en el metabolismo de las células,
como resultado de la resistencia a la transferencia de masa en el interior de los

aglomerados.

e Diferentes poblaciones celulares, como consecuencia de un insuficiente suministro de
nutrientes clave, generalmente oxigeno y glucosa, asi como de la progresion del ciclo
celular. Ademé&s, muchos sistemas celulares estan conformados por diferentes lineas
celulares, como en el caso de los tejidos, o por diferentes microorganismos, en el caso de

las biopeliculas y fléculos.

e La muerte celular, que se manifiesta en dos formas diferentes: necrosis y apoptosis. La
primera es consecuencia de perturbaciones extremas (danos graves) al ambiente celular;

por ejemplo, la escasez de oxigeno y glucosa que sufren las células que se encuentran lejos

de suministros de nutrientes (Takahashi, 2008; |Zong y Thompson, [2006]). La apoptosis,

es una forma de muerte celular programada que se lleva a cabo a través una serie de
mecanismos bioquimicos controlados por la expresién genética de las células. En otras
palabras, toda célula nace con las instrucciones para “autoeliminarse” que se activaran
cuando las condiciones internas y externas pongan en riesgo el buen funcionamiento del

sistema celular (Alberts y col., |2008; Bayles, 2007, [2014; [VanDoorn| [2011)).

e Una matriz extracelular (MEC) es el ambiente tridimensional donde las células crecen

y es sintetizada por las propias células (Branda y col., 2005; Swartz y Fleuryl, [2007). La

matriz estd constituida por polisacaridos y fibras estructurales de proteinas (Griffith y
‘Swartz, 2006; Norotte y col., 2009; |Qiu y col. [2013)). Las interacciones de las células con

la matriz extracelular juegan un papel importante, ya que aumentan la transferencia
de masa de especies quimicas que participan en el metabolismo celular. Ademas, estas

interacciones regulan el comportamiento celular a través de la accién mecanica de los

esfuerzos ejercidos sobre las células y la matriz (Swartz y Fleury, 2007). El estudio de

estas interacciones es relevante en muchos campos de aplicacién, como en la ingenieria

de tejidos (Griffith y Swartz, [2006), en la formacién de biopeliculas en medios porosos
(Kapellos y col), 2010)), en el disefio de reactores con células suspendidas (Chu y|

'Robinson, 2001)), en la distribucién de medicamentos en el interior de tumores cancerosos

(Minchinton y Tannockl, [2006), entre otros més.

Todas las caracteristicas descritas anteriormente son determinantes en la velocidad de
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crecimiento celular, la cual representa una de las variables de mayor interés en las aplicaciones
tecnologicas basadas en sistemas celulares. La predicciéon de la dinamica celular requiere del
estudio integrado de los fenémenos de transporte de masa y cantidad de movimiento, asi como
un conocimiento detallado de la composicién, estructura y fisiologia del sistema bajo consideracién.
Por lo anterior, el desarrollo de modelos matematicos que permiten predecir el crecimiento celular

es esencial para el estudio interdisciplinario orientado a la comprensién de estos sistemas.

1.1.1. Niveles de escala involucrados en el proceso de formacion de los sistemas

multicelulares

Como ya se menciond, una de las caracteristicas en comun de los sistemas multicelulares
es su estructura jerdarquica. De esta forma, los fenémenos fisicos, quimicos y bioldgicos son
descritos a diferentes niveles de escala de observacién, donde cada nivel esta representado por una
longitud caracteristica, ver Tabla 1. Usualmente, los niveles de escala que describen a los sistemas
multicelulares se han clasificado en tres: subcelular, microscépico y macroscopico (Bellomo y col.,
2008} [Kapellos y coll,[2007b; [Popel, [1989) (ver Fig.[L.1]). Otros autores (Golfier y col.,[2009; |(Orgozozo
y col.,|2010)) han definido otro nivel de escala adicional, el cual se sitia entre las escalas microscépica
y macroscépica, denominada escala-Darcy, cuya descripcion serd presentada mas adelante. Mientras

tanto, la clasificacién tradicional basada en los tres niveles se describe a continuacién:

» Escala subcelular O(< 107%m). En este nivel se describen los procesos intracelulares y
extracelulares que ocurren en cada una de las partes que conforman a la célula y que rigen
su funcionamiento. Basicamente, una célula toma del exterior moléculas sencillas (oxigeno,
glucosa, aminodcidos, entre otros), las cuales sufren transformaciones en diferentes partes
de su interior. Los productos de dichas transformaciones (lipidos, proteinas, acidos nucleicos
y carbohidratos) desempenian un papel importante en el mantenimiento de las funciones
celulares y en el proceso de crecimiento celular. Ademds de estas sustancias, otras son
sintetizadas en el interior pero al no ser utilizadas por las células, son expulsadas como

productos de desecho (Nelson y Cox, [2009).

Dentro del esquema de funcionamiento simplificado anteriormente descrito, los mecanismos
de transporte intracelular y extracelular tienen relevancia. Para que las moléculas de una
especie quimica lleguen a la superficie de una célula, éstas deben transportarse a través del
fluido intersticial o extracelular, es decir, a través del fluido que ocupa los espacios huecos de
la matriz extracelular (Trusky y col., [2009). Como ya se menciond anteriormente, la matriz
extracelular consiste de un medio fibroso que rodea a la célula, las fibras pueden estar aisladas

o conectadas a canales hidrofilicos que se encuentran en la membrana celular, favoreciendo
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Escala macroscopica
o de campo

Escala-Darcy

Escala microscépica
o celular

Figura 1.1. Niveles de escala que caracterizan a los sistemas celulares.
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asi el transporte de algunas especies quimicas (Alberts y col) [2008). A este nivel de escala,
el transporte extracelular de especies quimicas puede estudiarse bajo la teoria de los medios
porosos, va que el espacio intersticial se asemeja a estas estructuras. El siguiente mecanismo
de transporte es el que tiene lugar a través de la membrana celular, el cual dependiendo
de la especie quimica puede ser por permeabilidad 6 por transporte facilitado, siendo este
ultimo controlado por proteinas acarreadoras (Alberts y col., 2008]). Una vez que las moléculas
atraviesan la membrana celular, éstas entran al citoplasma se transportan hacia varias partes
del interior. La estructura interna de una célula es compleja, ya que contiene muchos organelos
que desempenan funciones especializadas y controlan, en conjunto, el funcionamiento celular
(Alberts y col., |2008). En el trayecto desde la membrana hasta el punto donde tienen que
llegar (sitio blanco), las moléculas interactian con las macromoléculas y con los diferentes
organelos, creando asi una resistencia a la transferencia de masa intracelular. Finalmente, una
vez que las células llegan al sitio blanco, éstas se transforman a través de una red compleja
de reacciones quimicas, proceso denominado metabolismo (Nelson y Coxl 2009). En realidad,
estos procesos subcelulares son vastos y complejos y atin no se conocen todos los mecanismos
involucrados. Sin embargo, se sabe que el comportamiento de una célula repercute en el

comportamiento de decenas de células si es que ésta forma parte de un sistema multicelular.

Escala celular o microscopica O(107% —1075m). En este nivel se describe el comportamiento
de decenas de células. Por lo tanto, es importante considerar las clases de interacciones
que existen: entre célula y célula, entre célula y matriz extracalular y entre célula y fluido
extracelular. Ademads, se distinguen los diferentes tipos de poblaciones celulares y se han
observado los movimientos de migracién celular, los cuales se clasifican en tres: quimiotactico,
difusivo y convectivo. El movimiento quimiotactico es aquel en el que las células se mueven
en funcion de un gradiente de concentracion de alguna especie quimica, fenémeno conocido
como quimiotaxis (Alberts y col., 2008). El movimiento celular difusivo es aquel en el que
las células se mueven de manera aleatoria y, el movimiento convectivo se debe al movimiento

global de las células y del fluido extracelular (Griffith y Swartz, |2006).

Las estructuras internas de las biopeliculas, microfléculos, tejidos y tumores presentan muchas
similitudes, componiéndose, principalmente, por agregados conformados por decenas células.
Estos agregados estdn separados por canales y/o huecos que acarrean a un fluido (Bossier y
Verstraete, (1996} |(Costerton y col.l [1994; |Kapellos y col., [2007b}; [Trusky y coll 2009; [Popel,
1989)). En su interior, las células se encuentran embebidas en la matriz extracelular o también
comunmente llamada conjunto de sustancias poliméricas extracelulares (SPE), para el caso de
sistemas conformados por células no animales (Costerton y col.,|1994; Donlan, 2002). El papel

de la matriz extracelular a este nivel de escala es la de regular las interacciones célula-célula
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asi como los procesos de adhesién y migracién celular. De esta forma, se tienen dos tipos
de porosidades: la que existe entre células dentro de los aglomerados y la que existe entre
los aglomerados debido a la existencia de los canales y/o huecos. Por otro lado, dado que
los esferoides multicelulares son sistemas in vitro, no presentan vasculaturas y su estructura

consiste solamente de un aglomerado de células.

Tomando como referencia esta estructura que presentan la mayoria de los bioagregados, es
pertinente describir el transporte de especies quimicas y de cantidad de movimiento desde
los canales que se encuentran fuera de los aglomerados hasta el interior de éstos. Para este
propésito, es necesario dividir el dominio de la escala microscépica en dos subdominios, donde
uno de ellos estaria conformado por los aglomerados celulares y otro por los canales que los
rodean. Algunos estudios previos han sugerido que el transporte de especies quimicas en el
interior de los agregados se lleva a cabo solo por difusién mientras que, en los canales de agua
6 vasculaturas por la combinacién de transporte difusivo y convectivo (Costerton y col., 1994;
Popel, 1989).

Escala macroscdpica O(107* — 1072m). La descripcién de este nivel de escala es la de
mayor interés en muchas aplicaciones practicas. Aunque a este nivel, ya no se distingue
la estructura interna del sistema, su comportamiento estd fuertemente influenciado por las
caracteristicas morfoldgicas y los procesos que existen a escalas méds pequenas (Chu y Lee,
2004). Ademas, en esta escala es donde se realizan mediciones experimentales de la velocidad
de crecimiento y tasas de consumo de nutrientes. Para el caso de la velocidad de crecimiento,
las mediciones se basan en la determinacién de la longitud que caracteriza al sistema completo
a diferentes instantes de tiempo. Mientras que, el consumo de especies quimicas se basa en la
determinacion del nimero total de células vivas con actividad metabdlica. Dichas variables
macroscopicas tienen la caracteristica de ser variables promedio, las cuales representan a un

conjunto de elementos que constituyen la estructura interna del sistema.
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Tabla 1. Longitudes de escala de algunos sistemas bioldgicos.

Sistema Orden de magnitud Referencia
de la longitud de escala

caracteristica (m)

Proteinas y acidos nucleicos 10-8 (Bronzinol, [1995)
Organelos 1077 (Bronzino, 1995)
Células 1076 (Bronzinol, [1995)
Esferoides multicelulares 1073 (Raffray y Cohen, (1997)
Biopeliculas 1073 (Costerton y col.l, (1994])
Microfl6culos 1073 (Branda y coll, 12005)
Organos 1071 (Bronzino, 1995)
Cuerpo humano 100 (Bronzinol, [1995)

1.2. Patrones de comportamiento de los sistemas multicelulares

1.2.1. Composicién, estructura y distribucion celular

Las biopeliculas y los fléculos son dos diferentes bioagregados comunmente utilizados en los
procesos de tratamiento de aguas residuales (Chu y Lee, 2004). Mientras que las bacterias en
una biopelicula se encuentran adheridas a una superficie hidréfoba, las bacterias en un fléculo se
encuentran depositadas en tanques donde se llevan a cabo los procesos de purificacién. La estructura
de estos agregados estd constituida, principalmente, por células que se encuentran rodeadas por
substancias poliméricas extracelulares (SPE) que componen a la matriz extracelular (Branda y col.,
2005; [Donlan, 2002} Liu y Fung, 2003} Sutherland, [2001)). Algunas de las funciones de las SPE son
la de formar una capa protectora para las células contra danos provenientes del ambiente externo,
absorber nutrientes y moléculas organicas y juegan un papel crucial en la agregacién celular.

Con el empleo de técnicas como microscopia 6ptica convencional (MOC), microscopia confocal
laser de barrido (MCLB), microscopia electrénica de transmisién (MET), microscopia de fuerza
atémica (MFA) y microscopia de fluorescencia (MDF), se ha logrado conocer la composicién, la
estructura y las propiedades de diversos sistemas multicelulares a diferentes niveles de observacion
(Leppard), [1986; |Liss y col) 1996; [Liu y col.l 2006). Cuando el interés es conocer algunas
caracteristicas morfoldgicas tales como el tamano y la forma de un bioagregado, ademas de variables
macroscopicas como la densidad y la porosidad, MOC ha sido generalmente la técnica de eleccion.
Por otro lado, MCLB proporciona informacién a una resolucién mas alta (aproximadamente a una
escala microscépica), permitiendo la cuantificacién de células y conocer sus distribuciones espaciales,

asi como la identificacién de diferentes poblaciones celulares y gradientes de especies quimicas en el
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interior de un bioagregado. Finalmente, por MET, MFA y MDF se han llevado a cabo observaciones
de la estructura de los bioagregados a una escala submicroscépica (1 nm) que con las otras dos
técnicas no ha sido posible obtener.

A continuacién, se describen algunas caracteristicas relacionadas con la composicién de las SPE

encontradas a través de observaciones obtenidas con la técnicas mencionadas anteriormente:

= Las SPE en los bioagregados consisten de una variedad de sustancias orgdnicas de alto peso
molecular. En general, los constituyentes y las cantidades presentes dependen del tipo de
células que conforman al bioagregado (Branda y coll, |2005; |Swartz y Fleury, |2007), asi como

del proceso para el cual los bioagregados estdn siendo utilizados (Liu y Fung, |2005).

= Fn las biopeliculas, se ha observado que las SPE consisten, en su mayoria, de polisacdridos
y agua (Donlan, |(2002); mientras que, en los floculos, las SPE estin conformadas,
principalmente, por proteinas (Liu y Fung, 2005). Ademds, en ambos agregados se
han encontrado otros componentes como sutancias himicas, dcido wurénico vy dcido
desozxirribonucleico (ADN) (Branda y col., |2005).

= Fn las biopeliculas, algunas propiedades fisicas de las SPE tales como la deformacion, la
rigidez dependen de la composicion y estructura quimica de los polisacdridos que las conforman
(Donlan, |2002).

= Las SPFE generalmente no son uniformes, ya que varian espacialmente y temporalmente debido
a que diferentes microorganismos producen diferentes cantidades de SPE. Ademds, la cantidad
de SPE producida aumenta con la edad de la biopelicula (Branda y col.,|2005;|Donlan, |2002).

Otra caracteristica importante de estos agregados celulares es la heterogeneidad en sus
componentes, es decir, la presencia de diferentes tipos de células. Por ejemplo, los floculos generados
en los procesos de lodos activados, consisten en una mezcla heterogénea de microorganismos
(bacterias filamentosas y bacterias floculantes), particulas, coloides, polimeros organicos y células
muertas (Chu y Leel 20045 |Schryver y col., 2008). De manera similar, la mayoria de biopeliculas
utilizadas en la practica, estan compuestas por, al menos, dos diferentes tipos de células y células
muertas, asi como otros componentes que son productos del medio donde la biopelicula se desarrolla
(Branda y col., 2005; Donlan, 2002). En cuanto a la arquitectura que presentan estos bioagregados,

se han identificado algunas caracteristicas y se describen a continuacion:

= Los floculos tienen una forma irreqular y pueden alcanzar un tamano superior a 1000pum
(Schryver y coll, (2008). La distribucion celular en un floculo no es uniforme pues estd

conformado por varios agregados celulares cuyo tamano supera las 10 um. Estos agregados se
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encuentran separados por canales o huecos donde los nutrientes, productos de desecho y otros
solutos son transportados por conveccion a través de todo el fioculo. El tamarnio de una bacteria
contenida en estos agregados es de aproximadamente lum (Bossier y Verstraete, |1996; Chu
y Lee, 12004). Esta misma arquitectura heterogénea ha sido observada en las biopeliculas
(Donlan, |2002; |Sutherland, 2001)).

= La estructura global de un floculo se caracteriza por tener una baja densidad de aglomerados
celulares mientras que, la densidad celular en el interior de estos aglomerados, suele ser mucho

mayor (Schryver y col.l, |2008).

» Dada la alta porosidad de los fléculos, la cual puede alcanzar valores de hasta 99 %, tienen
la caracteristica de ser altamente permeables a los fluidos (Chu y Lee, |2004; |Schryver y col.,

2008). Como consecuencia, presentan grandes dreas superficiales que rebasan los 10pum?.

» Las bacterias dentro de un bioagregado se encuentran rodeadas e interconectadas por las SPE,
las cuales forman una red polimérica con canales y huecos, proporcionando asi una gran drea
superficial capaz de adsorber nutrientes, contaminantes y minerales (Liss y col.|, 1996} |Liu y

Fung, 20035).

Cuando los canales y huecos en el interior de un bioagregado son observados a través de MOC y
MCLB, éstos parecen contener SPE homogéneas y no una red de estructuras fisicas que sélo pueden
ser vistas por MET y por otras técnicas como MFA y MDF. De esta forma, se han reportado las

siguientes caracteristicas vistas a una escala submicroscopica:

= Se ha demostrado la existencia de fibrillas poliméricas en los espacios que existen entre las
células, cuyos didmetros se encuentran en un rango promedio de 4-6 nm con una razon
longitud-didmetro mucho mayor a 1 (Leppard, |1986; Liss y coll, |1996;|Schryver y col., |2008).
Este material extracelular representa un importante componente estructural de la matriz
extracelular, ya que le confiere una naturaleza pseudopldstica y una gran drea superficial (Liss
y col.,|1996)). De esta manera, la matriz extracelular es considerada como un soporte mecdnico

para los conglomerados celulares (Swartz y Fleury, 2007).

= De un estudio de las propiedades mecdnicas de las fibras individuales de los codgulos
sanquineos (Liu y coll |2006), se reporté que estas fibras pueden estirarse hasta casi tres

veces su longitud normal sin perder su elasticidad y hasta 6 veces antes de romperse.

» Los componentes de las fibrillas presentes en la matriz extracelular varian segin el tipo de

células presentes en el bioagregado; sin embargo, la mayoria se compone de coligeno (mds
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de dos terceras partes del contenido total de proteinas para el caso de muchos tejidos),

proteoglicanos, lamininas y fibrinas (Swartz y Fleury, (2007).

s Las fibrillas poliméricas participan en la adhesion celular, asi como en la adsorcion de
nutrientes y contaminantes (Leppard, |1986]; |Liss y col., [1996). A la vez, estas estructuras
producen resistencias a la transferencia de masa, dando como resultado la aparicion de
gradientes de concentracion de especies quimicas y gradientes electroquimicos en el interior

de los bioagregados (Liss y col., 1996]).

La estructura heterogénea de los bioagregados es dificil de representar a través de geometrias
sencillas. Para caracterizarlos, se ha recurrido al uso de geometrias fractales como las carpetas
de Sierpinski (Chu y Lee, 2004]). A través de estas representaciones complejas, se ha senalado la
importancia que éstas tienen en la descripcion de los procesos de transporte, principalmente en la

dipersion que ocurre a través de los canales.

1.2.2. Distribucion, transporte y consumo de nutrientes

En el interior de la mayoria de biogregados con estructura tridimensional, como las biopeliculas,
tejidos y tumores, existen gradientes de concentracién de diversas sustancias que son producidas o
consumidas por las células. La existencia de estos gradientes, se manifiesta en los siguientes patrones

de comportamiento:

s Dado que las concentraciones locales afectan el comportamiento local de las células, aquellas
que se encuentran localizadas en la parte central de un bioagregado, se comportan de manera

diferente que las células en la superficie.

= Se produce migracion quimiotdctica u otras respuestas que dependen de los gradientes de

alguna especie quimica.

El transporte de masa de especies quimicas que ocurre en el interior de los agregados celulares
ocurre, principalmente, por dos mecanismos: difusién y conveccion. La difusién es el resultado del
movimiento aleatorio de las moléculas mientras que, la conveccion esta relacionada al acarreo de
moléculas debido al flujo intersticial. El flujo convectivo es crucial para el transporte extracelular de
moléculas de gran tamano (Griffith y Swartz, 2006]). A continuacidn, se listan algunas observaciones

obtenidas de algunos sistemas multicelulares:

» Elnidmero de Reynolds (Re) que caracteriza al movimiento de una bacteria puede tener valores
mucho menores que 1 (Schryver y col., 2008), dicho valor es mucho menor que aquellos que

representan los limites superiores que dictan la existencia de flujo laminar, 150 para esferas y
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2300 para formas cilindricas. Por ejemplo, una bacteria cuyo tamario es de 1um que se mueve
libremente en una columna de agua (20 °C, viscosidad p =1.0002x 1073 Nsm~2, densidad
p =999.86gL~" ) a una velocidad de 1000ums=" resulta en un nimero de Reynolds de 1x 1073
(Mitchell y Kogure, |2000).

= FEn los tejidos, cuando la velocidad del flujo intersticial se encuentra dentro del rango de
0.1—1pum/s, el movimiento de proteinas y macromoléculas estd, principalmente, influenciado
por el transporte convectivo. Mientras que, el transporte de pequenias moléculas, como oxigeno

y glucosa, depende de la difusion (Grithith y Swartz, 2006).

= Entre los nutrientes bdsicos, el oxigeno es el que mds se consume debido a la baja solubilidad
que presenta en muchos medios de cultivo. De esta forma, los gradientes de concentracion de

glucosa y aminodcidos son insignifacantes con respecto a los de oxigeno.

Estudios experimentales han mostrado que la distribucién de oxigeno en el interior de un
sistema multicelular varia considerablemente entre diferentes tipos de células, diferentes condiciones
de cultivo, asi como entre las diferentes técnicas de medicién utilizadas (Laitinen y Kolthoff]
1939; [Mueller-Klieser y Sutherland, [1982; Mueller-Klieser y col., [1986; Nordsmark y col.l [1994;
Vaupel y coll [1991)). Por esta razén, resulta dificil hacer una generalizaciéon de los patrones de
comportamiento de los sistemas, por lo que es importante mencionar las caracteristicas esenciales
del sistema experimental sobre las cuales se realizan las observaciones. No obstante, existen datos
publicados que sugieren que la distribucion de oxigeno en estado estacionario estd determinada por
un balance entre el transporte de oxigeno en el medio de cultivo y su velocidad de consumo en el
interior del aglomerado de células.

En el caso de los esferoides multicelulares, el transporte de nutrientes se da desde el medio de
cultivo, el cual se encuentra en agitacion, hasta el interior del esferoide. Algunos estudios sugieren
la existencia de una capa limite, donde la concentracion de oxigeno disminuye continuamente con
respecto al valor medido en el seno del medio en agitacién (Mueller-Klieser| [1984). Esta capa, se
localiza en una regién muy cercana a la superficie del esferoide cuyo espesor mide aproximadamente

entre 100 y 200 pum y se ha observado la siguiente tendencia:

= FEl espesor de la capa limite de concentracion de oxigeno aumenta al incrementar el tamano
del esferoide (Mueller-Klieser), [1984; Mueller-Klieser y Sutherland, [1982]).

Respecto al perfil de concentraciéon de oxigeno en el interior de estos agregados, se ha encontrado

el siguiente patrén:

= En tejidos y tumores, asi como en biopeliculas con una alta densidad celular, los gradientes
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concentracion de oxigeno se forman cuando el didmetro del agregado alcanza un valor mayor

de 0.20 mm (Griffith y Swartz, 2006,).

= Para el caso de tumores y esferoides multicelulares, el perfil de concentracion de oxigeno es
de tipo parabdlico, cuando el tamano de éstos es pequeno y carece de un centro mecrotico
(region con células muertas). Mientras que, para esferoides con centro necrético, el perfil de

concentracion tiende asintdticamente al valor de cero en el centro (Mueller-Klieser, 1984)).

Por otro lado, estudios realizados por Nordsmark y col.| (1994); Vaupel y col. (1991) en tumores in
vivo reportan una anisotropia en la distribuciéon de la concentracién de oxigeno en el interior de

estos sistemas, es decir,

= Regiones con altas y bajas concentraciones de oxigeno se encuentran aleatoriamente

distribuidas en el interior del tumor.

Mueller-Klieser| (1984) calcul6 semianaliticamente la velocidad de consumo, asi como el coeficiente
de difusién de oxigeno en el interior de esferoides multicelulares. A partir de un modelo matemaético
de difusién-reaccion y, de las mediciones de los gradientes de concentracién en la capa limite y en el
interior de los esferoides determinaron estas cantidades. Las observaciones respecto a la velocidad

de consumo y al coeficiente de difusién fueron las siguientes:

s La velocidad de consumo disminuye cuando el tamarnio del bioagregado incrementa siempre y
cuando éste tenga un tamano menor a 1000 um. Cuando el didmetro rebasa este valor, la

velocidad de consumo es independiente del tamario del agregado celular.

» La velocidad de consumo estd influenciada por las condiciones del microambiente externo,
debido a que el consumo de una sola célula es mayor que aquella medida en los agregados

multicelulares.
= Fl coeficiente de difusion efectiva de oxigeno es independiente del tamano del agregado celular.

Este método semianalitico requirié de las mediciones del didmetro del esferoide, asi como el espesor
de la capa donde se localizan las células vivas, las cuales fueron obtenidas con un microscopio
invertido y por estudios histolégicos. Mueller-Klieser y col.| (1986) estudiaron el efecto combinado

del oxigeno y de la glucosa, encontrando el siguiente patrén de consumo de oxigeno:

= El consumo de oxigeno aumenta al disminuir la concentracion de glucosa en el medio a
cualquier concentracion de oxigeno. Mientras que, si se mantiene fija la concentracion de

glucosa, el consumo se reduce al disminuir la concentracion de oxigeno en el medio.
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Dispositivos y técnicas de medicion de concentraciones de especies quimicas

En la actualidad, se cuenta con una variedad de dispositivos y técnicas que permiten llevar a cabo
mediciones experimentales de diversas variables, como por ejemplo: concentraciones de las especies
quimicas involucradas en el metabolismo celular, coeficientes de difusién, cinéticas de reaccidn,
velocidades de crecimiento, asi como densidades y distribuciones celulares, entre otras mas. Esta
practica ha contribuido al conocimiento de algunos patrones de comportamiento que caracterizan
a los sistemas celulares cuando son sujetos a alteraciones en su ambiente. No obstante, si se desean
predecir dichos patrones mediante el modelado matematico, es importante conocer la manera en
la que se efectiian las mediciones e interpretaciones de las variables experimentales reportadas
en la literatura. Esta informacién es importante para establecer la relacion que existe entre las
variables tedricas obtenidas del modelado matematico con aquellas medidas experimentalmente.
Por lo tanto, ademés de la descripcién de los patrones de comportamiento observados por estudios
experimentales, se describiran algunos dispositivos y técnicas de medicién cominmente utilizados.

Como se menciond, los sistemas conformados por aglomerados celulares se caracterizan por
presentar gradientes de concentraciones de diversas sustancias quimicas tales como oxigeno, glucosa,
lactato, iones hidronio, entre otras sustancias més. Se han desarrollado dispositivos y técnicas de
medicién que permiten determinar el valor de las concentraciones de estas sustancias en el interior
de algunos sistemas celulares. Las técnicas electroanaliticas han sido de las mas utilizadas y se
basan en la medicion de cantidades eléctricas tales como corriente, potencial y carga, las cuales son

relacionadas a los pardmetros quimicos que se desean conocer (Wang, 1994]).

Técnicas electroanaliticas

Estos métodos se basan en el empleo de celdas electroquimicas que se componen de dos
electrodos y una soluciéon que contiene a la especie quimica cuya concentracién se desea medir
(electrolito). Cuando se aplica un potencial eléctrico, uno de los electrodos provoca la reduccién
(ganancia de electrones) u oxidacién (pérdida de electrones) de la sustancia quimica clave contenida
en la solucion. Las reacciones redox se llevan a cabo en las interfaces microelectrodo-solucién. Como
consecuencia de este proceso electroquimico, se genera una corriente eléctrica que es medida con
un galvanémetro y posteriormente relacionada a la concentracién de la sustancia que se redujo o
se oxido.

Existen electrodos con una resolucién espacia]E] muy pequena (0.1-50 pm) que son capaces
de medir concentraciones en el interior de una célula (Whalen y coll [1973). Estos dispositivos

denominados microelectrodos han sido utilizados para medir concentraciones locales en sistemas

2La resolucién espacial es la longitud més pequefia asociada a una caracterfstica del sistema que puede ser detectada

por un dispositivo de medicidn.
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celulares como tejidos animales (Vaupel y col., [1991; Whalen y col., 1973} [Davies y Brink, 1942)),
tumores in vivo (Nordsmark y col., |1994)) y biopeliculas.

La cantidad de oxigeno presente en una solucién es una de las variables medidas mediante el
uso de microelectrodos. Los materiales que componen a los microlectrodos son variados, el catodo
comunmente consiste de un alambre metalico, el cual puede ser platino (Davies y Brink} |1942), oro
(Nordsmark y col.l [1994; |Whalen y col., [1973) o mercurio; mientras que, el anodo estd compuesto
de plata. Existen diferentes disenios de microelectrodos; sin embargo, la mayoria de los utilizados
en sistemas celulares presentan una configuracién similar. Generalmente, el catodo se localiza en el
interior de la punta de una aguja de acero inoxidable, cuyo didmetro mide alrededor de 0.3-0.35 mm
(Nordsmark y col.,(1994; Vaupel y col.,|1991). Dada la longitud del dispositivo de muestreo (didmetro
de la aguja), cada medicién representa a la concentracién promedio del ambiente intercelular, el
cual incluye tanto células vivas y muertas.

Las agujas son insertadas en el interior del sistema y las mediciones se realizan consecutivamente
a lo largo de una trayectoria cuya magnitud depende del tamano del sistema. Dicha trayectoria
abarca desde un punto cercano a la superficie hasta el centro del sistema. El electrodo es desplazado
automaticamente siguiendo un patrén de avance y retroceso, con el objetivo de minimizar los danos
al tejido debido a la compresiéon ejercida por la aguja.

Cuando el catodo es introducido en una solucién que contiene al oxigeno, éste es reducido
y la corriente eléctrica resultante es una medida directa de la velocidad de reduccién, la cual
puede estar limitada por el transporte de masa de oxigeno desde el seno de la solucién hacia la
superficie del microelectrodo (Laitinen y Kolthoff, |1939; Davies y Brink, 1942)). De esta manera, la
corriente eléctrica es proporcional al flux de masa en la superficie, dicha relacién matematicamente

es expresada como sigue:

i= —nFADE;i, (1.1)

donde ¢ es la corriente eléctrica en Amperes, n es el nimero de electrones usados por molécula de
oxigeno electrolizado, F' es la constante de Faraday, A es el drea del electrodo y D es el coeficiente
de difusién de oxigeno. De acuerdo con la expresién anterior, es necesario conocer el campo de la
concentracién en cualquier punto del espacio comprendido entre el electrodo y el seno de la solucién

a cualquier instante de tiempo.

1.2.3. Migracién celular

Existen diversos estimulos ambientales que provocan que las células se muevan, los cuales
frecuentemente estan relacionados con la existencia de gradientes de especies quimicas, de velocidad,

de fuerzas y de rigidez. El movimiento celular puede ser clasificiado como pasivo y activo (Marcos

Proyecto de investigacién doctoral 15



y coll 2012). El movimiento celular pasivo es el resultado de la influencia de las fuerzas fisicas
externas, tales como la magnetotaxis (debido a la presencia de un campo magnético), girotaxis y en
algunos casos la reotaxis (debido al flujo convectivo del fluido intersticial) (Marcos y col. 2012). Por
otro lado, el movimiento celular activo es resultado de la capacidad que tienen las células de detectar
y medir los estimulos fisicos externos y convertirlas en senales bioquimicas internas que producen
movimiento. La quimotaxis, la termotaxis, y en algunos casos también la reotaxis son ejemplos
de movimientos activos. La reotaxis ha sido de las méas estudiadas y ha sido observada tanto en
bacterias (Marcos y col) 2012) como en células tumorales (Polacheck y col., |2011)). La reotaxis
que ocurre en ciertos tipos de bacterias como la Bacillus Subtilis, es un fenémeno puramente
fisico, resultado de la existencia de gradientes de velocidad (esfuerzos cortantes) y de la forma
helicoidal de los flagelos de las bacterias, esta combinacién resulta en una componente de velocidad
perpendicular al flujo intersticial (Marcos y col., 2012)). Ademas, se ha documentado que la reotaxis
ocurre en organismos mas grandes tales como peces, insectos y espermatozoides, pero a diferencia
de la reotaxis observada en las bacterias Bacillus Subtilis, la observada en estos organismos mas
grandes es del tipo activo, debido a que son capaces de medir los esfuerzos de corte y de responder
a éstos.

En sistemas como los tumores, los valores tipicos de las velocidades de flujo intersticial se
encuentran dentro del intervalo de 0.2-2.00 pm/s y en algunos casos pueden encontrarse valores
de hasta 4.00 pm/s (Polacheck y col |2011, 2014)). En los tejidos, este flujo convectivo se debe a
procesos inflamatorios, crecimiento celular, contraccion muscular, entre otros. Para el caso de los

tumores, se han observado los siguientes patrones de comportamiento:

s En presencia de flujo de fluido intersticial, las células se mueven a lo largo de las lineas
de corriente. La direccion que las células toman, con el flujo o contra el flujo, lo determina
la magnitud de la velocidad del fluido, asi como densidad celular y la actividad de ciertas
proteinas receptoras de quimiocinas o quimioquinas, CCR7, (Polacheck y col., |2011)). Estas
proteinas receptoras estdan involucradas en la migracion con direccion al flujo intersticial,
es decir, la quimiotaxris. La quimiotaxis es el resultado de la existencia de un gradiente
de quimiocinas o también llamadas citocinas quimiotdcticas, las cuales son detectadas por
los receptores CCR7, atrayendo asi a las células y estimulando la migracion de éstas en la

direccion del flujo.

s Cuando la densidad celular aumenta, la fraccion de células que se mueven en direccion al
flujo intersticial es menor (Polacheck y col., 2011, |2014). Esto se debe a que los gradientes
de concentracion de sustancias quimiotdcticas se atenian, reduciendo asi la quimiotaxis. Por

otro lado, cuando la densidad celular es menor, la quimiotaxis se ve favorecida y la tendencia
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de las células es moverse con direccion al flujo.

= Cuando la actividad de las proteinas receptoras es bloqueada, la tendencia de las células a
moverse a contracorriente aumenta independientemente de la densidad celular mientras que,
la direccion que éstas toman depende sdlo de la velocidad de fluido intersticial. Por otro lado,
cuando las proteinas CCR7 receptoras no son bloqueadas, la direccion de migracion depende

de la densidad celular.

Ademsds de formar gradientes de concentracién de quimiocinas, el fluido intersticial también
produce fuerzas o esfuerzos superficiales que actiian sobre las células. Para una velocidad de flujo
intersticial de 3 pm/s se ha demostrado que las células tumorales se mueven a contracorriente como
consecuencia de la mecanotransduccion celular. La mecanotransduccién se define como el proceso
de transduccion de senales celulares en respuesta a los estimulos mecanicos. En el sistema estudiado

por [Polacheck y col| (2011, 2014)), se ha observado lo siguiente:

= Cluando las células son suspendidas en un medio poroso, como la matriz extracelular, el efecto
de los gradientes de presion a través de las células es mayor que los esfuerzos cortantes
(viscosos) (Polacheck y coll, |2011).

= Se ha observado en sistemas 2D y 3D que las fuerzas que son ejercidas por el fluido sobre las
células son balanceadas por las fuerzas de tension de las proteinas de membrana que unen a
las células con la matriz extracelular, denominadas integrinas. Fsto resulta en una asimetria
en las fuerzas que conectan a la célula con la matriz, siendo de tension en la region corriente
arriba y de compresion en la region corriente abajo. Las fuerzas de mdxima tension conducen a
la activacion de complejos de adhesion B1-integrinas y de las quinasas de adhesion focal, FAKs
(por sus siglas en inglés), ocasionando que las células migren a contracorriente (Polacheck

y col., 2011, 2014).

Las integrinas y las proteinas de adhesion focal (FA, por sus siglas en inglés) forman un canal de
tension-sensitivo mecanico entre la matriz extracelular y el citoesqueleto. Ademas, éstas moléculas
sirven como componentes clave en las cascadas de senalizacién por el cual las células traducen
los estimulos mecédnicos en respuestas bioldgicas, como la migracién celular. Bajo condiciones
estéticas, las fuerzas de adhesién células-matriz extracelular se encuentran distribuidas a lo largo
de la superficie de la célula. Bajo la presencia de flujo intersticial, los esfuerzos impartidos por
el fluido sobre las células deben ser balanceados por las fuerzas de tension en las adhesiones
celulares, conduciendo a gradientes en las fuerzas de tension, polarizacion celular y migracién
hacia las regiones de méaxima tensién. En resumen, un balance de fuerzas mecéanicas (esfuerzos

impartidos por el fluido y fuerzas de tensién en las adhesioines celulares) da como resultado el
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movimiento por reotaxis. Este movimiento celular, puede interferir con la quimiotaxis cuando el
plano del gradiente de velocidad es perpendicular al plano del gradiente de concentracién de un
quimoatrayente, mientras que no habra ninguna interaccién cuando ambos planos sean paralelos

(Marcos y col., [2012]).

1.3. Comentarios finales de fin de capitulo

En este capitulo se describieron las caracteristicas de algunos sistemas multicelulares que han
recibido un mayor interés por parte de la comunidad cientifica, debido a las aplicaciones tecnolégicas
y médicas que éstos tienen. La descripcion presentada en este primer capitulo, se basd en algunas
observaciones experimentales que han sido reportadas en la literatura. De la informacién recopilada
referente a los diferentes tipos de sistemas, se ha encontrado que existen caracteristicas y patrones
de comportamiento en comun, sobre los cuales se puede construir un modelo descriptivo que pueda
ser utilizado para la caracterizacion dichos sistemas.

El modelado matematico es una herramienta 1til para lograr un entendimiento de los
mecanismos fundamentales que gobiernan el crecimiento celular; ademas, podria orientar al disefio
de estrategias experimentales para medir variables que son dificiles de obtener. Ha habido un
considerable progreso en el desarrollo de modelos matematicos orientados a predecir el crecimiento
celular; sin embargo, ain existen puntos que merecen ser tratados. En el siguiente capitulo, se
presentardn las diferentes metodologias que han sido utilizadas para modelar matematicamente
sistemas celulares, y se discutirdn bajo qué situaciones resulta idéneo emplear cierta estructura
matematica, asi como las desventajas que cada una de éstas presentan. De esta forma, se podran

definir las directrices que se plantearan en este proyecto de investigacion.
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Capitulo 2

Estado del arte sobre el modelado

matematico de sistemas multicelulares

En este capitulo, se presentan los antecedentes del modelado matematico de sistemas
multicelulares, cuyos patrones de comportamiento, basados en observaciones experimentales, ya
han sido descritos en el capitulo anterior. Debido a que las metodologias utilizadas para modelar
estos sistemas son diversas, en la Seccién se clasificaran y se discutirdn cada una de ellas. Como
ser verd mas adelante, la estructura matematica adecuada para describir a los sistemas celulares
depende del nivel de escala de observacién y de los procesos que se quieren estudiar. En la Seccién
se definen y describen las caracteristicas de los métodos de escalamiento, los cuales permiten
obtener modelos de medio efectivo validos a la escala macroscopica mediante la transformacion de
las ecuaciones que describen a los procesos observados a escalas menores. En esta misma seccién,
se da una resena del método del promedio volumétrico, ya que esta técnica de escalamiento es la
que se utiliza en este trabajo. Finalmente, en la Seccién se resumiran los puntos clave revisados

en este capitulo, explicando su relacién con el resto del documento.

2.1. Modelado matematico de sistemas multicelulares

Hasta la fecha, se han desarrollado modelos y metodologias matematicas orientados a la
descripcién de diversos sistemas multicelulares. Como ya se mencioné en el capitulo anterior, una
caracteristica importante de estos sistemas es su estructura jerarquica, es decir, existen al menos tres
niveles de observacién, donde los procesos fisicos y quimicos toman lugar. En la Seccion se
definieron y describieron los principales niveles de escala que caracterizan a varios sistemas celulares,
los cuales son: subcelular, celular y macroscépico (ver Fig. . Dado que los procesos que ocurren

a un nivel de escala estan determinados por aquellos que ocurren en los niveles inferiores, surge la
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necesidad de desarrollar metodologias que permitan el acoplamiento de los modelos matematicos
que describen a cada nivel (Bellomo y col., [2008; |Weinan y col, 2004).

Las metodologias y estructuras matematicas que se han utilizado para predecir el crecimiento
de sistemas bioldgicos presentan caracteristicas particulares segtin el nivel de escala que se estudia.
De hecho, estas estructuras pueden ser vistas como paradigmas para la derivacién de modelos
que son utilizados con fines especificos. Dentro de esta variedad existente, podemos clasificar a los
modelos matematicos en dos grandes grupos: deterministas y estocdsticos. Los modelos matematicos
deterministas son aquellos en los que a cada valor de la variable de entrada produce un solo valor
de la variable de salida, no contemplando la existencia de variables aleatorias ni el principio
de incertidumbre. Mientras que, los modelos estocédsticos son aquellos que contienen variables
aleatorias, las cuales un mismo valor de la variable de entrada puede producir diferentes valores de
salida.

Los modelos deterministas estdn basados en las variables promedio que caracterizan al sistema
multicelular, como pueden ser la temperatura, la concentracién de células y de las sustancias
quimicas. Dichos modelos suelen ser convenientes cuando existe una cantidad considerable de
moléculas 6 elementos que constituyen al sistema (Kuepfer y Sauer, 2004; Salinas-Rodriguez y
Rodriguez, 1995). Por otro lado, la mecédnica estadistica establece que cuando el ntimero de
elementos que conforman a un sistema es mucho menor que el nimero de Avogadro (10%3) y el
sistema se encuentra lejos del equilibrio termodinamico, la representacion de las variables mediante
promedios no es adecuada. De esta manera, las fluctuaciones alrededor de los promedios pueden ser
obtenidas a partir de una ecuacién estocdstica, la cual define a la distribucién de probabilidad de los
elementos caracterizados por la misma variable. Cuando la distribucién de probabilidad es descrita
por una ecuacién maestra, la representaciéon estocdstica es més general, ya que a partir de este
enfoque y en los limites apropiados se puede generar su contraparte determinista (Salinas-Rodriguez
y Rodriguez, [1995). A continuacién, se presentara una revision de las diferentes metodologias usadas
en el modelado de sistemas multicelulares correspondientes a cada nivel de escala (Ayati y col.,
2005)).

2.1.1. Modelado matematico a la escala subcelular

El estudio matema&tico de los procesos biolégicos a la escala subcelular es importante, ya que
brinda un conocimiento cualitativo y cuantitativo de los mecanismos fundamentales que originan
a los procesos que ocurren a escalas de observacién mayores. A la escala subcelular, cominmente
se recurre a modelos matematicos estocasticos para describir a las interacciones que existen entre
proteinas, genes y otras macromoléculas (Hasty y coll 2002). Debido a que en el interior de un

compartimento celular existe un ntimero finito de moléculas (aproximadamente 10! — 102), las
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fluctuaciones de las variables de estado que representan a las moléculas no pueden ser ignoradas
(Salinas-Rodriguez y Rodriguez, [1995). Por lo tanto, la representacién matemética mas exacta es
aquella en la que se considera la posicién y el momento exacto de todas las moléculas involucradas
(Isralewitz y col., [2001). Hasta la actualidad, se han utilizado diversos modelos matematicos, como
por ejemplo, la ecuacién Maestra (Gardner, [1996), las ecuaciones del tipo Fokker-Planck (Risken),
1996), asi como las de Langevin (Kampen, [2003), para describir a la evolucién temporal y espacial

de la distribucién de probabilidad de las variables de estado.

Por otro lado, también se han utilizado técnicas de simulacién computacional estocdstica para
estudiar a los procesos intracelulares, siendo una de las mas comunes el modelo autémata celular
(Piotrowska y Angus, 2009; [Patel y col., 2001). Bésicamente, este método describe al sistema
como una colecciéon de objetos que interactiian localmente unos con otros, cuya evolucién se da en
intervalos de tiempo discretos. Estos objetos son colocados en una malla que puede tener diferentes
formas y tamanos, donde cada elemento de la malla recibe el nombre de celda. De esta forma, un
objeto en un celda interacttia con los otros vecinos; dichas interacciones son regidas por un conjunto
de reglas que dependen de los estados de los objetos vecinos. Dentro de estos modelos autématas
se derivan la simulacion Monte Carlo y Lattice-Boltzmann, conocidos como métodos de simulacién
dindmica (Alexander y coll [1993; Alvarez-Ramirez y coll |1996; Frisch y col., [1986)). Una versién
muy simplificada de estos métodos es el Lattice-gas que consiste en una malla poblada con particulas
posicionadas en un nodo. Las particulas se propagan en todas direcciones a lo largo de la malla y
colisionan unas con otras cuando se encuentran sobre un nodo. A diferencia de este método que usa
particulas discretas, la técnica de Lattice-Boltzmann utiliza distribuciones de probabilidad de las
poblaciones de particulas. Una de las aplicaciones de los modelos estocésticos ha sido la descripcién
de los procesos bioquimicos de transcripcion de genes que ocurren el el interior del niicleo de una
célula y la subsecuente migracién de las moléculas producto (ARN mensajero) al citoplasma donde
son convertidas en proteinas especificas (translacién) (Kepler y Elston), 2001} Kuepfer y Sauer} [2004;
Shu y col., 2013).

Es importante senalar que los procesos estocasticos no solo son caracteristicos de la escala
subcecular. De hecho, estos procesos se pueden observar en todos los niveles de escala: desde el
nivel molecular (en los cambios conformacionales de las proteinas, transcripcién, translacién y
mutaciones genéticas), en el nivel celular (divisién celular, transiciones entre los diferentes tipos de
células y diferenciacién celular) hasta el nivel conformado por grandes poblaciones de células como
una biopelicula, un fléculo, un tejido o un tumor (angiogénesis, invasiéon y metdstasis, entre otros)
(Schultz, 2009; Lu, 2007). No obstante, conforme el nimero de componentes de un sistema crece, la
aplicacién de los modelos estocasticos se vuelve computacionalmente dificil a pesar de los avances

tecnoldgicos con los que se cuentan actualmente. Ademads, en muchas aplicaciones lo que interesa

Proyecto de investigacién doctoral 21



es el comportamiento de un nimero promedio de células y no estudiar el comportamiento de las
células individuales.

De acuerdo con la clasificacién jerarquica establecida en el capitulo anterior, la escala subcelular
comprende diferentes longitudes caracteristicas asociadas a los componentes tanto intracelulares
y extracelulares. Dichos componentes podrian estar constituidos por un ntmero considerable de
moléculas. De esta forma, una descripcién matemaética determinista basada en la hipdtesis del
continuo es viable. Ejemplo de lo anterior ha sido el modelado del transporte de cantidad de
movimiento entre el fluido extracelular y las fibras proteinicas que conforman la matriz extracelular

mediante un enfoque determinista (Kapellos y col., [2007b, 2010, 2012).

2.1.2. Modelado matematico a la escala celular o microscépica

En este nivel se describen las interacciones que existen entre los componentes que conforman a un
sistema multicelular, asi como el comportamiento individual de las células sujetas a los cambios en el
microambiente local (como pueden ser los cambios en la concentracion de alguna especie quimica).
Por un lado, los modelos matemaéticos discretos han sido una opciéon ampliamente utilizada en
la descripcion de las interacciones célula-célula y célula-matriz extracelular y los efectos que estas
interacciones tienen sobre el crecimiento del sistema celular. Por otro lado, también se han utilizado
modelos continuos basados en la hipdtesis del continuo. Esta hipotesis establece que en cada punto
del sistema microscépico existe una gran cantidad de moléculas tal que, no existen espacios huecos
en la materia. Por consiguiente, todas las propiedades fisicas estdan definidas en cada punto y es
posible representar a las variaciones de estas propiedades por ecuaciones diferenciales.

Como se ha descrito en la seccién anterior, el modelo autémata celular es un modelo discreto
que ha sido utilizado para predecir la dindmica de sistemas cuyos elementos interactiian localmente
entre si. Sin embargo, con el fin de aprovechar las ventajas que ofrecen los modelos discretos y
continuos en la descripcién de sistemas multicelulares a la escala microscépica, se ha desarrollado
una estructura matemaédtica que combina ambas metodologias, dando como resultado a los modelos
hibridos. Generalmente, en el modelado hibrido las células son representadas por variables discretas
mientras que, el microambiente local y los componentes de la matriz extracelular son representados
por variables continuas. Esta estructura matematica consiste en un sistema acoplado de ecuaciones
de conservacion de especies quimicas y balances de células. En los balances de células, se establece
que la velocidad de acumulacién de éstas se debe a las velocidades de migracién celular, tales
como la difusién, la quimiotaxis y la haptotaxis. Las ecuaciones que rigen las variaciones celulares
son discretizadas, permitiendo asi incorporar algunas caracteristicas individuales de las células,
tales como la divisién celular, la muerte, la adhesion celular, las mutaciones, entre otras mas.

Las ecuaciones discretizadas resultantes estan en términos coeficientes que son proporcionales a
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las probabilidades que tienen las células de moverse hacia una direccién como respuesta a las
condiciones que imperan en el microambiente local. A cada paso de tiempo, las simulaciones se

llevan a cabo para calcular las probabilidades de movimiento.

Debido a la estructura matemaética y a las ventajas que ofrecen los modelos hibridos, éstos
han sido idéneos para estudiar los procesos de angiogénesis, invasiéon y metastasis en las ultimas
etapas de desarrollo de tumores cancerosos (Patel y col.l 2001; | Anderson|, 2005 |Zhao y col., [2009;
Piotrowska y Angus, [2009). Basados en esta metodolgia, Patel y col. (2001) estudiaron la AMTIH
(Acid-Mediated Tumor Invasion Hypothesis) en el proceso de crecimiento de tumores in vivo. Esta
hipétesis establecia que, las células tumorales aumentaban la produccion de iones hidronio, creando
asi un ambiente mas acido que facilitaba la invasién de las células tumorales en el tejido sano. Los
elementos del modelo autémata celular consistian en células normales (células del tejido sano),
células tumorales, microvasculaturas y, células necréticas (espacio vacio). Mientras que el ambiente
extracelular fue representado por un modelo continuo de difusidon-reaccién para la glucosa y los
iones hidronio. Las reglas que rigen la evolucién de los elementos autématas permiten i) incorporar
los efectos del microambiente local, ii) describir las interacciones entre células tumorales y normales
y, iii) dependiendo de las concentraciones de glucosa y iones hidronio, las células pueden morir, ser
quiescentes o dividirse en las celdas adyacentes disponibles. De esta forma, los autores evaluaron el

papel que desempenaban la acidificacién y la densidad vascular sobre el crecimiento del tumor.

Anderson, (2005)) utiliz6 un modelo hibrido para estudiar la invasién de células tumorales en el
tejido sano adyacente al tumor. Su hipétesis establecia que, la habilidad que tenian las células para
migrar, proliferar o degradar el tejido sano estaban controladas por las interacciones célula-célula y
célula-matriz extracelular, asi como del tipo de mutacion que la célula habia sufrido. De esta forma,
en el modelo se consideraron cuatro variables: la densidad de células tumorales, la concentracién
de las macromoléculas que componen a la matriz extracelular, la concentracién de las enzimas
degradativas del tejido sano (las cuales son sintetizadas por las propias células) y la concentracién
de oxigeno. Una vez discretizadas las ecuaciones que definen a cada variable, los procesos que ocurren
a nivel celular tales como proliferacién, muerte, conversién de tipo de célula y adhesién célula-célula,
fueron controlados por valores criticos de las concentraciones de oxigeno, edad, disponibilidad de
espacio alrededor de cada célula y el tipo de mutaciones que cada célula sufria. Con los resultados
del modelo matematico, se concluyé que las interacciones célula-célula son clave en las primeras
etapas de formacién de tumores mientras que, las interacciones célula-matriz extracelular son las

que controlan la geometria del tumor.

Un modelo similar al propuesto por |Anderson (2005) fue utilizado por [Zhao y col. (2009)
para simular la formacién de vasos sanguineos en tejidos y tumores (angiogénesis). Basicamente

la angiogénesis se produce a través del movimiento de células endoteliales en respuesta a los
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gradientes de algunos componentes de la matriz extracelular (haptotaxis) y, a los gradientes
de sustancias secretadas por las células tumorales conocidas como TAF’s (Tumor Angiogenic
Factors). A diferencia de |Anderson| (2005)), |Zhao y col| (2009) utilizaron nueve posibles direcciones
de movimiento que cada célula podia seguir, cuyas probabilidades eran representadas por los
coeficientes de las versiones discretizadas de las ecuaciones de conservacion de masa de células.
Con este modelo se llevaron a cabo simulaciones mas realistas de los procesos de angiogénesis que
con los obtenidos por modelos predecesores; sin embargo, el costo computacional requerido fue
elevado (32 dias).

Por otro lado, [Piotrowska y Angus| (2009) utilizaron un modelo autémata celular para estudiar
el crecimiento de tumores in vitro pero, a diferencia del modelo propuesto por [Patel y col. (2001)
cuya correspondencia entre celdas y elementos fue uno a uno, estos autores consideraron que cada
celda contenfa un paquete de células. Ademas, dado que el objetivo principal fue investigar las
causas que originaban a la necrosis, incorporaron el transporte de oxigeno en su modelo. Los
elementos autématas consistian de células proliferantes y quiescentes (ambas podian ser aerobias o
anaerobias, las cuales producian diferentes cantidades de hidronio), asi como células necréticas. Las
transiciones entre estos estados celulares dependian de los valores criticos de las concentraciones
de glucosa, oxigeno y iones hidronio. Los resultados del modelo mostraron que las variaciones en
las caracteristicas del tumor eran poco sensibles a los cambios en la concentraciéon de oxigeno,
dichos resultados fueron congruentes con las observaciones experimentales realizadas por [Freyer y
Sutherland, (1985).

A pesar de que este tipo de metodologias permite describir a los sistemas multicelulares de una
manera muy detallada, pierde su potencial cuando el sistema estd conformado por una cantidad
considerable de células, convirtiéndose asi en una estructura matemadtica computacionalmente
intratable. Por otro lado, los modelos promedio basados en la hipdtesis del continuo resultan ser
idoneos sélo cuando el sistema esta conformado por una gran cantidad de células; sin embargo, no

resultan ser una opcién conveniente para predecir las primeras etapas de crecimiento.

2.1.3. Modelado matematico a la escal