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Resumen

El establecimiento de una teoria cuéntica de la gravedad ha sido, tal vez, el
reto mas dificil de resolver de la fisica tedrica. Prueba de ello es que a més de
80 anos de la formulacién de la relatividad general no se ha podido estable-
cer de forma completa tal teoria. En buena medida su interés se basa en la
hipotesis de que a la luz de una teoria de gravedad cudntica seria posible
dar explicaciéon a problemas que han surgido relacionados con la gravedad
clasica, como son la existencia de singularidades en agujeros negros y la
gran explosién del universo temprano. Por otro lado se ha considerado que
posiblemente en base a tal teoria sea posible resolver las divergencias de las
teorias cudnticas de campos.

Uno de los problemas fundamentales de cualquier teoria de gravedad cudnti-
ca es el de darle interpretaciéon microscépica a la entropia de agujeros negros.
De tal forma que el objetivo de la tesis es el de estudiar en teoria de cuerdas,
o teorfa M, algunos aspectos cudnticos de agujeros negros, en particular la
determinacién microscépica de su entropia.

En base a un modelo de branas y antibranas de Dirichlet introducido recien-
temente por Giiijosa et al ([1]), y empleando la dualidad AdS/CFT hemos
calculado una entropia microscépica. Esta resulta ser la misma que la que se
calcula para el mismo sistema empleando la férmula de Bekenstein-Hawking.
Nuestros resultados se encuentran reportados en [2].

Tal determinacién resulta ser innovadora ya que el sistema en cuestion se
identifica con un agujero negro siete dimensional en un espacio tiempo diez
dimensional, con caracteristicas de extremalidad arbitraria'. Posibles exten-
siones se pueden obtener al considerar agujeros negros de distintas dimen-
siones y/o el estudio de caracteristicas distintas a la entropia, como factores
de cuerpo gris entre otros.

Es claro que para estudiar agujeros negros en teoria de cuerdas hay que
determinar cémo es que se obtienen los mismos. Con esto en mente, em-
pleamos un método desarrollado por Cveti¢ y colaboradores ([3]) en el que
se obtienen soluciones tipo agujero negro en teorias de supergravedad en
distintas dimensiones. Tales teorfas son el limite de bajas energias de las
teorias de cuerdas.

Concretamente obtenemos un conjunto de soluciones de branas parcialmente

La extremalidad en un agujero negro estd determinada por una relacién entre sus
pardmetros de carga (Q) y masa (M). El extremal es el que cumple Q = M, en unidades
adecuadas



supersimétricas y ondas planas gravitacionales en 4 y 11 dimensiones. Em-
pleando la conjetura de Maldacena argumentamos que nuestras soluciones
son duales a una mecédnica cuantica supersimétrica. Esta discusion se en-
cuentra en el capitulo 3 y en la referencia [4].

De los resultados obtenidos es posible extender el tratamiento a branas con
caracteristicas distintas, permitiendo que el contenido de campos sea mayor
y, mds aun, que las simetrias entre estos sean distintas (esto se logra permi-
tiendo que los acoplamientos sean distintos en la norma impuesta).

Si bien el estudio que realizamos esta enfocado en la teoria de cuerdas, que
es uno de los candidatos para una teoria de gravedad cuantica, existen en-
foques alternativos, como la gravedad candnica con lazos. Por completez se
incluye una breve descripcién de agujeros negros y modelos cosmoldgicos en
ambos enfoques.

La tesis esta estructurada de la siguiente forma: en el capitulo 1 damos
una breve introduccién acerca de los problemas y soluciones que plantea
una teoria de gravedad cudntica. En el capitulo 2 bosquejamos el estudio
de agujeros negros y modelos cosmoldgicos en teoria de cuerdas y gravedad
cuantica de lazos. En el capitulo 3 discutimos el procedimiento de Cvetic et
al y obtenemos soluciones de branas y ondas planas gravitacionales parcial-
mente supersimétricas.

En el capitulo 4 describimos microscépicamente un agujero negro siete di-
mensional como un sistema de branas-antibranas y calculamos su entropia.
Finalmente, en el capitulo 5 presentamos nuestras conclusiones de este tra-
bajo y posibles extensiones.

En esta tesis empleamos el término p-brana para objetos extendidos de dis-
tintas dimensiones p: una cero-brana es un punto, una 1-brana es una cuerda,
etc.



Capitulo 1

Introduccion.

1.1. Gravitacion y mecanica cuantica.

El objetivo de esta tesis es el de estudiar algunas caracteristicas de agu-
jeros negros en un esquema de gravedad cudntica: teoria de cuerdas. Pero
antes de involucrarnos en tal empresa seria importante discutir por qué es
interesante estudiar o formular tal teoria [5].

Algunas preguntas surgen a este respecto:

1. jPor qué es interesante establecer una teoria de gravedad cuéntica?

2. (Cudles y cudntas formas existen para tratar de construir una teoria
de gravedad cuantica?

3. j, Son compatibles, desde el punto de vista estructural, las teorias de
relatividad general y la mecanica cudntica?

Es claro que estos no son los Unicos aspectos relevantes para una teoria
de gravedad cudntica; por ejemplo, es importante determinar técnicas de
aproximacién (como la perturbativa) en la teoria para darle fundamentacién
practica al extraer informacion fisica. Ademds existe la cuestion de si la
supersimetria juega un papel fundamental en la construccién mencionada.
Debido a que una de las mas ambiciosas propuestas de unificacién es la
presencia justamente de la supersimetria (ver figura 1.1) y a que esta se
encuentra en al menos uno de los modelos de gravedad cudntica -teoria de
cuerdas- viene una pregunta a la mente: ; una teoria consistente de gravedad
cuantica unificard todas las fuerzas o solo aspira a una teoria cuantica del
campo gravitatorio? Trataremos de ampliar estos puntos y de justificar posi-
bles propuestas de solucion.



Tradicionalmente la caracteristica que cuestiona de forma fundamental a
la gravedad cudntica como una parte fundamental de la Fisica es la falta de
evidencia observacional de fenémenos en el mundo real que se identifiquen
como consecuencias de la existencia de una cuantizaciéon de la gravedad.
Esto se puede ver rapidamente si consideramos la escala caracteristica de la
gravedad cudntica, la escala de Planck £p ~ 1073%m ~ 10%%eV, que estd lejos
por mucho de las energias que se manejan en los aceleradores de particulas
existentes. Mdas ain, este régimen de energias es caracteristico solo de la
etapa post-Big Bang del Universo.

Recientemente se ha considerado que este panorama puede cambiar en
base al estudio de ciertos fenémenos, como (i) rafagas de rayos gama, y (ii)
rayos césmicos [6]. Tales estudios se enmarcan en la denominada “fenomenologia
de gravedad cudntica” [7]. En esta propuesta se buscan efectos de la escala
de Planck que sean realzados por la energia tipica del fenémeno y la escala
de tiempo o longitud caracteristica del mismo.

De acuerdo a lo que hemos expuesto anteriormente la gravedad cudntica
no es un objeto de estudio “estandar”, debido a la falta de evidencia clara
con la cual confrontar los resultados que de ella emanen. Sin embargo, esto
no significa que no haya suficientes buenas razones para estudiarla, y por
supuesto que algunas de las motivaciones se basan en posibles observaciones
o experimentos, como en cosmologia. Resulta 1til en todo caso motivar tal

Ep

Figura 1.1: Constantes de acoplamiento fuerte, electrodébil y gravitacional como
funcién de la energia, bajo la presencia de supersimetria. El punto de interseccion
corresponde a la energia de Planck Ep.



estudio desde el punto de vista de la Fisica de particulas y teoria cudntica
o bien desde el de relatividad general.

= Fisica de particulas y campos.

e La materia estd conformada de particulas elementales descritas en
términos cuanticos que ademads interactian entre si gravitacional-
mente. Por ello es necesario estudiar las caracteristicas cuanticas
de la relatividad general.

e La teoria cuantica de campos relativista podria tener sentido es-
tricto solo si se incluye a la gravedad en un enfoque global. De he-
cho, las divergencias de corta distancia que plagan a tales teorias
podrian ser canceladas por un corte fundamental a la escala de
Planck. La teoria de cuerdas y la gravedad cuantica con lazos
implementan esta idea particularmente.

e Un argumento relacionado con el anterior es que la relatividad
general es un ingrediente necesario en cualquier teoria consis-
tente de unificacién de las fuerzas no gravitacionales (la electro-
magnética, débil y fuerte). Argumentos en sentido opuesto, que
una teoria consistente de gravedad cuantica necesariamente in-
cluye a las otras fuerzas, son la diferencia méds comin de enfoques
entre la teoria de cuerdas y la gravedad cuantica candnica.

= Relatividad general.

e Singularidades del espacio-tiempo se encuentran inevitablemente
en la relatividad general si el tensor de energia momento satis-
face ciertas condiciones de positividad'. Se ha creido por largo
tiempo que la remocién de tal problema puede ser removido con
la introduccién de efectos cuanticos. Esto ha tomado forma espe-
cialmente en la gravedad cudntica con lazos [8].

e Desde el descubrimiento hecho por Hawking [9] de que un agujero
negro radia por efectos cuanticos, una de las mayores razones de
establecer una teoria cuantica de gravedad es el de comprender
el estado final de materia que se halla en colapso gravitacional.

! Teorema de Penrose de singularidades. Si se cumple la condicién débil de energfa
(Topuub > 0, uu, = —1) y existe una superficie atrapada S en un espacio-tiempo que
admite una superficie de Cauchy no compacta, entonces este espacio no puede ser completo
con respecto a geodésicas nulas.



1.2.

e La gravedad cudntica deberia jugar un papel fundamental en el
Universo temprano. Posibles aplicaciones incluyen:
1. Entender el principio del universo;

2. Determinar una explicacién de porqué el espacio-tiempo tiene
una dimensién de 4;

3. Proveer una explicacién para el origen de la evolucién infla-
cionaria.

Esquemas de gravedad cuantica.

Como hemos discutido, en la actualidad no existe un consenso generaliza-

do en la comunidad cientifica acerca de ctales deben ser las caracteristicas
bésicas sobre las que se pueden construir o basar una teoria de gravedad
cudntica. Incluso se ha llegado a considerar que tal vez no sea necesario el
tener una teoria cudntica gravitatoria. Por ejemplo

1.

Se ha considerado que, dado que la longitud de Planck es tan pequena,
ta vez no sea necesario el interesarse en la gravedad cudantica, excepto
en el estudio del universo muy temprano, del orden de la escala de
Planck: 10745 del Big Bang. Aunque

= Tal aseveracion solo tiene validez si existe una teoria completa en
la cual se pueda desarrollar una expansién perturbativa en /¢ p,
donde [ es la escala de prueba. Solo entonces se puede argumentar
que los efectos cudnticos para [/¢p << 1 son despreciables.

= El argumento relativo al tamano de £p no considera la posibilidad
de efectos no perturbativos.

Un punto de vista relacionado es que sea evidentemente erréneo inten-
tar cuantizar el campo gravitacional de la manera tradicional, esto es,
emplear un procedimiento donde se empieza con un sistema clasico y
se le aplica un procedimiento de cuantizacién. Las razones que abogan
por tal aseveracion incluyen

= La métrica no es un campo “fundamental” en Fisica sino una
descripcién fenomenolégica de los efectos cuanticos aplicables solo
en situaciones lejos de la escala de Planck.

= El campo gravitacional esta relacionado con la estructura del es-
pacio y del tiempo, y estos son de naturaleza clésica.



3. Con esto también surge la pregunta de cémo la materia, siendo es-
tudiada cudnticamente, puede ser incorporada en este esquema. El
ejemplo clasico acerca de este argumento es considerar la ecuacién
“semicléasica” de Einstein

Gmn(g) =< w’Tmn(ga é)W > (1‘1)

donde |¢p > es algtin estado en el espacio de Hilbert de las variables
cuantizadas de materia ¢.

De esto se puede agregar que

= Para el electromagnetismo, en el andlogo de la ecuacién anterior
se ha determinado que el campo electromagnético tiene que estar
cuantizado para ser consistente con la naturaleza cuantica de la
materia con la que se acopla. Aunque no se ha podido establecer
un resultado similar para relatividad general.

» El miembro derecho de (1.1) exhibe por si mismo ciertos prob-
lemas. Por ejemplo, el valor de expectacién es divergente en el
ultravioleta y los métodos de regularizacién dan una expresién
no ambigua cuando la métrica g es estdtica o estacionaria, pero
no hay razones para que una métrica semiclasica tenga también
esta propiedad. Ademaés existen algunos argumentos que implican
que las soluciones de (1.1) sean inestables ante pequenas pertur-
baciones.

= No es claro cémo elegir el estado |¢) >. Més atin, por el cardcter
no lineal de la relatividad general, si [¢; >, [t)2 > son asociados
con un par de soluciones g1, g2 de (1.1), no hay relacién entre
g1,92 v cualquier solucién asociada con una combinacién lineal

de ’wl >, |¢2 >.

De todo esto es claro que la obtencién de respuestas y explicaciones a
este tipo de interrogantes deberia ser posible a la luz de una teoria consis-
tente de gravedad cuantica. El contar con tal teoria nos permitiria describir
fenémenos caracteristicos de la misma y decidir si las suposiciones y prob-
lemas planteados arriba (todos a “priori”) tienen o no fundamento. Por ello
1 abusqueda de una teoria de gravedad cuantica estd més que justificada.

Las cuatro categorias en las que se pueden clasificar los enfoques de
gravedad cudntica son

1.  Cuantizar la relatividad general. Se trata de construir un algoritmo
para cuantizar activamente el tensor métrico considerado como un



tipo de campo. Las técnicas empleadas caen en dos categorias: (i)
las basadas en un enfoque de espacio-tiempo a la teoria cudntica de
campo, donde los operadores se definen en una variedad cuatro dimen-
sional que representa el espacio-tiempo; (ii) los basados en un enfoque
canénico, donde los operadores se definen en una variedad tres dimen-
sional que representa el espacio fisico.

2. Relativizar la teoria cudntica. Se trata de adaptar la teorfa cuantica
estandar a las necesidades de de la relatividad general. La mayoria del
trabajo en esta direccién se ha realizado en el contexto de cuantizar un
campo de materia que se propaga en un espacio de fondo fijo (M, g),
donde M es la variedad y g la métrica.

3. La relatividad general es el limite de bajas energias de una teoria
cuantica de algo distinto. El ejemplo méas notable es la teoria de cuer-
das.

4. Comenzar con una teoria radicalmente nueva. Implica que tanto la
relatividad general clasica y la teoria cuantica emergen de una teoria
mads profunda que involucra una concepcién nueva o distinta de los
conceptos de espacio, tiempo y sustancia.

Hasta el advenimiento de la teoria de cuerdas, la mayoria de la investi-
gacion en gravedad cudntica se basaba en el esquema nimero 1 de arriba. Sin
embargo, este esquema se encuentra inevitablemente con el “problema del
tiempo” que es parte fundamental de toda concepcién de gravedad cuantica.
. Qué significa esto?

La estructura causal del espacio-tiempo depende de la métrica g, asi que
si esta estd sujeta a fluctuaciones cudnticas también lo estara la estructura
causal. Esta situacién posee problemas técnicos severos dado que la teoria
cudntica de campos estandar presupone una estructura causal fija. Por ejem-
plo, un campo escalar cudntico ¢(X) normalmente satisface las reglas de
conmutacién microcausales

[6(X), 6(Y)] =0,

siempre que los puntos X,Y se encuentren separados espacialmente. Sin
embargo, esta condicién carece de sentido si la métrica del espacio-tiempo
esta cuantizada; en esta situacién generalmente el miembro derecho no se
hace cero y con esto se elimina uno de los fundamentos de la teoria cudntica.

El reemplazar operadores por algebras C* no ayuda, ni siquiera el uso
de integrales funcionales. Las técnicas que han sido usadas para estudiar el
problema del tiempo yacen en alguna de las siguientes categorias



Utilizan una métrica de fondo fija n (usualmente Minkowski) para
definir una estructura causal con respecto de la cual se pueden usar
las técnicas de teoria cudntica de campos estdndar. Cuando se aplica
al campo gravitacional g,,,(X) esto usualmente lleva a escribir

considerando entonces a h como el campo gravitacional fisico. Aqui k2 =

87G/c?, G es la constante de Newton. El uso de esta ecuacién sugiere
un enfoque perturbativo alrededor de la métrica fija. Los problemas
que se obtienen son

» determinar un esquema matemético bién definido (las técnicas
obvias dan una teorfa no renormalizable);

= saber manejar otros fondos que no sean Minkowski;

= entender cémo los fondos posibles encajan todos en un solo es-
quema cuantico y en qué se transforma la nocién de causalidad.

Empezar con un formalismo donde la métrica tiene una signatura Rie-
manniana y al final ocuparse de realizar una continuacién analitica
para volver al espacio tiempo fisico. Generalmente tales aproxima-
ciones se basan en técnicas de integrales de trayectoria.

No considerar los métodos de espacio-tiempo y considerar el enfoque
candnico sobre la relatividad general donde los ingredientes bésicos
son campos geométricos en una variedad tridimensional. El problema
en este caso es el reconstruir algin tipo de enfoque espacio-temporal
con el que se puedan realizar calculos cudnticos.

En el caso 3 mencionado arriba se comienza con una foliacién del espacio-
tiempo que se usa para definir variables candnicas apropiadas. Histérica-
mente primero se consideraron la métrica tridimensional v, en una variedad
espacial Y, y una variable conjugada p,; relacionada con la curvatura ex-
trinseca de X encajada en una variedad cuatro dimensional. Estas variables
satisfacen las constricciones

Ha(z) = —2p) () =0, (1.3)

Hi(w) = K2Gmea(a)p™ @) — Y oy o, (1)

K2

donde R(z) es el escalar de curvatura de v y la “supermétrica” de DeWitt
esta dada por

1

Gabed () = ——= (YacVbd + VebYad — YabVed) -
24/l

9



El algebra de las constricciones H es justamente la del grupo de difeomor-
fismos proyectada sobre las hipersuperficies espaciales.

Las técnicas para cuantizar este sistema clasico incluyen: (i) imponer una
norma para la invariancia asociada con el dlgebra; (ii) resolver cldsicamente
las constricciones (1.3); y (ili) cuantizar el sistema candnico resultante en
forma estandar. Las ecuaciones que se obtienen son intratables en cualquier
forma que no sea perturbativa, en la cual inmediatamente son plagadas por
divergencias ultravioletas.

La mayoria de los estudios en gravedad cudntica canénica no siguen estos
procedimientos. En vez de ello, el conjunto de campos (7, p) son cuantizados
a través de las relaciones de conmutacion

[’Yab(x)v ’Vcd(wl)] = [pab(w)ypcd(x/)] =0, (15)
[’yab(m),pCd(x')} = ihd(, (51‘)1) §(x, ). (1.6)
Estas constricciones son interpretadas en los estados permitidos ¥, de tal

forma que 7:(@(1’)\1/ = H, ¥ = 0. Esta iltima constriccién se convierte en la
famosa ecuaciéon de Wheeler-DeWitt

2 2 3 [y] W

G a(w) 5= T = Y R@)Ep] =0 (17)
La manifestaciéon méas obvia del problema del tiempo es que la ecuacién
de Wheeler-DeWitt no hace referencia al tiempo y normalmente es la que
se considera como la ecuaciéon “dindmica” de la teoria. Esta situacién usual-
mente se entiende como si el “tiempo” tiene que reintroducirse como el valor
de cantidades fisicas especiales en la teoria con las cuales los valores de otras
cantidades fisicas tienen que relacionarse. Si esto se puede hacer en forma
exacta y cémo comparar resultados en dos posibles elecciones es un problema

de capital importancia.

1.3. Agujeros negros cuanticos.

Las propuestas mayormente difundidas y estudiadas de gravitacién cuanti-
ca son: teoria de cuerdas, gravedad cuantica candnica y gravedad
cuantica basada en integrales de trayectoria. En el capitulo sigu-
iente enunciaremos brevemente las caracteristicas méas importantes en los
dos primeros esquemas y algunos resultados obtenidos en ellos.

Ahora, es importante resaltar algunos puntos relacionados con el uso
de la nocién de espacio-tiempo determinada por la relatividad general en

10



gravedad cuantica. Particularmente veamos qué tienen que decir los agujeros
negros.

Desde el descubrimiento de Hawking de que los agujeros negros radian,
ha sido fuente de investigacién muy activa el ver cudl es la implicacién que
esto tiene en gravedad cudntica. Por ejemplo, es tentador especular que el
espacio-tiempo a la escala de Planck tiene una estructura de “espuma” con-
struida de agujeros negros virtuales. Esta idea tiene caracteristicas atractivas
y podria tener sentido en una aproximacion semicldsica.

Otro hecho importante sujeto a mucho debate ha sido el estado final de
un agujero negro en evaporacion, particularmente el destino de la informa-
cién de la cual se formé el mismo. Existen tres puntos de vista al respecto: (i)
la informacién en realidad se pierde, apuntando a una pérdida fundamental
de la conservacién de la probabilidad; (ii) la informacién regresa en cierta
forma en la radiacién de Hawking; (iii) el agujero negro deja remanentes del
tamano de la masa de Planck con vida relativamente larga. Sin embargo,
esto sigue siendo un problema abierto.

Ahora, jcudl es el efecto de los agujeros negros en la fisica cudntica en
una regién del espacio-tiempo? Cualquier intento de poner un ente de energia
E en una regién espacial con drea de su frontera A, y tal que E > A~1/2,
formard un agujero negro; esto pone un limite superior natural al valor de
la energia de la regién. Consecuentemente en cualquier teoria de gravedad
cuéntica cuyos estados semiclasicos contengan algo como un agujero negro
la fisica cuantica de la regién involucra solo un espacio de Hilbert finito-
dimensional. Esta posibilidad esta relacionada con el denominado “principio
holografico” que argumenta que los estados fisicos en una region acotada
estan descritos por una teoria cudntica de campos en la frontera de esa
region.

Finalmente, otra pregunta es si la teoria cudntica actual cubre las de-
mandas que le implica una teoria de gravedad cudntica. Algunos aspectos
de esto son: problemas conceptuales asociados con la cosmologia cudntica,
la posibilidad de que el propio espacio-tiempo deba ser cuantizado en cierto
sentido. Desde una perspectiva un poco mas técnica, los modelos actuales
de gravedad cuantica usan ideas estandar en teoria cuantica. En particular,
trabajan con un punto de vista esencialmente clasico del espacio y tiempo:
esto lleva a otra pregunta: ; la teoria cuantica puede adaptarse para aco-
modar la idea de que el espacio-tiempo estd sujeto a efectos cudnticos? Tal
vez sea una de las preguntas mas fundamentales de la gravedad cuantica.

Todo lo planteado anteriormente son aspectos generales de agujeros ne-
gros en los diferentes esquemas de gravedad cuantica. Si queremos ser mas
especificos sobre la informacién que los agujeros negros pueden aportar so-
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bre el establecimiento de dicha teoria y como motivacién de nuestro estudio
podemos discutir lo relacionado a la entropia de los mismos.

1.3.1. Termodinamica y entropia de agujeros negros.

Para agujeros negros en relatividad general, cuya caracteristica mas rel-
evante es la existencia de un horizonte de eventos, existe un teorema debido
a Hawking de 1971 que demuestra que el area de este horizonte aislado so-
lo puede permanecer igual o aumentar (ver més adelante). Esto permite
realizar una analogia entre este comportamiento del area del horizonte y
la segunda ley de la termodindamica que introduce el concepto de entropia,
como veremos posteriormente. Ver por ejemplo [10, 11].

Consideremos la gravedad superficial en el horizonte de eventos? k. Esta
es constante en el mismo, lo cual recuerda a la ley cero de la termodinamica:

Ley cero. Si el tensor de energia-momento Ty, cumple la condicién de
energia dominante? entonces la gravedad superficial, x, es constante en el
horizonte de eventos.

Por otro lado también se ha determinado la

Primera ley. Si un agujero negro estacionario de masa M, carga @)
y momento angular J con gravedad superficial x, potencial eléctrico en el
horizonte ¢ y velocidad angular Qp es perturbado, de tal forma que se
estabiliza en otro agujero negro con parametros (M + M, Q +6Q, J +dJ),
entonces

1
OM = kA +Qud] + $roQ, (1.8)

Si k se comporta como la temperatura y A como la entropia, podriamos
interpretar la ecuacién anterior com la “primera ley de la termodinamica”
(de agujeros negros, claro estd).

Como mencionamos arriba, el comportamiento del area del horizonte de
eventos recuerda a la segunda ley:

Segunda ley. Si el tensor de energia-momento T, satisface la condicién
de energfa débil y es valida la hipStesis de censura césmica? entonces el 4rea
del horizonte de eventos de un espacio-tiempo asintéticamente plano es una
funcién no decreciente del tiempo.

2Es la aceleracién que habria que proporcionarle a una particula para contrarrestar
la que tendria en caida libre hacia el agujero: con esto permitimos que permanezca en el
horizonte.

34T, no es un vector tipo espacio, para uau® < 0.

4E] colapso gravitacional total de un cuerpo resulta siempre en un agujero negro y no
en una singularidad desnuda.
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La tercera ley quedaria de manifiesto si mencionamos que k no puede
hacerse cero en el horizonte de eventos “en un numero finito de procesos
reversibles”. Esto conforma las leyes de la mecanica de agujeros negros.

En la tabla (1.3.1) resumimos estas caracteristicas.

LEY TERMODINAMICA AGUJEROS
NEGROS
Cero Temperatura T' Gravedad superficial k
constante en un constante en el
sistema en equilibrio | horizonte de eventos
Primera dE =TdS+ dM = -dA+
términos de trabajo términos de rotacién
y carga
Segunda 05 >0 0A >0
en cualquier proceso | en cualquier proceso
Tercera Imposible alcanzar Imposible alcanzar
T = 0 por cualquier Kk = 0 por cualquier
proceso fisico proceso fisico

Sin embargo no podemos solo asignar una temperatura termodindmica a
Kk y una entropia proporcional al area del horizonte, dado que clasicamente
el agujero negro no tiene radiacion de cuerpo negro y solo se encuentra
en equilibrio con un fondo de temperatura cero. Para darle vuelta a esta
paradoja debemos olvidarnos de RG clésica y proceder semiclasicamente:
introducir efectos cuanticos en el fondo de agujero negro.

Hawking, en [9], demostré que la creacién de particulas cerca del hori-
zonte de eventos conlleva a una emisién de particulas con espectro térmico
desde el agujero que tiene una temperatura caracteristica T = k/27 para
el caso de un agujero de Schwarzschild, todo esto para un observador en
infinito. También un observador acelerado resulta estar inmerso en un bano
térmico de particulas con temperatura (temperatura de Unruh)

Ty = —. (1.9)

Veamos cémo se obtiene esto.

Se puede estudiar el comportamiento de una teoria cuantica de campos
en un espacio-tiempo tipo agujero negro utilizando integrales de trayectoria
Euclideanas. Esto requiere fijar

t=ir. (1.10)



Esto en el espacio-tiempo del agujero negro nos lleva, por ejemplo, de la
métrica de Schwarzschild a la métrica de Schwarzschild Euclidiana

oM oM\ !
ds% = (1 - _2> dr? + (1 — —2> dr® + r2d02. (1.11)
T T

Realicemos el siguiente cambio de variable

.%'2 33‘2:‘1

oy = L TR
" 8M 2

Cerca del horizonte (r ~ 2M, = =~ 0) esta métrica se convierte en

1
ds% ~ (kx)?dr® + dz* + Fd(ﬂ. (1.12)
K

La parte no angular de esta métrica es el espacio de Rindler Euclidiano, que
no es otra cosa que R? si se hace la identificacién periédica 7 ~ 7 + 27/k.
Especificamente con el cambio de variable

u=—-xe T, v=ze""", u=T-X, v=T+X,

se obtiene ds?> = dT? + dX?. De esto podemos ver que obtenemos el espacio
plano Euclideano si identificamos 7 ~ 7 + 27/k.

Esto significa que las integrales funcionales se deben tomar sobre campos
con este periodo. Esto es

Z:/[Dtb} e~ 5Bl (1.13)

donde Sg es la acciéon Euclideana. Si la integral funcional se realiza sobre
campos P periodicos en el tiempo imaginario con periodo A3 entonces esta
integral puede verse como

Z="TrePH, (1.14)

que es la funcién de particién para un sistema cudntico con Hamiltoniano H
a temperatura 7' = (kpB3)~!, donde kp es la constante de Boltzman. Pero
hemos visto que h3 = 27/k para Schwarzschild, asi que se deduce que en la
teoria cuantica de campos es posible obtener equilibrio de un agujero negro
a la temperatura de Hawking

Kkh K

= = 1.15
H 2nkp o’ ( )

en nuestra convencion. Esto justifica nuestra identificacién de temperatura
con la gravedad superficial de un agujero negro.
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Originalmente esto fué determinado para campos lineales libres propagandose

en métricas de agujero negro, pero también es cierto para campos de espin
arbitrario. Para calcular las expresiones exactas para las secciones eficaces
de dispersion y los decaimientos del agujero negro se considera la ecuacién
de onda de radiacién en el fondo de agujero.

Para la determinacion de la entropia basta integrar la primera ley de
la termodindmica (1.8) una vez que conocemos 1. Por ejemplo, para el
agujero de Schwarzschild y el de Reissner-Nordstrom se tiene

1
StM’

2/ M? — Q2
T ry = ¢ (1.16)

aw (M4 32— @)

Th s =

A
TydS = dM = dS = (87M)dM = S = 47 M? = T

Generalizando este procedimiento a diversas configuraciones de agujeros
negros se obtiene la ya conocida ley

S =, (1.17)

Con este resultado, de que los agujeros negros se comportan como ob-
jetos clasicos radiantes termodindmicos, a los cuales se les puede asociar
una entropia (de Bekenstein-Hawking), surge una pregunta a la luz de la
gravedad cudntica:

Si sabemos a partir de la mecanica estadistica que en un sistema ter-
modindamico su entropia estd relacionada con la degeneracién de estados
cuanticos que conforman al mismo, entonces ;cudles son los estados cudnti-
cos que conforman al agujero negro, responsables de su entropia?

Como podemos ver, esta interrogante, junto con la formacién de estruc-
tura del Universo, se encuentran entre las razones practicas més interesantes
para el estudio de gravedad cuantica, o al menos escenarios donde las con-
secuencias de tal teoria pueden ser consideradas.

Hemos enunciado caracteristicas importantes de lo que queremos decir
con una teoria de gravedad cudntica, su uso e implicaciones, al menos en
los fenémenos y preguntas que debiera ser capaz de explicar. En esta tesis
trabajamos particularmente en el enfoque dado por la teoria de cuerdas.
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1.4. Plan.

La tesis esta distribuida como sigue.

En el capitulo 2 describimos los aspectos de teorias de cuerdas y gravedad
cudntica en lazos mas relevantes para nuestro estudio; discutimos en particu-
lar una descripciéon microscopica de la entropia de agujeros negros y modelos
cosmolégicos. Como el trabajo se centra en la obtencién de la entropia mi-
croscopica de agujeros negros, revisamos el caso -para teoria de cuerdas- de
agujeros negros extremales.

Por dltimo, resumimos las ventajas y desventajas de los resultados y
enfoques en la teoria de cuerdas y en la gravedad canodnica con lazos.

En el capitulo 3 describimos cémo se obtienen soluciones supersimétricas
tipo agujero negro en teoria de cuerdas y la relacion que tienen las mismas
en diversas dimensiones. Explicamos de qué manera estos objetos se pueden
interpretar como distintas soluciones en la teoria a bajas energias de cuer-
das, es decir, supergravedad, y que a partir de ellas se pueden obtener mas
soluciones con distintas caracteristicas.

En el capitulo 4 calculamos la entropia de un tipo de agujeros negros
no extremales. En el espiritu del capitulo anterior, incluimos el andlisis de
agujeros negros cercanamente extremales. La parte central de este capitulo es
mostrar que a partir de una soluciéon de agujero negro 7-dimensional rotante
con carga, arbitrariamente lejos de la extremalidad (una 3-membrana de
Dirichlet) y de un modelo de branas-antibranas de Dirichlet en teoria de
cuerdas, es posible determinar su entropia con una base microscopica, que
resulta ser exactamente igual a la correspondiente de Bekenstein-Hawking.

Por ltimo, presentamos nuestras conclusiones sobre el trabajo realizado,
asi como posibles extensiones del mismo.
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Capitulo 2

Agujeros negros y modelos
cosmologicos en propuestas
de gravedad cuantica.

En este capitulo exponemos las caracteristicas mas importantes de agu-
jeros negros y modelos cosmoldgicos en dos esquemas de gravedad cudntica:
la teoria de cuerdas y gravedad canonica en lazos.

La idea de este capitulo es dar un panorama general de los avances y
logros obtenidos en ambos esquemas. A pesar de que en esta tesis no anal-
izamos modelos cosmoldgicos ni agujeros negros en gravedad de lazos con-
sideramos importante incluir una breve descripcion de los mismos debido a
que constituyen los ejemplos més robustos de consecuencias fisicas derivadas
de estos esquemas.

Comenzaremos con la teoria de cuerdas y continuamos con la gravedad
candnica en lazos. La ultima seccién incluye posibles extensiones, como la
considerada en esta tesis y que se desarrolla en el capitulo 4.

2.1. Sector gravitacional en teoria de cuerdas.

2.1.1. Preliminares.

En esta seccién describimos brevemente las caracteristicas mas impor-
tantes de la teoria de cuerdas, haciendo énfasis en las acciones de super-
gravedad de ellas derivada (el sector bosénico) y sus respectivas ecuaciones
de movimiento, asi como el contenido de campos presente. Para mayores
referencias ver, por ejemplo, [12, 13, 14].
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La teoria de cuerdas surge al generalizar el estudio de particulas pun-
tuales al de objetos extendidos unidimensionales o cuerdas. Veamos la accién
de una particula en un espacio D-dimensional

1 _1dXFdX
Sp: §/d7' (77 I?d—:nm2>, (2].)

donde p =1,...,D — 1, v;-(7) es la métrica en la linea de mundo y n =
—77+(7); esta accién determina la longitud de la linea de mundo de la
particula. Podemos generalizar este concepto y definir el “4rea” de la hoja
de mundo de una cuerda que se mueve en el mismo espacio
S = ﬁ / drdo (=) /270, X9 X 1 (2.2)
donde el campo X*(7,0) encaja la hoja de mundo barrida por la cuerda,
parametrizada por (7, ) al espacio tiempo. 7% es la métrica inducida sobre
la hoja de mundo, y o' es un pardmetro con dimensiones de longitud al
cuadrado denominado pendiente de Regge que proporciona la tensién de la
cuerda a través de T = (27a’) L.
Los limites de integracién dependen de si se consideran cuerdas abiertas o

cerradas. De esta accién podemos determinar las ecuaciones de movimiento:
(—y)Y2V2XH = 0. (2.3)

No es dificil ver que las ecuaciones de movimiento escritas en (2.3) se satis-
facen si imponemos condiciones de Neumann o Dirichlet para cuerdas abier-
tas y condiciones perddicas para cuerdas cerradas. También se observa que
para el tensor de energia-momento 7%, determinado al variar la accién con
respecto de la métrica, se obtiene 7% = 0.

La solucién a las ecuaciones de movimiento dadas en (2.3) obtiene la
forma simple (descomposicién en modos)

1 .
XH(1,0) = 2" + 2o/p"1 + i(22/)/? Z —ahe ™ cosno, (2.4)
n#0 "
para las cuerdas abiertas y similarmente para cuerdas cerradas'. En esta

expresion x#, p” son la posicién y el momento del centro de masa de la
cuerda, respectivamente.

'De hecho, la descomposicién es exactamente la misma, solo que se descompone en
dos modos: uno izquierdo y otro derecho para traslaciones izquierdas y derechas sobre la
cuerda.

18



La importancia de escribir la solucién en modos de Fourier se debe a que
de esta expresién se puede pasar directamente a la cuantizacién de la teoria,
identificando a las o* como los operadores de creacién y/o destruccién. De
particular importancia es notar que al realizar el proceso de cuantizacién
que para evitar una anomalia (conforme en este caso) es requisito que la
dimension del espacio-tiempo sea D = 26. Escribimos explicitamente las
relaciones de conmutacion para estos operadores en cuerdas cerradas

[aﬁw alrlz] = [dﬁm &ryL] = mém-‘rnn“yv
[z, p"] = M,
[an,,an] = 0, (2.5)

donde los «y, &, representan las oscilaciones a la derecha e izquierda, re-
spectivamente.

Como es costumbre podemos obtener los estados de la teoria al actuar
los operadores de creacién sobre el estado de vacio |0 >. Sin embargo, el
estado base para la cuerda abierta |0, p > es un estado con masa M? = —1
denominado taquién. La existencia de este estado en la teoria nos dice que
algo anda mal y que, al menos, estamos utilizando un vacio inestable. Como
veremos, la introduccion de supersimetria en el modelo de la cuerda permite
eliminar este estado del espectro.

La manera més directa de generalizar la accién de cuerda bosénica (2.1)
es el agregar grados de libertad internos libres propagdandose en la cuerda.
Si se introduce un campo fermidnico ¢ (7, o) libre (el “supercompaniero” del
campo X)), resulta que una eleccién que lleva a una teoria interesante es el
de un D-tuplete de fermiones de Majorana que transforman bajo el grupo
de Lorentz SO(D — 1, 1). Esto nos conduce a la accién supersimétrica de la
cuerda

Ssusy = / d*o {%GQX“OQXH — id?“@aaawu} ) (2.6)
M «

donde de nuevo las condiciones de frontera dependen del tipo de cuerda
estudiada.

De aqui podemos determinar de nuevo las ecuaciones de movimiento y
las condiciones de frontera correspondientes, tal como en el caso puramente
bosénico. No es dificil convencerse que el sector bosénico queda casi inalter-
ado; ahora sucede algo extra debido al contenido fermidnico: en este caso ex-
isten dos posibilidades de condiciones de frontera para los fermiones. Basica-
mente para la cuerda cerrada podemos imponer que en los “extremos”de la
cuerda los fermiones cumplan condiciones periddicas o antiperiddicas. La
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primera condicién se denomina de Ramond (R) y la segunda de Neveu-
Schwartz (NS).

También los fermiones tienen una descomposicion en modos, solo que
esta depende del sector donde vivan los mismos; de alli que podemos denotar
los cuatro sectores de acuerdo a su periodicidad: R-R, NS-NS, R-NS, NS-R.
De nuevo, al realizar la cuantizacion del sistema y evitar anomalias resulta
que la dimensién del espacio-tiempo donde la supercuerda es consistente es
D =10.

Finalmente, para asegurar supersimetria en el espacio tiempo (recordar
que no basta con que existan fermiones) los estados obtenidos en el espectro
son proyectados en estados con un nimero fermiénico par, para las teorias de
cuerdas cerradas. A esto se le denomina la proyeccién Gliozzi-Scherk-Olive
o0 “GSO”. Una consecuencia inmediata de esta proyeccién es que el primer
estado presente en la teoria para la cuerda bosénica denominado el taquién
(como describimos arriba) es proyectado fuera de la teorfa supersimétrica,
haciéndola estable.

2.1.2. Supergravedad, agujeros negros y entropia.

Ahora estudiamos agujeros negros en teoria de cuerdas cuyo limite de
bajas energias son las distintas teorias de supergravedad. Ademds, resulta
que si estos son supersimétricos se puede realizar un conteo de microestados
a partir de ciertos objetos que los constituyen denominados D-branas?, como
veremos més adelante. Un andlisis méas detallado y extenso referente a esta
seccién se puede encontrar en [15].

,Por qué estudiar agujeros negros en teoria de cuerdas o en super-
gravedad? Como mencionamos en la introduccién, esta es hasta el momento
el mejor candidato de unificacién de todas las fuerzas existentes en la natu-
raleza, que incluye particularmente una propuesta de gravedad cuéntica.

El punto especifico que nos interesa aqui es el de dar una interpretacién
microscépica a la entropia de agujeros negros, determinada en la expresién
de Bekenstein-Hawking S = A/4, donde A es el drea del horizonte de eventos
del agujero negro. Debido a que esta féormula fué obtenida a partir de un
andlisis semiclasico, ya que se determina estudiando un sistema con campos
cudnticos en un fondo gravitacional clasico, entonces una teoria de gravedad
cudntica deberia dar una explicacién microscépica de la misma.

2En teorfa de cuerdas existen objetos extendidos de distintas dimensiones. Para objetos
de dimensién mayor que dos (los anteriores son particulas, cuerdas y membranas) los
denominamos p-branas, donde p es la dimensién espacial de la misma.
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Hemos visto en la seccién (2.1.1) que existen dos tipos de proyecciones
bajo GSO en la teoria, y hablando de cuerdas cerradas tenemos dos opciones
para cada sector de cuerdas moviéndose a la derecha y a la izquierda. Si
escogemos la misma proyeccién para ambos lados obtenemos la teoria I1IB,
y si tomamos proyecciones opuestas obtenemos la ITA.

El contenido de campos bosénico comprende dos sectores, el R-R y el
NS-NS. Para el NS-NS en ambas teorfas tenemos el mismo contenido (sector
no masivo)

(b? G,U,lla B,ulla (27)

que corresponden al dilaton, gravitén y tensor antisimétrico. De parte del
sector R-R tenemos n-formas de rango par para el caso IIB e impar para
el caso ITA. Ademds se tiene el sector fermiénico que son los companeros
supersimétricos de los bosones descritos arriba.

Como es comun en estas teorias, siempre es posible truncar consisten-
temente el contenido de campos al sector no masivo tomando el limite de
bajas energfas o/ — 0. Con este procedimiento obtenemos una teoria efec-
tiva denominada de “supergravedad”3. Como nos interesa estudiar el sector
gravitacional nos enfocamos en el sector bosénico y la revision constard de
agujeros negros en las tipo ITA y IIB (ver apéndice).

La idea bésica para estudiar la entropia de agujeros negros a partir de
D-branas es la siguiente:

1. Primero se reducen dimensionalmente soluciones de p-branas en super-
gravedad que corresponden a ciertos agujeros negros (esto automatica-
mente permite encajar estos agujeros negros en supergravedad 10 u 11
dimensional). Con esto se obtienen generalmente soluciones BPS que
corresponden a agujeros negros extremales, y por medio de un proced-
imiento andlogo se obtienen soluciones no BPS* (no extremales).

2. Posteriormente se utiliza la descripcién microscépica de estas p-branas
en términos de D-branas.

3. Serealiza el conteo de degeneracién de microestados y es posible calcu-
lar la entropia de forma estadistica; con este procedimiento se han po-
dido estudiar agujeros negros extremales y cercanamente extremales,
siendo el caso arbitrariamente extremal atin no plenamente controlado.

3Se puede verificar en cada caso que el limite de bajas energias o teorfa efectiva de las
teorias de cuerdas corresponde justamente a las teorias de supergravedad como la ITA o
1IB.

4Soluciones que saturan el limite Bogomol’nyi-Prasad-Sommerfield.
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p-branas negras y D-branas.

Las p-branas son los “primos” en dimensiones mayores del agujero negro
de Reissner-Nordstrom. Tales branas son soluciones supersimétricas (o par-
cialmente supersimétricas) de las ecuaciones de movimiento que se obtienen
en supergravedad, que como ya hemos visto son el limite de bajas energias
de teoria de cuerdas.

Las acciones de supergravedad en el sector NS-NS para las ITA y IIB
coinciden, a saber

SNS_Ng = % d0rx/—Ge2? <R +4[Ve)* — iHQ) , (2.8)
2k7, 12
donde H = dB. El valor de expectacién del dilatén define la constante de
acoplamiento de la cuerda gs = e<%>.
Notar que esta accion no tiene la forma usual de Einstein-Hilbert multi-
dimensional debido a la presencia del factor e ~2?; sin embargo, esto se puede
arreglar pasando al “marco de Einstein”, redefiniendo la métrica

Gun — e /PG .

Ademas de la accién para el sector NS-NS descrita arriba tenemos la
parte correspondiente al sector R-R, cuya forma genérica es

S:/F/\ *F, (2.9)

donde F' = dA son las intensidades de los campos de norma asociados y *F
es el Hodge-dual de F'. También existen términos de Chern-Simons, que para
nuestro estudio no son relevantes ya que no consideramos cargas topoldgicas.

De estas expresiones para los campos R-R es posible distinguir una pecu-
liaridad: al igual que en electrodindmica, una 1-forma (potencial de Maxwell)
se acopla a una 0-brana (particula puntual), es directo inferir que estas p-
formas se acoplaran a (p — 1)-branas, genéricamente denominadas p-branas,
que actuan como las fuentes de las cargas asociadas a los campos R-R. Es-
tas cargas se determinan con la ley de Gauss en la forma usual; para una
p-brana

Q >~ *Fp+2.
D—p—2

Por lo tanto, existen las NS-NS p-branas: la 1-brana eléctricas acopladas

al campo By, (cuerda fundamental) y también su dual magnética acoplada
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al dual *B (la 5-brana), ademds las cargadas bajo los distintos campos R-R.
Veamos un ejemplo sencillo de cémo se implementa esto.

Consideremos una p-brana que es un plano localizado en z! = 0,i =
p+1,...,9, v consideremos las dimensiones transversales a la brana en
coordenadas esféricas (r, ¢!, ..., ¢ P~1). Las ecuaciones de Maxwell gener-
alizadas son

At Agy (1) = 8(r), (2.10)

donde A es el laplaciano en coordenadas transversales. Sabemos por ade-
lantado la dimensién y la forma de las soluciones para estas p-branas y
podemos sugerir la forma de la métrica y de los campos de norma. Genéri-
camente escribimos

p D—p—1
ds® = Hp_lm(:ni) (—dt2 + Z dyi) —I—H;ﬂ(:ni) < Z d,a:f) , o (2.11)

m=1 =1

donde las coordenadas y,, son las coordenadas sobre la brana y las x; son las
coordenadas del espacio transversal. La funcién H es una funcién armonica
en el espacio transversal, V2 H(z;) = 0. El dilatén y los campos de norma
son

020 — H}gp%ﬂ)/?, Aor.p=1-H,". (2.12)

Es posible ver que estas branas saturan un limite de extremalidad® como
al agujero negro de Reissner-Nordstrém extremo, y son parcialmente super-
simétricas, o estados BPS, hecho que resulta trascendente para su identifi-
cacién con las branas de Dirichlet.

Ahora, en [16] se determiné que los constituyentes microscépicos de estas
p-branas cargadas bajo los campos de R-R son justamente las denominadas
branas de Dirichlet o D-branas.

Consideremos la teoria de cuerdas abiertas en (2.1, 2.6) y las ecuaciones
de movimiento derivadas de (2.3). Ademds de estas ecuaciones necesitamos
considerar condiciones de frontera, que pueden ser de Neumann 9, X*|sx, = 0
o condiciones de Dirichlet 9y X*|sx = 0 que corresponde a extremos fijos.
Bajo estas iltimas condiciones las cuerdas estdn restringidas a terminar
en un hiperplano determinado por las coordenadas en las que impongamos
condiciones de Dirichlet: esta es la llamada D-brana.

Si imponemos condiciones de Neumann en el tiempo y p dimensiones
espaciales y condiciones de Dirichlet en las dema&s coordenadas esto nos

5En unidades adecuadas, la extremalidad es M = Q.
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describe una p-brana de Dirichlet o D — p-brana. Los estados en esta teoria
son los relacionados a las condiciones de Neumann (campo de norma p-
dimensional) y a las de Dirichlet (9-p-1 escalares ¢™); estos tltimos describen
geométricamente las oscilaciones transversales de la brana.

Si ahora consideramos N branas paralelas entonces tenemos mas grados
de libertad ya que ahora una cuerda puede terminar en cualquiera de estas
branas. Cada brana porta una teoria de norma U (1), pero al estar muy juntas
se obtiene una teoria més general U(N) que describe una teoria de norma
sobre las N branas U(N). Esta teorfa se obtiene del espectro perturbativo
en la teoria de cuerdas. Veamos cudl es la relacién de estas D-branas con
las p-branas con carga R-R.

Las cargas eléctrica @), y magnética Q5 de las p-branas (2.11) cumplen
una relacién de cuantizacién de Dirac Q) Q5 ~n, n € Z. Como el espectro
de estas cargas es discreto se introduce unidades de carga fundamentales c,:

Qp = Qpcp, Qp € Z. (2.13)

Las cargas R-R y las NS-NS estan relacionadas a través de dualidades,
de tal forma que las unidades de carga son fijas y dadas

6—
na-p22m7" (2.14)

Cp = o
D gS( Wo—p

donde w, es el volumen de la esfera v—glimensional. El acoplamiento de 4,41
y la p-brana estd dado por la carga @), que a su vez son multiplos enteros
del acoplamiento fundamental pp,

1Dy = (2m) (o)D), (2.15)

Su relacién con la tensién de la brana es T}, = Qp ggl. Es importante notar
que los acoplamientos de cuerda abierta y cerrada estan relacionados por
unitariedad

gs = const - g3. (2.16)

Entonces se interpreta a las p-branas con carga R-R como solitones de
un sector de cuerdas abiertas de la teoria tipo II. Una forma natural de
introducir cuerdas abiertas en esta teoria es el emplear D-branas: las D — p-
branas y las p-branas con carga R-R describen los mismos estados BPS.

Para comprobar esta idea se compara la fuerza ejercida entre un par de
p-branas R-R y un par de D — p-branas. Para estas ultimas se considera
en teoria de cuerdas perturbativa un diagrama de anillo con condiciones de
Dirichlet en ambas fronteras (figura 2.1.2).
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Figura 2.1: Diagrama de anillo para calcular la fuerza de repulsién entre dos Dp-
branas.

La contribucién del sector R-R da un potencial generalizado de Coulomb

Qb
Vr-gr(r) = ﬂ—_i (2.17)
donde la carga ()p, de una D-brana es
2m)6—P
Qpy = gs(a) 022" (2.18)
We—p

Resulta entonces que una Dp-brana tiene precisamente una unidad de
carga R-R. Esto nos muestra que una p-brana con carga @), estd formada
de Qp Dp-branas. Mayor comprobacion de este comportamiento se realiza
al estudiar sistemas de p y p’ branas, p # p’. De esta forma obtenemos una
descripcién perturbativa en teoria de cuerdas de solitones en supergravedad,
las p-branas con carga R-R.

Como mencionamos anteriormente, con esta identificaciéon de los compo-
nentes microscopicos de las p-branas, ahora procedemos a construir agujeros
negros reduciendo dimensionalmente estas soluciones y después realizamos
el conteo de microestados a partir de las D-branas correspondientes. No
pretendemos ser exhaustivos y solo nos limitaremos al caso mas simple: la
construccién de un agujero negro extremal 5-dimensional® andlogo al de
Reissner-Nordstrom obtenido en [17] (el caso cercanamente extremal se dis-
cutird en el capitulo 4).

5Es posible ver que la extremalidad de un agujero negro o p-membrana negra es con-
secuencia de que sea parcialmente supersimétrico, o BPS.
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Entropia macroscépica del agujero negro de Tangherlini en 5 di-
mensiones.

La forma de obtener la configuracién que corresponda a este agujero
negro es el superponer un sistema formado por D1 y D5 branas, con momento
unidireccional sobre la D1-brana (izquierdo por ejemplo); esto en el esquema
de supergravedad corresponde a superponer una onda gravitacional plana’,
compactificadas en un 5-toro T, como se muestra esquematicamente en la
figura 2.1.2. Es necesario que el momento sea en una sola direccién para
que la solucién sea parcialmente supersimétrica o BPS, como veremos mas

adelante.
(="

P

D1

Figura 2.2: Configuracién de D-branas que forman el agujero negro en 5 dimen-
siones. En cada punto transversal hay un 5-toro T'5.

Escribimos la métrica del sistema D1-D5 con momento izquierdo sobre
la D1-brana

HO\ L2
ds?> = (HyHs)'? (dq:§+...+dxi)+(?l) (dyi + ...+ dyj)
5

+ (HyHs) V2 (—dtQ +dy? + [H, — 1] [dt — dy5]2> , (2.19)
que una vez reducidos dimensionalmente en 7° queda

ds? = — (HyHs H,)*® dt® + (Hy HsHp) "3 (dr? + r2d<23) . (2.20)

"Para ser més especificos se consideran ondas planas con rayos paralelos, o “pp waves”.
Estas son soluciones gravitacionales de las ecuaciones de movimiento que no tienen cargas
de los campos tensoriales. Portan momento derecho o izquierdo.
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Las funciones harmonicas son

H;=1+ % i=1,5,p, (2.21)
T

donde las @; son las cargas asociadas a los campos de R-R correspondientes,
reducidos dimensionalmente.

Como podriamos esperar, es necesario ver qué le pasa al grado de super-
simetria del sistema cuando se le agrega momento izquierdo a las D1-branas.
De las ecuaciones de supersimetria (se pueden ver en el apéndice) quedan

€ER = FOFQER,
e, = ITY%y. (2.22)

donde €7, r son pardmetros espinoriales que determinan la supersimetria y
las I" son las matrices gama en 10 dimensiones. Las coordenadas sobre la
D1-brana son las (0,9).

Como se puede ver de esta expresion, no todas las componentes de los
espinores se trivializan, por lo que se preserva solo una parte de la super-
simetria.

Finalmente, de (2.20) podemos calcular el drea del horizonte y su en-
tropia de Bekenstein-Hawking asociada

A=8m\/Q1Q5Q, = Spu = ﬁ =2m/Q1Q5Qp (2.23)

N

Este es el resultado al que le queremos dar una interpretacion mecanico-
estadistica por conteo de microestados. Esto se consigue en el siguiente
apartado.

Entropia por conteo de microestados.

El conteo de la degeneracién de estados en cuerdas es como sigue. El
sistema de agujero negro se construyé a partir de una configuracién de Q5
D5-branas, Q1 D1-branas y @),y unidades de momento en forma de ondas
gravitacionales sobre la D1-brana. Recordando que las branas estdn enrrol-
ladas en un 5 toro entonces la D1-brana se enrrolla en un 1-toro (S') de
radio, digamos, R. Entonces el momento sobre la D1-brana es momento de
enrrollamiento, cuyo valor es P = 1/R.

Este momento se distribuye entre las cuerdas abiertas que viven en el
sistema. Dado que las cuerdas pueden empezar y terminar en cualquiera de
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las branas, etiquetamos los extremos de las mismas con dos indices®: (i, f)
que denotan en que membrana particular viven. Los estados que se generan
(bosones y fermiones, ver el capitulo 1) son los modos no masivos de las cuer-
das etiquetadas de esta forma. El conteo utiliza la siguiente simplificacion

= La contribucion mayor a la entropia del sistema esta dada por las
cuerdas que terminan en branas de distinto tipo, por ejemplo (1,5) o
(5,1) (referir a fig 2.1.2).

= De los estados generados los que contribuyen més a la entropia son los
que tienen enrrollamientos que tienen una longitud efectiva dada por

Rep = Q1Q5R.

Figura 2.3: Cuerdas abiertas que terminan en distintas branas y se enrrollan en
ellas. Para el conteo de entropia las que terminan en branas de distintas dimensiones
contribuyen de forma dominante.

Las cuerdas abiertas estdn ancladas en las branas con 1/R.s unidades
de momento. Todas estas simplificaciones son posibles si las cargas @; son
grandes. Ahora se realiza la cuenta de los estados posibles para los tipos
(ir):

Como las cuerdas son orientadas, el total de posibilidades es (4Q1Q5)
para bosones y (4Q1Qs) para fermiones®. Con este conteo ahora tratamos el

8Indices de Chan-Paton.
9Para una determinacién precisa de este niimero ver por ejemplo [17]

28



sistema de cuerdas como un gas ideal (sin interacciones), lo que nos permite
utilizar la teoria cinética de los gases.

El gas tiene (4Q1Q5) tipos de bosones y (2x4Q1Q5) de supercompaneros
fermiones, donde el factor de 2 viene por los dos posibles valores del espin
(£1/2). La energia total es Qog/R y la “caja” en que vive el gas tiene un
volumen 27 R. Por lo tanto la entropia es

S = \/%(1 +2) (4Q:1Q5) QR?Q (27R) = 27/Q1Q5Qog, (2.24)

que no es otra cosa que la entropia de Bekenstein-Hawking calculada ante-
riormente.
FEl resultado final se condensa en

Shicro = SBH (2.25)

que nos dice que jla entropia en ambos esquemas coincide!

2.1.3. Modelos cosmoldégicos

Veamos brevemente algunos aspectos referentes a la cosmologia en teoria
de cuerdas.

Como hemos visto, la teoria de cuerdas tiene como limite de bajas en-
ergias a distintas supergravedades. También es posible a partir de las ac-
ciones de supergravedad obtener ecuaciones de movimiento para los distintos
campos y en particular para la métrica las ecuaciones analogas de Einstein
en dimensiones superiores.

La cosmologia estudia la evolucion del Universo desde su posible inicio
hasta su forma presente. El objetivo de la cosmologia de cuerdas es estudiar
la dindmica del Universo através de las ecuaciones de movimiento de la teoria
descritas antes y examinar cuestiones como posibles escenarios de evolucién,
si incluyen una gran explosién singular, si presentan un periodo inflacionario
0 como se formé la estructura conocida.

La aproximacion estandar en cosmologia de cuerdas es analizar solu-
ciones dependientes del tiempo a las ecuaciones de supergravedad. Dada
la escala de energias caracteristica de la teoria de cuerdas las soluciones se
obtienen a niveles energéticos por abajo de la escala de Planck pero suficien-
temente alta para que no haya rompimiento de simetrias, lo cual es valido si
los campos evolucionan suficientemente lento como para ignorar los térmi-
nos de derivadas de orden superior y, como es de esperarse, las soluciones
que se puedan obtener en este contexto se consideran aproximaciones a las
exactas pero que aun asi exhiben caracteristicas importantes.
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Uno de los problemas fundamentales en la cosmologia es el de la inflacion,
donde el universo tuvo una época de expansién acelerada. La concepcién de
la inflacién ayuda a explicar ciertos aspectos del modelo del Big-Bang y
también genera un espectro primordial de inhomogeneidades que es esencial
para explicar la estructura del Universo a gran escala y las anisotropias de
temperatura de la radiacion de fondo de microondas. El mencionar el prob-
lema de la inflacién estriba en que todo modelo realista del universo debe
contener soluciones inflacionarias. Particularmente, a la luz de cosmologia
en teoria de cuerdas, se ha desarrollado hace algunos anos un modelo infla-
cionario denominado de pre Big-Bang en donde la aceleracion de la expan-
sién estd determinada por la energia cinética del dilatén que mencionamos
anteriormente; y aunque este modelo tiene algunos problemas resulta ser
una buena aproximacién al estudio de la inflacion en cosmologia porque
si bién no resuelve todas las interrogantes estructurales provee informacién
que en principio se puede contrastar con evidencia observacional o resultados
obtenidos en otras teorias.

Para dar una idea del andlisis cosmologico en teoria de cuerdas esta
seccion la dedicaremos a expresar cémo se obtienen soluciones cosmolégicas
en teoria de cuerdas efectiva, o bien, en teoria M. Para ejemplificar la utilidad
mencionaremos el modelo de pre Big-Bang y sus implicaciones. La literatura
al respecto es extensa y crece dia a dia [18].

Soluciones cosmolégicas y pre Big-Bang.

Como mencionamos previamente, en principio es posible obtener solu-
ciones con dependencia temporal a las ecuaciones de movimiento de su-
pergravedad en 10 u 11 dimensiones, e imponiendo ciertas restricciones,
estas pueden considerarse como soluciones cosmoldgicas. Estas soluciones
se pueden obtener en distintas dimensiones dependiendo de la compacti-
ficaciéon impuesta y comprenden sectores homogéneos, isotropicos, planos,
inhomogéneos y anisotrépicos.

Particularmente discutiremos soluciones a cosmologia 4 dimensional en el
sector NS-NS y para cosmologias 4 dimensionales homogéneas podemos con-
siderar la teoria (4+d) dimensional compactificada en un d-toro isotrépico.
Entonces, el espacio interno estara parametrizado por el pardmetro 3 que no
es otra cosa que su volumen, y desde el punto de vista de (d+4) dimensiones
es un campo médulo o “modo de respiracién” 0.

10Breathing mode’.
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La forma de la métrica es
2 2 i 17 \/Eﬁ b
ds™ = —dt” + g;j dx'dx’ + eV 175, dXdX°, (2.26)

donde %, j = 1,2, 3 representan las dimensiones internas y a,b =4,...,9 las
transversales en el toro. Escribimos la accién de NS-NS

S= /d4x gle—? {R—k (Ve)? — %(vw - %e2¢(VU)2 @27

donde ¢ es el dilaton y o es el axion.
Hablando de cosmologias homogéneas e isotrépicas estas tienen la forma
de FLRW
dsi = a*(n) (—dn® +dQ2), (2.28)

donde a es el factor de escala del universo, 7 es el tiempo conforme y dQ22
es el elemento de linea del espacio 3-dimensional con curvatura constante
k=0,%£1 )
A% = dy? + <M) (d6? + sin® 0dp?) . (2.29)
VE
Para ser compatible con la homogeneidad e isotropia de la métrica todos
los campos deben ser espacialmente homogéneos. En el marco de Einstein las
soluciones con estas caracteristicas se pueden interpretar como cosmologias
FLRW para un fluido perfecto, donde la velocidad del sonido es igual a la
de la luz. El factor de escala estd dado por

- - T
4=y | —=,
1+ k72

asx €S una constante y

N
Il

e %/, (2.30)

|| 712  tan |x[?n] & >0,
r=1{ || k=0, (2.31)
|| ~Y/2| tanh |s|'/?n| K < 0.

En el marco de la cuerda tenemos la solucién de radios rodantes o “rolling

radii”
7-1+\/§cos Ex
a = a —_——
* 14+ k12 7’

Pl — ecp*T\/?:cosg*’

& = efrpVising (2.32)
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donde &, es una constante de integracion que determina el cambio del dilatén
con respecto de (3.

Estas soluciones presentan una dualidad del factor de escala que, cuando
se implementa junto con inversién temporal, implica que el pardametro de
expansion de Hubble H = d(Ina)/dt permanece invariante H(—t) — H(t)
mientras que H(—t) — —H (t).

Una solucién caracterizada por'! @ > 0, @ < 0, H < 0 es asociada con
una fase de expansion inflacionaria en el pre Big-Bang, ya que esto nos lleva
aifa=H+ H?>0.

El radio de Hubble, H™!, decrece conforme ¢ — oo y la expansién se
llama super-inflacionaria. Asi que la cosmologia del pre Big-Bang es tal que
tiene un periodo de super-inflacién, determinado solo por la energia cinética
del dilatéon y de los campos escalares. Esta etapa estd relacionada con la del
post Big-Bang FLRW a través de dualidades. Estas dos fases estan separadas
por una singularidad original y, aunque no es claro cémo “saltarla”, existen
algunas propuestas para entender este comportamiento (ver [18]).

A través de las soluciones (2.30,2.32) es posible determinar el compor-
tamiento de la solucién y comprobar que preserva caracteristicas tipo FLRW:
esto es precisamente lo que queriamos obtener en el modelo. Aspectos dis-
tintos de las soluciones que se pueden determinar como inhomogeneidades
y anisotropias son posibles al utilizar dualidades de los campos, permitir un
axion dependiente del tiempo, etc.

El anélisis presentado en estas dos secciones evidencia que al menos
dos aspectos gravitacionales en teoria de cuerdas se han estudiado profun-
damente: los agujeros negros y modelos cosmolégicos. Aunque hay todavia
mucho que decir y hacer para poder argumentar que se cuenta con una teoria
de gravedad cudntica completa y consistente, el camino se ha trazado y los
bosquejos de construccién y dominio se han empezado a dilucidar.

Ahora procedemos a realizar un breve recuento de estos dos mismos
problemas en el otro esquema de gravedad cuantica: gravedad candnica en
lazos. Posteriormente compararemos los esquemas.

2.2. Gravedad canonica en lazos.

2.2.1. Introduccion.

Discutiremos brevemente las caracteristicas més sobresalientes de la otra
propuesta principal para ser una teoria de gravedad cuantica: la gravedad

"Esto corresponde a una solucién post Big-Bang.
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canénica en lazos [19].

La idea fundamental de la gravedad cuantica candnica es cuantizar la rel-
atividad general partiendo de la identificaciéon de variables candnicas grav-
itacionales, de la cual la formulacion de lazos es un caso particular.

Consideremos la accion de Einstein-Hilbert en 4 dimensiones

1
167G

1
S = / & oy=g(R—20)+ —— [ @ 2yGK + Spat,  (2.33)
M

8rG oM
donde M es la variedad del espacio-tiempo donde se define la teorfa, g;; es
la métrica inducida en la frontera de M y K es la curvatura extrinseca en
OM . Como ya sabemos, esta accién es invariante ante difeomorfismos.
Como variante a la accion escrita en términos de la métrica podemos
describirla en funcién de una base ortonormal (o de tétradas) y de conexién
de espin como variables independientes, a saber, g"” eﬁe;’ = !/ y conexién
wul J con curvatura wa‘] = 8[Mwu]l 7+ [wy,wy] I7. De esta forma la accién
queda

1
S = e /d4 z|dete| (" e"  Rypry — 2A) + Smat. (2.34)

Ademds de invariancia ante difeomorfismos esta accién es invariante de
Lorentz en el espacio tangente definido por la tétrada. Es directo deter-
minar que, al extremizar esta accién, se obtienen las mismas ecuaciones de
Einstein obtenidas de (2.33), siempre que no haya torsion.

Ahora, es posible introducir una formulacién tipo ADM: se puede fijar
la triada de tal forma que e? =0, I = 1,2,3, y se define una “triada
densitizada” y una conexién SO(3) local

Ej = e, Al = TRA g, (2.35)

en una rebanada temporal ¥ y la correspondiente curvatura Fzé( asociada a
AiK . En esta definicién se tiene que

1 i
1J 1J IJ KL
A = 3 <wM — 5 €KL Wy > (2.36)
es la conexion auto-dual definida por la conexion de espin.
Podemos escribir la accién (2.33) en términos de estas nuevas variables
Al ., (con esto exhibimos las caracterfsticas de variables ADM)

1 . ’ 1/ N
=— [dt | &z |iAlOE} —iAy Gl +iNV, — = — 2.
S e / /E x [z O ET —1AgrG” +IN'Y 5 <\/§> S] (2.37)
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donde las constricciones se leen

I 7
G = DE,
Vi = EJI‘FZ'jI?
o A
S = 'NE/E/Fjx — e ’NEE/ EX. (2.38)

6

D; es la derivada covariante con respecto a la conexién Ai‘]

De esta forma el espacio fase es el de una teorfa de Yang-Mills (las A,”
son los potenciales de norma y los Ei‘] sus campos eléctricos conjugados)
compleja con grupo de norma SL(2,C) con constricciones adicionales. Par-
ticularmente la primera ecuacién en (2.38) es la ley de Gauss.

Ahora, a pesar de que las constricciones son polinomios en “posiciones y
momentos”, hemos tenido que complexificar los grados de libertad gravita-
cionales que en principio tienen que ser reales.

Una posibilidad de recuperar la teoria original real es implementar condi-
ciones de realidad [20]. Alternativamente podemos mantener el uso de vari-
ables reales como sigue. La conexién (2.35, 2.36) puede escribirse alternati-
vamente como

- 1
01 I I I 0IJK
w,m ="Ky =K;, T = ¢ WiJK - (2.39)
donde Kj;; es la curvatura extrinseca de ¥. De esta forma la conexién queda
como AZ-I = I‘Z-I + zKZI

Es posible usar una combinacién lineal real'?

AT 1! 4 KT (2.40)

con v un pardmetro arbitrario llamado de Immirzi'? [22, 23].
La conexién (2.40) y su conjugado (2.35) llevan a la estructura simplécti-
ca

{E}', Ag.”“} = —877Go] 61 83 (x — o). (2.41)

12Fs conocido que la teorfa de gravedad en su formulacién compleja (como las vari-
ables de Ashtekar) es invariante bajo CP. Esto puede ser visto al escribir la accién que
reproduce la relatividad general més términos de frontera con factores imaginarios ([21]).
Sin embargo, el agregar estos mismos términos con pardmetros reales (que corresponderia
al pardmetro de Immirzi descrito aqui) rompe tal simetria. Serfa interesante estudiar las
implicaciones que este hecho acarrea.

13La gravedad cuéntica en lazos se basa en la cuantizacién a la Dirac de las constricciones
(2.38), que se simplifica si se usa una formulacién real como se describié en el parrafo
anterior.
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Con estas expresiones clasicas se puede atacar el problema de la cuan-
tizacién, empezando por ejemplo en la representacién de conexiones, esto
es, con un espacio de funcionales W[A] de la conexién. Tomando en cuenta
(2.41) podria considerarse

E; = —SWVG%. (2.42)
En la seccién 2.2.3 describiremos algunos detalles de este andlisis en el caso
concreto de la cosmologia cudntica con lazos.

Ahora, debido a que en la formulacién candnica de la relatividad general
la dinamica queda codificada en un conjunto de constricciones a nivel cudnti-
co estas se implementan usando el método de Dirac. A saber, Cv ris = 0,
donde C es una constriccién que nos lleva a los estados fisicos W.

En general uno de los grandes logros de la gravedad en lazos es el darle
sentido a expresiones del tipo (2.42) como operadores bien definidos en un
espacio genuino de Hilbert. Esto se ha obtenido en base a las llamadas
“redes de espin” que permiten definir funcionales de la conexién invariantes
de norma. Ademds, se ha demostrado como definir un producto interno en
este espacio y darle la estructura de espacio de Hilbert, cuya base son las
redes de espin [24].

De esta forma se han podido definir otros operadores “geométricos” como
el de drea y volumen A, V| para los cuales el espectro respectivo es discreto y
depende del pardmetro de Immirzi. Es decir, la geometria del espacio resulta
tener caracter discreto.

Enseguida discutimos brevemente la aplicacién de la cuantizacién candénica
con lazos al caso de agujeros negros y cosmologia cuantica.

2.2.2. Entropia de agujeros negros.

Revisemos ahora lo que se ha estudiado en gravedad cuédntica en lazos
respecto a la entropia de agujeros negros. Para mas detalles ver [25].

Primero supondremos que la entropia del agujero negro estd asociada,
en el sentido clasico, con el horizonte de eventos del mismo. De esta forma,
la filosofia del calculo de entropia de agujeros negros en gravedad candnica
en lazos es identificar los estados cudnticos que describen el horizonte y
cuantificar la degeneracién de los estados respectivos. Especifiquemos.

Hemos visto que en el espacio fase clésico, la variable de configuracion
bésica es la conexién A¢ de SU(2), y su momento conjugado E{ es la triada
densitizada'4. Histéricamente el primer paso fue construir variables de lazo

14E] anslogo del campo eléctrico en electrodindmica.
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SU (2)-invariantes; las variables de configuracién son los lazos de Wilson:
dado un lazo cerrado (3 en la variedad tridimensional ¥ se define

(8] = %Tr exp (G yi A, dza), (2.43)

donde G es la constante de Newton.

A pesar de no estar bien definido el concepto de operadores locales (ten-
emos una teorfa invariante ante difeomorfismos), existen operadores no lo-
cales bien definidos como el de area de una superficie [26].

Las variables de configuracién son una conexién de SU(2), A% en una
variedad tridimensional 3 donde ¢ es el indice interno del grupo. Su momento
conjugado E;’ tiene la interpretacién geométrica de una triada ortonormal
con peso uno, y estos generan la estructura simpléctica (2.41).

Asi pués, observables geométricos (funcionales de la métrica tridimen-
sional) pueden ser expresados en términos de E]b Fijemos en la variedad
cualquier superficie analitica y finita sin frontera S: su area Ag es una fun-
cién real bien definida en el espacio fase completo de relatividad general
(que depende solo de Ejb) Se puede comprobar que la relacién entre el area
y la métrica es

Ag = / dat A da? (E3E)"? (2.44)
S

donde por simplicidad se ha supuesto que las coordenadas que parametrizan
a Ssonx!,z? en 22 = 0. La idea general para determinar el espectro del 4rea
cuantica es definir el operador correspondiente en el espacio de Hilbert H°
y determinar sus propiedades. Debido al caracter no local de los operadores
que esperariamos en el lado cudntico (como 2.42) es necesario implementar
un esquema de regularizacién para definir correctamente los mismos.

El analisis se basa en la construccion previa de un espacio de Hilbert
de la teoria (las funciones de onda). Como hemos visto, en la formulacién
de teoria de norma de la relatividad general, se puede considerar el espacio
A/G de conexiones de SU(2) médulo transformaciones de norma en una
variedad tridimensional espacial ¥ como el espacio de configuracién clésico.
Una extensién de este espacio, A—/g, es el dominio de las funciones de onda
cuanticas. Los ingredientes para construir estos espacios son los siguientes.

Una arista es una sub-variedad orientada unidimensional de 3 con dos
puntos frontera, denominados wvértices, que es analitica en todos lados. Un
grafo en Y. es una coleccion de aristas tales que la interseccion de dos de
ellas solo se da en sus vértices. De esta forma se puede construir el espacio
de configuracién asociado con el grafo v: se tiene el espacio A, donde cada
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elemento de este asigna a cada arista de v un elemento de SU(2) y el espacio
G, que asigna vértices del grafo con elementos de SU(2); formamos el espacio
de configuracién A /G, .

El espacio de configuracién cuéntico (que es compacto) serd una exten-
sién del clasico asi formado. Los estados cudnticos se expresan como fun-
ciones complejas de cuadrado integrable del espacio cuantico .4/G. Un estado
cuantico tipico se puede visualizar de la siguiente forma. Fijemos un grafo
7 con N aristas y consideremos funciones ¥, de conexiones generalizadas
de la forma W, (A) = U(A(e1),...,V(A(ey)) para alguna funcién suave ¥
en [SU(2)]™, donde los e son las aristas del grafo. Las funciones ¥, saben
de las conexiones solo a través de las curvas que constituyen las aristas del
grafo (estos son los estados cuanticos de la “red” 7). Dado que cada uno de
estos estados depende solo de un numero finito de variables se denominan
“funciones cilindricas”, denotadas por Cyl.

La construccién del operador de area que corresponde a la superficie
(ver [26]) se determina considerando grafos que intersecan la superficie: es-
to evidentemente queda codificado en el conjunto de aristas y vértices. La
expresion es

1/2

A~

02 A A
Ag -0, = ?P DD wlla, J)XG, X5 | -0, (2.45)
« Io,Ja

La suma se realiza sobre todos los pares orientados (I, .J), I, etiqueta las
aristas de -y en el vértice v, a etiqueta los vértices en los que «y interseca a
S. k(I,J) = K1k es cero si cualquiera de las dos aristas ey, e no interseca a
S o esta contenida completamente en S, vale 1 si se encuentran en el mismo
lado de S y -1 si estan en lados opuestos. X} es un operador asignado al
vértice v y a una arista e; que interseca a v.

Se observa pués que el drea de la superficie S esta dada por la interseccion
del grafo con ella. Podemos identificar los grados de libertad del grafo en el
grupo de norma como si llevara “color” en los vértices. Dada una superficie
y un grafo, las unicas cantidades invariantes ante difeomorfismos son los
vértices de interseccién, por ello es que la informacién se encuentra en los
indices de los mismo.

Con estos precedentes veamos un analisis heuristico de la entropia de
un agujero negro. Un caso particular de superficie es una esférica, que si
se identifica con la superficie del horizonte de eventos de un agujero negro
nos provee una degeneracién de los estados que la constituyen y permite
entonces estimar su entropia. El espectro del operador de area para una
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superficie esférica, cuando no hay vértices sobre la superficie es
n
A=03 Vil + 1), (2.46)
i=1

Cada valor semientero de momento angular (o espin) j;
Ji=1/2,1,..., (2.47)

se le asigna a cada uno de los n vértices que intersecan la superficie. Los
valores de los momentos angulares estan restringidos por

n
» ji=m, meL. (2.48)
i=1

A cada valor de espin j; se le asocian (2j; + 1) proyecciones posibles,
de —ji,...,Ji. Ademds, de (2.46) se observa que los valores de la entropia,
calculada a partir de esto, dependeran del pardmetro de Immirzi ~; de esta
forma, al investigar los valores de la entropia del agujero negro, es posible
determinar los valores del parametro.

Se define la entropia de una superficie esférica S como el logaritmo del
numero de estados de la misma con (n, m) y m; fijos, donde m; es el niimero
de aristas con j dada. Debido a la degeneraciéon mencionada en el espin, se
tiene

m!

S = In 95 4 1)
[T+ T, e

J
= ijln(2j+1)+ln ij! —Zlnmj!, (2.49)
J J J

con restricciones

ij =m, Zj mj = n. (2.50)
J J

Es razonable pensar que la entropia de un agujero negro en equilibrio es
méxima. Con esto en mente se busca la distribucién de los j; en los lados de
la grafica que determine la entropia maxima para un n = j; fijo.

Si todos los j; son iguales a 1/2 entonces mj = md; /2, m =2ny

S=(2In2) n. (2.51)
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En este caso, para los valores de (j;, m) dados, el drea es
A = ~0%/3n,

y se determina que
~ 8In2

V= m 2.52
3 (2:52)
como se mencioné antes.
Se ha estudiado el caso en que todos los valores para j se permiten,

obteniendo

S =-2In (1 - %)n v = 6,678. (2.53)

De esta forma se puede estimar la entropia microscépica del agujero negro
al realizar el conteo de la degeneracién de asignacién de espin en la config-
uracién, se verifica la férmula de Bekenstein-Hawking y al mismo tiempo se
determina el valor del parametro de Immirzi ~.

Sin embargo, bajo este esquema de calculo podemos preguntarnos: jcomo
sabemos que la superficie estudiada representa realmente un agujero negro?
Es evidente del estudio descrito que nada nos dice cémo identificar el agujero
negro aqui: jcualquier area tiene entropia!

Por esto, en [27] fue posible identificar los grados de libertad del hori-
zonte del agujero negro y realizar un conteo de degeneracién de estados que
permite calcular su entropia. El espacio-tiempo clasico correspondiente al
agujero negro se muestra en la figura (2.2.2).

Esto corresponde a un agujero negro aislado, sin carga y estatico (Schwarzschild).
Las condiciones que se imponen en el espacio fase clasico para obtener es-
ta configuracion se obtienen al agregar a la accién de Einstein-Hilbert un
término de frontera, quedando

i

S = —SWG/MTr(Z/\F)

1 Ag 2
- — [ Tr{ANdA+-ANANA 2.54
87rG47r/A r( +3 )’ (2:54)

en las variables antes definidas, donde F' es la curvatura de la conexién A.
El término de superficie es del tipo Chern-Simons.

Como antes, es posible pasar de estas variables a variables de Ashtekar
reales con el parametro de Immirzi ~, obtener una estructura simpléctica
y promover a operadores las variables clasicas que identifican la superficie
para obtener la cuantizacién de la misma. Explicitamente se tiene

Ay =Ty — K, (2.55)
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Figura 2.4: Diagrama de Carter-Penrose de un agujero negro aislado que posible-
mente emitié radiacién en su proceso de formacién, [27].

donde I' es la conexién de espin tridimensional compatible con la triada y
K es la curvatura extrinseca en M.

Los estados presentes en el sistema son de dos clases: estados de “bulto”
(o de volumen) y estados que identifican la superficie del horizonte (los
correspondientes al segundo término del miembro derecho en (2.54)). Son
estos ultimos estados los que proporcionan la informacién para la entropia. A
pesar de que cldsicamente los grados de libertad de volumen y de superficie
no son independientes, en la teoria cuantica estos se desacoplan de forma
bien determinada [28]. Esto permite realizar el cdlculo de forma maés directa.

Como se discutié anteriormente, estos estados de superficie estan deter-
minados por las intersecciones de los grafos con la superficie en (pi,...,pn)
puntos y etiquetados por (ji,...,jn) valores de espin. Entonces el espacio
fisico corresponde a estos estados de superficie “perforados” etiquetados por
los espines j; de una teoria de Chern-Simons U(1).

Aunque formalmente el espacio completo estd compuesto de estados de
volumen y superficie, los primeros no cuentan para el agujero negro; por
esto se construye una matriz de densidad pyp,, trazada sobre los estados de
volumen, que describe una mezcla de entropia maxima de estados de area
del horizonte. El calculo de la degeneracién de los estados de la superficie
que describen el horizonte del agujero negro se obtiene de

Sph = —Trppp In ppp, = In N,
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donde Ny, es el numero de estados de superficie de Chern-Simons.
Finalmente la entropia queda (utilizando j; = 1/2)

In2

Y0
S ——Ag, = —,
bh Sy Y0 7r\/§

= 2.56

como se habia anticipado en (2.51).

2.2.3. Modelos cosmolégicos.

., Qué podemos decir acerca de la cosmologia cudntica canénica? Basica-
mente la cosmologia cudntica en lazos (lqc) estudia la geometria cudntica
con ciertas restricciones de homogeneidad espacial impuestas que ha sido
desarrollada exhaustivamente. Para una revisién més extensa consultar [8].

Para comenzar se necesita definir objetos basicos construidos a partir del
potencial y su intensidad A, F' como los definimos arriba en (2.40), en una
variedad ¥. En Iqc se usan holonomias he(A) = Pexp [, ALérdt € SU(2) y
flujos Fs(E) = [, S Eingt d?y, donde 7; son matrices de Pauli, é es el vector
tangente a e y ng es la co-normal a la superficie S.

Para que las holonomias y los flujos contengan la misma informacién que
los campos originales (A, E) se requiere que todas las curvas e y superficies
> sean permitidas en la integral respectiva. De esta forma los primeros
representan el espacio fase de RG . Més adn, las holonomias y flujos son
cerrados bajo los paréntesis de Poisson y ademds existe una representacién
de los paréntesis como un algebra de operadores en un espacio de funciones,
que es unica.

Los operadores bésicos son matrices de holonomias que actdan multi-
plicativamente en los estados y los flujos como operadores diferenciales. Los
estados tienen una base dada por redes de espin que estan asociadas con
grafos en Y, cuyas aristas estan etiquetadas por representaciones irreducibles
de SU(2). Con esto tenemos las bases para construir una teoria cudntica de
gravedad, en particular se pueden construir operadores compuestos a par-
tir de las holonomias y flujos que ademés pueden tener una estructura mas
complicada.

Para estudiar modelos cosmoldgicos hay que imponer simetrias a los
estados y/o operadores en que estamos trabajando. Para el caso de isotropia
se tienen la triada isotrépica B = pAl X% y conexién AY = cAtwl, donde
wr, X7 son l-formas y campos vectoriales invariantes en SU(2) y A es una
matriz interna de SO(3). De estos operadores las componentes fisicas son
(p,c), cuya relacién con el factor de escala es |p| = a?, ¢ = (k —va)/2. k
etiqueta la curvatura del espacio.
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Para la constriccién Hamiltoniana se tiene

12972 [e(c — k) + (1 +7*)k*/4] V/Ip| = 871G Hyaperia(6),  (2.57)

donde ¢ representa los campos de materia presentes a través de su Hamil-
toniano.

Los estados simétricos en lqc definidos en conexiones invariantes para
definir las holonomias son

hr = exp <cAiITi /wl> = cosc/2 4 27ysinc/2. (2.58)

Los estados isotrépicos invariantes de norma dependen de la conexién
a través de las holonomias que sean de la forma ¢(c) = _, Pueel?, El
analogo de la base de redes de espin estd dada por
exp (inc/2
<>z SRUNe/D) oy (2.59)
V/2sin (¢/2)
Un andlogo del operador de flujo esta dado por la cuantizacién de la
componente isotrépica de la triada p

1
pln >= Ew%nm > . (2.60)

De esto se puede ver que p tiene un espectro discreto y por ello la geometria
es discreta. Algo similar pasa para el factor de escala a = /|p|.
Estos hechos resultan tener consecuencias por demds interesantes:

s Evolucién discreta.

La cuantizacién de la constricciéon Hamiltoniana (2.57) resulta en una
ecuacion analoga a la de Friedman, que en el caso cuantico se convierte
en una ecuacién en diferencias. Para volumen pequefio® se puede de-
mostrar que no hay singularidad cosmoldgica.

Como ejemplo, la ecuacién isotropica
G = (Viys — Viys)et®
3™V GlpHmat ) ¥n(®) = (Vg — Vays)e Pnia(d)

2+ VK (Vi1 = Ve 1)¥n(9) = (Vs — Vaos)e™ Fhn_a(9). (2.61)

no tiene problemas cuando se toma la singularidad n = 0. Esto per-
mite evolucionar de n negativos a positivos. De esta forma la frase de
ausencia de singularidad clésica esta justificada.

15En este caso valores del volumen cercanos a cero corresponden a la singularidad clésica.
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= Potencias inversas del operador de escala.

Como se vibé para la ausencia de singularidad, es necesario que el
Hamiltoniano de materia cumpla H,,(0) = 0, por ejemplo para un
campo escalar

~ 1— R =R
0= §a_3 ® P2 +a° @ W(9).

De tal forma que, al menos para este Hamiltoniano, se requiere una
cuantizacién para a~3. Sin embargo, si queremos utilizar potencias
inversas de p tendriamos problemas ya que el espectro de este operador
contiene a 0, lo que lo haria indefinido.

Existe una forma alterna para cuantizar este operador, que viene de
la teorfa completa (sin simetrizar): se escribe el operador como

a™? = (3 [87yGiep] ™! {07 ,p‘l}>3/<2—2l> |

donde no se necesita una potencia negativa si 0 < [ < 1. Al reescribir
esta expresiéon en términos de holonomias se puede cuantizar utilizando
los operadores de holonomia y flujo y promoviendo los paréntesis de
Poisson a conmutadores.

El resultado de esto es un operador bien definido y finito que no mues-
tra la divergencia clasica en ¢ = 0. También en la expresion clésica
para la ecuacién de Friedman aparecen potencias de a ', asi que por
medio de un procedimiento andlogo para a2 se determina para este

operador
1 2
1= 3AL) 2.62
“ (2777G {C’ i }> (2.62)

Utilizando los operadores de holonomia y de volumen se obtiene un
operador de nuevo bien definido con eigenestados |n > y eigenvalores
dados por

CT_\l‘n >= % (\/V\n|/2 — \/‘/‘n‘/2,1) , (263)

donde

3/2
Va1 = (v6/6)"" /Qnl = Dl (n[ + 1)
son los eigenvalores del operador de volumen.

De esta forma se puede notar que los operadores cuanticos del factor de
escala son finitos y bién definidos para volumen pequeno (singularidad
cldsica) y que en el limite cldsico ((p — 0) el comportamiento clasico
se recupera.
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2.3. Resultados en ambos esquemas.

Como se puede ver en las secciones anteriores, en las dos propuestas
mas promisorias para una teoria de gravedad cudntica se tienen avances
relevantes.

Tanto en teoria de cuerdas como en gravedad candnica en lazos se han
podido estudiar ciertos aspectos como agujeros negros y modelos cosmologi-
cos, y con esto se ha sido capaz de darle interpretacion a problemas asociados
con caracteristicas de estos a nivel cuantico. Los logros y limitaciones en ca-
da esquema pueden ser revisados, ademas de lo que hemos incluido en esta
breve revisién, en la abrumadora literatura al respecto.

Particularmente en este capitulo hemos visto como se puede determinar
la entropia asociada a ciertos tipos de agujero negro a partir de un conteo de
grados de libertad microscépico (2.25,2.56) que corresponde a la calculada
por Bekenstein y Hawking (1.17). Por el lado de teoria de cuerdas la mayor
limitacién es que el tipo de agujeros negros para los cuales tal conteo se puede
realizar y se tiene bajo control esté (hasta ahora) limitado por caracteristicas
de supersimetria que debe preservar: esto se traduce en considerar agujeros
negros extremales y cuasi-extremales. Por el lado de la gravedad cuédntica en
lazos el calculo se puede realizar para un espectro mas amplio de agujeros
negros, pero tiene la seria limitacion de que el valor preciso de la entropia
depende de un parametro que la teoria no puede fijar: parametro de Immirzi.

Asi mismo mostramos que en la cosmologia cudntica también existen
propuestas en ambos esquemas que permiten determinar propiedades cuanti-
cas: modelos inflacionarios modulados por distintos campos escalares en
teoria de cuerdas (seccién 2.1.3) y un comportamiento finito y regular del
operador de volumen en cosmologia para tiempo cero en gravedad cudntica
en lazos (seccion 2.2.3).

Ambos modelos son susceptibles de modificaciones y mejoras para au-
mentar su grado de explicaciéon de fendmenos y para ampliar el espectro
de aquellos que pueden describir y estudiar. Sin embargo, mencionaremos
algunos puntos que en general hacen diferentes a ambos enfoques'®.

El mérito principal de la teoria de cuerdas es que contiene no solo una
teoria de gravedad cudntica, sino que aspira a ser una teoria de unificacién
de todas las fuerzas de la naturaleza, adema&s de tener una expansion per-
turbativa bién definida y finita a todo orden. Su mayor incompletez es que
no se tiene una formulacién independiente de un espacio de fondo, y los

16Esto permitirfa a los interesados, tal vez, en decidir sobre cusl de los dos enfoques es
el de su preferencia.
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intentos por obtener una descripcién no perturbativa (teoria M) son hasta
la fecha poco entendidos. Si lo pensamos en esta forma, en realidad no se
tiene absoluto control sobre procesos que existen a la escala de Planck, que
es la regién donde aplican fenémenos no perturbativos.

También existen 5 teorias consistentes de cuerdas, 4 de ellas para cuerdas
cerradas (ITA,IIB,SO(32),E8 x E8) y una para cuerdas abiertas (I). Sin
embargo, con el descubrimiento de dualidades entre estas se piensa que ellas
son un cierto limite de una sola teorfa no perturbativa en 11 dimensiones!”:

teorfa M (ver fig. 2.3).

S0(32)

1A

E8 xE8

Figura 2.5: Relacién entre las distintas teorias existentes de cuerdas como partes
de la teoria M. La relacion es debida a las dualidades.

Por otro lado, en gravedad candnica en lazos se tiene una formulacién
matematica rigurosa no perturbativa e independiente del fondo de la relativi-
dad general en su régimen cuantico. Con esto se puede proveer explicaciones
de fenémenos a la escala de Planck, sin necesidad de supersimetria por ejem-
plo. Sin embargo el mayor problema o limitaciéon es que no tiene una forma
tnica en la cual definir la dindmica!®, y comparativamente con teorfa de
cuerdas no intenta formular una teoria de unificacién.

Es claro que lo expresado no son todos los pros ni los contras de ambas
propuestas sino solo ejemplos, y mas bien el objetivo de estos comentarios

"M es por mégica, misteriosa e incluso matricial.

¥Por ejemplo, la existencia del pardmetro de Immirzi nos dice que es posible obtener,
tal vez, los mismos resultados aun deduciéndolos a partir de fenémenos completamente
incompatibles o distintos.
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es el de enfatizar que hasta la fecha ambas propuestas son tentativas: de
ninguna forma son teorias completas. Mas atin, todavia hay mucho que decir
del lado fenomenoldgico.

Pero nuestra intencion es explotar las riquezas que se pueden extraer de
ambas propuestas.
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Capitulo 3

Supersimetria y
supergravedad.

En este capitulo revisamos un método para obtener soluciones tipo agu-
jero negro en 4 y mas dimensiones. Este consiste en identificar el grado
de supersimetria como una condicién adicional a las ecuaciones de super-
gravedad.

La ventaja de este método con respecto a resolver directamente las ecua-
ciones de supergravedad es que las ecuaciones que determinan el grado de
supersimetria son de primer orden (jy més faciles de resolver!).

Ademds, para el caso que estudiamos es posible obtener nuevas soluciones
del tipo de onda plana a partir de las primeras al realizar un proceso de limite
(limite de Penrose).

También empleamos la dualidad conjeturada AdS/CFT para determinar
posibles teorias duales.

Ilustraremos el método mencionado arriba con el ejemplo de una solucién
de agujero negro debido a Romans [30].

Nuestros resultados originales presentados en este capitulo se encuentran
reportados en [4].

3.1. Introduccion.

Obtener soluciones exactas a las ecuaciones de Finstein que representen
configuraciones de agujeros negros o modelos cosmoldgicos ha sido motivo
de investigacién desde que se propuso la teorfa de la relatividad general [32].
Hawking determind, por medio de un calculo semicldsico, que los agujeros
negros radian con un espectro térmico (a esta radiacién se le determina de
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Hawking) [9].

Algunos agujeros negros, como el Reissner-Nordstrém extremal, pueden
ser identificados como solitones [33].

Discutimos anteriormente cémo el sector bosonico de teorias de super-
gravedad se puede interpretar como una generalizacion multidimensional de
la teoria de Einstein. De esta forma algunas de las soluciones que se deter-
minan en estas teorias de supergravedad resultan ser agujeros negros mul-
tidimensionales. Si las soluciones que se obtengan de esta forma preservan
cierto grado de supersimetria entonces seran estables ante perturbaciones,
de la misma forma que el agujero de RN extremal [34, 35].

Generalmente las soluciones solitonicas en bajas dimensiones de teorias
de cuerdas se obtienen al “enrrollar”’soluciones planas obtenidas en un espa-
cio de més dimensiones sobre un espacio compacto; al realizar esto general-
mente se rompe la supersimetria preservada originalmente y a estas solu-
ciones parcialmente supersimétricas se les conoce como torcidas'.

Por otro lado, ademas de la estabilidad que presentan los agujeros ne-
gros extendidos con cierto grado de supersimetria también muestran otro
hecho interesante. Como hemos visto las teorfas de supergravedad son el
limite de bajas energias de la teoria de cuerdas, asi que las soluciones de
supergravedad son soluciones de teoria de cuerdas. También es ampliamente
aceptado, basado en una cantidad abrumadora de confirmaciones, que existe
una dualidad entre teorias de campo superconformes con un nimero grande
de grados de libertad y teorias de supergravedad débilmente acopladas en
fondos tipo Anti-deSitter [31, 36, 37] y también con teorias no conformes
[38].

Entonces, un campo fértil donde verificar o implementar la dualidad
AdS/CFT es justamente en las soluciones de teorias de supergravedad que
contengan factores AdS. Una forma de obtener estas ltimas es tomar solu-
ciones conocidas de branas BPS en 10 u 11 dimensiones y torcerlas o enr-
rollarlas [39].

Podemos también tomar la teoria en 11 o 10 dimensiones, compactificarla
y estudiar las ecuaciones de movimiento asi obtenidas, o bien, las ecuaciones
de transformaciéon supersimétricas, que son ecuaciones lineales de primer
orden, imponer condiciones de torcimiento y asi obtener configuraciones de
campos que correspondan a soluciones gravitacionales, con la ventaja de que
de esta forma aseguramos la preservacién de cierto grado de supersimetria.

!Cuando se trata de definir espinores de Killing en espacios curvos, obtenidos al com-
pactificar o enrrollar soluciones de mayores dimensiones, hay que imponer proyecciones
sobre estos para que en el espacio de menos dimensiones preserven la caracteistica de
Killing; de ahi es de donde viene el nombre [40, 41].
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Finalmente, las soluciones obtenidas en dimensiones menores se pueden
encajar en la teoria original en 10 u 11 dimensiones y asi corresponden a
soluciones de branas parcialmente torcidas de supergravedad en D = 10,11
[3, 42, 43].

Con esto en mente, en este capitulo realizamos un encajamiento como el
mencionado arriba para soluciones a la teoria de supergravedad de norma en
D =4 con N =4y grupo de norma SO(4) en D = 11 y 32 supercargas [3].
Con la idea de aplicar la dualidad AdS/CFT utilizamos una propuesta de
métrica cuatro dimensional de la forma AdSs x Hy, donde Hy corresponde
a un espacio hiperbdlico en dos dimensiones.

Comenzaremos determinando soluciones a la teoria se supergravedad en
D = 4, para lo cual discutimos el procedimiento de Cveti¢ et al [3]. Real-
izamos una separacién del grupo de norma SO(4) ~ SU(2) x SU(2), de tal
forma que el campo de norma original se descompone en un par de campos,
transformando bajo cada SU(2).

En el caso en que apagamos todos los campos de materia obtenemos
como solucién el espacio AdSy, que preserva las 32 supercargas (se dice que es
maximalmente supersimétrico); interpretamos esta soluciéon como asintética
debido a que la configuracién de campos presenta ese comportamiento.

Si apagamos los campos escalares de materia (dilatén y axién) y per-
mitimos que los dos acoplamientos de los SU(2) sean iguales, obtenemos
otra solucién que corresponde a una métrica con un factor de AdS y que
preserva 1/8 de la supersimetria. Tal rompimiento de supersimetria puede
deberse a la igualdad de las constantes de acoplamiento y la forma de enr-
rollar esta solucién con el espacio transversal [40, 41]. Esta solucién admite
una interpretacién de horizonte cercano.

Por 1ltimo obtenemos una soluciéon que interpola entre estos dos regimenes.

Resulta ser que la solucién de horizonte cercano en el limite infrarrojo es
dual a una teoria superconforme de Yang Mills en 0+1 dimensiones, o bien,
una mecanica cuantica superconforme que puede ser interpretada a partir de
la M2-brana obtenida al encajar la solucién en 11 dimensiones [44, 45, 46].
Anélisis similares al nuestro se han desarrollado en otros trabajos (ver por
ejemplo [47], [48], [49] y referencias alli citadas).

Finalmente, y en conexién con la obtencién de soluciones, empleamos
un procedimiento para obtener nuevas soluciones a partir de nuestras con-
figuraciones, denominado limite de Penrose [50, 51, 52, 53, 54]. Ademads de
realizar tal limite y verificar que lo obtenido es solucién de la teoria en forma
de ondas planas paralelas (pp-waves) determinamos que estas nuevas solu-
ciones tienen un aumento en la supersimetria preservada, que parece ser una
caracteristica del procedimiento [53].
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3.2. Motivacion.

Al estudiar las soluciones que se obtienen en supergravedad y/o teoria
de cuerdas, un papel muy importante en ellas juega el hecho de si son o no
supersimétricas.

Una pregunta viene a colacion: jcudl es la relacién entre estas soluciones
y la supersimetria (especialmente para las soluciones tipo agujero negro)? O
bien, ;qué nos motiva a determinar soluciones por medio de ecuaciones de
supersimetria, si el interés son los agujeros negros?

Trataremos de responder estas preguntas por medio de un ejemplo estu-
diado en [30].

Repasemos la soluciéon de Reissner-Nordstrom en la teoria de Einstein-
Maxwell con constante cosmoldgica. El lagrangiano es

4e'L = —R+ Fpn F™ + 2A (3.1)

donde e es el determinante de la métrica y F' es la intensidad del campo de
norma A.

La solucién que nos interesa se puede describir por una métrica esta-
cionaria y esféricamente simétrica de la forma

2

d
ds? = —Vdt* T 77 (d? +sin0de?) . V=V(r).  (32)

El potencial vectorial consistente con las simetrias impuestas tiene compo-

nentes 0 I
A: (O,ﬁ,O,ﬁ) .

La solucién es
Vi) =1- "+ 2 oA, Z2=Q4H. (33)

Ahora fijémonos en la teoria de supergravedad N = 2 en D = 4. El
contenido de campos bosoénicos de esta teoria son un gravitén y un campo
de Maxwell A,, y los compafieros supersimétricos son los gravitinos ,,. El
lagrangiano es

de'L = —R+ FppF™ —6¢° + 200y Dty
_ 7 A\ MmN _
= 20y n+ 2 (F+F) Gttty (3:4)

con g la constante de acoplamiento.
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Las derivadas covariantes son
Dy, = Vg —igAp,
Vi = am+%wn?b'yab7 (3.5)
donde w es la conexién de espin relacionada con la métrica. No es dificil

convencerse que la accién (3.4) es invariante ante las transformaciones su-
persimétricas

der. = Re(ev"tYm),
0Ym = Ve,
A, = Im (&),

. 1 1

Vi = D+ 50%m + 7Fap? m,
donde € es un parametro espinorial que identifica la supersimetria de la
solucién y 7% es el conmutador de las gamas.

Para ser compatible con (3.1) se determina que A = —3g2. El caracter de

la solucién en el caso supersimétrico se obtiene al considerar fondos donde
los espinores son nulos, quedando una ecuacién de Killing espinorial

Vme = 0, (3.6)

cuya condicién de integrabilidad es simplemente la trivialidad de la super-
curvatura

Q€ = [Vim, Vnle = 0. (3.7)

Las ecuaciones que se desprenden de (3.6) son derivadas de primer orden,
cuya solucién se puede verificar al exigir (3.7). Para este caso, si utilizamos
(3.2) encontramos justamente (3.3), para valores no triviales del pardmetro
espinorial e.

Con esto podemos asegurar que el imponer el caracter supersimétrico
en supergravedad nos lleva a obtener una solucién tipo agujero negro que,
ademads, es estable: Reissner-Nordstrom.

Habiendo expresado nuestro punto acerca de la motivacion del trabajo,
procedemos al desarrollo del mismo.

3.3. Encajamientode D=4en D =11.

Discutamos brevemente el procedimiento de Cveti¢ y colaboradores para
encajar soluciones de supergravedad y la motivacién del trabajo realizado.
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La idea principal en [3] es determinar bajo qué caracteristicas y restric-
ciones de compactificacion de las teorias de supergravedad en 10 u 11 dimen-
siones las soluciones originales en dimensiones mayores siguen siéndolo en la
teoria reducida, o bien, si el proceso inverso (el de encajar de menos a mas)
también preserva el caracter de solucién. El caso en que esta consistencia se
ha comprobado es en la reduccién dimensional en esferas (S7, S4); asf que en
ese espiritu ellas proveen una compactificaciéon particular como describimos
a continuacién.

Generalmente el procedimiento de verificar la consistencia de ciertos
truncamientos a teorias de supergravedad consiste en reducir dimensional-
mente la teoria compactificando en un espacio compacto y reducir el niimero
de campos o componentes asi obtenidos; la consistencia se determina, en este
caso, si las ecuaciones de movimiento obtenidas a partir de la teoria com-
pactificada son equivalentes a las que se obtienen al realizar el desarrollo y
truncamiento de las ecuaciones de la teoria completa, y similarmente para
las cantidades geométricas como el escalar de curvatura o el tensor de Ricci
o Riemann.

Tomando como referencia [55] se determina un truncamiento de la su-
pergravedad con N = 8 en D=11 a la de N = 4 realizando identificaciones
de campos y de constantes de los grupos de norma en la teoria completa. El
resultado final es que el espacio se reduce a un espacio 4-dimensional enr-
rollado en una especie de esfera 7-dimensional aplastada, y el contenido de
campos de la supergravedad restante consistente con esta separacién son dos
campos escalares (dilatén y axién) y la métrica en 4 dimensiones, ademds de
un par de campos de norma de SU(2) que parametrizan la esfera transversal.
Como siempre estos campos se obtienen al realizar la reduccién dimensional
en la esfera del campo de Yang-Mills en D=11 y de la métrica.

El ansatz de la reduccién consistente con el truncamiento, de acuerdo a
lo expresado anteriormente, es

1 2 3 )
2 A2/3 2 —2 42 -2 2
ds?, = A*PLds?+2a72de? + 39 |axeg ;1:(;@
+ — E h! ) 3.8
C2 §<2 + 82 i:l( ) ( )

donde



c = cos, s = sin,
Rt = o' —aAl, hi =5 — A’ (3.9)
Las tres cantidades ¢, i = 1,2, 3, son 1-formas invariantes en SU(2) =
S3, que parametrizan la 3-esfera, y similarmente para las tildes. Los campos
de norma (A4;, /L) determinan el grupo SU(2) x SU(2) como norma elegida
para SO(4) en D=4, cuyas constantes de acoplamiento se eligen iguales a
g=g=a.

Los campos (¢, x) son el dilatén y el axién, donde el primero define el
campo X a través de X = e?/2. También se tiene la forma reducida para el
campo de norma F4) ([3]).

Para convencerse de que en la reducciéon dimensional de la métrica el
espacio transversal corresponde a una esfera 7-dimensional basta ver la es-
tructura de la misma en el caso “sin excitar”, es decir, cuando apagamos los
campos escalares (X = X = 1). En esta situacién y sin considerar el factor
(a™2/2) obtenemos para la parte transversal de la métrica

d02 = d€? + cos? £dQ3 + sin? £dQZ (3.10)

que es justamente la métrica de S”.

Con la reduccién obtenida, y el truncamiento realizado, podemos iden-
tificar la teorfa en D=4 con aquella de [56], simplemente realizando una
redefinicion de campos. La identificacién es importante ya que de alli se
pueden obtener las ecuaciones de supersimetria que sirven para corroborar
la consistencia del truncamiento.

Sin embargo, en [56] solo se considera el grupo SO(4), que al ser separado
en dos copias de SU(2), las ecuaciones de movimiento y de supersimetria
adquieren nuevos términos. Estos puntos son discutidos en [57].

En este tltimo trabajo (Zwiebach et al) se obtienen las correcciones a las
ecuaciones de supersimetria pero con constantes de acoplamiento indepen-
dientes en cada SU(2). Nosotros obtenemos las ecuaciones de supersimetria
empleadas en nuestro trabajo al fijar ¢ = g = « (ver seccién 3.4).

De esta forma tenemos todos los ingredientes para poder intentar deter-
minar soluciones a la teoria de supergravedad en D=4 asi obtenida y estudiar
sus caracteristicas, como describimos en las secciones subsecuentes.

3.4. Determinacion de soluciones.

Tomamos como punto de partida las ecuaciones de la teoria de super-
gravedad en cuatro dimensiones con grupo de norma SO(4) y N =4 [3].
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Queremos determinar si las solucidénes que determinemos son duales a
alguna teoria superconforme de Yang Mills; para ello pedimos que nues-
tra solucién contenga un factor de Anti-deSitter, asi que proponemos una
descomposicion de la métrica de la forma siguiente

ds?l = f(?“)dS?leS2 + g(r)ds%b, (3.11)

donde H» es un espacio hiperbdlico bidimensional y r es la coordenada radial
en el espacio de AdS.

En esta teoria tenemos como contenido de materia dos campos escalares
(axi6n y dilatén) (x, ¢), la métrica y un campo de norma de Yang Mills que
transforma bajo SO(4).

Realizamos una descomposicién del grupo de norma SO(4) ~ SU(2) x
SU(2) y con ello obtenemos dos campos de norma (A, A) con constantes de
acoplamiento g, §.2

El lagrangiano bosénico de esta teoria es

1 1 1
L = R- 5((%(]5)2 — 562(15(8”)()2 +2a%(4 4 2cosh ¢ + x2e?) — §€_¢F2
¢ 2¢
e ~0 X Xe
— [’ _ZFAF4—
2(1 + x2e%) 2 * 2(1 + x%e??)

donde hemos elegido g = g = «. Las intensidades de campo se calculan como
F' = dA* + %aeijkAjAk, i,j,k = 1,2,3, donde €% es el tensor totalmente
antisimétrico de tres indices.

De aqui podemos determinar las ecuaciones de Einstein

FAF, (3.12)

1 e —é o Yuv 2
R/w = §6u¢au¢ + 78MX8VX +e <FuaFu - TF >
¢
€ ~ ad uv £
W (FMOCFS - %FQ) — 6a2gW. (313)

Ahora, si fijamos A = A obtenemos las ecuaciones de Yang Mills corre-
spondientes

1
=0 (v=geepre) = <e—¢AZFWC - \/L__geﬂ”aﬁAz ;5) e, (3.14)

La propuesta de solucién consiste en apagar los campos escalares de
materia ¢ = y = 0 y tomar la métrica (3.11)

2h(r)
ds? = €2/ (—dt2 + er) + 67 (dx2 + dyQ) , (3.15)

2Cada campo y su constante de acoplamiento transforma en cada grupo SU(2).
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donde f, h son funciones por determinar.
Antes de determinar la solucién gravitacional podemos resolver (3.14)

directamente. Obtenemos?

k

- k -
Ai:Ai:;:F:fy:F?’—yQ; ¢=x=0, (3.16)

Ty
donde k es una constante por determinar.
A partir de aqui es directo ver que las componentes no nulas de las ecua-
ciones de Einstein son las que estan en la diagonal; escribimos explicitamente
las no triviales e independientes

Ry = f” + 2f/h/, (3.17)
Roy = —f"—2(h")? =210 +2f'W, (3.18)
1 _ _
R33 = Ry = —? (262(h h (h/)2 + 62(h f)h” + 1) . (3.19)

Al revisar la propuesta de la métrica, queremos tener un factor de espacio
hiperbdlico Hs, asi que es facil ver que una eleccién para el factor correspon-
diente de la métrica e’ es que sea constante, esto es, h(r) = cte. Con esto
las ecuaciones de Einstein se simplifican y podemos resolverlas directamente

_ —1+ /1+ 24(ka)?
2h  _
e = 572 , (3.20)

2 1
2f(r) — %2 - 21
‘ F2+ 1202 12 (3:21)

donde F? = 2k2e 4",

Podemos ver de la solucién anterior y de (3.15) que hemos obtenido una
solucién correspondiente a AdSs x Hs. Ademads, ya que el horizonte de la
solucién se encuentra en 7 = 0 y tal regién yace dentro de nuestra solucién,
a ésta se le nombraré la solucion de horizonte cercano.

Podemos decir algo méas notando lo siguiente: si apagamos todos los
campos de materia (solucién de vacio) ¢ = x = A = 0, y realizamos el
mismo procedimiento, obtenemos la siguiente solucion

2

2 _
ds—2

=3 (—dt? + dr? + da?® + dy?), (3.22)
que es justamente el espacio AdSy. Como esta solucién corresponde a realizar
el limite y — oo que corresponde a campos de materia nulos le nombraremos

asintotica.

3Esto se puede demostrar por célculo directo al sustituir estos campos en la ecuacién
de Yang Mills (3.14).
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Recordemos que la teoria de supergravedad que estamos trabajando en
cuatro dimensiones corresponde a una compactificacion de supergravedad en
once dimensiones como se describe en [3], asi que es posible de esta forma
“subir”esta soluciéon a once dimensiones y obtener soluciones correspondi-
entes a la teoria mayor. Aplicando el proceso inverso (encajamiento) a ambas
soluciones (asintética y de horizonte cercano) obtenemos

1. AdS, x ST
ds?, = 2 dt?+dr? +dx+dy? 2d2 1 2¢d0) in% £dQ
S“—W(_ +r+x+y)+$€+@ cos” §dS23 + sin” £dS23 ] ,

(3.23)
donde (df23, df23) son métricas de esferas tridimensionales.

2. AdSy x Hy x S7 (la tilde significa un aplastamiento o deformacién de

ST
2 1 e?h 2
2 2 2 2 2 2
ds?, = mﬁ(—dt + dr?) —I—?(daﬁ + dy?) + € +
2
4+ — |cos?E | o + 02 + Jg—d—x +sin’ € (0 < &)
202 Yy

(3.24)

En esta tltima ecuacién o! son uno formas invariantes de SU(2) ~
SO(3)%.

Escribimos por completez los campos de norma y sus intensidades en
cuatro y once dimensiones.

En D=4:
. . k .
A=A = Zqz i, (3.25)
Y
) . k )
F'=F" = ?d:c Ady d5. (3.26)
4
Y= dp+coscdr,
% = cos pd( + sin ( sin pdr,

sin pd¢ — sin ¢ cos pdT.
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Como antes, seguimos el procedimiento de Cveti¢ et al para el enca-
jamiento y tenemos

F(4) = —3\/5046(4) + F(/4),
\/§a2F(’4) = siné®cosdé A (W ANF' — W' AN F') +
1 ‘ . . _
ik (cos E2h1 A RI A +FF 4 sin €2h1 AR A *Fk)(3.27)

donde h' = 0! — aA’, y A’ estd dada por (3.25). Similarmente para los
campos con tilde.

Hemos obtenido un par de soluciones a la teoria de supergravedad en 4 y
11 dimensiones: una correspondiente al horizonte cercano y una asintética.
En 11 dimensiones esto corresponde a una M2-brana®.

A partir de esto es interesante tratar de obtener otra solucién que conecte
las dos regiones anteriores: ese es nuestro siguiente objetivo.

3.5. Supersimetria y soluciones

Para obtener las soluciones anteriores empleamos las ecuaciones de Ein-
stein y una propuesta de métrica dada en (3.11). Afortunadamente, las sim-
plificaciones empleadas nos llevaron a poder resolver el sistema de ecuaciones
diferenciales que en principio son no lineales. Ahora queremos determinar
una soluciéon “interpolante”de la cual, en principio, no sabemos el compor-
tamiento ni caracteristica alguna.

Ademsds, como mencionamos en la introduccién del presente capitulo y
ejemplificamos en la motivacién, para determinar si las soluciones obtenidas
son estables y determinar si son duales a una teoria de campos es necesario
determinar si estas preservan cierto grado de la supersimetria original. Por
eso es que analizaremos este tltimo punto, el de la supersimetria. Veremos
que tal andlisis nos permite determinar una nueva solucién al emplear las
ecuaciones de supersimetria, que son de primer orden y lineales, en vez de
las de Einstein y todas las complejidades que ellas conllevan.

Es bien sabido que la solucién de AdS es maximalmente supersimétrica
(esto es, preserva todas las supersimetrias) [58], por lo tanto nuestro AdSy
contiene 32 supercargas.

Dado que conocemos la teoria subyacente de supergravedad de las solu-
ciones, nos fijamos en las ecuaciones de transformacién supersimétricas y
determinamos el grado de supersimetria.

®Las soluciones de branas en supergravedad 11-dimensional, por corresponder al limite
de bajas energias de teoria M, se les conoce genéricamente como M-branas
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Las ecuaciones para el gravitino y gaugino (los companeros supersimétri-
cos de los campos bosénicos) son, respectivamente [56, 57, 59, 60]

. 1

5)27, _ ﬁgljklgjo-ﬂl/Fl]fllj — 0’ (328)
B . 1. y .

00y = &@Dx- &M Eg, — agy =0, (3.29)

donde D,k = (9, + Swpuapo®) 1 + 20 Aj 4 es la “super”-derivada covari-
ante, y wauy es la conexién de espin determinada a partir de la métrica.

Nuestras convenciones para las matrices gamma y los generadores de
Lorentz son

1
o =20 =l (3.30)

o_.{ 0 o* 1_ a3 0
TN e 0 )0 T T 0 o3 )’

2 . 0 —0'2 3 O'l 0
Y _Z< 0.2 0 ’ Y= 0 0.1 . (331)

Indices griegos son curvos y latinos son del espacio tangente.
Para el caso de la solucién de horizonte cercano tenemos

: (3.32)

Wiip =

Wepe =

(3.33)

LS| —= 3| =

Al sustituir los campos de norma (3.25) en la ecuacién del gaugino (3.28)
es facil ver que de los cuatro pardmetros espinoriales® solo dos de ellos so-
breviven, a saber

e=et=0. (3.34)

Escribamos las ecuaciones para el gravitino (3.28) en componentes

_ fat f—2h t oY —
<8t TO' "+ ae ’y) (ke ) 0, (3.35)

& ((gr—aef’yr) (kef 2har xy) = 0, (3.36)

1 h 2
&2 <<5x + oY — £w> +& <ik - %’yxamy> = 0, (3.37)
y y y ey
2(9,- a—ehw _a(Eue) = 0, (3.38)
Yoy ehy P

5Para esta seccién trabajamos en la representacién del grupo SO(4), de alli que todos
los indices (planos) toman los valores 1, ...4.
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Impongamos que los espinores sean funcién de r solamente”, esto es
€2, €3 = f(r). Si vemos el 1ltimo término de cada ecuacién en (3.35-3.38) es

directo imponer
éNyY = e, (3.39)
ey = . (3.40)

Sustituyendo todo esto en las ecuaciones de supersimetria obtenemos
que

& = e, (3.41)
Er) = réo, (3.42)

que son solucién de (3.28,3.29) con métrica (3.15) y (3.20,3.21).

Una vez determinada la solucién podemos contar el nimero de compo-
nentes espinoriales no nulas: (3.34) nos da 1/2, y (3.41) reduce el nimero por
1/4, asi que en total obtenemos una solucién que preserva 1/8 de la super-
simetria original. A este tipo de soluciones se les conoce como “torcidas”(3.39).

Dado que nuestra solucion contiene factores del tipo AdS y que preserva
una fraccion de la supersimetria original, podemos emplear la conjetura de
Maldacena para identificar cudl seria la teoria de campos superconforme
dual a nuestra teoria de gravedad.

Tenemos una solucién de supergravedad tipo AdSy; x Hs, (2+1) dimen-
sional; si disminuimos la energia de los modos no masivos de la teoria au-
mentamos su longitud de onda caracteristica (a través de la longitud de
onda de deBroglie), y esta se vuelve mayor en comparacién con el tamano
del espacio hiperbdlico transversal (limite de infrarrojo). De esta forma la
dependencia en esas coordenadas (las del espacio transversal) desaparece :
efectivamente la teorfa se convierte en una (0+1) dimensional.

Esto corresponde al limite de bajas energias en la dualidad AdS/CFT
de Maldacena [31] (ver apéndice). Por lo tanto, nuestra solucién es el dual
gravitacional de una teoria superconforme de Yang Mills con cuatro su-
percargas, (0+1) dimensional, en el limite infrarrojo. La descripcién de tal
teoria corresponde a la M2-brana subyacente.

Empleemos las ecuaciones de supersimetria para determinar la solucién
interpolante.

Utilizamos de nuevo (3.15). Ahora, queremos que nuestra solucién pre-
serve cierto grado de supersimetria, asi que la configuracién de campos y la
métrica debe satisfacer (3.28,3.29).

"Esta es una practica comun en la literatura, ademéds de que queremos soluciones
estdticas. Ver por ejemplo [49]
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Calculamos la conexion de espin correspondiente

w01 = /, (343)
B
Wrl2 = Wyl3 = ehifg, (3.44)
1
Wg23 = —, (3.45)
’ y

donde la prima denota derivacién con respecto a r. Ahora, las ecuaciones de
supersimetria en componentes se lee®

0 = & (f’001 + aef70> +é (—0'23’70]{36_2h+f> MY, (3.46)

0 = & <eh*fh’012 + 0% — aeh’y2> + & <2ak + 02372ke*h) MY,
(3.47)

0 = ¢& <eh_fh’al3 — aehvs) + & (02373ke_h) MY, (3.48)

més otra ecuacién que denota la dependencia radial de los espinores (notar
que ahora no tenemos la condicién (3.34)).
Imponemos la proyeccién (o torcimiento)

oM = &,

Sustituyendo esto en las ecuaciones anteriores, y de la primera y tercera
ecuacién encontramos que h'(r) = f/(r).

Si hacemos f = h y sustituimos en la segunda ecuacién encontramos que
a « k. Podemos asi resolver para f

tanh (r + C1)
n———.

f(r)="h(r)=1 Cra (3.49)
Con esto encontramos una solucién interpolante parcialmente super-
simétrica que corresponde de nuevo (se puede encajar esta solucién de nuevo
en 11 dimensiones) a una M2-brana de teoria M. En este caso ya no se tiene
un factor AdS asi que no podemos aplicar la correspondencia AdS — CFT.
Discutimos ahora otra forma de obtener soluciones supersimétricas en

supergravedad.

SUtilizamos M = 65,
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3.6. Configuracion de ondas planas paralelas.

Las soluciones que hemos obtenido hasta el momento se han determinado
de dos formas:

» resolviendo las ecuaciones de Einstein (con un poco de suerte y colmil-
lo) y

= empleando las ecuaciones de superimetria.

En ambos casos con una propuesta de la métrica adecuada. Ahora mostramos
como obtener nuevas soluciones a partir de las segundas que, ademads, ase-
gura la preservacion de supersimetria.

Este procedimiento se conoce como el limite de Penrose [53, 61, 62, 52].

La configuracién que se obtiene se denomina de ondas planas paralelas (pp-
waves). Como antes, también es posible encajar estas soluciones de 4 a 11
dimensiones.

1. Empezamos considerando la solucién asintética.

Si escribimos el espacio hiperbdlico en coordenadas orogréficas pode-
mos expresar la métrica en la siguiente forma

ds® = X" (—dt? + dr?) + e (d9> + sinh 62dg?) . (3.50)

Las variables angulares parametrizan al Ho

Realizamos un cambio de coordenadas como sigue

t = (u—Q%), (3.51)
ro= (u+ (221)) , (3.52)
Guv = Q_Qg;w- (3.53)

Este cambio es similar al que se encuentra en la literatura (ver por
ejemplo [61]). De esta forma obtenemos la configuracién de onda plana
correspondiente al realizar el limite de Penrose, 2 — 0

ds* = % (dudv + dz* + dy?) . (3.54)

Y podemos escribir el encajamiento en 11 dimensiones como sigue

1
ds* = — [% (dudv + da® + dy?) + 2d€* + (3.55)

2
E[dﬁQ +dC? + dF? + 2d§d%) v (dﬁ2 +dC + dF + 2d§d%) ] .
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Podemos ahora estudiar la apreservacién de supersimetria.

En forma directa se puede demostrar que esta solucién sigue siendo
maximalmente supersimétrica debido a que la configuracién de la cual
deriva lo era. Por lo tanto esta solucién sigue conteniendo 32 super-
cargas.

Ahora trabajamos la solucién de horizonte cercano.

Realizamos el siguiente cambio de variable

1 2
t = 5Q(u—Q v), (3.56)
1
r o= §Q(u+921}), (3.57)
= Qp+sinh 1, (3.58)
¢ = Qq. (3.59)

Esta reparametrizacion difiere un poco de las referencias citadas debido
a que los factores de la métrica en (3.15,3.20,3.21) dependen de la
constante de acoplamiento y esta se reparametriza también en nuestro
caso.

Es necesario también redefinir los campos de materia, de tal forma que
adquieran el mismo factor {2 como en las variables espacio-temporales.
Para ello realizamos lo siguiente

Guv = Q_2guy, (3.60)
A = Q74 (3.61)
a = Qao. (3.62)
Después de efectuar el mismo limite la configuracién queda®
1
ds® = 2k*|= (dudv) + (dp® + dq?) |, (3.63)
u
A3 = ﬁ(dp+dq), (3.64)
V2
F3 = 0. (3.65)

Esta es justamente una onda plana en 4 dimensiones. Para poder re-
alizar el encajamiento en 11 dimensiones es necesario redefinir las co-
ordenadas de la 7 esfera deformada de la siguiente forma

€02+ %. (3.66)

9E] sustituir esta métrica y los campos en las ecuaciones de Einstein es directo.
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Con esto, la forma de nuestra solucion en 11 dimensiones queda como

ds? = 2k* [% (dudv) + 2 (dp® + dq2)} +
1

4a?

(d,32 +dC2+ dF? + 2d5d%) } . (3.67)

(262 + (dp? + d¢* + dr® + 2dCdr) +

En lo que respecta a la supersimetria notamos de nuevo que la condi-
cién (3.34) ya no aplica aqui. Escribimos en este caso la variacién del
gravitino (3.29)

§ih = @Dy — adlyy =0, (3.68)

o bien

(7,1 b +& (2047) =0 (3.69)

€ nt SWabd ayy, ¢ (2a4}]) = 0. .
La conexion de espin ahora se lee

1

Se puede ver directamente de las componentes ¢ = 1,4 que la elecciéon
el e* = const es siempre solucién, de tal forma que se preserva al

menos 1/2 de supersimetria.

Ahora escribimos para las otras dos componentes

1 ..
é <<5u + %Jpq — oryu> = 0, (3.71)
&2 (E - a%) —_ (3.72)
62(3,3 —ayy) +V2ake = 0, (3.73)
62((561 —ay,) +V2ake® = 0, (3.74)
2

y otro sistema similar para €2 < €. Finalmente, si permitimos que
ambos espinores dependan solo de la variable u, siempre encontramos

soluciones de (3.71-3.74). Por lo tanto demostramos que €2 o< €3.

De la discusion de arriba podemos concluir que nuestra solucién de
onda plana en 4 u 11 dimensiones preserva 3/4 de la supersimetria
original, aumentando la fraccién original de la solucién de la cual deri-
va. Esto también corresponde a un nimero de supersimetria no muy
comun en la literatura y tiene el nombre genérico de supersimetria
supernumeraria (ver por ejemplo [40, 41, 63]).
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Hemos visto cémo se pueden obtener nuevas soluciones supersimétricas
de supergravedad tipo onda plana al realizar el limite de Penrose de la solu-
cién original. Mas interesante aun es el hecho de que tal limite aumenta el
nimero de supersimetrias preservadas, hecho que es comin a este proced-
imiento.

3.7. Discusion.

Obtuvimos, por varios procedimientos, soluciones a una teoria de super-
gravedad en 4 y 11 dimensiones. En 4 dimensiones fuimos desde resolver
las ecuaciones de Einstein-Yang Mills con una propuesta de la métrica y de
los campos adecuada, hasta el utilizar las ecuaciones de variaciones super-
simétricas.

Este ultimo método resulto ser 1til por su sencillez (en contraste con las
ecuaciones de Einstein, las de supersimetria son lineales y de primer orden)
y en que automaticamente las soluciones encontradas preservan al menos
una fracciéon de la supersimetria original. Como se mencioné en el capitulo
2, las soluciones son branas BPS.

También en 4 dimensiones fuimos capaces de obtener nuevas configu-
raciones del tipo de ondas planas paralelas al realizar el limite de Penrose
de lo ya obtenido. Notamos que la supersimetria preservada en estos casos
aumento, un hecho que ha sido reportado previamente en la literatura al
respecto [61, 64].

Si el obtener soluciones a las ecuaciones gravitacionales por si solo rep-
resenta un hecho interesante, no solo realizamos esto en nuestro trabajo
sino fuimos mas alla: debido al tipo de métrica propuesta para nuestras
soluciones (factores de AdS) determinamos que, a partir de la solucién de
membrana de horizonte cercano y de la conjetura de Maldacena, la teoria de
supergravedad 11 dimensional a la mano es dual a una mecdnica cudntica
superconforme que vive en la frontera del espacio solucién.

La interpretacién de estas soluciones como M-branas proviene del en-
cajamiento de las soluciones en supergravedad 11 dimensional a partir del
procedimiento de Cvetic¢ et al [3].
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Capitulo 4

Agujeros negros rotantes
cargados.

Continuando la linea de investigacion planteada en los capitulos anteri-
ores, en este capitulo calculamos la entropia microscopica y macroscépica
(a través de la férmula de Bekenstein-Hawking) de un tipo de agujero negro
en dimensiones mayores.

Ya que el sistema que estudiamos corresponde a un agujero negro arbi-
trariamente no extremal, revisamos en forma breve algunos estudios hechos
a sistemas similares, particularmente los agujeros negros cuasi-extremales.

Basados en un modelo de branas y antibranas de Dirichlet de la teoria
de cuerdas tipo IIB para construir el agujero negro, realizamos un céalculo
de la entropia desde el punto de vista de supergravedad y también, una vez
determinado el modelo microscopico, a partir del conteo de microestados
correspondiente.

Los resultados del presente trabajo se encuentran publicados en [2].

4.1. Introduccion.

De los fenémenos que se estudian en relatividad general los agujeros
negros juegan un papel muy importante, desde el punto de vista conceptual
y técnico; hemos citado ejemplos de esto en el capitulo 2.

Se ha determinado con anterioridad a partir de un calculo semiclésico que
los agujeros negros radian con un espéctro térmico (la denominada radiacién
de Hawking, ver [9] y seccién 1.3).

Posteriormente a este descubrimiento, y con la deduccién de las aho-
ra llamadas leyes de la mecdnica de los agujeros negros mencionadas en el
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capitulo 1, fué posible determinar la entropia termodindmicamente asocia-
da a esta radiacién (entropia de Bekenstein-Hawking). Sin embargo, dado
que este resultado se obtuvo a través de un cédlculo semiclasico surge la in-
terrogante de darle una interpretaciéon mecéanico-estadistica a este sistema
termodinamico y, en particular, a la entropfia.

Con estas premisas, y tomando en cuenta la discusién que tuvimos en
el capitulo 2, es claro que tal interpretacién solo es posible si se tiene una
teoria de gravedad cuantica. Pero dicha teoria, al menos a la fecha, no se ha
podido establecer por completo.

Asi que un aspecto crucial de toda teoria cudntica de la gravedad es el
describir exactamente la entropia de Bekenstein-Hawking desde un enfoque
mecanico-estadistico.

Al momento existen dos candidatos fuertes para ser una teoria de gravedad
cudntica: teoria de cuerdas y gravedad candnica en lazos. En ambos esque-
mas se han determinado caracteristicas que permiten vislumbrar que estos
modelos podrian llegar a cumplir esta meta (ver por ejemplo [17, 25], [65, 66]
y el capitulo 2).

En teoria de cuerdas el éxito obtenido hasta el momento ha sido que
esta es una teoria cudntica que incluye a la gravedad, por lo tanto, es una
teoria de gravedad cudntica. Justamente por este caracter de la teoria de
cuerdas se han determinado soluciones a las ecuaciones de movimiento que
se obtienen en la misma que corresponden a agujeros negros extendidos en
dimensiones mayores conocidas como p-branas [67].

Ademas, la identificacién hecha por Polchinski [16] de que las branas de
Dirichlet (D-branas)! son los constituyentes microscépicos de estos agujeros
negros, ha permitido realizar el conteo de los microestados correspondientes
a las cuerdas abiertas, portadores de los grados de libertad de las D-branas,
que permita realizar el calculo de la entropia (como trabajo pionero en esta
direccién ver por ejemplo [17]).

Sin embargo, la mayoria de los casos trabajados hasta el momento se
han restringido a agujeros negros extremales o cercanamente extremales,
béasicamente considerando un gas de cuerdas abiertas viviendo en las D-
branas que forman el agujero negro. El caso de los agujeros negros lejos de
la extremalidad (como el de Schwarzschild) ha sido a este respecto mucho
mas complicado de estudiar.

Con el fin de estudiar este tipo de agujeros negros arbitrariamente ex-

'Una membrana de Dirichlet es un hiperplano fijo en el espacio donde los extremos
de las cuerdas abiertas pueden anclarse; este anclaje corresponde a fijar condiciones de
frontera de Dirichlet en las coordenadas correspondientes de las cuerdas, ver seccién 2.1.
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tremales se han propuesto varios modelos: en términos de la cuerda fun-
damental altamente excitada ([68]) y en términos de teoria de matrices
([69],[70]). Ambos enfoques han permitido determinar la forma funcional
de la entropia microscépica que corresponde con la de Bekenstein-Hawking,
aunque no han aportado una descripcién completa a la termodinamica del
agujero negro. Relacionado con el ultimo enfoque se han realizado mapeos y
dualidades de comportamientos cercanamente extremales a los lejanamente
extremales, aunque la validez de tales calculos atin no es muy clara [71],[72].

Otra aproximacion ha sido realizada a la luz de la conjetura de Mal-
dacena o correspondencia AdS/CFT ([31, 73]), donde se relacionan ciertos
agujeros negros no asintéticamente planos con la mecanica cuantica de DO-
branas.

Recientemente se ha demostrado que las caracteristicas termodinami-
cas de los agujeros negros no extremales pueden ser descritas en términos
de un sistema de branas y antibranas de Dirichlet a temperatura finita?
[1, 74]. Particularmente, en esos trabajos se pudo demostrar que la entropia
de la 3-brana negra estatica de supergravedad tipo IIB (que corresponde
a un agujero negro en 7 dimensiones) y la M2 y M5 branas estédticas de
supergravedad 11 dimensional arbitrariamente no extremales puede ser re-
producida a través de un modelo microscépico de branas y antibranas de
Dirichlet a temperatura finita.

El hecho de que este modelo no haya sido explotado tan extensivamente
como para el caso de los agujeros negros extremales y cercanamente ex-
tremales es debido a que no se entendia por completo por qué se podia tener
un sistema estable de este tipo a pesar de contener estados taquidnicos en
el espectro del mismo?.

No fue sino recientemente que ha sido posible entender las caracteristicas
de sistemas taquidnicos y como es posible obtener un sistema estable a partir
de estos [76]. A esto se le denomina “condensacién” del taquién. Un resultado
de este analisis es que el efecto de agregar temperatura al sistema permite
que haya posibilidad de no aniquilacién entre las branas.

Este modelo ha reproducido perfectamente la forma funcional microscopi-
ca de la entropia. Més atn, los valores de la entropia en supergravedad y en
el modelo microscépico coinciden hasta un factor de 23/4,

Con esto en mente fuimos capaces de extender este andlisis a branas
cargadas y rotantes para valores arbitrarios de carga y rotacién, y determi-

2Una antibrana es una membrana con carga opuesta, o lo que es lo mismo, con ori-
entacién invertida.

3La presencia del taquién evidencia una inestabilidad en el sistema: si tenemos un par
de brana-antibrana estas tiende a colapsarse debido a la atraccion electrostatica.
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namos que los valor de la entropia desde el punto de vista macroscépico y
microscépico concuerdan.

Estructuramos este capitulo como sigue: en la primera parte enunciamos
las caracteristicas de los cdlculos hechos en teoria de cuerdas sobre el conteo
de entropia para agujeros y p-branas negras cercanamente extremales.

Posteriormente, discutimos el modelo microscépico de branas-antibranas
y argumentamos bajo qué hipétesis es posible aplicar los resultados de [1,
74] a nuestro caso. En particular aclaramos por qué se justifica el empleo
de la dualidad AdS/CFT, y el por qué se obtiene estabilidad debido a la
temperatura del sistema.

Acto seguido, realizamos el calculo de la entropia microscépica para la
D3-brana rotante y en la tltima parte extendemos el andlisis para el caso
con carga. En ambos casos comparamos los resultados con la entropia de
Bekenstein-Hawking. Por tltimo analizamos nuestros resultados y estable-
cemos posibles extensiones del estudio.

4.2. Agujeros negros no extremales.

Discutamos brevemente estudios previos en la literatura acerca de agu-
jeros negros no extremales [75].

La forma maés directa de obtener una configuracion no extremal es comen-
zar con el agujero negro de Reissner-Norsdtrom (otra vez) y realizar un em-
puje (boost) con pardametros oy, p = 1,5, donde p determina la dimensién
de las branas que conforman el sistema. De acuerdo a la constrrucciéon que
hicimos para el agujero negro de Tangherlini en el capitulo 2 necesitamos
considerar intersecciones de D1 y D5 branas solamente.

Una vez que se realizan las transformaciones de empuje la métrica resul-
tante para el agujero en 10 dimensiones es

1/2 8
dsto = (f1fs) "2 (~dt* + daf) + <ﬁ> Zdasldx +(f1fs)" dezdx

f5
(4.1)
donde )
fo=1+(20) sinay .
y

4
= Z dx;dz’
i=1
determina la posicién del agujero visto desde el espacio transversal.
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Al compactificar en un 5-toro (como es usual) para obtener el agujero
negro en 5 dimensiones tenemos

ds? = —F'Bdt* + F (B~ 'dr? +1%d03), (4.2)
F o= (fifs)"%,

2
e

r

De (4.2) es posible determinar el drea y la entropia macroscopica

A

Spy = 1= 47 Cs (M1M5)_1/2 cosh o cosh as, (4.3)
R \% 2V

Ml = _97 M5 = _57 C5 = TO_;:
g g 29

con Ry, Vs los volimenes del espacio transversal donde enrrolla la brana
respectiva. g es la constante de acoplamiento.

Es directo ver de la férmula de la entropia (4.3) que la temperatura de-
pende de los pardmetros de empuje: T o (cosh a cosh as) ™!, y por lo tanto
el sistema tiene temperatura finita. El calculo de la entropia microscépica
es analogo al agujero negro extremal y es como sigue.

Si recordamos de la seccién 2.1 para el caso extremal, agregar momento
izquierdo a la D1-brana permite conservar el limite BPS; de tal forma que
una configuracién no extremal se obtiene al agregar una pequena cantidad
de momento derecho también: las cargas y “anticargas” se aniquilan y esto
genera radiacién de Hawking (temperatura finita): formalmente no agreg-
amos carga pero la energia decrece. El cdlculo funciona para configuraciones
cercanamente extremales ya que esto permite despreciar las interacciones
entre el gas izquierdo y derecho y con ello sumar las entropias.

Sin embargo, el calculo de la entropia es valido para momento (o cargas)
suficientemente grande, asi que requerimos para los momentos izquierdo y
derecho Ny >> Np >> 1, donde Qo = Ny — Np es la carga total.

Sumando las entropias derecha e izquierda para esta configuracién se

obtiene
$ = 27v/Qi@Qs (VN1 + VN ), (4.4)

que coincide con la ecuacién de supergravedad (4.3) bajo las siguiente iden-
tificacion

C5 e?ap
T M, 2

N, (4.5)
jExito!
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Con esta artilleria tedrica y matematica discutimos ahora un modelo que
permite realizar el conteo de microestados para el caso arbitrariamente lejos
de la extremalidad.

4.3. El modelo.

Como ya hemos apuntado, nuestro sistema esta constituido por un sis-
tema de branas y antibranas de Dirichlet a temperatura finita, asi que dis-
cutiremos las caracteristicas mas importantes de estas [1].

Recordemos que, a través de ciertas configuraciones de D-branas, es posi-
ble construir agujeros negros de distintos tipos, en particular estacionarios
(rotantes) y con carga y en diversas dimensiones. Asi que las caracteristicas
del agujero negro en el sistema que construiremos no necesita mayor expli-
cacién en su obtencién, sino més bien nos enfocaremos en la determinacién
microscépica de la entropia a través del conteo de degeneracién de estados.

Como se ha hecho antes, pensemos en un par de brana y antibrana de
Dirichlet 9-dimensionales (la extensién a sistemas con branas de distintas
dimensiones, en particular de D3-branas se verd mas adelante) de super-
gravedad IIB, cuyos grados de libertad estdn descritos en términos de las
cuerdas abiertas que yacen en ellas.

Tomando las excitaciones no masivas del sistema tenemos, para el caso
de las 9-9 y 9—9, el sector gravitacional, los campos de norma asociados y los
campos fermiénicos. Pero en el sector 9-9 se obtienen un campo taquiénico
¢ y mas fermiones [12, 13]. Como dijimos antes, la existencia de tal campo
se debe a que el sistema es inestable.

Para entender la inestabilidad del sistema veamos el potencial del taquién
[76]

V(6) = 2ryexp [~2[t()[?], (4.6)

2
Ve |¢|] (@)
T
como se muestra en la figura (4.3).

La inestabilidad se puede ver directamente de la figura: en ¢ = 0 (vacio
de cuerdas abiertas) tenemos una inestabilidad debido a que es un punto
critico maximo del potencial. La explicacién es que como las branas tienen
carga de signos opuestos, estas tienden a aniquilarse debido a la atraccién
eléctrica.

donde
|t(¢)] = Exf™!
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Figura 4.1: Potencial del taquién para 79 = 1. El minimo se encuentra en ++/7/2.

La configuracion estable se encuentra en |¢| = \/7/2 (vacio de cuerdas
cerradas) donde solo quedan excitaciones de cuerdas cerradas. Esto corre-
sponde al caso en que las branas se han aniquilado, dejando perturbaciones
puramente gravitacionales, por eso el nombre de vacio de cuerdas cerradas.
La remocién del taquién del espectro en este punto se puede ver de la masa
del mismo en el minimo: m? — oco.

Para poder tener un minimo estable cerca de ¢ = 0 (o al menos en un
punto lejos del minimo absoluto en y/7/2 ) necesitamos agregar temperatura
al sistema: esto permite que el minimo del potencial efectivo se desplace hacia
el origen y para una temperatura suficientemente alta esperamos que este
se encuentre finalmente alli 4. Ver figura (4.3).

La configuracién 6ptima corresponde a la que minimice la energia libre
del sistema, que depende necesariamente de la temperatura.

Para ver esto escribimos la energia libre del sistema de branas 4 taquiones
+ gas de cuerdas a temperatura finita 7 = 7!

F(¢,8) = 2mpe 21" + &ﬁ_m h dr %1In [1 — exp (_\/m>:|v
(2m)? 0
(4.8)

donde Qg es el volumen de la 8-esfera unitaria (el espacio transversal a la
9-brana)y M es la energia del gas.

Ahora, considerando que la temperatura es pequena (menor que la tem-
peratura de Hagedorn) e® >> 1, es posible integrar la ecuacién (4.8) y

4Moverse hacia ¢ = 0 cuesta energia pero también reduce la masa del taquién y esto
incrementa la entropia del gas de taquiones. Necesitamos ver cual de estos procesos es el
dominante.
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A3

Figura 4.2: Modificacién del potencial del taquién al agregar temperatura al sis-
tema de brana-antibrana. Hemos eliminado las referencias en los ejes y fijado 79 = 1.

determinar el valor de 8 y M que optimizan F.

No es dificil ver que bajo las condiciones citadas la masa M del gas de
cuerdas abiertas es inversamente proporcional a la temperatura 8y que con
estas caracteristicas (bajas temperaturas) los grados de libertad de cuerda
abierta ya no son despreciables. De esta forma vemos que efectivamente, al
agregar una temperatura permite tener un sistema con un minimo que se
ha recorrido del minimo de cuerdas cerradas.

Por otro lado, si estudiamos un sistema de miltiples branas y antibranas,
N por ejemplo, se puede realizar un andlisis semejante al del de un solo par
discutido hasta ahora. Es claro que en este caso la energia libre dada en
(4.8) dependera explicitamente de este parametro. No es dificil convencerse
de que béasicamente el efecto neto de considerar N pares de branas es in-
tercambiar gs; por Ngs. Sin embargo, como veremos, las consecuencias en el
comportamiento del sistema son més que interesantes.

Especificamente veamos este cdlculo para un sistema de N (D3 — D3)
branas. Si empezamos en ¢ = 0 y deslizamos sobre el potencial disminuimos
la energia del sistema pero también damos masa a los campos de norma
relativos a la configuracién 3 — 3. ;Cudl efecto domina?

El sistema consiste de un sistema de N parejas de branas y antibranas,
,un condensado de taquiones y un gas de gluones. La energia libre, analoga
a la ecuacion (4.8) es

F(¢,8) = 2ryTr e 2 (4.9)
o0 1—exp (—/2% + 3°m?
+ 47T30N2ﬁ4/ dz 2% 1n ‘ p( i " )
(2m) 0

1+exp (—m)
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donde ahora t es una matriz N x N, m ~ |¢| es la masa adquirida por los
gluones debido al mecanismo de Higgs y ¢ = 8. Si empezamos en ¢ = 0 y
permitimos que un solo taquién se condense (un par se aniquile) por una
cantidad d¢ le damos masa dm a N de las N? particulas y (4.9) cambia por

OF = —473(80)* + %Nﬁ—2(5m)2, (4.10)

que es positivo para temperaturas grandes. De esto se puede ver que si

Ty
gsN7

T> (4.11)
donde T es la temperatura de Hagedorn, el vacio de cuerdas abiertas (que
era el punto inestable) ahora es un minimo de la energia y el sistema no se
aniquila. Entonces al agregar temperatura suficientemente alta (por debajo
de la de Hagedorn) es posible tener un sistema estable de branas-antibranas.

El valor de N no es fijo, sino que debe ser determinado termodinamica-
mente. Es necesario determinar el valor de NV, en funcion de la temperatura,
que permita que la energia libre sea minima., como lo vimos arriba. Esto es
lo que realizamos en nuestro analisis.

Si recordamos que el sistema solo tiene acceso a temperaturas por debajo
de la Hagedorn (T' < Ty ) y de la desigualdad de estabilidad (4.11) es directo
ver que necesariamente estamos en el regimen gs/N >> 1. Esto resulta ser
crucial en la determinacién de la entropia.

4.4. Agujero negro rotante como un sistema de
branas.

Como hemos visto, se han obtenido soluciones de p-branas negras que
se pueden interpretar como agujeros negros multidimensionales, y estos a
su vez se pueden obtener a partir de configuraciones de D-branas. De esta
forma estudiaremos un tipo de agujero negro arbitrariamente lejos de la
extremalidad.

En lo que sigue tomamos la soluciéon de 3-brana negra, que corresponde
a un agujero negro 7-dimensional. Los parametros de momento angular de
este agujero negro estan relacionados con 3 planos de rotacién en 10 dimen-
siones. La D3-brana rotante obtenida en [77] contiene solo uno de los tres
pardmetros de momento angular distinto de cero (ver también [78]).

La forma de obtener esta soluciéon de 3-brana negra se menciona en
[79]: partiendo de un conjunto de M2 branas rotantes de supergravedad
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11 dimensional y realizando una reduccién dimensional en una direccién
espacial se obtiene la D3-brana de supergravedad IIB 10 dimensional rotante
con carga.

La forma de la métrica es

1

4

d_'r2 B 2r§ cosh o
DN,
+r2(Adf? + Asin2 0 dg? + cos? dfzg)} :

ds? (—hdt? + di®) + /f sin? 0 dtde

donde
4 102
ra sinh” o
= 140 =
f LIRS
12 cos?6
A = 1+Ta
~ 12 rd2sin%6
A = 1+ 40 > 7
+r2+ r6Af 7
A
rdA’

~ 1 2
e LiyEon
A ( + r? 7’4>
Como es usual, se pueden definir cantidades ADM para este agujero
negro multidimensional. Particularmente para la masa

M 3 3
msg = % = %ré (Cosh2a + 5) , (4.12)
donde V es el volumen del espacio transversal tridimensional. El momento

angular (el plano de rotacién es conjugado a la variable ¢, como puede verse
en 4.12) es

. Jsa T,
g = — = —lrycosh o . 4.13
J v P 0 ( )
La etiqueta SG nos indica las caracteristicas que se determinan a partir
de supergravedad, en contraste con las que determinaremos microscépica-

mente.

El célculo de los pardmetros macroscépicos, como masa, carga y momento angular se
calcula a partir de la forma asintética de la métrica N-dimensional como sigue [80].

Se considera que la métrica es una pequena perturbaciéon de la métrica plana, para
espacios asintéticamente planos, esto es

G = v + Py, ] K 1 (4.14)
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Bajo la norma (h*” — %nwhg)w = 0 las ecuaciones de Einstein, a orden dominante, se
reducen a

1
N_1 177;w
De la funcién de Green para el laplaciano podemos desarrollar la solucién en la regién
asintética

V2h = —167G (TW - T> = 167G T (4.15)

i 167G 1 _ zF _
hran(@) = 2075 ((N —9) V-2 /T“”dNy TR /ykT“”dNy A ) - g
Usando [81]
/TgodNy = M,
/szlOde = %J“, (4.17)

podemos determinar los valores para la masa (ADM) y el momento angular de la forma
asintética de la métrica:

L N 167G M
0T (INZ DAy rN-2
b 167G M 5.
YT (N =1)(N—=2)Ay_ rN 277
—81G = .,
hOi ~ AN71 T_N k (4'18)

En (4.12) y (4.13) se han empleado estas definiciones.
Analizando la métrica (4.12) vemos que hay un horizonte en h = 0. A
partir de ello podemos calcular el radio del mismo

ry = \/,/r§+z4/4—z2/2. (4.19)

Justamente esto es lo que le da el caracter de agujero negro.
Empleando el resultado para el cédlculo de la entropia de Bekenstein-
Hawking calculamos la entropia microscépica para este agujero rotante

Ay /4 272
SSGE#:K—ZT{%\/ Té+l4/4—l2/2 (420)

Recordemos que en teorfa de cuerdas IIB y ITA (de las cuales obtenemos
la supergravedad correspondiente) ademas del campo gravitatorio existe un
campo de norma NS-NS. De esta 5-forma NS-NS obtenemos la carga del
agujero negro con la ley de Gauss

75/2
Qsq = —rgsinh2a . (4.21)
K

De estas férmulas podemos estudiar dos casos interesantes: uno con carga
y otro neutro.
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4.5. Caso neutro

Podemos ver de (4.21) que la carga estd relacionada con el parametro «,
asi que el hacer &« — 0 corresponde a considerar el caso neutro. La masa y
el momento angular quedan como

5% 4 , ™
msg = ﬁro, Jjsa = Elro . (4.22)

De esto podemos determinar la entropia (4.20) en términos de las vari-
ables de masa y momento angular

Ssa = \/\/295577,%27712(; + 4ntjiq — 2m258, (4.23)

Para efectos de comparar los resultados obtenidos en supergravedad con
los que se obtienen en el modelo microscopico mas adelante escribimos el
desarrollo de la entropia para valores pequenios de jsa. De ello

)
1 — 9-9/255/2,.3/2 Jsc;/z
K mSG

Ssq = 29/45—5/47T1/4K1/2mg/él

4
+2_10557T3K2j% + O(jge)] . (4.24)
SG

Como mencionamos anteriormente, en [1] se demostré que la entropia
correspondiente al caso estdtico (el primer término de la ecuacién anterior)
se reproduce a través de un modelo de N D3-branas y N antibranas. Alli se
considera a los grados de libertad de las cuerdas abiertas que yacen en
las branas como un “gas”, y el regimen de energia del mismo les da una
interpretacién en una teoria de SYM N = 4.

De tal forma, la energia e de los gases estd determinada por

mpr = 2NT73 + €, (4.25)

donde el miembro izquierdo es la masa del agujero negro y el primer miembro
del lado derecho es la energia del conjunto de branas. 73 = /7/k es la tensién
de las mismas. La entropia en este caso corresponde completamente a los
gases.

Como ya sabemos, nuestro calculo se encuentra en la region correspon-
diente a gsIN > 1, pero es justamente en este caso cuando se puede utilizar
la dualidad AdS/CFT [31] (ver el apéndice).
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Utilizando resultados a la luz de AdS/CFT se ha podido determinar
(ver por ejemplo [82, 83]) que la entropia en este caso es®

Spr = 29/4373/471/2(¢/2)3/4V/N (4.26)

Si queremos reproducir el caso estatico para nuestro sistema (tomar solo
el primer término en (4.24)) necesitamos determinar la N que optimiza la
entropia (valor de equilibrio) para una masa dada. Utilizando (4.26) y (4.25)
tenemos

megT 3

N = = €= —mgr . (4.27)
573 5

Con este valor podemos ver que la entropia macroscépica y la microscopi-
ca coinciden perfectamente. Todo esto nos motiva a tratar de probar si un
andlisis paralelo se puede realizar en nuestro caso no estatico.

Como se menciona en [77] el momento angular macroscépico del agujero
negro corresponde, en el lado microscopico, a una densidad de carga total
de Ramond-Ramond de los gases de SYM, jpr = jsc. El argumento béasica-
mente es que las rotaciones son generadas por el grupo de simetria SO(3); el
grupo correspondiente en el modelo microscépico genera una simetria (de-
nominada simetria R) cuyas cargas conservadas son las mencionadas arriba.

De alli mismo podemos tomar la expresién para la entropia del gas fuerte-
mente acoplado (ver también [78])

25/43_3/4\/W63/4

3<67j7 N) - ’ (428)
V1I+x+ VX
donde -
27m*y
= — . 4.2
X = SN20s (4.29)

De nuevo, N es el nimero de branas, j es el momento angular y e es la
energia del gas.

En nuestro caso tenemos un sistema de dos gases, uno para cada sistema
de branas y antibranas. Andlogamente al caso estudiado anteriormente pode-
mos suponer (y comprobar mas tarde) que cada gas tiene acceso al doble
de la energia que le corresponderia. Para obtener el caso neutro es facil con-
vencerse de que esto se logra si tomamos N = N. Debido a esta simetria (el
mismo nimero de branas y antibranas) también suponemos que la densidad
de carga de cada gas es la mitad del total, j = jpr/2.

5 Aqui proponemos, como en [1], que la energfa disponible para ambos gases es la misma.
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Por lo tanto, la entropia del sistema es

= 29/43-3/4\/mNed/ _ 2Tn%ky

X = 57n2,.3
VI+x+ X 2INZe

(4.30)

En principio podemos determinar el valor de equilibrio del sistema maxi-
mizando el valor de la entropia para N. Como primera aproximacién tomamos
una jsg pequena y desarrollamos (4.30) en potencias de esta

Spp = 29/4373/4\ /7 N34 (1 — g + % + .. ) : (4.31)
A segundo orden realizamos dSpr/ON = 0. Determinamos que N =
”g—ng —= e= %mpT , i el mismo resultado que para el caso estatico

obtenido anteriormente en [1]!
Finalmente la entropia es

-2
Spp = 99/45=5/4,1/4,.1/2 m%/TéL [1 _ 9-9/255/2.3/2 ]F’g/2_|_
K mFT
-4
_ J .
) 1055W3K2_;T5 +O(‘71§T)} , (4.32)
FT

que felizmente corresponde al valor de supergravedad, al orden que estamos
trabajando (4.24).

Dada esta concordancia entre esquemas de calculo de entropia realizamos
el mismo estudio para momento angular jsg arbitrario. De nuevo, y con

el mismo procedimiento determinamos que N = ”ngT = e =

%mFT .
Escribiendo esto en (4.30) obtenemos

_ 5/2
245 5/47"1/4"”“1?1“

(4.33)

Srr =
\/ IR+ By 4 52

Al multiplicar esta expresién por

\/ \/ 27K2mP.p + 5573 iy — 55%/273/2 52 en el numerador y denominador es

facil ver que este resultado y el de (4.23) jcoinciden exactamente!
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4.6. Caso cargado.

. Es posible realizar el mismo andlisis para el caso con carga?
Como antes, es directo ver que el caso cargado corresponde a considerar

a # 0.

Reescribimos la expresién para la entropia (4.20)

Ay /4 272
Ssa = # - %rg\/\/rg L4 —12)2 . (4.34)

Para estudiar el modelo microscépico introducimos el nuevo parametro
de carga, que es solo la diferencia entre el nimero de branas y antibranas

Qer=N-N#0. (4.35)

Es claro que queremos realizar un analisis paralelo al caso neutro. En-
tonces, ademads de la carga hacemos una separacién de los momentos angu-
lares para cada sistema de branas

JgpT=J+7- (4.36)

Con esta informacién tenemos los siguientes ingredientes: un par de gases
de SYM con densidad de carga j,] y energia e (la misma para ambos). Dado
que ahora el sistema contiene un nimero de branas y antibranas diferente,
la energia total del sistema la determinamos de la siguiente forma

mpr = (N + N)13+ € . (4.37)

Entonces, la entropia determinada a partir del modelo microscépico es
la suma de las correspondientes a cada gas. Asi que

25/43—3/4 /7TN63/4 25/43—3/44 /7TN63/4

SFT = + — — , (4'38)
VVIFX+ VX VVI+X+VX
donde V o
2714 _ 27m7
=i YT gAEs (439)

Podemos intentar determinar, como antes, el valor de los parametros del
sistema que nos den una configuracién estable, esto es, (N, N,J,7). Sin em-
bargo, dada la expresién tan complicada para la entropia (4.38) este calculo
ya no es trivial.
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En vez de eso, y de acuerdo a la experiencia ganada con los casos an-
teriores propondremos (y de nuevo verificaremos méas adelante) que los val-
ores de estos parametros son los mismos que los correspondientes de su-
pergravedad. Con esto queremos decir que de las expresiones de momento
angular total y carga de supergravedad (4.13) y (4.21), al ver la forma es-
pecifica en que se forma la expresién al sumar dos cantidades (funciones
hiperbdlicas) proponemos que nuestras variables se comportan de esa mis-
ma forma.

De nuevo, del caso analizado en [1] para la configuracion estatica cargada
y de (4.21), postulamos que los valores de equilibrio son

5/2 5/2

T _ T

N = —ple2@ N = ple 2 4.4
2K "¢ 2K "o¢ (4.40)

Con esto es directo ver que el valor de la energia correspondiente es

3,
€ = 2_/£2T0 s (441)
y de nuevo postulamos que los gases tienen acceso al doble de la energia que
les corresponde.
La manera de repartir la rotacién (o la densidad de carga de los gases)
en el sistema se puede inferir de (4.13), asi que proponemos

71.3 3

Jj= ﬁlrgea, = %lrée_a. (4.42)

Usando (4.40- 4.42), los coeficientes en (4.39) se reducen a

l4

- —5. 4.43
X 41“3 X ( )

Con esta informacién escribimos la entropia microscépica (4.38)

2774/@_27“8 cosh

SFT = .
NG

(4.44)

De nuevo, multiplicando esta expresién por

Vi)
VR 12
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obtenemos la misma expresién que en (4.20).

Esto nos permite ver que nuestra suposicién de tomar los valores del caso
estatico para el caso rotante es correcta. Falta determinar que estos valores
efectivamente proporcionan el estado de equilibrio.

Procedemos directamente de (4.38). Calculamos las variaciones de es-
ta expresién con respecto a los pardmetros: 9Spr/ON = OSpr/ON =
8SFT/8J = aSFT/aj =0.

Originalmente resolver ese sistema de ecuaciones fue imposible y lo sigue
siendo, asi que lo que hicimos fué tomar los valores propuestos para los
parametros y sustituirlos en estas ecuaciones: jefectivamente son los valores
de equilibrio!

Asi que hemos determinado

= Una forma de calcular microscépicamente la entropia de un agujero
negro rotante y cargado arbitrariamente lejos de la extremalidad.

= Habiendo obtenido la entropia a través de la féormula de Bekenstein-
Hawking, resulta que ambos célculos coinciden exactamente.

4.7. Discusién.

En este capitulo de nuestro trabajo demostramos que el proponer co-
mo constituyentes micrsocépicos de un agujero negro multidimensional (la
3-brana negra rotante) un sistema de branas y antibranas a temperatura
finita propuesto originalmente en [1] permite no solo obtener de manera
relativamente simple la entropia microscopica del sistema, sino que la en-
tropia microscopica y la macroscépica (Bekenstein-Hawking) coinciden ex-
actamente.

Sin embargo, todavia existen algunos puntos por discutir. Primero, existe
la justificacién del porqué utilizamos la dualidad AdS/CFT en este caso:
como se menciona en el articulo original de Maldacena [31], la aplicacién
de la dualidad se da justamente en el régimen de acoplamiento en el que se
encuentra nuestro sistema, gsIN >> 1.

La importancia de emplear dicha dualidad es evidente: la manera en
que fué determinada la misma, y los casos en que ha sido empleada hasta
ahora, ha sido para casos extremales y cercanamente extremales, cosa que en
nuestro caso no aplica, ya que los valores del momento angular, la carga y la
masa del agujero negro son arbitrarios. Ademsds, el valor de N, que en el caso
original pueden ser arbitrarios y estd determinado solo por su relacién con la
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carga (), en nuestro caso es determinado termodindmicamente al justificar
la estabilidad de nuestro sistema.

Con todo esto, atin existe un punto por aclarar. En el trabajo precedente
se observd que el hecho de que los calculos macro y microscépicos de la
entropia difieren por un factor numérico puede tener una posible explicacién
al considerar que los gases y “antigases”en el modelo tienen acceso al doble
de la energia que les correponderia. En nuestro caso realizamos una hipétesis
semejante para nuestros calculos.

Como vimos, el emplear esto nos llevé a determinar que los resultados
coinciden exactamente. Sin embargo, aunque en este trabajo no discutimos
posibles soluciones o explicaciones a este hecho, posteriormente a la publi-
cacién de nuestro trabajo se han propuesto posibles argumentos que curen
esta situacién. Esto en si abre la posibilidad de continuar nuestro analisis
con ese objetivo.

Y como siempre, en principio es posible extender nuestro analisis a efec-
tos de poder comparar otras cantidades ademas de la entropia, o bien, el de
determinar la misma para agujeros negros distintos al analizado aqui.

Hasta el momento de escribir esta tesis se han hecho extensiones de
nuestro analisis para estudiar configuraciones de agujeros negros de distintas
dimensiones, agujeros negros con cargas miltiples, el analogo del agujero de
Schwarzschild. En todos ellos se obtienen resultados semejantes a los que
obtuvimos nosotros en lo referente a la entropia de estos sistemas. Ver [85]
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Capitulo 5

Conclusiones y perspectivas.

El objetivo de la presente tesis ha sido el de estudiar algunos aspec-
tos gravitacionales en una teoria de gravedad cudntica: teoria de cuerdas.
Particularmente estudiamos

= soluciones torcidas supersimétricas de supergravedad;

» dualidad existente entre una teoria de supergravedad y una mecéanica
cuantica supersimétrica a la luz de la conjetura de Maldacena;

= entropia microscopica de un agujero negro extendido en dimensiones
mayores con caracteristicas de no extremalidad.

Para redondear un poco nuestra idea original de estudiar los distintos
modelos de gravedad cudntica (gravedad candnica en lazos) y no solo la
teoria de cuerdas, expusimos al inicio un breve resumen de otros aspectos
gravitacionales (modelos cosmolégicos) estudiados, y algunos similares en
otro contexto (entropia de agujeros negros en gravedad en lazos). Esto nos
sirvié para ubicar nuestro trabajo entre la basta bibliografia existente en la
comunidad y en la linea de investigacion mas interesante en la actualidad.

Como comparacién podemos decir que la mayor desventaja del estudio de
agujeros negros en lazos es que existe una ambigiiedad en la teoria. Esto evita
determinar si calculos realizados en distintos esquemas corresponden o no a
situaciones fisicamente equivalentes. Tal falta de prediccién esta codificada,
al menos en lo referente a los agujeros negros, en el denominado parametro
de Immirzi. De hecho, tal vez debamos decir que es sorprendente que calculos
realizados en distintos enfoques coincidan.

Vimos también que existen resultados muy interesantes en lo que a mod-
elos cosmoldgicos respecta, en ambas teorias. Considero que la mayor lim-
itacion de los resultados obtenidos en cuerdas es la falta de una manera

83



consistente de obtener la fenomenologia del universo debido a la gran can-
tidad de posibilidades de compactificaciones y de campos que se obtienen
en tal procedimiento, aunado a una falta de control de los fenémenos a la
escala de Planck (particularmente la singularidad inicial). Aunque recorde-
mos que la teoria de cuerdas no solo pretende determinar las caracteristicas
gravitatorias del universo temprano sino unificar todas las componentes del
mismo, tanto gravedad como materia. Por ello podriamos decir que era de
esperarse tal cantidad de sobre-informacién.

Por otro lado, la comologia en lazos no utiliza propiedades adicionales de
la gravedad o de la materia de las observadas (supersimetria por ejemplo)
para determinar propiedades cuanticas del universo. Particularmente hemos
visto que, ademds de trabajar con un espacio tiempo “discreto” (exhibiendo
las caracteristicas de la teoria) se han obtenido resultados que apuntan a que
los operadores geométricos cuanticos de la teoria son finitos al evolucionarlos
hacia t = 0, y esto hace que el modelo de cosmologia cudntica presentado
sea consistente. Todavia queda mucho por estudiar en lo que respecta a
caracterizar la fenomenologia deducida de la teoria.

Recordemos finalmente que la principal caracteristica de la teoria de
cuerdas es la unificacion, mientras que la de la gravedad candnica en lazos
es la de ser una formulacién independiente de fondo y no perturbativa.

Lo anteriormente expresado nos motiva a una posibilidad de estudio pos-
terior, que es el de trabajar un modelo cosmolégico en gravedad en lazos con
caracteristicas anisotrépicas y estudiar las desviaciones del comportamiento
de un modelo anisotrdpico existente en la literatura [84]. Este tal vez sea el
primer objetivo a seguir en el futuro.

Con respecto a nuestro trabajo [4], podemos resaltar algunos puntos. La
motivacion para obtener soluciones gravitatorias estd por demas fundamen-
tada (ver seccién 3.1). La fundamentacién de nuestra aportacién es, primero,
que la manera de obtener soluciones a teorias extendidas de gravedad (su-
pergravedad) presentada aqui es mucho més eficiente y sencilla de realizar.
El trabajar ecuaciones de supersimetria lineales y de primer orden permite
no emplear las ecuaciones de Einstein-Yang Mills, que son de segundo orden
y no lineales. La comprobaciéon de que tal solucién satisface las ecuaciones
de Einstein es directa. Ademds, el empleo de tales ecuaciones asegura, si
asi se desea, la preservacién de cierto grado de supersimetria que, como
mostramos, es importante.

Nuestro tratamiento, aunque no es nuevo, si presenta caracteristicas
Gnicas:

1. Proporciona una nueva solucién de supergravedad supersimétrica: una
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M2 brana encajada a partir de 4 dimensiones parcialmente super-
simétrica.

2. Exhibe que la teoria de supergravedad que estamos estudiando es dual
gravitacional a una mecédnica cuéntica supersimétrica (que es la reduc-
cién dimensional de una teoria de Yang Mills supersimétrica en 0+1
dimensiones), donde esta ultima es un sistema que no involucra a la
gravedad.

3. Finalmente, hasta la fecha existen pocos ejemplos, ademés del nuestro,
de soluciones torcidas en supergravedad que tras obtener una configu-
racion de ondas gravitacionales a través del limite de Penrose posean
caracteristicas de supersimetria supernumeraria.

Es evidente las posibles extensiones del trabajo realizado en esta tesis,
que son el estudiar sistemas alternos con un mayor contenido de campos de
materia y con menos simetrias que las presentadas. A este respecto una posi-
ble modificacién a nuestro sistema es el de considerar que en la separacién
del grupo de norma SO(4) en dos copias de SU(2) podemos considerar las
respectivas constantes de acoplamiento distintas g = g. Tal extensién se ha
mencionado en el articulo original de Zwiebach [57].

Por 1ltimo, pero no menos importante, es el hecho de haber podido
extender un andlisis hecho a través de un modelo microscépico en [1] basado
en una coleccion de branas y antibranas de Dirichlet para calcular la entropia
microscépica de un tipo de agujero negro no extremal en [2].

Tal vez sea este trabajo el que nos acerque un poco mas a dar respuesta
o interpretacién a uno de los problemas fundamentales planteados a toda
teoria de gravedad cuantica. No solo fuimos capaces de reproducir exacta-
mente la entropia de Bekenstein-Hawking para un agujero negro a partir
de un modelo cuédntico (existen muchas reproducciones de este tipo en la
literatura), sino que el tipo de agujero negro que estudiamos es mas cer-
cano a uno astrofisico: los parametros de carga y rotacién para el mismo son
arbitrarios, es no extremal.

Esto nos acerca a estudiar agujeros negros fisicamente mas realistas e
interesantes, como el de Schwarzschild o Kerr, que no tienen carga.

Incluso, en nuestro trabajo la relacion entre las entropias calculadas a
partir de la de Bekenstein-Hawking y la microscépica es que son exactamente
iguales, un problema que se presenté en el trabajo original con la existencia
de un factor numérico de 23/4. Debido a esta coincidencia entre esquemas es
que extensiones de nuestro trabajo se han desarrollado desde su publicacién
(ver [85]).
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Motivados por la buena acogida de nuestra propuesta en la comunidad
podemos citar posibles extensiones por demads interesantes, asi como el es-
tudio de algunos puntos ain no explicados

1. Explicar por qué es necesaria la hipdtesis de que ambos sistemas de
grados de libertad en las branas se comportan como si tuvieran acceso a
toda la energia disponible. Ya sea obteniendo alguna explicacién fisica
o determinando alguna otra forma de obtener el mismo resultado que
sea fisicamente més razonable (tal vez la interpretacién de que se tiene
acceso a toda la energia sea incorrecta).

2. Obtener alguna reduccién dimensional de nuestro sistema o estudiar
un sistema con caracteristicas similares en 4 dimensiones (y con esto
obtener el agujero negro de Schwarzschild o de Kerr).

Concluyendo, nuestros resultados aportan mas elementos en el entendimien-
to de posibles aspectos cuanticos de la gravedad. Notablemente las dos prop-
uestas mas difundidas, gravedad candnica de lazos y teoria de cuerdas, con-
ducen a resultados consistentes con las caracteristicas que presentan clasica
o semiclasicamente ciertos fendmenos gravitacionales, a saber, la entropia
de agujeros negros y modelos cosmolégicos.
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Apéndice A

A.1. Cargas y tensiones en teoria de cuerdas.

A efecto de mostrar las relaciones entre los distintos parametros en la
teoria de cuerdas y toda la D-brano-logia en la literatura, condensamos
algunas de las mas relevantes.

s La tension de la cuerda fundamental:

o =T = (2ra’)"L. (A1)

= Tensién y carga de la Dp-brana

Tp = Mpg;1 = (zﬂ)ipali(erl)mgsil' (A.2)

Relacion entre las tensiones de las branas

Tp = Ty (2%\/&)20/71). (A.3)

Constante de acoplamiento de Yang-Mills en una brana

Gorry =1, (2m) 7. (A.4)

La constante de Newton 10 dimensional

2k% = 2629 = (167G ) = (2n)" /42 (A.5)

Tensiones de las M2 y M5 branas de supergravedad 11 dimensional

7'2M = (2%)_2@;3, 7'5M = (2W)_5€;6. (A.6)
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= Longitud de Planck 11 dimensional
by = g3Vl (A7)
s Constante de Newton 10 dimensional

167G = 262, K2, = 27ﬂ8€2. (A.8)

A.2. Reduccion dimensional.

Tlustramos con un caso sencillo el procedimiento de reduccién dimension-
al. Ver también [86].
Tomamos la accién en D dimensiones para gravedad-dilatén

1

S =—
25%

AP/ —Ge29p (R +4 [wD}?) , (A.9)

y tomamos una dimensién compacta
M _ (p ~ A
" = (z¥,x), x~x+27R. (A.10)
También la métrica se descompone como

g 20 AF AY QO'AM
GMN = ( g —’_20'6 v ‘ 20 ) ) (All)
e A e
donde A,,0 son el campo de norma y el escalar de Kaluza-Klein respecti-
vamente. También el dilatén se reduce como

¢p-1=¢p — %- (A.12)

Ahora uno hace una descomposicién en modos de Fourier de la accién D
dimensional y truncamos a los modos no masivos, de esta forma obtenemos
una accion D — 1 dimensional

s = 1 / dD1p/ Tge=2 (R+4[V¢]2 Vol

2
2/£D_1

—%e%F?) , (A.13)

donde F' es la intensidad derivada del campo A y n% = 27TR/<;%_1.
Para reducir dimensionalmente las teorias IIA y IIB es necesario hacerlo
para el campo de NS Bjsn y los diferentes campos tensoriales.
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A.3. Supergravedad.

Las teorias de supergravedad contienen campos escalares, campos de
norma y campos fermiénicos, que no existen en Relatividad General, pero
aparte de esto ambas teorias son muy similares. Supergravedad N = 8 tiene
la misma solucién de Reissner-Nordstrom que RG cuando se tiene solo un
campo de norma.

Estas supergravedades pueden ser introducidas en la teoria de supercuer-
das a través de la supersimetria. por ejemplo, la supergravedad N =8, D =
4 es el limite de bajas energias de la teoria de supercuerdas tipo II cuando
se compactifica en un 6-toro.

Las cuerdas y p-branas en cuerdas pueden ser negras, o sea, se presentan
un horizonte de eventos. El punto importante en el contexto de los agujeros
negros es que en supergravedad existen estados BPS que son estables. A par-
tir de ellos se pueden calcular caracteristicas como la entropia de un arreglo
de D-branas (que son BPS también) en acoplamiento débil. Por ello, al darle
el cardcter de “super” a la gravedad ha sido fundamental para el calculo de
la entropia de agujeros negros extremales y cercanamente extremales y no
solo para evitar en cuerdas los campos taquidnicos, por ejemplo.

En la préctica, obtener supergravedades a partir de supercuerdas se real-
iza al desarrollar las funciones § de cuerda cerrada y mantener los términos
de 6rden més bajo en la escala de la cuerda o’ (pendiente de Regge), de
alli el nombre de teorias efectivas. Las supergravedades son no renormaliz-
ables pero ain asi son mucho més faciles de manejar que la teoria comple-
ta. Muchas de las propiedades de las teorias de supergravedad se obtienen
directamente de la teoria de supercuerdas de la cual deriva, por ejemplo
ITA. — ITA, y similarmente para las tipo IIB. La distincién entre las dos
es através del contenido de campos de las mismas: formas de norma de
distintos rangos H1,....m,,-

Para ver cudles campos son permitidos es mejor estudiar los operadores
de vértice V' = Sizoél[CHml,...,mp+2Wml""’mf’“]agsdfr, donde S es un espinor
de Ramond, H las p-formas de norma y Cy™C~1 = —(y™)T.

Junto con las condiciones de frontera para los espinores izquierdos y
derechos [87]

Sp=+IY...T?S}, (A.14)
se sigue que la misma (opuesta) paridad para y™!»+2 implica rango impar
(par) para H. Una relacién similar se obtiene de esta condicién para los
parametros de supersimetria

ep =T .TP¢y. (A.15)
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Estas son las condiciones que deben de cumplir los parametros espinoriales
para que se preserve cierto grado de supersimetria, como se discute en el
texto.

A.4. Dualidad AdS/CFT.

Mostramos la dualidad gravedad/teoria de campos en su forma més sim-
ple. El ejemplo maés directo es el de un sistema de N = Q3 D3-branas [31, 38].
La observacién fundamental sobre este sistema es que existe un régimen en
el espacio de pardametros donde las descripciones de supergravedad y de las
D-branas son validas.

s D-branas. Consideremos un sistema de N D3-branas en la teoria de
cuerdas. En este existen dos tipos de excitaciones: aquellas de cuerdas
abiertas (que describen las excitaciones de las D-branas) y de cuer-
das cerradas (excitaciones gravitacionales del espacio de “bulto”). La
accién del sistema toma la forma

S = Sbulto + Sbrana + Sintv (A16)

donde S;,; corresponde a los términos de interaccién entre las difer-
entes excitaciones. Si se considera el sistema a bajas energias

o — 0, gSN,g fijos, (A.17)

con R la distancia tipica de separacién de las branas, obtenemos una
teoria efectiva con solo los estados no masivos tomados en cuenta.

Los estados de cuerda cerrada corresponden a la supergravedad en 10
dimensiones, y los de cuerda abierta forman un stper-multiplete con
N =4 en las branas (3+1 dimensional) que corresponden a una teorfa
N =4, U(N) de super Yang-Mills.

Precisamente en el limite de bajas energias k ~ gsa’ — 0 de tal forma
que los términos de interaccién desaparecen. De tal forma que en el
limite de bajas energias el sistema de N D3-branas se desacopla en
supergravedad en el bulto y una teoria de SYM en las branas.

= Supergravedad. Sabemos que las D3-branas son soluciones cargadas
de la teoria de supergravedad. Tipicamente la soluciéon para la D3-
brana es

ds®* = f7V2(—dt® +da? + da3 + dad) + Y2 (dr® + r2DQs)
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f = 1+R_4, (A.18)

rd

Se puede ver que para un observador en infinito, la energia tiene un cor-
rimiento al rojo conforme r — 0. Entonces, considerar en este sistema
el limite de bajas energias corresponde a tener particulas no masivas
en el bulto o excitaciones cerca del horizonte de la geometria descri-
ta por (A.18). Pero justamente al considerar este limite los estados
existentes se desacoplan entre si.

Por lo tanto, la teoria a bajas energias corresponde a un par de teorias
desacopladas: una es supergravedad en el bulto y la otra es la teoria
para el horizonte cercano en (A.18). En esta regién la geometria se
reduce a

’1“2

2
r
:@(_

d
ds? dt? + daf + daj + da3) + R?r—2 + R’DQs  (A.19)

que es AdS5 x S°, con R el radio de AdS.

Por lo tanto se concluye que en tal limite la teorfa de SYM N =4, U(N)
en 3+1 dimensiones (que dimensionalmente corresponde a la frontera de
AdSs) es equivalente a la teorfa de cuerdas en AdSs x S°. Esta es la dualidad
AdS/CFT.

Se ha podido determinar que esta dualidad sigue siendo valida para
distintas dimensiones, todas en espacios tipo AdS.
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