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Resumen

En este trabajo hicimos una revision de la transicion de Hawking-Page en el contexto de la
dualidad AdS/CFT. Comenzamos por un repaso de las caracteristicas de esta dualidad o
conjetura de Maldacena, mediante un repaso, por un lado de las propiedades del espacio de
Anti de Sitter y, por otro, de las caracteristicas de la teoria de campos conforme ./~ =4
supesimétrica de Yang Mills. En segundo lugar dimos como un ejemplos campos
propagandose en el bulto en AdS para, finalmente, presentar una transicion de primer orden
en Anti de Sitter, donde presentamos un introduccion de la termodinamica de agujeros
negros para, acto seguido, presentar la transicion de Hawking-Page, la cual nos dice que al
introducir un bafio térmico en nuestro espacio, existe la formacion de un agujero negro a
partir de una temperatura critica Tc. Esta transicion es holografica en el sentido que en la
teoria de campos en la frontera del espacio, se traduce en una transicion entre fases de
confinamiento y desconfinamiento, lo cual, pensamos, quizd pueda ayudar a entender el
problema del confinamiento en QCD. Finalmente presentamos conclusiones y apéndices
con algunos calculos.
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Introduccion

Este trabajo de revision trata sobre un conjetura de equivalencia, planteada por Juan
Maldacena en 1997, [13] que relaciona Teorfas cudnticas de campos en d dimensiones con
Teorias de Gravedad cuantica en D > d dimensiones.

Esta equivalencia se conoce como correspondencia o dualidad norma/gravedad, holografica,
AdS/CFT, norma/cuerdas o de Maldacena. El concepto clave es el de Dualidad, que de-
scribe una relaciéon de equivalencia entre dos teorias que en principio son radicalmente
distintas.

Una forma muy comtun de ver esta situacion es pensar que las dos teorias son lenguajes
que hacen referencia a un mismo sistema fisico, y es posible encontrar un traductor que
nos lleve de los conceptos de una teoria a la otra.

Aunque la nocién de dualidad no es nueva, pues hay varios ejemplos de dualidad entre
teorias de campos o entre teorias de cuerdas, la propuesta de Maldacena es radicalmente
distinta pues se trata de una dualidad entre una Teoria de Campos y una Teoria de Cuer-
das.

., Cudl es la relevancia de esta dualidad en particular? Hay bastantes razones: en primer
lugar, porque tedricamente es interesante relacionar teorias que suceden a escalas de en-
ergia tan alejadas - pues se plantean una dualidad entre teorias cuanticas de campos,
como QCD, con una teoria de Relatividad General, esto es, permite relacionar teorias con
y sin gravedad; en segundo, es una aproximaciéon a teorias de campos similiares a QCD o
a sistemas de materia condensada en la regién de acoplamiento fuerte.

Hay que entender que acercarse a la dualidad AdS/CFT implica tener un vasto abanico de
requerimientos tedricos, es decir, conocer, ain someramente, tépicos de Teoria de Cuer-
das, Teoria Cuantica de Campos, propiedades geométricas del espacio de Anti de Sitter,
etc. Por lo cual, por mor de una correcta articulacion en la exposicion, vamos a enfocarnos
en algunos aspectos especificos, no en el panorama amplio de la correspondencia.

Esta tesis trata sobre un aspecto interesante de esta dualidad; la transicion de fase de
Hawking-Page, la cual es una transicion de fase de primer orden de un sistema ter-
modidmico, siendo este sistema termodinamico el espacio de AdS cuyas fases son un

agujero negro y el espacio de AdS térmico.
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Nuestra exposicion se llevard a cabo en el siguiente orden:

En el primer capitulo vamos a dar una motivacion para el estudio de la correspon-
dencia AdS/CFT, esto es, partiendo del supuesto que hay una relacién de dualidad entre
la teoria de campos N = 4 Super Yang Mills y la frontera del espaciotiempo de Anti de
Sitter en 5 dimensiones, vamos a explicar en que consiste esta dualidad y cuales son las
cantidades fisicas que permiten establecer la misma; asimismo, veremos en que consiste
la llamada relacion de diccionario o, mas apropiadamente, traductor.

El segundo capitulo versa acerca de las propiedades geométricas del espacio AdS y simetrias
inherentes al mismo. En el tercer capitulo vamos a hacer el analisis de diversos campos
en el bulto en AdS y su comportamiento en la frontera del mismo.

El capitulo 4 trata sobre el concepto de agujero negros y sus propiedades termodindmicas
en relacién con la correspondencia AdS/CFT.

En el capitulo 5 vamos a estudiar, ya con todos los elementos tedricos a la mano, la
transicién de fase de Hawking-Page y veremos como se relaciona una transcion de fase
en Relatividad General con una teoria de campos en la frontera del espaciotiempo. FEl
capitulo 6 esta centrado en el calculo del potencial quark-antiquark, mediante lazos de
Wilson, para ver como se relacionan estos resultados con los del capitulo anterior. Final-

mente, se presentaran nuestras conclusiones y un apartado de apéndices.



Capitulo 1

Motivando la correspondencia

AdS/CFT

La correspondencia AdS/CFT es un aspecto fascinante de la fisica tedrica, la cual rela-
ciona dos teorias que en principio pueden parecer incompatibles. Vamos a partir del sigu-
iente supuesto: Una teoria de norma en 4-dimensiones, en la aproximacion de N grande,
es representada por un espaciotiempo curvo cinco-dimensional con invarianza conforme
SO(2,4). Lo anterior es una forma simple de enunciar la dualidad AdS/CFT. Para enten-
der como es posible que una teoria cuantica se relacione con una teoria de gravedad, se
requiere poner en contexto teérico al lector, por lo cual, en este primer capitulo vamos a

ver someramente alguna nociones que nos ayuden a entender lo que viene.

1.1 Principio holografico

La teoria cuantica de campos es una teoria con infinitos grados de libertad, lo cual es, en
principio imposible de relacionar consistentemente con una teoria de gravedad.

Una forma de ayudarnos a hacer compatibles ambas teorias es mediante el principio
holografico, el cual nos ayuda a calcular los estados cuanticos de un sistema de la siguiente
manera. Consideremos una region del espacio, I', la cual por simplicidad puede ser una
esfera y consideremos como frontera de este espacio a OI' y denotemos el area de la frontera
por A. Supongamos que tenemos un sistema termodindmico con entropia S dentro de
este espacio. La masa total del sistema no puede exceder la de un agujero negro de area
A. Ahora, si consideramos que el sistema colapsa en un agujero negro, tenemos que la
entropia tiene la siguiente expresion: S = A/4G. En otras palabras, la entropia de una

regién del espacio es proporcional al drea medida en unidades de Planck®.

1Recordemos que la entropia no es tanto una propiedad de un sistema, sino una medida de la in-
formacion que tenemos sobre el sistema. La definimos partiendo de restricciones de lo que sabemos del
sistema ( energfa, momento angular, etc.). La entropia es esencialmente el logaritmo del nimero de
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Esta cota para la entropia nos dice que el maximo ntmero de grados de libertad no
redundantes es proporcional al area. Cuando tratamos con una regién macroscopica
grande, esto significa una reduccién enorme en los grados de libertad requeridos, en efecto,
si las dimensiones lineales del sistema son del orden de L, entonces el nimero de grados
de libertad por unidad de volumen escala como 1/L en unidades de Planck; haciendo L
muy grande, podremos espaciar arbitrariamente los grados de libertad. Podemos pensar
los grados de libertad de I" viviendo en OI" dentro de un area de densidad no mayor a ~ 1
grado de libertad por area de Planck. En esto reside la analogia holografica: los sistemas

en D dimensiones estan descritos por un holograma (D-1)-dimensional en su frontera.

1.2 Holografia y Espacio AdS

Nuestro como punto de partida serd el espacio AdS(5)® S(5) como el espacio de bulto con
frontera 4-dimensional. De acuerdo con el principio holografico, podremos describir toda
la fisca en el bulto mediante una teoria cuyos grados de libertad puedan ser identificados
con la frontera.

El principio Holografico requiere que la teoria en la frontera no tenga méas de un grado
de libertad por area de Planck, como veremos méas adelante, la métrica que describe AdS
diverge cerca de la frontera, por lo cual podemos asumir que el nimero de grados de
libertad por unidad de érea (en las coordenadas) es infinito, lo cual sugiere que la teoria
de frontera es una teoria cuantica de campos.

Otra cosa que nos interesa para una descripcién holografica de la fisica en el bulto son
las simetrias del espacio en su frontera; las cuales son, primero, las simetrias de Poincaré,
la simetria de dilatacion y las transformaciones conformales que preservan las direcciones
tipo luz en la frontera. Como veremos en detalle en el capitulo siguiente, el grupo com-
pleto de simetrias de AdS en la frontera es el grupo conforme del espacio de Minkowski
4-dimensional. Esto es, la teoria hologréafica en la frontera debe ser invariante bajo el
grupo conforme, esto, aunado a que en la frontera tenemos una densidad infinita (en co-
ordenadas) de grados de libertad, sugiere que la teoria holografica es una Teorfa Cuéntica
de Campos Conforme o CFT (por sus siglas en inglés).

AdS(5) ® S(5) es, como sabemos una solucién de la supergravedad 10-dimensional que
describe una teoria de supercuerdas a bajas energias. Este espacio, aparte de las simetrias
anteriormente mencionadas, tiene también las simetrias de O(6) para la esfera 5-dimensional

y una simetria adicional, la supersimetria N' = 4, lo cual debe ser tomado en cuenta en la

estados cuanticos que satisfacen esas restricciones. Por otro lado la entropia mdxima si es una propiedad
del sistema y se expresa como el logaritmo del numero total de estados o, de forma mas precisa, es
proporcional al nimero de grados de libertad simples que se necesitan para describir al sistema.
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descripcion holografica. Lo anterior nos lleva a la conclusion de que la gravedad cuéntica
en AdS(5) ® S(5) debe ser descrita por una teoria cuantica de campos superconforme

invariante de Lorentz, asociada con la frontera de AdS.

1.3 Conexién UV/IR

Uno de los pilares en la mecanica cuantica es el principio de incertidumbre, el cual nos

dice que hay una relacién inversa entre las escalas de momento/energia y distancia:

he

En, = AL (1.1)
Se tiene la nocién, que nos ha ensenado la fisca de particulas actual, que si colisionamos
particulas cuya energia Ea, sea muy alta y de esta colision observamos particulas de alta
energia disparadas hacia todos lados, a partir del andlisis de éstas podremos reconstruir
eventos que suceden a distancias muy pequenas.
El problema de este razonamiento es que para energias mucho mayores que la masa de
Planck, la colision crearia un agujero negro con masa del orden de Fa, de forma que los
eventos que nos interesa ver a escalas de distancia muy pequenas quedarian ocultos tras

un horizonte de eventos de radio:

2G
RS ~ ?EA17 (12)

més aun, el producto de la colisién seria radiacién de Hawking, no las particulas esper-
adas.

La radiacion de Hawking tiene una energia tipica ~ g—; que decrece con la energia inci-
dente. De esta forma, un acelerador de particulas con energias del orden de Planck no

nos dejaria ver escalas del orden de la escala de Planck [p de hecho, la energia iria como:
Ar ~ —— (1.3)

que puede expresarse como una especia de principio de incertidumbre espaciotemporal:

2Gh
AxAt ~ e lp (1.4)

Esta es una forma simple de ver la conexion UV/IR que relaciona la frecuencia con el

tamano espacial; frecuencias muy altas se relacionan con escalas de distancia grandes.
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Capitulo 2

Correspondencia AdS/CFT

2.1 Espaciotiempos maximamente simétricos

En Relatividad General, las ecuaciones que describen la dinamica de un sistema vienen

de un principio variacional. Partimos de la accion de Einstein-Hilbert en vacio:

Slguw] = /ddx\/—_g(i(R - 2A)) (2.1)

y con
05(guw]

=0
0G

La variacién nos da como resultado:
1
R/W — §(R — 2A)g/“, =0

O, en la forma que conocemos:

G = —Agu (2.2)

Donde el tensor de Einstein estd definido como:

1
GHV = R,uu — §guyR (23)
Con R, y R el tensor y escalar de Ricci, respectivamente.
Al estar en vacio, el tensor de energia momento de materia T% se anula, de forma que
uno puede ver estos espaciotiempos como soluciones de las ecuaciones de Einstein con un

tensor de energia momento de vacio dado por:

A
Tvacio _

_ A 2.4
2% 87TGgM ( )

b}
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De forma que la tinica componente no trivial de las ecuaciones de Eintein es:

2d
R=-—"A 2.5
T3 (2.5)

2.1.1 Propiedades geométricas

Se dice que un espacio es homogéneo si es invariante ante cualquier traslaciéon a lo largo
de cualquier coordenada y que es isotropico si es invariante bajo la rotacion de una
coordenada ante cualquier otra.

Los espacios con mayor grado de simetria son homogéneos e isotrépicos. La homogeneidad
implica d familias uniparamétricas que son generadas por traslacién a lo largo de cada
coordenada y por cada coordenada hay (d— 1) otras coordenadas que pueden ser rotadas,
sin embargo, para no contar doblemente las rotaciones son: @. De forma que el
nimero total de familias es:

dd—1) d(d+1)

d =
* 2 2

d(d+1)
2

Una variedad diferencial d-dimensional es maximamente simétrica si tiene vec-

tores de Killing linealmente independientes.

La existencia de simetrias impone restricciones sobre las cantidades que definimos en
nuestro espacio, como la métrica g;; y el tensor de curvatura de Riemann Rj-kl. Un espacio
maximamente simétrico es entonces posible solo para valores particulares de estas canti-
dades. De aqui que un espacio Riemanniano maximamente simétrico sea esencialmente
unico.

Para un espacio maximamente simétrico se cumple lo siguiente:

e Fl escalar de curvatura R es constante.

e Kl tensor de Ricci es proporcional al tensor métrico.

1

R, = ng;w

e Fl tensor de curvatura de Riemann es

R
Rppor = m(gpaglw - g,UUgPV)

Este tipo de espacios pueden ser clasificados por su escalar de Ricci, para los tres casos

siguientes:
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e R =0 el espacio es llamado de Minkowski
e 1R > 0 Espacio de Sitter
e 1R < 0 espacio de Anti de Sitter

Veremos las propiedades de este espacio un poco mas a detalle, pues gracias a las simetrias

inherentes a este espacio es que toma sentido la correspondencia.

2.2 Espacio Anti de Sitter

El espacio de curvatura constante R < 0 es llamado FEspacio de Anti de Sitter. Este
espaciotiempo puede ser expresado en distintos sistemas de coordenadas y en diferentes
dimensiones, vamos a dar un repaso de sus propiedades geométricas en d dimensiones y
después veremos el caso que nos interesa en la dualidad, que es el AdS en 5-dimensiones.
Lo interesante de este espacio es que para un cierto tipo de coordenadas, tiene una frontera
que es el espaciotiempo de Minkowski hasta un factor conforme, lo cual es vital para la

conjetura.

2.2.1 AdS en 4-d

El espaciotiempo de Anti de Sitter 5-Dimensional puede verse como un hipersuperficie in-
crustada en un espaciotiempo plano de seis dimensiones, con dos dimensiones temporales,
digamos:

—ut =Pty A =1
Dentro de un espacio 5-dimensional R® con la métrica
ds? = —du? — dv* + da® + dy* + d2*
Uno puede hacer un cambio de coordenadas: {7, p, 0, ¢} de la siguiente manera:

u = asin(7) cosh(p)

v = acos(T) cosh(p)

x = asinh(7) sin(f) cos(¢)
y = asinh(7) sin(f) sin(¢)

z = asinh(7) cos(0)
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La métrica en este hiperboloide es:
ds® = a® (—cosh*(p)dr* — dp* + sinh®(p)dQ?)

Tomando 0 < py 0 < 7 < 27 la solucién anterior cubre el hiperboloide una sola vez. Por
tanto, (7, p, 2) son llamadas coordenadas globales de AdS. Puesto que cerca de p = 0 la
métrica se comporta como ds? ~ a?(—d7r?+ dp® + p?dS) el hiperboloide tiene la topologia
R3 & S* con S; representando curvas tipo tiempo cerradas en la direccién 7, pues 7 +
2nt representan el mismo punto en el hiperboloide, esto puede parecer problemaético,
sin embargo, puesto que tal proviene de una elecciéon particular de coordenadas, no es
una propiedad intrinseca del espaciotiempo; por lo cual, lo que hacemos es desenrrollar el
circulo S (esto, es, tomamos —oo < 7 < o0) de forma que obtenemos la cubierta universal
del hiperboloide sin curvas tipo tiempo cerradas. Para fines de la dualidad AdS/CFT esta

cubierta es suficiente.

2.2.2 AdS en d dimensiones

Vamos dar un somero repaso de las propiedades del espaciotiempo de AdS en d dimen-
siones, poniendo énfasis en el sistema de coordenadas de Poincaré, las cuales son de
especial importancia ya que aqui se ve claramente que la frontera de este espacio tiene

propiedades geométricas interesantes para nuestro estudio.

El espacio AdS puede ser obtenido incrustando la forma cuadratica:

p+1

Z(xz)Q _ (xO)Q o ($p+2)2 _ _L2. (26)

i=1

En un espacio (d 4 1) dimensional con métrica:
ds® = dX? +dX3+ ... +dX2 | — dU* — dV?, (2.7)

Notemos que el espacio que contiene a AdS tiene dos direcciones temporales, de forma
que su métrica tiene signatura (—, —, +, +..., +).

Ahora, recordemos que, si definimos un subespacio en término de coordenadas embebidas,
x' especificando funciones X“(z"), la métrica inducida g” en la superficie parametrizada

por z' puede ser calculada de la siguiente forma:

0X*0X"

i = Gogp———.
Jij Y 0xt Oz

(2.8)



2.2. ESPACIO ANTI DE SITTER 9

Podriamos hacer un céalculo similar al de la seccién anterior podemos llevar al sistema
de coordenadas globales, la métrica inducida en tal caso del hiperboloide tiene signatura
lorentziana y la topologia de AdS es R"! Q) S?.

Este hiperboloide se ve como:

Por otro lado, el sistema de coordenadas de Poincaré o parche de Poincaré puede

obtenerse merced de un cambio de coordenadas:

D CALEED CanlIEN Y (2.9)

_XP2 L xptl oy, (2.10)
n

Xt = % (2.11)

Ahora, vamos a sustituir estas nuevas variables en la ecuacién que nos define el espacio

(2.6) para hallar la forma de v como:

L .
V= ﬁnw,a:“x ) (2.12)

podemos escribir explicitamente X?*2 y XP*! en término de las otras coordenadas, de

forma que queden como

1/ I L, L

Si tomamos las parciales de las coordenadas escritas de la forma anterior, llegaremos al
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siguiente elemento de linea:

ds? = L—Qdeﬁ + v datdx” (2.14)
= LQUW zhar”, .

Notemos que, dado que este sistema de coordenadas tiene la peculiaridad de que el
vector de killing 0,0 se anula en z = 0, vemos que de hecho no podemos movernos hacia
valores negativos de u, de forma que estamos confinados a la porcién del hiperboloide en
que XPt2 4+ XPT1 > (. lo cual implica que este sistema solo cubra la mitad del hiper-
boloide.

Si queremos ver esquematicmente este sistema, las superficies con ¢ (la coordenada tem-
poral en la métrica de Minkowski) y u constantes corresponden a los planos en la siguiente

imagen:

El plano que pasa por el origen es la superficie t — oo

Las superficies que resultan de fijar L o u son copias del espacio de Minkowski que
difieren solo por un reescalamiento global. La superficie u = 0, que corresponde a t — oo
es la frontera conforme de AdS y uno se refiere usualmente a ella como la frontera

En estas coordenadas, el diagrama de Penrose de AdS es:
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2.3 Teorias de campos conformes

2.3.1 Transformaciones conformes y grupo conforme

Consideramos una teoria cuantica de campos viviendo en un espaciotiempo plano. Las

transformaciones conformes son generalizaciones de transformaciones de escala:
i = art — ds® = di* = o*di?, (2.15)

Antes de definir una transformacion conforme, vamos a dedir unas cuantas cosas sobre
transformaciones de escala.
El proceso de renormalizacion involucra un corte en la energia €, la constante de acoplamiento

de la teoria \g y la masa mg, v.g., la regularizacion dimensional para una teoria con campo

escalar V(¢) = ™ ¢? + A

2

Ao = i ()\ + i a’“e(kﬂ) ;. mg =m? (1 + i @) . (2.16)

donde p es la escala de renormalizacion, de la cual extraemos la constante de acoplamiento

renormalizada A = A(, €; Ao, my), que en general depende de la escala.
De esta forma, podemos definir la funcién 3, la cual nos dice como cambia la constante

de acoplamiento renormalizada:

dA
5()‘7 6) = M@|mo,/\o,e (217)
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Una teoria invariante de escala (i.e., una teorfa que no depende de « en (2.15)) debe
entonces ser independiente de pu, y por tanto, tener funcién S = 0. Lo anterior puede

suceder de dos formas:

e 3 =0 en todo punto, que significa que todos los diagramas de Feynman se cancelan,

lo que implica que no hay infinitos. O

e Se trata de una teorfa de interaccion no trivial: la funciéon § es no trivial, pero tiene

un cero lejos de A = 0, en el cual emerge una teoria no perturbativa.

Si tenemos una teoria con invarianza de escala clasica, se espera que se cumpla también
cuanticamente. Pero a priori, podria haber anomalias cudnticas (v.g., diagramas de Feyn-
man que podrian romper la invarianza de escala). De manera se requiere la ausencia de
estas anomalias para la consistencia de la teoria y la existencia de invarianza de Weyl, la
cual da ocnstricciones a la teoria.

La mayoria de las teorias que son cuanticamente invariantes de escala tiene una invarianza
mayor: la invarianza conforme.

En espacio plano, se define la invarianza conforme mediante x, — &, tal que
di,dt, = [Qz)] " dz,dz, (2.18)

Puesto que la métrica se modifica de plana a conformalmente plana,estamos estudiando
teorias en espacio plano. Es de esta manera que las transformaciones conformes son una

generalizacién de transformaciones de escala mencionadas anteriormente.

2.3.2 Simetria conforme

El algebra de vectores de Killing es el algebra de Lie del grupo de isometrias de la métrica.
Veamos como un primer ejemplo el dlgebra del grupo que genera isometrias en el espacio
de Minkowski.

Sabemos que para este espaciotiempo, el grupo de Poincaré es el generador de simetrias,
si en coordenadas cartesianas las coordenadas son x®, con la métrica 7, la ecuacién de

Killing es simplemente:
Ve + 0V, =0

Cuya solucion es:

Ve = wiab + €,

Donde € son parametros constantes y wy satisfacen wg, = —wpe. Que son precisamente

las transformaciones infinitesimales de Lorentz y las traslaciones del grupo de Poincaré.
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Si escogemos como base la siguiente:
P, = 8{1 ) My, = xaab - Ibaaa
un vector de Killing general puede ser expandido como:
a 1 ab a

V=V 8a:§w My, + € P, (2.19)

Cuya algebra de Lie esta dada por:
[P, P] =0

[Mabu Pc] = _nach + 77bcPa

[Maba Mcd] - nadec + 'r]bcMad - nachd - nbdMac

Vectores de Killing conformes

Un caso de interés particular para nosotros es cuando trabajamos con una teoria cuya
accion de materia minimamente acoplada es invariante bajo reescalamientos de Weyl, esto

es, reescalamientos de la métrica en la forma:

2w(x)

gap(®) = € gag(x) (2.20)

Por una funcién positiva definida w(z), o, infinitesimalmente://
d,ugaﬁ(x) = 2(")(17)9045(1')7

lo que implica que el tensor de energia momento de la teoria se anula en su diagonal.
En estos casos, uno puede asociar corrientes conservadas no solo a vectores de Killing,

sino tambin a vectores de Killing Conformales, que obedecen la ecuacién:
V,.C, +V,C, =2w(x)guw, (2.21)

para alguna funcién w. Estos vectores de Killing C' generan transformaciones de coorde-

nadas que dejan invariante la métrica hasta un reescalamiento de Weyl.
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Algebra y grupo conforme del espacio de Minkowski

Puesto que el espacio de Minkowski comparte el grupo de simetrias con el espacio de
AdS, que es el que nos importa, veamos a detalle las simetrias del espacio de Minkowski
conforme.

Recordemos que ya teniamos 10 vectores de Killing verdaderos, asociados al grupo de
Poincaré, ahora, tenemos 5 vectores de Killing conformes, de la manera siguiente:

En primer lugar, el generador de Dilataciones:
D= x“@a . (9an —+ abDa = 277ab

que genera:
% — Mt = ds? = nabd:r“dxb — 2Mds?

Los otros cuatro vectores de Killing conformes son:

Cm = (2™ — ™ 2%)d, (2.22)
Los cuales satisfacen la equacion:

8,C™ + 8,0 = 4z,

y generan las transformaciones especiales conformes:

x® 4 a2
1 + 2ngpcab + 2a?

Las dilataciones y la transformaciones especiales conformes agrandan el grupo se simetria

de Minkowski al grupo de simetrias cuya algebra es el dlgebra conformal

[Pa; P)] = 0 (2.23)
[(Map, P] = —NacPs + npcPa (2.24)
[Map, Mea) = NadMpe + 1oeMaa — NaeMba — 1oaMac (2.25)
[D,P) = P, (2.26)
[Ma, D] = 0 (2.27)
[Pa; Cb] = 2naD — 2Mg, (2.28)
[(Map, Cc] = —1acCh + mpeCa (2.29)
[D,C,] = C, (2.30)
[Ca, C] = 0 (2.31)
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2.3.3 Supersimetria

A mediados del siglo pasado los tedricos se preguntaban por el tipo de simetrias posibles
en la fisica de particulas. Se conoce la simetria de Poincaré, definida por los generadores
de Loretz J,;, del grupo de Lorentz SO(1,3) y los generadores de traslaciones en 3 + 1
dimensiones, P,.

Mads atn, conocemos que existen simetrias internas, 7,., como el grupo de electromag-
netismo U(1), el grupo local SU(3) de QCD o el global SU(2) del isoespin. Estos gener-

adores forman un algebra de Lie.
[Tra TS] - fﬁsTt (2-32)

Es natural preguntarse si puede existir una combinacién de estas simetrias, tal que:
[T., P, # 0, [T, Js] # 0, tal que un grupo de simetrias pudiera estar contenido en el
otro o ambos grupos en uno mas grande. La respuesta a esta interrogante estd en el
teorema de Coleman-Mandula, que nos dice que si combinamos las simetrias de Poincaré
con simetrias internas, las matrices S de todos los procesos serian cero; sin embargo, este
teorema se sostiene de la suposicién de que el algebra final es un algebra de Lie.

Una forma de evadir el teorema, entonces, es generalizando la nocién de dlgebra de Lie a
/flgebm de Lie graduada. Un algebra de este tipo es aquella cuyos generadores satisfacen

reglas de anticonmutacion.

{QL, QJB} = generadores (2.33)

De esta manera, los generadores del tipo P,, Ju, T, son llamados generadores pares,
mientras que aquellos que satisfacen reglas de anticonmutacién son llamados generadores

impares. Un &algebra de Lie graduada satisface entonces:
{par,par} = par; {impar,impar} = par; {par,impar} = impar (2.34)

Asi pues, una generalizacion de simetrias internas, mas simetrias de Poincaré es posible,
pero podemos preguntarnos, en este caso j qué tipo se simetrias describen los generadores
QL7

(e}
De la ecuacién anterior

{Q4, Jan} = () Jea, (2.35)

significa que @', debe estar en una representacién de J,,, debido a la naturaleza anticonmu-
tativa de @°,, elegimos la representacién espinorial. Pero campos espinoriales por campos
bosénicos dan un campo espinorial; por lo tanto, @, (espinor) actuando sobre un campo

bosénico nos da un espinor. De lo anterior, a partir de @', obtenemos una simetria entre
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bosones y fermiones llamada supersimetria.
dbosones = fermion; ¢ fermion = bonson. (2.36)

Nuestra relacion de anticonmutacién {Qg, Qg}, es llamada algebra de supersimetria, y el
algebra de Lie graduada es llamada superdlgebra.

Puesto que Q' es un espinor, el pardmetro de la ley de transformacion, €, es también un
espinor.

Naturalmente, podemos preguntarnos con que tipo de espinor tratamos. A diferencia de
fisica de particulas, donde tratamos con espinores de Weyl, que satisfacen 51 = +v, en

supersimetria se trabaja con espinores de Majorana, los cuales satisfacen la condicién de

realidad.
X =x'C=x=x"n" (2.37)
Donde C' es la matriz de conjugacién de carga, que relaciona 7, con 7. En Minkowski,

satisface:

CT'=—-C; Cy"C™'=—-(y™7T. (2.38)

Usamos C para subir y bajar indices, puesto que es antisimétrica, debemos definir una
convencién de suma de indices, i.e. X%, = —x¥*
El motivo por el cual usamos espinores de mayorana es por conveniencia, toda vez que

algunas identidades supersimétricas son mas faciles de demostrar.

2.3.4 Modelo sobre la capa de masa de Wess Zumino

Vamos a ver el modelo mas simple de supersimetria, en dos dimensiones.

Un fermién de Dirac en d dimensiones tiene 2/%2 componentes complejas. Por tanto,
en 2 dimensiones tendra 2 dimensiones complejas y un fermion de Majorana tendra 2
componentes reales. Un fermién de Majorana on-shell (i.e., satisface la ecuacién de Dirac)
tendrd una sola componente (pues la ecuacién de Dirac es una ecuacién matricial que
relaciona la mitad de las componentes con la otra mitad).

Puesto que tenemos simetria entre bosones y fermiones, el nimero de grados de libertad
de los bosones debe ser igual al numero de grados de libertad de los fermiones. Esto puede

ser de dos formas.
e on-shell, en cuyo caso tenemos supersimetria on-shell,
e off-shell en cuyo caso tenemos supersimetria off-shell

De esta forma, en el caso 2-dimensional, el modelo mas simple tiene un fermién de Ma-

jorana ) y un escalar real, ambos con un solo grado de libertad on-shell; de esta manera
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tenemos supersimetria on-shell. Este modelo se conoce como el modelo de Wess-Zumino
en dos dimensiones.

La accién para un bonsoén y un fermion en el espacio de Minkowski en 2-D

1

5= / 42 [(8,0)° + §"0,0] (2.39)

Esta es la accién del modelo de Wess-Zumino libre; podemos ver de la accién que, al

ser ésta adimensional, la dimensién de masa del campo escalar [¢] = 0 y la del fermion,

[¢)] = 1/2.
Para ver la transformacion de supersimetria entre el boson y el fermion, vamos a escribir

las variaciones de cada uno de ellos en términos del otro:
0p = &) = Eh® = 0,00 (2.40)

De las anteriores ecuaciones podemos ver, en primer lugar, que la dimension de masa de
[] = —1/2; en segundo, que se definen las contracciones de indices: X1 = X%, con
Yo = X?Csa. Por razones dimensionales, para la tranformacién inversa uno debe agregar

un objeta con dimensién de masa igual a 1, en este caso, dicho objeto es @, de forma que:

5 = Jpe (2.41)

La accién (2.39)es invariante on-shell bajo estas transformaciones, por ejemplo, usando

las identidades de espinores de Majorana ( a continuacién en 2-d y 4-d):
® X = tX6,
® VX = —XVub;
® X = +X7Vs6,
® VY5 X = TXVuV5€s

® V5 = 170717273-

Asi, la variacion de la accion:
2 1 - 1-
08 = = [ o | =60,0"00 + 60 + S0y (2.42)

Donde el término que contiene a ¢ ha sido integrado y la parte correspondiente a la

frontera se ignora, sustituyendo las transformaciones antes mecionadas:

55 = — / P [~40,0"e) + §dse (2.43)
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ahora, puesto que @9 = 9,0,7"v" = 9,0,g"", efectivamente se cumple que §S = 0; lo que
significa que la accién es invariante sin necesidad de ecuaciones de movimiento, lo cual en
principio, es un indicio de supersimetria off-shell. Sin embargo, ademas de la invarianza
de la accién, debemos probar también que las transformaciones de arriba cierran sobre
los campos, es decir, que al aplicar dos veces la misma transformaciéon en cada campo, y
formando el dlgebra de Lie de la simetria, obtenemos el mismo campo, u obtenemos una
representacion del dlgebra de Lie sobre los campos.

El algebra de Lie graduada de supersimetria es usualmente de la forma:
{QL, @4} = 2(C")apPud” + .. (2.44)

Para nuestro caso - una sola supersimetria - solo retenemos el primer término y el algebra
es completa. Para verlo en los campos, tomamos en cuenta que P, = 0, y Qo = dc, ¥,
puesto que ¢ — 6.¢ es un operador bosonico, tenemos un conmutador en lugar de un

anticonmutador:

[6617 662] ¢ = 262’7u618u¢ (245)
[561 ) 562] 1/] = 2627M618u¢ (246)

Obtenemos, para el campo escalar,

[0e15 0es | @ = 26077 €10,0 (2.47)

pero, en el caso del fermién® :

[551, 562] Y= 2(627/)51)8;)77[’ - (527%1)’7,;@7/1 (2.48)

Como vemos, tenemos un término extra que se anula on-shell (esto es, cuando se cumplen
las ecuaciones de movimiento @) = 0). Por lo tanto, el algebra on-shell se satisface y

tenemos supersimetria on-shell.

2.3.5 Modelo fuera de la capa de masa de Wess-Zumino

En el modelo 2-dimensional off-shell, un fermién de Majorana tiene dos grados de libertad,
mientras que el campo escalar tiene solo uno. Para cerrar el algebra del modelo de Wess-
Zumino off-shell, necesitamos un campo escalar extra F tal que on-shell regresemos al

modelo anterior; por tanto, el campo escalar F debe ser auxiliar, i.e., no dindmico y sin

'utilizando las identidades de Fierz My (¢ N¢) = =3, §MO;N (O, x)
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grados de libertad que se propaguen, lo cual nos indica que su accién debe ser f F?/2.

Nuestra accién total es:
1 _
S = -3 / &’z [(0,9)* + vy — F?| (2.49)

De esta accién, vemos que F tiene dimensién de masa [F| = 1, y F tiene ecuacién de
movimiento £ = 0.

El algebra del modelo de Wess-Zumino off-shell no cierra en ¢, por lo tanto debemos
agregar un término a 91 proporcional a la ecuaciéon de movimiento de F. Por analisis
dimensional, el término con las dimensiones de masa correctas es F'e. Ahora, puesto que
F tiene una ecuacion de movimiento bosénica, su variacién, 0 F' debe ser proporcional a

la ecuacion de movimiento fermiénica. Asi pues, las leyes de transformacion son:
dp=ep 0 = Ppe+ Fe O6F =Py (2.50)

Mediante un calculo analogo al de la seccion anterior, podemos constatar que estas trans-
formaciones efectivamente dejan invariante la accion y, mas aun el algebra off-shell cierra

i.e., tenemos una representacién off-shell de {Qi,, Q%} = 2(Cy")ap P8 como:

[5617 562] ¢ = 2€2’7M618u¢ (251)
[551, 552] F = 2627“618MF (252)
[561 ) 562] w = 2627u€18uw (253)

2.3.6 Supersimetria en 4 dimensiones

El caso 4-dimensional es andlogo al anterior, en este caso, puesto que el fermién de Ma-
jorana tiene dos grados de libertad on-shell, necesitamos dos campos escalares reales, A

y B. La accién que tenemos es la siguiente:
1 _
5=+ / a2 [(8,A)? + (0,B)% + 0] (2.54)
con leyes de transformacion:

SA=&p;, 0B =¢civsp; 0 =P(A+iysB)e (2.55)
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Nuevamente, el fermion de Majorana off-shell tiene 4 grados de libertad, de forma que

hemos de introducir la siguiente accién auxiliar:

F2 2
S =So+ / d'x {7 + %} : (2.56)

Con reglas de transformacion, aunadas a (2.55) son:
OF = ep; 6G = @iy (2.57)

Uno siempre puede formar un campo complejo ¢ = A+ iB y un campo auxiliar complejo
M = F +iG, de forma que el multiplete de Wess-Zumino en 4 dimensiones sea (¢, ¢, M).
Finalmente, resta senalar que, si bien hemos escrito el modelo de W-Z en 2d y 4d, uno
puede escribir interacciones entre ellos también, que preserven la supersimetria.

Estos ejemplos son acerca de la supersimetria N' = 1, esto es, solo hay un generador de
supersimetrias @Q,. Los multipletes on-shell posibles para la supersimetria N' = 1 que

tienen espines [ < 1 son los siguientes:
e El multiplete de Wess-Zumino o quiral, (¢, )
e EI multiplete vector (A4, A;‘), donde A es el indice adjunto.

para supersimetrias N’ = 2 y A/ = 4 hay otros multipletes, cosa que trataremos a contin-

uacion.

24 N =4SYM

La teoria supersimétrica N' = 4 de Yangs Mills en cuatro dimensiones es una teorfa
cudntica de campos muy particular; su accién fue dada por primera vez en [4] y [6],
en el contexto de compactificaciones toroidales de teorias de cuerdas. Esta teoria tiene
el maximo numero de simetrias para una teoria supersimétrica en cuatro dimensiones,
i.e., existen dieciséis supercargas. Histéricamente el interés hacia este modelo surgio
por sus propiedades de finitud: su funcién § es cero perturbativamente y se piensa que
esto se mantiene a nivel no perturbativo. Una consecuencia de ello es que la invarianza
superconforme a nivel clasico se mantiene una vez cuantizada. Recientemente ha habido
un renovado interés en esta teoria a raiz de la propuesta hecha por Maldacena, que
relaciona esta teoria de campos con una de gravedad.

La accion de esta teoria en cuatro dimensiones es obtenida por el método de reduccion
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dimensional, que explicamos en el Apéndice correspondiente, es la siguiente:

1 1 1 1 -
S = / d%Tr{ — JFwF" + gV SV, + SV PV,E 4 5id Y, (258)

1 - . .
— eMlia'S; +iP Pying, N = V(S. P)}

Donde V(S, P) = STr ([S;, Sj]> + [P, Pj]> + 2[S;, P;]?). Asi, el contenido de campos de

esta teoria es:
e Campo de norma A,
e Seis campos escalares S;, P;
e Cuatro fermiones de Majorana, A;

La teoria no tiene parametros dimensionales y es invariante de escala cldsicamente. Esto
puede ser visto de la forma siguiente: El campo de norma y el campo escalar tienen di-
mensién de masa 1 mientras que el fermién tiene 3/2, de forma que todos los términos en
la accién tienen dimension de masa 4, lo que significa que todos los parametros deben ser
adimensionales.

N = 4 SYM es invariante de escala también cudnticamente, aunque ahora no lo de-

mostramos, la funcién § a un lazo, cuando hay fermiones y escalares adjuntos es:
I
Blgym) = —Zé—MNC (11 — 2ny — 1/2n,) (2.59)
s

donde ny y n, son el numero de fermiones de Weyl y escalares, respectivamente, esta

funcién 3 se anula para ny =4 y n, = 6, que es nuestro caso.

2.4.1 Invarianza conforme y espacio curvo

Finalmente, vamos a considerar la forma en que la invarianza de escala 4-dimensional

impone constricciones a un espaciotiempo curvo 5-dimensional.
dsi = Q(w)?*(—dt* + di®) + dw? (2.60)

Bajo la transformacién de escala z# — az* esta métrica es invariante si {2(w) transforma

COImMo:

Q(w)? — a*Q(w)?, (2.61)

para que esto sea posible w debe transformar de una forma no trivial; sin embargo, el

elemento de linea a lo largo de w es dw?, de forma que la tnica translacién permitida
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es sobre w misma. Puesto que w tiene dimensiones de distancia, podemos introducir un

parametro L que tiene también dimensién de distancia y escribir la traslacion:
w — w + Lina. (2.62)

Bajo esta transformacién, y la transformacién de escala, 2(w) debe transformar como

(2.61), lo que determina de form tunica la forma de €:

ds? = e 29/L(—at* + di*) + dw? (2.63)
2 dw?
- (%) (—d? + dz?) +L2% (2.64)

Donde 7 = Le~"/L. El cual no es otro que el espacio de Anti de Sitter en coordenadas de

Poincaré; con L el radio de curvatura de AdS.

2.5 La correspondencia AdS/CFT

Tenemos entonces una correspondencia entre una teoria de gavedad (o su generalizacién
en cuerdas) en AdS(5) ® S(5) y la teorfa de N’ =4 Super Yang-Mills en la frontera.

La correspondenia se puede enunciar simplemente como:
Zorr = ZAdSs- (2.65)

Donde el lado izquierdo de la ecuacion es la funciéon de particion de la teoria de norma,
mientras que del lado derecho tenemos la funcién de particion de AdSs. Esta ecuacién se
conoce como relacion GKP-Witten.

En la descripcién hologréfica, existen cantidades y parametros en ambas teorias que son
relacionados; en el lado de gravedad, los parametros tienen dimensiones propias, como la
masa, la longitud y la temperatura, mientras que en SYM las cantidades son adimension-
ales. Para convertir estas ultimas cantidades a variables del bulto, el factor de conversion
es R (el radio de curvatura); de forma que si Fgy) y M son la energia en SYM y en el

bulto, respectivamente, tenemos la relaciéon
Esyn = RM

Conviene decir un poco mas sobre las cantidades en ambas teorias. En la teoria de bulto

10-dimensional existen dos parametros adimensionales:
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e El radio de curvatura de AdS medido en unidades de cuerdas: R/ls, podemos medir

tambien R en unidades de Planck, con lo cual tenemos la siguiente relacién:
gL =1

e La constante de acoplamiento de la cuerda, g. Esta constante de acoplamiento y la
escala de longitud se relacionan con la longitud de Planck y la constante de Newton

como:
B= g8 =G
Del otro lado de la correspondencia tenemos dos constantes:
e El rango del grupo de gauge N
e El acoplamiento de gauge gym

Es de esperar que los dos parametros del bulto R y g sean determinados por N y gym, lo

cual estd dado como:

= (Ng3)*, (2.66)

o o

= g
Podemos escribir también la constante de Newton 10-dimensional como
G = R?/N? (2.67)

En la correspondencia hay dos limites interesantes, el que nos interesa es el limite de

acoplamiento fuerte de "t Hooft, definido como:

Gym — 0 (2.68)
N — oo
gij = cte

Desde el punto de vista del bulto, este limite es:

g — 0 (2.69)
L
Z_N = cte

s

Por tanto, el limite de acoplamiento fuerte de “t Hooft es también el limite de la teoria

clasica de cuerdas en un espacio de AdS fijo. Este limite es dominado por una teoria



24 CAPITULO 2. CORRESPONDENCIA ADS /CE'T

clasica de supergravedad.
Finalmente, los parametros en este acoplamiento quedan relacionados en lo que llamare-
mos el traductor de AdS/CFT:

4
, _mL? _(L
N? = T A= (z) (2.70)

Asimismo, en este limite es suficiente usar la teoria gravitacional clédsica:
Zopr = e 22 (2.71)

Donde S es la accién euclideanizada y Sg es la acién on shell, la cual es obtenida susti-

tuyendo la solucién clésica de la métrica en la accion.



Capitulo 3

Campos en la frontera de AdS

3.1 Campo escalar

Una vez analizado el espaciotiempo de Anti de Sitter, poniendo especial énfasis en lo que
pasa en su frontera, nos interesa ver como se comporta un campo escalar real dentro de
este espacio y el comportamiento asintotico del mismo en la frontera del espacio, pues,
como veremos, los campos en AdS corresponden a fuentes de operadores en la teoria de
campos.

Vamos a considerar el espacio AdS en d dimensiones y con signatura euclidea:
. L?
ds® = g[dz + 0, dxtdz”]. (3.1)
La accién que describe un campo escalar en AdSy euclideo es

S = /ddx\/g[gMN(?quﬁ({)Ngb +m?e?], (3.2)

del principio de minima accién, la variacion de la acciéon nos da las ecuaciones de movimiento
del campo escalar; notando que en este caso los términos de frontera en la variacion no

seran nulos, las ecuaciones de movimiento son:

%aMmgMNaN@ —m2p=0 (3.3)

o explicitamente con la métrica del espacio Anti de Sitter:
2710,(24710.¢) + 226" 9,0, — m*L*¢ = 0. (3.4)

25
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Para resolver esta ecuacion vamos a hacer una descomposicion en modos de Fourier, para

lo cual tomamos la transformada de Fourier del campo ¢:

oz, 2t) = / %fef’“fk(z), (3.5)

con lo cual la ecuacién de movimiento es:
zd“az(zd’l(‘?sz) - szka — m2L2fk =0. (36)

Vamos a resolver la ecuacion cerca de la frontera, i.e., cerca de z = 0, para lo cual
proponemos una solucién con f, ~ z? para algiin exponente /3, con esto y quedandonos

solo con los términos cercanos a z = 0, llegamos a la expresion:

B? — Bd—m?*L* =0 (3.7)

d [
B =54 +m2L? (3.8)

Asi pues, cerca de z ~ 0 la funcién fi(z) se comporta como:

Con soluciones

fu(2) = A(k)z72 + B(k)22 (3.9)

con d
A:§+V

2
v = \/Z%—msz.

Ahora, podemos hacer la transformada inversa de Fourier para ver como es el compor-

tamiento del campo en términos de las variables de configuracion
o(z,2) = A(x)2"2 + B(z)22, (3.10)

Notemos que A es real si v € R, lo cual sucede cuando la masa m satisface la cota de

Breitenlohner-Freedman

m2 > _(_)27
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lo cual significa que m? puede ser negativa (el campo puede ser taquiénico) pero debe

satisfacer la cota BF. Suponiendo que el campo cumple dicha cota, notamos lo siguiente
v=2A—d>0,

lo cual se cumple para masas arriba de la cota BF; asi el término que se comporta como
2972 es el que domina cuando nos aproximamos a la frontera de AdS. Haciendo z = e y

despreciando el término no dominante, tenemos que:
oz = €,2) = R A(x), (3.11)

este campo diverge cuando tomamos el limite ¢ — 0. Por otro lado, para hacer una
identificacién de la fuente ¢(z) en una QFT con alguna expresién del campo ¢(z,x) en
la frontera de nuestro espacio, tenemos que quitar de alguna forma las divergencias en
éste; esto lo hacemos simplemente multiplicando el campo por algin factor, de forma
que nuestra fuentes serd, como veremos mas adelante en detalle, solo el término A(x),
definimos pues:

o(z) = lim 2279¢(2, x) (3.12)

z—0

Con esta definicién, la fuente es claramente libre de divergencias. Para tener una mejor
nocién del significado de A, regresemos un momento a la accién del campo escalar en la
frontera de nuestro espaciotiempo. Recordemos que en el proceso de hacer la variacion

de la accién, tenemos lo siguiente:

55

36 Az /g[E.deM.] + Orr (/90N )¢ (3.13)

Naturalmente, el primer integrando son las ecuaciones de movimiento del campo, mientras
que el segundo término puede ser manipulado usando el teorema de la divergencia, de

forma que nos quede solamente:

5ngo(;tem :/ ddxﬁ¢@N¢5¢ (3.14)
Om

En términos del operador dual a ¢, O la accién en la frontera quedaria:
S'frontera ~ / Az /y(e, ) O (e, ), (3.15)
Omr

donde y = (%)M es el determinante de la métrica inducida en z = ¢, con lo cual, escribiendo
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en términos de la fuente, quedaria:

Sprontora ~ L / ()P Ofe, ). (3.16)

om

Para hacer S¢,onterq finita e independiente de €, cuando € — 0 requerimos:
O(e,r) = 2 0(x), (3.17)

pero, ir de z = 0 a z = € es una transformacion de escala en la QFT. Por tanto, A se
interpreta como la dimensién de la escala de masa del operador dual O. En otras palabras,
el comportamiento de O(e, z) = ¢2O(z) es la renormalizacién de la funcién de onda de
O conforme nos movemos dentro del bulto.

d—A

De la misma manera, de la relacién ¢(e, z) = € = p(z) se sigue que d — § es la dimension

de escala de masa de la fuente ¢

3.2 Campo fermidnico

3.2.1 Preliminares de campo fermionico

A la hora de tratar con espinores en AdS, debemos tener una expresion valida para el
operador de Dirac en este espacio, en (d+ 1) dimensiones, para lo cual, hay tres cuestiones

que hemos de resolver:

e Tenemos que hallar las matrices de Dirac en el espacio de Minkowski d+1 dimen-

sional
e Hallar las matrices de Dirac en una geometria no Fuclidea
e Hallar la derivada covariante de un espinor

Hemos de enfatizar el hecho de que la geometria Riemanniana no es suficiente para el
estudio de espinores. En el caso de particulas y campos clasicos, la dindmica es descrita
de forma suficiente por su posicién y velocidad. Pero si movemos un spin a lo largo de
una curva, tenemos que no solo cambia su vector tangente, i.e., su velocidad; sino que
cambia también la direccion del spin.

En un espacio curvo, la direcciéon del vector tangente cambia cuando este es movido a lo
largo de una curva cerrada, dicho cambio es medido por los simbolos de Christoffel. Si
también cambia la direccén del spin, diremos que el espacio tiene torsion y el analogo de los
Christoffeles es la conexién de spin. Por lo tanto, esperaremos que la derivada covariante

tratada hasta ahora no sea suficiente para describir ecuaciones de onda que involucren
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spinores. Un tratamiento de la geometria no euclideana andlogo al basado en el uso de la
métrica es aquel que involucra en el formlismo de ”vielbein”. Los vielbein en un punto P
pueden ser vistos como un sistema coordenado en ese punto para un sistema en el cual
el tensor métrico no es otro que el tensor de Minkowski. Estos vielbein contienen toda la
informacion contenida en la métrica y mas ain, en cada punto hay un nimero infinito de
sistemas coordenados equivalentes, todos ellos relacionados mediante transformaciones de
Lorentz. Estudiaremos esto con mas detalle, puesto que los vielbein son necesarios para el
analisis de la ecuacién de Dirac en fondos curvos y nos ayudaran a encontrar expresiones

plausibles para las matrices de Dirac.

3.2.2 Vielbein

nsideremos un i -dimensional. mo mencionam nteriormen iempr

Consideremos espacio D-dimensional. Como mencionamos anteriormente, sie e es
posible hallar un sistema de coordenadas en el cual el tensor métrico es en un cierto
punto P la métrica de Minkowski. Sean £% las coordenadas de este punto en ese marco

de referencia, los vielbein es un conjunto de D vectores
vy = 0,8%. (3.18)

Si las coordenadas del punto P estan dadas por x* en el marco general con métrica g, ()

se cumple la siguiente relacion:

na/;vfjvf = G (3.19)

Definimos de una forma genérica:
['=wviy" (3.20)

Las matrices definidas de esta manera satisfacen la relacién:

{F,IM Fl/}+ = 29,ulj~ (321)
Para un espacio AdSp las coordenadas inerciales son &4 = %x"‘, por lo tanto, tenemos
que
L L
vy = Oy—at = =67, (3.22)
z z

3.2.3 Conexion de Spin

La derivada covariante para un espinor tiene la siguiente expresién:

D, = (aﬂ + iwfj’gaa5> 0 (3.23)
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CON Onp = %[%{, vs), siendo o el generador de transformaciones de Lorentz de un espinor,
mientras que la conexiéon de spin nos indica el comportamiento de los vielbein cuando

aquel es transportado.

o 1 « v o O 14
wuﬁ = (UV .9 )‘vf +v%g ’\vaw —(a ¢+ B)) (3.24)

Para AdS esto se simplifica considerablemente y las tinica contribuciones no nulas son:

L
O a0 o
W, =—wy = Zéu (3.25)

En esta ultima ecuacion, notemos que el cero es la componente asociada a z, mientras

que los indices griegos corren de 1 a d.

3.2.4 El operador de Dirac en AdS

Con los elementos ya vistos, podemos intentar escribir el operador de Dirac en AdS:

1L
Donde Y45 = %[FA, ['g|, de forma que:
D,=0 L r,r (3.27)
L W 0 :
Dy =0, (3.28)
Asi pues, el operador de Dirac es
M 7 d
I Dy —my = Z(z'y“ﬁu — §F0 — 2[000,) — myg (3.29)

Donde hemos usado: T'M = zI'M T = AH, Yy =d+ 1.

3.2.5 Campo de Fermi

Con base en las anteriores secciones, vamos a plantear un campo de Fermi en AdS y re-
solver sus ecuaciones de movimiento para hallar la fuente asociada a este campo, comen-

zamos con la accién del campo de Fermi:

S = —i / A" a/gU(d, — m)V (3.30)
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Con ecuaciones de campo dadas por:

(v*Dy —m)¥ =0 (3.31)

U(y*D, —m) =0 (3.32)

Estamos en el espacio de Anti de Sitter, descrito por la métrica (3.1), en la cual cada
valor de 2? es un espacio de Minkowski, con métrica ds® = n;;dz"'dz?. Si queremos acoplar
espinores a este espacio, tenemos que elegir una base apropiada i.e., vielvein e}, a = 0,1...d
tal que g, = eZeﬁnab. Para nuestra métrica, solo tenemos:

el =(2)71o" Yy et = (2)0% (3.33)

i

Asimismo, nuestro operador de Dirac toma la siguiente forma:

. . <2 . 07 10 _ 1 ’
En la base de los vielvein, la conexién de spin w;” = —w]" = (2)7'0} y todas las demds

son cero; asi, la ecuacién de Dirac puede ser escrita como:
d z
2I'"0,, — §F —m|¥=0 (3.34)

Vamos a trabajar, asi como el caso del campo escalar, en modos de Fourier, por lo cual

tomamos la transformada del campo

dd'r ikx
V) = [ e i)
De forma que la ecuacion de Dirac queda como:
<ZF 0, + ikzI'" — §I’ - m) =0 (3.35)
Vamos a dar una base explicita para las matrices =

o _ —o3 0 - ol 0 - —o? 0
0 —o3 0 o 0 o2

Donde las o; son las matrices de Pauli estandar. Podemos definir unos proyectores con
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ayuda de esta base de la siguiente manera:
F+ =

(1+1%) T_=-(1-TI% (3.36)

N | —
N —

Expresando las ecuaciones de movimiento en términos de estos proyectores:

(20, — g —m); + kzogp_ =0, (3.37)
d
(20, — 5~ m)_ + kzospy =0, (3.38)

Las cuales pueden desacoplarse para darnos una ecuacion de segundo orden:

d 1 ? d
(83 - ;82 + e (—m2 +m+ 1 + 5) - kz)wi =0 (3.39)

Ahora, vamos a resolver la ecuacién para 1, , proponemos, como en el caso del campo
escalar, una forma del campo 1 ~ z” tal que al sustituir en la ecuacién anterior, obteng-

almos

d 1 > d
27— -0.2" + = (—m2 tm+ -+ 5) P k2P =0 (3.40)
z z

Y al quedarnos con los términos relevantes, obtengamos que 5 toma los siguientes valores:

B=—=+m (3.41)

3.3 p-formas en AdS

Un campo tensorial antisimétrico de rango p+1, A puede ser identificado con una

(p + 1)-forma.

H1---fp41

1
Apy1 = mAmmywldw“1 A oo A dahrt? (3.42)

una (p + 1)-forma se acopla naturalmente a objetos geométricos ¥,:1 de dimension espa-
ciotemporal (p+1) porque una accién invariante ante difeomorfismos puede ser construida

como sigue:

Spt1 = Tp+1/ Apt (3.43)
Zpt1

La accién es invariante bajo transformaciones p(z) de rango p

Ap+1 — Ap+1 + dpp (344)
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pues S,41 transforma con una derivada total. EL campo A, tiene un campo de esfuerzo
invariante de norma F, 19, que es una p+2 forma cuyo flujo se conserva. Existen soluciones
de supergravedad con carga no trivial A, llamadas p—branas, por la dimensién espacial
de su geometria.

Cada campo de norma A, ; tiene un dual magnético A’g‘ig:,,fp que es una forma diferencial
de rango D — 3 — p cuyo camo de esfuerzo se relaciona con Ay, por la dualidad de
Poincaré:

dATS = %A, (3.45)

De esta forma, cada p-brana tiene tambien un dual magnético, que es una (D — 4 — p)

brana acoplada al campo Aga_%_p. Las branas posibles en supergravedad con D = 1lestan

muy restringidas por el tinico tensor completamente antisimétrico en la teoria es A,,, de
rango 3.

Vamos a preentar ahora el caso de p-formas.

3.3.1 p-forma masiva en AdS

Consideramos ahora una p-forma masiva A = I%Am-.-updx“l ..d®» en AdSzy1 la accién de

A esta dada por:

1
S = 5/ddﬂw (F AxE +m*AN+A) (3.46)

Donde F' = dA es una p+1 forma. Haciendo la variacién de esta accion, la ecuacion de

movimiento de la accion es:
(—1)PdxdA—m*xA =0 (3.47)
y A también satisface la condicion:

dxA=0 (3.48)

Las ecuaciones de movimiento para esta forma, en la métrica de AdS son las siguientes:
(2202 4+ (=1 — D 4 2p)20, — (m* — D — 1+ 2p)] A.i,..i, =0, (3.49)

(2202 4+ (=1 = D 4 2p)z0. — (m® — D — 1+ 2p)] Ajy..i, =0, (3.50)

[2282 + (1 — D + 2p)28z — mz} Aiz...ip = 22 (81 Azig...ip + (_)p_laiQAzig...ipil + ) (351)
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Vamos a reescribir estas ecuaciones de manera que absorbamos algunas constantes, para

ello, redefinimos las componentes en término de los vielbein:
A . .
Asig.iy = 2" Asiy iy Agy iy = 2P Ai L, (3.52)

De forma que nuestras ecuaciones adquieren la siguiente forma:

20, + (1= d)z0. — (m® +p* — dp)] Aui,.i, = 0 (3.53)
I P

[2285 + (1 = d)z0, — (m* + p* — dp)] AiQ__ip = 22(0;, Asiy.., (3.54)

Con condiciones de consistencia:
aiAiiQ...ip_lz =0 y aiAu'Q...ip_lz + ZazAziz...ip = (D - p)AziQ...’ip (3.56)

Ahora, resolveremos la ecuacién de movimiento de A, ;,, para lo cual, proponemos una

A

solucién en potencias como Azi%ip ~ z= cuando z se aproxima a cero; si sustituimos esta

solucién en (3.53), obtenemos la ecuacion algebraica:
A? +dA — (m*+p* —dp) = 0. (3.57)

La solucién de esta cuadratica es simplemente A = %l + v, con

V= \/m2+ (g—p)2, (3.58)

Con lo cual, tenemos que cuando z se va a cero, las soluciones de la componente z de la

p-forma tienen el siguiente comportamiento:

[SI[oH

(A_z"+ Ay2Y). (3.59)

Aziz...ip ~Zz

La solucién de las ecuaciones no homogéneas son distintas, sin embargo, la A es la misma.



Capitulo 4
Agujeros negros y AdS/CFT

Nuestro objetivo en esta tesis es estudiar en detalle transicion de Hawking-Page, una
transiciéon de fase de primer orden, en el contexto de la correspondencia AdS/CFT. Esta
transicién es conocida desde 1983, cuando fue estudiada por Hawking y Page [7]. Para
estudiar esta transicién es necesario revisar algunos concepto termodinamicos asociados
al agujero negro de Schwarzschild, [23], [18], [10], como la energia libre y la temperatura,
de forma que puedan éstos puedan ser traducidos de la teoria de gravedad a la teoria de

norma dual.

Como sabemos, las ecuaciones de Einsten en vacio son:
1
Rw/ - §Rg;u/ =0 (41)

La primera solucién a estas fue el agujero negro de Schwarzshild, el cual es descrito por

el siguiente elemento de linea:

— 2GM
T

2G M dr?
ds? = — (1 - 2 ) a? + — 41202, (4.2)
T 1

Donde d2? es el elemento de linea de la esfera d-dimensional. Algunas de las propiedades

de este agujero negro son las siguientes:

La métrica de éste se aproxima a la del espacio plano cuando r — oo.

e M representa la masa del agujero negro.

El horizonte se localiza en r = 2M G donde ggo = 0

La cantidad invariante, escalar de kretschmann,

48G*M*

uvop _
R Ryvep = G

7 (4.3)

35
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diverge en r = 0. Esto se llama singularidad espaciotemporal, donde la gravedad es

infinitamente fuerte.

En el espacio de anti de Sitter pueden existir agujeros negros, lo cual, en el esquema
de la correspondencia, lleva a conclusiones interesantes al plantearse sistemas duales de
materia condensada y superconductividad [14], [10]; puesto que nuestro objetivo es es-
tudiar transiciones de fase holograficas, vamos a exponer brevemente lo concerniente a
termodinamica de agujeros negros en el contexto de la dualidad, para después poder

abordar con elementos suficientes la transicion de Hawking-Page.

4.1 Termodinamica de agujeros negros

Para el Agujero Negro de Schwarzschild, el radio del horizonte esta dado como: ry =
2GM/c*. Como sabemos, el radio del horizonte es proporcional a la masa del agujero

negro, de forma que si entra masa en el agujero negro, el drea del horizonte se incrementa:

167G*M?

A = d4mrd =
oA

(4.4)

Por otro lado, nada puede escapar del agujero negro, de forma que el area es una cantidad
que no disminuye nunca, lo cual trae viejas reminiscencias de la entropia termodinamica.
De esta suerte, uno podria esperar que exista una cantidad como la entropia asociada a
agujeros negros:

Sx A (4.5)

Llamaremos a esta cantidad Entropia de Agujero Negro
Mas alla de la segunda ley de la termodinamica, se pueden asociar propiedades de los
agujeros negros con las demas leyes de la termodinamica, sin embargo, ello va mas alla

de las fines de este trabajo, por lo cual solo vamos a mencionarlas, sin entrar en detalle.

4.1.1 Ley cero

En termodindmica, un sistema eventualmente llega a un estado de equilibrio térmico
con su alrededor. Para un agujero negro, por otro lado, tenemos la propiedad de que,
independientemente de asimetrias iniciales o de fluctuaciones, eventualmente llega a la
simetria esférica, la cual implica que la gravedad superficial es constante sobre el horizonte.
El teorema de no-pelo se puede enunciar en este caso de la forma siguiente: la gravedad

sobre el horizonte eventualmente es una constante, ain si no lo era inicialmente. Esto es
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similar a la Ley cero termodinamica, cuando la gravedad en el horizonte hace las veces

de la temperatura.

4.1.2 Primera Ley

Si la masa del agujero negro se incrementa por un dM, el area del horizonte se incrementa

un dA, de forma que tiene sentido la relacion:
dM < dA (4.6)
Uno puede checar que con las constantes adecuadas, esto se ve como:
GdM = kdA (4.7)
y, diferenciando 4.4,

K
dM = —dA 4.
GaM = -, (1)

donde k es la gravedad superficial del agujero negro. Esta es la primera ley de la ter-

modinamica para agujeros negros.

4.1.3 Segunda Ley

Un problema que puede plantearse a la analogia entre agujeros negros y sistemas ter-
modidmicos es que en principio nada escapa del agujero negro, sin embargo, para tener
la nocion de temperatura, un agujero negro deberia tener radiacién térmica.

Si consideramos que este objeto también esta hecho de materia, y que habrian de consider-
arse efectos cuanticos, el agujero negro efectivamente emite radiacion, llamada Radiacion

de Hawking, con temperatura dada por:

hk
T = — 4.
ki 21 ( 9)
= h—c3 (Sch hild) (4.10)
= G chwarzscht .

Una vez que nos hemos hecho con una expresién para la temperatura, ya podremos hallar
una ecuacion que nos relacione la entropia del agujero negro y el area del horizonte. De

esta forma, podemos reescribir la primera ley como:

Kc?

d(Mc*) = 87erA (4.11)
kBC3
N T4Gh

dA (4.12)
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Asi, comparando con la primera ley de la termodinamica, tenemos una expresién para la
entropia:
S = —k)BC3 = ——/{ZB (413)

Conviene decir algunas cosas al respecto de esta cantidad. En primer lugar, la entropia
es una medida de los grados de libertad del sistema, pero nosotros no hemos hecho una
derivaciéon mediante un conteo de grados de libertad, en este sentido, estamos asumiendo
que las leyes clasicas de agujeros negros son en realidad cantidades termodinamicas. En

segundo lugar:
e La entroia del agujero negro es proporcional al drea de este.
e La entropia estadistica es proporcional al volumen del sistema.

Esta diferencia es de gran importancia para la conjetura y nos da alguna pista acerca de la
naturaleza de los estados microscépicos de un agujero negro. Por la diferencia en el com-
portamiento de las entropias de un agujero negro y un sistema estadistico, un agujero ne-
gro cuatro dimensional no puede corresponder en la conjetura a un sistema 4-dimensional;
pero el area 5-dimensional corresponde al volumen 4-dimensional. Entonces, un agujero
negro cinco-dimensional corresponde a un sistema estadistico cuatro-dimensional, en este
sentido se dice que la correspondencia de Maldacena es holografica. Podemos resumir las

leyes de la termodindmica de agujeros negros de la siguiente forma:

Termodinamica Agujero negro
Ley cero T constante k constante
Primera ley dE =TdS dM = fzdA
Segunda Ley ds >0 dA >0
Terceraley | S—0siT—0]5—=0siT — 07

4.2 AdS/CFT en equilibrio

El espacio de Anti de Sitter puede contener un agujero negro, de los cuales, el ejemplo
mas simple es el agujero negro de Scwarzschild-AdS, el cual puede plantearse bien con
horizonte esférico o con horizonte plano. Por el momento vamos a considerar el segundo
caso, la brana negra en AdS o SAdSs.

SAdS5 es una solucién a las ecuaciones de Einstein con constante cosmolégica negativa,

tal como el espacio AdSs, descrito por la siguiente métrica:

dr? 2
S <%> (dz® + dy* + d2?) (4.14)
’

dsi = — <Z> f(r)dt* + (%)Qf( )
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con
To

fr)=1- (7>4 (4.15)
El horizonte esta localizado en r = ry. Cuando rog = 0, la métrica se reduce al espaci-
otiempo AdS5 en coordenadas de poincaré.

Las coordenadas (z,,2) representan las coordenadas de R3. En el agujero negro de
Schwarzschild, esto era r2d§2?, que representa el horizonte esférico, pero aqui el horizonte
estd en r = 1o, el cual se extiende indefinidamente en las direcciones (x,y, z).

Notemos que el espaciotiempo AdS es invariante bajo los escalamientos z*# — az”,

r — r/a; bajo este escalamiento la metrica de SAdS transforma como:

ds? = — (%)2 1- (%)4} Yo (4.16)
de forma que uno siempre puede escalar el radio del horizonte, esto quiere decir, agujeros
negros con horizontes de diferentes radios son equivalentes; como veremos, la temperatura
del agujero negro esta directamente relacionada con rg, lo que significa que uno puede
cambiar la temperatura cambiando la escala. Esto significa que todas las temperaturas
son equivalentes y la fisica es la misma (excepto a temperatura cero). De esta forma, no
existe una temperatura caracteristica como en una transicion de fase, desde el punto de
vista de la teoria de norma, esto es porque N/ = 4 SYM es invariante de escala y no tiene

cantidades dimensionales aparte de la temperatura.

4.3 Cantidades termodinamicas de SAdS

Vamos a calcular algunas cantidades termodinamicas del agujero negro SAdSs. En la
correspondencia AdS/CFT estas son interpretadas como cantidades termodindmicas del
dual N' = 4 SYM en acoplamiento fuerte. Para escribir estas cantidades en términos de
la teoria de norma, vamos a necesitar las relaciones que nos traducen una teoria en otra

y que fueran dadas en el primer capitulo:

4
, _mL? _(L
NE= S e A= (l) . (4.17)

Como vemos, estas ecuaciones relacionan parametros de la teoria de norma (a la izquierda)

con parametros de gravedad a la derecha.



40 CAPITULO 4. AGUJEROS NEGROS Y ADS/CFT

La temperatura de la brana negra puede calcularse como:

T %;0) (4.18)

1 2rd
= 2 2’0
A2 ( Tt 73 )

17"()
m L2

Para este agujero negro, el horizonte tiene una extension infinita, y la entropia diverge,
asi que es mas apropiado usar la densidad de entropia s. Si hacemos un corte infrarojo
para evitar expresiones divergentes, la extensién espacial del agujero negro va como 0 <
z,y,2 < Ly, Ly, L,. Las coordenadas de la teorfa de norma son (z,y, z) de forma que el
volumen de la teorfa de norma es Vs := L L,L,. mientras que el drea del horionte es
(r/L)*(dz? + dy? + dz?). De la ley de drea de la entropia, tenemos

A 1 To 3
_ 4 _ 1 41
S Ten 4G5(L> Vs, (4.19)
0 s 1 5
To
o Loy 42
T 4G5(L> (4.20)

Uno puede reescribir esta ley de area como

a
§=—,
4G5
donde a := A/Vj es la densidad de area del horizonte. Usando la expresién para la
temperatura y el traductor, obtenemos:
2
s=—N/T°. (4.21)

2
El resto de las cantidades termodinamicas pueden ser determinadas a partir de esta

relacién. La primera ley de = T'ds puede darnos la densidad de energia como:

€= 2W2N3T4 (4.22)

Finalmente es de interés densidad de entropia del gas libre en N’ =4 SYM y compararlo
con nuestro resultado. Esta densidad de entropia esta dada por:
272 272

Sgas = ETBNgdl = ?(NQ - 1)T3 (423)
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Y en el limite de N — oo 02
Sgas = %NQT?’. (4.24)

Como vemos, comparando este resultado para la entropia del agujero negro:

3

SBH — ngas (425)

4.4 Transicion de fase en AdS/CFT

Vamos a estudiar la transicion holografica de Hawking Page, la cual, como nos enené Wit-
ten, [23], relaciona un comportamiento de confinamiento-desconfinamiento a temperatura
finita en una teoria conforme con la transicién de un agujero negro a un espacio AdS
compacto. Esto por si mismo es sorprendente y desconcertante; grosso modo, podemos
verlo de la siguiente forma: la entropia asociada con el agujero negro escala como N? y
esto nos ayuda a contar los grados de libertad desconfinados. Sin embargo, en el limite
de temperatura cero de la teoria de campo, el agujero negro desaparece y nos quedamos
con una geometria simple de AdS con entropia cero. Esto nos indica que la entropia es de
orden NV, lo cual se espera de estados de confinamiento, donde N? quarks se combinan
en un solo singulete de norma (barién).

La mayoria de las aplicaciones a materia condensada de la correspondencia tienen que ver
con branas negras, que son un concepto distinto al de agujero negro, esto consiste en lo
siguiente:

Dado que el espacio AdS tiene frontera, uno esta obligado a dar la topologia precisa de
esta frontera, antes que uno pueda nombrar la “cosa” negra en el origen. La direccion
del tiempo es usualmente elegida como un “ circulo Euclideano” S*. Para las direcciones
espaciales, lo mas intuitivo es un espacio compacto con condiciones de frontera en infinito
tales que la frontera forme una esfera, S ' en d — 1 dimensiones espaciales. A una tem-
peratura de Hawking finita el horizonte del agujero negro puede hacerse coincidir con esta
frontera, y al bajar la temperatura, este horizonte se encoge a lo largo de la direccion
radial, de forma que eventualmente se convierta en un punto en que la tempratura va
a cero: esto es el agujero negro usual; sin embargo, uno puede elegir que el espacio de
frontera sea no compacto, con topologia de frontera S' x R4~!. En este caso el horizonte
del agujero negro no es cerrado, sino que se extiende infinitamente en todas direcciones,
eso es precisamente una brana negra.

Vamos a estudiar el caso de la transicion de Hawking-Page en el caso del agujero negro
esférico de Schwarzschild a continuacion, lo cual nos dard pie a un estudio sobre la misma
transicion en la brana negra.

Como hemos visto, la funcién de particion del agujero negro, en la aproximacién de punto
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silla es:
ZCFT ~ G_Sl, (426)

Donde SE representa la accion on-shell, la cual es obtenida sustituyendo la solucion clasica
g en la acciéon. Como sabemos, la solucién clasica podria no ser unica, por ejemplo, si

tenemos dos puntos silla, debemos sumarlos, de forma que:
Zopr ~ e 22 4 e_S—E, (4.27)

Donde e 2E y ¢=SE son ambas acciones on-shell obtenidas de soluciones gy g, respecti-
vamente. En este caso, la contribucién dominante vedria de la solucién que tiene menor
energia libre.

Como un ejemplo simple consideremos N = 4 SYM S;-compactificada, con periodicidad
I. N=4SYM en R? es invariante de escala y no tiene cantidades dimensionales excepto
la temperatura. Uno puede cambiar la temperatura mediante un escalamiento, y todas
las temperaturas son equivalentes. Introducir una escala [ en la teoria de gauge cambia
drasticamente la fisica; de forma que ya no se puede cambiar la temperatura mediante
un reescalamiento y la teoria se parametriza por un parametro adimensional Tl. Como

veremos, la teoria tiene una transicion de fase de primer orden cuando 71 = 1.

4.4.1 Ejemplo de transicion de primero orden

Existen dos posibles geometrias duales que se aproximan a R'? x S! asintéticamente. El

primero es el agujero negro de Schwarzschild-AdSs (SAdSs):

2 72 2 2 2 2 o dr?
ds? = <Z> (e +da? + dy? + d22) + D (4.28)
con f=1-— (%)4. La segunda es el solitén de AdS!:
2 72 (2 2 2 /2 o dr?
ds? = <Z> (—df +do? +dy? + fa2) + D (4.29)
L2
[ = % (4.30)

El cual se obtiene del agujero negro mediante una doble rotacién de Wick Z = it y
{ = —iz. Para temperaturas altas, el solitén sufre una transicién de fase de primer orden

a un agujero negro SAdS, tomando como parametro de orden el radio del horizonte del

Wer Apéndice
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agujero negro.
Vamos pues a evaluar la diferencia de energia libre entre SAdS y el soliton de AdS. Como
vimos el capitulo anterior, la energia libre de SAdS es:

Vs 1 Vs 4gu

Fpy = — To o T, 4.31
B =" 167Gs L° 167Gy (4:31)

El soliton tiene la misma geometria euclideana, asi, su energia libre tiene la misma forma
expresada en términos de rg, pero, puesto que en el caso del solitén la rg se relaciona no

con la temperatura, sino con la periodicidad [ de S*:

| Vs mt
Fsoion:_ = — — T 4.32
i 167G5 L> 167G I* (4.32)
Asi, la diferencia de energia libre es:
Vs 1
AF = Fgg — Fuliton = — Sl - 4.33
BH lit 167TG57T ( l4) ( )

Podemos concluir, pues, lo siguiente:

e A baja temperaturas, T' < 1/[ la solucién estable es el solitén de AdS, que describe

una fase de confinamiento, como veremos en la siguiente seccion.

e Para temperaturas altas, T' > 1/[, la solucién estable es el agujero negro SAdS, el

cual describe una fase desconfinada.

Puesto que el agujero negro es una configuracion que posee entropia, mientras que el
solitén no, vemos que la entropia es discontinua en 1" = 1/I, esto quiere decir, puesto que

S = 0,F es discontinua en T = 1/, se trata de una transicién de fase de primer orden.

4.4.2 Transicion de Hawking-Page

Procedemos a estudiar esta transicion de fase para el agujero negro de Schwarzschild, en

este caso, la métrica:

2 r? 7‘3 2 r? Té - 2 2 192
d85:_<ﬁ+1_L2r2> dt +<ﬁ+1_L27‘2) dr® 4 r°d2”. (4.34)

En el limite asintotico r — oo, esta se reduce a:

2 2\ 1
ds? = — (1 + %) dt® + <1 + %) dr? 4+ r2dQ?, (4.35)
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que no es otra cosa que la métrica de AdS y cuya frontera esta dada como:
2
ds? ~ <Z> (—df? + L2dQ2)  (r — o0), (4.36)
de manera que la teorfa dual es N' = 4 SYM en S® de radio L. La métrica tiene una
singularidad de curvatura en r = 0 y su horizonte esta en r = r,, que se obtiene para
2 4

T o _
Tl =0 (4.37)

de donde
4

4 2 2
ro =71y +Lr]
Ahora, vamos a hacer un desarrollo de la métrica euclideanizada alrededor de r, , de forma

que tenemos:
2

r
d82 ~ A(T — T+)d7’2 + m + 7°2ng, (438)
con
A 47’1 +2L7
- T+L2

Esta métrica tiene una singularidad de coordenadas removible si el tiempo euclideo tiene
periodicidad (; podemos ver esto de forma clara mediante el siguiente ejemplo:

Consideremos un espacio 2-dimensional con coordenadas polares p y 6, con la métrica
ds* = dp* + p*do?, (4.39)

para tener una geometria regular, el angulo polar debe ser periddico con periodo 27, de
otra forma, en p = 0 existiria una singularidad cénica.

Definiendo r = AT”2 + 74, vemos que la métrica (4.38) se reduce a:

A\ 2
ds* = dp?® + (%) dr? + p*dS;. (4.40)
Por tanto, para evitar la singularidad conica en el horizonte, el tiempo 7 debe tener un
periodo:
47 27r, L2
e s 4.41
P A 2r3 4+ 12 (4.41)

Ahora, vamos a identificar este periodo con el inverso de la temperatura en la teoria
de frontera, esto puede hacerse recordando que en mecanica estadistica, para un sistema

cuantico en el estado |¢), la funcién de particién candnica con la inversa de la temperatura
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Bt es:
Z = (qle”*"q), (4.42)

Con H el hamiltoniano. En la aproximacién de integral de trayectoria, uno puede derivar
esta cantidad considerando sistemas en el estado |¢*) a tiempo ¢, la probabilidad de que

el sistema se encuentre en el estado ¢/ a tiempo ¢/ es:
(alildi) = (gl =) (4.43)
Identificando con la funcién de particién, uno tiene:
Z = (¢ |le” Mgt = / Dy(t)e*1, (4.44)

lo cual se cumple para las siguientes condiciones

o i(t;y—t)=p=pPs0t; =0, eity = = Bs, puesto que el tiempo inicial puede ser

arbitrariamente escogido.

o ¢’ = ¢/ = ¢, tal que los estados inicial y final sean el mismo, el hecho de que ambos
estados difieran por un tiempo euclideo 3, requiere que las configuraciones sean

periddicas, i.e.:

en las integraciones funcionales. Por tanto, la periodicidad del tiempo euclideo del espa-
ciotiempo es identificada con la inversa de la temperatura del sistema y la condicién de
equilibrio exige que la temperatura del agujero negro sea la misma que la inversa de beta.

Por lo anterior, nuestra ecuacién (4.41) puede escribirse como:

1 2nr, L2
Si definimos la cantidad adimensional:
_ Ty
F=—
L

podemos graficar la temperatura: Esta grafica es interesante, porque nos permite ver
claramente lo que pasa para diferentes valores de la temperatura. Como vemos, para
una temperatura dada, existen dos valores de r,. La temperatura tiene un minimo en
Tin = V2/7L, donde r. = L//2.

Tenemos entonces dos casos, si la solucién es tal que 7y < L/v/2, es llamada “agujero

negro pequeno”, el cual es pequeno comparado con la escala de AdS, L, y el efecto de la
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constante cosmoldgica es despreciable. Por tanto, el comportamiento del agujero negro
pequeno es similar al de agujero de Schwarzschild asintéticamente plano, notemos que

para r, << L, la temperatura se aproxima a:

1
27TT+ ’

T~

que es el comportamiento de la solucién 5-dimensional de Schwarzschild. Por otro lado,
la solucién con r, > L/v/2 es llamada “agujero negro grande”. El comportamiento de
esta solucién es similar al de SAdSs con horizonte plano, de hecho, para r, >> L,
r+

ey
Por lo tanto, en el espaciotiempo AdS no existe solucién de agujero negro cuando T <
T,min. En ese caso, la solucién es el “espaciotiempo AdS térmico”, que no es otra cosa
que el espaciotiempo AdS euclideo con periodicidad fy. Conforme incrementamos la
temperatura, existe una transicién de fase del espaciotiempo AdS térmico al agujero negro
S AdSs (agujero negro grande, segin lo visto arriba). De nuevo, esta es una transicién de
confinamiento/desconfinamiento en la teoria dual.
De la misma manera que en la seccién anterior, vamos a evaluar la diferencia de energia
entre AdS térmico y SAdSs, lo cual se obtiene de forma analoga a lo hecho en el Apéndice
5.8. En este caso, para calcular la energia, solo es necesario evaluar la accién de bulto.

Al evaluar la accién on-shell de ambas soluciones, tenemos:

593 4 4
SgAdS o G5L2/ dt/ng/ d?”?“ 87TG5L2( —T’+)‘T:OO. (446)

Saus — / " / a0, / drr® = D8 (4.47)
2 G5L2 87TG5L2 r=00
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Nos interesa la diferencia de energia, asi, debemos tener una forma de relacionar ambas
temperaturas. La temperatura de Hawking de SAdS5 difiere de la temperatura propia
T(r) como:

() = ———T (4.48)

V |g00(7)]

Para nuestro caso, la forma correcta es:

BFY2 = Bo(r) fo/* (4.49)

donde las f y fy con la componente ggg de la métrica correspondiente. De esta forma, la

diferencia de energia queda como:

1
AF - B<SSAdS — SAdS) (450)
r\2 o
_ Qs N (Z) +1_L2_0T2
smesLr | T SR .
Q3 4 4 4 o
— T — 00 W{T —T’_,’_—T 1_2_7"4
Finalmente, la diferencia en energia libre es:
WL 2
AF:—8G5L2(T+—L ). (4.51)

De acuerdo a nuestro resultado,podemos concluir que AF < 0 cuando ry > L, como
sabemos, esta desigualdad no se cumple para el caso del agujero negro pequeno; de ahi
que esta no sea una solucion estable.
Podemos graficar nuestra energia libre:

Donde la linea punteada indica el comportamiento del agujero negro pequeno, el cual

es una solucién inestable. Podemos obtener las siguientes conclusiones:

o T' < T,y no puede existir una solucion de agujero negro, la unica soluciéon estable

es el espacio de AdS térmico.

o T, <T < T, Puede existir un agujero negro, pero con AF > 0, es una solucién in-

estable que decae mediante radiacién de Hawking al espaciotiempo de AdS térmico.

e 7' > T, Seforma un agujero negro grande, el cual tiene energia libre negativa. Hay
un cambio discontinuo del espacio AdS térmico al agujero negro. La temperatura

de transicion es T,.
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Figura 4.1: Energia libre como funcién de la temperatura

Puesto que tenemos la formacion de un agujero negro en T' = T, esta es una transicion
de fase de primer orden.

Cuando T,,;, < T < T. la pseudo energia libre desarrolla un punto silla de un estado meta
estable que corresponde al agujero negro. Pero este no es un estado globalmente estable,
de forma que decae al estado globalmente estable que es el AdS térmico.

De nuestra expresion de la energia libre podemos calcular otras cantidades termodinamicas:

w23 Qgr
S — A — 28+ 4.52
g 2G5~ 4G; (4.52)
3rr?(r2 + L?) 3mrg
E=AF4+TS§=""1% = — 4.53
* SGsL? TeNE (4.53)
El calor especifico puede ser calculado mediante la relacion:

E E (L2 +2r2)3

C, - OE  OFE Ory  3(L°+2ri)’ry (4.54)

0T Ory OT  L3G5(L? —2r2)

Vemos que el calor espeifico es positivo si ry > \%, de otra forma es negativo, por lo

tanto, podemos concluir que la solucién de agujero negro pequeo es inestable pues su

calor especifico es negativo.

Si repetimos los calculos hechos en el Apéndice 5.8, podemos obtener la energia libre

del agujero negro:

m
Fsaas = — G (ri — L*r% — = LY. (4.55)
5
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De donde obtenemos:

w2r3 3rrd 32
e = 0 4.56
5G, SG.L2 | 326, (4.56)

Notemos que el ultimo es un término constante, usando nuestro traductor, podemos ex-

presarlo como:
BN
~ 16L

Este Ey puede ser interpretado como la enegia de Casimir desde el punto de vista de la

0 (4.57)

teorfa de frontera. Para campos libres en S® x R con radio L, la energia de Casimir tiene
la expresion:

1
ECasimir == m(4n0 + 17n1/2 + 88n1) (458)

donde los n; representan los diferentes campos en la toerfa de frontera. Para N = 4 SYM,
e Escalares reales:  ng = 6(N2 —1)
e fermiones de Weyl — nyp = 4(N? — 1)
e Campos vectoriales: ny = N? —1
Sustituyendo estas ecuaciones en (4.58), tenemos:

3(Ne — 1)

4.
T (4.59)

ECasimir =

la cual, cuando tomamos el limite NV grande concuerda perfectamente con (4.57).

En el contexto de la conjetura de Maldacena, esta transicion de fase en la geometria de una
teoria de gravedad debe corresponder a algo en la teorfa de norma en la frontera. Como
veremos en el siguiente capitulo, se trata de poner en correspondencia una transicion de
confinamiento/desconfinamiento en la teorfa de norma dual. Como ya vimos en la seccién
anterior, las cantidades termodindmicas de SAdS solamente difieren del gas libre en N = 4
SYM por un factor de 3/4, podemos esperar que la fase de AdS térmico represente una

fase confinada.
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Capitulo 5

Una transicion de confinamiento en

CFT

5.1 El problema del confinamiento

Es muy desafortunado que a pesar del papel central que juega el modelo estandar en la
fisica de particulas, no entendamos realmente como trabaja. El problema principal radica
en el sector que describe la interaccion de quarks y gluones, conocido como Cromodindmica
Cuéntica o QCD por sus siglas en inglés (Quantum Chromodynamics). Sucede que no
sabemos con seguridad porque los campos fundamentales de la teoria, los cuales describen
los quarks y gluones, no aparecen en el espectro de particulas de la teoria, asintoticamente,
como estados de particula. Existe un acuerdo casi general acerca de lo que sucede en
colisiones de particulas a altas energias: la formacién de tubos de flujo de color eléctrico
entre quarks y anti-quarks, y la eventual fragmentacién de estos tubos de flujo en mesones!
y bariones?, en vez de quarks y gluones libres. Sin embargo no existe un acuerdo general
sobre la causa de estas caracteristicas y esta limitacion expone nuestra ignorancia en el
régimen de distancias grandes sobre las teorfas de norma no-abelinas en general y la QCD
en particular.

Este problema es conocido como el problema de confinamiento; histéricamente la
palabra confinamiento en el contexto de la fisica hadrénica se refirié al hecho de que los
quarks y gluones parecen estar atrapados dentro de los mesones y los bariones, de los
cuales no podrian escapar. Actualmente existen otros significados que se le atribuyen
al término, cosa que discutiremos un poco mas adelante. A pesar de que el problema

de confinamiento esta lejos de ser entendido, se conocen muchas de las caracteristicas

1Un mesén es un bosén que responde a la interaccién nuclear fuerte. En el modelo estandar aparecen
como particulas compuestas en un estado quark-antiquark y son inestables. el pién fue el primer mesén
en ser descubierto.

2Los bariones son fermiones afectados por la interaccién nuclear fuerte y estdn formados por tres
quarks. Los més representativos son el protén y el neutrén.

o1
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de la fuerza de confinamiento, y existen en la literatura un buen nimero de teorias de

confinamiento que se encuentran bajo una fuerte actividad de investigacion.

5.2 El problema del confinamiento

Una transicién de fase de primer orden es aquella en donde el pardmetro de orden (por
ejemplo la magnetizacién en el modelo de Ising o el radio del horizonte del agujero negro
en nuestro caso) es discontinuo. Esta discontinuidad en el parametro de orden, en la
teroria, se ve reflejado como un rompimiento de alguna simetria inherente a la misma.
Ahora, hasta ahora hemos tratado con una teoria de norma, que hace gala de simetria
U(N); en estos casos contamos con el siguiente teorema:

Teorema de Elitzur: Una simetria de norma local no se puede romper espontaneamente.
El valor de expectacion de cualquier observable local no invariante de norma debe ser cero.
Esto significa que para teoria de norma, no hay un analogo a la magnetizacién, sino que
tenemos que buscar observables invariantes de norma, que no son afectados por transfor-
maciones de norma. Un ejemplo de estos observables es el lazo de Wilson.

El teorema de Elitzur es muy claro respecto a cuando puede o no haber un rompimiento
espontaneo de simetria en una teoria de norma, sin embargo, ain en el caso de estas
teorias, es posible distinguir diferentes fases su comportamiento, lo cual sucede de acuerdo
a los diferentes valores de expectacion que puede tomar un lazo de Wilson grande; con-

sideremos un lazo rectangular, R x T, con T' >> R. Existen tres posibilidades:

e Fase masiva: El potencial es de tipo Yukawa

e—mR

R

V(R) = —¢* + Vo (5.1)

Para un lazo plano genérico C, no autointersectante, con extensién >> 1/m,
W(C) ~ eap|-VoP(C)] (5.2)

Donde P(C) es el perimetro del lazo.

e Fase no masiva Se caracteriza por un potencial del tipo

2

V(R) = -5 + 2V (5.3)

El acoplamiento efectivo puede ir a una constante y, en el caso de teorias de norma,
puede crecer o decrecer logaritmicamente. Para R >> Vj el lazo cae como una ley

de perimetro.
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e Fase de desorden magnético El potencial va como:
V(R)=0R+ 2V, (5.4)

mas genéricamente, para un lazo plano no autointersectante, con area A(C) y
perimetro P(C):
W(C) ~ exp|—c A(C) — Vo P(C)]. (5.5)

Notemos que este comportamiento es aquel que se espera en una fase de confi-

namiento para el potencial quark-antiquark, como veremos mas adelante.

En la seccion anterior tratamos a detalle el caso en que un agujero negro radia térmicamente
y, tomando como parametro de orden el radio del horizonte, deviene en una transicién
de fase de primer orden. Esta transicion a nivel gravitacional puede verse reflejada en la
teoria de frontera como una transicién de confinamiento-desconfinamiento. Antes de dar
argumentos mas fuertes, debemos entender que quiere decir confinamiento y la importan-
cia del mismo en el contexto de la teoria de cuantica de campos.
La mayoria de los esfuerzos por entender esta cuestiéon se enfocan en mostrar que la energia
potencial entre un quark y un antiquark crece linealmente con la distancia de separacion
entre los mismos. En otra palabras, puesto que un potencial lineal se asocia a una ley
de drea en el lazo de Wilson, el objetivo es mostrar que una teoria de norma SU(3) en
D = 4 esta en la fase de desorden magnético. Pero, si por “confinamiento” entendemos
un potencial de quarks estaticos que crece infinitamente con la distancia de separacion,
entonces QCD no confina, puesto que en esta teoria el potencial entre los quarks even-
tualmente tendra un cambio de comportamiento, que se conoce como “rompimiento de la
cuerda”.
Por otro lado, puesto que todos los hadrones conocidos son singuletes del grupo de color
SU(3), muchos prefieren definir el confinamiento mediante la ausencia de estados de
particulas asintéticamente cargados de color, por lo cual se define el confinamiento como
confinamiento de color.
Aunque esta forma de ver el problema parece ser adecuada, tiene también problemas por
si misma. Si consideramos estados asintéticos de particulas en una teoria de norma-Higgs,
donde todas las interacciones son tipo Yukawa y la dinamica es parecida a la interaccion
débil, estos estados son también singuletes de estados de color. ASi, si por confinamiento
entendemos confinamiento de color, las teorfas de tipo Higgs también confinan.
Como entender el confinamiento entonces?

Una forma de entenderlo es mediante la formacién de un tubo de flujo de color eléctrico,
esto puede verse pictéricamente de la siguiente forma: imaginemos que el campo de color

eléctrico que corre entre un quark y un antiquark estaticos es, por alguna razén, com-
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Figura 5.1: Rompimiento de cuerda y producci 6n de par quark-antiquark

primido en una region cilindrica, con area de seccion transversal casi constante conforme
la distancia de separacién entre los quarks aumenta. En este caso, la energia almacenada
en el campo de color eléctrico crecera linealmente con la distancia de separacion, lo que
implica que se requiere una energia infinita para separar los quarks una distancia infinita.
Sin embargo, eso no es precisamente lo que pasa en QCD, en la cual para una distancia
de separacion suficientemente grande, es energéticamente favorable la formacion de pares
de quarks, con masa m, y por lo tanto el rompimiento del tubo de flujo (o “cuerda de
QCD ”) como se ve en la figura 5.1.

Asi pues, el potencial de quarks estaticos se vera como el siguiente diagrama:

Rompimiento de
cuerda

Lineal

Coulomb
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5.3 confinamiento en AdS/CFT

Vamos a estudiar ahora la cuestion de sistemas confinados y desconfinados en una teoria
de norma, N' = 4 SYM, [10], [14], [17], especificamente, el potencial quark-antiquark, y
veremos como se relaciona con el cdlculo hecho para la termodindmica de agujeros negros.

En QCD, los quarks pueden ser introducidos de dos formas:

e Quarks fundamentales: son quarks ligeros, que aparecen en la accion.

e Quarks externos, infinitamente pesados, se dicen externos porque no aparecen en la

accion.

QCD es una teoria de confinamiento, esto es, los quarks ligeros no aparecen solos en el
vacio, sino que aparecen a pares con un antiquark. De esta forma, ain si tratamos con
quarks externos, no es de esperarse que podamos poner un quark solitario en el vacio,
sino que tenemos que tratar con el par qg, quark antiquark, respectivamente.

Puesto que los quarks externos son infinitamente pesados, el par permanece estatico, esto
es, la distancia que separa a los quarks es constante; nuestra tarea es entonces encontrar
una expresién para el potencial de interaccién entre ambos, Vi 5(L). Se necesita definir
un observable fisico que mida tal interaccion; este objeto fisico, invariante de norma es el
Loop (lazo) de Wilson.

5.4 Loops de Wilson

Un loop (lazo) de Wilson es un observable importante en una teoria de norma, que rep-
resenta fisicamente un potencial quark-antiquark. Si consideramos una carga moviendose

a lo largo de una curva cerrada C' en el espacio de QED, la accién para dicha carga es:

S, — ]{ Aydat. (5.6)

Si anadimos este término a la accién, es equivalente a insertar en la integral de linea la

cantidad:
e = ¢ fe Aude" = W/ (), (5.7)

con W(C) el lazo de Wilson. El analogo no abeliano es la cantidad:

W(C) = TrPexp {2 ]f A#dx“} , (5.8)

donde A, = A}T? Tr es la traza sobre el grupo de indices, P es el operador de path

ordering. Notemos que (W (C')) puede ser considerado la amplitud para la creacién de un
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par gq que se propaga y es aniquilado después.

Podemos tomar un loop de Wilson rectangular en espacio euclideo, con T' y d los lados
del rectangulo. En este caso el loop de Wilson es la amplitud de propagacién de un
par ¢q separados una distancia d, la cual puede ser calculada mediante un formalismo
hamiltoniano. Cuando 7" — oo uno tiene

lim (W(C)) ~ e TED, (5.9)

T—o00

donde E(d) es la energia del par ¢g separados una distancia d.
Para una teoria de confinamiento, como QCD, la energia crece linealmente con la distancia
de separacion, d,

E(d) = od, o — constante. (5.10)

De esta forma, el loop de Wilson en una teoria de confinamiento satisface la ley de area:

lim (W(C)) ~ e 774 ~ gm0 (5.11)

T—o0

5.5 Loop de Wilson en AdS/CFT

Con los elementos anteriores, vamos a hacer el calculo del loop de Wilson para el espacio
de AdSj5 puro.

R/2 R/2

r=rm ’ X

Figura 5.2: Configuraciéon del Loop de Wilson
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Para calcular el loop de Wilson, tomamos en cuenta que:
(W(C)) = e=5©), (5.12)

donde S(C') es la accion on shell de Nambu-Goto. El potencial ¢g estd dado por la energia
de la cuerda en AdS/CFT. Para hacer el calculo, elegimos a la cuerda extendiéndose a la
largo de la direccién x en la teoria de frontera, y tomamos la parametrizaciéon = = x(r),

como se ve en el esquema del lazo (5.2). Asi, la métrica inducida en el espaciotiempo es:

ds? — <1>2(—dt2+dx2+d2+dz2)+L—2dr2 (5.13)
5 = L Yy r2 ’
B e . (L\?&x L?
= - (g) @ +<?) o T

r\%  , r? .9 L\? 9
= (1) =+ (Ex + (;) dr?,
Donde en el paso de la segunda linea a la tercera hemos tomado t = it y con £ = %. El

determinante la métrica inducida es:

Vhay = =11+ 2 (%)4 (5.14)

De manera que la accién de Nambu Goto es:

1 r\4
- Jiva (2 1
S Mg/dt/dr + (L) (5.15)
T r\4
_ A
= 27Tl§/dm/1+x (L> .

Como vemos, el lagrangiano no tiene dependencia explicita en z, de forma que existe una

cantidad conservada P, asociada a x,:

oL
ree cte (5.16)
r\4
(E)—x = cte (5.17)
L+ (3)"

Como vemos del diagrama del loop, la cuerda tiene un punto de retorno en

x| p=p, = 00 (5.18)
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De forma que la constante esta dada como:

cte = (£) 4 (5.19)

(5)"

e - (%”)2 (5.20)

T=Tm

de esta forma, ya tenemos una expresion para &

#= (%”)2 ;4 (5.21)
1+4(3)

Asi, dado que & = 0x/Jr, podemos integrar para hallar una expresién explicita de .

5-() 2=

=)

Como podemos ver en el diagrama, cuando r — oo, x — R/2 y en r = r,, © = 0. De

forma que nuestra integracion queda:

A S
<7”m> /rm /<$>4_1
L\* [~ d

) (a>/1 yz\/(y?;‘l—l’

donde en la segunda linea hemos usado y = -~; con lo cual, ya tenemos una expresion
m

g (5.23)

que relacione nuestros parametros de distancia R y 7,,:

V2 (D(3)" 1?

R= :
VT T

(5.24)

12
7’_‘

m

Esto es, R ~
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Ahora ya podemos calcular la accién de Nambu-Goto para calcular el potencial ¢g:

pr— 2
S ~5- l2 dm/l—l—m (5.25)
27?[2/ /

La energia potencial es:

25
E = (5.26)
B 27rl2 / /
B 7Tl2

Esta integral diverge, lo cual refleja el hecho de que el quark es infinitamente pesado. La

cotribucién de masa del quark es:

T 9]
So ol dr, (5.27)
1 )

Restando esta cantidad de la energia, tenemos la expresion:

BT B A B _
E—Eo_ﬂg{/l (W 1>dy 1} (5.29)

Podemos resolver esta integral, haciendo un cambio de variable u = i y usando nue-
stros resultados para 7, y el traductor AdS/CFT el resultado nos queda como:

42 1/2 472 292 N
BBy AT AT V20vu (5.30)

)t R T L

El potencial es, como vemos de tipo Coulomb, esto es consecuencia de la invarianza con-
forme de la teorfa (i.e. no hay ley de érea), por otro lado, vemos también una dependencia
V(L) o< v/2g%,,N, puesto que el resultado a 1-loop es proporcional a gi,,N, es claro

que este es un resultado no perturbativo; lo cual significa que no puede ser obtenido a un
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numero finito de loops.

A continuacién vamos a estudiar el caso de A/ = 4 SYM a temperatura finita y el potencial
de confinamiento, asi como su dual en una teoria de gravedad. El primer caso es el de
una cuerda colgando de la frontera del agujero negro de SAdSs5, mientras que el segundo
caso es el solitén AdS, el cual es obtenido mediante una doble continuacion analitica del

primer caso.

5.6 Potencial Quark antiquark a temperatura finita

Supongamos ahora que ponemos nuestra teoria de norma en un bano térmico, a temper-
atura T. En la correspondencia AdS/CFT, un bano térmico es dual a una geometria de
bulto con un horizonte de eventos, i.e., un agujero negro, con una identificacién de la
temperatura de Hawking con la temperatura del bano térmico. En particular, el dual de
N =4 SYM a temperatura finita es un agujero negro en AdSs cuya métrica euclidea es

la siguiente:
2

ds? = (1)2 (Fd? + da? + dy? + d=2) + 1220 (5.31)
L r2f
Con f =1- (’”70)4 donde el parametro ry corresponde a la posicion del horizonte de
eventos y se relaciona con la temperatura 7' como T' = 1/7ry, como vimos en el capitulo
anterior.
Como en el caso anterior, vamos a calcular la accion de Nambu-Goto para la parametrizacién
x = x(r)

La métrica inducida es simplemente:

as* = f (;

L>2dt2+

1 /L\? r\2 o
1= —) #| ar? 5.32
f (7“) * <L> . ] " (5.32)
de forma que el determinante de la metrica inducida es
74
iy =1+ <E> fi2. (5.33)

Podemos ahora calcular la accién de Nambu-Goto:

B 1 9 B T r\4 .
S=-5p | do =Ty = = dm/1+<L> i (5.34)

De la misma manera que el caso anterior, vemos que existe una cantidad consrevada, P,
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asociada a x, tal que:

r\% ¢
oL (f) f#
() e

Determinamos la constante mediante la condicién #|,—.,, = oo

P, =

= cte (5.35)

4
2| () v .
+(5)" f#2 1
Asi, vemos que el £ tiene la siguiente expresion:
VI (T L
+ f(r) ( r ) VI = frm)r (5.37)

= +r,2/1—pL? !
ICRICE

Donde en la ultima ecuacién hemos definido la cantidad constante p = += Finalmente,

tenemos la expresion de x como

x=ZEr \/1— L?

(5.38)

/ \/y—p (' —1)

de forma que si la distancia entre los quarks es R cuando r — oo:

_2—\/1— / ¢y_p — (5.39)

)

Notamos dos cosas, primero, que cuando en la métrica rg = 0, en nuestro resultado

= 0 y recuperamos el resultado obtenido para la temperatura cero; segundo, cuando
rm — To, p — 1y la distancia R se hace cero; si uno varia p podemos ver que hay un
maximo valor de d, a partir del cual el estado ¢g se vuelve un estado desconfinado debido

a apantallamiento térmico, de acuerdo con lo que se espera que pase en la teoria norma

dual.

5.7 Potencial Quark-Antiquark en confinamiento

Vamos ahora a hacer el analisis del caso de confinamiento; primero, hacemos una doble

rotacién de Wick al agujero negro y, mediante un cambio de coordenadas, obtenemos el
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siguiente elemento de linea:

ds?® = fjj [ dr? 4 dz* + dy* + fdw® + d%} (5.40)
En este caso, el espacio termina de forma suave en r = r¢, lo cual puede ser pensado como
una cota IR. En este caso, Z tiene una periodicidad dada por | = ’TT—LOQ Consideramos
una cuerda en la versién euclideana de esta métrica y usando una parametrizacion (¢, x),
tenemos:

ds* = f—j { dr? 4+ (142 )dw ] (5.41)

f

TL? [dx | 72

De la misma forma que los casos anteriores, existe una cantidad conservada asociada a 7

La accién de Nambu-Goto

(5.43)

1 7 1
de donde obtenemos la expresién para 7
=+/f(r) " (5.44)
integrando, obtenemos una expresion para x:

Qdy
T = irm\/_/ NGO (5.45)

donde p esta definido de la misma forma que en el caso anterior, asi, la distancia entre

los quarks es:

B ! y2dy
R = 2rm\/ﬁ/0 NG (5.46)

Dp—y*)
En este caso, d crece sin limite cuando p — 1, i.e, 7,, — r9. En el limite R grande, la
cuerda se aproxima a un loop rectangular. De la misma forma que el primer caso, la parte
vertical de la cuerda se identifica con la masa de los quarks estaticos, la cual se resta de
la energia potencial. El potencial ¢ es entonces solo la parte horizontal de la cuerda;
puesto que en este intervalo r es constante y aproximadamente igual a rg, la contribucion
de la accién euclidea es solo:
TL? d

S orizontal — 5 _79 o 5.47
4 pal 272 r} (5.47)
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Que corresponde a una ley de drea (pues es propocional a T'd y, por tanto, tenemos un
potencial de confinamiento de tipo
V =o0d (5.48)

donde o puede ser puesto en términos de las cantidades de la teoria de norma:

VA

STTo

(5.49)

o =

5.8 Conclusiones

Es indudable que la conjetura de Maldacena es uno de los desarrollos tedricos mas in-
teresantes en la Fisica en los ultimos anos, en parte gracias a la elegancia del desarrollo
mismo del traductor, que de una forma muy simple relaciona cantidades que tienen que
ver con una teoria de norma 4-dimensional, con una teoria de gravedad 5-dimensional;
lo cual, por otro lado, abre la puerta a investigaciones de gravedad cuantica diferentes a
las que se habian manejado antes. Més aun, la conjetura nos permite poner en relacion
objetos de la mencionada teoria de gravedad con sistemas de materia condensada, que es
donde reside nuestro interés principal.

En este trabajo hemos hecho, en primer lugar, una presentacion de la conjetura, apoyandonos
en ejemplos sencillos como los campos escalares, fermiénicos y las p-formas. En segundo
lugar, hicimos una revisién de la teoria de bulto 5-dimensional en el limite de super-
gravedad. Este bulto tiene dos configuraciones con la misma geometria asintética, el
primero es el agujero negro y el otro es el espacio AdS térmico, pudimos mostrar que el
espacio AdS térmico existe a cualquier temperatura, mientras que la solucion de agujero
negro existe a partir de una temparatura critica, a partir de la cual se desarrollan dos de
estos objetos: el primero es el agujero negro grande, el cual tiene energia libre negativa,
mientras que el pequeno tiene energia libre positiva y calor especifico negativo, lo cual lo
convierte en una solucién inestable.

Como vimos, hasta una temperatura 7., AdS es la configuracién estable, a partir de la
cual, el agujero negro grande tiene una energia libre menor que la de aquel, por lo cual,
se convierte en la solucion globalmente estable.

Consideramos después una teorfa de norma N' =4 SYM en la frontera del espacio en el
limite N — oo, la cual a temperaturas bajas presenta una fase de confinamiento para
mesones vy glueballs, mientras que a altas temperaturas se presenta desconfinamiento; el
parametro que nos ayuda a estudiar la transicion entre estas fases es el loop de Wilson,
por lo cual lo calculamos en el bulto, el resultado fue que para el AdS térmico obtuvimos

una ley de area para el potencial ¢g, tipica de los sistemas confinados, mientras que en
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la geometria de agujero negro, en r = r el circulo térmico se contrae a cero y por tanto
hay un valor de expectacion finito del lazo de Wilson. Esta discontinuidad en el valor de
loop nos lleva a identificar las fases de espacio AdS térmico y agujero negro en el bulto
con una transiciéon de fase de confinamiento/desconfinamiento en la teoria de norma en la
frontera, respectivamente. Por tanto, la transicion de Hawking-Page en el bulto equivale
a la transicién de confinamiento/desconfinamiento en la teorfa de frontera.

Debemos hacer notar que el problema del confinamiento no se ha resuelto ain, para em-
pezar, la teoria analizada es NV = 4 SYM, no QCD; aunque es notable el comportamiento
de la teoria cuando se introduce en un bao térmico, pues la supersimetria y la invarianza
conforme se rompen para dar lugar a una teoria mas parecida a QCD, esto nos da esper-
anza para estudiar mas a fondo el problema del confinamiento, que es quiz el problema
mas dificil de explicar en teoria de particulas y que nos impide tener una nocién clara de
lo que pasa en el ntcleo del dtomo.

Finalmente, queda como trabajo a futuro el estudio de casos més generales de geometrias
de agujeros negros en el bulto, lo cual sabemos que lleva a problemas por demaés intere-
santes de materia condensada en la teoria de norma de frontera.

Queda tambien como perpectiva a futuro el estudio del problema del confinamiento,

ambito en el cual quiza la conjetura pueda dar alguna luz.
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Simetrias y vectores de Killing

Nuestro interés es trabajar en un espaciotiempo especifico, el espacio de Anti de Sitter, el
cual, por sus propiedades topoldgicas, permite conjeturar una correspondencia entre una
teoria de gravedad y una teoria cuantica. Se elige este espacio por las simetrias que le
pertenecen, las cuales vamos a ver a continuacién.

Entendemos por simetria de una métrica a la invarianza de ésta ante tranformaciones de
coordenadas, esto es, que bajo alguna tranformacién de una o varias de las coordenadas
de la métrica, ciertas cantidades asociadas a ésta permanecen sin cambios; notemos que
esta primera definicion de muy vaga, por lo que habremos de precisarla.

Para una métrica g,,,, una forma de conocer sus simetrias es mediante la derivada de Lie
a lo largo de un vector V, si es el caso que dicha derivada es cero, significa que el vector

V genera una isometria en la métrica. La derivada de Lie de la métrica es:
Lyvgw =V, V,+V,V,. (50)

Una transformacion infinitesimal de las coordenadas es una simetria de la métrica si
Ly =0, lo cual implica:
V.V, +V,V, =0, (51)

que es la equacion de Killing, y cuyas soluciones son los vectores V' llamados Vectores de
Killing.

Un hecho de importancia y que conviene resaltar de la derivada de Lie es que sus soluciones
forman un algebra de Lie , esto es, si V'y W son vectores de Killing, entonces [V, W] es

también un vector de Killing

LVg;w - LWg,uy =0

implica que:

L[V,W]gw/ = 07
De hecho, uno tiene que:
Lvwi9w = Lv Lw g + Lw Ly g, = 0.
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Funcion de Particion del agujero
negro de AdS

Vamos a evaluar la funcién de particién semiclasica para el agujero negro SAdSs. Esta
funcion nos va a dar cantidades termodindmicas.

De entrada, la acciéon gravitacional consta de los siguientes términos:
SE = Spuito + Scu + Scr, (52)

Las cuales, respectivamente, denotan la accion del bulto, la accion de Gibbons-Hawking
y la accién de contratérminos. Vamos a ver con cuidado cada una de estas cantidades,

tomando en cuenta la siguiente métrica:

r dr? ro\4
o, de forma equivalente:
o (T0\* 1 2 2 2du2 _ 4
dst = () = (fat PG+ s f=1-u (54)

Notese que estamos considerando acciones y espacio euclideos. En coordenadas r, el
horizonte del agujero negro estd situado en r = ry y la frontera de AdS estd situada en

r = 0o. En la coordenada u, el horizonte esta en u = 1 y la frontera en u = 0.

.0.1 Accion de bulto

La accién de bulto es la accién 5-dimensional. Para el Agujero Negro SAdS),,, es la accién

de FEinstein-Hilbert estandar:

1

=— [ d"*? —2A
S = T | ¢V~ 20), (55)
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2A = (p 1) g agujero negro SAdSs corresponde a p = 3. Las ecuaciones de Einstein
son: ,
Ryn — §9MNR + Agun =0 (56)

Contrayendo, tenemos una expresién para el escalar de curvatura como:

(p+1)(p+2)

R=— 2 (57)
De forma que la accién de bulto on shell es:
p+1

Shutto = 87G L’ /dp+2$\/§7 (58)

i.e., es proporcional al volumen del espaciotiempo. Para el A-N SAdS;

Sbulto = 27TG5 LQ/ dt/dx g — (59)

u—0 6‘/3 Té
™ 8nGs L? (u )‘“ 0

BVs 15 &
. 167TG5 12 bulto-

Donde V3 es el volumen en las coordenadas x. El factor que va con Sy, €S comin con
otras acciones on-shell, asi que vamos a hacer § = V3 = ry = 16nG5 = L = 1. La accion

de bulto diverge cuando u — 0 porque es proporcional al volumen del espacio.

.0.2 Accion de Gibbons-Hawking

Es necesario introducir esta accion de contratérminos a la accion de Einstein-Hilbert con

el fin de tener bien definido nuestro problema variacional:

2
=———— [ &2 HK.
SGH 167TGP+2/ flfﬁ (60)

Donde v, es la métrica (p+1) dimensional en la superficie y K es la traza de la curvatura
extrinseca de la superficie. Este término se conoce como Accion de Gibbons-Hawking. Se
trata de un término de frontera evaluado en u = 0.

Al ser un término de frontera, la accion de GH no afecta las ecuaciones de movimiento,
pero si afecta el valor de la accién on shell; este término usualmente no es tomado en cuenta
en situaciones de Relatividad General, pero en el caso termodindmico toma relevancia,
pues nos interesa el valor total de la accién o shell en el formalismo euclideano. Mas

aun, en algunas situaciones, este término es el inico contribuye al valor de la accién on
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shell. Para el agujero negro de Schwarzschild, R = 0, de forma que la accién del bulto no
contribuye al valor on shell; la contribucién a la acciéon on-shell viene completamente del
término de GH.

Cosideremos la métrica de SAdS, la métrica v, (p+1)-dimensional se obtiene haciendo

la descomposicién ADM de la métrica como:
deH = Guudu® + 7y, dx"dx” (61)

El vector unitario normal a la superficie u = cte esta dado como:

1

gunnMn =1 — n' = — : (62)
Guu
En general, la curvatura extrinseca esta dada como:
1 u
K;U'V et En u’yul/ (63)
Asi, K tiene la siguiente expresion:
Oy

K =n2d (64)

ﬁ

En Relatividad General, uno considera la curvatura extrinseca de una superficie cuando
se plantea esta superficie dentro de un espaciotiempo o cuando se discute el formalismo
canénico (i.e. se folia el espaciotiempo en hpersuperficies tipo espacio). Para nuestro
caso, hablamos de la curvatura extrinseca de la hipersuperficie 4-dimensional tipo tiempo
en u = 0 del agujero negro de AdS 5-dimensional. Esta hipersuperficie es espaciotiempo
donde vive la teorfa de gauge de frontera. Para el SAdSs, n* = —uh'/?y /7 = u=h'/?,

por tanto:
U 8
0 (__ - 4)
u=0 ut

Notemos que la acciéon de Gibbons-Hawking también diverge para u — 0.

Seu = 2uh'/?0 [u=*h*/?] (65)

u:0.

.0.3 Acciéon de contratérminos

Como hemos visto, la accion del bulto y la acciéon de GH divergen cuando u — 0, por lo
cual se anade un tercer término a la accién: la Accion de contratérminos.
En AdS/CFT, estas divergencias se interpretan como una divergencia en ultravioleta de

la teoria de campo dual. En la teoria de campo, las divergencias pueden ser controladas
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mediante un proceso de renormalizacion, i.e. la adiciéon de un numero finito de con-
tratérminos locales a la accién. De acuerdo a esta prescripcion, uno anade una accién de
contratérminos de forma que tengamos una funcién de particién gravitacional finita. Este
procedimiento se conoce como Renormalizacion Hologrdfica.

Tomando en cuenta lo anterior, se elige la acciéon de contratérminos de forma que:

e Se escriba solo en términos de cantidades de frontera (v,, y cantidades asociadas a

ésta, como el escalar de Ricci R)
e Consista solo de un nimero finito de términos

e Los coeficientes de estos términos se eligen con la unica finalidad de cancelar las

divergencias.

Para p < 5 la accién de contratérminos estd dada por:

1 2 L L3 -1
Scr = —167er+2 /dp+1x\/§{fp + - 1R - =310 (RWR“” — %Rz) +...
(66)
Estos términos son suficientes para cancelar las divergencias que van como potencias
para p < 5, pero podria ser necesario introducir més términos para cancelar divergencias
que van como logaritmos. Para Agujeros negros con horizontes planos, R = 0, de forma
que solo tenemos las siguientes contribuciones a las cantidades termodindmicas:

1/2

u—>06
SCT:6FUZ0_>E_3U:O (67)

.0.4 Funcién de particion y cantidades termodinamicas

Tenemos hasta ahora los siguientes resultados:

Shuito = i 2 - (68)
Sen = —% +4 (69)
u u=0
Ser =2 3 (70)
u u=0
Combinando estos resultados tenemos Spuito + Sy + Scr = —1, si queremos cantidades
con dimensiones: .
Sp— Vs To (71)

- ].67TG5 L>
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La acciéon on shell esta relacionada con la funcién de particién Z y con la energia libre F

CO1mo:

Z =e 58, Sp = BF (72)

De esta manera, la energia libre resulta ser:

Vs 7"3 (WLT)4V3 1 2 AT2n4
F=_ To )V a2y,
167Gs L5 167Gl g™ NelVs (73)

Donde usamos T' = ro/(7wL?). Las cantidades termodindmicas que pueden ser derivadas

de a energia libre son:

1 (rLT)? 1 ro 1

= ——0rF = = —)? = —Zm?N2T3. 74
T YT e T A ™ e (74)

(rLT)* 1 Tova _ L on00u
Pe 0, F — _ Toya _ 222 75
B T 16nGs L 167TG5L<L> g™ e (75)

F (rLT)* 3 Tou 3 agu
=yt =3 6T T erain's) — 8" (76)
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Reducciéon dimensional de N =4
SYM

La teoria N' = 4 SYM en cuatro dimensiones fue obtenida por primera vez utilizando el

método de reduccién dimensional a AV =1 SYM en diez dimensiones.

.0.5 Reduccién dimensional

Comenzamos considerando una teorfa de Yang Mills con particulas de spin 1/2

S = / d"zTr (—}lanan + %Armnvmx) (77)
donde
Fon = OnA, — 0 A, —ie[An, A, (78)
VA = Op —ie[Ap, Al (79)
Y con signatura: 7, = diag(+,—, ..., —) Podemos preguntarnos en que nimero de di-

mensiones esta accién es supersimétrica, que, como sabemos, implica que el nimero de
grados de libertad bosénicos sea igual al nimero de grados de libertad fermiénicos.
Notemos que en D dimensiones, el campo de norma A™ tiene (D — 2) grados de libertad,
mientras que en el espinor de Dirac tiene 2!P/? grados de libertad.

Se puede reducir el nimero de grados de libertad de Fermi imponiendo condiciones adi-

cionales a los espinores, como son:
e Condicién de Majorana: A =C\  — D =24 mod 8
e Condicién de Weyl: A = FysA  — D par

Asi, el nimero de grados de libertad al imponer estas condiciones, son 2[#/2-1 y 2[d4/2-1

[d/2]—2

para Majorana o Weyl, respectivamente; y 2 si un fermién cumple ambas condi-

ciones simultaneamente.

75
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Podemos resumir el conteo de grados de libertad para diferente nimero de dimensiones

en la siguiente tabla:

D | A™ | Dirac | Majorana | Weyl | Majorana y Weyl
210 2

3 1 2 X X X

4 | 2 4 2 2 X

) 3 4 X X X

6 | 4 8 X 4 X

7 5) 8 X X X

8| 6 16 X 8 X

9 7 16 X X X

10| 8 32 16 16 8

Para tener una accién supersimétrica, los campos A,, y A deben pertenecer a la rep-
resentacién adjunta del grupo de color SU(N). La accién es invariante bajo las transfor-

maciones de supersimetria:

SA™ = i(eI™\ — AI"¢) (80)
1

0N = SEuF""e (81)

= —%gfmnFm” (82)

Donde € es el parametro anticonmutativo de la transformacion y ['™" = %[Fm, re).

.0.6 Reduccion de la parte bosénica

Vamos a hacer la reduccién de esta teoria, lo que significa que los campos A™ y A dependen

0

solo de las coordenadas z* = 2°,..., 2%, y son idependientes de las demds coordenadas.

Vamos de dividir el indice m en dos partes, u e i, las cuales van respectivamente desde 0

a3ydela3. De esta forma, el campo va a tener la forma:

Am = (A“(x”, St (z"), Pi(:v”)) (83)

Donde S; = A%", P; = Ag,; De esta forma, tenemos que el tensor F,,, se descompone



de forma siguiente:

F,

nv
F u3+1
F, nb+1
F: 3+i3+j
Fi 6+i6+j

F3i64j

0,A, —0,A, —ie[A,, A
0,5; — ie[A,, S;] = D,S,

0,P; —ie[A,, P) = D,P,

—ie[S;, S}

—ie[P;, Pj]

—ie[S;, Pl

7

De esta manera, el factor bosénico en el lagrangiano:

1 1 1 1 -1 L
__anan — __F/.LVFHV . _FH3+iFu3+z . _FM6+iFu6+z . _F3+i3+jF3+z3+J (85)
4 4 2 2 2
1 o
_ZF. . pOtibt]
9 6+16+7
1 wy 1 on Qi 1 umpt 62 2
= -3 w4 5DMSZD S +§DuPZD P +Z[Si,5j] +
6_2[]3. p.]2 + ﬁ[g. p.]2
gt g P

De esta manera,

1 1 1 -1 ,
_ZTT(anan) =Tr (_ZFMVFW/ + §DMS7;DM51 + §DMP7;DMPZ + V(S, P)> ) (86)

donde V(S, P) = £Tr ([Si, ;> + [P, Pj]* + 2[S;, P;]?). Podemos tambin usar otra no-

tacion para espresar los campos escalares auxiliares, de la siguiente manera:

o = S I=1,23 (87)
= Py =456 (88)

De forma que podemos expresar V (S, P) como:
1rr > e ea)? (89)
2 I,¥J
I<J

y la parte del lagrangiano correspondiente es:

1

1 1 e?
— T (Fpn ™) = Tr (—ZF,WF“” + §Du901D“90J +3 > ler, SOJ]2> (90)
1<J
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.0.7 Reduccion de la parte fermionica

En D = 10 las matrices de Dirac I'"™ que satisfacen el dlgebra de Clifford. {I'", "} =
2™,
ConTH =TTy (T")2=1

Ahora, A es un espinor de Majorana-Weyl 10-dimensional, i.e. cumple simultdneamente:

(I+Ti)A = 0 (Weyl) (91)
A= \Ty = MC (Majorana)

Y la matriz de conjugacion de carga, C' satisface:
ct=-c , @™™'=-crmc! (92)

Una forma especifica que pueden tomar estas matrices son:

M = ' 0 T ® oy (93)
y
P =T®d o (94)
I =5 ® ' ® oy (95)
(96)

para ¢ = 1,2, 3.Donde las matrices o no son otra cosa que las matrices de Pauli. Se puede
demostrar que estas matrices cierran el algebra de Clifford. Mas aun, tenemos que la

expresién para I''! es la siguiente:
=18 (-’ (=3) @0y (97)

Si —ata? =a®y —p13? = 3. De esta manera:

116216 0

0 —11164
i =1®1®o0y = ( N 16) (98)
Asi, ya podemos tener una expresion para el espinor A, usando la condicién de Weyl:

L6y —i116
] + Fll _ ( 16216 16 16) (99)

i[16m16 116x16
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5% 1 v
I+T)A—= A= = — 100
(I +Tn) ( \ ) 7 (_i W) (100)
De esta manera, el espinor de 32 componentes se descompone de la siguiente forma:
1 1
A=U®— 101
V2 (—z) (101)

Donde ¥ es un espinor de 16 componentes. Notemos que el vector incluye la descom-
posicién de Weyl. Si ahora analizamos la condicién de Majorana, A = \T, = A\TC,

tenemos que

U
\1152
\1153
2\ =il ) V2| —ilg
—i‘l’gz
—iWps
—iWgy
Asi
Mo = 5 (¥, =i To = 25 (W, —i¥) (Y @ T @ 03) (103)
1 . . . ‘
= (P W W W i, il it i) (104
por otro lado
1
VO = F W)= F (Vv (Celel) (105)

(U1 C,05C, viC,ViC, —iV] C, -V, C, —iViC, —i¥ C)  (106)

Sl =Sl

Asi, de la condicion

ATy = MO, (107)
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tenemos las condiciones para el espinor:

Ul = 0lC (108)
Uy = ¥jC
‘I’:T),’Yo = ‘I’3TC
‘I’ATL’YO = ‘I’fc
O:
U, = ¥{C (109)
v, = ViC
Uy = UiC
v, = viC

Estos son espinores de Majorana en D = 4, con dos grados de libertad on-shell. Asi,
tenemos que si en D = 10 habia un espinor de Majorana-Weyl con 8 grados de libertad,
al hacer la reduccién nos quedamos con 4 espinores de Majorana que tienen dos grados
de libertad on-shell.

Finalmente, la densidad lagrangiana de teorfa N/ = 4 Super Yang Mills en 4-dimensiones

€s:

1 1 1 1
L= TT{ — FwF" + SVISN,Si+ VIRV, 4 5iA VA (110)

1 - . .
— SeAlia'S; +iP! Pying, N = V(. P)}



Soliton en AdS

Veamos rapidamente el ejemplo del soliton. Comencemos por el agujero negro S AdSs

r dr? ro\4
ds? = — (fdi? + dx2) + L2Z= -1-(2) 111
s=p (fdf dxg) + L2 f - (111)
Ahora, hacemos la compactificacion en la direccion z como: 0 < z < [.
Sin embargo, el SAdS;5 compactificado no es la tinica solucién cuya simetria asintotica es
RY2 x S'. La doble rotacién de Wick es # = it y { = —iz. De forma que la métrica del

agujero negro queda:

dr?

2 (T2 ) 2 2 /2 2
ds; = (Z) (—dt* +dx” + dy* + fdZ°)+ L =t

(112)

que tiene la misma estructura asintética que RY2 x St. Esta geometria es conocida como
Soliton de AdS.

Como geometrias euclideanas son el mismo, pero tienen diferente interpretacion lorentziana.
El solitén no es un agujero negro, mas ain, dado el factor f que acompaa a dZ? el espaci-
otiempo termina en r = rg, tal como el agujero negro Euclideano. Esto describe una fase
de confinamiento.

Para el agujero negro SAdS, la direccién imaginaria en el tiempo tiene periodicidad
B = wL?ry para evitar una singularidad cénica, de forma similar, el solitén tiene pe-

riodicidad en [ dada por:
wL?

To

I = (113)
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