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Introducción

Las funciones Booleanas son aquellas cuyo dominio y contradominio son Fn2
y F2 respectivamente, es decir, f : Fn2 → F2. Éstas son muy importantes en
Teorı́a de Códigos y Criptografı́a ya que entre otras cosas generan vectores bi-
narios, por ejemplo el código de Reed-Muller R(r, n), el cual es el conjunto de
los vectores binarios de longitud 2n formado por las imágenes de las distintas fun-
ciones Booleanas de Bn de grado a lo más r (grado en su forma polinomial), donde
Bn := {f : Fn2 → F2}. Estos códigos lineales son utilizados en varias aplicaciones,
por ejemplo el código R(1, 5), fue utilizado en 1972 para transmitir imágenes de
marte por la nave Mariner 9. En general un [n, k, d]q código lineal C sobre un cam-
po finito Fq, q la potencia de un primo, es un subespacio lineal de Fnq de dimensión
k y peso mı́nimo d, donde

d := mı́n {w(x)|x ∈ C, x 6= 0},

y w(x) es el peso de Hamming de un elemento x, el cual es el número de en-
tradas distintas de cero de x. Se define también la distancia de Hamming entre dos
funciones Booleanas f y g por

d(f, g) := |{x ∈ Fn2 |f(x) 6= g(x)}|,

y la distancia de Hamming entre dos elementos

x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Fnq ,

por
d(x, y) := |{i| xi 6= yi, i = 1, . . . , n}|.

Las funciones “bent”, que son un caso particular de funciones Booleanas,
fueron introducidas y estudiadas por Rothaus en el año de 1976 ([32]). Estas son
funciones cuya no-linealidad es máxima, es decir, se encuentran lo más alejadas
posible de las funciones lineales Booleanas, o lo que es lo mismo, se encuentran
lo más alejadas del código de Reed-Muller R(1, n), alejadas en términos de la dis-
tancia de Hamming. Posteriormente las funciones bent han sido generalizadas para
funciones F : Fnp → Fmp , p un primo. Entre estas funciones también se encuentran
las funciones “casi-bent”, de las cuales se tiene su existencia cuando p = 2, estas
funciones también tienen no-linealidad máxima. Las funciones bent y las casi-bent
son muy importantes en Teorı́a de Códigos y Criptografı́a, algunas de estas aplica-
ciones como en criptoanálisis pueden ser encontradas por ejemplo en [1] y [21].
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8 INTRODUCCIÓN

Los esquemas de compartición de secretos fueron introducidos por G. R. Blak-
ley ([2]) y A. Shamir ([33]) en el año de 1979. Blakey en su esquema utiliza ge-
ometrı́a proyectiva, mientras que Shamir basó su modelo en la interpolación de
polinomios. Muchas construcciones se han propuesto desde entonces, una de estas
es basada en la Teorı́a de Códigos, la cual se introduce en l981, después varios au-
tores consideran los códigos lineales correctores de errores (consultar por ejemplo
[26], [28]). Los esquemas de compartición de secretos consisten en distribuir la
información de un secreto entre varias entidades, de modo que con la información
de cierto número de estas entidades el secreto pueda ser recuperado. Por ejemplo,
en un banco la clave para abrir una caja fuerte puede ser distribuida entre varias
entidades. En un principio todo código lineal puede ser utilizado para la construc-
ción de esquemas de compartición de secretos, pero determinar cuales conjuntos
de entidades pueden ser utilizados para determinar el secreto, es muy difı́cil y esto
depende de las palabras mı́nimas del código dual del código considerado ([26]). El
presente trabajo está principalmente enfocado a describir esquemas de comparti-
ción de secretos basados en códigos lineales sobre un campo finito Fq, q = pr, los
cuales a su vez se obtienen a partir de funciones perfectamente no-lineales (equiv-
alentemente funciones bent) cuando p 6= 2 y funciones casi-bent cuando p = 2.

En el caso de p 6= 2 se ha seguido muy de cerca el trabajo [6] donde a partir
de una función perfectamente no-lineal F : Fpn → Fpn se construye un código
lineal sobre un campo de la forma Fph , h un divisor de n, y este código, siguiendo
la construcción de Massey ([26]) es usado para dar un esquema de compartición de
secretos (Capı́tulo 4).

Para el caso p = 2, usando funciones casi-bent con ideas similares al caso
p 6= 2 se define un código lineal sobre un campo de la forma F2h y se determi-
nan algunas de sus propiedades las cuales son usadas para describir un esquema de
compartición de secretos. Usando estos esquemas se determinan, de dos maneras,
extensiones de esquemas de compartición de secretos cuando el campo base son
los números binarios. Consideramos que con este caso, el cual no aparece en la
literatura, queda cubierto el problema de describir esquemas de compartición de
secretos basados en códigos lineales sobre un campo finito Fq, q = pr de cual-
quier caracterı́stica p > 0, determinados por funciones perfectamente no-lineales
(p 6= 2) y casi-bent (p = 2).

Otra de las aplicaciones de las funciones perfectamente no-lineales y las casi-
bent es en la descripción de esquemas de autenticación ([36]). Siguiendo [18] y
[8] se presentan algunos de estos esquemas. Los esquemas de autenticación son
diseñados para autentificar los mensajes transmitidos. Si una transmisor desea en-
viar un mensaje a un receptor, como el canal de comunicación es público, hay el
riesgo de que un enemigo pueda deliberadamente observar y mas aún causar un
disturbio en la comunicación. Un transmisor y un receptor comparten una llave
secreta, al enviar una pieza de información al receptor, éste utiliza su llave para
autenticar el mensaje en cuyo caso acepta el mensaje como auténtico o en caso
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contrario es rechazado.

En los últimos años los esquemas de autenticación han sido objeto de estudios
de diversos grupos de investigación ([20], [12], [34], [35]). Existen varias formas
para describir estos esquemas entre los que se incluyen métodos combinatorios
([37]), algebraicos ([39]), por medio de anillos de Galois ([29]). Recientemente
usando funciones perfectamente no-lineales y casi perfectamente no-lineales ([18],
[8]) se han descrito esquemas de esta naturaleza.

Este trabajo consta de 6 capı́tulos. En el Capı́tulo 1 se dan definiciones y resul-
tados básicos tales como la traza de un elemento de un campo, caracteres, sumas de
Gauss y propiedades que se derivan de éstas, ya que varias de las propiedades de las
funciones perfectamente no-lineales, casi-bent, se obtienen gracias a estas defini-
ciones y resultados. En el Capı́tulo 2 introducimos la definición de una función
Booleana, algunos conceptos de suma importancia como el espectro de Fourier,
que es en términos de éste como se define una función perfectamente no-lineal.
Posteriormente trabajamos con las funciones F : Fnp → Fmp , p un número primo,
de las cuales se definen las funciones bent vectoriales, casi-bent, perfectamente no-
lineales y las casi perfectamente no-lineales. También analizamos la relación entre
estas funciones. En el Capı́tulo 3 definimos las funciones bent F : Fnq → Fnq , q
la potencia de un primo impar, los cuales resultan ser también funciones perfecta-
mente no-lineales. El Capı́tulo 4 es dedicado a la construcción de códigos lineales
utilizando funciones perfectamente no-lineales F : Fnq → Fnq , q la potencia de un
primo impar, y posteriormente se da la construcción de esquemas de compartición
de secretos en base a estos códigos, utilizando el método de Massey. En el Capı́tulo
5 se da la construcción de códigos lineales construidos en base a funciones casi-
bent, es decir, para funcionesF : Fn2 → Fn2 , n impar, los cuales también son utiliza-
dos para la construcción de esquemas de compartición de secretos por el método
de Massey, obteniendo de este modo la construcción de esquemas de compartición
de secretos para funciones F : Fnq → Fnq , q cualquier primo. Existen casos en que
el espacio secreto es pequeño, o sea F2, en estos casos se dan dos extensiones de
estos esquemas los cuales nos generan esquemas con un espacio de secretos mayor
a comparación del original. Finalmente en el Capı́tulo 6 se da la construcción de
esquemas de autenticación por medio de las funciones perfectamente no-lineales y
las casi-bent.





Capı́tulo 1

Antecedentes

Definiciones básicas como la traza, los caracteres y resultados en este capı́tulo
son de suma importancia para la comprensión y solución de teoremas útiles para los
propósitos de este trabajo. Se da por hecho el conocimiento y algunas propiedades
de un campo finito e inmediatamente procedemos a definir la función traza sobre
un campo finito, la cual es dada en términos del automorfismo de Frobenius. A
partir de la traza es posible dar la definición de una función caracter, del cual se
dan varias propiedades. Sumas de Gauss definidas a partir de estos caracteres son
también mencionadas con algunas de sus propiedades. Se puede consultar [24] y
[38] para la teorı́a con respecto a los campos finitos y la traza. La teorı́a respecto a
los caracteres y sumas de Gauss puede verse en [24].

1. Traza

Sea Fq un campo finito con q elementos, q la potencia de un primo (en este
trabajo q denotará la potencia de un primo a menos que se especifique lo contrario)
y Fqn una extensión de Fq. Un automorfismo de Fqn el cual deja fijo todo elemento
de Fq es llamado un automorfismo de Fqn sobre Fq.

Se define un automorfismo σ : Fqn → Fqn por

σ : α→ αq, α ∈ Fqn .

σ es un automorfismo de Fqn sobre Fq y es llamado el automorfismo de Frobenius
de Fqn sobre Fq.

DEFINICIÓN 1.1. Sea α ∈ Fqn , la traza de α sobre Fq, T rFqn/Fq
(α) : Fnq →

Fq, está definida por

TrFqn/Fq
(α) := α+ σ(α) + · · ·+ σn−1(α),

donde σ es el automorfismo de Frobenius de Fqn sobre Fq.

En consecuencia,

TrFqn/Fq
(α) = α+ αq + · · ·+ αq

n−1
.

Es decir, la traza de α sobre Fq es la suma de los conjugados de α con respecto
a Fq. En particular si Fp es el subcampo primo de Fqn , entonces TrFqn/Fp

(α) es
llamada la traza absoluta de α.

Se tienen las siguientes propiedades de la función traza:

11



12 1. ANTECEDENTES

TEOREMA 1.2. ([24],[38]) La función traza TrFqn/Fq
satisface las siguientes

propiedades:
1. TrFqn/Fq

es una transformación lineal de Fqn sobre Fq, donde ambos, Fqn

y Fq son considerados como espacios vectoriales sobre Fq,
2. TrFqn/Fq

(a) = na para toda a ∈ Fq,
3. TrFqn/Fq

(αq) = TrFqn/Fq
(α) para toda α ∈ Fqn ,

4. Para α ∈ Fqn , TrFqn/Fq
(α) = 0⇐⇒ α = β − βq, para algún β ∈ Fqn .

DEMOSTRACIÓN. Demostremos el útimo punto.
La condición suficiente es resuelta inmediatamente.
Si α ∈ Fqn , T rFqn/Fq

(α) = 0, sea β raı́z del polinomio xq − x− α en alguna
extensión de Fqn . Entonces βq − β = α y

0 = TrFqn/Fq
(α) = α+ αq + · · ·+ αq

n−1

= (βq − β)− (βq − β)q + · · ·+ (βq − β)q
n−1

= (βq − β) + (βq
2 − βq) + · · ·+ (βq

n − βqn−1
)

= βq
n − β,

por lo que β ∈ Fqn , y de aquı́ se tiene el resultado. �

TEOREMA 1.3. ([24],[38]) Sea K un campo finito, F una extensión finita de
K y E una extensión finita de F . Entonces,

TrE/K(α) = TrF/K(TrE/F (α)) para toda α ∈ E.

DEMOSTRACIÓN. La demostración es directa de la definición de la traza y la car-
acterı́stica de un campo. �

2. Caracteres

Sea G un grupo abeliano finito con elemento identidad 1G. Un caracter χ de
G es un homomorfismo de G al grupo multiplicativo C1 de los números complejos
de magnitud 1,

χ : G→ C1.

Ya que χ(g1g2) = χ(g1)χ(g2), entonces χ(1G) = 1. Más aún,

(χ(g))|G| = χ(g|G|) = χ(1G) = 1, para toda g ∈ G,

es decir, las imágenes de χ son |G|-ésimas raı́ces de la unidad.

Como χ(g)χ(g−1) = χ(gg−1) = 1, luego χ(g−1) = χ(g) para toda g ∈ G,
donde χ(g) denota la conjugación compleja de χ(g). Se define el caracter trivial
χ0 por χ0(g) = 1 para toda g ∈ G, todos los demás caracteres serán llamados
no-triviales. Dado un número finito de caracteres χ1, . . . , χn de G, se define el
caracter producto χ1 · · ·χn por

(χ1 · · ·χn)(g) = χ1(g) · · ·χn(g) para toda g ∈ G.
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Si
χ1 = · · · = χn = χ,

entonces escribimos χn en vez de χ1 · · ·χn. Sea G∧ el conjunto de caracteres de
G, es decir,

G∧ := {χ : G→ C| χ caracter de G}.
EntoncesG∧ forma un grupo abeliano bajo la multiplicación de caracteres, además
G∧ es finito pues los valores de los caracteres de G son |G|-ésimas raı́ces de la
unidad.

EJEMPLO 2.1. SeaG un grupo finito cı́clico de orden n con generador g. Para
un entero fijo j, 0 ≤ j ≤ n− 1, la función

χj(gk) = e2πijk/n, k = 0, 1, . . . , n− 1

define un caracter de G.

Obsérvese que {χj : j = 0, . . . , n− 1} = G∧, pues si χ es cualquier caracter
de G, entonces χ(g) debe ser una raı́z n-ésima de la unidad, es decir, χ(g) =
e2πij/n para algún j, 0 ≤ j ≤ n− 1, por lo tanto χ = χj .

TEOREMA 2.2. ([24]) Sea H un subgrupo del grupo abeliano finito G y ψ un
caracter de H . Entonces ψ se puede extender a un caracter de G, o sea existe un
caracter χ de G con χ(h) = ψ(h) para toda h ∈ H .

DEMOSTRACIÓN. Sea a ∈ G, a 6∈ H, H1 el subgrupo de G generado por H y a,
y considérese el menor entero positivo m tal que am ∈ H . Si g ∈ H1, entonces
g = ajh, 0 ≤ j < m, h ∈ H. Se define una función ψ1 en H1 tal que

ψ1(g) = wjψ(h),

donde w es un número fijo complejo tal que wm = ψ(am), entonces ψ es un
caracter de H1 : sea g′ = akh′, 0 ≤ k < m, h′ ∈ H, g′ ∈ H1,
si i+ j < m, ψ1(gg′) = wj+kψ(hh′) = ψ1(g)ψ1(g′),
si j + k ≥ m, gg′ = aj+k−m(amhh′), luego ψ1(gg′) = ψ1(g)ψ1(g′).

Nótese que ψ1(h) = ψ(h) si h ∈ H. Si H1 = G, terminamos, de lo contrario
se procede del mismo modo. �

COROLARIO 2.3. ([24]) Para elementos g1, g2 ∈ G distintos, existe un carac-
ter χ de G tal que χ(g1) 6= χ(g2).

DEMOSTRACIÓN. Sean h = g1g
−1
2 6= 1G y H = 〈h〉. Se sabe que existe un

caracter ψ de H tal que ψ(h) 6= 1, pues todos los caracteres de H son de la forma
ψj(hk) = e2πikj/|H|. Por el Teorema 2.2 existe un caracter χ de G tal que χ(a) =
ψ(a) para toda a ∈ H, en particular χ(h) = ψ(h) 6= 1, luego χ(g1) 6= χ(g2). �

TEOREMA 2.4. ([24]) Sea χ0 el caracter trivial y χ un caracter no trivial del
grupo abeliano finito G. Entonces,∑

g∈G
χ0(g) = |G| y

∑
g∈G

χ(g) = 0.
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Si g ∈ G con g 6= 1G, entonces, ∑
χ∈G∧

χ(g) = 0.

DEMOSTRACIÓN. La primera igualdad es directa. Si χ es un caracter no trivial,
existe h ∈ G tal que χ(h) 6= 1, por lo que,

χ(h)

∑
g∈G

χ(g)

 =
∑
g∈G

χ(g),

entonces, ∑
g∈G

χ(g)

 (χ(h)− 1) = 0,

por consiguiente, ∑
g∈G

χ(g) = 0.

Considérese ĝ definido por ĝ(χ) = χ(g), χ ∈ G∧, luego ĝ es un caracter del grupo
abeliano finitoG∧.Además ĝ es no trivial, pues por el Corolario 2.3 existe χ ∈ G∧
tal que χ(g) 6= χ(1G), es decir, ĝ(χ) 6= 1̂G(χ) = 1, por lo tanto por la primera
parte de la prueba, ∑

χ∈G∧
χ(g) =

∑
χ∈G∧

ĝ(χ) = 0.

�

TEOREMA 2.5. ([24]) El número de caracteres de un grupo abeliano finito G
es igual a |G|, es decir |G∧| = |G|.

DEMOSTRACIÓN.

|G∧| =
∑
g∈G

∑
χ∈G∧

χ(g) =
∑
χ∈G∧

∑
g∈G

χ(g) = |G|.

�

Como un caso particular del Ejemplo 2.1, se tiene lo siguiente:

EJEMPLO 2.6. Sea g un elemento primitivo de Fq (q = pn, p primo ), los
caracteres del grupo multiplicativo de Fq están dados de la forma,

ψj(gk) = e2πijk/(q−1), k ∈ {0, 1, . . . , q − 2},
j = 0, 1, . . . , q − 2.

Los caracteres del grupo multiplicativo de Fq son llamados caracteres mul-
tiplicativos de Fq. Estos son todos los caracteres multiplicativos de Fq, ya que
cualquier caracter multiplicativo de Fq satisface ψ(g) = e2πijk/(q−1) para algún
j ∈ {0, 1, . . . , q − 2}, pues éstos son raı́ces (q − 1)-ésimas de la unidad, luego
ψ(gk) = ψj(gk) ∀k ∈ {0, 1, . . . , q − 2}.
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TEOREMA 2.7. ([22]) Sea ψ un caracter multiplicativo de Fq. ψn es trivial
sı́ y sólo si el orden de ψ divide a d = (n, q − 1).

DEMOSTRACIÓN.
⇐) Sea r el orden de ψ, luego r|d, por lo que r|n, y de aquı́ n = sr, ası́ ψn =

(ψr)s = 1.
⇒) Sea r el orden de ψ, como ψn = ψ0, entonces r|n. Por otro lado como

{ψ0, . . . , ψr−1} es un subgrupo de G∧, r|q − 1, lo cual implica que r|d. �

DEFINICIÓN 2.8. Sea η(c) = 1 si c es el cuadrado de un elemento de Fq y sea
η(c) = −1 en otro caso.

TEOREMA 2.9. ([40]) η es un caracter multiplicativo de Fq. Además η =
ψ q−1

2
.Donde ψ q−1

2
es la notación de los caracteres multiplicativos de Fq del Ejem-

plo 2.6.

DEMOSTRACIÓN. En general se sabe que la ecuación xn = a en el grupo multi-
plicativo de un campo Fq tiene solución sı́ y sólo si aq−1/(n,q−1) = 1, luego, si g
es un elemento primitivo de Fq,

x2 = gk tiene solución sı́ y sólo si g(q−1)k/2 = 1.

También g(q−1)k/2 = 1 tiene solución sı́ y sólo si k es par o cero. De este mo-
do se han identificado los q−1

2 elementos de F∗q que se pueden expresar como un
cuadrado. Por otro lado,

ψ q−1
2

(gk) = eπik,

donde si k es par es igual a 1, de lo contrario es igual a −1. �

TEOREMA 2.10. ([40]) Sean η y η′ los caracteres cuadráticos (de orden 2) en
Fq y Fp respectivamente, q = pn. Entonces η(c) = η′(c) para cualquier c ∈ F∗p. Si
n es par, η(c) = 1 para cualquier c ∈ F∗p, si n es impar,

∑
c∈F∗p η(c) = 0.

DEMOSTRACIÓN. Sea g un elemento primitivo de Fq. Entonces g
pn−1
p−1 es un ele-

mento primitivo de Fp y

η(gc) = ψ q−1
2

(gc) = e2πi
q−1
2
c/q−1 = eπic = e2πi

p−1
2
c/p−1 = ψ p−1

2
(gc) = η′(gc),

de aquı́ η|F∗p = η′. Por otro lado,

pn − 1
p− 1

= pn−1 + pn−2 + · · ·+ p+ 1,

por lo que c = pn−1
p−1 es impar si n es impar y es par si n es par, luego,

η((gc)r) = eπicr, r = 1, . . . , p− 1,

de donde se tiene el resultado. �

Sea Fq un campo finito y Fp su campo primo. La función χ1 definida por

χ1(c) = e2πiTrFq/Fp (c)/p para toda c ∈ Fq,
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es un caracter del grupo aditivo de Fq, pues χ1(c1 + c2) = χ1(c1)χ1(c2), ya que
TrFq/Fp

(c1 + c2) = TrFq/Fp
(c1) + TrFq/Fp

(c2).

En lugar de la expresión, caracter del grupo aditivo de Fq, se usará la expre-
sión, caracter aditivo de Fq. El caracter χ1 es llamado el caracter aditivo canónico
de Fq.

Se conocen todos los caracteres aditivos de Fq:

TEOREMA 2.11. ([24]) Para b ∈ Fq, la función χb con χb(c) = χ1(bc) para
toda c ∈ Fq, q = pn, p primo, es un caracter aditivo de Fq, y todo caracter aditivo
de Fq es obtenido de esta forma.

DEMOSTRACIÓN. Es claro que χb es un caracter aditivo de Fq y además χ1 es
distinto del caracter trivial pues TrFq/Fp

(α) = 0 sı́ y sólo si α es raı́z del polinomio,

x+ xp + · · ·+ xp
n−1 ∈ Fp[x],

pero este polinomio tiene a lo más pn−1 raı́ces en Fq, y Fq tiene pn elementos, por
lo tanto existe α ∈ Fq tal que TrFq/Fp

(α) 6= 0, luego si a, b ∈ Fq, a 6= b, entonces,

χa(c)
χb(c)

=
χ1(ac)
χ1(bc)

= χ1(ac) (χ1(bc))−1 = χ1(ac)χ1(−bc) = χ1((a− b)c) 6= 1,

para c ∈ Fq elegido convenientemente, por lo que χa y χb son caracteres distintos,
entonces si b corre a través de todos los valores de Fq, se obtienen q caracteres
distintos, los cuales son todos por el Teorema 2.5. �

2.1. Sumas de Gauss.

DEFINICIÓN 2.12. Sea Fq un campo con q elementos y sean ψ, χ los carac-
teres multiplicativo y aditivo respectivamente de Fq. La suma de Gauss G(ψ, χ)
está definida por

G(ψ, χ) :=
∑
c∈F∗q

ψ(c)χ(c).

Véase [24] para la prueba del siguiente resultado.

TEOREMA 2.13. Sea Fq un campo con q elementos, q = pn, p un primo impar,
η el caracter cuadrático de Fq y χ1 el caracter aditivo canónico de Fq. Entonces,

G(η, χ1) =
{

(−1)n−1q1/2 si p ≡ 1 mód 4
(−1)n−1inq1/2 si p ≡ 3 mód 4

.

�

Sea χ1 el caracter aditivo canónico de Fq, se define,

Sr(µ, ν) :=
∑
x∈Fq

χ1(µxp
r+1 + νx) µ, ν ∈ Fq.
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TEOREMA 2.14. ([15]) Sea n/(n, r) impar, a 6= 0. Entonces,

Sr(a, 0) =
{

(−1)n−1q1/2η(a) si p ≡ 1 mód 4
(−1)n−1inq1/2η(a) si p ≡ 3 mód 4

.

DEMOSTRACIÓN. Como n/(n, r) es impar, (pr + 1, pn − 1) = 2,
si x 6= 0,

χ1(axp
r+1) =

1
q − 1

∑
y∈F∗q

χ1(y)
∑
ψ

ψ(axp
r+1)ψ(y)

=
1

q − 1

∑
ψ

ψ(axp
r+1)

∑
y∈F∗q

χ1(y)ψ(y)

=
1

q − 1

∑
ψ

ψ(axp
r+1)G(ψ, χ1),

entonces, ∑
x∈Fq

χ1(axp
r+1)

=
1

q − 1

∑
x∈F∗q

∑
ψ

ψ(axp
r+1)G(ψ, χ1)

+ 1

=
1

q − 1

∑
ψ

ψ(a)G(ψ, χ1)
∑
x∈F∗q

ψp
r+1(x)

+ 1

=
1

q − 1
(−1(q − 1) + η(a)G(η, χ1)(q − 1)) + 1 = η(a)G(η, χ1)

= Sr(a, 0) =
{

(−1)n−1q1/2η(a) si p ≡ 1 mód 4
(−1)n−1inq1/2η(a) si p ≡ 3 mód 4

.

�

La prueba del siguiente resultado se puede consultar en [15], página 245.

TEOREMA 2.15. Si n/(n, r) es impar, entonces ap
r
xp

2r
+ ax es una per-

mutación en Fq, q = pn, p primo impar.

DEMOSTRACIÓN. Se puede ver que ap
r
xp

2r
+ ax es una transformación lineal en

Fq debido a la caracterı́stica de Fq. Sea (n, r) = d, supóngase que x1 6= 0 es una
solución de la ecuación ap

r
xp

2r
+ ax = 0, entonces,

xp
2r−1

1 = −a1−pr
,

lo cual implica que, (
xp

2r−1
1

) pn−1

pd−1 =
(
−(a−1)p

r−1
) pn−1

pd−1 ,
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por lo que, (
xp

n−1
1

) p2r−1

pd−1 (−1)
pn−1

pd−1
(
ap

n−1
) pr−1

pd−1 = 1,

luego,

(−1)
pn−1

pd−1 = 1,

por lo tanto,

(−1)1+pd+p2d+···+p(
n
d
−1)d

= 1,

lo cual es una contradicción, pues 1 + pd + p2d + · · ·+ p(n
d
−1)d es impar, ya que

n/(n, r) es impar. Entonces el núcleo de la función lineal ap
r
xp

2r
+ ax es cero, y

de aquı́ ap
r
xp

2r
+ ax es una permutación. �

TEOREMA 2.16. ([23]) Si a 6∈ {xd|x ∈ F2n}, d = 2r + 1, entonces a2r
x22r

+
ax es una permutación en F2n .

DEMOSTRACIÓN. No es difı́cil ver que a2r
x22r

+ ax es una transformación lineal
en F2n debido a la caracterı́stica de F2n . Supóngase que x1 6= 0 es una solución
de la ecuación a2r

x22r
+ ax = 0, entonces x22r−1

1 = a1−2r
implica que x22r−1

1 =
(a−1)2

r−1, como (2r − 1, 2r + 1) = 1, luego el lado izquierdo es una d-ésima
potencia, mientras que el lado derecho no lo es, pues a no es una d-ésima potencia,
por lo que se tiene una contradicción Por lo tanto el núcleo de la función a2r

x22r
+

ax es cero, lo cual implica que a2r
x22r

+ ax es una permutación. �

TEOREMA 2.17. ([16]) Sean q = pn, p primo impar y r un entero tal que
n/(n, r) es impar. Supóngase que a, b 6= 0 y xa,b la única solución de la ecuación
ap

r
xp

2r
+ ax+ bp

r
= 0. Entonces,

Sr(a, b) =
{

(−1)n−1q1/2η(−a)χ1(axa,bp
r+1) si p ≡ 1 mód 4

(−1)n−1i3nq1/2η(−a)χ1(axa,bp
r+1) si p ≡ 3 mód 4

.

DEMOSTRACIÓN.

Sr(a, b)Sr(−a, 0) =
∑
y∈Fq

χ1(−aypr+1)
∑
w∈Fq

χ1(awp
r+1 + bw)

=
∑
y∈Fq

χ1(−aypr+1)
∑
x∈Fq

χ1(a(x+ y)p
r+1 + b(x+ y))

=
∑
x,y∈Fq

χ1

(
a(x+ y)p

r+1 + b(x+ y)
)
χ1(−aypr+1)

=
∑
x,y∈Fq

χ1

(
a(x+ y)p

r+1 + b(x+ y)− aypr+1
)
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=
∑
x,y∈Fq

χ1

(
a(xp

r+1 + xp
r
y + yp

r
x+ yp

r+1) + bx+ by − aypr+1
)

=
∑
x∈Fq

χ1(axp
r+1 + bx)

∑
y∈Fq

χ1(axp
r
y + axyp

r
+ by)

=
∑
x∈Fq

χ1(axp
r+1 + bx)

∑
y∈Fq

χ1

(
ap

r
xp

2r
yp

r
+ axyp

r
+ bp

r
yp

r
)

=
∑
x∈Fq

χ1(axp
r+1 + bx)

∑
y∈Fq

χ1

(
yp

r
(ap

r
xp

2r
+ ax+ bp

r
)
)
.

Nótese que en las operaciones anteriores la suma interior es cero para toda x, a
excepción cuando x = xa,b, en cuyo caso la suma interior es q. Aplicando el
Teorema 2.14 se tiene que,

Sr(a, b)Sr(−a, 0) = qχ1(axp
r+1
a,b + bxa,b)

= qχ1(xa,b(ax
pr

a,b + b))

= qχ1(xp
r

a,b(ax
pr

a,b + b)p
r
) = qχ1(xp

r

a,b(a
pr
xp

2r

a,b + bp
r
))

= qχ1(xp
r

a,b(−axa,b)) = qχ1(−axp
r+1
a,b ) = qχ1(axp

r+1
a,b ),

luego,

Sr(a, b) = (Sr(−a, 0))−1 qχ1(axp
r+1
a,b )

=
{

(−1)n−1q1/2η(−a)χ1(axa,bp
r+1) si p ≡ 1 mód 4

(−1)n−1i3nq1/2η(a)χ1(axa,bp
r+1) si p ≡ 3 mód 4

.

�

TEOREMA 2.18. ([40]) Sea q = pn, p primo impar. Entonces para toda a ∈
Fq,

|{x ∈ Fq : TrFq/Fp
(ax2) = 0}|

=


pn−1 si n es impar
1
p

(
q − η(a)(p− 1)q1/2

)
si n es par y p ≡ 1 mód 4

1
p

(
q − inη(a)(p− 1)q1/2

)
si n es par y p ≡ 3 mód 4

.

DEMOSTRACIÓN.

|{x ∈ Fq : TrFq/Fp
(ax2) = 0}| = 1

p

∑
x∈Fq

∑
c∈Fp

e2πiTrFq/Fp (acx2)/p

=
1
p

q +
∑
c∈F∗p

∑
x∈Fq

e2πiTrFq/Fp (acx2)/p

 =
1
p

q +
∑
c∈F∗p

∑
x∈Fq

χ1(acx2)

 ,
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si x 6= 0,

χ1(acx2) =
1

q − 1

∑
y∈F∗q

χ1(y)
∑
ψ

ψ(acx2)ψ(y)

=
1

q − 1

∑
ψ

ψ(acx2)
∑
y∈F∗q

χ1(y)ψ(y) =
1

q − 1

∑
ψ

ψ(acx2)G(ψ, χ1),

entonces, ∑
x∈Fq

χ1(acx2) =
1

q − 1

∑
x∈F∗q

∑
ψ

ψ(acx2)G(ψ, χ1)

+ 1

=
1

q − 1

∑
ψ

ψ(ac)G(ψ, χ1)
∑
x∈F∗q

ψ2(x)

+ 1

=
1

q − 1
(−1(q − 1) + η(ac)G(η, χ1)(q − 1)) + 1 = η(ac)G(η, χ1),

por lo que,

|{x ∈ Fq : TrFq/Fp
(ax2) = 0}| = 1

p

q +
∑
c∈F∗p

η(ac)G(η, χ1)


=

1
p

q + η(ac)G(η, χ1)
∑
c∈F∗p

η(c)

 .

De donde se tiene el resultado dependiendo del caso. �



Capı́tulo 2

Funciones bent, casi-bent, perfectamente no-lineales y casi
perfectamente no-lineales

Las funciones bent, casi-bent, perfectamente no-lineales y casi perfectamente
no-lineales tienen aplicaciones muy importantes en Teorı́a de Códigos y Crip-
tografı́a. Por ejemplo en los sistemas de cifrado de llave privada para la resistencia
a los ataques lineales y a los ataques diferenciales. Para los lectores interesados
en estas definiciones y aplicaciones se puede consultar [1] y [21]. En el presente
trabajo se estudian las funciones mencionadas y varias de sus propiedades. En par-
ticular estas funciones serán de utilidad para la construcción de códigos lineales
en base a estas funciones y posteriormente para la construcción de esquemas de
compartición de secretos y esquemas de autenticación. En este capı́tulo se inicia
trabajando con las funciones f : Fn2 → F2, llamadas las funciones Booleanas, de
las cuales en particular se tienen las funciones bent. Se da una caracterización de
no-linealidad máxima para las funciones bent y las casi bent, la cual se interpreta
como las funciones más alejadas de las funciones lineales, alejada en términos de
una distancia llamada la distancia de Hamming. Para esto se tienen definiciones
como el espectro de Fourier de una función f : Fn2 → R, el peso de Hamming
de una función Booleana, la definición de un código lineal y en particular la de
un código lineal llamado el código de Reed-Muller con el cual se puede medir la
no-linealidad de una función Booleana. Una descripción más detallada respecto
a los códigos lineales, funciones Booleanas y peso Hamming pueden consultarse
en [25] y [31]. Con respecto a las funciones Bent y espectro de Fourier se puede
consultar [25]. Posteriormente se trabaja con funciones F : Fn2 → Fm2 , donde se
definen las funciones perfectamente no-lineales, las casi perfectamente no-lineales,
las funciones casi-bent, y es generalizada la definición de una función bent. Con
respecto a estas funciones se puede consultar [3], [10] y [13].

1. Funciones Booleanas

Sea F2 el campo con 2 elementos y Fn2 definido por

Fn2 := {(v1, . . . , vn)| v1, . . . , vn ∈ F2}.
No es difı́cil ver que Fn2 es un espacio vectorial de dimensión n sobre el campo
F2 con las operaciones de suma y producto usuales (la adición en este espacio
vectorial es módulo 2).

DEFINICIÓN 1.1. Se llama función Booleana a toda función

f : Fn2 → F2.

21
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2 .

DEFINICIÓN 1.2. Se denota como Bn al conjunto de funciones Booleanas de
n entradas, es decir,

Bn := {f |f : Fn2 → F2}.
Nótese que el conjunto de imágenes de una función f ∈ Bn determina un vec-

tor de longitud 2n, es decir,
(
f(v)v∈Fn

2

)
.

Bn tiene estructura de espacio vectorial sobre F2 con las operaciones comunes
de suma de funciones y multiplicación de un escalar por una función, es decir,

(f + g)(x) = f(x) + g(x) y (cf)(x) = cf(x),

f, g ∈ Bn, c ∈ F2. Una base de Bn está dada por el conjunto de funciones
Booleanas cuyas imágenes corresponden al conjunto

{(1, 0, . . . , 0), (0, 1, . . . , 0), . . . , (0, 0, . . . , 1)}
(no es difı́cil verificar este hecho). Por lo que Bn tiene dimensión 2n como estruc-
tura de espacio vectorial y su número de elementos es 22n

.

EJEMPLO 1.3. La función f(x) ∈ B3 definida por

f(x1, x2, x3) = 1 + x1x2 + x1x2x3,

es un ejemplo de función Booleana.

La suma en el ejemplo anterior es considerada módulo 2, y el conjunto de
imágenes de f determina el vector

(1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 1),

o sea, (1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 1) = (f(p1), f(p2), . . . , f(p8)) , donde p1, . . . , p8, son los
distintos elementos de F3

2 dados en el orden usual (en correspondencia con los
números 0, 1, . . . , 7).

DEFINICIÓN 1.4. Se define la transformada de Fourier de la función f : Fn2 →
R por la función

f̂(a) :=
∑
x∈Fn

2

f(x)(−1)a·x,

donde a · x es el producto punto usual en Fn2 . Más aún, los valores f̂(a) son lla-
mados los coeficientes de Fourier de f y el conjunto de coeficientes de Fourier de
f es llamado el espectro de Fourier de f .

En particular de la definición anterior se puede considerar a f como una fun-
ción Booleana.

La transformada de Fourier de la función ζf := (−1)f , f una función Booleana,
al aplicar la definición anterior, está dada por

ζ̂f (a) =
∑
x∈Fn

2

(−1)f(x)+a·x.

En adelante ζ̂f representará la suma anterior. Nótese que ζ̂f (a) determina el número
de ceros menos el número de unos de la función f(x) + a · x.
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DEFINICIÓN 1.5. Sea x = (x1, . . . , xn) ∈ Fn2 . El soporte de x denotado por
sop(x), está definido por

sop(x) := {i|xi 6= 0, 1 ≤ i ≤ n}.
El peso de Hamming de x denotado por w(x), está definido por la cardinalidad
del soporte de x, o sea,

w(x) := |{i|xi 6= 0, 1 ≤ i ≤ n}|.

DEFINICIÓN 1.6. Sea f ∈ Bn. El soporte de f denotado como sop(f), está definido
por

sop(f) := {x ∈ Fn2 |f(x) 6= 0}.
El peso de Hamming de f ∈ Bn denotado por w(f), está definido por la cardina-
lidad del soporte de f , o sea,

w(f) := |{x ∈ Fn2 |f(x) 6= 0}|.

DEFINICIÓN 1.7. La distancia de Hamming entre dos elementos x, y de Fn2
está definida por

d(x, y) := w(x+ y).
La distancia de Hamming entre dos funciones Booleanas f , g está definida por

d(f, g) := w(f + g).

Una forma de representar a las funciones Booleanas es la Forma Algebraica
Normal (F.A.N.).

DEFINICIÓN 1.8. Se dice que una función Booleana f se encuentra en su
F.A.N. si está escrita de la forma

f(x1, . . . , xn) :=
∑
u∈Fn

2

au(
n∏
i=1

xui
i ); u = (u1, . . . , un), au ∈ F2.

Nótese que en el Ejemplo 1.3 la función f está expresada en su F.A.N.

SeaR := F2[x1, x2, . . . , xn]/(x2
i −xi).R tiene estructura de espacio vectorial

sobre F2 y una base está dada por el conjunto

{xi11 x
i2
2 · · ·x

ik
k : 0 ≤ ik ≤ 1, 1 ≤ k ≤ n},

por lo que la dimensión deR es(
n
0

)
+
(
n
1

)
+ · · ·+

(
n
n

)
= 2n

y su número de elementos es 22n
.

Se puede dar una relación entreR y Bn de la siguiente manera:

TEOREMA 1.9. ([4]) Sea f : Fn2 → F2 una función Booleana. Entonces,

au =
∑
x≤u

f(x) sı́ y sólo si f(x1, . . . , xn) =
∑
u∈Fn

2

au

(
n∏
i=1

xui
i

)
,
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x = (x1, . . . , xn) ≤ u = (u1, . . . , un) sı́ y sólo si ∀ i ∈ {1, . . . , n}, xi ≤ ui.
Donde las sumas son consideradas módulo 2.

DEMOSTRACIÓN. La prueba es por inducción con respecto a n. �

En base a la relación obtenida del Teorema 1.9 es posible obtener una transfor-
mación lineal no singular entreR y Bn, por lo queR ∼= Bn.

En particular se tienen las siguientes funciones:

DEFINICIÓN 1.10. Las funciones Booleanas básicas son las funciones afines
definidas por el conjunto

A = {f |f(x1, . . . , xn) = a1x1 + · · ·+ anxn + a0 = a · x+ a0},

donde a = (a1, . . . , an) ∈ Fn2 y a0 ∈ F2.

1.1. Código lineal binario. Un código es una combinación de signos que
representan algo dentro de un sistema establecido y muchos de ellos son utilizados
en la vida diaria, por ejemplo los códigos de barras que simplemente es una for-
ma de identificar un artı́culo de modo que una máquina pueda leer la información
respecto a éste. También se estudian los códigos detectores-correctores de errores
([25]), lo cuales detectan errores y también los corrigen, por ejemplo los utilizados
en los reproductores de discos compactos.

Introducimos la definición de un código lineal binario:

DEFINICIÓN 1.11. Un código [n, k, d]2 lineal binario, es un subespacio lineal
C de Fn2 , de dimensión k y peso mı́nimo d, donde

d := mı́n{w(x)|x ∈ C, x 6= 0},

o sea el peso mı́nimo de C es el menor peso de los elementos no cero del código.

El peso mı́nimo determina en cierto sentido cuando es lo mejor posible un
código lineal, pues indica el número de errores que puede detectar y corregir en un
código lineal. En particular se tiene la definición de un código de Reed-Muller.

DEFINICIÓN 1.12. Sea 0 ≤ r ≤ n. El código de Reed-Muller de orden r y
longitud 2n que se denota comoR(r, n), es el conjunto de los vectores de longitud
2n formado por las imágenes de las distintas funciones Booleanas en Bn de grado
a lo más r (grado de la F.A.N.) obtenidas al aplicar la función evaluación,

ev : Rnr → F2n

2 ,

definida como,
ev(f) := (f(p1), f(p2), . . . , f(p2n)) ,

donde,
Rnr := {f ∈ Bn : gr(f) ≤ r},

y p1, p2, . . . , p2n son los distintos elementos de Fn2 .
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TEOREMA 1.13. ([25],[31])R(r, n) tiene dimensión

k =
(
n
0

)
+
(
n
1

)
+ · · ·+

(
n
r

)
.

DEMOSTRACIÓN. Una base para las funciones Booleanas en su F.A.N. correspon-
dientes a los respectivos elementos deR(r, n) está dada por

{xi11 · · ·x
ik
k : 0 ≤ ik ≤ 1,

∑
ik ≤ r,1 ≤ k ≤ n},

de este modo los vectores correspondientes a esta base son una base para R(r, n),
ya que la función evaluación anterior es una transformación lineal inyectiva. �

TEOREMA 1.14. ([25],[31]) El código de Reed-MullerR(r, n) tiene peso mı́ni-
mo 2n−r.

�

Obsérvese que ev(A) = R(1, n), donde A es el conjunto de las funciones
Booleanas afines.

1.2. La no-linealidad.

DEFINICIÓN 1.15. La no-linealidad, denotada Nf , de la función Booleana f,
es la distancia de Hamming entre f y el conjunto de las funciones afines, es decir,

Nf := mı́ng∈Ad(f, g).

En forma equivalente, la no-linealidad de f es la distancia de Hamming entre
ev(f) y el código de Reed-MullerR(1, n).

La definición de no-linealidad puede consultarse en [4] y la prueba del siguien-
te resultado en [25], donde se expresa la no-linealidad en términos de la trasforma-
da de Fourier .

TEOREMA 1.16. La no-linealidad de la función Booleana f está dada por

Nf = 2n−1 − 1
2

máxa∈Fn
2
|ζ̂f (a)|.

DEMOSTRACIÓN. Con respecto a las imágenes de la función f(x) + a · x,

núm. ceros− núm. unos = núm ceros + núm. unos− 2 veces núm. unos,

o sea,
ζ̂f (a) = 2n − 2d(f, a · x),

de aquı́,

d(f, a · x) =
1
2

(2n − ζ̂f (a)).

Por otro lado, ∑
x∈Fn

2

(−1)f(x)+a·x+1 = −ζ̂f (a),
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entonces con respecto a las imágenes de la función f(x) + a · x+ 1,

núm. ceros− núm. unos = núm. ceros + núm. unos− 2 veces núm. unos,

o sea,
−ζ̂f (a) = 2n − 2d(f, a · x+ 1),

por lo tanto,

d(f, a · x+ 1) =
1
2

(2n − ζ̂f (a)).

Entonces,

Nf = mı́na∈Fn
2

{
2n−1 ± 1

2
ζ̂f (a)

}
,

luego,

Nf = 2n−1 − 1
2

máxa∈Fn
2
|ζ̂f (a)|.

�
La igualdad de Parseval es de importancia para la prueba de la no-linealidad

máxima de una función bent.

TEOREMA 1.17. (Igualdad de Parseval) ([25])∑
a∈Fn

2

ζ̂f (a)2 = 22n.

DEMOSTRACIÓN. El resultado se obtiene resolviendo el producto directamente y
efectuando la suma. �

2. Funciones bent

En esta sección se definen las funciones bent f : Fn2 → F2. La definición de
función bent ası́ como varias de sus propiedades podemos encontrarlas en varias
referencias, por ejemplo [4], [5], [23] y [25].

DEFINICIÓN 2.1. Una función Booleana en Fn2 con n par es llamada bent, si
ζ̂f (a) = ±2

n
2 para toda a ∈ Fn2 .

De la definición de la transformada de Fourier se tiene que una función bent
más una función afı́n, es bent.

COROLARIO 2.2. ([25]) Las funciones bent tienen la no-linealidad máxima.

DEMOSTRACIÓN. Aplicando la igualdad de Parseval, no puede existir una función
tal que máxa∈Fn

2
|ζ̂f (a)| < ±2

n
2 . �

La no-linealidad de una función bent f es

Nf = 2n−1 − 2
n
2
−1.
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TEOREMA 2.3. ([25]) Las funciones Booleanas

f(x1, . . . , xm) y g(y1, . . . , yn)

son bent sı́ y sólo si la función Booleana

h(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) = f(x1, . . . , xm) + g(y1, . . . , yn),

es bent.

DEMOSTRACIÓN. De la definición de la transformada de Fourier,

ζ̂h(a) = ζ̂f (c)ζ̂g(d), a = (c, d).

⇐) Si f y g son bent, es claro que h es bent.
⇒) Si h es bent, entonces f y g también lo son pues de lo contrario h no sat-

isfarı́a la igualdad de Parseval. �

EJEMPLO 2.4. La función f(x1, x2) = x1x2 ∈ B2 es bent ya que,

ζ̂f (0, 0) = 2, ζ̂f (0, 1) = 2, ζ̂f (1, 0) = 2, ζ̂f (1, 1) = −2,

y su no-linealidad es
Nf = 1.

EJEMPLO 2.5. La función

f(x1, x2, x3, x4) = x2x3 + x1x4 + x1x3 + x1x2 ∈ B4

es bent ya que,
máxa∈Fn

2
|ζ̂f (a)| = 24/2 = 4,

y su no-linealidad es
Nf = 6.

No está demás mencionar que para n = 2 y n = 4 en Bn existen 8 y 896 fun-
ciones bent respectivamente. Es un problema abierto contar estas funciones para
valores grandes de n ([5]).

Las funciones bent del ejemplo siguiente son llamadas la clase Maiorana-
McFarland ([23]).

EJEMPLO 2.6. Sea π : Fk2 → Fk2 una permutación y h : Fk2 → F2 una función
arbitraria. Entonces f : Fk2 × Fk2 → F2 definida por

f(x, y) = x · π(y) + h(y), x, y ∈ Fk2,
es una función bent.

DEMOSTRACIÓN. Sea c = (a, b) ∈ Fk2×Fk2 fijo y z = (x, y) ∈ Fk2×Fk2. Entonces,

ζ̂f (c) =
∑

z∈Fk
2×Fk

2

(−1)f(x)+c·z =
∑
x,y∈Fk

2

(−1)x·π(y)+h(y)+(a,b)·(x,y)

=
∑
y∈Fk

2

(−1)h(y)+b·y
∑
x∈Fk

2

(−1)x·(π(y)+a).
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Nótese que la suma interior se hace cero, a menos que π(y) = a, o sea, y =
π−1(a), en cuyo caso la suma interior es 2k, luego,

ζ̂f (c) = 2k(−1)h(π
−1(a))+b·π−1(a),

por lo tanto,

|ζ̂f (c)| = 2k.

�
Para un ejemplo más de funciones bent se tienen las siguientes relaciones.

Se puede identificar el espacio vectorial Fn2 con el campo de Galois F2n . Es
conveniente elegir un isomorfismo de modo que el producto escalar canónico (pro-
ducto punto) en Fn2 coincida con el producto escalar canónico en F2n , el cual es la
traza del producto:

x · y =
n∑
i=1

xiyi = TrF2n/F2
(xy), x, y ∈ F2n .

Por lo tanto si se considera una función Booleana de la forma

f(x) = TrF2n/F2
(αxd), α ∈ F2n ,

entonces la transformada de Fourier de la función ζf = (−1)f está dada por

ζ̂f (a) =
∑
x∈F2n

(−1)TrF2n /F2
(αxd+ax) =

∑
x∈F2n

χ1(αxd + ax),

donde χ1(·) = (−1)TrF2n /F2
(·) es el caracter aditivo canónico de F2n .

Nótese que si
f(x) = TrF2n/F2

(αxd), α ∈ F2n

es tal que (d, 2n − 1) = 1, se tiene que

ζ̂f (0) =
∑
x∈F2n

χ1(αxd) = 0,

pues xd es una permutación en F2n , por lo que f no es bent en estos casos.

El siguiente resultado genera ejemplos de funciones bent.

TEOREMA 2.7. ([23]) Sea α ∈ F2n , r ∈ N, d = 2r + 1 y n par. Entonces la
función

f(x) = TrF2n/F2
(αxd), x ∈ F2n ,

es bent sı́ y sólo si α 6∈ {xd|x ∈ F2n}.

DEMOSTRACIÓN.
⇐)Supóngase que α no es una d-ésima potencia en F2n . Entonces por el Teo-

rema 2.16 del Capı́tulo 1, para cualquier a ∈ F2n existe una única γ ∈ F2n tal que
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α2r
x22r

+ αγ = a2r
, es decir, α2r

x22r
+ αγ + a2r

= 0. Entonces,

ζ̂f (a) =
∑
x∈F2n

(−1)TrF2n /F2
(αxd+ax) =

∑
x∈F2n

χ1(αxd + ax)

=
∑
x∈F2n

χ1(αxd + αγ2r
x+ αx2r

γ + αγd + αγd + αγ2r
x+ αγx2r

+ ax)

=
∑
x∈F2n

χ1(α(x+ γ)d + αγd + αγ2r
x+ αγx2r

+ ax)

=
∑
x∈F2n

χ1(α(x+ γ)d + αγd + (xαγ2r
)2

r
+ αγx2r

+ (ax)2
r
)

=
∑
x∈F2n

χ1(α(x+ γ)d + αγd + x2r
(α2r

γ22r
+ αγ + a2r

))

=
∑
x∈F2n

χ1(α(x+ γ)d + αγd) = (−1)TrF2n /F2
(αγd)

∑
x∈F2n

χ1(α(x+ γ)d)

= (−1)TrF2n /F2
(αγd)

∑
x∈F2n

χ1(α(x)d) = (−1)TrF2n /F2
(αγd)ζ̂f (0).

Ya que el resultado anterior es para toda a ∈ F2n , de la igualdad de Parseval se
tiene que ζ̂f (a) = ±2n/2 para toda a ∈ F2n .
⇒)Sea f bent. Procediendo por contradicción, entonces α 6= 0 es una d-ésima

potencia. Por otro lado, si α no es una d-ésima potencia, entonces por la primera
parte de la prueba f es bent. Por lo tanto f(x) es una función bent para toda α ∈
F∗2n , lo cual no es posible pues de lo contrario se podrı́a construir una función
bent vectorial lo cual no es posible. En la siguiente sección se abordará el tema de
función bent vectorial en donde se concluye la prueba. �

3. Funciones bent vectoriales y perfectamente no-lineales

En esta sección se definen las funciones bent y perfectamente no-lineales,
F : Fn2 → Fm2 , y se resuelve la equivalencia que existe entre ellas, ası́ como la
existencia de estas funciones para los distintos valores de n y m.

Las siguientes definiciones son de importancia para definir las funciones bent
y las perfectamente no-lineales.

DEFINICIÓN 3.1. Se definen

LF (a, b) := {x ∈ Fn2 | b · F (x) + a · x = 0}
y

λF (a, b) := 2
(
|LF (a, b)| − 2n−1

)
,

b ∈ Fm2 \{0}, a ∈ Fn2 .
Obsérvese que

λF (a, b)
= |{x ∈ Fn2 | b · F (x) + a · x = 0}| − |{x ∈ Fn2 | b · F (x) + a · x = 1}|.
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Si |LF (a, b)| = |Fn
2 |
2 , entonces el número de ceros y el número de unos de la

función b · F (x) + a · x, b ∈ Fm2 \{0}, a ∈ Fn2 coinciden.

DEFINICIÓN 3.2. Se define,

DaF (x) := F (x+ a)− F (x).

De la definición se tiene que,

DaF
−1(b) = {x ∈ Fn2 |F (x+ a)− F (x) = b}.

DEFINICIÓN 3.3. Se define,

δaF
−1(b) := |DaF

−1(b)|.

DEFINICIÓN 3.4. Se definen,

ΛF := supa,b 6=0|λF (a, b)| y ∆F := supa6=0,bδaF
−1(b).

Nótese que λF (a, b) = ζ̂b·F (a). O sea λF (a, b) es la transformada de Fouri-
er de la función Booleana b · F evaluada en a. En el caso de n par, ΛF alcanza
el menor valor 2n/2, pues es el menor valor que pueden alcanzar las funciones
Booleanas b · F en caso de que alguna de ellas sea bent.

De manera natural la no-linealidad NF de una función vectorial F : Fn2 → Fm2
está definida por

NF := mı́n06=b∈Fm
2

mı́ng∈Ad(b · F, g),
A el conjunto de las funciones afines. O sea, la no-linealidad de F está definida
como la mı́nima distancia de Hamming entre las combinaciones lineales no cero
de las funciones coordenada de F y el conjunto de todas las funciones afines. Por
lo tanto la no-linealidad de una función vectorial está dada por la relación

NF = 2n−1 − 1
2

máx a∈Fn
2

06=b∈Fm
2

|ζ̂b·F (a)| = 2n−1 − 1
2

máx a∈Fn
2

06=b∈Fm
2

|λ̂F (a, b)|,

y este resultado es directo al utilizar la relación de no-linealidad para funciones
Booleanas, el cual está dada por

Nf = 2n−1 − 1
2

máxa∈Fn
2
|ζ̂f (a)|,

f una función Booleana. Luego, los menores valores de supa,b 6=0|λF (a, b)| corre-
sponden a una mayor no-linealidad de F .

Extendamos la definición de función bent f : Fn2 → F2, a funciones bent vec-
toriales F : Fn2 → Fm2 . De aquı́ en adelante simplemente se les llamará funciones
bent a las funciones bent vectoriales.

DEFINICIÓN 3.5. Si n es par, una función F : Fn2 → Fm2 es bent sı́ y sólo si
para toda 0 6= b ∈ Fm2 , la función Booleana

x→ b · F (x),

es bent,
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o sea,

∀b 6= 0,∀a λF (a, b) = ±2
n
2 .

Como λF (a, b) = ζ̂b·F (a), entonces si F es bent, 0 6= b · F es bent, por lo que el
menor valor que puede alcanzar ΛF es 2n/2 en caso de que F sea bent, luego, su
no-linealidad está dada por NF = 2n−1 − 2

n
2
−1.

Los valores de ∆F , están acotados dependiendo de n y m.

TEOREMA 3.6. ([13]) Para cualquier función F : Fn2 → Fm2 se tiene que
∆F ≥ 2n−m.

DEMOSTRACIÓN. Si a ∈ Fn2 , entonces
∑

b∈Fm
2
δaF

−1(b) = 2n. De aquı́ se ob-
tiene el resultado pues 2m2n−m = 2n, y si δaF−1(b) < 2n−m, luego un valor de
δaF

−1(b) será mayor que 2n−m para ası́ compensar la suma. �

La desigualdad anterior no puede ser una igualdad si n < m, pues 2n−m no
serı́a un entero.

DEFINICIÓN 3.7. Una función F : Fn2 → Fm2 es llamada perfectamente no-
lineal (PN) sı́ y sólo si ∆F = 2n−m.

Observación: Si ∆F = 2n−m, entonces δaF−1(b) = 2n−m para toda a ∈ Fn2 ,
a 6= 0 y toda b ∈ Fm2 . Esto es ya que δaF−1(b) ≤ ∆F = 2n−m y 2m2n−m = 2n.
Si para algún par (a, b) se tiene que δaF−1(b) < 2n−m, entonces al hacer variar el
elemento b no se obtendrı́an las 2n soluciones.

Para poder dar la relación entre las funciones bent y las funciones perfecta-
mente no-lineales se tienen las siguientes definiciones y resultados.

DEFINICIÓN 3.8. Se llama función caracterı́stica de F : Fn2 → Fm2 , denotada
por θF , a la función Booleana

θF : Fn2 × Fm2 → F2,

tal que

θF (x, y) :=
{

1 si y = F (x)
0 si y 6= F (x) .

DEFINICIÓN 3.9. Sean f y g funciones sobre Fn2 a C. Se denota por f ⊗ g el
producto convolucional

(f ⊗ g)(a) :=
∑
x∈Fn

2

f(x)g(a+ x).

TEOREMA 3.10. ([13]) Sea (a, b) ∈ Fn2 × Fm2 . Entonces,

δaF
−1(b) = (θF ⊗ θF )(a, b).
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DEMOSTRACIÓN. Utilizando la Definición 3.9 obtenemos que,

(θF ⊗ θF )(a, b) =
∑

x∈Fn
2 ,y∈Fm

2

θF (x, y)θF (a+ x, b+ y)

=
∑
x∈Fn

2

θF (a+ x, b+ F (x))

= |{x ∈ Fn2 |b+ F (x) = F (a+ x)}|
= δaF

−1(b).

�

Recordando que θ̂F es la transformada de Fourier de la función θF , se tiene el
siguiente resultado:

TEOREMA 3.11. ([13]) Sea (a, b) ∈ Fn2 × Fm2 . Entonces,

λF (a, b) = θ̂F (a, b).

DEMOSTRACIÓN. De la definición de la transformada de Fourier y la Definición
3.1,

θ̂F (a, b) =
∑

x∈Fn
2 ,y∈Fm

2

θF (x, y)(−1)a·x+b·y =
∑
x∈Fn

2

(−1)a·x+b·F (x)

= 2|LF (a, b)| − 2n = 2(|LF (a, b)| − 2n−1) = λF (a, b).

�

En general, para toda función f Booleana se tienen las siguientes propiedades
clásicas de la transformada de Fourier:(

f̂
)2

= f̂ ⊗ f, ̂̂
f = 2nf,

∑
a∈Fn

2

f(a) = f̂(0).

Ahora ya se puede dar la equivalencia entre funciones bent y perfectamente
no-lineales.

TEOREMA 3.12. ([13]) Una función F : Fn2 → Fm2 es perfectamente no-lineal
sı́ y sólo si es bent.

DEMOSTRACIÓN.
⇒) Sea F : Fn2 → Fm2 una función PN. Entonces ∆F = 2n−m, por lo tanto

δaF
−1(b) = 2n−m para toda a ∈ Fn2 , a 6= 0, b ∈ Fm2 . También δ0F−1(0) = 2n y

δ0F
−1(b) = 0 para b 6= 0, pues D0F

−1(b) = φ para b 6= 0. Ahora por el Teorema
3.10 se tiene que,

(θF ⊗ θF )(a, b) = δaF
−1(b).
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Luego si b 6= 0,

(θ̂F (a, b))2 = ( ̂θF ⊗ θF )(a, b) =
∑

x∈Fn
2 ,y∈Fm

2

(θF ⊗ θF )(x, y)(−1)a·x+b·y

=
∑
y∈Fm

2

(θF ⊗ θF )(0, y)(−1)a·0+b·y

+
∑

0 6=x∈Fn
2 ,y∈Fm

2

(θF ⊗ θF )(x, y)(−1)a·x+b·y

= 2n + 2n−m
∑

06=x∈Fn
2 ,y∈Fm

2

(−1)a·x+b·y.

Como, ∑
06=x∈Fn

2 ,y∈Fm
2

(−1)a·x+b·y =
{

0 si a = 0, b 6= 0
0 si a 6= 0, b 6= 0 ,

entonces,

(θ̂F (a, b))2

= 2n + 2n−m
∑

x 6=0,x∈Fn
2 ,y∈Fm

2

(−1)a·x+b·y =
{

2n si a = 0, b 6= 0
2n si a 6= 0, b 6= 0 .

Por lo tanto,

(θ̂F (a, b))2 = 2n si b 6= 0,

o sea,

λF (a, b) = θ̂F (a, b) = ±2
n
2

para toda (a, b), b 6= 0.

⇐) Si F es bent, entonces,

(θF ⊗ θF )(a, b) =
1

2n+m
( ̂̂
θF ⊗ θF )(a, b) =

1
2n+m

̂(θ̂F (a, b))2

=
1

2n+m

∑
x∈Fn

2 ,y∈Fm
2

(θ̂F (x, y))2(−1)a·x+b·y.

Ya que, θ̂F (a, b) =
∑

x∈Fn
2
(−1)a·x+b·F (x), luego,

θ̂F (0, 0) = 2n y θ̂F (x, 0) = 0, x 6= 0.
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Entonces,

(θF ⊗ θF )(a, b)

=
1

2n+m
(22n +

∑
0 6=y∈Fm

2

(θ̂F (0, y))2(−1)b·y

+
∑

06=x∈Fn
2

(−1)a·x
∑
y∈Fm

2

(θ̂F (x, y))2(−1)b·y)

=
1

2n+m
(22n + 2n(

∑
06=y∈Fm

2

(−1)b·y) +
∑

06=x∈Fn
2

(−1)a·x(2n
∑

06=y∈Fm
2

(−1)b·y))

=
1

2n+m
(22n − 2n +

∑
06=x∈Fn

2

(−1)a·x(−2n))

=
1

2n+m
(22n − 2n + 2n) = 2n−m.

De aquı́,

δaF
−1(b) = (θF ⊗ θF )(a, b) = 2n−m ∀ 0 6= a ∈ Fn2 , b ∈ Fm2 .

Por lo tanto F es una función perfectamente no-lineal. �

La existencia de una función bent F : Fn2 → Fm2 no es posible para todos los
valores de m y n.

TEOREMA 3.13. ([13]) Las funciones bent, F : Fn2 → Fm2 , existen únicamente
para n ≥ 2m y n par.

DEMOSTRACIÓN. Si F es bent, entonces para toda b 6= 0, b ∈ Fm2 , se tiene que
θ̂F (a, b) = ±2

n
2 , por lo que n es par. Se definen

S = 2−
n
2

∑
0 6=b∈Fm

2

θ̂F (0, b)

y

r0 = |{b 6= 0, b ∈ Fm2 | θ̂F (0, b) = 2n/2}|.

Si θ̂F (0, b) = 2
n
2 , entonces en S se tiene un término igual a 1, y cuando θ̂F (0, b) =

−2
n
2 , luego en S se tiene un término igual a −1, lo cual implica que

S = r0 − (2m − 1− r0) = 2r0 − 2m + 1,
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de donde S es un entero impar. Por otro lado se tiene que,∑
06=b∈Fm

2

θ̂F (0, b)

=
∑
b∈Fm

2

θ̂F (0, b)− θ̂F (0, 0) =
∑
b∈Fm

2

∑
x∈Fn

2

(−1)b·F (x) − 2n

=
∑
x∈Fn

2

∑
b∈Fm

2

(−1)b·F (x) − 2n

= 2ma0 − 2n,

donde a0 es la cardinalidad del conjunto {x ∈ Fn2 |F (x) = 0}, luego,

S = 2−
n
2 (2ma0 − 2n).

Por lo tanto,
a0 = 2

n
2
−m(S + 2

n
2 ).

Como a0 es un entero y S es un entero impar, entonces 2
n
2
−m debe ser un entero.

Por consiguiente n ≥ 2m. �

Recordando la prueba del Teorema 2.7, f(x) = TrF2n/F2
(αxd), n par, no

puede ser una función bent para toda α ∈ F∗2n , ya que de lo contrario es posible
construir una función bent F : Fn2 → Fn2 de la siguiente manera:

F =
(
TrF2n/F2

(xd), T rF2n/F2
(αxd), . . . , T rF2n/F2

(αn−1xd)
)
,

donde α es un elemento primitivo de F2n . Si w = (w0, . . . , wn−1) ∈ Fn2\{0},
entonces,

w · F = w0TrF2n/F2
(xd) + · · ·+ wn−1TrF2n/F2

(αn−1xd)

= TrF2n/F2
(w0x

d + · · ·+ wn−1α
n−1xd)

= TrF2n/F2
((w0 + · · ·+ wn−1α

n−1)xd),

por lo que F es bent, pero esto no es cierto, por lo que se concluye que f(x) =
TrF2n/F2

(αxd) no puede ser una función bent para toda α ∈ F∗2n .

4. Funciones casi-bent y casi perfectamente no-lineales

En esta sección se definen las funciones casi-bent y casi perfectamente no-
lineales F : Fn2 → Fm2 , algunas propiedades como su no-linealidad, y se resuelve
la relación que existe entre ellas, ası́ como la existencia de estas funciones para los
distintos valores de n y m.

En general para funciones F : Fn2 → Fm2 se tiene que ∆F ≥ 2.

DEFINICIÓN 4.1. Las funciones F : Fn2 → Fm2 tal que ∆F = 2, son llamadas
casi perfectamente no-lineales (CPN).

Como ∆F ≥ 2n−m, las funciones CPN existen únicamente cuando m ≥ n o
cuando (n,m) = (2, 1).
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TEOREMA 4.2. ([13]) Para toda función F : Fn2 → Fm2 se tiene que∑
06=b∈Fm

2 ,a∈Fn
2

(
θ̂F (a, b)

)4
≥ 22n(3× 2n+m − 2m+1 − 22n),

con la igualdad sı́ y sólo si F es CPN.

DEMOSTRACIÓN. Resolviendo:∑
06=b∈Fm

2 ,a∈Fn
2

(
θ̂F (a, b)

)4
=

∑
06=b∈Fm

2 ,a∈Fn
2

(
̂θF ⊗ θF (a, b)

)2

=
∑

a∈Fn
2 ,b∈Fm

2

(
̂θF ⊗ θF (a, b)

)2
−
∑
a∈Fn

2

(
̂θF ⊗ θF (a, 0)

)2

=
∑

a∈Fn
2 ,b∈Fm

2

(
δ̂aF

−1(b)
)2

−
∑
a∈Fn

2

(
δ̂aF

−1(0)
)2

=
∑

a∈Fn
2 ,b∈Fm

2

(
δ̂aF

−1(b)
)2

(−1)(0,0)·(a,b) −
∑
a∈Fn

2

(
δ̂aF

−1(0)
)2

=
̂(

δ̂0F
−1(0)

)2

−
∑
a∈Fn

2

(
δ̂aF

−1(0)
)2

.

Ahora como δaF−1(b) = (θF ⊗ θF )(a, b) y ̂θF ⊗ θF (a, b) =
(
θ̂F (a, b)

)2
, en-

tonces δ̂aF−1(b) =
(
θ̂F (a, b)

)2
, luego

(
δ̂aF

−1(b)
)2

=
(
θ̂F (a, b)

)4
, y por el

Teorema 3.11, θ̂F (a, b) = λF (a, b), por lo tanto,(
θ̂F (a, b)

)4
= (λF (a, b))4 ,

de aquı́ se tiene, (
δ̂aF

−1(b)
)2

= (λF (a, b))4,

por consiguiente,∑
06=b∈Fm

2 ,a∈Fn
2

(
θ̂F (a, b)

)4
=

̂(
δ̂0F

−1(0)
)2

−
∑
a∈Fn

2

(λF (a, 0))4

= ̂( ̂δF ⊗ δF (0, 0))2 − 24n = 2n+m(δF ⊗ δF )(0, 0)− 24n

= 2n+m(δF ⊗ δF )(0, 0)− 24n.

Ya que,
(δF ⊗ δF )(0, 0) =

∑
a∈Fn

2 ,b∈Fm
2

δaF
−1(b)δaF−1(b)

=
∑

a∈Fn
2 ,b∈Fm

2

(δaF−1(b))2 = 22n +
∑

0 6=a∈Fn
2 ,b∈Fm

2

(δaF−1(b))2,
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luego, ∑
06=b∈Fm

2 ,a∈Fn
2

(
θ̂F (a, b)

)4
= 2n+m(δF ⊗ δF )(0, 0)− 24n

= 2n+m

22n +
∑

06=a∈Fn
2 ,b∈Fm

2

(δaF−1(b))2

− 24n

= 2n+m
∑

06=a∈Fn
2 ,b∈Fm

2

(δaF−1(b))2 + 23n+m − 24n.

Para todo entero n ≥ 0, se tiene que n2 = 2n sı́ y sólo si n = 2 o n = 0.
De aquı́, para toda a 6= 0 y toda b se tiene que (δaF−1(b))2 ≥ 2δaF−1(b), y la
igualdad se da sı́ y sólo si F es CPN. Dado que,∑

06=a∈Fn
2 ,b∈Fm

2

δaF
−1(b) =

∑
06=a∈Fn

2

∑
b∈Fm

2

δaF
−1(b) =

∑
0 6=a∈Fn

2

2n = 2n(2n − 1),

entonces, ∑
06=b∈Fm

2 ,a∈Fn
2

(
θ̂F (a, b)

)4

= 2n+m
∑

06=a∈Fn
2 ,b∈Fm

2

(δaF−1(b))2 + 23n+m − 24n

≥ 2n+m
∑

06=a∈Fn
2 ,b∈Fm

2

2δaF−1(b) + 23n+m − 24n

= 2n+m2× 2n(2n − 1) + 23n+m − 24n = 22n(3× 2n+m − 2m+1 − 22n),

o sea, ∑
b 6=0,b∈Fm

2 ,a∈Fn
2

(θ̂F (a, b))4 ≥ 22n(3× 2n+m − 2m+1 − 22n),

con la igualdad sı́ y sólo si F es casi perfectamente no-lineal. �

TEOREMA 4.3. ([13]) Para toda función F : Fn2 → Fm2 se tiene que,

ΛF ≥
(

3× 2n − 2− 2
(2n − 1)(2n−1 − 1)

2m − 1

)1/2

,

con la igualdad sı́ y sólo si F es casi perfectamente no-lineal y λF (·, ·) tiene los
tres distintos valores, λF (a, b) = 0, λF (a, b) = −ΛF o λF (a, b) = ΛF .

DEMOSTRACIÓN. Observación: para toda función N(a, b) sobre Z, con a en Fn2 y
b ∈ Fm2 , se cumple que,

M = sup
a,b 6=0

N2(a, b) ≥
∑

a∈Fn
2 ,06=b∈Fm

2
N4(a, b)∑

a∈Fn
2 ,06=b∈Fm

2
N2(a, b)

,
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y la igualdad se da sı́ y sólo si,

∀ a ∈ Fn2 , 0 6= b ∈ Fm2


N(a, b) = 0

o N(a, b) = −
√
M

o N(a, b) = +
√
M

.

Por otro lado, ∑
06=b∈Fm

2 ,a∈Fn
2

(θ̂F (a, b))2 =
∑

06=b∈Fm
2 ,a∈Fn

2

( ̂θF ⊗ θF )(a, b)

=
∑

06=b∈Fm
2 ,a∈Fn

2

δ̂aF
−1(b) =

∑
a∈Fn

2 ,b∈Fm
2

δ̂aF
−1(b)−

∑
a∈Fn

2

δ̂aF
−1(0)

=
̂

(δ̂0F−1(0))−
∑
a∈Fn

2

(λF (a, 0))2 = 2n+mδ0F
−1(0)− (λF (0, 0))2

= 22n(2m − 1).

Por la observación y el Teorema 4.2,

Λ2
F = sup

a∈Fn
2 ,0 6=b∈Fm

2

(θ̂F (a, b))2 ≥
∑

a∈Fn
2 ,06=b∈Fm

2
(θ̂F )4(a, b)∑

a∈Fn
2 ,06=b∈Fm

2
(θ̂F )2(a, b)

≥ 22n(3n+m − 2m+1 − 22n)
22n(2m − 1)

=
3n+m − 2m+1 − 22n

2m − 1

= 3× 2n − 2− 2
(2n − 1)(2n−1 − 1)

2m − 1
,

donde la desigualdad es una igualdad sı́ y sólo si F es casi perfectamente no-lineal
y

∀ a, b 6= 0


θ̂F (a, b) = 0

o θ̂F (a, b) = −ΛF
o θ̂F (a, b) = +ΛF

,

o sea,

∀ a, b 6= 0

 λF (a, b) = 0
o λF (a, b) = −ΛF
o λF (a, b) = +ΛF

.

�

DEFINICIÓN 4.4. Se dice que la función F : Fn2 → Fm2 es casi-bent, si

ΛF =
(

3× 2n − 2− 2
(2n − 1)(2n−1 − 1)

2m − 1

)1/2

.

Veamos para que valores de n y m la definición de función casi-bent tiene
sentido:

TEOREMA 4.5. ([13]) Si la función F : Fn2 → Fm2 es casi-bent, entonces
n ≤ m, o n = 2 y m = 1.
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DEMOSTRACIÓN. Si F es casi-bent, entonces F es casi perfectamente no-lineal,
luego n ≤ m, o n = 2 y m = 1. �

Se puede ver que las funciones bent y las casi-bent coinciden cuando n = 2 y
m = 1. Luego si F es casi-bent y no bent, entonces n ≤ m.

El siguiente resultado restringe aún más los valores de n y m para los cuales
se tiene la existencia de funciones casi-bent.

TEOREMA 4.6. ([13]) Si m > n, n 6= 1, entonces 2m − 1 no divide a (2n −
1)(2n−1 − 1).

DEMOSTRACIÓN.

(2n − 1)(2n−1 − 1) = 22n−1 − 2n−1 − 2n + 1
= 22n−1 − 2n−1 − 22n−1 + 1 = 22n−1 − 3× 2n−1 + 1
= (2m − 1)22n−1−m − (3× 2n−1 − 22n−1−m − 1) = A(2m − 1)−B,

donde,
A = 22n−1−m, B = 3× 2n−1 − 22n−1−m − 1. n−m < 0,

luego, 22n−1−m = 2n−1+n−m < 2n−1, por lo que 2n−1 − 22n−1−m > 0, lo cual
implica que,

3× 2n−1 − 22n−1−m = 22n−1 + 2n−1 − 22n−1−m

= 2n + 2n−1 − 22n−1−m > 2n > 1.

Por lo tanto,
B = 3× 2n−1 − 22n−1−m − 1 > 0.

Por otro lado m ≥ n + 1. Entonces n − m ≤ −1, por lo que 0 < 2n−m ≤ 1
2 ,

luego, 2 < 3− 2n−m < 3, lo cual implica que,

2n−1(3− 2n−m) ≤ 3× 2n−1 = 2
3
2

2n−1

= 2n2log2( 3
2
) < 2n+log2( 3

2
) < 2n+1 ≤ 2m.

Ahora 2n−1(3− 2n−m) < 2m sı́ y sólo si 3× 2n−1 − 22n−1−m − 1 < 2m − 1 sı́ y
sólo si B < 2m − 1, por lo tanto,

0 < B < 2m − 1,

de aquı́,
(2n − 1)(2n−1 − 1)

2m − 1
=
A(2m − 1)−B

2m − 1
no puede ser un entero. �

Por el resultado anterior se tiene que(
3× 2n − 2− 2

(2n − 1)(2n−1 − 1)
2m − 1

)1/2

no es un entero si m > n.
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COROLARIO 4.7. ([13]) Si F : Fn2 → Fm2 es una función casi-bent y no bent,
entonces m = n, n impar. Además ΛF = 2

n+1
2 si m = n.

DEMOSTRACIÓN. Por el Teorema 4.6 y la observación anterior. Además(
3× 2n − 2− 2

(2n − 1)(2n−1 − 1)
2m − 1

)1/2

= 2
n+1

2

si n = m, por lo que n es impar. �

Nótese que las funciones casi-bent F : Fn2 → Fn2 , n impar, tienen no-linealidad
máxima, la cual está dada por (consultar la referencia [8]):

NF = 2n−1 − 2
n−1

2 .

A continuación se tiene un ejemplo de funciones casi-bent, antes se tiene el
siguiente resultado:

TEOREMA 4.8. ([27]) Si G es un subcampo con 2s elementos de F2n , s =
(k, n), entonces

x ∈ α(G \ {0}) sı́ y sólo si x satisface x2k−1 = α2k−1, α ∈ F2n .

DEMOSTRACIÓN. x1 ∈ α(G \ {0}) implica que x1 = αe, e ∈ (G \ {0}), luego,
x2k−1

1 = α2k−1e2
k−1 = α2k−1e2

sq
e−1 = α2k−1, de aquı́ se tiene que x2k−1

1 =
α2k−1. Nótese que las condiciones necesarias anteriores, también son suficientes.

�

TEOREMA 4.9. ([27]) Sea F (x) = x2k+1, F : F2n → F2n , donde k es un
entero tal que s = (k, n). Entonces ∆F = 2s. Si n

s es impar, la distancia de
Hamming de la función Booleana TrF2n/F2

(wF (x)) al conjunto de las funciones

afines es igual a 2n−1 − 2
n+s

2
−1 para toda w ∈ F∗2n .

DEMOSTRACIÓN. Si 0 6= a, b ∈ F2n , luego δaF−1(b) ≥ 2 o 0, ya que si x1 es
solución de F (x+ a)− F (x) = b, entonces x1 + a también es solución.

Sean x1 6= x2 dos soluciones, entonces,

b = (x1 + a)2
k+1 + x2k+1

1 = (x2 + a)2
k+1 + x2k+1

2 ,

por lo que,

(x1 + a)2
k
(x1 + a) + (x2 + a)2

k
(x2 + a) = x2k+1

1 + x2k+1
2 ,

luego,
(x1 + x2)2

k
a+ (x1 + x2)a2k

= 0.
Entonces,

(x1 + x2)2
k−1 = a2k−1.

Nótese que las implicaciones anteriores también son suficientes. Ya que (2k −
1, 2n − 1) = 2s − 1, si x2k−1 = c, c ∈ F∗2n tiene solución, entonces tiene exacta-
mente 2s− 1 soluciones en F∗2n . Sean x0, xi soluciones distintas de (x+ a)2

k−1 +
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x2k−1 = b, luego por el procedimiento anterior y el Teorema 4.8, x0 + xi ∈
α(G \ {0}), por lo que xi ∈ x0 + α(G \ {0}) por lo que δaF−1(b) = 2s o 0.
Nótese que al menos existe una b tal que δaF−1(b) = 2s, lo cual implica que
∆F = 2s. Como n/(n, k) es impar, entonces (2k + 1, 2n − 1) = 1, por lo cual
F (x) = x2k+1 es una permutación. Considerando un isomorfismo entre Fn2 y F2n

de modo que el producto punto coincida con la traza se tiene que

λF (a,w) =
∑
x∈Fn

2

(−1)w·F (x)+a·x =
∑
x∈F2n

(−1)TrF2n /F2
(wF (x))+TrF2n /F2

(ax),

y de aquı́,

(λF (a,w))2 =

 ∑
x∈F2n

(−1)TrF2n /F2
(wx2k+1)+TrF2n /F2

(ax)


 ∑
y∈F2n

(−1)TrF2n /F2
(w(x+y)2

k+1)+TrF2n /F2
(a(x+y))


=

∑
y∈F2n

(−1)TrF2n /F2
(ay)

∑
x∈F2n

(−1)TrF2n /F2
(w(x+y)2

k+1)+TrF2n /F2
(wx2k+1)

=
∑
y∈F2n

(−1)TrF2n /F2
(ay)+TrF2n /F2

(wy2
k+1)

∑
x∈F2n

(−1)TrF2n /F2
(w(x2k

y+y2
k
x)).

Sea y ∈ F∗2n , denótese por Ey la imagen de la función lineal

Hy : F2n → F2n , Hy(x) = F (x+ y) + F (x) + F (y) = x2k
y + y2k

x,

luego el núcleo de Hy está dado por {x ∈ F∗2n | x2k−1 = y2k−1} ∪ {0}, entonces
por el Teorema 4.8, el núcleo de Hy es el conjunto yG, donde G es un subcampo
de F2n de 2s elementos. Por lo tanto Ey tiene dimensión n− s. Por otro lado para
cada y 6= 0 se tiene que,

TrF2n/F2
(wβ) = 0 ∀β ∈ Ey

o∑
β∈Ey

(−1)TrF2n /F2
(wβ) = 0

,

ya que si TrF2n/F2
(wβ) no es la función cero, dado que (−1)TrF2n /F2

(wβ) es un
caracter distinto del trivial sobre Ey, la suma anterior es cero. Por otro lado el
conjunto de elementos y tal que TrF2n/F2

(wβ) = 0 para toda β ∈ Ey, o lo que es
lo mismo el conjunto de elementos y tal que TrF2n/F2

(w(x2k
y + xy2k

)) = 0 para
toda x ∈ F2n , forma un subespacio lineal Y de F2n . También para toda β ∈ Ey se
tiene la equivalencia F (x + y) + F (x) + F (y) = β ⇔ (x + y)2

k+1 + x2k+1 =
β − y2k+1, y por la primera parte de la prueba se sabe que esta ecuación tiene 2s
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soluciones, luego,

(λF (a,w))2

= 2n +
∑
y∈F∗2n

(−1)TrF2n /F2
(ay)+TrF2n /F2

(wy2
k+1)2s

∑
β∈Ey

(−1)TrF2n /F2
(wβ)

= 2n +
∑

y∈Y \{0}

(−1)TrF2n /F2
(ay)+TrF2n /F2

(wy2
k+1)2s2n−s

= 2n + 2n
∑

y∈Y \{0}

(−1)TrF2n /F2
(ay)+TrF2n /F2

(wy2
k+1).

Para resolverse la última igualdad, veamos cuantos elementos tiene Y : y ∈ Y sı́ y
sólo si,

TrF2n/F2
(wyx2k

) = TrF2n/F2
(wy2k

x) = TrF2n/F2
(w2k

y22k
x2k

) ∀x ∈ F2n ,

luego,
TrF2n/F2

((wy − w2k
y22k

)x2k
) = 0 ∀x ∈ F2n ,

por lo que,
wy − w2k

y22k
= 0, pues (2k,2n − 1) = 1,

y de aquı́,
wy = w2k

y22k
,

sı́ y sólo si,
w2k−1y22k−1 = 1.

Entonces, (
wy2k+1

)2k−1
= 1.

Nótese que las implicaciones anteriores también son suficientes. Ya que (2k +
1, 2n−1) = 1 y (2k−1, 2n−1) = 2s−1, entonces para la última ecuación existen
exactamente 2s soluciones en F∗2n , por lo tanto Y tiene 2s elementos. Nótese que
la función TrF2n/F2

(wx2k+1) es lineal en Y , pues

TrF2n/F2
(w(y1 + y2)2

k+1) = TrF2n/F2
(w(y1 + y2)2

k
(y1 + y2))

= TrF2n/F2
(w(y2k+1

1 + y2k

1 y2 + y2k

2 y1 + y2k+1
2 ))

= TrF2n/F2
(wy2k+1

1 + wy2k+1
2 ).

Ya que F (x) es una permutación entonces (−1)TrF2n /F2
(wy2

k+1) es un caracter.
Como el número de caracteres es finito entonces existirá a ∈ F2n tal que los ca-

racteres (−1)TrF2n /F2
(ay) y (−1)TrF2n /F2

(wy2
k+1) coincidan. Eligiendo a ∈ F2n

convenientemente se tiene que

(λF (a,w))2 = 2n + 2n(2s − 1) = 2n+s.
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Utilizando la relación de no-linealidad se obtiene el resultado deseado. �

Directamente del Teorema 4.9, considerando s = 1, se tiene el siguiente ejem-
plo:

EJEMPLO 4.10. Sea F (x) = x2k+1, F : F2n → F2n , donde k es un entero tal
que (k, n) = 1. Entonces ∆F = 2.

Si n es impar, entonces F es casi-bent.

Con respecto a F : Fn2 → Fm2 , se resume como sigue:

Si F es bent y casi-bent, entonces n = 2 y m = 1.

Si F es bent, entonces n ≥ 2m, n par.

Si F es casi-bent y no bent, entonces n = m con n impar.





Capı́tulo 3

Funciones bent y perfectamente no-lineales F : Fnq → Fq

En este capı́tulo se trabaja con funciones F : Fnq → Fq y de manera natural se
extiende la definición de una función bent para este tipo de funciones. En particular
si n = 1 se tienen funciones F : Fpm → Fpm , q = pm, o en forma equivalente,
F : Fmp → Fmp . Estamos interesados en las funciones bent F : Fmp → Fmp , ya
que en capı́tulos posteriores serán de utilidad para la construcción de esquemas de
compartición de secretos y esquemas de autenticación ([36]).

1. Funciones bent y perfectamente no-lineales F : Fnq → Fq

DEFINICIÓN 1.1. ([14]) Sea f : Fnq → Fq una función. La transformada de
Fourier de f , es la función con valores complejos cf,χ(·) : Fnq → C, definida por

cf,χ(λ) :=
∑
x∈Fn

q

χ(f(x)− λ · x),

donde χ : Fq → C es cualquier caracter aditivo no-trivial de Fq.

Nótese que,

cf,χ(λ) = cf,χa(λ) =
∑
x∈Fn

q

e2πiTrFq/Fp (a(f(x)−λ·x))/p,

para alguna a ∈ F∗q .

Se generaliza la definición de una función bent de la siguiente manera:

DEFINICIÓN 1.2. ([14]) La función f : Fnq → Fq es bent, si todo coeficiente
de Fourier tiene magnitud qn/2 para cualquier caracter aditivo no-trivial, es decir,

|
∑
x∈Fn

q

χ(f(x)− λ · x)| = qn/2,

para toda λ ∈ Fnq y todo χ 6= χ0.

En particular se pueden considerar funciones F : Fq → Fq, q = pn, p primo
impar, o en forma equivalente F : Fnp → Fnp , entonces,

cF,χa(λ) =
∑
x∈Fq

e2πiTrFq/Fp (a(F (x)−λx))/p,

45
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para algún a ∈ F∗q , con λ ∈ Fq. Luego si F es bent,

|caF,χ1(λ)| = |
∑
x∈Fq

e2πiTrFq/Fp (aF (x)−λx))/p| = pn/2,

para toda a ∈ F∗q y toda λ ∈ Fq.

También se generaliza la definición de una función perfectamente no-lineal.

DEFINICIÓN 1.3. ([14]) La función f : Fnq → Fq es perfectamente no-lineal
si para toda a ∈ Fnq , a 6= 0, la función diferencia,

Daf(x) = f(x+ a)− f(x)

es balanceada.

El siguiente resultado da una equivalencia entre las funciones perfectamente
no-lineales y las funciones bent.

TEOREMA 1.4. ([14]) Una función f : Fnq → Fq es perfectamente no-lineal
sı́ y sólo si f es bent.

DEMOSTRACIÓN. Considérese el caracter χa sobre Fq, distinto del trivial.
⇒) Sea f perfectamente no-lineal. Entonces,

|cf,χa(λ)|2 = cf,χa(λ)cf,χa(λ)

=

 ∑
x1∈Fn

q

e2πiTrFq/Fp (a(f(x1)−λ·x1))/p

 ∑
x2∈Fn

q

e2πiTrFq/Fp (a(−f(x2)+λ·x2))/p


=

∑
x1,x2∈Fn

q

e2πiTrFq/Fp (a(f(x1)−f(x2)+λ·(x2−x1)))/p

=
∑

x1,x2∈Fn
q

e2πiTrFq/Fp (a(−(f(x2)−f(x1))+λ·(x2−x1)))/p

=
∑
z∈Fn

q

∑
x∈Fn

q

e2πiTrFq/Fp (a(−(f(x+z)−f(x))+λ·z))/p

=
∑
z∈Fn

q

e2πiTrFq/Fp (a(λ·z))/p ∑
x∈Fn

q

e2πiTrFq/Fp (−a(f(x+z)−f(x)))/p = qn,

z = x2 − x1, es decir, f es bent.
⇐) Si f es bent, sea,

Sχa(f, z) =
∑
x∈Fn

q

e2πiTrFq/Fp (a(f(x+z)−f(x)))/p,

luego, ∑
z∈Fn

q

χa(λ · z)Sχa(f, z) = qn.
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Ordenando los elementos de Fnq :

α0 = 0, α1, . . . , αqn−1,

la ecuación se expresa:
χa(α0 · α0) χa(α0 · α1) · · · χa(α0 · αqn−1)
χa(α1 · α0) χa(α1 · α1) · · · χa(α1 · αqn−1)

...
...

. . .
...

χa(αqn−1 · α0) χa(αqn−1 · α1) · · · χa(αqn−1 · αqn−1)




Sχa(f, α0)
Sχa(f, α1)

...
Sχa(f, αqn−1)

 =


qn

qn

...
qn

 ,

multiplicando,
χa(−α0 · α0) χa(−α1 · α0) · · · χa(−αqn−1 · α0)
χa(−α0 · α1) χa(−α1 · α1) · · · χa(−αqn−1 · α1)

...
...

. . .
...

χa(−α0 · αqn−1) χa(−α1 · αqn−1) · · · χa(−αqn−1 · αqn−1)


en ambos lados de la igualdad, se obtiene,

qn 0 · · · n
0 qn · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · qn




Sχa(f, α0)
Sχa(f, α1)

...
Sχa(f, αqn−1)



=


qn [χa(−α0 · α0) + χa(−α1 · α0) + · · ·+ χa(−αqn−1 · α0)]
qn [χa(−α0 · α1) + χa(−α1 · α1) + · · ·+ χa(−αqn−1 · α1)]

...
qn [χa(−α0 · αqn−1) + χa(−α1 · αqn−1) + · · ·+ χa(−αqn−1 · αqn−1)]

 .

Luego,

Sχa(f, αj) =
qn−1∑
i=0

χa(−αi · αj) = 0,

para j = 1, . . . , qn − 1. Por lo tanto f es perfectamente no-lineal. �

Obsérvese que si |cf,χ(λ)| = qn/2 para algún caracter χ, entonces,

|cf,χ(λ)| = qn/2

para cualquier caracter distinto del trivial, pues si |cf,χ1(λ)| = qn/2, sin pérdida
de generalidad, entonces considerando el caracter χ1 en forma similar a la prueba
del Teorema 1.4, f es perfectamente no-lineal, de aquı́ nuevamente por el Teorema
1.4, f es bent. Por lo tanto |cf,χa(λ)| = qn/2, a ∈ F∗q .
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Algunos ejemplos de funciones bent.

EJEMPLO 1.5. ([14],[40]) Sea p impar, se tienen los siguientes ejemplos de
funciones bent:

F : Fpn → Fpn , F (x) = xp
k+1, k > 0, n/(n, k) impar,

F : Fpn → Fpn , F (x) = x3k+1, k impar, (n, k) = 1,
F : Fpn → Fpn , F (x) = x2,
F : Fpn → Fpn , F (x) = x10 + x6 − x2, n impar.



Capı́tulo 4

Construcción de códigos lineales y esquemas de
compartición de secretos basados en funciones

perfectamente no-lineales

En este capı́tulo se describe la construcción de códigos lineales y esquemas
de compartición de secretos basados en funciones perfectamente no-lineales F :
Fpn → Fpn tomando como referencia los resultados de [40] y [6]. Se inicia el
capı́tulo con la construcción de códigos lineales basados en funciones perfecta-
mente no-lineales, posteriormente estos códigos proporcionan caracterı́sticas de-
seables para la construcción de esquemas de compartición de secretos siguiendo
el método descrito por Massey ([26], se puede ver también [6]). En el siguiente
capı́tulo se abordan estos temas considerando el caso p = 2, es decir, al utilizar las
funciones casi-bent.

1. Construcción de códigos lineales basados en funciones perfectamente
no-lineales

Al hablar de funciones perfectamente no-lineales, se entiende que también son
funciones bent, dada la equivalencia que existe entre ellas (Teorema 1.4 sobre Fq).
En esta sección se estudian códigos lineales basados en funciones bent F : Fpn →
Fpn , p 6= 2 primo ([6]).

DEFINICIÓN 1.1. Considérese p 6= 2 primo, h número natural divisor de n, y
F : Fpn → Fpn una función bent tal que F (0) = 0. Sean a, b ∈ Fpn ,

Fa,b(x) := aF (x) + bx

y
Ca,b := (TrFpn/F

ph
(Fa,b(γ))γ∈F∗pn

).

Se define

C := {Ca,b : a, b ∈ Fpn} ⊆ Fp
n−1
ph .

Es fácil ver que C es un código lineal sobre Fph . Nótese que las funciones Fa,b
y las funciones TrFpn/F

ph
(Fa,b(x)), son funciones bent. Veamos cuales son los

parámetros de este código.

Para el peso de las palabras del código, únicamente se tiene una cota, el si-
guiente resultado ([18]) es muy importante para la solución de esta cota.

49
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TEOREMA 1.2. Sea F : Fqn → Fqn , q = pm, p 6= 2 primo, una función bent.
Considérese (a, b) 6= (0, 0) y u ∈ Fq, si

N(a, b, u) = |{x ∈ Fqn : TrFqn/Fq
(aF (x) + bx) = u}|,

entonces,

qn − (q − 1)qn/2

q
≤ N(a, b, u) ≤ qn + (q − 1)qn/2

q
.

DEMOSTRACIÓN. Si a = 0 y b 6= 0, entonces, N(a, b, u) = qn−1, por lo tanto las
desigualdades se dan. Sea χ1(·) := e2πiTrFq/Fp (·)/p el caracter aditivo canónico de
Fq, y ψ1(·) := e

2πiTrFqn /Fp (·)/p el caracter aditivo canónico de Fqn . Si a 6= 0 para
cualquier x ∈ Fqn y u ∈ Fq,

qN(a, b, u)

=
∑
x∈Fqn

∑
y∈Fq

χ1(y(TrFqn/Fq
(aF (x) + bx)− u))


= qn +

∑
y∈F∗q

∑
x∈Fqn

χ1

(
y
(
TrFqn/Fq

(aF (x) + bx)− u
))

= qn +
∑
y∈F∗q

χ1(−yu)
∑
x∈Fqn

ψ1(yaF (x) + ybx).

De esta relación se sigue que:

|qN(a, b, u)− qn|

=

∣∣∣∣∣∣
∑
y∈F∗q

χ1(−yu)
∑
x∈Fqn

ψ1(yaF (x) + ybx)

∣∣∣∣∣∣
≤ (q − 1)qn/2,

y de aquı́ se tiene el resultado. �

COROLARIO 1.3. ([6]) En el código lineal C de la Definición 1.1, todo peso
no cero w en C satisface

ph − 1
ph

(
pn − pn/2

)
≤ w ≤ ph − 1

ph

(
pn + pn/2

)
.

DEMOSTRACIÓN. Por el Teorema 1.2 y ya que F (0) = 0, se tiene que,

pn − (ph − 1)pn/2

ph
− 1 ≤ |{x ∈ F∗qn : TrFqn/Fq

(aF (x) + bx) = 0}|

≤ pn + (ph − 1)pn/2

ph
− 1.
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Por lo tanto,

pn − 1−

(
pn + (ph − 1)pn/2

ph
− 1

)
≤ w

≤ pn − 1−

(
pn − (ph − 1)pn/2

ph
− 1

)
,

de lo cual se sigue que:

pn −

(
pn + (ph − 1)pn/2

ph

)
≤ w ≤ pn −

(
pn − (ph − 1)pn/2

ph

)
,

y por consiguiente se tiene el resultado. �

TEOREMA 1.4. ([6]) El código lineal C de la Definición 1.1, es un
[pn − 1, 2n/h, d]ph código lineal.

DEMOSTRACIÓN. La longitud es clara. Analicemos la dimensión del código. Para
esto veamos que el conjunto,

D = {C1,0, Cα,0, . . . , Cαr−1,0, C0,1, C0,α, . . . , C0,αr−1},
es una base para este código, donde α es un elemento primitivo de Fpn sobre Fph

y r = n/h. Probar que D genera C es equivalente a ver que el conjunto,

E = {TrFpn/F
ph

(F1,0(x)), T rFpn/F
ph

(Fα,0(x)), . . . , T rFpn/F
ph

(Fαr−1,0(x)),

T rFpn/F
ph

(F0,1(x)), T rFpn/F
ph

(F0,α(x)), . . . , T rFpn/F
ph

(F0,αr−1(x))},
genera,

{TrFpn/F
ph

(Fa,b(x)) : a, b ∈ Fpn}.
Sean,

TrFpn/F
ph

(Fa,b(x)) ∈ {TrFpn/F
ph

(Fa,b(x)) : a, b ∈ Fpn},

a = d01 + d1α+ · · ·+ dr−1α
r−1, b = e01 + e1α+ · · ·+ er−1α

r−1

y
d0, d1, . . . , dr−1, e0, e1, . . . , er−1 ∈ Fph .

Entonces,

TrFpn/F
ph

(Fa,b(x)) = TrFpn/F
ph

(aF (x) + bx)

= TrFpn/F
ph

((d01 + d1α+ · · ·+ dr−1α
r−1)F (x)

+(e01 + e1α+ · · ·+ er−1α
r−1)x) = d0TrFpn/F

ph
(F (x))

+d1TrFpn/F
ph

(αF (x)) + · · ·+ dr−1TrFpn/F
ph

(αr−1F (x))

+e0TrFpn/F
ph

(x) + e1TrFpn/F
ph

(αx) + · · ·+ er−1TrFpn/F
ph

(αr−1x)

= d0TrFpn/F
ph

(F1,0(x)) + d1TrFpn/F
ph

(Fα,0(x)) + · · ·

+dr−1TrFpn/F
ph

(Fαr−1,0(x)) + e0TrFpn/F
ph

(F0,1(x))

+e1TrFpn/F
ph

(F0,α(x)) + · · ·+ er−1TrFpn/F
ph

(F0,αr−1(x)).
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Probar que el conjunto D es linealmente independiente es equivalente a ver que el
conjunto E es linealmente independiente.

Sean,
d0, d1, . . . , dr−1, e0, e1, . . . , er−1 ∈ Fph .

Si

d0TrFpn/F
ph

(F1,0(x)) + d1TrFpn/F
ph

(Fα,0(x)) + · · ·

+dr−1TrFpn/F
ph

(Fαr−1,0(x)) + e0TrFpn/F
ph

(F0,1(x))

+e1TrFpn/F
ph

(F0,α(x)) + · · ·+ er−1TrFpn/F
ph

(F0,αr−1(x)) = 0

∀x ∈ F∗pn ,

se tiene que,

TrFpn/F
ph

((d01 + d1α+ · · ·+ dr−1α
r−1)F (x)

+(e01 + e1α+ · · ·+ er−1α
r−1)x) = 0 ∀x ∈ F∗pn .

Considérense,

θ1 = d01 + d1α+ · · ·+ dr−1α
r−1 y θ2 = e01 + e1α+ · · ·+ er−1α

r−1.

Si
TrFpn/F

ph
(θ1F (x) + θ2x) = 0 ∀x ∈ F∗pn ,

entonces θ1 = θ2 = 0, ya que,

TrFpn/F
ph

(θ1F (x) + θ2x)

es una función bent si al menos θ1 6= 0, y es una función lineal si θ1 = 0 y θ2 6= 0.
De aquı́ se tiene el resultado. �

Con respecto al código lineal anterior se puede conocer una cota para el peso
mı́nimo de su código dual. Antes se enuncia el siguiente resultado.

TEOREMA 1.5. (Sphere-packing bound) Sea D un [n, k, d]q código lineal con
distancia mı́nima 2t+ 1 ó 2t+ 2. Entonces,

qk
[
1 +

(
n
1

)
(q − 1) + · · ·+

(
n
t

)
(q − 1)t

]
≤ qn.

�

TEOREMA 1.6. En el código lineal C de la definición anterior si p ≥ 3 y
n > 1, entonces,

2 ≤ d⊥ ≤ 4.

DEMOSTRACIÓN. Aplicando el Teorema 1.5 al código dual del código de la defini-
ción anterior se tiene que,

(ph)p
n−1−2n/h

[
1 +

(
pn − 1

1

)
(ph − 1) + · · ·+

(
pn − 1
t

)
(ph − 1)t

]
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≤ (ph)p
n−1,

lo cual implica que,

1 +
(
pn − 1

1

)
(ph − 1) + · · ·+

(
pn − 1
t

)
(ph − 1)t ≤ p2n.

Si se supone que d⊥ ≥ 5, entonces,

1 +
(
pn − 1

1

)
(ph − 1) + · · ·+

(
pn − 1
t

)
(ph − 1)t

=
2 + 2(pn − 1)(ph − 1) + (p2n − 3pn + 2)(ph − 1)2

2

≥ 2 + 4(pn − 1) + 4(p2n − 3pn + 2)
2

=
2p2n + 2× 32(32 − 4) + 6

2
> p2n,

lo cual es una contradicción, por lo que d⊥ ≤ 4. No es difı́cil ver que d⊥ 6= 1
(véase el Teorema 1.3 del siguiente capı́tulo). Luego 2 ≤ d⊥ ≤ 4. �

De este modo se han obtenido parámetros del código lineal de la definición an-
terior, sin embargo, no ha sido posible hallar la distribución de pesos. La siguiente
definición es la de un código lineal ([6]) en donde esto si es posible.

DEFINICIÓN 1.7. Considérese p 6= 2 primo y F : Fpn → Fpn una función
definida por F (x) = xp

r+1, n/(n, r) impar, la cual es una función bent. Sean
a, b ∈ Fpn ,

Fa,b(x) := aF (x) + bx

y
Ca,b := (TrFpn/Fp

(Fa,b(γ))γ∈F∗pn
).

Se define

C := {Ca,b : a, b ∈ Fpn} ⊆ Fp
n−1
p .

Es fácil ver que C es un código lineal sobre Fp.

El siguiente resultado da la longitud, dimensión y peso mı́nimo del código
anterior para el caso n impar, ası́ como una relación con el código dual.

TEOREMA 1.8. ([40]) Sea C de la Definición 1.7, entonces C⊥ tiene peso mı́ni-
mo d⊥ = 3 ó 4. Si n es impar, C es un [pn − 1, 2n, (p − 1)pn−1 − p

n−1
2 ]p código

lineal, más aún, los distintos pesos de las palabras no cero del código C son:

(p− 1)pn−1 − p
n−1

2 , (p− 1)pn−1, (p− 1)pn−1 + p
n−1

2 .
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DEMOSTRACIÓN. La prueba de la longitud y dimensión del código lineal se sigue
del caso h = 1 de la Definición 1.1.

Veamos la prueba del peso mı́nimo del código dual: si d⊥ = 2, entonces existe
c = (c1, c2, . . . , 0) ∈ C⊥ tal que sin pérdida de generalidad consideramos c1 6=
0 6= c2 y todas las demás coordenadas igual a cero. Luego,

(c1, c2, . . . , 0) · (TrFpn/Fp
(aF (x1) + bx1), . . . , T rFpn/Fp

(aF (xpn−1) + bxpn−1))

= 0 ∀(a, b) ∈ Fpn × Fpn , lo cual implica que,

TrFpn/Fp
(aF (x1) + bx1) = c(TrFpn/Fp

(aF (x2) + bx2)),

∀ (a, b) ∈ Fpn × Fpn , tal que x1 6= x2 y c ∈ F∗p, o equivalentemente,

aF (x1) + bx1 = c(aF (x2) + bx2) ∀(a, b) ∈ Fpn × Fpn

sı́ y sólo si, x1 = cx2, F (x1) = cF (x2), es decir, F (cx2) = cF (x2). Nótese que
todas las relaciones anteriores son equivalencias. También se tiene que F (cx2) =
cp

r+1xp
r+1

2 6= cxp
r+1

2 , ya que de lo contrario cp
r+1 = c por lo que (pn − 1)|pr, lo

cual es una contradicción. Por lo tanto d⊥ 6= 2, y de aquı́ 3 ≤ d⊥ ≤ 4.
Veamos los distintos pesos de las palabras del código: sea Ca,b ∈ C, si a =

b = 0, Ca,b es la palabra cero.
Si a = 0, b 6= 0, como bx es lineal, w(Ca,b) = (p− 1)pn−1.
Si a 6= 0, b = 0, sea q = pn, por el Teorema 2.18 del Capı́tulo 1,

q − w(Ca,b) = |{x ∈ Fq : TrFq/Fp
(axp

r+1) = 0}|
= |{x ∈ Fq : TrFq/Fp

(ax2) = 0}| = pn−1,

y por lo tanto,
w(Ca,b) = pn − pn−1 = (p− 1)pn−1.

Si a 6= 0, b 6= 0,

q − w(Ca,b) = |{x ∈ Fq : TrFq/Fp
(axp

r+1 + bx) = 0}|

=
1
p

∑
x∈Fq

∑
c∈Fp

e2πiTrFq/Fp (acxpr+1+bcx)/p

=
1
p

q +
∑
c∈F∗p

∑
x∈Fq

e2πiTrFq/Fp (acxpr+1+bcx)/p


=

1
p

q +
∑
c∈F∗p

∑
x∈Fq

χ1(acxp
r+1 + bcx)

 =
1
p

q +
∑
c∈F∗p

Sr(ac, bc)

 .

Por otro lado para cualquier c ∈ F∗p, la ecuación,

(ac)p
r
xp

2r
+ acx+ (bc)p

r
= 0,

es equivalente a,
ap

r
xp

2r
+ ax+ bp

r
= 0,
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pues cp
r

= c. Por el Teorema 2.15 del Capı́tulo 1, esta ecuación tiene una única
solución xa,b, y por el Teorema 2.17 del Capı́tulo 1,

Sr(ac, bc) =
{

(−1)n−1q1/2η(−ac)χ1(acxa,bp
r+1) si p ≡ 1 mód 4

(−1)n−1i3nq1/2η(−ac)χ1(acxa,bp
r+1) si p ≡ 3 mód 4

,

luego si TrFq/Fp
(axp

r+1) = 0, entonces,∑
c∈F∗p

Sr(ac, bc) = q1/2η(−a)
∑
c∈F∗p

η(c) = 0,

lo cual implica que,

w(Ca,b) = pn − pn−1 = (p− 1)pn−1.

Si TrFq/Fp
(axp

r+1) 6= 0, sea r = −TrFq/Fp
(axp

r+1
a,b ) y χ′1, η

′ los caracteres adi-
tivo canónico y cuadrático sobre Fp respectivamente, entonces∑

c∈F∗p

Sr(ac, bc) = q1/2η(−a)
∑
c∈F∗p

η(c)χ1(acxp
r+1
a,b )

= q1/2η(−a)
∑
c∈F∗p

η(c)e2πi(−TrFq/Fp (acxpr+1
a,b )) = q1/2η(−a)

∑
c∈F∗p

η(c)e2πirc

= q1/2η(−a)
∑
c′∈F∗p

η(c′/r)e2πic
′

= q1/2η(−a/r)
∑
c′∈F∗p

η′(c′)χ′1(c′)

= q1/2η(−a/r)G(η′, χ′1) = ±pn/2p1/2 = ±p
n+1

2 ,

donde rc = c′. Luego w(Ca,b) = pn − pn−1 ± p
n+1

2 = (p− 1)pn−1 ± p
n+1

2 , y el
resultado queda probado �

Más aún, en el caso del código lineal de la Definición 1.7, se tiene la distribu-
ción de pesos para el caso n impar y n par.

Una herramienta para conocer la distribución de pesos en el caso n impar es el
siguiente resultado de relaciones de Pless ([30]). Sea,(

n
r

)
:=
{ n!

r!(n−r)! si n ≥ r ≥ 0
0 si r > n

.

TEOREMA 1.9. (Relaciones de Pless, [30]) SeaC un [n, k] código lineal sobre
F2. Si Ai es el número de palabras de peso i de C y Bi el número de palabras de
peso i en C⊥. Entonces,

n∑
j=0

jrAj =
n∑
j=0

(−1)jBj(
r∑

v=0

v!S(r, v)2k−v
(
n− j
n− v

)
),

donde,

S(r, v) =
1
v!

v∑
i=0

(−1)v−i
(
v
i

)
ir.
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La ecuación es para cualquier r, por lo que hay una infinidad de tales relaciones.

�

TEOREMA 1.10. ([40]) Sea C el código de la Definición 1.7 con n impar.
Entonces la distribución de pesos de este código está dada por:

A0 = 1,
A

(p−1)pn−1−p
n−1

2
= (p− 1)(pn − 1)p

n−1+p(n−1)/2

2 ,

A(p−1)pn−1 = (pn−1 + 1)(pn − 1),
A

(p−1)pn−1+p
n−1

2
= (p− 1)(pn − 1)p

n−1−p(n−1)/2

2 .

DEMOSTRACIÓN. Por el Teorema 1.8 se tiene que los distintos pesos del código C
son,

(p− 1)pn−1 − p
n−1

2 , (p− 1)pn−1, (p− 1)pn−1 + p
n−1

2 .

Por otro lado se sabe que C⊥ tiene peso mı́nimo mayor que 2, por lo que B1 =
B2 = 0, donde B1 y B2 son el número de palabras de peso 1 y 2 respectivamente
del código dual, luego de las relaciones de Pless se obtienen las siguientes tres
ecuaciones:

1.
∑n

j=0Aj = p2n

2.
∑n

j=0 jAj = p2n−1(p− 1)(pn − 1)
3.
∑n

j=0 j
2Aj = p2n−2(p− 1)(pn − 1)(p+ (p− 1)(pn − 2)).

Al resolver el sistema se tiene la afirmación. �

TEOREMA 1.11. Sea C el código lineal de la Definición 1.7. Si n es par, la
distribución de pesos de este código es:

A(p−1)pn−1−(p−1)pn/2−1 =
pn − 1

2p

(
q + (p− 1)q1/2

)
,

A(p−1)pn−1+(p−1)pn/2−1 =
pn − 1

2p

(
q − (p− 1)q1/2

)
,

A(p−1)pn−1−pn/2−1 =
pn − 1

2p
(p− 1)

(
q + q1/2

)
,

A(p−1)pn−1+pn/2−1 =
pn − 1

2p
(p− 1)

(
q − q1/2

)
,

A(p−1)pn−1 = pn − 1.

DEMOSTRACIÓN. Si a = 0, b 6= 0, ya que TrFpn/Fp
(Fa,b) es lineal, entonces

w(C0,b) = (p− 1)pn−1. De estas palabras existen pn − 1 elementos en el código.
Si a 6= 0, b = 0, sea q = pn, por el Teorema 2.18 del Capı́tulo 1,

q − w(Ca,0) = |{x ∈ Fq : TrFq/Fp
(axp

r+1) = 0}|
= |{x ∈ Fq : TrFq/Fp

(ax2) = 0}|

=

{
1
p

(
q − η(a)(p− 1)q1/2

)
si p ≡ 1 mód 4

1
p

(
q − inη(a)(p− 1)q1/2

)
si p ≡ 3 mód 4

,
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lo cual implica que,

w(Ca,0) = (p− 1)pn−1 ± (p− 1)pn/2 − 1,

dependiendo del valor de η(a), luego para cada uno de esos casos existen pn−1
2

palabras con ese peso.
Si a 6= 0, b 6= 0, de manera similar a la prueba del Teorema 1.8 se tiene que

w(Ca,b) = (p− 1)pn−1 − 1
p

∑
c∈F∗p

Sr(ac, bc),

y por el Teorema 2.17 del Capı́tulo 1,

Sr(ac, bc) =
{

(−1)n−1q1/2η(−ac)χ1(acxa,bp
r+1) si p ≡ 1 mód 4

(−1)n−1i3nq1/2η(−ac)χ1(acxa,bp
r+1) si p ≡ 3 mód 4

,

donde xa,b es la única solución para la ecuación ap
r
xp

2r
+ax+ bp

r
. Para cualquier

c ∈ F∗p se tiene η(c) = 1, η(−c) = 1 y∑
c∈F∗p

χ1(acxa,bp
r+1) =

{
p− 1 si TrFpn/Fp

(axa,bp
r+1) = 0

−1 si TrFpn/Fp
(axa,bp

r+1) 6= 0 .

Sea Ra,b =
∑

c∈F∗p Sr(ac, bc), luego,

Ra,b =


−q1/2η(a)(p− 1) si TrFpn/Fp

(axa,bp
r+1) = 0, p ≡ 1 mód 4

q1/2η(a) si TrFpn/Fp
(axa,bp

r+1) 6= 0, p ≡ 1 mód 4
−inq1/2η(a)(p− 1) si TrFpn/Fp

(axa,bp
r+1) = 0, p ≡ 3 mód 4

inq1/2η(a) si TrFpn/Fp
(axa,bp

r+1) 6= 0, p ≡ 3 mód 4

.

Nótese que el número de veces en que ocurre cada peso depende de Ra,b, y éste
a su vez depende del valor de TrFpn/Fp

(axa,bp
r+1). También para a ∈ F∗q fija,

existe un único xa,b que satisface ap
r
xp

2r
+ ax = −bpr

para cada b ∈ F∗q . Estas
xa,b recorren todos los elementos de F∗q . Ası́, para un elemento a ∈ F∗q , los valores
y las frecuencias de axp

r+1
a,b cuando b corre sobre F∗q son los mismos valores y

frecuencias de ayp
r+1 cuando y corre sobre F∗q , y éstos a su vez son los mismos

valores y frecuencias de az2 cuando z corre sobre F∗q .
Si η(a) = 1, entonces,

Ra,b =

{
−q1/2(p− 1) si TrFpn/Fp

(axa,bp
r+1) = 0, p ≡ 1 mód 4

q1/2 si TrFpn/Fp
(axa,bp

r+1) 6= 0, p ≡ 1 mód 4
.

Luego, si η(a) = 1, p ≡ 1 mód 4,

w(Ca,b) =

{
(p− 1)pn−1 + (p− 1)pn/2−1 si TrFpn/Fp

(axa,bp
r+1) = 0

(p− 1)pn−1 − pn/2−1 si TrFpn/Fp
(axa,bp

r+1) 6= 0
.

Entonces por el Teorema 2.18 del Capı́tulo 1 y el caso Ca,0, a 6= 0,

w(Ca,b) = (p− 1)pn−1 + (p− 1)pn/2−1,
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ocurre,
pn − 1

2

(
1
p

(q − (p− 1)q1/2)− 1
)

+
pn − 1

2
=
pn − 1

2p

(
q − (p− 1)q1/2

)
veces.

w(Ca,b) = (p− 1)pn−1 − pn/2−1,

ocurre,

q −
(

1
p

(q − (p− 1)q1/2)
)

=
p− 1
p

(
q + q1/2

)
veces.
Si η(a) = −1, p ≡ 1 mód 4, notando que solo ocurre un cambio de signo en
las valores de Ra,b y aplicando nuevamente el Teorema 2.18 del Capı́tulo 1, para
η(a) = −1, y procediendo de manera similar se tiene que,

w(Ca,b) = (p− 1)pn−1 − (p− 1)pn/2−1,

ocurre,
pn − 1

2

(
1
p

(q + (p− 1)q1/2)− 1
)

+
pn − 1

2
=
pn − 1

2p

(
q + (p− 1)q1/2

)
veces. Similarmente,

w(Ca,b) = (p− 1)pn−1 + pn/2−1,

ocurre,

q −
(

1
p

(q + (p− 1)q1/2)
)

=
p− 1
p

(
q − q1/2

)
veces.
El caso p ≡ 3 mód 4 es similar al caso anterior al considerar η(a) = 1, η(a) = −1
y m ≡ 0 mód 4, pues no se ven afectados los valores de Ra,b y |{x ∈ Fq :
TrFq/Fp

(ax2) = 0}|.
Si m ≡ 2 mód 4, únicamente ocurren cambios de signo, pero éstos no afectan
el resultado al considerar los casos η(a) = 1 y η(a) = −1. Por consiguiente la
afirmación del teorema queda probada. �

2. Esquemas de compartición de secretos basados en funciones
perfectamente no-lineales

Los esquemas de compartición de secretos fueron introducidos por G. R. Blakey
([2]) y A. Shamir ([33]) en el año de 1979. En los esquemas de compartición de
secretos, se considera un secreto en la responsabilidad de varias entidades, tal que
con cierto número de estas el secreto puede ser recuperado, pero este secreto no se
puede obtener con un número menor de participantes. Un encargado o repartidor
asigna una parte del secreto a cada una de las entidades. En un banco por ejemplo,
existe una bóveda que debe ser abierta todo los dı́as, para esto el banco emplea tres
personas de modo que al faltar al menos una de estas personas, la bóveda no puede
ser abierta. En criptografı́a visual, al sobreponer un número finito de láminas se
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puede reconocer una imagen de tal modo que con un menor número de estas lámi-
nas esto no es posible. Existen varios esquemas de compartición de secretos, por
ejemplo el esquema Threshold de Shamir, el cual puede consultarse en [36].

3. Esquemas de compartición de secretos, método de Massey

Hay varias formas de usar los códigos lineales para construir un esquema de
compartición de secretos. Uno es el descrito por James L. Massey ([26], ver tam-
bién [6]).

El método desarrollado por Massey se puede describir de la siguiente forma:
SeaG = (g0,g1, . . . ,gn−1) una matriz generadora de un [n, k, d]q código
lineal C. Se considerarán todos los vectores columna de la matriz gener-
adora, distintos de cero.
En el esquema de compartición de secretos basado en C, el secreto es un
elemento de Fq elegido aleatoriamente. Fq es llamado el espacio de secre-
tos.
Se tienen n− 1 participantes P1, P2, . . . , Pn−1 y un encargado P0.
Para calcular las acciones (parte del secreto) con respecto al secreto s, el
encargado elige aleatoriamente un vector

u = (u0, . . . , uk−1) ∈ Fkq
tal que s = ug0. Hay en total qk−1 de tales vectores u ∈ Fkq pues ug0 es
una función lineal.
El elemento u se toma como un vector de información y se determina el
vector codificado

uG = u(g0,g1, . . . ,gn−1) = (ug0, ug1, . . . , ugn−1)
= (t0, t1, . . . , tn−1) = t.

El encargado asigna ti al participante Pi como su acción para cada i ≥ 1,
en donde la acción es una parte de la información del secreto.

Nótese que t0 = ug0 = s.

El siguiente resultado, el cual proporciona una relación entre las acciones y las
columnas de la matriz generadora del código lineal que se está considerando, se
refiere para toda u ∈ Fkq tal que ug0 = s, donde el secreto s es fijo, por lo tanto
en el siguiente resultado y para los que se deriven de este, se sobreentenderá este
hecho. Más adelante se dará un ejemplo de esta situación. Nótese que los conjuntos
de acciones

{ti1 , . . . , tim},
no necesariamente son los mismos al considerar distintos valores de u, pero el
conjunto de participantes si lo es.

TEOREMA 3.1. ([26],[6]) Las acciones

(ti1 , ti2 , . . . , tim) = u(gi1 , . . . ,gim),
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donde G = (g0,g1, . . . ,gn−1) es la matriz generadora de un código lineal, deter-
minan el secreto sı́ y sólo si g0 es una combinación lineal de gi1 , . . . ,gim .

DEMOSTRACIÓN.
⇐) Si g0 es una combinación lineal de gi1 , . . . ,gim , entonces,

g0 = ci1gi1 + · · ·+ cimgim ,

de lo cual se sigue que,

ug0 = uci1gi1 + · · ·+ ucimgim ,

lo cual implica que,
s = ci1ti1 + · · ·+ cimtim .

⇒) Si s = ci1ti1 + · · ·+ cimtim , entonces,

ug0 = ci1ugi1 + · · ·+ cimugim ,

luego,
s = ug0 = u(ci1gi1 + · · ·+ cimgim).

Por lo tanto,
g0 = ci1gi1 + · · ·+ cimgim

pues tenemos dos funciones lineales iguales, ya que esta igualdad se da para toda
u ∈ Fkq tal que s = ug0. �

Utilizando el teorema anterior se tiene el siguiente resultado, el cual nos da una
relación con el código dual del código que se está considerando.

COROLARIO 3.2. ([26],[6]) SeaG una matriz generadora de un [n, k]q código
lineal C. En el esquema de compartición de secretos basado en C, un conjunto de
acciones {ti1 , ti2 , . . . , tim} determinan el secreto sı́ y sólo si existe una palabra

(1, 0, . . . , 0, ci1 , 0, . . . , 0, cim , 0, . . . , 0) (∗)
en el código dual C⊥, donde se tiene que cij 6= 0 para al menos una j, 1 ≤ i1 <
· · · < im ≤ n− 1 y 1 ≤ m ≤ n− 1.

DEMOSTRACIÓN. Nótese que G es una matriz verificadora de paridad del código
dual C⊥. Para una palabra de la forma (∗) en C⊥ se tiene que,

G(1, 0, . . . , 0, ci1 , 0, . . . , 0, cim , 0, . . . , 0)⊥

= (g0,g1, . . . ,gn−1)(1, 0, . . . , 0, ci1 , 0, . . . , 0, cim , 0, . . . , 0)⊥ = 0

sı́ y sólo si,
g0 + ci1gi1 + · · ·+ cimgim = 0,

o equivalentemente,
g0 = −ci1gi1 − · · · − cimgim ,

y de aquı́, utilizando el Teorema 3.1 se tiene el resultado. �

Si un grupo de participantes puede recuperar el secreto combinando sus ac-
ciones, entonces cualquier grupo de participantes conteniendo este grupo puede
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también recuperar el secreto.

Se puede dar una relación más estrecha con el código dual, para esta relación
se requieren los siguientes conceptos ([6]):

Un grupo de participantes es llamado “conjunto de acceso mı́nimo” si el-
los pueden recuperar el secreto con sus acciones, pero cualquier subgrupo
propio de este no lo puede hacer.
El soporte de un vector c = (c1, . . . , cn) ∈ Fnq es definido por

sop(c) = {1 ≤ i ≤ n : ci 6= 0}.

Una palabra c2 se dice que cubre a una palabra c1, si el soporte de c2

contiene al de c1.
Una palabra c es llamada mı́nima si sólo cubre a múltiplos no cero de ella.

COROLARIO 3.3. ([26],[6]) Sea C un [n, k]q código lineal. En el esquema de
compartición de secretos basado enC, existe una correspondencia uno a uno entre
la familia de conjuntos de acceso mı́nimo y el conjunto de palabras mı́nimas del
código dual C⊥ cuya primera entrada es 1.

DEMOSTRACIÓN. Sea A un conjunto de acceso mı́nimo y

t = {ti1 , ti2 , . . . , tim}

su respectivo conjunto de acciones, luego t determina el secreto. Entonces por el
Corolario 3.2 hay una palabra

c = (1, 0, . . . , 0, ci1 , 0, . . . , 0, cim , 0, . . . , 0)

en el código C⊥ tal que s = −ci1ti1 − · · · − cimtim . Además cij 6= 0 ∀j tal
que 1 ≤ j ≤ m. Más aún c es una palabra mı́nima del código dual C⊥, pues
los coeficientes de las acciones correspondientes a conjuntos de acceso mı́nimo
siempre son distintos de cero, ya que si un coeficiente cij fuese cero, se podrı́a
suprimir el participante correspondiente a ese coeficiente.

Si c es una palabra mı́nima de C⊥ con 1 en la primera entrada, digamos c
= (1, 0, . . . , 0, ci1 , 0, . . . , 0, cim , 0, . . . , 0), cij 6= 0, ∀j ∈ {1, . . . ,m}, por el Coro-
lario 3.2 existe un conjunto de acciones t = {ti1 , ti2 , . . . , tim} que determinan
el secreto s considerado. A este conjunto le corresponde un conjunto de acceso
mı́nimo, ya que si se prescinde de uno de estos participantes, nuevamente por el
Corolario 3.2, se tendrı́a una palabra contenida propiamente en c. �

Los conceptos anteriores se pueden ilustrar con el siguiente ejemplo. Con-
sidérese el código lineal binario [7, 4, 3] de Hamming H, cuya matriz verificadora
de paridad es

H =

1 1 0 1 1 0 0
1 0 1 1 0 1 0
0 1 1 1 0 0 1

 ,
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y matriz generadora,

G =


1 0 0 0 1 1 0
0 1 0 0 1 0 1
0 0 1 0 0 1 1
0 0 0 1 1 1 1

 .

Considérese un esquema sobre H⊥ y elegimos u = (1, 0, 1). Ya que H es una
matriz generadora para H⊥, entonces s = (1, 0, 1) · (1, 1, 0). Si se desea conocer
los conjuntos de acceso mı́nimo, una forma, es determinando las palabras mı́nimas
con uno en la primera entrada del código linealH:

H =



(1, 0, 0, 1, 0, 0, 1), (1, 0, 0, 0, 1, 1, 0), (0, 1, 0, 0, 1, 0, 1),
(0, 0, 1, 0, 0, 1, 1), (0, 1, 0, 1, 0, 1, 0), (0, 0, 1, 1, 1, 0, 0),
(1, 1, 1, 0, 0, 0, 0), (1, 0, 1, 0, 1, 0, 1), (0, 1, 1, 0, 1, 1, 0),
(1, 0, 1, 1, 0, 1, 0), (0, 1, 1, 1, 0, 0, 1), (0, 0, 0, 1, 1, 1, 1),
(1, 1, 0, 1, 1, 0, 0), (1, 1, 0, 0, 0, 1, 1), (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0),
(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1).


.

Es fácil ver que todas las palabras con uno en la primera entrada son palabras
mı́nimas, a excepción de la palabra (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1).

Sean {t1, t2, t3, t4, t5, t6} las acciones de los respectivos participantes

{P1, P2, P3, P4, P5, P6}.

Entonces,
s = 1 = t3 + t6

= t4 + t5
= t2 + t3
= t2 + t4 + t6
= t2 + t3 + t5
= t1 + t3 + t4
= t1 + t5 + t6,

son las combinaciones de todos los conjuntos de acceso mı́nimo. Para el elemento
u = (1, 0, 1) se tiene t1 = 0, t2 = 1, t3 = 0, t4 = 1, t5 = 0, t6 = 1. Podrı́amos
pensar que podemos suprimir t3 en la primera combinación, pues t3 = 0. Pero
si consideramos u = (1, 0, 0), entonces s = 1, t3 = 1 y t6 = 0. Obsérvese que
(1, 0, 0) es una elemento tal que (1, 0, 0) · (1, 1, 0) = 1. Sin embargo este no es
un buen ejemplo de esquema, pues cualquier atacante tiene probabilidad 1/2 de
descubrir el secreto.

La estructura de acceso de un esquema de compartición de secretos, son los
conjuntos de acceso mı́nimo que determinan el secreto. Gracias a los resultados
anteriores, para determinar la estructura de acceso del esquema de compartición
de secretos basado en un código lineal, solo se necesita determinar el conjunto de
palabras mı́nimas cuya primera coordenada es 1 del código dual. Sin embargo, no
en todos los casos es posible determinar el conjunto de las palabras mı́nimas. Es
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un problema abierto el determinar el conjunto de todas las palabras mı́nimas de un
código lineal ([6]).

3.1. La estructura de acceso mı́nimo del esquema de compartición de
secretos. Se ha descrito la construcción general de un esquema de compartición
de secretos basado en un código lineal C. Procediendo del mismo modo se puede
ver que también tenemos un esquema de compartición de secretos basado en el
código dual C⊥.

TEOREMA 3.4. ([6]) Sea C un [n, k, d]q código lineal y

G = (g0,g1, . . . ,gn−1)

una matriz generadora. Si cada palabra no cero de C es mı́nima, entonces en el
esquema de compartición de secretos basado en C⊥ se tiene que:

1. Hay en total qk−1 conjuntos de acceso mı́nimo.
2. Cuando d⊥ = 2, la estructura de acceso es la siguiente:

a) Si gi es un múltiplo de g0, 1 ≤ i ≤ n− 1, entonces el participante
Pi, está incluido en todo conjunto de acceso mı́nimo.

b) Si gi, no es un múltiplo de g0, 1 ≤ i ≤ n − 1, entonces el partici-
pante Pi está incluido en (q − 1)qk−2 conjuntos de acceso mı́nimo.

3. Si d⊥ ≥ 3, para cualquier t fija tal que

1 ≤ t ≤ mı́n{k − 1, d⊥ − 2},

se tiene que todo grupo de t participantes está incluido en

(q − 1)tqk−(t+1)

conjuntos de acceso mı́nimo.

DEMOSTRACIÓN. Veamos primero que el número total de conjuntos de acceso
mı́nimo es qk−1. Se está trabajando con un esquema de compartición de secretos
basado en C⊥, luego para calcular el número total de conjuntos de acceso mı́ni-
mo, sólo se necesita calcular el número de palabras mı́nimas de C, cuya primera
coordenada es 1. Recordar que se está suponiendo que toda columna de cualquier
matriz generadora no es la columna cero, luego g0 6= 0. Por lo tanto el producto
interior ug0 toma cada elemento de F∗q exactamente qk−1 veces cuando u corre
sobre todos los elementos distintos de cero de Fkq , pues es una función lineal.

Supóngase ahora que d⊥ = 2. Determinemos la estructura de acceso mı́ni-
mo basado en C⊥. Para cualquier 1 ≤ i ≤ n − 1, si gi = ag0 para algún
a ∈ F∗q , entonces ug0 = 1 implica que ugi = a 6= 0. Por lo tanto el partic-
ipante Pi está en todo conjunto de acceso mı́nimo, ya que en cualquier palabra
(1, 0, . . . , 0, ci1 , 0, . . . , 0, cim , 0, . . . , 0) (cuya primera entrada es 1) de C, siempre
será distinto de cero la i-ésima entrada, luego por el Corolario 3.3, todo conjunto
que determine el secreto siempre incluirá a la acción ti. En particular al conjunto
de acciones que provienen de un conjunto de participantes de acceso mı́nimo.
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Si gi no es un múltiplo de g0, para cualquier 1 ≤ i ≤ n − 1 se tiene que
(ug0, ugi) toma cada elemento de F2

q , q
k−2 veces cuando el vector corre sobre Fkq

(pues la operación u · (g0,g1) es una función lineal con contradominio F2
q). Luego,

|{u : (ug0 6= 0, ugi 6= 0)}| = (q − 1)2qk−2

y
|{u : (ug0 = 1, ugi 6= 0)}| = (q − 1)qk−2.

Recordando que los elementos distintos de cero de C son palabras mı́nimas, en-
tonces como ug0 = 1 y ugi 6= 0 son coordenadas de las palabras de C, luego por
el corolario anterior existen precisamente (q−1)qk−2 conjuntos de acceso mı́nimo
en el cual Pi está implicado.

Supóngase que d⊥ ≥ 3 y 1 ≤ t ≤ mı́n{k − 1, d⊥ − 2}. Consideremos 1 ≤
i1 < i2 < · · · ≤ n− 1 un conjunto de enteros positivos. Entonces,

g0,gi1 ,gi2 , . . . ,git ,

son linealmente independientes y

(ug0, ugi1 , ugi2 , . . . , ugit),

toma cada elemento de Ft+1
q , qk−(t+1) veces, cuando u corre sobre Fkq . Luego

|{u : (ug0 6= 0, ugi1 6= 0, . . . , ugit 6= 0)}| = (q − 1)t+1qk−(t+1)

y
|{u : (ug0 = 1, ugi1 6= 0, . . . , ugit 6= 0)}| = (q − 1)tqk−(t+1).

Donde similar a las observaciones anteriores, se puede decir que el número de
conjuntos de acceso mı́nimo donde Pi es incluido es

(q − 1)tqk−(t+1).

�

En vista del resultado anterior, hay un interesante problema de construir códi-
gos donde cada palabra no cero sea una palabra mı́nima.

TEOREMA 3.5. ([6]) Sea C un [n, k]q código lineal, wmı́n y wmáx los pesos
mı́nimo y máximo no cero respectivamente de las palabras del código. Si

wmı́n
wmáx

>
q − 1
q

,

entonces cada palabra no cero de C es una palabra mı́nima.

DEMOSTRACIÓN. Supóngase que

u = (u0, u1, . . . , un−1) cubre v = (v0, v1, . . . , vn−1)

y que u no es un múltiplo de v. Entonces,

wmı́n ≤ w(v) ≤ w(u) ≤ wmáx.
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Por otro lado, sea t ∈ F∗q y mt = |{i : vi 6= 0, ui = tvi}|, luego,∑
t∈F∗q

mt = w(v),

por lo que existe t ∈ F∗q tal que mt ≥ w(v)
q−1 , pues se está dividiendo w(v) en q − 1

partes y hay q − 1 términos de la forma mt sumándose. Si todos los términos son
menores a cada una de las partes iguales en que se dividió w(v), entonces no se
tendrı́a la igualdad anterior, pues u cubrirı́a a v, y de aquı́,

w(u− tv) = w(u)−mt ≤ w(u)− w(v)
q − 1

≤ wmáx −
wmı́n
q − 1

<
q

q − 1
wmı́n −

wmı́n
q − 1

= wmı́n,

lo cual es una contradicción. Por lo tanto si u cubre a v, entonces u es múltiplo de
v, para u y v arbitrarios con esta propiedad. Por lo tanto cada palabra no cero de
C es una palabra mı́nima. �

3.2. Esquemas de compartición de secretos. Al utilizar las propiedades de
los códigos lineales construidos en base a funciones bent, se puede obtener la es-
tructura de acceso de los esquemas de compartición de secretos basados en estos
códigos.

TEOREMA 3.6. ([6]) Consideremos C el código lineal de la definición 1.1. Si
ph < (pn/2 + 1)/2, entonces las palabras del código C son mı́nimas.

DEMOSTRACIÓN.
wmı́n
wmáx

≥ pn − pn/2

pn + pn/2
=
pn/2 − 1
pn/2 + 1

>
ph − 1
ph

.

Por otro lado,
ph < (pn/2 + 1)/2,

entonces,
ph − 1 < (pn/2 − 1)/2,

lo cual implica que,

pn/2 − 1
2

+ (ph − 1)(
pn/2 − 1

2
) > ph − 1 + (ph − 1)(

pn/2 − 1
2

),

de esta expresión tenemos que,

(
pn/2 − 1

2
)(ph − 1 + 1) > (ph − 1)(

pn/2 − 1
2

+ 1),

luego,
pn/2−1

2
pn/2−1

2 + 1
>

ph − 1
ph − 1 + 1

.

Por lo tanto,
pn/2 − 1
pn/2 + 1

>
ph − 1
ph

.



66 4. CÓDIGOS LINEALES Y ESQUEMAS DE COMPARTICIÓN DE SECRETOS

Entonces por el Teorema 3.5, todas las palabras son mı́nimas. �

TEOREMA 3.7. ([6]) Sea C el código lineal de la definición 1.1 y una matriz
generadora G = (g0,g1, . . . , gpn−2). Si ph < (pn/2 + 1)/2, entonces en el esque-
ma de compartición de secretos basado en C⊥, el número total de participantes es
pn − 2 y hay en total p2n−h conjuntos de acceso mı́nimo.

1. Cuando d⊥ = 2, si gi es un múltiplo de g0, 1 ≤ i ≤ pn − 2, entonces el
participante Pi está incluido en todo conjunto de acceso mı́nimo.

Si gi no es un múltiplo de g0, 1 ≤ i ≤ pn−2, entonces el participante
Pi está incluido en

(ph − 1)p2n−2h

conjuntos de acceso mı́nimo.
2. Si d⊥ ≥ 3, para t fija tal que 1 ≤ t ≤ mı́n{(2n/h) − 1, d⊥ − 2}, todo

grupo de t participantes está incluido en

(ph − 1)tp2n−(t+1)h

conjuntos de acceso mı́nimo.

DEMOSTRACIÓN. La afirmación se sigue del Teorema 3.6 y el Teorema 3.4. �

Se tiene el siguiente ejemplo:
Sea C el código lineal de la definición 1.1, con los campos F33 y F3, en donde

F (x) = x2 es la función bent. La matriz generadora del código C está dada por
G =


| 1 2 1 0 2 0 0 2 2 0 1 1 1 1 2 0 0 1 1 2
| 1 0 0 1 2 2 0 2 1 2 1 2 2 2 0 2 0 1 2 0

I6 | 0 1 0 0 1 2 2 0 2 1 2 1 2 2 2 0 2 0 1 2
| 1 2 2 0 2 1 2 1 2 2 2 0 2 0 1 2 0 0 1 0
| 0 1 2 2 0 2 1 2 1 2 2 2 0 2 0 1 2 0 0 1
| 2 1 0 2 0 0 2 2 0 1 1 1 1 2 0 0 1 1 2 1

 ,
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y la matriz generadora del código C⊥, está dada por H =

| 2 2 0 2 0 1
| 1 0 2 1 2 2
| 2 0 0 1 1 0
| 0 2 0 0 1 1
| 1 1 2 1 0 0
| 0 1 1 2 1 0
| 0 0 1 1 2 1
| 1 1 0 2 1 1

I20 | 1 2 1 1 2 0
| 0 1 2 1 1 2
| 2 2 1 1 1 2
| 2 1 2 0 1 2
| 2 1 1 1 0 2
| 2 1 1 0 1 1
| 1 0 1 2 0 0
| 0 1 0 1 2 0
| 0 0 1 0 1 2
| 2 2 0 0 0 2
| 2 1 2 2 0 1
| 1 0 1 0 2 2



.

Considérese el esquema sobre C⊥. Si se desea conocer los conjuntos de acceso
mı́nimo, una forma, es determinando las palabras mı́nimas con uno en la primera
entrada del código lineal C. El código lineal C tiene 243 palabras mı́nimas con uno
en la primera entrada, por lo que es el número de conjuntos de acceso mı́nimo que
se tiene en el esquema. Aquı́ escribimos algunas palabras mı́nimas:

(1, 1, 1, 2, 0, 0, 1, 1, 2, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 2, 1, 0, 2, 0, 0, 2, 2, 0, 1)
(1, 1, 0, 0, 1, 0, 2, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 2, 0, 2, 2, 0, 2, 2, 0, 0),
(1, 1, 1, 0, 1, 0, 2, 1, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 0, 2, 0, 0, 2, 1, 1, 0, 1, 2, 1, 2),
(1, 0, 2, 0, 2, 0, 1, 0, 2, 1, 1, 2, 0, 0, 2, 0, 0, 1, 2, 0, 0, 2, 2, 1, 0, 2),
(1, 1, 2, 0, 2, 0, 2, 0, 2, 2, 0, 1, 0, 2, 0, 2, 1, 0, 1, 2, 0, 1, 2, 2, 2, 2),
(1, 1, 0, 0, 2, 0, 2, 1, 2, 2, 1, 0, 2, 2, 2, 0, 0, 1, 0, 1, 2, 1, 1, 2, 0, 1),
(1, 2, 0, 0, 2, 0, 0, 1, 2, 0, 0, 2, 2, 1, 0, 2, 1, 0, 2, 0, 2, 0, 1, 0, 2, 1),
(1, 0, 0, 0, 2, 0, 1, 1, 2, 1, 2, 1, 2, 0, 1, 1, 2, 2, 1, 2, 2, 2, 1, 1, 1, 1),
(1, 0, 0, 0, 2, 1, 0, 2, 2, 0, 2, 1, 1, 2, 1, 2, 0, 0, 2, 1, 2, 2, 2, 2, 0, 2),
(1, 1, 0, 0, 2, 1, 1, 2, 2, 1, 1, 0, 1, 1, 2, 1, 1, 2, 1, 0, 2, 1, 2, 0, 2, 2),
(1, 2, 0, 0, 2, 1, 2, 2, 2, 2, 0, 2, 1, 0, 0, 0, 2, 1, 0, 2, 2, 0, 2, 1, 1, 2),
(1, 2, 1, 0, 2, 1, 2, 0, 2, 2, 1, 1, 0, 0, 2, 1, 1, 2, 2, 1, 1, 0, 1, 1, 2, 1),
(1, 0, 1, 0, 2, 1, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 0, 2, 0, 0, 2, 1, 1, 0, 1, 2, 1, 2, 1, 1),
(1, 1, 1, 0, 2, 1, 1, 0, 2, 1, 2, 2, 0, 1, 1, 2, 0, 0, 0, 2, 1, 1, 1, 0, 0, 1),
(1, 1, 2, 0, 2, 1, 1, 1, 2, 1, 0, 1, 2, 1, 0, 0, 2, 1, 2, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 0),
(1, 2, 2, 0, 2, 1, 2, 1, 2, 2, 2, 0, 2, 0, 1, 2, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0),
(1, 0, 2, 0, 2, 1, 0, 1, 2, 0, 1, 2, 2, 2, 2, 1, 1, 2, 0, 2, 0, 2, 0, 2, 2, 0),
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(1, 0, 2, 1, 2, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 2, 2, 2, 1, 1, 0, 2, 0, 0),
(1, 1, 2, 1, 2, 1, 2, 0, 1, 1, 2, 2, 1, 2, 2, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 2, 0),
(1, 2, 2, 1, 2, 1, 0, 0, 1, 2, 1, 1, 1, 1, 0, 1, 2, 0, 0, 0, 1, 2, 0, 1, 1, 0).

Por el Corolario 3.3 para cada palabra mı́nima con uno en la primera entrada
se tiene un conjunto de acceso mı́nimo, el cual está formado por las acciones cor-
respondientes a las entradas distintas de cero. Al expresar el secreto s como com-
binación lineal de las acciones, como coeficientes se consideran los negativos de
las entradas distintas de cero de cada palabra mı́nima correspondiente con uno en
la primera entrada. Por ejemplo la primera palabra de la lista anterior corresponde
al siguiente conjunto de acceso mı́nimo:
{t1, t2, t3, t6, t7, t8, t9, t15, t16, t17, t19, t22, t23, t25}.

Si s es un secreto (elegido de F3), entonces las combinaciones lineales de las
acciones de los conjuntos de acceso mı́nimo correspondientes a las primeras tres
palabras de la lista anterior están dadas por
s = 2t1 +2t2 + t3 +2t6 +2t7 + t8 +2t9 +2t15 + t16 +2t17 + t19 + t22 + t23 +2t25,
s = 2t1+2t4+t6+2t10+2t11+2t12+2t14+2t15+2t16+t17+t19+t20+t22+t23,
s = 2t1+2t2+2t4+t6+2t7+t10+t15+t18+2t19+2t20+2t22+t23+2t24+t25.

Si por ejemplo s = 1, cada una de estas combinaciones lineales deben ser
satisfechas para toda u ∈ F20

3 , tal que

u · (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 2, 2, 0, 2, 0, 1) = 1,

es decir, el producto de u y la primera columna de la matriz generadora de C⊥.
Nótese que para cada elemento u, los valores de las acciones no son las mis-
mas, pues esa misma u al muliplicarse por cada una de las columnas de la ma-
triz generadora de C⊥ se obtiene una correspondiente acción. Por ejemplo, si u =
(1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), entonces todas las acciones son
igual a cero, a excepción de t20 = 2, t21 = 2, t23 = 2, t25 = 1. Si u =
(1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), entonces todas las acciones son
igual a cero, a excepción de t1 = 1, t21 = 2, t22 = 2, t24 = 2. Si u = (1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0),
entonces todas las acciones son igual a cero, a excepción de t1 = 1, t2 = 1,
t20 = 2, t21 = 2, t22 = 2, t23 = 1. Puede observarse que cualquiera de los
tres conjuntos de acciones anteriores satisface las combinaciones antes escritas si
s = 1.



Capı́tulo 5

Construcción de códigos lineales y esquemas de
compartición de secretos basados en funciones casi-bent

En este capı́tulo se presentan resultados análogos a los obtenidos en el Capı́tu-
lo 4 (p 6= 2), ya que se presenta el caso p = 2, es decir, utilizando funciones
F : F2n → F2n , por lo que es necesario considerar las llamadas funciones casi-
bent ([13]) (para la construcción de códigos lineales y esquemas de compartición
de secretos en base a estas funciones). Se inicia dando la construcción de códigos
lineales en base a las funciones casi-bent obteniendo sus parámetros y posterior-
mente se da la construcción de esquemas de compartición de secretos utilizando
estos códigos lineales siguiendo el método de Massey. Más aún se presentan dos
extensiones de estos esquemas cuando el espacio secreto es F2.

1. Construcción de códigos lineales en base a funciones casi-bent

En esta sección se da la construcción de códigos lineales basados en funciones
casi-bent.
Construcción n = hr, h > 1.

DEFINICIÓN 1.1. Si F : F2n → F2n , n = hr impar, es una función casi-bent,
sean a, b ∈ F2n ,

Fa,b(x) := aF (x) + bx

y
Ca,b := (TrF2n/F

2h
(Fa,b(γ))γ∈F∗2n

).

Se define
C := {Ca,b : a, b ∈ F2n} ⊆ F2n−1

2h .

Es fácil ver que C es un código lineal sobre F2h . Nótese que las funciones
Fa,b(x) := aF (x) + bx son también funciones casi-bent.

TEOREMA 1.2. La dimensión del código lineal C de la Definición 1.1 es 2n/h,
y una base está dada por el conjunto

D = {C1,0, Cα,0, . . . , Cαr−1,0, C0,1, C0,α, . . . , C0,αr−1},

donde r = n/h y α es un elemento primitivo de F2n sobre F2h .

DEMOSTRACIÓN. Analicemos la dimensión del código. Para esto, veamos que el
conjunto

D = {C1,0, Cα,0, . . . , Cαr−1,0, C0,1, C0,α, . . . , C0,αr−1},
69
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es una base para este código. Probar que D genera C es equivalente a ver que el
conjunto

E = {TrF2n/F
2h

(F1,0(x)), T rF2n/F
2h

(Fα,0(x)), . . . , T rF2n/F
2h

(Fαr−1,0(x)),

T rF2n/F
2h

(F0,1(x)), T rF2n/F
2h

(F0,α(x)), . . . , T rF2n/F
2h

(F0,αr−1(x))},
genera al subespacio

{TrF2n/F
2h

(Fa,b(x)) : a, b ∈ F2n},

y la prueba es similar a la del Teorema 1.4 del capı́tulo anterior.

Probar que el conjunto D es linealmente independiente es equivalente a de-
mostrar que el conjunto E es linealmente independiente sobre F2h .

Sean,
d0, d1, . . . , dr−1, e0, e1, . . . , er−1 ∈ F2h .

Si

d0TrF2n/F
2h

(F1,0(x)) + d1TrF2n/F
2h

(Fα,0(x)) + · · ·
+dr−1TrF2n/F

2h
(Fαr−1,0(x)) + e0TrF2n/F

2h
(F0,1(x))

+e1TrF2n/F
2h

(F0,α(x)) + · · ·+ er−1TrF2n/F
2h

(F0,αr−1(x)) = 0

∀x ∈ F∗2n ,

se tiene que,

TrF2n/F
2h

((d01 + d1α+ · · ·+ dr−1α
r−1)F (x)

+(e01 + e1α+ · · ·+ er−1α
r−1)x) = 0 ∀x ∈ F∗2n .

Considérense,

θ1 = d01 + d1α+ · · ·+ dr−1α
r−1 y θ2 = e01 + e1α+ · · ·+ er−1α

r−1.

Si θ1 = 0 y θ2 6= 0,
TrF2n/F

2h
(θ2x) = 0 ∀x ∈ F∗2n ,

lo cual no es posible pues la función traza es balanceada. Si θ1 6= 0 y θ2 6= 0,

TrF2n/F
2h

(θ1F (x) + θ2x) = 0 ∀x ∈ F∗2n ,

luego,

TrF2n/F2
(θ1F (x) + θ2x) = TrF

2h/F2
(TrF2n/F

2h
(θ1F (x) + θ2x)) = 0

∀x ∈ F∗2n lo cual no es posible, pues como F es casi-bent,

|{x|TrF2n/F2
(θ1F (x) + θ2x) = 1}| ∈ {2n−1, 2n−1 ± 2

n−1
2 },

ya que si λF (b, a) = ζ̂aF (b) = 2
n+1

2 y se define,

A = |{x : TrF
2h/F2

(aF (x) + bx) = 1}|
y

B = |{x : TrF
2h/F2

(aF (x) + bx = 0)}|,
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se tiene,

B −A = λF (b, a) = 2
n+1

2 ,

y por lo tanto,

A = B − 2
n+1

2 = 2n −A− 2
n+1

2 ,

lo cual implica,

A =
2n − 2

n+1
2

2
= 2n−1 − 2

n−1
2 .

Si λF (b, a) = −2
n+1

2 , entonces,

B −A = ζ̂aF (b) = −2
n+1

2

implica,

A = B + 2
n+1

2 = 2n −A+ 2
n+1

2 ,

y por consiguiente,

A =
2n + 2

n+1
2

2
= 2n−1 + 2

n−1
2 .

Si λF (a, b) = 0, entonces, B −A = 0, lo cual implica, B = A y por lo tanto,

A = 2n−1.

Si θ1 6= 0 y θ2 = 0, entonces,

TrF2n/F
2h

(θ1F (x)) = 0 ∀x ∈ F∗2n ,

y
TrF2n/F2

(θ1F (x)) = TrF
2h/F2

(TrF2n/F
2h

(θ1F (x))) = 0 ∀x ∈ F∗2n ,

lo cual no es posible pues como F es casi-bent, entonces,

|{x|TrF2n/F2
(θ1F (x)) = 1}| ∈ {2n−1, 2n−1 ± 2

n−1
2 }.

Por lo tanto θ1 = 0 y θ2 = 0, y ya que {1, α, α2, . . . , αr−1} es una base de F2n

sobre F2h , se tiene que,

d0 = d1 = · · · = dr−1 = e0 = e1 = · · · = er−1 = 0.

Por lo que el código lineal C es de dimensión 2n/h. �

En el siguiente resultado se da una cota del peso mı́nimo del código dual del
código lineal de la Definición 1.1. En particular este resultado permitirá cono-
cer ciertas caracterı́sticas del esquema de compartición de secretos que se cons-
truirá usando el método de Massey a partir de este código.

TEOREMA 1.3. ([7]) Sea C el código lineal de la Definición 1.1. Entonces C⊥
tiene peso mı́nimo mayor o igual que 5.
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DEMOSTRACIÓN. Sabemos que

{C1,0, Cα,0, . . . , Cαr−1,0, C0,1, C0,α, . . . , C0,αr−1}

es una base para C, luego,

G =



C1,0

Cα,0
...

Cαr−1,0

C0,1

C0,α
...

C0,αr−1


=



TrF2n/F
2h

(F (1)) TrF2n/F
2h

(F (α)) · · · TrF2n/F
2h

(F (α2n−2))
TrF2n/F

2h
(αF (1)) TrF2n/F

2h
(α F (α)) . . . T rF2n/F

2h
(αF (α2n−2))

...
...

. . .
...

TrF2n/F
2h

(αr−1F (1)) TrF2n/F
2h

(αr−1F (α)) · · · TrF2n/F
2h

(αr−1F (α2n−2))
TrF2n/F

2h
(1) TrF2n/F

2h
(α) · · · TrF2n/F

2h
(α2n−2)

TrF2n/F
2h

(α1) TrF2n/F
2h

(αα) . . . T rF2n/F
2h

(αα2n−2)
...

...
. . .

...
TrF2n/F

2h
(αr−11) TrF2n/F

2h
(αr−1α) · · · TrF2n/F

2h
(αr−1α2n−2)


,

es una matriz generadora para C. Obsérvese que ninguna columna de la matriz G
es cero, pues si suponemos que la columna j+ 1, j = 0, . . . , 2n− 2, es la columna
cero, entonces,

TrF2n/F
2h

(αj) = TrF2n/F
2h

(αj+1) = · · · = TrF2n/F
2h

(αj+r−1) = 0,

y de aquı́, si x es un elemento arbitrario de F∗2n ,

x = e01 + e1α+ · · ·+ er−1α
r−1,

T rF2n/F
2h

(αjx) = e0TrF2n/F
2h

(αj) + e1TrF2n/F
2h

(αj+1) + · · ·

+er−1TrF2n/F
2h

(αj+r−1) = 0, ∀x⇒ αj = 0,

lo cual es una contradicción.
Si dos columnas de G son iguales, digamos las columnas i + 1 y j + 1, y sin

pérdida de generalidad se supone que i < j, entonces,

TrF2n/F
2h

(αj − αi) = TrF2n/F
2h

(αj+1 − αi+1) = · · ·

= TrF2n/F
2h

(αj+r−1 − αi+r−1) = 0,

de aquı́, si x es un elemento arbitrario de F∗2n ,

x = e01 + e1α+ · · ·+ er−1α
r−1,
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y por lo tanto,

TrF2n/F
2h

((αj − αi)x) = e0TrF2n/F
2h

(αj − αi)

+e1TrF2n/F
2h

(αj+1 − αi+1) + · · ·+ er−1TrF2n/F
2h

(αj+r−1 − αi+r−1)

= 0, ∀x,
y de aquı́ αj−αi = 0, luego αj = αi, lo cual es también una contradicción. Como
G es una matriz generadora para C, entonces es una matriz verificadora de paridad
para C⊥, por lo tanto,

x ∈ C⊥ sı́ y sólo si Gxt = 0,
luego, si una palabra de x ∈ C⊥ tiene peso 1, implica que una columna de G es
cero, lo cual no es posible. Si una palabra x ∈ C⊥ tiene peso 2, implica que 2
columnas de G son iguales, lo cual también es una contradicción. Por lo tanto el
código lineal C tiene peso mı́nimo mayor que 2.

Si C⊥ tiene peso mı́nimo 4, sea c = (c1, c2, c3, c4, . . . , 0) ∈ C⊥ tal que sin
pérdida de generalidad las primeras cuatro coordenadas son distintas de cero y las
demás igual a cero. Entonces,

c1TrF2n/F2
(aF (x1) + bx1) + c2TrF2n/F2

(aF (x2) + bx2)

+c3TrF2n/F2
(aF (x3) + bx3) + c4TrF2n/F2

(aF (x4) + bx4) = 0

para toda (a, b) ∈ F2n×F2n , donde x1, x2, x3 y x4 son elementos distintos de F∗2n .
Entonces,

TrF2n/F2
(bx1) + TrF2n/F2

(bx2) + TrF2n/F2
(bx3) + TrF2n/F2

(bx4) = 0

para toda b ∈ F2n y

TrF2n/F2
(aF (x1)) + TrF2n/F2

(aF (x2)) + TrF2n/F2
(aF (x3))

+TrF2n/F2
(aF (x4)) = 0

para toda a ∈ F2n , por lo que,

bx1 + bx2 + bx3 + bx4 = 0

y
aF (x1) + aF (x2) + aF (x3) + aF (x4) = 0

para toda (a, b) ∈ F2n .Nótese que las implicaciones anteriores son de hecho equiv-
alencias. Eligiendo a y b distintos de cero, tenemos que

x1 + x2 + x3 + x4 = 0 y F (x1) +F (x2) +F (x3) +F (x4) = 0 (∗)
Por otro lado la ecuación F (x+ a) + F (x) = b, puede verse como

x+ y = a y F (x) + F (y) = b,

si existiesen dos soluciones distintas de x, dos soluciones distintas de y y éstos a
su vez distintas entre sı́ satisfaciendo esta relación, entonces la existencia de estas
cuatro soluciones para algún (a, b) ∈ F2n × F2n es equivalente a la existencia
de cuatro soluciones satisfaciendo (∗). En el caso de funciones casi-bent sólo es
posible dar dos soluciones a la ecuación F (x) +F (x+ a) = b. De manera similar
se procede si d⊥ = 3. Por lo tanto F es casi-bent sı́ y sólo si d⊥ ≥ 5.
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�

El siguiente resultado ([8]) es útil para la obtención de una cota para los pesos
del código lineal de la Definición 1.1.

TEOREMA 1.4. Sea F : F2n → F2n una función y F2h un subcampo de F2n .
Considérese

(a1, b1), . . . , (al, bl) ∈ F2n × F2n

l pares ordenados linealmente independientes sobre F2h . Para los elementos u1, . . . , ul ∈
F2h , se define,

N(F ; a1, b1, . . . , al, bl;u1, . . . , ul)
:= |{x ∈ F2n : TrF2n/F

2h
(aiF (x) + bix) = ui, i = 1, . . . , l}|.

Si l = 1, entonces:

|N(F ; a1, b1;u1)− 2n−h| ≤
(

1− 1
2h

)
(2n − 2NF ),

donde NF denota la no-linealidad de F . Si a1, a2, . . . , al son linealmente depen-
dientes sobre F2h , entonces para toda l,

|N(F ; a1, b1, . . . , al, bl;u1, . . . , ul)− 2n−lh| ≤
(

1− 1
2h

)
(2n − 2NF ).
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DEMOSTRACIÓN. Sean χ(·) := (−1)
TrF

2h /F2
(·)

el caracter aditivo canónico de
F2h y ψ(·) := (−1)TrF2n /F2

(·) el caracter aditivo canónico de Fn2 . Entonces,

2lhN(F ; a1, b1, . . . , al, bl;u1, . . . , ul)

=
∑
x∈F2n

 ∑
y1∈F

2h

χ(y1(TrF2n/F
2h

(a1F (x) + b1x)− u1))

 · · ·
· · ·

 ∑
yl∈F

2h

χ(yl(TrF2n/F
2h

(alF (x) + blx)− ul))


=

∑
x∈F2n

∑
y1∈F

2h

· · ·
∑
yl∈F

2h

l∏
i=1

χ
(
yi(TrF2n/F

2h
(aiF (x) + bix)− ui)

)

=
∑
x∈F2n

∑
y1∈F

2h

· · ·
∑
yl∈F

2h

χ

(
l∑

i=1

yi(TrF2n/F
2h

(aiF (x) + bix)− ui)

)

= 2n +
∑

y1, . . . , yl ∈ F2h

(y1, . . . , yl) 6= (0, . . . , 0)∑
x∈F2n

χ

(
l∑

i=1

yi(TrF2n/F
2h

(aiF (x) + bix)− ui)

)
= 2n +

∑
y1, . . . , yl ∈ F2h

(y1, . . . , yl) 6= (0, . . . , 0)∑
x∈F2n

χ

(
l∑

i=1

TrF2n/F
2h

(yiaiF (x) + bix)− yiui

)
= 2n +

∑
y1, . . . , yl ∈ F2h

(y1, . . . , yl) 6= (0, . . . , 0)∑
x∈F2n

χ

(
l∑

i=1

TrF2n/F
2h

(yiaiF (x) + bix)

)
χ

(
l∑

i=1

yiui

)
= 2n +

∑
y1, . . . , yl ∈ F2h

(y1, . . . , yl) 6= (0, . . . , 0)

χ

(
l∑

i=1

yiui

) ∑
x∈F2n

χ

(
TrF2n/F

2h

(
l∑

i=1

(yiaiF (x) + bix)

))
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= 2n +
∑

y1, . . . , yl ∈ F2h

(y1, . . . , yl) 6= (0, . . . , 0)

χ

(
l∑

i=1

yiui

) ∑
x∈F2n

ψ

(
l∑

i=1

(yiaiF (x) + bix)

)
= 2n +

∑
y1, . . . , yl ∈ F2h

(y1, . . . , yl) 6= (0, . . . , 0)

χ

(
l∑

i=1

yiui

)
µy1a1+···+ylal,y1b1+···+ylbl(F ),

donde µc,d =
∑
x∈F2n

(−1)TrF2n /F2(cF (x)+dx).

Ahora fijemos (y1, . . . , yl) 6= (0, . . . , 0), si y1a1 + · · · + ylal = 0. Entonces
y1b1 + · · · + ylbl 6= 0 pues (a1, b1), . . . , (al, bl) son linealmente independientes
sobre F2h , luego,

µy1a1+···+ylal,y1b1+···+ylbl(F ) = 0.

Supóngase ahora que y1a1 + · · · + ylal 6= 0. Como se sabe que la
no-linealidad de una función vectorial está dada de la forma

NF = 2n−1 − 1
2

máxa∈F∗2n

b∈F2n

|µF (a, b)|,

entonces,

máxa∈F∗2n

b∈F2n

|µF (a, b)| = 2n − 2NF ,

luego, |µy1a1+···+ylal,y1b1+···+ylbl(F )| ≤ 2n − 2NF por lo que,

2lhN(F ; a1, b1, . . . , al, bl;u1, . . . , ul)− 2n

=
∑

y1, . . . , yl ∈ F2h

(y1, . . . , yl) 6= (0, . . . , 0)

χ

(
l∑

i=1

yiui

)
µy1a1+···+ylal,y1b1+···+ylbl(F ),
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lo cual implica que,

|2lhN(F ; a1, b1, . . . , al, bl;u1, . . . , ul)− 2n|
≤ |

∑
y1, . . . , yl ∈ F2h

(y1, . . . , yl) 6= (0, . . . , 0)

µy1a1+···+ylal,y1b1+···+ylbl(F )|

≤
∑

y1, . . . , yl ∈ F2h

(y1, . . . , yl) 6= (0, . . . , 0)

2n − 2NF

= (2n − 2NF )|{(y1, . . . , yl) ∈ Fl2h : y1a1 + · · ·+ ylal 6= 0}|
≤ (2n − 2NF )(2lh − 2(l−1)h),

por lo tanto,

|2lhN(F ; a1, b1, . . . , al, bl;u1, . . . , ul)− 2n| ≤ (2n − 2NF )(2lh − 2(l−1)h),

concluyendo que,

|N(F ; a1, b1, . . . , al, bl;u1, . . . , ul)− 2n−lh| ≤ (1− 1
2h

)(2n − 2NF ),

y el resultado queda probado. �

En general, para cualquier función F : F2n → F2n se tiene la siguiente cota:

COROLARIO 1.5. Sea F : F2n → F2n y u1, . . . , u2h−1, todos los elementos
de F∗

2h . Entonces

(2h − 1)
(

2n−h − (1− 1
2h

)(2n − 2NF )
)

≤ |{x ∈ F2n : TrF2n/F
2h

(aF (x) + bx) ∈ F∗2h}|

≤ (2h − 1)
(

2n−h + (1− 1
2h

)(2n − 2NF )
)
.

DEMOSTRACIÓN. Sean

Nui = |{x ∈ F2n : TrF2n/F
2h

(aF (x) + bx) = ui}|, i = 1, . . . , 2h − 1.

Entonces∣∣∣|{x ∈ F2n : TrF2n/F
2h

(aF (x) + bx) ∈ F∗
2h}| − (2h − 1)(2n−h)

∣∣∣
=
∣∣∣Nu1 − 2n−h +Nu2 − 2n−h + · · ·+Nu

2h−1
− 2n−h

∣∣∣
≤ |Nu1 − 2n−h|+ · · ·+ |Nu

2h−1
− 2n−h| ≤ (2h− 1)(1− 1

2h )(2n− 2NF ), lo cual
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implica que,

(2h − 1)
(

2n−h − (1− 1
2h

)(2n − 2NF )
)

≤ |{x ∈ F2n : TrF2n/F
2h

(aF (x) + bx) ∈ F∗2h}|

≤ (2h − 1)
(

2n−h + (1− 1
2h

)(2n − 2NF )
)
.

�

En particular si F : F2n → F2n es una función casi-bent se tiene el siguiente
resultado:

COROLARIO 1.6. Si F : F2n → F2n es una función casi-bent y u1, . . . , u2h−1

todos los elementos de F∗
2h , entonces,

(2h − 1)
(

2n−h − (1− 1
2h

)2
n+1

2

)
≤ |{x ∈ F2n : TrF2n/F

2h
(aF (x) + bx) ∈ F∗2h}|

≤ (2h − 1)
(

2n−h + (1− 1
2h

)2
n+1

2

)
.

DEMOSTRACIÓN. Como F es casi-bent, NF = 2n−1 − 2
n−1

2 , sustituyendo en la
desigualdad del Corolario 1.5 se prueba la afirmación. �

El siguiente resultado proporciona una cota para los pesos del código lineal de
la Definición 1.1.

COROLARIO 1.7. Sea C el código de la Definición 1.1 y w el peso de una
palabra no cero de C. Entonces,

(2h − 1)
(

2n−h − (1− 1
2h

)2
n+1

2

)
≤ w ≤ (2h − 1)

(
2n−h + (1− 1

2h
)2

n+1
2

)
.

DEMOSTRACIÓN. La prueba se sigue del Corolario 1.6. �

Si se añade la condición F (0) = 0 a la función F : F2n → F2n , se obtiene una
cota distinta de los pesos de las palabras no cero del código de la Definición 1.1.

COROLARIO 1.8. Sea F : F2n → F2n una función tal que F (0) = 0 y
u1, . . . , u2h−1 todos los elementos de F∗

2h . Entonces,

2h − 1
2h

(2n − (2n − 2NF ))

≤ |{x ∈ F∗2n : TrF2n/F
2h

(aF (x) + bx) ∈ F∗2h}|

≤ 2h − 1
2h

(2n + (2n − 2NF )).
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DEMOSTRACIÓN. Si (a, b) 6= (0, 0), como F (0) = 0, se del Teorema 1.4 se sigue
que,

2n−h − 2h − 1
2h

(2n − 2NF )− 1

≤ |{x ∈ F∗2n : TrF2n/F
2h

(aF (x) + bx) = 0}|

≤ 2n−h +
2h − 1

2h
(2n − 2NF )− 1,

lo cual implica que,

2n − 1−
(

2n−h − 2h − 1
2h

(2n − 2NF )− 1
)

≤ |{x ∈ F∗2n : TrF2n/F
2h

(aF (x) + bx) ∈ F∗2h}|

≤ 2n − 1−
(

2n−h +
2h − 1

2h
(2n − 2NF )− 1

)
,

y por consiguiente,

2h − 1
2h

(2n − (2n − 2NF ))

≤ |{x ∈ F∗2n : TrF2n/F
2h

(aF (x) + bx) ∈ F∗2h}|

≤ 2h − 1
2h

(2n + (2n − 2NF )),

probando ası́ la afirmación. �

COROLARIO 1.9. Sea F : F2n → F2n una función casi-bent tal que F (0) = 0
y u1, . . . , u2h−1 todos los elementos de F∗

2h . Entonces,

2h − 1
2h

(2n − 2
n+1

2 )

≤ |{x ∈ F∗2n : TrF2n/F
2h

(aF (x) + bx) ∈ F∗2h}|

≤ 2h − 1
2h

(2n + 2
n+1

2 ).

DEMOSTRACIÓN. La afirmación se sigue del Corolario 1.8. �

En la Definición 1.1 se considera a F : F2n → F2n una función casi-bent.
Con respecto a este código lineal determinado por esta función se tiene el siguiente
resultado:

COROLARIO 1.10. Sea F : F2n → F2n una función casi-bent tal que F (0) =
0 y C el código lineal determinado por esta función (ver Definición 1.1). Entonces
el peso w de cualquier palabra no-cero de C es tal que:

2h − 1
2h

(2n − 2
n+1

2 ) ≤ w ≤ 2h − 1
2h

(2n + 2
n+1

2 ).
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DEMOSTRACIÓN. La prueba se sigue del Corolario 1.9. �

De este modo, con respecto al código lineal de la Definición 1.1 se han deter-
minado la longitud, dimensión, una cota para los pesos de las palabras no cero, y
una cota para el peso mı́nimo del código dual.

Construcción n = hr, h = 1.

A continuación se dará la definición de un código lineal cuando el divisor h de
n es igual a 1, es decir, cuando el contradominio de la función traza es F2, en este
caso, es posible conocer un poco más de la estructura de este código a comparación
del código definido anteriormente pues es posible hallar la distribución de pesos de
este código lineal.

DEFINICIÓN 1.11. Sea n impar y F : Fn2 → Fn2 una función casi-bent. Para
a, b ∈ F2n sea

Fa,b(x) := aF (x) + bx,

Ca,b := (TrF2n/F2
(Fa,b(γ))γ∈F∗2n

)
y

C := {Ca,b : a, b ∈ F2n} ⊆ F2n−1
2 .

Es fácil ver que C es un código lineal sobre F2. A continuación se determina la
dimensión de este código:

TEOREMA 1.12. La dimensión del código lineal C de la Definición 1.11 es 2n
y una base está dada por el conjunto,

A = {C1,0, Cα,0, . . . , Cαn−1,0, C0,1, C0,α, . . . C0,αn−1},

donde α es un elemento primitivo de F2n .

DEMOSTRACIÓN. La prueba es similar a la del Teorema 1.2, pues es un caso par-
ticular de ese resultado. �

Estamos interesados en saber la distribución de pesos de este código lineal, la
cual proporciona entre otras cosas el peso mı́nimo del código. Entre las herramien-
tas para conocer la distribución de pesos se tiene el siguiente resultado con respecto
al código dual y las relaciones de Pless ([30]).

TEOREMA 1.13. ([7]) Sea C el código lineal de la Definición 1.11. Entonces
C⊥ tiene peso mı́nimo mayor o igual que 5.

DEMOSTRACIÓN. Se sigue del Teorema 1.3 cuando h = 1. �

TEOREMA 1.14. Los distintos pesos del código lineal C de la Definición 1.11
están dados por

2n−1 − 2
n−1

2 , 2n−1 + 2
n−1

2 o, 2n−1.
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DEMOSTRACIÓN. Si λF (b, a) = ζ̂a·F (b) = 2
n+1

2 , definimos

A = |{x : TrF
2h/F2

(aF (x) + bx) = 1}|,
B = |{x : TrF

2h/F2
(aF (x) + bx = 0)}|.

Entonces,
B −A = λF (b, a) = 2

n+1
2 ,

lo cual implica que,

A = B − 2
n+1

2 = 2n −A− 2
n+1

2 ,

y por consiguiente,

A =
2n − 2

n+1
2

2
= 2n−1 − 2

n−1
2 .

Si λF (b, a) = −2
n+1

2 ,

B −A = χ̂bF (a) = −2
n+1

2

lo cual implica que,

A = B + 2
n+1

2 = 2n −A+ 2
n+1

2 ,

y en consecuencia,

A =
2n + 2

n+1
2

2
= 2n−1 + 2

n−1
2 .

Si λF (a, b) = 0, entonces B−A = 0 por lo que B = A. Entonces A = 2n−1 y de
aquı́ se tiene el resultado. �

En base a los resultados anteriores es posible obtener la distribución de pesos
del código lineal de la Definición 1.11.

TEOREMA 1.15. El código C de la Definición 1.11, tiene las caracterı́sticas
de un [2n − 1, 2n, 2n−1 − 2

n−1
2 ] código lineal binario, donde todo Ai = 0 (Ai es

el número de palabras de peso i del código C), excepto,
A0 = 1,
A

2n−1−2
n−1

2
= (2n − 1)(2n−2 + 2

n−3
2 ),

A2n−1 = (2n − 1)(2n−1 + 1),
A

2n−1+2
n−1

2
= (2n − 1)(2n−2 − 2

n−3
2 ).

DEMOSTRACIÓN. En particular del Teorema 1.9 se tiene que,
1.
∑n

j=0Aj = 2k

2.
∑n

j=0 jAj = 2k−1(n−B1)
3.
∑n

j=0 j
2Aj = 2k−2n(n+ 1)− 2k−1nB1 + 2k−1B2,

dondeB1 yB2 son el número de palabras de peso 1 y 2 respectivamente del código
dual C⊥. Si a = 2n−1, b = 2n−1 − 2

n−1
2 y c = 2n−1 + 2

n−1
2 , por el Teorema 1.14

y el Teorema 1.13 se tiene que,
Aa +Ab +Ac = 22n − 1,
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2n−1Aa + (2n−1 − 2
n−1

2 )Ab + (2n−1 + 2
n−1

2 )Ac = 22n−1(2n − 1)
(2n−1)2Aa + (2n−1 − 2

n−1
2 )2Ab + (2n−1 + 2

n−1
2 )2Ac = 23n−2(2n − 1).

Resolviendo el sistema se sigue el resultado deseado. �

En general se tiene el siguiente resultado, el cual puede ser encontrado en la
referencia [11]:

TEOREMA 1.16. Sea D un [2n − 1, 2n, d] un código lineal binario tal que
1 = (1, . . . , 1) /∈ D. Sea d⊥ ≥ 3 y w0 el mas pequeño w tal que 0 < w < 2n−1 y

Aw +A2n−w 6= 0.

Entonces,
w0 ≤ 2n−1 − 2

n−1
2

y la igualdad se da sı́ y sólo si el peso de toda palabra de D pertenece a

{0, 2n−1, 2n−1 ± 2
n−1

2 }.

�

Nótese que en particular para el código que nos interesa C se tiene que w0 =
2n−1−2

n−1
2 , ya queAw+A2n−w = 0 cuandow < 2n−1−2

n−1
2 y que 2n−1−2

n−1
2

es el menor entero con esta propiedad en este código lineal.

2. Esquemas de compartición de secretos basados en funciones casi-bent

Utilizando el método descrito por Massey se ha dado la construcción de es-
quemas de compartición de secretos utilizando funciones bent. En esta sección se
presentan resultados similares en el caso de caracterı́stica 2 utilizando las funciones
casi-bent. Una vez construidos los códigos lineales en base a funciones casi-bent
en la sección anterior, ya se pueden utilizar para la construcción de esquemas de
compartición de secretos.

Veamos que en el código lineal de la Definición 1.1 todas las palabras son
mı́nimas:

TEOREMA 2.1. Sea C el código lineal de la Definición 1.1. Si n ≥ 5h, h ≥ 3,
entonces toda palabra de C es mı́nima.

DEMOSTRACIÓN. Del Corolario 1.7 se sigue que,

wmı́n
wmáx

≥
(2h − 1)

(
2n−h − (1− 1

2h )2
n+1

2

)
(2h − 1)

(
2n−h + (1− 1

2h )2
n+1

2

) =
2n−h − 2h−1

2h (2
n+1

2 )

2n−h + 2h−1
2h (2

n+1
2 )

=
2n − (2h − 1)(2

n+1
2 )

2n + (2h − 1)(2
n+1

2 )
=

2
n−1

2 − (2h − 1)

2
n−1

2 + (2h − 1)
.
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Si n ≥ 5h, h ≥ 3,

22h+1 = 22h2 = (24h22)1/2 = (
24h23

2
)1/2 ≤ (

24h2h

2
)1/2 = (

25h

2
)1/2

= (25h−1)1/2 = 2
5h−1

2 ,

lo cual implica que,

22h+1 − 32h + 1 < 2
5h−1

2 = 2
n−1

2 ,

es decir,
22h+1 − 32h + 1 < 2

n−1
2 ,

por lo que,
−222h + 22h + 2h + 2

n−1
2 − 1 > 0,

y de aquı́,
−2h2h − 2h2h + 2h + 2h + 2h + 2

n−1
2 − 1 > 0.

Por consiguiente,

2h2
n−1

2 − 2h2h + 2h > 2h2
n−1

2 + 2h2h − 2h − 2
n−1

2 − 2h + 1,

luego,

2h
(

2
n−1

2 − 2h + 1
)
> (2h − 1)

(
2

n−1
2 + 2h − 1

)
,

entonces,
2

n−1
2 − (2h − 1)

2
n−1

2 + (2h − 1)
>

2h − 1
2h

.

Por lo tanto,
wmı́n
wmáx

>
2h − 1

2h
,

y el resultado se sigue del Teorema 3.5 del Capı́tulo 4.
Nótese que si n = 3h, entonces

22h+1 − 32h + 1 = 2h+12h − 32h + 1 = 2h(2h+1 − 3) + 1

= 2h(2h + 2h − 3) > 2h2h > 2
h−1

2 2h = 2
3h−1

2 = 2
n−1

2 ,

lo cual implicarı́a que,

2
n−1

2 − (2h − 1)

2
n−1

2 + (2h − 1)
<

2h − 1
2h

.

Por lo que no se podrı́a deducir la desigualdad entre
wmı́n
wmáx

y 2h−1
2h . �

Con respecto a la función casi-bent F : F2n → F2n del código lineal de la
Definición 1.1 se tiene el siguiente resultado:

TEOREMA 2.2. Sea C el código lineal de la Definición 1.1 tal que F (0) = 0.
Si n ≥ 3h, h ≥ 3, entonces toda palabra no cero del código es mı́nima.
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DEMOSTRACIÓN. Utilizando el Corolario 1.10,

wmı́n
wmáx

≥
2h−1
2h (2n − 2

n+1
2 )

2h−1
2h (2n + 2

n+1
2 )

=
2

n+1
2 (2

n−1
2 − 1)

2
n+1

2 (2
n−1

2 + 1)
=

2
n−1

2 − 1

2
n−1

2 + 1
.

Si n ≥ 3h, h ≥ 3,

2h+1 = 2h2 = (22h22)1/2 = (
22h23

2
)1/2 ≤ (

22h2h

2
)1/2 = (

23h

2
)1/2

= 2
3h−1

2 ≤ 2
n−1

2 ,

luego,
2h+1 − 1 < 2

n−1
2 ,

por lo que,
2h2

n−1
2 − 2h > 2h2

n−1
2 + 2h − 2

n−1
2 − 1,

lo cual implica que,

2h
(

2
n−1

2 − 1
)
> (2h − 1)

(
2

n−1
2 + 1

)
,

y por consiguiente,
2

n−1
2 − 1

2
n−1

2 + 1
>

2h − 1
2h

.

Por lo tanto,
wmı́n
wmáx

>
2h − 1

2h
.

El resultado se sigue del Teorema 3.5 del Capı́tulo 4. �

TEOREMA 2.3. Sea C el código lineal de la Definición 1.11. Si n > 3, entonces
toda palabra no cero de C es una palabra mı́nima.

DEMOSTRACIÓN. Por el Teorema 1.14,

wmı́n = 2n−1 − 2
n−1

2 y wmáx = 2n−1 + 2
n−1

2 .

Si n > 3, entonces,
2

n+1
2 − 3 > 0,

lo cual implica que,
2× 2

n+1
2 − 2 > 2

n−1
2 + 1.

Por lo tanto,
2n−1 − 2

n−1
2

2n−1 + 2
n−1

2

>
1
2
.

El resultado se sigue del Teorema 3.5 del Capı́tulo 4. �

Obsérvese que si n = 1, entonces la desigualdad del resultado anterior no es
cierta.
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Ahora se puede dar un esquema de compartición de secretos análogo al descrito
en [6] (p 6= 2) con la función casi-bent F : F2n → F2n utilizada en la Definición
1.1:

TEOREMA 2.4. Sea C el código lineal de la Definición 1.11. Si n ≥ 5h, h ≥
3, o F (0) = 0 con la condición n ≥ 3h, h ≥ 3, entonces en el esquema de
compartición de secretos basado en C⊥ se tiene que:

Hay en total 22n−h conjuntos de acceso mı́nimo.
Para cualquier t fija tal que 1 ≤ t ≤ mı́n{2n/h− 1, d⊥ − 2}, todo grupo
de t participantes está incluido en

(2h − 1)t
(

2h
)2n/h−(t+1)

conjuntos de acceso mı́nimo.

DEMOSTRACIÓN. La prueba se sigue del Teorema 2.1, Teorema 2.2, Teorema 3.4
del Capı́tulo 4, y utilizando el hecho de que d⊥ > 2. �

TEOREMA 2.5. Sea C el código lineal de la Definición 1.11. Si n > 3, entonces
en el esquema de compartición de secretos basado en C⊥ se tiene que:

Existen un total de 22n−1 conjuntos de acceso mı́nimo.
Para cualquier t fija tal que 1 ≤ t ≤ mı́n{2n− 1, d⊥ − 2}, todo grupo de
t participantes está incluido en 22n−(t+1) conjuntos de acceso mı́nimo.

DEMOSTRACIÓN. La afirmación se sigue del Teorema 2.3 y el Teorema 3.4 del
Capı́tulo 4. �

3. Extensiones de esquemas de compartición de secretos

En esta sección utilizando el esquema de compartición basado en C⊥ donde
C es el código lineal de la Definición 1.11 se dan dos diferentes extensiones cuyo
nuevo espacio de secretos es Fl2, para l suficientemente grande.

3.1. Extensión 1. Ya que en el esquema de compartición de secretos basado
en el código lineal C⊥, donde C es el código lineal de la Definición 1.11, el espacio
de secretos tiene cardinalidad pequeña, ya que el secreto solo puede ser el 0 o el 1,
consideramos entonces una extensión de este esquema de compartición de secretos,
cuyo nuevo espacio de secretos es Fl2, donde l es suficientemente grande.

La extensión se describe de la siguiente manera:
Un secreto en el esquema extendido es un elemento de la forma

s = (s1, s2, . . . , sl),

donde sj ∈ F2.

El secreto (s1, s2, . . . , sl) en el esquema extendido será recuperado obte-
niendo cada sj uno por uno, utilizando el esquema de compartición de
secretos descrito anteriormente.
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En el esquema de compartición de secretos descrito anteriormente, para
cada sj , se le asigna la acción ti,j al participante Pi, donde i = 1, . . . , n−
1.

En el esquema de compartición de secretos extendido, para el secreto
(s1, s2, . . . , sl) al participante Pi se le asigna la acción
(ti,1, ti,2, . . . , ti,l).

3.2. Extensión 2. También se puede construir un esquema de compartición
de secretos extendido, considerando distintos esquemas de compartición de secre-
tos basados en los duales de códigos lineales construidos a partir de funciones
casi-bent.

Si F : F2n → F2n es una función definida por F (x) = x2r+1 tal que
(r, n) = 1, 1 ≤ r ≤ t, donde n = 2t+ 1, entonces F es casi-bent.
Sean

F
rj
a,b(x) = ax2rj +1 + bx, a, b ∈ F2n ,

j = 1, 2, . . . , l, con las rj distintas y

C
rj
a,b = (TrF2n/F2

(F rja,b(γ))γ∈F∗2n
).

Entonces se construyen los códigos

Crj = {Crja,b : a, b ∈ F2n} ⊆ F2n−1
2 .

En el esquema extendido, para cada secreto (s1, s2, . . . , sl) al participante
Pi, i = 1, . . . , n− 1 se le asigna la acción (ti,1, ti,2, . . . , ti,l), donde ti,j es
obtenido considerando el esquema de compartición de secretos basado en
Crj⊥.

Para los esquemas de compartición de secretos, los campos más pequeños que
se deben considerar son F23 y F215 . Esto es por la condición h ≥ 3 y n ≥ 5h al
consinderar F2h y F2n , el cual no asegura que todas las palabras del código son
palabras mı́nimas. Un programa computacional es muy tardado para ejemplificar
lo anterior, y los vectores que se obtienen son demasiado grandes para escribirse
en este trabajo.



Capı́tulo 6

Esquemas de autenticación

Un esquema de autenticación provee un método de asegurar la integridad de
la información al ser enviada a través de un canal público. Un transmisor y un
receptor comparten una llave secreta, la cual permite al receptor, corroborar que el
mensaje recibido es auténtico. Un esquema de autenticación (sin secreto) es una
cuadrupla:

(S, T ,K, E = {Ek : k ∈ K}),

donde S es el espacio fuente, T el espacio de etiquetado, K el espacio de llaves
y Ek : S → T es una regla de codificación. Los conjuntos S, T y K se suponen
finitos y no vacı́os.

Tanto transmisor como receptor comparten una llave secreta k ∈ K. El trans-
misor desea enviar una pieza de información (llamada fuente) s ∈ S al receptor,
el transmisor calcula t = Ek(s) ∈ T e inserta al canal público el mensaje m que
consiste del par ordenado (s, t). El receptor al recibir m′ = (s′, t′), calcula Ek(s′)
y verifica si Ek(s′) = t′, si es ası́, el receptor acepta el mensaje como auténtico, en
otro caso el mensaje es rechazado. Como el canal de comunicación es público hay
riesgo de que un enemigo pueda deliberadamente observar, y más aún causar un
disturbio en la comunicación. Se asume que el enemigo puede insertar un mensaje
en el canal o substituir el mensaje observado m con otro mensaje m′. Por consi-
guiente, se consideran dos tipos de ataque: el ataque por imitación y el ataque por
substitución. En el ataque por imitación el enemigo deliberadamente elige un men-
saje y lo inserta en el canal esperando que el receptor lo acepte como auténtico.
Utilizamos PI para denotar la máxima probabilidad de que este ataque ocurra. En
el ataque por substitución el enemigo observa un mensaje m = (s, t) y lo reem-
plaza con un mensaje m′ = (s′, t′) donde s 6= s′, esperando que el receptor acepte
el nuevo mensaje como auténtico. El sı́mbolo PS es utilizado para denotar la máxi-
ma probabilidad de que este ataque ocurra. En este trabajo se asume que todos los
elementos del espacio fuente y del espacio llave son igualmente probables a ser
elegidos. Para mayor información con respecto a los esquemas de autenticación
puede consultarse en [36].

Sea H una función que asocia cada llave a la regla de codificación que se
genera a partir de esta llave. Si H : k → Ek, k ∈ K es uno a uno, entonces las
reglas de codificación serán igualmente probables.

87
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Ya que las llaves y los elementos del espacio fuente son equiprobables, en-
tonces ([18]):

PI = máx
s ∈ S, t ∈ T

|{k ∈ K : Ek(s) = t}|
|K|

.

Como en el ataque por substitución el oponente observa el mensaje dado por
m = (s, t), y lo reemplaza con otro mensaje m′ = (s′, t′), en donde s 6= s′,
y ya que las llaves y los elementos del espacio fuente son igualmente probables,
entonces ([18]):

PS = máx
s ∈ S
t ∈ T

máx
s′ ∈ S, s′ 6= s

t′ ∈ T

|{k ∈ K : Ek(s) = t, Ek(s′) = t′}|
|{k ∈ K : Ek(s) = t}|

.

El enemigo intentará elegir mensajes que aumenten la probabilidad de tener
éxito en el fraude. Por lo tanto el esquema de autenticación debe ser diseñado de
tal forma que las probabilidades de fraude sean lo más pequeño posible.

Se tienen las siguientes cotas generales para PI y PS ([18]):

PI ≥
1
|T |

y PS ≥
1
|T |

,

ya que |T |PI ≥
∑

t∈T
|{k∈K:Ek(s)=t}|

|K| = 1. En forma análoga para PS . Por lo
tanto el objetivo es tener PI y PS lo más cercano posible a

1
|T |

.

A continuación un ejemplo de un esquema de autenticación el cual puede con-
sultarse en [36]:

S = Z3

T = Z3,

K = Z3 × Z3,

E = {ek : k ∈ K},

y eij(s) = is+ j mód 3.

Supóngase que la llave es elegida aleatoriamente. Se tiene la siguiente tabla,
la cual proporciona todos los valores eij(s). Las llaves determinan los renglones y
los elementos del espacio fuente las columnas.



1. CONSTRUCCIONES BASADAS EN FUNCIONES BENT 89

llave 0 1 2
(0, 0) 0 0 0
(0, 1) 1 1 1
(0, 2) 2 2 2
(1, 0) 0 1 2
(1, 1) 1 2 0
(1, 2) 2 0 1
(2, 0) 0 2 1
(2, 1) 1 0 2
(2, 2) 2 1 0

.

Considérese un ataque por imitación:

Sea K0 la llave elegida por el transmisor y el receptor. Para cualquier pareja
(s, t) que el enemigo inserte en el canal, se tiene que PI = 3

9 = 1
3 , como nos

muestra la tabla, pues siempre existen tres elementos de K tal que eij(s) = t.

Analicemos el ataque por substitución:
Supóngase que el enemigo observa el mensaje (0, 0) en el canal. Esto le pro-

porciona información acerca de la llave. Él sabe que

k0 ∈ {(0, 0), (1, 0), (2, 0)}.

Supóngase que el enemigo reemplaza el mensaje (0, 0) con el mensaje (1, 1). El
enemigo llevará a cabo el fraude si elige la llave k0 = (1, 0). Luego PS = 1

3 . En
general la observación del mensaje (s, t) restringe la llave a una de tres posibili-
dades. O sea, para cada elección (s′, t′) del enemigo, siempre hay una única llave
de las tres posibles que autentifica el mensaje.

En el resto del capı́tulo se da la construcción de esquemas de autenticación, una
utilizando funciones bent y otra utilizando funciones casi-bent. En estos esquemas
las reglas de codificación están dadas en términos de funciones bent y casi-bent
respectivamente.

1. Construcciones basadas en funciones bent

A continuación se presentan dos construcciones de esquemas de autenticación
basadas en funciones bent([18]).

1.1. Construcción 1. Como una primera construcción tenemos:

DEFINICIÓN 1.1. Sea F : Fqn → Fqn una función bent, donde q es la potencia
de un primo impar. Se define un esquema de autenticación (S, T ,K, E = {Ek :
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k ∈ K}), donde,

S = Fqn × Fqn ,

T = Fq,
K = Fqn × Fq,
E = {Ek : k ∈ K},

y

Ek(s) = TrFqn/Fq
(aF (k1) + bk1) + k2,

k = (k1, k2) ∈ K, s = (a, b) ∈ S.

En el siguiente resultado se obtiene |K| = |E|.

TEOREMA 1.2. ([18]) La función H : K → E definida por H : k → Ek es
una biyección.

DEMOSTRACIÓN. Veamos la inyectividad. Supóngase que Ek = Ek′ , donde k =
(k1, k2), k′ = (k′1, k

′
2) ∈ Fqn × Fq.

Como Ek(s) = Ek′(s) ∀s = (a, b) ∈ Fqn × Fqn , si s = (0, 0) entonces,

k2 = TrFqn/Fq
(0F (k1) + 0k1) + k2 = Ek(0, 0) = Ek′(0, 0)

= TrFqn/Fq
(0F (k′1) + 0k′1) + k′2 = k′2,

lo cual implica que,

TrFqn/Fq
(aF (k1) + bk1) + k2 = TrFqn/Fq

(aF (k′1) + bk′1) + k2,

por lo tanto,

TrFqn/Fq
(a(F (k1)− F (k′1)) + b(k1 − k′1)) = 0, ∀s = (a, b) ∈ Fqn × Fqn .

Si a = 0,
T rFqn/Fq

(b(k1 − k′1)) = 0, ∀b ∈ Fqn ,

ası́,
k1 = k′1,

por lo que,
k = (k1, k2) = (k′1, k

′
2) = k′.

�
En el siguiente resultado se dan aproximaciones de PI y PS :

TEOREMA 1.3. ([18]) Para el esquema de autenticación definido anterior-
mente,

PI =
1
q
, PS ≤

1
q

+
q − 1
q(n+2)/2

.

Más aún, |S| = q2n, |T | = q, |K| = |E| = qn+1.
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DEMOSTRACIÓN. Sean k = (k1, k2), s = (a, b), s′ = (a′, b′).

PI = máxs∈S,t∈T
|{k = (k1, k2) ∈ K : TrFqn/Fq

(aF (k1) + bk1) + k2 = t}|
|K|

.

Si TrFqn/Fq
(aF (k1) + bk1) = r ∈ Fq, entonces,

∃ ! r′ TrFqn/Fq
(aF (k1) + bk1) + r′ − r = t,

por lo que,
∃ ! k2 TrFqn/Fq

(aF (k1) + bk1) + k2 = t,

y de aquı́,

|{k ∈ K : TrFqn/F
qh

(aF (k1) + bk1) + k2 = t}| = qn.

No es difı́cil ver que |K| = qn+1, luego,

PI =
qn

qn+1
=

1
q
.

Por otro lado,

PS = máx
s ∈ S
t ∈ T

máx
s′ ∈ S, s′ 6= s

t′ ∈ T

|{k ∈ K : Ek(s) = t, Ek(s′) = t′}|
|{k ∈ K : Ek(s) = t}|

.

Analizando el numerador:

M = {k ∈ K : Ek(s) = t, Ek(s′) = t′}

=
{
k ∈ K :

TrFqn/Fq
(aF (k1) + bk1) + k2 = t

T rFqn/Fq
(a′F (k1) + b′k1) + k2 = t′

}
=

{
k ∈ K :

TrFqn/Fq
(aF (k1) + bk1) + k2 = t

T rFqn/Fq
[(a− a′)F (k1) + (b− b′)k1] = t− t′

}
,

por consiguiente,∣∣∣∣{k ∈ K :
TrFqn/Fq

(aF (k1) + bk1) + k2 = t

T rFqn/Fq
[(a− a′)F (k1) + (b− b′)k1] = t− t′

}∣∣∣∣
=

∣∣∣{k1 ∈ Fqn : TrFqn/Fq

[
(a− a′)F (k1) + (b− b′)k1

]
= t− t′

}∣∣∣ ,
ya que si se tiene que

k1 ∈
{
k1 ∈ Fqn : TrFqn/Fq

[
(a− a′)F (k1) + (b− b′)k1

]
= t− t′

}
entonces,

TrFqn/Fq

[
(a− a′)F (k1) + (b− b′)k1

]
= t− t′,

lo cual implica que,

TrFqn/Fq
(aF (k1) + bk1)− TrFqn/Fq

(a′F (k1) + b′k1) + t′ = t.

Para k1, existe una única k2 tal que

−TrFqn/Fq
(a′F (k1) + b′k1) + t′ = k2,
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o sea, dada k1 existe una única k2 tal que

TrFqn/Fq
(aF (k1) + bk1) + k2 = t.

Luego,

|M | =
∣∣∣{k1 ∈ Fqn : TrFqn/Fq

[
(a− a′)F (k1) + (b− b′)k1

]
= t− t′

}∣∣∣ .
Y por el Teorema 1.2 del Capı́tulo 4 se sigue que,

M ≤ qn−1 + (q − 1) qn/2−1.

Por lo tanto,

PS ≤
qn−1 + (q − 1) qn/2−1

qn
=

1
q

+
q − 1
q(n+2)/2

.

�

En el esquema anterior, PI y su cota coinciden. Para obtener PI pequeños,
basta considerar valores grandes de q, de este modo se tendrá un buen esquema de
autenticación con respecto a PI . Para obtener un valor pequeño de PS necesitamos
números grandes de qn y de q (notación anterior) y mejor aún si la diferencia entre
qn y q es grande.

Se tiene el siguiente ejemplo: Considérese F32 , F3 y la función bent F (x) =
x2. Utilizando el esquema anterior se tiene entonces que PI = 1/3 y PS ≤ 5/9
(con la fórmula de las cotas). Por medio de un programa computacional se tiene que
efectivamente PI = 9/27 = 1/3. Este resultado se puede obtener considerando
cualquier pareja (a, b) ∈ F32 × F32 , y cualquier elemento de F3, pues cualquier
elemento del campo F3 se obtiene 9 veces, por ejemplo,

|{(k1, k2) ∈ F32 : Ek(α, α+ 2) = 1}|
= |{(k1, k2) : TrF32/F3

(αF (k1) + (α+ 2)k1) + k2 = 1}| = 9,

en donde α es un elemento primitivo de F32 . También se obtiene que

|{(k1, k2) ∈ F32 : E(k1,k2)(2, 2α+ 2) = 0, E(k1,k2)(α+ 1, 2α+ 2) = 0}| = 5.

Por lo que PS = 5/9. En este caso las cotas resultaron ser igual a PI y PS res-
pectivamente. Que en este ejemplo PS alcanze su cota, no es bueno, ya que en el
esquema se desea encontrar valores pequeños de PS .

1.2. Construcción 2. Se define un esquema de autenticación basado en fun-
ciones bent ([18]), como sigue:

DEFINICIÓN 1.4. Sea F : Fqn → Fqn una función bent, donde q es la potencia
de un primo impar. Se define un esquema de autenticación (S, T ,K, E = {Ek :
k ∈ K}), donde,

S = {{1} × Fqn} ∪ {(0, 1)} ⊆ Fqn × Fqn ,

T = Fq,
K = Fqn ,

E = {Ek : k ∈ K},
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y

Ek(s) = TrFqn/Fq
(aF (k) + bk),

k ∈ K, s = (a, b) ∈ S.

El siguiente resultado ([18]) se obtiene |K| = |E|.

TEOREMA 1.5. La función H : K → E definida por H : k → Ek es una
biyección.

DEMOSTRACIÓN. Supóngase que Ek = Ek′ , k, k′ ∈ Fqn . Veamos que k = k′:

TrFqn/Fq
(aF (k) + bk) = TrFqn/Fq

(aF (k′) + bk′), ∀ (a, b) ∈ S.

Si a = 0 y b = 1, TrFqn/Fq
(k − k′) = 0.

Si a = 1 y b ∈ Fq,

T rFqn/Fq
(F (k)− F (k′)) = −TrFqn/Fq

(b(k − k′)) = −bTrFqn/Fq
(k − k′) = 0.

Si a = 1 y b ∈ Fqn ,

T rFqn/Fq
(b(k − k′)) = −TrFqn/Fq

(F (k)− F (k′)) = 0 ∀ b ∈ Fqn ,

por lo tanto k = k′. �

El siguiente resultado ([18]) es de importancia para la obtención de aproxima-
ciones de PI y PS .

TEOREMA 1.6. Sea F : Fqn → Fqn una función bent, donde q es la potencia
de un primo impar. Sean (a1, b1) 6= (a2, b2) elementos de S, u1, u2 ∈ Fq y

N(a1, b1, a2, b2;u1, u2)
= |{x ∈ Fqn : TrFqn/Fq

(aiF (x) + bix) = ui, i = 1, 2}|.

Entonces,

qn − (q2 − q)qn/2

q2
≤ N(a1, b1, a2, b2;u1, u2) ≤ qn + (q2 − q)qn/2

q2
.

DEMOSTRACIÓN. Como (a1, b1) y (a2, b2) son elementos distintos de S, entonces
son linealmente independientes sobre Fq. Consideremos ahora a χ(·) := e2πiTrFq/Fp (·)/p

como el caracter aditivo canónico de Fq y consideremos a ψ(·) := e
2πiTrFqn /Fp (·)/p
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el caracter aditivo canónico de Fqn , luego se tiene que,

q2N(F ; a1, b1, a2, b2;u1, u2)

=
∑
x∈Fqn

 ∑
y1∈Fq

χ(y1(TrFqn/Fq
(a1F (x) + b1x)− u1))


 ∑
y2∈Fq

χ(y2(TrFqn/Fq
(a2F (x) + b2x)− u2))


=

∑
x∈Fqn

∑
y1∈Fq

∑
y2∈Fq

2∏
i=1

χ
(
yi(TrFqn/Fq

(aiF (x) + bix)− ui)
)

=
∑
x∈Fqn

∑
y1∈Fq

∑
y2∈Fq

χ

(
2∑
i=1

yi(TrFqn/Fq
(aiF (x) + bix)− ui)

)

= qn +
∑

y1, y2 ∈ Fq
(y1, y2) 6= (0, 0)∑

x∈Fqn

χ

(
2∑
i=1

yi(TrFqn/Fq
(aiF (x) + bix)− ui)

)

= qn +
∑

y1, y2 ∈ Fq
(y1, y2) 6= (0, 0)∑

x∈Fqn

χ

(
2∑
i=1

TrFqn/Fq
(yiaiF (x) + bix)− yiui

)

= qn +
∑

y1, y2 ∈ Fq
(y1, y2) 6= (0, 0)
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∑
x∈Fqn

χ

(
2∑
i=1

TrFqn/Fq
(yiaiF (x) + bix)

)
χ

(
−

2∑
i=1

yiui

)

= qn +
∑

y1, y2 ∈ Fq
(y1, y2) 6= (0, 0)

χ

(
−

2∑
i=1

yiui

) ∑
x∈Fqn

χ

(
TrFqn/Fq

(
2∑
i=1

(yiaiF (x) + bix)

))

= qn +
∑

y1, y2 ∈ Fq
(y1, y2) 6= (0, 0)

χ

(
−

2∑
i=1

yiui

) ∑
x∈Fqn

ψ

(
2∑
i=1

(yiaiF (x) + bix)

)

= qn +
∑

y1, y2 ∈ Fq
(y1, y2) 6= (0, 0)

χ

(
−

2∑
i=1

yiui

)
µy1a1+y2a2,y1b1+y2b2(F ),

donde µc,d =
∑
x∈Fqn

e
2πiTrFqn /Fp (cF (x)+dx)/p

.

Sea (y1, y2) 6= (0, 0) fijo. Si y1a1 + y2a2 = 0 entonces y1b1 + y2b2 6= 0, ya que
(a1, b1), (a2, b2) son linealmente independientes sobre Fq, por lo tanto:

µy1a1+y2a2,y1b1+y2b2(F ) = 0.

Si y1a1 + y2a2 6= 0,

q2N(F ; a1, b1, a2, b2;u1, u2)− qn

=
∑

y1, y2 ∈ Fq
(y1, y2) 6= (0, 0)

χ

(
l∑

i=1

yiui

)
µy1a1+y2a2,y1b1+y2b2(F ),

lo cual implica que,

|q2N(F ; a1, b1, a2, b2;u1, u2)− qn|
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≤
∑

y1, y2 ∈ Fq
(y1, y2) 6= (0, 0)

|µy1a1+y2a2,y1b1+y2b2(F )|

≤
∑

y1, y2 ∈ Fq
(y1, y2) 6= (0, 0)

qn/2 = (q2 − q)qn/2.

De aquı́ se tiene el resultado. �

A continuación se dan aproximaciones de PI y PS .

TEOREMA 1.7. ([18]) Para el esquema de autenticación definido anterior-
mente se tiene que,

PI ≤
1
q

+
q − 1
q
· 1
qn/2

, PS ≤
1
q

+
q2 − 1

q(qn/2 − q + 1)
.

Más aún, |S| = qn + 1, |T | = q, |K| = |E| = qn.

DEMOSTRACIÓN. Para cualquier (a, b) ∈ S, al menos una entrada es distinta de
cero. Utilizando el Teorema 1.2 del Capı́tulo 4,

|{k ∈ K : TrFqn/Fq
(af(k) + bk) = t}| ≤ qn − (q − 1)qn/2

q
,

luego,

PI = máxs∈S,t∈T
|{k ∈ K : TrFqn/Fq

(af(k) + bk) = t}
|K|

≤ qn + (q − 1)qn/2

qn+1
=

1
q

+
q − 1
q
· 1
qn/2

.

Hallemos PS . Nuevamente por el Teorema 1.2 del Capı́tulo 4,

|{k ∈ K : Ek(s) = t, Ek(s′) = t′}| ≥ qn − (q − 1)qn/2

q
,

y por el Teorema 1.6,

|{k ∈ K : Ek(s) = t, Ek(s′) = t′}| ≤ qn + (q2 − q)qn/2

q2
.

Por lo tanto,

PS = máx
s ∈ S
t ∈ T

máx
s′ ∈ S, s′ 6= s

t′ ∈ T

|{k ∈ K : Ek(s) = t, Ek(s′) = t′}|
|{k ∈ K : Ek(s) = t}|

≤ qn + (q2 − q)qn/2

(qn − (q − 1)qn/2)q
=

1
q

+
q2 − 1

q(qn/2 − q + 1)
.
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�

En estos esquemas es importante obtener cotas muy pequeñas respecto a PI y
PS , pues de este modo se obtienen buenos equemas de autenticación ya que PI y
PS serán números muy pequeños. Nótese que es mejor si PI y PS no alcanzan las
respectivas cotas. Al considerar qn y q como antes, si nos fijamos en la expresión
de las cotas, se obtienen muy pequeñas si qn y q son números grandes y mejor aún
si la diferencia entre qn y q también es grande.

Se tienen los siguientes ejemplos: Considérese F32 y F3 y la función bent
F (x) = x2. Utilizando el esquema anterior se tiene que PI ≤ 0.5555 y PS ≤ 3
(con la fórmula de las cotas). Por medio de un programa computacional se tiene
que PI = 5/9 = 0.5555, este resultado se obtiene por ejemplo considerando

|{k ∈ F32 : Ek(1, α+ 1) = 1}|
= |{k ∈ F32 : TrF32/F3

(F (k) + (α+ 1)k) = 1}| = 5,

en donde α es un elemento primitivo de F32 . En este ejemplo la cota de PS no es
buena. Más aún, al utilizar el programa, se tiene que PS = 2/2 = 1, pues

|{k ∈ F32 : Ek(1, α5) = 1, Ek(1, α2) = 2}| = 2.

y
|{k ∈ F34 : Ek(1, α5) = 1}| = 2.

En este caso la cota de PI es grande, y PI alcanza esta cantidad, lo cual no es
recomendable, pues nuestro deseo es encontrar la menor cantidad posible para PI .
Veamos que sucede para un campo mayor sobre F3.

Considérese F34 , F3 y la función bent F (x) = x2. Utilizando el esquema
anterior se tiene que PI ≤ 0.4074 y PS ≤ 0.7142 (con la fórmula de las cotas).
Por medio de un programa computacional se tiene que PI = 30/81 = 0.3703, este
resultado se obtiene por ejemplo considerando

|{k ∈ F34 : Ek(1, 2α+ 1) = 1}|
= |{k ∈ F34 : TrF34/F3

(F (k) + (2α+ 1)k) = 1}| = 30,

en donde α es un elemento primitivo de F34 . También se obtiene que

|{k ∈ F34 : Ek(0, 1) = 1, Ek(1, α16) = 2}| = 12.

Ya que |{k ∈ F34 : Ek(0, 1) = 1}| = 27, entonces PS = 12/27 = 0.4444, pues
es la mayor razón que se puede hallar. En este caso la cota de PI va disminuyendo
respecto al ejemplo anterior y mejor aún, la cantidad PI no alcanza la respectiva
cota. Por otro lado, la cota de PS ya es significativa, aunque no es buena. Pero en
este caso PS no alcanza su respectiva cota.

Por último considérese F36 y F3 y la función bent F (x) = x2. Utilizando el
esquema anterior se tiene que PI ≤ 0.3580 y PS ≤ 0.4399 (con la fórmula de las
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cotas). Por medio de un programa computacional se tiene que PI = 261/729 =
0.3580, este resultado se obtiene por ejemplo considerando

|{k ∈ F36 : Ek(1, α84) = 1}|
= |{k ∈ F36 : TrF36/F3

(F (k) + (α84)k) = 1}| = 261,

en donde α es un elemento primitivo de F36 . Con respecto a PS , debido a lo tar-
dado del programa computacional por el tamaño de los vectores y la cantidad que
se generan, se hallaron solamente algunas razones, por ejemplo una razón que se
encontro fue entre

A = |{k ∈ F36 : Ek(1, α50) = 1, Ek(1, α104) = 0}| = 90

y
B = |{k ∈ F36 : Ek(1, α104) = 0}| = 234,

por lo que A/B = 0.3846. En este caso PI alcanza la cantidad de su cota, pero
se puede ver que PI es menor con respecto al ejemplo anterior. Por otro lado la
cota de PS va disminuyendo respecto al ejemplo anterior, aunque en este caso
no se halló PS . En estos ejemplos se encuentran muchas razones los cuales no
alcanzan PI y PS respectivamente. Esto es importante pues no necesariamente
se elijen siempre los elementos del espacio fuente y el espacio de etiquetado que
corrresponden a razones que alcanzan PI y PS . Cabe mencionar que esto ejemplos
son ilustrativos, pues se consideran números pequeños.

2. Construcciones basadas en funciones casi-bent

También es posible la construcción de esquemas de autenticación con una
pequeña probabilidad de engaño al utilizar funciones casi-bent ([8]), en el cual
un relevante parámetro es la no-linealidad de la función f . A continuación se pre-
sentan 2 construcciones basadas en funciones casi-bent. Para mayores detalles se
puede consultar [8].

2.1. Construcción 1. Se define un esquema de autenticación basado en fun-
ciones F : F2n → F2n de la siguiente manera:

DEFINICIÓN 2.1. Sea F : F2n → F2n una función. Se define un esquema de
autenticación (S, T ,K, E = {Ek : k ∈ K}), donde,

S = F2n × F2n ,

T = F2h ,

K = F2n × F2h ,

E = {Ek : k ∈ K},

y
Ek(s) = TrF2n/F

2h
(af(k1) + bk1) + k2,

k = (k1, k2) ∈ K, s = (a, b) ∈ S.

En el siguiente resultado ([8]) se obtiene |K| = |E|.
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TEOREMA 2.2. La función H : K → E definida por H : k → Ek es una
biyección.

DEMOSTRACIÓN. La solución es similar a la del Teorema 1.2. �

En el siguiente resultado ([8]) se obtienen aproximaciones para PI y PS :

TEOREMA 2.3. Para el esquema de autenticación definido anteriormente se
tiene que,

PI =
1
2h

y PS ≤
1
2h

+
(

1− 1
2h

)(
1− NF

2n−1

)
.

Más aún,
|S| = 22n, |T | = 2h, |K| = |E| = 2n+h.

DEMOSTRACIÓN. La prueba es similar a la del Teorema 1.3. �

TEOREMA 2.4. ([8]) En particular para el esquema de autenticación definido
anteriormente, si F : F2n → F2n es una función casi-bent, entonces,

PI =
1
2h

y PS ≤
1
2h

+
1− 2−h

2
n−1

2

.

�

Se omitieron ejemplos en este caso, debido a lo tardado del programa com-
putacional por el tamaño de los vectores y la cantidad que se generan, ya que los
campos más pequeños a considerar son F29 y F23 . Los vectores que se obtienen en
este caso son de longitud 4096 y el número de estos vectores es 262144.

2.2. Construcción 2. Se define un esquema de autenticación basado en fun-
ciones F : F2n → F2n de la siguiente manera ([8]):

DEFINICIÓN 2.5. Sea F : F2n → F2n una función. Se define un esquema de
autenticación (S, T ,K, E = {Ek : k ∈ K}), donde,

S = {1} × F2n ∪ {(0, 1)} ⊆ F2n × F2n ,

T = F2h ,

K = F2n ,

E = {Ek : k ∈ K},
y

Ek(s) = TrF2n/F
2h

(aF (k) + bk),

k ∈ K, s = (a, b) ∈ S.

En el siguiente resultado se obtiene |K| = |E|.

TEOREMA 2.6. ([8]) La función H : K → E definida por H : k → Ek es una
biyección

DEMOSTRACIÓN. La prueba es similar a la del Teorema 1.5. �
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TEOREMA 2.7. ([8]) Para el esquema de autenticación definido anteriormente
se tiene que,

PI ≤
1
2h

+
(

1− 1
2h

)(
1− NF

2n−1

)
, PS ≤

1
2h

+
(2h − 2−h)(2n − 2NF )

2n − (2h − 1)(2n − 2NF )
.

Más aún |S| = 2n + 1, |T | = 2h, |K| = |E| = 2n.

DEMOSTRACIÓN. La prueba es similar a la del Teorema 1.7. �

TEOREMA 2.8. ([8]) Para el esquema de autenticación definido anteriormen-
te, si F : F2n → F2n es una función casi bent, entonces,

PI ≤
1
2h

+
(

2h − 1
2h

)
1

2
n−1

2

y PS ≤
1
2h

+
22h − 1

2h
(

2
n−1

2 − 2h + 1
) .

�

Considérese F29 , F23 y la función casi-bent F (x) = x3. Al utilizar el esquema
anterior se tiene que PI ≤ 0.1796 y PS ≤ 1 (con la fórmula de las cotas). Por
medio de un programa computacional se obtienen varias razónes aproximadas a la
cota de PI . Por ejemplo, se obtiene 80/512 = 0.1562. Este resultado se obtiene
considerando

|{k ∈ F29 : Ek(1, α23) = 0}|
= |{k ∈ F29 : TrF29/F23

(F (k) + (α23)k) = 0}| = 80.

En donde α es un elemento primitivo de F29 . El programa computacional es muy
tardado para ejecutarse completamente en una simple computadora, razón por el
cual se obtiene una aproximación de PI y se deja PS pendiente. Al igual que para
funciones bent, al considerarse valores grandes de 2h y 2n (notación en los es-
quemas anteriores) se obtiene un mejor esquema, ya que las cotas se hacen muy
pequeñas. Mejor aún si la diferencia entre 2h y 2n es grande, las cotas son mejores.
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