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Resumen.

Describimos analiticamente el movimiento de una cuenta confinada a un aro
circular, que oscila sin rozamiento mientras el aro gira a una velocidad angular w
constante. Donde ademas tomamos cualquier eje de rotacién paralelo a la fuerza de
gravedad ¢g. Parametrizamos todo el problema bajo las constantes § y « las cuales
traen la informacién de la velocidad del aro w y la distancia del eje de rotacién con
respecto al centro. Se analiza tanto el caso para o = 0 (Eje de rotacién en el centro
del aro) como para « # 0. Realizamos una caracterizacién del potencial y los puntos
criticos del sistema y se encontraron las soluciones analiticas para todas las regiones
fisicas del problema. Posteriormente se llevé a cabo una comparacion del sistema
mecanico con uno termodinamico, recordando analogias entre la teoria de Landau
para un material ferromagnético con el problema de la cuenta en un aro. Concluimos
el trabajo viendo las perspectivas de continuar esta linea de estudio y los aportes

obtenidos.



Introduccion.

El encontrar soluciones analiticas sigue siendo hoy en dia algo muy requerido y
lastimosamente no siempre algo trivial, la oportuna ayuda de las computadoras y
los calculos numéricos nos asistieron y asisten a seguir adelante en problemas cuya
solucion analitica es muy complicada de encontrar. Pero atin asi considero que una
solucion analitica sigue siendo de suma relevancia pues nos lleva a afirmar sin lugar
a dudas que por fin se tiene una soluciéon total de un problema y es lo que nos

proponemos con este trabajo.

En nuestro caso, trataremos un sistema algo familiar, el sistema de la cuenta en
un aro, que consiste en una cuenta que sin rozamiento se desplaza por un aro circular.
En su forma maés sencilla el problema se puede resolver analiticamente como ya ha
sido reportado [1] hace no mucho tiempo. Cabe mencionar que aunque esta solucién
ya se manejaba de manera implicita en la literatura hace muchos anos, es hace poco
que se empieza a poner las soluciones de una manera mas rigurosa, lo que nos llevo

a buscar una solucién analitica para un sistema mas general.

Histéricamente el problema del aro y la cuenta es muy citado en la literatura,
principalmente como un sistema muy ilustrativo a la hora de la ensenanza de proble-
mas de mecénica cldsica [2], pero también es usado comiinmente como un problema
andlogo a otros més complejos [3]. Como por ejemplo en sistemas aproximados de
superconductividad magnética [4], como un anélogo a transiciones de fase de primer
y segundo orden [5] en la teoria de Landau [6] [7] [8], el oscilador de Duffing [3], v
un equivalente electromagnético de una particula cargada moviendose por un cable

circular rotando y bajo un campo magnético uniforme [3] entre otros.

Su relevancia comenzé en el ano 1788 con James Watt [9], quien introdujo un

artefacto conocido como el regulador a sugerencia de su socio Matthew Boulton. El

10
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\

Figura 1: Esquema del sistema de la cuenta en un aro con eje de rotacion fuera del
didmetro central.

Regulador consistia en ese entonces de un péndulo con dos masas suspendidas por
dos brazos articulados, y su utilidad es la de controlar el flujo de vapor y manejar asi
la velocidad del motor a vapor, pues al rotar genera que las masas se eleven hasta
cierta altura dependiendo de la velocidad angular del eje.

El sistema que estudiaremos a fondo consta de una cuenta de masa m que se
desliza por un aro circular de radio R sin rozamiento alguno, el aro se encuentra
rotando a una velocidad angular constante w, y obviamente consideramos la fuerza
de gravedad actuando en el eje —z del sistema, el eje de rotacién se encuentra a
una distancia A del didmetro central, y el angulo con respecto al punto mas bajo de
energia potencial serd definido por 6. como se puede apreciar en la figura (1).

Notamos que el sistema tiene solo un grado de libertad, asi que estara completa-
mente descrito por las variables de distancia y velocidad 6 y 6. Por lo cudl obtenemos
el siguiente lagrangiano:

1

: 1
L= 2mR292 + §mw2(R sinf + A)> — mgR(1 — cosf), (1)
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donde se aprecia la energfa cinética y la energia potencial V' (0) = — %muﬂ (Rsin 6+
A)?2 +mgR(1 — cos®).

Finalmente, definimos el potencial efectivo del sistema dividiendo al potencial
entre 2mgR para adimensionalizarlo, y que resulta dependiente ademés de dos cons-
tantes de mucha utilidad en todo el trabajo, que se aprecia en la ecuacién (2):

V() 1

1
e S o 2 - o
Vers = SmgR 45(sm€—i—a) + 2(1 cosb), (2)

donde tenemos definidas las constantes « = A/Ry 8 = w?/w?* con w? = g/R.
De aqui en adelante la constante « se utilizara para representar la distancia del eje
de rotacion con respecto al eje central, y [ para representar la velocidad de rotacién
del aro con respecto a la velocidad angular w? que es denominada velocidad angular
critica.

Como se verd mas adelante, este sistema se puede describir como un polinomio
cuartico, el cual como ya fue demostrado [10] [11] es equivalente a una integral eliptica
siempre y cuando el polinomio esté en el integrando. Por lo que siguiendo esa logica
podemos anticipar que las soluciones involucraran funciones elipticas. Asegurada
la existencia y la forma de estas soluciones, el presente trabajo buscara resolver
analiticamente este sistema para todos sus casos, y consistira en un capitulo enfocado
en el sistema mds simple [1] con su solucién analitica, es decir cuando a = 0, que nos
llevaran a soluciones descritas en funciones elipticas de Jacobi las cuales se explican
en el Apéndice A, también se llevara a cabo un andlisis de los puntos criticos y el
potencial, que resulta de mucha utilidad cuando se buscan las analogias con otros
problemas.

Seguiremos con el segundo capitulo que tratard del problema generalizado, es
decir con cualquier eje de rotacién vertical (a # 0), enfocandonos en el anédlisis del
potencial efectivo y los puntos criticos del mismo.

En el tercer capitulo seguiremos con el sistema donde o # 0 pero nos enfocaremos
en buscar las soluciones analiticas. A diferencia del primer capitulo en este caso
tendremos un polinomio cuartico completo, cuya factorizacién en sus raices es mucho
mas complicada. Utilizaremos el método expuesto en los Apéndices C y D para
llevar al polinomio a la forma de funciones elipticas de Jacobi como se aprecia en

el Apéndice B. Finalmente mostraremos las soluciones analiticas para los casos més
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caracteristicos del problema.

En el cuarto capitulo expondremos uno de los casos donde el sistema de la cuenta
en el aro es andlogo a un problema fisico distinto. En este caso mostraremos sin pro-
fundizar demasiado en el tema la analogia con las transiciones de fase de primer y
segundo orden en termodindmica, en particular el caso de un material ferromagnéti-
co bajo la teoria de Landau. Finalizaremos el trabajo con las Conclusiones y las
perspectivas de todo el estudio realizado.

En cuanto a los Apéndices, anexamos cuatro. En el apéndice A se expone una
compacta pero necesaria explicacion de lo que son las funciones elipticas de Jacobi,
sus caracteristicas y propiedades, ademas de su utilidad. En el apéndice B se hace
un muy breve desarrollo de la transformacién de Moebius y su utilidad para poder
realizar la integracion de un polinomio cuartico, que resulta en funciones elipticas de
Jacobi inversas. Mientras que en los apéndices C y D se exponen los métodos utili-
zados para encontrar las raices de los polinomios ctibico y cuartico respectivamente.

Finalmente se mencionan las referencias bajo las cuales estda basado todo este

trabajo en la Bibliografia.



Capitulo 1
El Aro y la Cuenta con a = 0.

Comenzaremos el estudio con un caso particular de la ecuacién (1), el caso en
el que el eje de rotacion se sitia directamente sobre el diametro central del aro, es

decir cuando o = 0, este sistema se puede apreciar en la figura (1.1).

Para la resolucién analitica completa (no solo de este caso si no también del
caso generalizado) vamos a considerar coordenadas esféricas (r, 6, ¢), donde solo nos
encontramos con una coordenada generalizada, la cual es el angulo 6 del sistema.
Puesto que tanto el radio R como la velocidad angular qﬁ son parametros constantes
a lo largo del tiempo (debido a las condiciones de que el radio del aro sea constante

r = Ry velocidad angular también w = ¢).Por lo que el Lagrangiano £ del sistema

con o = 0 es:

: 1 : 1
L£(0,0,t) = §mR202 + §mw2R2 sin® @ — mgR(1 — cos @), (1.1)

El potencial efectivo del sistema en este caso lo obtenemos igualando av = 0 en

la ecuacién (2):

1 1
Veff:—ﬁsingﬁ—l—§(1—cosﬁ). (1.2)

14
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Figura 1.1: Esquema del sistema de una cuenta en un aro con o = 0.

Vit

1O}

- ‘B:fﬂ:
05k
— p=1
— B=1/2
‘ L — p=1/

Figura 1.2: Potencial efectivo para diferentes valores de f3.
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dv/40
1_05_
C — =t
0.5+ —_— ﬁzl
. ‘ . 0 p=1/2
— -2 E 5 n . ‘,8:1/4
-05}
—1_0;

Figura 1.3: Derivada del potencial efectivo para diferentes valores de f3.

1.1. Analisis del potencial y los puntos criticos.

Podemos ver la utilidad del potencial efectivo de la ecuacién (1.2) al graficarlo
en funcién del dngulo € como se ve en la figura (1.2). Donde notamos que la forma
de la funcion del potencial efectivo depende mucho del valor de la velocidad angular
w, y si esta velocidad es mayor o menor a una velocidad “critica” w.. Si es mayor
tenemos un potencial con dos puntos de equilibrio estables (6 = £6;) y uno inestable
en 6 = 0, ademas estos dos “pozos” se encuentran en potenciales efectivos menores
a cero. Este régimen nos recuerda al del potencial cuértico.

Mientras que si la velocidad angular es menor o igual a la velocidad critica nota-
mos un potencial muy similar al del péndulo simple, con un minimo en el angulo cero
(también punto de equilibrio estable), y con todos los valores del potencial mayores a
cero, ambos régimenes tienen un méximo en 6 = £, es decir cuando V,;; = 2mgR.

Para encontrar los puntos criticos de este sistema también requeriremos la deri-
vada del potencial efectivo, que resulta en la ecuacién (1.3), y cuyo gréfico se aprecia

en la figura (1.3).

% = —% sinf(cos@ — ) =0 = sin(f) =0 y cos(f) =p. (1.3)

De donde se obtienen inmediatamente los puntos criticos del potencial, de sin§ =
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O
b4
2

Figura 1.4: 6,, vs . Se puede notar el cambio continuo del punto critico cuando

B=1.

0 notamos que tenemos dos puntos criticos en § = 0 y § = 7, mientras que el dltimo

punto critico resulta § = 4 cos™! .

Los valores del potencial para estos puntos criticos merecen ser puestos de forma
explicita para compararse con los cambios que estos tienen cuando estudiemos el caso
generalizado. Estos valores son para el punto critico maximo # = +7, que es un punto
de equilibrio inestable como V(4m) = 1, para el punto critico § = 0 tenemos que es
un punto de equilibrio estable cuando § > 1, y un punto de equilibrio inestable y
un maximo local cuando 8 < 1 y el potencial es nulo para cualquiera de estos casos.
Finalmente para los puntos criticos # = 4cos™' 3 = 6, que tinicamente aparecen
cuando 3 < 1. El potencial en estos puntos resulta como V(& cos™ 8) = —(1—-)%/8,

donde notamos que mientras § — 0, es decir w — oo el potencial tienda a —oc.

Podemos apreciar esta transiciéon del minimo global para los dos diferentes casos
de B en la figura (1.4). Se suele encontrar analogias de esta transicién con transiciones

de fase de segundo orden en termodindmica [5] como veremos en el capitulo 4.

Es también esencial hallar otro angulo importante, el denominado angulo de esca-
pe 6.. Cuando estamos en el caso donde 5 < 1 tenemos dos regiones de movimiento
para la cuenta, una en la que ésta oscilara atrapada en uno de los dos pozos del
potencial, la segunda cuando la particula parte con mayor energia y oscile por sobre
los dos pozos. Mientras que si soltamos a la cuenta exactamente en este angulo 6, le

tomaria un tiempo infinito alcanzar el punto de equilibrio inestable en 6 = 0, esto se



Capitulo 1. FEl Aro y la Cuenta con o = 0. 18

profundizara méas en la siguiente seccion, pero este angulo cumple con la propiedad
de que se halla en el punto donde el potencial es igual a cero, tres angulos cumplen
esta propiedad, el punto critico 8 = 0 y £6,, entonces igualando la ecuacién (1.2) a

cero, obtenemos la expresion:

0. = £cos (28 —1). (1.4)

1.2. Resolucion analitica con o = 0.

Analizados los puntos criticos y el potencial, podemos continuar ahora con la
resolucion analitica. Es importante mencionar que hay dos formas de llegar a la so-
lucién, que son muy similares pero la sutil diferencia radica en las constantes que
definimos. La primera forma define constantes que dependen del angulo y la velo-
cidad inicial 6y y 90, mientras que la segunda forma define constantes dependientes
unicamente de la energia. El resultado sera el mismo solo que con constantes un poco
diferentes pero equivalentes entre si.

Para abarcar el problema usaremos ambas formas, en el caso a = 0 definiremos
las constantes dependientes del angulo y la velocidad inicial, mientras que para o # 0
utilizaremos ambas formas para diferentes casos.

Obtenemos la ecuacion de movimiento del sistema con la coordenada generalizada
0(t) usando la ecuacién de Euler-Lagrange, resultando:

. w?
0= 7sinz@ — w?sind. (1.5)

Para resolver esta ecuacion diferencial de manera analitica, requeriremos de las
funciones elipticas de Jacobi (véase Apéndice A), para lograrlo llevaremos la ecuacién
diferencial a la forma de una integral eliptica, multiplicando la ecuacién (1.5) por 0

e integrando obtenemos:

02(t)  02(t) w? 2
T —Z(cos 20(t) — cos 20,) + w?B(cos O(t) — cosb,), (1.6)

donde, organizando los términos de una manera conveniente resulta:
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@ + cos? O(t) — 2B cos O(t) = C. (1.7)

La constante C es la suma de las funciones que dependen de las condiciones

iniciales del angulo inicial 8y y la velocidad inicial Oo:

N
C = cos®f, — 28 cos b, + (%) : (1.8)

Ahora bien, para llegar a una expresion con una integral eliptica, utilizaremos un

cambio de variable de mucha utilidad, llamado la sustitucion de Weierstrass:

0 /1 —cosf

La cual, para los valores que utilizaremos en todo el trabajo resulta como:

1—72 . 2T 2dT
COSQZm, Slnezm, = 1_'_7_2. (110)
Con lo que la coordenada generalizada 6 sera:
1— 72 - 4
§=cos | —— 0 = ——— 72 1.11
cos (1_'_7_2), (1_'_7_2)27' (1.11)
Por lo que, organizando los términos, la ecuacién (1.7) queda como:
247\ 2 4 9
— =7 (C—-1-28)+2m°(C+ 1)+ (C—1+2p), (1.12)
w
donde definiremos las constantes pL como:
pr=C—1+2p5. (1.13)

Por lo que, utilizando la constante p., integramos la ecuacién (1.12) y despejando

el tiempo resulta:

7(t) 2dr’
/ T = ut. (1.14)
o A/DP-T*+2(C+ )%+ py

En el denominador del integrando ya notamos un polinomio de orden cuatro
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pero unicamente con potencias pares. Ahora buscamos factorizarlo de tal manera
que quede como un producto de las raices de dicho polinomio con una resta del

factor 72, entonces dividiendo el polinomio entre p_ tenemos:
L c c+1 1 12 P+ 2 2\ (12 2
+2 + =) =" —1)(7" —7)), (1.15)
p- p-
y calculando las raices 7¥ y 72, vemos que pueden tomar dos valores:

2 _ 1 —cost, 5 o l+cost,—2p

= . 1.1
~ 1+ cosé, = To 1 —cosf,+ 28 (1.16)

Las rafces 77 y 74 son muy importantes, pues dependiendo del valor que tomen
obtendremos diferentes soluciones para el sistema de la cuenta en un aro. Donde cada
soluciéon sera quien nos describa el sistema en las diferentes regiones del potencial

efectivo ya vistas.

La rafz 7¥ es siempre mayor o igual a cero, mientras que 72 si puede tomar cual-
quier valor real. Podemos apreciar mejor a las raices ¥ y 72 en las figuras (1.5) y
(1.6). Por ejemplo, para el régimen donde /5 > 1 solo tendremos una regién descrita
por una solucién en el intervalo donde 6, € [0, 7|, mientras que cuando nos encon-
tramos en el régimen donde # < 1, tendremos dos intervalos divididos por el punto
donde 72 = 0 el cual ocurre cuando se cumple que la condicién inicial para 6, toma
el valor de 6,.

El dngulo 6, es de mucha importancia en este régimen pues dependiendo de con
que angulo inicial soltemos a la cuenta, tendremos diferentes movimientos, ya sea
que 6, > 0., tendremos un movimiento a manera de un péndulo en una oscilacién
de un lado a otro del aro, o ya sea que #, < 0., tendremos un movimiento con una
oscilacién alrededor del angulo 6, atrapado en solo un lado (derecho o izquierdo) del
aro.

Continuando con la resolucién de la integral de la ecuacién (1.14), vemos primero
el régimen donde 8 > 1, en este régimen la rafz 77 es menor a cero, por lo que

podemos decir que |77| = —72, dejando la ecuacién (1.14) como:

7(t) 2
wt:/ T 5 (1.17)
VZ VPP = )+ 3]
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Ruices Raices

Figura 1.5: En el grafico de la izquierda vemos a las raices =7 y 7y vs 7y, mientras
que en el grafico de la derecha vemos a las mismas raices pero vs el angulo inicial 6.
En ambos casos el parametro 5 es igual a 0,3.

Ruices

Figura 1.6: Raices 77 y 74 vs 6p. Obtenidas directamente de la ecuacién 1.16.
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De (1.17) obtenemos directamente:

7(t)
= | e (1.18)
AN+ 13D

La integral de (1.18) ya tiene una forma conocida, pues es de la forma de una

integral eliptica de la funcién inversa eliptica de Jacobi ¢n, por lo que resulta:

et Y S O
oy e (i) oo

Por lo que reemplazando el valor de 7 e invirtiendo la funcién ¢n obtenemos la

solucién para el régimen 3 > 1:

_ ~1 2 wt 2 2 i
0(t) = 2tan {\/ch<2\/|p_|(71+|72|), —712+|722|>}. (1.20)

Aprovechamos también el hecho de que la funcién cn es una funciéon par y le

cambiamos el signo al primer moédulo, es decir: en(u, k) = en(—u, k).

Ahora bien, para el régimen donde S < 1 tenemos que tomar en consideracién
las diferentes posibilidades en los valores que puede tomar la raiz 72. Tendremos tres
casos; el primero es cuando la 77 es mayor a cero y ademas es mayor a la raiz 77, el
segundo es cuando 72 es mayor o igual a cero pero menor a la raiz 72 y el tercer caso

es cuando 72 es menor o igual a cero.

Esta diferencia entre los valores de la raiz 75 es lo que nos llevard a diferentes
funciones elipticas de Jacobi en las soluciones, siguiendo el mismo procedimiento que

hicimos para llegar a (1.20) obtenemos las soluciones para el régimen 5 < 1:

t 2 2
0(t) = 2tan™" {\/Tfnd (%\/ lp_|72, P! 727—1 ) } para : 0 < 18 < 75,0, €[0,0,],
V 2

(1.21)
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Figura 1.7: Diagramas de fase para el sistema de la cuenta en el aro. Donde (a) es
en el régimen donde > 1y (b) es en el régimen donde 8 < 1.[1]

t 2 2
H(t):Qtanl{\/den (%\/\p\ﬁ,\/ﬁ 2T2>},pam:0§722<712,006 65, 6.],
1

(1.22)

t 2
0(t) = 2tan~' { \/72en w—\/|p_|(7‘12 + |72, % para : 73 <0 < 78,0, € [0, 7.
2 7 + |73
(1.23)

En la figura (1.7) podemos ver el diagrama de fase del sistema para los dos
regimenes, donde la solucién de la ecuacién (1.20) nos describe los movimientos
dentro de la separatriz del diagrama de la izquierda. Pero para el otro régimen
tenemos algo un poco més complejo, pues notamos que existen dos separatrices, la
primera con forma de lemniscata y la segunda con una forma ovalada similar a la de
la separatriz del primer régimen (pero con una concavidad en las cercanias de # = 0).
Las soluciones de las ecuaciones (1.21) y (1.22) nos describen el movimiento dentro
de la primera separatriz, (1.21) si es que soltamos a la cuenta con un dngulo menor
a s, y (1.22) cuando soltamos a la cuenta con un dngulo mayor a 6,, mientras que
la solucién de la ecuacion (1.23) nos describe el movimiento que esté entre las dos
separatrices. Cabe recalcar que (1.23) y (1.20) tienen exactamente la misma forma,

y esto es debido a que en ambos casos tenemos casi el mismo movimiento, la sutil
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diferencia es que hay un ligero cambio en la velocidad cuando se pasa cerca del angulo

cero que se hace més notorio si la cuenta partié desde un angulo cercano a 6,.

1.3. Otros casos.

Ahora procedemos con los demas casos; para las separatrices, y para el caso donde

la cuenta entra en rotacién libre (afuera de toda separatriz).

Para la separatriz interna del régimen donde 5 < 1, podemos partir del hecho
de que el sistema con las condiciones iniciales 8, = 6, = 0 es un punto de dicha
separatriz, por lo que ajustando la constante C = 1 — 203, ajustando la ecuacién (1.7)
a estas condiciones, notamos que cualquier otro punto de la separatriz cumple con
la ecuacién:

0‘2
i (1 —cosB)(1+ cosb —203). (1.24)

Por lo tanto la separatriz tiene la forma de una lemniscata, para obtener la funcién

O(t) de esta separatriz partimos de (1.14) con las consideraciones ya mencionadas, y

obtenemos para el caso mas simple de 6, = 0,:

6(t) = 2tan™" [\/;%ch (wt\/;)} : (1.25)

La segunda separatriz se obtiene de una manera similar, esta vez notamos que
0, =m, 6, =0 es un punto de esta separatriz, por lo que C = 1 + 2 lo que nos deja

con que cualquier otro punto de la separatriz debe cumplir:

2
2= (14 cos@)(1 — cos + 20). (1.26)

Que es la separatriz externa del régimen 5 < 1y la Unica separatriz en el régimen
B > 1, siguiendo el mismo procedimiento que para la primera separatriz, obtenemos

de la integral de (1.14) la expresién:
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0(t) = 2tan™" [ b sinh (wtﬂ—i— sinh ™ (tan (@) ﬂ))] :
14+ 2 I5;
(1.27)
Salta a la vista que las separatrices no contienen funciones elipticas de Jacobi.
Finalmente buscamos la solucion para la iltima regién, que por fortuna tiene la
misma forma para ambos regimenes, la de la rotacion libre. En esta region tenemos
movimientos donde la cuenta tiene una energia que es mayor que el potencial efectivo
méximo, como por ejemplo cuando tenemos 0, = 7 v 6, # 0, donde claramente te-
nemos Ep,; > V7", De manera andloga a lo hecho para las separatrices, empezamos
desde la ecuacion (1.7) con las condiciones iniciales ya mencionadas, para notar que
p_ = 93 Jw?, py =48+ p_ y que T, — oo. Las raices van a verse modificadas, siendo

las nuevas raices:

m=-2 [(;—j) (1+58)+ ﬂ + 2\/(@—5) (1 +B)>2 + ;—;(1 =8, (1L28)

Ahora, resolviendo de manera analoga nuevamente la integral pero con las nuevas

raices y consideraciones la solucion para el sistema del aro y la cuenta en rotacién

libre es:

(1.29)

1 .
O(t) = 2tan™" []T_\cs (—5]7_90\75,

Para concluir el analisis del problema, podemos estudiar qué pasa cuando la
velocidad angular del aro es cero. Aqui hay dos maneras de proceder, primero es
volver a la ecuacién diferencial (1.5) y solucionar para w = 0 (donde vemos la ya
familiar ecuacién diferencial del péndulo simple) mediante el método usualmente
visto en la literatura, donde se llegaran a soluciones expresadas también en funciones
elipticas de Jacobi (con excepcién de la separatriz). Pero para encontrar analogias
con el método usado para este problema,tomamos el otro proceder, el cual es partir
de la nueva ecuacién diferencial de la ecuacién (1.6), integrar una vez (de manera

idéntica a lo hecho para este capitulo) para llegar a:
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. .2
0(t) — 2w? cos (t) = C = 9—2" — w?cos b, (1.30)

Desde donde seguiremos el mismo procedimiento (de (1.7) a (1.20)), tras la sus-

titucion de Weierstrass para llegar a la solucion:

00 2 2
0(t) = 2tan~! {udn lwctcos (—) |74, #] } - (1.31)
2 T

Con las nuevas raices:

1 — cos®
e Uy . 1.32
T+ 1+cos€o’T_ (1.32)

Notamos que esta forma de solucién es equivalente a la mas familiar solucién del
péndulo simple mostrada en la literatura.

De manera similar, encontramos la ecuacion para la separatriz:

6(t) = 2tan™" {sinh {wct + sinh ™! (tan %)} } : (1.33)

Finalmente, para la parte de la rotacién libre resulta:

@)] . (1.34)

0(t) = 2tan™" []T_|cs (—%|T_éo|t,

Pero con las nuevas raices:

=17 =-2—=X (1.35)

Como se puede ver, todas las soluciones periddicas contienen funciones elipticas
de Jacobi, ademés por el método utilizado ya se vislumbra la enorme dependencia
de las diversas soluciones con las raices del polinomio que resulta tras la sustitucién
de Weierstrass, y que las raices son muy diferentes para los movimientos dentro de

las separatrices que para los de rotacién libre (fuera de las separatrices) [1].



Capitulo 2

Caracterizacion del Potencial con

a # 0.

Ya se ha resuelto analiticamente el sistema del aro y la cuenta para el caso a = 0.
Ahora continuamos el estudio quitando una simplificacién que era justamente centrar
el eje de rotacion. Cuando el problema se generaliza a cualquier « la resolucion se
hace mas complicada pero a pesar de lo trabajoso es posible llegar a una solucién
analitica.

Ahora trataremos el problema completo con a # 0 como se muestra en la figura
(2.1), lo que nos devuelve el lagrangiano que ya se adelanté en la introduccion, es
decir:

1

: 1
L= 2mR202 + imwz(R sinf + A)?> — mgR(1 — cos6). (2.1)

De la misma manera que para el sistema mas simple nos convendré definir un

potencial efectivo, dado por:

V(f) = —%muﬂ(R sind + A)? + mgR(1 — cos 6). (2.2)

Donde resulta luego, el potencial efectivo adimensional:

Vs = V(9) _i(sine +a)+ %(1 — cos0). (2.3)

2mgR - 45
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o VOO

Figura 2.1: Esquema del sistema del aro y la cuenta con eje de rotacion fuera del
diametro central.
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V(&)

- ﬁ:-’- ’ \*. ) /‘ .\\\\\“ I //
T B=3W38 N/ /[ — a=1/t
— p=1/2 NN/ — a3
— A/ A\ o]
] p=1/d \ >/ — e=910
hY _./‘If i h

Figura 2.2: Grafica del potencial efectivo, en la izquierda apreciamos el potencial
cuando el pardmetro o« = 1/8 y para diferentes valores de (3, mientras que en el
grafico de la derecha se fija a 8 = 1/8 para diferentes valores de a.

2.1. Analisis del potencial y los puntos criticos.

Seguimos con el analisis del potencial y los puntos criticos del problema de la
cuenta en el aro con a # 0, donde a diferencia del anterior capitulo, aqui nos encon-
tramos con dos parametros y no solamente con . Lo usual en este caso es fijar uno
de los parametros, variando al otro y posteriormente hacer lo opuesto. Proceder que

puede apreciarse con mayor claridad en la figura (2.2)

Podemos notar que para ciertos casos tenemos todavia los dos pozos, solo que en
este caso son asimétricos. También que el potencial ya no es simétrico con respecto
al cero del eje x, y el maximo local ya no estd centrado en el punto (0,0). Ademés

veremos que también se cambiaron todos los demés puntos criticos del potencial.

Para obtener y analizar los puntos criticos del problema seguiremos otro camino.
A diferencia del capitulo anterior donde los encontramos directamente de las expre-
siones trigonométricas, en este caso derivar el potencial e igualarlo a cero no nos
permite continuar con un analisis sencillo como sucedié en el capitulo 1, debido a
las propiedades periddicas de las funciones trigonométricas, i.e. las expresiones no se
simplifican tras la derivacién del potencial. Por lo que para o # 0 se hace mas sencillo
trabajar desde la forma polinémica que resulta tras la sustitucién de Weierstrass de
las ecuaciones (1.9), (1.10) y (1.11).

El potencial resulta como:
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Figura 2.3: Gréfica de varios potenciales efectivos y sus derivadas tras la sustitucién
de Weierstrass, en la izquierda tenemos al potencial vs 7, mientras que en la derecha
tenemos a su derivada vs 7.

V(T):m {74 (5-%) _ ot (5—0‘;—1) —m_o‘ﬂ. (2.4)

Para la derivada, derivamos primero el potencial con respecto a 8 y posteriormente

realizamos la sustitucion de Weierstrass, resultando:

av 2(1 2(1 —
W_ o a2+, 20028 ] (2.5)
do  2B(1+712)2 a «
Que se pueden apreciar mejor en la figura (2.3).
Notamos de inmediato que al igualar la derivada del potencial a cero, el inico
factor que es de relevancia es el numerador de la ecuacién (2.5), por lo que la ecuacién

a resolver es:

L 20148) 4 21-5)
« «

T—1=0. (2.6)

Para factorizar un polinomio cuartico completo usaremos el algoritmo del apéndi-
ce D, que a su vez usa el método de resolucién de un polinomio ctibico completo del
apéndice C.

Aplicando el cambio de variable 7 = = — (1 + )/2a, obtenemos la ecuacion:
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2+ Pya® 4+ Quar + Ry = (2% + ux +v)(2° — uxr +w) = 0. (2.7)

Con las constastes Py, Qv y Ry definidas como:

2 « «Q o?
(2.8)

Siguiendo el método del apéndice D, esta nueva ecuacion se resuelve encontrando

2 3 . 4 _ 72
po- S (Y g (M)l g S (L)L

unicamente el valor de u, procedimiento muy recurrente en todo este capitulo por lo
que vale la pena remarcar la importancia de la constante wu.

Hallar el valor de w se consigue asocidandola al polinomio de orden seis de la
ecuacién (D.12), que a su vez redefiniendo a u como u? = y — 2P, /3 nos lleva a un
polinomio ciibico como en la ecuacién (D.14), que como se aprecia en el apéndice C,

se puede resolver mediante los invariantes go y g3 del polinomio:

1 — 2
y3—4( af —1>y+16%=0, (2.9)

donde los invariantes son:

_@:_4<1—52_1) Bl (2.10)

4 a?

Para ver la naturaleza de las raices de este polinomio ctibico es muy importante
calcular el discriminante del mismo, que en nuestro caso viene siendo:

Lo g 2 41 2 213 2 92
= (g}~ 218) = (1 - 0 = ) — 27067 (2.11)

Como se aprecia con mayor profundidad en el apéndice C, la naturaleza de las

A

raices del polinomio cibico dependera del signo que lleven los invariantes g y g3 y el
discriminante A. Ahora notamos que A puede tener cualquier signo, nos enfocamos
en el caso donde A = 0 que solamente ocurre cuando a? + 3% + 3(af)?/? = 1. Esta
ecuacion se puede resolver despejando oo como funcién de § o viceversa debido a que
A es simétrico al cambio de dichos pardmetros (con la caracteristica de que o puede

tomar cualquier valor entre £1 mientras que § > 0). La solucién de esa condicién
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tiene 6 raices, de las cuales 4 son complejas y no las tomamos en cuenta, mientras

que las 2 restantes son reales y son las que consideramos, éstas resultan ser:

2-1-a? =302 +3a" = (1—-a??)?, o o= (1-8%%3 2.12
5 : 5

La relacion entre a y 3 obtenida en la ecuacién (2.12) es muy ttil y se aprecia
mejor en la figura (2.4). El caso donde o® 4 32 +3(3)*? > 1 corresponde a discrimi-
nantes negativos, es decir todos los valores arriba de la linea curvada azul. Mientras
que el resto de los casos a? + 2 + 3(af)?/? < 1 corresponden a un discriminante
positivo, es decir la region debajo de la curva azul. Este resultado es muy importante
pues nos muestra que mientras mas alto sea el valor de «, i.e. mientras mas grande
sea la distancia del eje de rotacién con respecto al centro del aro, menor sera el valor
de 3 para el cual tendremos un cambio en el comportamiento del potencial. E.g. para
a = 0 volvemos al caso del capitulo 1, donde el cambio de los regimenes se da cuan-
do 8 =1, o en términos de las velocidades angulares w = w,.. Pero para el ejemplo
que usaremos de aqui en adelante, i.e. « = 1/8, el cambio de comportamiento en el
potencial (y en las rafces del polinomio) se dard para 8 = 3v/3/8, 0 w? = 8w?/3+/3.
Considerando ahora el signo del invariante g,, tenemos un equivalente de nuevo de
3 diferentes casos; go = 0 cuando o®> + 3% =1, g > 0sia? + B2 <1y g < 0 si
a?+3? > 1. Todos los casos con A < 0 resultan en dos raices complejas conjugadas y
una real, mientras que para A = 0 tendremos una raiz doble y una raiz simple, todas

reales. Finalmente para el caso de A > 0 tendremos tres raices reales diferentes.

Para continuar con la resoluciéon del polinomio ctubico, consideramos primero
el caso donde gy > 0, es decir debajo de la semicircunferencia de la figura (2.4).

Siguiendo el método del apéndice C las raices parametrizadas del polinomio ciibico

resultan:
e cos (&2
' 4 [1—p2 <¢jﬂ> . V27a3
es | = ﬁ 2 11 cos (T) , donde = cos A= = a2
es —cos(%)

(2.13)

) |
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Figura 2.4: Grafica «a vs  de las diferentes regiones del signo de A.

Mientras que para el caso donde gs = 0, justo sobre la linea de la semicircunfe-

rencia de la figura (2.4), la forma del polinomio ctbico y su raiz quedan como:

5 6 1/3 166 1/3
y3+16?:O = y:—(16?> :_(1—62) : (2.14)

Finalmente para el iltimo caso, cuando g, < 0, la region afuera de la semicircun-

ferencia la unica raiz real es:

4 1 1 V2703
€2 = V3 I—TSlnh <§smh ! (_(a2+5201 1)3/2>). (2.15)

Se pueden apreciar todas las raices del polinomio ctbico en la figura (2.5).

Con las raices del polinomio cibico encontradas, podemos ahora continuar y
resolver el polinomio cuartico quitando los cambios de variable, resultando las cuatro

raices como:
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Raices

Figura 2.5: Gréfica e, ey, eg vs B del polinomio cubico de la ecuacién (2.9). Por
razones de completez se incluyeron valores negativos de [ a pesar de no existir en
nuestro problema.

1 1 1 2 1 1 1 2
Tl o= — +B——u:|:—\/—u2—2Pv+&, Ta, = — jLﬁ+—u:|:—\/—u2—2pv—&.
u ’ u

(2.16)

La u que consideraremos dependera de con qué valor de g nos encontremos, para
go > 0 usaremos ez puesto que es la tnica raiz real en todo el intervalo, resultando

la w como:

LrpY 4 et VZ7ap
o ( o ) V3 0;2 cos <§COS_1((1_52_QQ2)3/2>)- (2.17)

Mientras que para g, < 0, tomaremos la raiz e; pues es la unica real, resultando:

_ 1+8\* 4 [a2+p2-1 - 1 — V27ap
u = ( o ) + % e sin 3 sin — @+ B 1)
(2.18)
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Salta a la vista que ambas expresiones se igualan cuando g, = 0.

Con estos valores de u, las raices siempre resultan ordenadas como:

Ty < Ty < 74 < 71 (2.19)

De estas desigualdades se pueden asociar ya los puntos criticos del problema, 77
estd asociado al punto critico correspondiente al maximo global, mientras que 7, esta
asociado al punto critico correspondiente al minimo global. 7; y 74 estan a su vez
asociados al maximo y minimo local del potencial, i.e. al punto de equilibrio inestable
entre los dos pozos y a uno de los puntos de equilibrio estables, correspondiente al
pozo menos profundo.

Definiendo la nomenclatura de los angulos correspondientes a estos puntos criti-
cos, definimos #; como el punto critico del maximo global, #,, al punto critico del
minimo global, mientras que 0,7, v 0,,1, a los puntos criticos del maximo y minimo
local respectivamente.

Quitando la sustitucién de Weierstrass, obtenemos la relacion entre los puntos

criticos:

QM < QmL < QML < Qm (220)

Es importante también notar las siguientes desigualdades:

Que nos muestran ya resultados interesantes. Notamos que el punto maximo del
potencial no se encuentra ya en 1, si no que es menor. Esto se debe a que al desplazar
el eje de rotacién, el punto de energia maxima se encuentra también desplazado en
el aro.

Podemos apreciar las relaciones entre las raices que representan a los puntos
criticos para distintos valores de f (que es el pardmetro relacionado con el invariante
g2) con un « fijo de a = 1/8 en las figuras (2.6) y (2.7).

También podemos apreciar las relaciones entre las raices que representan a los
mismos puntos criticos pero para distintos valores de a.. Con un £ fijoen 8 = 0,5 en

la figura (2.8). Notamos inmediatamente que para este caso si contamos con valores
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Ruaices — Raices
Ok — Toruil B3 B — T pun B<3V3 B
—%on pwiE — T Ll p>3VIB
T — T R
E— ) N L5 -3

Figura 2.6: Gréafica de las raices 7/ vs 3 para a = 1/8.

Raices
— Oy pira B< 1

— Opp, it B <]

— By prtit B< 1

— Oy i B< 1

—_— Oy v B> ]

—_— HM pitin B> 1

Figura 2.7: Grafica de los puntos criticos vs /3 para oo = 1/8.
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Raices
3t
- 6"mL 2 _
G, [
BM —" HTR
o H'm /1‘5 UM
| I L . | | I (x a
-10 -05 ; 05 10 ML
:-'/ anL
=l
-2 :
-3 _

Figura 2.8: Grafica de los puntos criticos vs a para § = 0,5. Podemos notar que
para « con valores negativos las raices cambian en cuanto a qué punto critico son.
Las raices estan descritas con los mismos colores y se indica en la figura a que punto
critico corresponden ya sea para a > 0 o para a < 0.

positivos como negativos en el eje horizontal, ademas de que las raices cambian con
respecto a que punto critico representan dependiendo de si a es mayor o menor a
cero. Notamos un cambio en el color de los puntos criticos para a cercanos a =+1,
esto es debido a que gy empezé a tomar valores negativos como pasé en la figura
(2.7), por lo que se toma otra e para solucionar el polinomio cudartico. Usamos un
mayor al que tomamos en los demés ejemplos con [ fijo para la figura (2.8) con el
motivo de que el cambio en el signo de g, pueda notarse en el grafico, puesto que

para 3 pequenos este cambio ocurre para o muy cercanos a |1|.

2.2. Angulos de escape y angulos internos.

Unicamente nos quedan dos dngulos de vital importancia por definir, los angulos
de escape y los dngulos “internos” cuya utilidad se vera a la hora de obtener las
soluciones del problema.

Comenzamos con los angulos de escape. El procedimiento es similar al caso del
capitulo anterior, con la excepcién de que en esta ocaciéon el potencial no es igual a

cero en estos puntos. Por lo que definimos la constante C igualando el potencial al
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punto donde tenemos el maximo local, de la siguiente manera:

V(Our) =V(0) = —i(sineML+a)2+%(1—cos Onr) = —ﬁ(sin 9+Oé)2+%(1—COS 0).

46
(2.22)
Donde finalmente con algunas operaciones algebraicas resulta:
sin® Oy, + 2asin Oy, + 28 cos Oy = sin? 6 + 2asin 6 + 25 cos 6. (2.23)

Volvemos a realizar la sustitucion de Weierstrass para obtener nuevamente un

polinomio cuartico de la forma:

T(Cunp + 2B) — dat® + 73(2Cxn1, — 4) — daT + Chyp, — 28 =0, (2.24)

donde la constate Cjsr, resulta como:

Cur = sin? Oy, + 2asin Oy, + 28 cos Oy (2.25)

Para encontrar los angulos de escape ahora solo nos hace falta resolver el polino-
mio cudrtico de la ecuacién (2.24) aplicando nuevamente el método ya expuesto. En
este caso tendremos dos raices iguales (e; = e3) y la tercera diferente, todas reales.
Tomamos como la raiz correcta la diferente, es decir e3 la cual nos lleva a la constante

u:

, 8\/Cfm —Cur+1-3(a2+52) 2 (2(Cap—2) 602
B (Carr +23)? 3 ( Carr +268 (Carr + 25)2) .
(2.26)
Que en las raices del polinomio cuartico nos deja con dos raices iguales (que
equivalen al punto 6y,7,) vy dos raices diferentes, todas reales, las cuales son los dngulos
de escape, que a diferencia del capitulo anterior, no son iguales asi que las definimos

como 0.+ y 0.- y resultan como:
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o 11 2Q o 1 1\/ 2Q

= —u——[—u2—-2P+ = S Y Ty Gy ) § = R WA

e CML+2B 2U 2\/ “ * U’ Tet CML-i-Qﬁ 2u+2 Y + u’
(2.27)

donde P y Q quedan definidas como:

CML — 2)(CML + QB) — 60(2 Q _ _4a<CML + 26)2 + 4OZ(CML — 2)(CML + 26) — 8@3

P = 2
B Cuvr + 28 ’ (Cyr +28)3

(2.28)

Finalmente, los dngulos internos 6;; y 60,2, cuya relevancia se explicara en el si-
guiente capitulo, se encuentran con el mismo procedimiento. Pero en vez de usar
el potencial en el angulo 0, utilizaremos el potencial en el angulo 6,,, lo que
nos dejara exactamente las mismas expresiones que para el dangulo de escape pero
cambiando €y;;, — 6,,r. También resultaran dos raices iguales y una diferente en
el polinomio cuibico, pero esta vez la raiz diferente es e; por lo que el u resultante

tendra un signo de diferencia:

(Cur +28)? 3

YT Coz + 28 (Coz + 2B)?

3 2\/@2@ —Cpnr+1-3(a®+5?) 2 (Z(CmL —2) 6o’ ) . (2.29)

Resultando los dngulos internos como:

a 11 20 a 11 20
1= 5—————U——|—u} 2P+ —| T = —————ut+—/—uZ—2P +—,
Tt Coor, + 28 2u 2\/ Ui +ui’ T2 Cour, + 28 2u+2\/ Yi +ui

(2.30)

Con P y Q iguales al caso de los angulos de escape pero intercambiando 6,7, —
O,
Es importante senalar que existe otra forma de hallar estos angulos que se mos-

trara en el capitulo 3.
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Ahora, para buscar la solucién a este sistema, seguiremos un camino un poco
diferente al caso donde o = 0, pues aqui definiremos las constantes en base a la
energia, mientras que para o = 0 las constantes estaban definidas en base al angulo
y a la velocidad inicial (6, 90). Aunque la velocidad inicial no aparece explicitamente
en la expresiéon de la energia, podemos asumir para un entendimiento mas sencillo
del sistema que partiremos con velocidades iniciales nulas 6y = 0 como condicién
inicial para cualquier dngulo inicial , al cual vendra asociada una energfa k? corres-
pondiente. Para parametrizar el problema con respecto a la constante k% en lugar de

la constante C partimos de la ecuacion:

2—if—i( 6+ )2+1(1— 0) (3.1)
_4ﬁw2 45 Sen « 9 cosv ), .

donde definimos a la energia adimensional como k? = E/2mgR. Volveremos a

utilizar la sustitucion de Weierstrass para llegar a la ecuacién:

2
47 = TR — 45+ 0®) + 4o+ 213 (2 - 268+ 48K +o2) + Tda+ 48K + a2 (3.2)
w

Que nos lleva finalmente a la ecuacién:

40



Capitulo 3. Soluciones analiticas con o # 0. 41

w/dt:

2dr
46k% — 4 aQ/ 44 2(2-26+4pk> +a?) _ 18k +o?
\/ ’ ot Tt 1EE 46+a2 + 4B8k2—4B+a? 2+ 46k2— 4/3+a27 + I —ap+az
(3.3)

Para lograr resolverla, utilizaremos las identidades del Anexo D, por lo que bus-

caremos factorizar al polinomio en el denominador del integrando en (3.3) en la

forma:
P(r)=(n —7)(12 = 7)(13 — 7) (10 — 7), (3.4)
4 2(2—2B+4Bk%+a?) 72 4Bk +0o?
donde P(1) = ™+ 1Bk — jﬂ_,_og + 45k2_4,8+a2a + 48k2— 46+a27— + 45k2—4ﬂi—a2'

Para lograrlo debemos encontrar las raices de la ecuacién P(7) = 0, siguiendo el

método expuesto en el Anexo D y realizando el cambio de variable 7 = x— m

lo que nos lleva al polinomio cuartico reducido:

' + P2® + Qz + R = 0. (3.5)

Las constantes P, () y R resultan como:

Ckk?E - 3042
p=o=kE "7 3.6
(o) (3.6)
k'% — CkkE -+ 2@2
Q = 4o 3 : (3.7)
kE
1 ) s 2a%C,  3at
k kg k3

Con las constantes kg v O} definidas como kg = 48k* — 48 +a? y C), = 2 —
23+ 45k? + o?. Estas constantes son la sutil diferencia en cuanto a como resolvimos
el sistema para o = 0, donde las soluciones venian descritas con respecto a C que
depende de los valores 6y y fo. Mientras que en nuestro caso las soluciones quedaran

descritas con respecto a kg y C}, que dependen del valor de la energia k. Continuando
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con el método ya antes expuesto para la resolucién del polinomio cuartico obtenemos

las raices:

a 1 1 2Q)

12 Pt 2\/ u = (3.9)
a 1 1 2Q)

Toa = =g+ 50 2\/ u " (3.10)

donde el valor de u esta definido por:

- (3.11)

s 3 ; i 3 g2 g3

Con e que es la raiz real del polinomio ctbico y° — £y — & =
Como se vié en el caso de los puntos criticos del potencial, podemos usar la
parametrizacién del polinomio ctibico como en el cuadro (C.1) para obtener el valor

de e apropiado. Para nuestro polinomio, los valores de g5 y g3 son:

g2 16(30® — (B —1—4Bk* +a®) + 328(4Bk° + o®) + 16(48K* + a?)) (3.12)
4 3k2, T

g5 Ao, 22— kL +268)  4BK? + o’ 2(2 — k% +28) . 8(48k2 + a?)
_Z_<@> ( 31{% - k%' - )+( /{I% )( 3/@25
42— k% 42

Utilizando estas constantes podemos obtener las raices 7; (donde i = 1,2,3,4)
para P(7), debido a que las expresiones serian muy grandes, y requerimos saber
que raiz es mayor o menor tomaremos valores caracteristicos de o y . Primero
consideramos un valor donde tenemos dos pozos asimétricos, para ello tomamos los
valores de a = 1/8 y 8 = 0,3, cuyo potencial toma la forma de la figura (3.1).

Aterrizados en un ejemplo caracteristico, ahora analizamos las raices con respecto

al 4ngulo inicial 7y = 2tan~1(6y), este angulo estd relacionado con la energia k* bajo
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Figura 3.1: Potencial vs § para valores de « =1/8 y 5 =10,3

la siguiente ecuacion:

2 2

T, o a o N
kQ:ﬂ(TOT&)?(ﬁ_l_iTg(ﬁ_I»—W<T§’+m+z>. (3.14)

Con « y S fijos, podemos obtener las raices del polinomio de las figuras (3.2) y
(3.3).

Notamos inmediatamente que:
To STy < T3 < 7.

Podemos extender este estudio utilizando gréaficos en tres dimensiones, primero
fijamos el valor de v = 1/8 y graficamos 7y vs [ vs raices, donde resulta lo mostrado
en las figuras (3.4) y (3.5).

Posteriormente invertimos el andlisis fijando § = 0,3 y graficando 7y vs a vs
raices, obteniendo lo de las figuras (3.6) y (3.7).

Notamos que las raices se van juntando mientras aumentamos  para quedar con
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Kuices

Figura 3.2: Raices de P(7) vs 79, donde la linea roja es 7, la linea verde es 73, la

linea amarilla es 74 vy la linea azul es 7

Ruices

Figura 3.3: Raices de P(7) vs k* = F/2mgR
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-~

Figura 3.4: Raices de P(7) vs 15 vs 3, donde el plano rojo es 71, el plano verde es 73,
el plano amarillo es 74 y el plano azul es 75 y con a = 1/8.

Figura 3.5: Raices de P(7) vs 7y vs [ separadas y con a = 1/8.
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Figura 3.6: Raices de P(7) vs 75 vs a, donde el plano rojo es 71, el plano verde es 73,
el plano amarillo es 74 y el plano azul es 75 y con 8 = 0,3.

Figura 3.7: Raices de P(7T) vs 79 vs ( separadas y con = 0,3.
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unicamente dos como se vio en el estudio de los angulos criticos. De la misma forma
notamos que para a = 0 partimos con la figura (1.5) y las raices van cambiando
pasando por la figura (3.2) y mds casos.

Volviendo a nuestro caso con « y f fijos, podemos notar también que salta a la
vista que una de las raices es igual a 7y para diferentes intervalos, al igual que en
el capitulo anterior, dependiendo de en que édngulo inicial empiece el movimiento.
Notamos esta caracteristica tanto en la figura (3.2) como en la figura (3.3).

Para entender mejor estos intervalos, debemos visualizarlos en el potencial que
se aprecia en la figura (3.8), primeramente tenemos a 6, en ambos extremos del
potencial, son el angulo méximo global del mismo, y como se vi en el capitulo 3, no
es igual a +7. 0y es el &ngulo maximo local, que no es igual a 0. 8,,;, v 8,, son los
angulos minimos de ambos pozos. Estos cuatro angulos se obtienen inmediatamente
de los puntos criticos encontrados en el capitulo anterior.

Los otros cuatro angulos de la figura (3.8) son mas complicados de encontrar. 6.+
y 0.- son los angulos de escape que ya se encontraron en el capitulo 3, que tampoco
son iguales entre si cuando o # 0. Y 6,1 y 6;2 son los dngulos internos del segundo
pozo, que son de importancia pues dividen las regiones donde tenemos dos raices
reales y dos complejas conjugadas en el segundo pozo, de las regiones donde tenemos
cuatro raices reales diferentes en el mismo pozo.

Estos cuatro angulos ya fueron encontrados en el anterior capitulo pero como se
adelanto, existe otra forma de encontrar dichos dngulos, que se expondran a conti-
nuacién tanto para los dos angulos de escape (0.,0._) como para los dos dngulos

internos (911 s 6)12) .

3.1. Angulos de escape

Notamos en las ecuaciones (3.9) y (3.10), y en el grafico de la figura (3.2) que los

puntos en los cuales se encuentran 6.+ y 6.- cumplen con la condicion:

T3 = T4.

Por lo que para que eso ocurra, la condicion aplicada a la expresién de las raices

73,4 Nos lleva a la siguiente ecuacion:
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2
2P+ 20 o oPut 20 — 0. (3.15)

u
Que resulta en un polinomio cubico, con coeficientes go = —8P y g3 = —80Q).
Puesto que tanto g, como g3 son mayores a cero, y A = 1—16(9"27’ —27g3) = —4(8P% +

27(Q%) también es siempre mayor a cero, siempre tendremos tres raices reales.
De los tres valores de u que cumplen con ser las raices del polinomio (3.15) el

valor correcto se muestra en la ecuacion (3.16).

—8P 1 |/ 3\
U = 2 5 oS |3 (cos (ﬁ) 8Q| +7 (3.16)
O bien:
302 — Ckg 1 | V2Ta(kE — kg + 202)
. Z 3.17
U N coS [3 (cos (Ba? = Cyhn)i/2 + ( )

Que es el inico que toma un valor significativo en nuestro sistema, pues al apli-
carlo a la ecuacion (3.10) resulta en el punto critico del maximo local ), mientras
las otras dos dan valores sin ninguna relevancia en el problema.

Aplicando el valor de u, encontrado de la ecuacién (3.17) a las ecuaciones de T

de (3.9) obtenemos los dos dngulos de escape requeridos.

a1 1 20 |
0., =2tan | —— — = i) —u2—9pP 1
et an . 5 Ue + 2\/ u? + " (3.18)
[ 11 20 ]
0, =2tan"! _e_C e — =4/ —u?—2P 1
an o 5U 2\/ u? + m (3.19)

Se puede notar que las expresiones difieren a las de la ecuacién (2.27), pero
numéricamente dan el mismo resultado. Las expresiones difieren en las constantes
bajo las cuales estan definidas, i.e. Cy;r, 0 kg y C} ademas del método utilizado. En
el caso de la ecuacién (2.27) la expresién para el coseno se iguala a 1 en u de la
ecuacién (2.26) pero la expresiéon queda extensa de todas formas. Mientras que para

el caso de la ecuacién (3.17) wu, se simplifica en el factor que multiplica al coseno
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pero dicho coseno no se iguala a uno por lo que la expresion queda extensa también.

3.2. Angulos internos

Para encontrar los dngulos internos 6;; y 6;5 seguimos el mismo método que para

los angulos de escape, solo que en este caso la condicién que se cumple es:

Ty — To.

Por lo que esta vez, esa igualdad entre esas dos raices nos lleva a la ecuacion:

1 2 1 2
—\/—u2—2P+—Q:§\/—u2—2P——Q—u.

2 U U

Que tras algunas operaciones resulta finalmente en el polinomio de la ecuacion
(3.20):

2

u® + Put + - =0 (3.20)

Que puede ser llevado a un polinomio ciibico con el cambio de variable u? = r
(de manera similar a lo hecho para resolver el polinomio cudrtico) y llegar a su vez
a un polinomio ciibico reducido con coeficientes g, = 4P?/3 y g3 = —8P3 /27 — 2Q?,
donde tanto g, g3 como su correspondiente A son todos mayores a cero, por lo que

nuevamente tendremos tres raices reales como solucién.

En este caso, de manera analoga al del dngulo de escape, solo una raiz es la
correcta, y es la que al usarla en 74 0 7 nos resulta en el valor del punto critico del

minimo local 0,,,, el cual es:

u; = \/% CcoS {% (0081 [1 + 247;232} + W)] - g (3.21)

O bien:
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3k2 3 2(Crkg — ea?)3 3k2
(3.22)

Reemplazando u; en 7 y 73 obtenemos los dngulos 6;; y 6;5 respectivamente.

_ 2 2(2 _ 2)\2 _ 2
. \/4(@1@ 30%) {1 <COS_1 {1+ 2702(k% — Cyky + 202) ] M)}  2(Ciks — 302)

[ 11 20 |
[ 1 1 20 |

De igual manera al caso de los angulos de escape, estas expresiones son diferentes
a las de la ecuacién (2.30) pero sus valores numéricos resultan lo mismo. Podemos
notar las mismas caracteristicas que ya se expusieron para los angulos de escape,
ambos métodos obtienen los angulos requeridos pero consideramos que el método
expuesto en el capitulo 2 es mas sencillo y las expresiones son ligeramente menos

extensas.

3.3. Soluciones.

3.3.1. Casos oscilatorios.

Region angulos angulos (en grados) | numero de raices reales
I [—On , 0.-) | [—174,49,—102,60) 2 raices reales
I1 0., 0nr) | [—102,60,—69,75) 4 raices reales
II1 Omr  Onrr) [—69,75,—10,36) 4 raices reales
v Onr , 0i1) [—10,36,26,93) 4 raices reales
Vv [0i1 5 Om) 26,93,74,60) 2 rafces reales
VI [0, Oi2) [74,60,112,57) 2 raices reales
VII [Oi2 , Oc+) [112,57,123,32) 4 raices reales
VIII [0+, Onr) [123,32,185,51) 2 raices reales

Cuadro 3.1: Regiones para la integracién para los valores de « = 1/8 y 5 =0,3.
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9???.

Figura 3.8: Angulos importantes en el potencial, 0, v 65, son los dngulos donde
tenemos los maximos (global y local respectivamente), 6,,, y 6,1, son los &ngulos donde
tenemos los minimos (global y local respectivamente), 6., vy 6. son los angulos de
escape, que en este caso no son iguales, finalmente 6;; y 6;5 son los angulos “internos”.
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Una vez hallados todos los angulos importantes podemos ahora continuar en la
busqueda de las soluciones al sistema.

Como se puede observar en el cuadro (3.1), ya tenemos los valores numéricos
para todos estos angulos, por lo que podemos continuar con el proceso de integrar
el polinomio ya factorizado.

Notamos que solamente 4 regiones de integracion tienen 4 raices reales, mientras
que las demas tienen 2 raices reales y 2 raices complejas conjugadas entre si. Lo que
nos lleva a utilizar dos integrales diferentes para estas regiones.

Para las regiones II, III, IV y VII usaremos las integrales de la pagina 275 de la
referencia [12], pues estas integrales deben tener las cuatro raices reales y diferentes.

Comenzamos con la region 11, donde utilizaremos la integral:

d 2
T = sn”(sing, 1), (3.25)

/u \/(7'1_7')(73_7'>(7'4_7')(7'—7'2) \/(7'1—7'4)(7'3—7'2)

donde:

TL > T3 > T4 > U > Ty =Ty,

= arcsin (73 = ) (s — )
’= <\/(T4—72)(T3—U)) ’

= \/(7'1 - 73)(7'4 —7'2)
(7'1 - 74)(7'3 - 7'2).

Utilizando las identidades de (Byrd. Pag. 107 ecuacién 253) [13] resulta:

(Tg_TO)(M_T)—an 1 71— 74)(T3 — T 2 — o?)|wt, r
DI st | S/ — VI — 15 T adetr] - (320

Despejando 7 y quitando la sustitucion de Weierstrass tenemos la solucién para

la region II:
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(3.27)

0;; = 2tan* {—TSSU _ 7-4}

811—1

donde definimos:

su = ({220 ot | (/T = 7o~ w09 = 3+ altr] . (329
(13 — 70) 2

Para la region III se puede utilizar la misma integral solo que en esta ocasion
To = T4, Y se obtienen las soluciones de manera andloga con un pequeno detalle. La
solucion viene desviada por un pequeno desfase equivalente a 2K, siendo la constante
K la definida por la ecuacién (A.16). K es un cuarto del periodo 4K de la funcién
eliptica sn por lo que desplazando el argumento de la funcién sn por 2K (medio
periodo) obtenemos la solucién deseada.

Para la region IV utilizaremos la integral:

“ dr 2

= sn” (sing', 1), (3.29
VG o e 62
donde:

TL 2> U> Ty =Ty > T4 > To,

' = arcsin (r = m)(u — 1)
¢ = (\/(7'1—7'0)(u—74)> .

Mientras que r es la misma con la excepcién de que 79 = 73 para la region IV y
To = 71 para la regién VII.
De manera analoga obtenemos la solucion:

(3.30)

61 — 2tan~" {M]

SIV—l

Con syy definida como:
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T — T 1
Sy = (M> sn? |:—(\/(7'1 —14) (10 — T2)|(48k? — 46 + a?)|)wt,r| . (3.31)
(’7’1 — 7'4) 2

Para la region VII se puede utilizar la misma integral solo que en esta ocacion
To = T1, y se obtienen las soluciones de manera analoga. De nuevo las soluciones
vendran con un desfase de 2K, por lo que nuevamente sumandole esta constante al
argumento de la funcion sn obtendremos la solucién deseada.

Para las regiones con dos raices reales y dos raices complejas conjugadas usaremos
la integral 259 de la pagina 133 de [13], en el caso de la regién I tenemos:

v dr 1

™ \/(T — ) —m)(r— 1) (T — 1) = ABcn’l(cosqﬁc, Te). (3.32)

Con 13 = 7. y 74 = Tz, siendo ambos niimeros complejos conjugados uno del otro,

y donde definimos:

¢f%MwsFﬁ_mB_@“ﬂﬂAy

(rn —u)B+ (u—m1)A

o \/(71 —n)? — (A-B)?
¢ 4AB '

Por lo que la solucién para la region I queda como:

(3.33)

9[ _ Ztanil |:T18<S[ — 1) — TQ.A(S] + 1):|

siB—A) —A—B

donde definimos:

1
sp=cn {5\/A8|k%|wt,rc} (3.34)
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Figura 3.9: Diagrama de fase del sistema del aro y la cuenta para los valores de
a=1/8y 8=0,3.

Mientras que para la region VIII utilizamos la misma integral, la diferencia radica
en que para la region I tenemos a 75 = 79 y en la region VIII tenemos que 7 = 79. Y
nuevamente la solucién vendra con un desfase equivalente a 2K, que como se explica
en el Apéndice A es el mismo “medio” periodo de la funcién cn por lo que sumandole
2K obtenemos la solucién deseada.

Finalmente nos quedan las regiones V y VI, las soluciones se encuentran con
la misma integral que en la ecuacién (3.32) pero cambiando 75 — T3y T3 — Ty,
resultando ahora las raices reales 71 y 73 mientras que 7 = 7.y 74 = Tz

Tenemos asi las soluciones para todas las regiones (I al VIII) del sistema que se
pueden apreciar mucho mejor en el cuadro (3.2), que son todas las figuras internas

a la separatriz externa del diagrama de fase de la figura (3.9).

3.3.2. Rotacion libre y separatrices.

Atn falta por calcular otras regiones del problema, que son la region de rotacion
libre, es decir cuando tenemos energias mayores a la energia maxima permitida i.e.
la regién externa de la figura (3.9), y los casos de las separatrices, es decir cuando

soltamos la particula en los puntos criticos 0y, Oy, 0 en O+ y 0.
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Regién solucion parametro s
I 0; = 2tan™! TlBSZ;ZTﬁfZgH)J S =Cn B\/WW’ "’cJ
IT 0 = 2tan~! | Blin Si = <%) sn? [%(\/gs|k5|)wt,r]
11 0, = 2tan™! T Sis; = (%) sn? [%(\/M)wt + 2K, r]
v 0;, = 2tan™! e Sip = (% sn? [%(\/M)wt,r]
\Y% 0, = 2tan™! Tli/jfg,__le_oj:(_sgl)] sp = cn |3\ ABkE|wt, Té}
VI Oy = 2tan™! Tosgi%iz;;i“j/(fzgfl)] Svi = cn | 27/ A'B |k wt + 2K, ré]
VII 0pii = 2tan™1 [T“i“—_’f] Spii = (% sn? [%(\/M)wt + 2K, 7}
VITL | Gy = 2tan ™ [5G p—pdlsun)] suis = on [/ ABIRE [t + 2K 7|

Cuadro 3.2: Soluciones para todas las regiones de integracién en los casos oscilatorios.

2

Definimos las constantes g; = (11 — 74)(13 — T2) , A’ = \/(7'1 — TeTe)? — (Tc_f) )

B = \/(T3 — Tetre)? — (76_475)2 y o= \/(71_73)42“;%/_8,)2. Las demés constantes ya

fueron definidas con anterioridad al igual que el factor 2K.

Comenzamos con el caso de la rotacion libre, es decir trayectorias externas de la
figura (3.9). En este caso utilizaremos el otro camino expuesto anteriormente, es decir
el mismo utilizado en el caso de a = 0. Definiendo nuevamente una constante C que
depende de las condiciones iniciales 6y y 90. Asi ademas mostramos las diferencias

entre ambos caminos y las ventajas y desventajas de ambos procedimientos.

Definimos la constante C de manera analoga a lo realizado en el capitulo 1 y muy
similar a lo realizado en el analisis del potencial cuando encontramos los angulos de

escape:

)
0

— % + sin? §y + 28 cos by + 2asin by = C. (3.35)
w

Que a su vez cumple con la ecuacion:

9‘2
C= - + sin% 0 4 25 cos 6 + 2asin 6. (3.36)

La diferencia entre Cpsr, y Cpnr con C(del presente capitulo) es que C incluye a la
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velocidad inicial que es de vital importancia justamente en el caso de rotacién libre y
las separatrices, a diferencia de las constantes Cy y kg que no tienen una componente
equivalente mas que la energia.

Nuevamente utilizamos la sustitucién de Weierstrass e integrando la ecuacion

(3.36), llegamos a la ecuacion:

d
- 25— / 2; - — (3.37)
4o — —2
\/T4 -7 crap T 72 cr3p  Tct2B T Cvep

donde nuevamente tenemos que obtener las raices del polinomio dentro del deno-
minador de la ecuacion (3.37) con el mismo método expuesto en el apéndice D. Los
resultados son iguales a los expuestos ya, puesto que ya sea que definamos a 7; con
respecto a kg v Ci o con respecto a C, las soluciones son iguales y equivalentes.

En el caso de rotacion libre definimos a la constante C como:

)
0

C, = —% +sin? 0y, + 28 cos Oy + 2asin by (3.38)
w

Para el caso que nos concierne, es decir el caso de la rotacién libre, es mucho mas
util definir las raices con respecto a C, puesto que para definirnos cualquier solucién
en esta region de rotacion libre soltaremos a la particula en 6,;, pero con bo £ 0,
lo que nos garantiza tener energias suficientes para estar en el régimen de rotacién
libre.

Con el ya conocido método obtenemos las raices del polinomio, con las constantes
(donde de ahora en adelante el subindice r define el caso de rotacién libre) P, @, y

R, definidas como:

2(C, —2)(Cr + 28) — 62

P = R , (3.39)
_ =8a(a?+ (C, +28)(1+ 1))
Qr = .+ 25)7 , (3.40)
R — C,— 20 40 20%(C, — 2) 3at (3.41)

C. 125 (G, 12072 (G287 (G +28)

Con lo cual, obtenemos las raices:
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a 11 20,
aa = — —u, £ -/ —u? - 2P, : 3.42
Tea = o5~ 9 2\/ U T (342)
o 11 20,
= Suy 4 =y —u2 — 2P — 2 3.43
Tee = o o5 T 2\/ U w (3-43)

Con la constante u, dependiente unicamente de la raiz del polinomio ctibico

asociado, que es:

2P, g2 1 [ V2T 2P,
Up = 4/ €3 — 5 = —2 Ecos [—gcos 1((g2)3/2 3 (3.44)

donde los invariantes asociados gs y g3 se obtienen con combinaciones de P, @),

y R, ya definidas en el apéndice D.

Notamos que para este caso, es decir todo 6 = 0y, v 6y > 0 el polinomio cudrtico
tiene 4 raices complejas, compuestas en dos pares conjugados entre si. Por lo que
para resolver la integral en (3.37) utilizamos la integral 267 de la pdgina 146 de la

referencia [13]:

dr _ 2 y
\/(7‘ — T )T = Ta) (T — 7o) (T — T2) A, + B,

n~(tand,,r,), (3.45)

donde definimos las siguientes constantes:

A — \/(Ta;n _ TC-QI—TC)2 N (\/_ (Ta —47'a)2 N \/_ (7¢ —470)2)27

B — \/(Ta—zw - 76375)2 N (\/_ (7a —47@)2 - \/_ (7. —475)2)2’

o —(Ta— 7a)’ — (A — B,)*
T AFBY ()
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o TatTa 4 _(Ta*Ta)QgT
¢ = tan™! = : )
_(a=7a)® | Tatma, _
4 + 5 9r — GrT
2 4A,.B,
" (A + B

Por lo que la solucién para el caso de rotacion libre resulta como:

TatTa _ .,/ __ (Ta—7a)? + /_ (Ta—Ta)? S, + TatTa
grS
0, = 2tan"* 2 ! ' ! ' 2 7

1+ g.s,

. (3.46)

donde el parametro s, es:

S =1n {M\/ —C, — 28wt m] : (3.47)

Finalmente nos quedan las dos separatrices del diagrama de fase de la figura
(3.9), que se pueden obtener de diversas maneras. Una consiste en igualar las raices
que se igualan en estos puntos en la figura (3.2), i.e. en la separatriz interna 73 y 74,
y buscar la integral correspondiente en las tablas de la literatura. O el método que
utilizaremos aqui.

Aprovechando las propiedades de las funciones elipticas de Jacobi, que aparecen
en las soluciones de todas las regiones obtenidas, podemos notar algunas caracteristi-
cas. El médulo r, r. o r,. varia entre los valores de 0 y 1 en las diversas regiones ya
estudiadas, y siempre tienden a 1 cuando nos acercamos a las separatrices como se
puede apreciar en la figuras (3.10) y (3.11).

Por lo que para hallar las expresiones para las dos separatrices, basta con llevar
los valores correspondientes a los limites correctos, para la separatriz interna (si)
bastara con tomar alguna de las soluciones de las regiones II, III, IV o VII y llevar
aT3="T4,yar— 1, loque nos lleva a la solucién de la primera separatriz:

(3.48)

0 — otan-1 [u]

857;—1

Con:
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Figura 3.10: Moédulo r de las soluciones de las regiones II, 111, IV y VII vs 6.

095
080 |
085

0.80 |

Figura 3.11: Médulo 7, de la solucién para el caso de rotacion libre vs 0
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55t = tanh? B(\/(ﬁ ) (s — 1) |(4BK2 — 4B + a2>|>wt] (3.49)

Mientras que para la separatriz externa (se) bastard con tomar la solucién de
la regién de rotacién libre, y llevar a r, — 1 mientras que 0o — 0 para obtener la

misma solucién que en la ecuacién (3.46) pero con la constante:

Sse = sinh [M\/—c&i — 25@} , (3.50)

donde Cy, es C,, A, es A, y B, es B, con las consideraciones ya mencionadas.

3.4. Otros casos.

Finalmente, solo nos queda analizar otros posibles casos de « y 3, el caso resuelto
en la seccion anterior, i.e. « = 1/8 y f = 0,3 es uno muy caracteristico para cualquier
combinacién de oy f debajo de la linea azul de la figura (2.4).

Pero podemos tener otros casos, sobre la linea azul e incluso sobre la linea de
la semicircunferencia, como se puede apreciar en la figura (2.2), para casos sobre la
linea azul de la figura (2.4) tenemos solamente un pozo pero tenemos en la curva
donde antes estaba el otro pozo un punto de inflexién. Mientras que para los casos
por sobre la semicircunferencia de la figura (2.4) tenemos ya situaciones similares a
la del caso 8 > 1 del capitulo 1.

Notoriamente, a pesar de que en ambos sectores los potenciales se asemejan
mucho a los casos para 3 > 1 del primer capitulo, no son exactamente iguales, puesto
que los puntos maximo y minimo si estan desplazados. Por lo que ain tendremos un
polinomio cuértico completo a la hora de la integracién.

Lo que si se mantiene en ambos casos, es la caracteristica de las raices, siempre
tendremos 2 raices reales diferentes y 2 raices complejas conjugadas entre si. Lo que
nos impide volver a la resolucién del caso o = 0 pero si nos permite obtener las
soluciones de la misma manera que para las regiones I y VIII del sector (3.3.1).
Utilizando las mismas integrales y resultando en las mismas expresiones para las
raices y las mismas soluciones del cuadro (3.2) para las regiones mencionadas.

De manera andloga, las soluciones para el caso de rotacion libre y la tinica separa-
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Z

7

Figura 3.12: Diagrama de fase para el caso con « =1/8 y 5 =0,9.

triz, se realizan de igual forma al caso anterior, resultando en las mismas soluciones
que en las ecuaciones (3.46) y (3.50).

Podemos ver el diagrama de fase de estos casos en las figuras (3.12) y (3.13).
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Figura 3.13: Diagrama de fase para el caso con « =1/8 y 5 = 2.



Capitulo 4
Analogia con la Termodinamica.

Como se menciond en la introduccion existen diversos ejemplos de analogias entre
el sistema de la cuenta en el aro con otros problemas en varias areas de la fisica. En
este capitulo expondremos uno de ellos, analizando de manera sencilla y puntual
algunas analogias entre las transiciones de fase de primer y segundo orden en la
teoria de Landau para un ferromagneto sujeto a un campo magnético externo con el
sistema de la cuenta en el aro [5].

Entendemos a las transiciones de fase como una transicién en un sistema termo-
dindmico de una fase a otra. En términos sencillos una transicién de fase de primer
orden es aquella cuyo cambio es discontinuo. Mientras que una transicion de fase de
segundo orden es aquella cuyo cambio se lleva a cabo de manera continua.

Para comenzar, estableceremos que variables son anédlogas entre los sistemas men-
cionados. La constante 3 = w?/w? representa la velocidad con la que el aro estd
rotando, a menores 5 es mayor la velocidad, mientras que a mayores ( el aro gira
mas lento. Esta constante serd relacionada en el presente capitulo con la variable
intensiva de Temperatura 7T

La constante « = A/R representa la distancia del eje de rotacién del aro con
respecto al eje central, i.e. mientras mayor sea a mayor sera la distancia del eje de
rotaciéon al centro del aro, y mientras mas se aproxime a 0 el eje de rotacion estara
mas centrado. « estard relacionada con el parametro externo del campo magnético

B.

Mientras que la variable de posicién 6 que nos dice en dénde se encuentra la

04
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particula, se encuentra relacionada con la magnetizacion M. Finalmente vemos a la
energia potencial del sistema de la cuenta en el aro V' (0) equivalente a la energia libre
F del ferromagneto. Estas equivalencias se pueden encontrar descritas en el cuadro
(4.1).

Teorfa Parametro Variable Parametro Potencial
de Orden Intensiva Externo
Cuenta en el Aro 0 (posicién w (velocidad | a (posicién Energia
(Mecénica) de la masa) angular) en el eje) | Potencial V()
Material M T B (campo Energia
Ferromagnético | (magnetizacién) | (temperatura) | magnético) libre F

Cuadro 4.1: Analogias entre las cantidades fisicas del problema mecanico de la cuenta
en el aro con un ferromagneto sujeto a un campo magnético externo.

Este tipo de analogias ya fueron observadas hace varios afios [5], puesto que la
teorfa de Landau [8] aproxima las variables termodindmicas a un desarrollo de tipo
polinomio. En el trabajo realizado por Fletcher [5], llevaron a cabo una aproxima-
ciéon para angulos pequenos en el sistema de la cuenta en el aro, con el objetivo de
obtener expresiones polindémicas del sistema. Nosotros por otro lado obtenemos las
expresiones polinémicas por la sustitucién de Weierstrass. Ademas de que resolvemos
completamente el problema sin realizar ninguna aproximacion. Es por ese motivo que
consideramos necesario realizar esta comparacion nuevamente.

A grandes rasgos, Landau consider6 un desarrollo en la energia libre F de un
sistema en el parametro de orden ¢. En general este desarrollo se describe como F
= a10 + ayd?® + az¢® + ayd* + ... . Sin profundizar tanto en ello proseguimos con
el andlisis comparativo, donde compararemos no sélo las variables termodinamicas
sino también las variables mecanicas del sistema de la cuenta en el aro expuestas por
Fletcher [5]. Para asi no sélo comparar con el desarrollo de Landau para un material
ferromagnético si no también con los resultados obtenidos por Fletcher [5] para el
sistema mecénico de la cuenta en el aro.

La primera comparacién viene para  y 6 (con un o« = 0), con M y T que
podemos observar en la figura (4.1). Notamos inmediatamente la diferencia entre la
constante (3, nosotros quiza contraintuitivamente utilizamos un 5 que es inversamente
proporcional a la velocidad angular w. A diferencia del trabajo de Fletcher donde

definen a [ proporcional a la velocidad angular, siendo exactamente la inversa de
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nuestra . Como se ve en la figura (4.1) el considerar 5 como lo hicimos nosotros

presenta una analogia mas directa con el equivalente en la teoria de Landau.

Ademas se observa claramente lo mencionado en el capitulo 1, se puede notar
como la variable 6,, varia de 0 para velocidades bajas para dividirse continuamente
en dos valores simétricos con respecto a # = 0 para llegar finalmente a +7/2 cuando
£ = 0, es decir una velocidad w infinita. Mostrandonos asi la equivalencia con una

transicion de fase de segundo orden.

Mientras que para « # 0, i.e. & = 1/8, encontramos los resultados en la figura
(4.2) que no fueron reportados en el trabajo de Fletcher. Notamos que si variamos
desde velocidades w pequenas (i.e. § > 1) solamente contamos con dos puntos criticos
(un maximo global @), y un minimo global 6,,) descritos por las lineas roja y negra.
Una vez [ alcanza el valor de 1 el minimo global 6, comienza a tomar valores més
y mas alejados de 0 ahora descritos por la linea azul. Cuando (3 alcanza el valor de
3v3 /8 ocurre un equivalente a una transicion de fase de primer orden, pues los dos
puntos criticos pasan a ser tres de manera discontinua (el nuevo punto critico luego
se divide continuamente en dos dejdndonos con 4 puntos criticos), donde aparecen
los puntos criticos de maximo local 0y, (linea morada) y minimo local 6, (linea

café).

Continuamos con la otra forma de fijar las constantes, es decir dejando a  fijo
y variando a « con respecto a la posicion 6. Esto se comparara con las variables

termodinamicas de campo magnético B y nuevamente la magnetizacién M.

Se consideran dos casos, uno para el sistema con velocidades w lo suficientemente
altas para tener los dos pozos, y la otra cuando nos encontramos solamente con un
pozo i.e. uno para o+ %4 3(aB)?? < 1y el otro para o+ 32 +3(a3)*? > 1. Cabe
recalcar que no es el valor de 5 = 1 el que separa estos dos tipos de comportamientos
en el sistema, como si pasa cuando tenemos o = 0. Como vimos en el capitulo 2 el
cambio en el comportamiento del sistema ocurre para valores de [ sobre la linea azul
de la figura (2.4). Por lo tanto debemos considerar si a2 + 5% + 3(a/3)%3 es mayor o

menor a 1 para dividir ambos comportamientos.

Para el caso con a? + 32 + 3(af)?/? > 1, tenemos solamente un solo pozo en el
potencial. Podemos ver los graficos obtenidos en la figura (4.3). Notamos nuevamente

las mismas similitudes en los graficos en el trabajo de Fletcher como en el que
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Figura 4.1: Gréficas comparativas. a) es lo obtenido por Fletcher para las variables
71 vs 0 para a = 0. b) es la la temperatura T'/T, vs la magnetizacién M sin ningtin
campo magnético externo actuando en el ferromagneto. Finalmente ¢) es lo obtenido
por nosotros con 3 vs 6, donde las variables en # son los puntos criticos del minimo

para cuando « = 0.
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Figura 4.2: Puntos criticos vs § para un a = 1/8. Podemos apreciar un cambio
discontinuo en el nimero de puntos criticos para el valor de 5 = 3v/3 /8.

realizamos nosotros con la magnetizacién del ferromagneto vs el campo magnético
para el caso con T' > T,. En el grafico que nosotros obtuvimos se anadié también el
punto critico del maximo que son #,; representadas por las lineas naranja y verde
en la figura (4.1).

2/3 < 1, es decir los casos donde

Ahora continuamos con el caso con o+ 32+ 3(af3)
tenemos suficiente velocidad w para que el potencial tenga dos pozos. Podemos ver
los graficos obtenidos en la figura (4.4). Notamos algunas diferencias con el trabajo
realizado por Fletcher, primeramente nosotros incluimos los puntos criticos maximos
globales ), en segundo lugar nuestro anélisis obtuvo las raices que en a) se muestran
punteadas por Fletcher, en contraparte nosotros solo vislumbramos la histéresis en
¢) a diferencia de Fletcher. Aunque si se puede observar un cambio discontinuo en
las lineas naranja y verde. De ambas maneras tenemos una analogia clara y directa
con el caso termodindmico mostrado en b) que corresponde a una transicién de fase

de primer orden.

Podemos notar similitudes y diferencias para cuando variamos o cuando a4 3%+
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Figura 4.3: Graficas comparativas. a) es lo obtenido por Fletcher para las variables
a vs 0 para o + 32+ 3(aB)?/® > 1. b) es el campo magnético B vs la magnetizacién
M para T < T. y T > T.. Finalmente ¢) es lo obtenido por nosotros con « vs
0 donde las variables en € son los puntos criticos méaximo y minimo para cuando

a2 + B2 + 3(aB)?/? > 1.
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Figura 4.4: Gréficas comparativas. a) es lo obtenido por Fletcher para las variables
a vs 0 para o® + 5% + 3(046)2/3 < 1. b) es el campo magnético B vs la magnetizacién
M para T' < T, donde se puede apreciar una histéresis. Finalmente ¢) es lo obtenido

por nosotros con a vs 6 donde las variables en # son todos los puntos criticos para
cuando a? + %+ 3(aB)¥? < 1.
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Figura 4.5: Graficas comparativas para los casos con 5 o « fijos. En (a) tenemos a
los puntos criticos con respecto a 8 mientras que en (b) tenemos a los puntos criticos
con respecto a a.

3(aB)?? < 1, con lo obtenido cuando variamos 3 para o # 0. Esta comparacién se
muestra en la figura (4.5). Notamos primeramente que para el caso donde variamos
a contamos con valores negativos pero la variable « estd acotada a los valores |1].
Mientras que para el caso donde variamos [ solo contamos con valores positivos
pero pueden tomar cualquier valor entre (0,00). El punto critico 6y, no presenta
alteraciones cuando variamos [ pero si lo hace cuando variamos «. En ambos casos
encontramos equivalentes a transiciones de fase de segundo orden pues la aparicién

de mas puntos criticos es discontinua.

Finalmente realizaremos una comparacion mas, la que resulta de variar a con
respecto de (. Este caso ya fue descrito y explicado a profundidad en el capitulo
2 cuando se obtuvo la figura (2.4). Podemos ver los graficos obtenidos en la figura
(4.6). Notamos que nuestra decisién de tomar a 3 inversamente proporcional a la
velocidad angular w nos genera graficos mucho mas similares a los de las variables

termodindmicas de la teoria de Landau.

Como se dijo, el sistema de la cuenta en el aro es muy similar al de un material
ferromagnético en la teoria de Landau. El principal aporte de nuestro trabajo es el

hecho de que trabajamos sin ninguna aproximacién, por lo que el analisis realizado



Capitulo 4. Analogia con la Termodindmica.

72

a)

~ -

b)

€)

Figura 4.6: Graficas comparativas. a) es lo obtenido por Fletcher para las variables
71 vs a. b) es la temperatura T vs el campo magnético B para un ferromagneto

ideal y real. Finalmente ¢) es lo obtenido por nosotros con 5 vs a.

para obtener las graficas mostradas abarcan la totalidad del problema con certeza.



Conclusiones y Perspectivas.

Desde el punto de vista conceptual el trabajo es sencillo, pero desde el punto de
vista analitico es tedioso, puesto que la resoluciéon de un polinomio de cuarto orden
es muy complejo, conlleva muchos cambios de variable, que nos llevan finalmente a
un polinomio cibico que también tiene sus propios retos. Donde al final si en las
soluciones que obtuvimos (aunque las hemos expresado de la manera mas simple
que se nos hizo posible) uno va reemplazando cada valor, resultan expresiones muy

extensas.

Y es que en la propia literatura uno encuentra que casi siempre la resolucién de
un polinomio de orden cuarto nos llevan a raices de grandisimas expresiones que no

se pueden reducir.

A pesar de ello, consideramos que si se pudo obtener una solucién elegante del
problema generalizado, que ademas pudimos comparar con un sistema de un area
diferente de la fisica como lo es la teoria de Landau en la Termodinamica, sumado
a varios detalles que consideramos nuevos o por lo menos no muy explicitos en la

literatura actual, teniendo dos ejemplos claros de esto.

El primero es lo mostrado en la figura (2.4), donde podemos ver que para o # 0
la relacion entre el cambio de comportamiento del sistema, es decir ese repentino
cambio en la simetria del mismo (que es lo que lleva al problema de la cuenta en el
aro a ser un ejemplo tan usado en la literatura), no se da siempre cuando w, pasa
de ser mayor a ser menor a w (o viceversa). Sino que a mayores «, menores (3 son
necesarios para el cambio de comportamiento, siguiendo la relaciéon de la ecuacién

(2.12), donde la linea azul esté expresada por la ecuacién a? + 8% + 3(a3)%? = 1.

El segundo ejemplo son los dngulos de escape, puesto que como en [1] y [4] se

indica, ese angulo no esta expuesto de manera explicita en la literatura, asi que sus
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expresiones para el problema con « # 0 son también un aporte al problema en si. Y
de mucha importancia a la hora de encontrar las soluciones, pues esos angulos no sélo
dividen las zonas con 4 raices reales de las regiones con 2 raices reales y 2 complejas,
sino que también pueden llegar a ser muy utiles a la hora de calcular las expresiones
para la separatriz interna. Algo también novedoso es el caso de los angulos internos,
que aunque no tienen mucha relevancia fisica si son muy importantes analiticamente
puesto que dividen la forma de integracién a la hora de buscar soluciones en el pozo

mas profundo.

Consideramos que podemos aprender otros aspectos fisicos si introducimos algu-
nas generalizaciones del problema como por ejemplo: podria ampliarse a casos con
rozamiento, o con w variable, o incluso llevar un andlisis més profundo no inicamente
de la parte real sino también de la parte compleja del sistema y sus raices. El trabajo
realizado aqui es un primer paso para continuar en la busqueda de mas soluciones
analiticas, que aunque muy extensas en su expresion siguen siendo de utilidad. Tam-
bién es necesario mencionar la importancia del método para encontrar las raices del
polinomio cuartico en si, nos sorprendié ver que aunque hace muchos anos que ya
se trataba con el problema de la cuenta en el aro con a # 0, no encontramos un
analisis asi del problema. Lo que nos lleva a suponer que el propio espeso trabajo
que nos propusimos sobrellevar aqui es lo que hace que la mayoria busque evitar
este camino, que a fin de cuentas si nos lleva a las soluciones exactas del problema.
Que de acuerdo a la demostracién de Galois [14], tinicamente se pueden encontrar
las raices de un polinomio por radicales hasta el orden cuatro. Por tanto el método

expuesto es el mas general posible en cuanto a orden de polinomios.

Ademas, existen también muchas posibilidades en usar el método aqui expuesto
para encontrar soluciones analiticas de otros problemas que también se expresan en
polinomios cudrticos, inclusive si a primera vista no se vean asi como es el caso del
sistema de la cuenta en el aro donde usando la sustituciéon de Weierstrass se pudo
llevar el sistema a la forma polinémica. Seguramente existen muchos mas sistemas
que pueden ser llevados a polinomios cuarticos completos que con el debido trabajo

se pueden resolver analiticamente de forma completa y exacta.

A fin de cuentas podemos decir que cumplimos con el objetivo planteado, el de

encontrar las soluciones analiticas del problema del aro y la cuenta. Y que gracias a
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la comprension del método usado, se puede ver la muy amplia gama de problemas
que es posible resolver usando las poderosas herramientas de las funciones elipticas

de Jacobi y los métodos de hallar las raices de un polinomio cuartico completo.



Apéndice A

Funciones Elipticas de Jacobi.

A.1. Introduccion.

Ciertamente el estudio de las funciones elipticas de Jacobi y de las integrales
elipticas no son algo muy novedoso, pues su descubrimiento y posterior estudio se
remonta al siglo XIX. Aunque los primeros indicios de estas funciones se dieron en
realidad en 1655 con John Wallis quien empez6 a estudiar la longitud de arco de
varios cicloides, relacionando todos con la longitud de arco de una elipse. Fue él y
a su vez Sir Isaac Newton quienes publicaron un desarrollo infinito en series para la

longitud de arco de la elipse.

Posteriormente Jacob Bernoulli tratando de resolver la forma que tomaria una
cuerda elastica al ser comprimida por sus extremos, llega a una expresion que resulta
en una integral que ahora llamariamos una integral eliptica. Tanto Gauss como Le-
gendre abordaron estas nuevas integrales ya en el siglo XVIII y XIX| siendo Legendre
quien le dedico cerca de 40 anos de arduo estudio, logrando importantes avances pero
ciertamente quienes mas aportaron en este campo fueron dos jovenes prodigios, Niels
Henrik Abel y Carl Gustav Jacob Jacobi. Tanto Abel como Jacobi abordaron a las
inversas de las integrales elipticas, es decir a las funciones elipticas y partiendo de
alli fueron viendo sus propiedades y dejandonos la mayoria de lo que hoy en dia ma-
nejamos sobre las funciones elipticas. Posteriormente fue Karl Weierstrass a finales
del siglo XIX el encargado de dejarnos otro punto de vista y otro formalismo para

las funciones elipticas, para muchos, mas simple que el trabajo de Jacobi.
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Aunque estas funciones nacieron del estudio de la longitud de arco de una elipse,
para esta introduccién abordaremos el enfoque que tomaron Abel y Jacobi, es decir
como la integral con una funcién inversa.

La idea es similar a lo que realizamos con las funciones trigonométricas inversas:

_ / Toodt
arcsinr = e
0 V1—1t2
Con las condiciones que x estd en el intervalo —1 < z < 1 y que el denominador
del integrando sea /1 — t? > 0, relaciones similares se aplican con las demés funcio-
nes trigonométricas inversas. Ahora bien, siguiendo el procedimiento que tomé Abel,

definiremos una funcién para la integral mencionada:

Q(x)—arcsinx—/xi
S = | A

donde podremos obtener las funciones trigonométricas en base a la funcién ya
definida sin # = x. De manera andloga podemos definir mas integrales relacionadas
a las funciones inversas, y con funciones definidas a estas, llegar a las funciones
trigonométricas ya conocidas.

Ahora bien, para el caso que nos compete, es decir las funciones elipticas, tomamos
el trabajo realizado por Legendre, y definimos funciones (como el caso de 6 para
las trigonométricas) para integrales cuyos integrandos son reducidos de cualquier
expresion polinomial de tercer o cuarto grado en el denominador, de la siguiente

manera.:

g dt
F@*%:A VA= 21— k8)

A d¢'
F@jy_A — (A1)

Continuando con el procedimiento que siguieron Abel y Jacobi, invertimos las
integrales elipticas, y cambiamos la “F” para seguir la notacién de Jacobi u(¢) =
F(¢,k), luego invertimos la integral de Legendre de (A.1) y obtenemos ¢(u) = amwu
donde (am) es la amplitud de w. Invirtiendo la integral de Jacobi resulta u(z) =

F(z, k). Esta inversién de las integrales elipticas nos lleva a definir la funcién eliptica
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de Jacobi “amplitud — seno”, que siguiendo la notacién de Glaisher (donde x €
[—1,1],¢ € [—7/2,7/2]) resulta en:

sn(u, k) = x = sin ¢ = sin(amu). (A.2)

La razén por la cual se justifica el nombre de “amplitud — seno” se ve en las
ultimas dos igualdades de (A.2) , donde se nota claramente que sn(u, k) es el “seno”
de la amplitud de wu.

Uno ya podria adelantarse y suponer que el siguiente paso es, puesto que ya
tenemos el seno de la amplitud, hallar el coseno de la misma. Y ciertamente bajo el
mismo procedimiento, definimos el coseno de la amplitud u y definimos la funcién

eliptica de Jacobi “amplitud — coseno” de la siguiente manera:

en(u, k) = cos ¢ = cos(amu). (A.3)

Finalmente notamos que en la forma de Legendre de todas las integrales elipticas
encontramos a A(¢) = /1 — k2sin®¢¢. Lo que nos conduce a definir la funcién
eliptica de Jacobi “amplitud — delta” , la cual se escribe como la derivada de la

amplitud:

dn(u, k) = V1 — k%2sn?u = W. (A.4)

También cabe recalcar que se suele simplificar la notaciéon de Glaisher sobreenten-
diendo que todas las funciones elipticas de Jacobi tienen el mismo médulo k, dejando
las funciones simplemente como sn(u), cn(u) y dn(u). Como se puede apreciar en la
figura (A.1) las funciones elipticas de Jacobi son periédicas y muy similares en su

oscilacion a las trigonométricas.

A.2. Propiedades.

Todo el desarrollo que se realizé en la seccién anterior se llevé a cabo por Abel y
Jacobi siguiendo la nocién de que al usar funciones trigonométricas uno puede operar
de manera muy variada y que tiene muchas mas utilidades que sus funciones inversas.

De la misma forma se busco llegar a estas funciones amplitud y los resultados son
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Figura A.1: Funciones snu, cnu y dnu. [1]

maravillosos.
Notamos que podemos definir a ¢cn u como cnu = v/1 — sn?u ya que en la ecuaciéon
(A2) x € [-1,1].

De lo cual uno puede derivar las siguientes propiedades:

sn®u+cenu =1, (A.5)
dn*u + k*sn*u = 1, (A.6)
en*u + (14 k*)sn’u = dn*u. (A.7)

Otra propiedad interesante de las funciones elipticas de Jacobi es que en valores
limites de k£ las mencionadas funciones se reducen a las funciones trigonométricas
o a las funciones hiperbdlicas. Cuando £ = 0 las funciones elipticas resultan en
snu = sinu , cnu = cosu , dnu = 1, mientras que cuando k = 1 las funciones
elipticas se reducen a snu = tanhu , cnu = sech u, dnu = sechu.

De la integral de (A.1) podemos notar que intercambiando —t en lugar de t,
es decir cambiando el signo de x, el signo de uw también cambia. Por tanto snu
es una funcién impar de u. Puesto que sn(—u) = —snu, por (A.5) resulta que
en (—u) = £enu. Pero por la teoria de la continuidad analitica sabemos que ya sea
el signo superior como el signo inferior, una vez tomado uno, siempre debera ser
tomado el mismo para los demés valores, y ya que para el caso especial de u = 0 el

signo superior + debe ser tomado, este signo es el correcto [15], entonces resulta que
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en (—u) = cnu, y que por tanto cnu es una funcién par de u [15]. Bajo el mismo

procedimiento vemos que la funciéon dn v es una funcién par de u también.

Mientras que la derivada de la funcion snu es:

d
—snu = cnudnu. (A.8)

du

También notamos que diferenciando la ecuacién (A.5) y usando la derivada ya

mencionada resulta:

a Y= —snudnu. (A.9)

Finalmente para la funcion dn u tenemos:

d
@dnu = —k*snucnu. (A.10)

Ahora analicemos un poco el médulo k y el médulo complementario k’. El con-
cepto nace de la condicién de que si k? + k? =1y k' — +1 cuando k — 0, decimos
entonces que k' es el médulo complementario.

También cabe mencionar que las diversas combinaciones de cocientes se sim-
plifican bastante usando la notacién de Glaisher. Comenzamos con las funciones
reciprocas de las funciones elipticas, las cuales se expresan invirtiendo el orden de la
funcion original:

1 1 1
nsu=—— ncu=— ndu=—.
snu cnu dnu

Mientras que para los cocientes anotamos la funciéon con las primeras letras de

las funciones en el numerador y el denominador:

snu Snu cnu
scu=tnu=— sdu=-— cdu=——,
cnu dnu dnu
cnu dnu dnu
csu=— dsu=— dcu=——.
sSnu Snu cnu

Esta notacién es muy simple y es la que utilizaremos a la hora de resolver el

problema de la cuenta y el aro en todo el trabajo. También existen més propiedades,
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como los teoremas de adicion para snu, y los teoremas de adiciéon para cnu y dnu,
los cuales no abordaremos en profundidad y solamente los dejaremos expresadas

directamente:

snucnvdnv+ snvecnudnu
sn(u+wv) = T F2anZu onZe , (A.11)

cnucnv — snusnvdnudnuv

en(u+v) = : (A.12)

1 — k2sn?u sn2v

dnudnv — k*snusnvenucnv

dn (u+v) = (A.13)

1 — k2sn?u sn2v

A.3. Doble Periodicidad

En las funciones trigonométricas vemos que f(z + 2nm) = f(x), para todos los
valores enteros de n. Y por esta propiedad es que las funciones trigonométricas son
llamadas funciones periédicas con periodo de 2.

Ahora definimos a dos numeros cualquiera (reales o complejos) wq, we cuyo co-

ciente no es puramente real. Una funcién que satisfaga las ecuaciones:

Flo+20) = f@) fla+2w) = f(2) (A.14)

para todos los valores de x para los cuales f(z) existe, es llamada una funcién
con doble periodicidad de x, con los periodos 2w; y 2ws.

Las funciones elipticas de Jacobi son funciones con doble periodicidad, y es jus-
tamente eso lo que estudiaremos en esta seccion.

Comenzamos viendo la constante K, recordamos a la integral:

u—/z dt
0o VI-P)1- kP
donde:

x = sn(u, k).

Si tomamos el limite superior de la integral como la unidad, es decir que el camino

de integracién sea una linea recta, definimos al valor de la integral por el simbolo K
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tal que sn (K, k) = 1. Podemos notar que enK = 0y que dnK = £k, el doble signo
se remueve y resulta que solo queda siempre con el valor de +&" [15] y por tanto
dn K es una funcién continua de k, y su valor es siempre +£&'.

Las funciones elipticas de K resultan entonces:

snK=1,en K =0,dn K =k'. (A.15)

Dejamos entonces a K definida por la integral:

! dt
h= /0 VI —2)(1 - k2%2) (4.16)

También se puede definir a K en términos de la segunda integral de (A.1) , dejan-
do el limite superior como /2, y establecer la equivalencia entre ambas definiciones
de K [15].

Buscamos definir la coneccién de K con las propiedades periddicas de las funcio-

nes snu, cnu'y dnu, por lo que requeriremos de la ecuacién (A.11) y obtenemos:

snucn K dn K + sn K cnudnu
1 — k2sn?u sn’K
Lo que resulta en que sn (u+K) = cd u. Similarmente obtenemos que cn (u+K) =
—k'sduy dn(u+ K) = k'ndu.

sn(u+ K) =

Ahora vemos lo mismo pero con 2K, por lo que sn (u+2K) = ((Zig = —snu.
De manera andaloga resulta: cn (u 4 2K) = —cnu, dn (u+ 2K) = dnu.
Finalmente, para cuatro veces K resulta que: sn (u+4K) = —sn (u+2K) = snu

y en(u+4K) = enu.

Por lo tanto concluimos que el periodo de las funciones snu y enu es 4K, mientras
que las funciones dn u tienen un periodo menor de 2K.

Ahora bien, para llegar a notar la propiedad de las funciones elipticas de Jacobi
de la doble periodicidad, definimos primero la constante K’, la cual estard descrita

por la integral:

(A.17)

. dt
K= |

De tal manera que K’ es la misma funcién de k? como K lo es para k2. Ya estd
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demostrado [15] que si el plano complejo C es cortado desde 0 hasta —oo y desde 1

hasta +o00, entonces en el plano cortado, K’ puede ser definido por la ecuacién:

1/k ds
L VI Da-Pe)

Al momento de considerar el expandir los valores de k a valores complejos pode-

K =

mos llegar la ecuacion:

= )

o V(I -1 - k) L V=D - k)

Lo que nos lleva inmediatamente, dada la definicién de K’ a:

0o V1)1 - ke)

por lo que es inmediato ver que:

sn(K+iK')=1/k,dn (K +iK')=0,cn (K +iK'") = —ik'/k. (A.18)

Cabe recalcar que cn (K +iK') es v/1 — t2 cuando ¢ siguié el camino de integracién
predispuesto al punto 1/k, y por tanto su valor final es —ik’/k y no +ik’/k.
El resultado obtenido en la ecuacién (A.18) es muy ilustrativo para ver las propie-
dades periédicas de las funciones elipticas, utilizando el teorema de adicion de snu
deu

de la ecuacuén (1.14), llegamos a los siguientes resultados: sn (v 4+ K + iK') = 5,

en (u+K+iK') = —W% y dn (u+K+iK’) = ik’scu. Como en el caso anterior para
K, repetimos la aplicacion del procedimiento para obtener las relaciones de periodici-
dad de la funcién snu como: sn (u+2K+2iK') = —snuy sn (u+4K+4iK') = snu,
mientras que para la funcién cnu resulta: cn (u+2K +2iK') = cnuy en(u+ 4K +
4iK") = cnu, finalmente para la funcién dnu tenemos: dn (u+ 2K + 2i1K') = —dnu
y dn(u+ 4K + 4iK') = dnu.

De lo que concluimos que las funciones sn u y dnu tienen periodos de 4K + 4iK’,
mientras que la funcién cn u tiene el periodo 2K + 2iK’.

Finalmente vemos las propiedades peridédicas con respecto a 1K’ de las funcio-
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nes elipticas. Aplicando nuevamente el teorema de adicién de la ecuacién (A.11)

obtenemos:

d
sn(u+iK') = %, en(u+iK') = ! Zu

, dn(u+iK'") = —icsu.

Al igual que para el caso de los periodos asociados a K + iK' repetimos el pro-
cedimiento para obtener, primero en el caso de la funcién snu tenemos: sn (u +
2iK") = snu 'y sn(u+ 4iK') = snu, mientras que para la funcién cnu resulta:
en(u+2iK'") = —cnuy en(u+ 4iK') = cnu, finalmente para el caso de la funcién
dnu vemos que: dn (u+ 2iK') = —dnu y dn (u+ 4iK') = dnu.

Por lo tanto, vemos que las funciones cn u y dn u tienen periodo de 4i K’ mientras
que la funcién sn u tiene periodo de 2iK’.

Anadimos a manera de conclusién que utilizando el concepto de las funciones
elipticas de Jacobi inversas de manera analoga a lo visto al comienzo del presente
apéndice, se puede llegar a resolver integrales como asi lo hicimos en el trabajo a la

hora de buscar las soluciones analiticas del problema de la cuenta en el aro [13].



Apéndice B

Integral eliptica de primera especie

y transformacion de Moebius.

Gracias a las integrales elipticas es que podemos resolver analiticamente un po-
linomio cudrtico, en el presente apéndice veremos como resolver la integral de la

forma:

dr dr
V- —n)r-—m)r—n) J JP@F)

donde 7, > 75 > 73 > 74 y ademds 711, 7o, 73, 74 € R.

(B.1)

Para llegar a una integral eliptica de primera especie utilizaremos la transforma-

cién lineal de Moebius (y su transformacién inversa) definidas como:

2
T = %, u? = ZC)T__d;—, donde : ad # bc (B.2)

Esta transformacién (en este caso) nos proyecta la recta (—oo, c0) a una circun-
ferencia como se aprecia en la figura (B.1).

Para lograr integrar el polinomio P(7) necesitamos dividir al mismo en las regio-
nes que se aprecian en la figura (B.2), donde utilizamos las raices del polinomio para
separar las regiones. Nétese que la region entre la raiz 7 y la raiz 7, (ambas hacia
los infinitos) es una sola en la proyeccién de la circunferencia. Asi que aunque Iy V

se vean como regiones diferentes seran la misma mientras usamos la transformacién
de Moebius.

85
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- oo +oo

T3
Ty

Figura B.1: Proyeccién de la recta a una circunferencia y mapeo de las raices del
polinomio en dicha circunferencia.

-80 F

Figura B.2: Polinomio cuartico dividido en regiones, la linea azul corresponde a un
P(7) mientras que la linea naranja corresponde a —P(T)
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Para facilitar atin mas la integracion mapearemos tres de las raices a los valores
de 0,1, co para lograr integrar en el nuevo intervalo de (0, 1], esto se busca para que
los valores tras la transformacion de Moebius nos lleven finalmente las integrales
elipticas.

En la figura (B.1) podemos notar uno de estos mapeos, donde buscamos integrar
en la regién II y con la linea naranja de la figura (B.2), es decir debemos mapear las
raices de menor valor (73 y 74) hacia 0 y 1, mientras que llevamos la raiz 7 hacia
el infinito. La raiz restante 7 quedara en un valor dado entre 7, y 73 que no es de
relevancia para el resto del calculo. Definimos la raiz que llevaremos a estos valores

caracteristicos como:

=rn—2u=0 T'=71—-u'=1 7°=7>u'=00, 7°=71; = u’=_constante.

Lo que nos deja con 7° = b/d, 7' = (a +b)/(c+d) y 7 = a/c, con algunas ope-

raciones algebraicas podemos llevar a las constantes a, b, y d en términos inicamente

de c:

oo_7_1O 7_oo_7_1

c, d=

T

(B.3)

a=T1%c, b=

7 — ¢
71— 70 7l — 70

Que también puede ser escrito en forma matricial como:

b o 12—1! 0
M:<“ >: (T S )c, (B.4)
c c 1 ==5

Lo que nos deja a la transformacién como:

__ 70> — 702 + 70(7%° — 7'1)' (B.5)

(TP =719 u2 4+ 70 — 71

Ahora podemos calcular el producto de las diferencias entre 7 y sus raices:

(T—m)(T—n)(T—m)(T — 1) =

(detM)? 20V _ 1Y 2(02 — . (> —719)(r! = TO>u2
(cu? + d)4( X A g (1 (76 = 70) (7> = 71) ) - B9
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Y puesto que:

det M

nos deja con la ecuacion:

/ \/% B / \/(Tc — 70) (7 — 7_1)u2<,jzmju1) <1 _ (Tooffc)(flfro)u2> - (B8)

(F=rO)(r==rT)

lo que nos lleva a la igualdad:

dr _ 2 seng du
Vio—m)T )T —n) (-1 =) -)Jo 1 —u?)( - k2?)
(B.9)

donde ya se aprecia la forma de una integral eliptica de primera especie y donde

definimos las constantes:

(=) =)’

= arcsen (TOO _ 7—1)(7_0 _ T)
o [ EE T -

Y asi ya tenemos una forma elegante de resolver el polinomio cuartico planteado,

k= \/(TOO — ) =) (B.10)

es muy importante recordar algunos detalles a la hora de integrar, se puede integrar
tanto de izquierda a derecha y viceversa en la figura (B.2), solamente hay que tener
mucho cuidado a la hora de fijar que raices tomaran el valor de 7°, 71, 7¢ y 7,
las ecuaciones resultantes tendran la misma forma pero con las raices en diferente
orden. También hay que tener cuidado de ordenar las raices de mayor a menor en las
restas de las constantes k£ y ¢. Finalmente, es menester dejar en claro que el signo
cambiado entre las ecuaciones (B.8) y (B.9) en (u® — 1) se compensa invirtiendo uno
de los cuatro productos en el denominador del integrando original, i.e. cambiando

(1 — 1) por (14 — 7).
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De esta manera podemos reproducir las ocho integrales en [12] inicamente esco-
giendo en que regién deseamos integrar, siendo los limites de esta regién 7° y 7! y
fijando el resto de las raices como se expuso podemos reproducir las ocho integrales

mencionadas.



Apéndice C

Resoluciéon de un polinomio

cubico.

Buscamos encontrar las raices de un polinomio de tercer orden completo dado

por:

az® 4+ bz 4+ cx +d = 0. (C.1)

Con los coeficientes a, b, c,d € R. Existen diversos métodos o algoritmos para
obtener expresiones analiticas de las raices de un polinomio ctibico, en nuestro caso
seguiremos un camino particular que nos llevard a obtener las raices en base a los
coeficientes g v g3 que son llamados los ”invariantes”.

Para ello dividimos la ecuacién (C.1) entre a y realizamos el cambio de variable

x =y — b/3a para obtener el polinomio cibico reducido:

= (g2/Dy—(g3/4) =0 =  4y’—gy—gs=4(y—e1)(y—e2)(y—e3) =0, (C.2)

donde las constantes go y g3 estdn dadas por los coeficientes originales de la
ecuacién (C.1) y definimos a ey, eg, €3 como las raices del polinomio cibico reducido,
los invariantes quedan como:
g2 3ac—1b? g3 2b% — 9abc + 27ad

4 3a2 Yoy 27a3 ’ (C3)
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Que en términos de las raices del polinomio ctibico reducido son:

% =el el + eg, % = e1e9€3, con e+ ey +e3 = 0. (C.4)

El definir al polinomio ctibico reducido en términos de los invariantes g, y g3 es
algo muy utilizado en otro tipo de funciones elipticas conocidas como las funciones
de Weierstrass [16]. Es importante recalcar que el invariante g, nos determina ya
algunas de las propiedades de las raices. Si go = 0 las raices que tiene el polinomio
son una real y dos complejas conjugadas. En el caso donde g» < 0 el polinomio
nuevamente tendra una raiz real y dos complejas conjugadas. Mientras que para el
caso donde g, > 0 el polinomio puede tener cualquiera de las tres posibilidades para
sus raices, i.e. una raiz real y dos complejas conjugadas entre si, tres raices reales
diferentes o una raiz real doble (repetida) y una raiz real simple (diferente).

Para resolver la ecuacién cubica (C.2) realizamos la denominada sustitucién de

Vieta, i.e. y = s+ ¢g2/(12s) lo cual nos lleva a la ecuacién:

2, (C.5)

Multipicamos (C.5) por s® para obtener una ecuacién muy bien conocida, una

3

ecuacion cuadratica para s° con soluciones:

3 + 2 _ 327
86_@53_{_ 2 _og o S-B 95 — 95/ .

4 (12)3 8

(C.6)

En la literatura uno puede encontrar muchas formas de definir al discriminante
del polinomio cibico, que difieren tinicamente en cémo se multiplican entre si los
factores constantes del polinomio. En nuestro caso definiremos al discriminante como

4
_al
A=1g

es A = 18abed — 4b3d + b*c? — 4ac® — 27a*d?. Como mencionamos hace poco, el signo

(g5—27g2), que en términos de los coeficientes del polinomio completo original

o valor de gy nos define qué tipo de raices obtendremos del polinomio ctibico pero no
de manera completa al menos cuando g > 0, por lo que el signo o valor de A junto
al de go nos definiran las caracteristicas de las raices del polinomio ciibico de forma
completa. Para el caso donde requeriremos el valor de A, es decir cuando gy > 0,
tenemos las siguientes posibilidades; si A < 0 tendremos como raices del polinomio

cubico a una raiz real y dos complejas conjugadas entre si, si A = 0 tendremos
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una raiz doble y una raiz simple, finalmente si A > 0 tendremos tres raices reales
y diferentes. Cabe notar que para los casos donde gs < 0 necesariamente A < 0y
tendremos una raiz real y dos complejas conjugadas entre si.

Es importante recalcar que como hay dos soluciones para s® en la ecuacién (C.6)
deberian existir seis raices para s, pero se puede demostrar que estas seis raices estan
relacionadas entre si de tal manera que solo tres son independientes. Si s1,Ss v S3
son las tres raices entonces e; = s; + g2/12s; con i = 1,2,3, donde e; son las raices

del polinomio cubico reducido. Para escribirlos de una manera mas sencilla podemos

describir las raices en base a las raices cubicas de la unidad: z; = 1, 29 = #ﬁ =
ei2m/3 v 1y = # = ¢~27/3 resultando:
1 Ay sl Ag + /A2 — 4A3
=—— | zC donde C = ; C.7
e 30 (Z —+ Zlc) onae \/ 9 ( )

donde definimos a Ay = b? — 3ac y Az = 2b® — 9abe + 27a%d. Siguiendo una de

las diversas formas de escribir las raices, en el caso de g, > 0 los invariantes gs y g3
3/2

pueden ser reemplazados por los parametros 2 = Zye= (g%) g3 v tomando la

raiz positiva de la ecuacién (C.7) las soluciones resultan como:

e =" (ziK + (ziK)_l) donde K =1/e+ Ve — L, (C.8)

donde el discriminante queda descrito por A = 108a*+®(1 — £2). Puesto que ya
fijamos a g > 0 el signo de € esta inicamente determinado por gs. Mientras que
el signo de A esta determinado enteramente por el valor de ¢, i.e. A > 0 para
—l1<e<1l,A=0parac? =1y A < 0 ya sea para —00o < € < —1 o para
1 <e<o0.

Ahora procedemos a realizar una parametrizaciéon muy util para escribir las raices,

dejando al pardametro ¢ en términos de funciones trigonométricas o hiperbdlicas. Si

A > 0 la parametrizacién conveniente es ¢ = —cos¢ con ¢ € [0, 7]. Mientras que
para los valores de ¢ < —1, es conveniente tomar el pardmetro ¢ = — cosh(¢) y la
fase como ¢ = —i¢ con ¢ > 0. Finalmente para el tltimo caso donde € > 1 tomamos

el parametro ¢ = cosh(¢) y la fase ¢ = 7 + i¢. Utilizando esta parametrizacién en
(C.8) nos deja a las raices en terminos de funciones conocidas que se pueden apreciar
en el cuadro (C.1).
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Raiz e<—-1(A<0) -1<e<1(A>0) 1<e(A<0)
e; | ycosh (%5) — ivv/3sinh (%) 27 cos (S‘G—”) 27 cosh (%)
es | ycosh (%) + iyv/3 sinh (%) 27 cos (“”TJ”T) —ry cosh (%) — i3 sinh (%)
€3 —27 cosh (%) —27y cos (%) —~ cosh (%) + iyv/3sinh (%)
¢ = cosh™ (—(3/92)**g3) | o =cos™" (—(3/92)**g3) | &= cosh™" ((3/92)*"g5)

Cuadro C.1: Raices del polinomio ciibico reducido (C.2) para gz > 0

Solamente nos quedan analizar el caso restante de go. Para el caso donde gy < 0

3/2
redefinimos a gamma como 6% = —Lye= (—g%) g3, resultando:
ei=0(%L+(%L)™") donde L= e+ Ve + 1. (C.9)

Notamos que cuando g < 0 el discriminante A siempre es negativo. Para en-
contrar las expresiones parametrizadas de las raices como hicimos para go > 0,
parametrizaremos con respecto a funciones hiperbdlicas, es conveniente usar la para-
metrizacion como € = —sinh(¢) en el intervalo e < —1 y € = sinh(¢)) en el intervalo
e > 1. Estas parametrizaciones se pueden obtener de manera directa desde las ex-
presiones anteriores dadas para € si tomamos las fases ¢ = 7 +igpy p = 5 — ¢

respectivamente. Las raices resultantes se pueden apreciar en el cuadro (C.2).

Raiz e<—-1(A<0) 1<e(A<0)
€1 0 sinh (%) — i0+/3 cosh (%) —0 sinh (%) — 40+/3 cosh (%)
e —26 sinh (%) 26 sinh (¥)

€3 0 sinh (%) + i6v/3 cosh (%) —dsinh (%) +164/3 cosh (%)
W =sinh™" (=(=3/g2)*?g5) | ¥ =sinh™" ((=3/g2)**gs)

Cuadro C.2: Raices del polinomio cibico reducido (C.2) para go < 0

Por lo que finalmente podemos concluir que las raices de un polinomio ctibico

completo vienen dadas por:

ar®+bx® +cr+d = a(v—x1) (v —13)(x—23), Con las raices: r; = e;—b/3a. (C.10)




Apéndice D

Resoluciéon de un polinomio

cuartico.

Buscamos obtener las raices de un polinomio de cuarto orden completo dado por:

AT+ B + Cr* + DT+ E =0, (D.1)

donde nuevamente, los coeficientes del polinomio A, B, C, D y E son reales. Exis-
ten varios métodos para resolver el polinomio cuartico, el que desarrollaremos en el
presente apéndice y usamos duranto todo el trabajo consiste en reducir el polinomio
para llevarlo a un polinomio ctibico llamado "resolvente”, cuyas soluciones nos per-
miten factorizar al polinomio cudrtico en dos ecuaciones cuadraticas reales, siendo

estas soluciones las raices del polinomio cudrtico [17].

Primero dividimos a la ecuacién (D.1) entre A, y realizamos el cambio de variable

T = p — B/4A obteniendo un polinomio reducido a:

i, »(C 8B\, (D BC B\ E BD BC 3B _ D2)
PP \A7842) P\ A 242 "843) A 442 1643 2564%F

O bien:

pt+ P+ pQ + R =0, (D.3)
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donde definimos las constantes:

C 3B? D BC B? E BD B?*C 3B*
A 8A2%’ @ A 2A? + 8A3’ i A 442 + 1643 256A% (D4)

El polinomio de la ecuacién (D.3) se puede factorizar como el producto de poli-

nomios cuadraticos de la forma:

p* PP P+pQ-+R = (p*+up+v)(p* —up+w) = p*+p* (v+w—u®)+pu(w—v)+wv = 0.
(D.5)

Descrito por las tres ecuaciones:
P=v+w—u? Q = u(w —v), R = wv. (D.6)

Asumiendo que conocemos la forma de u = u(P, @, R), podemos calcular las

otras dos constantes mediante las ecuaciones:

w:%(PqL%—Iﬂf), v:%(P—%—i—uZ). (D.7)

Por lo que las raices del polinomio cuértico reducido (D.2) se obtienen de las

raices de los dos polinomios cuadraticos de (D.7):

1 2
Pm———ui \/u2 4v———u12\/—u2—2P+—Q, (D.8)
U

1 2
p34——uj: \/u2 4 ——u:i:Z\/— —2P——Q (Dg)

u

donde las raices del polinomio cuértico original (D.1) resultan:

AT+ B4+ 0+ D1+ E=A(r—71) (T — 1) (T — 1) (T —74), con: 7; = p;— —
(D.10)
Ahora bien, el inico problema a resolver es obtener la expresion de u = u(P, @, R).

Para ello elevamos al cuadrado la primera ecuacion en (D.6) y dejando al lado derecho
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en términos de P, Q y R usando las otras dos ecuaciones, es decir:

QQ

P? = (vtw—u?)? = (w—v)? +dvw+u* —2u* (v+w) = —2+4R—u4—2u2P. (D.11)
u

O bien:

u® + 2P u* + (P? — 4R)u* — Q* = 0. (D.12)

Notamos que podemos reescribir a la ecuacién (D.12) como un polinomio ctbico

(el denominado ctibico resolvente) con el cambio de variable z = u?:

2® +2Pz* + (P? — 4R)x — Q* = 0. (D.13)

Ahora podemos notar la importancia de haber descrito con detalle la resolucién
de un polinomio ctibico en el apéndice C. Siguiendo ese proceder introducimos otro

cambio de variable x = y — 2P/3 para obtener el polinomio cibico reducido:

1 1
y’ = 3(P*+12R)y — =(2P* = T2PR +27Q®) = 0, (D.14)

donde podemos apreciar ya los invariantes g y g3, que en términos del polinomio

cudrtico original (D.1) son:

4

4
= —(P>+12R) = 2+ 12AF — 3BD D.1
g2 = F(PP+12R) = =5(C° + 3BD), (D.15)
4
g5 = 2—7(2P3—72PR+27Q2)
4
g3 = 27A3(203—9BCD+27BQE+27AD2—72ACE). (D.16)

El discriminante del polinomio ctbico reducido es:

A = 16(P? — 4R)*R — 4(P* — 36 R) PQ* — 27Q". (D.17)

O en términos de los coeficientes del polinomio cudrtico original de la ecuacion
(D.1) es:
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+ (B*C* —4B*D + 18ABCD — 4AC® — 27A*D?*)D?
+ (16AC® —4B*C* +18B°D — 80ABCD + 144A*D?*)CE (D.18)
+ (144AB*C — 6AB*D? — 27B* — 128A%C? — 192A?BD + 256 A*E) E?).

De manera similar al apéndice C, donde la naturaleza de las raices del polinomio
cubico vienen descritas por los signos de g, v A, en el caso que nos concierne podemos
ver la naturaleza de las raices del polinomio (D.1) en base a ciertos pardmetros.
En la literatura se puede encontrar esto bajo varios parametros, en nuestro caso
escogeremos unos parametros de alguna manera acordes con los del polinomio ciibico
(D.13).

Necesitaremos observar los signos de g vy A nuevamente, que vienen descritos
por las ecuaciones (D.15) y (D.17)-(D.18) respectivamente. Ademds requeriremos
de otros pardmetros extra, los cuales son P, Q (Definidos en (D.4)) y la cantidad
P? —4R = £ (16A2C? — 64EA® + 16BDA? — 16ACB? + 3B*). La naturaleza de
las raices viene descrita en el cuadro (D.1).

A P | P? — 4R | Condiciones Extra Naturaleza de las raices
>0|<0 <0 Cuatro reales y diferentes.
>0|>0 Dos pares de raices complejas conjugadas
>0 >0 Dos pares de raices complejas conjugadas
= <0 <0 g2 70 Una real doble y dos reales simples
= >0 Una real doble y dos complejas conjugadas
= >0 #0 Una real doble y dos complejas conjugadas
=0|>0 Q#0 Una real doble y dos complejas conjugadas
=0 #0 go =0 Una real triple y una real simple
= <0 =0 Dos reales dobles
= > 0 = Q=0 Dos pares de raices complejas conjugadas
= = go =20 Dos pares de raices complejas conjugadas
<0 Dos reales diferentes y dos complejas conjugadas

Cuadro D.1: Naturaleza de las raices del polinomio cuartico en base a los factores

mencionados.
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