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CAPITULO 1 
Introducción. 

Resumen La motivación principal en este  trabajo de investigación  fué la obtención 
de una  descripción simple, sistemática y completa de  un fluido denso.  Desde el punto 
de vista de la  Teoría  Cinética de Gases, los avances a los cuales se ha llegado  son de 
gran  ayuda en la descripción de estos sistemas. El  formalismo  utilizado es el de la 
Maximización  de  Entropía. 

Para empezar  debemos  subrayar que el objetivo de la Teoría  Cinética es entender el 
comportamiento  macroscópico de un sistema a partir de  sus propiedades  microscópicas. En 
el caso de  un gas  denso,  las  interacciones  entre  las  partículas  determinan en gran medida la 
evolución  del mismo. Por ello nos preocupamos  por  hacer  una  descripción  con un potencial 
de interacción  arbitrario  entre  las  partículas y con la única  limitante de  que  corresponde 
a una  interacción  suave,  simétrica,  aditiva  por  pares y de corto  alcance. 

Hagamos un poco de historia  para  situar  nuestra  descripción  dentro del contexto de 
otros intentos por  describir a los  fluidos  densos. 

En general,  para  describir  la evolución temporal de un gas  simple la herramienta 
a utilizar es la  mecánica  estadística  para  sistemas  fuera de equilibrio, la cual  tiene varias 
vertientes pero  dentro  de un marco afin a la  teoría  cinética, podemos partir de  las  funciones 
de distribución (ff.d.). Los avances que  se han  reportado en la  literatura en su mayoría 
están  encaminados hacia el estudio de los gases diluidos. En  esta clase de sistemas las 
interacciones entre  las  partículas se  pueden tomar en cuenta de una  manera  sencilla,  ca- 
racterística que simplifica su estudio. La descripción  completa del gas diluido fué  hecha 
por Boltzmann[l] en 1872. El construyó  una  ecuación de evolución para  la f.d. de una 
partícula, f('), ecuación que  se conoce como ecuación de Boltzmann.  En dicha  ecuación 
el acoplamiento  con una función de distribución de  dos partículas, f(') se reemplaza  por 
el Stosszahlansatz  (hipótesis del caos  molecular). Tal hipótesis permite  considerar que las 
partículas  están  descorrelacionadas, es decir, que su posición y velocidad después de una 
colisión  no dependen de colisiones anteriores y entonces es suficiente con la f.d. de una 
partícula  para  tener  la  descripción del gas. 

\ 
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2 Introducción 

Además en este esquema la energía  interna del sistema sólo tiene  la  contribución de la 
energía cinética y para su evaluación  requiere de esta f.d. unicamente. El querer ir más 
allá del gas diluido presenta dos complicaciones importantes, para empezar  las  partículas 
del gas  ineludiblemente son partículas que interactúan y por lo tanto  están correlacionadas 
a  cualquier  tiempo y la energía  interna del sistema  debe  necesariamente  incluir  una  con- 
tribución  de la energía  potencial.  En  términos de las  funciones de distribución significa 
que  es necesario  incluir,  qdemás  de  la  función de distribución de una  partícula, a la función 
de distribución de  dos partículas. 

Un  modelo de gas  denso en el que se usa una aproximación de la f.d. de dos partículas, 
es la ecuación de Enskog donde las partículas  interactúan con un potencial de coraza  dura. 
Con este modelo  Enskog  formuló su teoría[2]  (1920) y la ecuación que lleva  su  nombre, es 
una  ecuación de evolución para  la f.d. de una  partícula. Es además,  una  generalización 
ad hoc de la de Boltzmann, que  considera el tamaño de las esferas duras y por  tanto 
toma en cuenta un efecto de volumen excluido. Esto significa que durante la colisión, 
'los centros de las esferas se encuentran en posiciones diferentes y durante la interacción 
instantánea  ocurre  una  transferencia de ímpetu, y energía  entre  las  partículas. Por otra 
parte y como un efecto del aumento en la densidad se incrementa la probabilidad de  que 
pares  de  partículas  interactúen.  Las  generalizaciones a la ecuación estándar de Enskog[3] 
consisten en hacer hipótesis sobre la f.d. de  dos partículas y específicamente  sobre el punto 

de evaluación de la f.d. de correlaciones por  pares, g ( ' ) ( q ,  1'2, t) = m, el valor de g(2) 

es función de las  posiciones de las partículas y generalmente se cansidefa independiente de 
los impetus y siempre  incrementa la probabilidad de que colisionen las  partículas. 

f(2) 

Sin embargo  como lo que  nos interesa es una  descripción sistemática no  nos  podríamos 
conformar con ésta, que fué obtenida  heurísticamente  por  Enskog y que sólo considera 
correlaciones en posición. Queremos  encontrar  una  descripción que involucre  también la 
posibilidad de correlaciones en  el ímpetu de las  partículas. Para ello necesitaríamos  partir 
de una ecuación más general y formal para un conjunto de N partículas  interactuando 
entre sí. Esto se logra a través de la ecuación de Liouville para  la f.d. de N partículas en 
el espacio fase de posiciones y de impetus. 

En esa dirección  resulta  interesante  mencionar la teoría de Bogoliubov-Choh- 
Uhlen&ck[4], que parte de la ecuación de Liouville y es válida  para gases  moderadamente 
densos. En esos trabajos se incluyen tres  escalas de tiempo, bien  separadas,  una  asociada 
a 10s tiempos de  colisiún r,, otra al tiempo  libre  medio r, y una  tercera rh asociada a una 
etapa  hidrodinámica . Esto  permite  hacer un desarrollo en la ecuación de Liouville, que  se 
refleja en una generalización de la ecuación de Boltzmann cuya  contribución  por colisiones 
se obtiene a través de una  suma  de  contribuciones por  interacciones  binarias,  ternarias, 
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cuaternarias,  etc.. El  caso de gases  moderadamente  densos con interacciones  netamente 
repulsivas  fue desarrollado  por  estos autores, quienes  también  hicieron la hipótesis de que 
las funciones de distribución de órdenes  superior a dos dependen del tiempo sólamente a 
través de la función de distribución de una  partícula. 

Las dificultades para  ir más alla en la densidad del sistema  aparecen a través de  di- 
vergencias  en los valores de los contribuciones de interacciones  cuaternarias  en  adelante[5]. 
Cabe  señalar que A.Flores y E.Braun[G]  formularon una  teoría  cinética convergente para 
gases  densos, que en el límite  apropiado  recupera la ecuación  de  Enskog. La principal 
diferencia de ésta  teoría  respecto de la obtenida  por  Bogoliubov et  al son las  condiciones 
de frontera  aplicadas.  Las  divergencias  que  aparecen en la  teoría de  Bogoliubov son ahora 
resueltas tomando en cuenta que  las  partículas  están  correlacionadas  no solo en el momento 
de su interacción sino que las correlaciones persisten  debido a una  interacción  efectiva-con 
el medio que rodea a las  partículas. Otra explicación  de  las  divergencias  fué  dada por 
Cohen[7] en base a las colisiones de anillo y recolisiones, sin embargo la explicación de 
éstas  divergencias es un tema polémico[8]. 

Otras descripciones que aparecen  en la  literatura y que  describen al gas  denso,  con 
ayuda de la  teoría  cinética, son  las  llamadas Teokías’ Cinéticas  Variacionales(KVT,  por sus 
siglas en inglés 1981-1993)[9-161 que utilizan  el  formalismo de maximización de la funcional 
de entropía  para  obtener a la f.d. de las N partículas, a partir de la entropía de Gibbs.  Las 
diferencias entre los enfoques de las KVT’s están en el  conjunto de restricciones  impuestas, 
y la  forma de obtener las ecuaciones de evolución. De@cho t n  este  tipo de teorías se usa el 
conjunto de ecuaciones de la  jerarquía, donde  se hacen hipótesis de cerradura que contienen 
aproximaciones  adicionales en tiempo y densidad [ll], impidendo con ello obtener  una 
generalización sistemática de  sus descripciones. Las ecuaciones  obtenidas  por las KVT’s 
son ecuaciones tipo Enskog para  potenciales repulsivos y las  interacciones  atractivas en 
ocasiones se incluyen como un campo  promedio. 

En este trabajo de investigación  nuestra  idea es proponer una descripción del flu- 
ido denso, que sea simple y sistemática.  Partiremos del proceso de maximización de la 
funcional de entropía  para  determinar a la f.d.  de las N partículas que conforman al 
sistema, con tres  conjuntos de restricciones. Para  establecer a que nos referiremos  por 
descripción  completa, enunciamos en  el siguiente capítulo el “Principio  Especial de 
Lewis” [17]. En el tercer  capítulo se presentan con detalle los formalismos de Maximización 
de Entropía(FME) denominados FME-I y FME-I1  [18].  El primero se refiere a maximizar 
a la funcional de entropía bajo las restricciones de que la f.d.  de N partículas  está nor- 
malizada, la f.d. de una  partícula y la f.d. de  dos partículas  sean  conocidas. El  segundo, 
FME-11, además de estas  restricciones  incluye a la densidad de energía  interna como una 
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función local  conocida, y su  discusión se ha incluido para propósitos  de  comparación con las 
otras  teorías del tipo K V T  que se muestran al final del capítulo 3. El camino que  se propone 
en esta  tésis  para  cerrar el conjunto  de  ecuaciones de la  jerarquía  Born-Bogliubov-Green- 
Yvon-Kirkwood (BBGKY) ,  a diferencia de las  teorías KVT conocidas,  hace uso explícito 
de la maximización  de la entropía.  De  hecho, el formalismo FME permite  encontrar la 
función  de  distribución de N partículas  consistente con todo el esquema. Esta función se 
emplea para calcular las funciones de distribución reducidas de 3 , 4 , 5 , .  . . S partículas, de 
manera que el uso  de la maximización de la entropía  en  todo  su  esplendor  permite  cerrar 
la  jerarquía de ecuaciones B B G K Y ,  sin hacer hipótesis adicionales. Este  punto  marca  una 
diferencia muy importante con los otros  esquemas K V T  existentes  en la literatura. La  
cerradura  obtenida en este  trabajo es para  la f.d. de tres  partículas y determina  la  existen- 
cia de un potencial  efectivo  entre  las  partículas debido a que  cualquier par de  partículas 
que interactúen  entre sí, est& rodeadas de las demás  partículas del sistema y por lo tanto 
existen correlaciones con estas  otras. 

., . 

En el cuarto  capítulo se discute la evolución del sistema,  para  el  FME.1 y 11, que 
está  dada  por  las dos primeras  ecuaciones  de la  jerarquía BBGKY [19] cuya  cerradura 1201 
se determina de manera  consistente con el Formalismo  de  Maximización  de la  Entropía 
I y I1 respectivamente y sin hipótesis adicionales. Al  final del capítulo se muestra  una 
comparación con otras  cerraduras  halladas en la  literatura. No se resuelven  las  ecuaciones 
cinéticas  pero se muestran los límites del equilibrio del FME-I y I1 como  un  primer  paso 
para la obtención  de la solución. Esto se muestra en el capítulo 5 y se señala la consistencia 
de todos los resultados  con los correspondientes a la  teoría de líquidos del equilibrio. 

En seguida  llevamos  nuestra  descripción a un nivel hidrodinámico, en donde  utilizando 
el formalismo  de  maximización de la  entropía se parte de la funcional de entropía del FME- 
I maximizándola  sujeta a la información que  nos dan  las  densidades de masa,  ímpetu, 
energía interna, y a las fluctuaciones de la densidad,  obteniendo el FME-111. La  última 
restricción,  asociada a las  fluctaciones de la densidad,  determina de manera  importante 
el comportamiento  del  sistema. En  este mismo  capítulo 6 se incluyen las ecuaciones de 
evolución, que a este nivel de descripción son las ecuaciones de balance, y por  último se 
analizan los límites del equilibrio del FME-111. 

.) 

Aún cuando al  final de cada  capítulo se tiene  una  sección  dedicada a las conclusiones, 
el último  capítulo  de  este  texto lo dedicaremos a resumir  las  conclusiones  más  importantes 
y a indicar las perspectivas posibles. 
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CAPITULO 2 
¿Que significa descripción  completa? 

Resumen. Se  enuncia el principio de Lewis para  obtener  una descripción com- 
pleta desde  el punto de vista de la  física  estadística para sistemas  fuera de equilibrio. 
Asimismo se muestran  algunos  elementos de mecánica  estadística que se van a utilizar 
a lo largo del texto. 

2.1 Introduccion. 

A lo largo de este  trabajo de investigación se insistirá en la obtención de una descrip- 
ción completa de un fluido denso. Por ello, en este  capítulo se enuncia el  Principio  Especial 
de  Lewis [l] para  dejar  claro en que sentido  usaremos la frase “descripción  completa”. En 
capítulos posteriores se mostrará  la  aplicación específica al caso de ¡os fluidos densos. 

El enfoque  que  Lewis da a la física  estadística, consiste en obtener descripciones sim- 
ples de sistemas  complejos. Si bien es cierto que existen diversas ecuaciones de la mecánica 
estadística del equilibrio y fuera de equilibrio que dan  resultados aceptables, se cuestiona 
la  cantidad de métodos  cuyas  bases  están en entredicho  debido a que no  se obtienen de 
manera  sistemática. Por ello Lewis propone el principio de unificación de la  mecánica 
estadística. 

En  la  teoría de equilibrio el método variacional de maximización de la entropía  ha 
sido utilizado para  la  obtención de funciones de distribución de probabilidades  tales como 
la función de distribución  microcanónica,  la función  de distribución  canónica,  etc.  Este 
método  fué utilizado por Jossiah  Willard Gibbs [2] y posteriormente ha sido discutido por 
Jaynes [3] ,  entre  otros, en relación directa con la teoría de la información. La.idea de Lewis 
fué extender  este  mismo  método a la mecánica  estadística fuera de equilibrio, donde dicha 
extensión  incluyera toda  la  dinámica del sistema. 

Su “principio  especial” consiste en combinar la maximización de la entropía adecuada 

al sistema,  junto con el operador  solución  de la ecuación de Liouville para así obtener 
las ecuaciones  cinéticas  correspondientes al  estado de equilibrio y fuera de equilibrio del 
sistema. 

I 
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2.2 Elemen tos   de  la mecánica  es tadis t ica clásica 

Se  busca  una descripción s imp le  en términos de funciones de distribución  de S partículas 
( S  < N, N es el número total de  partículas).  Al  conjunto de funciones  de  distribución les 
denominamos func iones   de   es tado  o func iones   re levantes  porque  nos  describen al sistema 
macroscópico desde un  punto  de  vista  mecánico  estadístico [l] y asociado a este  conjunto se 
tiene la descripción c o m p l e t a :  las ecuaciones  de  evolución y una  funcional de entropía. 

Al pasar de un conjunto de funciones  de  estado a otro más simple,  que puede ser a 
través  de  una  transformación  lineal, es posible aplicar nuevamente el proceso,  obtener las 
ecuaciones cinéticas y la funcional de entropía correspondientes a esta nueva descripción. 
Esto significa que a partir de la ecuación  de Liouville para la función de distribución de N 
partículas se  puede obtener  una  gama  amplia de descripciones  que  con niveles de  comple- 
jidad diferentes describen al mismo  sistema.  Cada  descripción  conduce a una funcional de 
entropía, de manera que se tienen  tantas funcionales de entropía  como descripciones.. A 

Empezaremos  mostrando  algunos  elementos de la  mecánica  estadística  clásica, nece- 
sarios en la descripción (Sección 2), para despuks resumir el contenido del Principio  Especial 
de Lewis (Sección 3) que se encuentra  ampliamente  plasmado  en la referencia [l]. Aquí 
nos limitaremos a mostrar los resultados  que nos son de  utilidad  en lo que  sigue de esta 
investigación. L. t .  

2.2 Elementos  de  Mecánica  Estadística  clásica 

En  esta sección  enunciaremos  algunos  elementos de mecánica  estadística que  se uti- 
lizarán posteriormente. A un sistema con N grados de libertad que sea  conservativo, se le 
puede caracterizar con un Hamiltonian0 H ( x N )  función de las  coordenadas e impulsos co- 
rrespondientes.  Aquí ( x N )  = (rl, r2,. . . rN,  p1, p2,. . . , p ~ )  representa al vector  de coor- 
denadas cartesianas rN = (rl ,  r2,. . . , r N )  y de impetus  conjugados p N  = (PI, p 2 , .  . . , p ~ ) .  
El estado del sistema en un instante t ,  lo determina  el  punto x( t )  en el espacio  fase r, cuyo 
comportamiento  en  el  tiempo  está regido por l a s  ecuaciones de Hamilton 

con i = 172,. . . , N .  (2.2.1) 

En caso de conocer  las  condiciones iniciales del sistema, i.e. xN(to = O) se tendría la 

familia de operadores  solución de la ecuación (2.2.1) St, de  manera  que  la  evolución de la 
función de estado se describe  por 

x N ( t )  = s t x N ( 0 ) ,  con S, = 1 y StStt = ~ t + t t .  (2.2.2) 
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El operador St nos da la solución del problema, sin embargo  estos operadores sólo  se han 
obtenido  explícitamente  para  sistemas simples [4]. 

Para  una función de  las variables del espacio fase $(xN, t )  = $ ( r N ,  p N , t )  también 
podemos encontrar  una  ecuación que  nos diga  cómo es su evolución temporal,  ya que 

si  en esta ecuación definimos el  paréntesis  de Poisson 

tendremos la ecuación 
d a$ 

at “1c, dt = - + {$,H} 

(2.2.3) 

(2.2.4) 
. .  

(2.2.5) 

Cuando ésta ecuación  se aplica a la hamiltoniana H del sistema  se  obtiene  que, 
Y I ,  

d H  dH 
dt d t  ’ 
“- - 

de manera que si es independiente del tiempo se tendrá que H = H(rN, p N )  = cte. 

Ahora bien y con el objeto de hacer un tratamiento‘mkanico  estadístico del problema, 
se introduce la noción del conjunto  representativo, que se  describe  mediante la densidad 
de probabilidad p(xN ,  t )  tal que para  cada  subconjunto A del espacio fase, 

(2.2.6) 

es la probabilidad  de  encontrar a X” en la región A al  tiempo t .  Esta probabilidad que 
es el número de sistemas del conjunto  representativo que se  encuentran  en la región  del 
espacio r etiquetado  por A,  debe  ser  constante,  así que  su derivada  en  el  tiempo  debe 
anularse. Ahora veamos que sucede con el lado derecho al hacer la derivada en el tiempo 
igual a cero [ 5 ] ,  
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en (2.2.7))  utilizamos vy = (2, g) y Vr = (& 6). Vemos que el segundo  término se 

anula  por  las  ecuaciones de Hamilton, ec. (2.2.1), y el último  término puede escribirse de 
forma  más  simple con ayuda de los paréntesis de Poisson,  ésto es 

(2.2.8) 

como la región A del espacio I? se escoge de manera  arbitraria el integrando  debe  anularse 

(2.2.9) 

ÉSta es la ecuación de Liouville cuya  solución  formal es 

p ( N ) ( x N ,   t )  = & p y x N ,  O). (2.2.10) 

que  nos da  la evolución  temporal  completa si conocieramos  las  condiciones  iniciales. 
Otra función  que  debemos  mencionar, es la  funcional de entropía S definida por Gibbs, 

S [ P ( ~ ) ]  = -kg J p ( N ) ( x N ,   t )  In (h3"N!p(")(x",   t ) )   dXN, (2.2.11) 

en la ecuación  (2.2.11), kg es la  constante de Boltzmann y h3N se incluye  por  razones de 
dimensionalidad con h = 6.626 X 10-34Js la  constante de Planck.  Gibbs  incluyó el N !  para 
ser consistente con la  termostática) dicho factor  implica  contar  correctamente la densidad 
de estados en la funcional de entropía [S]. Esta funcional de entropía es independiente del 
tiempo ya que la aplicación  directa de la ecuación (2.2.5) nos lleva a la expresión siguiente: 

(2.2.12) 

2.3 El Principio  Especial 

Definamos  como función d e  estado (en el mismo  sentido en que Lewis la define [l]), 
ó función  relevante u, aquella que describa el estado de  un sistema  macroscópico desde  el 
punto  de vista  mecánico  estadístico '; ésta puede ser  una  función  densidad ~ ( ~ ) ( x ~ , t )  ó 

Esta definición es estricta y no debe  ser  confundida con alguna  designación  homónima 
hallada en la  literatura. 
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algún conjunto de funciones  reducidas { f(')(xS, t)  } 's .  Para una  función de estado u,  supon- 
dremos  que tenemos una descripción  completa  compuesta  por una  ecuación de  evolución 

dU - = M u ,  
at 

y una  funcional  de  entropía 
S = S[u], 

(2.3.1) 

(2.3.2) 

donde u es una función  dependiente del tiempo t. La función  de estado  no  tiene que ser 
un escalar, puede ser  un  vector, un tensor o un conjunto  de  funciones de diferente orden 
tensorial. M es un operador,  por lo general, no lineal, y S tiene un valor  real. 

En  este  punto  es  importante  notar que una descripción del sistema  en términos de 
p(xN, t )  es una  descripción  completa ya que  se cumplen las condiciones  señaladas: la 
ecuación de Liouville,  como  ecuación de movimiento y la funcional de entropía  de  Gibbs. 
Es claro que la descripción en términos  de p(xN, t )  resulta muy complicada  para casos  fuera 
de equilibrio, de manera que  nos gustaría usar la noción de una  descripción  completa  pero 
con funciones de estado  más  sencillas, que  nos permitan  hacer  una  descripción  simplificada 
del problema.  Ahora bien, a partir de la descripción en términos de zi se pueden introducir 
funciones de estado nuevas como 

f = L u  (2.3.2) 

es decir que la relación con u es a través de una transformación  lineal  que no debe ser 
invertible, de lo contrario  la descripción  sería equivalente, sin lograr la simplificación de- 
seada. Para  obtener  la descripción  completa  en  términos de f, se tiene  el principio  especial 
de  Lewis:  Dada  una f, sea u[fl una  función  de  estado  única que maximice  a  la  funcional 
de  entropía  sujeto  a  la  transformación (2.3.2) y a  otras  posibles  restricciones  como  la  nor- 
malización o alguna  condición  de  simetría.  Entonces  la  ecuación  de  movimiento o de 
evolución  de f es af 

- at = LMu[f], (2.3.3) 

y su funcional de  entropia  es 
. ., .i 

S1 [f] = S [u[f]] . (2.3.4) 

i 

i 

d 

De tal  manera que al empezar con la descripción más general en base a la densidad 
de probabilidad  con la ecuación de Liouville y la funcional  de entropía de Gibbs se 
pueden obtener diversas  descripciones a partir de las  funciones de estado elegidas. A cada 
descripción se le asocia, de manera  natural,  una funcional de entropía definida a través 
de la  transformación (2.3.4). De aquí se  puede uno explicar la  existencia de diferentes 
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. I ,  

2.4 Conclusiones 

definiciones. de entropía en  función  de diversas descripciones  físicas,  además  de la relación 
que existe  entre ellas. 

En el enunciado del principio especial se ha  partido de la descripción  completa para la 
función  de estado u. Como (2.3.3) y (2.3.4) representan la descripción completa  del mismo 
sistema  pero  ahora  en  términos  de f, es posible aplicar nuevamente el  proceso con  ayuda 
de una  transformación  adicional 

g = Lf, (2.3.5) 

y de l a s  ecuaciones  de  movimiento (2.3.3) así como  de la funcional (2.3.4) se  tiene  que la 
descripción completa  para  g  es, 

(2.3.6) 

y su  funcional  de  entropía es . . . ,  

(2.3.7) 

ÉSta segunda  descripción  en  términos  de g, su ecuhción de, evolución (v.gr. ec. 2.3.6), 
y la funcional de entropía &[9] corresponden a un nuevo nivel de descripción.  Como 
ejemplo de esta  transitividad y para cerrar  esta  sección,  tenemos que  si el  operador L en la 
ecuación (2.3.2) es la unidad,  entonces la descripción así  obtenida coincide  con la ecuación 
de Liouville y la funcional  de  entropía,  con la entropía do GiSbs. 

2.4 Conclusiones. 

En  este  capítulo hemos  mostrado  las  premisas  de las que partimos para decir que 
tenemos una descripción  completa de un sistema. Es a partir de este  Principio de 
Lewis  del  que pretendemos  describir un fluido denso. Es importante  hacer  notar que este 
principio enuncia la metodología para obtener una descripción completa, y uno de los pasos 
consiste en utilizar el método de maximización de la entropía.  Entonces  dependiendo de 
las  restricciones  que  impongamos  en  el  metodo  de  maximización, es el nivel de descripción 
al cual  llegamos [7]. Entendiendo por nivel de la descripción al grado de complejidad de 
la descripción,  donde la m& compleja  es  aquella  en que  necesitamos  conocer la función 
de distribución o densidad  de  probabilidad del total de N partículas que maximice a la 
funcional  de entropía de Gibbs y cuya  evolución está  determinada  por la ecuación de 
Liouville. 
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Ésta es la descripción  más compleja porque equivale a querer resolver el conjunto de 
N ecuaciones acopladas, una  por  cada  partícula del sistema. 

Para el fluido denso  que describiremos a lo largo de  este  trabajo consideraremos tres 
conjuntos  diferentes de funciones de  estado y  en los capítulos  posteriores  mostraremos con 
todo detalle los niveles de descripción a que .corresp?nden. Es  importante hacer notar 
que la densidad  de  energía  potencial del fluido denso se  aproximará  como la suma de  los 
potenciales por  pares. 
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CAPITULO 3 
El Formalismo de Maxirnización de la Entropía. 

Resumen. El sistema a estudiar es un gas denso simple,  el  modelo  consiste en  un 
conjunto de N partículas que interactúan a través de  un potencial  suave, aditivo y por 
pares. En  este  capítulo se presenta el Formalismo de Maximización de la entropía, que 
nos permite  obtener  una descripción variaciond de  un gas denso  en base a la predicción 
de las funciones de distribución y que forman parte de la descripción  completa del 
sistema 

3.1 Introducción. 
La descripción que se  presenta en este  trabajo  se  basa en  un método  variaciond, el 

del Formalismo de Maximización de la funcional de Entropía (FME) [1,2]. Al maximi- 
zar la funcional de  entropía de Gibbs[3], se tiene como objetivo  obtener la densidad de 
probabilidad o función de  distribución(f.d.)  de ic’ partículas p(xN , t )  bajo el conjunto de 
restricciones impuest,as. p ( x  1V . t )  = p(x1,  x2, . . . , X N ,  t )  representa la probabilidad de en- 
contrar a las partículas con coordenadas de posiciones r ; ’ s  y cuyos impetus conjugados sean 
p;‘s al tiempo t .  E s  decir, que  los vectores x; = (r;, p;) representan al conjunto de vectores 
de posición y de ímpetu de la  i-ésima partícula.  Sabemos que este principio variacional 
110s gararlt,iza la  existencia de una función de distribución p(x” ,  t )  para el conjunto cle res- 
tricciones  dadas. Este  capítulo lo dedicaremos a dos  niveles  de descripción mesoscópicos. 
Como el sistema a estudiar es  un  fluido simple sin grados de libertad internos suponemos 
que  es suficiente conocer un número reducido de funciones de  distribución(ff.d.)  para la 
descripción. aquellas que sean  necesarias para que al  pasar a otro nivel de descripción nos 
sigan  siendo útiles  para definir las variables relevantes. 

En una primera descripción tomamos  como funciones relevante,s a 1.as.funciones de 
prohabilidad de una y dos partículas f ( ’ ) ,  f ( ’ ) ,  esta descripción la hemos denotado como 
el FME-I [4] (Sección 3). 

En una segunda descripción además de las  ff.d. incluidas en  el FME-I  agregaremos 
la densictad  de energía interna  (Sección 4) ,  a esta descripción la hemos llamado el FME-I1 

[41. 
Posteriormente e n  una dt ima sección se procede a comparar los  dos esquemas, Fh4E-I y 

FLIE-I1 entre si y con otros formalismos variacionales existentes en la  literatura [5-11]. 
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En las  descripciones que mostraremos  más  adelante consideraremos al fluido  denso 
como un  conjunto de N partículas idénticas  de masa m y el  Hamiltonian0 total del sistema 
es escrito como 

N 

H(xN) = ( X I ,  ~ 2 , .  . . , X N )  = ( Lp:) i- @(r N ). 
m 

i=l 
(3.1.1) 

En la ec. (3.1.1) @(rN) = zi<j d(1.j - . ; I )  con $(Irj - . ; I )  el  potencial  intermolecular. 
Otra definición que será ampliamente  utilizada a lo  largo  de todo  el  manuscrito es la 

de las funciones de distribución reducidas f(')(x',t) (con S < N y N es el  número total 
de partículas).  Ést as funciones de distribución reducidas son derivables de la función de 
densidad de  probabilidad P ( ~ ) ( x ~ ,  t ) ,  a partir de 

N 

f(3)(x',t) M p(N)(xN,t)dx", J (3.1.2) 

la  igualdad se  establece  una vez que se conocen los factores de  normalización de las fun- 
ciones de distribución o de probabilidad.  Para.e.1 r a s o  en que la densidad de probabilidad 
sea  normalizada a la unidad,  entonces la expresión para las funciones de  distribución re- 
ducidas es [11,12.13] 

L. * .  

3.2 El Formalismo de Maximización de la entropía I (FME-I) 
En  esta primera  parte del capítulo nos dedicaremos a mostrar con detalle el formalismo 

de maximización de la funcional  de entropía,  para  plantear  nuestra  primera descripción, 
el formalismo que hemos  llamado FME-I. 

Empecemos con l a  funcional  de  entropía de Gibbs  [3],  escrita en  términos  de la f.d. 
de LV-particulas p ( x N .  t )  

S = -/cB p(xN, t ) 1 n ( ~ ! h ~ ~ ~ ~ ( x ~ ~ ,  t ) ) d X N ,  (3.2.1) 

En  (3.2.1) k s  es la constante  de  Boltzmann, h = 6.626 X lOP3*Js es la constante de 
Planck la cual se incluye por razones de dimensionalidad, y X !  para  ser consistente con 

S 
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la  termostática, dicho factor implica  contar  correctamente la densidad de  estados en la  

funcional de entropía [14]. 

Para este primer  esquema,  el FME-I, las  restricciones que se  imponen están dadas en 
términos de las funciones de distribución reducidas y se pueden escribir de la forma si- 
guiente: 

o la normalización de la f.d. de N-partículas 

. .. ., ~ . ,  

/ p ( x ” , t ) d x ”  = 1, 

o las f.d. de una  partícula  dada en términos de la f.d. de N partículas 

(3.2.2) 

(3.2.3) 

a la f.d. de  dos partículas  dada  también a través de la f.d. del total  de  partículas N 

(3.2.4) 

Ahora?  para  aplicar  el  método de maximización  necesitamos construir  una funcional 
que incluya,  no solo a la funcional de entropía  sino  también a las restricciones  impuestas 
por  las ecs.(3.2.2)-(3.2.4).  Dicha funcional se escribe como sigue (Ver apéndice 3A) 

I = S + C I ( t ) k B  [ 1 - / p(x”, i ) d x l v ]  

N 
. f ( 2 ) ( X 1 , X 2 ? t ) -  / x &(XI - X k ) s ( x z  - x j ) p ( x N , i ) d x ” ]   d x l d x 2 .  

j f k  
k , , = l  

(3.2.5) 
En  (3.2.5) por cada restricción  impuesta,  se  introduce un multiplicador de Lagrange ( ( t )  

está asociado a la normalización, la función X(x1, t ) ,  a la f.d. de una  partícula y y ( x 1 ,  x Z .  t )  

está relacionada con la f.d.  de dos partículas. Cabe  hacer  notar que estos multiplicadores 
pueden  en general depender de las coordenadas del espacio fase además  de su dependencia 
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temporal. Como  haremos ver en un  tercer proceso de maximización,  los multiplicadores 
indeterminados pueden ser de diferente orden tensorial,  no sólo serán escalares, lo  cual 
depende de la construcción  de la funcional I (Ver  apéndice 3A). 
Continuando con el  formalismo,  buscamos una  trayectoria que nos dé una funcional I ' . 

máxima. Para ello  necesitamos  hacer una primera variación sobre la funcional I del estado 
pN al estado pN + SpN y ver cuales son las condiciones para que dicha variación nos 
conduzca a una  integral que sea  estacionaria. Apoyándonos en la condición extrema SI = O 
podemos  entonces  determinar la f.d. de N partículas que  maximize a la entropía y que 
aparece  en el integrando de I. Después de un  cálculo directo, que se consigna en el Apéndice 
3A, obtenemos la f.d. deseada pME(xN; t ) ,  a saber 

(3.2.6) 
Es  importante  señalar que la expresión (3.2.6) es única para  el  conjunto de  restricciones 
impuestas  sobre la funcional  de  entropía. En  esta función de  distribución  aparece de 
manera  explícita la dependencia estadística  entre  las N partículas, a través de las funciones 
y(xk, xi, t ) ,  pues son directamente  responsables de las correlaciones binarias  entre  el  total 
de N partículas. Dichas correlaciones se dan en el espacio  fase  lo  cual es consistente con 
que el sistema es un  gas denso. 

-4hora regresemos a las restricciones impuest'as para  escribirlas en términos  de los multipli- 
cadores de Lagrange.  Empecemos con la normalización. ec. (3.2.2), en donde observamos 
que conlbinacibn exp ( ( ( t )  - I)  satisface la  ecuación, 

= Z,(t>. 
(3.2.7) 

Hemos reescrito el factor de  normalización  exp (<(t)  - 1) como .Z,(t) porque la ecuación 
(3.2.7) nos permite  interpretarla como una función de partición generaIizada. Con esta 

definicibn podemos  reconocer a la f.d. de N partículas como 



3.2 El formalismo de Maximización de entropia I (FME-I) 

Ahora veamos como  reescribir a las otras restricciones  como función de 10s multipli- 
cadores de Lagrange correspondientes. Para ello  podemos sustituir la f.d. pME(xN, t )  en 

(3.2.3) y en (3.2.4), lo que nos conduce a (Ver apéndice 3B), los siguientes resultados, 
para la f.d. de una  partícula 

N 

f(’)(x, t )  = / S(x - xk)p(xN,  t)dx” = N !  / p(x1, x”-’, t)dx”” 
( N  - l)! k=1 ’,. 

y para f ( ’ ) ,  la f.d. de dos partículas 

En las ecs.  (3.2.9) y (3.2.10) ZN-,(t) representa a la función de partición generalizada 
correspondiente a un ensamble de N - 1 partículas y los paréntesis  angulares  denotan un 
promedio sobre el ensamble de N - 1 partículas  (con 1 = 1 ,  a),  a saber, 
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Además en las  ecuaciones (3.2.10) y (3.2.11)  las cantidades ( C ? + h  ~ ( x k , x j , t )  miden 

la  interacción é influencia de las correlaciones binarias  espaciales y en ímpetu de N - 1 
partículas  sobre la Ic-ésima partícula. Esta  característica nos permite  interpretar a estas 
cantidades  como  proporcionales  a los potenciales  químicos  generalizados pN-'(xk, t ) ,  los 
cuales corresponden al potencial medido desde la lcTksima . .  partícula  cuando  está inmersa 
en el gas y promediado  sobre un ensamble de N - I partículas. Lo denotaremos en general 

I = 1  

como slgue, 

(3.2.12) 

En el lado  izquierdo (LI) de esta  expresión, el superindice  indica el número de partículas del 
ensamble y el vector Xk especifica las coordenadas de posición y de ímpetu de la partícula 
k, que  se ha escogido como referencia. El  factor ,B4 es  el  factor de proporcionalidad  entre 
los potenciales  químicos  generalizados y los promedios de la  sumatorias  de  funciones y's. 
,D4 se ha incluido en (3.2.12) por  razones de dimensionalidad  pero en  el estado de equilibrio 
quedará  más  claro su significado físico. De esta  manera podemos  reescribir a las ff.d. de 
una y dos partículas como sigue 

Y 

(3.2.13) 

(3.2.14) 

Cuando trabajamos con las ff.d. de una y dos partículas  resulta  útil definir a la función 
de probabilidad  condicional (o f.d. de correlaciones binarias)  como, 

i 

(3.2.15) 



3.2 El formalismo de  Maximización de  entropía I (FME-I) 

\ I N  \ \ 1  

N--21 I 

20 

(3.2.16) 

L 1 Y  -1 

que está  dada  explícitamente como 

Nótese  que la función Y ( 2 ) ( ~ l ,  x2, t )  corresponde a una  situación  fuera  de equilibrio y 

por consiguiente es  una generalización de la función de cavidad que aparece  en la teoría 
de  líquidos [15]. El exponente  completo, en la ec.  (3.2.18), representa una energía libre 
intrínseca al  sistema  de N - 2 partículas, o la energía  necesaria para  incluir de manera 
arbitraria dos cavidades en un ensamble  de N partículas, extrayendo dos partículas que 
interactilan con  el medio individualmente o como  pares. En este sentido los potenciales 
químicos aparecen  como  resultado de presentar al  conjunto  completo  de  partículas como 
subconjuntos abiertos de pares de partículas. En base a las  afirmaciones  anteriores, pode- 
mos interpretar a la f.d. de correlaciones g(2)(x1,  x2, t )  como la generalización de la f.d. 
radial del equilibrio [13,15]. 

Cabe hacer notar que debido a la indistinguibilidad de las  partículas, f ( 2 )  y g(2)  deben 
ser funciones simétricas  ante un intercambio  de x1 por x2. Ello implica la simetría del 
multiplicador y, &to es y(x1, x2, t )  = y(x2, X I ,  t )  y esta propiedad es también  compartida 
por la función de  distribución de  dos cavidades. 

Sustituyendo (3.2.8) en la funcional de entropía  (3.2.1)  obtenemos la funcional de 
entropía  maximizada, en términos de  los multiplicadores de Lagrange del FME-I, a saber: 
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Esta  forma de expresar a la funcional  de entropía es útil si conocemos a los multiplicadores 
indeterminados,  pero  una  forma  alternativa y conveniente es el reconocer en  dicha expresión 
a las  restricciones impuestas,  para así ver cual es la  dependencia  explícita con la información 
relevante del sistema  correspondiente  a  &te  primer  esquema  de  Maximización  de  Entropía 
I.  Es necesario evaluar los promedios  que  aparecen en  la ec. (3.2.19), para ello se utiliza  la 
f.d.  de N partículas  ec.(3.2.8) y las expresiones para las ff.d.  de una y dos partículas (ecs. 
(3.2.13) y (3.2.14)), (ver Apéndice 3Cj. Entonces  obtenemos el siguiente resultado, 

(3.2.20) 

en (3.2.20) el primer tCrmino del  lado  derecho(LD)  coincidiría con la  entropía  de  Boltzmann 
sólo cuando la f(') fuera  la solución a la ecuación de Boltzmann,  ésto es en el límite  diluido. 
La segunda  contribución nos indica la dependencia  de  la  funcional de entropía con las 
correlaciones entre  partículas  en el espacio fase, a través de la  f.d.  de correlaciones g(". 

Por  idtimo  la  contribución S"""(t) es 

Gv(t)zN-'(t)  
-1n [ (Ziv-l(tj)' I) (3.2.21) 

que representa una contribución de exceso para  la funcional de entropía S [ f ( l )  , f (" ) ]  debido 
a una  energía libre  intrínseca  al  sistema  de N - 2 partículas  asociado al trabajo necesario 
para,  introducir  una  cavidad de dos partículas  en el sistema. El primer  término es  la 
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energía libre  asociada al conjunto de N partículas,  la segunda contribución involucra a la 
normalización de la f.d. de una  partícula y al potencial químico generalizado relacionado 
con la creación de una cavidad de una  partícula en un  ensamble de N partículas. La  
última  contribución  contiene la normalización de la f.d. de correlaciones  de dos partículas, 
así como una diferencia de potenciales químicos generalizados relacionada con la función 
de cavidad de  dos partículas. 

La funcional de  entropía  escrita como en  la ecuación (3.2.20) es consistente con otras 
expresiones que aparecen en la  literatura [16]. Por otra  parte desde el punto de vista 
del método de Lewis [2], la contribución  de  exceso se entiende como  una  contribución 
irrelevante ante un subsecuente proceso de maximización, es decir no  contribuiría al pasar 
a un siguiente nivel de descripción porque no depende de las  funciones  de  distribución 
relevantes en este esquema y sólo es función del tiempo. En  la funcional de entropía 
obtenida en el FME-I,  aparecen de manera  natural y por  separado  contribuciones de cada 
restricción  impuesta. 

3.3 La densidad de energía  internc.Gcpmo  restricción. (FME-11) 

Hasta  este  momento hemos mostrado el proceso  de  maximización de entropía donde se 
han  impuesto  como  restricciones, la normalización de pN y las ff.d.  de una y dos partículas. 
Sin embargo resulta interesante tener, en el FME no soto las  restricciones anteriores sino 
adicionalmente a la densidad de energía  interna. Esta adición permite  comparar con las 
teorías variacionales conocidas  como  Teorías Cinéticas  Variacionales(KVT  por sus siglas en 

inglés) [5-111. Procedemos de manera  análoga al  caso de FME-I,  pero  además suponemos 
que la densidad de  energía  interna del sistema es una  cantidad conocida. Su definición  es 
a travks  de la siguiente expresión 

N 

donde 

(3 .3.2)  



. .  ” 

es la velocidad hidrodinámica y $ ( r k l )  es el potencial de interacción,  este  último depende 
de la  distancia de  separación entre  las  partículas r k l  = I r k  - rjl. 

El FME-I1 parte nuevamente  de la funcional  de  entropía  de Gibbs S, eq.  (3.2.1), y bajo 
las  restricciones  mencionadas en  el párrafo anterior  necesitamos construir  una funcional 1 
asociada a este proceso  de  maximización. Siguiendo pasos similares a los  descritos  en la 
sección anterior 3.2, Y explícitos en el apéndice 3D, obtenemos  que, 

. ~ ’,. 

+: 1 dpldxN 2 $(rkj )S ( r l  - rk)b‘(pl - pk)S(x2 - xj)p(xN,t)  drl. (3.3.3) ’ I  2 
k , )  = 1  
I # k  

En  la ec.  (3.3.3)  los multiplicadores de Lagrange que aparecen son las nuevas incógnitas 
del FTVIE-11, [ ( t )  es el  multiplicador  asociado a la normalización de la  f.d. de zV partículas, 
q ( x k , t )  tiene que ver con la f.d. de una  partícula, $(xk,  xl,t) corresponde a la f.d. de 
dos partículas y el multiplicador /3( r k ,  t )  es el multiplicador  de  Lagrange que se incorpora 
por la  rest,ricción  sobre la densidad de energía  interna. Siguiendo el procesp wriacional 
necesitamos  realizar una variación  sobre 2 del estado pN al estado ,oN + 6pN e imponer la 
condición extrema de que no varíe la funcional 2, es decir que 6 2  = O .  Esto nos conduce 
a la f.d. de LV partículas correspondiente al FME-11, y que  se escribe  como sigue (Ver 
Apéndice 3D) , 
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En  esta ecuación, ZN(t )  es la función de partición generalizada asociada a la normalización 
de la f.d. de N partículas, y cuya relación con E es ZN(t )  = exp (E - 1). Es conveniente 
hacer  notar que en este FME-I1 además de  los multiplicadores q(xk ,  t )  correspondientes 
a la f.d. de una  partícula, tenemos la contribución explícita de la energía cinética de las 
partículas  pesada  por  el  multiplicador 9, 

. 3 .  

(3.3.5) 

y ambas  contribuciones  representan a los factores  estadísticamente independientes que 
aparecen en la f.d. p E E ,  para  el  total de partículas del sistema. La segunda  exponencial 
en la ec. (3.3.4) incluye los términos de interacción y correlación, en donde se tienen las 
correlaciones entre  partículas en el espacio p de posiciones y de impetus de dos partículas 
{xk, x[} a través  de $ ( x k ,  x [ ,  t ) ,  adicionalmente  tenemos una contribución explícita de las 
correlaciones espaciales a través del factor que involucra al  potencial  intermolecular, en  los 
exponentes de la siguiente forma, 

1 
~ ~ . ' ( x k , x j , t )  + s [ P ( r k , t )  + ill(rj,t)]d(rkj). (3.3.6) 

ilhora  bien,  las funciones de  distribución de una y dos partículas son funciones  de 
distribución reducidas,  entonces podemos obtenerlas  sustituyendo a la f.d. de N partículas 
que maximiza a la funcional de entropía p M E ( x N ,  t )  en las  ecs. (3.2.3) y (3.2.4), y en 
general cualquier función de  distribución reducida se puede obtener con y la ecuación 
(3.1.3). En particular tenemos que 

para f ( l )  se tiene 

r 

y para  la f.d. de  dos partículas tenemos 
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Los detalles de los cálcldos anteriores se presentan  en  el Apéndice 3E, pero es importante 
señalar  que involucra11 1111 cltsarrollo en clm1ulantes de una función característica diferente 
a la del FME-I y q11e tnnhiGn desprecia los promedios de product,os de dos,  tres,  etc. 
fluctuaciones de las c.orre.lac'iones totales involucradas en la ecuación (3.3.6). Las expre- 
siones (3.3.7) y (3.3.S) son las f1lnciones  de distribución  predichas por el Formalismo  (le 
Maximización 11. 

En las  ecuaciones (3.3.7) y (3.3.5) cada  exponente de la forma 

, = I  - 1 

es una medida dc las intcracciones  de \ma k-i.sirna partícula ron un ensamble (le ;L' - 1 
partículas. Esto nos 1)t'rrnite interpretarlos co~no los potenciales químicos generalizaclos 
correspondientes a vs te  vsq\mna, y los denotaremos de la  forma siguiente 
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En el esquema del FME-I1 la probabilidad condicional está  dada  por 

(3 .3 .9)  

(3 .3 .10)  

La funcional t l v  t3ntropía rrlaxirnizada se obtiene  de  manera  directa una vez conoc.ida la 
f.d. de N partículas zci11c la Inaxirniza, y se  puede  expresar  en  términos  de los multiplicadorcs 
de Lagrange como s i q w ,  

+ lzs (111 Z,.) y .  
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Lagrange, para  cada  esquema.  Esta  segunda descripción nos proporciona  en  forma  explícita 
la contribución  del  potencial  de  interacción en las correlaciones de un gas denso, y está 
medida  por un factor que  depende de la función de Lagrange  asociado a la energía interna, 
i.e. + [ p ( r k ,  t>+,B(r,, t ) ] d ( r k l  1, adicionalnlente  aparecen  las correlaciones en  ímpetu  a través 
de $kl. La contribución de ~ X C C S O  (le la funcional de entropía del FME-11, en la ec. (3.3.12) 
es el que sigue 

(3.3.13) 

Nos tletendrernos ('11 cste p m t o  (le nuestra descripción para realizar  algunas com- 

I)araciones entrc los ( l o x  formalismos  presentados anteriormente y respecto a ot,ras Teorías 
Cindt,icas Yarixcional~~s 1):jra gases Densos. 

3.4 Comparación  entre el FME-I y el FME-I1 y otras Teorías 
Cinéticas  Variacionales 
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En el FME-I se tiene a X(xI;, t )  como  el multiplicador  impuesto  por la restricción  sobre 
la f.d. de una  partícula  mientras  que  para el FME-I1  aparece q ( X k ,  t )  relativa a ésta  f.d. y 
adicionalmente una  contribución dada a través  de la energía  cinética  multiplicada por la 
función  de  Lagrange  relativa a l a  densidad de energía interna p, i.e. 

(3.4.1) 

Por otra  parte tenemos a -r ( XI;, x!,  t )  (-01110 el Inultiplicador  asociado a la correlaciones entre 
partículas y donde para, FALE-I1 aparecm dos funciones de Lagrange para las correlaciones: 
una asociada a la  f.d. clt, (los prt , ícnlas  t;l(xI;. x!, t )  y otra contribución  de correlaciones 
de  posición a travbs ( I t ,  la fulcitin de Lagrange .l(rI;. t )  que  multiplica al potencial  de 
interacción  real entre las 1)artícldas del sistema 

Si stlponemos q11e la s (y~x l ( l a  clescripcicin es redundante veamos que  sucede  al ir 
ciando las restricci6nc.s. Si ut,ilizaxnos coxno restricciones a la densidad  de  energía 
y a la  normalizacitin t l v  l a  f.cl. de S partículas e~ltonc~ls TI y 11.52 no  aparecen  cn 

(3.4.2). 

dcspre- 
int,erna 
las ecs. 

. .  

(3.4.3) 
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En la ec. (3.4.3) las funciones Z,(t), X(xk, t )  y d(rn, t )  son los  multiplicadores  de  Lagrange 
asociados a  la normalización, a la f.d. de una  partícula y a la  densidad  de  energía  potencial, 
respectivamente. En  esta descripción  suponen  que la  función de correlaciones apropiada 
está  dada  por, 

donde n(r,.. t )  = J f (')(xc, t ) d p ,  es la densidad de nlimero  de partículas evaluada cn el 
punto de  contacto de  1a.s esferas y $(r , t )  es el xnultiplicador de  Lagrange  conjugado a la 

restricción  de la rlensidad de energía  potencial. En bsta descripción dehería ser posible 
definir potenciales químicos generalizados cuya  interpretación  distaría muy poco de la del 
yuilibrio[l3], sin (mbargo los autores no los rnencionan. Las repercusiones  que  apareccn 
e11 KVT-I11 acerca (le las ecuaciones cinbticas,  las reservamos para el capítulo próximo. 
De tal forlna que podemos interpretar al FME-I1 co1110 11na clescripciGn intermedia  mtrrl 
una descripcibrl e11 el eqllilibrio local y la I I I ~ S  general que mantiene las  correlaciones ('11 e1 
espacio p ,  de posicionc:s y monlentos de las  partículas 1 y 2,i.e. el FME-I. 
Pero IWT-I11 no es la línica Teoría Cinética Variacional para gases densos con que la 
sería  deseable comparar sino  tamhikn  existen otras en la literatura [5-111. Empecemos 
por enunciar los 1)rincipales p1mtos qtle tienen e11 c o n h  las  llamadas Teorías  Cin6ticas 
Variacionales y clesp116s detallaremos  las diferencias que presentan y por l a s  cuales han sido 
denominadas co1110 I<VT[6,7], IiVT-I[5-7], KVT-I11 más rm potencial tie pozo cuaclrado[ll] 
y la lla~rmda Tcoría c-in6tica de esfera dura  para dos partíclllas [i]. El  primer  paso en romlin 

c'n KVT y I<\-T-I. c s  lrlaximizar a la funcional de entropía 

( 3 . 4 . 5 )  

(3 .4 .6)  
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donde el primer factor lo suponen conocido en  base al  sistema a estudiar, y entonces 
la incógnita  completa está en D("). De  aquí  aparecen  las diferencias : 

i) KVT[6,7] 

En  este caso el sistema que estudian es un  gas de partículas con coraza repldsiva, 
de diámetro o, i.e. esferas duras con colisiones instantáneas en el cual  la funci6n E(1'') 
corresponde a una funcicin de Heaviside 

8 = 1 cuando Irk - rll > B, para  toda k # 1 

8 = 0 para Irk - rlI < B para todo par de k ,  1. 
(3.4.5) 

Ésto significa clue 6 impide la superposicibn tle corazas. AI aplicar el proceso & LIaxi- 
mización de la  Entropía  bajo  las restricciones  mencionadas  anteriormente llegan a la si- 

guiente  f.d. de N partículas 

donde y es s u  multiplicador  asociado a la normalizaci6n de la f.d. de N partículas X es cl 
ruultiplicador conjugado a la f.d. de una partícula. La expresión así obtenida  la identifican 
con la f . d .  (le1 equilibrio asociada a un ensamble de A r  esferas duras en un potencial ext,erno. 
Entonces la f.d. cle (los partículas, correspondiente a KVT est& clatla por, 

(3.4.10) 

(el subíndice HS significa esfera dura).En  la  ec. (3.4.10), n (  rl, t )  = f ( ' ) ( x , ,  t ) d p l  es la 
densidad de nilmero ( l e  partículas evaluada en la posición rl es decir  asociado a Iln sistcrlla 
inhomogéneo. En el caso de que esta densidad sea  constante  estaremos  hablando de la 
función radial de corrclaciones  de un gas denso de esferas duras en  el estado de eq1lilibrio. 
Además, 1 1 0  obtienen  la  f.d.  (le  correlaciones clirectamente del principio  variacional, porqw 
cladas sus restricciones las correlaciones estarían sólamente inclllídas en la expresitill (3.4.8) 
a travks  tle la funcicin 8. 

i i )  KVT-I[5-7] 

Esta es otra  tcoría variacimlal para gases tlensos q11e estudia a 1111 sistc>ma c ~ l y o  potcmcial 
(le interacci6n es e 1  ( l e  llna  coraza repulsiva más una cola  atractiva q 1 w  se reflc,j,z C'Il 

la  contrihción E(" )  (le la f.d. de ,V partículas(v.ec. (3.4.'7)), cs decir 
'I 

.V 

(3.4.11) 
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donde la función In e; j  x 0:;’‘. Los casos obtenidos con esta descripción son: 

a )  cuando se trata de una cola atractiva &hi1 de largo  alcance, el límite  de KSc, cada 
partícula se encuentra  innwrsa cn 1111 campo  promedio  que le imponen l as  partículas 
restantes  en el gas. y ~ I I P  1’s de la lnisrna magnitud para cualquiera  de ellas. Sin 
embargo a niwl c l c  la f.cl. ( l e  partíclllas que maximiza a la funcional  de  entropía  la 
expresi6n es eqnival(mtv 1a (le K1-T. 

N 
p(N)(x .V.  t )  = E ( ~ ~ ’ D ( ’ ” ’  = exp [--A, - 110 n exp - ~ ( x k ,  t ) .  (3.412) 

k=l 

(3.4.13) 

.(3.4.14) 
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simular a un potencial suave como una secuencia de funciones escalón, donde las coli- 
siones se  dan de manera  instantánea en las discontinuidades del pozo. Ahora cabe señalar 
que además de ser un potencial  truncado el incluir este potencial es también porque de 
antemano  no pueden simular correlaciones en  los impetus, sólo en posiciones. Dado que 
las correlaciones en posiciones dependen del potencial de interacción, éstos  tendrán un 
salto en su valor a ambos l a d o s  de las discontinuidades del  pozo. Esto se debe a que 
las  interacciones  existentes  ent,re  las  partículas del sistema son cuatro:  la interacción de 
coraza repulsiva, la interacci6n de entrada  al  pozo, la interacción  de  escape (salida) del 
pozo, y la interacción debido a la impenetrabilidad del pozo: ésta  última se da en caso 

de que las partículas no tengan el irnpetu necesario para salir del pozo. Nuevamente las 
consecuencias, que resilltan sobre las ecllaciones cinbticas las analizaremos  en  el  pr6ximo 
capítulo. 

Hasta aquí podemos resumir que estas descripciones variacionales tienen la  limitante 
de ser válidas para potenciales repulsivos, o para potenciales formados por un  conjunto de 
potenciales repulsivos  trtmcatdos,  lo clml significa q11e a nivel  de  fluido denso s6lo pueden 
simular a la  estructura (le1 gas denso formado por esferas duras.  Contrariamente, en 
nuestros esquemas FLIE-I y FME-11, en  los  que la ilnica condición sobre  el potencial de 
interacción es que c1cl)e wr aditivo por pares y de corto  alcance,  resulta que las correlaciones 
están presentes cn el cy)acio (le posiciones y de impetus. 

La funcional (le c,lltropía para KVT, KVT-I y KVT-111 e s  similar 

(3.4.15 j 
donde 

y también se pone de nlanifiesto la ausencia (le una contribución clehida a las correlaciones 
entre  las partículas m la ftlncional de entropía  Inaximizada. que  sí aparece e n  nuclstros 
esquemas de descripción (v.ccs. 3.2.20 y 3.3 .12) .  

iv) Teoría C i n é t i c a  de dos partículas para Esferas Durasi71 

En esta  teoría de I<arkhc~k e t  al.[.;-] se imponen conlo restricciones  sobre la func.ioual 
de entropía (3 .4 .5) :  la norInrtlizac*itin clr la f.d. d e  -Ir partículas y la función de tlistribución 
de dos partículas,  pero haciendo nwvamente la suposición de que p(-’) es factorizable  como 
p(N)  = E(“)D(”),  en doncle por tratarse de un gas de esferas duras  se sustituye E(”)  por 
la función de Heaviside como e l  nlecanismo que impide el  traslape (le las c.or&zaLs (le  las 
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partículas. L a  función  de  distribución de N partículas que maximiza a la  entropía es 

Con ello obtienen un sólo multiplicador  asociado a la f.d. de  dos partículas, y otro multipli- 
cador  asociado a la normalización, y. Sin  embargo, al estar considerando  un  gas denso de 
esferas duras  las correlaciones siguen siendo instantáneas  entre dos partículas y las config- 
uraciones en las  cuales se presenta el traslape del potencial de interacción de tres  partículas 
no puede ser considerado  porque se tiene  un volumen excluido  intrínseco a las  partículas 
que interactúan con  coraza repulsiva. La extensión  que ellos proponen se detallará más 
adelente,  cuando  presentemos el caso de las ecuaciones cinéticas. 

La funcional  de  entropía  maximizada  corespondiente a este esquema es 

3.5 Conclusiones. 

En  este  capítulo hemos  planteado dos esquemas de descripción  mesoscópicos  tomando 
como  punto de partida al proceso de maximización de la funcional de entropía.  'Hemos 
convenido en situar  estas descripciones en un nivel de  descripción  mesoscópico  debido 
a l a s  restricciones que  se impusieron  respecto  a  las  funciones de distribución  más rele- 
vantes en el análisis de un gas  denso, esto  es, con las f.d. de una y dos particulas.  Las 
ff.d. son las  predicciones de esta  teoría como función de  los multiplicadores  indetermina- 
dos de Lagrange.  Asimismo  obtuvimos  una  generalización  interesante  de los potenciales 
químicos que aparecen  en  la  teoría de  líquidos  del equilibrio. Las funcionales  de entropiu 
mazirnizadas obtenidas  aquí pueden compararse con las  existentes en la  literatura pero 
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obtenidas con otros  metodos [16] y  que  han sido  utilizadas  en  estudios  de  simulación  de 
gases densos con resultados  satisfactorios [IT]. 

La comparación con otras teorías  cinéticas  variacionales se mostró  en la i1lt,ima  sec-rii,n 
y reveló que  las otras  teorías se limitan a la descripción de gases densos de esferas duras 
porque los potenciales  incluidos son repulsivos y/o potenciales  con una contribución  atrac- 
tiva truncada. Las  funcionales de  entropía  maximizadas así obtenidas, a excepción de la 
idtima conlparacitin rea.lizada. excluyen la contribución  de  correlaciones en los ímpetlls y 
la que si las incluyc no obtiene  la  forma de las funcionales de  entropía conocidas [16.1’7]. 

En el sigllicntc capítlllo  procedemos a continllar  nuestros  dos  primeros  esquemas 
descripción e11 base a la evolución del sistema de la cllal no se habló  en  este capitlllo 1 ) c y - o  
que debe t.enerse Imra q11e se considere completa la descripción del sist,enla [2]. 

Referencias 



35 CAPITULO 3: El Formalismo de Maximización de  la  Entropía 

[9] J. Karkheck, G. Stell  y J. Xu,“Transport  in simple dense fluids”,  Int. J. Thermophys. 
10, (1989) 113. 

[lo] R.C.  Castillo,  E.  Martina, M. López de  Haro, J .  Karkheck y G. Stel1,“Linearized 
kinetic-variational  theory and  short-time kinetic theory”,  Phys.  Rev. A 39,(1989) 
3106. . .. 

[ll] H. van Beijeren,  “Kinetic  theory of dense gases &a liquids”, en Fundamen ta l   Prob-  
l e m s  in Sta t i s t ica l   Mechanics  VII, editor H. van Beijeren, Elsevier (1990) 357, y las 
referencias incluidas  ahí. 

[12] R.L.Liboff, “Kinet ic   theory  c lassical ,   quantum  and  relat iv is t ic   descript ions” Prentice 
Hall, New Jersey (1990). 

[13] J.P.Hansen  y  I.R.  McDonald Theory  of Simple   L iquids  (Academic Press, N.Y. 1976). 
[14] L.S.García-Colin, “Termodinúmica  es tadis t ica” Libros de  Texto  UAM-Iztapalapa, 

México, (1995);  N.G. van Kampen,  “The Gibbs  paradox”  en Essays in  Theoretical 
Physics (in  honour of D. Ter Haar)  Pergamon  Press, Oxford (1984). 

[15] K.S.Shing  y K.E.Gubbins,  “The chemical potential  in dense fluids and fluid mixtures 
via computer  simulation”, Mol. Phys. 46 (1982) 1105. 
B.Widom, “Some  topics  in the  theory of fluids”,  J.Chem.  Phys.39 (1963) 2808. 

[16] D.C. Wallace, “Nonequilibrium statistical mechanics of a dense  gases”,  Phys.  Rev.A 
35, (1987) 4334, y  las referencias incluidas ahí. 

[17] D.C. Wallace, “Statistical mechanical  theory of liquid entropy”,  Intl.  J.Quantum 
Chem. 52, (1994) 425 y referencias ahí  citadas. 
D.J.  Evans, “On  the  entropy of nonequilibrium states”, J. Stat. Phys. 57,  (1989) 745. 
A. Baranyai  y  D.J.  Evans,  “Direct  entropy  calculations  from  computer  simulation of 
liquids”,  Phys.  Rev. A 40, (1989) 3817. 
A. Baranyai  y  D.J.  Evans,  “Three  particle  contribution  to  the configurational  entropy 
of simple  fluids”,  Phys.  Rev. A 42, (1990) 849. 



CAPITULO 4 
Ecuaciones de evolución para FME-I y FME-11. 

Resumen. Para describir la dinámica del sistema es necesario  conocer la evolución 
temporal de las funciones con las que lo estamos describiendo. Esto significa que para 
el FME-I necesitamos  conocer al  conjunto cerrado de ecuaciones cinéticas  para  las 
dos primeras funciones de  distribución, f(') y f('). Adicionalmente, para el segundo 
esquema, FME-11, es necesario satisfacer la ecuación de balance de energía interna 
correspondiente. 

4.1 Introducción. 

Sabemos que para tener una descripción completa  de un sistema,  tal como  enuncia 
Lewis[l](loc.cit. capítulo 3), es necesario  tener un conjunto  de  funciones  de estado', sus 
correspondientes ecllaciones de evolución y la funcional de  entropía  maximizada con  el con- 
junto de funciones de estado. Ya en el  capítulo anterior  hemos  obtenido las funciones de 
distribución que maximizan a la funcional de entropía y a la propia  funcional de entropía 
maximizada para dos cynemas diferentes FME-I y FME-11;  ahora  lo que falta es estable- 
cer  las  ecuaciones  (le c,volución correspondientes a estos esquemas. E s  decir que hasta 
este punto ya  hemos dcxrito el proceso de maximización de entropía  para dos niveles  de 
descripción diferentes y (:S en este capítulo que nos dedicaremos a la evolución del sistema 
a través  de la evolucicin (le  las funciones de distribución (ff.d.) que lo describen.  Para 
ello necesitamos  tener 1111 conjunto cerrado de  ecuaciones de evolución correspondientes 
a las ff.d. que describen a1 sistema. En  la  sección 3 mostraremos que las  ff.d. reducidas y 

en particular  las corresl)ondientes a las  ff.d.  de  una y dos partículas  deben  satisfacer las 
ecuaciones de la  jerarquía  (le Born-Bogoliubov-Green-Kirkwood-Yvon (BBGKY) [2]. Ve- 
remos  en la sección 3 las ecuaciones  cinéticas  correspondientes a los formalisnlos  mostrados 
anteriormente, FME-I y FhIE-I1  junto con sus respectivas cerraduras[3]. Y por último, e11 

una  cuarta sección conlpararcmos con cerraduras existentes en la  literatura, obteniclos por 

* ésta denominación ya ha sido definida en  el capítulo 2.  

36 
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otros  métodos[3]. 

4.2 La Jerarquía BBGKY. 

La f.d.  de N-partículas  satisface  la ecuación de Liouville [2] deducida en el capítulo 
2 ,  a saber, 

-p(N) a H 
at { N ;  p'")) 

(4.2.1) 

donde HN es el hamiltoniano del gas denso  que representamos  como 

(4.2.2) 
i=l i < j  

con #I( (ri - rj I )  = d(rij) un potencial  suave,  simétrico, aditivo por pares y de  corto  alcance. 
Esta ecuación de evolución es la que  describe el cambio en  el tiempo de la f.d. del total de 
N partículas que conforman al  sistema.  Sin  embargo, la pregunta  sería  como  pasar  a un 
conjunto de ecuaciones que describan la evolución  de las funciones de distribución de  un 
número  menor de partículas. Para  tal  efecto es conveniente hacer  una  integración  sobre 
la ecuación de Liouville y tener en cuenta  la definición para  las funciones de distribución 
reducidas definidas en el capítulo  anterior, v.gr., 

N N  11 ' .  . 5 &(x1 -x;)b(Xz -xj) ' * ' 6(xs -XN"s)p(N)(XN,  t)dXN, (4.2.3) 
i=l j=1 i < j <  ... < ( N - s )  . .  

i < j  
~ . \  ! 

donde,  recordemos  que cada coordenada xi representa a las coordenadas de posición  e 
ímpetu  generalizado de la  i-ésima  partícula. 

Además es necesario  tomar en cuenta la normalización de la f.d. de N partículas, es 
decir p ( N ) d ~ N  = 1. También, las condiciones a la  frontera que son: 

- En el límite N t 00 y V t 00 la densidad  de número de partículas n = es N 

constante, el llamado límite termodinúmico. 
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- Como el sistema de N partículas, el gas  denso, es cerrado  entonces  en  primer  lugar 
las partículas  no  atraviezan  las  fronteras y además  no  existen  partículas con ímpetu 
infinito. Esto  restringe los promedios  existentes a aquellos que  tengan significado 
físico. Como  ejemplo, si existen los promedios f(”)Adrl  y f (”)Adpl  de  una función 
A(x1, t )  = A( rl , p1, t )  entonces 

/ v p ,  [f‘”’(x”, t)A(x1, t,] dp1 = o. 

(4.2.4) 

(4.2.5) 

Ya con estas condiciones e n  mente el resultado  de  integrar  la ecuación  de Liouville, es 

la  jerarquía cle ecllaciones de Born-Bogoliubov-Green-Iiirkwood-Yvon para las funciones 
de  distribución  reducidas [2,S]. que  es, 

2 1 d ) ( ‘ k ! , + l )  ’ O P k f  ( s + l )  x 2 >  * “ >  xS+l > t ) d x S + l  ; (4.2.6) 
k =  1 

En (4.2.6) f‘”) es la f.(l. (le .s-partículas.  .\hora  bien. el (‘onjunto  de  ecuaciones (4.2.6) 110 es 

Iln sistema  cerrado ( 1 ~  cmlaciones pues la evolución cle la  f .d .  de J particdas  esta  acoplxla 
a la f.d. de S + 1 particdas.  Esta  interdependencia  entre las ecuaciones de la jcrarquía 
representa una complicación que comunmente es resuelta al hacer  algunas aproxinlaciones. 

Para los esqwnms que hemos presentado e n  el capítulo  anterior, el FIIE-I y f.1 FLIE- 
11; es suficiente conocer a las dos primeras ff.d., lo mal significa que stjlo necesitarnos a las 
ecuaciones  de la jerarquía (4.2.6) con S = 1 ,2 .  

De tal  manera  que la ccuación  cinética para la f.d. de  una  partícula se escribe coxno sigue. 

(4.2.7) 

el lado  derecho ( L D )  (le la ecuación anterior  tiene  que ver con la interacción mtre las 
partículas y está  escrito m thrminos de una  fuerza pronledio X I  (x1,  t )  = X, , 
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Esta fuerza  promedio  corresponde a la fuerza siente una  partícula,  denotada como 1,  debido 
a la interacción  directa con todas  las  demás que conforman al  sistema y es función del 
ímpetu, de la posición y del tiempo. La interacción se mide  en  términos del  promedio 
sobre la f.d. fuera de equilibrio  para dos partículas del potencial de interacción q$(rlk). 
Es  claro que  dicha  fuerza  promedio es la responsable del acoplamiento  entre la primera 
ecuación de la  jerarquía, para f(') = f(l)(xl, t ) ,  y la segunda  ecuación para la f.d. de dos 
partículas f(') = f(')(x1, x2, t ) .  

. ._ 
Por otra  parte, f(') debe  satisfacer la segunda  ecuación de la  jerarquía, dada  por 

(4.2.9) 

En  (4.29) los términos de arrastre (ver lado  izquierdo LI) están asociados a ambas 
partículas. Por otra  parte, el término de interacción, en el LD, es una  fuerza promedio 
determinada  por la fuerza de interacción  entre dos partículas  más la fuerza  proporcional 
al  gradiente del potencial de intracción efectivo entre  tres  partículas, i.e. 

> '  

f(2)(XlrX2,t)vr1Wi;)  f(2)(X1,X2,t)vrld(r12) + J ( ~ r l d ( r l 3 ) ) f ( 3 ) ( x 1 , x 2 , x 3 , t ) ~ x 3 .  

(4.2.10) 

Es claro que éste corresponde  a  un  potencial efectivo no-local,  la  no-localidad  en el sentido 
de que  el potencial  efectivo no desaparece  cuando la  partícula 1 se  encuentre  distante de la 
2. Aquí por  distante se entenderá que se encuentra a una  distancia mayor a la del alcance 
! del potencial de  interacción. . *  

Para construir  una  fuerza promedio local es necesario  utilizar la f.d. de tres  partículas 
correspondiente al  caso en  que una de las  partículas,  la  i-ésima  esta  distante del par 
restante, y lo denotaremos  como r f ( ~ p f ( 3 ) ( ~ 1 , ~ ~ , ~ 3 , t )  = f d i  (X~,X~,XQ, t )  con i = 1,2. 
Tal f.d. está  asociada a las siguientes fuerzas  promedio: 

(3)  
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Y 

Ahora, sumando y restando  estas  últimas expresiones a la ecuación  cinética (4.2.9), es 
posible definir la fuerza efectiva local sobre  pares de  partículas como -VrluI2  ( 2 )  , a través 
de la siguiente  relación: 

(4.2.12) 
Entonces la segunda e c l l a c i h  de la jerarquía  puede reescribirse como 

(42.13) 
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falta  conocer a la f.d. de tres  partículas  para que esté cerrado el conjunto de  ecuaciones, 
punto que  se discutirá en la siguiente sección. 

Cabe  hacer  notar, que hasta aquí no hemos  establecido  cuales ff.d. deben  ser incluidas 
en l a s  ecuaciones  cinéticas, es decir, que en general tenemos las  ecuaciones  de evolución 
correspondientes a las funciones de distribución de una y dos partículas  (ec. 4.2.7 y ec. 
4.2.13), para ambos esquemas. Solamente se verían las diferencias al  sustituir  las funciones 
de distribución  correspondientes al FME-I o al FME-TI en los términos de interacción de 
las  ecuaciones  cinéticas. 

4.3 Las ecuac-iones  cinéticas para el FME-I y FME-I1 y su cer- 
radura 

+ .  

De la sección  anterior se sabe que las ecuaciones que deben satisfacer  las funciones 
de distribución de una y dos partículas son las dos primeras  ecuaciones de la  jerarquía 
BBGKY. Dado  que  dichas ff.d. han sido expresad& en  términos  de los multiplicadores de 
Lagrange  asociados  a dos esquemas de descripción, v.gr. el FME-I y el FME-11, entonces 
una  forma  alternativa de presentar la descripción  temporal del sistema es a través de las 
ecuaciones de evolución para los multiplicadores de Lagrange  de  cada  esquema. Para ello 
necesitamos  sustituir,  para  cada  esquema, las expresioileb para  las ff.d. de una y dos 
partículas en las ecuaciones de evolución (4.2.7) y (4.2.13). 

, -  

Comencemos con las  ecuaciones  correspondientes al FME-I,  para lo cual  sustituimos 
las funciones (3.2.9) y (3.2.10) directamente en las ecuaciones cinéticas (4.2.7) y (4.2.13). 
De la primera  ec. de la  jerarquía  obtenemos que, 

(4.3.1) 
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Mientras  que  de  la  segunda ecuación de la  jerarquía se obtiene  una ecuación para  la funci6n 
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y para  la función In g(2) que es implícitamente  una  función de los multiplicadores, a saber, 

r 2  1 

Lk=l J 

se tiene  que 
(4.3.5) 

Adicionalmente para el segundo esquema,  FME-11, es necesario satisfacer  la ecuación co- 
rrespondiente  a la energía  interna, donde la energía interna se define como, 

Para  obtener  la  ecuación de balance de energía interna utilizamos las dos primeras 
ecuaciones de la  jerarquía BBGKY, ecs. (4.2.7) y (4.2.13).  Multiplicamos z. la., primera 
ecuación (4.2.7),  por  la energía cinética de la  partícula 1 IP1-mu(rl 2m ’t)12 , é integramos  sobre 
el ímpetu dpl; a la ec. para  la f.d. de  dos partículas  (4.2.13)  la multiplicamos por 
$qh( Ir2 - rl I )  é integramos sobre dpldp2dr2 y sumándolas  obtenemos la ec.  de  balance de 

. *  

energía interna,  i.e., 
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En la ec.  (4.3.8) u(r, t )  es la velocidad hidrodinámica, definida anteriormente (v.ec.3.3.2) 
y la función e( r l ,  t ) ,  que aparece en esta  ecuación, es el  tensor de presiones completo que 
se  define como[5]: 

(4.3.9) 

El primer  término en (4.3.9) es una  contribución cinética  mientras  que el segundo  es la 
contribución que proviene de la energía potencial. El flujo que aparece  en la ecuación de 
balance de la energía es Jq(  r, t ) ,  es el flujo de calor y que se define como 

(4.3.10) 

donde el  primer térnlino ('S la contr ibución que representa el transporte de  energía  cinktica 
y las  otras dos corresponden al  transporte de energía potencial.  Estas son las expresiones 
más generales para el tensor de presiones y para el flujo de calor, sin embargo  se pueden 
extraer  explícitamente la divergencia de las  contribuciones a los flujos J f )  y l'+ rcspecti- 
vamente. Por otra parte, la contribución de interacción para  el  tensor de presiones puede 
escribirse  como  (Ver Apbndice 4A), 

, (4.3.11) 
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y la segunda  contribución de transporte de energía  potencial  para el flujo de calor  (Ver 
Apéndice 4A) como, 

(4.3.12) 

donde S = 1-2 - r1 la coordenada  de  separación  relativa  entre las partículas  situadas en r2 
y rl respectivamente.  Las  ecs.  (4.3.10)-(4.3.12) son las expresiones m& comunes para las 
contribuciones  potenciales de los flujos[5]. 
Es  importante  señalar que la fuerza  promedio Kl (x1, t )  = Kl, que  aparece  ecuación  de 
evolución para  la f.d. de una  partícula  (ec.  4.2.7), se combina  con 10s términos del lado 
izquierdo de la segunda  ec.  de la  jerarquía  (ec.  4.2.13) y dan la contribución J62 + 
5: V,, u(r1, t )  en la ecuación de balance  de  energía,  mientras  que el lado  derecho de la 
ec.  (4.2.13) no  contribuye a este  balance. 

Las ecuaciones de balance de la densidad  de masa y de impetu pueden obtenerse de 
las ecuaciones para f(') y f ( 2 ) .  El balance de la densidad de  masa, se obtiene al multiplicar 
(4.2.7)  por  la  masa m é integrando sobre dpl. La ec. de balance  para  la densidad de 
ímpetu se obtiene  multiplicando la misma  ec.  (4.2.7)  por  el  ímpetu de la partícula 1, 
p1 é integrando  sobre dp,. Las ecuaciones  de balance  para  la densidad de masa y de 
ímpetu  aparecerán  explícitamente en otro  capítulo de la tésis que hemos  dedicado  a  una 
descripción  hidrodinámica. 

Es importante  hacer enfásis en  que las ecs. de balance  se  obtienen  de  las dos primeras 
ecuaciones de la  jerarquía  [2,4,5] y que el lado  derecho de la ecuación para f t 2 ) ,  i.e. la ec. 
(4.2.13), no contribuye  en  ninguna de estas ecuaciones de balance. 

Las ecuaciones  de  evolución para los multiplicadores de cada  esquema,  para el FME-I las 
ecs. (4.3.1) y (4.3.3) y para el FME-I1  las ecs.  (4.3.4) y (4.3.6) y/ó las ecuaciones de la 
jerarquía BBGKY para f ( l )  y f ( 2 ) ,  nos  indican que  no se tiene un conjunto  cerrado de ecua- 
ciones mientras  no  tengamos  una  expresión  para la f.d.  de tres  partículas f ( 3 ) ( ~ 1 ,  x2, x3, t )  

porque  aparece en las definiciones de las de las fuerzas  promedio K12(xl, ~ 2 , t ) , y  -Vrlwij (2) 

(ecs. 4.2.11 y 4.2.12) en la segunda  ecuación de la  jerarquía. 

d . ,  

Existen en la  literatura 16-14], aproximaciones diferentes para  escribir  una función de 
distribución  reducida f('+l) en  términos de otra función  de  orden  menor f("), 10 cual ha 
conducido a distintos  avances en la  teoría  cinética.  Pero en nuestro  caso es posible  obtener 
la expresión para  la f.d.  de tres  partículas  en  términos de las dos primeras ff.d. f(l)(xl ,  t )  y 
f ( 2 )  ( xl,  x2, t )  sin hacer aproximaciones adicionales. Para ello hacemos  uso de la f.d.  de N 
partículas  que  maximiza a nuestra  entropía y la sustituimos en la definición de la función 
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de  distribución  reducida para tres  partículas 

y  obtenemos la expresión  deseada( Ver Apéndice 4B), es  decir,  llegamos a 

donde g(3)  es la f.d.  de  correlaciones entre  tres  partículas y se expresa como 

Esta ecllación tiene una est,ructura  semejante a la probabilidad  condicional  definida  para 
pares  de partículas (3.213) '. La expresión  anterior es válida para el esquema del FME-I. 
Para el FME-I1 la c-erratlura es.( Ver Apéndice 4B) 

(4.3.16) 
En las expresiones (4.3.15) y (4.3.16) se ha incluido a la función  de  cavidad de t,res partículas 

cuya  forma explícita es la que sigue 

(4.3.17) 
La cerradura, ec. (4.3.15). ('S válida  para el FRIE-I y para el FME-11, en  este liltimo 110 

olvidemos que  está  escrito en tbrminos de los multiplicadores  correpondientes al forma- 

lismo. También  habrá  otras diferencias una vez que se incluyan los potenciales quírnicos 

los subindices X: = 1,2.3,  indican  la  dependencia  de la 
vectores xk, se incorporcin con el fin de hacer menos  engorrosas 
se supondrá  sobrentendida la dependencia  temporal a excepción 
indique lo contrario 

función  respecto a los 
nuestras expresiones y 
de los casos en  que se 
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generalizados p N - i  en  su forma  explícita.  Sabremos  cual es válida  dependiendo del  es- 
quema en que nos encontremos. 

Es importante  hacer énfasis en que para ambos niveles de descripción  tenemos la ce- 
rradura de las ecuaciones  de la  jerarquía consistente con el formalismo de maximización 
de la funcional de entropía y sin necesidad de aLguna,.hjpótesis adicional.  Además en caso 
de interesarnos una ecuación de orden  superior a las  mostradas aquí, también  podríamos 
obtener  la f.d. reducida de la correspondiente  cerradura,  porque  conocemos la f.d. de N 
partículas en términos  de los multiplicadores de Lagrange  para los dos esquemas, FME-I 
y FME-11. 

Sin  embargo no es la  única  manera de expresar  la  cerradura  para el FME-I y el FME- 
11, porque  también es posible  reescribir a la f.d. de tres  partículas  en  términos  de la de  dos 
partículas, es decir, 

El  cálculo de esta  forma  alternativa  para  la  cerradura puede  verse  en  el Apéndice 4B y 

muestra que 5(3) es una f.d. que  mide las correlaciones entre  tres  partículas y está dada 

Por 

La relación entre  las funciones 5(3) y g(3) está dada  por la expresión: 

En  la expresión (4.3.14)  para  la  cerradura, se tiene la contribución  más  general de 
las correlaciones triples,  mientras que  en la segunda  opción, ec.  (4.3.18), se hace  explícita 
la contribución de la función de distribución de  dos partículas.  Las dos expresiones son 
equivalentes y el paso de una a otra queda de manifiesto en la  ec.(4.3.20). 

Cabe  hacer  notar que la forma  opcional de escribir  nuestra  cerradura,  ec.  (4.3.18), 
permite la identificación directa de la función 5(3), que  en la  teoría de líquidos [15] se 
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utiliza como medida de la estructura del fluido. En efecto,  ha sido utilizada  mediante 
simulaciones de Montecarlo [16] para  determinar  como varía la  estructura del  líquido  corno 
función  de la densidad de partículas. Para el caso diluido o para gases  moderadamente 
densos el valor de @3) es cercano a la unidad pero conforme se  incrementa la densidad, 
este valor se  aleja de la unidad y de una  forma  no  trivial. 

También esta cerradllra nos permite  aclarar  más  el significado de  nuestras fuerzas 
promedio efectivas que aparecen en las ecuaciones cinéticas, v.gr. X i ,  u!:) y K f k ,  porque 
en vista de  que dependen de  las funciones de distribución  de una, dos y tres partículas 
ahora tenemos claro que estas fuerzas promedio no sólo dependen de la interaccibn de  las 
partículas a travbs del potencial  intermolecular.  sino  también a través de las funciones 
de correlación de dos y tres partículas. Por  ejemplo, si reescribimos  el LD de la ecuación 
cinética  para  la f.d. de  dos partículas ec. 4.2.13, la interacción  efectiva entre  tres  partículas, 
obtenemos, 

(4.3.21) 

En caso de que la configuración del sistema sea tal que una  partícula se encuentrc  alejada 
del resto, la  interacci6n  indirecta con el par de partículas 1 y 2 ,  se verá reflejada entera- 
mente en las  funciones de correlación y en efecto los promedios que  aparecen rniclcn las 

contribuciones  efectivas del total de  partículas que conforman al  sistema. 

A continuación procedemos a hacer  una  comparación de nuestra cerradln-a con otras 
obtenidas por otros mbtoclos. 

4.4 Comparación  de  nuestra  cerradura con otras halladas en la 
literatura 

Podemos  empezar  por  comparar  nuestra  cerradura con las  obtenidas por las  llamadas 
Teorías  Cineticas  Variacionales (I\;VT)[6-9]. La  primer  diferencia es que no  parten cle la 
jerarquía de  ecuaciones BBGKY sino de la solución jerárquica  obtenida por Lewis e11 1961 
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donde hay  necesidad  de definir al operador T-, ( j+3)  

S-, = exp r {Hj+, ,  } son los operadores de evolución ú operadores  solución y Hj+s es 
el hamiltoniano  correspondiente a un conjunto de j + S partículas, cuyas definiciones y 

propiedades ya fueron  revisadas en el capítulo dos y son transferibles al operador T(k+s)3 
La llamada  Teoría  Cinética de  dos partículas  para esferas duras[6]  utiliza la solución con 
s = 2  

(4.4.3) 
Del  lado  izquierdo se reescriben los operadores para  reconocer  una  contribución de arrastre 

(4.4.4) 

mientras que del lado  derecho están  las contribuciones colisionales; en  especial el primer 
término del lado  derecho  queda  como, 

[T!yT':f(3)(1,2,3,t) - f ( 3 ) ( ~ , 2 , 3 , t ) ]  dx3. (4.4.5) 

En general, en el lado  derecho de la ecuación  tienen  sentido los integrandos,~que congideren 
configuraciones de interacción  bien definidas, ésto es, 

- en (4.4.5), una  partícula 3 que choque con la  partícula 1 o 2 en un tiempo T. 

> 

Abreviaremos la dependencia de una función {}  cualquiera  como sigue, 

{} (X1&,  . . . , x &  = {}(xj,t) = {}(xj) = {}(1,2,. . . , j $ )  = { } ( 1 ? 2 > .  . . ,.i> = 0 1 J  I . . . ,  j. 
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- el término  que  involucra  cuatro  partículas, 

(4.4.6) 

tiene sentido  cuando  las  partículas 3 y 4  chocan con las  partículas 1 y 2 en un tiempo T. 
Haciendo  una hipótesis en  tiempos  que  suponga la  existencia de un tiempo  carac- 

terístico r mucho  menor que el  tiempo  libre  medio rm y mayor  que el tiempo de colisión 
rc, es decir r, << r << r, se  puede entender que todas  las  contribuciones a partir de 
(4.4.6) desaparecen  en el  límite de T + O+. Éste es el caso de un potencial de  interacción 
de esfera dura ó simplemente una  coraza repulsiva, si estamos  pensando  en el  caso de  un 
gas  denso. A s í  se obtiene a la ecuación de evolución 

Dado que  el sistema es un  gas denso de esferas duras, de radio o, el espacio de configu- 
raciones  accesible  al  sistema  establece  una  geometría  bien definida. Si dos partículas se 
encuentran  separadas una  distancia Ir2 - rl I < 2o entonces  una  tercera  partícula no  puede 
acercarse  más que en un volumen del espacio  equivalente a un cono;  tal condición  debe 
aparecer y estar  contenida en la f.d. de tres  partículas.  ÉSto significa que todavía  faltaría 
hablar  acerca de la cerradura de esta relación jerárquica que depende de la f.d. de tres 
partículas de  lo contraria  tenemos dos incógnitas f(2) y f t 3 )  y una  sóla  ecuación. Para ello 
recordemos, de la sección 3.4, cual es la f.d. de N partículas que maximiza a la funcional 
de entropía  sujeta  a  la  restricción de la f.d. de  dos partículas,  esto es 

p(N)(~N,t) = Oexp ( - 1  - y> rl[ exp - [ x ( x ~ ,  XI, t ) ] ,  (4.4.8) 
k f l  

con y y X los multiplicadores de Lagrange  asociados a la normalización de p(N) y a la f.d. 
de  dos partículas  respectivamente. La cerradura a nivel de la f.d. de tres  partículas no la 
obtienen de manera  semejente a la  nuestra, no sustituyen  la f.d. de (4.4.8) e 3  la, dekinición 
de la f.d. reducida  (4.3.10), sino que identifican a la f.d.  con la f.d. canónica del 
equilibrio para un potencial de interacción  por  pares,  como  una  generalización  al  resultado 
de la teoría de líquidos del equilibrio[l8] y entonces la f.d. de tres  partículas se escribe 
como 
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donde la función es una funcional de las ff.d. de una y dos partículas  equivalente al caso 
del equilibrio. Esta función puede desarrollarse en cumulantes  en la forma  siguiente[l8], 

donde, las funciones h(')(xk, x¿, t )  están  relacionadas con las ff.d. de correlaciones como 

(4.4.11) 

Este desarrollo no  tiene  problemas de convergencia para el caso de esferas duras,  para  otros 
potenciales  sería  solamente  una  aproximación. El  caso  especial de = 1 la  ec. (4.4.9) 
coincide  con la  llamada aproximación de Kirkwood[lO]. La forma  general  (4.4.9)  coincide, 
en su forma, a la cerradura que nosotros  hemos  obtenido  pero la forma en la que ellos llegan 
a tal cerrradura  pasa  por  alto el hecho de  que las correlaciones no son sólo en  el espacio 
físico sino que  también  en el de los impetus. No obstante que llegan a mencionar que esta 
cerradura es aplicable a otros  potenciales  interqoleculares aditivos por  pares,  no  muestran 
como llegar a é1 sistemáticamente,  a diferencia de nosotros  que  obtenemos  formalmente 
la función de distribución de correlaciones entre  tres  partículas en términos de nuestros 
potenciales  químicos  generalizados y de cocientes de funciones de partición. 

L. r .  

Sin  embargo  no es la única  descripción para gases densos que Karkheck e t  al obtienen, 
también  tienen  resultados  considerando sólo a la ecuación cinética  para  la f.d. de una 
partícula que depende  de la f.d. de  dos partículas.  Cabe  hacer  notar que las cerraduras 
así obtenidas  son  a nivel de la primera  ecuación de evolución, para f('), es decir  necesitan 
conocer a la f.d.  de  dos partículas.  Las  teorías que parten de esta  última  ecuación pero 
cuya  cerradura y ecuación  cinética difieren un poco son las  llamadas  Teorías  Cinéticas 
Variacionales. En KVT [6] el sistema que modelan es un gas denso de esferas duras 
y las  restricciones  impuestas  son  la  normalización de la f.d. de N partículas y la f.d. 
de una  partícula. De entrada  estas  restricciones no serían suficientes para descTibjr la 
energía interna  total de un  gas denso  en el que la  contribución  potencial es ineludible. Sin 
embargo  las  consideraciones de volumen excluido son las que involucran la  existencia de 
Una interacción  potencial  determinado.  Tales  consideraciones  son  tomadas en cuenta de 
manera  adicional  al  formalismo de maximización de entropía  como ya hemos  mostrado 
anteriormente(Secci6n  3.4),  obteniendo como  resultado  que, 

- z .  

(4.4.12) 
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con y el multiplicador  asociado a la normalización y X es la función de Lagrange  relacionada 
con la función de distribución de una  partícula.  Además la función 8 es la función de 
Heaviside,  incluida como una  información adicional. Dada  la  anología que  presenta  esta 
función de distribución  con  la  correspondiente f.d. canónica del equilibrio para un gas de 
esferas duras,  suponen  entonces  válida la generalización de la f.d. de correlaciones g(2) de 
esferas duras al  caso  fuera de equilibrio esto  es, 

(4.4.13) 

Más aún en esta  cerradura  la dependencia en el  tiempo de la f.d. de correlaciones g(2) se 
postula que está  dada a través de la densidad de número de partículas,  i.e., 

En  ésta  expresión, n ( r 1 ,  t )  = f ( ' ) ( x l ,  t)dpl es la densidad de número de partículas y es 
conveniente hacer énfasis en  que esta f.d. de correlaciones sólo depende de las posiciones. 
La ecuación cinética  así  obtenida es la ecuación Revisada de Enskog (RET) [18-231, 

d 
d t  - f ( l ) ( x l ,  t )  + E . vr, f(l)(xl ,  t )  = ~ E ( f 1  7 f 2  ) ( 1 )   ( 1 )  (4.4.15) 

el término colisional o de interacción CE, de la  ec.  (4.4.15) incluye a la cerradura  (4.4.14). 
Cuando  además del potencial de esfera dura le agregan al potencial  una contribución 

atractiva,  una  cola  atractiva[7],  la diferencia en la  f.d. de N partículas es que esa cola 
atractiva  aparece como el efecto de  un campo  externo, es decir es un gas de esferas duras 
en presencia de  un campo  externo, que afecta de igual forma a cualquier  elemento del gas. 
Esto no generaliza la cerradura y a la ecuación cinética se  le añade  un  término de fuerza 
promedio,  proporcional a la  cola  atractiva del potencial, es decir, 

m 

. .  

\ 

En el límite de Kkc = :z0y3V(y~12), la  ec.  (4.4.16) se reduce a 
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CE es el término colisional o de interacción de RET. 

El  caso de un potencial de interacción de pozo  cuadrado[8,9]  puede ser comparado 
con  el FME-I1 porque la cerradura que obtienen  para su ecuación cinética sí es a través 
del formalismo de maximización de entropía y en donde las  restricciones  impuestas son la 
normalización de la f.d. de N partículas,  la f.d. .. de . . una  partícula y ahora  la densidad de 
energía potencial que  involucra  necesariamente a la f.d. de  dos partículas y por lo tanto 
ya  involucra  más características de  un gas  denso.  Sin  embargo la cerradura así obtenida 
sólo contempla correlaciones en las posiciones, 

.. , 

(4.4.18) 

y la dependencia  temporal  de la f.d. de correlaciones está  dada a través de la densidad de 
número de partículas y de la función  de  Lagrange  asociada a la densidad de energía  poten- 
cial. En nuestro  caso en el FME-I1  la f.d. de correlaciones no sólo presenta correlaciones 
en posición sino también en los impetus  por  la  restricción  sobre la f.d.  de  dos partículas. 
Además el multiplicador que nos  indica su dependencia con  el tiempo es el asociado a la 
densidad de energía  interna  total, que  en el límite del equilibrio coincide  con el inverso 
del factor de Boltzmann (Ic~2')-', donde T es la temperatura  de  equilibrio del sistema y 

presenta  una  dependencia en tiempo a través del multiplicador  asociado a la f.d. de  dos 
partículas.  Sin  embargo vuelven a suponer  válido el desarrollo de Mayer  de la f.d. de 
correlaciones, en analogía con  el caso de  un fluido inhomogéneo en equilibrio. En cuanto 
a las  ecuaciones de evolución,  KVT-111,  necesita a la ecuación cinética  para  la f.d. de una 
partícula y una  ecuación  de  balance  para la densidad de  energía potencial. Ambas solo 
incluyen  a las ff.d. de una y dos partículas. En nuestro caso, el FME-11,  necesita las dos 
primeras  ecuaciones de la  jerarquía y adicionalmente la densidad  de  energía interna que 

debe  satisfacer  una  ecuación de balance, que involucra a las ff.d. de una y dos partículas. 
El potencial de pozo cuadrado lo incluyen  explícitamente en la ecuación  cinética y obtienen 
como  términos de interacción  cuatro  términos  porque  modelan  cuatro  formas de colisiones 
tipo esfera dura  (dos para  cada  extremo del pozo cuadrado y diferenciando las colisiones 
de entrada y de salida en  los límites del  pozo cuadrado). Por lo  tanto su  ecuación'ek tipo 
Enskog [18-231 'con cuatro contribuciones de interacción, 

en la  ec.  (4.4.19) x",=, Tf2 representa  la  suma de operadores de colisiones binarias[9], uno 
por cada  tipo de colisión y éste operador depende  del multiplicador  asociado a la densidad 
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de energía potencial a través de la cerradura,  ec.(4.4.18).  También se incluye la cerradura 
(4.4.18) en la ecuación de balance de densidad de la energía potencial. 

Es importante  señalar que el hacer  aproximaciones  respecto a escalas  temporales se 

justifica  solamente si las  interacciones  que  sufren  las  componentes del sistema son  instan- 
táneas. Para estos casos debe  existir un tiempo  característico r que satisfaga  la relación 
r, << T << r, con r, el tiempo de colisión y r, el tiempo  libre  medio, la cual se cumple 
en casos particulares, como el  caso diluido o el de un gas denso de esferas duras. Pero 
para un gas denso  en general  esto  no es siempre cierto, como lo ha demostrado  Leegwater 
[24],  para el caso del potencial de  Lennard-Jones. En general  para  potenciales suaves  con 
contribución atractiva,  la  escala de tiempos  no es válida y necesitamos ir  más  allá, lo que 
reafirma la generalidad  de  nuestros resultados. 

. .  
También  podemos hacer  una comparación con otras cerraduras  que  no parten de un 

principio variacional  pero que sí parten de las ecuaciones  de la jerarquía BBGKY.   En 
la  literatura se encuentran las de  Klimontovich [ll], Bogoliubov  [12],  Boerker y Dufty 
[13], Snider e t  al [14],  las cuales  hacen  suposiciones  sobre las funciones de distribución de 
correlaciones [11,12] y/. hipótesis en  tiempos'dirt&ai:iente  sobre las ecuaciones y soluciones 
generales de la  Jerarquía  [13,14]. 

A continuación se compara  nuestra  cerradura (FME-I) con  las arriba  mencionadas, 
haciendo notar que para ello usaremos hipótesis adicionales hechas directamente sobre la 
segunda  ecuación de la  jerarquía, a saber, . I .  

y sobre la  cerradura  para  la función  de  distribución de tres  partículas. 

f ( 3 ) ( ~ 1 , ~ 2 , ~ 3 , t )  = ~ ~ 1 ~ ( ~ l , ~ ) ~ ( 1 ) ( x 2 , ~ ) ~ ~ 1 ) ~ ~ 3 , t ) g ( 3 ) ( ~ ~ , ~ 2 , ~ 3 , ~ ~ ~ ~ ~ ~ , ~ 2 , ~ 3 , ~ ~  

(4.4.21) 

Empecemos con la hipótesis d e  colisiones  binarias d e  Klimontovich, para  la cual tres 
partículas no pueden estar  interactuando al mismo  tiempo y ello nos conduce  a que la 
función de ditribución de correlaciones triples sólo puede contener correlaciones por  pares 
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y entonces se reduce la expresión (4.4.21), de forma que 

.Esto  implica que nuestra función G(3) satisface la  condición, 
. I  .. .. .. I 

&)3 = G ( ~ ) ( X ~ ,  x2, x3, t )  = I .  (4.4.23) 

que,  hasta  aquí, coincide exactamente con la Hipótesis  de  Superposición  de  Kirkwood[lO]. 
Sin  embargo,  para  comparar con cualquiera de las  aproximaciones  de  Klimontovich (coli- 
siones  binarias,  correlaciones  binarias y acoplamiento  débil) es necesario  incluir hipótesis 
adicionales así  como la definición de correlación binaria3, gK utilizada por él, 

(4.4.24) 

en donde la dependencia en posición y en ímpetu de las  funciones de distribución se incluye 
con  los subindices i y j y en los paréntesis (z , j )  y aunque  omitamos  explícitamente la 
dependencia temporal siempre estará  presente, a menos que  indiquemos lo contrario. 

Para  mostrar  explícitamente  las contribuciones  de  configuraciones  con colisiones triples 
en la ec. (4.4.22) a continuación  mostramos la f.d. de correlaciones triples y su reducción 
con la  aproximación de colisiones binarias. Si sustituimos  las correlaciones de  Klimon- 
tovich, ec. (4.3.24), en la  ec. (4.4.22) obtenemos, 

donde el último  sumando  representa a 

(4.4.26) 

que incluye  términos de colisiones triples  como 

incluiremos el subíndice K para diferenciar las f.d. de correlaciones de Klimontovich 
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(4.4.27) 

(4.4.28) 

que no son admisibles  en la aproximación de colisiones binarias.  Asimismo se desprecia el 

(4.4.29) 

cuando IC # I ,  ésto significa despreciar la probabilidad de  que un par de  partículas  estén 
correlacionadas  cuando una de ellas presenta  una  interacción  directa  con  una  tercera 
partícula, que sería  equivalente a tener  una configuración en  que tres  partículas se encuen- 
tren  próximas entre sí. Esta aproximación  tiene  implicaciones  sobre la segunda  ecuación 
de la  jerarquía BBGKY, puesto que la fuerza  efectiva  local se  ve sustituida  por el efecto 
de  dos tipos  fuerzas  promedio entre pares de partículas Fci(xi, t )  que  es la fuerza promedio 
que aparece en la primera  ecuación de la  jerarquía definida como 

que miden la fuerza de interacción de la  i-ésima  partícula debido a que existe alguna tercera 
partícula cualquiera. La ecuación cinética correspondiente  queda  como (ver Apéndice 4C) 

+ vp, . { [F2(r2 7 t )  - K2(x2, t)l f(l)(Xl'  t)f(')(xz , t ) }  . 
(4.4.32) 

A diferencia de la aproximación  anterior la  aprozimación de correlaciones  binarias de  
Klimontovich sí toma en cuenta los términos de la ecuación (4.4.25) y entonces  la  segunda 
ecuación de la  jerarquía  bajo  esta aproximación  tiene  términos de interacción adicionales, 
i.e.(ver  Apéndice 4D) 
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(4.4.33) 
los dos últimos  términos  encierran la interacción  entre un par de partículas  dadas, en este 
caso la uno y la dos con el medio  que las rodea. 

Una  tercera  aproximación  de  Klimontovich es la condición de  acoplamiento débil que res- 
tringe l a   a c c i h  de: aperador Vrl$12 - Vpl sobre la f.d. de  dos partículas a una acción 
sobre el producto  de las ff.d. individuales fil)fil) es decir  que  ante  este  operador  la f.d. 
de correlaciones es la unidad. 

Esta condición junto con la aproximación de correlaciones binarias da lugar  a la apro- 
ximación de  polarización y conduce a la siguiente ecuación para  la f.d. de  dos partículas 
(ver  Apéndice 4E) 

En  esta expresión el tercero y cuarto  término son llamados  términos de polarización y son 
importantes  cuando  la  contribución principal en la dinámica del sistema es el medio que 

envuelve a cada  partícula.  Esta aproximación ha sido utilizada  para el caso de plasmas [ll] 
pero sigue siendo  menos sistemática y menos  general que nuestra  cerradura. 

Hasta aquí hemos mostrado como llegar a algunas de las cerraduras  existentes en la 
literatura cuando las aproximaciones se hacen  directamente  sobre las funciones de  dis- 
tribución de correlaciones. Sin  embargo, si queremos mostrar como  llegar a una ecuación 
generalizada de Boltzmann a partir de nuestra  ecuación  cinética es necesario  hacer uso 
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de hipótesis adicionales en los tiempos característicos.  Para ello primero veremos la com- 
paración  con las demás  cerraduras  mencionadas al principio de esta sección. Estamos 
pensando  específicamente en la aproximación de Boerker y Dufty [13], y en la aproxi- 
mación de Snider et aZ[14] ya que con ambas se puede obtener  una  cerradura  para las 
ecuaciones de la  jerarquía a nivel de la segunda  ecuación y en base a utilizar  las soluciones 
más  generales  de las ecuaciones de evolución. 

* .  1. .. ., , 

La primera  ecuación  de la  jerarquía  dada al principio de este  capítulo  ec. (4.2.7), es 
una  ecuación  integro-diferencial  cuya  solución  formal es la solución más general para  la 
f.d. de una  partícula, a saber, 

mientras que la  segunda  ecuación, para f ( 2 )  se escribe  como 

Sólo con el propósito de hacer menos  extensas  nuestras  expresiones  incluiremos las slguien- 
tes definiciones"de operadores  simples, 

y compuestos, 
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K k z  = L k  + Lz. (4.4.37d) 

Además  sustituyendo la ec. (4.4.36) en la ec. (4.2.7)  entonces reducimos las dos primeras 
ecuaciones de la  jerarquía en una  sóla, tenemos  que, 

+ J J lot 012 [exp ( ~ 1 2 ( t  - t'>>l [ O 1 3  + 0 2 3 1  .+3)(x1, x 2 ,   x 3 ,   t ' ) d t ' d x 3 d x 2 .  (4.4.38) 

Las ecuaciones  anteriores son totalmente  exactas  y cerradas s i  se sustituye f ( 3 )  por 
nuestra  condición de cerradura y sería  una  forma  alternativa de escribir  la evolución. del 
sistema.  Sin  embargo para comparar con Boerker y Dufty, se deben  hacer  aproximaciones 
adicionales en los tiempos, tenemos que suponer que al  inicio  todas  las  partículas se en- 
cuentran  descorrelacionadas,  por lo que, 

f!22)(to) = fi(')!+a)fy(to) (4.4.39) 

y se tiene  una  reducción de la ecuación  general  integro-diferencial,  ec.  (4.4.39),  como sigue, 

La hipótesis del desacoplamiento  total  entre  las  partículas  al  inicio es bastante fuerte y 

no es válido para cualquier  sistema. Un punto a nuestro  favor es que no  requerimos de 
conocer  las  funciones  de  distribución  reducidas de orden  mayor que 3 [3], porque  tenemos 
una  cerrradura  consistente  con el proceso de maximización  de la  entropía. En el caso de 
Boerker y Dufty no  es así pues tienen una  jerarquía de soluciones  de  las ff.d. sin cerradura. 
A continuación  mostramos  como  proceden a cortar  la  jerarquía en algún  punto. 

. *  

A  partir de la expresión (4.4.40), se  define un superoperador de evolución  temporal 
T12(t - t ' )  como 

~ ~ ~ ( t  - t ' )  = ol2 exp ( - ~ ~ 2 ( t  - t ' ))  exp (K12(t - t ' ))  , (4.4.41) 
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Cuando el intervalo de observación ( t  - t ' )  es  muy grande  comparado con el tiempo de col- 
isión (o interacción),  entonces se supone que el superoperador es practicamente  constante, 
aproximación  conocida  como la aprox imac ión  de corr imien to   t empora l ,  

En  este  límite  las  partículas se encuentran practicamente descorrelacionadas  y el oper- 
ador T:2 no depende del tiempo.  Ahora  bien,  en la ecuación (4.4.40)  existe  otro op- 
erador del tipo,  Ok3f(3)(l,2,3), k = 1,2 ,  que  es un producto  de  interacciones direc- 
tas por correlaciones triples. Tal operador  tiene  sentido  cuando  k  realmente interactúa 
con la  partícula  3, y en la aproximación de Boerker  y Dufty toma  el siguiente valor 
O k 3 f ( 3 ) (  1 , 2 , 3 )  = O k 3 f ( 2 ) (  k, 3)f(')(l) para E # IC Esta  última  aproximación  sería equiya- 
lente  a decir que 0 k 3 9 ( 3 ) ( k ,  E, 3) + 0 k 3 g ( 2 ) ( k ,  3)  y  la ecuación cinética queda  como, 

~ 0 2 3 f ( ~ ) ( x z ,  x3, t ' ) f ( ' ) ( x l ,  $')I d t 'dxSdx2 .  (4.4.43) 

Con estas simplificaciones resulta  fácil identificar en los últimos  términos  las  contribuciones 
al superperador de evolución  temporal  y si adicionalmente  aplicamos la aproximación  de 
Corr imien to   Tempora l  (v.ec.4.4.39), tenemos la aproximación de Boerker  y Dufty  completa 
y se obtiene  la  ecuación  cinética del caso diluido, a  saber 

. I .  

Para  obtener  una ecuación  generalizada de Boltzmann es conveniente  comparar con 
Snider[l4]. Snider busca  la generalización de la  ec. de Boltzmann a partir de una  susti- 
tución iterativa de las  ecuaciones de la  jerarquía BBGKY, dado  que tenemos  una  cerra- 
dura para  las dos primeras  ecuaciones de la  jerarquía sólo utilizaremos  éstas dos ecua- 
ciones. Utilizaremos la condición de descorrelacionamiento  inicial de las partículas, como 
en la ecuación (4.4.39)  y además  utilizaremos la definición del superoperador de evolución 
temporal  para  hacer  menos  engorrosa  nuestra  representación, sin hacer uso  del límite de 
corrimiento  temporal  como Snider. De esta  manera obtenemos  que, 

. I  
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(4.4.45) 

En  la  ec. (4.4.45), después del primer  término del LI  están  las correcciones a la ecuación 

de Boltzmann que obtenemos con nuestra descripciór-. CaSe  hacer  notar que esta gene- 

ralización de la ec.  de  Boltzmann es válida  sólamente  cuando  las  condiciones iniciales 

del sistema  corresponden  a que las  partículas se encuentren  descorrelacionadas al tiempo 

inicial. Podemos concluir que  en esta  parte hemos comparado  nuestros  resultados princi- 

palmente con cerraduras a nivel de la segunda  ecuación de la  jerarquía BBGKY, es decir 

a nivel de la función de distribución de tres  partículas y esto se refleja en hacer aproxi- 

maciones de correlaciones binarias a través de las ff.d. mismas o de la aplicación de los 
9 .  

operadores de evolución que aparecen en las últimas  comparaciones. Respecto a la com- 

paración o mención de las cerraduras de las llamadas  teorías cinéticas  variacionales, se 

incorporaron  porque  modelan el caso de un gas denso pero de esferas duras. 
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El  objetivo principal de este  capítulo fui. exponer la evolución  correspondiente a los 

formalismos FME-I y FME-I1 [3]. Los formalismos  fueron  expuestos  en el  capítulo I1 [25]. 

Hemos mostrado la obtención  sistemática de la cerradura  para el conjunto de  ecuaciones 

BBGKY. Cabe  hacer  notar que si  no tuvieramos la cerradura  correspondiente al primer 

par de ecuaciones de la  jerarquía, no se podría uno abstener de  incorporar  el  conjunto 

completo de las  ecuaciones en la descripción por ser un  conjunto de ecuaciones  acopladas. 

Pero el formalismo de Maximización de entropía  nos ha proporcionado la cerradura, lo 

cual garantiza que tenemos una descripción completa de un gas  denso. 

Tenemos  garantizado las ecuaciones de balance  para  la  densidad  de  masa,  ímpetu y 

densidad  de  energía interna puesto  que  podemos  obtenerlas a partir .de las ecuaciones de 

evolución para  las ff.d. de una y dos partículas. En  éste  capítulo se mostró  explícitamente 

la ec. de balance de energía interna, las demás ecs. de balance  aparecerán  explícitamente 

en el sexto  capítulo. 

Se ha mostrado  también  la  comparación con otras cerraduras y como a partir de 

nuestra  cerradura se  puede llegar a ellas con las hipótesis correctas. Estas cerraduras en 

general se refieren a aproximaciones de colisiones y de correlaciones binarias, aplicables a 

sistemas muy específicos con potenciales de interacción  no-suaves. 

La solución de las ecuaciones es una  perspectiva a futuro  pero un primer paso para 

lograr esta solución se dará en el capítulo siguiente a través de los límites del equilibrio de 

. los multiplicadores  indeterminados de Lagrange. 
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CAPITULO 5 
Límites del  equilibrio para el FME-I y FME-11. 

Resumen. Mostramos la consistencia de los esquemas de descripción  presentados en 
los capítulos  anteriores  (el FME-I y el F M E I I )  con la Teoría de Líquidos del equilibrio. 
Hallamos el valor de los multiplicadores de Lagrange  cuando el sistema se encuentra 
en el estado  de equilibrio. 

5.1 Introducción. 

Como se mencionó  anteriormente, un primer  paso en la búsqueda de la solución de las 
ecuaciones  cinéticas que describen a un gas denso  es hallar el valor de  los multiplicadores 
indeterminados  de  Lagrange  en el equilibrio. Por cada  conjunto  de  restricciones utilizadas 
en el proceso de maximización de la  entropía,  tendremos  un  conjunto de valores  que ca- 
ractericen  al  sistema en el  estado de equilibrio. 

En  la  teoría de líquidos del equilibrio la función de partición y las integrales con- 
figuracionales juegan un papel  relevante en la conexión  entre la  mecánica  estadística del 
equilibrio y la termodinámica.  Sin  embargo  para  algunas  cantidades  mecánicas y térmicas 
del sistema  también es necesario  conocer a las  funciones de distribución  para  una y dos 
partículas.  Adicionalmente,  conviene  hacer  una  comparación de las  funciones  generalizadas 
que hemos  hallado  en  nuestra  descripción  fuera del equilibrio con respecto a las definidas 
en el equilibrio con  elementos de la  teoría de líquidos y de la termodinámica. 

En  la siguiente sección  discutimos cual es la forma de  los multiplicadores de Lxgrange 
para el FME-;. En la sección 4 hacemos un análisis similar para el FME-11. En las secciones 
3 y 5 reservamos  un  espacio para  mostrar l a s  ecuaciones  cinéticas  en este mismo  límite. 

65 
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5.2 Límites del equilibrio para el FME-I. 

Cuando el sistema ha llegado al  estado  de equilibrio,  las  variables  de estado y en 
general  las  funciones  que lo caracterizan,  ya  no  dependen del  tiempo.  La  función  de 
distribución(f.d.)  de  una  partícula se convierte  en la f.d.  maxwelliana [l] 

(5.2.1) 

donde $ representa  a  la  densidad  de  número 
. .  

neq = = J P ( I P i l ) ~ P l ,  (5 .2.2)  

con peq la  densidad  de  masa, m la  masa y Teq es la  temperatura  para el sistema  en el 
estado de  equilibrio. Esta condición  nos permite  comparar  término a término  la ec.  (5.2.1) 
con la f.d. de  una  partícula,  ec.(3.2.9),  i.e., 

m 

De la expresión (5.2.3) identificamos al  multiplicador Xeq(x;) como 

(5.2.4) 
. .  

y los términos  restantes  en  la ec. (5 .2 .3)  satisfacen la  siguiente  igualdad 

[ %] h3 2; exp (- (5 ~ ~ q ( x 1 , x j ) ) ~ ~  ) = e ( 2 n - m k B T e ' )  m - 3 1 2  . (5 .2 .5)  
3=2 N-1 

Podemos  igualar  la ec. ( 5 2 . 5 )  a una  constante,  porque sabemos  que en el equilibrio los 
factores  de  normalización  de la  f.d. maxwelliana son constantes. 
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Por otra  parte,  el  factor de normalización para  la función de distribución de N 
partículas que maximiza a nuestra  funcional de entropía en el esquema del FME-I es 
ahora  la función de partición del equilibrio 2;. Entonces  la función Z N - ~  en  el equilibrio 
es la función de partición del equilibrio, correspondiente a un ensamble  de N - i partículas. 
Está relacionada  con la integral  configuracional del sistema, ., . & ~ - i [ 2 ] ,  es decir 

(5.2.6) 

La ecuación (5.2.6)  permite  continuar con la identificación de los multiplicadores en el 
estado de equilibrio,  para lo cual sustituimos la expresión (5.2.6) con i = O y con i = 1 en 

el cociente p. Así  obtenemos la siguiente expresión  (ver  Apéndice 5A) z7- 1 

(5.2.7) 

de tal  forma que el promedio que permanece  como  incógnita en la f.d. de una  partícula 
puede reconocerse al sustituir el cociente  anterior  (5.2.7) en (5.2.5).  Esto  permite conocer 
el promedio de las  interacciones del sistema  sobre  alguna de las partículas  en el estado  de 
equilibrio, por  ejemplo  sobre  la  partícula con coordenadas x,. En  efecto, 

(5.2.8) 

Si además  hacemos uso de la relación entre las integrales configuracionales y los potenciales 
químicos de exceso [3] ,  el promedio en cuestión  queda  expresado  como 

. .  
(5.2.9) 

La ec.  (5.2.9)  muestra  claramente que la función definida como Pd, en el estado de equilibrio 
coincide con  el factor de Boltzmann m. 1 

Para un ensamble de N - 2 y N - 3 partículas los potenciales  químicos  estan dados 
en términos de los multiplicadores de Lagrange y::, asociados a la f.d. de  dos partículas 



68 5.2 Funciones d e  distribución de l  FME-I 

(los  subindices se refieren al  par de  partículas  involucradas y son equivalentes a la notación 
utilizada  en  capítulos  anteriores, en donde la dependencia puede escribirse  opcionalmente 
como yeq(k ,  I) ,  

j =I N - 2  

Y 

(5.2.10) 

(5.2.11) 
. -  

j =I N-3 

respecti.qamelltz. 'Pero si recordamos la  forma para la f.d. de una p'artícula sabemos 
de antemano  que  tales  potenciales son independientes de la  partícula que  escogamos de 
referencia, es decir, son constantes. Para  constatar lo anterior  basta  reccurir a la ecuación 
(5.2.5). 

Vale la pena  hacer  notar que estas definiciones para los potenciales  químicos, como 
se mencionó  en el segundo capítulo, son  consistentes con las definiciones utilizadas en la 
teoría de potenciales  químicos de B.Widom [4] o de K.S. Shing  y K.E. Gubbins  [5]. 

Aún no hemos  establecido el límite en  el estado de equilibrio de la f.d. de correlaciones, 
g(2)(rl ,  r2, t )  pero a partir de los resultados de la  teoría de líquidos [6]  sabemos que  en este 
caso sólo subsisten  las correlaciones espaciales,  ésto es 

(5.2.12) 

La ec. (5.2.12) no es la  única expresión para  la f.d. de correlaciones porque  sustituyendo 
la  ec.(5.2.6), con i = O ,  1 y 2,  se simplifica aun más la expresión  anterior. En  efecto, 

(5.2.13) 
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De manera  análoga podemos escribir la f.d. de correlaciones triples  en  el  mismo  límite 
y ver a que  se reduce,  ésto  es, sabiendo que g::) representa el valor de la f.d.  de correlaciones 
entre tres  partículas  en equilibrio (para el FME-I) 

.. . . 

Incluyendo la expresión  en equilibrio para la  función de  cavidad  triple a través de  su 
definición en  términos de los potenciales químicos ec.  (4.3.14),  junto con las relaciones 
entre los potenciales químicos e integrales configuracionales ecs.  (5.2.7) y (5.2.9), tenemos 

que, 

(5.2.15) : .  

Tenemos una  forma  alternativa  para  escribir nuestra  cerradura (v.ec.  4.3.15) a través de 
la f.d. de correlaciones G(3) ,  la  cual  está relacionada con la f.d. de correlaciones triples 
S(", como  sigue, 

Sustituyendo (5.2.13) en (5.2.16) y comparando con (5.2.16) podemos  identificar el valor 
de GLi) en el estado  de  equilibrio,  i.e., 

(52.17) 

de  donde podemos deducir que las correlaciones sólo  son de tipo configuracional. 
Ahora veamos lo que se puede decir acerca de la funcional de entropía en  el estado cle 

equilibrio que  de acuerdo con la  ec.  (3.2.20)  está  dada  por, 

Esta expresión coincide con la funcional de entropía  utilizada  por D.C. Wallace  para Im 
gas denso  en el estado  de equilibrio y que é1 mismo ha comparado  satisfactoriamente con 
resultados experiment ales para algunos metales líquidos[7]. 

Hasta  aquí  no  hemos  obtenido el multiplicador de Lagrange 7,"P en  el estado de equili- 
brio. Para ello, es necesario  buscar la información que nos falta a través de  alguna concticibn 
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adicional, y como  sabemos que las funciones de distribución satisfacen  las ecuaciones de 
l a  jerarquía BBGKY, entonces las ff.d.  deberán  satisfacer  las  correspondientes ecuaciones 
cinéticas en  el  estado  de  equilibrio. Este análisis y las consecuencias del mismo  se  detallarán 
en la próxima  sección. 

5.3 Ecuaciones  cinéticas en el equilibrio para el FME-I 
* I  

En  esta sección queremos mostrar  la información  adicional que nos proporcionan  las 
ecuaciones cinéticas en  el equilibrio. En  general, dado que Ias funciones de distribución 
ya  no  dependen del tiempo,  se anullan los términos que incluyen la acción  de  la derivada 
temporal &, en  las  ecuaciones (3.2.2) y (3.2.8) obteniendo que, 

ilhora  bien,  tomando en cuenta la forma  explícita  para  esta fuerza  promedio  podemos ver 
que por razones de  simetría es igual a cero 

y por lo tanto la  divergencia  en ímpetu se anula en  el lado derecho (LP) de la ec.  (5.3.1). 
En el lado izquierdo (LI), la función de  distribución  de  una partícula no tiene dependencia 
en  posici6n y por lo tanto , 

vt-, . f(l)(IPl) = 0. (5.3.3) 

Esto significa que en este  límite  ambos términos  de la ecuación se eliminan  idénticamente. 

Veamos ahora la información  adicional que  nos  puede proporcionar la segunda 
ecuaci6n de la  jerarquía cuando el sistema  está en el equilibrio 

. .  
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Sustituyendo  en la ecuación  (5.3.4), los valores de las  fuerzas  promedio en el equilibrio, i.e. 
Vrku$) y Kt: (dadas  por las ecs. (4.2.11))  (4.2.12) y (4.2.14)),  escritos como 

(5.3.5) 

Y 

(con k,.j=1,2) respectivamente,  obtenemos  que, 

(5.3.7) 

+ v,, * { 
Cada  uno de los términos del LD de  la ec. (5.3.7) representa la  divergenciaen  impetu de la 
fuerza  efectiva  sobre  la  k-ésima partícula, con k = 1 y 2. Podemos denotar a dicha  fuerza 
efectiva como VrlWeg ( X I ,  x2) (v.ec.  (4.2.10)))  para k = 1 tenemos  que, 

. ,  

( 2 )  

(5.3.5) 
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la  ec,  (5.3.8)  representa  la interacción directa entre  el  par de partículas  más la interacción 
promedio con terceras  partículas, y para k = 2 se  tiene  una expresión  análoga,i.e., 

(5.3.9) 
En  las  ecs.  (5.3.8) y (5.3.9)  aparece  el cociente f! ;)(Xl,XZ,X3) 

fd;'(xl m )  
, en  el cual  hace  falta 

incluir  nuestra  cerradura  en  el  equilibrio, a saber, 

y la f.d. de dos partículas en el  estado de equilibrio que satisface, 

Entonces el cociente que aparece  en  las fue:za%- yomedio se escribe  como 

(5.3.10) 
. I  

(5.3.11) 

(5.3.12) 

Sustituyendo (5.3.12) en (5.3.7) obtenemos que, 

Aquí vale la pena  notar que  en la ec.  (5.3.13)  las integraciones dp3 solamente afectan a la 
función de  distribución f")( Ip3I), quien  se reduce a la densidad de  número = r l eq  = 

J f ( l ) d p 3  y entonces la ec. (5.3.11) se reduce a, 
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Los factores que aparece  entre  paréntesis cuadrados en la ec.  (5.3.14), son la reescritura 
de las fuerzas efectivas Vr, W$) y Vr, W,$) que además  satisfacen la condición, 

Vr,W!;) = -V r 2  W(2) eq . (5.3.15) 

La ec.  (5.3.14) puede simplificarse si tomamos en cuenta que los términos que involu- 
cran al potencial de interacción Vrk4kl sólo dependen de  las  posiciones  por  lo tanto el 
gradiente  en ímpetu  actúa sobre la f.d. de  dos partículas.  Además, las derivadas respecto 
al ímpetu  sobre la función de distribución  de dos partículas quedan de la siguiente  forma 

donde 

sustituyendo este resultado en la ecuación (5.3.16): finalmente se obtiene que: 

(5.3.18) 

Combinando  las ecs.  (5.3.14),  (5.3.15) y (5.3.18) la ecuación  correspondiente a la f.d. de 
dos partículas en el equilibrio  tiene la forma siguiente: . .  

. . ,  
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comparando término a término  a  ambos lados  de la  ecuación, se  puede observar que la 
función de correlaciones  binarias en el  equilibrio  debe satisfacer la ecuación, 

(5.3.22) . *  
La ec.  (5.3.22) concuerda con la  teoría de equilibrio para líquidos [lo]. E l  resultado 
mostrado en la  ec.  (5.3.22),  para  la f.d. de correlaciones en el equilibrio, es consistente con 
Chandler [ll] quien afirma que el gradiente en  posiciones  de la función - - k ~ T ~ q  h g e q  ( Ir2 - (2) 

rl I )  representa  la fuerza  efectiva  entre un par de partículas y debe  incluir al  efecto promedio 
del total de partículas que rodea  al  par 1 y 2. 

( 2 )  Sustituyendo la  ec.  (5.2.12) en V,, lngeg ( I r 2  - rl I )  obtenemos que 
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Combinando  las expresiones (5.3.23) y (5.3.22) se identifica al multiplicador de Lagrange 
como sigue, 

(5.3.24) 

Usando  (5.3.24)  puede verse que las funciones de distribución  de correlaciones quedan: 
para dos partículas 

para  tres  partículas 

(5.3.25) 

Un  caso particular es el caso homogéneo en el cual  la  segunda  contribución del poten- 
cial efectivo es cero, para el cual el multiplicador es 

(5.3.27) 

La ec. (5.3.27)  implica, según las ecs. (5.3.25) y (5.3.26)  que  las ff.d. de correlaciones 
quedarían como: 

para dos  par',íc.ulns 

(5.3.28) 

donde el índice "horn" representa  al caso homogéneo, 
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y para  tres  partículas 

(5.3.29) 
Podemos terminar  estas  últimas dos secciones con las expresiones  correspondientes 

para las ff.d. de una y dos partículas  en el equilibrio  que  son: 
para  una  partícula 

para dos partículas 

(5.3.30) 

Por otra  parte,  resulta  interesante regresar  a  la forma de la  funcional  de  entropía del 
equilibrio,  ec. (5.2.17), y sustituir en ella  las f€.d. de  una y dos partículas  (ecs. 5.3.30 y 
5.3.31). Después de hacer el álgebra  podemos  identificar la relación termodinámica usual 
entre  la  funcional  de  entropía  total,  la  energía  interna  total y la energía  libre total,  i.e., . .  

donde E"Q es la  energía  interna  total 

y Aeq es la  energía  libre del sistema y que  en el FME-I está  dada  por, 
I I  

(5.3.32) 

(5.3.33) 
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d X 2 } .  

(5.3.34) 
Las  ecuaciones (5.3.25),  (5.3.30) y (5.3.31)  muestran que la predicción de nuestra'teoría, 
con el FME-I, es ahora  más  completa porque conocemos la forma  general de las funciones 
de distribución que  rigen el  comportamiento  de un gas denso monatómico inhomogéneo 
cuando se encuentra  en el estado de equilibrio. 

5.4 Límites.de1 equilibrio para el FME-11. 

Para nuestro segundo esquema de maximización (FME-11)  la  estructura maxwelliana 
de la función  de distribución de una  partícula  también  debe  compararse con la f.d. de la 
ecuación (3.3.7), es decir se debe  satisfacer la siguiente  igualdad 

2 m  
(5.4.1) 

Comparando la exponencial  del segundo  renglón  de la ec.  (5.4.1) con la exponencii del 
cuarto renglón  de la  misma  ecuación, vemos  que se debe  satisfacer la siguiente igualdad 

(5.4.2) 

lo cual nos indica que podemos tomar q"q(x) = O y la dependencia en el  ímpetu  está 
tomada en cuenta en el segundo  sumando del lado izquierdo  de la ec. (5.4.2); Peq(r) 
resulta ser el inverso del producto de la temperatura  por  la  constante de Boltzmann k g .  
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De manera  parecida  al  esquema del FME-I en el  estado de equilibrio, la función 
( Z ? - i ) ~ ~ ~ - ~ ~  es la función de partición del equilibrio correspondiente  a un ensamble de 
N- i  partículas. Está relacionada con la  integral  configuracional del sistema, Q N P i  FME-11 [212, 
a través de 

(5.4.3) 

Los términos  que  falta  comparar en el segundo y tercer renglón  de la  ec.  (5.4.1) 
satisfacen la siguiente relación 

"( 
m 2nrnlc~T~q 

Como en  el lado  izquierdo de la ec.  (5.4.4)  están los factores de normalización de la f.d. 
maxwelliana  entonces la  ec.  (5.4.4) es igual a una  constante. 
Si ahora  sustituimos  la  ec.  (5.4.3) con i = 1,2 y 3 en la ecuación  (5.4.4) que  contiene a las 
funciones de partición, se obtiene  directamente  (ver  Apéndice  5A)  que, 

Esto nos permite  concluir que los potenciales  químicos, p$-'(xi)  están definidos por 

' A partir de esta expresión y a lo largo de ésta sección  4 evitaremos poner el 
subindice FME-I1 pero  estaremos  hablando de las  cantidades  correspondientes  a este se- 
gundo esquema. 
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donde además se corrobora que la función ,B4 es en  el equilibrio /3+ = m, el  inverso  del 
factor de Boltzmann. En este segundo esquema de maximización los potenciales  químicos 
son función de la siguiente combinación  lineal de multiplicadores  indeterminados de La- 
grange 

donde 
i 1 

(5.4.7) 

(5.4.8) 

En general el  potencial químico  asociado a un ensamble de N-Z debe  ser  independiente 
de la  partícula de prueba, es decir, de acuerdo  con la ec.  (5.4.4)  debe ser constante, y se 
expresa como 

(5.4.9) 

Veamos que les sucede en este mismo límite a las otras funciones de distribución 
relevantes para el gas denso descrito con  el formalismo de ME-11, a saber, a la f.d. de 
correlaciones g(')(x1? x2, t )  (o probabilidad  condicional) que  en el estado de equilibrio solo 
puede ser función de las variables de posición de las  partículas.  Sustituyendo la función de 
partición de la  ec.  (5.4.3) con i = O, 1 y 2 en la  ec.  (3.3.9)  para  la f.d. de correlaciones y 

haciendo uso  de la relación entre los potenciales  químicos y las  integrales  configuracionales 
ec.  (5.4.9) entonces la f.d. de correlaciones se expresa como 

(5.4.10) 

Por otra  parte, de acuerdo con la expresión para  la función de distribución  de correlaciones 
triples ec.  (4.3.13) al sustituir  la función de partición,  ec.  (5.4.3) con i = O ,  1 , 2  y 3,'y si 
utilizamos la reiáción (5.4.9), obtenemos el límite en el equilibrio de g ( 3 ) ,  es decir, 
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De manera  semejante  a  la sección 5.2,  tenemos que la función G$) definida  como sigue 

y que aparece en la forma  alternativa de expresar  nuestra  cerradura  ec. (4.3.16), en  el 
equilibrio es 

(5.4.12) 

en ambas  expresiones (5.4.11) y (5.4.12) sólo existen correlaciones triples configuracionales. 

Debido  a  que  no  hemos  encontrado el valor para  la función de Lagrange $ ; j  en el 
equilibrio entonces es conveniente  analizar, de manera  análoga  al análisis para el FME- 
I, si las  ecuaciones cinéticas en el equilibrio nos proporcionan  información  adicional a la 
presentada en esta  sección. 

5.5 Ecuaciones  cinéticas en  el equilibrio para el FME-I1 

En  esta sección  queremos  encontrar la información  adicional que nos  proporcionan las 
ecuaciones cinéticas en el equilibrio. Como las funciones de distribución  ya  no  dependen del 
tiempo las ecuaciones de la  jerarquía BBGKY carecen  de  todos los términos  que  incluyen la  

acción de la derivada temporal & en las  ecuaciones  cinéticas (4.2.7) y (4.2.13). El análisis 
de la ecuación para  la  primera f.d. de partículas es equivalente al hallado en el FME-I 
y que  se mostró en la sección anterior, de manera  que se elimina  idénticamente  toda la 
ecuación (5.3.1). 

Sin  embargo, la segunda  ecuación de la  jerarquía sí nos da  una información adicional 
porque  a partir de su forma más general,  ec. (4.2.13), tenemos que 
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Usando la  ec. (5.5.1) se  puede llegar a una  expresión  simplificada al  incluir: 
* los  valores de las  fuerzas  promedio en  el equilibrio, ecs. (5.3.5) y (5.3.6), 
* nuestra  cerradura en  el equilibrio 

* y a la f.d. de una  partícula  la  maxwelliana, 

Utilizando  las  condiciones especificadas en (5.5.2) y al  hacer  algunos  pasos algebraicos 
similares a los explicitados  en la sección 5.3 (ver ecuaciones 5.3.5 a 5.3.14), llegamos a una 
reescritura de la segunda  ecuación de la  jerarquía en el estado de equilibrio, a saber, 

En el LD de la ecuación (5.5.3) los gradientes en  los impetus sólo afectan a la f.d. de dos 

partículas, es decir, 

El gradiente de la f.d. de  dos partículas en la  ec. (5.5.4) satisface  que, 
. I  

(5.5.5) 

. En el LI de la ec. (5.5.3) los gradientes de la f.d. de  dos partículas  quedan como en la ec. 
(5.3.20), i.e., 



82 5.5 Ecuaciones  cinéticas en e l  equilibrio  para  el FME-11 

De la ecuación  (5.5.7) podemos  observar que la función de distribución  de correlaciones o 
probabilidad  condicional  satisface 

. I  

= v,, W : : ) ( J ~ Z  _y - I .  r2 1 )  (5.5.8) 

(donde la fuerza  promedio W(2)(x1, x2)  está definida en el capítulo  anterior ec. 4.2.10); La 
ec. (5.5.5) es consistente con la  teoría de equilibrio para líquidos [10,11] y tiene implica- 
ciones sobre el  multiplicador  indeterminado de Lagrange $12 para  este FME-11. En  efecto, 
significa que  su  valor  en el equilibrio debe estar asoci.ado a, esta  ecuación. Sustituyendo 
g$) de la  ec.  (5.4.9) en Vr, In g,,  (Ir2 - rl I) obtenemos  que (2)  

1 
kBT"q 

Vr, lngk;)(/rz - r I I>  = -~ v r l $ e q ( r l l r ~ / )  - Vrldeq(rl,  r2))  (5.5.9) 

Combinando  las  expresiones (5.5.8) y (5.5.9) se identifica  al  multiplicador de Lagrange 
como sigue, 

Para ser consistentes con la descripción completa, de l a  que hemos  hablado  anterior- 
mente [12], es necesario que las  funciones de distribución  para  una y dos partículas  también 
satisfagan  las  ecuaciones  cinéticas  correspondientes al estado de equilibrio.  Dado que las 
ecuaciones cinéticas ya han sido mostradas  previamente y su obtención  está  libre de apro- 
ximaciones o particularizaciones del sistema en cuestión, su  validéz debe ser extensiva al 
caso  más  general de un gas denso inhomogéneo. 
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Sustituyendo la ec. (5.5.10) en las ecs.  (5.4.10) y (5.4.11)  obtenemos que las funciones 
de distribución de correlación en este esquema son: 

para dos partículas 

y para  tres  partículas 

(5.5.11) 

En el caso  especial de  un sistema homogéneo tenemos que la función de Lagrange $)"Q 

se anula y de acuardo con la  ec.  (5.5.9),  la contribución a la función de correlaciones está 
dada  solamente  por el  potencial  intermolecular y el  cociente de integrales  configuracionales. 
Entonces  la f.d. de correlaciones de  dos partículas es 

y el de tres  partículas es 

(5.5.14) 
el  subíndice "horn" significa homogéneo. Pero  la forma más general  corresponde 'a las 
expresiones dadas en las  ecuaciones (5.5.10) y (5.5.11),  la  f.d de correlaciones G(3) en el 
caso homogéneo e inhomogéneo está  dada  por  la  ec.  (5.4.12). 

Terminaremos  las  secciones 5.4 y 5.5 enunciando  las  expresiones para  las ff.d. de una y 

dos partículas del FME-11, en el  equilibrio, que son: para  la f.d. de  una  partícula 

(5.5.15) 
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para dos partículas 

Si quisieramos ver las  consecuencias de la identificación de las ff.d. en el estado de 
equilibrio a  través de la funcional de entropía  correspondiente al FME-11, ec. (3.3.12)) 
necesitamos sustituir las ff.d. del equilibrio fe(:) y gki' (ecs. 5.4. y .5.4.), llegamos a 
la expresión termodinámica que relaciona a la  energía  interna  total y a la funcional de 
entropía S e Q  = - - - 
energía  libre del sistema y que en el FME-I1 corresponde a 

. .  

Eeq 
T e q   A e q  T e q  1 Eeq es la energía interna  total  dada en (5.3.27) y Aeq es la 

Hasta aquí  podemos decir que la predicción de nuestra  teoría, FME-I ,  es ahora más 
completa  porque  conocemos  la  forma  general de las funciones de distribución que  rigen 
el comportamiento de un gas  denso  monatómico  inhomogéneo  cuando se encuentra en  el 
estado de equilibrio,  asimismo se tiene la funcional de entropía correspondiente al  FME-I1 
en  el estado  de equilibrio. Es conveniente  hacer notar que para conocer la descripción 
completa  aim en el estado de equilibrio se necesita de las ff.d. y de las ecuaciones  cinéticas 
que cumplen en este  estado,  al  estilo de Lewis [lo]. . .  

5.6 Conclusiones. 

' Podemos  concluir  este  capítulo  afirmando que  el primer  paso en la solución de las 
ecuaciones cinéticas  ha sido dado y se refiere a conocer las funciones de distribución que  de- 
scriben al gas denso  cuando está en  el equilibrio. Se ha mostrado el conjunto de ecuaciones 
clue satisfacen las ff.d., como un análisis completo  para el Formalismo de Maximización de 
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la  Entropía en el que las  restricciones  impuestas son las ff.d. de una y dos partículas  para 
el cual el multiplicador y asociado a las  correlaciones  debe  ser  reconocido  completamente 
a partir de la  situación  más general del gas denso  inhomogéneo. 

En el Formalismo  de  Maximización de Entropía 11, que adicionalmente  incluye  a las 
restricciones del FME-I,  a la energía total  local del sistema, se mostró de manera similar 
como  aún las ff.d. del estado de equilibrio  deben de satisfacer  las  ecuaciones de la  jerarquía 
expresadas ahora en este mismo límite.  De  este  último  punto  observamos que  en la combi- 
nación  de multiplicadores para las  correlaciones ( 5 . 5 . 5 ) ,  la contribución homogénea queda 
contenida  completamente en la combinación donde aparece  el  potencial de interacción  real 
4, y el resto de la expresión resulta de una  interacción  effectiva con terceras  partículas que 
estén  rodeando al  par de partículas  fijas, y es la contribución  debida a inhomogeneidades 
en el gas denso. 

De esta  manera hemos completado la descripción del gas denso monatómico  para dos 
niveles de descripción  diferentes uno  de ellos es el que  hemos denominado como el FME-I,  
y en el que tienen  como  restricciones a la normalización de la f.d. de las N partículas que 
pertenecen  al sistema, además de las funciones  de distribución de una y dos partículas. 
Una segunda descripción en  que nos hemos interesado es una descripción híbrida, el FME- 
11, en el que además de las  restricciones  anteriores  se impone adicionalmente a la energía 
total  local del gas denso  en cuestión. Cabe  hacer  notar que esta  última es una  variable 
hidrodinámica a diferencia de las ff.d. que  son mesoscópicas.  Ambas  descripciones son 
completas en el sentido  en que  Lewis lo define y  que hemos definido, en el capítulo  2. 
A continuación nos interesa  mostrar que  sucede en un nivel de descripción totalmente 
hidrodinámico. 
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CAPITULO 6 
El  Formalismo de Maximización de la 

Entropía 111: Descripción hidrodinámica. . 

Resumen. Presentamos  el  estudio de  un gas denso a un  nivel de descripción 
hidrodinámico. Partimos  de  la funcional de entropía del régimen mesoscópico (FME-I) 
y le imponemos el formalismo  variacional con restricciones  macroscópicas.  Exponemos 
la descripción completa del sistema a través de las  funciones de distribución,  las  ecua- 
ciones de  evolución y sus  valores  en el límite del equilibrio. 

6.1 Introducción. 

En capítulos  anteriores hemos  hecho  uso del Formalismo de Maximización de la  Entropía 
para  encontrar  funcionales de entropía bajo dos conjuntos  diferentes de restricciones,  obte- 
niendo el FME-I y el FME-11,  respectivamente.  Para el primero FME-I [l] la descripción 
fué  en términos de las funciones de distribución (f.d.) de una y dos partículas, mientras que 
en el FME-11, se estableció  una  descripción  híbrida, pues mezclamos a las dos  ff.d.  con la 
densidad  de energía  interna del sistema. En  la definición de la densidad  de energía  aparece 
un promedio sobre  las ff.d. de una y dos partículas  (v.ec. 4.3.7), por ello la energía interna 
solo depende  de la posición y del tiempo.  Pero  ahora queremos presentar un esquema en 
otro nivel de descripción, en  un nivel hidrodinámico. Para ello escogemos  como conjunto 
de restricciones a las  variables  locales conservadas y a las  fluctuaciones de la densidad; la 
funcional de entropía a maximizar es la funcional  obtenida en el FME-I.   En  la siguiente 
sección mostraremos el Formalismo de Maximización y en la  tercera sección  presentare- 
mos las ecuaciones de  evolución correspondientes  a este esquema que  son las  ecuaciones de 
balance. La  cuarta sección está dedicada al análisis del sistema en el estado de equilibrio. 
Por último  incluiremos una sección para  la discusión  de los resultados  obtenidos. 

87 
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6.2 El Formalismo de Maximización de la Entropía I11 

En  esta sección plantearer,los con detalle la aplicación del  proceso  variacional  sobre 
la  funcional de  entropía del FME-I, para lo cual recordemos a la expresión para dicha 
funcional 

donde se incluye a h, la  constante  de  Planck,  por razones de dimensionalidad. El último 
término es una  contribución de  exceso que  como veremos a continuación no  juega  un papel 
relevante en el proceso de  maximización. La expresión  explícita  y  el significado de  la 
contribución de exceso ya ha sido  discutida  anteriormente (1oc.cit.ec. (3.2.21)). 

Partiendo de la diferencia de funciones 

S[f'l', f '2 ']  - S"""(t) = " k B J  f(l)(xl,t)lnh3f(l)(Xl,  t)dxl- 

(6.2.2) 

e  introduciendo  las  restricciones  siguientes, 

o la  densidad de masa p( rl , t ) ,  expresada  como 

donde Irl2 I = rl - r2, es la separación entre el par de partículas. 
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o y las  fluctuaciones de la densidad cyp( rl , t )  = A(r1, t )  + 1,  con la función A(rl ,  t )  definida 
a través de la expresión 

construimos la funcional a maximizar. En (6.2.6) g g )  es el valor asintótico de la f.d. de 
correlaciones cuando las  partículas  en  cuestion  están  separadas  una  distancia  mayor  que 
la del alcance del potencial,  y que  puede  ser diferente a la unidad (como ya lo hemos visto 
en el caso del FME-I) (loc.cit.ec.(5.2.13)). 

De esta  manera,  en  este  tercer  esquema, la funcional a maximizar,  denotada como Z, 

(6.2.7) 

donde la funcional Z depende de la función de distribución de una y dos partículas, y ahora 
las funciones al(rl,t), q(r1 , t ) ,  a 3 ( r l , t )  y a4(rl , t)  son los multiplicadores de Lagrange 
correspondientes a las  restricciones  sobre la densidad de masa,  ímpetu,  energíalinterna y 

fluctuaciones de la densidad,  respectivamente.  Sobre esta funcional  procedemos a hacer 
. dos variaciones, una de f ( l )  a f ( l )  +Sf(') y otra de gt2) a g ( 2 )  + ~ 5 g ( ~ ) .  Tales variaciones nos 

conducen a = %6f(') y a 42)Z = $&6g(2) respectivamente, donde el subíndice 
denota la f.d. sobre la que  se ha hecho la variación. Ahora,  ambas variaciones deben 
ser igualadas a cero, y a través de estas igualdades  reconoceremos a las funciones de 
distribución f ( l )  y g(2) que maximizen a la funcional Z. La variación con respecto  a g(') 

nos conduce a la expresión, (ver Apéndice 6A) 

S f  

. 
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(6.2.8) 

en donde es claro  que la contribución de exceso  que  aparecía  en la funcional original no es 

relevante para  la variación en este nivel de descripción  ya  que no aparece  en la  ec.  (6.2.8). 

Es conveniente hacer un  cambio  de las variables de posición  individuales de las 
partículas a las variables de  centro  de  masa r = y a la coordenada  relativa S = r2 -rl . 
De tal  manera que a partir de la  ec.  (6.2.8)  obtenemos  la f.d. de correlaciones,  como ‘ 

donde hemos escrito a la función de distribución de correlacicnes en términos de la función 
de cavidad Y(r, t )  = exp ( -a5 (r, t ) )  y hemos identificado al multiplicador de Lagrange 

(6.2.10) 

como el multiplicador  asociado  a las fluctuaciones de la densidad. Este multiplicador 
inclusive,  corresponde al  límite  asintótico de la f.d. de correlaciones, es decir 

. Hasta aquí podemos  observar que  en este esquema sólo están presentes  las correlaciones 
en posiciones  porque ni el potencial de interacción, ni las funciones  de Lagrange, que 
aparecen en la f.d. de correlaciones (a3 y a s )  tienen  dependencia  en  velocidades. La  f.d de 
correlaciones debe ser simétrica  bajo el intercambio de partículas en x1 y en x2 y es ésta  la 
condición  que  también deberá cumplirse  cuando se expresa a través de los multiplicadores 
de L agrange . 
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Pasemos ahora a la variación de la funcional Z con respecto a la f.d. de una  partícula 
f ( l )  (Apéndice 6B) 

(6.2.12) 
La ecuación (6.2.12), se resuelve sustituyendo  en ella a la f.d. de correlaciones,  escrita 

en la ec.(6.2.9). Haciendo el  álgebra  encontramos que la f.d. de una  partícula  está dada 
en  función de los multiplicadores,  por la siguiente expresión (v. Apéndice 6B) 

(6.2.13) 
En  la ec. (6.2.13), a1(r, t )  es la función de Lagrange afín a la restricción de la densidad de 
masa; a2(r, t )  está  relacionada con la restricción  sobre  la  densidad de ímpetu y al  sustituir 
f ( l )  en su definición, ec. (6.2.4), vemos que a2 = O. La  naturaleza del resto de 103 mul- 
tiplicadores que aparecen en la función de distribución, ha sido comentada  anteriormente. 
Pero es conveniente hacer  notar que dado que a3(r, t )  es el multiplicador referente a la 

~ energía interna,  entonces  esto nos permite suponer que sea  una  función de la  temperatura 
e inclusive que sea proporcional al inverso de la  temperatura del sistema.  Con  las ff.d.  de 
una partícula y de correlaciones de  dos partículas  podemos ver que  información nos pro- 
porcionan  las  restricciones  impuestas  simplemente  por  sustitución. Es  decir, sustituimos  a 
las funciones (6.2.9) y (6.2.13), que  maximizan a la funcional de entropía, en cada  una de 
las restricciones ecs. (6.2.3-6.2.6) y obtenemos (ver Apéndice 6C) los siguientes resultados: 
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Para  la densidad de masa p( r ,  t ) ,  

- p(r, t )  - - ( 2IrrnlcB )3'2 [exp(-, - 
m (33(r, t ) h 2  a 1 ( r 7 t ) m ) 1  kB x (6.2.14) 

x [exp (1 m 1 p(s' + r ,  t )  [S(Z)(.r, S', t )  - g g )  (In g g )  + l)] ds')] , 

en la ecuación  (6.2..14) 2 9  = n(r, t )  es la densidad de número  de partículas. Es impor- 
tante  señalar que la segunda  exponencial,  en  (6.2.14),  muestra  la  dependencia  explícita de 
la densidad  de masa con respecto  al promedio  de la f.d.  de correlaciones  por pares. 

Por otra  parte, podemos  reescribir a la densidad  de  energía interna de la siguiente 
forma 

que nos recuerda la forma  estándar  para  expresada  [2], 

3 
2 

E(r, t )  = -n(r,  t)kgT(r, t )  + g5( 1s'1)n(r7 t)n(s' + r,   t)g(2)(r,  S', t)ds',  (6.2.16) 

el primer  sumando  representa a la energía cinética y el  segundo toma en cuenta  la in- 
teracción  potencial  entre  las  partículas que forman al  sistema..  Comprando  (6.2.15) y 
(6.2.16) nos permite  identificar al multiplicador de Lagrange a3(r , t )  como 

(6.2.17) 

es decir que  coincide con  el inverso de la  temperatura  local definida a través de la densidad 
de energía  interna del sistema. 

Continuando  con la identificación de  los multiplicadores de Lagrange, podemos susti- 
tuir la f.d. de una  partícula  ec.  (6.2.13) y la  f.d. de correlaciones ec.  (6.2.9), en la expresión 
para  las  fluctuaciones de la densidad ec.(6.2.6) (ver Apéndice 6C) , con lo cual  obtenemos, 

(6.2.18) 

Si en la  ec.  (6.2.18)  sustituimos  la función de Lagrange a3 (ec.  6.2.17)  obtenemos  la 
siguiente expresión, 

a,(r , t )  - 1 = / n ( s '  + r , t )gc)  [exp [ - # W I )  ] - 11 ds', 
kBT(r, t )  

(6.2.19) 
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De  acuerdo con la  ecuación (6.2.19),  g ,  (2)  puede expresase en términos  de las fluctua- 
ciones  de la densidad o a través del multiplicador a5 (ver  ec. (6.2.11)) como se muestra a 

continuación 

(6.2.20) 

= exp (-a5(r, t ) )  

Con la identificación del valor para  las multiplicadores de Lagrange ( ~ 2 ,  a3 y a5 podemos 
reescribir a la densidad de masa como 

De la  ec. (6.2.21) vemos  que el valor del multiplicador al queda implícito en la ecuación 
anterior, donde además  las ff.d. dadas  por  las  ecs. (6.2.9) y (6.2.13) se escriben como 
sigue: 

r -  
l.., I .  

f ( l )  = n(r,  t )  ( 2 ~ m k ~ T ( r ,  t ) )  -3/2 exp - { [Pl - mu(r, t)12 } 2 m k ~ T (  r ,  t )  
(6.2.22) 

para  la función  de distribución de una  partícula y la f.d. de  dorrelaciones  de  dos partículas 
es 

(6.2.23) 

Aunque  hemos sustituido  las ff.d. en las  restricciones  impuestas en el  FME-111,  aún nos 
falta  escribir a la funcional de entropía  maximizada que corresponde al FME-111. Esta 
nueva funcional de entropía  maximizada que se obtiene  al  sustituir  directamente a las 
ecuaciones (6.2.22) y (6.2.23) en la expresión (6.2.1) resultando  que, . ,  

(6.2.24) 

en la  ec. (6.2.24) hemos tomado  en  cuenta  a densidad  de energía  interna  dada  por (6.2.17) 
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Estas  últimas expresiones nos permiten  tener  gran  parte  de la descripción  completa 
para un gas  denso  en el  FME-111, en términos de las variables conservadas. Lo que faltaría 
es tener  la evolución del sistema  para  el FME-111, tema que se abordará en la siguiente 
sección. 

Lo anterior nos permite  decir que tenemos una deseripcih a nivel hidrodinámica del sis- 

tema.  Más  aún el último  término  involucra a las  fluctuaciones de la densidad ap(r , t )  a 

través de g ,  ( 2 )  y nos garantiza  el  comportamiento  correcto de la funcional de entropía, pues 

es un factor de peso del término  proporcional al cuadrado del número de partículas, y esto 

quedará  más claro en el límite del equilibrio. 

La f.d. de una  partícula se ha simplificado  respecto a su dependencia en impetus y la f.d. de 

correlaciones no  depende de los impetus, a diferencia de la f.d. de correlaciones en el FME- 

I. Sin  embargo en este  FME-111, la f.d. de correlaciones tiene  una  dependencia explícita en 

las fluctuaciones de la densidad  (v.ecs. (6.2.23) y (6.2.20)). Además  sabemos que deben 

ser solución de las ecuaciones  cinéticas  que  describen la dinámica  fuera de equilibrio del 

sistema. I 

6.3 Ecuaciones de Balance  para el FME-I11 

Recordemos  que  nuestra  descripción ha quedado a un nivel en el que las funciones de 

distribución  están  escritas en  términos de la densidad de masa,  ímpetu,  energía e incluso 

con las fluctuaeioiles de la densidad, como las variables relevantes. Por ello la evolución 

del sistema  está  determinada  por  la evolución de dichas variables hidrodinámicas. 

* .  

Las  ecuaciones de evolución  correspondientes son las  ecuaciones  de balance  para  la 

densidad de masa,  ímpetu y energía, a saber: 

para  la densidad de masa 
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a 
--p(r, t )  + V, . p ( r ,  t)u(r, t )  = O, 
at 

donde u(r, t )  representa a la velocidad hidrodinámica  usual. 

Para la densidad  de  ímpetu  tenemos 

a 
--p(r,t)u(r,t) + 7, - [P(r,t) + p(r,t)u(r,t)u(r,t)l = O ,  at 

donde hemos incluido  al  tensor  de presiones P(r,  t ) ,  definido como, 

(6.3.1) 

(6.3.2) 

Si sustituimos  las funciones de  distribución  (6.2.22) y (6.2.23)  en la ecuación  anterior 

podernos expresar  al  tensor  de presiones para el FME-I11 como, 

(6.3.4) 

' . i  

En la  ecuación (6.3.4) representa al t'ensor unidad.  Cabe  señalar que ksta  expresión para 

el tensor de presiones fui: obtenido  anteriormente  por  Kirkwood[3]. 

Definiendo a la presión  hidrodinámica  completa como un tercio de l a  traza del tensor  de 

presiones, i.e., 

1 
3 p = -Tr [PI, (6.3.5) 
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y sustituyendo (6.3.4) en (6.3.5)  obtenemos que la presión hidrostática en  el FME-I11 es, 

(6.3.6) 

Por  último  tenemos el balance  de la densidad de  energía interna 

en la ec.  (6.3.7)  aparece el flujo  de  calor  como Jq(r, t )  cuya definición usual está dada  en 

la  ec.  (4.3.10) 

Las ecuaciones (6.3.1), (6.3.2) y (6.3.7) representan un conjunto completo  de ecua- 
. *  x ,  d .  

ciones que describen al fluido  denso a nivel hidrodinámico. 

Si ahora nos preguntamos cuales son las  ecuaciones  correspondientes a los multipli- 

cadores de Lagrange,  las  hallamos  una vez  que  se sustituyen las funciones de distribución 

ecs. (6.2.22) y (6.2.23) en las ecuaciones de balance  (6.3.1),  (6.3.2),  (6.3.7) y además 

en la,s definiciones correspondientes a los flujos.  De la ecuación de conservación de masa 

obtenemos la siguiente  expresión, 

\ :  

De la ecuación  de  balance de ímpetu  tenemos que 



CAPITULO 6: El FME-111: Descripción hidrodinámica 

con el tensor de presiones que  satisface 
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(6.3.9) 

(6.3.10) 

Por dt imo de  la -ecuación de  balance para  densidad de energía interna se obtiene 
. .  

-kg”- 
2 + u(r,t). (V ,T(r , t ) ) )  = -Vr. [Jqk + Jf;] - : V,u(r, t )  

m 

6.4 Límites  del equilibrio para el FME-I11 

En  esta sección mostramos los valores de multiplicadores de Lagrange  en el equilibrio. 

En este  límite,  la  función de distribución de una  partícula es una función maxwelliaila, a 

saber, 

f$) = % ( 2 7 r m k ~ T ~ ~ )  -3 ’2  [exp -( m k B T e q  IPi l2 ) ]  7 (6.4.1) 

lo cual significa que el multiplicador asociado a  la  energía es el inverso de la temperatura 

en el equilibrio, CY:‘ = Te;’ y 5 puede reescribirse como la densidad de n6mero de 
eq 
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partículas neq. Como  hemos  hecho notar  anteriormente a2 = O = a2 eq , que  se  sigue 

cumpliendo en el estado de equilibrio. 

El siguiente paso es analizar la función de distribución  de  correlaciones por pares en 

el equilibrio,  cuya  expresión es la siguiente .. .. .. . ' I 

(6.4.2) 

En  ésta expresión g g )  está asociado  a las  fluctuaciones de la densidad y tiene que  ver  con 

la normalización de g( ' )  a través de la restricción en (6.2.6) y de la relación  (6.2.19) en el 

límite del equilibrio, es decir, 

(6.4.3) 

En el equilibrio  total el sistema es homogéneo, la densidad de número de partículas es 

independiente de la posición que implica de manera  inmediata  que, 

ay - 1 

neq J ([exp (--) - I])  ds" 
(6.4.4) 

Véase que  en  el denominador  podemos  reconocer de la  teoría de líquidos en equilibrio al 

segundo coeficiente del virial B2( Teq)[4], definido como 

que al  sustituirlo en la ecuación (6.4.4) da  lugar al resultado, 

(6.4.5) 

. <  

(6.4.6) 

Existe evidencia  indicando que para fluidos  densos lejos del punto crítico, cyp generalmente 

está en el intervalo de 0.02 - 0.04 [ 5 ] ,  de tal  manera que  en muy buena  aproximación se 

tiene que este  cociente es positivo y por la ecuación (6.4.6), que 

(6.4.7) 
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es el valor para el multiplicador a 5  en el equilibrio y para  un fluido denso homogéneo. 

Como  consecuencia,  también tenemos que la función de distribución  de correlaciones 

es ahora , . . .  . 

(6.4.8) 

Ahora  veamos  que sucede con la  densidad de masa del FME-I11 en el estado  de equi- 

librio. Para ello partimos de su forma  general ec. (6.2.14),  i.e., 

(6.4.9) 

Si ahora  tomamos en cuenta que  la  densidad  de masa es constante y que  el valor de  la  f.d. 

de correlaciones está  dado por  (6.4.2),  entonces nos queda  que, 

- P = n =  ( 2 n m k ~ T " ~  h2 ) e x p ( - l - T ) x  a1 eqm 3 / 2  

m 
(6.4.10) 

Sustituyendo  la ecuación (6.4.5) en la ecuación obtenemos  que, 

(6.4.11) 

De la ecuación anterior  podemos  despejar  al  multiplicador al que falta identificar en el 

equilibrio, a saber, 

27rrnk~T"~ "312 -l 

exp (1 + y) = (n( h2 ) ) exp (-9:) [n2B2(Teq) + N l n g E )  , I >  

" 

(6.4.12) 
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o de manera  alternativa 

6.4 Limites de l  equilibrio  para e l  FME-111 

Con las ecuaciones  (6.4.7) y (6.4.13) hemos  terminado  de  calcular los valores  de las 

funciones de Lagrange del Formalismo de Maximización de Entropía 111 en el  estado de 

equilibrio. 

Una  pregunta  adicional  que  podemos  hacernos es acerca de la expresión para  la fun- 

cional de entropía en el FME-111 en el estado de equilibrio. La cual se obtiene  sustituyendo 

las funciones de distribución ecs. (6.4.1) y (6.4.2) en la expresión  (6.2.1), a saber, 

S = T e 9  (/d.) - k B N h  [ ( 2 1 ~ m k ~ T " q  h2 )-"" (;)I+ 
* .  

(6.4.14) 

Si no  se hubiera  incluido la restricción  sobre  las  fluctuaciones de la densidad no aparecería 

el tercer  término de la  ec. (6.4.14), en  su lugar  tendríamos 

este  término  afectaría a las propiedades de la funcional de entropía en el equilibrio. 

De la termodinámica  sabemos  cual es la relación que debe  satisfacerse  entre  la fun- 

cional de entropía S, la energía total € = s edr y la energía  libre d, a saber 

. .~ ; '(6.4.15) 

Combinando  las ecs. (6.4.14) y (6.4.15) podemos reconocer a la energía  libre  asociado al 

formalismo FME-111, ésto es 
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que  puede escribirse  también  como, . 
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Es de  hacerse  notar que la contribución  de exceso, diferente a la del gas  ideal,  está 

relacionada con la interacción entre  las  partículas que conforman al sistema y es propor- 

cional a la normalización de la f.d. de correlaciones. Recordando la relación para dicha 

normalización dada  por  la  ec.  (6.4.6) vemos que depende de las  fluctuaciones  de la densi- 

dad y mientras  estemos describiendo al sistema  lejos de un  punto crítico la contribución 

ap es pequeña;  de  lo  contrario  las fluctuaciones de la densidad se verán  seriamente  incre- 

mentadas. 

Con está  última  anotación hemos culminado la descripción'  hidrodinámica en la 

que reducimos la información relevante al  sistema  hasta  tener  sólamente a las variables 

macroscópicas densidad de masa,  ímpetu, energía  interna y las  fluctuaciones de la densi- 

dad. Esta  dtima restricción juega el papel  de  normalización para l a  f.d. de correlaciones 

y es sumamente relevante en la descripción del gas  denso, pues nos conduce a una con- 

tribución nueva, ver el último  término de la ec.  (6.4.14). El hecho de que la normalización 

de la f.d.  de  correlaciones difiera de la unidad es un  resultado  consistente con las  anota- 

ciones de un trabajo de V. J. Menon y J. Lahiri [6], en donde ellos analizan las consecuencias 

respecto  al factor de estructura del  fluido denso. . .  
' 7 :  

6.5 Conclusiones 

Hemos descrito en este capítulo a un gas denso,  en un nivel  de descripción 

macroscópico en el que nuestras variables relevantes en la descripción son las variables 
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conservadas y las  fluctuaciones de l a  densidad. En el esquema del FME-I11 no hemos 

partido de la funcional de entropía de Gibbs en el proceso de maximización sino de la 

funcional que habíamos  obtenido en el Formalismo  de  Maximización  de la  Entropía I, pues 

como hemos  visto  anteriormente es realmente confiable para  la descripción del gas  denso. 

Sin  embargo habrá que hacer  notar que  en este nivel de descripción l as  correlaciones en 

ímpetu se han  perdido y las correlaciones en posición son las dominantes. En  este es- 

quema FME-111, también se deben  satisfacer  ecuaciones de evolución pero  ahora  para las 

variables macroscópicas, es decir las ecuaciones de balance  de  densidad de masa,  ímpetu 

y energía. En  cuanto a las fluctuaciones de la densidad éstas  aparecen de forma  explícita 
. .  

en las  funciones de distribución y en la funcional de entropía  maximizada. 

Los límites del equilibrio son  muy interesantes  porque  con ellos obtenemos los valores 

de todos los multiplicadores de Lagrange  invo6ícrádos en la descripción.  Otro  aspecto 
I 

relevmte es  que aunque las fluctuaciones de la  densidad son despreciables en el  caso de 

un gas  denso, y ello conduce a una  forma de la funcional  maximizada  (ec. 6.4.6), sabemos 

que esta  contribución se  vuelve  muy importante en el &S; del factor de estructura  estático 

que involucra  a la transformada de Laplace de la  misma  funcional, en concordancia con 

un trabajo  reciente de V.J. Menon e t  aZ[G]. 
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CAPITULO 7 
CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS 

Resumen. Este capítulo de la tesis  está destinado a un resumen  de los logros prin- 
cipales de este  trabajo de  Investigación Doctoral, asimismo se enunciarán  algunas 
perspectivas a desarrollar. 

El  objetivo de este  trabajo de investigación fue obtener  una descripción  completa de 
un gas denso fuera de equilibrio, que se modela  como un conjunto de N partículas que 
interactúan a través de  un potencial  intermolecular  suave,  simétrico  y aditivo por pares. 
Por descripción completa[l] debemos  entender la que  se obtiene  mediante las funciones 
de distribución ó funciones de estado  que  maximizan a la funcional de entropía,  bajo un 
conjunto de restricciones  apropiadas,  y  a las ecuaciones de evolución para dichas  funciones 
de estado. La manera de obtener  las  funciones de estado es a través de  un principio 
variacional: el Formalismo de Maximización de Entropía  (FME)[2]  y a lo largo de este 
manuscrito se han  mostrado  tres  conjuntos de restricciones  diferentes,  cada uno generando 
su respectiva descripción. 

La primera  descripción  fué  denotada  como el FME-I[3] y en ella se maximizó la fun- 
cional de Gibbs  bajo  las siguientes restricciones: la normalización de la función de  dis- 
tribución(f.d.) de las N partículas que conforman al sistema  y el conocimiento de las 
ff.d. de una  y dos partículas.  Como  consecuencia,  encontramos que las correlaciones en- 
tre  pares de partículas  dependen de  sus posiciones  y de  sus impetus. Estas correlaciones 
permiten definir a los potenciales  químicos  generalizados  y  una  interpretación posible de 
estas correlaciones está dada  por la llamada difusión en jaula  y en vórtice[4] que apare- 
cen invariablemente en los gases densos. De  hecho en  un gas  denso, un par de par'tículas 
que interactúa no se puede  considerar aislado ya que  se encuentra  rodeado de terceras 
partículas que las  rodean  formando  una jaula en  su entorno.  Depende del ímpetu del par 
de partículas el que  puedan  escapar de la  jaula y/o se favorezca  su  movimiento  libre. Las 
correlaciones dependientes de posiciones é impetus  juegan un papel muy importante, no 
sólo  en la  interacción  directa  entre  partículas, sino también  en la evolución del sistema. 
En el esquema del FME-I la evolución de las funciones de estado está  determinada por las 
dos primeras  ecuaciones  de la  jerarquía BBGKY. En la primera  ecuación de la  jerarquía, 

> ,  104 
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la correspondiente a la f.d. de  una partícula,  aparece  una fuerza  promedio  debido  a la 
interacción  directa  entre  pares de partículas; sin embargo  en la ecuación  cinética  para la 
f.d. de  dos partículas  aparece un potencial efectivo debido  a  que cada  par de partículas 
interactuantes se encuentra rodeado por  las  partículas  restantes y además  dicho  potencial 
depende de la f.d. de tres  partículas. La cerradura [5] de este  par de  ecuaciones se ob- 
tiene de manera  consistente con  el FME-I. Como el FME es un principio variacional, las 
ff.d. quedan escritas en términos de los multiplicadores  indeterminados de Lagrange, un 
multiplicador  por cada  restricción.  De  esta  manera, la solución de las  ecuaciones  cinéticas 
puede intercambiarse  por la solución de las ecuaciones de evolución para los multipli- 
cadores. Independientemente del camino que  se escoga, es  de utilidad  conocer los  valores 
de dichos multiplicadores en el  estado de equilibrio y tratar de ver la compatibilidad con 
los resultados  que se conocen de la  teoría de líquidos del equilibrio [6]. . a  

En cuanto a la funcional de entropía  maximizada del FME-I debemos  mencionar 
que concuerda  con una generalización  fuera de equilibrio de la  funcional de entropía  uti- 
lizada por  Wallace [7], para describir y comparar  con  resultados  experimentales de metales 
líquidos en estado de equilibrio. 

% 

L. 1 .  

Una  segunda  descripción  que  mostramos fué el FME-11, que se desarrolló principal- 
mente para  comparar con otras  teorías  cinéticas variacionales que  existen en la  literatura[8]. 
El conjunto de restricciones de esta descripción  híbrida  incluye  además de las del FME-I 
el conocer  a la densidad de energía interna y como resulZado  de esta nueva restricción  ob- 
tuvimos un multiplicador de Lagrange adicional. Los  potenciales  químicos  generalizados 
del FME-I1 contienen de manera  explícita  una generalización directa al potencial químico 
usual de la  teoría de líquidos (loc.cit.cap.3  ref.12)  más  una  contribución dependiente de los 
impetus. En cuanto a las ecuaciones de evolución  del FME-I1 debemos satisfacer, además 
de las dos primeras  ecuaciones de la  jerarquía BBGKY, también la ecuación de balance de 
energía interna;  la  cerradura de estas  ecuaciones  también  fué obtenida de manera consis- 
tente con el  FME-11. La  discusión del estado de equilibrio del FME-I1 se  dió en el  capítulo 
5.  

s .  

Se presentó  una  primera  comparación con las ff.d. de otras  teorías  cinéticas varia- 
cionales (KVT's por sus siglas en inglés [8 ] )  y  es conveniente  señalar que encontramos 
que  los  fluidos densos  que pueden describirse a través de las KVT's usuales,  tienen como 
característica común que el  potencial de interacción  intermolecular es  un potencial repul- 
sivo y aún  cuando  incluyan una  cola  atractiva en  su potencial,  ésto  no  generaliza sus ff.d.. 
También se  hizo una  comparación [5,9] de las cerraduras para las ecuaciones  cinéticas de 
teorías  cinéticas  variacionales[8] y de otras aproximaciones no variacionales[lO]. 
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El paso  a otro nivel de descripción  fué  mostrado  en el Formalismo de Maximización 
de Entropía III[11], en éI se maximiza a la funcional de entropía del FME-I  bajo las restric- 
ciones de densidad de masa,  ímpetu, energía interna y las  fluctuaciones de la densidad; en 
este  caso las funciones de estado’son  las variables conservadas. Se identifican  prácticamente 
todas las funciones de Lagrange y se mostró la descripción del FME-I11 en  el equilibrio. 
En  esta descripción es importante  mostrar  la relevancia que tienen las fluctuaciones de la 
densidad en un gas denso. Las correlaciones por  pares juegan un  papel  importante, y aun 
cuando en el FME-I11 ya  no dependen de los impetus,  la densidad  de masa puede expre- 
sarse como función de las correlaciones de una  forma  no  trivial.  Respecto  a  la funcional 
de entropía del FME-111,  ésta  presenta  una  estructura similar a una generalización del 
equilibrio local. En el esquema del FME-I11  las ecuaciones de evolución del sistema son 
las  ecuaciones de conservación(o de balance) de densidad de masa, de ímpetu  y de energía, 
a las que  se  les agrega  una  relación  entre  las  fluctuaciones de la densidad y el  segundo 
coeficiente del virial para  cerrar  la descripción. 

De  antemano  estamos  conscientes de que nuestra  teoría  para gases densos no está 
concluida y por ello tenemos un conjunto de perspectivas a desarrollar en investigaciones 
futuras. 

Una  cuestión inmediata, que no  fué un objetivo de esta  tesis, nos llevó a considerar 
el balance de las funciona.les de entropía. A este  respecto ya hemos  analizado el balance 
de la funcional de entropía del FME-I [12]. La  existencia de una  cota superior  para 
la producción de entropía  también  fue  motivo de otro  trabajo[l3]. Ambos análisis nos 

permitieron  darnos cuenta de la relación directa con la  teoría de la  información, relación 
que pretende ser estudiada con más  detalle. En el balance de entropía,  las fuerzas promedio 
de las ecuaciones cinéticas  tienen  una  aportación  importante porque el flujo  y  la  producción 
de entropía  quedan en función de ellas. En el análisis de los flujos y de la producción de 
entropía se propusieron valores para los multiplicadores  indeterminados de Lagrange del 
FME-I,  que  fueron  inspirados en los límites  correspondientes al equilibrio. Para este  caso 
es importante  notar que la dependencia con los impetus de las correlaciones y no sólb de la 
posición  contribuye en la expresión de la producción de entropía.  Será conveniente  hacer 
también el análisis del balance de entropía del FME-111. 

Otra  perspectiva es buscar el método de solución de las ecuaciones  cinéticas  para  una 
situación alrededor del equilibrio, o bien buscar los coeficientes de transporte en  algunos 
limites  particulares, como lo es el caso difusivo. Está perspectiva se inspirará en  los métodos 
de la  termodinámica de los procesos irreversibles[l4]. 

Un trabajo adicional es la generalización al caso de  un sistema denso  con  grados de 
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libertad  internos, es decir  gases densos poliatómicos. Para estos  sistemas  el FME-I debe 
ampliarse para que  describa  al  sistema en el espacio fase de posiciones,  impetus lineales 
y además  momentos  angulares. La generalización  parece inmediata y puede  complemen- 
tarse con algunos  resultados  recientes  acerca del cálculo de funciones de correlación de 
orientaciones [15] para el agua en estado líquido. 

Será  interesante generalizar  nuestra teoría a otros  sistemas  más  complejos  para los 
cuales exista  alguna información en la  literatura sobre  las  funciones  de  correlación, como 
es el  caso  de los polímeros[l6]. O bién una generalización del caso del gas  monatómico 
pero en presencia de campos  externos, como los plasmasll0,  Klimontovich]. 

Con todo  lo  anterior  queda  claro que se ha  abierto  una nueva línea de investigación 
para  abordar  el  estudio de los  fluidos  densos fuera de equilibrio. 
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APENDICE 3A 
El principio variacional en el FME-I 

* las f . d .  de  una  partícula 

P = l  

* y la f . d .  dc dos partículas 

(3.4 . 1 ) 

( 3 A  .I) 

en este caso no hay  necesidad de una integración  adicional. 
Para la  función  de  distribución de una part.ícula se t,iene que,  
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(3.4 .S) 

(3A.10) 

(3.4.1 1) 



L 

- : 1 (/Xl. 1 1 " 

I:st,a es la  ecuación (3.2.6) del texto 





APENDICE 3B 
El desarrollo  en  cumulantes  en el FME-I 

L I I  principio podríanios dejar expresadas a las ff.d. corno e11 (3B.2)  y (:{H.:$)+ s i n  e r~~bargo  es collvenit,llt,c 
hacer u n  desarrollo ell cunlulantes de los promedios que subsisten e11 la..; furlciolrcs de distribución  reducidas. 
E 1 1  gcrlrral,  necesit,aríanlos encontrar  la  función  caractcristica (z?  / )  d c ,  la función  siguirntr 

Para ello requerimos de la  relación más general 

( 3 8 . 4 )  

= ( e x I l + p )  n 
(3B.5) 
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Haciendo  explícitas las sun1a.s que aparecen en la ecuación  anterior tene11Ios qur ,  



( 3 fj . I o ) 

(313.14) 

Si incluirnos ahora a los multiplicadores y en l a  ec. (3B.14) llegamos al  sigulcnte resultado, 



I .Y \ 

dcsarrollando este promedio de funciones tenen~os 

< V k M  > - < V k  >< L ' r  >= ( h Y l j h Y l k )  + ( t i Y l j h 2 k )  + ( h - , 2 3 + r l k }  + (672 J 6 7 2 k ) .  (313.20) 

Entonces se estrin despreciando los productos  de dos, tres o rnás fluctuaciones de los multiplicadores -, y 
podemos reescribir a los promedios de  (3B.3) como, 
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APENDICE 3C 
La Funcional de Entropía  maximizada  en el FME-I 

para  pasar  del  segundo reglón al tercer  renglón  de l a  ec. ( 3 A . 3 ) .  hemos  ut.ilizado la definición dc la f.d. 
rcducida ec.(3.1.3)  con S = 1. 
Las  funciones  de  partición solo dependen  del  tiempo  ent,onces, el segundo t é r n ~ i ~ l o  de‘ la ec. (3A.2)  se‘ escrihe 
como 

(3C‘.4) 

Para realizar el pronledio  del  tercer  término de la  ec.(3C:.2), usamos  la definición de los potenciales químicos 
generalizados  (ec. 3.2.12)) 
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N 

(3C.9) 

Sust,it.uyendo las ecs. (36.3-5) en el primer  t,érmino de la ec. (3C.1) é incorporando  las  ecuaciones (3C.7-S) 
en el segundo  sumando de la ec. (3C.1)  obtenemos la ec. buscada, i.e. la ecuación  (3.2.20). 



APENDICE 3D 
El principio variacional en el FME-I1 

(311.1) 

Para est,? segundo  esquema, el FME-11, l a s  rrstriccionrs s o n  

* la norn~alización  dr la  f .d.  de  12'-particulas 

* la f .d .  d c  una  partícula 

(911.3) 

* la f .d .  de  dos part.iculas 

y la  densidad dc energía  interna 

donde 

(3D.G) 

es la  vrlocidad  hidrodinámica y @(rk,) es el potencial de interacción, este illti1110 drpendiente  de la distancia 
de separación entre las partículas r k l  = Irk - rj 1 .  

Con la información  dada  anteriormente  construimos la funcional Z utilizando la relación  siguienk 

( 3 0 . 7 )  

en la  ec. (3D.7), se ha  denotado  como Xk al multiplicador  asociado a la restricción X:-ésima, y las  restricciones 
son de la forma siguiente @(xN, t )  = O.  De manera  semejante al desarrollo  mostrado en el apéndicc 3.4, 
podemos  escribir a la funcional Z correspondiente a este  equetna,  i.e. 
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(311.8) 

1 



* . ] = I  
. .  

J 
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k 7 x 1  

1 1  1 
I 

J J  

I,a (T. (311.17) corresponde a la e c .  (3 .3.4)  del texto 



APENDICE 3E 
El desarrollo en cumulantes en el FME-I1 

ksta  es la  forma más general de escribir  las  ff.d.  del FME-11, sin  embargo es conveniente  reescribir a 
los promedios  que  aparecen  en (3E.2) y (3E.3)  a través  de  una  expansión en cumulantes. En general, 
necesitaríamos  encontrar la funcion  característica CN-I(z,  t )  de la  función  siguient,e 

I 2 3  



si sólo conservalnos cou el primer  término  de la ec. (3E.5). estamos  despreciando  promedios  de  productos d r ,  
dos fluctuaciones d c  V k  

dc tres fluctuaciones  de L’k 

+ < V k  >< vr >< v,, >= { [ h -  < V k  >][V/-  < VI >][Y,,,- < v,, >]) = 

= ( [~vk][~vl][~vml)  > (3fC.T) 
v de  orden  superior.  Veamos  como  se  refleja en términos  de los multiplicadores  del FME-11, porque  ahora 

Si sustituimos los multiplicadores  de  Lagrange  (ec. 3E.8), en (3E.6) tenemos  que, 

Si continuamos  desarrollando l a  expresión (3E.9) obtenemos  que, 

esto  significa que estamos  despreciando los promedios  de los productos de dos;  tres o más fluctuaciones de 
los nlult,lplicadores  asociados a las  correlaciones en posición y en ímpetu.  Donde  dichos  productos incluyen 







APENDICE 3 F  
La Funcional de Entropía  maximizada en el FME-I1 

En este  apéndice se muestra la rcescritura  de la funcional  de  entropía  maximizada  en  el FME-11, en  
términos de l a s  ff.d. dr una y dos partículas.  Para lo cual  partimos  de la funcional  de  entropía  ec.  (3.2.19) 

(3F.1) 

(3  F.2) 

Si  promediamos a la C T I I ; ~ C I C ' H I  (3F.2)  con la f.d.  de N partículas p M E ( x N ,  t >  (ec.(3.3.4)) y hacemos la suma 
sobre l a s  N partículas (11.1 *lstema  llegamos a las  siguientes  expresiones: 
para el primer  término (1t-I I;do derecho  de la ec.  3F.2, 

N -  

(3 F.3) 

en  el  paso  del  segundo  reglón al tt-rrer renglón  de  la  ec. (3F.3) hemos utilizado l a  definición de la f.d. 
reducida  ec.(3.1.3)  con S = 1. 

" 
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Las funciones de partición solo dependen del tiempo  entonces, el  segundo término de la ec. (3F.2) se escribe 
como 

(3 F.4) 

Para realizar  el  promedio del tercer  término de la ec.(3F.2), usamos la definición de los potenciales químicos 
generalizados (ec. 3.3.9), 

(3F.5) 

Las ecuaciones 3F.3 , (3F.4) y (3F.5) representan al primer término que aparece en la  funcional de entropía 
maximizada  ec. i l  3F.1 . Procedamos al análisis del segundo término de la funcional  de entropía,  ec. (3F.1). 

De la expresión para la f.d. de correlaciones binarias,  ec. (3.3.9), podemos despejar a la  combinación 
de multiplicadores de Lagrange G;, + f (pi + & )  & ,  i.e.,  forma 

1 1 
@ ( x ; ) x j ,  t )  + z[P(ri ,  t )  + P(r j ,   t ) l$ ( r i j )  = $ i j  + 5 (Pi + P j )  Aj 

(3 F .6)  

Integrando el multiplicador la ec. (3F.6) sobre el ensamble de N  partículas  piWE(xN, t )  y sumando  sobre 
todos los pares de partículas,  obtenemos l a s  siguientes contribuciones: 
Del primer término del lado derecho de la ec. (3F.6) nos resulta  que, 

(3 F.7) 

Como el  segundo sumando del miembro  derecho  de la ec. (3F.6) depende únicamente del tiempo, se obtiene 
la siguiente identidad, 

El último término de l a  ec. (3F.6) , 

(3F.8)  
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(3C.9) 

Sustituyendo las  ecs. (3F.3-5) en  el  primer  término  de  la ec. (3F.1) é incorporando  las  ecuaciones (3F.7-9) 
en el segundo  sumando  de  la  ec. (3F.1) obtenemos  la  ec.  buscada,  i.e.  la  ecuación (3.3.12). 





~~ APENDICE 4A 
Reescritura  de las contribuciones de  interacción 

del tensor  de presiones y del flujo de  calor 

(4A .3) 
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(4A.7) 

donde  el  integrando  de  la  ecuación (4A.7) puede  desarrollarse  en  serie  de  Taylor  como  sigue, 

r .. 

- - a 2 ( s  . vr1 )’f(’)(rl - (1 - a)s ,  r 1 +  as ,  t )  + . . . . a= 

2 

En principio  ésta  es  una  serie  infinita,  sin  embargo  para el caso  de un  sistema  ligeramente 

podemos  quedarnos  hasta  el  segundo  término  y  sustituyendolo  en  la  ecuación (4A.7) tenemos 

(4A.8) 

inhomogéneo 

w e ,  

= 1 ’ s  . V, , f ( z ) ( r l -  (1 - a ) s ,  rl + a s ,  t ) ,  

Sustituyendo (4A.9) en  la  ecuación (4A.6) é incluyendo  la  dependencia  en los impetu  para  las  funciones 

de  distribución,  llegamos a la  siguiente  expresión 

(4A.10) 

(4A.11) 
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Esto  nos  permite identificar a la  contribución  &(rl, t )  del  tensor  de  presiones,  como, 

P&l, t )  = -- (4A.12) 2 / 1' :4t(Is/)f(Z)(r1- (1 - a ) s ,  PI ,  r l +  a s ,  p2, t)dadsdp2dpl.  . .  

Hasta  aquí, se ha  hecho el análisis  para el tensor  de  presiones  y  falta  analizar el transporte de  energía 

potencial  en el flujo  de  calor. Para ello partimos  de los últimos  dos  términos  que  aparecen  en la ecuación 

(4.3.7) 

J ~ P 1 ~ z ~ ~ ~ ~ ~ ( x ~ l x z , t )  (vr14(Irz - rl)) dxz dpl- v r ,  . (u . ~ ( r l , t ) )  . (4A. 13) 

El  primero  de ellos puede ser reescrito  como 

(4A.14) 

Procediendo  de  manera  análoga a como  se  obtuvo  la  contribución P 4 ( r l ,  t )  del  tensor  de  presiones,  la 

integración  sobre  la  posición r 2  puede ser interpretada  como en la ec. (4A.10) y  sustituyéndola  en (4A.14), 

obtenemos  que, 

En (4A.15), el gradiente V,, no se ve afectado  por l a s  integraciones,  esto  es, 

y sumando  las  ecs. (4A.15) y (4A.17), obtenemos  que, 

(4A.16) 

(4A.17) 
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Podemos  expresar los términos  en  la  ec. (4A.18) a través  de  un solo integrando,  como  sigue, 

1 

x 1 f(2)(rl - ( 1  - r1+ as ,  PI , PZ, t)dadsdPldPz 

De la  ec. (4A.19) podemos  identificar  a  la  contribución Jri del flujo de  calor , i.e., 

(4A.18) 

(4A.19) 
. I  

', .I I 

x f(')(rl - ( .-  CY)^, p1 , r l  + a s ,  pz, t)dadsdp2dpl.  (4A.20) 

Entonces  llegamos a las  expresiones  deseadas,  i.e. l a s  ecs. (4A.12) y (4A.20) corresponden a l a s  ecs. 

(4.3.11) y (4.3.12) del  texto. 
I 



APENDICE 4B 
Obtención de la f ( 3 )  para el FME-I y el FME-I1 

En  este  apéndice  se  detalla  la  obtención  de  la  función  de  distribución  (f.d.)  de  tres  partículas a partir  de 
la  f.d  de N partículas  del  proceso  de  maximización FME-I y del FME-I1 respectivamente.  Para ello partimos 
de  la  f.d.  de N partícula  del FME-I 

y la  sustituimos  en  la  siguiente  definición  para  la  f.d.  reducida  de  tres  partículas f(3) 

esto  es, 

z N(N - 1)(N - 2) P ~ ~ ( X ~ , X ~ , X ~ ,  . . . , ~ ~ - ~ , t ) d X ~ - ’  J (4B.3) 

(4B.4) 

k = 4  k < j  

Hemos  utilizado  una  notación  abreviada  para  expresar  la  dependencia  de  alguna  cantidad {}, a través 
de { } ( x 1 , x ~ , x 3 , .  . . , x ~ , t )  = { } ( 1 , 2 , 3 , . .  . , N , t )  = 0 1 2  . . .N  En  la  expresión (4B.4), se reconoce a la  f.d. 
correspondiente  a  un  ensamble  de N - 3 partículas 



Sustituyendo (4B.5) en (4B.4) y  a su vez en (4B.3), obtenemos  que, 

= N(N - 1)(N - 2) exp (-A(l,t.) . ,  - X(2, t )  - X(3, t )  - y ( l , 2 ,  t )  
1 J Z N ~ ~ ~ N !  

(4B.6) 

(4B.7) 

Es posible  hacer  una  simplificación  mayor  en  la ec. (4B7), haciendo el álgebra  del  cociente  de  factores 
que  preceden a la  integral y representar  a  la  integral  a  través  de  paréntesis  angulares d ~ ~ p ~ - ~ .  . . = 
< . . . > N - 3 ,  esto  es, 

- y ( 1 , 3 , t ) ) x e x p ( - ~ y ( 1 , j 1 f ) )  x e x p ( - T y ( 2 , j , t ) )  x (4B.8) 
N - 3  N - 3  

en (4B.8) se  utilizó  el  desarrollo  en  cumulantes  (Apéndice 3A), para  expresar el promedio  de  la  exponen- 
cia1 como  la  exponencial  del  promedio  y  dichos  promedios  son  proporcionales a los potenciales  químicos 
generalizados d; ,ft’ 3 partículas, 

Al sustituir (4B.9) en (4B.8) tenemos  que  la  f.d.  de  tres  partículas  se  escribe  como, 

(4B.9) 

(4B.10) 
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La  cerradura  puede  ser  reescrita con ayuda  de  la función  de  distribución  de  una  partícula f ( l )  

(4B.11) 

Comparando  la  ec. (4B.11) con k = 1,2,  y 3 y la  ec. (4B10) obtenemos  que, 

(4B.14) 

La  comparación  de  está  última  expresión con la  función  de  distribución  de  correlaciones  por  pares 

o en su forma  más  simplificada 

(4B.16) 

(4B.17) 
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Una vez que  hemos  reescrito  de  esta  forma a la  f.d.  de  correlaciones  podemos  sustituirla  en  la  ec. (4B.13), 
y expresar a la  f.d.  de  tres  partículas  en  términos  de  la  f.d.  de  una y dos  partículas,  i.e., 

(4B.18) es una  forma  alternativa  de  expresar  nuestra  cerradura con la  función G(1,2,3, t ) ,  expresado  como 

con esta  expresión  terminamos  el  desarrollo  detallado  de  la  cerradura  para  el  FME-I. 

El desarrollo  que  se  presenta a continuación es la  obtención  detallada  de la cerradura  para el FME-11. 
Partamos  nuevamente  de  la  forma  más  general  para  obtener  la  f.d.  reducida  de  tres  partículas (4B.2) y de 
la  f.d.  de N partículas  obtenida con el formalismo  de  maximización  FME-I1 

(4B .20) 

(4B.21) 

Procedemos  de  manera  equivalente a la mostrada  para  el  FME-I y separamos  las  contribu- 
ciones  que no  son  afectadas  por  la  integración. Las as a  través  de  la  siguiente 

.., 
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(48 .22 )  

En la expresión (4B.22) se puede  reconocer a la f.d.  correspondiente a un  ensamble  de N - 3 partículas 

Si  sustituimos (48 .23 )  en (4B.22) y después  en (4B.21), obtenemos  que, 

t 

+ PZb2 - mu212 
2m + 2m - mu312)  I 

X p F M E - " ( ~ N - 3 ,  t ) ( N  - 3) !h3(N")Z~- l ( t )d~N-3  

Reduciendo  al  máximo los factores de normalización,  que no dependen  de l a s  coordenadas  en el espacio p1 
llegamos a la siguiente  expresión, 
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(4B.25) 

En  (48.25)  se ha sustit tlítlo cualquier  promedio d x N p ~ ~ ~ - I I  . . . por los paréntesis  angulares < . . . > N - 3 ,  

y además  se  utilizó cl tlc~sarrollo  en  cumulantes  (Apéndice 3E), para  expresar  el  promedio  de la exponencial 
como la exponencial d v l  promedio. De la definición  de l o s  potenciales  químicos  generalizados  para N - 3 
partículas,  i.e. 

podemos  expresar a la f ( I .  de  tres  partículas,  en el FME-11, como  sigue, 

Si  identificamos a la f.d.  de una partícula  correspondiente  al FMEII, 
e ,  

(4B.26) 

(4B -27) 

(4B.28) 
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con IC = 1, 2 y 3 ,  en  l a  f.d.  de  tres  partículas  ec.  (4B.27),  tenernos  que, 

De l a  ec. (4B.29) identificamos a l a  cerradura para el FME-I1 

f ( 3 ) ( x 1 ,  x 2 ,  x 3 ,  t )  = f ( l ) ( l ,  t ) f ( ' ) ( a , t ) f ( l ) ( 3 ,  t)g(3)(1, 2 , 3 ,  t ) ,  (4B.30) 

con 9(3)( 1 , 2 , 3 ,  t ) ,  l a  f.d. de  correlaciones  triples  definida como 

3 

x exp { - x , 3 , ( k ,  t )  [ / ~ ' ~ - ~ ( k ,  t )  - p" - ' ( IC .  t ) ]  . 

k = l  1 
Si e n  la ec.  ( 4 B . 3 1 )  ident.ificamos a la funci6n dr distribución de correlacionrs  por  pares 

podernos  reescribir a la  función 9(3) como 

f 3  
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Ahora conviene ver como se refleja esto  en  la f.d. de tres  partículas  porque  estará en términos de la  f.d. de 
una y dos partículas, Le., 

(4B.35) 

La ec. (4B.35) es una  forma  alternativa  para  expresar 1 a cerradura del FME-11, en  la que  la  función 
G(1,2,3,  t )  está definida  como 

Con  ésta expresión terminamos  la  obtención de la  cerradura  para el FME-11. 



APENDICE 4C 
La aproximación de Klimontovich de colisiones  binarias 

En  este  apéndice  se  detallan  las  consecuencias  de la aproximación  de colisioltcs binarias  que  hace  Klimon- 
tovich,  sobre l a s  ecuaciones  de  evolución  para l a s  funciones  de  distribución (ff.tl.) de una  y dos  partículas. 
Dado  que la cerradura  es a nivel  de la f.d.  de  tres  partículas  es  interesantc  colllmzar  por la ecuación  de 
evolución  que la involucra  directamente, ¡.e. la segunda  ecuación  de la jerarquia 

los dos  términos  de  lado  derecho(LD)  son  contribuciones  simétricas, y por e1 n l o t l l l , t l ( o  sólo analizaremos  uno 
de  los  términos,  el  segundo  que  designaremos  como (4C. lb ) ,  para  después  idrnt l l icar  l a s  consecuencias  que 
tiene  sobre éI la  aproximación  de colisiones Binanas.  Comencemos  sustituyendo lii crrradura  de f(')( 1 , 2 , 3 ,  t )  

La  f.d.  de  correlaciones g(3) se  escribe  en  términos  de la f.d.  de  correlacioncs (ir Klir~lontovich  de la siguiente, 
forma 

una  primera  característica  de  la  aproximación  de  colisiones  binarias t'k ( -1  considerar las correlaciones  triples 
de  Klimontovich  nulas,  es  decir g K ( 1 , 2 , 3 )  = O .  Sustituyendo ( 4 ( ' . 4 )  ctI (4('.;{) con g ~ ( l , 2 , 3 )  = O obtenemos 
que, 

(4C.16) = ~ V r l d ( " ) f ( ' ) ( 1 ) f ' ' ' ( 2 ) f ' ' ~ ( 3 ) ~  
J (4C.5) 

el hacer  los  productos  de  las  funciones  de  distribución  de  una  partícula  por la forma  explícita  para  la  f.d.  de 
correlaciones  triples,  nos  conducen a la siguiente  relación 

141 
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La aproximación  de colisiones Binarias invalida la opción  de  tener  una  configuración  en  la  que  tres  partículas 
estén  juntas. Esto significa  que 

La  aproximación (4C.7) nos  conduce a una  simplificación  en  el  término  de  interacción (4C.51, ésto es 

Al sustit.uir  nuestra  definición  para la función  de  distribución  de  correlac.iones pares 

& 2 ) ( i , k )  = 1 + gK (i>  k) 
f(l)(i)j(l)(k)' 

(4C.9) 

obt,enemos la siguiente  relación 

Recordemos  que  en la ecuación  cinética  original, (4C.1)) tenemos un  término  similar al que  denotamos 
como (4C.lb)  y que  es el cuarto  término  del  lado  izquierdo  de (4C.1). Si hacernos un análisis  semejante al 
mostrado  en l a s  ecuaciones (4C.2)-(4C.10) obtenemos  que, 

(4C.11) 

Al  sustituir  las  expresiones (4C.10) y (4C.11) en la ecuación  de la jerarquía.  obtenemos el siguiente 
resultado, 
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m 

(4C.12) 

En  la  ecuación  (4C.12)  se  observa  claramente  que  se  ha  despreciado  cualquier  correlación  triple.  Ademk  es 
posible  identificar a nuestras  fuerzas  promedio &(xi, t )  = &(i, t )  

éstas miden la fuerza  de  interacción  de la i-ésima  partícula  debido a la presencia  de  una  tercera  partícula 
cualquiera.  Esta  identificación  es  útil  para  expresar  en  una  forma  alternativa a l a s  integraciones  de la ec. 
(4C.12), es  decir, 

(4C.15) 
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La sustitución de  las  expresiones (4C.15) y (4C.16) en la ecuación  cinética (4C.12) nos  conduce  a 

(4C.17) 

se puede  reordenar la ecuación pasando al LI las  contribuciones  que  incluyen a la  f.d. de dos partículas  y 
tomando  en  cuenta que ni el potencial  de  interacción q5 ni la  fuerza  promedio Fi dependen  de los impetus, 
1.e. 

ksta corresponde  a  la  ecuación  cinética  para la  f.d. de dos partículas  en  la  aproximación de colisiones 
Bznurzas. Despreciando  las  correlaciones  triples y envolviendo la interacción con el medio a  través de la 
suma de la  interacción  directa  entre  el  par de  partículas Vr,q512, más  un  término de tipo  campo promedio 
dada por las  contribuciones Fi. 
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La aproximación  de  correlaciones  binarias 

de  Klimontovich 

En  este  apéndice  se  detallan l a s  consecuencias de la  aproximación de correlaciones  binarias de Klimon- 
tovich sobre l a s  ecuaciones de 'evolución para  el  sistema.  Dado que la  cerradura  es a nivel de la  f.d. de tres 
partículas  la  ecuación que la  involucra es la  ecuación  cinética  para  la  función  de  distribución  (f.d.) de dos 
partículas. 

= v p ,  ' ( V r , 0 ( r l ~ ) f ' ~ ) ( ~ 1 , ~ 2 , t j  + vr10(r13)f(3)(~1,~~,~g,t)d~g 

+ vp, ' ~ r 2 0 ( ~ 1 2 ) f ( 2 ) ( x 1 , x 2 , ~ )  + S ~,,~(r23)f(3)(Xl~X:!,X3,t)dXg 
S ( 4 0 . 1 )  

1 
los términos de lado  derecho(LD  son  contribuciones  simétricas, por lo  tanto,  es  suficiente con analizar los 
dos primeros  términos  con  detal ! e,  para de ahí  inferir  el  desarrollo del tercero  y  el  cuarto.  Sustituyamos 
nuestra  cerradura  para f ( 3 ) ( l ,  2 , 3 ,  t )  

f ( 3 ) ( ~ 1 , ~ 2 , ~ 3 , t )  = f(')(l,t)f(')(2,t)f(1)(3,t)g(3)(l,2,3,t), 
en la  contribución  (4D.lb),  Le., 

( 4 0 . 2 )  

( 4 D . l b )  = Vr1~(r13)f(3)(Xlrx2,x3,t)dX3 S ( 4 0 . 3 )  

= VrI4(r13)f( ' )(1,   t)f( ' )(2,   t)f")(3,   t)g(3)(1, '2,  3, t )&.  

La f.d. de correlaciones gC3) se  escribe  en  términos de la f . d .  de correlaciones de Klimontovich de la  forma 
siguiente 

en donde la  aproximación de comeiaciones  binarias consiste  en  despreciar  las  correlaciones  triples de Klimon- 
tovich, es decir g ~ ( 1 , 2 , 3 )  = O .  Procedemos a sustituir (4D.4) en (4D.3) con gK( 1 , 2 , 3 )  = O ,  es decir, 

J (4D.5) 

145 
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agrupando  el prirner y segundo tkrmino de l a  relación anterior, tenemos que, 

Al sustituir  nuestra  definición  de  función  de  distribución  de  correlaciones  pares 

(40 .8)  

en la ec. (4D.7) obtenernos la siguiente  relación 

El susti tr~ir  l x  ccs. (,1D.9) y (4D.10)  ('11 la. ecr~ación dc la jerar(quía (4D.1) nos conduce a 

( 4 0 . 1 0 )  

., . . 
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Si  identificamos,  en  la  ec. ( 4 D . l l ) k ,  a nuestras  fuerzas  promedio Ki(xi,t) = &(i,t) 

(40.11)  

(40.12)  

así corno unas  n;e\:~s  fuerzas  promedio Fi(ri,t) 

que  miden la fuerza  de  interacción  directa  entre  la  i-ésima  partícula  con  una  tercera  partícula  cualquiera 
y promediada  sobre la probabilidad  de  encontrar a una  partícula  en x3 al  tiempo t .  Tenemos  una forrrla 
alternativa y compacta  de  escribir el término  de  interacción  de l a  segunda  ecuación  de la jerarquía con 



nuest,ra cerradura,  pero  además con la aproximación  de corrrlaciones bznarzas, esto  es 

(4D.14) 

Se pllede reordFnar la  ecuación (3D.14) pasando al LI las  contribuciones  que  incluyen a la  f.d. de dos 
partículas y tornando en cuenta que ni  el  potencial  de  interacción 4 ni la fuerza  promedio Fi dependen  de 
los írupct,us, i.e. 

(40.15) 

La PC. (413.1,5) corresponde n la ecuación  cinbticx  para la f .d .  de dos partículas  en la aproximación de 
correlaczoucs  Bmarzas en donde se desprecian las correlaciones  triples  y  es la ecuación  que  buscabarnos, la 
diferencia respecto de la aproxiruación  de colisiones hinarias  son los dos términos  de  interacción  extras que 
illvolucran, una a la  interacci6n  direct.a  entre las partículas 1 con 3 cuando  están  correlacionadas 2 y 3 y otro 
c q u c  torna C L I  cuenta la interacción  directa  entre 2 y 3 cuando 1 y 3 están  correlacionadas. 



APENDICE 4E 
La aproximación de Klimontovich de acoplamiento débil 

En  este  apéndice  se  explican  detalladamente las  consecuencias  de la aproximación  llamada  de 
acoplamiento  débil de  Klimontovich.  Esta  aproximación  es  bastante mas restrictiva  que  las  mencionadas 
antes  e  incluso  puede  sobreponerse a las  aproximaciones  de colisiones  binarias y correlaciones  binarias. La 
idea  es  restringir la actuación  del  producto  de  operadores Vrk4kj . Vpk sobre  la  función  de  distribución  de 
dos  partículas.  Bajo  esta  aproximación  el  producto  queda  como  sigue 

Vrkdkj ' v p k f ( 2 ) ( X k , X j , t )  = Vrk4kj 'vp,f(''(xl,,t)f(')(xj,t). (4E.1) 
A  continuación  mostramos  como  queda la ecuación  de  evolución  para la función  de  distribución  (f.d.) 

de  dos  partículas  partiendo  de las  relaciones  obtenidas  en  las  aproximaciones  de colisiones binarias y cor- 
relaciones  binarias 

Para  el caso  de la aproximación  de colzszones  binarias la ecuación  resultante  es 

(4E.2)  

(4E.3)  

F, rnide la fuerza  de  interacción  de la i-ésima  partícula  debido a la presencia  de  una  tercera  partícula 
cualquiera.  Ahora  añadiéndole la condición  de la aproximación  de  acoplamiento  débil  tendría  una  reducción 
a 

1) f(l'(2). 

(4 E.5) 

( 4 E . B )  
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Al aplicarle  la  aproximación  de acoplamiento  débil queda como sigue 

Las ecuaciones (4E.5) y (4E.7) son  las  expresiones a las cuales queríamos  llegar. 



APENDICE 5A 
Relación  entre las funciones de  partición 

y las integrales  configuracionales 

En  este  apéndice  mostraremos  como  obtener l a s  expresión ( 5 . 2 . 7 ) ,  para  ello  partamos  de la relación 
entre  funciones  de  partición  e  integrales  configuracionales 

(5A.1) 

/ \ Y  

al hacer  las  sumas  que  aparecen  en los exponentes,  se  obtiene  la  siguiente  expresión 

z,P-, - N&?-,  1 
" 

h 3 Z ;  Q? ( 2 a r n k ~ T ~ q ) ~ ~ ~  ' 

(5A.2)  

( 5 A . 3 )  

que es la relación  buscada.  En  el FME-I1 la  obtención  del  cociente  es  equivalente a la  descrita  en  las ecs 
(5A.2-3). 

'reniendo la expresión (5A.3) se  sustituye  en la ecuación (5.4.3)) es  decir  en la siguiente  ecuación, 

= cte 

y  obtenemos  que 

(5A .4) 

= " (  1 ) , 
-312 

m 2rrnkBTeq 

15 1 
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despejando,  de la ec.  (5,4.4), la exponencial  que  involucra  al  promedio  sobre  un  ensamble  de N - I partículas 
tenemos  que, 

llega a la  ecuación  (5.4.5)  del 

j5A.7) 



APENDICE  6A 
Variación de la funcional del FME-I11 de 9 ( ? )  a g(?) + 691" 

(6.3.2) 

al desarrollar l a  variación  oht,enemos, 

en donde  se  deben  hacer las siguientes  consideraciones: 

( 6 A . 4 )  
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( 6 9 . 7 )  

Se puede  hacer 1111 cambio  de  variables de posición  por la  posición del centro  de Inasas r = y y posición 
relativa S = r2 - r1 incluyendo  dos int,egraciones con l a s  respectivas  funciones 6 ( r  - r1) 6 (S - (r2 - r l ) )  

en (6A.10).  Además como la variación en Z debe ser  un  extremo se reconoce  que la suma de 10s t 6 r r 1 1 i 1 1 o h  
adentro  de los parént,esis cuadrados,  de (6A.10), deben  anularse es decir 

que nos  conduce a 







APENDICE 6B 
Variación  de la funcional  del FME-I11 de f ( l )  a f ( 1 )  + s f ' ]  J 

En  es te   apéndice  se   muestra  con detalle la variación  de la funcional  correspondiente al FME-111. 2. de  
la función f") a f ( l )  + 6f('). Para   e l lo   par tamos   de  la funcional  que  aparece PII I R  ec. (6 .2 .7) .  

(611.1) 

(6B.3)  

(6B.4) 



( 6 A  . 5 )  

(6.4.6) 

Sustituyendo (6B.5)-(6B.i') en la expresión (6H.4) llegamos a 
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(6B.12)  
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APENDICE  6C 
Sustitución  de las ff.d. que maximizan a la entropía  en  FME-I11 

En  este  apéndice  se  muestra con detalle  la  sustitución  de l a s  funciones  de  distribución  que  maxirnizan a 
la funcional  de  entropia  en l a s  restricciones  impuestas  en  éste, el Formalismo dc Maximización  de  Entropia 
111. Es decir  se  evalúa la sustitución  de la f.d.  de  una  partícula y la f.d. de  correlaciones  por  pares  en 
l a s  definiciones  de  densidad  de  masa,  ímpetu,  energía  interna y fluctuaciones dfa la densidad.  Procedamos 
primero a sustituir la f.d.  de  una  partícula 

en l a  densidad  de  masa p(r1, t ) ,  expresada  como 

(6C.2)  

En el integrando  hay  términos  que  no  dependen  del  ímpetu  y  que  pueden  por lo tanto  salir  de la  integración, 

(6C.4)  

Jexp { - 2 1 ~ ~  ( kg 

1 2az(r, 2 )  . P I  w ( r 5  t)(pl - mu(r, t))’ 
+ 

m 

Para  realizar la integración  en  ímpetu  se  debe  completar  un  binomio  cuadrático  en la última  exponencial  de 
(6C.4), i.e.  en el exponente  siguiente, 

Sumando y restando el término 
- 

en (6C.5) 
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No hemos  incluido la dependencia sólo por razones  de  simplicidad.  Entonces  despuis  de  un  poco  de  algebra 
llegamm a la  siguiente  forma  para la integral 

En el último  renglón  de (6C.7)  se ha utilizado el siguiente  cambio  de variahlc. 

y la  integración  de (6C.7)  satisface 

(6Cl.7) 

(6C.8)  

( 6 r . Y )  

(6C'.10) 

(6C. 1%) 
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La  función  de  distribución,  ec.  (6C.12)  se  debe  incluir  en la densidad  de  ímpetu p(rl , t)u(rl ,  t ) ,  definida 
como 

Utilizando el mismo  cambio  de  variable  mostrado en (6C.8-9)  la  integración se expresa como sigue, 

Esta  integración  equivale a la suma  de  tres  integrales, la primera  se  anula por ser  la  integración  de  una 
función  impar  de R, y las  otras  dos  son  equivalentes a la  mostrada  anteriormenk  (v.ec.(6Cq.9)), con un poco 
de  álgebra  llegamos  a 

esta  igualdad  se  cumple  solo sí 

La  ec.  (6C.16)  simplifica  aún  más la 

( 1 )  - p(r1,t) fl - ~ 

nl 

a2 = O .  

expresión  para  la  f.d.  de  una  partícula,  i.e 

(6C'.15) 

(SC.16)  

(6C.17) 

La  densidad  de  masa  también  queda  simplificada  como 

Ahora  pasemos a la  tercera  restricción,  es decir a la  densidad  de  energía  interna ((1'1, t ) ,  escrita como 
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Procedamos a sustituir  en la primera  integración  de (6C:.19), en la contril>ución  cinética, a la f .d.  de 
una  partícula (6C.17) 

en la integración  de (6C.21) existen  ti.rminos  que  no  dependen  del  írnpetu y q u c t  llar lo tanto  no  se  integran, 
quedando 

En  la  última  integral  de (6C.22), se ha hecho el siguiente  cambio  de  variable 

Y 

La  integración  que  falta  por  evaluar es 

x exp { -fY;} dQ',dR',  dR', 

regresando a la integral  completa,  ec. (6C.21), tenemos el siguient,e resultado 

(6C.22) 

( 6 C . 2 3 )  

(6C.24) 

(6C.26) 
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La  segunda  integración  en la densidad  de  energía  interna  es  una  contril)ución  potencial 

c4(r,t) = - ~(ls’))f(2)(r,s’+r,pl,p2,t)dpldp2ds’ 2 ‘ J  . .  (6C.27) 
= / 6(ls’l)f(’)(r,pI,t)f(’)(s + r,p2,t)g(’)(r,  S’  + r , f ) d p l d p Z d s ’ .  

2 
Las integraciones  en  impetus sólo afectan a l a s  ff.d.  de  una  partícula y st- rrducen a densidades  masa 
(v.ec.6C.2),  entonces  obtenemos  que, 

Sumando l a s  ecs.  (6C.26)  y  (6C.27)  obtenemos  que la densidad  de  energía in t t . r l l a  S(’ escribe como 

(6C.28) 

(6C.29) 

Por  último  sustituyamos l a s  ff.d.  en la restricción  sobre l a s  fluctuaciones ( I t ,  I ; +  densidad. ap(rl ,  2 )  

En  (6C.30) l a s  integraciones  en  los  impetus  solo  afectan a l a s  ff.d. de  una par t ic I l l ;+  y se r e d u c ~ n  a densidades 
de  masa,  además si se  sustituye la f.d.  de  correlaciones (ec.6C.21) se obtienr quv 

Solo para  terminar  éste  apéndice  se  escriben a continuación l a  de1lsid;ld de masa y de energía  interna 
escritas  en  términos  de l a s  ff.d.  que  maximizan a la funcional de entropía ~ ’ I I  est.?. el Formalismo  de  Max]- 
mización  de  Entropía 111: 

V 

Asimismo  se  muestran  las  ff.d.  de  una  partícula 

(6( ‘ .34) 

(6C.35) 

y de  correlaciones 

y ( ’ ) ( r ,  s , t )  = y:) exp (6C.36) 

respectivamente. 


