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CAPITULO 1
Introduccién.

Resumen La motivacién principal en este trabajo de investigacién fué la obtencién
de una descripcién simple, sistemética y completa de un fluido denso. Desde el punto
de vista de la Teoria Cinética de Gases, los avances a los cuales se ha llegado son de
gran ayuda en la descripcion de estos sistemas. El formalismo utilizado es el de la

Maximizacién de Entropia.

Para empezar debemos subrayar que el objetivo de la Teoria Cinética es entender el
comportamiento macroscopico de un sistema a partir de sus propiedades microscépicas. En
el caso de un gas denso, las interacciones entre las particulas determinan en gran medida la
evolucién del mismo. Por ello nos preocupamos por hacer una descripcién con un potencial
de interaccién arbitrario entre las particulas y con la dnica limitante de que corresponde

a una interaccién suave, simétrica, aditiva por pares y de corto alcance.

Hagamos un poco de historia para situar nuestra descripcién dentro del contexto de
otros intentos por describir a los fluidos densos.

En general, para describir la evoluciéon temporal de un gas simple la herramienta
a utilizar es la mecanica estadistica para sistemas fuera de equilibrio, la cual tiene varias
vertientes pero dentro de un marco afin a la teoria cinética, podemos partir de las funciones
de distribucién (ff.d.). Los avances que se han reportado en la literatura en su mayoria
estan encaminados hacia el estudio de los gases diluidos. En esta clase de sistemas las
interacciones entre las particulas se pueden tomar en cuenta de una manera sencilla, ca-
racteristica que simplifica su estudio. La descripcidén completa del gas diluido fué hecha
por Boltzmann[l] en 1872. El construy6 una ecuacién de evolucién para la f.d. de una
particula, f(), ecuacién que se conoce como ecuacién de Boltzmann. En dicha ecuacién
el acoplamiento con una funcién de distribucién de dos particulas, f(?) se reemplaza por
el Stosszahlansatz (hipotesis del caos molecular). Tal hipdtesis permite considerar que las
particulas estan descorrelacionadas, es decir, que su posicién y velocidad después de una
colisiéon no dependen de colisiones anteriores y entonces es suficiente con la f.d. de una

particula para tener la descripcién del gas.

~
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Ademas en este esquema la energia interna del sistema sélo tiene la contribucién de la
energia cinética y para su evaluacién requiere de esta f.d. unicamente. El querer ir mas
alla del gas diluido presenta dos complicaciones importantes, para empezar las particulas
del gas ineludiblemente son particulas que interactian y por lo tanto estdn correlacionadas
a cualquier tiempo y la energia interna del sistema debe necesariamente incluir una con-
tribucién de la energia potencial. En términos de las funciones de distribucién significa
que es necesario incluir, ademas de la funcién de distribucién de una particula, a la funcién
de distribucién de dos particulas.

Un modelo de gas denso en el que se usa una aproximacion de la f.d. de dos particulas,
es la ecuacién de Enskog donde las particulas interactiian con un potencial de coraza dura.
Con este modelo Enskog formuld su teorfa[2] (1920) y la ecuacién que lleva su nombre, es
una ecuacién de evolucién para la f.d. de una particula. Es ademds, una generalizacién
ad hoc de la de Boltzmann, que considera el tamano de las esferas duras y por tanto
toma en cuenta un efecto de volumen excluido. Esto significa que durante la colisién,
‘los centros de las esferas se encuentran en posiciones diferentes y durante la interaccién
instantdnea ocurre una transferencia de impetu, y energia entre las particulas. Por otra
parte y como un efecto del aumento en la densidad se incrementa la probabilidad de que
pares de particulas interactien. Las generalizaciones a la ecuacion estandar de Enskog[3]

consisten en hacer hipdtesis sobre la f.d. de dos particulas y especificamente sobre el punto
2)

de evaluacién de la f.d. de correlaciones por pares, ¢(¥(ry,ry,t) = fT{)l?mv el valor de ¢
1 2

es funcidn de las posiciones de las particulas y generalmente se considera independiente de

los impetus y siempre incrementa la probabilidad de que colisionen las particulas.

Sin embargo como lo que nos interesa es una descripcion sistematica no nos podriamos
conformar con ésta, que fué obtenida heuristicamente por Enskog y que sélo considera
correlaciones en posicién. Queremos encontrar una descripciéon que involucre también la
posibilidad de correlaciones en el impetu de las particulas. Para ello necesitariamos partir
de una ecuacién mis general y formal para un conjunto de N particulas interactuando
entre si. Esto se logra a través de la ecuacién de Liouville para la f.d. de N particulas en

el espacio fase de posiciones y de impetus.

En esa direccién resulta interesante mencionar la teoria de Bogoliubov-Choh-
Uhlenbeck[4], que parte de la ecuacién de Liouville y es valida para gases moderadamente
densos. En esos trabajos se incluyen tres escalas de tiempo, bien separadas, una asociada
a los tiempos de colisidn 7., otra al tiempo libre medio 7, y una tercera 7, asociada a una
etapa hidrodinamica . Esto permite hacer un desarrollo en la ecuacién de Liouville, que se
refleja en una generalizacién de la ecuacién de Boltzmann cuya contribucién por colisiones

se obtiene a través de una suma de contribuciones por interacciones binarias, ternarias,
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cuaternarias, etc.. El caso de gases moderadamente densos con interacciones netamente
repulsivas fue desarrollado por estos autores, quienes también hicieron la hipdtesis de que
las funciones de distribucion de érdenes superior a dos dependen del tiempo sélamente a
través de la funcién de distribucién de una particula.

Las dificultades para ir mas alla en la densidad del sistema aparecen a través de di-
vergencias en los valores de los contribuciones de interacciones cuaternarias en adelante[5].
Cabe serialar que A.Flores y E.Braun[6] formularon una teoria cinética convergente para
gases densos, que en el limite apropiado recupera la ecuacién de Enskog. La principal
diferencia de ésta teoria respecto de la obtenida por Bogoliubov et al son las condiciones
de frontera aplicadas. Las divergencias que aparecen en la teoria de Bogoliubov son ahora.
resueltas tomando en cuenta que las particulas estdn correlacionadas no solo en el momento
de su interaccidn sino que las correlaciones persisten debido a una interaccién efectiva-con
el medio que rodea a las particulas. Otra explicacién de las divergencias fué dada por
Cohen[7] en base a las colisiones de anillo y recolisiones, sin embargo la explicacién de

éstas divergencias es un tema polémico[8].

Otras descripciones que aparecen en la literatura y que describen al gas denso, con
ayuda de la teorfa cinética, son las llamadas Teofias  Cinéticas Variacionales(KVT, por sus
siglas en inglés 1981-1993)[9-16] que utilizan el formalismo de maximizacién de la funcional
de entropia para obtener a la f.d. de las IV particulas, a partir de la ent.ropl’a de Gibbs. Las
diferencias entre los enfoques de las KVT’s estan en el conjunto de restricciones impuestas,
v la forma de obtener las ecuaciones de evolucion. De liecho wn este tipo de teorias se usa el
conjunto de ecuaciones de la jerarquia, donde se hacen hipdtesis de cerradura que contienen
aproximaciones adicionales en tiempo y densidad [11], impidiendo con ello obtener una
generalizacion sistematica de sus descripciones. Las ecuaciones obtenidas por las KVT’s
son ecuaciones tipo Enskog para potenciales repulsivos y las interacciones atractivas en

ocasiones se incluyen como un campo promedio.

En este trabajo de investigacién nuestra idea es proponer una descripcién del flu-
ido denso, que sea simple y sistematica. Partiremos del proceso de maximizacién de la
funcional de entropia para determinar a la f.d. de las N particulas que conforman al
sistema, con tres conjuntos de restricciones. Para establecer a que nos referiremos por
descripcién completa, enunciamos en el siguiente capitulo el “Principio Especial de
Lewis”[17]. En el tercer capitulo se presentan con detalle los formalismos de Maximizacién
de Entropia(FME) denominados FME-1 y FME-II [18]. El primero se refiere a maximizar
a la funcional de entropia bajo las restricciones de que la f.d. de N particulas estd nor-
malizada, la f.d. de una particula y la f.d. de dos particulas sean conocidas. El segundo,

FME-II, ademés de estas restricciones incluye a la densidad de energia interna como una
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funcién local conocida, y su discusién se ha incluido para propésitos de comparacién con las
otras teorfas del tipo KVT que se muestran al final del capitulo 3. El camino que se propone
en esta tésis para cerrar el conjunto de ecuaciones de la jerarquia Born-Bogliubov-Green-
Yvon-Kirkwood (BBGKY), a diferencia de las teorias KVT conocidas, hace uso explicito
de la maximizacién de la entropfa. De hecho el formalismo FME permite encontrar la
funcién de distribucién de N particulas consistente con todo el esquema. Esta funcién se
emplea para calcular las funciones de distribucién reducidas de 3,4, 5,... s particulas, de
manera que el uso de la maximizacion de la entropia en todo su esplendor permite cerrar
la jerarquia de ecuaciones BBGKY, sin hacer hipétesis adicionales. Este punto marca una
diferencia muy importante con los otros esquemas KVT existentes en la literatura. La
cerradura obtenida en este trabajo es para la f.d. de tres particulas y determina la existen-
cia de un potencial efectivo entre las particulas debido a que cualquier par de particulas
que interactien entre si, estan rodeadas de las demas particulas del sistema y por lo tanto

existen correlaciones con estas otras.

En el cuarto capitulo se discute la evolucién del sistema, para el FME-I y II, que
estd dada por las dos primeras ecuaciones de la jerarquia BBGKY [19] cuya cerradura [20]
se determina de manera consistente con el Formalismo de Maximizacion de la Entropia
I y II respectivamente y sin hipétesis adicionales. Al final del capitulo se muestra una
comparacion con otras cerraduras halladas en la literatura. No se resuelven las ecuaciones
cinéticas pero se muestran los limites del equilibrio del FME-I y II como un primer paso
para la obtencién de la solucién. Esto se muestra en el capitulo 5 y se senala la consistencia

de todos los resultados con los correspondientes a la teoria de liquidos del equilibrio.

En seguida llevamos nuestra descripcién a un nivel hidrodindmico, en donde utilizando
el formalismo de maximizacién de la entropia se parte de la funcional de entropia del FME-
I maximizéndola sujeta a la informacién que nos dan las densidades de masa, impetu,
energia interna, y a las fluctuaciones de la densidad, obteniendo el FME-IIL. La dltima
restriccién, asociada a las fluctaciones de la densidad, determina de manera importante
el comportamiento del sistema. En este mismo capitulo 6 se incluyen las ecuaciones de
evolucidn, que a este nivel de descripcién son las ecuaciones de balance, y por dltimo se
analizan los lfmiites del equilibrio del FME-III.

Atn cuando al final de cada capitulo se tiene una seccién dedicada a las conclusiones,
el dltimo capitulo de este texto lo dedicaremos a resumir las conclusiones mas importantes

y a indicar las perspectivas posibles.
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CAPITULO 2
. Que significa descripciéon completa?

Resumen. Se enuncia el principio de Lewis para obtener una descripcién com-
pleta desde el punto de vista de la fisica estadistica para sistemas fuera de equilibrio.
Asimismo se muestran algunos elementos de mecanica estadistica que se van a utilizar
a lo largo del texto.

2.1 Introduccion.

A lo largo de este trabajo de investigacidn se insistira en la obtencién de una descrip-
cién completa de un fluido denso. Por ello, en este capitulo se enuncia el Principio Especial
de Lewis [1] para dejar claro en que sentido usaremos la frase “descripcion completa”. En

capitulos posteriores se mostrarda la aplicacion especifica al caso de los fluidos densos.

El enfoque que Lewis da a la fisica estadistica, consiste en obtener descripciones sim-
ples de sistemas complejos. Si bien es cierto que existen diversas ecuaciones de la mecanica
estadistica del equilibrio y fuera de equilibrio que dan resultados aceptables, se cuestiona
la cantidad de métodos cuyas bases estan en entredicho debido a que no se obtienen de
manera sistematica. Por ello Lewis propone el principio de unificacion de la mecanica

estadistica.

En la teoria de equilibrio el método variacional de maximizacion de la entropia ha
sido utilizado para la obtencion de funciones de distribucion de probabilidades tales como
la funcién de distribucién microcandnica, la funcién de distribucién candnica, etc. Este
método fué utilizado por Jossiah Willard Gibbs [2] y posteriormente ha sido discutido por
Jaynes [3], entre otros, en relacién directa con la teoria de la informacién. La.idea de Lewis
fué extender este mismo método a la mecanica estadistica fuera de equilibrio, donde dicha

extensién incluyera toda la dindmica del sistema.

Su “principio especial” consiste en combinar la maximizacién de la entropia adecuada
al sistema, junto con el operador solucién de la ecuacion de Liouville para asi obtener
las ecuaciones cinéticas correspondientes al estado de equilibrio y fuera de equilibrio del
sistema.

ot |
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Se busca una descripcién stmple en términos de funciones de distribucién de s particulas
(s < N, N es el ntmero total de particulas). Al conjunto de funciones de distribucién les
denominamos funciones de estado o funciones relevantes porque nos describen al sistema
macroscépico desde un punto de vista mecénico estadistico [1] y asociado a este conjunto se

tiene la descripcién completa: las ecuaciones de evolucion y una funcional de entropia.

Al pasar de un conjunto de funciones de estado a otro mas simple, que puede ser a
través de una transformacion lineal, es posible aplicar nuevamente el proceso, obtener las
ecuaciones cinéticas y la funcional de entropia correspondientes a esta nueva descripcién.
Esto significa que a partir de la ecuacién de Liouville para la funcién de distribucién de N
particulas se puede obtener una gama amplia de descripciones que con niveles de comple-
jidad diferentes describen al mismo sistema. Cada descripcion conduce a una funcional de

entropia, de manera que se tienen tantas funcionales de entropia como descripciones.: -

Empezaremos mostrando algunos elementos de la mecanica estadistica clasica, nece-
sarios en la descripcién (Seccién 2), para después resumir el contenido del Principio Especial
de Lewis (Seccién 3) que se encuentra ampliamente plasmado en la referencia [1]. Aqui
nos limitaremos a mostrar los resultados que nos son de utilidad en lo que sigue de esta

investigacion. “

2.2 Elementos de Mecanica Estadistica cldsica

»

En esta seccion enunciaremos algunos elementos de mecanica estadistica que se uti-
lizaran posteriormente. A un sistema con N grados de libertad que sea conservativo, se le
puede caracterizar con un Hamiltoniano H(x") funcién de las coordenadas e impulsos co-
rrespondientes. Aqui (xV) = (r;,rs,...,rN,P1,P2,---,PN) representa al vector de coor-
denadas cartesianas ¥V = (ry,Tz,...,ry) y de impetus conjugados pY = (p1,P2,---,PN)-
El estado del sistema en un instante ¢, lo determina el punto x(t) en el espacio fase ', cuyo
comportamiento en el tiempo estd regido por las ecuaciones de Hamilton

d - JoH d _ 6H
#" = Bp, @™t = T ory
con 1=1,2,...,N. (2.2.1)
En caso de conocer las condiciones iniciales del sistema, i.e. x™(¢y = 0) se tendria la

familia de operadores solucién de la ecuacién (2.2.1) S;, de manera que la evolucién de la

funcién de estado se describe por

xN(t) = 5xN(0), con Sp=1 y SiSy = Spre (2.2.2)

D A A e
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El operador S; nos da la solucién del problema, sin embargo estos operadores sdlo se han

obtenido explicitamente para sistemas simples [4].

Para una funcién de las variables del espacio fase ¥(xV,t) = ¥(r™,p",t) también

podemos encontrar una ecuacioén que nos diga cémo es su evolucién temporal, ya que

-2 () (B) -2 (2)(E). e

si en esta ecuacion definimos el paréntesis de Poisson

{H*“EZ(%":) @) TG @) e

tendremos la ecuacién

—w = + {v,H}. (2.2.5)

Cuando ésta ecuacion se aplica a la hamlltomana H del sistema se obtiene que,

dH 8H
dt ot

de manera que si es independiente del tiempo se tendra que H = H(rV,p") = cte.

Ahora bien y con el objeto de hacer un tratamiento mlec_é'nico estadistico del problema,
se introduce la nocién del conjunto representativo, que se describe mediante la densidad

de probabilidad p(x*,t) tal que para cada subconjunto A del espacio fase,
PA) = [ oM, i (2.2.6)
A

es la probabilidad de encontrar a x en la regién A al tiempo ¢. Esta probabilidad que
es el numero de sistemas del conjunto representativo que se encuentran en la regién del
espacio I' etiquetado por A, debe ser constante, asi que su derivada en el tiempo debe
anularse. Ahora veamos que sucede con el lado derecho al hacer la derivada en el tiempo
igual a cero (5],

d
0=— [ p™MN, t)dxN :/ 9 + Vr-ve| PN Hax
dt /4 ot

(2.2.7)

(N)(xN ¢
A
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en (2.2.7), utilizamos vr = (%, %?) y Vr = (58;, 5%). Vemos que el segundo término se
anula por las ecuaciones de Hamilton, ec. (2.2.1), y el ultimo término puede escribirse de

forma més simple con ayuda de los paréntesis de Poisson, ésto es

0= /A [@%‘M + {p§N>g;;?V,t),H}] dx™ . (2.2.8)

como la regién A del espacio I' se escoge de manera arbitraria el integrando debe anularse

y nos queda
8p M (xV, ¢)
s {p(N)(xN,t),H} = {H,,M (Y0} (2.2.9)

Esta es la ecuacién de Liouville cuya solucién formal es
PV (N, 1) = 5, (x7,0). (2.2.10)

que nos da la evolucién temporal completa si conocieramos las condiciones iniciales.

Otra funcién que debemos mencionar, es la funcional de entropia S definida por Gibbs,
S[p™M] = —kp / pM(xN ) In (h3NN!p(N)(xN,t)) dx ¥, (2.2.11)

en la ecuacién (2.2.11), kg es la constante de Boltzmann y RN
dimensionalidad con k = 6.626 x 10™3*J s la constante de Planck. Gibbs incluyé el N! para

ser consistente con la termostatica, dicho factor implica contar correctamente la densidad

se incluye por razones de

de estados en la funcional de entropia [6]. Esta funcional de entropia es independiente del

tiempo ya que la aplicacién directa de la ecuacién (2.2.5) nos lleva a la expresion siguiente:

d
28, (NN — 2.12
dtS[p ]=0. (2.2.12)

2.3 El Principio Especial

Definamos como funcién de estado (en el mismo sentido en que Lewis la define [1}),
6 funcidn relevante u, aquella que describa el estado de un sistema macroscdpico desde el

punto de vista mecénico estadistico !; ésta puede ser una funcién densidad pM¥)(xV,¢) 6

1 Fgta definicién es estricta y no debe ser confundida con alguna designacién homoénima

hallada en la literatura.
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algtin conjunto de funciones reducidas {f(*)(x°,t)}’s. Para una funcién de estado u, supon-

dremos que tenemos una descripcién completa compuesta por una ecuacion de evolucién

%3=Ah% (2.3.1)
y una funcional de entropia
S = S[u], (2.3.2)

donde u es una funcién dependiente del tiempo ¢. La funcién de estado no tiene que ser
un escalar, puede ser un vector, un tensor o un conjunto de funciones de diferente orden

tensorial. M es un operador, por lo general, no lineal, y § tiene un valor real.

En este punto es importante notar que una descripcioén del sistema en términos de
p(xN t) es una descripcién completa ya que se cumplen las condiciones sefialadas: la
ecuacién de Liouville, como ecuacién de movimiento y la funcional de entropia de Gibbs.
Es claro que la descripcidn en términos de p(xN , ) resulta muy complicada para casos fuera
~ de equilibrio, de manera que nos gustaria usar la nocién de una descripcién completa pero
con funciones de estado mas sencillas, que nos permitan hacer una descripcion simplificada
del problema. Ahora bien, a partir de la descripcién en términos de u se pueden introducir

funciones de estado nuevas como

f= Lu (2.3.2)

es decir que la relacién con u es a través de una transformacién lineal que no debe ser
invertible, de lo contrario la descripcidn seria equivalente, sin lograr la simplificacién de-
seada. Para obtener la descripcion completa en términos de f, se tiene el principio especial
de Lewis: Dada una f, sea ulf] una funcidn de estado unica que mazimice a la funcional
de entropia sujeto a la transformacion (2.3.2) y a otras posibles restricciones como la nor-
malizacién o alguna condicidn de simetria. FEntonces la ecuacion de mowvimiento o de

evolucion de f es

of
i LMulf], B (2.3.3)
y su funcional de entropia es _,
S1[f] = S [u[f]] - (2.3.4)

De tal manera que al empezar con la descripcién més general en base a la densidad
de probabilidad p(V), con la ecuacién de Liouville y la funcional de entropia de Gibbs se
pueden obtener diversas descripciones a partir de las funciones de estado elegidas. A cada
descripcidn se le asocia, de manera natural, una funcional de entropia definida a través

de la transformacion (2.3.4). De aqui se puede uno explicar la existencia de diferentes

s

S
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definiciones de entropia en funcién de diversas descripciones fisicas, ademas de la relaciéon
que existe entre ellas.

En el enunciado del principio especial se ha partido de la descripcién completa para la
funcién de estado u. Como (2.3.3) y (2.3.4) representan la descripcién completa del mismo
sistema pero ahora en términos de f, es posible aplicar nuevamente el proceso con ayuda
de una transformacién adicional

g = Lf, (2.3.5)

y de las ecuaciones de movimiento (2.3.3) asi como de la funcional (2.3. 4) se tiene que la
descripcién completa para g es,

% _comuiel, | 236)

y su funcional de entropia es

Salgl = S [flgl] = S [u[flg]l].- (23T

Esta segunda descripcién en términos de g, su ecuacién de evolucién (v.gr. ec. 2.3.6),
y la funcional de entropia Sz[g] corresponden a un nuevo nivel de descripcién. Como
ejemplo de esta transitividad y para cerrar esta seccidn, tenemos que si €l operador L en la
ecuacién (2.3.2) es la unidad, entonces la descripcion asi obtenida coincide con la ecuacién

de Liouville y la funcional de entropia, con la entropia de Gibbs.
2.4 Conclusiones.

En este capitulo hemos mostrado las premisas de las que partimos para decir que
tenemos una descripcién completa de un sistema. Es a partir de este Principio de
Lewis del que pretendemos describir un fluido denso. Es importante hacer notar que este
principio enuncia la metodologia para obtener una descripcion completa, y uno de los pasos
consiste en utilizar el método de maximizacién de la entropia. Entonces dependiendo de
las restricciones que impongamos en el metodo de maximizacidn, es el nivel de descripcion
al cual llegamos [7]. Entendiendo por nivel de la descripcién al grado de complejidad de
la descripcién, donde la mas compleja es aquella en que necesitamos conocer la funcién
de distribucién o densidad de probabilidad del total de N particulas que maximice a la
funcional de entropia de Gibbs y cuya evolucién estd determinada por la ecuacién de

Liouville.

A i e SRR OSBRSS 1 S 8 Vb s,
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Esta es la descripcion mas compleja porque equivale a querer resolver el conjunto de

N ecuaciones acopladas, una por cada particula del sistema.

Para el fluido denso que describiremos a lo largo de este trabajo consideraremos tres

conjuntos diferentes de funciones de estado y en los capitulos posteriores mostraremos con

todo detalle los niveles de descripcién a que .corresponden. Es importante hacer notar

que la densidad de energia potencial del fluido denso se aproximard como la suma de los

potenciales por pares.
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CAPITULO 3
El Formalismo de Maximizacion de la Entropia.

Resumen. El sistema a estudiar es un gas denso simple, el modelo consiste en un
conjunto de N particulas que interacttan a través de un potencial suave, aditivo y por
pares. En este capitulo se presenta el Formalismo de Maximizacién de la entropia, que
nos permite obtener una descripcién variacional de un gas denso en base a la prediccion
de las funciones de distribucién y que forman parte de la descripciéon completa del

sistema
3.1 Introduccion.

La descripcién que se presenta en este trabajo se basa en un método variacional, el
del Formalismo de Maximizacién de la funcional de Entropia (FME) [1,2]. Al maximi-
zar la funcional de entropia de Gibbs[3], se tiene como objetivo obtener la densidad de
probabilidad o funcién de distribucién(f.d.) de N particulas p(x,t) bajo el conjunto de
restricciones impuestas. p(xV.t) = p(X1,X2,...,Xy,t) representa la probabilidad de en-
contrar a las particulas con coordenadas de posiciones r;’s y cuyos impetus conjugados sean
pi’s al tiempo t. Es decir, que los vectores x; = (r;, p;) representan al conjunto de vectores
de posicién y de impetu de la i-ésima particula. Sabemos que este principio variacional

nos garantiza la existencia de una funcién de distribucién p(x?

,t) para el conjunto de res-
tricciones dadas. Este capitulo lo dedicaremos a dos niveles de descripcion mesoscopicos.
Como el sistema a estudiar es un fluido simple sin grados de libertad internos suponemos
que es suficiente conocer un numero reducido de funciones de distribucién(ff.d.) para la
descripcion, aquellas que sean necesarias para que al pasar a otro nivel de descripcion nos
sigan siendo tutiles para definir las variables relevantes.

En una primera descripcién tomamos como funciones relevantes a las. funciones de
probabilidad de una y dos particulas f(1, f(2) esta descripcién la hemos denotado como
el FME-I [4] (Seccidn 3).

En una segunda descripciéon ademas de las ff.d. incluidas en el FME-I agregaremos
la densidad de energia interna (Seccién 4), a esta descripcién la hemos llamado el FME-II
[4].

Posteriormente en una ultima seccién se procede a comparar los dos esquemas, FME-I y

FME-II entre si y con otros formalismos variacionales existentes en la literatura [5-11].

14



15 CAPITULO 3: El Formalismo de Maximizacién de la Entropia

En las descripciones que mostraremos mas adelante consideraremos al fluido denso
como un conjunto de N particulas idénticas de masa m y el Hamiltoniano total del sistema

es escrito como

N
H(xY) = (x1,Xs,..., XN Z (—pl) + ®(r?). (3.1.1)

=1

En la ec. (3.1.1) ®(r") = Zz<] #(|r; — ri]) con ¢(|rj — r;|) el potencial intermolecular.
Otra definicién que sera ampliamente utilizada a lo largo de todo el manuscrito es la
de las funciones de distribucién reducidas f(")(xs,t) (con s < N y N es el numero total

de particulas). Estas funciones de distribucién reducidas son derivables de la funcién de
densidad de probabilidad p(™ (x¥ 1), a partir de

FOx 1) & /p<N>(xN,t)de-3, (3.1.2)

la igualdad se establece una vez que se conocen los factores de normalizacion de las fun-
ciones de distribucién o de probabilidad. Para el caso en que la densidad de probabilidad

sea normalizada a la unidad, entonces la expresién para las funciones de distribucién re-

ducidas es [11,12,13]
N! N
f(s)(\xs./t) _ /(m)p(N)(XN,t)dXN _

N N N

/ZZ > dx =Xk —x;) - b(xe —x v )p (xV )ax N, (3.1.3)

=170 i< (N =)

>

3.2 El Formalismo de Maximizacién de la entropia I (FME-I)

En esta primera parte del capitulo nos dedicaremos a mostrar con detalle el formalismo
de maximizacién de la funcional de entropia, para plantear nuestra primera descripcion,

el formalismo que hemos llamado FME-I.

Empecemos con la funcional de entropia de Gibbs [3], escrita en términos de la f.d.

de N-particulas p(x”

S =—kg /p(xN,t)ln(N!hf“Np(xN,t))de, (3.2.1)

En (3.2.1) kg es la constante de Boltzmann, h = 6.626 x 107°*Js es la constante de

Planck la cual se incluye por razones de dimensionalidad, y N! para ser consistente con

BN I
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la termostética, dicho factor implica contar correctamente la densidad de estados en la

funcional de entropia [14].

Para este primer esquema, el FME-I| las restricciones que se imponen estdn dadas en
términos de las funciones de distribucién reducidas y se pueden escribir de la forma si-

guiente:

¢ la normalizacién de la f.d. de N-particulas

/p(xN,t)de =1, (3.2.2)

e las f.d. de una particula dada en términos de la f.d. de N particulas

f(x,t) = / z §(x — xi)p(x™, t)ax™, (3.2.3)
k=1

¢ la f.d. de dos particulas dada también a través de la f.d. del total de particulas N

N
FP(xy,x9,1) = /Z §(xq — x1)8(xa — x;)p(x™ , t)dx". (3.2.4)

itk
k=1

Ahora, para aplicar el método de maximizacién necesitamos construir una funcional IV
que incluya, no solo a la funcional de entropia sino también a las restricciones impuestas

por las ecs.(3.2.2)-(3.2.4). Dicha funcional se escribe como sigue (Ver apéndice 3A)

I=5S+Gtkg [1 — /p(xN,t)deJ

N
+/ A(x1,t)kp [f(l)(xl,t) —~ /25(x1 —-xk)p(xN,t)de]dxl
k=1

" N

+/k37(x1,x2,t) [f(z)(xl,xz,t) —/ D (%1 — xk)b(x2 — X]')p(xN,t)dXN] dx, dx,.
o

(3.2.5)

En (3.2.5) por cada restriccion impuesta, se introduce un multiplicador de Lagrange ((t)

estd asociado a la normalizacion, la funcién A(xq,t), alaf.d. de una particula y v(x1, X2, 1)

esta relacionada con la f.d. de dos particulas. Cabe hacer notar que estos multiplicadores

pueden en general depender de las coordenadas del espacio fase ademas de su dependencia
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temporal. Como haremos ver en un tercer proceso de maximizacién, los multiplicadores
indeterminados pueden ser de diferente orden tensorial, no sdlo serdn escalares, lo cual

depende de la construccion de la funcional I (Ver apéndice 3A).

Continuando con el formalismo, buscamos una trayectoria que nos dé una funcional I
maxima. Para ello necesitamos hacer una primera variacion sobre la funcional I del estado
pV al estado pV + 6pV y ver cuales son las condiciones para que dicha variacién nos
conduzca a una integral que sea estacionaria. Apoyandonos en la condicién extrema §I = 0
podemos entonces determinar la f.d. de N particulas que maximize a la entropia y que
aparece en el integrando de I. Después de un calculo directo, que se consigna en el Apéndice
3A, obtenemos la f.d. deseada pMZ(xV;t), a saber

1 ~ e : N ~
pME(xN ) = NI exp (C(6) < 1) ’:exp (—l; /\(xk,t))] [exp (—— Z 7(xk,xj,t))j’.

k<
k,j=1
(3.2.6)
Es importante senalar que la expresién (3.2.6) es Gnica para el conjunto de restricciones
impuestas sobre la funcional de entropia. En esta funcién de distribucion aparece de
manera explicita la dependencia estadistica entre las N particulas, a través de las funciones
v(xk,X;,t), pues son directamente responsables de las correlaciones binarias entre el total
de N particulas. Dichas correlaciones se dan en el espacio fase lo cual es consistente con

que el sistema es un gas denso.

Ahora regresemos a las restricciones impuestas para escribirlas en términos de los multipli-
cadores de Lagrange. Empecemos con la normalizacién, ec. (3.2.2), en donde observamos

que combinacién exp ({(¢) — 1) satisface la ecuacion,

N

exp (C(t) — 1) = TV_‘}ITZW/ [exp(—z /\(Xk,t))} |:6Xp (‘ > ’Y(xk,xg',t))} dx™y

k=1 k<j
k.j=1

= Zn(t).
(3.2.7)
Hemos reescrito el factor de normalizacién exp ({(¢) — 1) como Zy(t) porque la ecuacién
(3.2.7) nos permite interpretarla como una funcién de particion generalizada. Con esta

definicién podemos reconocer a la f.d. de N particulas como

N
1
ME(xN §) = —rs—r =3 Akt =) v(xk x5t 3.2.8
P (X at) ]\”thZN(t\) [exp( s (xka ))} exp /( kyRj ) ( )

k<y
k,j=1
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Ahora veamos como reescribir a las otras restricciones como funcién de los multipli-
cadores de Lagrange correspondientes. Para ello podemos sustituir la f.d. pM#(xV t) en
(3.2.3) y en (3.2.4), lo que nos conduce a (Ver apéndice 3B), los siguientes resultados,

para la f.d. de una particula

N .
FY(x, 1) :/26(x —xp)p(xN, t)dxN = (—]7]\—1‘—1)? /p(xl,xN"l,t)de—1
. k=1 » ’

= %exp {—/\(xl,t) - <j=i27(X1,Xj,t)>N ], (3.2.9)

~1
y para f¥ laf.d. de dos particulas
N
FP(xq,%5,1) = /Z §(x1 — xx)é(x2 — x;)p(xN, t)dxN =

sk
k=1

! Zn_
(N—]\if)—! /p(xl,xg,xN—2,t)de—2 = hGLZN%%eXp[_/\(XI’t) — A(x2,t) — y(x1,%x2,t)| x
N N
X exp{—<z 7(X17Xj,t)> - <Z ’Y(X27xj,i)> B } (3.2.10)
j=3 N-2 j=3 N-2

En las ecs. (3.2.9) y (3.2.10) Zy_(t) representa a la funcién de particién generalizada
correspondiente a un ensamble de N — [ particulas y los paréntesis angulares denotan un

promedio sobre el ensamble de N — [ particulas (con [ = 1,2), a saber,

l

N—I N-
<Z 7(xk,x]-,tA)> = / Zy(xl,xj,t)pME(xN"l,t) dxN-t, (3.2.11)
N—l J

J

Cabe sefialar que en las expresiones previas (3.2.9) y (3.2.10) se utiliza un desarrollo en
cumulantes para pasar del promedio de la exponencial a la exponencial del promedio y
los detalles los reservamos al apéndice 3B. Pero cabe hacer notar que este procedimiento
implica poder despreciar a los promedios de productos de dos, tres o mas fluctuaciones de

las funciones de Lagrange v;j, i.e. se deprecian términos como los siguientes ([671;] [671x]),

<[5”/1j] [671&] [6711]), ete. donde §v1x = y16— < y1& >.
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Ademas en las ecuaciones (3.2.10) y (3.2.11) las cantidades <EJ,'V# 7 (Xg, x]-,t)> miden
Jj=1

N—l
la interaccion é influencia de las correlaciones binarias espaciales y en impetu de N — 1

particulas sobre la k-ésima particula. Esta caracteristica nos permite interpretar a estas
cantidades como proporcionales a los potenciales quimicos generalizados u™¥=!(x;,t), los
cuales corresponden al potencial medido desde la k-ésima particula cuando estd inmersa
en el gas y promediado sobre un ensamble de N —{ particulas. Lo denotaremos en general
como sigue,

N
Bo(rr, ) " xg, t) = <Z 7(xk,xj,t)> . (3.2.12)
iEk Nl
=1
En el lado izquierdo (LI} de esta expresion, el superindice indica el nimero de particulas del
ensamble y el vector xj especifica las coordenadas de posicién y de impetu de la particula
k, que se ha escogido como referencia. El factor 3, es el factor de proporcionalidad entre
los potenciales quimicos generalizados y los promedios de la sumatorias de funciones v’s.
B4 se ha incluido en (3.2.12) por razones de dimensionalidad pero en el estado de equilibrio
quedard mas claro su significado fisico. De esta manera podemos reescribir a las ff.d. de

una y dos particulas como sigue

fW(x,t) = %exp [—A(x1,8) = Bg(ri, )N "N (xq,8)] (3.2.13)
! Z t
f(Q)(Xl,XQ, t) = EGN-Z—%% exp [—A(xy,t) — A(xq,t) — y(x;,X2,1)] X
x exp [—Bs(r1, )™ (%1, 1) — Bo(ra, )’ T (x2,1)] . (3.2.14)

Cuando trabajamos con las ff.d. de una y dos particulas resulta 1til definir a la funcion

de probabilidad condicional (o f.d. de correlaciones binarias) como,

N f(2)(x1’x2,t)

9P (x1,%Xa,1) = T DD e D) (3.2.15)

Utilizando las expresiones (3.2.9) y (3.2.10), involucradas en ésta definicion, podemos re-
escribir a dicha probabilidad condicional en términos de los multiplicadores de Lagrange,

a saber,

Zn_a(t)Zn (1)
(Zn-1(8))”

gD (x1,x2,t) = exp [—7(x1,X2,1)]

SRR T . D A et 2 s S5
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2 N N
xexp [y <Z’y(xk,xj,t)> —<Z'y(xk,xj,t)> . (3.2.16)
J=3 N—2

i#k
i=t

N-1

Auxilidndonos de los potenciales quimicos generalizados introducidos en (3.2.12) pode-
mos reescribir la f.d. de correlaciones en términos de la funcion de cavidad generalizada

de dos particulas, Y(2)‘(xli,x2,t), le.
93 (x1,%2,1) = exp[—7(x1, %2,1)|[ Y P (x4, %2, 1), (3.2.17)

que esta dada explicitamente como

V® (1, %5,8) = ZéVZ;(_tl)(ZN“) Zﬂ¢(rk, “xeyt) — N2, t)] | . (3.2.18)

Nétese que la funcién Y (2 (xy,%3,t) corresponde a una situacién fuera de equilibrio y
por consiguiente es una generalizacion de la funcién de cavidad que aparece en la teoria
de liquidos [15]. El exponente completo, en la ec. (3.2.18), representa una energia libre
intrinseca al sistema de N — 2 particulas, o la energia necesaria para incluir de manera
arbitraria dos cavidades en un ensamble de N particulas, extrayendo dos particulas que
interactiian con el medio individualmente o como pares. En este sentido los potenciales
quimicos aparecen como resultado de presentar al conjunto completo de particulas como
subconjuntos abiertos de pares de particulas. En base a las afirmaciones anteriores, pode-
mos interpretar a la f.d. de correlaciones ¢{*)(xy,x5,t) como la generalizacién de la f.d.
radial del equilibrio [13,15].

Cabe hacer notar que debido a la indistinguibilidad de las particulas, f@ y ¢(?) deben
ser funciones simétricas ante un intercambio de x; por x;. Ello implica la simetria del
multiplicador v, ésto es y(x1,X2,t) = v(X2,X1,t) y esta propiedad es también compartida

por la funcién de distribucién de dos cavidades.

Sustituyendo (3.2.8) en la funcional de entropia (3.2.1) obtenemos la funcional de

entropia maximizada, en términos de los multiplicadores de Lagrange del FME-I, a saber,

S = —kB/p(xN,t)ln 7ot exp< Z/\ xk,t)> exp | — Z v(xk,x;,t) || dx?V

k< j
k,j=1
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N N
= kB<Z/\<Xk,t)> + k‘B< Z 7(xk,x[,t)> + /cB(ln ZN>N- (3.2.19)
k=1 TN e
=1 N

Esta forma de expresar a la funcional de entropia es 1til si conocemos a los multiplicadores
indeterminados, pero una forma alternativa y conveniente es el reconocer en dicha expresién
a las restricciones impuestas, para asi ver cual es la dependencia explicita con la informacién
relevante del sistema correspondiente a éste primer esquema de Maximizacién de Entropia
I. Es necesario evaluar los promedios que aparecen en la ec. (3.2.19), para ello se utiliza la
f.d. de N particulas ec.(3.2.8) y las expresiones para las ff.d. de una y dos particulas (ecs.
(3.2.13) v (3.2.14)), (ver Apéndice 3C). Entonces obtenemos el siguiente resultado,

S[FD, fO] = —kp / FO (xy, Hln FO(xy, £y
: (3.2.20)
— kBE /f(2)(X1,X2,t)].ng(z)(XhXQ,t)dxldX2 + Sezc(t),

en (3.2.20) el primer término del lado derecho(LD) coincidiria con la entropia de Boltzmann
s6lo cuando la f(1) fuera la solucién a la ecuacién de Boltzmann, ésto es en el limite diluido.
La segunda contribucién nos indica la dependencia de la funcional de entropia con las

correlaciones entre particulas en el espacio fase, a través de la f.d. de correlaciones ¢(?).

Por ltimo la contribucién S¢*¢(t) es

Se(t) = kpln Zyn(t) — kgN {<ﬂ¢(r1,t)H‘V—1(x1at)>N —1In [25—65—(}%)] }

N(N —-1) / ; - ’
—kp—— ( {Z@qus (o t) (0™ 72 (ko ) = VT x 1))) y

ZN(t)ZN—’Z(t')} } (3.2.21)
(Znat)” |

. .’ - ) 1 2 .
que representa una contribucion de exceso para la funcional de entropia & [ FO £ )] debido
a una energia libre intrinseca al sistema de N — 2 particulas asociado al trabajo necesario

para introducir una cavidad de dos particulas en el sistema. El primer término es la
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energia libre asociada al conjunto de NV particulas, la segunda contribucién involucra a la
normalizacién de la f.d. de una particula y al potencial quimico generalizado relacionado
con la creaciéon de una cavidad de una particula en un ensamble de N particulas. La
ultima contribucién contiene la normalizacién de la f.d. de correlaciones de dos particulas,
asi como una diferencia de potenciales quimicos generalizados relacionada con la funcion

de cavidad de dos particulas.

La funcional de entropia escrita como en la ecuacién (3.2.20) es consistente con otras
expresiones que aparecen en la literatura [16]. Por otra parte desde el punto de vista
del método de Lewis [2], la contribucién de exceso se entiende como una contribucion
irrelevante ante un subsecuente proceso de maximizacion, es decir no contribuiria al pasar
a un siguiente nivel de descripcién porque no depende de las funciones de distribucién
relevantes en este esquema y sélo es funcién del tiempo. En la funcional de entropia
obtenida en el FME-I, aparecen de manera natural y por separado contribuciones de cada

restriccion impuesta.
3.3 La densidad de energia intern..cemo restriccion. (FME-II)

Hasta este momento hemos mostrado el proceso de maximizacién de entropia donde se
han impuesto como restricciones, la normalizacién de p y las ff.d. de una y dos particulas.
Sin embargo resulta interesante tener, en el FME no solo las restricciones anteriores sino
adicionalmente a la densidad de energia interna. Esta adicién permite comparar con las
teorias variacionales conocidas como Teorias Cinéticas Variacionales(KVT por sus siglas en
inglés) [5-11]. Procedemos de manera andloga al caso de FME-I, pero ademaés suponemos
que la densidad de energia interna del sistema es una cantidad conocida. Su definicion es

a través de la siguiente expresion

N

e(ry,t) = /dplde%[p — mu(ry, t)}? Z 6(r1 — re)é(p1 — pi)p(xN, 1)
1 N = (3.3.1)
T3 /dplde ; $(ri;)8(ry — rx)6(py — Pr)8(x2 — x;)p(x™ 1),
donde
(e, 1) = LRS00, oy (3.3.2)

fmf(l)(xl,t)dpl
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es la velocidad hidrodinamica y ¢(ri;) es el potencial de interaccién, este ultimo depende

de la distancia de separacién entre las particulas rg; = |ry, — r;|.

El FME-II parte nuevamente de la funcional de entropia de Gibbs S, eq. (3.2.1), y bajo
las restricciones mencionadas en el parrafo anterior necesitamos construir una funcional 7
asociada a este proceso de maximizacién. Siguiendo pasos similares a los descritos en la

seccién anterior 3.2, y explicitos en el apéndice 3D, obtenemos que,

T=8+¢&t)ks [1 - /p(xN, t)de}

N
+/ n(xy,t)kp [f(l)(xl,t) — /;6(){1 - xk)p(xN,t)de] dx

N
-|-/ kg (x1,X2,t) [f(z)(xl,xz,t) —/ Z 6(x1 — Xk )6(x9 —x]-)p(xN,t)de] dx;dx,
ik

| N
+/ kppB(ri,t) [e(n,t) - /dplde%[p — (e, O S 6(r — 1)é(py — pi)p(xV 1)
k=1
N
sy [ dpidx™ 32 bl )ales — r)6(er — P60 = x,)pxV0) | dr (333)

s
En la ec. (3.3.3) los multiplicadores de Lagrange que aparecen son las nuevas incégnitas
del FME-II, £(t) es el multiplicador asociado a la normalizacién de la f.d. de N particulas,
n(xg,t) tiene que ver con la f.d. de una particula, ¥(x,X;,t) corresponde a la f.d. de
dos particulas y el multiplicador 3(rg,t) es el multiplicador de Lagrange que se incorpora
por la restriccion sobre la densidad de energia interna. Siguiendo el procesp variacional
necesitamos realizar una variacién sobre Z del estado p?¥ al estado p™¥ + 6p” e imponer la,
condicién extrema de que no varie la funcional Z, es decir que 07 = 0. Esto nos conduce

a la f.d. de N particulas correspondiente al FME-II, y que se escribe como sigue (Ver

Apéndice 3D},

1
NUBNZ (1)

pAME(XAf’ t) —

N 2
o3 (e Azl Zntee 2

k=1
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N N 1
|:eXp (_ Z ¢(xk’xjvt) - Z <§[ﬂ(rk’t) + 6(rjat)]¢(rkj)>>} . (3-3-4)

kkfjx k"f_—‘.cl
En esta ecuacién, Zx(t) es la funcién de particién generalizada asociada a la normalizacién
de la f.d. de N part1culas y cuya relacién con £ es Zn(t) = exp (£ — 1). Es conveniente
hacer notar que en este FME-II ademés de los multiplicadores n(x,t) correspondientes
a la f.d. de una particula, tenemos la contribucién explicita de la energia cinética de las

particulas pesada por el multiplicador £,

[pk - mu(rk, t)]z
2m

B(ry,t) (3.3.5)

y ambas contribuciones representan a los factores estadisticamente independientes que
aparecen en la f.d. pMZ para el total de particulas del sistema. La segunda exponencial
en la ec. (3.3.4) incluye los términos de interaccién y correlacién, en donde se tienen las
correlaciones entre particulas en el espacio p de posiciones y de impetus de dos particulas
{xk,x;} a través de ¥(xk, X, 1), adicionalmente tenemos una contribucién explicita de las
correlaciones espaciales a través del factor que involucra al potencial intermolecular, en los

exponentes de la siguiente forma,

w(Xk7Xj,t)+%[ﬂ(rk’t)+/3(I‘jat)]¢(rkj.)f o (3.3.6)

Ahora bien, las funciones de distribucién de una y dos particulas son funciones de
distribucion reducidas, entonces podemos obtenerlas sustituyendo a la f.d. de N particulas
que maximiza a la funcional de entropia p™E(x™ t) en las ecs. (3.2.3) y (3.2.4), y en

(N)

general cualquier funcién de distribucién reducida se puede obtener con pj, 1 ¥ la ecuacién

(3.1.3). En particular tenemos que

para f(1) se tiene

W3 Zn(t) 2m

« (exp_<i <lp(x1,x,~7t) + %[ﬂ(rl,t) + /J’(r;,t)]¢(T1j))>N_1>

J=2

(1) = 22t (exp{*n(xht) _ Hendlp “’”“(“’”]2Dx

v para la f.d. de dos particulas tenemos
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In_nlt ‘ 3 — 2
F(xy, x0,t) = [hévz;éti} exp (—U(Xl,l‘) ! (Pl»t)[QOmu(rl,t)]

3(rz, 1)[pz = mu(r,. 1))’

2m

~n(x2,t) — - [?/"(Xl,xzat) + %(K%(rl,t) + Ag(re, t))é(ﬁz)})

N

X (GXP—< 3 ('h"(xhxy"t) + %[ﬂ(rnf) + /3(l‘j»t)]¢(m)>>N_2) X
(

Z(m(x'z,x]-,tw%{,d(rz,t)+ﬁ(rjvt)]¢(rz;)>> ) (3.3.8)
N =2

Los detalles de los cédlculos anteriores se presentan en el Apéndice 3E, pero es importante
senalar que involucran un desarrollo en cumulantes de una funcion caracteristica diferente
a la del FME-I y que también desprecia los promedios de productos de dos, tres, etc.
fluctuaciones de las correlaciones totales involucradas en la ecuacion (3.3.6). Las expre-
siones (3.3.7) y (3.3.8) son las funciones de distribucién predichas por el Formalismo de
Maximizacion II.

En las ecuaciones (3.3.7) y (3.3.8) cada exponente de la forma

N

1
<Z <~l,’(Xk.Xj~t) — 5[8(re.t) + ;3(rj,#)]a§(r‘k]')>>
e i Nt

es una medida de las interacciones de una k-ésima particula con un ensamble de NV —{
particulas. Esto nos permite interpretarlos como los potenciales quimicos generalizados

correspondientes a este esquema, y los denotaremos de la forma siguiente

N
N 1 ;
Bolre, )™ "Hxp t) = < E (‘»’(xkaqut)‘*‘3{.‘7)(1%,”+d(rj~,f)]@(7'kj))> . (3.3.9)
J Ak -
k.=t N =t

Aunque tienen semejanza con los potenciales dados por el FME-I, ec. (3.2.12), es nece-
sario hacer énfasis en que fueron obtenidos bajo diferentes condiciones y por lo tanto su
naturaleza es diferente. Ademas la segunda contribucion es semejante a los potenciales
quimicos del equilibrio {13] ¥ entonces podemios interpretar a la primera parte como una
contribucion fuera del estado de equilibrio v directamente asociado a las correlaciones en

los impetus.
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En el esquema del FME-II la probabilidad condicional esta dada por

9(2)(X17X2,t) = exp [—w(xux'z,t) - %(5(1‘1,” + /j(rzyt))ﬂﬁz)] Y (xy,x,,1),

(3.3.9)

con Y (xq, x5, 1), la funcién de dos cavidades correspondiente a este esquema, a saber,

_ ZyonZy) {

2
(Zn (1)) Z {‘Vjo(rk,t) (NN xp,t) — ,uN_z(xbt))]] .
N1 (t

k=1
(3.3.10)

La simetria de la f.d. de dos particulas conduce a la simetria de las funciones de Lagrange

Uke, y adicionalmente rige la simetria de la funcién de dos cavidades, Y(?).

La funcional de entropia maximizada se obtiene de manera directa una vez conocida la
f.d. de N particulas que la maximiza, y se puede expresar en términos de los multiplicadores

de Lagrange como sigue,

N

' 3 — t))?
S = L-/;<Z<71(Xk,t) + (rk’t)(pko mu(ry, t) >>
= 2m N
N N 1
+I\'B< Z <1,'(xk.X1.t)> + Z (3[,3([‘1“”-’(—J(I‘(,t)](é(l‘kl)>>
<k k#l N7 (3.3.11)
k=1 k=1 N

+kp(lnZy) .

Al evaluar los promedios que aparecen en (3.3.11) con la f.d. de N particulas, ec. (3.3.4),
y después de identificar a las f.d. de una y dos particulas, utilizando (3.3.7) y (3.3.8),

obtenemos a la funcional de entropfa maximizada en términos de las ff.d. de una v dos

particulas, a saber. (¢l desarrollo estd incluido en el Apéndice 3F)

S[f(”.f("”.e} = —A-H/f(”(xl,t)lnf(”(xl,t)(lxl
; (3.3.12)
—A-,g;/f(z’(x],x2,t)lng(z)(xl,x%t)dxldxz,+S“"C(t).

Es importante hacer notar que ain cuando la ¢c.(3.3.12) es similar a la funcional de entropia

obtenida en el esquema del FAME-IL tenemos un conjunto diferente de multiplicadores de
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Lagrange, para cada esquema. Esta segunda descripcion nos proporciona en forma explicita
la contribucién del potencial de interacciéon en las correlaciones de un gas denso, y esta
medida por un factor que depende de la funcion de Lagrange asociado a la energia interna,
ie. %[ﬂ(rk, t)+05(r;, t)]o(rk;). adicionalmente aparecen las correlaciones en impetu a través
de 4. La contribucion de exceso de la funcional de entropia del FME-II, en la ec. (3.3.12)

es el que sigue

erc 5 V- Z‘ — t
S(t) = kg ln Zy(t) — kN {<r3¢<r1-t>ﬂ” (x1.)y —In [23@33*3]}

NN =1) < ,
NyOALL D Ghttr 1 e ) = s
=1
Zn(t)Z N _o(t)
(Zn(t)

Este término de exceso para la funcional, posee el mismo significado que la funcional de

(3.3.13)

exceso del esquema anterior (v.ec.3.2.21), pero incluye la restriccion adicional a traveés de

los potenciales quimicos generalizados correspondientes al FME-II, ec. (3.3.8).

Nos detendremos en este punto de nuestra descripeidén para realizar algunas com-
paraciones entre los dos formalismos presentados anteriormente y respecto a otras Teorias

Cinéticas Variacionales para gases Densos.

3.4 Comparaciéon entre el FME-I y el FME-II y otras Teorias
Cinéticas Variacionales

Una vez planteados los dos esquemas de descripcion para el sistema es conveniente
hacerse las siguientes preguntas. jcudl es la diferencia entre ambas descripciones?; jexiste
alguna conexién entre estas descripciones y las descripeiones variacionales existentes en la

literatura?. Se incluye esta seccidén para intentar contestar las preguntas anteriores,

Desde el punto de vista del formalismo de maximizacién de la funcional de entropia.
se nos garantiza la existencia de una funcion de distribucién que maximice a la funcional
de entropia dado un cierto conjunto de restricciones. Sin embargo las ff.d. de .V particulas
obtenidas en el FME-I (ec. 3.2.8) y el FME-II (ec. 3.3.4) tienen puntos de comparacion a

través de los multiplicadores correspondientes a cada descripcidn.
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En el FME-I se tiene a A(xy,t) como el multiplicador impuesto por la restriccién sobre
la f.d. de una particula mientras que para el FME-II aparece n(xy,t) relativa a ésta f.d. y
adicionalmente una contribucién dada a través de la energia cinética multiplicada por la
funcién de Lagrange relativa a la densidad de energia interna f, 1.e.
J(rg.t) [pr — mu(rg, t))’
2m

n(xx 1) + (3.4.1)
Por otra parte tenemos a y(xg, X, t) como el multiplicador asociado a la correlaciones entre
particulas y donde para FAME-IT aparecen dos funciones de Lagrange para las correlaciones:
una asociada a la f.d. de dos particulas v (xy.X;, 1) ¥ otra contribucién de correlaciones
de posicion a traveés de la funcion de Lagrange J(rg,t) que multiplica al potencial de

interaccion real entre las particulas del sistema

Irg.t)+ Iy t)
2

ClXE X, t) + o). (3.4.2).
Si suponemos que la segunda descripeion es redundante veamos que sucede al ir despre-
ciando las restriccidnes. 51 utilizamos como restricciones a la densidad de energia interna
y a la normalizacion de la f.d. de N particulas entonces 1 y psi no aparecen en las ecs.
(3.4.1) ¥ (3.4.2). Las correlaciones entre las particulas del sistema solo dependen de las
posiciones, a traveés del potencial de interaccién. Si el multiplicador de Lagrange 3(r,t)
se 1dentifica como el inverso del factor de Boltzmann TC—B—IITU entonces la f.d. de una
particula es una Maxwelliana y este esquema corresponderia a la descripcion del sistema

en el equilibrio local.

Si el conjunto de restricciones contuviera solamente a la f.d. de una particula v a la
densidad de energia potencial entonces estariamos hablando de la llamada Teoria Cinética
Variacional III(KVT-III). una teoria desarrollada por G.Stell et al[8,9,11], que parte del
mismo principio variacional que nosotros pero que al utilizar a la densidad de energia
potencial limita la posibilidad de describir correlaciones en impetu para el sistema denso.

La f.d. de IV particulas asociada a este proceso de maximizaciéon, KV T-I11 es

N

. , 1
ME N _ N o
P (x'".t) = h——_—.\'!/z"“\'ZN(f) exXp kz_:lx\(xk.t) X
e t) + 3(r, . t)
xexp | — =2 5 () olri) | (3.4.3)

k<) =
k.yg=1



29 CAPITULO 3: El Formalismo de Maximizacién de la Entropia

En la ec. (3.4.3) las funciones Z (), A(x¢,t) vy 8(rg, ) son los multiplicadores de Lagrange
asociados a la normalizacién, a la f.d. de una particula y a la densidad de energia potencial,
respectivamente. En esta descripeién suponen que la funcién de correlaciones apropiada

estd dada por,
g Py ro.t) = g ey raln(re 1), 1/2(3(r1.8) + 3(ro,1)]), (3.4.4)

donde n(r..t) = ff(l)()(C,If)(lpC es la densidad de nimero de particulas evaluada en el
punto de contacto de las esferas y 3(r,t) es el multiplicador de Lagrange conjugado a la
restriccién de la densidad de energia potencial. En ésta descripeidn deberia ser posible
definir potenciales quimicos generalizados cuya interpretacién distaria muy poco de la del
equilibrio[13], sin embargo los autores no los mencionan. Las repercusiones que aparecen
en KVT-III acerca de las ecuaciones cinéticas, las reservamos para el capitulo préximo.
De tal forma que podemos interpretar al FME-II como una descripcion intermedia entre
una descripcion en el equilibrio local y la mas general que mantiene las correlaciones en el
espacio u, de posiciones y momentos de las particulas 1 y 2,i.e. el FME-L

Pero KVT-III no es la 1inica Teoria Cinética Variacional para gases densos con que la
seria deseable comparar sino también existen otras en la literatura [5-11]. Empecemos
por enunciar los principales puntos que tienen en comun las llamadas Teorias Cinéticas
Variacionales y después detallaremos las diferencias que presentan y por las cuales han sido
denominadas como KVT[6,7], KVT-I[53-7], KVT-III mas un potencial de pozo cuadrado[11]
v la llamada Teoria cinética de esfera dura para dos particulas [7]. El primer paso en comutin

en KVT y KVT-L es maximizar a la funcional de entropia

N
S = —kB/p(xN,t)ln (_P(_’%wjl) (lXN, (3.4.5)

donde T una medida del espacio fase, sujeto a las siguientes restricciones de

Normalizacién para la funcién de distribucion p(NV), [ p(M (%™ )dxN =1,

la funcion de distribucién de una particula como una f.d. reducida de p(™),

! . , .
f(l): (_Vi\_"_l_)_?—/‘/)(‘\)(x/\~t)dx.\—l- (3_}6)

pero incluyen una hipétesis adicional, que es totalmente independiente del principio
variacional, v que es el considerar que la funcién de distribucion de NV particulas sea
factorizable en

pN) = EN (N DIV (N 1, (3.4.7)
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donde el primer factor lo suponen conocido en base al sistema a estudiar, y entonces

la incégnita completa estd en D). De aqui aparecen las diferencias :

i) KVTI[6,7]

En este caso el sistema que estudian es un gas de particulas con coraza repulsiva,
de didmetro o, i.e. esferas duras con colisiones instantaneas en el cual la funcién EY)
corresponde a una funcion de Heaviside

6 =1 cuando |rx —r;| > 0, para toda k #1

(3.4.8)
# =0 para |riy —r;| < o para todo par de k,[.

Esto significa que 6 impide la superposicién de corazas. Al aplicar el proceso de Maxi-
mizacién de la Entropia bajo las restricciones mencionadas anteriormente llegan a la si-

guiente f.d. de N particulas

N

N
PV (XN 8) = exp [~ — 1]6 H exp [~ A\(Xx, )], (3.4.9)

k=1
donde v es su multiplicador asociado a la normalizacion de la f.d. de N particulas A es el
multiplicador conjugado a la f.d. de una particula. La expresion asi obtenida la identifican
con la f.d. del equilibrio asociada a un ensamble de NV esferas duras en un potencial externo.

Entonces la f.d. de dos particulas, correspondiente a KVT esta dada por,
FO 1 x,8) = FO (0, ) f D (k2. )g 3 5(e1, w2 [ (ry, 1)), (3.4.10)

(el subindice HS significa esfera dura).En la ec. (3.4.10), n(r;,t) = ff“)(xl,t)dpl es la
densidad de numero de particulas evaluada en la posicion ry es decir asociado a un sistema
inhomogéneo. En el caso de que esta densidad sea constante estaremos hablando de la
funcién radial de correlaciones de un gas denso de esferas duras en el estado de equilibrio.
Ademas, no obtienen la f.d. de correlaciones directamente del principio variacional, porque
dadas sus restricciones las correlaciones estarian sélamente incluidas en la expresion (3.4.8)
a través de la funcion 6.

i) KVT-I[5-7]

Esta es otra teorfa variacional para gases densos que estudia a un sistema cuyo potencial
de interaccion es el de una coraza repulsiva mas una cola atractiva of;-“l que se refleja en
la contribucion EY) de la f.d. de NV particulas(v.ec. (3.4.7)), es decir

N
EN) = H ei;6. (3.4.11)
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donde la funcién lne;; (:)f;”’ Los casos obtenidos con esta descripcidn son:

a) cuando se trata de una cola atractiva débil de largo alcance, el limite de Kac, cada
particula se encuentra inmersa en un campo promedio que le imponen las particulas
restantes en el gas, y que es de la misma magnitud para cualquiera de ellas. Sin
embargo a nivel de la f.d. de .V particulas que maximiza a la funcional de entropia la

expresion es equivalente a la de KVT.
N
pM(xN 1) = EXY DY) = exp[—~ — 1]8 H exp —A(Xg, 1). (3.4.12)
k=1

La f.d. de correlaciones que obtienen es la correspondiente al caso de un sistema de

esferas duras inhomogéneo,

f(Z)(Xlsx'Z?t)
f(l)(xlﬁt)f(l)(XQst)’

con n(ry.t) la densidad de niunero de particulas.

girs(rr e in(ry. 1) = (3.4.13)

b) cuando se trata de una cola atractiva intensa de corto alcance, por ejemplo de Lennard
Jones, el efecto de Ine,; es sobre todo apreciable entre primeros vecinos nuevamente
les conduce a una f.d. de N particulas como la dada por la ecuacion (3.4.11). La
f.d. de correlaciones esta dada por la ec. (3.4.13), es decir es la f.d. radial de esfera
dura que depende de la densidad de nimero de particulas del caso inhomogéneo. Esta
descripeion le dard las caracteristicas de un gas denso de esferas duras, v desprecia
las posibles correlaciones en el espacio de velocidades.

ii1) KVT-IIT + un potencial de pozo cuadrado[l1l]

Para esta teoria cinética variacional, adicionalmente a la funcién de distribucion de
una particula se impone la densidad de energia potencial como restriccion en ¢l proceso
de maximizacién de la funcional de entropia. El mismo proceso conduce a la f.d. de
N particulas que aparcee en la ecuacion (3.4.4), donde las correlaciones existentes solo
exhiben dependencia en la posicion a través del potencial de interaccidon intermolecular.
Hasta esta parte se ticne enteramente a la llamada KVT-III {7]. Adicionalmente, H.van

Beijeren[11] impuso como potencial de interaceién uno de pozo cuadrado

x5 el <o
oflrp) =< —e o <rp| <R (3.4.14)
0 R <y

Entonces la funcion £ es ahora una combinacion de funciones de Heaviside que sean

indicativos de las discontinuidades del potencial. Esta fué la manera en que se propusieron
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simular a un potencial suave como una secuencia de funciones escalén, donde las coli-
siones se dan de manera instantdnea en las discontinuidades del pozo. Ahora cabe senalar
que ademds de ser un potencial truncado el incluir este potencial es también porque de
antemano no pueden simular correlaciones en los impetus, sélo en posiciones. Dado que
las correlaciones en posiciones dependen del potencial de interaccién, éstos tendran un
salto en su valor a ambos lados de las discontinuidades del pozo. Esto se debe a que
las interacciones existentes entre las particulas del sistema son cuatro: la interaccion de
coraza repulsiva, la interaccién de entrada al pozo, la interaccién de escape (salida) del
pozo, y la interaccién debido a la impenetrabilidad del pozo; ésta ultima se da en caso
de que las particulas no tengan el impetu necesario para salir del pozo. Nuevamente las
consecuencias, que resultan sobre las ecuaciones cinéticas las analizaremos en el proximo

capitulo.

Hasta aqui podemos resumir que estas descripciones variacionales tienen la limitante
de ser validas para potenciales repulsivos, o para potenciales formados por un conjunto de
potenciales repulsivos truncados, lo cual significa que a nivel de fluido denso sélo pueden
simular a la estructura del gas denso formado por esferas duras. Contrariamente, en
nuestros esquemas FME-I y FME-II, en los que la unica condicién sobre el potencial de
interaccion es que debe ser aditivo por pares y de corto alcance, resulta que las correlaciones

estdn presentes en el espacio de posiciones y de impetus.

La funcional de entropia para KVT, KVT-1 y KVT-III es similar

S =kplnlexp(—1 —~,’)]—kB/f(”(xl,t)lnf“)(xl,t)dx1 +kB/n(rl,t)lna(rl,t)drl,
(3.4.15)
donde

a(ry,t) = exp (A(x1.t)) f(x,. 1), (3.4.16)

y también se pone de manifiesto la ausencia de una contribucién debida a las correlaciones
entre las particulas en la funcional de entropia maximizada, que si aparece en nuestros

esquemas de descripcién (v.ecs. 3.2.20 vy 3.3.12).
iv) Teoria Cinética de dos particulas para Esferas Duras(7]

En esta teoria de Karkheck et al.[7] se imponen como restricciones sobre la funcional
de entropia (3.4.5): la normalizacion de la f.d. de .V particulas y la funcién de distribucién
de dos particulas, pero haciendo nuevamente la suposicién de que p'V) es factorizable como
pV) = E(NI DY) “en donde por tratarse de un gas de esferas duras se sustituye EY) por

la funcién de Heaviside como el mecanismo que impide el traslape de las corazas de las
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particulas. La funcién de distribucién de N particulas que maximiza a la entropia es

p™) = exp (=1 — ) [ exp (= A(xx, x1,1)). (3.4.17)
k£l

Con ello obtienen un sélo multiplicador asociado a la f.d. de dos particulas, y otro multipli-
cador asociado a la normalizacién, . Sin embargo, al estar considerando un gas denso de
esferas duras las correlaciones siguen siendo instantineas entre dos particulas y las config-
uraciones en las cuales se presenta el traslape del potencial de interaccién de tres particulas
no puede ser considerado porque se tiene un volumen excluido intrinseco a las particulas
que interactiian con coraza repulsiva. La extension que ellos proponen se detallard mas

adelente, cuando presentemos el caso de las ecuaciones cinéticas.

La funcional de entropia maximizada corespondiente a este esquema es

1
S=kplnlexp(l+v)] - §k3 /f(z)(xl,xz,t)lnf(2)(x1,x2,t)dx1dx2+
. (3.4.18)
+51913/f(z)(xl,xg,t)lna(xl,)qtg,t)clxld}coL

con

a(x1,Xs,t) = exp (2A(x1, X2, 1)) f(z)(xl,xz,t). (3.4.19)

Esta es la descripcién que obtienen a nivel de dos particulus:pa:a el gas denso de esferas
duras pero no se puede comparar, como lo hicimos con nuestro esquema, con las funcionales

de entropia para gases densos que existen en la literatura{l6].
3.5 Conclusiones.

En este capitulo hemos planteado dos esquemas de descripcioén mesoscopicos tomando
como punto de partida al proceso de maximizacién de la funcional de entropia. Hemos
convenido en situar estas descripciones en un nivel de descripcién mesoscépico debido
a las restricciones que se impusieron respecto a las funciones de distribucién mas rele-
vantes en el analisis de un gas denso, esto es, con las f.d. de una y dos particulas. Las
ff.d. son las predicciones de esta teoria como funcién de los multiplicadores indetermina-
dos de Lagrange. Asimismo obtuvimos una generalizacién interesante de los potenciales
quimicos que aparecen en la teoria de liquidos del equilibrio. Las funcionales de entropia

mazimizadas obtenidas aqui pueden compararse con las existentes en la literatura pero
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obtenidas con otros metodos [16] y que han sido utilizadas en estudios de simulacién de

gases densos con resultados satisfactorios [17].

La comparacion con otras teorias cinéticas variacionales se mostro en la ultima seccion
y revel6 que las otras teorias se limitan a la descripcion de gases densos de esferas duras
porque los potenciales incluidos son repulsivos y/o potenciales con una contribucion atrac-
tiva truncada. Las funcionales de entropia maximizadas asi obtenidas, a excepcion de la
ultima comparacion realizada, excluyen la contribucion de correlaciones en los impetus y

la que si las incluye no obtiene la forma de las funcionales de entropia conocidas [16.17].

En el siguiente capitulo procedemos a continuar nuestros dos primeros esquemas e
descripcién en base a la evolucién del sistema de la cual no se hablo en este capitulo pero

que debe tenerse para que se considere completa la descripcién del sistema [2].
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CAPITULO 4
Ecuaciones de evolucion para FME-I y FME-II.

Resumen. Para describir la dindmica del sistema es necesario conocer la evolucién
temporal de las funciones con las que lo estamos describiendo. Esto significa que para
el FME-I necesitamos conocer al conjunto cerrado de ecuaciones cinéticas para las
dos primeras funciones de distribucién, f y f®. Adicionalmente, para el segundo
esquema, FME-II, es necesario satisfacer la ecuacién de balance de energia interna

correspondiente.

4.1 Introduccion.

Sabemos que para tener una descripcién completa de un sistema, tal como enuncia
Lewis[1](loc.cit. capitulo 2), es necesario tener un conjunto de funciones de estado’, sus
correspondientes ecuaciones de evolucién y la funcional de entropia maximizada con el con-
junto de funciones de estado. Ya en el capitulo anterior hemos obtenido las funciones de
distribucién que maximizan a la funcional de entropia y a la propia funcional de entropia
maximizada para dos esquemas diferentes FME-1 y FME-II; ahora lo que falta es estable-
cer las ecuaciones de evolucion correspondientes a estos esquemas. Es decir que hasta
este punto ya hemos descrito el proceso de maximizacion de entropia para dos niveles de
descripcidn diferentes y es en este capitulo que nos dedicaremos a la evolucion del sistema
a través de la evolucion de las funciones de distribucion (ff.d.) que lo deseriben. Para
ello necesitamos tener un conjunto cerrado de ecuaciones de evolucién correspondientes
a las ff.d. que describen al sistema. En la seccién 2 mostraremos que las ff.d. reducidas y
en particular las correspondientes a las ff.d. de una y dos particulas deben satisfacer las
ecuaciones de la jerarquia de Born-Bogoliubov-Green-Kirkwood-Yvon (BBGKY) [2]. Ve-
remos en la seccidn 3 las ecuaciones cinéticas correspondientes a los formalismos mostrados
anteriormente, FME-I y FME-II junto con sus respectivas cerraduras{3]. Y por tltimo, en

una cuarta seccién compararemos con cerraduras existentes en la literatura, obtenidos por

! ésta denominacién ya ha sido definida en el capitulo 2.

36
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otros métodos|3].
4.2 La Jerarquia BBGKY.

La f.d. de N-particulas satisface la ecuacién de Liouville [2] deducida en el capitulo
2, a saber,

9 _ (Hy: o)

ot
XN:((?HN 8™ 9Hy ap(m) (4.2.1)
=1

or;  Op; Op; Or;

donde H es el hamiltoniano del gas denso que representamos como

N 2 N
Hy = Z o+ d(lri =), (4.2.2)

2]

con ¢(|r; —r;|) = ¢(ri;) un potencial suave, simétrico, aditivo por pares y de corto alcance.
Esta ecuacién de evolucion es la que describe el cambio en el tiempo de la f.d. del total de
N particulas que conforman al sistema. Sin embargo, la pregunta seria como pasar a un
conjunto de ecuaciones que describan la evolucion de las funciones de distribucién de un
namero menor de particulas. Para tal efecto es conveniente hacer una integracién sobre
la ecuacién de Liouville y tener en cuenta la definicién para las funciones de distribucién

reducidas definidas en el capitulo anterior, v.gr.,

f(s)(xs,t):/(ﬁ)p(m(xlv,t)dxlv“s:

N N N
= /ZZ Z §(xy —%Xi)8(x2 —X;) - -+ 6(%s —xXn—s)p NV (xN, t)dxN, (4.2.3)
i=1 1= i<i<<(N=9) . .o

donde, recordemos que cada coordenada x; representa a las coordenadas de posicién e

impetu generalizado de la i-ésima particula.

Ademaés es necesario tomar en cuenta la normalizacién de la f.d. de N particulas, es

decir [ pM)dxY = 1. También, las condiciones a la frontera que son:

<=

- En el limite N — ooy V — oo la densidad de ntmero de particulas n = es

constante, el llamado limite termodindmico.
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- Como el sistema de N particulas, el gas denso, es cerrado entonces en primer lugar
las particulas no atraviezan las fronteras y ademas no existen particulas con impetu
infinito. Esto restringe los promedios existentes a aquellos que tengan significado
fisico. Como ejemplo, si existen los promedios ff(s)Adrl y ff(") Adp; de una funcion
A(xy,t) = A(ry,p1, 1) entonces

/V,.1 [f(”(x“",t‘)A(xl,t)} dr; =0 (4.2.4)

/Vm {f(”(x”at)A(Xut)} dpy = 0. (4.2.3)

Ya con estas condiciones en mente el resultado de integrar la ecuacion de Liouville, es
la jerarquia de ecuaciones de Born-Bogoliubov-Green-Kirkwood-Yvon para las funciones

de distribucién reducidas [2,3], que es,

0 — ( px - (s) _
a + g(: : vrk - ]Z::Ivrkd)(rkj) ’ vp::):lf (xl’x% oy Xgy ) =

3" [ Verblrin) Vo fOH K e e (4.2.6)
k=1

En (4.2.6) f*) eslaf.d. de s-particulas. Ahora bien. el conjunto de ecuaciones (4.2.6) no es
un sistema cerrado de ecuaciones pues la evolucion de la f.d. de s particulas esta acoplada
a la f.d. de s + 1 particulas. Esta interdependencia entre las ecuaciones de la jerarquia

representa una complicacion que comunmente es resuelta al hacer algunas aproximaciones.

Para los esquemas que hemos presentado en el capitulo anterior, el FME-1 y el FME-
I1, es suficiente conocer a las dos primeras ff.d., lo cual significa que solo necesitamos a las

ecuaciones de la jerarquia (4.2.6) con s = 1,2.

De tal manera que la ecuacién cinética para la f.d. de una particula se escribe como sigue,
9 ) P1 (1) (1 5 =
af (x1,t) + . Ve f P xq,t) = =V, - (FP (%, K (%1, 1)) (4.2.7)

el lado derecho (LD) de la ecuacién anterior tiene que ver con la interaccién entre las

particulas y esta escrito en términos de una fuerza promedio K,(x,.t) = K, ,

K, = _/(vn ¢(r12)) F D (x2,8) 9P (%1, x5, t)dXs. (4.2.8)
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Esta fuerza promedio corresponde a la fuerza siente una particula, denotada como 1, debido
a la interaccion directa con todas las demas que conforman al sistema y es funcién del
impetu, de la posicién y del tiempo. La interaccién se mide en términos del promedio
sobre la f.d. fuera de equilibrio para dos particulas del potencial de interaccién é(ry).
Es claro que dicha fuerza promedio es la responsable del acoplamiento entre la primera
ecuacién de la jerarquia, para f(1) = f(l)(xl,'t), y la segunda ecuacién para la f.d. de dos
particulas f® = f2(x;,x,,1).

Por otra parte, f(2) debe satisfacer la segunda ecuacién de la jerarquia, dada por

0
gt‘fa)(xlax%t) + % . vrlf(z)(xlax27t) + % : vrgf(z)(xlax‘l’t) =

= Vpu - (Ve WD (1, %2, 6)f P (31, %0,8)) + Ty - (Ve WAD (31,32, 8) D301, 32,1))

(4‘.2.9)

En (4.29) los términos de arrastre (ver lado izquierdo LI) estidn asociados a ambas
particulas. Por otra parte, el término de interaccion, en el LD, es una fuerza promedio
determinada por la fuerza de interaccién entre dos particulas mas la fuerza proporcional

al gradiente del potencial de intraccién efectivo entre tres particulas, i.e.

FO (%1, %2, ) Ve WS = f®(x1,%2,8) Vi, $(r12) + /(Vr1¢(r13))f(3)(x17x2,X31t)dx3-
(4.2.10)
Es claro que éste corresponde a un potencial efectivo no-local, la no-localidad en el sentido
de que el potencial efectivo no desaparece cuando la particula 1 se encuentre distante de la
2. Aqui por distante se entenderd que se encuentra a una distancia mayor a la del alcance

¢ del potencial de interaccion.

Para construir una fuerza promedio local es necesario utilizar la f.d. de tres particulas

correspondiente al caso en que una de las particulas, la :-ésima esta distante del par
lim
rii>f
Tal f.d. estd asociada a las siguientes fuerzas promedio:

" restante, y lo denotaremos como F®(x1,x2,X3,1) = fa(l?)(xl,xz,X3,t) cont = 1,2.

FO(xy, %y, KT (x1, %5, 1) = — /(Vn¢(r13)) (fc(ii)(xl,x%xa;,t)) dxs (4.2.11a)

R 1 i
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FO(xq, x2, )KL (%1, X2, 1) = —/(v”qs(r?g)) (ffif)(xl,xz,xg,t)) dx;.  (4.2.110)

Ahora, sumando y restando estas ultimas expresiones a la ecuacién cinética (4.2.9), es
: . . , 2 ,
posible definir la fuerza efectiva local sobre pares de particulas como _vr1w§2)~ a través

de la siguiente relacion:

f(2)(X1,X2, t)vrlu)gi) = f(2)(X1,X2,t)vr1¢('7'12) + /(Vrlgﬁ(rlg))f(:})()(l,X2,X3, t)dxfl

— /(Vr1¢(r13)) (f,g:)(xl,x%xg,t)) dx;.

(4.2.12)
Entonces la segunda ecuacion de la jerarquia puede reescribirse como
a
O (%0, + B0 F P, x0,1) + B2V, F D (x0,%0, 1) =
ot m m
=Vp, - { {Vrlw%)(xhxmt) - Klliz(xlvx2st)} f(Q)(Xl’Xzst)}
(4.2.13)

+ vpz ' { [vrz“’éi)(x21xlat) - Kgl(xlsXQvt)] f(2)(X1,X2,t)} .

En la ec. (4.2.13) la fuerza Vrzwgzl)(XQ,xl,t) es

f(z)(xhxzst)vmw‘x) = f(z)(xhxmt)Vm@("l‘z) + /(Vr2¢(7‘23)>f(3)(x1sX27X3~t)flx."s

- /(Vr2<f>(7”23)) (f;?)(xl,xz,x;;,t)) dxs,

(4.2.14)

Las fuerzas promedio que hemos obtenido anteriormente, ec. (4.2.8) y ec. (4.2.12)

son semejantes a las obtenidas por D.C. Wallace [4]. La diferencia que existe con respecto
a nuestra descripcidn es que Wallace utiliza una hipdtesis adicional al construir la fuerza
efectiva local entre dos particulas, la hipdtesis de superposicion de Kirkwood. de la cual
hablaremos mas adelante en la seccién 4.4. Es importante hacer notar que en las ecuaciones
precedentes, las fuerzas promedios K,;(x;,t) vy —Vrlwg) tienen la ventaja de desvanecerse
cuando las particulas se encuentran distantes, respecto al alcance del potencial. Sin em-

d dy - . . . ;. , ,
bargo las fuerzas K'5? y K}' siguen contribuyendo atin en ese mismo limite. Mas ain hace
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falta conocer a la f.d. de tres particulas para que esté cerrado el conjunto de ecuaciones,

punto que se discutirad en la siguiente seccion.

Cabe hacer notar, que hasta aqui no hemos establecido cuales ff.d. deben ser incluidas
en las ecuaciones cinéticas, es decir, que en general tenemos las ecuaciones de evolucién
correspondientes a las funciones de distribucién de una y dos particulas (ec. 4.2.7 y ec.
4.2.13), para ambos esquemas. Solamente se verian las diferencias al sustituir las funciones
de distribucién correspondientes al FME-I o al FME-II en los términos de interaccién de

las ecuaciones cinéticas.

4.3 Las ecuaciones cinéticas para el FME-I y FME-II y su cer-
radura ’

De la seccién anterior se sabe que las ecuaciones que deben satisfacer las funciones
de distribucién de una y dos particulas son las dos primeras ecuaciones de la jerarquia
BBGKY. Dado que dichas ff.d. han sido expresadas en términos de los multiplicadores de
Lagrange asociados a dos esquemas de descripcion, v.gr. el FME-I y el FME-II, entonces
una forma alternativa de presentar la descripcion temporal del sistema es a través de las
ecuaciones de evolucién para los multiplicadores de Lagrange de cada esquema. Para ello
necesitamos sustituir, para cada esquema, las expresioneé para las ff.d. de una y dos

particulas en las ecuaciones de evolucién (4.2.7) y (4.2.13).

Comencemos con las ecuaciones correspondientes al FME-I, para lo cual sustituimos
las funciones (3.2.9) y (3.2.10) directamente en las ecuaciones cinéticas (4.2.7) y (4.2.13).

De la primera ec. de la jerarquia obtenemos que,

gtl [%] {gt + Ei.vn] [A(x1,1)] - [gt + B -v..l] [Bg(r1, )N (%1, 1)]

- (vpl /\(X],t)) Ky — (vpx ’ [/Bd)(rlvt)ﬂN—l(xl’t)]) K1+ (Vpl ) ’Cl) = 0.

(4.3.1)
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Mientras que de la segunda ecuacién de la jerarquia se obtiene una ecuacién para la funcién

Zn_2(t)ZN(1)
(Zn-1(1))?

1119(2)(X1,X2~,t) =In - [‘7(x1~,x27t)]

2 N N (432)
s <zv<xk,x1,t>> _ <zv<xk,x1~,t>>
k=1 Ik Vo J=3 N=2
que es la siguiente,
0 +— \Y% +&-‘V Ing®(xy,x,,t) = (V w —Kdz(xl X2 t))~
at i m T2 R Fr12 ! e
. (Vpl lng(z)(xl,xg.t)> (V,.zw }Cd‘(x1 X2, t)) (Vm lng(z)(xl,xQ,t))
90, (Ve + K0+ K1) %0, 1)) + Ty (V] + K = K (31 %a11))
+ (Vrlw(lé) + K4 +K(112(X1,X2,t)> . ( P lllf (X], )>
+ (Vrzw,(_,f) + Ky - Kf'li‘(xl,XQ,t)> . ( - lnf( (X2, )). (+.3.3)

Se puede proceder de manera andloga para conocer la evolucion de los multiplicadores
del segundo esquema de descripcion (FME-II). Al sustituir las ff.d. del FME-II (ec 3.3.7 v

3.3.8), llegamos a las siguientes expresiones:

de la primera ecuacion de la jerarquia, para f(1) se tiene

Jdt  m

2m

9, ZV (] [0 0 P 3y, t)[py — mu(r, . 1))
Ot | Zn(t)h3 Ot i

+ B |- [ + B

0
_ {-07 + i—l‘ } [Bo(rr, )Y 7 (x1,t)] — (Vi n(xy, 1)) - Ky

2m

3(ry,t)[p1 — )P :
B <vp1 (r1 )[Pl mu(l‘l )] ) "Cl _(vpl . xfo(l'l,t)u‘\"l(xl,t)) "Cl +(Vp1 .}(jl) =0

(4.3.4)
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y para la funcién In ¢(?) que es implicitamente una funcién de los multiplicadores, a saber,

Zn=2(£)Zn(t)
(Zn-1(t))”

lng(2)(x17x2’t) =In ,: jl — '(,b(xl,Xz,t) - %(,B(rlat) + 6(r27t))¢(r12)

+

Z /Btﬁ(rk’t) (xk’t) - NN—Z(xkat))]}a
= (4.3.5)

se tiene que

9 2
[at + — vl‘l + vl‘z] [lngm)(xlax?at)} = (vr1w§2) - Kcllz(XhXZ’t)) )

. (Vp1 In g(z)(xl,xz,t)) + (V,zwgi) — ICgl(xl,xz,t)) . (sz lng(2)(x1,x2,t))
0, (Vel? + K + K8 (x1,%2, 1)) + Vo (Vegld) + K — I (31, %,1))
+ (V;MQ + K1+ ICf2(x1,xz,t)> . (Vpl ln f(l)(xl,t))

+(vr2w<2)+1c2 e (xl,xz,t)])-(vpzln f<1>(x2,t)). (4.3.6)

Adicionalmente para el segundo esquema, FME-II, es necesario satisfacer la ecuacién co-

rrespondiente a la energia interna, donde la energia interna se define como,

e(ry,t) = [p1 — mu(rs, )] FO(xq,t)dpy + 1 d(Jr12]) F P (%1, X2, t)dprdxy. (4.3.7)
2

2m
Para obtener la ecuacién de balance de energia interna utilizamos las dos prlmeras
ecuaciones de la jerarquia BBGKY, ecs. (4.2.7) y (4.2.13). Multlpllcamos a la. primera

ecuacién (4.2.7), por la energia cinética de la particula 1 = m;:,(:l Ik

, € integramos sobre
el impetu dp;; a la ec. para la f.d. de dos particulas (4.2.13) la multiplicamos por
%¢(|I’2 —ry|) é integramos sobre dp;dp2dr; y sumandolas obtenemos la ec. de balance de

energia interna, i.e.,

%e(rl,t)+vr1 . [u(rl,t)e(rl,t) + Jy(r1,t)| + P(r1,t): Ve u(ry, t) = 0. (4.3.8)
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En la ec. (4.3.8) u(r,t) es la velocidad hidrodindmica, definida anteriormente (v.ec.3.3.2)
y la funcién P(r;,t), que aparece en esta ecuacién, es el tensor de presiones completo que

se define como[3]:

vl‘l : E(rl?t) = Vl‘l ! Ek(rlvt) + V!‘[ . _‘I_)¢(r17t)

-V, (/ Py = mulzr(lpl =] 50 1 dPl) (4.3.9)

1 ,
5 /(vr1¢(|1‘2 - 1‘1\))fm(xlﬁxzat)dxzdpl-

El primer término en (4.3.9) es una contribucién cinética mientras que el segundo es la
contribucién que proviene de la energia potencial. El flujo que aparece en la ecuacion de

balance de la energia es J,(r,t), es el flujo de calor y que se define como

Ve, - 3g(r1,8) = Vo, - Joa(rn, ) + Ve, -3 (01, 8) + Ve, - 39 (ry,8) =
2
- T el f0xs, tap )

m 2m

+ Ve, - (/ [—plg—mlll]é(ﬁz)fm(xhx%t)dpldxz>
™m

+ ;
-/ P1EPE] (0) s, . 1) (V2 6(712) i dpy + Vi, - (uPy(r1.1))
(4.3.10)

donde el primer término es la contr ibucién que representa el transporte de energia cinética
y las otras dos corresponden al transporte de energia potencial. Estas son las expresiones
mas generales para el tensor de presiones y para el flujo de calor, sin embargo se pueden
extraer explicitamente la divergencia de las contribuciones a los flujos ng) y P4 respecti-
vamente. Por otra parte, la contribucién de interaccién para el tensor de presiones puede

escribirse como (Ver Apéndice 4A),

1 I
Py(r,t) = *5// s(Vso(ls])) f®(ry — (1 — a)s, p1,11 + as, py, t)dadsdp,dp,
- 0
,(4.3.11)
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y la segunda contribucién de transporte de energia potencial para el flujo de calor (Ver
Apéndice 4A) como,

32 (r,t) = _%//O s (V.a(ls))) - [p1 + p:,;n— 2mu]

X f(2)(rl - (1 - 0‘)57 P, 11 + aS,Pzat)dademdPh

(4.3.12)

donde s = r; —r; la coordenada de separacién relativa entre las particulas situadas en r»
y Ty respectivamente. Las ecs. (4.3.10)-(4.3.12) son las expresiones més comunes para las
contribuciones potenciales de los flujos[5].

Es importante senalar que la fuerza promedio Ky(x;,t) = K;, que aparece ecuacién de
evolucién para la f.d. de una particula (ec. 4.2.7), se combina con los términos del lado
izquierdo de la segunda ec. de la jerarquia (ec. 4.2.13) y dan la contribucién Jg? +
P,V u(ry,t) en la ecuacién de balance de energia, mientras que el lado derecho de la
ec. (4.2.13) no contribuye a este balance.

Las ecuaciones de balance de la densidad de masa y de impetu pueden obtenerse de
las ecuaciones para f( y f2)_ El balance de la densidad de masa se obtiene al multiplicar
(4.2.7) por la masa m é integrando sobre dp;. La ec. de balance para la densidad de
impetu se obtiene multiplicando la misma ec. (4.2.7) por el impetu de la particula 1,
P1 ¢ integrando sobre dp;. Las ecuaciones de balance para la densidad de masa y de
fmpetu apareceran explicitamente en otro capitulo de la tésis que hemos dedicado a una
descripcién hidrodinamica.

Es importante hacer enfasis en que las ecs. de balance se obtienen de las dos primeras

ecuaciones de la jerarquia [2,4,5] y que el lado derecho de la ecuacién para (2 ie. la ec.
(4.2.13), no contribuye en ninguna de estas ecuaciones de balance.
Las ecuaciones de evoluciéon para los multiplicadores de cada esquema, para el FME-I las
ecs. (4.3.1) y (4.3.3) y para el FME-II las ecs. (4.3.4) y (4.3.6) y/6 las ecuaciones de la
jerarquia BBGKY para f(1) y £(2) nos indican que no se tiene un conjunto cerrado de ecua-
ciones mientras no tengamos una expresién para la f.d. de tres particulas f®)(x1,xq,X3,t)
porque aparece en las definiciones de las de las fuerzas promedio IC'{’2 (X1,%X2,t)y —’-.V,‘.lwg)
(ecs. 4.2.11 y 4.2.12) en la segunda ecuacién de la jerarquia.

Existen en la literatura [6-14], aproximaciones diferentes para escribir una funcién de
distribucién reducida ft1) en términos de otra funcién de orden menor f(*) lo cual ha
conducido a distintos avances en la teoria cinética. Pero en nuestro caso es posible obtener
la expresion para la f.d. de tres particulas en términos de las dos primeras ff.d. f W(xy,t) v
f (2)(x1, X,,t) sin hacer aproximaciones adicionales. Para ello hacemos uso de la f.d. de N

particulas que maximiza a nuestra entropia y la sustituimos en la definicién de la funcién
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de distribucién reducida para tres particulas

%]k

N
FO(xy,x2,x3,1) :/ Z §(x1 — xk)8(x2 — x;)8(x3 — x)pME(XN t)dxY.  (4.3.13)

y obtenemos la expresion deseada( Ver Apéndice 4B), es decir, llegamos a
f(B)(xl , X2, X3, t) = f(l)(xl . t)f(l)(x27 t)f(l)(x?n t)g(3)(x1 y X2,X3, t)v (4314)
donde ¢g©®) es la f.d. de correlaciones entre tres particulas y se expresa como

g (x1,%2,X3,t) = exp[—v12 — 723 — 731]Y ¥ (x1, %2, %3, 1), (4.3.15)

Esta ecuacion tiene una estructura semejante a la probabilidad condicional definida para
pares de particulas (3.2.12) ?. La expresion anterior es valida para el esquema del FME-I.
Para el FME-II la cerradura es,(Ver Apéndice 4B)

‘ 1. 1 P
9(3)(X1,X2,X3~t) = oxXp [—w12 — 23 — 31]exp (*;[ﬂl + B2]o(r12) — ;[52 + F3]d(ras)

1
—;[.fl + d'}](ﬁ(rlg)) }’(3)()(1. X2,X3, t)

(4.3.16)
En las expresiones (4.3.15) y (4.3.16) se ha incluido a la funcién de cavidad de tres particulas

Yy cuya forma explicita es la que sigue

Zyv_3(Zn)?

}X(B)(x]~x2»x37t) =
(ZN—I)3

3
{exp (Z Folrr )V 71 (g, t) = ;L‘”"S(xk,w)) } .
k=1

(4.3.17)
La cerradura, ec. (4.3.15). es vélida para el FME-I y para el FME-II, en este tltimo no
olvidemos que estd escrito en términos de los multiplicadores correpondientes al forma-

lismo. También habra otras diferencias una vez que se incluyan los potenciales quimicos

? los subindices k = 1,2,3, indican la dependencia de la funcién respecto a los

vectores Xy, se incorporan con el fin de hacer menos engorrosas nuestras expresiones N
se supondra sobrentendida la dependencia temporal a excepcién de los casos en que se

indique lo contrario
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generalizados ©” =% en su forma explicita. Sabremos cual es valida dependiendo del es-

quema en que nos encontremos.

Es importante hacer énfasis en que para ambos niveles de descripcién tenemos la ce-
rradura de las ecuaciones de la jerarquia consistente con el formalismo de maximizacién
de la funcional de entropia y sin necesidad de alguna hipétesis adicional. Ademés en caso
de interesarnos una ecuacién de orden superior a las mostradas aqui, también podriamos
obtener la f.d. reducida de la correspondiente cerradura, porque conocemos la f.d. de N

particulas en términos de los multiplicadores de Lagrange para los dos esquemas, FME-I

y FME-IL

Sin embargo no es la inica manera de expresar la cerradura para el FME-I y el FME-
II, porque también es posible reescribir a la f.d. de tres particulas en términos de la de dos

particulas, es dectr,

f(z)(xlv X2, t)f(Z)(XZa X3, t)f(2)(x1 y X3, t)
FO(x1,) fD(x2,1) F U (%3, 1)

El calculo de esta forma alternativa para la cerradura puede verse en el Apéndice 4B y

f(3)(x17x27x37t) =

9(3) (Xl, X2,X3, t). (4318)

muestra que G(®) es una f.d. que mide las correlaciones entre tres particulas y estd dada

por

G (x1,%3,X3,1) = {ZIZV;EZ]:}‘) } {exp (Z (=B (ri, )V 3 (x4, 1)

+2ﬂ¢(riv t)NN_Z(xiat) - ﬁ(ﬁ(ri’t):uN—l(xiat))) } : (4‘3'19)

La relacién entre las funciones G®) y ¢ estd dada por la expresién:

9P (%1, %32, %3,1) = 9D (x1, X2, )g'? (x2, %3, )9 P (x4, %3, )G (%1, %2, %3, 1), (4.3.20)

En la expresién (4.3.14) para la cerradura, se tiene la contribucién més general de
‘las correlaciones triples, mientras que en la segunda opcidn, ec. (4.3.18), se hace explicita
la contribucién de la funcién de distribucién de dos particulas. Las dos expresiones son

equivalentes y el paso de una a otra queda de manifiesto en la ec.(4.3.20).

Cabe hacer notar que la forma opcional de escribir nuestra cerradura, ec. (4.3.18),

permite la identificacién directa de la funcién G®), que en la teoria de liquidos [15] se
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utiliza como medida de la estructura del fluido. En efecto, ha sido utilizada mediante
simulaciones de Montecarlo {16] para determinar como varia la estructura del liquido como
funcién de la densidad de particulas. Para el caso diluido o para gases moderadamente
densos el valor de G®) es cercano a la unidad pero conforme se incrementa la densidad,

este valor se aleja de la unidad y de una forma no trivial.

También esta cerradura nos permite aclarar maés el significado de nuestras fuerzas

(2) ~d
g ¥ K;*, porque
en vista de que dependen de las funciones de distribucion de una, dos y tres particulas

promedio efectivas que aparecen en las ecuaciones cinéticas, v.gr. X;, w

ahora tenemos claro que estas fuerzas promedio no soélo dependen de la interaccion de las
particulas a través del potencial intermolecular, sino también a través de las funciones
de correlacién de dos y tres particulas. Por ejemplo, si reescribimos el LD de la ecuacion
cinética para la f.d. de dos particulas ec. 4.2.13, la interaccién efectiva entre tres particulas,

obtenemos,

vpl : { [Vr1wgé)(xl~x2st) - K(liz(xlax27t)] f(Z)(xlaxvt)} =

= D (x1,%2,t)Ve, 0(r12) + /(vr1¢(rl3))f(l)()(1,t)f(l)(XQ,t)f(l)(Xg,t)X (4.3.21)

Vi
“

x g (%1 %y 1)g ) (32, %3, 8)9 P (%1, x5, )9 (X1 X2, X5, 8)dx3.

En caso de que la configuracion del sistema sea tal que una particula se encuentre alejada
del resto, la interaccion indirecta con el par de particulas 1 y 2, se vera reflejada entera-
mente en las funciones de correlacion y en efecto los promedios que aparecen miden las

contribuciones efectivas del total de particulas que conforman al sistema.

A continuacion procedemos a hacer una comparacién de nuestra cerradura con otras

obtenidas por otros métodos.

4.4 Comparacion de nuestra cerradura con otras halladas en la
literatura

Podemos empezar por comparar nuestra cerradura con las obtenidas por las llamadas
Teorias Cineticas Variacionales (KVT)[6-9]. La primer diferencia es que no parten de la

jerarquia de ecuaciones BBGKY sino de la solucién jerarquica obtenida por Lewis en 1961
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[17],

oo k ; ‘

s s —1 k=i i+3 s 3

Ot =) / _EjJ—.(mc—)_T)!Tgf FEPD (ke 8y ) dxgpy . dXepr  (4.4.1)
k=0 j=0

donde hay necesidad de definir al operador Tijj )

TSJ:‘S)f(k-f-s)(xk—f—s’ t) = f(k+s)(sf_j;f‘3)xj+s7 Sg.llxj+s+1, o S(_17)—xk+s, £), (4.4.2)

]+8) .7 ’ (e
S(_,, = exp 7{Hj+s, } son los operadores de evolucién 1 operadores solucién y H;, es

el hamiltoniano correspondiente a un conjunto de j + s particulas, cuyas definiciones y
propiedades ya fueron revisadas en el capitulo dos y son transferibles al operador T(k+9)3

La llamada Teoria Cinética de dos particulas para esferas duras[6] utiliza la solucién con
s=2

A2t 4+7) - T fD(1,2,1) = / [T, 1) = TO FO (%, )] dxst
+ / .[lrr“‘)f“)(xat) — T O, 1) + ST FO (<, t)] dxsdxy + -

2 -7
(4.4.3)
Del lado izquierdo se reescriben los operadores para reconocer una contribucién de arrastre

0
@) P1 (2) Pz )
atf (1,2,t) + Ve, f9,2,t) + Ve, f19(1,2,8), (4.4.4)

mientras que del lado derecho estan las contribuciones colisionales; en especial el primer

término del lado derecho queda como,

/ [TE“,’T& F®(1,2,3,¢) — F3(1,2,3,¢)| dxs. (4.4.5)

En general, en el lado derecho de la ecuacién tienen sentido los integrandos que consideren

configuraciones de interaccién bien definidas, ésto es,

- en (4.4.5), una particula 3 que choque con la particula 1 o 2 en un tiempo 7.

3 Abreviaremos la dependencia de una funcién {} cualquiera como sigue,

{}(xlﬂx% s 7xj7t) = {}(xj’t) = {}(XJ) = {}(1,2,. .- ajat) = {}(1?27 K 7]) = {}1,2,...,]'

T
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- el término que involucra cuatro particulas,
1
/ [ T FO (et 8) = T 6) + STE FO(x, 1)) dxsdx, (4.4.6)

tiene sentido cuando las partl'cﬁlas 3 y 4 chocan con las particulas 1 y 2 en un tiempo 7.
Haciendo una hipdtesis en tiempos que suponga la existencia de un tiempo carac-
teristico 7 mucho menor que el tiempo libre medio 7,, y mayor que el tiempo de colision
7., es decir 7, << T << T, se puede entender que todas las contribuciones a partir de
(4.4.6) desaparecen en el limite de 7 — 0+. Este es el caso de un potencial de interaccién
de esfera dura 6 simplemente una coraza repulsiva, si estamos pensando en el caso de un

gas denso. Asi se obtiene a la ecuacién de evolucién

0
[875 + Vl‘l + ) Vl‘z - Vr1¢12 : Vpl - Vr2¢12 : vpz] f(2)(1727t) =
(4.4.7)

/ [T(3)T(l)f(3)(1 2,3,t) — F(1,2, 3,t)] dxs.

Dado que el sistema es un gas denso de esferas duras, de radio o, el espacio de configu-
raciones accesible al sistema establece una geometria bien definida. Si dos particulas se
encuentran separadas una distancia |[rz —r;| < 20 entonces una tercera particula no puede
acercarse mas que en un volumen del espacio equivalente a un cono; tal condicién debe
aparecer y estar contenida en la f.d. de tres particulas. Esto significa que todavia faltaria
hablar acerca de la cerradura de esta relacién jerarquica que depende de la f.d. de tres
particulas de lo contrario tenemos dos incégnitas f(3 y ) y una séla ecuacién. Para ello
recordemos, de la seccién 3.4, cual es la f.d. de N particulas que maximiza a la funcional

de entropia sujeta a la restriccion de la f.d. de dos particulas, esto es

P (Y, 1) = Gexp (=1 = 9) [ exp ~[Ax,x0 1), (448)
k£l

con v y A los multiplicadores de Lagrange asociados a la normalizacién de p(¥) y a la f.d.
de dos particulas respectivamente. La cerradura a nivel de la f.d. de tres particulas no la
obtienen de manera semejente a la nuestra, no sustituyen la f.d. de (4.4.8) ex la definicién
de la f.d. reducida (4.3.10), sino que identifican a la f.d. p™) con la f.d. candnica del
equilibrio para un potencial de interaccién por pares, como una generalizacién al resultado

de la teorfa de liquidos del equilibrio[18] y entonces la f.d. de tres particulas se escribe
como

f(Z)(x17x27t)f(2)(x27 X3, t)f(2)(X1,X3,t)

(3) =
f (xth,Xg,t) - f(l)(xl’t)f(l)(}(g,t)f(l)(x37t)

VO (xy,%q,x3,1), (4.4.9)
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donde la funcién Y®) es una funcional de las ff.d. de unay dos particulas equivalente al caso

del equilibrio. Esta funcion puede desarrollarse en cumulantes en la forma siguiente[18],

y(3)(X1, X9, X3, t) =1 + /f(l)(X4,t)h(z)(XZ,X4,t)h(2)(X3,X4,t) +.. . (4410)

donde, las funciones h(z)(xk, Xi,t) estan relacionadas con las ff.d. de correlaciones como

f(Z)(Xk) X1, t)
FO xp, 1) fD(x,t)

Este desarrollo no tiene problemas de convergencia para el caso de esferas duras, para otros

A (xy,xp,t) = —1=g® (x4, x1,t) — 1. (4.4.11)

potenciales seria solamente una aproximacién. El caso especial de Y®) =1 la ec. (4.4.9)
coincide con la llamada aproximacién de Kirkwood[10]. La forma general (4.4.9) coincide,
en su forma, a la cerradura que nosotros hemos obtenido pero la forma en la que ellos llegan
a tal cerrradura pasa por alto el hecho de que las correlaciones no son sélo en el espacio
fisico sino que también en el de los impetus. No obstante que llegan a mencionar que esta
cerradura es aplicable a otros potenciales mtermoleculares aditivos por pares, no muestran
como llegar a él sistematicamente, a diferencia de nosotros: que obtenemos formalmente
la funcién de distribucion de correlaciones entre tres particulas en términos de nuestros

potenciales quimicos generalizados y de cocientes de funciones de particién.

Sin embargo no es la inica descripcion para gases densos que Karkheck et al obtienen,
también tienen resultados considerando soélo a la ecuacién cinética para la f.d. de una
particula que depende de la f.d. de dos particulas. Cabe hacer notar que las cerraduras
asi obtenidas son a nivel de la primera ecuacién de evolucién, para f(!), es decir necesitan
conocer a la f.d. de dos particulas. Las teorias que parten de esta ultima ecuacién pero
cuya cerradura y ecuacién cinética difieren un poco son las llamadas Teorias Cinéticas
Variacionales. En KVT [6] el sistema que modelan es un gas denso de esferas duras
y las restricciones impuestas son la normalizacién de la f.d. de N particulas y la f.d.
de una particula. De entrada estas restricciones no serian suficientes para describir la
energia interna total de un gas denso en el que la contribucién potencial es ineludible. Sin
embargo las consideraciones de volumen excluido son las que involucran la existencia de
una interaccién potencial determinado. Tales consideraciones son tomadas en cuenta de
manera adicional al formalismo de maximizacién de entropia como ya hemos mostrado

anteriormente(Seccién 3.4), obteniendo como resultado que,

N
p(N) =exp(—1—7)60 H exp —A(Xg,t), (4.4.12)
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con v el multiplicador asociado a la normalizacién y A es la funcién de Lagrange relacionada
con la funcién de distribucién de una particula. Ademas la funcién 6 es la funcién de
Heaviside, incluida como una informacién adicional. Dada la anologia que presenta esta
funcién de distribucién con la correspondiente f.d. canénica del equilibrio para un gas de
esferas duras, suponen entonces valida la generalizacién de la f.d. de correlaciones ¢(?) de

esferas duras al caso fuera de equilibrio esto es,

f(Z)(xl y X2, t)
FO(x1, ) f D (x2,t)

Mas aun en esta cerradura la dependencia en el tieinpo de la f.d. de correlaciones ¢(?) se

D (ry,r5,8) = (4.4.13)

postula que estd dada a través de la densidad de nimero de particulas, i.e.,
9(2)(’{1»){2,75) = g(2)(r1,r2|n(r1,t)), (4.4.14)

En ésta expresién, n(ri,t) = [ f(U(x1,t)dp; es la densidad de niimero de particulas y es
conveniente hacer énfasis en que esta f.d. de correlaciones sélo depende de las posiciones.

La ecuacion cinética asi obtenida es la ecuacién Revisada de Enskog (RET) [18-23],

f“’(x )+ 2V fO (1) = Cu(£V, 1Y) (4.4.15)

el término colisional o de interaccién CE, de la ec. (4.4.15) incluye a la cerradura (4.4.14).

Cuando ademas del potencial de esfera dura le agregan al poten01al una contribucién
atractiva, una cola atractiva[7], la diferencia en la f.d. de N partlculas es que esa cola
atractiva aparece como el efecto de un campo externo, es decir es un gas de esferas duras
en presencia de un campo externo, que afecta de igual forma a cualquier elemento del gas.
Esto no generaliza la cerradura y a la ecuacién cinética se le afiade un término de fuerza

promedio, proporcional a la cola atractiva del potencial, es decir,

M (x, t>+ = Ve fO(x4,8) =

_ af(l)(xla t)
B op1

ot

/ (Ve 6457) n(r2, £)gP (x4, ra[n(t))drs + Cu(fV, fD)

(4.4.16)
En el limite de Kac ¢i%i = ;T073V(7T12), la ec. (4.4.16) se reduce a

5 V) + B0 100 = 0D (9 v nen )+ 0, 10)
| (4.4.17)
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CE es el término colisional o de interaccién de RET.

El caso de un potencial de interaccién de pozo cuadrado[8,9] puede ser comparado
con el FME-II porque la cerradura que obtienen para su ecuacién cinética si es a través
del formalismo de maximizacién de entropia y en donde las restricciones impuestas son la
normalizacién de la f.d. de N particulas, la f.d. de una particula y ahora la densidad de
energia potencial que involucra necesariamente a la f.d. de dos particulas y por lo tanto
va involucra mas caracteristicas de un gas denso. Sin embargo la cerradura asi obtenida

solo contempla correlaciones en las posiciones,

f(z)(Xl,Xz, t) = f(l)(xh t)f(l)(x'a”t)g(Z)(rl’rZ’ t)y (4418)

v la dependencia temporal de la f.d. de correlaciones estd dada a través de la densidad de
numero de particulas y de la funcion de Lagrange asociada a la densidad de energia poten-
cial. En nuestro caso en el FME-II la f.d. de correlaciones no sélo presenta correlaciones
en posicion sino también en los impetus por la restriccién sobre la f.d. de dos particulas.
Ademas el multiplicador que nos indica su dependencia con el tiempo es el asociado a la
densidad de energia interna total, que en el limite del equilibrio coincide con el inverso
del factor de Boltzmann (k7)™ !, donde T es la temperatura de equilibrio del sistema y
presenta una dependencia en tiempo a través del multiplicador asociado a la f.d. de dos
particulas. Sin embargo vuelven a suponer valido el desarrollo de Mayer de la f.d. de
correlaciones, en analogia con el caso de un fluido inhomogéneo en equilibrio. En cuanto
a las ecuaciones de evolucién, KVT-III, necesita a la ecuacién cinética para la f.d. de una
particula y una ecuacién de balance para la densidad de energia potencial. Ambas solo
incluyen a las ff.d. de una y dos particulas. En nuestro caso, el FME-II, necesita las dos
primeras ecuaciones de la jerarquia y adicionalmente la densidad de energia interna que
debe satisfacer una ecuacion de balance, que involucra a las ff.d. de una y dos particulas.
El potencial de pozo cuadrado lo incluyen explicitamente en la ecuacién cinética y obtienen
como términos de interaccién cuatro términos porque modelan cuatro formas de colisiones
tipo esfera dura (dos para cada extremo del pozo cuadrado y diferenciando las colisiones
de entrada y de salida en los limites del pozo cuadrado). Por lo tanto su ecuacién’es tipo

Enskog [18-23] con cuatro contribuciones de interaccién,

) 4
Ef(l)(xl’t) + % ’ Vrlf(l)(xl’t) - /kz_:llgf(l)(xlvt)f(l)(x% t)g(r1, ry,t), (4.4.19)

en la ec. (4.4.19) Zt=1 T*, representa la suma de operadores de colisiones binarias(9], uno

por cada tipo de colisién y éste operador depende del multiplicador asociado a la densidad
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de energia potencial a través de la cerradura, ec.(4.4.18). También se incluye la cerradura

(4.4.18) en la ecuacién de balance de densidad de la energia potencial.

Es importante sefialar que el hacer aproximaciones respecto a escalas temporales se
justifica solamente si las interacciones que sufren las componentes del sistema son instan-
tdneas. Para estos casos debe existir un tiempo caracteristico 7 que satisfaga la relacion
Te € T & Tm con T, €l tiempo de colisién y 7, el tiempo libre medio, la cual se cumple
en casos particulares, como el caso diluido o el de un gas denso de esferas duras. Pero
para un gas denso en general esto no es siempre cierto, como lo ha demostrado Leegwater
[24], para el caso del potencial de Lennard-Jones. En general para potenciales suaves con
contribucién atractiva, la escala de tiempos no es véalida y necesitamos ir mas alld, lo que

reafirma la generalidad de nuestros resultados.

También podemos hacer una comparacion con otras cerraduras que no parten de un
principio variacional pero que si parten de las ecuaciones de la jerarquia BBGKY. En
la literatura se encuentran las de Klimontovich [11], Bogoliubov [12], Boerker y Dufty
[13], Snider et al [14], las cuales hacen suposiciones sobre las funciones de distribucién de
correlaciones [11,12] y/o hipétesis en tiempos'dircetaiente sobre las ecuaciones y soluciones
generales de la Jerarquia [13,14].

A continuacién se compara nuestra cerradura (FME-I) con las arriba mencionadas,

haciendo notar que para ello usaremos hipétesis adicionales hechas directamente sobre la

segunda ecuacién de la jerarquia, a saber, T
0 P1 v £ P2 v (2) —
3 t e f (Xl,Xz,t)'*—‘n:' e | f (X1, X2, 1) =

Vp1 . {f(z)(xl y X2, t)V,.l é(rlg) + / Vrl ¢(r13)f(3)(x1 , X2, X3, t)dx;;} (4420)
+ Vp, {f(2)(xl’x27t)vr1 B(r12) + /Vm ¢(7"13)f(3)(xl,Xzaxs,t)dxs}
y sobre la cerradura para la funcién de distribucion de tres particulas.

FO(x1,%x9,%3,1) = f(l)(xl,t)f(l)(xg,t)f(l)(xg,t)g(3)(x1,x2,xs,t)g(xl,xz,xg,t)
(4.4.21)
Empecemos con la hipdtesis de colisiones binarias de Klimontovich, para la cual tres
particulas no pueden estar interactuando al mismo tiempo y ello nos conduce a que la

funcién de ditribucién de correlaciones triples sélo puede contener correlaciones por pares
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y entonces se reduce la expresién (4.4.21), de forma que

g(a)(xl sy X2, X3, t) = g(z)(xlv X2, t)g(Z)(XQ » X3, t)g(Z)(xl » X3, t) (4422)

Esto implica que nuestra funcién G(® satisface la condicién,
YQS = g(3)(X1,X2,X3,t) =1 (4423)

que, hasta aqui, coincide exactamente con la Hipdtesis de Superposicidn de Kirkwood[10].
Sin embargo, para comparar con cualquiera de las aproximaciones de Klimontovich (col-
stones binarias, correlaciones binarias y acoplamiento débil) es necesario incluir hipdtesis
adicionales asi como la definicién de correlaciéon binaria®, gx utilizada por él,

FOFD T @ D)

9D (xi,xj,t) = g2 =1+ (4.4.24)

en donde la dependencia en posicion y en impetu de las funciones de distribucién se incluye
con los subindices 7 y 7 y en los paréntesis (z,j) y aunque omitamos explicitamente la

dependencia temporal siempre estara presente, a menos que indiquemos lo contrario.

Para mostrar explicitamente las contribuciones de configuraciones con colisiones triples
en la ec. (4.4.22) a continuacion mostramos la f.d. de correlaciones triples y su reduccién

con la aproximacion de colisiones binarias. Si sustituimos las correlaciones de Klimon-
tovich, ec. (4.3.24), en la ec. (4.4.22) obtenemos,

gx (1,2
gizs =1+ 52

+ gK(273) gk(173) gK(17273)

FO1)FD(2) f(l)(2)f(1)(3)+f(l)(l)f(l)(3)+f(1)(1)f(1)(2)f(1)(3), (4.4.25)

donde el dltimo sumando representa a

1 sx(1,2)gx(2,3)gx(1,3) | gk(2,3)gx(1,3)

ax(L23) = FnO O @FE) | IO @) F0(3)
gK(LQ)gK(la?’) gK(lvz)gK(zv3)
+ (1) F(2) , (4.4.26)

que incluye términos de colisiones triples como

3 incluiremos el subindice K para diferenciar las f.d. de correlaciones de Klimontovich

A S o e B
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gK(lv 2)glﬁ'(2a 3)gK(3a 1)
FOQ)FM2)fM(3)

(4.4.27)

é interacciones ciclicas del tipo

gi (1, 3)gK(3,2)
FOMFDE)

que no son admisibles en la aproximacién de colisiones binarias. Asimismo se desprecia el

!
(Veubr3) - (Vpk [%’gg—fﬁ—z]) , (4.4.29)
l 3

cuando k # [, ésto significa despreciar la probabilidad de que un par de particulas estén

(4.4.28)

producto de operadores

correlacionadas cuando una de ellas presenta una interaccién directa con una tercera
particula, que seria equivalente a tener una configuracion en que tres particulas se encuen-
tren proximas entre si. Esta aproximacidn tiene implicaciones sobre la segunda ecuacién
de la jerarquia BBGKY, puesto que la fuerza efectiva local se ve sustituida por el efecto
de dos tipos fuerzas promedio entre pares de particulas K;(x;,t) que es la fuerza promedio

que aparece en la primera ecuacion de la jerarquia definida como

Ki(xi,t) = — / (Ve d(rie)) FO (k)9 (x4, x5, t)dXk, (4.4.30)

asi como unas nuevas fuerzas promedio denotadas como F;(r;,t)

F,‘(I‘i,t) = —/V,‘.qﬁ(rig)f(l)(S)dxg, (4.4.31)

que miden la fuerza de interaccién de la i-ésima particula debido a que existe alguna tercera

particula cualquiera. La ecuacién cinética correspondiente queda como (ver Apéndice 4C)

o
[Ent % Ve + % Ve, +F1 -V +F2 -V, =V 612 Vo, — Veyb1z - Vp, | F2) =

= Vou - {IFu(rs,) = Ka (0, )] FO (1, )50 (x2,8) |

+ Vo, - {[Fa(ra, ) = Kalxa, )] FO (1, ) D32, 8) |
(4.4.32)
A diferencia de la aproximacion anterior la aprozimacién de correlaciones binarias de
Klimontovich si toma en cuenta los términos de la ecuacién (4.4.25) y entonces la segunda
ecuacion de la jerarquia bajo esta aproximacion tiene términos de interaccién adicionales,
i.e.(ver Apéndice 4D)
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s,

P1 P2
ot + m Ve + m Vi, +F1- Vi, +Fo "Vp, = Vi 912 - Vp, = Vi, 12 sz} 1(3) =

Vp, - [2F1(ry, 1) — Kq(x1,8)] F (1) FD(2) + [ / Ve, 8(r13) fP(2, 3)dx3] Vo, FO1)

+ Vo, + [2Fa(r2,t) — Ka(x2,8)] F (1) D (2) + [ / Ve, 6(ras) FO(1, 3>dxs] Ve, FD(2),

(4.4.33)
los dos 1ltimos términos encierran la interaccién entre un par de particulas dadas, en este
caso la uno y la dos con el medio que las rodea.

Una tercera aproximacién de Klimontovich es la condicidn de acoplamiento débil que res-
tringe la accién del operador Vi ¢13 - Vp, sobre la f.d. de dos particulas a una accién
sobre el producto de las ff.d. individuales fl(l) fél) es decir que ante este operador la f.d.

de correlaciones es la unidad.

Esta condicién junto con la aproximacién de correlaciones binarias da lugar a la apro-
zimacion de polarizacion y conduce a la siguiente ecuacién para la f.d. de dos particulas

(ver Apéndice 4E)

0 P1 P2 (2)

= {2F1(r1,t) - Vp, = Vi, - K1(x1,8) + Ve, 12 - Vi, } F(1) FP(2)
+ {2F3(r2,1) - Vi, = Vp, - Ka(X2,1) + Vi, b1 - Vp, } FO(1)f1(2)

(4.4.34)
* U Ve d’("ls)f“)(s)gm(z,3>de Ve fOWFO(2)

. [ / Vr2¢(r23)f(1)(3)g(2)(1,3)dX3] Vo FO1) (@),

En esta expresion el tercero y cuarto término son llamados términos de polarizaciér y- son
importantes cuando la contribucién principal en la dindmica del sistema es el medio que
envuelve a cada particula. Esta aproximacién ha sido utilizada para el caso de plasmas [11]

"pero sigue siendo menos sistematica y menos general que nuestra cerradura.

Hasta aqui hemos mostrado como llegar a algunas de las cerraduras existentes en la
literatura cuando las aproximaciones se hacen directamente sobre las funciones de dis-
tribucién de correlaciones. Sin embargo, si queremos mostrar como llegar a una ecuacion

generalizada de Boltzmann a partir de nuestra ecuacion cinética es necesario hacer uso

L
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de hipétesis adicionales en los tiempos caracteristicos. Para ello primero veremos la com-
paracién con las demds cerraduras mencionadas al principio de esta seccién. Estamos
pensando especificamente en la aproximacién de Boerker y Dufty [13], y en la aproxi-
macién de Snider et al[14] ya que con ambas se puede obtener una cerradura para las
ecuaciones de la jerarquia a nivel de la segunda ecuacion y en base a utilizar las soluciones
mas generales de las ecuaciones de evolucién. © =~ 7

La primera ecuacién de la jerarquia dada al principio de este capitulo ec. (4.2.7), es
una ecuacion integro-diferencial cuya solucién formal es la solucién mas general para la

f.d. de una particula, a saber,

f(l)(xl t) = exp ( f’; Vrl (t - t()))f(l)(xl,to)

t
+/ {exP (_& Ve (t - t'))] [/ (Ve b12) -.(Vplf(z)(xl,x2,t')) dxz] dt',  (4.4.35)
to m
mientras que la segunda ecuacién, para f(?) se escribe como
P
FB(x1,%5,t) = exp { (—El Vi, — % Vi, + V612 Vo, + Vi, 012 Vp2> (t— to)}x
Xf(Z)(xla x27t0)

b [ o { (B Ve~ BV 4 Vair Vi + Verbiz V) (- )] x

to

X [/ (Ve #13) - (Vp1f(3)(x1,x2,x3,t’)> dxg] dt'
+/tt [ { (~B 90 P29, 4 Veb12 - Vi + Vit V) (- 1)} x

X l:/ (VP2¢23) ) (szf(3)(xlax2ax37t,)> dx(;‘ dt,, (4436)

Sélo con el propdsito de hacer menos extensas nuestras expresiones incluiremos las sigtiien-
tes definiciones de operadores simples,

Pk
= 2F.
Ly Vers (4.4.37q)
O = Vrk ¢k1 . Vpk, (4.4.376)

y compuestos,

Lii=Li+ L+ O + Oy, (4.4.37¢)
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Ky =Ly + L. (4.4.37d)

Adems3s sustituyendo la ec. (4.4.36) en la ec. (4.2.7) entonces reducimos las dos primeras

ecuaciones de la jerarquia en una séla, tenemos que,

0
af(l)(xht) + % Vi, f(l)(xl’t) = /@126XP(—L12(t - to))f(z)(xl,xz,to)dxz

t
+/ // @12 [exp (le(t -— t,))] [@13 + @23] f(3)(X1,X2,X3,t’)dtldX3dX2. (4438)
to

Las ecuaciones anteriores son totalmente exactas y cerradas si se sustituye f() por
nuestra condicién de cerradura y seria una forma alternativa de escribir la evolucién del
sistema. Sin embargo para comparar con Boerker y Dufty, se deben hacer aproximaciones

adicionales en los tiempos, tenemos que suponer que al inicio todas las particulas se en-
cuentran descorrelacionadas, por lo que,

FPt0) = £V ) £V (o) (4.4.39)

y se tiene una reduccion de la ecuacién general integro-diferencial, ec. (4.4.39), como sigue,

o fe1, )+ B9 70 0) = / Orzexp (~Lz(t = 0)) /D x1,t0) [V (3, f0) ey

o[ / O12 [exp (~Lia(t — )] (013 + Osa] FV(x1,¢)x

FO (%2, t") £ (x5, 9P (x4, X2, X3, ) dit' dxs dx, (4.4.40)

La hipétesis del desacoplamiento total entre las particulas al inicio es bastante fuerte y
no es valido para cualquier sistema. Un punto a nuestro favor es que no requerimos de
conocer las funciones de distribucién reducidas de orden mayor que 3 [3], porque tenemos
una cerrradura consistente con el proceso de maximizacién de la entropia. En el caso de
Boerker y Dufty no es asi pues tienen una jerarquia de soluciones de las ff.d. sin cerradura.

" A continuacién mostramos como proceden a cortar la jerarquia en algin punto.

A partir de la expresién (4.4.40), se define un superoperador de evolucién temporal
T12(t - t') COoIo

T1y(t — ') = Oppexp (—Lia(t — t")) exp (K2(t — t')), (4.4.41)




4.4 Comparacidn de nuestra cerradura con otras halladas en la literatura 60

Cuando el intervalo de observacién (¢t —t') es muy grande comparado con el tiempo de col-
isién (o interaccién), entonces se supone que el superoperador es practicamente constante,

aproximacién conocida como la aprozimacidn de corrimiento temporal,

Tia(t - #') = Orzexp (~Laa(t — ¢')) exp (Kua(t = ') , _ Z _Th. (4.4.42)
En este limite las particulas se encuentran practicamente descorrelacionadas y el oper-
ador T}, no depende del tiempo. Ahora bien, en la ecuacién (4.4.40) existe otro op-
erador del tipo, O3 f)(1,2,3), k = 1,2, que es un producto de interacciones direc-
tas por correlaciones triples. Tal operador tiene sentido cuando k realmente interactia
con la particula 3, y en la aproximacién de Boerker y Dufty toma el siguiente valor
Oraf®(1,2,3) = O fP(k,3)fV(I) para | # k Esta dltima aproximacién serfa equiva-
lente a decir que @kgg(3)(k, [,3) — @kgg(z)(k, 3) y la ecuacién cinética queda como,

%f(l)(xlat)+I,)n_l'vnf(l)(xut): /Glzexp(—le(t-tO))f(l)(Xl,tO)f(l)(Xz,to)dxz

i

Lo [

+ / / /tot T2t —t') [exp (=K i2(t — t'))] [Glsf(Z)(Xl,Xa,t')f(l)(xz,t’)

+@23f(2)(x2 , X3, t')f(l)(xl s t,):l dtldX;;ng. (4:4:43)

Con estas simplificaciones resulta facil identificar en los dltimos términos las contribuciones
al superperador de evolucién temporal y si adicionalmente aplicamos la aprozimacion de
Corrimiento Temporal (v.ec.4.4.39), tenemos la aproximacién de Boerker y Dufty completa

y se obtiene la ecuacién cinética del caso diluido, a saber

%f(“(xl, )+ 2 e, fO (1, ) = / T12f D (x1,8) F (%2, t)dx2. (4.4.44)

Para obtener una ecuacién generalizada de Boltzmann es conveniente compa.ra'r con
Snider[14]. Snider busca la generalizacién de la ec. de Boltzmann a partir de una susti-
~ tucién iterativa de las ecuaciones de la jerarquia BBGKY, dado que tenemos una cerra-
dura para las dos primeras ecuaciones de la jerarquia sélo utilizaremos éstas dos ecua-
ciones. Utilizaremos la condicién de descorrelacionamiento inicial de las particulas, como
en la ecuacion (4.4.39) y ademads utilizaremos la definicién del superoperador de evolucién
temporal para hacer menos engorrosa nuestra representacién, sin hacer uso del limite de

corrimiento temporal como Snider. De esta manera obtenemos que,
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0
G0+ T Ve f 0, ) = / Tia(t — 1) f (31, )V (32, 1)dxz

+//t: Tt — 1) fexp (=K y2(t — t'))] {/@wfg)gg)g{%dxs} £PgiDdt dx,
+f Tuatt =) fexp (Kt = 1) { [ 0205 o5 | AV o it ixs
- / Toa(t — o) { / /t ' fexp (—La(t — )] ®zsf§§’dt'dx3} FWax,
—/le(t—tg) {//tt [exp (—Ly(t — t'))] @13f1(§)dt'dx3} iV ax,
+fT12(t—to){[/ /tt lexp (=L (t = t"))] ®1af1(§)dt'dx3} X

[ / /t t fexp (~La(t — #))] @mfé;";d;'d;;] } dx, (4.4.45)

En la ec. (4.4.45), después del primer término del LI estédn las correcciones a la ecuacién
de Boltzmann que obtenemos con nuestra descripciér. Cabe hacer notar que esta gene-
ralizacién de la ec. de Boltzmann es valida sélamente cﬁando las condiciones iniciales
del sistema corresponden a que las particulas se encuentren descorrelacionadas al tiempo
inicial. Podemos concluir que en esta parte hemos comparado nuestros resultados princi-
palmente con cerraduras a nivel de la segunda ecuacién de la jerarquia BBGKY, es decir
a nivel de la funcién de distribucidn de tres particulas y esto se refleja en hacer aproxi-
maciones de correlaciones binarias a través de las ff.d. mismas o de la aplicacién. de los
operadores de evolucién que aparecen en las tltimas comparaciones. Respecto a la com-
paraciéon o mencién de las cerraduras de las llamadas teorias cinéticas variacionales, se

incorporaron porque modelan el caso de un gas denso pero de esferas duras.
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4.5 Conclusiones

El objetivo principal de este capitulo fué exponer la evolucién correspondiente a los
formalismos FME-I y FME-II [3]. Los formalismos fueron expuestos en el capitulo II [25].
Hemos mostrado la obtencién sistematica de la cerradura para el conjunto de ecuaciones
BBGKY. Cabe hacer notar que si no tuvieramos la cerradura correspondiente al primer
par de ecuaciones de la jerarquia, no se podria uno abstener de incorporar el conjunto
completo de las ecuaciones en la descripcién por ser un conjunto de ecuaciones acopladas.
Pero el formalismo de Maximizacién de entropia nos ha proporcionado la cerradura, lo

cual garantiza que tenemos una descripciéon completa de un gas denso.

Tenemos garantizado las ecuaciones de balance para la densidad de masa, impetu y
densidad de energia interna puesto que podemos obtenerlas a partir de las ecuaciones de
evolucidn para las ff.d.' de una y dos particulas. En éste capitulo se mostro explicitamente
la ec. de balance de energia interna, las demés ecs. de balance apareceran explicitamente

en el sexto capitulo.

Se ha mostrado también la comparacién con otras cerraduras y como a partir de
nuestra cerradura se puede llegar a ellas con las hipdtesis correctas. Estas cerraduras en
general se refieren a aproximaciones de colisiones y de correlaciones binarias, aplicables a

sistemas muy especificos con potenciales de interaccién no-suaves.

La solucién de las ecuaciones es una perspectiva a futuro pero un primer paso para
lograr esta solucién se dara en el capitulo siguiente a través de los limites del equilibrio de

-los multiplicadores indeterminados de Lagrange.



63

CAPITULO 4: Ecuaciones de evolucién para el FME-I y FME-II

Referencias.

[1] R.M. Lewis, “A unifying principle in statistical mechanics”, J. Math. Phys. 8, (1967)

1448.

[2] W.T. Grandy, Jr. “Foundations of statistical mechanics, Vol II Noneguilibrium Phe-

(3]

(4]

[5]

1]

nomena”, Reidel (1988); J.H.Ferziger y H.G.Kaper, Mathematical theory of transport
processes in gases”, North Holland, Amsterdam, (1972).

L. Romero-Salazar, M. Mayorga y R.M. Velasco, “The closure hypothesis in maximum
entropy formalism”, Physica A 234 (1997) 830.

D.C. Wallace, “Nonequilibrium statistical mechanics of a dense gas”, Phys. Rev.A

35, (1987) 4334.

H.J. Kreuzer, “Nonequilibrium thermodynamics and its statistical foundations”,

[

Clarendon (1981).

J. Karkheck y G. Stell, “Maximization of entropy, kinetic equations, and irreversible
thermodynamics”,Phys. Rev. A 25, (1982) 3302, entre otros trabajos.

J. Karkheck y G.Stell, “Kinetic mean-field theories” J ’Chem. Phys. 75, (1981) 1475.
G. Stell, J. Karkheck y H.van Beijeren,” Kinetic mean-field theories: results of energy
constraint in maximizing entropy” J. Chem. Phys. 79, (1983) 3166.

H. van Beijeren, en “ Fundemental Problems in Statistical Mechanics VII” ed. H.
van Beijeren, Elsevier (1990) 357. Y las referencias mencionadas ahi.

J.G. Kirkwood, “The statistical mechanical theory of transport processes I. Gen-
eral theory”, J.Chem.Phys. 14,(1946) 180; “IV. The equations of hydrodynamics”,
18,(1946) 817.

Y.L. Klimontovich, “Kinetic Theory of Nonideal Gases and Nontdeal Plasmas”, Perg-

amon Press (1982).

[12] N.N. Bogoliubov, “Studies in Statistical Mechanics I”, ed.J. de Boer y G.E. Uhlenbeck,




CAPITULO 5
Limites del equilibrio para el FME-I y FME-II.

Resumen. Mostramos la consistencia de los esquemas de descripcién presentados en
los capitulos anteriores (el FME-Iy el FME-II) con la Teoria de Liquidos del equilibrio.
Hallamos el valor de los multiplicadores de Lagrange cuando el sistema se encuentra
en el estado de equilibrio.

5.1 Introduccion.

Como se menciond anteriormente, un primer paso en la bisqueda de la solucién de las
ecuaciones cinéticas que describen a un gas denso es hallar el valor de los multiplicadores
indeterminados de Lagrange en el equilibrio. Por cada conjunto de restricciones utilizadas
en el proceso de maximizacién de la entropia, tendremos un conjunto de valores que ca-

ractericen al sistema en el estado de equilibrio.

En la teorfa de liquidos del equilibrio la funcién de particién y las integrales con-
figuracionales juegan un papel relevante en la conexién entre la mecanica estadistica del
equilibrio y la termodindmica. Sin embargo para algunas cantidades mecéanicas y térmicas
del sistema también es necesario conocer a las funciones de distribucién para una y dos
particulas. Adicionalmente, conviene hacer una comparacion de las funciones generalizadas
que hemos hallado en nuestra descripcidn fuera del equilibrio con respecto a las definidas

en el equilibrio con elementos de la teoria de liquidos y de la termodindmica.

En la siguiente seccion discutimos cual es la forma de los multiplicadores de Lagrange
para el FME-IL. En la seccién 4 hacemos un andlisis similar para el FME-II. En las secciones

3 y 5 reservamos un espacio para mostrar las ecuaciones cinéticas en este mismo limite.

65
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5.2 Limites del equilibrio para el FME-I.

Cuando el sistema ha llegado al estado de equilibrio, las variables de estado y en |

general las funciones que lo caracterizan, ya no dependen del tiempo. La funcién de

distribucién(f.d.) de una particula se convierte en la f.d. maxwelliana, [1]

FO:) = fO(pil)

(5.2.1)
_p(_ 1 V" exp el
m \ 2rmkgTe9 2mkpTeq |’
donde % représeﬁtzi a la densidad de niimero
w1 =2 — [ {(pidp, (5:22)

con p®? la densidad de masa, m la masa y T°? es la temperatura. para el sistema en el
estado de equilibrio. Esta condicién nos permite comparar término a término la ec. (5.2.1)

con la f.d. de una particula, ec.(3.2.9), i.e.,

ZN_4 =
= Tig exp | — Z’)’eq(xl,Xj) X
N J=2 N

-1

Al G SR e B 7
m \ 2rmkgTe? 2mkgTe?

X eXp [—Aeq(X1)]

(5.2.3)

De la expresién (5.2.3) identificamos al multiplicador A*?(x;) como

A (xi) = A*(|pil)
3 Ipi|? (5.2.4)
- 2mkgTet’
y los términos restantes en la ec. (5.2.3) satisfacen la siguiente igualdad
eq
Zzirq—l > e peY eq\—3/2
[m] exp | — ny 1(x1,%;) = R—(mekBT ) . (5.2.5)
1=2 N-1

Podemos igualar la ec. (5.2.5) a una constante, porque sabemos que en el equilibrio los

factores de normalizacién de la f.d. maxwelliana son constantes.

-
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Por otra parte, el factor de normalizacién para la funcién de distribucién de N
particulas que maximiza a nuestra funcional de entropia en el esquema del FME-I es
ahora la funcién de particién del equilibrio Z;,q. Entonces la funcion Zn_; en el equilibrio
es la funcidn de particién del equilibrio, correspondiente a un ensamble de N —¢ particulas.

Est4 relacionada con la integral configuracional del sistema, Qy—;[2], es decir

3(N=i)
. 2rmkgT, : .
ZIVq—i = ( B2 q) ]\?_i- (526)

La ecuacién (5.2.6) permite continuar con la identificacién de los multiplicadores en el

estado de equilibrio, para lo cual sustituimos la expresién (5.2.6) conz =0y coni =1en
eq

. Z , . .y T
el cociente 5%=4. Asi obtenemos la siguiente expresién (ver Apéndice 5A)
N

ZN-1 _ NQy 1
BZy QN (2rmkpTe)*’*’

(5.2.7)

de tal forma que el promedio que permanece como incégnita en la f.d. de una particula
puede reconocerse al sustituir el cociente anterior (5.2.7) en (5.2.5). Esto permite conocer
el promedio de las interacciones del sistema sobre alguna de las particulas en el estado de

equilibrio, por ejemplo sobre la particula con coordenadas x;. En efecto,

N €q 1 Qeq
exp | — <Z ’yeq(x1,x]~)> = VQWN (5.2.8)
j=2 N—1 N-1

Si ademas hacemos uso de la relacién entre las integrales configuracionales y los potenciales

quimicos de exceso [3], el promedio en cuestién queda expresado como

N 9
Bl (r)udy (xk) = <Z 7eq(xkvxj)> .
Nt (5.2.9)

i #k

it J=1
L1981
VN, kpTer

La ec. (5.2.9) muestra claramente que la funcién definida como (3, en el estado de equilibrio

coincide con el factor de Boltzmann E%’Tq‘

Para un ensamble de N —2 y N — 3 particulas los potenciales quimicos estan dados
en términos de los multiplicadores de Lagrange ~;7, asociados a la f.d. de dos particulas
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(los subindices se refieren al par de particulas involucradas y son equivalentes a la notacién
utilizada en capitulos anteriores, en donde la dependencia puede escribirse opcionalmente
como y°1(k, 1),

. N-1 eq o
1
€q _ e )
kBTeqﬂN—l - <Z v q(xkvxj)> y (5210)
N

i#k
j=1

eq
1.
Wul\?_2 = <Z ’)/ Xk,X] > s (5211)

J#k

respectivamente. ~Pero si recordamos la forma para la f.d. de una particula sabemos
de antemano que tales potenciales son independientes de la particula que escogamos de
referencia, es decir, son constantes. Para constatar lo anterior basta reccurir a la ecuacién

(5.2.5).

Vale la pena hacer notar que estas definiciones para los potenciales quimicos, como

se mencioné en el segundo capitulo, son consistentes con las definiciones utilizadas en la
teoria de potenciales quimicos de B.Widom [4] o de K.S. Shing y K.E. Gubbins [5].

A{in no hemos establecido el limite en el estado de equilibrio de la f.d. de correlaciones,
¢\ (rq,r2,1) pero a partir de los resultados de la teoria de liquidos [6] sabemos que en este

caso sOlo subsisten las correlaciones espaciales, ésto es

Zy 22y
9$D(r1,12) = =0 exp [—(r1, 1)) X
(ZN-1)?

X exp Z <Z’y q(rk,r1)> <Z’Y q(rk,rj)>

k=1 ik N—-2

(5.2.12)

. La ec. (5.2.12) no es la Unica expresién para la f.d. de correlaciones porque sustituyendo

la ec.(5.2.6), con ¢ = 0,1 y 2, se simplifica aun mas la expresién anterior. En efecto,

9 (r1,re) = [QN =2 N} |exp[—7°7(r1,r2)] (5.2.13)

(@N_0)°
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De manera analoga podemos escribir la f.d. de correlaciones triples en el mismo limite
(3)

y ver a que se reduce, ésto es, sabiendo que gy’ representa el valor de la f.d. de correlaciones

entre tres particulas en equilibrio (para el FME-I)

g% (r1,12,13) = exp (=774 — 758 — IV (x1, %2, x3). (5.2.14)

Incluyendo la expresién en equilibrio para la funcién de cavidad triple a través de su
definicién en términos de los potenciales quimicos ec. (4.3.14), junto con las relaciones
entre los potenciales quimicos e integrales configuracionales ecs. (5.2.7) y (5.2.9), tenemos

que,

w ( %_3)4( 5\?))5 2 eq eq eq 5.2.15
( eq 1)6(Q?\I/’I 2)3 exp[“’hg “’723—’}/13].% _ ( 92 )

gen

(1‘17_1‘231'3) =

Tenemos una forma alternativa para escribir nuestra cerradura (v.ec. 4.3.15) a través de

la f.d. de correlaciones G la cual estd relacionada con la f.d. de correlaciones triples

¢, como sigue, -

(2)

Gy, r,13) = g82 (r1,12)g83) (r2,13)9 2 (11, 13)GLD (r1, 12, 13). (5.2.16)

geq

Sustituyendo (5.2.13) en (5.2.16) y comparando con (5.2.16) podemos identificar el valor

de gf;;) en el estado de equilibrio, i.e.,

(5.2.17)

G (r1,ey,13) = [ V(ON-)) ] ;

1\/ B(Q[\f 1)3

de donde podemos deducir que las correlaciones sélo son de tipo configuracional.
Ahora veamos lo que se puede decir acerca de la funcional de entropia en el estado de

equilibrio que de acuerdo con la ec. (3.2.20) estd dada por,

Sefl[f(l) f(2) ]%B/f X1 t)lnf(l)(x1,t)dX1— .
(5.2.18)
——kB§/fe(§ (Xlaxbt)lngeq)(Xl?X?’ )dxldXQ

Esta expresion coincide con la funcional de entropia utilizada por D.C. Wallace para un
gas denso en el estado de equilibrio y que él mismo ha comparado satisfactoriamente con

resultados experimentales para algunos metales liquidos[7].

Hasta aqui no hemos obtenido el multiplicador de Lagrange 7; ]'»7 en el estado de equili-

brio. Para ello, es necesario buscar la informacién que nos falta a través de alguna condicién

P
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adicional, y como sabemos que las funciones de distribucién satisfacen las ecuaciones de
la jerarquia BBGKY, entonces las ff.d. deberan satisfacer las correspondientes ecuaciones
cinéticas en el estado de equilibrio. Este andlisis y las consecuencias del mismo se detallardan
en la préoxima seccidn.

5.3 Ecuaciones cinéticas en el equilibrio para el FME-I

En esta secciéon queremos mostrar la informaciéon adicional que nos proporcionan las
ecuaciones cinéticas en el equilibrio. En general, dado que las funciones de distribucién

ya no dependen del tiempo, se anullan los términos que incluyen la accién de la derivada

2

temporal =,

en las ecuaciones (3.2.2) y (3.2.8) obteniendo que,

% Ve S Ur]) = =V, - (£ (Ir1 DT (x1)). (5.3.1)

Ahora bien, tomando en cuenta la forma explicita para esta fuerza promedio podemos ver

que por razones de simetria es igual a cero

st = —{ [(Festri) (79 (s ire = riD) e f =0, (332

y por lo tanto la divergencia en impetu se anula en el lado derecho (LD) de la ec. (5.3.1).
En el lado izquierdo (LI), la funcién de distribucién de una particula no tiene dependencia

en posicion y por lo tanto ,

Ve, - fP(Ipl) = 0. (5.3.3)

Esto significa que en este limite ambos términos de la ecuacién se eliminan idénticamente.

Veamos ahora la informacién adicional que nos puede proporcionar la segunda

ecuacién de la jerarquia cuando el sistema esta en el equilibrio

: P2
TV fP () S Ve £ (3 xe) =

=V { [Tl ) - ARSI
(5.3.4)

+ Vp, - { [vr2wf(32q)(x23 X1) — Ki’;(xl,Xz)] féi)(xl,Xz)} -
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Sustituyendo en la ecuacion (5.3.4), los valores de las fuerzas promedio en el equilibrio, 1.e.
Ve, w Ej) ICd’c (dadas por las ecs. (4.2.11), (4.2.12) y (4.2.14)), escritos como

- (3)
vrkwgq)(rler) = Vi, ¢(r12) + /(Vrk d(res)) (feq (X1,X2,x3)>dx3

(2)()(1 3 XZ)

_ / (e, d(r1s)) x (5.3.5)

1 lim
(e (80 mx)

eq

ICf;(xj,xk,t) = —/(V,.,c ¢>(rk3)) (—1— Lim (f(3)(x]-,xk,x3))) dxz, (5.3.6)

(2)(X] Xk) 7'12 > e

(con k,j=1,2) respectivamente, obtenemos que,

vnf”’(xl,xm— Ve, f B (x1,%2) =

,77

S [Tt Tt EE22) )

(3) X1,X2,X3
_{“ sz . { [V,.ng(ru) + /(Vr2¢(T23)) <feq(§)(17 4 )) ngj! f(gg)(xl,)(z)} .

X1,X2)

(5.3.7)

Cada uno de los términos del LD de la ec. (5.3.7) representa la divergencia en {m-pet.u de la
fuerza efectiva sobre la k-ésima particula, con £ = 1 y 2. Podemos denotar a dicha fuerza

efectiva como Vrlwgg)(xl,xz) (v.ec. (4.2.10)), para k = 1 tenemos que,

Ve W (x1,%3) = V, WP

(3 X1,X2,X3
= { [Vr1¢(7“12) + /(Vn(ﬁ(rw)) (feq(g)(:);:{) )>dx3} féf)(xl,xQ)} ,

eq
(5.3.8)




~]
8]
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la ec. (5.3.8) representa la interaccién directa entre el par de particulas mas la interaccién

promedio con terceras particulas, y para k = 2 se tiene una expresién ansloga.i.e.,

Ve, WD(x1,%2) = V, WP

( )
{V”qﬁ(rlg) + /(Vr2¢(r13))( (X1,X2,X3))dx3} fg)(xhx2)} 7

feq (Xl 3 Xz)
(5.3.9)

(3)
En las ecs. (5.3.8) y (5.3.9) aparece el cociente EJ&S‘(:—XZ’T‘—), en el cual hace falta
eq 1,X2

incluir nuestra cerradura en el equilibrio, a saber,

F(x1,x2,%3) = FOUp1 DAY (L2 F LIP3 g (21, 72, 13), (5.3.10)

y la f.d. de dos particulas en el estado de equilibrio que satisface,

F2(x1,%0) = £8P = DY (IPl2)g ) (Ir2 = 1)) (5.3.11)

Entonces el cociente que aparece en las fuerza~ promedio se escribe como

FD %0, %3) £ (P F (12D £ (1ps Dty (xa, vz, 15)
FE2 (x1,%2) (P DAL (Ip2 gty (x1,v0)
f(l)(‘ Dg*(i:;)(rlar2ar3).-

geq (r1,12)

(5.3.12)

Sustituyendo (5.3.12) en (5.3.7) obtenemos que,

PV fR k) + v”f (x1,%3) =

— gfzgq)(rlal‘z,l‘?,) (1) 2)
= Vp, { VP1¢(r12)+/(Vrl¢(r13)) (Ip1])dpsdrs f

g (Jr2 — 1)

+vp2-{ Ve, (i) + / (Vead(ras)) (923)(”’” r3)> 743 (Ips l)dpsdra}f(”}-

geq (Jr2 — 1)

(5.3.13)
Aqui vale la pena notar que en la ec. (5.3.13) las integraciones dpj solamente afectan a la
funcién de distribucién fV(|ps|), quien se reduce a la densidad de numero %} =nt =

[ fMVdp; y entonces la ec. (5.3.11) se reduce a,
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= .V, (2)(x1,xz) + p_2. . rzf(2)(x1,xz) —
m m

[ ; (3) i
= vp1 : { Vr1¢(7"12) +neq/(vr1¢(rl3)) (geq (rl’rz’r3)>dl‘3 féﬁ)(xl,Xz)}

I 9¢3 (Ir2 = r11)

[ 1
na { Verbtna) + [ (Terdra) (9‘23>(“’r2’r3)>dr3 f§3><xl,xQ>}
geq (Jrz —11]) |
(5.3.14)

Los factores que aparece entre paréntesis cuadrados en la ec. (5.3.14), son la reescritura

de las fuerzas efectivas VnWéZ) Y Vy, Wég) que ademas satisfacen la condicién,
Ve W2 = -7, , W?. (5.3.15)

La ec. (5.3.14) puede simplificarse si tomamos en cuenta que los términos que involu-
cran al potencial de interaccién V. ¢x solo dependen de las posiciones por lo tanto el
gradiente en impetu actia sobre la f.d. de dos particulas. Ademads, las derivadas respecto

al {mpetu sobre la funcion de distribucidén de dos particulas quedan de la siguiente forma

Vou FD (k1) = Vo, (FL(IpkDFL (pi)g2 (v, 1)

(5.3.16)
= (Vo D IpeD) £ (pig (e, 1),
donde 1
(1) - _ Pk c(1)
(Vou i) = g o 153 (lp]), (5.3.17)
sustituyendo este resultado en la ecuacién (5.3.16), finalmente se obtiene que:
(2) k Pk +(2) k1
(k,1) = “To T m — feq (k1) (5.3.18)

Combinando las ecs. (5.3.14), (5.3.15) y (5.3.18) la ecuacién correspondiente a la f.d. de

dos particulas en el equilibrio tiene la forma siguiente:

P2
m rlf(z)(xl’x2)+ m V"zfe(g)(xlvx2) =

| ) r;,re,r3 9
:( kalffqm> [v”é(r”H"eq/(vrl(ﬁ(’”w))(gig)( )> } £2(1,2)

geg (|r2 —r1])

1 py e , geq (T1,T2,T3) (2)
Ve, o(r n®? Vi, ¢(12 d ,2).
+ ( T m) ': P(r12) + /( ¢(r23)) (gg)(lrz B r1|)> rs}f (1,2)
(5.3.19)
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Al sustituir la ec. (5.3.11) en las contribuciones del tipo Bt .V, fe(g)(xk,xj), que
aparecen en el lado izquierdo de la ec. (5.3.19), obtenemos que,

Pk
— v!‘kfg)(xk»xj) =

(Vea0 ox5)) £V (D SVl )

' (*‘i—— ugéﬁ)(rk,r;’)) FOURDF D (Up;1)g (x, r))

geq)(rk, r])

(Ve gy £,

3T 3|7 3|7

(5.3.20)
Sustituyendo la ec. (5.3.20) con k,j =1y 2 en la ec. (5.3.19) ésta dltima se puede
expresar como,

(I:nl) (v“lng 7 (Ir2 = rl])) 7 (r1,r2) + ( ) ' (v“lngeq)(lrz - l‘lD) B (x1,12)

(3) ry,re,r3
(i) [ruo o i (B

geq (ll‘z — 1))

1 p2} . e , geq)(rl,rz,rg) nre
+ ( kgTeq m) [Vr2¢( 12) + q/(vr2¢( 23)) (geq)(lrg —rll))d 3}]” (1’2),
(5.3.21)

comparando término a término a ambos lados de la ecuacién, se puede observar que la

funcién de correlaciones binarias en el equilibrio debe satisfacer la ecuacion,

(ggz)(rlar‘27r3))dr3
geq (|r2 —ry|)

= Ve, W ([r2 = 1), (5 3.22)

(ka7 (Va0 g2 (Ir; = 11])) = Vi, 6(r12)

ry

La ec. (5.3.22) concuerda con la teoria de equilibrio para liquidos [10]. El resultado
mostrado en la ec. (5.3.22), para la f.d. de correlaciones en el equilibrio, es con31stente con
Chandler [11] quien afirma que el gradiente en posiciones de la funcién —kgTe? lng ([r2 —
r;|) representa la fuerza efectiva entre un par de particulas y debe incluir al efecto promedio
del total de particulas que rodea al par 1y 2.

Sustituyendo la ec. {5.2.12) en V, In gé?,)(lrz — r1|) obtenemos que

Ve g (e —11]) = =V, 7@ (jry — 1), (5.3.23)
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Combinando las expresiones (5.3.23) y (5.3.22) se identifica al multiplicador de Lagrange

como sigue,

79(1,2) = [ W s — )|

#(r12) + /—);Tq/ </ (Ve 0(r13)) (jg%g::f’:ji)drg,) -drl}.

(5.3.24)

Usando (5.3.24) puede verse que las funciones de distribucién de correlaciones quedan:

para dos particulas

@)
gP(ry, 1) = [C(Jg = )N} exp [—%} (5.3.25)
N-1

para tres particulas

(3)

gt (2)

(r17r2 I";) = ge2)(r r2)geq 2

(rZa r3)ge (1‘1, r3)g£z)(rlvr2a I‘3)

(5.3.26)

:[<Q55_3>4<Q;?>>5rexp[_ wit ot Wfﬁ}
)

(Q?\(fl—l)ﬁ(Q?\?—z 3 kpTeq a kpTeq B kgTed |

Un caso particular es el caso homogéneo en el cual la segunda contribucién del poten-

cial efectivo es cero, para €l cual el multiplicador es

ea = [k p— 12)} (5.3.27)

La ec. (5.3.27) iumplica, segin las ecs. (5.3.25) y (5.3.26) que las ff.d. de correlaciones
quedarian como:

para dos particulas

(2) Qn_oQn 1 )
Thom eq(1,2) = {WJ Xp — [kBTquI(w)m(‘riZ - r2|)}

{?N%:)ﬁz]} GXP[ . ;eqé( 12)} ,

donde el indice “hom” representa al caso homogéneo,
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y para tres particulas

2 _
q_3)4(Qt]i\;1 )5 W1h2om,eq W;.;m,eq W{L:;)m,eq
PN Tk gTer  kpTed  kpTe

( e
geq)(rlar27r3) {(Q(]{?V_ )G(Qeq .)3 L
— I:( 3)4(Q ))5} oxc -_ ¢12 _ ¢23 _ ¢'13 ]

(QN—I)G(QN—2)3 P kpTet kpTes kgTed

(5.3.29)
Podemos terminar estas ultimas dos secciones con las expresiones correspondientes
para las ff.d. de una y dos particulas en el equilibrio que son:

para una particula

£ P! 1\ i/’
(|pt|) m (W) €Xp —W (5330)
para dos particulas

FO (e — wil,piyps) = FURDFE (P19l (15 — i)

= DR (i) {QN——ﬂ} <
(QV_1)
1 e Ge )(rlar27r3)
e v () o]
(5.3.31)

Por otra parte, resulta interesante regresar a la forma de la funcional de entropia del
equilibrio, ec. (5.2.17), y sustituir en ella las ff.d. de una y dos particulas (ecs. 5.3.30 ¥
5.3.31). Después de hacer el 4lgebra podemos identificar la relacién termodinamica usual

entre la funcional de entropia total, la energia interna total y la energia libre total, i.e.,

Bt Ace
eq =
S = Ter ~ Tea (5.3.32)
" donde E®? es la energia interna total
eq _ 3 (2)
FE 9 — ——NkB + kBV‘z‘g ¢12g (I‘l, rg)drldrg, (5333)

v AT es la energia libre del sistema y que en el FME-T esta dada por,

-
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A = kpT* { / Fo m(ne?(zwkaTeq)—%) dx +

o
~ [ 50 n( 5 ) s (W e - 6r1e) e .
(5.3.34)

Las ecuaciones (5.3.25), (5.3.30) y (5.3.31) muestran que la prediccion de nuestra teoria,
con el FME-I, es ahora mas completa porque conocemos la forma general de las funciones
de distribucién que rigen el comportamiento de un gas denso monatémico inhomogéneo
cuando se encuentra en el estado de equilibrio.

5.4 Limités‘dél‘eq‘uilibrio para el FME-II.

Para nuestro segundo esquema de maximizacién (FME-II) la estructura maxwelliana
de la funcién de distribucién de una particula también debe compararse con la f.d. de la

ecuacion (3.3.7), es decir se debe satisfacer la siguiente igualdad

Fx0) = £ (Ipl)

_ LS N | 1
m \ 2rmkpgT*q 2mkpgT*d

) Ezﬁz; (exp_ <Z (w7161, + oo + Beq(rj)]¢(m))>N_l> x

j=2

« (e - 220
(5.4.1)

Comparando la exponencial del segundo renglén de la ec. (5.4.1) con la exponencial del

cuarto renglén de la misma ecuacién, vemos que se debe satisfacer la siguiente igualdad

B (r1)p1? Ip1/”

eq X —
i) + 2k T

(5.4.2)

lo cual nos indica que podemos tomar 7°/(x) = 0 y la dependencia en el impetu esta
tomada en cuenta en el segundo sumando del lado izquierdo de la ec. (5.4.2); B8°(r)

resulta ser el inverso del producto de la temperatura por la constante de Boltzmann kp.

PR
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De manera parecida al esquema del FME-I en el estado de equilibrio, la funcién
(Z3}_,)rmE—11 es la funcién de particién del equilibrio correspondiente a un ensamble de
. , , . . . . F —II
N —i particulas. Estd relacionada con la integral configuracional del sistema, Q NA_/I I-E 122,

a través de
aN
2

. 2rmkpT, .
(Zj\;z—i)FME'—II = (——TZB“(I‘) (QA?-i)FME—II (5.4.3)

Los términos que falta comparar en el segundo y tercer renglén de la ec. (5.4.1)

satisfacen la sigulente relacién

—?’;l— (27rkaTe‘1)

- % (GXP —<é (l/)eq(xl,xJ') + %[ﬂeq(rl) + ﬁeq(rj)]¢(r1j)>>N_1). o

Como en el lado izquierdo de la ec. (5.4.4) estan los factores de normalizacién de la f.d.
maxwelliana entonces la ec. (5.4.4) es igual a una constante.
Si ahora sustituimos la ec. (5.4.3) conz = 1,2 y 3 en la ecuacién (5.4.4) que contiene a las

funciones de particion, se obtiene directamente (ver Apéndice 5A) que,

Al eq 1 eq eq 1 }3\[[1 R
<;[¢ (rives) + 516°9(ri) + B (rj)]¢(rij)]> _ n[_ﬁl_v} (5.4.5)
= ’ N-1

Esto nos permite concluir que los potenciales quimicos, ﬂé\g_l(xi) estan definidos por

N
B (r)pli M (xi) = <Z[—¢eq(l‘i,rj)— %[ﬂeq(ri)+5e"(r;‘)]¢(7‘i1)]>
iz vy (5.4.6)

O
LgTed Heg

2 A partir de esta expresion y a lo largo de ésta secciéon 4 evitaremos poner el
subindice FME-II pero estaremos hablando de las cantidades correspondientes a este se-

gundo esquema.
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donde ademas se corrobora que la funcién f4 es en el equilibrio 84 = ch, el inverso del
factor de Boltzmann. En este segundo esquema de maximizacion los potenc1ales quimicos

son funcién de la siguiente combinacién lineal de multiplicadores indeterminados de La-

grange
Wi, w5) + S[89(e0) + 67956 (ri) (5.47)
donde . .
S8+ 5] = T (5.4.8)

En general el potencial quimico asociado a un ensamble de N —! debe ser independiente
de la particula de prueba, es decir, de acuerdo con la ec. (5.4.4) debe ser constante, y se

expresa como

exp ‘ﬂ;q(rz)ueq ’(Xz)} = [Q%_I;] : (5.4.9)

Veamos que les sucede en este mismo limite a las otras funciones de distribucién
relevantes para el gas denso descrito con el formalismo de ME-II, a saber, a la f.d. de
correlaciones ¢(?)(x;,%2,t) (o probabilidad condicional) que en el estado de equilibrio solo
puede ser funcién de las variables de posicién de las particulas. Sustituyendo la funcién de
particién de la ec. (5.4.3) con ¢t = 0,1y 2 en la ec. (3.3.9) para la f.d. de correlaciones y
haciendo uso de la relacién entre los potenciales quimicos y las integrales configuracionales

ec. (5.4.9) entonces la f.d. de correlaciones se expresa como

Qg,)(rhfz) = [éQe Q)Z] exp (—weq(rl,rz) ;k 1Teq ¢(r 12)) (5.4.10)

Por otra parte, de acuerdo con la expresion para la funcién de distribucién de correlaciones
triples ec. (4.3.13) al sustituir la funcién de particidn, ec. (5.4.3) con: =0,1,2y 3,y si

utilizamos la refacién (5.4.9), obtenemos el limite en el equilibrio de ¢(®), es decir,

gty

(r17r27r3) ==

et ==l

<exp [0 = J18(0) + B(elotran)[exp |33 = L13(r0) + Btralotrus)|
(5.4.11)

eq 1
12~ 5[5(1‘1) + ﬂ(rz)]fﬁ(rm)} X
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. . . 3 . .
De manera semejante a la seccidén 5.2, tenemos que la funcién ng) definida como sigue

(2)

g8 (1,12, 13) = g{P (11, 12)g8 (12, 73) g2 (11, £3)G P (x1, 02, v3),

y que aparece en la forma alternativa de expresar nuestra cerradura ec. (4.3.16), enel

equilibrio es

H(QN-2)° ] |

953)(r1,rz,r3)= [ eN €
! /—s(@N_1)?

en ambas expresiones (5.4.11) y (5.4.12) sdlo existen correlaciones triples configuracionales.

(5.4.12)

Debido a que no hemos encontrado el valor para la funcién de Lagrange v;; en el
equilibrio entonces es conveniente analizar, de manera analoga al analisis para el FME-
I, si las ecuaciones cinéticas en el equilibrio nos proporcionan informacién adicional a la

presentada en esta seccidn.
5.5 Ecuaciones cinéticas en el equilibrio para el FME-II

En esta seccidn queremos encontrar la informacién adicional que nos proporcionan las
ecuaciones cinéticas en el equilibrio. Como las funciones de distribucién ya no dependen del
tiempo las ecuaciones de la jerarquia BBGKY carecen de todos los términos que incluyen la
accién de la derivada temporal 2 en las ecuaciones cinéticas (4.2.7) y (4.2.13). El analisis
de la ecuacién para la primera f.d. de particulas es equivalente al hallado en el FME-I
v que se mostro en la seccién anterior, de manera que se elimina idénticamente toda la
ecuacion (5.3.1).

Sin embargo, la segunda ecuacién de la jerarquia si nos da una informacién adicional

porque a partir de su forma méas general, ec. (4.2.13), tenemos que

P P2
e ane(ﬁ)(xl,xZ) + o Vrzfe(?’(xth) =

= Vp, - { [Vrlwgi)(xl’XZ) - ’Cfé(xl,m)} fﬁ?(xl,X)} +
(5.5.1)
+ sz ) {{Vl‘zwg})(x%xl) - ’Cgé(xla){?)] fe(g)(xlax)} )

R
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Usando la ec. (5.5.1) se puede llegar a una expresion simplificada al incluir:
* los valores de las fuerzas promedio en el equilibrio, ecs. (5.3.5) y (5.3.6),

* nuestra cerradura en el equilibrio

fég)(xl ,X2,X3) = (1)(11)1 l)f(l)(|P2|)f(l)([P3|)QS})(I‘1 ,T2,T3), (5.5.2)

* vy alaf.d. de una particula la maxwelliana,
Utilizando las condiciones especificadas en (5.5.2) y al hacer algunos pasos algebraicos
similares a los explicitados en la seccién 5.3 (ver ecuaciones 5.3.5 a 5.3.14), llegamos a una
reescritura de la segunda ecuacién de la jerarquia en el estado de equilibrio, a saber,

P 0, 200,30 + B2 9, 5000, x0) =

& ry,ry,r3 2
5 s e (i) )

&y Iy, I, I's 5.
+ Ve, -{{Vm(m)+neq/(v,2¢(r23)) (gjq)( ’ >> ]f‘ (1,52 )} (5:5.3)

geq (Jrz —r1])

= Vo, { (Ve WD) 12 (x1, %) | + Vi, - { (Ve WD) £ P (x1,32) |

En el LD de la ecuacién (5.5.3) los gradientes en los impetus sélo afectan a la f.d. de dos
particulas, es decir,

Vo - { (Ve WD) 12 %)} = { (Fe W)} { Vo FD xisx)} . (5.54)

El gradiente de la f.d. de dos particulas en la ec. (5.5.4) satisface que,

1 . = o~ »
FO(k __ - Pk
() = ~ g 22 D (8, ), (5.5.5)
* En el LI de la ec. (5.5.3) los gradientes de la f.d. de dos particulas quedan como en la ec.
(5.3.20), i.e.,

Ve FO (%, %) = % : (vrk lng(2)(rk,r])) @ (5.5.6)

con k,j= 1y 2. Sustituyendo (5.5.5) y (5.5.6) en la ec. (5.5.3) obtenemos que,
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(p ) (anngm(\l‘z - 1'1‘)) féﬁ)(rl,rz) + (i) (Vr21ng(2)(|r2 - 1‘1\)) f§§’(r1,rz)

(3) r, s
( s Ted m) {Vnd)(rlz) +neq/(vr1¢(?“13)) (geq( 12,0 ))dr{l fiZ)(1,2)+

982 (Ir2 —ry))

(3)
eq Vr2¢(r12 +neq Vrz 23 (geq (rl,r%rS))drg:! (2) 1,2
( T m) [ ) /( qs( )) geq (|r2 — rll) f ( )
(5.5.7)

De la ecuacion (5.5.7) podemos observar que la funcién de distribucién de correlaciones o
probabilidad condicional satisface

®(r ry,r
(—kpT"?) (leng (|r2 —1‘11)) Vm¢(7"12)+neq/(vm¢ r13)) (geq( AL 3))dr3

geq (|r2 —r1|)
= Ve WD (lry — 1a]) (5.5.8)

(donde la fuerza promedio W) (x,, x;) est4 definida en el capitulo anterior ec. 4.2.10); La
ec. (5.5.5) es consistente con la teorfa de equilibrio para liquidos [10,11] y tiene implica-
ciones sobre el multiplicador indeterminado de Lagrange ¢1, para este FME-II. En efecto,
significa que su valor en el equilibrio debe estar asociado n esta ecuacidén. Sustituyendo

geq) de la ec. (5.4.9) en V,, In geq (]rz —ry|) obtenemos que

1
kgTeq

Ve, Ingl?(jrz — 1)) = — Ve ¥(r1,r2|) = Ve 6%(r1, 12) (5.5.9)

Combinando las expresiones (5.5.8) y (5.5.9) se identifica al multiplicador de Lagrange

como sigue,

& Iry,Iy, T3 .
$»e9(1,2) = k;ﬂq [nq/ (f(V,.l(ﬁ(r]g)) (Z%)E]r;rl‘;)drg) -drl}. (5.5.10)

Para ser consistentes con la descripcién completa, de la que hemos hablado anterior-

mente [12], es necesario que las funciones de distribucién para una y dos particulas también
satisfagan las ecuaciones cinéticas correspondientes al estado de equilibrio. Dado que las
ecuaciones cinéticas ya han sido mostradas previamente y su obtencién estd libre de apro-
ximaciones o particularizaciones del sistema en cuestién, su validéz debe ser extensiva al

caso mas general de un gas denso inhomogéneo.

AR 51 A 5 e o
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Sustituyendo la ec. (5.5.10) en las ecs. (5.4.10) y (5.4.11) obtenemos que las funciones
de distribucién de correlacion en este esquema son:

para dos particulas

9D ey, 1) = [————f ; } exp |- 2T (55.11)
N-1

y para tres particulas

g (r1,r2,13) = ¢ (r1,12)9'2 (r2,13)9{P (r1,13)G8) (r1, 12, 75)

(5.5.12)

e e 2 e e e
QN *@¥)° 1" [ Wi _ wi i
( j\?ﬂ)s(Q}e\?—z)a kgTet1 kgTetr kgTee|

En el caso especial de un sistema homogéneo tenemos que la funcion de Lagrange 7
se anula y de acuardo con la ec. (5.5.9), la contribucién a la funcién de correlaciones esta
dada solamente por el potencial intermolecular y el cociente de integrales configuracionales.

Entonces la f.d. de correlaciones de dos particulas es

eq eq
(2) _ _ N—2%¥N _ 1
Ihom eq(| 2 I‘1|) - [ ( ?\?—_1)2 :I exp [kBTeq (]5(7‘12)] ) (5513)

y el de tres particulas es

(3) (QN_3)*(QV) P12 P23 P13
Thom.eq 12 ¥2:¥3) = [( N-1)*(QN_ 2)3] [exp [_kBTe" ~ kpTer kBTeqH ’
(5.5.14)
el subindice “hom significa homogéneo. Pero la forma mas general corresponde ‘a las
expresiones dadas en las ecuaciones (5.5.10) y (5.5.11), la f.d de correlaciones G*) en el

~ caso homogéneo e inhomogéneo estd dada por la ec. (5.4.12).

Terminaremos las secciones 5.4 y 5.5 enunciando las expresiones para las ff.d. de una y
dos particulas del FME-II, en el equilibrio, que son: para la f.d. de una particula

|2
(ﬂ(lp:l) = n® (2rmkpT*") ™% exp { —mlz—;lﬁ} . (5.5.15)
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para dos particulas

(e — il piy pj) = FOUpD PR D2 (x5 — w4

= AV PV (s [( - Q) }

r ned T‘ Jeq (1'1,1‘2,!'3) - . dr+
P(riz) + /(/(Vr1¢ 13) (geq)(ll‘z —I‘ll))d 3) d 1”

(5.5.16)

Si quisieramos ver las consecuencias de la identificacién de las ff.d. en el estado de
equilibrio a través de la funcional de entropia correspondiente al FME-II, ec. (3.3.12),
necesitamos sustituir las ff.d. del equilibrio fé;) geq) (ecs. 5.4. y 5.4.), llegamos a
la expresién termodinamica que relaciona a la energia interna total y a la funcional de
entropia §¢7 = ?:: - ?::, E*? es la energia interna total dada en (5.3.27) y A®? es la
energia libre del sistema y que en el FME-II corresponde a

X exp —

1
kgTeq

A®T = kgTe { / f(l)ln(neq(Qﬂ'kaTeq)”%> dx, +

- / f(Z)(Xl’XZ) In(ng_vz_éN) ZkBlTeq <W(2)(r1’ rz) — (TIZ)) dXIdXQ} .
(5.5.17)

Hasta aqui podemos decir que la prediccion de nuestra teoria, FME-I, es ahora maés

completa porque conocemos la forma general de las funciones de distribucién que rigen
el comportamiento de un gas denso monatoémico inhomogéneo cuando se encuentra en el
estado de equilibrio, asimismo se tiene la funcional de entropia correspondiente al FME-II
en el estado de equilibrio. Es conveniente hacer notar que para conocer la descripcidn
completa atin en el estado de equilibrio se necesita de las ff.d. y de las ecuaciones cinéticas

que cumplen en este estado, al estilo de Lewis [10].

5.6 Conclusiones.

Podemos concluir este capitulo afirmando que el primer paso en la soluciéon de las
ecuaciones cinéticas ha sido dado y se refiere a conocer las funciones de distribucién que de-
scriben al gas denso cuando esta en el equilibrio. Se ha mostrado el conjunto de ecuaciones

que satisfacen las ff.d., como un analisis completo para el Formalismo de Maximizacién de

v ¥
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la Entropia en el que las restricciones impuestas son las ff.d. de una y dos particulas para
el cual el multiplicador v asociado a las correlaciones debe ser reconocido completamente

a partir de la situacién mas general del gas denso inhomogéneo.

En el Formalismo de Maximizacién de Entropia II, que adicionalmente incluye a las
restricciones del FME-I, a la energia total local del sistema, se mostré de manera similar
como aun las ff.d. del estado de equilibrio deben de satisfacer las ecuaciones de la jerarquia
expresadas ahora en este mismo limite. De este dltimo punto observamos que en la combi-
nacién de multiplicadores para las correlaciones (5.5.5), la contribucién homogénea queda
contenida completamente en la combinacién donde aparece el potencial de interaccién real
¢, y el resto de la expresion resulta de una interaccion effectiva con terceras particulas que
estén rodeando al par de particulas fijas, y es la contribuciéon debida a inhomogeneidades

en el gas denso.

De esta manera hemos completado la descripcion del gas denso monatémico para dos
niveles de descripcion diferentes uno de ellos es el que hemos denominado como el FME-I,
y en el que tienen como restricciones a la normalizacién de la f.d. de las N particulas que
pertenecen al sistema, ademaés de las funciones de distribucién de una y dos particulas.
Una segunda descripcion en que nos hemos interesado es una descripcién hibrida, el FME-
II, en el que ademas de las restricciones anteriores se impone adicionalmente a la energia
total local del gas denso en cuestién. Cabe hacer notar que esta tltima es una variable
hidrodinamica a diferencia de las ff.d. que son mesoscopicas. Ambas descripciones son
completas en el sentido en que Lewis lo define y que hemos definido en el capitulo 2.
A continuacién nos interesa mostrar que sucede en un nivel de descripcién totalmente

hidrodinamico.
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CAPITULO 6
El Formalismo de Maximizacién de la
Entropia III: Descripcién hidrodinamica.

Resumen. Presentamos el estudio de un gas denso a un nivel de descripcién
hidrodinamico. Partimos de la funcional de entropia del régimen mesoscépico (FME-I)
y le imponemos el formalismo variacional con restricciones macroscépicas. Exponemos
la descripcién completa del sistema a través de las funciones de distribucién, las ecua-

ciones de evolucién y sus valores en el limite del equilibrio.
6.1 Introduccion.

En capitulos anteriores hemos hecho uso del Formalismo de Maximizacién de la Entropia
para encontrar funcionales de entropia bajo dos conjuntos diferentes de restricciones, obte-
niendo el FME-I y el FME-II, respectivamente. Para el primero FME-I [1] la descripcién
fué en términos de las funciones de distribucién (f.d.) de una y dos particulas, mientras que
en el FME-II, se establecié una descripcion hibrida, pues mezclamos a las dos ff.d. con la
densidad de energia interna del sistema. En la definicién de la densidad de energia aparece
un promedio sobre las ff.d. de una y dos particulas (v.ec. 4.3.7), por ello la energia interna
solo depende de la posicion y del tiempo. Pero ahora queremos presentar un esquema en
otro nivel de descripcidon, en un nivel hidrodindmico. Para ello escogemos como conjunto
de restricciones a las variables locales conservadas y a las fluctuaciones de la densidad; la
funcional de entropia a maximizar es la funcional obtenida en el FME-I. En la siguiente
seccion mostraremos el Formalismo de Maximizacién y en la tercera secciéon presentare-
mos las ecuaciones de evolucion correspondientes a este esquema que son las ecuaciones de
. balance. La cuarta seccion esta dedicada al analisis del sistema en el estado de equilibrio.

Por ltimo incluiremos una seccién para la discusion de los resultados obtenidos.
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6.2 El Formalismo de Maximizacién de la Entropia III

En esta seccion plantearerios con detalle la aplicacién del proceso variacional sobre
la funcional de entropia del FME-I, para lo cual recordemos a la expresién para dicha

funcional

S[F, ] = ks / FO (e, O k® FO (31, ) —
: (6.2.1)
~ kg / F®(x1,%2,t)In ¢ (x1, X9, t)dx1dxs + S°(2),

donde se incluye a k, la constante de Planck, por razones de dimensionalidad. El ultimo
término es una contribucién de exceso que como veremos a continuacién no juega un papel
relevante en el proceso de maximizaciéon. La expresién explicita y el significado de la
contribucién de exceso ya ha sido discutida anteriormente (loc.cit.ec. (3.2.21)).

Partiendo de la diferencia de funciones

S[f(l), f(z)] N SCIC(t) — ‘“kB/ f(l)(Xl,t)ln h3f(1)(x1, t)Xm_

_kB% / f(2) (X1 ) X2, t)hl 9(2)(x1 » X2, t)dxldx2’ (6'2'2)

e introduciendo las restricciones siguientes,

e la densidad de masa p(r;,t), expresada como

plrast) = [ mf D, ap, (6.2.3)

e la densidad de impetu p(ry, t)u(r;,t), cuya definicién es

mnﬁm@hﬂz/pjm&hwmh T (8249)

e la densidad de energia interna €(ry,t), escrita como

2
riy) = [ B e O £y, g + 5 [ oliral) 21,5, s, (6:25)

2m

donde |r3| = ry — r2, es la separacién entre el par de particulas.

et 5 b AR SR S8 A 1 S A
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e y las fluctuaciones de la densidad a,(r1,t) = A(ry,t)+1, con la funcién A(ry,t) definida

a través de la expresion

ry,t
P(T:l ).A(rl,t) =/ [f(z)(m,xmt)—gff,)f(l)(xl,t)f(“(x2,t) dx»dps, (6.2.6)

construimos la funcional a maximizar. En (6.2.6) 92 es el valor asintético de la f.d. de

correlaciones cuando las particulas en cuestion estan separadas una distancia mayor que
la del alcance del potencial, y que puede ser diferente a la unidad (como ya lo hemos visto
en el caso del FME-I) (loc.cit.ec.(5.2.13)).

De esta manera, en este tercer esquema, la funcional a maximizar, denotada como Z,

/al(rut) (p(rut) - /mf(”dm) dr,

+ /az(rl,t)~ (p(rl,t)u(rl,t) - /dplplf(l)(xl,t)> dry

€s

+

I-s 'f(l)’f(z)] +

+

+| [ astrn [em,t) - ([ 35lp = mutes, 025 x1, e ) -

2m

} (% / ¢(m>f<2>(xl,~xz,t)dxzdm)} d“] .

+ [/ ag(ry,t) [p—(iml—’t—)A(rl,t) —

- (/ [f(z)(xl,xz,t) - gg)f(l)(xl,t)f(l)(xz,t)] dxzdpl>] dl‘l} ;

donde la funcional Z depende de la funcién de distribucién de una y dos particulas, y ahora

(6.2.7)

las funciones a;(ry,t), az(ry,t), as(ry,t) y as(ry,t) son los multiplicadores de Lagrange
correspondientes a las restricciones sobre la densidad de masa, impetu, energia’interna y
fluctuaciones de la densidad, respectivamente. Sobre esta funcional procedemos a hacer
_dos variaciones, una de f() a f1) £ §f(1) y otra de ¢ a ¢(?) 4+ 6¢(?). Tales variaciones nos
conducen a 6(1)Z = %tﬂ(l) yadzl = 33(15759(2) respectivamente, donde el subindice
denota la f.d. sobre la que se ha hecho la variacion. Ahora, ambas variaciones deben
ser igualadas a cero, y a través de estas igualdades reconoceremos a las funciones de
distribucién f y ¢ que maximizen a la funcional Z. La variacién con respecto a g(*)

nos conduce a la expresion, (ver Apéndice 6A)
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. .
6L = _kB§ /f(l)(xl,t)f(l)()(2,t) [1n (9(2)(X1,X2,t)> t14 2&{’%123&
B

n 613(I‘1al:;¢(’"12))] (z)dxldxz, (6.2.8)

en donde es claro que la contribucién de exceso que aparecia en la funcional original no es

relevante para la variacion en este nivel de descripcién ya que no aparece en la ec. (6.2.8).

Es conveniente hacer un cambio de las variables de posicién individuales de las
particulas a las variables de centro de masar = 5%'11 y ala coordenada relativas = ro—ry.

De tal manera que a partir de la ec. (6.2.8) obtenemos la f.d. de correlaciones, como *

9@ (r,s +r,p1,p2,t) = ¢P(r,s,t)

eXP( 1_20{2(3])) (_.ato,(r,]:;qﬁusu))] .

= Y(r,t)exp (—————-a3(”’]:l¢(lsl)) ,

donde hemos escrito a la funcién de distribucién de correlacicnes en términos de la funcién
de cavidad Y (r,t) = exp (—as5(r,t)) v hemos identificado al multiplicador de Lagrange

20[4(1‘, t)

Cl{5(l',t) =1 + kB N

(6.2.10)
como el multiplicador asociado a las fluctuaciones de la densidad. Este multiplicador

inclusive, corresponde al limite asintético de la f.d. de correlaciones, es decir
Y(r,t) = exp (—as(r,t)) = g2, (6.2.11)

. Hasta aqui podemos observar que en este ésquema s6lo estan presentes las correlaciones
en posiciones porque ni el potencial de interaccién, ni las funciones de Lagrange, que
aparecen en la f.d. de correlaciones (a3 y as) tienen dependencia en velocidades. La f.d de
correlaciones debe ser simétrica bajo el intercambio de particulas en X; y en X7 y es ésta la
condicién que también deberd cumplirse cuando se expresa a través de los multiplicadores

de Lagrange.

it S - S VT S T
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Pasemos ahora a la variacion de la funcional 7 con respecto a la f.d. de una particula

f® (Apéndice 6B)

at ’t
byT =~k [ 8(xs = x0) [ 101001 4 2GR 220D
1
+a3(r1,t)§;{[P - mu(rl,t)]z} 6 flgl)dxl—
k2B FD (xg,8)6(xx — x1) {lng(2)(X1,X2,t) + a3( 1, )¢(7’12)+
t
+2a4]£;1’ ) } 9(2)()(1, X2, )6 f,(cl)dxldx2
k )
3 /f(l)(xlst)é(xk - X2) {lng(2)(x1ax27t) + ( = )¢( 12)+
+2_a4]£_r.1_,_t_}.} g(z)(xl’x2,t)6 f,gl)dX1dXQ+
B .
k 2 't
12 (f%J) 9@ (80xx = x0) F (2. 8) 4+ FO (0, )6(xk — x2)) 67D ez
(6.2.12)

La ecuacién (6.2.12), se resuelve sustituyendo en ella a la f.d. de correlaciones, escrita
en la ec.(6.2.9). Haciendo el algebra encontramos que la f.d. de una particula estd dada

en funcién de los multiplicadores, por la siguiente expresién (v. Apéndice 6B)

« m o s U) P (&7 s -m s 2
FO(xy,t) = exp(—l — ;%;L) exp—( 2(rk7;) P1 3(r t)(l;lka u(r, t)) )x

1
-3 it ! (2) ! _ (2 (2) /
x h™° exp (/ p(s +r,t)[g (r,s',t) — g (lngoo +1)}ds)

(6.2.13)

En la ec. (6.2.13), ay(r,t) es la funcién de Lagrange afin a la restriccién de la densidad de
masa; ag(r,t) esta relacionada con la restriccidn sobre la densidad de impetu y al sustituir
f® en su definicién, ec. (6.2.4), vemos que a; = 0. La naturaleza del resto de los mul-
tiplicadores que aparecen en la funcion de distribucién, ha sido comentada anteriormente.
Pero es conveniente hacer notar que dado que a3(r,t) es el multiplicador referente a la
. energia interna, entonces esto nos permite suponer que sea una funcién de la temperatura
e inclusive que sea proporcional al inverso de la temperatura del sistema. Con las ff.d. de
una particula y de correlaciones de dos particulas podemos ver que informacién nos pro-
porcionan las restricciones impuestas simplemente por sustitucién. Es decir, sustituimos a
las funciones (6.2.9) y (6.2.13), que maximizan a la funcional de entropia, en cada una de

las restricciones ecs. (6.2.3-6.2.6) y obtenemos (ver Apéndice 6C) los siguientes resultados:

P
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Para la densidad de masa p(r, 1),

p(r,t) 2rmkg \*/? ay(r,t)m
= exp{ =1 — ——— | X
m C(3(I',t)h2 kB
1 ) (2) (v ot () (2
oo (2 [ ots' +1,0)[s08,0) = o (1ng® +1)]as' ).

) £zh)

(6.2.14)

en la ecuacion (6.2.14 = n(r,t) es la densidad de nimero de particulas. Es impor-
tante seflalar que la segunda exponencial, en (6.2.14), muestra la dependencia explicita de

la densidad de masa con respecto al promedio de la f.d. de correlaciones por pares.

Por otra parte, podemos reescribir a la densidad de energia interna de la siguiente

forma

e(r,t) = 5n(r,?)

5 /¢ (Is')n(x, t)n(s" +r, )g@ (r,s', t)ds (6.2.15)

3(75

que nos recuerda la forma estdndar para expresarla [2],

e(r,t) = gn(r,t)kBT('r,t) + % / #(Is'Dn(x, t)n(s’ +1r,1)g P (r,s', t)ds’, (6.2.16)

el primer sumando representa a la energia cinética y el segundo toma en cuenta la in-
teraccién potencial entre las particulas que forman al sistema.. Comparando (6.2.15) y

(6.2.16) nos permite identificar al multiplicador de Lagrange a;3(r,%) como

1

az(r,t) = Te)

(6.2.17)

es decir que coincide con el inverso de la temperatura local definida a través de la densidad

de energia interna del sistema.

Continuando con la identificacién de los multiplicadores de Lagrange, podemos susti-
tuir la f.d. de una particula ec. (6.2.13) y laf.d. de correlaciones ec. (6.2.9), en la expresién

para las fluctuaciones de la densidad ec.(6.2.6) (ver Apéndice 6C) , con lo cual obtenemos,

a,(r,t) —1 :/ (s' +r,t)g% [exp [-—"5—(%‘;&?—)] — 1] ds'. (6.2.18)

Si en la ec. (6.2.18) sustituimos la funcién de Lagrange as (ec. 6.2.17) obtenemos la

siguiente expresion,

ap(r,t) —1 /n(s +1,t)g%) [eXP[ kjgi;l)t)} _1] ds’, (6.2.19)
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De acuerdo con la ecuacién (6.2.19), gg) puede expresarse en términos de las fluctua-

ciones de la densidad o a través del multiplicador as (ver ec. (6.2.11)) como se muestra a

continuacion
g(z) — ap(r,t) -_ 1 ’
[r(s +1,1) ([exp (- pifilly) - 1] ) @' (6.2.20)

= exp (—as(r,t))
Con la identificacion del valor para las multiplicadores de Lagrange a», a3 y a5 podemos

reescribir a la densidad de masa como

p(:;;t) ='n(r,t) = <——_—27rmk:3(r’t))3/2 [eXp <—1 - ——al(;;’;)m)] X

x exp (a, — 1) exp (—Ngg) lngg)),

(6.2:21)

De la ec. (6.2.21) vemos que el valor del multiplicador a; queda implicito en la ecuacién
anterior, donde ademads las ff.d. dadas por las ecs. (6.2.9) y (6.2.13) se escriben como
sigue: o

- - t))?

M) — n(r,t k £))"%/2 exp — { PLZ (T, . 2.

£ = (e, ) (2 T(e, )™ exp = { BT (6.2.22)
para la funcion de distribucién de una particula y la f.d. de correlaciones de dos particulas

€5

9@ (r,s,t) = ¢ exp (—%%) . (6.2.23)

Aunque hemos sustituido las ff.d. en las restricciones impuestas en el FME-III, ain nos
falta escribir a la funcional de entropia maximizada que corresponde al FME-III. Esta

nueva funcional de entropia maximizada que se obtiene al sustituir directamente a las
ecuaciones (6.2.22) y (6.2.23) en la expresién (6.2.1) resultando que,

e(r, t) p(r,t) | p(r,t) (20mkpT(x,¢)\ >/?
= — 1 dr — k 1
S[p,pu,e} /T(r,t) r B/ - n — 72 dr+
! t
*kB_l_/p(r,t) pls +r, )g(z)(r,s',t)lngg)drds', (6.2.24)
2 m m

en la ec. (6.2.24) hemos tomado en cuenta a densidad de energfa interna dada por (6.2.17).
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Estas ultimas expresiones nos permiten tener gran parte de la descripcién completa
para un gas denso en el FME-III, en términos de las variables conservadas. Lo que faltaria

es tener la evolucién del sistema para el FME-III, tema que se abordaréd en la siguiente
seccion.

Lo anterior nos permite decir que tenemos una deseripcion a nivel hidrodindmico del sis-

tema. Mas aun el tltimo término involucra a las fluctuaciones de la densidad a,(r,t) a
, 2 . : . ,

través de ggo) y nos garantiza el comportamiento correcto de la funcional de entropia, pues

es un factor de peso del término proporcional al cuadrado del nimero de particulas, y esto

quedara mas claro en el limite del equilibrio.

Laf.d. de una particula se ha simplificado respecto a su dependencia en impetus y la f.d. de
correlaciones no depende de los impetus, a diferencia de la f.d. de correlaciones en el FME-
I. Sin embargo en este FME-III, la f.d. de correlaciones tiene una dependencia explicita en
las fluctuaciones de la densidad (v.ecs. (6.2.23) y (6.2.20)). Ademas sabemos que deben
ser solucion de las ecuaciones cinéticas que describen la dindmica fuera de equilibrio del

sistema. !

6.3 Ecuaciones de Balance para el FME-III

Recordemos que nuestra descripcién ha quedado a un nivel en el que las funciones de
distribucién estan escritas en términos de la densidad de masa, impetu, energia e incluso
con las fluctuaciones de la densidad, como las variables relevantes. Por ello la evolucién

del sistema estd determinada por la evolucién de dichas variables hidrodinamicas.

Las ecuaciones de evolucién correspondientes son las ecuaciones de balance para la

densidad de masa, impetu y energia, a saber:

para la densidad de masa
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O p(r. 1)+ Vi p(r. )u(r, ) =0, (6.3.1

donde u(r, t) representa a la velocidad hidrodindmica usual.

Para la densidad de impetu tenemos

%p(r,t)u(r,t) + Vi [P(r,t) + p(r, t)u(r, t)u(r,t)] = 0, (6.3.2)

donde hemos incluido al tensor de presiones P(r,t), definido como,

P(r,t) = / [(p1 —mu(r,t))(p1 — mu(r’t))]f(l)(r,pl,t) dp,

m

1 ! ,
-3 // s' (Ve d(|s') fP(r — (1 = N)s', p1, v + \s', pz,t)dds' dp2dp;.
0 .
(6.3.3)

Si sustituimos las funciones de distribucién (6.2.22) y (6.2.23) en la ecuacién anterior

podemos expresar al tensor de presiones para el FME-III como,

P- {MkBT(r,t)] - (6.3.4)

m

P

1 ! s's' d / (2) ' / /
“‘/ dA EQWS D) (r+ (1= A)s',p1,r — As’, pa, t)ds'dpap: |-
0 e

2 ']
En la ecuacién (6.3.4) I representa al tensor unidad. Cabe sefialar que ésta expresion para
el tensor de presiones fué obtenido anteriormente por Kirkwood[3].
Definiendo a la presién hidrodinamica completa como un tercio de la traza del tensor de
presiones, i.e.,

1
p=5Te[P], (6.3.5)
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y sustituyendo (6.3.4) en (6.3.5) obtenemos que la presién hidrostatica en el FME-III es,

p= [MkBT(r,t)} -

m

1 [t d
— 5/0 d\ [/ ls'|<a;7¢(]s'|)>f(2)(r+ (1-X)s',p1,r— /\Slvpz,t)ds’dmle-
(6.3.6)

Por ultimo tenemos el balance de la densidad de energia interna

%e(r,t)} Ve ju(r, t)e(r,t) + Jg(r,t)| + P(r,t): Veu(r,t) = 0, (637)

en la ec. (6.3.7) aparece el flujo de calor como J,(r,t) cuya definicién usual esta dada en

la ec. (4.3.10)

Las ecuaciones (6.3.1), (6.3.2) y (6.3.7) representan un conjunto completo de ecua-

1

ciones que describen al fluido denso a nivel hidrodinamico.

Si ahora nos preguntamos cuales son las ecuaciones correspondientes a los multipli-
cadores de Lagrange, las hallamos una vez que se sustituyen las funciones de distribucién
ecs. (6.2.22) y (6.2.23) en las ecuaciones de balance (6.3.1), (6.3.2), (6.3.7) y ademds
en las definiciones correspondientes a los flujos. De la ecuacion de conservacién de masa

obtenemos la siguiente expresion,
17, maq(r,t) )
- )Vl | —m ) | = 1) - Ve
[at—ku(r/t) V] [ . Bt+u(r ) X
X [/ n(s' +r,t) <g(2)(r, s',t) + (—as(r,t) + 1)) s’} {6.3.8)
0 3
— | = 4ulr,t) - V| |zInT(r,t)| + Ve - u(r,t) =0.
at 2
De la ecuacién de balance de impetu tenemos que

Ju(r,t)

5 + u(r,t) - Veu(r, z‘)} + kpT(r,1) (V,. In B%—;—”—) + kpT(r,t) (Ve InT(x,t)) —
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% [/ V.é(|s'Dp(s' + r,t)g@(r, s',t)ds'] =0, (6.3.9)

con el tensor de presiones que satisface

V.- P(r,t) = —kpT(r,1) (vJ’%”) . kBT(_r,t)-’i%Q (Ve InT(r, 1)) +

1 p(r,t
LLent)
m

5 U V. 4(Is'Do(s' + 1, 1)g@ (r, s',t)ds’} : (6.3.10)

Por ultimo de la ecuacién de balance para densidad de energia interna se obtiene

2k ”(:nt) (aTgt”t) +u(r,t)- (VPT(r,t))) = Ve [3p+ 3] - P Vou(rt)

[ (Do) [BEPL (00, 0775+ 12, 000,50 d s .
(6.3.11)

Con las ecuaciones (6.3.8) a (6.3.11) hemos completado la evoluciéon del sistema en el

Formalismo de Maximizacion de la Entropia II1.
6.4 Limites del equilibrio para el FME-III

En esta seccién mostramos los valores de multiplicadores de Lagrange en el equilibrio.
En este limite, la funcién de distribucién de una particula es una funcién maxwelliana, a

saber,

f(l) peq(QﬂkaTeq)—3/2 {exp _<__|p__1‘_2__>:| , (641)

m 2mkgTet
lo cual significa que el multiplicador asociado a la energia es el inverso de la temperatura

. . e eq
en el equilibrio, a3? = T, 1 £— puede reescribirse como la densidad de ntimero de
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particulas n®?. Como hemos hecho notar anteriormente a; = 0 = a5?, que se sigue
cumpliendo en el estado de equilibrio.

El siguiente paso es analizar la funcién de distribuciéon de correlaciones por pares en

el equilibrio, cuya expresion es la siguiente

ggg)(r, s) = <gg))eq exp {-— 5}9;2} ; (6.4.2)

’ .’ 2 I . . . . .
En ésta expresion géo) estd asociado a las fluctuaciones de la densidad y tiene que ver con

la normalizacién de ¢(* a través de la restriccién en (6.2.6) y de la relacién (6.2.19) en el
limite del equilibrio, es decir,
eq at? —1
(ggg)) - Z , . (6.4.3)
[ nea(s' +r) ([exp (-—%I;—JZ) - ID ds'

En el equilibrio total el sistema es homogéneo, la densidad de niimero de particulas es

independiente de la posicién que implica de manera inmediata que,

eq a®? —1
(gﬁj’)) = P (6.4.4)

net [ ({exp (————f;';:lg) — 1}) ds'
Véase que en el denominador podemos reconocer de la teoria de liquidos en equilibrio al

segundo coeficiente del virial B,(7T°7)[4], definido como

By(T°1) = —2/ {exp (%%) - 1] ds, (6.4.5)

que al sustituirlo en la ecuacién (6.4.4) da lugar al resultado,

B

e 1 — ¢ .o
(2>) o _ % 6.4.6
(900 et By(T9) (6.4.6)

Existe evidencia indicando que para fluidos demnsos lejos del punto critico, «, generalmente
estd en el intervalo de 0.02 - 0.04 [5], de tal manera que en muy buena aproximacién se

tiene que este cociente es positivo y por la ecuacién (6.4.6), que

1 - as
exp (—a!) = —————a—p——, (6.4.7)
3 2n°4 By (T°9) '
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es el valor para el multiplicador as en el equilibrio y para un fluido denso homogéneo.

Como consecuencia, también tenemos que la funcién de distribucion de correlaciones

es ahora
1 — af?

¢
(r,s) = meﬂ) [—W] . (6.4.8)

Ahora veamos que sucede con la densidad de masa del FME-III en el estado de equi-

gt2

librio. Para ello partimos de su forma general ec. (6.2.14), i.e.,

e /2
p(r) | [ 2rmkpT*? 3 a1%9m
m [( 2 N e

SR : 5 I ! T .
X exp (/ ps+r) [gfzﬁ)(r, s') - gfi)] dS’) exp <— / ﬂ(—s—+—r)g£§) In gé?dS’),
m m
(6.4.9)

Si ahora tomamos en cuenta que la densidad de masa es constante y que el valor de la f.d.

de correlaciones estda dado por (6.4.2), entonces nos queda que,

p 2rmkpT*? 3/ a1%9m
— =n= — 2 exp| —1— kp X
¢(ls'])
X exp (n /ggg) [exp (W — 1| ds' | exp (—Ngc(é) In gg))

Sustituyendo la ecuacién (6.4.5) en la ecuacién obtenemos que,

eq\ 3/2
P 2rmkgTe? 3 a1¢9m .

X exp (—Nggi) In gg))

2rmkpTee */* 1
= <-—7T—@h—f—) exp <~1 - alk m) exp (gc(f)) [—n?Bg(Teq) - Nlnggq),
B

(6.4.11)

(6.4.10)

De la ecuacién anterior podemos despejar al multiplicador o que falta identificar en el

equilibrio, a saber,

-1
4 2rmkaTel\ ~3/2
exp (1 + 041k3m> = (n(_%f___) ) exp (_gg) {TLQBQ(T“I) 4 Nlngg?}),

(6.4.12)
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o de manera alternativa

eq 2 k Teq _3/2
alk L (n(ﬂ—h—f———> ) —1-4® [nQBz(Te‘I) + Nlngg)} . (6.4.13)
B . i

Con las ecuaciones (6.4.7) y (6.4.13) hemos terminado de calcular los valores de las
funciones de Lagrange del Formalismo de Maximizacién de Entropia III en el estado de
equilibrio.

Una pregunta adicional que podemos hacernos es acerca de la expresién para la fun-
cional de entropia en el FME-III en el estado de equilibrio. La cual se obtiene sustituyendo

las funciones de distribucion ecs. (6.4.1} y (6.4.2) en la expresion (6.2.1), a saber,

! 2emkpTe\ */? (N
S = Teq (/edr> —kgNln [(———————hz ) v +
1
—kgN / 5ng@)(s')1ng5,33ds'. ' (6.4.14)

Si no se hubiera incluido la restriccién sobre las fluctuaciones de la densidad no apareceria

el tercer término de la ec. (6.4.14), en su lugar tendriamos

1 .
~kpN? / Wg(z)(s')ds,'

este término afectaria a las propiedades de la funcional de entropia en el equilibrio.
De la termodinamica sabemos cual es la relacién que debe satisfacerse entre la fun-

cional de entropia S, la energfa total £ = [ edr y la energia libre A, a saber

£ A
eq _ —
S - Teq Teq !

'(6.4.15)

Combinando las ecs. (6.4.14) y (6.4.15) podemos reconocer a la energia libre asociado al

formalismo FME-III, ésto es

A 2rmkgT*? 32N L oy @\
A R — - ] = 4.16
kTN " [( h? ) V / 5" (s)In (g"o ) ds’, (6 )




CAPITULO 6: El FME-III: Descripcion hidrodinamica 101

que puede escribirse también como,

A 27rmk. 7;67 —3t N 1 eq
PN Tl K_—hTB’_> 7 EXP <"/ 5967 () (hlgé?) ds’> . (6.4.17)

Es de hacerse notar que la contribucién de exceso, diferente a la del gas ideal, esta
relacionada con la interaccion entre las particulas que conforman al sistema y es propor-
cional a la normalizacion de la f.d. de correlaciones. Recordando la relacién para dicha
normalizacién dada por la ec. (6.4.6) vemos que depende de las fluctuaciones de la densi-
dad y mientras estemos describiendo al sistema lejos de un punto critico la contribucion
«, es pequena; de lo contrario las fluctuaciones de la densidad se veran seriamente incre-

mentadas.

Con estd dltima anotacién hemos culminado la descripcién hidrodindmica en la
que reducimos la informacion relevante al sistema hasta tener sélamente a las variables
macroscépicas densidad de masa, impetu, energia interna y las fluctuaciones de la densi-
dad. Esta ultima restriccion juega el papel de normalizacion para la f.d. de correlaciones
y es sumamente relevante en la descripcién del gas denso, pues nos conduce a una con-
tribucion nueva, ver el ultimo término de la ec. (6.4.14). El hecho de que la normalizacién
de la f.d. de correlaciones difiera de la unidad es un resultado consistente con las anota-
ciones de un trabajo de V.J. Menon y J. Lahiri [6], en donde ellos analizan las consecuencias

respecto al factor de estructura del fluido denso.
6.5 Conclusiones

Hemos descrito en este capitulo a un gas denso, en un nivel de descripcién

macroscopico en el que nuestras variables relevantes en la descripcién son las variables
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conservadas y las fluctuaciones de la densidad. En el esquema del FME-III no hemos
partido de la funcional de entropia de Gibbs en el proceso de maximizacién sino de la
funcional que habiamos obtenido en el Formalismo de Maximizacién de la Entropia I, pues
como hemos visto anteriormente es realmente confiable para la descripcién del gas denso.
Sin embargo habra que hacer notar que en este nivel de descripcién las correlaciones en
impetu se han perdido y las correlaciones en posicién son las dominantes. En este es-
quema FME-III, también se deben satisfacer ecuaciones de evolucién pero ahora para las
variables macroscépicas, es decir las ecuaciones de balance de densidad de masa, impetu
y eknergl'a. En cuanto a las fluctuaciones de la densidad éstas aparecen de forma, ekpll:éi;;a

en las funciones de distribucién y en la funcional de entropia maximizada.

Los limites del equilibrio son muy interesantes porque con ellos obtenemos los valores
de todos los multiplicadores de Lagrange involticrados en la descripcion. Otro aspecto
relevante es que aunque las fluctuaciones de la densidad son despreciables en el caso de
un gas denso, y ello conduce a una forma de la funcional maximizada (ec. 6.4.6), sabemos
que esta contribucién se vuelve muy importante en el caso dél factor de estructura estético
que involucra a la transformada de Laplace de la misma funcional, en concordancia con

un trabajo reciente de V.J. Menon et al[6].
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| CAPITULO 7
CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

Resumen. Este capitulo de la tesis estd destinado a un resumen de los logros prin-
cipales de este trabajo de Investigacién Doctoral, asimismo se enunciaran algunas
perspectivas a desarrollar.

El objetivo de este trabajo de investigacion fue obtener una descripcion completa de
un gas denso fuera de equilibrio, que se modela como un conjunto de N particulas que
interactiian a través de un potencial intermolecular suave, simétrico y aditivo por pares.
Por descripcién completa[l] debemos entender la que se obtiene mediante las funciones
de distribucién 6 funciones de estado que maximizan a la funcional de entropia, bajo un
conjunto de restricciones apropiadas, y a las ecuaciones de evolucién para dichas funciones
de estado. La manera de obtener las funciones de estado es a través de un principio
variacional: el Formalismo de Maximizacién de Entropia (FME)[2] y a lo largo de este
manuserito se han mostrado tres conjuntos de restricciones diferentes, cada uno generando

su respectiva descripcion.

La primera descripcién fué denotada como el FME-I[3] y en ella se maximizé la fun-
cional de Gibbs bajo las siguientes restricciones: la normalizacién de la funcién de dis-
tribucion(f.d.) de las N particulas que conforman al sistema y el conocimiento de las
ff.d. de una y dos particulas. Como consecuencia, encontramos que las correlaciones en-
tre pares de particulas dependen de sus posiciones y de sus impetus. Estas correlaciones
permiten definir a los potenciales quimicos generalizados y una interpretacion posible de
estas correlaciones estd dada por la llamada difusién en jaula y en vértice[4] que apare-
cen invariablemente en los gases densos. De hecho en un gas denso, un par de particulas
que interactua no se puede considerar aislado ya que se encuentra rodeado de terceras
particulas que las rodean formando una jaula en su entorno. Depende del impetu del par
~ de particulas el que puedan escapar de la jaula y/o se favorezca su movimiento libre. Las
correlaciones dependientes de posiciones é impetus juegan un papel muy importante, no
solo en la interaccion directa entre particulas, sino también en la evolucién del sistema.
En el esquema del FME-I la evolucion de las funciones de estado estd determinada por las

dos primeras ecuaciones de la jerarquia BBGKY. En la primera ecuacién de la jerarquia,
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la correspondiente a la f.d. de una particula, aparece una fuerza promedio debido a la
interaccion directa entre pares de particulas; sin embargo en la ecuacién cinética para la
f.d. de dos particulas aparece un potencial efectivo debido a que cada par de particulas
interactuantes se encuentra rodeado por las particulas restantes y ademds dicho potencial
depende de la f.d. de tres particulas. La cerradura [5] de este par de ecuaciones se ob-
tiene de manera consistente con el FME-I. Como el FME es un principio variacional, las
ff.d. quedan escritas en términos de los multiplicadores indeterminados de Lagrange, un
multiplicador por cada restriccidon. De esta manera, la solucién de las ecuaciones cinéticas
puede intercambiarse por la solucién de las ecuaciones de evolucién para los multipli-
cadores. Independientemente del camino que se escoga, es de utilidad conocer los valores
de dichos multiplicadores en el estado de equilibrio y tratar de ver la compatibilidad con
los resultados que se conocen de la teoria de liquidos del equilibrio [6].

En cuanto a la funcional de entropia maximizada del FME-I debemos mencionar
que concuerda con una generalizacién fuera de equilibrio de la funcional de entropia uti-
lizada por Wallace [7], para describir y comparar con resultados experimentales de metales
liquidos en estado de equilibrio.

=

(¥

Una segunda descripciéon que mostramos fué el FME-II, que se desarrollé principal-
mente para comparar con otras teorias cinéticas variacionales que existen en la literatural[8].
El conjunto de restricciones de esta descripcién hibrida incluye ademaés de las del FME-I
el conocer a la densidad de energia interna y como resultado de esta nueva restriceiéon ob-
tuvimos un multiplicador de Lagrange adicional. Los potenciales quimicos generalizados
del FME-II contienen de manera explicita una generalizacion directa al potencial quimico
usual de la teoria de liquidos (loc.cit.cap.3 ref.12) mas una contribucién dependiente de los
impetus. En cuanto a las ecuaciones de evolucién del FME-II debemos satisfacer, ademas
de las dos primeras ecuaciones de la jerarquia BBGKY, también la ecuacién de balance de
energia interna; la cerradura de estas ecuaciones también fué obtenida de manera consis-
tente con el FME-II. La discusion del estado de equilibrio del FME-II se dio en el capitulo
5.

Se presentd una primera comparacién con las ff.d. de otras teorias cinéticas varia-
cionales (KVT’s por sus siglas en inglés [8]) v es conveniente sefialar que encontramos
que los fluidos densos que pueden describirse a través de las KVT’s usuales, tienen como
caracteristica comun que el potencial de interaccién intermolecular es un potencial repul-
sivo y atin cuando incluyan una cola atractiva en su potencial, ésto no generaliza sus ff.d..
También se hizo una comparacidn [5,9] de las cerraduras para las ecuaciones cinéticas de

teorfas cinéticas variacionales[8] y de otras aproximaciones no variacionales[10].
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El paso a otro nivel de descripcion fué mostrado en el Formalismo de Maximizacién
de Entropia III[11], en él se maximiza a la funcional de entropia del FME-I bajo las restric-
ciones de densidad de masa, impetu, energia interna y las fluctuaciones de la densidad; en
este caso las funciones de estado’son las variables conservadas. Se identifican practicamente
todas las funciones de Lagrange y se mostrd la descripcion del FME-III en el equilibrio.
En esta descripcion es importante mostrar la relevancia que tienen las fluctuaciones de la
densidad en un gas denso. Las correlaciones por pares juegan un papel importante, y aun
cuando en el FME-III ya no dependen de los impetus, la densidad de masa puede expre-
sarse como funcidn de las correlaciones de una forma no trivial. Respecto a la funcional
de entropia del FME-III, ésta presenta una estructura similar a una generalizacién del
equilibrio local. En el esquema del FME-III las ecuaciones de evolucion del sistema son
las ecuaciones de conservacién(o de balance) de densidad de masa, de impetu y de energia,
a las que se les agrega una relacién entre las fluctuaciones de la densidad y el segundo

coeficiente del virial para cerrar la descripcidn.

De antemano estamos conscientes de que nuestra teoria para gases densos no esta
concluida y por ello tenemos un conjunto de perspectivas a desarrollar en investigaciones
futuras. _

Una cuestién inmediata, que no fué un objetivo de esta tesis, nos llevé a considerar
el balance de las funcionales de entropia. A este respecto ya hemos analizado el balance
de la funcional de entropia del FME-I [12]. La existencia de una cota superior para
la produccién de entropia también fue motivo de otro trabajo[13]. Ambos analisis nos
permitieron darnos cuenta de la relacién directa con la teoria de la informacién, relacién
que pretende ser estudiada con mas detalle. En el balance de entropia, las fuerzas promedio
de las ecuaciones cinéticas tienen una aportacion importante porque el flujo y la produccion
de entropia quedan en funcién de ellas. En el andlisis de los flujos y de la produccién de
entropia se propusieron valores para los multiplicadores indeterminados de Lagrange del
FME-I, que fueron inspirados en los limites correspondientes al equilibrio. Para este caso
es importante notar que la dependencia con los impetus de las correlaciones y no solo de la
posicion contribuye en la expresion de la produccién de entropia. Serd conveniente hacer

también el analisis del balance de entropia del FME-III.

Otra perspectiva es buscar el método de solucién de las ecuaciones cinéticas para una
situacion alrededor del equilibrio, o bien buscar los coeficientes de transporte en algunos
limites particulares, como lo es el caso difusivo. Estd perspectiva se inspirara en los métodos

de la termodindmica de los procesos irreversibles{14].

Un trabajo adicional es la generalizaciéon al caso de un sistema denso con grados de
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libertad internos, es decir gases densos poliatémicos. Para estos sistemas el FME-I debe
ampliarse para que describa al sistema en el espacio fase de posiciones, impetus lineales
y ademdas momentos angulares. La generalizacién parece inmediata y puede complemen-
tarse con algunos resultados recientes acerca del cdlculo de funciones de correlacién de
orientaciones [15] para el agua en estado liquido.

Serd interesante generalizar nuestra teoria a otros sistemas mas complejos para los
cuales exista alguna informacién en la literatura sobre las funciones de correlacién, como
es el caso de los polimeros{16]. O bién una generalizacién del caso del gas monatémico

pero en presencia de campos externos, como los plasmas[10, Klimontovich].

Con todo lo anterior queda claro que se ha abierto una nueva linea de investigacién
para abordar el estudio de los fluidos densos fuera de equilibrio.
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APENDICE 3A
El principio variacional en el FME-I

En este apéndice se muestra con detalle la construccidn de la funcional I del Formalismo de Maximizacion
de Entropia 1. Para ello recordemos cual es la funcional de entropia a maximizar v bajo que restricciones se
aplica el proceso. La funcional a maximizar es la funcional de entropia de Gibbs

S = —-kB/p(xN.t)ln(N!haNp(xN,t))de, (34.1)

Para este primer esquema, el FME-I, las constricciones son

* la normalizacion de la f.d. de N-particulas
/p(x‘\"t)de =1, (34.2)
* las f.d. de una particula
A‘\'
Y%, 1) = /Zb(x — xx )p(x™ )dx™ . (3:4.3)
k=1
* v laf.d. de dos particulas
N
TP (xy,%0,1) = /Z B(x1 — x3)6(x2 — x; )p(x™ . )dx™ . (3A.4)
IRk
k=1

L.a funcional a construir debe incluir a la informacién dada anteriormente y la forma de hacerlo es con la
siguiente relacidn

I1=8+ 2 (Ax)(k — ésima constriceion) (31.5)
donde se ha denotado como A al multiplicador asociado a la k-ésima restriccion, y las ecuaciones asociadas

a las restricciones son de la forma siguiente v/(x”.1) = 0. Ahora la pregunta es ;cual es la dependencia de
estos multiplicadores con las variables del espacio fase y qué caracter tensonal tienen?.

Para empezar, la dependencia del multiplicador esta en funcidn directa con la restriccion que le corresponde
dado que la funcional de entropia es una funcién escalar, que sélo depende del tiempo, y por lo tanto tenemos
que la suma que le precede en (3A.5) debe tener estas mismas caracteristicas. Entonces de la normalizacién

{(t)kg[l - /p(x“',t)dx”] = 0. (34.6)

en este caso no hay necesidad de una integracion adicional.
Para la funcién de distribucidén de una particula se tiene que,

N
//\(xl,t‘)kg {f(”(xl,t) - / 25()(1 — xk)p(xN,t)de]dx‘ =0, (3471
k=1
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la funcién de Lagrange puede tener una dependencia (x).¢), i.e.en la postaidn. en el unpvtu v en el tiempo
dando lugar a una ecuacidn de restriccidn escalar con (10})(‘11(]011(14 en xy v 1 para la cual si hay necesidad
de incluir una integracion en dx; = dr,dp,.

En el caso de la restriccién acerca de la f.d. de dos particulas s reqmere de manera similar de un
multipicador dependiente de dos posiciones en el espacio g de x; v x5, v | tiempo { y ademds de dos
integraciones dx, dx» para dejar inicamente la dependencia temporal.

/kB‘/(Xl-Xz-f)[f(g)(xhxz‘f)-—/ Z S(xy — X )8(x2 — %, )p(x™  dx Y idx dxs = 0 (34 %)

Ahora sustituyendo (3A.1),(3A.6-8) en (3A.5) llegaios a

I(t) = —kn/p(x"‘]r)ln(;\«'!lﬁ“‘p(x“,r))(fx\

+({(t)kp [1 —/ (x".x)dx“'J
+//\(X1 f)kg[ (x1.1) /25 X — Xi)p(x .,f)IIX\JJXl

k=1

/Mﬂ(x]‘x; t)[f( (x1,%x2.,¢) / Z (X — xp)b(xy — X, )p(x .I)«IX'\}z{xldx-_). (34.9)

I#K
k.g=1

Aqui hemos presentado la construccion de la funcional [, y en seguida mostrarcinos como se procede con su

derivada funcional del estado p(x™,t) = p™ al estado p™ + 6p™. Para empezar todas las restricciones tiencn
. . i . . N

una dependencia funcional con p”~, entonces al derivar funcionalmente se tiene

61 = —k;;/épN [ln(;\'!h:i‘\'p(x"\',i)) + 1] dx

(ks / 57 dx™

/ (%1, "HUZ Xy — Xp )by (/x\:}rlxl

/km X1, Xo, t)[/ Z L= X )6(xo —xj)mr\‘dx“}dxldxz. (3A.10)

1#Ek
k=1

. , . . 7 ) . - :
sl agrupamos los términos que involucran a 6p” en una séla integracion tenemos

N
61 = ——kB-/(SpN {1n(N!h3Np(xN,t)) +14C() + [/ A, 1) 6(xs —xk)édexl}

k=1

N
— /'y(xl Xoq,t z O(x1 — xg)0(x2 — X; )dx1dxy dx™. (34.11)
Itk

k,g=1
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y como ademas debe ser un extremo tenemos que igualar ésta variacion a ceroo e A = 0. Como la igualdad
debe satisfacerse para todo el espacio pi. entonces el integrando debe anularse. s decir,

//\(X][)Z(\(X - Xy j(IX1
k

=1

{111(A'!/,3“'p’”b‘(x”.z)) +14C(t)+

l'\'

- /‘y(x].)cg.t) Z 8(x) — X )8(xy — x, )dx, dx, 0 (3A4.12)

RS
k,3=1

Las funciones delta nos conducen a una expresién simplificada al hacer las int- vr v ones, obteniéndose que,

N N
In (N3N pME(xN 1)) 414 ¢(8) + Z/\(x],t)} + 1Y Axx 1)) =0, (34.13)
k=1 IR

que nos indica la forma explicita de la f.d. de N particulas que maximiza a la funcional de entropia,
pME(xN 1) .

N
ME, N ,\ _ ) X ‘
pME N ) = NN exp(c (1) = 1) |:ex}) (—g—l/\(xk,t)>} exp | — ;(. x| (34.14)

Esta es la ecuacién (3.2.6) del texto.
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APENDICE 3B
El desarrollo en cumulantes en el FME-I

En este apéndice se muestra el desarrollo en cumulantes del cual nos hemos auxiliado para tener expre-
siones mas simples de las fl.d. de una v dos particulas. Empecemos por la forma inicial que tendrian dichas
funciones antes de hacer el desarrollo en cumulantes, 1.6,

Zn-a () l
F(x, 1) = <WPX])[—A(X1,1) _ 2:7,(xl.xj,r)}>
N

j=2

N

:/ ——Z:N—{“)CX[){—/\(X]J)—Z‘y(X].Xj.f)} pl\"l(x"\"l,t)(lx\". (35.1)

7=2

en (3B.1) los primeros factores asociados a la funciones de particién no dependen de xV y el multiplicador

1

A no depende de xN =1 y pueden salir de la integracién. Tenemos que

Zn_1 (1
O (x,.t) = h_;Z_}\_lET; (exp [=A(xy.1)]) x
N (3B.2)
X /ex;)— Z‘)(xl,xj‘i) p"v_l(x‘\'_l‘f)(lx‘\l‘]
1=2

de mianera semejante la funcién de distribucion de dos particulas se escribe como,

Zn-2(t)
S (xy.x2,t) = ZQZ—MB(’XP[—/\(XLU—/\(XQ")—‘7(X1,X:}~/) x
N N
x/ (‘X])[-Z’)’(XI,X]',[)—Z’)(XQ,X]'J)] pN T dx N T (3B.3)
j=3 j=3

En principio podriamos dejar expresadas a las fl.d. como en (3B.2) v (3B.3). sin embargo es conveniente
hacer un desarrollo en cumulantes de los promedios que subsisten en las funciones de distribucién reducidas.
En general, necesitarifamos encontrar la funcion caracteristica ('n_1(z, 1) de la funcién siguiente

N

/ eXP[—Z“/(Xz,X]'.t)] [)N—lde‘l —

j=2

N N-1
= <exp{—z 'y(xl,xj,t)]> = <exp— Z Vi > . (3B .4)
j=2 N-1 J N-1

Para ello requerimos de la relacién mas general

Cn(z,t) = (expiz - ¢),

= <exp+zvj> , (3B.5)
J

n
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Il logaritmo de la funcién caracteristica se puede desarrollar en cumulantes[l] como se muestra a contin-
uacton,

I {exp iz - ¢), Z Z K PRON T Nt > 2Tt el 8(r, my). (3B.6)

r=1 k=2

Haciendo explicitas las sumas que aparecen en la ecuacion anterior tenemos que,

1 A
In{expaz- o), = 17 [(€ 01 2) 21 + (K g2 )20+ + (K 00 ) 2nt]

+2—|(<< 0102 >) 2122+ ... + 2 (<< Pndn-1 D) 221
13 '3
+T5_‘(<< OXOBOZi >>)Z]ZQZ3+‘. .»U (<< ¢n¢n—-l®n-—)>>)]n[n—l7n— + ... (3“7)

Los paréntesis angulares dobles representan un desarrollo en cumulantes con los cuales se reescribe la ec.
(3B.7), obteméndose que

2

In{expiz - ¢), = %[(< é1>)2 H (< by >)zo+ .+ (< by >)Z,.]+;—|(< ®165 >

o

. T . . i
- < ¢l > @2 >)le‘.2+~--+ 2_|(< OnPn-1 > — < Gy >< Ony >)Z”Z”~1

3
+:13—|(< Drdags > — <Py >< g3 > — < P >< Py > — < by >< O3 >

: 3
i 2 ; .
+2 < 91 >< ¢y >< @3 >)zyz9Z3+ .+ 3 (< PnPn1gn_2>— <9y >< @n 105z >
- < ¢n¢n—1 >< ¢n—2 > —-< én——l >< ¢n¢n—2 > +2 < én >< @11—] >< d’n—il >) S
ZpZp_1Zn_2+ ... (3B.8)

Si regresamos a la funcién exponencial que nos interesa, ec. (3.3.4), el producto escalar que aparece en la
exponencial (3B.5) resulta ser:

N—
- = ZV = Zv (x1,%;,1 Z y(x1, %51 (3B.9)
-

que satisface

Vj = 1zj¢;.

Podenios reescribir el desarrollo en cumulantes ec.(3B.8), para identificar nuestra suma de multiplicadores

7, utilizando (3B.9), 1e
In(expez  ¢), = [(< 16121 >) + (< 16222 >) + ... + (< 19,2, >)]

1 1
+2' (< 1 ¢1¢')Z]ZQ > — < g2 >< 1¢a%2 >) + ...+ — (< (f)ngbn_]ZnZn 1 >

2! (
1 ,
— < 1PpZn >< 1Pn1Zn_1 >)+ ...+ 3 (< ®P1¢203212223 > — < 191922120 >< 10323 >

— <1121 >< P Podazazs > — < 1922y >< 12 ¢1¢3z123 > +2 < 19121 >< 19322 > X
X < tP3zz >) + ...

1
3| (< VP Pn—19n_2ZnZn_1Zn-2 > — < 1nZy >< 1 ¢n—1¢n 2Zn—1Zn-2 >
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2 Y .
— LU PnOn1Bply 2< Wy 92y > — <10y 1%y >< 0Oy _0lindy 2 >

+ < 10n2p >< 100 1Zn— > < 10n_2Zy -2 >) + ... (:;BIU)

Escribiendo la expresion anterior en términos de las funciones Vj tencmes que
In{expuz - o), = (< VI >)+(<Va>)+ . 4+« V., >))

1
'(<1/1V >— <V >< Vo >)+.

5 2' (<VuVuo1 > = - Vo >< Vo1 >)
1
i'(<1/1\/1/;>—<1/1\/ S< Vs> =<V >< VoV - ) >< VsV >
1
2< Vi >< Vo< Vs >)+ ...+ 3‘(< VaVnoiVanos > - < Vo Vi, Voo
— <V Va1 >< Vnoa > =< Vuo 1 >< Vy >< Vyo > 42 <V, - Vo >< V0 >)

+ ... (3B.11)
(3B.11) contiene una suma infinita de términos, podemos preguntarnos st hay manera de

cortarla y solo conservar los primeros. Para ello veamos como reescribir a lo~ torinos que involucran a los
cumulantes pares,

Como la ec.

<ViVi>—<Ve><Vi>={Vi~ < Vi >l[Vi— < V), >
Vi % ] { k‘ ‘ v >V ) (35.12)
= {[6V][6V]) .

esto significa que estan directamente relacionados con un promedio del producto de dos fluctuaciones

De
manera analoga, los términos que involucran a cumulantes de tercias se recseriben como

<ViViVi > =< Vi >< ViV >+ < VeV <V, > 4+ <V >< ViV, >

+ <V >< VY >< VY, >= (V= < Vi 2Vi—- < Vi >V - <V > =

= ([sVi][eVi][eVin]) (313.13)

que también dependen de productos de fluctuaciones pero de trios de fluctuaciones. Regresando al valor de
las funciones V; y en particular para la ecuacién (3B.4) n = N —1 que ex el total de particulas en el ensambic

reducido. obtenemos que,

N N
<exp [“Z’?’(Xlsxj")l> = <oxp — Z l‘_>>
ji=2 J \

N-1

-1

= <8Xp-— Z <V; >no Z 5 < [(‘VJ][(SV;\A] >N

<k
+ Z < SV VE6Vn] >n oy + > . (3B.14)
]<1c<m ’
Si incluimos ahora a Jos multiplicadores v en la ec. (3B.14) llegamos al siguiente resultado,

N N-1
<exp [—Z 7(X1,ijt)]> = <€XP~ Z 71,j>
N-1 ] N-

j=2

= <exp—— 2 <71 >nN-1 + Z 51 <[]l 1é71k) >Na

i<k
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N1
I
20 g < BB >y (35.15)
1<k<m

N

DeJaec. (3B.15) identificamos que al cortar la serie de cumulantes desde Ta suma de pares de fluctuaciones en
adelante. o que se estara despreciando es el promedio del producto de fluctuaciones por pares, por tercias,etc.
Pero ademas la forma que toma nuestro promedio es mas simple bajo extas consideraciones y tenemos que.

N N N
. ¥ »
exp -E {x1.x;.1) = exp — E y(x1,%5,t) = exp > 0y . (35.16)
j=2 Nl j=2 Nl S N1

Pero esto es valido no sdlo para el caso de los promedios sobre un unsambl & N — [ particulas. sino en
general para un ensamble de n particulas. como se ve en el desarrollo general anterior. Sin embargo si nos
preguntamos por como reescribir a los promedios de la f.d. de dos particuli-rv e 3B.3), debenios tener
en cuenta que no sélo los promedios son sobre un ensamble diferente al reloronre a f1 (un ensamble de
N — 2 particulas) sino que ademas en el exponente asociado a este promedi . aparece una combinacién do
multiplicadores 5 evaluados en dos posiciones diferentes del espacio g Tencines que buscar otra equivalencia
de las funciones V; de la ecuacidn (3B.9). asociada a los exponentes que apurcon en (3B.3), Le.,

N N
ZVJ‘IZV(xth‘,t)wLV(x:.x]‘f). (3B.17)
1=3 =3

Podemos proceder como en el caso anterior y reemplazamos las expounenciales en (3B.3) por las siguiente
expresion

J\Y }\" \
exp[—Z’y(xl,xj,t)—Z')/(xfz.xj,t)} :(xxp<\Z‘;(X].X]’,f)> X
N-2 N-1

j=3 j=3 7=3

1’\"
X exp ~—Z'y(x3‘x1‘/)> . (35.18)
N~ :

71=3

al cortar el desarrollo de la serie de cumulantes en el primer término estamos despreciando los promedios de
productos de dos, tres o mas fluctuaciones de V;. pero con la redefinicion de las funciones V5 es necesario

sustituir (3B.17) en la expresidn (3B.12). es decir

<ViVi> =< Vi >< V> = (V= < Vi >][Vi— <V D

. (35.19)
= {[v1; + 2] = by D e + 52l e + 26 )
desarrollando este promedio de funciones tenemos
< VeV > — < Ve >< Vi >= (691;6718) + (07150725) + (89258716) + (8725 0721) (35.20)

Entonces se estan despreciando los productos de dos, tres 0 mas fluctuaciones de los multiplicadores v y
podemos reescribir a los promedios de (3B.3) como,

N

N ]
/ exp [—Z Y(x1,%x;5.1) — Zy(xz,xj,t)} N 2ax N
j=3 '

j=3

N N
= { exp —<Z“y(x1,xj,t)> J exp ~<Z7’(X2,X]‘,t) > . (3B.21)
j=3 N-2

j=3 N—2

A ARGt e i Sttt s,
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Una vez que sustituimos (3B.16) ¥ (3B.21), en las funciones de distribucion para una y dos particulas,
ces. (3B.2) vy (3B.3), obtenemos las expresiones (3.2.9) y (3.2.10) del texto. Asimismo los promedios gue
aparezcan en las funciones de distribucién reducidas de tres particulas en adelante pueden ser analizadas
de manera analoga. Para terminar éste apéndice, debemos enfatizar que ¢l desarrollo en cumulantes nos
permite despreciar el promedio de productos de dos. tres o mas fluctuaciones de las funciones 3 (x; . x;). o=
decir que estamos despreciando promedios de productos de

S (Xp, X1, 1) = 3 (xp, xp, 1) — (y(Xk, %1, 1))

Es importante sefialar que este corte del desarrollo en cumulantes es exacto en el equilibrio, para el caso de
un potencial de coraza repulsiva.

Referencias.

[1] C.W. Gardiner, Handbook of slochastic methods in physics, chemustry and natural sciences, Ed.Springer-
Verlag, Alemania (1985).






APENDICE 3C
La Funcional de Entropia maximizada en el FME-I

En este apéndice se muestra la reescritura de la funcional de entropia maximizada en ¢l FME-1, en
términos de las ff.d. de una y dos particulas. Para lo cual partimos de la funcional de entropia ec. (3.2.19)

N
S =kp <§:/\ Xi. > +kI}<Z 7(Xi,xj,t)> +hp(InZa)y - (3C°.1)
N
N

=1 2

1
1.9=1

Despejando al multiplicador de Lagrange A de Ja expresidn para la funcidn de distribucion de una particula
(3.2.13) obtenemos que.

Zn-
A(xg, 1) = —Inf, Mt { el ] <Z7 Xi, X;. ! > . ($C.2)
J#i N1

Si promediamos al multiplicador A;. dado por laec. (3€.2), conlaf.d. de N particulas pME(x™ 1) (cc.(3.2.8))
v hacemos la suma sobre las N particulas del sistema llegamos a las siguientes expresiones:
para el primer término de la ec. 3(1.2,

N
_Z<]n ff”(x,' > Z//}ML ]nf "(x; ydx™
i=1

=1

:~Z// ME( XN £ (x4 dx

- —Z/ i Y(x;, 1) In fi(l)(xi-t)dxi (3C°3)
1=

I
- —ZW/ff”(xi.t)lnf,-'”(xz--f)dxi
1=
‘/ff”(xz»,t)lnff‘)(xf~t>dx1'~

para pasar del segundo reglon al tercer renglén de la ec. (3A.3), hemos utilizado la definicion de la {.d.
reducida ec.(3.1.3) con s = 1.

Las funciones de particién solo dependen del tiempo entonces, el segundo término de la ec. (3A.2) se escribe
como

N
Zn-1(t) o [Znaa) .
;<ln [WD,\ =N [ZN(t)h3] ' (3C'4)

Para realizar el promedio del tercer término de la ec.(3C.2), usamos la definicién de los potenciales quimicos
generalizados {ec. 3.2.12),
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N N
Z<<Zv(x,.xj<')>> = N < Bo(r )V x, 1) (3C'5)
i=1 ij N

Las ecuaciones (3C°.3). (3C.4) v (3C.5) representan al primer término que aparcre on la funcional de entropia
maxitizada ec.(3C.1). Procedamos al andlisis del segundo término de la funcienal de entropia, ec. (3C.1).

De la expresién para la f.d. de correlaciones binarias, ec. (3.2.16). podemos despejar el multiplicador
de Lagrange 945 1.e.,

o Zn () o)
(X X5.8) =45 = —]Ilg(-)(x,‘.)(j,f) +1In [—?Z(A—)_]\?-})—_)—]
2 N N . (3C.6)
Y (Cowemn)  (Tamex )
=1 =3 N-2 j=2 Ny

Integrando el multiplicador 4;; sobre el ensamble de N particulas pMF(x™ 11 v <umando sobre todos los
pares de particulas, obtenemos las siguientes contribuciones:
Del primer término de la ec. (3C7.6) nos resulta que,

N N ’
—z<ln g('“))(xi,x]-,t)> = —Zfln_q('“))(x,.xj,t)p"”E(x‘\"f)dx‘\‘
N :

i<j 1<

N

—Z//pME(x‘\'V,)dx"\""’lny“!‘(x,,x;, 1y dx;
1<y (3(‘.7)
N ]

—Zm/f”)(x“xj.t)]n_q""’(x,.x_,.i)dx,-dxj

i<

Il

I

i

1 , ,
—5/f‘“(xi,xj.t)lng‘“’(xi,xj‘t)dx,(/xi,_

Como el segundo sumando del miembro derecho de la ec. (3C.6) depende duicamente del tiempo, se obtiene
la siguiente identidad,

N ' ]

(i [Z00) o [ .
- § In | ————— =~ | A 3078

i<j< n[ (Zn-a (1) N 2 i (N ())? (3C°8)

Utilizando nuevamente la definicion para los potenciales quitnicos generahzados en el 0ltimo término de la
ec. (3C.6), obtenemos que,

N 7= (3C.9)
=- Z<ﬂ¢(rnt)u(”‘”(xz»,t) - ,u’d,umt)n‘”'“<xz.r)>
i<j N

Sustituyendo las ecs. (3C.3-5) en el primer término de la ec. (3C.1) é incorporando las ecuaciones (3C.7-9)
en el segundo sumando de la ec. (3C.1) obtenemos la ec. buscada, 1.e. la ecuacién (3.2.20).




APENDICE 3D
El principio variacional en el FME-II

En este apéndice se muestra con detalle la construccion de la funcional Z del Formalismo de Maximizacion
de Entropia 1. Para ello recordemos cual es la funcional de entropia a maximizar v bajo que restricciones
sc aplica el proceso. La funcional a maximizar es la funcional de entropia de Gilihs

S = —kB/p(xN.t)ln ANWBN p(x™ 1)) dx ™, (3D.1)

Para este segundo esquema, el FME-II, las restricciones son
* Ja normalizacion de la f.d. de N-particulas

/p(x"',z)dx” =1, (3D.2)
* la f.d. de una particula
N ’
fD(x,t) = /Zé(x —xp)p(x™ tydx™ . (3D.3)
k=1
* la f.d. de dos particulas
N
F A (xy,%x2,1) = /Zé(xl — xp)6(xy — x;)p(x™, )dx™ . (3D .4)
EE
v la densidad de energia interna
1 al
e(r,t) = /dPIdXN§[P —mu(r; )] Y 8(x1 — 1)8(p1 — p)o(x 1)
k=1
: N (3D.5)
4 [ dprax™ 3 etri)ate o d(ms — welpts = x,)plx" )
s
donde 0
x1,t)d
u(r;,t) = f o f 1, ) dpy (3D.6)

JmfM(x;, t)dp, |

es la velocidad hidrodinamica y é(ry;) es el potencial de interaccidn, este tltimo dependiente de la distancia
de separacién entre las particulas ry = |rp — 1.

Con la informacién dada anteriormente construimos la funcional 7 utilizando la relacién siguiente
I=85+ Z(/\k)(k — ésima restriccion), (3D.7)

en laec. (3D.7), se ha denotado como A, al multiplicador asociado a la restriccién k-ésima, y las restricciones

son de la forma siguiente U(xV,t) = 0. De manera semejante al desarrollo mostrado en el apéndice 3A,
podemos escribir a la funcional 7 correspondiente a este equema, i.e.
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necesario cuestionarnos por la dependencia de estas funciones de Lagrange on el espacio fase g, aparte de
su dependenaia temporal. La dependencia estd en funcién de la restricewin. Conio la funcional de entropia
puede solamente de pond(r del tiempo y es un escalar, asimismo la suma que b procede en (3D7) debe tener
estas mismas caracteristicas. Entonces de la normalizacion

E()kp [1 - /p(x"[x)dx“] =0 (3D .8)

en este caso no hay necesidad de una integracion adicional. Para la funcidn de distrilbucion de una particula
se tiene

N
/1](x1.t}k3 [f(”(xl.t) -/Z&(x, - x;c)p(x"\'.!)dx'\};/x b, (3D.9)

k=1
para esta restricccidn si hay necesidad de incluir una integracion en dx; = dridp v la funcién de Lagrange
puede tener una dependencia (xy,1). 1.e., en la posicién, en el impotu yen el ting Ademads en el caso de

la restriccion acerca de la f.d. de dos partlcul(Ls se requieren de mas integracion: ~ vl' un multipicador con
dependencia en el espacio g de posiciones é Impetus x; ¥y Xo v del tiempo £ Canme sigue

/k[j'(,’()(l.x'_g.t)[f (xy,x%x2.1) / Z 6(xy — xp)0(x2 — x;5)p( .t)dx\}n/xu{x'_y = 0. (3D.10)

J#k
k=1

Por ltimo, la densidad de energia interna como restriccidn se escribe de Ja siguente formas

N
1 ,
/knzf(rl,t) [e(rl,t) - /dpldx“i[p- ey OF 3 a0r = vy = pp(x™ 1)
k=1
1 al .
+3 /dpldx“ 3 6(ri)é(ry — re)6(p1 — pe)dlxs — x;)p(x™ 1) | dry =0, (3D.11)
I#k

en (31) 11) aparece una integracion en p051c1011 dr; v el multiplicador .3 axociado a la energia depende de la
posicién y del tiempo, (ry, ).

Ahora sustituyendo (3D.1),(3D.8-11) en (3D.7) llegamos a

I(t) = S+f(i)kn {1 - /p(x’\'./']r/x\}
+/ (X1 t) ‘:f(l) X1, i /Z - X5) (‘(\ _t):lx‘\}dxl

/kBy (xl,x2,t)[ )(xl,x2 t)—/ Z X; — Xg)b(x — x5 )p(x .1)de:|dx]dxz

KI5
1 ol ,
+/ kpp(r,t) [f(l‘l,t) - / 5~ mu(r;, ]2 8(x1 — rx)o(p1 — pi)p(x”, t)dprdx™
k=1
/ Z B(r;)8(r1 — i )6(p1 — Pr)O(X2 — X;)p )p(x™ )dpidxodx™ | dr;. (3D.12)

IFEER
kK,7=1
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Aqui hemos presentado la construccién de la funcional Z, y ahora procederemos a obtener la derivada
funcional de 7 del estado p(x™ . t) = p al estado PN + 6p™. Como todas las rextricciones han sido escritas
en términos de p™ | entonces al derivar se obtiene

8T = —kg/ép‘\' [ln("\'!leNp(xN,t)) + l] dx”™

—5(1)L~H/5p”de
N
_/7,(x].i)k15 [/Za(xl —x,c)adexN]dxI
k=1
N ,
—/knl'(xx ‘Xo,t) [/ Z O(xy — xp )b(x0 — x]-)ép"\'dx’\}/x,(/xlg
IEK
1 al
_/ kppB(r,.t) I:/ E[p — mu(r;. t)]? Z §(ry —ri)8(p1 — pi)ep™ dx™Ndp,
k=1
1 i . .
+§/ Z d(re;)6(r1 — 15)8(p1 — pr)é(x2 — x;)8p™ dx™ dp,dx, | dr,. (3D.13)
I#k

Sienla ec. (3D.13) agrupamos los términos que involucran a kpép™ en una séla integracion tenemos que,

N
67 = —kB/(SpN {ln(l\'!ha'Np(xN,t)) + 14+ C(t) + [/ n(xl,t)z b(xy — xz)ép™ dx;,
k=1
N
+ /u'(xl,XQ,t) Z O(xy — X )} (x2 — x;)dx dxo
IRk
k,y=1

.J

Birn, 1) {/ 3B = mu(es 01 3 661 = £)8(p: — i),

k=1
N
l N .
+§/ S e )6(xs = 11)8(p1 — Pr)B(x2 — x; )dprdxs | dry | | dx®. (3D.14)
J#£k
k.j=1

Al aplicar la condicién extrema, es decir al igualar ésta variacion (ec. (3D.14)). a cero 67 = 0, se debe anular
el integrando, es decir,

[m(N!h"NpME(xN,t)) + 141+

N
/n(xl,t)z 6(x; — xi)6pN dx,
k=1

1’\’

+ /w(xl,XQ.t) Z 6{x1 — x1)0(x2 — x; )dx,dx,

IFk
k,y=1



El principio variacional en el FME-1]

N
1 )
+ {d(ry . 1) [/ E[p —mu{r;.1)]" LZ_:‘(S(:'I —r)b(pr — P, idp,
N
l € -
+5/ Z o1 )0(r; — v )o(p1 — pe)é{x2 — x;)dprdx, | dr, =90 (3D.1%)
1#Ek

Realizando las integraciones que permanecen en la ecuacion (3D.15), las funciones delta nos conducen a una
expresion sinphificada

N N
I (NUBN pMEN 1) 414 ((1) + Zn(xl,t>}+ ST vt xe )
k=1 TS
N N [Brg ) + By )]
+13(r1. 1) [; §[I)k—7rlll(rk,f)]2:!+ 2; aAhLE 2" Lo [ =0, (3D.16)

la cual nos indica la forma explicita de la f.d. de N particulas gque maxinza a la funcional de entropia.
ME (N
pr(xTLt).

, i
ME N
) p—
X0 = TN exp(e() + 1

N N
X [exp (—Z N(xe, 1) + [Z 1)’(rk.,t)%{1)k — mu(ry. f)]{i)} X

k=1 k=1

P

)X
(30.17)

A{'
F(rp, t Blry .t
X |lexp | — Z U;(xk‘xj‘t),{__ Z [[ (re )';' (r )10(7%]')

k<y FELS
k=1 k=1

La ec. (3D.17) corresponde a la ec. (3.3.4) del texto.




APENDICE 3E
El desarrollo en cumulantes en el FME-II

En este apéndice se muestra el desarrollo en cumulantes del cual nos hemos ayudado para tener expre-
siones para las {[.d. de una v dos particulas, correspondientes al esquema del FAME-IL Empecemos por la
forma inicial que tendrian dichas funciones antes de hacer el desarrollo en cumulantes

Za_1{t 1 "
Fxy. 1) = <h—:2—\1—_((tl) <exp [—1;(){1,1) - 5(1'1,’)57[])1 — mulr; . 1))°

n

al X [B(r. O(r
B SITPRING QILLIEL. LY P >

N-1

In-(t 1 Y
= / (_};?\Z;I%t—; exp {—71(x1‘t) - ﬁ(rl,t)m[pl — mulry, 1)]°

N N
—‘Zl‘/’(xk‘xj,t) + Z [/‘j’(rlyt) —;' H(rk‘i)]cf)(r]]’) [)N—l(x,\'—].[)({xf\'—l. (:%L‘l)

En la ec. (3E.1), los primeros factores asociados a la funciones de particion no dependen de x™ y el
multiplicador 5 no depende de x™~! y pueden salir de la integracién. ks decir

Zn_1(t ] Y
S xp0) = 713%2—%1; <<’XP [‘U(XJJ) - Xf(l‘lai)ﬁ[l)l - 7'lll(l'l~')]~]>

N
3(r.t B{r;, . . .
x /exp— Z@u(xl,xj,t)—[/(r‘ ); (r; t)]gb(r]]-) PN T ax N (3L.2)

j=2

de manera semejante la funcion de distribucion correspondiente a dos particulas se eseribe cono

In_a(l 1 .
FP(xq,%x2,1) = EGN_Z;ET; (GXP [“U(Xhi) - /3(1‘2,’)55[1)2 — mu(ry, )]
1 . 1
—n(xa,1) — 5(1‘2»1)%[132 — mu(ry, 1))* — ¥(x1, X2, t) — 5(%(1‘1-1’) + 1”’0(1'2~t))¢(7’12)]>
JN' 1
X/ exp —]2::3 P(x,%5,1) + g(ﬁ(rht) + B(rj, ))o(ri;) | | x
N .
x | exp —Z Y(xg, x5, t) + 5(,H(r2, t) + B(xj, ) o(re5) pN T 2dx N2 (3£.3)
j=3

Esta es la forma mas general de escribir las ff.d. del FME-II, sin embargo es conveniente reescribir a
los promedios que aparecen en §3E.2) y (3E.3) a través de una expansién en cumulantes. En general,
necesitarfamos encontrar la funcion caracteristica Cn_1(z,t) de la funcién siguiente
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N
/ exp | =3 w(xy x;. 1) - [ﬁ(rl‘f)jﬁ(r]’”]é(ru) PN =T V-1
j=2
N
= <exp ~z;u’,r(x],xj,f)-— [B(rl’t);ﬁ(rj"t)]fﬁ)(ﬂj) >
1=2 N1 QI
(3F 4)
N-1
= <exp— Zvj > ,

N-1

De la ecuacion (3E.4) podemos ver, gue la diferencia especto al desarrollo del apéndice 3B es la forma de
la funcién V. Dicha funcién se incluye en la funcién caracteristica, pero el desarrollo en cumulantes sigue
siendo valido. De tal manera que si nos saltamos los pasos intermedios que estan explicitos en el apéndice
3B, llegamos a la siguiente relacion

N-1 N-—-1 N-1
1 i :
<GXP_ 2 Vj> B <exp (- Yo <Vicna+ Yy 5 < BVS]OVe] >
J N1 J ’

J<k

N-1
1 150 118 .
+ Z 30 < [8V;1[0Vi)l6Vin] >Nt + > . (3F.5)
j<k<m N

si s6lo conservamos con el primer término de la ec. (3E.5), estamos despreciando promedios de productos de
dos fluctuaciones de VY

<VVI > = <V >< Vi > = ([Vie— < Vi V- < V) >)) (BE6)
= ([8VellsVi)), o
de tres fluctuaciones de V.

<ViViVe > = < Ve >< ViV >+ < ViV >< V> + < Vi >< ViV >
+ < Ve >< Vi>< Vy >= Vi~ < Vi >]Vi— < Vi >][Vi— <V, >]) =
= ([6Vi)[sVi][6Vm]) | (3£.7)
y de orden superior. Veamos como se refleja en términos de los multiplicadores del FME-I1, porque ahora

v, = im0+ PRI g )

(3E.8)
= P15 + 515015,

Si sustituimos los multiplicadores de Lagrange (ec. 3E.8), en (3E.6) tenemos que,
([BVel[oVi]) = ([{(¥1x + Bredie) (Yrr + Budu] — KW + Buen)) (Vi + Budu))]) =
(ke + Bredre) — {(Vik + Brede )] (V1 + Budn) — (Vi + Budn)))- (3E.9)

Si continuamos desarrollando la expresion (3E.9) obtenemos que,

([BVE][6W]) = (8(v1x)6(Buidr) + 6(¥1x) (1) + 6(Brxd1x)6(Bridnr) + 6(v11)6(Brxd1x)) (3£.10)

esto significa que estamos despreciando los promedios de los productos de dos, tres o mas fluctuaciones de
los multiplicadores asociados a las correlaciones en posicién y en impetu. Donde dichos productos incluyen
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los productos de funciones de Lagrange cruzadas. Entonces al cortar b seric del desarrollo en cumulantos.
tenemos la siguiente expresion,

AN-1 N-~1
<oxp~ Z Vj> = <exp — Z <V, >~ >
J No1 J

A'—l . o] . |
<exp “Z<U'(xhxj~i)+M’ , ,,;v,)> >
< N1

J

(3£.11)

Aunque solo es el cambio del promedio de la exponencial por la exponcial de un promedio ya hemos detallado
la argumentacion que estd detras del desarrollo. Ahora lo que nos faltaria «~ roxtrar el desarrollo asociado
al promedio que aparece en la funcién de distribucion de dos particulas. «. 131..3). Para ello, necesitanios
cambiar la funcion V; que aparece en la funcidn caracteristica, ec. (3.5}, ahvra usaremos

[;’f(r1.1)+n’(rj,/y»Hl )
2 B

Vi = V(x1,x2,5.1) = (L"(XI~XJ'~’)+
(31.12)

{;‘3(1‘3.')-{%3(13 hi °
2 4‘(7'3] )) .

+ <1’=(xQ. X; )+

El desarrollo en cumulantes nos conduce a una expresién similar a (3F 51 pero donde la funcién Vi es
la mostrada en (3E.12). Al quedarnos sélo con el primer sumando de la ~eric estamos despreciando los
proniedios de los productos de dos, tres o més fluctuaciones de la funcion V. que en el lenguaje de nuestros
multiplicadores equivale a despreciar los términos como:

(V] [8WVI]) = ({((¥1j + Bijdr; + vy + Bojou; ) (vik + Fieors + Lok + Bogpdor))
= (Y15 + Bri 015 + Vo5 + B2500)) (V1k + F1ko1x + Log + Fupdar)))
(W15 4 Bri 15 + Vo5 + Bojdo;] — (V1 + Brson; + 1oy + F0005]) ) x
X ([ + Brrdie + Vo + Bordor] — ([ik + o + vop + Fupdni]))) . (3E.13)

Desarrollando en la ec. (3E.13), el producto de multiplicadores de Lagrange. obtenemos que,

(Vi [VI]) = (601569 1k) + (60158 (Brroii)) 4+ (Puy, dvwe) + (00156 (Bor dax))

(6 (B1j015) 6¥1e) + {6 (B1j01;) 8 (Bar dor)) + (2 (Fijony ) bu ) + (0 (31;015) 6 (Borar))

(61025 6¥1k) + (8U2;0 (Frio1n)) + (brajdrwp) + {(Few, b (Fpoor))
(6 (B2 025) 0v1x) + (6 (B2j d25) 8 (Bax dar ) + (6 (F2;09) drvi) + (0 (Fuj0uj) & (Bopdak)) . (31.14)

En la ec. (3E.14) se observa que los términos que se desprecian son nuevamente promedios de productos de
fluctuaciones de los multiplicadores de Lagrange 8i1é5 v v5r evaluados en diferentes posiciones del espacio
p y térmnos cruzados. Una vez que sustituimos las exponenciales de los promedios (3E.11) y (3E.14) en las
definiciones de las ff. d. de una y dos particulas (3E.2),(3E.3) tendreinos las ecuaciones (3.3.7) y (3.3.8) del
texto.






APENDICE 3F
La Funcional de Entropia maximizada en el FME-II

En este apéndice se muestra la reescritura de la funcional de entropia maximizada en el FME-II, en
términos de las ff.d. de una y dos particulas. Para lo cual partimos de la funcional de entropia ec. (3.2.19)

S = k3<§(n(xk»t) + 5(rk,t)[Pk2—mmu(rk,t)]2> >N
+ k1’< g_:’ <¢(xk,x,,t)) * é (é[ﬂ(rk’t) N ﬂ(rl’t)]qs(rk')>> (3F.1)

N
+ k‘[}(ln ZN)N'

Despejando al multiplicador de Lagrange 1 de la expresién para la funcién de distribucién de una particula
(3.3.7) obtenemos que,

n(xi,t) +

B(r:. H){p, — mu(r;, t)]2]

2m

0 [Znoalt
=Inf +1n [ET*NZT:ET;] (3F.2)

J#

N
+ <Z Y(xi,xj,0) + %[5(1‘-%) + ﬁ(l‘jat)l¢(ﬂj)>
N-1

Si promediamos a la ecuacion (3F.2) con la f.d. de N particulas pME(xV t) (ec.(3.3.4)) y hacemos la suma
sobre las N particulas drl sistema llegamos a las siguientes expresiones:
para el primer término del lado derecho de la ec. 3F.2,

N N
_Z<ln ff”(x,-,:)> = -Z/pME(xN,z)lnf}‘)(x,-,t)dx’v
i=1 N i=1
N
= PME(XN 8)dxN = In £V (x4, t)dx;
/]
N
- W=Dy, D gt (3F.3)
- ‘;/ =L 50,8 In 0, )

N
== ‘,17/ F(xint) In £ (s, 8)dxs
i=1

- / SO (i, ty I FO (ks 1) dx;.

en el paso del segundo reglén al tercer renglén de la ec. (3F.3) hemos utilizado la definicién de la f.d.
reducida ec.(3.1.3) con s = 1.

.
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Las funciones de particién solo dependen del tiempo entonces, el segundo término de la ec. {3F.2) se escribe
como

g<“‘ [%(-tl)_(’%] >N =Nin [%] : (3F.4)

Para realizar el promedio del tercer término de la ec.(3F.2), usamos la definicién de los potenciales quimicos
generalizados (ec. 3.3.9),

=1 s
nr=1 N-l N

= N (Bp(ri, )"~ (xi, 1))

Z<<Z (Wi(xi, x5, t) + 5 [B(r,, +ﬂ(r,,t)]¢(r,1))> > =

(3F5)

Las ecuaciones (3F .3}, (3F.4) y (3F.5) representan al primer término que aparece en la funcional de entropia
maximizada ec.(3F.1). Procedamos al analisis del segundo término de la funcional de entropia, ec. (3F.1).
De la expresion para la f.d. de correlaciones binarias, ec. (3.3.9), podemos despejar a la combinacién

de multiplicadores de Lagrange v;; + %(ﬂ,- + 8;) ¢i;, i.e., forma
1 1
Y(x;,x;,t) + 5[5(1‘1',0 + B(rj, t)]o(ri;) = vij + 3 (Bi + Bj) éij

lng( (',xj,t)+ln[ (ZN—l(t))2

- Z ((Zw., = (B: +ﬂ,)¢,,>

(3F.6)

i=1 N-2

<Zwu = (Bi +B’)¢”>N_l) :

Integrando el multiplicador la ec. (3F.6) sobre el ensamble de N particulas pME(x" t) y sumando sobre
todos los pares de particulas, obtenemos las siguientes contribuciones:
Del primer término del lado derecho de la ec. (3F.6) nos resulta que,

N
—Z<lng(2)(x,~,x]~,t)> /lng( Nxi, xj,t)pME (kN t)dx™
N i<y

i<j

=~Z// pME(xN  6)dx™ 2 In ¢ (x;, x;, t)dxidx;
N (3F.7)

Z N(N 1)/f('> (xnxj,t)lng( )(xth,t)dx'de

l(]

= _§/f(2)(x‘-,x1‘,t) In g (xi, x;, t)dx;dx;.

Como el segundo sumando del miembro derecho de la ec. (3F.6) depende dnicamente del tiempo, se obtiene
la siguiente identidad,

S, - s e

i<)

El iltimo término de la ec. (3F.6) ,
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(G i), - oriwam), ),

= i=2

(3C.9)

>

= — X;, —2 X;, - r;, - Xi, .
=-) <ﬁ¢( tu (xi,t) — By(rs, t)p ( t)>N

1<

Sustituyendo las ecs. (3F.3-5) en el primer término de la ec. (3F.1) é incorporando las ecuaciones (3F.7-9)
en el segundo sumando de la ec. (3F.1) obtenemos la ec. buscada, 1.e. la ecuacién (3.3.12).






APENDICE 4A
Reescritura de las contribuciones de interaccién

del tensor de presiones y del flujo de calor

Fn este apéndice mostraremos como obtener las expresiones comunes para el tensor de presiones y para,
ol Hujo de calor al desarrollar en serie de Taylor a la funcién de distribucién de dos particulas. Es decir que
obtendremos de furma detallada las ecnaciones (4.3.8) y (4.3.9). Partamos de la contribucién de interaccién

que aparece en el tensor de presiones ec. (4.3.6),

e, Pori )= /Vr1¢(|r2 — 1) fD(x1, %2, t)dxdp1, (4A.1)

reescribion fa ceo (1AL en témminos de la coordenada de separacidén entre las particulas s = ry — ry,

abtenemos que

/ ety = 7 ixg x dxadpy = — / ¢,(|S.|)|z_|f(2)(r1,P1, s + 1, P2, t)dpadpids. (4A.2)
o (PN el aradiente deb potencial de interaccidn se escribe como
Trd(|rs — 1) = a(g(|lssl|) l_.z_
(Ish, (44.3)
=9¢ (ISI)E.

Para ol stouiente desarrollo omitiremos la dependencia en impetu asi como las integraciones en impetu
contrandonos e la dependencia en posicion. Ademas como la f.d. de dos particulas es simétrica ante un

mtereunbio de particulas tenemos que,

/ AT 1-1|)f(2)(r1,rg, t)dry = —/¢'(]S|)|Z_|f(2)(r1 + S,ril,t)dsu, c (44.4)

taunbicn debe ser simidtrico si cambiamos s por —s, es decir,

[ oot = e e ra s = [ (1) 3 F e = 5. ). (44.5)
Stagrupanios las exprosiones (1A53) v (4A.2) en una séla ecuacién obtenemos que

/ \_ru.)tfr«_» - H/'l:\"ﬁl‘l vo. )drg =
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130 Tensor de presiones y flujo de calor

- _%/¢’(|S|)|_:I [f(z)(l'hs +r1,t) = fP(r1 - 5,11,1) | ds. (44.6)

La diferencia de funciones de distribucién de dos particulas evaluadas en puntos diferentes, que aparece en

el integrando, puede ser reinterpretada a través de una integracién respecto de un parametro «, esto es,

f(z)(rlvrl + 8, t) - f(2)(r1 - Syrlat) =
a=1 )
=i fD(p; — (1~
= [f (1‘1 (l a)S,l’]_ +ClS,t) w0 , (4A7)
1o
= /O 8—af(2)(r1 ~ (1 - a)s,r; + as, t)da
donde el integrando de la ecuacién (4A.7) puede desarrollarse en serie de Taylor como sigue,

-

f(z)(rl —-(1—a)s,ry + as,t) = f(z)(rl —s,ry,t)+as- V,-lf(z)(rl — (1 — a)s,ry + as,t)

2
—%az(s Ve )2y — (L= a)s,r1 +as,t) + ... (4A.8)

En principio ésta es una serie infinita, sin embargo para el caso de un sistema ligeramente inhomogéneo

podemos quedarnos hasta el segundo término y sustituyendolo en la ecuacién (4A.7) tenemos que,

FO(ry,ry +5,8) — fO(ry —s,ry,t) =

1
d
= /0 3 [f(2)(r1 —8,r,t) +as- V,lf(Z)(rl - (1 - a)s,ry + as,t)| da (44.9)

1
= / s Ve, fP(ry — (1 — a)s, 1 + as, t).
0

Sustituyendo (4A.9) en la ecuacién (4A.6) ¢ incluyendo la dependencia en los impetu para las funciones

de distribucién, llegamos a la siguiente expresién

/Vr1¢(|r2 - rll)f(z)(xl, X2,t)dradpadpy =

1
= —%/¢’(|s|)% [/ s - V,lf(z)(n —(I—a)s,r1 + aS,Phpz,t)da] dsdp1dp2, (4A.10)
0

de (4A.10) podemos extraer una divergencia en la posicién r;

/(Vr1¢(|1‘2 - 1‘1|)>f(z)(xl;xz,t)dl'zdp'zdpl =

1

1
=V, {—5 /<¢’(|s|)> / Ef(z)(rl —(l—-a)s,ry + as,pl,pz,t)dadsdpldpg} . (4A.11)
0

- L4
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Esto nos permite identificar a la contribucion P,(r;,t) del tensor de presiones, como,

P (r,t) = // —¢ (Is)) f(z)(rl ~ (1 — a)s,py,r1 + as,ps, t)dadsdpadp,. (44.12)

Hasta aqui, se ha hecho el analisis para el tensor de presiones y falta analizar el transporte de energia
potencial en el flujo de calor. Para ello partimos de los dltimos dos términos que aparecen en la ecnacion
(4.3.7

/ [D12':'nP2] f(z)(xl, x2,t) (Ve,6(Jr2 — r1)) dx2 dp1 — Vi, - (u .£¢(r1,t)) . (4A4.13)

El primero de ellos puede ser reescrito como

+
/ [‘ﬂ——"i] (%1, %2, 1)V, @(Ir2 = 11)dx; dpy =

2m

-/ [23*7;1—"2-] - [ [ Fesities = s @i xa, )| dpacpa (44.14)

Procediendo de manera analoga a como se obtuvo la contribucién I_’¢(r1,t) del tensor de presiones, la
integracién sobre la posicién ry puede ser interpretada como en la ec. (4A.10) y sustituyéndola en (4A.14),

obtenemos que,

* +
/ [p_lzﬁgz] FO 1, %2, )V, 812 — r1)dxp dpy = / [pl‘Zmpz]
1 1
. [—-5 /(Zﬁ’(lsl)‘is?“ . / Vrlf(z)(l‘l - (1 — CY)S,l'l + as,p1, P2, t)ds:l dpldp'b (4A15)
0

En (4A.15), el gradiente V., no se ve afectado por las integraciones, esto es,

.

/ [Eli_fﬁ} FO(x1,%2,t) Ve, 6(Ix2 — 11)dx2 dpy = Vi, - {_i/ [Pi;*'_l’_z_} :

2m m
1 (4A4.16)
ss
=25/ [ (61 = (1= )sx1 + 5,1, pa, Odadsdprdps |
0
Escribiendo explicitamente la iiltima contribucién de (4A.13) como sigue,
) u{ry, ¢
_Vrl' (ll(l‘l, t) : I—)¢(r1’t)) = vﬁ : {_(:21_2
(4A.17)

/ / Eo(s) f<2>(r1—(1—a)s,p1,r1+as,pz,t>dadsdpzdm},

y sumando las ecs. (4A.15) y (4A.17), obtenemos que,

JBLERE e sy 1) (Vs = r1)) i s — T, - (B0 1) =

2m
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o (/25 e

1
x / FPrr = (1 —a)s,r1 + as,phpz,t)dadsdpldpz} -
0

‘ 1
+Vy, {u(r21, ) // ,Esi'¢’(|s|)f(2)(r1 —(l=a)s,p1,r1 + as,pg,t)dadsdpzdpl}. (4A.18)
0

Podemos expresar los términos en la ec. (4A.18) a través de un solo integrando, como sigue,

/ [—I—)Lpﬂf(z)(xl, X2,8) (Vi, 6(Jr2 — r1)) dX3 dpy ~ Vy, - (u- Py(ry, 1)) =

2m
1 + — mu(ry,t SS
= Ve {3 [ PR e e
_ 4 m Is|
: _ (4A.19)
X / FfOr - (1—a)s,r, + aS,Plypz,t)dadepldpz} o
0

De la ec. (4A.19) podemos identificar a la contribucién J‘(I? del flujo de calor | ie.,

1
2 _ 1 [P1 + p2 — 2mu]
‘]q¢(r1:t)—~z//0 s (Vso(IsD) - - x

Y,

xfO(ry — (i - a)s,py, 1y + as, pg, t)dadsdpadp;.  (44.20)

Entonces llegamos a las expresiones deseadas, i.e. las ecs. (4A.12) y (4A.20) corresponden a las ecs.

(4.3.11) y (4.3.12) del texto.

I ——




APENDICE 4B
Obtencién de la f® para el FME-I y el FME-II

En este apéndice se detalla la obtencién de la funcién de distribucidn (f.d.) de tres particulas a partir de
la f.d de NV particulas del proceso de maximizacién FME-I y del FME-II respectivamente. Para ello partimos
de la f.d. de N particula del FME-I

N N
pME(xN 1) = Wﬁlm [exp(—z /\(xk,t))} [exp (— Z 7(X}¢,x]',t))}, (4B.1)

k<j
k,j=1

y la sustituimos en la siguiente definicién para la f.d. reducida de tres particulas f(3)

N
FOx11x9,x3,1) = / Z (%1 — xk)8(x2 — x;)6(x3 — x1)pME(xN, £)dxN (4B.2)

I ek
k=1

esto es,

N .
N (x1,x9,%3,t) = / Z §(x1 — Xk )6(x2 — %;)8(x3 — x1)pME (=N, t)dx

1#j#k
k=1

= N(N - 1)(N - 2)/pME(x1,xz,X3, oo, xV 73 HdxN -3 (4B.3)

N
= N(N = 1)(N - 2)/ ZNh—}’N]—V—'exP(_Z A(xk, t))exp (— Z 'y(xk,xj,t)> dxN -3,
: k=1

k<g
k,j=1

Podemos separar en la f.d. de N particulas las contribuciones en las que aparezca alguna dependencia en
X1, X2 O en X3, es decir,

N N
1
ME N-3 _ E E : —
p (x17x27x3)"'1x vt)_ ZNh3NN!exp (_ /\(k’t)> exp(_ 7(k’])t)) -

k=1 k<j
k=1

= —ZthlmN! exp (—A(L,8) — A(2,t) — A(3,8) — v(1,2,t) — v(2,3,¢) — (1, 3,1)) x

N-3 . N-3 N-3 4B 4
X exp (— > 7(1,j,t)) exp (— Yo (2, t)) exp (- > 13,4, t)) X -

J

J

J

N N
exp (—Z A(k,t)) exp | — Y (k1)
k=4 k<j
k,j=4

Hemos utilizado una notacién abreviada para expresar la dependencia de alguna cantidad {}, a través
de {H(x1,%2,x3,...,xn,t) = {}(1,2,3,...,N,t) = {}12..~ En la expresién (4B.4), se reconoce a la f.d.
correspondiente a un ensamble de N — 3 particulas

ME( N-3 1 = y :
t) =
PP (x 1) ™ G 20 exp ( kg . A(k,t) | exp 'ij v(k,j,t) |- (4B.5)

. . 133
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Sustituyendo (4B.5) en (4B.4) y a su vez en (4B.3), obtenemos que,

N
902,30 = [ IR o (—ZA(k,t)) exp(— ) v(k,j,t))
k=1

k<
k,7=1

= N(N —1)(N = 2) f mexp (=A(L,) = A2,1) = A3, 8) = 7(1,2, )

N-3 N-3 (4B .8)
_7(2) 3)t) - 7(13 31t)) exp (_ Z 7(17.].’ t)) exp (_ Z 7(2:.7.7 t)> X

J

J

J

N-3
exp (“ > 1634, t))pME(xN'a, (N = 3RV zZy_ (1)dx™ 3.

En la ecuacién (4B.6) hay varios términos que no son afectados por la integracién poque no dependen de las
x¥ =3 coordenadas, i.e.,

(N =33 =-Dzp_1(1)
N3N Zn_5(t)
_’\(3v t) - 7(1: 2’t) - 7(2) 3)t) - 7(1) 3at))

N-3 N-3
/exp (~ Z 7(1,j,t)> exp (— Z 7(2,j,t)) X (4B.7)

O (x1,x3,%x3,8) = N(N — 1)(N - 2)

exp (—A(1,t) — A(2,1)

3

J

N-3
o <_ 2 7(3,j’t)) PME (N (N = 3RSV TN Zy (8)dx 3.
J

Es posible hacer una simplificacién mayor en la ec. (4B7), haciendo el dlgebra del cociente de factores

que preceden a la integral y representar a la integral a través de paréntesis angulares [dx™pV-3.. . =
< ... >N-3, esto es,

~ Zn_
F3(1,2,3,8) = ==L exp (=A(L, 1) — A(2,8) — A(3,8) — (1, 2,8) — ¥(2,3,1)
h3Zn_3

N-3 N-3
_7(1>3)t)) X exp <_ Z 7(1,j,t)>N_3X6Xp <- 27(2’j’t)>N x (43.8)

7

N-3
X exp <— Z 7(31])t)> 1
N-3

J

M

en (4B.8) se utilizé el desarrollo en cumulantes (Apéndice 3A), para expresar el promedio de la exponen-
cial como la exponencial del promedio y dichos promedios son proporcionales a los potenciales quimicos
generalizados d- 4 -3 particulas,

N-3
exp <‘ > 7(’“»1")> = exp (= Bp(k, )u(k, )N %) . (4B.9)
N-3

i
Al sustituir (4B.9) en (4B.8) tenemos que la f.d. de tres particulas se escribe como,

FO(1,2,3,8) = __—h‘QZN-l exp (=M1, 8) = M2,8) = M3,1) — v(1,2,¢) = (2,3, 1)
-3

Zn
—7(1,3,8)) exp (—=Bs(1, )V 73(1, 1)) exp (=B (2, )™ 3(2, 1)) exp (=B (3, )™ 3(3, 1)) .

(4B.10)

PP ——— R S
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La cerradura puede ser reescrita con ayuda de la funcién de distribucién de una particula f(1

Zn_1(t) _
] 4y = N1 - — N-1
FP0et) = 7 exp [~A(xe, )] exp [~85(1, )V =1 (1,0)] (4B.11)
Comparando la ec. (4B.11) con k = 1,2,y 3y la ec. (4B10) obtenemos que,

FO(1,2,3,8) = FD(xy, 6) 7D (x5, 8) FD (x5, 8) 12

e 2ol

exp [B4(1,t)u¥=1(1,¢ )] exp [Bs(1, t)pN Y1, )] exp [B4(1, )™ (1, t)]
exp (=7(1,2,8) = 7(2,3,8) — 7(1,3,8)) exp (=B (L, )™ 3(1, 1)) x
x exp (=f4(2, )" 3(2,1)) exp (—B4(3,)s¥ 3(3,1)) =

= f(”(xl,t)f(”(Xz,t)f(”(Xa,t)“Z](v__;(_le)\g) exp (~7(1,2,¢) = 1(2,3,1)

-7(1,3,)) x exp{ Zﬁ¢(k t) N_a(k t) — N_l(k,t)}}.

(4B.12)

De la ec. (4B.12) identificamos a la cerradura para el FME-I como sigue

FO(x1, %5, %3, 1) = FOQ, ) FD(2, ) fD(3, )93 (1,2,3, 1), (4B.13)

con la f.d. de correlaciones triples g(3(1,2, 3, t) definida a través de

Zn-3(ZN)?
(Zn-1)®

X exp {— D Bk, t) [WN 3k, t) - uN‘l(k,t)]} :
k=1

La comparacién de estd dltima expresién con la funcién de distribucidn de correlaciones por pares

9®(1,2,3,t) = xp (—7(1,2,t) — 7(2,3,t) — 7(1,3,)) x

(4B.14)

(2) = M Xp|— € M= |
g (k,1,t) v pl=v(k,1,0)] exp {By (k) [~ (k) (4B.15)

w72k, )] Y exp {Bo(l 8) [WN 11 1) — uV 20, 1)] )

nos permite reescribir a la ec. (4B.14) como

3
2 VA 2
$9(1,2,3,0 = Do) ((ZN”;}Z)N) 9P (1,2,097(2,3,05(1,3,)x

3
X exp {Z 2B4(k,t) [N (k,t) — V= 2(k, t)]} X (4B.16)

k=1

X exp {_ Zﬁtb(k’t) [ﬂN—a(k»t) - /‘N_l(k’t)]} )

k=1

o en su forma mas simplificada

3
09(1,2,3,1) = ¢(1,2,0)9D(2,3,1)gP(1, 3, 1) =2 BN 1)
ZN ZZN

) (4B.17)
exp {— > Bo(k,t) [V =3 (k,t) ~ 2uN 2k, 1) + 5V (k, 1)) } :
k=1
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Una vez que hemos reescrito de esta forma a la f.d. de correlaciones podemos sustituirla en la ec. (4B.13),
y expresar a la f.d. de tres particulas en términos de la f.d. de una y dos particulas, i.e.,

F(x1,%q,x3,t) = f(l)(l,t)f(l)(Q,t)f(l)(3,t)g(z)(l,Q’t)g(Z)(2,3)t)g(2)(l,3’t)g(1,2’3’t)
_ fP0.2,0f2(2,3,4f2(1,3,) (4B.18)
= f(l)(lat)f(l)(Q,t)f(l)(B,t) G(1,2,3,1)

(4B.18) es una forma alternativa de expresar nuestra cerradura con la funcién G(1,2,3,t), expresado como

3
G(1,2,3,t) = ZN—Z‘Q?% exp {— S Bk, t) [#V 2k, 0) — 20N T2k t) + uN T (K, 1)) } ,  (4B.19)
N-2 k=1

con esta expresién terminamos el desarrollo detallado de la cerradura para el FME-I.
El desarrollo que se presenta a continuacién es la obtencién detallada de la cerradura para el FME-II.

Partamos nuevamente de la forma mas general para obtener la f.d. reducida de tres particulas (4B.2) y de
la f.d. de N particulas obtenida con el formalismo de maximizacién FME-II

N 2
exp(—z (s + Lz ) m y

k=1

pME(XN,t) —

1
N!h3NZN(t)

N L
[exp (— Z (X, X5, t) — Z (i[ﬂ(rk, t)+ ﬂ(l‘j,t)]qb(rkj)))] ) (4B.20)

k<3 J#k
k,j=1 k,3=1

Sustituyendo (4B.20) en (4B.2), obtenemos que

f(3)(x1,x2,x3,t) = N(N - 1){(N - 2)/pFME"'”(xl,xz,x,g,...,xN'3,t)de—3

N(N — 1)(N =2 N Brx, )P — mu(ry, )]
= (Zlvhl*)f‘(’N! )/exp{- (kzln(xzc,t)+ (r kam £ )} X

(4B 21)

N
exp{ = | D wlxe,xi 0+ D (%[ﬁ(rk,t)+5<rj,t>1¢<rk,->) dxN 2.
k<j J'#_’fl

Procedemos de manera equivalente a la mostrada para el FME-I (ecs.(4B.5-13)) y separamos las contribu-
ciones que no son afectadas por la integracién. Las dependencias son denotadas a través de la sigulente

- v
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relacién {}(Xl,XQ,Xg, - ,XN,t) = {}(1,2,3, ey N,t) = {}12.‘.1\[

FME—II( N-3 t)"

1
N ZNh3N1V!
{ 51[}11 m“l]z B ,32[})2 - mu2]2 _ Pslps — mua]z} N

X1,X2,X3,...,X exp {—n — 12 — 13} X

p

exp

X exp{ Y12 — Va3 — i3 — -{ﬁ1 + Balo(r12) — —[/32 + B3)¢(ra3) — _[,Bl + B3]¢ (7'13)} X

N-3
X €xp { Z ¢1J' - _[/Bl + /3] 7‘1])} { Z ¢2J 132 +ﬁ]]¢(7'2])} (4322)
N
exp{ Z¢3]‘—[ﬁ3+ﬁ]] é(raj }exp{ Z( M)}

k=4

N

1
expi— > (‘f’kj + 508 + ﬁj]¢(rkj))

En la expresién (4B.22) se puede reconocer a la f.d. correspondiente a un ensamble de N — 3 particulas

N 1 & Bilpx — muy)?
pFME II(xN 3,t) — (N_3)!h3(N_1)ZN_3(t) exp{—— <Z U(k,t)'i- k k2m k

k=1

N_3 (4B.23)
X exp Z Wk j,t) + 5 (m +Bi16(rei) | 3,
k<1
Si sustituimos (4B.23) en (4B.22) y después en (4B.21), obtenemos que,
2
3) _ N(N-D(N-2) _ Bilp1 — muy] ¥
f (172737”— ZNhSNN! exp m+n+n+ om
Ba[p2 — mus)?  B3[ps — mus)?
+ +
2m 2m

exp {— (1/)12 + o3 + Y13 + %[,31 + Ba)d(r12) + %[ﬁz + B3)¢p(r23) + -21-[,31 + ﬁ3]¢(7'13)) }

N-3 N- (4B.24)
X exp {— (Z P+ [ﬂx + B;lé(r1; ) }exp {— (Z Vo5 + = [ﬂ2+ﬁj]¢ raj ) } X

exp {— (z:: ¥3; + %[/33 +%3j]¢(7'3j)) } X

x pFME—lI(xN—3, t)(N _ 3)!h3(N—1)ZN_l(t)de—3'

Reduciendo al mdximo los factores de normalizacién, que no dependen de las coordenadas en el espacio y,
llegamos a la siguiente expresion,
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£9(1,2,3,t) =

Bilpr — mw)?  Bolp1 — mug)?
(771 +ne+n3+ m + o

e { -
ﬁs[ps — mus) ) } exp { ( 2+ a3 + Y3 + %[,Bl + Bolé(r12) + %[ﬂz + Ba]é(r23)

2m

+%[/91 +/33]¢(7‘13)>}<’XP<— (Z +1i; + ﬁl +ﬁ;]¢(r1j))> X
N-3 (4B.25)
xexp<—- (Z +iy; + 3v+ﬂj]¢(r21))> x

N-3

N-3
X exp <— (Z +ipa; + /33 + Bilé(rs; )) > X .

N-3

En (4B.25) se ha sustituido cualquier promedio [ dx™p¥ % _;; ... por los paréntesis angulares < ... >n_3,
y ademas se utilizd el desarrollo en cumulantes {Apéndice 3E), para expresar el promedio de la exponencial
como la exponencial del promedio. De la definicién de los potenciales quimicos generalizados para N — 3

particulas, i.e.

N-3
exp <— > (wj + 506 +ﬁj]¢(ru))> = exp (—Bo(k, )N 3k, 1)) , (4B.26)

N-3

podemos expresar a la f.d. de tres particulas, en el FME-II, como sigue,

Z, - mw]” — mupl”
£3(1,2,3.1) =13 7Vv13 exp{ (Th +n2+n3+ ﬁl{plgmm | + ﬁz[lh?mm 2]
,83[p3 — mug)® ) _1_
5 exp b2+ ¥t Yist g (51 + Ba]é(r12) (4B.27)

+%[[32 + Bajo(ras) + %[/31 + 33]4’("13)) } exp (—B,(1, Hu™ 3(1, t)>N_3 X

X exp <——,t3¢(‘2. O™y 3(2, t))N_3 exp <-—-ﬂ¢(3, t)pN'3(3, t)>N__3

Si identificamos a la f.d. de una particula correspondiente al FME-II,

_ 2
O (xp,t) = wfsvz_le; exp [—m - ——————ﬂ‘[p‘mm“‘] ]exp [=8s(L, 06"~ H(1, )], (4B.28)
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con k=1,2y 3, enlafd. de tres particulas ec. {4B.27), tenemos que,
‘ Zn_y [Znoa@®)]7?
(3)q — D 0 F (1) N-1 N-1
f ( 7213)t) f (xla )f (x2vt)f (xa)t)hQZN_g [th[\/(t)
exp [B5(1, )™ (1, 8)] exp{Bs(1, )™ 11, 1)) exp [B4(1, )N (1, 1)
1 1 1
exp <—¢12 — Y23 — Y13 — 5[;51 + Bo)o(r1z) — 5[[32 + Balé(raz) — ‘2‘[51 + 53]¢(T13)>
x exp (= By (L, )™ (1, 6)) exp (= 05(2, ) 73(2, 1)) exp (=B5(3, )" ~2(3,1)) = (45.29)
Zn-3(Zn)? , '
= f(l)(xl,t)f(l)(xzyt)f(l)(xs,t)*u(—zv“s) exp (=112 — Y23 — Y13
(Zn-1)
1 1 1
~ 50+ B16(ra2) = 562+ Balé(raa) — 315 + Balotrs) )
3
X exp {— > Bolk,t) [V (R t) — b (R, t)}} :
k=1
De la ec. (4B.29) identificamos a la cerradura para el FME-II
FO(xa, x2,33,1) = SO (2,0 F0(3,04%(1,2,3,0), (1B.30)
con g(B)(l, 2,3,t), la f.d. de correlaciones triples definida como
Zn_3(Zn)? 1
g3(1,2,3,1) = —A—'i‘%)‘* exp (—lﬂ)xz — Y23 — Y13 — $[61 + Falé(r12)
(Zn-1) 2
1 ) 1 .
~§[/32 + B33]¢(r23) — 5[31 + 33]05(7‘13)) X (4B.31)
3
X exp {— Z,%(k, t) [/tN_B(k,t) Nk, t)]} .
k=1
Sien la ec. (4B.31) identificamos a la funcién de distribucién de correlaciones por pares
2 Zn_2ZN I »
(2) — ;
gk t) = ——=exp [—wm = 5[0 'Jf‘/dl]@(rkl)]
(Zn_1)" 2 (4B.32)
exp { ok, t) [V (k t) — V2 (k0] Fexp {Bu(1 ) [pV TN ) — pV LD}
podemos reescribir a la funcién ¢t como
Zn-3(Zn)? [ (Zn-1)"\ ) )
()(1,2,3,4) = 22020 (1, 2.4)9(2,3,6)9™(1,3,¢
U230 = = gy | ¢ (20928057 (L3 6%
3
X exp {Z 284(k,t) [,UN—l(k’,t) _ /t‘v‘:’(k,t)]} .
k=1
3 r
X exp {—me [N =3k t) ~ u”“uat)]} (15.33)
k=1

3
= (1,2, 092, 3,04 (1,3, 2 EN= D7
ZN—ZZN

3
exp {~ Z,%(k, ) [N kot) = 26N T2 (k) + 1N T R, )] } .

k=1
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Ahora conviene ver como se refleja esto en la f.d. de tres particulas porque estara en términos de la f.d. de
una y dos particulas, i.e.,

F®(x1, %9, %3,1) = f<1>(1,t)f<1>(2,t)f<1>(3,t)g<2>(1,2,t)g<2>(2,3,t)g<2>(1,3,t)g(1,2,3,t)
FO(1,2,6) F2(2,3,8) (1, 3,¢)
FOA, ) FD2, ) fA(3,t)

(4B.35)

G(1,2,3,t).

La ec. (4B.35) es una forma alternativa para expresar 1 a cerradura del FME-II, en la que la funcién
G(1,2,3,t) esta definida como

3
61,230 = 2Bt o {— S Bk, ) [V 2k, 1) — 202k, 0 + uN-1<k,t>1} B30
N-2 k=1

Con ésta expresién terminamos la obtencién de la cerradura para el FME-IL.




APENDICE 4C
La aproximacion de Klimontovich de colisiones binarias

En este apéndice se detallan las consecuencias de la aproximacién de colisiones hinarias que hace Klimon-
tovich, sobre las ecuaciones de evolucidén para las funciones de distribucion (fl.d.) de una y dos particulas.
Dado que la cerradura es a nivel de la f.d. de tres particulas es interesante comenzar por la ecuacién de
evolucién que la involucra directamente, i.e. 1a segunda ecuacion de la jerarquia

[g +& Ve, + P2, Vrz] f(z)(xl,XQ,t) =
gt m m

=Vp, - (Vr,¢(r12)f(2)(xhx?,t) +/V,l¢(r13)f(3)(x1,xg. x;;.!)dx;;) (4C.1)
+ Vp, - (Vrm(ru)f(?)(x],xQ,t) +/vrz¢(7‘23)f(3)(xux'JVX:*-I)dX*?) ,

los dos términos de lado derecho(LD) son contribuciones simétricas, y por el momento sélo analizaremos uno
de los términos, el segundo que designaremos como (4C.1b), para después identificar las consecuencias que

tiene sobre él la aproximacién de colisiones Binarias. Comencemos sustituyendo la cerradura de f(3)(1,2,3,t)

FO(x1,x2,x3,1) = (1,1 FD2,0) fPD(3,0)g®)(1.2.3.1). (4C2)

en la contribucién (4C.1b), i.e.,

(4C.1b) = /v,,as(rls)f“”(x],xz,xs,t)dxs
(4C'.3)
= /v,,¢(na)f“>(1,t)f<”(2.,t)f“)(:s,t).a“)(lrz.:s.r)dxs.

Laf.d. de correlaciones g(3) se escribe en términos de la f.d. de correlaciones de Klimontovich de la siguiente
forma :

gr(1,2) + gk (2,3) + gr(1.3) N gk (1.2,3)
FOMFOE) -~ fO@FOB) - FOM @) - O FD2)fA(3)
una primera caracteristica de la aproximacién de colisiones binarias es el considerar las correlaciones triples

de Klimontovich nulas, es decir gx(1,2,3) = 0. Sustituyendo (4('.4) en (4C".3) con gx (1,2,3) = 0 obtenemos
que,

¢d®(1,2,3,) =1+

(4C 4)

(tC18) = [ Vublra) SOV @)x
gx(1,2) . 8k(23) gr(1,3)
FOMFDQR) - fOER)FOE) T FO)FD(3)

el hacer los productos de las funciones de distribucién de una particula por la forma explicita para la f.d. de
correlaciones triples, nos conducen a la siguiente relacién

(4C.5)

X3

x[l+

(4C.1b) = /v,,¢(r13)f(1>(1)f<1)(2)f<1>(3)dx3+ /Vr1¢(r13)gk’(lvQ)f(l)(g)dxfi
: (4C.6)
+ [ eio(ri)m(2,3)101)dxs + [ Verdlri)en(1, 370 @dxa

141
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La aproximacion de colisiones Binarias invalida la opcidn de tener una configuracién en la que tres particulas
estén juntas. Esto significa que

Vo [ Ve 6ria)en (2,3)dxa = 0. (4C:7)

La aproximacién (4C.7) nos conduce a una simplificacion en el término de interaccién (4C.5), ésto es

(4C.1b) = /Vr,¢(r13)f(l)(l)f(l)(Q)f“)(3)dX3+/Vrl¢(r13)gx(l,2)f(l)(3)dx3
+/vr1¢("13)glf(1,3)f“)(?)dxs (4C8)

= [ Fuotris) [F070) + g (1.2)] 1 Bdxa + [ Trioran)an (135 2,

Al sustituir nuestra definicién para la funcion de distribucién de correlaciones pares

. i, k
gD k) =1+ -f% (4C.9)

obtenemos la siguiente relacion

(4C.1b) = / Ur, 6(r13) F(1,2) FO(3)dxs
+/v,,¢(r13) [g<2>(1,3)f<‘>(1)f“>(3)—f“’(l)f(”(:%) F(2)dxs
| (4C10)
= (/ Vn¢(7'13)f(1)(3)dxs) f9(1,2)

+ [ Vadna) [f00,3) - FO0O@)] dros 2

Recordemos que en la ecuacién cinética original, (4C.1), tenemos un término similar al que denotamos
como (4C.1b) y que es el cuarto término del lado izquierdo de (4C.1). Si hacemos un analisis semejante al
mostrado en las ecuaciones (4C.2)-(4C.10) obtenemos que,

(4C.1d) = / Vi $(r28) fP(1,2)1D(3)dxs
+ [ Vel [122. 050 10E) - FO@FDE)] 100
(4C.11)
= (/ vr2¢(7'23)f(1)(3)d)(3) f(z)(l,Q)

+ [ Vel [f02.3) - FO@FO@)] dxsf V1)

Al sustituir las expresiones (4C.10) y (4C.11) en la ecuacién de la jerarquia, obtenemos el siguiente
resultado,
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0
Py P2 (2) _
[8t + vl‘l + rz} f (1327t)

=Vp, - (Vrﬁ(’”lz)f(z)(l,?’t)*" / v'1¢(7‘13)f(1)(3)dxs- FO(x1, %2, 1)

+ [ Frstein) [£20,8) = SISO dxaf )

+ Vp, - (Vr2¢(r12)f(2)(1,2,t)+ / Vr;¢(rz3)f(l)(3)dX3- FO(x1,x2,1)
+ [ Feblran) [1O2.9) - OO drar () (4C.12)
= V. (Vn¢(r12)f(2)(1,2 ) U Ve d(r13) f(3 dxs] FO(x1,%2,1) )
[/ Ve, ¢(r13) F(1, 3)dxa] FY2) U Ve, 6(r13) f<1>(3)] dxafM (1) V(2 ))
+ Vp, - ( Ve, d(r12)F2(1,2,) + Uv,m (ra3) F(3 dx3} FA(x1,%5,1)
+ [ / vr2¢(rzs)f<2>(2,3)dxg] ) - [ / Vr2¢(rzs)f(1)(3)dxs] D@0 )>

En la ecuacién (4C.12) se observa claramente que se ha despreciado cualquier correlacién triple. Ademas es
posible identificar a nuestras fuerzas promedio K;(x;,t) = K;(4,t)

Ki(x;,t) = —/(V (i) F I (k) gD (x4, %k, ) dx. (4C.13)
Ademas, en la ec. (4C.12), aparecen unas nuevas fuerzas promedio denotadas como F;(r;, ) v que satisfacen
Fy(ri, 1) = _/v,lq’;(ris)f“)(:s)dxfj, (4C14)

éstas miden la fuerza de interaccién de la i-ésima particula debido a la presencia de una tercera particula
cualquiera. Esta identificacién es util para expresar en una forma alternativa a las integraciones de la ec.
(4C.12), es dearr,

oo { | [ Tntia) 1O @sa] 100200+ [ [ Trsbtria) 120,310 ] 102
- [ / Vr1¢(7'13)f(3)(3)d>(3] 5O 1)#”(?)} = (4C-15)

= Vo {-FP(1.2,0) = K SO + F O F D)}

Tou { | [ Teattra 100 | 5900200+ [ Vrsbtran) 02010 1000
[ [ Tt fOmse )} = (4€.16)
= Vo {=FofP(1,2,0) = Ko fO) D) + B2 fO(1) 5D (2)}

v
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La sustitucion de las expresiones (4C.15) y {4C.16) en la ecuacién cinética (4C.12) nos conduce a

[gt + 2o, + 22 vh}ﬂ?)(xl,xz,t) =
= Voo { Ve 8(ra) D (x1,32,8) = By 01, 0 F D (31, %2, 1)

+[Fi(e1,8) — K (1, )] £ 1, 6) F D (2, ) } (4C.17)
o+ Ve T 80r) Ok, 1) = Fara, )P (1, %2, 0)

+ [Fa(ra, t) — Ka(x2,1)] f(l)(xl,t)f(l)(xz,t)} ,

se puede reordenar la ecuacién pasando al LI las contribuciones que incluyen a la f.d. de dos particulas y
tomando en cuenta que ni el potencial de interaccién ¢ ni la fuerza promedio F; dependen de los impetus,
ie.

0

s+ B BT 4 (Veib1n 4 FL) - Vi, + (Ve 12+ F2) - Vi,

X f(z)(xl;x%t) = Vp, - {[Fl(!‘ut) — K1(xy, )] f(l)(xlat)f(l)(x2>t)} (4C.18)

+ vp: : {[Fg(l‘z, t) - KZ?(Xth)] f(l)(xl’ t)f(l)(x%t)} .

Esta corresponde a la ecuacién cinética para la f.d. de dos particulas en la aproximacién de colisiones
Binarias. Despreciando las correlaciones triples y envolviendo la interaccién con el medio a través de la
suma de la interaccidén directa entre el par de particulas Vy #12, mas un término de tipo campo promedio
dada por las contribuciones F;.




APENDICE 4D
La aproximacion de correlaciones binarias
de Klimontovich

En este apéndice se detallan las consecuencias de la aproximacién de correlaciones binarias de Klimon-
tovich sobre las ecuaciones de ‘evolucién para el sistema. Dado que la cerradura es a nivel de la f.d. de tres
particulas la ecuacién que la involucra es la ecuacién cinética para la funcién de distribucién (f.d.) de dos
particulas.

J p1 P2 (2) —
|5+ Ve + B0 O ) =

= Vp, - (Vrld)(mz)f(z)(xl,xz,t) +/Vn(b(ns)f(s)(xl,xz,Xa,t)dxs> (4D.1)

+ Vp, - <Vrz¢(7’12)f(2)(xi,xz,t) + / V,2¢(r23)f(3)(x1,xz,X3,t)dX3) ,

los términos de lado derecho(LD% son contribuciones simétricas, por lo tanto, es suficiente con analizar los
dos primeros términos con detalle, para de ahi inferir el desarrollo del tercero y el cuarto. Sustituyamos

nuestra cerradura para f(3)(1,2,3,t)

FO(xy,x9,x3,t) = FOL, ) FD2,6)FfV(3,0)9(1,2,3,1), (4D.2)

en la contribucion (4D.1b), ie.,

(4D.1b) = /Vr,¢(r13)f(3)(xhx2,xs,t)dxs
(4D.3)
:/WMMQWNMVm@ﬁﬂW&MWUQ&Uka

La f.d. de correlaciones ¢t se escribe en términos de la f.d. de correlaciones de Klimontovich de la forma
sigulente

8k (1,2) sx(23) o ex(lL3) 8k (1,2,3)
SO FOR) - FA2)FD(E)  fOM)FOB) ) FD(2)FD(3)

en donde la aproximacién de correlaciones binarias consiste en despreciar las correlaciones triples de Klimon-
tovich, es decir gx(1,2,3) = 0. Procedemos a sustituir (4D.4) en (4D.3) con gx(1,2,3) = 0, es decir,

¢®(1,2,3,) =1+ (4D 4)

(4D.1b) = / Ve ¢(r13)f(1)(1)f(1)(2)f(1>(3) X
(4D.5)

gx(1,2) 8k (2,3) 8k (1,3)
<[+ i+ R * i)
Haciendo el dlgebra de la ec. (4D.5) obtenemos la siguiente relacidn
(4D.1b) = /vrl¢(r13)f<1>(1)f“>(2)f“>(3)drc3+/Vné(rls)gx(ly2)f“)(3)dX3
(4D.6)

+ / Voo 6(ma)gx (2.3) FO(1)dxs + / Voo b(rs)ex (1,3)FO(2)dxs,
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agrupando el primer y segundo término de la relacién anterior, tenemos que,

(4D.15) = /vma(m) [fm(l)f(”(:z) +gK(1,2)} F(3)dxs-
(4D.7)
+/vr1¢(r13)gK(1e3)f(‘1')(2)dx3+/Vn‘j(rls)gh’(z3)fm(1)dx3~

Al sustituir nuestra definicién de funcidén de distribucion de correlaciones pares

(2)¢ —
R A YTy

(4D.8)
en la ec. (4D.7) obtenemos la siguiente relacién

a0 = [ o) £ 210 3150

+ [ Feistra) B3 WG - FOMFOG] SO

+ / rio(ria) [0 02,3 D@ FVE) - FO@FDE)] 7O (L
= ([Trstrar e ) £ "
+ [ Vesina) [f2013) - SO O@)] draf2)
+ [ Teistra) [123) = 1O de ).

Recordemos que en la ecuacidn cinética original, (4D.1), tenemos un término sirnilar al que denotamos
como (4D.1b) y que es el cuarto término del lado izquierdo de {(4D.1). Si hacemos un andlisis semejante al
mostrado en las ecuaciones {4D.2)-(4D.9) obtenemos que,

(UD1d) = [ Vet F (1,21 iy
+ [ Veptran [P D70@F0E) - SOOGS0 0
+ [ Vet 500 £00E) — FOW O] Ol o
= U Vm@(rzs)fmw)dm) TRA) -
+ / Ve b(ras) [1P(2.3) ~ U@ D3] dxaf (1)

+ [ Teastra) [£003) = £ @)] e

Fl sustituir las ecs. (4D.9) y (4D.10) en la ecuacién de la jerarquia (4D.1) nos conduce a
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[gt +— V..1+—~ ] A28 =
= T (VP20 + [ [ esstra O @] £201,2,0

+ / Ve d(ris) [£O(1,3) = FO(1) O (3)] 4;3}<1>{2)'.
[ Tbtrin) [102.3) - 1@ dX3f(1)(1)>

+ o (T8 001,200+ | [ Tes6(r2a) O @asa) S22, 52,

+ [ Tt [192.3) - 1O VG deaf 1)+

+ / Veb(ra0) [£2(1,3) = FO() 5D (3)] dxaf@(z)) (4D.11)
= Yy, (Vrlcﬁ(m)f(z)(l,?,t) + [ / V,1¢(r13)f("(3)an} (1, x2,1)
[ [ Vbt 100 31axa) 10@) = | [ Triotna 106)] o010 2)
| / Ve B(ri) f1P(2 3)dxs | FO(1) - / vn@s(ms)f“)(:*»)] dxsf“>(1)f<“(2))
TV (vm(»(nz)f“)u,zt) | [ Testtraad 1O @hasa) 191,320

* / Vs 6(r2a) f(2.3)dxa | FO(D) - ' / vr;¢("23)f(1)(3)dx3] FD@)M()

+| / Ve d(ras) S, ‘s)dx3 ro@) - / Vr2¢(7'23)f(1)(3)dxs] f<”(2)f(”(1)> :
Si identificamos, en la ec. (4D.11)k, a nuestras fuerzas promedio K;(x;,t) = K;(¢,t)
lci(xi,t) =— /(Vhd)(mk))f(l)(k)g(z)(xi,xk,t)dxk, (4D.12)
asi como unas nuevas fuerzas promedio F;(r;,t)
Fi(x;,t /Vr, (ris)f )(3)dX3, (4D.13)

que miden la fuerza de interaccién directa entre la i-ésima particula con una tercera particula cualquiera
y promediada sobre la probabilidad de encontrar a una particula en x3 al tiempo ¢. Tenemos una forma
alternativa y compacta de escribir el término de interaccién de la segunda ecuacién de la jerarquia con
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nuestra cerradura, pero ademas con la aproximacién de correlaciones binarias, esto es

a_{_ m

—Fy(r, )P, 2.8) = Ky (x, ) FOD Q) + Fo(ey, ) FD (1) F(2)

+F (e, OF T (DA (2) + [/ vnco(ns)f“’)(‘z,:z)dxg] f‘”(l)) (4D.14)

J 2 '
|: & ' vrl + % : Vr'f?] f(z)(l,Q,t) = vpx ’ (vrl(Dl?f(z)(l’?’t)

+ Vo, (vmq&(m)ﬂ?)(l, 2,8) — Fao(ra, ) f (1,2, 1) = Ka(xa, ) FD(1) f1(2)

+F5(xa, ) fO(D) F(2) + Fi(rs, ) L) F(2) + [ / vm¢(r23)f<?>(1,3>dx3] f(”(Q)) :

Se puede reordenar la ecuacién {4D.14) pasando al LI las contribuciones que incluyen a la f.d. de dos
particulas y tomando en cuenta que ni el potencial de interaccién ¢ ni la fuerza promedio F; dependen de
los Impetus, 1.e.

a oo ) ,
W l:_nl. . vn + I—)n—f . Vr2 — Vn@lz . Vpx — Vr2¢12 'Vp2 +F,- Vpl +F,- Vm] X

x fA, 2.8 =

) ) 4D.15
Vo, - 2F(r1, ) — Ki(xy, )] FOL)FD2) + U Vn¢(na)f<”(2,3>d)<3] -V, F(1) (4D-15)

+ Vp, - [2Fa(ra, 1) = Ka(xo, ] FO (D) F(2) + [ / Ve (raa) fA(1, 3)dxa} -V, FO(2),

La ec. (4D.15) corresponde a la ecuacion cinética para la f.d. de dos particulas en la aproximacion de
correlaciones Binartas en donde se desprecian las correlaciones triples y es la ecuacidn que buscabamos, la
diferencia respecto de la aproximacidn de colisiones binarias son los dos términos de interaccidn extras que
involucran, una a la interaccion directa entre las particulas 1 con 3 cuando estdn correlacionadas 2 y 3 y otro
gue toma en cuenta la interaccién directa entre 2 y 3 cuando 1 y 3 estan correlacionadas.




APENDICE 4E
La aproximaciéon de Klimontovich de acoplamiento débil

En este apéndice se explican detalladamente las consecuencias de la aproximacién llamada de
acoplamiento débil de Klimontovich. Esta aproximacién es bastante mas restrictiva que las mencionadas
antes e incluso puede sobreponerse a las aproximaciones de cahszones binarias y correlaciones binarias. La
idea es restringir la actuacion del producto de operadores Vy, ¢x; - Vp, sobre la funcién de distribucién de
dos particulas. Bajo esta aproximacidn el producto queda como sigue

Vea 085 - Vi F O (x5, %5, 1) = Vi bij - Vo SO (1, 1) F D (x5, ). (4E 1)

A continuacién mostramos como queda la ecuacidén de evolucidén para la funcién de distribucién (f.d.)
de dos particulas partiendo de las relaciones obtenidas en las aproximaciones de colisiones binarias y cor-
relaciones binartas

Px

Para el caso de la aprox1mac1on de colistones binarias la ecuacidn resultante es

5 .
8t+r_n‘ v,.1+ 'Vrz_vr1¢12'vP1+F1'vP1—vrzd)l?’ Vp, + F2 - Vp,| X

PP 0.0 = 1o ) Vo = Vo - K1, 00} FO (1, ) f D (32, ) (4£2)

+{Fs(rs,1) - Vi, = Vi, - Ka(x2, )} FH(x1, ) F P (2, 1)

Donde una de las fuerzas promedio es la misma que aparece en la primera ecuacién de la jerarquia K;, es
decir

Ki(xi, ) F D (x5, t) = — /(Vr,¢(rik))f(2)(xi)xk7t)dxlc- (4E.3)
mientras que F;(r;,t) estd dada como
Fulrist) = = [ V6l /O (3)dxa (4E.4)

F; mide la fuerza de interaccién de la i:-ésima particula debido a la presencia de una tercera particula
cualquiera. Ahora anadiéndole la condicién de la aproximacion de acoplamiento débil tendria una reduccidn
a

1o}
[a‘ﬁ % vt % Ve, +F1 Vp, + Fy .vm} FO(x1,x,) =
= {F1(r1,t) - Vpu — Vp, - K1 (%1,8) + Vi b12 - Vi, } FO(x1,6) F D (0, 1) UES)

+{F2(r27t)'vp2_vp2'x2(x t)+vr2¢12 vpl}f( (X1, )f(l)(x%t)-

Para el caso de la aproximacién de correlaciones binarias la ecuacion cinética es

0
[0t+— Vn+ . ,Z—V,.lqﬁn-vpl—Vr2¢612-'\'/’p2+F1va1+Fg~\7p2 X
X f(:’)(liz,t) =
= {28 (x1,1) - U, — Vp, - Kalxr, 0} FO()FO(2)
+ {2Fy(r3,t) - Vp, — Vp, - Ka(xs,1)} f(l)(l)f(l)(g) (4E£.6)

* [/ V“qﬁ("w)f“)@)g“’(?v3)d><s] Vo SO FD(2)

+ U v,m(rgs)fm(:s)g(”(l,3)dx3] VSO FH(2).

R 149
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Al aplicarle la aproximacién de aceplamienio débil queda como sigue

0 Pi

[a T
= {QFl(rlvt) : va - vlP1 ’ Kl(xlvt) + vr1¢12 ’ vpl } f(l)(l)f(l)(Q)

+ {2F5(r2,t) - Vp, = Vp, - Ka(x2,8) + Vi, 612 - Vi, } S FH(2) (4E.T)

" [/ Vr1¢(r13)f<1><3)g<2>(2,3)dx:s] Vo, SUMO(2)

Ve, + %2 Ve, +F -V, +F;- vpg] 3,21 =

+' I:] Vr2¢(r23)f(l)(3)g(2)(1, 3)d)(3] Vp, f(l)(l)f(l)(Q)_

Las ecuaciones (4E.5) y (4E.7) son las expresiones a las cuales queriamos llegar.




APENDICE 5A
Relacion entre las funciones de particién

y las integrales configuracionales

En este apéndice mostraremos como obtener las expresién (5.2.7), para ello partamos de la relacién
entre funciones de particién e integrales configuracionales

3(N -1
2r7mkpT, :
eq eq eq
IN_i= ( W2 N—i» (5A.1)
eq
Sustituyendo las definiciones para las funciones de particién con ¢ =1 e i = 0 en el cociente Tiger, Le.
N
3(N-1
2
2rmkpTeq eq
74 h2 N-1
N-1 _
R3] e
kT, .
K3 <2£”_h_23_1) 3 (5A.2)
[+ )
= | 2mrmkpTe, Ne_l
q —-1)—
( Q%7 h3+3(N-1)=3N
al hacer las sumas que aparecen en los exponentes, se obtiene la siguiente expresién
Z4 NQ 1
N-1 _ N—-1 (5A3)

WZ3 QN (2rmkgTen)d?

que es la relacién buscada. En el FME-II la obtencién del cociente es equivalente a la descrita en las ecs

(5A.2-3).

Teniendo la expresién (5A.3) se sustituye en la ecuacién (5.4.3), es decir en la siguiente ecuacién,

Ze?_ N 1 eq
e | o = 30 (w00 0xa,x5) + 5[8°0(r1) + B9 (x)]é(r1) =
h3Z{ ; 2
7=2 N=-1
e -3/2
pd 1-
T m (27rkaT€‘J) = cte (5A.4)
y obtenemos que
ZV J 1 o
ot e (3 (W(xl,xm—[ﬁ”<r1>+ﬁeq(r,-)]¢(ru)> =
1 ON i=2 2 Nt

_ 1VQ16\?_1 N o 1 . . eq (511 5)
- %(27rkaTeq)3/2 P Z<¢ (xl’xj)+§[/3 (ri) + 8 (rj)]¢(7'1j)> .

ji=2 N-1
peq 1 -3/2
T m (27rmchT”1> ’
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despejando, de la ec. (5A.4), la exponencial que involucra al promedio sobre un ensamble de N —1 particulas
tenemos que,

exp—@; (7013 + 3170000 +ﬁW(rj)1¢(m))>eq -l e

N-1

Si ahora aplicamos la funcién “In” a ambos lados de la ecuacién anterior, se llega a la ecuacién (5.4.5) del
texto, l.e.,

<§]—W(wﬂ — Sl + 70y )]¢<nj>]> ~ln [Q_Nﬁv] | (54.7)
2 o -




APENDICE 6A
Variacion de la funcional del FME-III de 42 a ¢ + 442

En este apéndice se muestra con detalle la variacién de la funcional correspondiente al FME-IIL 7 de
la funcién ¢(*! a g'® + 6¢'?). Para ello partamos de la funcional que aparece o1 by cc. (6.2.7),

I= S[f(”-f(z)} [/m(hJ)(P(TIJ)—/mf(”dpl)dl‘x]
/ag(rl,t)- <p(r1,1)u(r1,t) — /dp,%i—f‘”(xl,t)>dr;}
+ [/ as(ry, 1) [((X‘],i) - (/ﬁ[p - mu(r],t)]'“)f“)(xl,t)(lp‘)

(& fomtes )] ]

+ [/04(r1,t) [p(rl’l)A("Ll)

m

_+.

(64.1)
- (/ [f(:’)(xl,xz,t) —gf,g)f“)(xl,t)f“)(x'_,,t)} dxzdl’]ﬂ !11‘1] :
Donde la funcional de entropia que aparece en esta expresion es
S[r, 3] = —kg/f"’(x1‘1)111 R xy ) dx :
| (64.2)
- kBE /fm(xl,xQ,t)ln g (%) Xo DX dxe,
Cuando se hace la variacién funcional de la ec. (6A.2)
) 2 1) . Y
8y SV, f¥) = (2)5g§;,> = _k;,/—m [f‘l’(x1,1)111 h“f‘”(xl,t)] bgie)dx,
894 891 (64.3)
1 ] o Y (o o
—kg= | —— [f(*)(xth,t)ln g (x, ,x'_,.t)] (\ghf)dxldx'_;.
2 § (2)
ki
al desarroliar la variacién obtenemos,
(1) £(2) 1 LEPE) (2) :
5(2)S[f f ] = _kB§ 5 (g)f (x1,%2, ) Ing'*/(xy,x2,t)
Iri (6A.4)
- k,ﬁ/ 1 6 g (1, x2, )| £ (%1, %0, 1) » 8947 dx, dxa
2 g(2)(x1,x2,t) 6955) e bR ki ! -

en donde se deben hacer las siguientes consideraciones:

153
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6f 0 xit)  _ 8f

. == -, 6.5
b9 (xk X1 1)~ ggl? (64.5)
2)
69(2)(x,>,xj\t) 695',‘
i - __§ — % V(%) — i 6A4.6
b9 (xixi ) gyl (X = xi)o0(x; = x;) ( )
N
= (2) 52
of (x;.%;,1) _ bf” 9i;

- oy = (1))(,',1, (UX',t "
Syt (xy, % 1) 69({;) A W )59(&” (64.7)

= fOUx, ) f x5, 0)6(xe — x:)0(x) — x;).

Sustituyendo (6A.5)-(6A.7) en la expresion (6A .4) obtenemos,

. k o
U 119 = =5 {001 080k = x1)60x1 = w1 1)
] S (xy,%x2,1) (2) .
—_ kBE /[6(XA — X3 )6()(1 - X:_))] m 69“ dxldx-z
1 ; C AN
= —kgi/{b(xk —x1)(x; — x-_;){f“)(xl,t)f‘l)(x-_,.t)ln g P (xy, xy. 1) (6.4.%)

+f“>(x1,t)f“>(x2,t)} } 892 dx, dx

1 . ;
= —kB§ /6(xk = x1)8(x; = x2) FUx O D x0, ) g P xy, x0 £) + 16 g\ dx dx.
De forma semejante podemos proseguir con las otras contribuciones a la funcional 7

! 1
&I = —k35 /6(xk — x1)6(x) — x2) [V (x;, ) f P (xo, 1) x

X [lng‘z)(xl,xQ.t) + 176 gL}“dxlde
) , (64.9)
— [/ ()3([‘],05 /US(T’IQ)(S(X}; - x,)é(xl —xz)f“)(xl.()f(”(x'_ui}é g(k;)ngdpl(l’l'lJ

— [/ aa(ry, 1) [6(x;c — %1 }6(x; — xo) f O (xy, O f D (xq,t)| 6 gﬁ)dXQd])ldrl] .

Agrupando los tres términos de la ec. (6A.9) en una sola integral. después de factorizar términos comunes,
se obtiene,

BT = —kay [ 80 = %0800 = x2) P, 0 e 1)

az(ry, 1)é{ri2) | 2a4(ry. 1)
+
kg B

(64.10)

2
X [lng(z)(xl,xmt)—i- 1+ ]6 ggd)dx;,dpldry
Se puede hacer un cambio de variables de posicién por la posicién del centro de masas r = 242 T52 y posicion
relativa s = ro — r; incluyendo dos integraciones con las respectivas funciones §(r —r;) y 8 (s — (rg - _1‘1))
en (6A.10). Ademas como la variacién en 7 debe ser un extremo se reconoce que la suma de los térnimos
adentro de los paréntesis cuadrados, de (6A.10), deben anularse es decir

2ce4(r, 1) 4 03(131)95(]51):' — 0. (6A.11)
k‘B kB

[Ing(?)(r,S%-I‘,PhPZat)‘*” I+

que nos conduce a

A s AR o B o SR SO i S
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o Y p . e(])s
¢ (s pr.pat) = ¢ P (r,s.1) = exp [_1 _ Z(Mk(r ) as(r k)o(lsl)]
B B (6A.12)
2o4(r,t)] ag(r.t)o(]s])
=exp |-l — ———exp|-——F— .
kg kg

Es decir que es una funciéon que depende solamente de las posiciones. Asi concluimos este apéndice en que

se mostré con detalle la primera variacion de la funcional construida para el Formalismo de Maximizacion
1.







APENDICE 6B
Variacion de la funcional del FME-III de s a s 4650

En este apéndice se muestra con detalle la variacién de la funcional correspondiente al FME-111, Z, de
la funcién 1) a 1) 4 §£(1) Para ello partamos de la funcional que aparece en la ec. (6.2.7).

/al(r],t)(p(rl,t)—/mf(l)dp1>dr1}
P1 .1
/C\’Q(rl,t)' <p(r1‘t)u(r1,t) — /dpl;f (Xl,t))dl‘lil

+ [/Os(l‘lyt) [((I‘],t) - (/ﬁ[p_ nlu(rlat)]Qf(l)(xl)l)dpl>

-~ (%/¢(r12)f(2)(x1,xQ,t)dxgdpl)] drx]

+ [/04(1‘1,1) [p(rl’t)A(I‘l,t)

m
- (/ [f”’(xl,xz,t) -gg)f“)(xl,t)f”)(XQ,t)] dx;;d]n)] drl] .

Donde la funcional de entropia que aparece en esta expresion es

7 = SI:f(l)’fm)] +

+

(6B.1)

S[F ) = =k [ 1000 00 057 (x5,
1 (6B.2)
— ko [ £, %0, 0l g 1 e, s

('uando se hace la variacién funcional de la ec. (6B.2)

oS 5 )
SonS[F, 1) = Wéfﬁl) = —kB/ s [f(l)(xl,t)hl hdf‘”(xl,t)] 51 dx,
s ¢ (6B.3)

—kp= | —— | £(2) (2), (1) .
k32/af;1> (1900132, 0 401, 2. 1)] 871 e s,

desarrollando esta variacién obtenemos.

Sy S f] = —k‘B/[

F(x),1) )
FO(x1,1) 6 F D (xp, 1)

1 4 9 2
—kgg/ l:mf(“)(xl,x%t)zl lng(“)(xl,xz,t)é f,(cl)dxldxz,
k

%f“)(xl,t)ln R (xy,1)
8f,

f“)(xl,t)] s1{Vdx, (6B.4)
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en (6B.4) se deben hacer las sigulentes consideraciones:

sfV(xi t) _ 8f

= :6 . — i) 635
5f“)(xk.1) 6]',5” (xx X) ( )
69D (xi x;.1) . 69
! 1Ay ‘ ) L) =0, (6‘46)
8 f11 (i 81
v
A0 (2) (1) (1)
SF N xi x,, 1) 8f ofi (2 5
= L= = g P x x5 )+ = F Y (x g  x xg 0
Fr () gl aggnd O R 0 e (6B.7)

= o(xp — %) S x5 09 P (xs x5, ) + 8(xe — x;) U (%, 1"

Sustituyendo (6B.5)-(6B.7) en la expresion (6B.4) Hegamos a

6(1)S{f(1),f(2)] = ——kg/ [6(xk —x1)ln O (xy ) + 8(xy —xl)] A f"_”dxl

i f{é (e = x0) x84 £00x0, 080x = x2) } 92 (31 %2 1) 1 g2 (361 %2, 1)
(68.8)

= _kl,/ (xx ~ X1) [mh FO o, + 18 £ dx,

kB /{b xp = x3 ) f P o )+ fO (%), 1) (xx ——x;)}g(g’(xl.x-g.i)lllg(?)(x],xQ,t).

Procediendo de manera analoga con las demas contribuciones a la funcional Z. obtenemos lo siguiente

boyI = —kB/é(xk —xp) | k3 (xy 1) + 1} & fildx, —
LB /{5 xp — %) f D (x0,8) + fF(xq, 0)8(xs — x))}f N(x). %2 ) Ing@(x, x2,1)

— kg [/gL]:l—’t—)m&(xk — xl)éfk 'dxl] — kp [/Q_E(ILL‘_Q “p1o(x; — m)ﬁf,&l)dxl]
B

B

— kg [/ ws(ry, t)zln [p — mu(ry, )]26(xx — Xl)of;(cl)dxl] + (6B.9)
Sy [/ ‘asz(%—l D (ry2) (8 (80xc = x0) 1V, 1) + 7D (x1,08(xk = x2))

b g (x1, %2, )6 fL 'ddexl} +
- [/ g1y ) [(5(Xk —x)f P (xa, ) + FDxy, 1)8(xx —Xa)) g (x1,x2,1)

~gt2 (6(xk — ) f P (xa, 1) + F (0, )8 (xp — xﬁ)} 5f£”d><zdx1] :
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Si ahora se agrupan los términos en integrales con factores comunes

ay(ry, t)m n ay(r;,t)
kp kg

0 1,Z = —kpg /6(xk - x;) [lnhaf(”(xl,t)%- I+

+as(r; . f)

1 (1
m[p—mu(r] - ] 6 fL )dxl

03(1‘1,1)

ST é(r12)

- %/f“’(m,t)é(xk—xl){lng(z)(xl.m,t)+

+204(1‘1~,t)
kp

k 9
-2 /f‘”(xl,t)o'(xk - X2) {1"g<-)(x1,x2,t) +

2 t
4 ay(ry,t)

kg

}g‘z)(xl,x;»,t)é FiVdx,dx,

az(ry,t)

%5 é(r12)

}g“’(xl,x?,t)é f,(cl)dxldxz
2 kp
Sustituyendo In ¢'?) de la ec. (6A.11) o (6.2.9) en (6B.10), nos queda lo siguiente,

(r1,0m |, ag(ry1)

kg kg

O(”Z = —kB /6(X}¢ —X]) [lnhsf(”(x],i) + 1+ &

- P1

1 Y |
+03(r],1)%—)[p — nm(rl)[)]“} ) f,f,“dxl

k'zg /f“)(xz 1)8(xx = x1) { (_] _ ‘204}(\"1‘1,1) _ (132(;1‘1)(1)(”2)) + EM(M,.”)
B B

+ 204(1‘1 s t)
kg

lC 2 ,f 3lr ,l . Y3l N
- TB /f“)(xlyt)é(xk - X2) { (-‘1 - 042;1 b _ %2(;13 )@(7'12)) + (')'S.‘E_ITL“)U)(TIQ)

}9(2)()(1&2‘3)5 £ dxdxe

2 ,t
+ ay(r )

3 }Q(ZJ(Xl‘XzJ)é f,(cl)dxlerz
B

2 kg

+ i (i—(’”—”> 020 (800 = )7 1)+ 7001 008k = x2)) 04 ol

+ 2 [ (FE) 21 (s =0 £ 0 80k = ) 01 s,

158

(68.10)

(68.11)

Si procedemos a desarrollar los términos dentro de segunda y tercer integral, de la ec. (6B.11) se obtiene,

ar(ry, tym 4 as(r;,t)
kp kg

“P1

6y Z = —kB/é(xk —x1) [mh F(x, )+ 1+
1 (1)
+az(ry, t)—[p — mu(r;, )]*| 6 £ dx,
2m
/f“’(xbt)é (xx — x1)(=1)g P (x1, x2,1)8 f{Vdx,dx,
kB (1) (2) (1)
Ty [k, )6(xk — x2)(—1)g (x1,x2,)6 [ dx dxs
k P . ‘
+ 73 / (L’—)> g2 8(xx — x1)f D (x4, 1) £ dxadxy

(ry
k
k
+ 52 [ (B g2 00 06 = Vi

(65.12)
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Por la indistinguibilidad de las particulas los dltimos cuatro términos pueden asociarse en dos términos. i.e.

ok
i /f“ X2, 1)8(x = x1)(=1)g? (x;. %2, )6 fLM dx dx.

L
- ;/f“’(x, 1)8(xp — x2)(—=1)g'? (%), x0.1)8 f‘ Vdx, dx.
k 2a W "
+_B/<M> ¢ B8(xx — x1) f ) (x0 )5fk ) dx x|
2 kp
k . 9
+ -2*—’ (3_“1‘(“1_‘)) 2V (xy )8 (xk — x2)6 £ dxadx, = (65.13)
]

= kp /b(xk‘——xl)f“)(x'z‘t)g(z)(xl,x;).f}b £ dxydx,

2 t o
+ kg /( air]’ )) D6(xx — x1) f V) (x0.0)8 N dxadx) =

0y s |
_LH/[/JF H (x4,1) ( )(xl’ "f)+g£~:)2(u:rl ))([X-_,} MXp = X )0 f“.“dX[.
B

Si reemplazamos los tltimos cuatro términos de (6B.11) por el dltito renglon en (6B.13) procedemos a
agrupar todos los términos en una sola integracidn, como sigue

(\1(1‘}.{)1” (lg(l‘l.f)

by I = —LH/ (x;—x;)[]11/)3,)’(”()(1‘{)—%1—%

p
ku kp P

1
+ aa(ry,t) 2 —[p — mu(r </f xyxs 1) (613.14)

m

(2)204(1‘1,1) (1)
+go5 ————"dx, & f. dxy.

kg

Haciendo un cambio de variables de posicién, por la posicién del centro de masas v = 2352y posicidn

relativa s = ry — ry incluyendo dos integraciones con las respectivas funciones 8(r —r;) y 8(s ~ (ro — 1))
e (6B.14), y recordando que lo que se busca es un extremo de esta variacion tenemos que igualar a cero
la integracién, pero podemos notar que entonces los térninos que estin entre paréntesis cuadrados deben
anularse, 1.e.

‘f . -‘{ | 19
ag(r,)m aor )~1))+“ dr i [p, — mu(r.0)]"

Inhfth 0D+ 1
nh e pr )+ 14+ T o ™

N {(68.15)
H
Integrando en {petus esta expresidn,
( t o - Alr.t — . 1 2
FHxy 0 = 11‘3exp(—1 - —————GI(Z’ )m> exp—(a’k Pl (aly )(I;l k”m(l ) >x
Y B e (6B.16)

p(s’ +r, ) 9y 2a4(ry. 1)} />
X exp (/ s [ s’ 1)+ ¢12 —————-kB ds' ) .

Con ayuda de las relaciones (6.2.10) Q—Z%‘t—z = as(r,t)— 1,y (6.2.11) ag(r. 1) = —1In gg), podemos reescribir
el dltimo término de (6B.16), 1.e.,

2 SER o 9 : [l
g(og)_"%‘l;) = —¢® (]ngg{) + 1)‘ (6B.17)
B
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regresando a 6B.16 tenemos la relacion buscada

(1) = h=3exp( =1 = ay(r, )m exp — a P (!3(T-f)(l?1 - 7“11(1‘,1))"> N
kg kg 21k gy

| (6B.1%8)
X exp (/ —p(s" + r,i)[g‘z’(r.s"t) - gg) (lngﬁ:‘:] + ])st’)

m

Con lo cual se termina este apéndice en el que se ha mostrado con detalle lo~ pasos seguidos en la variacion
aplicada a la funciénal T del FME-III respecto de la f.f. de una particula y que realmente es una ecuacion
acoplada a la variacidn respecto de ¢'*) y por ello se tuvo que regresar algun:~ dv los resultados hallados en
el apéndice anterior.




o




APENDICE 6C
Sustitucién de las ff.d. que maximizan a la entropia en FME-III

En este apéndice se muestra con detalle la sustitucién de las funciones de distribucién que maximizan a
la funcional de entropia en las restricciones impuestas en éste, el Formalismo de Maximizacién de Entropia
II1. Es decir se evalua la sustitucién de la f.d. de una particula y la f.d. de correlaciones por pares en
las definiciones de densidad de masa, impetu, energia interna y fluctuaciones de la densidad. Procedamos
primero a sustituir la f.d. de una particula

FD(x1,1) = exp(—l -

k 2mk
1 B kg 2mkpg (6C.1)
-3 RV (2) ry o (2) (2) ,
x h exp(/mp(s +r,t)[g (r,s',t) — g (lngoo +1)]ds>,
en la densidad de masa p(r;,t), expresada como
prsnt) = [ mfixr, iy (6C:2)
es decir
. _ 2
p(ry,t) = ~;ln—3exp (-—1 - ————al(Z’t)m) exp -—(az(r]’ct) L ag(r,t)(l?zlmkmu(r,t)) )x
B B B (6C.3)

1
X exp (/ EP(S/ +r,t) [g(z)(r,s’,t) —g® (Ing((,g) + 1)]ds’) dp:.
En el integrando hay términos que no dependen del impetu y que pueden por lo tanto salir de la integracion,

m , 1
0= oy (-1 - ),

kg
X exp (/ _,zis_:lr_,t) [g(z)(r, s' 1) —g'® (ln 9+ l)]ds’) (6C.4)
_____1_ 202(1‘,t) P 03(rlt)(pl - Tnu(r!t))2
/exp{ T ( . + — dpi.

Para realizar la integracion en impetu se debe completar un binomio cuadratico en la dltima exponencial de
(6C.4), i.e. en el exponente siguiente,

<2a2(r,t) py 4 2 0P = m“(r’t))z) . (6C.5)

m

Sumando y restando el término

—ag -um+ ﬂ(arg)?‘ (6C.6)
3

en (6C.5)
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No hemos incluido la dependencia sélo por razones de simplicidad. Entonces después de un poco de algebra

llegamos a la siguiente forma para la integral

/exp_{ 5%; (az(r,t)_pﬁaa(r,t)(pl—mu(r,tw)}dp]:

m

2
1 m\ /2 az\1/2
= /exp {—-é—k—; ((a—3> @y + (E) (p1 — mu) dpy x
1 m 2
X exp¢ — | —ay-um+ —(ay)
2’&73 [0 4

3/2
_ 1 m, 1., mk”)‘
—exp{ng <—02 -um + 03(ag) )}/exp{—29 } (-———»(H ds.

En el uiltimo renglén de (6C.7) se ha utilizado el siguiente cambio de variable

m 1/2 as 1/2 e 30
Q= — ds) = - dp..
((X;gkg) 02+ (mk3> (pl nlu) ! <mk“> P

y la integracion de (6C.7) satisface

2
/exp {—%} dQ = (2m)%/2.

Sustituyendo (6C.9) en (6C.7T) obtenermos que,

1. e
exp {—Zkl—B (—a2 Vi %(02)2) } /exp {—59“} (TT:”H) dQ) =
1 m 2mmk 3/2
= e { gy (e wms a;<"“2)} ()

Sustituyendo (6C.10) en {6C.4) obtenemos la siguiente expresién

3/2
plry, 1) _ (27rmk3> exp (__1 3 a;(r,t)m.) y

m h2a3 kg

X exp (/M[g@)(r,g’” —g® (1“!1(03) + l)}ds’)

m

: + 2 (rn)?
exp % —ay - um o s .

(6C.7)

(6C-8)

(6C°9)

(6¢".10)

(6C.11)

Esta expresién para la densidad de masa nos permite simplificar la expresion para la f.d. de una particula.

que queda como sigue,

-3/2
1(1) = plr1,t) (2rmkp exp L (—ﬂz cuam+ ﬂ(ag)z)}
m a3 2kp a3

exp {_ 1 (202(1\0 P as(r, t)(p1 — mu(r,t))2>} _

g kp m

_ plri,t) (2mrmkg —3/2x
T m h2ag

1 m \1/2 s 1/2 2
X exp —%((a3kB) 02+<mk3> (Pl*m“)> ,

(6C.12)
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La funcién de distribucién, ec. (6C.12) se debe incluir en la densidad de impetu p(r;,t)u(r;,t), definida
como

p(ry, thu(ry,t) = /Plf(l)(xl,i)dpl

_ p(ry,t) (27mkpg _3/2x
=[m— o (6C.13)

i m \ /2 o 1/2 2 ;
<o () e (GE) o) g

Utilizando el mismo cambio de variable mostrado en (6C.8-9) la integracién se expresa como sigue,

plry, (e, ) = 2ELY (

m

2mmkpg ) -3/2 y

a3
. 1/2 k 3/2

x /{("’LB) Q- 2m +mu}exp{—lQ2}dQ<m “) Q.
a3 a3z 2 gy

Esta integracién equivale a la suma de tres integrales, la primera se anula por ser la integraciéon de una
funcién impar de §2, y las otras dos son equivalentes a la mostrada anteriormente (v.ec.(6C.9)), con un poco
de algebra llegamos a :

(6C.14)

pu:{—azm+mu}£:{—2+u}p:—2p+pu‘ (6C.15)
4 «

esta igualdad se cumple solo si
a; = 0. (6°.16)

La ec. (6C.16) simplifica ain mds la expresién para la f.d. de una particula, i.e.

-3/
fl(l) _ p(ry,t) (27fmk8> ? 2exp {—M(px - mu(r‘t))2} (6C.17)

m ag 2mkpg

La densidad de masa también queda simplificada como

3/2
t
p(ry,t) _ (27rmk'3> exp (_1 3 al(r,t)m> o

m h2(13 k'B

!
X exp (/Mt_) [g(z)(r,s',t) _ gg) <1ng((3)) + I)stl)

m

(6C.18)

Ahora pasemos a la tercera restriccion, es decir a la densidad de energia interna ¢(r),¢), escrita como

_ 2
f(r’t):/Lwﬂf(l)(r,l)l,t)dpl+%/¢(|S/|)f(2)(r,s'+r,p1,p2,t)dp1dp2ds'. (6C.19)

2m

En (6C.19) ademds de la f.d. de una particula se requiere conocer a la f.d. de correlaciones del mismo

FME-III que es,
aa(r,t)ds(lSI)]

- (6C.20)

3 (x,s,p1,p2,t) = ¢(r,5,1) = ¢'P exp {—
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Procedamos a sustituir en la primera integracién de {6C.19), en la contribucidn cinética, a la f.d. de
una particula (6C.17)

i) = [RImmEOR s b, g,

m )
_ , 3/ (6C.21)
_ / [p1 — mu(r,)])? p(r1,t) [ 2nmkp exp _.cr;;(r,t)(p1 — mu(r.t)? \dpy,
2m m a3 2mkpg
en la integracién de (6C.21) existen términos que no dependen del impetu y que por lo tanto no se integran,
quedando
_ . 2
ex(r,t) = /{"—1—.'"‘&‘"——if“>(r,pl,t)dpl
2m
t) (2 =3/ - 1)]2 ! ,
_ plrnt) (2mmks / by —mulr,OF {————QS(r’ )(p, - mn(.r.f))“} dp; (6C.22)
m Qs 2m 2mkg
¢ -3/2 ; 3/2
p(ry,t) [ 2xmkp\~° / 2 21 [ 2kgm kg ..,
= , - —_ —dQ' .
m ( h203 @ exp{ 0 } ¢ 51 ag
En la iltima integral de (6C.22), se ha hecho el siguiente cambio de variable
1/2 Ryt
' (13(1‘, t) ’ X3 e
— [ =3 - = Ip. 6C.23
Q ( omkp ) (p1 — mu(r,t)) , dQ <2k3m) dp) ( )
Y 2
1 —mu(r, ) _ ks (6C.24)

2m a3

La integraciéon que falta por evaluar es

/Q"* exp {—9’2} QY = / [Q'i + 07+ Qﬂ exp {_Q’i} exp {-Qj} x
X exp {—9'3} QY Yy dSY'

=3 /Q’i exp {—Q"ﬁ}exp {—Q’j} exp { 0% } a4, dY.

3 (/(Q'I)zexp {-Q'i} dQ’x> (/exp {-Q'j} dQ’y)2 (6C.25)

. 11/2 1/22_§3/2
_3(27\' )(7&' )_27r .

I

regresando a la integral completa, ec. (6C.21), tenemos el siguiente resultado

-3/2 . 3/2
ex(r 1) = p(ry,1) (27rmk3> {ﬁﬂ_aﬂ} (2k3m> kp

m a3 2 a3 a3
_ 3p(ri,t) (27mkp —3/2 27rk3m)3/2 kg _ (6C.26)
T2 m as a3 a3
_3pr,t) ks

2 m g3
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La segunda integracién en la densidad de energia interna es una contribucién potencial

€p(r,t) /¢ (Is'NfP(x,s' + r,p1, pa, t)dp1dp2ds’
(6C.27)

=3 /¢(|5'|)f(1)(!',l)1,t)f(l)(s +r,p2,t)g'¥(r,s' + r.t)dpdpads’.

Las integraciones en impetus solo afectan a las ff.d. de una particula ¥ se reducen a densidades masa
{v.ec.6C.2), entonces obtenemos que,

oty = 3 [ o BELLER gy gy i

t
1prt)/¢(| S+!‘ )(2)rsl+r.()llf\,
Sumando las ecs. (6C.26) y (6C.27) obtenemos que la denSIdad de energia interna se escribe como

r.1) = 3pl‘1,t)k3 lprt)/(ﬁ(l S+r‘) gD (r. s + v 1)ds'. (6C.29)

(6C.28)

m 2 m
Por ultimo sustituyamos las ff.d. en la restriccién sobre las ﬁuctuac:oms de la densidad, ap(r;,t)

1‘1,

[ o l,t)—1]=/[f(z)(r,s+r»p1,pz ) — gD O, py, Of V(s + ropo, )| x

x dpadp,ds (6¢-30)

/f(l)(r P1, t)f(l) (s +r,p2,t) [ (2) (r,s,t) —ggﬁ)] dpa2dp;ds.

En (6C.30) las integraciones en los impetus solo afectan a las fl.d. de una particula y se reducen a densidades
de masa, ademas st se sustituye la f.d. de correlaciones (ec.6(..21) se obtiene yue

—m ad [op(ry,2) = 1) = /—(r’t)—*———p(s+r’t) [953) exp [————Mg(r’tﬂ S ] - g&ﬁ)] ds

m ™ k (6C.31)
_ et [pls+r,t) o as(r, )o(ls)
== / 9 [exp | = i ds,
o bien tenemos
t g $ 3
a,(rt)—1= /f(s_'*'_ﬂ_)g(&?)) [exp [_Mbﬂ} _ 1] ds. (6¢.32)
m kg

Solo para terminar éste apéndice se escriben a continuacién la densidad de masa y de energia interna
escritas en términos de las fi.d. que maximizan a la funcional de entropia en este, el Formalismo de Maxi-
mizacién de Entropia III:

p(r1,t) _ 2rmkg 3/2exp 1 aq(r, thmn .
m h2a3 k[i

« ) (6C.33)
p(s +r, (2) _ '
X exp (/ 9 [ (r,s',t) q (lny + l)]ds ,
y
3p(l‘1,t) kB 1p(r7t) { p(S—+—I‘,1) 2 g
no3 kg 1 J 2y ¢ ' ¥
e(r,t) 2 m s + 7 /o(]s B -~ g (r.s' +r t)ds'. (6C.34)
Asimismo se muestran las fi.d. de una particula
-3/2
y _ p(ry,t) (2zemkpg a3(r t) 2
- il A A 6C.35
fi — » XD\ = Dby (P11 MU(E, 1)) ( )
y de correlaciones
t
D (r,3,) = gD enp |- LI (6¢36)

respectivamente.
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