
UNIVERSIDAD AUTÓNOMA METROPOLITANA IZTAPALAPA
DIVISIÓN DE CIENCIAS BÁSICAS E INGENIERíA

POSGRADO EN FíSICA

Modificaciones inducidas por la no-conmutatividad en la
teoría de monopolos magnéticos

Tesis que presenta:

M. en C. Daniel Martínez Carbajal

Para obtener el grado de

Doctor en Ciencias (Física)

Asesor :
Dr. Marco A. Maceda Santamaría.

Fecha: 29 de Octubre del 2019 Salón: EP-001



2



AGRADECIMIENTOS

Con especial gratitud al Doctor Marco Maceda en primera instancia por la oportunidad de
trabajar junto a él para desarrollar este doctorado, por el tiempo dedicado a mi formación, a las
múltiples discusiones, aportes, recomendaciones y por la excelente dirección de esta tesis. Sin menos
protagonismo es importante destacar un factor importante durante estos años de formación que nos
llevo a obtener un fructífero trabajo y es la gran calidad humana del Dr. Marco, muchas gracias
por el apoyo académico y personal.

De esta forma quiero extender mi agradecimiento al Dr. Hugo Morales por el tiempo brindado,
sus sugerencias y recomendaciones en este proceso de evaluación.

Sin exentar este agradecimiento a los doctores Juan Manuel Romero, Chryssomalis y Luis Fer-
nando Urrutia por su tiempo en la revisión de esta tesis, los comentarios y consejos que sin duda
han aportado en la mejora de esta tesis, les brindo mi respeto por su profesionalismo.

Gracias a mis amistades, compañeros, nuevos y de antaño. Por sus pláticas e interés en mis pro-
yectos, el apoyo, compañía desinteresada, y para algunos en especifico por sus discusiones y aportes.

Espero llenar de satisfacción y orgullo a mis padres Reginalda y Armando, gracias por su pa-
ciencia y confianza en mi persona.

Gracias a cada Actor, quizá sin percatarme en mí lapso formativo pudieron influir de manera
positiva en la conclusión de esta tesis.



4



Resumen

En este trabajo se analizan deformaciones no-conmutativas aplicadas a monopolos magnéticos
en dos casos de relevancia física:

1. Condición de cuantización de Dirac en un espacio no-conmutativo

2. La dinámica de monopolos magnéticos a bajas energías en un espacio no-conmutativo.

En el primer problema analizaremos las consecuencias de la no-conmutatividad en el monopolo de
Dirac. Para esto empezaremos por estudiar la deformación no-conmutativa en la electrodinámica
de Maxwell con el fin de analizar la condición de cuantización de Dirac posteriormente, es decir,
analizaremos bajo que condiciones la cuantización de la carga eléctrica es compatible con introducir
no-conmutatividad en las coordenadas espaciales.

El segundo problema que abordaremos en esta tesis está relacionado con la dinámica de la
interacción de monopolos magnéticos en teorías de norma no abelianas. El enfoque que seguiremos
está basado en una versión no-conmutativa del análisis que utilizó Manton para describir la dinámica
de las interacciones de algunas configuraciones de monopolos en el límite de bajas energías. Esta
idea se basa en truncar el espacio de configuraciones, el cual es dimensionalmente infinito para el
sistema Yang-Mills-Higgs, a un sistema dinámico con un Lagrangiano de dimensión finita. De este
modo, la dinámica de un sistema de multi-monopolos con un número infinito de grados de libertad
se puede reducir a la de unas pocas coordenadas colectivas de una configuración tipo solitón1, en
un espacio auxiliar denominado espacio de parámetros (moduli space). Este espacio auxiliar está
constituido de una variedad Riemanniana, además de esto una descripción general de la dinámica de
baja energía de los monopolos BPS en el espacio de parámetros se obtiene por medio de la métrica
de Atiyah-Hitchin, cuya forma asintótica es la métrica Taub-NUT. Por lo tanto, nos enfocaremos
en implementar una deformación no conmutativa de la métrica de Atiyah-Hitchin que puede ser
utilizada para analizar la dinámica de monopolos magnéticos en el límite de bajas energías en el
contexto no conmutativo.

1La definición de solitones es muy variada, aquí entenderemos por solitones como las soluciones clásicas de las
ecuaciones de campo no lineales que poseen energía finita.
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Capítulo 1

Introducción

La no conmutatividad o geometría no conmutativa juega un papel importante en la física teórica
moderna, es decir, sus aplicaciones van desde la mecánica cuántica hasta la relatividad general e
incluso la mecánica clásica [1] puede ser reformulada en términos de álgebras no conmutativas.

El primer ejemplo de un espacio no conmutativo que fue claramente reconocido como tal está
basado en la cuantización del espacio fase de la mecánica clásica no relativista. De hecho, en 1926,
Dirac obtuvo en sus trabajos [2, 3] la estructura algebraica del espacio de fases cuántico, postulando
una regla de cuantización para una teoría clásica, que consiste en la substitución del paréntesis de
Poisson de dos observables clásicos por i~ veces el conmutador de los operadores cuánticos asociados.
De esta manera, las coordenadas del espacio fase x y p se transforman en operadores hermíticos x̂
y p̂, cumpliendo las relaciones de conmutación canónicas1 2:

[x̂i, p̂j ] = i~δij , (1.0.1)
[x̂i, x̂j ] = 0,

[p̂i, p̂j ] = 0.

Estas relaciones de conmutación implican una relación de incertidumbre entre los valores propios
(autovalores) de los operadores x̂ y p̂ dando lugar a la relación de incertidumbre de Heisenberg

∆xi∆pi ≥ ~
2
.

Este espacio fase cuántico se vuelve difuso y la noción de un punto en él es reemplazada por el de
una celda de Planck de área ~/2.

Recientemente en la literatura se han hecho muchos trabajos intentando estudiar las conse-
cuencias de cambiar o deformar el álgebra de Heisenberg (1.0.1), dando lugar a una amplia área de
investigación conocida como geometría no conmutativa y en la cual existe una diversidad de enfoques
que implican una modificación de esta álgebra (álgebra de Heisenberg). Esta álgebra de operadores

1En la mecánica cuántica, la no conmutatividad se define por el conmutador [., .] ( corchete de Lie ) y el álgebra de
conmutación que resulta de este. El conmutador de dos operadores se define de la siguiente manera: [A,B] = AB−BA
y cualitativamente, es una medida de la compatibilidad de dos operadores. Si dos operadores no conmutan, entonces
no comparten estados propios simultáneamente y se dice que estos son no diagonalizables simultáneamente.

2Estas relaciones de conmutación son conocidas como el álgebra de Heisenberg.

1
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(1.0.1) fue la que inspiró la idea más radical de substituir las coordenadas espacio-temporales xµ
por operadores no conmutativos x̂µ.

De forma general, por espacio-tiempo no conmutativo se entiende el álgebra generada por ope-
radores hermíticos de posición x̂µ que satisfacen las relaciones de conmutación

[x̂µ, x̂ν ] = iθµν , (1.0.2)

donde θµν es una matriz antisimétrica que puede ser constante o una función de los operadores
posición y que tiene dimensiones de longitud al cuadrado. De la misma manera como sucede en la
mecánica cuántica, para θµν constante, unas relaciones de conmutación del tipo (1.0.2) dan lugar a
un principio de incertidumbre generalizado

∆xµ∆xν ≥ |θ
µν |
2

.

De esta manera, la idea de punto del espacio tiempo es reemplazada por la de celda de Planck de
área mínima |θµν | /2, es decir el espacio-tiempo carece de puntos a pequeña escala. Entonces, se
puede pensar que las coordenadas xµ que observamos corresponden a algún tipo de promedio sobre
escalas del orden del área de Planck; de esta manera, el espacio-tiempo se vuelve así difuso.

Históricamente la idea de que las coordenadas espaciales no conmutativas se le puede atribuir
a Heisenberg, quien escribió una carta a Peierls en la cual le sugirió que introducir un principio
de incertidumbre de coordenadas podría mejorar el problema de las auto-energías infinitas. Peierls
también le planteó esta sugerencia a Pauli, quien posteriormente se lo contó a Oppenheimer que
a su vez se lo contó a Snyder, quien escribió el primer artículo sobre el tema, es decir, el primer
trabajo en el cual se formuló matemáticamente un modelo de teoría de campos que introduce la
no-conmutatividad de las coordenadas espacio-temporales fue en 1947 [4]. Su motivación no era
entender la naturaleza del espacio-tiempo a distancias muy pequeñas, sino encontrar un argumento
que justifique la introducción de una longitud mínima l en el espacio-tiempo que podría funcionar
como un parámetro regulador de divergencias que plagaban las teorías de campo en aquel momento.
De manera más precisa, el objetivo de Snyder era introducir un espacio-tiempo discreto con el
objetivo de hacer finitas las integrales involucradas en procesos de dispersión de QED. Para esto es
necesario truncar la integración en esta longitud mínima l, lo que introduce una escala externa en
la teoría llamado cutoff ultravioleta.

Consideremos el ejemplo de la teoría λφ4 definida sobre un espacio-tiempo euclídeo. La predic-
ción de magnitudes observables implica, al orden de un bucle (lazo), el cálculo de las contribuciones
de los diagramas tipo renacuajo y tipo pez, las cuales son respectivamente

.
∝
ˆ
d4p

1

p2 +m2
, (1.0.3)

.
∝
ˆ
d4p

1

p2 +m2

1

(p− q)2 +m2
.

Estas integrales sobre todo el espacio son ciertamente divergentes, debido al comportamiento de
los integrandos para grandes valores del momento (región UV). Sin embargo, si la integración fuera
limitada a la región p2 < Λ2 ∼ l−2, la integral resultará convergente.
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Como fue sugerido por Snyder [4], la no conmutatividad implica necesariamente una escala por
debajo de la cual no existe la noción de punto, y es posible que al introducirla en una teoría de
campos proporcione un cutoff ultravioleta efectivo, es decir, una distancia mínima en el espacio
tiempo a la que es sensible la teoría, eliminando así los infinitos.

Sin embargo, la idea de Snyder cayó en el olvido, principalmente debido al éxito que tuvo el
programa de renormalización de la teoría cuántica de campos, el cual reveló ser apropiado pa-
ra predecir valores numéricos finitos de manera muy precisa para las magnitudes observables en
electrodinámica cuántica, sin recurrir a la no conmutatividad.

Como se mencionó anteriormente existen diversos enfoques que permiten implementar la idea
de no conmutatividad. En 1927 Weyl [5] estudió el problema de la cuantización de una función
clásica f que vive en el espacio fase usual, es decir, el problema consistía en asociar a observables
clásicos un operador cuántico. Esto es, se desea asociar un operador cuántico Op(f) a una función
f la cual depende de las coordenadas x y sus momentos canónicos conjugados p del espacio fase
clásico. Además de esto introdujo una correspondencia entre una enorme clase de operadores en el
espacio de Hilbert y una gran familia de funciones sobre el espacio fase. El problema fundamental
lo constituía asignar un operador Hermitiano a expresiones clásicas del tipo p2x, las cuales, en el
contexto de la mecánica cuántica pueden corresponder a alguna de las siguientes expresiones p̂2x̂,
x̂p̂2, p̂x̂p̂, donde x̂ y p̂ son los operadores de posición y momento cuánticos que satisfacen la relación
de conmutación (1.0.1). El resultado importante obtenido por Weyl fue que a una cantidad clásica

f(p, x) =

¨ ∞

−∞
epσ+xτξ(σ, τ)dσdτ,

se le podía asociar una operador Hermitiano

F (p̂, x̂) =

¨ ∞

−∞
ep̂σ+x̂τξ(σ, τ)dσdτ.

Posteriormente, en 1932 Wigner dio una expresión para una función de distribución sobre el espacio
fase, la cual se puede interpretar como el equivalente cuántico de una densidad de probabilidad en el
espacio fase. Groenewold (1946) y Moyal (1949) [6, 7] inspeccionaron la analogía de la trasformación
de Weyl para la relación de conmutación (1.0.2), es decir, analizaron el operador de Weyl asociado
al producto usual de funciones (fg)(x) = f(x)g(x), obteniendo como resultado

Ŵf (x̂)Ŵg(x̂) = Ŵf∗g(x̂),

donde Ŵf (x̂) y Ŵg(x̂) son los operadores asociados a las funciones f(x) y g(x) respectivamente.
Entonces Ŵf∗g(x̂) es el operador asociado al producto de operadores Ŵf (x̂)Ŵg(x̂) donde

(f ∗ g)(x) := f(x)eZ(p(x),p(y),x,θ,∇θ,... )g(y)
∣∣
y→x, (1.0.4)

y Z es una función determinada por las relaciones de conmutación entre las coordenadas xµ. El
efecto de introducir no-conmutatividad en las posiciones se ve reflejado así en la introducción de un
nuevo producto-∗ en las funciones con variables conmutativas f y g .

El primer tipo de producto-∗ que se puede analizar es el denominado canónico, definido por la
condición de que los parámetros no conmutativos θµν sean constantes. Este caso fue discutido en los
trabajos de Groenewold y Moyal [6, 7] en el contexto de la Mecánica Cuántica. Bajo la condición
anterior, la función Z adquiere una expresión bastante simple

ZGM (p,p′,θ) =
i

2
pµθ

µνp′ν .
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En consecuencia el producto-∗ (2.2.1) está dado por 3

(f ∗GM g)(x) := f(x)e
i
2

∂
∂xµ θ

µν ∂
∂yν g(y)

∣∣
y→x. (1.0.5)

Con el fin de ilustrar la idea de este nuevo producto Moyal ∗GM inducido por la no conmutatividad
entre los operadores de posición definamos el siguiente corchete

[xµ, xν ]∗GM := xµ ∗GM xν − xν ∗GM xµ.

Usando la definición del producto Moyal ∗GM (2.2.1) obtenemos

[xµ, xν ]∗GM = xµxν +
i

2
θµν − xνxµ − i

2
θνµ = iθµν .

Entonces tenemos que la relación de conmutación generalizada (1.0.2) se puede escribir como

[x̂µ, x̂ν ] = [xµ, xν ]∗GM = iθµν .

Esto es, la no-conmutatividad de los operadores x̂µ utilizando el producto usual es mapeada a
variables conmutativas pero que se rigen por el producto ∗GM para su multiplicación.

Posteriormente, el producto Moyal ∗GM condujo el desarrollo del formalismo de cuantización
por deformación. Esta nueva teoría, escrita en su forma final, fue introducida por Bayen, Flato,
Fronsdal, Lichnerowicz y Sternheimer como un procedimiento alternativo a la cuantización canónica
y a la cuantización por medio de la integral de trayectoria en mecánica cuántica [8, 9]. De manera
similar al formalismo de la integral de trayectoria, la cuantización por deformación usa la estructura
algebraica de los sistemas clásicos en lugar de la teoría de operadores.

Las ideas de la geometría no conmutativa fueron revividas desde un punto de vista matemático
por los matemáticos Connes en 1986 y Woronowicz en 1987, quienes generalizaron la noción de
una estructura diferencial al caso no conmutativo, es decir a álgebras arbitrarias. Junto con la
definición de una integración generalizada, esto llevó a la descripción algebraica del “espacio tiempo
no conmutativo”, permitiendo definir en primera instancia teorías de campo en un espacio-tiempo no
conmutativo. Por algún tiempo, las aplicaciones físicas de estas ideas se basaron en la interpretación
geométrica del Modelo Estándar y sus múltiples campos y constantes de acoplamiento [10, 11, 12].

Por otra parte, en 1990, Filk comenzó a examinar el desarrollo perturbativo de un modelo de
Teoría Cuántica de Campos (TCC) para un campo escalar autointeractuante sobre el plano no
conmutativo. La formulación en este espacio está definida por la relación de conmutación entre los
operadores (1.0.2), donde el parámetro no conmutativo θµν es una constante. Filk encontró que
en el espacio dual (en el sentido de Fourier) a las coordenadas xµ, el producto Moyal se reduce a
la introducción de una fase e

i
2pµθ

µνpν en las reglas de Feynman para el vértice, donde pµ son los
momentos asociados a las patas de dicho vértice. Como consecuencia, surgen a nivel diagramatico
dos tipos de diagramas: el de los diagramas planares y el de aquellos no-planares. Para los primeros,
las fases ligadas a momentos internos se cancelan y la estructura de divergencias de la contribución
es idéntica a la de los diagramas de la teoría conmutativa subyacente (θµν = 0 ). Los diagramas no
planares muestran una estructura distinta.

3Para obtener este producto conocido como producto Moyal ∗GM se usa la representación de Schrödinger para
los operadores x̂ y p̂ , esto es, x̂→ xµ y p̂→ −i ∂

∂xµ
.
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Para el caso de la teoría λφ4
∗, se tienen dos diagramas de autoenergía a un lazo, uno planar y

uno no-planar. El primero contribuye en la forma

Γ1 planar ∝
ˆ
d4p

1

p2 +m2
,

correspondiente al primer diagrama de la ecuación (1.0.3). El diagrama no-planar, en cambio, posee
una fase que alentadoramente lo vuelve más convergente

Γ1no planar ∝
ˆ
d4p

1

p2 +m2
e
i
2pµθ

µνpν .

De hecho, el diagrama planar como el no-planar se pueden escribir explícitamente de la siguiente
manera

Γ1 planar =
−ig
16π

Λ2, Γ1no planar = − ig

8πp̃
ΛJ1 (p̃Λ) ,

donde se introdujo un UV-cutoff Λ en la integración, J1(x) denota una función Bessel y se definió
p̃µ := θµνpν . El diagrama no planar reproduce la divergencia cuadrática cuando p̃ → 0 dado que
ĺımx→0

J1(x)
x = 1

2 .
Otra de las motivaciones de las teorías no conmutativas que se ha mantenido con cierta vigencia

hasta ahora está relacionada con la idea de que en una teoría cuántica que incluya la gravedad, la
naturaleza del espacio tiempo debe cambiar a distancias comparables con la longitud de Planck.
Entonces, el momento y la energía requeridos para realizar una medida a estas escalas, modificaría
por sí mismo la geometría del espacio-tiempo [13]. Una manera de formular matemáticamente esto
es postular que, a escalas menores que la escala de Planck, el espacio-tiempo no sea una variedad
diferenciable estándar, sino que tenga la estructura de un espacio-tiempo no conmutativo. Una
teoría cuántica de la gravedad que incorpore coordenadas no conmutativas parece tener buenas
posibilidades para estar regulada intrínsecamente a escalas de Planck.

Cualquier teoría de la gravedad cuántica no será local en un sentido convencional. La no localidad
implica problemas prácticos y conceptuales que aún no han sido entendidos en su totalidad, por lo
que las teorías no conmutativas proporcionan un laboratorio relativamente simple donde estudiarlos.

Un candidato para una teoría cuántica de la gravedad es la teoría de cuerdas, la cual no es local
en ningún sentido preciso. De hecho hay más de un parámetro característico de esta no localidad,
en general controlada por la mayor entre la longitud de Planck y la longitud ls de las cuerdas
fundamentales.

De acuerdo con la teoría de cuerdas, una cuerda abierta que se propaga en el espacio-tiempo
describe una superficie que se denomina hoja de mundo (worldsheet). En esa superficie de dos
dimensiones “vive” una teoría de campo conforme, de manera que para entender fenómenos básicos
en la teoría de cuerdas, basta con estudiar esta teoría conforme en 2d (bi dimensional).

Una de las primeras apariciones de la geometría no conmutativa en teoría de cuerdas surge
con el trabajo de Edward Witten quien, en 1986, intentó interpretar las interacciones de cuerdas
bosonicas abiertas, definiendo una álgebra no conmutativa y finalmente formulando la teoría clásica
de campos no-lineal de tales cuerdas en el lenguaje de la geometría no-conmutativa.

En 1999 [14], Seiberg y Witten dieron un paso más al estudiar ( Dp-branas de la teoría de
cuerdas ) en presencia de un campo tensorial anti simétrico de Neveu-Schwarz, Bij constante. El
campo tensorial Bij es equivalente a un campo magnético constante en la brana. La acción asociada
a la hoja de mundo (worldsheet) asociada a cuerdas abiertas en presencia de un campo magnético
B está dada por
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S =
1

4πα′

ˆ
Σ

gij∂αx
i∂αxj − i

2

ˆ
∂Σ

Bijx
i∂tx

j ,

donde Σ es la hoja de mundo de la cuerda. A partir de esta acción, las ecuaciones de movimiento
para las Dp-branas están dadas por

gij∂nx
j − 2πiα′Bijx

i∂tx
j
∣∣
∂Σ

= 0. (1.0.6)

Si Bij →∞, o de manera equivalente gij → 0, entonces para satisfacer la condición Bijx
i∂tx

j
∣∣
∂Σ

=

0 se tienen que cumplir ∂txj . Esto indica que las coordenadas de la cuerda sobre brana están fijas.
La teoría de las cuerdas abiertas pueden ser analizada determinando el propagador y calculando

la función de correlación con estas condiciones de frontera; en el límite de interacción a corta
distancia se tiene 〈

xi(τ), xi(τ ′)
〉

= −α′Gij log (τ − τ ′)2
+
i

2
θijε (τ − τ ′) ,

donde Gij es la métrica efectiva vista por la cuerda abierta. El coeficiente θij en el propagador
tiene una interpretación sencilla, es decir, de acuerdo con la teoría conforme de campos se pueden
calcular conmutadores de operadores a partir del comportamiento a pequeñas distancias del pro-
ducto de operadores interpretando al ordenamiento temporal como el ordenamiento de operadores.
Interpretando a τ como el tiempo se obtiene que[

xi(τ), xi(τ)
]

= T
(
xi(τ)xj(τ−)− xi(τ)xi(τ−)

)
= iθij .

Esto significa que las coordenadas xi sobre la Dp-brana no conmutan. Las cantidades θij dependen
de Bij y se anulan cuando este se anula.

De manera mas precisa, hacia fines de los ’90, N. Seiberg y E. Witten [14] encontraron que existen
límites de bajas energías de la teoría de cuerdas y de la denominada teoría M que llevan directamente
a teorías de Yang-Mills no-conmutativas y que, siendo mucho más simples que la teoría de cuerdas
original, preservan algo de su no localidad. Mostraron que las TCC NC son teorías efectivas de
cuerdas en límites de bajas energías y que podrán ser utilizadas para estudiar (fenomenologicamente)
la gravedad cuántica. A partir de este resultado, se generó una oleada de publicaciones sobre el
tema; tan solo unos pocos meses después, apareció entre ellas una con un resultado sumamente
desesperanzador: las TCC NC, en vez de curar las divergencias usuales, padecían de un nuevo
inconveniente llamado mezcla ultravioleta-infrarroja (UV-IR). Los diagramas que muestran este
comportamiento son divergentes UV en la teoría conmutativa, se vuelven convergentes UV en la
teoría NC, pero su inclusión en diagramas de orden mayor genera divergencias IR que parecieran
ser no renormalizables. Estos aspectos relacionados con la no-conmutatividad proporcionan nuevos
resultados para un mejor entendimiento de sus consecuencias y como las teorías físicas se ven
modificadas por ella.

Después de la generalización no-conmutativa de las teorías de norma han aparecido una enorme
cantidad de artículos introduciendo nuevas aplicaciones a distintas situaciones físicas. Entre los
ejemplos más conocidos en los que se ha observado que la no-conmutatividad entre las coordenadas
surge como una descripción natural se presentan en ciertos sistemas de materia condensada. Un
ejemplo clásico donde surge la no conmutatividad de manera natural es en el caso de la teoría de
los electrones en presencia de un campo magnético intenso, el cual puede ser descrito de manera
natural en términos de coordenadas de posición no conmutativas. Para ver esto, consideremos el
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caso de una carga eléctrica la cual se mueve en un plano en presencia de un campo magnético Bz
perpendicular a este plano. La ecuación de movimiento que describe a este sistema está dada por

mv̇ =
e

c
εijvjBz + f i(~r), (1.0.7)

donde ~v = ~̇r es la velocidad y ~f representa a otras fuerzas, las cuales pueden ser escritas como el
gradiente de un potencial V : ~f = −∇V .

En el caso de campos magnéticos muy intensos, la teoría cuántica da lugar a los niveles de
Landau, los cuales están caracterizados por tener una separación que depende del cociente Bz/m.
En el límite de campos magnéticos muy intensos, Bz/m � 1, aparecen los primeros niveles de
Landau, lo que es equivalente a considerar pequeños valores para la masa de la partícula. Por lo
tanto, poner la masa igual a cero en (1.0.7) deja una ecuación de primer orden

ṙi =
e

cBz
εijf j(~r),

Por otro lado, recordemos que la evolución temporal de una variable f en una variedad simpléctica
está dada por df/dt = (∂f/∂t− {H, · }) f . En este caso la evolución temporal ri está determinada
por el corchete de Poisson de las coordenadas ri con el Hamiltoniano H = p2

2m + V ≈ V , por lo que

d

dt
ri = −{H, ri} = −{ rj , ri}∂jV =

c

eBz
εijf j(~r).

Por lo tanto, se puede inferir de la expresión anterior que el corchete de Poisson describe un sistema
con coordenadas no conmutativas

{ rj , ri} =
c

eBz
εi j .

Este resultado lo que nos dice es que el nivel de Landau más bajo puede ser tratado como una
teoría no-conmutativa. Esta es la razón por la cual tales ideas son relevantes para el estudio del
efecto Hall cuántico [15], y que han demostrado ser de gran utilidad en estos modelos [16].

Otro sistema, quizá menos conocido, en el que la no-conmutatividad aparece como una herra-
mienta útil en la descripción y entendimiento de sistemas físicos es la interacción de monopolos
magnéticos. El interés en una modificación no-conmutativa de estos modelos es que una estructura
no-conmutativa aparece como una manera natural de crear potenciales de interacción entre partí-
culas [17, 18], además de la eliminación de divergencias que pudiesen presentar estos modelos; el
parámetro de deformación θ sirve como una longitud de escala de regularización.

En esta tesis estamos interesados en estudiar monopolos magnéticos en el contexto de no-
conmutatividad en dos casos de relevancia física. El primer problema a estudiar está relacionado
con las consecuencias de la no-conmutatividad en el monopolo de Dirac. Para esto empezaremos
por estudiar el monopolo magnético asociado a una teoría de norma abeliana con grupo de simetría
U(1). Hasta el día de hoy la cuantización de la carga eléctrica sigue siendo un problema fundamental
en la física teórica. Como es bien sabido Dirac supuso la existencia de una carga magnética para
poder explicar la cuantización de la carga eléctrica obteniendo lo que conocemos como la condición
de cuantización de Dirac (CCD). Si bien la CCD se obtuvo para la teoría electromagnética que
es una teoría de norma con grupo de simetría U(1) este resultado se puede extender a teorías de
norma no-abelianas.

Para ello consideraremos introducir una deformación no-conmutativa a la teoría electromagné-
tica o de manera más precisa a la ecuaciones de Maxwell y analizaremos implicaciones físicas de
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suponer un espacio no-conmutativo. Esto implicaría tener deformaciones no-conmutativas de las
fuentes asociadas a las ecuaciones de Maxwell. Por lo tanto, es natural preguntarse, ¿cuál es la
forma de estas fuentes? y de existir, ¿cuál sería la relevancia de estas fuentes?. Aún más a nivel
fundamental, ¿qué pasa con la condición de cuantización de Dirac?, es decir, ¿la no conmutatividad
es compatible con la cuantización de la carga magnética?. El propósito de este trabajo es intentar
dar una respuesta a todas estas cuestiones.

El segundo problema que abordaremos en esta tesis está relacionado con la dinámica de la
interacción de monopolos magnéticos en teorías de norma no abelianas. En el contexto de monopolos
magnéticos en teorías de norma con grupo de simetría U(N) estamos interesados en estudiar la
dinámica de monopolos magnéticos en el formalismo no-conmutativo usando un enfoque distinto al
introducido en [17, 18] que discutimos anteriormente.

El enfoque que seguiremos está basado en una versión no-conmutativa del análisis que utilizó
Manton para describir la dinámica de las interacciones de algunas configuraciones de monopolos
en el límite de bajas energías. La idea de Manton [19, 20] era que uno puede truncar el espacio
de configuraciones, el cual es dimensionalmente infinito para el sistema Yang-Mills-Higgs, a un
sistema dinámico con un Lagrangiano de dimensión finita. En otras palabras, la dinámica de un
sistema de multi-monopolos con un número infinito de grados de libertad se puede reducir a la
de unas pocas coordenadas colectivas de un solitón, en un espacio auxiliar denominado espacio de
parámetros (moduli space). Este espacio auxiliar se puede ver como una variedad Riemanniana
por lo que una descripción general de la dinámica de baja energía de los monopolos BPS en el
espacio de parámetros (moduli space) puede ser descrita por la métrica Atiyah-Hitchin, cuya forma
asintótica es la métrica Taub-NUT. Por lo tanto, la dinámica de monopolos magnéticos en el límite
de bajas energías en el contexto de NC se reduce a implementar una deformación NC a la métrica
de Atiyah-Hitchin.

Esta tesis está dividida en tres partes. En la parte I de esta tesis comenzaremos por estudiar
brevemente la generalización no-conmutativa de la transformación de Weyl-Wigner, la cual asigna
operadores a funciones clásicas del espacio fase. Adicionalmente usaremos este resultado para dedu-
cir un nuevo producto-* asociado a las funciones del espacio-fase. Como caso particular definiremos
el producto Moyal y finalmente analizaremos las propiedades del producto Moyal en el capítulo 2.
Finalmente en el capítulo 3 estudiaremos un caso particular de la formulación de las teorías de cam-
po de norma no conmutativas, es decir, la generalización no-conmutativa de la teoría de Yang-Mills
a través del mapeo de Seiberg-Witten.

En la segunda parte de esta tesis analizaremos la condición de cuantización de Dirac (CCD) en
un espacio no-conmutativo. Para esto, en el capítulo 4 partimos con la descripción que sugirió Dirac
para explicar la cuantización de la carga eléctrica en la cual se introduce un potencial vectorial, el
cual tiene una singularidad conocida como la cuerda de Dirac y que conduce a algunos problemas
en la descripción del monopolo magnético. Posteriormente se analiza la CCD desde el enfoque
Wu-Yang quienes propusieron un potencial vectorial el cual no tiene esta cuerda de Dirac.

El caso no-conmutativo lo discutimos en el capítulo 5. La forma como se procede en esta tesis
es la siguiente: primero comenzamos por estudiar la deformación no-conmutativa de las ecuaciones
de Maxwell magnéticas de manera perturbativa en el parámetro de no-conmutatividad θ. Por otro
lado usamos el mapeo de Seiberg-Witten para determinar las perturbaciones de los potenciales
de norma Âµ(x; θ) y del parámetro de norma no-conmutativo Λ̂(x; θ) en donde usaremos como
potenciales semilla a los potenciales magnéticos introducidos por Wu y Yang. Finalmente analizamos
la condición de cuantización de Dirac para el caso no-conmutativo y mostraremos que la cuantización
de la carga es consistente con la deformación no-conmutativa inducida por el mapeo de Seiberg-
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Witten.
En cuanto a la tercera parte de esta tesis analizaremos la interacción de monopolos magnéticos

en teorías de norma no-abelianas en el contexto de no-conmutatividad. Comenzaremos por estudiar
el monopolo de ’t Hooft-Polyakov, el cual es una solución estática de energía finita de la teoría
de Yang-Mills-Higgs en el capítulo 6. Debido a complejidad de la ecuaciones de movimiento de
Yang-Mills-Higgs, estudiar la dinámica es aún más complicado. Sin embargo es posible estudiar la
dinámica de monopolos que se mueven lentamente usando un espacio auxiliar denominado espacio
de parámetros, el cual tiene la propiedad de ser una variedad diferenciable tipo-Kähler como lo
discutiremos en detalle en el capítulo 7. Adicionalmente se estudiarán las soluciones de este espacio-
tiempo asociado al espacio de parámetros, las cuales son soluciones a las ecuaciones de Einstein.

Finalmente, en lo que corresponde a la parte no conmutativa encontramos que la dinámica de
los monopolos se reduce a conocer el movimiento geodésico de la métrica de Atiyah-Hitchin. Por lo
tanto en el capítulo 8 nos dedicamos a discutir la deformación no-conmutativa del espacio-tiempo
de Atiyah-Hitchin. Al final discutiremos los resultados obtenidos así como las líneas de investigación
que pueden ser consideradas en el futuro.
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Capítulo 2

Introducción a las teorías no
conmutativas

2.1. Transformación de Weyl-Wigner
En 1927 Weyl [5] estudió el problema de la cuantización de una función clásica f dependiente de

las coordenadas q y sus momentos canónicos conjugados p. El problema fundamental lo constituían
expresiones clásicas del tipo p2q, las cuales, en el contexto de la mecánica cuántica, pueden corres-
ponder a alguna de las siguientes expresiones P 2Q, QP 2, PQP, donde Q y P son los operadores
de posición y momento cuánticos que satisfacen la relación de conmutación i(PQ − QP ) = 1. El
resultado obtenido por Weyl fue que a una cantidad clásica

f(p, q) =

¨ ∞

−∞
epσ+qτξ(σ, τ)dσdτ,

se le podía asociar una forma Hermitiana

F (P,Q) =

¨ ∞

−∞
ePσ+Qτξ(σ, τ)dσdτ.

Consideremos variables no conmutativas que satisfacen [x̂µ, x̂ν ] = iθµν . Los parámetros no con-
mutativos θµν no son necesariamente constantes. El procedimiento indicado por Weyl es adecuado
para asociar al álgebra (Â, ·) generada por estas variables no conmutativas, con el producto estándar
de funciones, un álgebra de variables conmutativas pero con un producto deformado de funciones
(A, ?). Para ello se define en primer lugar, la transformación de Weyl

Ŵf (x̂) = W (f)(x̂) = f̂(x̂) :=
1

(2π)n/2

ˆ
dk eikµx̂

µ

f(k), (2.1.1)

la cual asocia un operador Ŵf , dependiente de operadores no conmutativos, a una función f depen-
diente de variables conmutativas. En esta expresión k := (k0, . . . , kn−1), dk := dnk = dk0 · · · dkn−1,
y

f(k) =
1

(2π)n/2

ˆ
dx e−ikµx

µ

f(x), (2.1.2)

13
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es la transformada de Fourier usual de la función f(x) = f(x0, . . . , xn−1), o equivalentemente

f(x) =
1

(2π)n/2

ˆ
dk eikµx

µ

f(k). (2.1.3)

Es bueno notar la similitud entre (2.1.1) y (2.1.3). De manera más general se tiene que

Ŵw
f (x̂) = Ww(f)(x̂) = f̂w(x̂) :=

1

(2π)n/2

ˆ
dk eikµx̂

µ

f(k)w(k). (2.1.4)

En esta expresión w representa una función que determina el tipo de ordenamiento del operador:
normal, estándar o simétrico.

En los cálculos que siguen consideraremos el ordenamiento simétrico,w(k) = 1, dado original-
mente por Weyl. Si ahora insertamos (2.1.2) en (2.1.1), tenemos que

Ŵf (x̂) =

ˆ
dx f(x)∆(x̂,x), donde ∆(x̂,x) :=

1

(2π)n/2

ˆ
dk eikµx̂

µ

e−ikνx
ν

.

El mapeo ∆(x̂,x) permite mezclar operadores y campos conmutativos. Asimismo es posible mostrar
que

∆(x̂,x)→ δ(x̂− x),

en el límite conmutativo. Por otra parte, mediante la normalización Tr∆(x̂,x) = 1, se tiene que
Tr Ŵf (x̂) =

´
dxf(x). Además,

Tr∆(x̂,x)∆(x̂,y) = δ(x− y). (2.1.5)

Por medio de esta normalización y la fórmula BCH se tiene que, dado un operador de Weyl Ŵf (x̂),
es posible construir la función

f(x) = Tr Ŵf (x̂)∆(x̂,x),

utilizando el mapeo ∆(x̂,x). Estas funciones reciben el nombre de distribuciones de Wigner en la
literatura.

Con los elementos anteriores, es posible estudiar el producto de dos operadores de Weyl, lo que
conducirá a la construcción de un producto ? en general. Esto puede hacerse utilizando el mapeo
∆(x̂,x), sin embargo el cálculo es más transparente si se utiliza (2.1.1) directamente. Procedamos
entonces a calcular

Ŵf (x̂)Ŵg(x̂) =
1

(2π)n

ˆ
dk dk′ eikµx̂

µ

eik
′
ν x̂
ν

f(k)g(k′).

Utilizando ahora la fórmula BCH podemos escribir el producto de las exponenciales como
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eikµx̂
µ

eik
′
ν x̂
ν

= exp

∑
n>0

(−1)n−1

n

∑
ri+si,1≤i≤n

(ikµx̂
µ)r1(ik′ν x̂

ν)s1 · · · (ikµx̂µ)rn(ik′ν x̂
ν)sn

r1!s1! · · · rn!sn!


= exp[ikµx̂

µ + ik′µx̂
µ +

1

2
[ikµx̂

µ, ik′ν x̂
ν ] +

1

12
[ikµx̂

µ, [ikν x̂
ν , ik′σx̂

σ]]

− 1

12
[ik′µx̂

µ, [ikν x̂
ν , ik′σx̂

σ]] + . . . ]

= exp[ikµx̂
µ + ik′µx̂

µ − i

2
kµθ

µνk′ν +
1

12
(kµkν − k′µkν)k′σ[x̂µ, θνσ] + . . . ]

=: exp[ikµx̂
µ + ik′µx̂

µ + Z(k,k′, x̂,θ, ∇̂θ, . . . )], (2.1.6)

donde∇̂ := ∂/∂x̂, y se ha usado (2.1.5). En consecuencia

Ŵf (x̂)Ŵg(x̂) =
1

(2π)n

¨
dk dk′ ei(kµ+k′µ)x̂µ+Z(k,k′,x̂,θ,∇̂θ,... )f(k)g(k′). (2.1.7)

Si la función Z estuviera ausente en el integrando de esta expresión, la integral sería simplemente

1

(2π)n

¨
dk dk′ ei(kµ+k′µ)x̂µf(k)g(k′) =

1

(2π)n/2

ˆ
dk eikµx̂

µ 1

(2π)n/2

ˆ
dk′f(k′)g(k − k′)

=
1

(2π)n/2

ˆ
dk eikµx̂

µ

(f ∗ g)(k)

=
1

(2π)n/2

ˆ
dk eikµx̂

µ

(̃fg)(k)

= Ŵfg(x̂). (2.1.8)

donde∗ denota convolución de funciones. Se obtendría así el operador de Weyl asociado al producto
usual de funciones (fg)(x) = f(x)g(x).

Vemos entonces que la presencia de la función Z tiene un efecto bastante importante, ya que el
producto estándar de funciones es modificado. Recordando la relación funcional

ikµ ←→ pµ,

y tomando en cuenta la relación entre (2.1.1) y (2.1.3), podemos escribir

Ŵf (x̂)Ŵg(x̂) = Ŵf?g(x̂),

donde
(f ? g)(x) := f(x)eZ(p(x),p(y),x,θ,∇θ,... )g(y)

∣∣
y→x. (2.1.9)

En las secciones siguientes discutiremos casos particulares de este resultado. Antes de eso es ne-
cesario mencionar que este producto ? involucra un número infinito de derivadas, por lo que una
teoría construida que involucre este producto es altamente no local. Diversas técnicas han sido
desarrolladas para tratar esta dificultad, sin embargo, hasta el momento lo más empleado ha sido
asumir que los parámetros de no conmutatividad son menores que uno, |θµν | � 1, y realizar un
tratamiento perturbativo.
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2.2. Producto Groenewold-Moyal
El primer tipo de producto ? que se puede analizar es el denominado canónico, definido por la

condición de que los parámetros no conmutativos θµν sean constantes. Este caso fue discutido en los
trabajos de Groenewold y Moyal [6, 7] en el contexto de la Mecánica Cuántica. Bajo la condición
anterior, la función Z adquiere una expresión bastante simple

ZGM (k,k′,θ) = − i
2
kµθ

µνk′ν .

En consecuencia el producto ? (2.1.9) está dado por

(f ?GM g)(x) := f(x)e
i
2

∂
∂xµ θ

µν ∂
∂yν g(y)

∣∣
y→x. (2.2.1)

Como ejemplo de aplicación de esta expresión podemos calcular

[xµ, xν ]?GM := xµ ?GM xν − xν ?GM xµ = xµxν +
i

2
θµν − xνxµ − i

2
θνµ = iθµν .

Se tiene así
[xµ, xν ]?GM = [x̂µ, x̂ν ] = iθµν ,

esto es, la no conmutatividad de los operadores x̂µ utilizando el producto usual es mapeada a
variables conmutativas pero que se rigen por el producto ?GM para su multiplicación.

Entre las propiedades del producto (2.2.1) se encuentran las siguientes:

1. Asociatividad. En general un producto ? es no asociativo ya que es de la forma (2.1.9). Sin
embargo existe una clase de productos ?, entre los que se encuentra (2.2.1), que si lo son y que
constituyen uno de los temas principales de investigación en cuantización por deformación.

2. Cerradura bajo conjugación compleja. Esto significa que para dos funciones complejas f y g,
la igualdad

(f ?GM g) = f̄ ?GM ḡ,

es válida. Aquí f̄ indica conjugación compleja.

3. Invariancia cíclica en la integración. Esta es una propiedad bastante importante del producto
(2.2.1), cuyo origen radica en la relación

ˆ
dx (f1 ?GM · · · ?GM fn)(x) = Tr[Ŵf1 · · · Ŵfn ].

En el caso particular del producto ? de dos funciones se obtiene
ˆ
dx (f ?GM g)(x) =

ˆ
dx (g ?GM f)(x) =

ˆ
dx f(x)g(x). (2.2.2)



Capítulo 3

Teoría de campo no conmutativa

En la física de partículas las teorías de norma juegan un papel muy importante debido a que
las cuatro fuerzas fundamentales: gravedad, electromagnética, débil y fuerte, están descritas en
términos de teorías de norma, esto significa que los campos que describen las fuerzas fundamentales
exhiben alguna simetría interna abstracta conocida como invariancia de norma. La invariancia de
norma significa que el Lagrangiano que describe el campo es invariante bajo la acción de un grupo
de Lie que se aplica sobre las componentes de los campos.

De manera mas precisa una teoría de norma es un tipo de teoría cuántica de campos que
son utilizadas en la descripción de partículas elementales y sus interacciones. Estas interacciones
son debidas a la adición de un campo de Yang-Mills, el cual aparece como resultado de pedir
que el Lagrangiano asociado a la teoría de norma sea invariante bajo transformaciones locales
pertenecientes al grupo de simetría interna de la teoría de norma.

Por ejemplo la cromodinámica cuántica, la cual describe la interacción fuerte, es una teoría de
norma que describe la interacción entre quarks y gluones. Los quarks son los fermiones de esta teoría
y desempeñan un papel análogo a los electrones y neutrinos del modelo electrodébil, los gluones
son los bosones de norma de la teoría, y desempeñan un papel análogo a los fotones en la QED.
Los gluones son representados mediante un campo de Yang-Mills cuya simetría interna es el grupo
SU(3).

Como es bien sabido la representación del grupo de simetría juega una papel importante en la
física de partículas, es decir, existen dos representaciones diferentes del mismo grupo de simetría
pero que describen diferentes tipos de partículas. Estas representaciones son conocidas como la
representación fundamental y la representación adjunta del grupo de Lie.

Por ejemplo, retomado el ejemplo de la interacción fuerte los quarks están descritos en la re-
presentación fundamental mientras que los gluones están descritos en la representación adjunta.
Cuando hablamos de "generadores", generalmente nos referimos a una base del álgebra de Lie, en
este caso denotada por λa, a ∈= {1, 2, . . . , 8}. En términos de las matrices de Gell-Mann podemos
escribir λaij con i, j = 1, 2, 3, donde λaij es la i j-esima entrada del generador λa en la representación
fundamental de SU(3) (es decir, en la representación de matrices de 3× 3).

La transformación de norma de los campos de los quarks viene dada por

ψ(x)→ ψ′(x) = exp[igsαa(x)λa]ψ(x),

donde gs es la constante de acoplamiento de la interacción fuerte y λa son matrices hermíticas de

17
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3× 3 de traza nula, generadores del álgebra del grupo SU(3) que satisfacen

[λa, λb] = fabc λ
c (3.0.1)

con fabc las constantes de estructura del grupo.
El campo del quark ψ(x) contiene una triplete de campos y el campo antiquark ψ̄(x) pertenece

a la representación compleja conjugada (*) y también contiene una triplete de campos denotados
como

ψ(x) =

 ψ1

ψ2

ψ3

 , ψ̄(x) =

 ψ∗1
ψ∗2
ψ∗3

 . (3.0.2)

El campo de gluones transforma en la representación adjunta del grupo de norma, de manera mas
precisa la representación adjunta se define por la acción del generador λa en cualquier otro generador
λb como el conmutador [λa, λb], es decir, el mapeo de la representación está dado por el corchete
de Lie λa 7→ Ad λa = [λa,−]. Dado que las constantes de estructura del álgebra de Lie se definen
como [λa, λb] = fabc λ

c (con la convención de suma para indices repetidos y a, b, c ∈= {1, 2, . . . , 8}),
entonces podemos escribir la acción de un generador λa en otro generador generador λb también
como fabc λc y así un "vector de gluones" Aaλa transforma en Aafabc λc cuando el generador λb actúa
sobre el vector.

Las relaciones de conmutación de la ecuación (3.0.1) implican que la matriz n×n correspondiente
al generador λa del álgebra en la representación adjunta es (Adλa)bc = fabc . 1 Por lo tanto, este
resultado nos dice que la representación adjunta del generador λa se puede escribir como una matriz
de 8× 8 donde las componentes de esa matriz Ad λb son solo las constantes de estructura faij . El
gluón contiene un octeto de campos similar a (3.0.2), los cuales pertenecen a la representación
adjunta (matrices de 8× 8), y puede ser escrito usando las matrices de Gell-Mann como Aaµλa.

3.1. Teorías de norma no conmutativas
Equipado con el producto Moyal-Weyl, ahora podemos dar un primer paso hacia la construcción

de QFT en el espacio-tiempo no conmutativo, comenzando con QED.
Como se ha discutido anteriormente, la forma mas sencilla de introducir una estructura no

conmutativa a un modelo clásico es reemplazando en la acción todos los productos ordinarios entre
los campos por el producto Moyal-Weyl definido en (2.2.1). Por lo tanto la deformación natural
para la acción usual de QED es:

Sncqed =

ˆ
d4x (ψ̄ ∗ (i /D) ∗ ψ −mψ̄ ∗ ψ − 1

4e2
Fµν ∗ Fµν), (3.1.1)

donde en este caso se tiene que la derivada covariante está dada por

Dµ = ∂µ − iAµ,
1El espacio subtendido (generado) por los generadores infinitesimales, L, forma un álgebra de Lie, es decir, L es

cerrado bajo conmutación de operadores X, Y ∈ L ⇒ −i[X, Y ] =∈ L , donde X = aiX
i y Y = biX

i. Por lo tanto
podemos escribir [Xi, X] = X′ con X = aiX

i y X′ = a′kX
k. Explícitamente podemos escribir este conmutador en

términos del generador Xk: [Xi, δjkX
k]aj = a′kX

k. En efecto buscamos la matriz para la representación adjunta de
un generador Ad Xi = [Xi,−] tal que

(
Ad Xi

)j
k
aj = a′k. Entonces, después de hacer la contracción del álgebra de

los generadores (3.0.1) con aj obtenemos [Xi, ajX
j ] = ajf

ij
kX

k = a′kX
k, esto implica que

(
Ad Xi

)j
k

= f ijk.
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y tensor de intensidad de campo

Fµν = i[Dµ, Dν ]∗ = ∂µAν − ∂νAµ + i[Dµ, Dν ]∗.

Ahora la acción no conmutativa de QED en (3.1.1) es invariante bajo un conjunto de transforma-
ciones de norma no conmutativas, las cuales se pueden escribir de la siguiente manera:

ψ → ψ′ = eiλ∗ ψ, (3.1.2)

ψ̄ → ψ̄′ = ψ̄e−iλ∗ , (3.1.3)

Aµ → A′µ = eiλ∗ (Aµ − i∂µ)e−iλ∗ . (3.1.4)

donde la estrella ∗ en las exponenciales indica una serie de potencias formal, donde en cada término,
el producto ordinario se sustituye por el producto-∗.

Recordando la propiedad de ciclicidad de ∗, se tiene que el término de masa es el mismo que
en la formulación clásica. La diferencia se centra entonces en el término cinético de ψ, en donde
aparece el término de acoplamiento

ˆ
d4xψ ∗ /A ∗ ψ =

ˆ
d4xψ( /A ∗ ψ),

en donde se ha utilizado la propiedad (2.2.2) del producto ∗ en el integrando. El efecto de este
término en la teoría se entiende mejor en el espacio de momentos, donde se tiene que

/A ∗ ψ =

(ˆ
d4k /̃A(k)eikαx

α

)
e
i
2

←
∂µθ

µν
→
∂ν

(ˆ
d4p ψ̃(p)eipβy

β

)
|y→x,

=

ˆ
d4k d4p ei(kα+pα)xα /̃A(k)e−

i
2kµθ

µνpν ψ̃(p). (3.1.5)

En consecuenciaˆ
d4xψ ∗ /A ∗ ψ =

ˆ
d4x d4k d4p d4q ei(kα+pα+qα)xα ψ̃(q) /̃A(k)ψ̃(p)e−

i
2kµθ

µνpν .

Se ve entonces que el producto ∗ introduce una fase dependiente de los momentos de las partículas.
Algo similar ocurre con el término asociado al tensor Fµν , donde el conmutador [Aµ, Aν ]∗ ya no es
nulo y da lugar a interacciones entre tres fotones, un fenómeno prohibido en el modelo estándar de
partículas. Es claro que el producto ∗ permite que una teoría abeliana clásica se vuelva no abeliana
en este sentido.

Aunque esta forma de proceder en la construcción de teorías de norma no conmutativa parece
adecuada, existen sin embargo problemas que impiden o limitan a ciertos escenarios su dominio de
aplicabilidad. El primero de ellos está relacionado con la invariancia de la acción

SF = − 1

4e2

ˆ
d4xFµν ∗ Fµν ,

bajo la transformación de norma no conmutativa

Aµ → A′µ = U ∗Aµ ∗ U + iU ∗ ∂µU−1.
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Mientras SF es invariante, el término de acoplamiento con la materia en (3.1.1) necesita que ésta
este cuantizada con carga +1,−1 ó 0 para ser compatible con esta transformación. Los valores
de la carga están asociados con la representación fundamental, antifundamental y adjunta de ψ
respectivamente:

La representación fundamental con carga Q = 1:

ψ → ψ′ = U ∗ ψ,
Dµψ = ∂µψ − iAµ ∗ ψ,

la representación antifundamental con carga Q = −1:

ψ → ψ′ = ψ ∗ U−1,

Dµψ = ∂µψ − iψ ∗Aµ,

la representación adjunta con carga Q = 0:

χ → χ′ = U ∗ χ ∗ U−1,

Dµχ = ∂µχ− i[Aµ, χ]∗.

El segundo problema es también importante y se presenta cuando se desea construir teorías no
abelianas no conmutativas. Consideremos por ejemplo el conmutador

[AaµT
a, AbνT

b]∗ =
1

2
{Aaµ, Abν}∗[T a, T b] +

1

2
[Aaµ, A

b
ν ]∗{T a, T b}, (3.1.6)

donde los elementos {T a} son los generadores del grupo de Lie a partir del cual se construye una
acción similar a SF . Ahora bien, el primer término del lado derecho de esta igualdad involucra al
conmutador de dos generadores, el cual en el caso de un grupo de Lie, se escribirá como combinación
lineal de los mismos por medio de las constantes de estructura correspondientes. El segundo término
por otra parte es la raíz del problema, ya que en general el anticonmutador de dos generadores no
será expresable como combinación lineal de los generadores del grupo y en principio posee tanto
una parte simétrica como antisimétrica. De hecho el único grupo para el cual el anticonmutador de
generadores se escribe como combinación lineal de ellos es U(n) donde

{T a, T b} = cabcT
c.

Para el caso del grupo SU(N) en un espacio-tiempo no conmutativo, la relación de conmutación
para los campos (3.1.6) no cierra, por lo tanto construir una teoría de norma en un espacio no
conmutativo con grupo de simetría SU(N) no es posible siguiendo este enfoque.

3.2. El mapeo de Seiberg-Witten
Diversas propuestas para resolver los problemas mencionados anteriormente existen en la lite-

ratura, algunos de ellos necesitando la introducción de nuevos tipos de partículas. Desde un punto
de vista formal, todas las soluciones pueden ser aceptables, sin embargo, tomando en cuenta que
la descripción de un fenómeno físico debe ser lo más sencillo posible, el hecho de tener nuevas
partículas no es del todo aceptable.
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Tal vez la propuesta más simple es aquella basada en el uso del álgebra envolvente universal
U del grupo de norma que se este analizando. En general se define el álgebra envolvente universal
U(G) de un grupo G como el álgebra asociativa generada por la base T a del álgebra de Lie de G
con la relación T aT b−T bT a = Cab cT

c, donde Cab c son las constantes de estructura del álgebra de
Lie de G. La base del álgebra envolvente se puede escribir como los producto simetrizados de los
generadores del álgebra de Lie del grupo, i.e.

: T a := T a, : T aT b :=
1

2
{T a, T b} =

1

2
(T aT b + T bT a), . . .

y así sucesivamente. Obviamente en esta construcción se tiene una base infinita o equivalentemente,
se tiene un número infinito de grados de libertad.

Consideremos entonces un grupo de norma G, con generadores {Ti} y fijemos una representación
V del mismo. En el caso conmutativo tenemos que el campo de norma A con valores en el álgebra
de Lie se escribe como

Aµ = AiµTi,

y una expresión análoga para el parámetro de norma λ

λ = λiTi.

El campo de materia lo denotamos por ψ. La idea ahora es utilizar objetos análogos pero no
conmutativos definidos en el álgebra envolvente universal U del grupo G, i.e.

Ψ̂ ∈ A⊗ V, Âµ, Λ̂λ ∈ A⊗ U .

Por ejemplo, se tiene que

Λ̂λ = λ(x)I + λi(x)Ti + λij(x) : TiTj : + . . . ∈ A⊗ U .

En estas expresiones A es el álgebra de funciones equipada con el producto ∗ y la notaciónˆsirve
para indicar que estamos utilizando objetos no conmutativos definidos en términos de la base de U .

Recordemos ahora que en el caso conmutativo se tienen las transformaciones de norma usual

Aµ → A′µ = eiλ(Aµ − i∂µ)e−iλ,

ψ → ψ′ = eiλψ. (3.2.1)

Es deseable que en el caso no conmutativo se tengan relaciones similares, tales como

Âµ(A, θ) → e
iΛ̂(λ,A,θ)
∗ [Âµ(A, θ)− i∂µ]e

−iΛ̂(λ,A,θ)
∗ = Âµ(A′, θ),

Ψ̂(ψ,A, θ) → e
iΛ̂(λ,A,θ)
∗ Ψ̂(ψ,A, θ) = Ψ̂(ψ′, A′, θ). (3.2.2)

En [14], Seiberg y Witten argumentaron que las teorías de norma no conmutativas son equivalentes
a las teorías de norma conmutativas y que en particular existe un mapeo de un campo de norma
conmutativo a uno no conmutativo: λ

Aµ

ψ

 7→


Λ̂(λ,A, θ)

Âµ(A, θ)

Ψ̂(ψ,A, θ)

 ,
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de tal manera que la simetría de norma se preserva. A tal trasformación se le conoce como el
mapeo de Seiberg-Witten. Dado que debemos respetar las simetríıas presentes a cada lado de la
transformación, esto significa que para un cambio infinitesimal de gauge con parámetro λ, en la
teoría conmutativa, debe existir un Λ̂¸ en la teoría no conmutativa tal que en su versión infinitesimal
el mapeo de Seiberg-Witten se escribe como

Âµ[A+ δλA, θ] = Âµ[A, θ] + δ̂Λ̂Âµ[A, θ] (3.2.3)

Ψ̂[ψ + δλψ,A+ δλA, θ] = Ψ̂[ψ,A, θ] + δ̂Λ̂Ψ̂[ψ,A, θ]. (3.2.4)

Es importante resaltar que esto no significa que exista un cambio de parámetros del tipo Λ̂ = Λ̂[λ],
ya que si así fuera tendríamos un isomorfismo entre los grupos de norma de ambas teorías. Basta
con recordar que en el caso U(1) la teoría no conmutativa es “no abeliana” (a diferencia de la
conmutativa), para ver que tal isomorfismo es imposible. Entonces, lo mas cercano que podemos
escribir es una transformación de la forma Λ̂ = Λ̂[λ, Aµ].

Ahora consideremos las variaciones no conmutativas δ̂Λ̂ de los campos no conmutativos Âµ y Ψ̂
de las ecuaciones dadas en (3.2.4), es decir, estas variaciones las podemos escribir como

δ̂Λ̂Âµ[A, θ] = Âµ[A+ δλA, θ]− Âµ[A, θ] = δλÂµ[A, θ] (3.2.5)

δ̂Λ̂Ψ̂[ψ,A, θ] = Ψ̂[ψ + δλψ,A+ δλA, θ]− Ψ̂[ψ,A, θ] = δλΨ̂[ψ,A, θ], (3.2.6)

donde la parte derecha de estas ecuaciones se pueden escribir como la variaciones ordinarias δ de
los campos no conmutativos Âµ y Ψ̂. Por lo tanto es posible escribir

δ̂Λ̂ = δλ = δ.

La transformación de norma ordinaria δ en el lado derecho de las ecuaciones (3.2.6) actúa en las
componentes de Âµ y Ψ̂ cuando estas son expresadas en términos del parámetro no conmutativo θ
respectivamente.

De manera general las ecuaciones (3.2.4) deben ser resueltas orden por orden en el parámetro
no conmutativo. La forma de obtenerlas es mediante la versión infinitesimal de una transformación
de norma conmutativa (3.2.2)

δλAµ = ∂µλ− i[Aµ, λ], δλψ = iλψ.

y su contraparte no conmutativa

δ̂λ̂Âµ(A, θ) = ∂µΛ̂(λ,A, θ)− i[Âµ(A, θ), Λ̂(λ,A, θ)]?, (3.2.7)

δ̂λ̂Ψ̂(ψ,A, θ) = iΛ̂(λ,A, θ) ∗ Ψ̂(ψ,A, θ). (3.2.8)

Las dos ecuaciones anteriores forman un sistema acoplado, en particular la ecuación para la variación
del campo de norma debe ser resuelta simultáneamente para Â y Λ̂. En la práctica esto es bastante
difícil pero es posible adaptar ideas del caso conmutativo para resolverlas. En particular existe una
ecuación de consistencia de norma (cociclo) en el caso conmutativo

(δλ1δλ2 − δλ2δλ1)ψ = [λ1, λ2]ψ ≡ δ−i[λ1,λ2]ψ ≡ δλ3
ψ,
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donde λ3 = −i[λ1, λ2]. Al igual que en el caso conmutativo, se impone la condición de cociclo en el
caso no conmutativo en la forma

(δ̂λ1δ̂λ2 − δ̂λ2δ̂λ1)Ψ̂ = δ̂−i[λ1,λ2]Ψ̂, (3.2.9)

la cual expresa que el álgebra de transformaciones de norma no conmutativas posee la propiedad
de cerradura. Nótese que

δ̂λ1 δ̂λ2Ψ̂ = δ̂λ1(iΛ̂2 ∗ Ψ̂) = (iδ̂λ1
Λ̂2) ∗ Ψ̂ + iΛ̂2 ∗ δ̂λ1

Ψ̂

= (iδ̂λ1
Λ̂2) ∗ Ψ̂ + i2Λ̂2 ∗ Λ̂1 ∗ Ψ̂, (3.2.10)

donde hemos usado que la variación del campo de materia no conmutativo está dado por (3.2.8).
Se tiene entonces que la condición de cociclo no conmutativa (3.2.9) se puede escribir como

iδαΛ̂β − iδβΛ̂α + [Λ̂α, Λ̂β ]∗ = iΛ̂−i[α, β]. (3.2.11)

Como se puede ver la ecuación (3.2.11) es una ecuación para el parámetro de norma Λ̂α, la cual se
tiene que resolver simultáneamente con (3.2.6).

En lo que sigue no se especificará el grupo de norma y por lo tanto todos los resultados obtenidos
serán válidos para un grupo de norma no-abeliano arbitrario.

3.3. Soluciones al mapeo de Seiberg–Witten
Como se ha discutido anteriormente, el producto ∗ involucra un número infinito de términos lo

cual hace difícil el obtener una solución analítica exacta por lo que de manera usual se emplea un
método perturbativo en el parámetro no conmutativo para resolver las ecuaciones. Consideremos
entonces los siguientes desarrollos en serie

Λ̂(λ,A, θ) = λ+

∞∑
n=1

Λn(λ,A, θ),

Âµ(A, θ) = Aµ +

∞∑
n=1

Anµ(A, θ),

Ψ̂(ψ,A, θ) = ψ +

∞∑
n=1

Ψn(ψ,A, θ), (3.3.1)

donde λ, Aµ y ψ son los términos de orden cero de Λ̂, Âµ y Ψ̂ respectivamente. El superíndice n
denota el orden de θ en la serie.

Se tiene entonces que la condición de cociclo (3.2.11) se escribe a orden n en θ como

iδαΛ
n
β − iδβΛnα +

∑
p+q+r=n

[Λpα, Λ
q
β ]∗r = iΛn−i[α, β]. (3.3.2)

y la condición de equivalencia de norma (3.2.7) a orden n en el parámetro θ se puede escribir como

iδαA
n
µ = ∂µΛ

n
α + i

∑
p+q+r=n

[Apµ, Λ
q
α]∗r , (3.3.3)
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donde la suma es sobre todos los valores de p, q y r tales que p+ q + r = n y ∗r denota:

f(x) ∗r g(x) =
1

r!

(
i

2

)r
θµ1ν1 · · · θµrνr∂µ1

· · · ∂µrf(x) ∂ν1 · · · ∂νrg(x).

Las ecuaciones (3.3.2) y (3.3.3) las podemos reordenar para cualquier orden n, de tal manera que
cada ecuación contenga solo componentes de orden n de sus respectivos campos:

∆Λn ≡ iδαΛnβ − iδβΛnα + [α, Λnβ ] + [Λnα, β]− iΛn−i[α, β] =
∑

p+q+r=n
p, q 6=n

,

[Λpα, Λ
q
β ]∗r (3.3.4)

∆αA
n
µ ≡ iδαAnµ − i[α, Anµ] = ∂µΛ

n
α + i

∑
p+q+r=n,

q 6=n

[Λpα, A
q
µ]∗r . (3.3.5)

La forma de proceder para resolver este sistema de ecuaciones es la siguiente: primero se construye
la solución Λnα de la ecuación (3.3.4) a cada orden, entonces se evalúa esta solución en la ecuación
(3.3.5) con el fin de obtener la solución Anµ orden por orden.

Sin embargo, para obtener la solución de orden n, las soluciones de orden menor deben insertarse
en la parte izquierda de las ecuaciones (3.3.4), (3.3.5). Por lo tanto, el lado derecho de estas ecua-
ciones dependen explícitamente de θ, es decir, las ecuaciones (3.3.4), (3.3.5) se pueden descomponer
en una parte homogénea y una no homogénea . Ahora podemos extraer la parte homogénea de las
ecuaciones (3.3.4), (3.3.5) definidas por:

∆Λ̃nα ≡ iδαΛ̃nβ − iδβΛ̃nα + [α, Λ̃nβ ] + [Λ̃nα, β]− iΛ̃n−i[α, β] = 0, (3.3.6)

∆αÃ
n
µ ≡ iδαÃnµ − i[α, Ãnµ] = 0. (3.3.7)

Es claro que se puede agregar cualquier solución homogénea Λ̃nα, Ãnµ a las soluciones no homogéneas
Λnα, A

n
µ con coeficientes arbitrarios[21]. Esta libertad en las soluciones se estudió por primera vez en

[22] y a las combinaciones lineales de las soluciones homogéneas son conocidas como ambigüedades
en el mapeo de Seiberg-Witten.

3.3.1. Solución a primer y segundo orden
Empezamos discutiendo la solución a primer orden la cual fue encontrada por N.Seiberg and

E.Witten [14] para el parámetro de norma y el campo de norma. De acuerdo con esto, las soluciones
a primer orden a las ecuaciones (3.3.2), (3.3.3) están dadas por

Λ1(λ,A, θ) = θµν
1

4
{∂µλ,Aν}, (3.3.8)

A1
ρ(A, θ) = θµν

1

4
{Fµρ + ∂µAρ, Aν}, (3.3.9)

donde
Fµν := ∂µAν − ∂νAµ − i[Aµ, Aν ].

Sin embargo, estas no son las soluciones completas de las ecuaciones correspondientes. Para obtener
la solución completa deben de agregarse las soluciones de la parte homogénea de las ecuaciones
(3.3.6), (3.3.7).
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Obtener estas soluciones junto con la solución homogénea no es un cálculo trivial. Para obtener
la solución general comencemos por analizar la condición de cociclo (3.3.4) que a orden más bajo
en θ se puede escribir como

δλ1
Λ1(λ2, A, θ)− δλ2

Λ1(λ1, A, θ)− i[Λ1(λ1, A, θ), λ2]?

− i[λ1, Λ
1(λ2, A, θ)]? − Λ1(−i[λ1, λ2], A, θ) = −1

2
θµν [∂µλ1, ∂νλ2], (3.3.10)

donde la parte homogénea de la ecuación de cociclo a primer orden en θ está definida como:

δλ1
Λ1(λ2, A, θ)− δλ2

Λ1(λ1, A, θ)− i[Λ1(λ1, A, θ), λ2]?

−i[λ1, Λ
1(λ2, A, θ)]? − Λ1(−i[λ1, λ2], A, θ) = 0. (3.3.11)

En principio, una vez que una solución a esta ecuación ha sido determinada, ésta puede utilizarse
para encontrar expresiones para el campo de materia Ψ̂ y el campo de norma Â. Ahora necesitamos
dar un Ansatz para resolver esta ecuación. Para esto necesitamos construir todas las cantidades que
involucren combinaciones del parámetro de norma λ y del potencial de norma Aµ de tal manera que
al contraerse con el parámetro antisimétrico θµν , no aparezcan indices libres tales como: θµν∂µλAν
y θµν∂µAν . Usando este razonamiento podemos proponer un Ansatz de la forma

Λ1(λ,A, θ) = θµν(a {∂µλ,Aν}+ b[∂µλ,Aν ] + c∂µAν),

para el parámetro de norma con coeficientes a, b y c por determinar. La solución completa se obtiene
al determinar los coeficientes a, b y c, esto es, al evaluar este Ansatz en la ecuación no homogénea
(3.3.10) como la homogénea (3.3.11). Usando este Ansatz en la ecuación (3.3.10) obtenemos la
solución para el parámetro de norma a primer orden dada por (3.3.8) y para la solución de la
ecuación homogénea (3.3.11) obtenemos que la solución se puede escribir como

Λ1

c
(1)
λ

(λ,A, θ) = ic
(1)
λ θµν [∂µλ,Aν ]. (3.3.12)

Por lo tanto la solución general está dada por estas dos soluciones. Siguiendo un análisis similar al
anterior podemos construir un Ansatz para el potencial de norma A1

ρ a partir de contracciones con
el parámetro θµν de tal manera que aparezca un indice libre, donde las posibles combinaciones se
pueden escribir como: θµνFµρAν , θµν∂µAρAν , θµνDρAµAν , θ

µνDρFµν . Usando estas contracciones
podemos proponer un Ansatz de la forma

A1
ρ(A, θ) = θµν (a′{Fµρ, Aν}+ b′[Fµρ, Aν ] + c′{∂µAρ, Aν}+ d′[∂µAρ, Aν ]

+ e′{DρAµ, Aν}+ f ′[DρAµ, Aν ] + g′DρFµν)

donde a′, b′, c′, d′, e′ y f´ son constantes por determinar.
La solución completa al mapeo de Seiberg-Witten a primer orden en θµν se obtiene al evaluar los

Ansatz para el parámetro Λ1 y el potencial de norma A1
ρ de tal manera que satisfaga las ecuaciones

no homogéneas así como las homogéneas. Por lo tanto la solución a la solución a la ecuación
(3.3.6) esta dada por (3.3.9), mientras que para la solución a la ecuación homogénea (3.3.6) tiene
dos contribuciones, donde la primera contribución es obtenida resolviendo la ecuación homogénea
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considerando las contribuciones del parámetro de norma provenientes de su respectiva ecuación
homogénea : Λ(1) = λ+ Λ1. La solución general es de la forma

A1

c
(1)
A ρ

(A, θ) = −2ic
(1)
A θµνDρFµν . (3.3.13)

La segunda contribución se obtiene de considerar las solución homogénea de parámetro de norma:
Λ1

c
(1)
λ

obteniendo la siguiente contribución

A1

c
(1)
λ ρ

(A, θ) = ic
(1)
λ θµν [DρAµ, Aν ]. (3.3.14)

Por lo tanto la solución general a primer orden es Â(1)
ρ = A0

ρ +A1
ρ +A1

c
(1)
A ρ

+A1

c
(1)
λ ρ

.

En estas expresiones c(1)
λ y c(1)

A representan constantes arbitrarias, las cuales están relacionadas
con ambigüedades en el mapeo de Seiberg-Witten y caracterizan las soluciones homogéneas del
mapeo. Físicamente las ambigüedades representan la posibilidad de una redefinición en los campos
involucrados. Por lo tanto en lo que sigue de este trabajo sólo consideraremos las soluciones asociadas
a la parte no homogénea.

Para el caso del tensor electromagnético F̂µν , la forma de encontrar la perturbaciones Fnµν es
usando el desarrollo perturbativo Âµ = A0

µ +A1
µ + · · · en el tensor

F̂µν := ∂µÂν − ∂νÂµ − i[Âµ, Âν ]∗,

donde hemos reemplazado los productos ordinarios por el producto Moyal (∗). Para el caso de la
perturbación a primer orden F 1

µν podemos escribir

F 1
µν = ∂µA

1
ν − ∂νA1

µ − i[A1
µ, A

0
ν ]− i[A0

µ, A
1
ν ]− i[A0

µ, A
0
ν ]∗1 .

Usando las expresiones para el parámetro de norma Λ1 y el potencial de norma A1
µ la expresión

anterior se escribe como

F 1
γρ = −1

4
θµν

(
{A0

µ, ∂νF
0
γρ +DνF

0
γρ} − 2{F 0

γµ, F
0
ρv}
)
. (3.3.15)

Las correcciones de orden mayor en el parámetro no conmutativo para el mapeo de Seiberg-Witten
pueden ser deducidas por el mismo procedimiento que se utilizó en el caso a primer orden. Por
ejemplo, en [23] la solución a segundo orden para el parámetro de norma a segundo orden Λ2 tiene
la siguiente forma

Λ2 =
1

32
θµνθαβ ({Aµ, {∂νAα, ∂βλ}}+ {Aµ, {Aα, ∂ν∂βλ}}+ {{Aµ, ∂νAα}, ∂βλ}

−{{Fµα, Aν}, ∂βλ} − 2i[∂µAα, ∂ν∂βλ]) . (3.3.16)

Donde el campo de norma a segundo orden A2
µ está dado por la siguiente expresión

A2
γ = − 1

32
θµνθαβ ({{Aα, ∂βAµ}, ∂νAγ} − {{Fαµ, Aβ}, ∂νAγ} − 2i[∂αAµ, ∂β∂νAγ ]} (3.3.17)

− {Aµ, {∂νFαγ , Aβ}} − {Aµ, {Fαγ , ∂νAβ}}+ {Aµ, {∂νAα, ∂βAγ}}
+ {Aµ, {Aα, ∂ν∂βAγ}} − {{Aα, ∂βFµγ}, Aν}+ {{DαFµγ , Aβ}, Aν}
+2{{Fµα, Fγβ}, Aν}+ 2i[∂αFµγ , ∂βAν ]− {Fµγ , {Aα, ∂βAν}}+ {Fµγ , {Fαν , Aβ}}) .
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Ahora las ecuaciones (3.3.16), (3.3.17) se pueden escribir en términos de las soluciones de primer
orden A1

µ, Λ
1. Después de reorganizar los índices y reagrupar los términos relevantes se obtiene:

Λ2
λ = −1

8
θαβ

(
{A1

α, ∂βλ}+ {Aα, ∂βΛ1}
)
− i

16
θµνθαβ [∂µAα, ∂ν∂βλ] (3.3.18)

A2
γ = −1

8
θαβ

(
{A1

α, ∂βA
0
γ + F 0

βγ}+ {A0
α, ∂βA

1
γ + F 1

βγ}
)

(3.3.19)

− i

16
θµνθαβ [∂µAα, ∂ν(∂βAγ + Fβγ)].

El tensor de curvatura F 2
µνa segundo orden también se puede escribir en términos de soluciones de

primer orden:

F 2
γρ = −1

8
θµν

(
{A0

µ, ∂νF
1
γρ + (DνF

0
γρ)

1}+ {A1
µ, ∂νF

0
γρ +DνF

0
γρ} − 2{F 0

γµ, F
1
ρv} (3.3.20)

−2{F 1
γµ, F

0
ρν}
)
− i

16
θµνθαβ ([∂µAα, ∂ν(∂βFγρ +DβFγρ)]− [∂µFγα, ∂νFρβ ]) ,

donde, (DνF
0
γρ)

1 denota

(DνF
0
γρ)

1 = DνF
1
γρ − [A1

ν , Fγρ] +
1

2
θαβ{∂αA0

ν , ∂αβF
0
γρ}.

Obviamente, cuando las soluciones se escriben en la forma anterior, es mucho más fácil ver como
dependen de las soluciones de orden menor.

3.3.2. Solución a todos los órdenes
Es claro que las expresiones para ordenes superiores en θ son más complicadas y no tan sencillas

de obtener por un procedimiento de ensayo y error. Es por ello que hubo una intensa actividad en
la búsqueda de un método sistemático a partir del cual una solución exacta al mapeo de Seiberg-
Witten pudiese ser obtenida.

Cuando la estructura de las soluciones no homogéneas de las soluciones dadas en (3.3.8) y (3.3.9)
se compara con las de segundo orden (3.3.18), (3.3.19), se ve inmediatamente que los términos
lineales en θ en (3.3.18), (3.3.19) provienen de una expansión donde el término de primer orden
tiene una forma similar a (3.3.8) ó (3.3.9). Los términos cuadráticos en θ están relacionados con la
expansión del producto-∗. Por lo tanto, analizando las soluciones de dos primeros órdenes se puede
conjeturar la siguiente estructura general:

Λn+1
λ = − 1

4(n+ 1)
θµν

∑
p+q+r=n

{Apµ, ∂νΛ
q
λ}∗r, (3.3.21)

An+1
γ = − 1

4(n+ 1)
θµν

∑
p+q+r=n

{Apµ, ∂νAqγ + F qνγ}∗r. (3.3.22)

Siguiendo un procedimiento similar podemos conjeturar que el término de n + 1-esimo orden del
tensor de curvatura tiene la forma:
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Fn+1
γρ = − 1

4(n+ 1)
θµν

∑
p+q+r=n

(
{Apµ, ∂νF qγρ + (DνFγρ)

q} − 2{F pγµ, F qρν}∗r
)
, (3.3.23)

donde

(DνFγρ)
n = DlF

n
γρ − i

∑
p+q+r=n

[Apν , F
q
γρ]∗r.

Debemos mencionar que estas soluciones no son las soluciones más generales a segundo orden
en θ. Para obtener la solución más general también se deben incluir las soluciones debidas a la
parte homogénea. Sin embargo, la inclusión de soluciones homogéneas con coeficientes arbitrarios
hace difícil ver como escribir estas soluciones de forma recursiva y por lo tanto en este trabajo no
consideraremos las soluciones debidas a la parte homogénea.

3.3.3. El mapeo de Seiberg–Witten para los campos de materia
El mapeo de SW de un campo de materia NC Ψ̂ que se acopla a un campo de norma Â en una

teoría invariante norma se puede derivar de una relación de equivalencia de norma:

δ̂λ̂Ψ̂[ψ,A, θ] = δλΨ̂[ψ,A, θ], (3.3.24)

de modo que el campo NC Ψ̂ también es funcional de su contraparte ordinaria ψ y del campo
de norma A. Usando la expansión en serie de potencias del campo de materia NC Ψ̂ (3.3.1), es
posible encontrar la solución a la ecuación (3.3.24) utilizando un procedimiento similar al usado en
la Sección 3.3.

La relación de equivalencia (3.3.24) es válida tanto para campos bosónicos como fermiónicos,
aunque obviamente sus correspondientes términos cinéticos y de interacción en una acción son
diferentes. Por lo tanto, en las siguientes discusiones no distinguiremos la naturaleza del campo, ya
que para ambos casos la estructura de la relación de equivalencia (3.3.24) y, la estructura de las
soluciones son las mismas.

Por otro lado, la relación de equivalencia (3.3.24) es válida en el representación fundamental o
en la representación adjunta de un grupo arbitrario de norma no abeliano. Obtendremos todas las
soluciones recursivas de orden de (3.3.24) para ambos casos utilizando diferentes enfoques.

3.3.4. Representación fundamental
Cuando el campo ordinario está en la representación fundamental, la transformación de norma

se lee como
δλψ = iλψ.

La generalización NC de la transformación de norma de un campo NC Ψ̂ se define reemplazando
el producto ordinario por un producto-∗:

δ̂Λ̂Ψ̂ = iΛ̂λ ∗ Ψ̂. (3.3.25)

Siguiendo la estrategia general presentada en la sección 3.3, podemos escribir la relación de equiva-
lencia de norma (3.3.24) sustituyendo una serie de potencias en el parámetro θ para el parámetro
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de norma Λ̂λ y para el campo de materia Ψ̂ en (3.3.25). Por lo tanto, podemos escribir la relación
de equivalencia de norma para el campo de materia como

∆αΨn ≡ δαΨn − iαΨn = i
∑

p+q+r=n,
q 6=n

Λpα ∗r Ψq, (3.3.26)

para todas las ordenes. Como se discutió anteriormente, la solución de esta ecuación no es única,
es decir, uno tiene la libertad de agregar cualquier solución de la ecuación homogénea

∆αΨ̃n = i
∑

p+q+r=n,
q 6=n

Λ̃pα ∗r Ψ̃q = 0 (3.3.27)

a la solución Ψn de (3.3.26).
Una solución de la ecuación (3.3.26) a primer orden se puede obtener proponiendo un Ansatz,

el cual incluya todas las combinaciones posibles entre el campo de materia estándar ψ y el potencial
de norma Aµ de tal manera que en la contracción con el parámetro θµν no aparezca ningún índice
libre. Posibles combinaciones son: θµνAµ∂νψ, θµνAµDνψ, θµν (∂µAν − ∂νAµ)ψ , θµν [Aµ, Aν ]ψ y
θµνFµνψ. Usando este razonamiento podemos escribir un Ansatz usando una combinación de los
términos que son linealmente independientes:

Ψ1(ψ,A, θ) = θµν (aAµ∂νψ + bAµDνψ + c[Aµ, Aν ]ψ + dFµνψ) , (3.3.28)

con a, b, c y d constantes por determinar. Usando este Ansatz en la ecuación (3.3.26) obtenemos la
solución a primer orden:

Ψ1 = −1

4
θµνAµ(∂ν +Dν)ψ, (3.3.29)

donde Dµ es la derivada covariante:

Dµψ = ∂µψ − iAµψ.

La solución general para el campo de materia se obtiene al considerar las soluciones de la parte
homogénea (3.3.27). Para esto nuevamente consideramos un Ansatz de la forma (3.3.28) obteniendo
la siguiente solución para la parte homogénea

Ψ̃1
c1ψ

=
1

2
c1ψθ

µνFµνψ,

donde hemos usado la deformación del parámetro de norma hasta primer orden obtenida en (3.3.9):
Λ̃λ = λ+ θµν 1

4{∂µλ,Aν}. Pero también podemos considerar el caso cuando el parámetro de norma
Λ̃λ proviene de su respectiva ecuación homogénea (3.3.11), cuya solución fue obtenida en (3.3.12)
y tiene la siguiente forma:Λ̃1

c1λ
= ic

(1)
λ θµν [∂µλ,Aν ]. En este caso obtenemos que la solución a la

ecuación (3.3.27) está dada por

Ψ̃1
c1λ

= − i
2
c1λθ

µν [Aµ, Aν ]ψ. (3.3.30)

En estas expresiones c(1)
λ y c(1)

ψ representan constantes arbitrarias, las cuales están relacionadas con
ambigüedades en el mapeo de Seiberg-Witten y caracterizan las soluciones homogéneas del mapeo.
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Como se había discutido anteriormente, las ambigüedades representan la posibilidad de una
redefinición en los campos involucrados. Por lo tanto en este trabajo sólo consideraremos las so-
luciones asociadas a la parte no homogénea. Una suposición natural para encontrar la solución a
segundo orden de (3.3.26) es escribir la solución a segundo orden de forma recursiva en términos
de los campos ordinarios Aµ y ψ y sus soluciones de primer orden A1

µ y Ψ1. Sin embargo, para los
campos de materia no es fácil ver esta estructura a primera vista.

Sin embargo, uno puede derivar la ecuación diferencial SW de la solución de primer orden
y encontrar sus soluciones a todos los ordenes. Para este propósito, siguiendo [14], derivamos la
ecuación diferencial (3.3.29) variando el parámetro de deformación infinitesimalmente θ → θ + δθ :

δθµν
∂Ψ̂

∂θµν
= −1

4
δθαβÂα ∗ (∂βΨ̂ + D̂βΨ̂), (3.3.31)

donde el lado derecho de esta ecuación la podemos escribir como productos de cantidades antisi-
métricas:

∂Ψ̂

∂θµν
= −1

8
Âµ ∗ (∂νΨ̂ + D̂νΨ̂) +

1

8
Âν ∗ (∂µΨ̂ + D̂µΨ̂), (3.3.32)

donde la derivada covariante no conmutativa esta definida en la representación fundamental como:

D̂µΨ̂ = ∂µΨ̂− iÂµ ∗ Ψ̂.

La forma integral de la ecuación (3.3.32) está dada por

Ψ̂ = ψ − 1

8

ˆ
dθµν

[
Âµ ∗ (∂νΨ̂ + D̂νΨ̂)− Âν ∗ (∂µΨ̂ + D̂µΨ̂)

]
. (3.3.33)

Usando un procedimiento similar al presentado en [24], asumiremos que el campo de materia no
conmutativo Ψ̂ admite un desarrollo perturbativo en el parámetro θ, el cual se puede escribir hasta
orden n+ 1 y lo denotamos como:

Ψ̂(n+1) = ψ + Ψ1 + · · ·+ Ψn + Ψn+1,

donde este desarrollo perturbativo esta definido formalmente, es decir, que el campo de materia no
conmutativo Ψ̂ se puede expresar formalmente como una serie de Taylor:

Ψ̂(n+1) =

n+1∑
k=0

1

k!
θµ1ν1θµ2ν2 · · · θµkνk

(
∂k

∂θµ1ν1 · · · ∂θµkνk
Ψ̂(n+1)

)
θ=0

= ψ+

n+1∑
k=1

1

k!
θµνθµ2ν2 · · · θµkνk

(
∂k−1

∂θµ2ν2 · · · ∂θµkνk

(
∂

∂θµν
Ψ̂(n+1)

))
θ=0

.

Por lo tanto, usando esta convención se puede inferir de la ecuación (3.3.32) que ∂Ψ̂(n+1)

∂θµν requiere
conocer Ψ̂(n) y Â(n)

µ , es decir, que para determinar el campo de norma hasta orden Ψ̂(n+1) se requiere
conocer los campos a un orden menor: Ψ̂(n) y Â(n)

µ . Usando este hecho podemos escribir la forma
integral del campo de materia (3.3.33) como:

Ψ̂(n+1) = ψ − 1

8

ˆ
dθµν

[
Â(n)
µ ∗ (∂νΨ̂(n) + D̂νΨ̂(n))− Â(n)

ν ∗ (∂µΨ̂(n) + D̂µΨ̂(n))
]
. (3.3.34)
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Recordemos que hemos asumido que el campo Ψ̂(n+1) admite un desarrollo en Taylor, por lo tanto,
la expresión que se encuentra dentro del integrando se puede escribir como una serie de Taylor :

Ψ̂(n+1) = ψ − 1

4

n+1∑
k=1

1

k!
θµνθµ2ν2 · · · θµkνk

(
∂k−1

∂θµ2ν2 · · · ∂θµkνk
Â(n)
µ ∗

(
∂νΨ̂(n) + (D̂νΨ̂)(n)

))
θ=0

.

(3.3.35)
donde

(D̂µΨ̂)(n) = ∂µΨ̂(n) − iÂ(n)
µ ∗ Ψ̂(n).

Ahora consideremos la perturbación del campo de norma a orden n + 1, es decir, Ψ̂n+1 la cual se
puede leer de la n+ 1- ésima componente de la serie de Taylor dada en (3.3.35):

Ψ̂n+1 = − 1

4(n+ 1)!
θµνθµ1ν1 · · · θµnνn

(
∂n

∂θµ1ν1 · · · ∂θµnνn
Â(n)
µ ∗

(
∂νΨ̂(n) + (D̂νΨ̂)(n)

))
θ=0

donde, por consistencia con la serie de Taylor, debemos considerar todas las combinaciones posibles
de la función Â

(n)
µ ∗

(
∂νΨ̂(n) + (D̂νΨ̂)(n)

)
que sean consistentes con el orden del desarrollo, es

decir, sólo debemos de considerar los términos que den origen a las contribuciones de orden n en el
parámetro θ:

∑
p+q+r=n

Âpµ ∗r
(
∂νΨ̂q + (D̂νΨ̂)q

)
. La ecuación anterior se puede escribir como:

Ψ̂n+1 = − 1

4(n+ 1)!
θµνθµ1ν1 · · · θµnνn

(
∂n

∂θµ1ν1 · · · ∂θµnνn
∑

p+q+r=n

Âpµ ∗r
(
∂νΨ̂q + (D̂νΨ̂)q

))
,

donde
(DνΨ)n = ∂νΨn − i

∑
p+q+r=n,

Apµ ∗r Ψq.

Después de tomar las derivadas con respecto del parámetro θ obtenemos una solución recursiva
para todos los ordenes de la relación de equivalencia de norma (3.3.26):

Ψ̂n+1 = − 1

4(n+ 1)
θµν

∑
p+q+r=n

Âpµ ∗r
(
∂νΨ̂q + (D̂νΨ̂)q

)
, (3.3.36)

donde es fácil notar que la solución a primer orden (3.3.29) se recupera si elegimos n = 0.

3.3.5. Representación adjunta
Cuando el campo ordinario está en la representación adjunta, la transformación de norma se

puede escribir como
δλψ = i[λ, ψ]. (3.3.37)

Nuevamente la generalización NC de la transformación de norma (3.3.37) se obtiene reemplazando
el producto ordinario por un producto-∗:

δ̂Λ̂Ψ̂ = i[Λ̂λ, Ψ̂]∗. (3.3.38)

Siguiendo la estrategia general, la relación de equivalencia de norma (3.3.24) se puede escribir como
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∆αΨ(n) ≡ δαΨ(n) − i[α, Ψ(n)] = i
∑

p+q+r=n,
q 6=n

Λ(p)
α ∗r Ψ(q), (3.3.39)

para todas las ordenes. Como se discutió anteriormente, uno tiene la libertad de agregar cualquier
solución homogénea Ψ̃(n) de la ecuación

∆αΨ̃(n) = i
∑

p+q+r=n,
q 6=n

Λ(p)
α ∗r Ψ̃(q) = 0, (3.3.40)

para todos los órdenes. Las soluciones de la ecuación (3.3.39) se pueden encontrar ya sea resolviendo
directamente este orden de ecuación por orden o resolviendo la ecuación diferencial respectiva como
se discutió en las sección anterior.

Una solución de la ecuación (3.3.39) a primer orden se puede encontrar haciendo un análisis
similar al caso de la representación fundamental (3.3.28), es decir, construyendo un Ansatz similar
al (3.3.28) en términos de conmutadores y anticonmutadores:

Ψ1(ψ,A, θ) = θµν (a{Aµ, ∂ν}ψ + b[Aµ, ∂ν ]ψ + c{Aµ, Dν}ψ (3.3.41)
+d[Aµ, Dν ]ψ + eFµνψ + f [Aµ, Aν ]ψ) ,

donde a, b, c, d, e y f son constantes por determinar. Usando este Ansatz en la ecuación (3.3.39)
encontramos la siguiente solución

Ψ1 = −1

4
θµν{Aµ, ∂ν +Dν}ψ. (3.3.42)

De manera análoga a la sección anterior, se puede derivar la ecuación diferencial SW a partir de la
solución de primer orden y posteriormente encontrar sus soluciones a todos los ordenes:

∂Ψ̂

∂θµν
= −1

8
{Âµ, ∂νΨ̂ + D̂νΨ̂}∗ +

1

8
{Âν , ∂µΨ̂ + D̂µΨ̂}∗. (3.3.43)

La solución recursiva para el campo de norma Ψ(n+1) valida para todos los ordenes

Ψ(n+1) = − 1

4(n+ 1)
θµν

∑
p+q+r=n,

q 6=n

{
A(p)
µ ,

(
∂νΨ(q) + (DνΨ)q

)}
∗r
. (3.3.44)

Dado que la estructura de las soluciones es la misma para los campos escalar y fermiónico, esta
solución (3.3.44) también se puede usar para los campos fermiónicos. Después de introducir correc-
tamente los anticomutadores / conmutadores, la forma de la solución (3.3.44) es similar a la (3.3.36)
dada en la sección anterior, excepto que la derivada covariante Dµ en este caso es

Dµψ = ∂µψ − i[Aµ, ψ].

y por lo tanto
(DνΨ)n = ∂νΨn − i

∑
p+q+r=n,

q 6=n

[A(p)
µ ,Ψ(q)]∗r .
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Capítulo 4

Monopolos Magnéticos

4.1. Monopolos en electrodinámica clásica
La electrodinámica clásica se puede describir de una manera elegante mediante las cuatro ecua-

ciones de Maxwell sin fuentes, es decir, en ausencia de cargas eléctricas y magnéticas:

~∇ · ~E = 0, (4.1.1)

~∇× ~E = −∂
~B

∂t
, (4.1.2)

~∇ · ~B = 0, (4.1.3)

~∇× ~B =
∂ ~E

∂t
, (4.1.4)

Si uno representa los campos eléctricos y magnéticos por líneas de campo, la divergencia distinta
de cero indicaría que las líneas de campo salen o terminan en una región del espacio. Por lo tanto,
las ecuaciones (4.1.1) y (4.1.3) muestran que ni las líneas de campo eléctrico ni las lineas de campo
magnético tienen puntos de inicio o fin.

Las ecuaciones (4.1.2) y (4.1.4) muestran que los campos magnéticos dependientes del tiempo
generan campos eléctricos, y viceversa. Estas ecuaciones tienen una simetría conocida como dualidad
eléctrica-magnética: si reemplazamos los campos eléctricos y magnéticos como

~E → ~B y ~B → − ~E, (4.1.5)

las ecuaciones permanecen sin cambios. Esto significa que los campos eléctricos y magnéticos se
comportan de manera similar. De manera más precisa, el campo eléctrico alrededor de la carga
eléctrica q tiene la forma

~E(~r) = q
~r

r3
, (4.1.6)

y una carga eléctrica q que se mueve en un campo electromagnético a velocidad v experimenta la
fuerza de Lorentz

~F = q
(
~E + ~v × ~B

)
. (4.1.7)

35
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Para mantener la dualidad electromagnética en el caso con fuentes se deben verificar las transforma-
ciones en presencia de fuentes, en donde se puede observar que para los campos la dualidad es ~E →
~B, ~B → − ~E, mientras que para las fuentes la dualidad (ρe, ~Je) → (ρg, ~Jg), (ρg, ~Jg) → −(ρe, ~Je),
deja sin cambios las siguientes ecuaciones de Maxwell con fuentes eléctricas y magnéticas:

~∇ · ~E = 4πρe, (4.1.8)

~∇× ~E = −∂
~B

∂t
− 4π ~Jg, (4.1.9)

~∇ · ~B = 4πρg, (4.1.10)

~∇× ~B =
∂ ~E

∂t
+ 4π ~Je, (4.1.11)

donde q y g son las carga eléctrica y magnética, mientras que las corrientes eléctricas y magnéticas
son ~Je y ~Jg respectivamente.

De acuerdo con la dualidad (4.1.5) esta sugiere que de existir las cargas magnéticas, el campo
magnético alrededor de una carga magnética g sería el dual de la ecuación (4.1.6)

~B(~r) = g
~r

r3
(4.1.12)

y la carga magnética g experimentara la fuerza

~F = g
(
~B − ~v × ~E

)
.

Sin embargo, debido a que no se han encontrado cargas magnéticas, la simetría de dualidad parece
romperse al considerar las fuentes. Esto significa que, de hecho, la única diferencia entre la elec-
tricidad y el magnetismo es que las cargas eléctricas aparecen en la naturaleza de manera aislada
mientras que para las cargas magnéticas aún no hemos encontrado una de manera aislada.

Esto plantea la pregunta de por qué la naturaleza tiene esta asimetría. Desde el punto de vista de
la electrodinámica clásica, no hay ninguna razón por la cual no podría haber cargas magnéticas. En
otras palabras, la electrodinámica clásica es perfectamente compatible con la noción de monopolos
magnéticos, y desde el punto de vista estético es extraño que los monopolos magnéticos parezcan
no existir, porque su existencia haría la teoría electromagnética más simétrica.

4.2. Monopolos en la teoría cuántica
En la teoría cuántica, la pregunta sobre la posible existencia de monopolos magnéticos se vuelve

más compleja pero también más intrigante. Esto es porque resulta que en la mecánica cuántica, las
fuerzas electromagnéticas deben describirse en términos de los potenciales escalar y vectorial φ y ~A,
en lugar de los campos eléctrico y magnético ~E y ~B. Estos potenciales aparecen en la teoría como
campos dependientes de posición, cuyas variaciones dan lugar a campos eléctricos y magnéticos a
través de las relaciones.

~E = −∂
~A

∂t
− ~∇φ, (4.2.1)

~B = ~∇× ~A.



CAPÍTULO 4. MONOPOLOS MAGNÉTICOS 37

En la electrodinámica clásica, estos potenciales se utilizan como una herramienta muy conveniente
para hacer cálculos, pero su uso es opcional y uno puede hacer cálculos en términos de la campos
eléctricos y magnéticos sin tener que recurrir al potencial vectorial ~A y escalar φ.

La manera en como son introducidos los potenciales escalar y vectorial a través de la ecuación
(4.2.1) rompe la simetría de la dualidad (4.1.5), pero uno debe notar que estos potenciales en sí
mismos no son cantidades físicas, es decir, no son observables. Las cantidades observables son los
campos eléctricos y magnéticos, de hecho, hay un número infinito de diferentes potenciales que dan
lugar a los mismos campos eléctricos y magnéticos, donde, el cambio de una de estas configuraciones
a otra físicamente equivalente se conoce como una transformación de norma:

φ→ φ− ∂λ

∂t
, ~A→ ~A+ ~∇λ,

donde λ es una función arbitraria. Debido a que las cantidades físicas no cambian bajo tales transfor-
maciones, decimos que la teoría tiene una simetría de norma. La simetría de norma de las ecuaciones
de Maxwell se conoce matemáticamente como U(1). Sin embargo, los potenciales (4.2.1) parecen
prohibir la existencia de las cargas magnéticas de acuerdo con uno de los resultados básicos del
análisis vectorial, es decir, la divergencia del rotacional de un campo vectorial siempre es cero, por
lo que obtenemos

~∇ · ~B = ~∇ ·
(
~∇× ~A

)
= 0. (4.2.2)

Por lo tanto, si el campo magnético está representado por el potencial vectorial a través de la
ecuación (4.2.1), entonces sus líneas de campo nunca podrán converger a un punto. Esto parece
mostrar que no se pueden describir monopolos magnéticos utilizando el potencial vectorial ~A.

Esta restricción se vuelve importante en la mecánica cuántica. Recordemos que en mecánica
cuántica una partícula se describe en términos de su función de onda ψ, la cual es compleja.
En general, la partícula no tiene una posición bien definida, pero la probabilidad de encontrar la
partícula en una posición particular viene dada por el cuadrado del valor absoluto de la función de
onda, |ψ|2 .

Cuando describimos partículas cargadas eléctricamente en presencia de un campo electromag-
nético externo en mecánica cuántica, la fase compleja de la función de onda depende del potencial
vectorial ~A asociado al campo externo, es decir, la fase de la función de onda se puede escribir
explícitamente como

eig(~r), donde g(~r) ≡ e

~

ˆ ~r

0

~A(~r) · d~r. (4.2.3)

Los detalles se pueden ver en el apéndice B. De manera más precisa, cuando la función de onda
se mueve en el espacio, la fase compleja eig(~r) cambia conforme al cambio de la componente del
potencial vectorial paralelo al movimiento. Esto es compatible con la simetría del norma, porque ni
la fase compleja ni el potencial vectorial son cantidades directamente observables.

Sin embargo, esto muestra que si se quiere describir la interacción entre una carga eléctrica y un
campo magnético se necesita usar el potencial vectorial en lugar del campo magnético en mecánica
cuántica. Debido a que el potencial vectorial no puede describir un monopolo magnético, ¿significa
esto que la mecánica cuántica prohíbe la existencia de cargas magnéticas?.
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4.3. El monopolo de Dirac
En las secciones previas se ha analizado la situación de los monopolos magnéticos en el contexto

de la electrodinámica clásica y en el contexto mecánico cuántico. En el contexto clásico hemos
considerado el movimiento clásico no relativista de una carga eléctrica e en un campo externo
debido a un monopolo magnético. Es por eso que sería correcto definir una carga magnética g como
fuente de un campo magnético estático tipo Coulomb (4.1.12).

La cuantización de la teoría requiere empezar por hacer una generalización de la descripción
Lagrangiana estándar para un sistema de cargas interactuantes de dos tipos: eléctrica y magnética.
A primera vista esta generalización parece ser trivial. Como en la electrodinámica convencional, la
dinámica de una partícula clásica con carga e y masa m en un campo electromagnético externo
está dada por la fuerza de Lorentz (4.1.7) . Esta ecuación de movimiento se puede derivar de un
Lagrangiano de la forma

L =
1

2
m~̇r2 + e~̇r · ~A, (4.3.1)

donde el segundo término del Lagrangiano es el término de interacción entre cargas eléctricas y
magnéticas. Sin embargo, de acuerdo con la definición estándar, el potencial vectorial del campo
magnético ~B debe satisfacer la relación

~B = q
~r

r3
= ~∇× ~A,

y al mismo tiempo la ley de Gauss magnética demanda que la carga magnética sea la fuente de tal
campo: ~∇ · ~B = 4πgδ(3)(~r) , lo que está en contradicción con la condición (4.2.2).

Podemos concluir que la electrodinámica clásica no impide la existencia de las cargas magnéti-
cas mientras que la descripción mecánica cuántica requiere la existencia del potencial vectorial ~A
asociado al monopolo magnético, el cual parece ser imposible poderlo construir. Por lo tanto parece
ser que la mecánica cuántica prohíbe la posibilidad de que existan las cargas magnéticas.

Dirac estudio este problema en 1931 e introdujo un potencial de tal manera que es posible evitar
tal conclusión. Debido a que el campo magnético ~B es esféricamente simétrico, el potencial vectorial
correspondiente podría escribirse como

~A(~r) = A(θ)~∇ϕ, (4.3.2)

donde ϕ es el ángulo azimutal en coordenadas esféricas y A(θ) es una función que depende solamente
del ángulo θ. Se puede ver fácilmente que usando el hecho de que el gradiente de ϕ se puede escribir
como ~∇ϕ = (r sin θ)−1êϕ y tomando la elección A(θ) = −g(1 + cos θ) se obtiene

~A(~r) =
g(1 + cos θ)

r sin θ
(sinϕ,− cosϕ, 0) ,

donde se ha usado que en coordenadas esféricas êϕ = −êx sinϕ + êy cosϕ. Finalmente se puede
escribir el potencial vectorial en la forma

~A(~r) =
g

r

[~r × n̂]

r − (~r · n̂)
, (4.3.3)

donde el vector unitario n̂ se dirige a lo largo del eje z: n̂ = (0, 0, 1). Este es el celebrado potencial de
Dirac [25]. A primera vista, este parece ser el potencial que necesitamos para describir un monopolo,
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porque después de un simple cálculo tenemos, por ejemplo,

Bx = −∂zAy = ∂z

(
gx

r(r − z)

)
= g

x

r3
.

En consecuencia el rotacional del potencial ~A es

~B(~r) =
[
~∇× ~A(~r)

]
= g

~r

r3
,

de modo que el potencial de Dirac obedece a forma de los campos de Coulomb, es decir, es inver-
samente proporcional al cuadrado de la distancia r.

Sin embargo, uno debe tener cuidado con tal cálculo, porque el potencial vectorial de Dirac
(4.3.3) presenta una singularidad adicional a largo de la línea θ = 0, aunque es regular 1 a lo
largo de la dirección θ = π. Esto significa que el cálculo directo del campo magnético anterior no
es correcto a lo largo de la línea de singularidad semiinfinita. En la vecindad de la singularidad
tenemos ~A(~r) ∼ 2g~∇ϕ.

Notemos que tal potencial es el potencial típico para una cuerda singular de flujo magnético a lo
largo del semieje positivo z. De hecho, en términos generales, el potencial (4.3.2) se puede escribir
como

~A(~r) = −g(1 + cos θ)~∇ϕ = (1 + cos θ)
i

e
U−1~∇U, (4.3.4)

donde U = e−iegϕ. De esta forma el potencial de Dirac es una transformación de norma pura, la
cual es singular y está complementada por un factor dependiente del ángulo ϕ.

Es por eso debemos tener cuidado en utilizar el potencial (4.3.3) el cual es singular en el eje z
positivo y en el origen. Así que es necesario estudiar una forma regularizada de este potencial. Por
ejemplo en [26], se propone una regularización para el potencial de Dirac en donde la idea básica es
desplazar la carga magnética a una distancia ε del origen de tal manera que se evite la singularidad
a lo largo del eje positivo z y del origen. Esto es posible si hacemos el remplazo de r2 → r2 + ε2

en los términos que no involucren algún tipo de dependencia en ángulo θ, es decir, el potencial de
Dirac (4.3.3) se puede regularizar como

~AR(~r, ε) =
g

R

[~r × n̂]

R− (~r · n̂)
, (4.3.5)

donde R =
√
r2 + ε2 =

√
x2 + y2 + z2 + ε2. Por lo tanto, el campo magnético regularizado es

~BR(~r, ε) = g
~r

R3
− gε2

(
n̂

R3 [R− (~r · n̂)]
+

n̂

R2 [R− (~r · n̂)]
2

)
. (4.3.6)

que en el límite ε2 → 0, se reduce a

~BR(~r, ε)
ε2→0∼ g

~r

R3
− 2gε2n̂Θ(z)

(
1

r2 (x2 + y2 + ε2)
+

2

(x2 + y2 + ε2)
2

)
, (4.3.7)

1La S2 esfera está parametrizada por dos ángulos de las coordenadas esféricas. Dado que el potencial (4.3.3) no
tiene singularidades en su hemisferio sur, se puede introducir un índice adicional para etiquetarlo: ~A→ ~AS .
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Figura 4.3.1: Campo magnético del potencial de Dirac.

donde Θ(z) es la función de Heaviside. En esta ecuación se puede ver que los términos singulares
difieren de cero solo en el semieje infinito positivo z. Para calcular el flujo del campo magnético en
esa dirección, evaluamos la integral sobre el elemento infinitesimal de la superficie ortogonal a este
eje. Entonces solo el segundo término entre paréntesis contribuye. Por lo tanto el campo magnético
se puede escribir como

~B(~r) = ~Bg + ~Bsing = g
~r

R3
− 4πgn̂Θ(z)δ(x)δ(y). (4.3.8)

Por lo tanto, además del campo de Coulomb esperado, obtenemos un campo magnético debido a la
singularidad ~Bsing, es decir, el potencial de Dirac no corresponde solo a un monopolo magnético,
sino a un solenoide semiinfinito con un extremo en el origen e infinitamente delgado como se puede
ver en la figura (4.3.1) .

Si calculamos el flujo total de los campos a través de una superficie cerrada:

Φtotal =

˛
dσ ~B = g

(˛
~r

R3
− 4π

˛
gn̂Θ(z)δ(x)δ(y)

)
= 4gπ − 4gπ = 0, (4.3.9)

donde el flujo del campo de cuerda cancela exactamente la contribución de la parte de Coulomb.

4.4. Transformaciones de la cuerda de Dirac
Como vimos en la sección anterior, el potencial singular (4.3.3) conduce a la aparición de un

campo adicional debido a una cuerda de acuerdo con el segundo término en (4.3.8), dirigido a lo
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largo de la singularidad, además del campo magnético de Coulomb esféricamente simétrico. Este
campo adicional es un resultado que no se esperaba y que no es del todo consistente con las las
ecuaciones de Maxwell magnéticas, es decir, este campo adicional cancela a la contribución de la
parte de Coulomb magnética. Para deshacernos de esta parte singular, se puede establecer una
condición que la haga inobservable y, por lo tanto, no física. Un primer paso para asegurar esto a
nivel clásico es exigir que todas las configuraciones posibles de cuerda y sus posiciones tengan que
ser físicamente equivalentes. De hecho, debemos describir las transformaciones de la configuración
de una cuerda a otra y analizar bajo qué condiciones son idénticas.

Recordemos que un potencial electromagnético se define hasta una transformación de norma
U(1), U(~r) = exp{ieλ(~r)}:

~A→ ~A′ = ~A− i

e
U−1~∇U = ~A+ ~∇λ(~r). (4.4.1)

Ambos potenciales ~A y ~A′ corresponden al mismo campo magnético. Por otro lado, el gradiente de
la función de norma ~∇λ(~r) tiene valores únicos casi en todas partes en el espacio, con la excepción de
los puntos en donde se vuelve singular. Por lo tanto, tal función de norma es una fuente adicional de
los términos singulares en el vector potencial trasformado ~A′ así como en el campo correspondiente
~B′. De hecho, consideremos cómo el flujo magnético a través de una superficie cerrada σ cambia
bajo la transformación de norma (4.4.1)

∆Φ =

ˆ
σ

d2Sn̂S · ( ~B′ − ~B) =

ˆ
σ

d2Sn̂S ·
[
~∇×

(
~∇λ
)]

=

˛
d~l · ~∇λ.

Ciertamente, el flujo es constante solo si la función de norma satisface la condición λ(ϕ+2π) = λ(ϕ),
de lo contrario, ∆Φ 6= 0.

Esta característica resulta ser un punto clave en el análisis del potencial del monopolo magnético.
Ahora consideremos una transformación de norma singular U(~r) = exp{2iegϕ}, la cual da como
resultado la transformación2 del potencial ~AS (4.3.3)

~AS → ~AS − i

e
e−2iegϕ~∇e2iegϕ = −g

r

1 + cos θ

sin θ
êϕ +

g

r sin θ
êϕ. (4.4.2)

=
g

r

1− cos θ

sin θ
êϕ ≡ ~AN .

La transformación de norma está dada por la función

λ(~r) = 2gϕ = 2g arctan(y/x).

Esto se traduce en la aparición de un campo magnético singular adicional Φcuerda = 4πg a lo largo
del eje z.

Ahora analicemos la transformación de potencial ~AS dada por la ecuación (4.4.2), es decir, esta
transformación se puede entender como la adición un flujo extra, generado por la transformación de
norma U(~r) = exp{2iegϕ}, y el flujo del campo de la cuerda de un monopolo a lo largo del semieje
positivo z. La suma es obviamente el campo de una cuerda semiinfinita a lo largo del semi-eje

2Tenga en cuenta que, estrictamente hablando, tales transformaciones deben definirse como distribuciones. Hay
muchas paradojas y conclusiones incorrectas en la teoría monopolo que se originaron a partir de tratamientos ingenuos
de expresiones singulares como (1.54).
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negativo z que corresponde a la singularidad del vector potencial transformado ~AN . De hecho, este
potencial ~AN es singular a lo largo de la línea θ = π, pero regular en la dirección opuesta θ = 0.

Por lo tanto, la transformación de norma (4.4.2) actúa como una rotación de la línea de singu-
laridad del monopolo en un ángulo π. De manera más general, esto significa que la posición de la
cuerda se define hasta tal transformación. Por lo tanto, el campo debido a la cuerda no es físico.

4.5. Condición de cuantización de la carga
En la sección (4.4) ya hemos considerado algunas propiedades de las transformaciones de norma

del vector potencial singular ~A. Sin embargo, el potencial del campo electromagnético no solo
define los campos sino que también da la forma de la interacción entre una carga eléctrica y el
campo electromagnético. En mecánica cuántica, esta interacción se describe mediante la derivada
covariante que actúa sobre la función de onda de una partícula:

Dψ(~r) ≡ [~∇− ie ~A(r)]ψ(~r).

Recordemos que bajo transformaciones de norma del potencial (4.4.1), tanto la función de onda
como la derivada covariante transforman de la misma manera:

ψ(~r)→ Uψ(~r) = eieλ(~r)ψ(~r), Dψ(~r)→ UDψ(~r) = eieλ(~r)Dψ(~r),

donde la función de norma λ(~r) puede ser, en principio, una función periódica. Sin embargo, hasta
este punto los grados de libertad de norma no importan a nivel clásico: la ecuación de movimien-
to de una partícula cargada clásica en un campo electromagnético externo permanece invariante
bajo la transformación (4.4.1). En mecánica cuántica la situación es diferente ya que la cantidad
fundamental es ahora la acción del sistema y la integral de trayectoria correspondiente que define
las amplitudes de transición y las variables canónicas. Por lo tanto, bajo las transformaciones de
norma (4.4.1), el Lagrangiano (4.3.1) y la acción también cambian como

L → L+ e~̇r~∇λ(~r) = L+
d

dt
[eλ(~r)],

S =

ˆ T

0

dtL→ S + eλ(~r)|T0 .

Dado que la amplitud de transición ∼ eiS debe ser una cantidad invariante de norma, la función
de norma λ(~r) ya no es una función arbitraria de las coordenadas, porque cualquier cambio en la
acción de la mecánica cuántica debe dejar la amplitud de transición sin cambios. Esto es posible si
δS = eδλ(~r) = 2πn, donde, n ∈ Z.

La consecuencia es la cuantización de los parámetros del sistema mecánico cuántico. Para
verlo, consideremos el cambio de la acción bajo la transformación de norma (4.4.1) dado por
U = exp{2iegϕ} y supongamos que tenemos una trayectoria cerrada, es decir ϕ→ ϕ+ 2π. Luego,
el sistema vuelve a la posición inicial, pero la acción puede recoger un factor de fase adicional. De
hecho, si establecemos ~r(T ) = ~r(0), el término de interacción se puede escribir como una integral a
lo largo del contorno cerrado l:

Sint = e

ˆ T

0

~A(~r) · ~̇r dt = e

˛

l

~A(~r) · d~r. (4.5.1)
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Bajo la transformación de norma (4.4.1) este término cambia a

δSint = 2egδφ = 4πeg.

Por lo tanto la amplitud de transición mecánico-cuántica permanece invariante si δSint = 4πeg =
2πn, n ∈ Z, es decir, si se cumple la condición de cuantización de carga de Dirac:

eg =
n

2
. (4.5.2)

La condición de cuantización de la carga se puede derivar de muchas maneras diferentes. Histórica-
mente, la cuantización de la carga fue derivada a partir del análisis de la ecuación de Schrödinger
que describe una partícula no relativista de masa m en un campo externo:

HΨ(~r) = − 1

2m

(
~∇− ie ~A(~r)

)2

Ψ(~r) = EΨ(~r),

donde, de acuerdo con el procedimiento de cuantización canónica, el momento ~P en el Hamiltoniano
clásico es reemplazado por el operador de la mecánica cuántica −i~∇. Entonces la derivada covariante
es Dµ = ∂µ − ieAµ.

Dirac notó [25] que el término de interacción de una partícula cargada y un campo electro-
magnético externo se puede escribir en la forma (4.5.1). Por lo tanto, la función de onda de esta
partícula se puede representar como

Ψ(~r, t) = eig(~r)Ψ0(~r, t),

donde

g(~r) ≡ e

~

ˆ ~r

0

~A(~r) · d~r, (4.5.3)

con Ψ0(~r, t) una función de onda que satisface la ecuación de Schrödinger libre (ver apéndice B ).
El punto es que la función de onda debe ser una función continua de ~r, pero la fase de Ψ puede
ser discontinua en algún punto. Para evitar que esta posible discontinuidad se vea reflejada en la
función de onda, la única condición es que el cambio del factor de fase

¸
l
~A(~r) · d~r después de dar

un giro a lo largo de la trayectoria cerrada l que rodea dicho punto debe ser un múltiplo de 2π :

e

˛

l

~A(~r) · d~r = 2πn, n ∈ Z.

Como se discutió en las secciones previas esta fase se interpreta como el flujo de un campo mag-
nético a través de la superficie σ delimitada por la frontera l. Si esta frontera rodea la línea de la
singularidad podemos escribir

e

˛

l

~A(~r) · d~x = e

ˆ
σ

~B(~r) · d~σ = 4πeg,

la cual es el flujo magnético a través una trayectoria cerrada y la función de onda tiene un solo
valor si la condición de cuantización de carga (4.5.2) se satisface.
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4.6. El monopolo magnético abeliano de Wu-Yang
Como se discutió en la sección 4.3 el potencial vectorial asociado a un monopolo magnético

no está bien definido en todo el espacio . Al mismo tiempo, el tensor de la fuerza del campo
electromagnético se define globalmente y podemos esperar que la singularidad del potencial vectorial
no tenga significado físico3.

Existe otra posibilidad de construir una teoría no singular del monopolo abeliano, que fue
descubierta por T.T. Wu y C.N. Yang en 1975 [27]. En esta sección discutiremos brevemente la
descripción original del monopolo abeliano de Wu y Yang. La observación básica de Wu y Yang es
que la dirección de la cuerda del monopolo se define hasta una transformación de norma, es decir,
existe una ambigüedad en la localización de la cuerda de tal manera que el campo magnético del
monopolo no se ve afectado. Entonces se puede construir una descripción libre de singularidades,
si se deja de lado la parametrización tradicional del espacio R3 que rodea al monopolo, mediante
un único conjunto de coordenadas. En su lugar, Wu y Yang dividieron R3/{0} en dos hemisferios
ligeramente superpuestos, definidos como sigue

RN : 0 ≤ ϑ < π/2 + ε, r > 0, 0 ≤ φ ≤ 2π,

RS : π/2− ε < ϑ ≤ π, r > 0, 0 ≤ φ ≤ 2π,

donde RN y RS son el hemisferio norte y el hemisferio sur. La intersección, es decir, el "ecuador",
es la región RN ∩RS y ahora todo el espacio que rodea al monopolo consta de dos partes, cada una
de estas partes o hemisferio está parametrizado por un conjunto de coordenadas independientes
(véase la Fig. 4.6.1). Entonces, podemos asociarle un potencial a cada hemisferio, es decir, ~AN y
~AS , los cuales son libres de singularidades en los dominios donde están definidos. Explícitamente
podemos escribirlos como

ANt = ANr = ANθ = 0, ANφ =
g

r sinϑ
(1− cosϑ),

ASt = ASr = ASθ = 0, ASφ = − g

r sinϑ
(1 + cosϑ). (4.6.1)

Estos potenciales satisfacen las siguientes condiciones:

1. Los potenciales en los hemisferios están relacionados por una transformación de norma en la
región de superposición;

2. El campo magnético se obtiene a partir del rotacional de los potenciales ~AN y ~AS en sus
respectivas regiones de validez;

3. Ambos potenciales son libres de singularidades en sus respectivos dominios.

Los potenciales de norma (4.6.1) están relacionados por la transformación de norma.

Aµ → A′µ = Aµ + ie2igeφ∂µe
−2igeφ,

= Aµ + ∂µλ(x), (4.6.2)

3Sin embargo, obviamente hay una singularidad física en el origen {0}, donde se coloca el monopolo. En esta
sección supondremos que este punto debe eliminarse, es decir, consideramos que el espacio R3 sin el origen {0}:
R3/{0}.
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Figura 4.6.1: Definición de los RN y RS sobre la esfera R3/{0}

en la región de superposición RN ∩RS con la transformación de norma correspondiente

λ(x) = 2gφ = 2g arctan(y/x). (4.6.3)

En particular, esta definición nos proporciona una derivación más elegante de la condición de cuan-
tización de carga de Dirac. Consideremos una trayectoria cerrada l que se encuentra completamente
en la región de superposición y ahora consideremos una partícula cargada que pasa a lo largo de
esta trayectoria cerrada. Entonces, de acuerdo con el término de interacción carga-monopolo en el
Lagrangiano (4.3.1), la función de onda correspondiente adquiere el siguiente factor de fase

e

ˆ T

0

dt ~A(~r) · ~̇r = e

˛

l

~A(~r) · d~r.

Esto es realmente una parte de la acción que describe la interacción entre una partícula de carga e y
un campo magnético debido a un monopolo y esta interacción está descrita por el vector potencial
~A el cual adquiere cualquier forma del potencial ~AN y ~AS de (4.6.1).

Sin embargo, parece que el efecto de la interacción es diferente para estos potenciales, ya que
dentro de los dominios de su definición son regulares, y podemos aplicar el teorema de Stokes para
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escribir

e

˛

l

~AN (~r) · d~r = e

ˆ

RN

[
~∇× ~AN (~r)

]
· d~s = e

ˆ

RN

d~s · ~B(~r),

e

˛

l

~AS(~r) · d~r = −e
ˆ

RS

[
~∇× ~AS(~r)

]
· d~s = −e

ˆ

RS

d~s · ~B(~r),

donde el signo menos se debe a las orientaciones opuestas de los elementos de superficie d~s. Por lo
tanto, en la región de superposición, la acción se define hasta un término

∆S = e

ˆ

RN∪RS

d~s · ~B(~r) = e

ˆ

V

d3r~∇ · ~B(~r) = 4πeg.

Eso no debe afectar un observable físico de ningún tipo. Aquí aplicamos el teorema de Gauss para
transformar la integral sobre la superficie RN ∪ RS en una integral de volumen y finalmente se
utiliza la ley de Gauss Magnética.

Recordemos que en la teoría cuántica, el Lagrangiano no puede ser invariante bajo la transforma-
ción de norma en general, a diferencia de la integral de camino correspondiente. En otras palabras,
una amplitud física se define por el exponente de la acción ∼ exp{iS}, que permanece invariante si
el cambio de la acción es un múltiplo de 2π, es decir, volvemos a la condición de cuantización de
carga (4.5.2):

∆S = 4πeg = 2πn, eg =
n

2
, n ∈ Z.

De acuerdo con lo expuesto anteriormente, podemos llegar a la misma conclusión si observamos que
la función de onda de una partícula en un campo debido a un monopolo depende de la norma. En
la región de superposición RN ∩ RS , ambas formas del potencial ~AN y ~AS son regulares y, por lo
tanto, las funciones de onda correspondientes están conectadas allí a través de la transformación de
norma (4.4.1)

ψS = UψN = e2igeφψN .

Cada una de las funciones de onda ψN y ψS deben tener un solo valor en los hemisferios RN y RS
respectivamente. Nuevamente consideremos una trayectoria cerrada l en la región de superposición.
Entonces el ángulo azimutal φ aumenta de 0 a 2π y tenemos

φS(0) = φN (0), φS(2π) = e4πigeφN (2π).

Por lo tanto, las funciones de onda son univaluadas si el factor de fase es un múltiplo de 2π.
Nuevamente llegamos a la condición de cuantización de Dirac (4.5.2).

4.7. Monopolo Magnético y el Momento Angular
Como se mencionó previamente, la condición de cuantización de Dirac puede ser derivada de

diferentes maneras. En este caso haremos una discusión totalmente diferente a la de la sección previa,
es decir, la cuantización de la carga eléctrica puede ser derivada de la cuantización del momento
angular. Cuando introducimos la presencia de un monopolo magnético, el momento angular no
es lo que usualmente se esperaría obtener. Para esto comencemos con la discusión clásica de la
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interacción de una carga eléctrica e en presencia de una fuente debida a un monopolo magnético.
La ecuación de movimiento para una partícula de masa m y carga y posición ~r, moviéndose en el
campo magnético ~B, está dada por la fuerza de Lorentz

d~p

dt
= e~̇r × ~B,

donde ~p = m~̇r es el momento de una partícula clásica. Ahora consideremos que el campo magnético
es debido a un monopolo magnético, donde

~B =
g

4π

~r

r3
.

El monopolo tiene simetría rotacional, por lo que podemos esperar que el momento angular, ~L = ~r×~p
, se conserve; tenemos así que

d (~r × ~p)
dt

= ~̇r × ~p+ ~r × ~̇p = e~r × (~̇r × ~B).

Usando la expresión del campo magnético del monopolo podemos escribir

d (~r × ~p)
dt

=
e g

4πr3
~r × (~̇r × ~r).

=
e g

4π

(
~̇r

r
− ṙ ~r

r2

)

=
d

dt

(e g
4π
~̂r
)
.

Por lo tanto, podemos ver que en presencia de un monopolo magnético, el momento angular no se
conserva. Sin embargo podemos escribir un nuevo momento angular modificado que sí se conserve,
esto es

~L = ~r × ~p− e g

4π
~̂r. (4.7.1)

El término adicional se puede considerar como el momento angular conservado almacenado en
~E× ~B. Por lo tanto, se puede ver que la partícula tiene un momento angular incluso si no se mueve.

A partir de la expresión del momento angular (4.7.1) se puede ver que el ángulo que hace la
partícula con este vector es

~L · ~r = −e g
4π

= constante,

esto significa que el movimiento de la partícula es sobre un cono, con eje ~L y ángulo cos θ = −eg/4πL,
como se ve en la figura .

Hasta aquí, nuestro análisis ha sido clásico. Ahora usemos la mecánica cuántica de Schrödinger,
en la cual, el momento angular está cuantizado. En particular, el momento angular en la dirección-z
debe de ser Lz = 1

2~n,donde n ∈ Z. Usando este resultado, obtenemos

Lz =
1

2
~n = −e g

4π
, ⇒ e g = 2π~n, con n ∈ Z.

Por lo tanto hemos obtenido nuevamente la condición de cuantización de Dirac a partir de la
cuantización del momento angular.
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Figura 4.7.1: El movimiento de una carga eléctrica La dinámica de una carga eléctrica en movi-
miento en el campo magnético debido a un monopolo satisface ~L ·~r = constante. Esto significa que
la carga se mueve en un cono respecto del eje ~L, con un ángulo θ = cos−1 [−e g/4πL].

4.8. Condición de cuantización de Dirac para el caso de los
dyones

En la discusión anterior hemos considerado una partícula cargada eléctrica que se mueve en un
campo externo producido por una partícula cargada magnética, obteniendo como resultado que la
carga eléctrica está cuantizada. Es posible generalizar esta discusión para el caso de partículas que
tienen cargas eléctricas y magnéticas (e, g), las cuales son conocidas como dyones. Esta generaliza-
ción es debida a Schwinger [39] y se construyó de tal manera que la cuantización de la carga para
el caso de dyones preserve la invarianza bajo dualidad ~E → ~B, ~B → − ~E.

El enfoque seguido por Schwinger es similar al de Fierz, pero ahora se aplica al caso de dyones.
El enfoque considera la interacción de un dyon de masa m que lleva una carga eléctrica q1 y una
carga magnética g1, moviéndose con la velocidad en el campo de un dyon estacionario con carga
eléctrica q2 y carga magnética g2 centrada en el origen, como se ve en la Figura 4.8.1. La fuerza de
Lorentz debida al dyon en movimiento es construida de tal manera que es invariante bajo dualidad

d~p

dt
= q1

(
~E +

~̇r

c
× ~B

)
+ g1

(
~B − ~̇r

c
× ~E

)
, (4.8.1)

donde los campos magnéticos y eléctricos producidos por las cargas q2 y g2 del dyon estacionario
son

~E =
q2

4π

~r

r3
, ~B =

g2

4π

~r

r3
.

Por lo tanto, la ecuación (4.8.1) se puede escribir

d~p

dt
= (q1q2 + g1g2)

~̂r

r2
+ (q1g2 − q2g1)

~̇r × ~r
r3

. (4.8.2)

Para encontrar el momento angular conservado para el sistema, podemos tomar el producto cruz
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Figura 4.8.1: La dinámica de un dyon en un campo debido a otro dyon estático monopolo satisface
~L ·~r = constante. Esto significa que el dyon se mueve en un cono respecto del eje ~L, con un ángulo
θ = cos−1 [q1g2 − q2g1/4πL].

de la ecuación (4.8.2) con el vector de posición ~r

~r × d~p

dt
= (q1g2 − q2g1)

~r × (~̇r × ~r)
r3

. (4.8.3)

De manera similar al procedimiento de la sección anterior usamos ~r × (d~p/dt) = d(~r × ~p)/dt, para
escribir finalmente

d (~r × ~p)
dt

=
(q1g2 − q2g1)

c

d~̂r

dt
, (4.8.4)

donde hemos usado ~r×(~̇r×~r)
r3 = d~̂r

dt . El momento angular conservado es entonces

~L = ~r × ~p− e g

4π

(q1g2 − q2g1)

c
~̂r,

por lo que la componente radial ~L · ~̂r puede ser cuantizada. Tenemos que

Lr := ~L · ~̂r =
e g

4π

(q1g2 − q2g1)

c
=

1

2
~n,

obteniendo la condición de cuantización de Schwinger–Swanziger

q1g2 − q2g1 =
1

2
~n.

4.9. La condición de cuantización de Dirac en el enfoque de
la integral de trayectoria de Feynman

En esta sección discutiremos la condición de cuantización de Dirac usando un enfoque distinto
al de las discusiones anteriores. En este caso usaremos el enfoque de la integral de trayectoria de
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Feynman, el cual proporciona un procedimiento elegante para obtener la cuantización de la carga
eléctrica.

Para esto comencemos por discutir de manera muy breve la esencia del enfoque de la integral de
camino. Si nos preguntáramos sobre la probabilidad de encontrar a una partícula en una posición
B, la cual inicialmente estaba localizada en A, podríamos responder usando la mecánica cuántica
de Schrödinger, en la cual la función de onda de Schrödinger nos dice la probabilidad de que una
partícula esté en un cierto punto en el tiempo, pero esta descripción mecánica-cuántica no nos
dice la probabilidad de transición de que una partícula se encuentre entre dos puntos en instantes
diferentes. Para poder hacer esta descripción, tenemos que introducir una cantidad que generalice el
concepto de función de onda de tal manera que se puedan incluir las transiciones de probabilidades.

De acuerdo con el enfoque de Feynman se tiene que introducir el concepto de "amplitud de
probabilidad de transición", la cual relaciona el estado de una función de onda desde la posición y
tiempo inicial |Ψ(xi, ti)〉 a su posición y tiempo final |Ψ(xf , tf )〉, y está definida por el producto
interno K := 〈Ψ(xf , tf ) |Ψ(xi, ti)〉 en la notación de Dirac. De esto se infiere que la transición
de probabilidad está definida por P = |K|2. Dirac sugirió que la amplitud de probabilidad para
una trayectoria (camino) debe de ser la exponencial de la acción clásica asociada a la trayectoria,
e(i/~)S(x), donde S(x) =

´
L(x, ẋ) dt es la acción clásica y L el Lagrangiano, donde una partícula

puede tomar cualquier trayectoria del punto inicial al punto final (no hay una razón por la cual la
partícula deba tomar la trayectoria más corta ). Con el fin de calcular la amplitud de probabilidad,
Feynman propuso sumar sobre todas las infinitas trayectorias posibles que la partícula pueda seguir.
De manera más precisa, la amplitud de transición de probabilidad K para que una partícula carga
se propague de un punto inicial A a un punto B está dada por la integral sobre todas las posibles
trayectorias

K =

ˆ
D(x)e(i/~)S(x),

donde
´
D(x) denota un producto de integrales realizadas en todas las trayectorias x(t) que van de

A a B y S(x) es la acción clásica asociada a cada trayectoria.
Para propósito de esta sección y como ejemplo ilustrativo consideremos dos trayectorias arbi-

trarias γ1 y γ2, cada una de estas comienza en el punto A y termina en el punto B. Entonces la
amplitud de probabilidad está dada por

K = K1 +K2 =

ˆ
γ1

D(x)e(i/~)S(1)(x) +

ˆ
γ2

D(x)e(i/~)S(2)(x),

donde K1 es la amplitud asociada a la integración sobre todas las trayectorias a través de γ1 y K2

es la amplitud asociada a la integración en todas las rutas a través de γ2. Consideremos primero
la acción para la partícula libre S0 =

´
mẋ2/2dt. En este caso, no hay interacción con un campo

externo y por lo tanto la probabilidad es simplemente P = |K1 +K2|2. Ahora consideremos el caso
donde la carga eléctrica siente la presencia del potencial debido a un monopolo magnético y la
cuerda de Dirac. Además, supongamos que las trayectorias γ1 y γ2 pasan a cada lado de la cuerda
de Dirac y forman una superficie S como se ve en la Figura 4.9.1.

El potencial vectorial externo AL afectará el movimiento de la partícula debido a que la acción
adquiere un término de interacción

S = S0 +
q

c

ˆ
AL · dl.
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Figura 4.9.1: La cuerda de Dirac está rodeada por dos rutas genéricas γ1 y γ2, las cuales inician en
A y terminan en B de tal manera que delimitan a la superficie S.

Entonces la amplitud de transición se puede escribir

K =

ˆ
γ1

D(x)e(i/~)[S(1)
0 +(q/c)

´
(1)

AL·dl] +

ˆ
γ2

D(x)e(i/~)[S(2)
0 +(q/c)

´
(2)

AL·dl]

=
(
K1 + e(iq/~c)

´
C
AL·dlK2

)
e(iq/~c)

´
(1)

AL·dl,

donde hemos usado ˆ
C

AL · dl =

ˆ
(2)

AL · dl −
ˆ

(1)

AL · dl.

Las contribuciones de γ1 y γ2 interfieren entre sí, dando el término de interferencia (iq/~c)
´
C
AL ·dl.

Usando el teorema de Stokes y la ecuación (- - -), podemos escribir la integral de este exponente
como

ˆ
C

AL · dl =

ˆ
S

∇×AL · da =

ˆ
S

Bmon · da+

ˆ
S

Bstring · da.

Entonces el término de interferencia se puede escribir como

e(iq/~c)
´
C
AL·dl = e(iq/~c)

´
S
Bmon·da e(iq/~c)

´
S
Bstring·da.

El término e(iq/~c)
´
S
Bmon·da es el debido a la interacción de la partícula con carga e que interactúa

con el campo debido al monopolo magnético. El segundo término es el debido a la cuerda de Dirac,
como se ha discutido previamente, el campo debido a esta cuerda no es un observable físico. Por lo
tanto, tenemos que imponer e(iq/~c)

´
S
Bstring·da = 1; de no ser así, la cuerda de Dirac tendría que ser

un observable. Por otro lado, de cálculos previos, el flujo a través de la cuerda es
´
S
Bstring ·da = 4πg,

entonces las condición eiq4πg/~c = 1 implica la condición de cuantización de Dirac e g = 2π~n.
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Capítulo 5

Condición de cuantización de Dirac
no conmutativa

En este capítulo analizaremos la condición de cuantización de Dirac para monopolos magnéticos
en un espacio-tiempo no conmutativo. Para esto usaremos el potencial de Wu y Yang para el mono-
polo magnético, cuya relevancia reside en que es un potencial libre de singularidades en su dominio
de validez. Los efectos no conmutativos serán analizados usando el mapeo de Seiberg-Witten, es
decir, usaremos un método perturbativo para el cual sólo necesitamos conocer explícitamente la
forma del potencial vectorial a orden cero A0

µ(x) para determinar así las perturbaciones a todos los
órdenes ( en el parámetro de no conmutatividad θ ) del potencial de norma no conmutativo Âµ(x)
como se discutió en la sección 3.3.2.

5.1. Deformación Moyal del potencial de Wu-Yang
En la formulación de Wu-Yang, se construye un potencial no singular dividiendo R3/{0} en dos

hemisferios ligeramente superpuestos RN y RS . A cada hemisferio se le asocia un potencial ~AN y
~AS , los cuales son libres de singularidades en todos su dominio de definición. Por lo tanto estos
potenciales describen al monopolo magnético en diferentes regiones del espacio, pero en la región
de traslape (superposición) estos potenciales están relacionados por una transformación de norma:

AN/Sµ (x)→ AS/Nµ (x) = UAN/Sµ (x)U−1 + iU∂µU
−1, (5.1.1)

donde U es un elemento del grupo abeliano U(1). Ahora, el objetivo de esta sección es analizar la
formulación de Wu-Yang para el monopolo magnético en un espacio no conmutativo. La manera
más sencilla como se puede hacer una extensión no conmutativa a nivel de campos es la siguiente:

1. Todos los productos ordinarios se tienen que remplazar por el producto-∗ (Producto Moyal ),
el cual fue discutido en la sección 2.2):· → ∗.

2. Se tiene que asumir la existencia de unos nuevos campos no conmutativos que ahora dependen
del parámetro de no conmutatividad θ. En este caso, asumiremos esta dependencia en los
potenciales vectoriales: ÂN/Sµ (x; θ).

53
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Ademas, la forma de estos nuevos potenciales debe ser tal que se satisfaga el siguiente límite con-
mutativo Â

N/S
µ (x; θ)

∣∣∣
θ=0

= A
N/S
µ (x).

De acuerdo con el procedimiento de Wu-Yang discutido en la sección 4.6 y de acuerdo con lo
dicho arriba, la manera natural (más simple/ estándar ) de extender el potencial Wu-Yang a un
espacio-tiempo no conmutativo (Moyal) es reemplazando los productos ordinarios por el producto-
∗ y asumiendo la existencia de un potencial de norma no conmutativo Â

N/S
µ (x; θ) que debe de

satisfacer las siguientes propiedades de acuerdo a la formulación de Wu-Yang:

1. Estos nuevos potenciales ÂN/Sµ (x; θ) deben estar relacionados por una transformación de nor-
ma en la región de traslape (superposición) similar a la del caso conmutativo (5.1.1). Por lo
tanto la transformación de norma para el caso no conmutativo se tiene que escribir como

ÂN/Sµ (x; θ)→ ÂS/Nµ (x; θ) = U ∗ ÂN/Sµ (x; θ) ∗ U−1 + iU ∗ ∂µU−1,

donde U es un elemento del grupo no conmutativo U∗(1) 1.

2. Las ecuaciones de Maxwell con fuentes para las cargas magnéticas se siguen satisfaciendo para
estos potenciales ÂN/Sµ .

3. La no conmutatividad no debe introducir nuevas singularidades, es decir, los potenciales ÂN/Sµ

deben permanecer libres de singularidades como en el caso clásico (no deformado).

Estas condiciones son similares a las discutidas en la sección 4.6 pero adaptadas a la presencia de
no conmutatividad.

Siguiendo el tratamiento estándar para el potencial de norma no conmutativo, es decir, consi-
derando un tratamiento perturbativo, el potencial de norma se puede escribir como

Âµ = A0
µ +A1

µ +A2
µ +O(θ3), (5.1.2)

mientras que el parámetro de norma admite una estructura

λ̂ = λ0 + λ1 + λ2 +O(θ3), (5.1.3)

donde A0
µ y λ0 son el potencial de norma y el parámetro de norma no deformados respectivamente:

ĺım Âµ
θ→0

= A0
µ, ĺım λ̂

θ→0
= λ0. (5.1.4)

En lo que sigue analizaremos las perturbaciones del potencial Âµ(x; θ) de tal manera que se satis-
fagan todas las propiedades que se requieren en el procedimiento de Wu-Yang.

Transformación de norma no conmutativa
Ahora el primer paso es buscar una forma para las perturbaciones Anµ de tal manera que sean

compatibles con una transformación de norma no conmutativa de la forma

Âµ → Â′µ = U ∗ Âµ ∗ U−1 + iU ∗ ∂µU−1, (5.1.5)

1Bajo la extensión no conmutativa de la teoría de norma con grupo de simetría abeliana U(1) el nuevo grupo
deformado U(1)→ U∗(1) ahora será no abeliano.
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donde U ∈ U∗(1); los elementos de este grupo se pueden escribir como

U(x) = e
iλ(x)
∗ = 1 + iλ(x) +

i2

2!
λ(x) ∗ λ(x) + . . . . (5.1.6)

Existe una manera de construir una teoría de norma no conmutativa con grupo de simetría U∗(N),
el cual es conocido como el mapeo de SW, de tal manera que se puede obtener un Ansatz para las
perturbaciones Anµ a partir del potencial conmutativo A0

µ. En este trabajo usaremos el mapeo de
SW el cual se discutió en la sección 3.3 y nos restringiremos al caso U∗(1).

Usando la forma (5.1.6) para los elementos de grupo U∗(1) se pueden reescribir estos elementos
del grupo hasta segundo orden en el parámetro θ; explícitamente tiene la forma [28, 29]

e
iλ(x)
∗ = eiλ(x) +

θpqθkl

8
eiλ(x)∂p∂kλ

(
1

2
∂q∂lλ+

i

3
∂qλ∂lλ

)
+O(θ3). (5.1.7)

Usando el producto Moyal podemos desarrollar la transformación de norma (5.1.5) hasta segundo
orden en el parámetro θ

Âµ → Â′µ = UÂµU
−1 + iU∂µU

−1 (5.1.8)

+

(
i

2

)
θpq
(
∂pU∂qÂµU

−1 + U∂pÂµ∂qU
−1 + i∂pU∂q∂µU

−1
)

+

(
i

2

)2

θpqθkl
(
∂p∂kU∂q∂lÂµU

−1 + U∂p∂kÂµ∂q∂lU
−1 + i∂p∂kU∂q∂l∂µU

−1
)

+O(θ3).

Ahora usando la expresión a segundo orden θ para U(x), la cual esta dada por (5.1.7), en la
transformación de norma no conmutativa (5.1.8) podemos obtener las siguientes expresiones hasta
segundo orden

A0
i → A0

i + ∂iλ(x),

A1
i → A1

i − θkl∂kλ(x)∂lA
0
i −

1

2
θkl∂kλ(x)∂l∂iλ(x),

A2
i → A2

i − θkl∂kλ(x)∂lA
1
i +

1

2
θklθpq∂pλ(x)∂q

(
∂kλ(x)∂lA

0
i +

1

3
∂kλ(x)∂l∂iλ(x)

)
, (5.1.9)

donde se ha utilizado el mismo procedimiento dado en [28, 29]. De acuerdo con el primer requeri-
miento de la sección 5.1, las siguientes relaciones para los potenciales en la región de traslape se
deben de satisfacer

AN0
i → AS0

i + ∂iλ(x),

AN1
i → AS1

i − θ
kl∂kλ(x)∂lA

S0
i −

1

2
θkl∂kλ(x)∂l∂iλ(x)

AN2
i → AS2

i − θ
kl∂kλ(x)∂lA

S1
i +

1

2
θklθpq∂pλ(x)∂q

(
∂kλ(x)∂lA

S0
i +

1

3
∂kλ(x)∂l∂iλ(x)

)
. (5.1.10)

(5.1.11)
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5.2. Las ecuaciones de Maxwell no conmutativas a primer y
segundo orden

En esta sección analizaremos el segundo requerimiento de la sección 5.1, es decir, los potenciales
anteriores deben de satisfacer las ecuaciones de Maxwell. Para esto comenzaremos planteando la
versión no conmutativa de las ecuaciones de Maxwell para un monopolo magnético estático. To-
mando las ecuaciones de Maxwell clásicas y remplazando los productos ordinarios por el producto-∗
obtenemos

Dν ∗ F̂µν =
4π

c
Ĵνe , (5.2.1)

Dµ ∗ F̂µν = 4πĴνg , (5.2.2)

Dµ ∗ Ĵµ = 0, (5.2.3)

donde los campos F̂µν(x; θ), Ĵνg (x; θ) y Ĵµe (x; θ) son los campos no conmutativos para el tensor de
intensidad electromagnética, la densidad de corriente magnética y la densidad de corriente eléctrica
respectivamente. En estas ecuaciones tenemos que

Dν := ∂ν − ie[Âµ, ·]∗, (5.2.4)

F̂µν := ∂µÂν − ∂νÂµ − ie[Âµ, Âν ]∗, (5.2.5)

son la derivada covariante no nonmutativa y el tensor de intensidad electromagnética (field strength)
respectivamente. El tensor electromagnético dual esta definido como F̂µν := 1

2ε
µνγδF̂γδ. Las ecua-

ciones (5.2.1) y (5.2.2) son la ley de Ampère y la ley de Gauss no conmutativa respectivamente;
estas son las leyes análogas a las expresiones estándar en electrodinámica clásica. Por lo tanto la
ecuación (5.2.3) es el análogo de la ecuación de continuidad.

Dado que estamos considerando soluciones estáticas del monopolo magnético, tenemos que Ĵ ig =
0 con i = 1, 2, 3. , es decir, no estamos considerando corrientes magnéticas. Por lo tanto la única
componente distinta de cero de la corriente no conmutativa Ĵν 4- dimensional es la componente Ĵ0

g ,
la cual se puede escribir de manera perturbativa como

Ĵ0
g ≡ ρ̂g(r) = 4πgδ(r) + ρ1(r) + ρ2(r) +O(θ3)

la cual es la responsable de dar lugar a la carga magnética no conmutativa:

gNC :=

ˆ
Ĵ0
g (x)d3x. (5.2.6)

Esta cantidad es un invariante de norma la cual se puede calcular de manera perturbativa; en el
caso clásico esta cantidad tiene en valor de g. En el caso estático la ecuación de continuidad se
satisface de la misma manera.

Ley de Ampère no conmutativa
Hasta el momento hemos discutido la extensión no conmutativa de las ecuaciones de Maxwell

magnéticas, en lo que sigue analizaremos de manera perturbativa estas ecuaciones y nos enfocaremos
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en las perturbaciones de estas ecuaciones de Maxwell modificadas. Para soluciones estáticas, el
campo eléctrico es cero Ei := F 0i = 0 y la dependencia temporal no es considerada. De acuerdo
con lo anterior, sólo nos enfocaremos en el término Dk∗F̂ ik, donde i, j = 1, 2, 3. Usando la definición
de derivada covariante (5.2.4) obtenemos:

Dk ∗ F̂ ik = ∂kF̂
ik − i[Âk, F̂ ik]∗.

Después de realizar un desarrollo perturbativo para los campos y usando la definición del producto
Moyal (producto-∗) la ecuación anterior se puede escribir a segundo orden en el parámetro θ.

Dk ∗ F̂ ik = ∂k
(
F ik0 + F ik1 + F ik2

)
− i[A0

k +A1
k +A2

k, F
ik
0 + F ik1 + F ik2 ]∗

= ∂kF
ik
0 + ∂kF

ik
1 + ∂kF

ik
2 + θpq∂pA

0
k(∂qF

ik
0 + ∂qF

ik
1 ) + θpq∂pA

1
k∂qF

ik
0 +O(θ3),(5.2.7)

donde F 0
jk, F

1
jk yF

2
jk son las componentes del tensor de intensidad electromagnética hasta segundo

orden en el parámetro θ. En la sección 3.3 discutimos el mapeo de SW, con el cual se puede obtener
la forma explicita del tensor Fnjk a todos los ordenes en términos de las perturbaciones del campo
de norma Âk; usando este mapeo podemos obtener

Dk ∗ F̂ ik = ∂k(∂iAk0 − ∂kAi0) + ∂k(∂iAk1 − ∂kAi1 + θpq∂pA
i
0∂qA

k
0)

+∂k
(
∂iAk2 − ∂kAi2 + θpq(∂pA

i
1∂qA

k
0 + ∂pA

i
0∂qA

k
1)
)

+θpq∂pA
0
k∂q

(
∂iAk0 − ∂kAi0 + ∂iAk1 − ∂kAi1 + θrs∂rA

i
0∂sA

k
0

)
+θpq∂pA

1
k∂q

(
∂iAk0 − ∂kAi0

)
+O(θ3)

= εikl∂kB
0
l + εikl∂kB

1
l + εikl∂kB

2
l + θpq

(
∂k(∂pA

i
0∂qA

k
0) + ∂pA

0
kε
ikl∂qB

0
l

)
+θpq

(
∂pA

1
kε
ikl∂qB

0
l + ∂pA

0
kε
ikl∂qB

1
l + ∂k(∂pA

i
1∂qA

k
0 + ∂pA

i
0∂qA

k
1)

+θpqθrs∂pA
0
k∂q(∂rA

i
0∂sA

k
0) +O(θ3), (5.2.8)

donde se ha definido εiklBnl := (∂iAkn−∂kAin) en concordancia con nuestra elección de la signatura
para el espacio-tiempo de Minkowski.

En el caso conmutativo, la ley de Ampère en su forma diferencial es usada para deducir el
rotacional de un campo magnético inducido por una corriente eléctrica pero también se puede
usar en la dirección opuesta, es decir, se puede inferir la corriente eléctrica asociada a un campo
magnético dado. De acuerdo con esto, escribanos

Dk ∗ F̂ ik =
4π

c
Ĵ ie, (5.2.9)

donde Ĵ ie = J ie0 +J ie1 +J ie2 +O(θ3). Notemos que no estamos considerando configuraciones de cargas
eléctricas en las ecuaciones de Maxwell, pero si estamos permitiendo la presencia de corrientes
eléctricas. Usando (5.2.8) la ley de Ampère en su forma diferencial se puede escribir orden por



CAPÍTULO 5. CONDICIÓN DE CUANTIZACIÓN DE DIRAC NO CONMUTATIVA 58

orden como:

(∇× ~B0)i = J ie0,

(∇× ~B1)i = θpq
(
∂k(∂pA

i
0∂qA

k
0) + ∂pAkε

ikl∂qB
0
l

)
+ J ie1,

(∇× ~B2)i = θpq
(
∂pA

1
kε
ikl∂qB

0
l + ∂pA

0
kε
ikl∂qB

1
l + ∂k(∂pA

i
1∂qA

k
0 + ∂pA

i
0∂qA

k
1)

+θrs∂pA
0
k∂q(∂rA

i
0∂sA

k
0)
)

+ J ie2, (5.2.10)

donde i, j , k = 1, 2, 3.

Ley de Gauss
Siguiendo el mismo procedimiento al de la ley de Ampère ahora lo aplicaremos a la ley de

Gauss. Para esto empezaremos analizando el término Di ∗F̂ i0, donde F̂µν := 1
2ε
µνγδF̂γδ es el tensor

electromagnético dual. Por lo tanto podemos escribir

Di ∗ F̂ i0 =
1

2
εi0jkDi ∗ F̂jk = −1

2
εijkDi ∗ F̂jk,

donde hemos usado la convención εi0jk = −εijk. Nuevamente, usando la definición de la derivada
covariante (5.2.4) y la expresión para el tensor electromagnético (5.2.5) obtenemos el siguiente
desarrollo perturbativo hasta segundo orden en el parámetro θ:

Di ∗ F̂ i0 = −1

2
εijk

(
∂i
(
F 0
jk + F 1

jk + F 2
jk

)
− i[A0

i +A1
i +A2

i , F
0
jk + F 1

jk + F 2
jk]∗

)
= −1

2
εijk

(
∂iF

0
jk + ∂iF

1
jk + ∂iF

2
jk + θpq∂pA

0
i (∂qF

0
jk + ∂qF

1
jk) + θpq∂pA

1
i ∂qF

0
jk

)
+O(θ3). (5.2.11)

Usando las expresiones obtenidas para el tensor electromagnético a primer y segundo orden (3.3.15)
y (3.3.20) dados por el mapeo de SW en la ecuación (5.2.11), podemos escribir la ley de Gauss como

Di ∗ F̂ i0 − Ĵ0
g = 0 = −1

2
εijkεjkl∂iB

l
0 − 4πgδ(r)

−1

2
εijkεjkl∂iB

l
1 − ρ1(x)

−1

2
εijkεjkl∂iB

l
2 − ρ2(x)

−1

2
εijkθpqθrs∂pA

0
i ∂q(∂rA

0
j∂sA

0
k), (5.2.12)

donde se ha usado las siguientes relaciones:

εijkθpq∂pA
0
i ∂qF

0
jk = −εijkθpq∂i(∂pA0

j∂qA
0
k),

εijkθpq
(
∂pA

0
i ∂qF

1
jk + ∂pA

1
i ∂qF

0
jk

)
= −2εijkθpq∂i(∂pA

1
j∂qA

0
k) + εijkθpqθrs∂pA

0
i ∂q(∂rA

0
j∂sA

0
k),
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junto con la expansión de la densidad de carga Ĵ0
g = ρ̂g. También se puede observar que mediante

una permutación de los índices, el último término de la ecuación (5.2.12) es cero. Dado que la
divergencia de un campo ~Bn se puede escribir como: 1

2ε
ijkεjkl∂iB

l
n = ∇ · ~Bn, podemos obtener las

siguientes expresiones para la ley de Gauss hasta segundo orden

∇ · ~B0 = −4πgδ(r),

∇ · ~B1 = −ρ1(r),

∇ · ~B2 = −ρ2(r). (5.2.13)

Estas ecuaciones son similares a las obtenidas en la ley de Ampère (5.2.10) en el sentido que todas
estas ecuaciones nos permiten identificar las fuentes modificadas del campo del monopolo magnético.

Usando la identidad vectorial ∇2 ~B0 = ∇(∇· ~B0)+∇× (∇× ~B0) podemos también combinar los
resultados obtenidos de la ley de Ampère (5.2.10) y de la ley de Gauss (5.2.13) de manera usual.
Por lo tanto se puede obtener el siguiente resultado para la i-esima componente(

∇2 ~B0

)i
= [∇(∇ · ~B0) +∇× (∇× ~B0)]i

= εijk∂j
(
εklm∂lB

0
m + εklm∂lB

1
m + εklm∂lB

2
m

+ θpq
(
∂l(∂pA

k
0∂qA

l
0) + ∂pA

0
l ε
klm∂qB

0
m

)
. (5.2.14)

Por otro lado, es natural preguntarse cual es la forma de estas fuentes que se inducen usando el
mapeo de SW y de existir tales fuentes inducidas, ¿cuál sería la relevancia de estas fuentes? aún
más a nivel fundamental, ¿qué pasa con la condición de cuantización de Dirac?, es decir, ¿la no
conmutatividad es compatible con la cuantización de la carga magnética?, el propósito de este
trabajo es intentar dar una respuesta a todas estas cuestiones.

5.3. Solución a las ecuaciones de Maxwell no conmutativas
Hasta este momento hemos obtenido de manera perturbativa los análogos de las ecuaciones de

Maxwell para cargas magnéticas en un espacio (espacio-tiempo) no conmutativo a cero, primer
y segundo orden. Como se discutió antes, el introducir de manera perturbativa correcciones al
tensor electromagnético F̂µν implicaría introducir correcciones a la 4 corriente Ĵν . Por otro lado,
las perturbaciones para el tensor F̂µν se obtienen usando el mapeo de SW, las cuales sólo dependen
del campo de de norma A0

µ.
Ahora usamos el mapeo de SW para determinar las expresiones analíticas de los potenciales de

norma ANµ y ASµ para todos los órdenes en el parámetro de norma θ. Ambos potenciales satisfacen
las ecuaciones de Maxwell con una apropiada fuente para la carga magnética. Por lo tanto, el criterio
2 de la sección 5.1 se satisface para nuestros potenciales. Entonces, sólo nos falta verificar el tercer
criterio de la sección 5.1, es decir, los potenciales obtenidos por el mapeo de SW A

(N/S)n
µ no deben

introducir nuevas singularidades. Para esto necesitamos dar la forma explicita del potencial que
usaremos a orden cero ANµ y ASµ asociado al monopolo magnético.

Comparando con resultados previos en la literatura, fijamos los valores del parámetro θµν impo-
niendo θ12 = −θ21 = θ 6= 0; las demás componentes son cero y usamos los potenciales introducidos
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por Wu y Yang (4.6.1), en coordenadas cartesianas. En lo que sigue AN0 y AS0 denotan los poten-
ciales en el hemisferio norte y en el hemisferio sur respectivamente a orden cero en el parámetro θ
y r :=

√
x2 + y2 + z2.

Los potenciales a orden cero en coordenadas cartesianas se pueden escribir como

AN0
1 = −y (r − z)

(x2 + y2) r
, AN0

2 = x
(r − z)

(x2 + y2) r
,

AS0
1 = y

(r + z)

(x2 + y2) r
, AS0

2 = −x (r + z)

(x2 + y2) r
,

AN0
3 = AN0

3 = AS0
3 = AN0

0 = AS0
0 = 0. (5.3.1)

Como se puede notar, estos potenciales presentan una simetría muy particular la cual proviene de
que estamos considerando una solución esféricamente simétrica para el monopolo magnético y la
cual juega un papel importante para los propósitos de este trabajo. Por lo tanto es importante
investigar si los potenciales a ordenes superiores presentan alguna simetría adicional o preservan
esta simetría, es decir, que las perturbaciones sean esféricamente simétricas.

Calculando explícitamente las perturbaciones para los primeros tres ordenes observamos que se
pueden escribir de la siguiente manera

A
(N/S)0
k = −εkixif (N/S)

0 ,

A
(N/S)1
k = −εkixif (N/S)

1 ,

A
(N/S)2
k = −εkixif (N/S)

2 ,

A
(N/S)3
k = −εkixif (N/S)

3 , (5.3.2)

donde las funciones f (N/S)
0 , . . . , f

(N/S)
3 tienen la siguiente dependencia f (N/S)

k = f
(N/S)
k (x2, y2, z).

Por lo tanto este resultado nos dice que estas deformaciones no conmutativas para los potenciales
Âµ mantienen esta simetría, es decir, son esféricamente simétricas. Después de analizar los primeros
tres ordenes de la solución, podemos conjeturar el siguiente Ansatz general

A
(N/S)n
k = −εkixif (N/S)

n , (5.3.3)

donde εij es el pseudo tensor de Levi-Civita en dos dimensiones 2 con i, j = 1, 2 y las funciones
2La convención en este trabajo para el pseudo tensor de Levi-Civita en dos dimensiones εij , para i, j = 1, 2, es

que ε12 = 1 y donde identificamos las coordenadas como:1→ x y 2→ y.
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f
(N/S)
0 , . . . , f

(N/S)
3 tienen la siguiente forma

f
(N/S)
0 = ± (r ∓ z)

rρ2
,

f
(N/S)1
1 = −ρ

4(r ∓ 4z) + z2ρ2(5r ∓ 6z) + 2z4(r ∓ z)
2r5ρ4

,

f
(N/S)
2 = ±ρ

8 + zρ6(19z ∓ 8r) + z3ρ4(31z ∓ 24r) + z5ρ2(17z ∓ 15r) + 4z7(z ∓ r)
2ρ6r8

,

f
(N/S)
3 = −13ρ10 + 8zρ8(40z ∓ 13r) + 2z3ρ6(370z ∓ 263r) + 3z5ρ4(203z ∓ 162r)

8ρ8r10

− 4z7ρ2(72z ∓ 65r) + 56z9(z ∓ r)
8ρ8r10

, (5.3.4)

donde ρ2 := x2 + y2 = r2 − z2 y la convención del signo superior (inferior) en las expresiones
anteriores hacen referencia al hemisferio norte (sur).

Como se había mencionado anteriormente un criterio importante que deben de satisfacer los
potenciales en el procedimiento de Wu-Yang es que estos potenciales deben estar libres de singula-
ridades en sus regiones de validez. Para esto es conveniente escribir las componentes del potencial en
coordenadas esféricas (r, ϑ, φ); después de un calculo muy sencillo podemos escribir los potenciales
ANµ y ASµ como

ANmt = ANmr = ANmϑ = 0, ANmφ = fNm
y

sinφ
,

ASmt = ASmr = ASmϑ = 0, ASmφ = fSm
y

sinφ
, (5.3.5)

donde m = 0, . . . , 3 es el orden de la perturbación y las funciones f (N/S)
m están dadas por (5.3.4).

Por lo tanto las componentes se pueden escribir explícitamente en coordenadas esféricas como

A
(N/S)0
φ = ± (1∓ cos(ϑ)) csc(ϑ)

r
,

A
(N/S)1
φ = −

fN/S(ϑ) csc3(ϑ)

8r3
,

A
(N/S)2
φ = ±

gN/S(ϑ) csc5(ϑ)

128r5
,

A
(N/S)3
φ = −

hN/S(ϑ) csc7(ϑ)

1024r7
, (5.3.6)
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donde

fN/S(ϑ) := ∓10 cos(ϑ) + 2 cos(2ϑ)± 2 cos(3ϑ)− cos(4ϑ) + 7,

gN/S(ϑ) := ∓327 cos(ϑ) + 80 cos(2ϑ)± 75 cos(3ϑ)− 64 cos(4ϑ)± cos(5ϑ)

+16 cos(6ϑ)∓ 5 cos(7ϑ) + 224,

hN/S(ϑ) := ∓9112 cos(ϑ) + 2080 cos(2ϑ)± 2180 cos(3ϑ)− 1844 cos(4ϑ)∓ 36 cos(5ϑ)

+686 cos(6ϑ)∓ 270 cos(7ϑ)− 65 cos(8ϑ)± 70 cos(9ϑ)− 14 cos(10ϑ) + 6325.

De estas expresiones se puede ver que en el límite donde el ángulo polar se hace cero, ϑ → 0, las
componentes ANmφ → 0, y cuando ϑ → π tenemos que ASmφ → 0. Por lo tanto, ambos potenciales
ANmφ y ASmφ son libres de singularidades en sus respectivas regiones de validez; la no conmutatividad
en el espacio no introduce nuevas singularidades a los potenciales de norma hasta este orden y
esperamos que esto sea una característica general a todos los ordenes.

En la sección 5.2 discutimos los análogos de las ecuaciones de Maxwell magnéticas en un espacio
no conmutativo así como las ecuaciones de Maxwell magnéticas asociadas a las perturbaciones en
el parámetro θ. Por otro lado usamos el mapeo de SW, el cual nos da un Ansatz para encontrar
explícitamente las expresiones del potencial de norma a todos los ordenes: A(N/S)n

µ , de tal manera
que estos potenciales son invariantes de norma bajo el producto-∗.

Es decir, tenemos un sistema de ecuaciones análogas a las de Maxwell con fuentes en un espacio-
tiempo no conmutativo y tenemos un conjunto de soluciones dadas por el mapeo de SW para este
sistema de ecuaciones. Por lo tanto estas soluciones para los potenciales de norma A(N/S)n

µ tienen
la información de la fuente que las produce, es decir, si evaluamos estas soluciones en las ecuaciones
de Maxwell modificadas podemos obtener a lo que nos referiremos como las fuentes inducidas por
el mapeo de SW. Si usamos la ecuación (5.3.2) en las ecuaciones (5.2.10) y (5.2.13), encontramos
que las fuentes están dadas por

J
(N/S)i
e0 = 0,

J
(N/S)i
e1 = θ εij3xjg

(N/S)
1 ,

J
(N/S)i
e2 = θ2 εij3xjg

(N/S)
2 , (5.3.7)

donde

g
(N/S)
1 :=

3

r6
,

g
(N/S)
2 := ±

3
[
∓4z (2r ∓ z) ρ2 ± z3 (r ∓ z) + 5ρ4

]
r10ρ2

. (5.3.8)

Entonces las expresiones dadas en (5.3.7) son las corrientes eléctricas inducidas por el mapeo de
SW. Por lo tanto podemos notar que aparecen contribuciones no nulas a las corrientes eléctricas
debido a la no conmutatividad. Para la carga magnética tenemos una carga magnética efectiva dada
por

4πgeff = 4π + 2π
θ2

r4
,
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hasta segundo orden en el parámetro de no conmutatividad. Este resultado puede ser obtenido
calculando las integrales

´
Γ
~A(N/S)1 · ~ds y

´
Γ
~A(N/S)2 · ~ds, donde Γ es un circuito de radio r en

el ecuador (ϑ = π/2) positivamente (negativamente) orientado hacia el hemisferio norte (sur). Es
claro que en el límite θ → 0 obtenemos geff → 1.

5.4. La cuantización de Dirac y el parámetro Λ̂ = Λ̂λ (λ, A; θ)
no conmutativo

Por medio del mapeo de SW se ha encontrado un Ansatz general para las correcciones no
conmutativas del potencial de norma asociado a un monopolo magnético. Ahora estamos en la
condición de discutir la condición de cuantización de Dirac en el contexto no conmutativo.

Para esto seguiremos un procedimiento similar al discutido en la sección 4.6, es decir, conside-
remos la función de onda asociada al monopolo magnético no conmutativo Ψ̂, la cual es solución a
la ecuación de Schrödinger deformada que describe una partícula no relativista de masa m en un
campo externo generado por ~A(~r):

Ĥ ∗ Ψ̂(~r) = − 1

2m

(
~∇− ie ~A(~r)

)2

∗ Ψ̂(~r)

= − 1

2m
D̂2Ψ̂(~r)

= EΨ̂(~r).

Recordemos que bajo transformaciones de norma del potencial (5.1.5), tanto la función de onda
como la derivada covariante transforman de la misma manera:

Ψ̂(~r)→ U ∗ Ψ̂(~r) = eieΛ̂(~r) ∗ Ψ̂(~r), D̂Ψ̂(~r)→ U ∗ D̂Ψ̂(~r) = eieΛ̂(~r) ∗ D̂Ψ̂(~r).

Ahora observemos que la función de onda de una partícula en un campo debido a un monopolo
depende de la norma, aún en el caso no conmutativo. En la región de superposición RN ∩RS , ambas
formas del potenciales ÂNµ y ÂSµ son regulares 3, por lo tanto, las funciones de onda correspondientes
están relacionadas a través de la transformación de norma (5.1.5):

Ψ̂S = U ∗ Ψ̂N = eieΛ̂ ∗ Ψ̂N .

Cada una de las funciones de onda Ψ̂N y Ψ̂S deben tener un sólo valor en los hemisferios RN y RS
respectivamente. Nuevamente consideremos una trayectoria cerrada l en la región de superposición.
Entonces el ángulo azimutal φ aumenta de 0 a 2π:

Ψ̂S(0) = eieΛ̂(0) ∗ Ψ̂N (0), Ψ̂S(2π) = eieΛ̂(2π) ∗ Ψ̂N (2π).

Por lo tanto, las funciones de onda son univaluadas si el factor de fase es un múltiplo de 2π, es
decir, son univaluadas si

∆S = e
[
Λ̂(2π)− Λ̂(0)

]
= 2πn, n ∈ Z, (5.4.1)

3En la sección 5.3 verificamos por lo menos hasta segundo orden en el parámetro θ, la no conmutatividad no
introduce nuevas singularidades. Además, asumiremos que esto sigue siendo válido para todos los órdenes en θ.
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donde esta condición es equivalente a la mencionada en la sección 4.6 . Es necesario analizar bajo
que condiciones se satisface la relación (5.4.1). Para esto consideremos un desarrollo perturbativo
del parámetro Λ̂:

Λ̂(λ,A, θ) = λ+

∞∑
n=1

Λ(n)(λ,A, θ),

donde λ es el parámetro de norma en el caso conmutativo analizado en la sección 4.6 y el cual está
dado por λ(x) = 2gφ = 2g arctan(y/x). Por lo tanto la condición (5.3.7) se puede escribir

∆S = 4πegφ+

∞∑
n=1

[
Λ(n)(2π)− Λ(n)(0)

]
= 2πn, n ∈ Z.

En este caso la condición de cuantización de Dirac para el caso no conmutativo se preserva si y sólo
si las contribuciones no conmutativas del parámetro de norma son nulas: Λnλ = 0, para n ≥ 1 o de
periodicidad 2π.

Ahora bien, el punto principal aquí es analizar si las correcciones en θ del parámetro de norma Λ̂
se pueden anular para los potenciales obtenidos del mapeo de SW, es decir para los potenciales dados
en (5.3.2). En lo que sigue analizaremos orden por orden el parámetro de norma Λ̂λ. Empecemos
con el caso de la corrección a primer orden para el parámetro no conmutativo Λ̂λ, el cual se puede
obtener de (3.3.8) y usando el hecho que estamos estudiando el caso con grupo de norma abeliano
se puede simplificar a

Λ1 = −1

2
θklA0

k∂lλ. (5.4.2)

Las derivadas parciales del parámetro de norma estándar tiene una simetría particular la cual
es de suma importancia en los siguientes cálculos; a partir de la ecuación (4.6.3) se puede ver
fácilmente mediante un cálculo directo que la derivada del parámetro de norma se puede escribir
como ∂lλ = −εljxjg, donde g := 2z

x2+y2 , y por lo tanto, el potencial de norma A0
k se puede escribir

como A0
k = −εkixif0 como se señaló antes en (5.3.3). Usando estos dos resultados podemos calcular

la corrección no conmutativa para el parámetro de norma a primer orden

Λ1 = −1

2
θεkl

(
−εkixif0

) (
−εljxjg

)
= −1

2
θεklεkix

if0 εljx
jg

= −1

2
θδlix

i εljx
jf0g = −1

2
θ εijx

ixjf0g = 0, (5.4.3)

donde se ha asumido que θ12 = −θ21 = θ como la única componente distinta de cero y en conse-
cuencia θkl = θεkl.

Por lo tanto, podemos ver que usando el mapeo de SW, la condición de cuantización de Dirac
se preserva a primer orden. El siguiente paso es calcular la corrección a segundo orden Λ2 para el
parámetro no conmutativo. A partir del mapeo de SW el parámetro de norma a segundo orden
dado en (3.3.18) se puede escribir como

Λ2 = −1

4
θkl
({
A1
k, ∂lλ}+ {A0

k, ∂lΛ
1
})
. (5.4.4)
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El segundo término de esta ecuación es cero, debido a que ya se mostró que Λ1 = 0. Por lo
tanto, sólo necesitamos calcular θkl{A1

k, ∂lλ}. En la sección anterior se calcularon los potenciales
de norma hasta segundo orden en θ y esos potenciales se pueden escribir en forma general como
A1
k = −εkixif1 donde f1 está dado en (5.3.4). Nuevamente usamos la simetría del potencial A1

k y
siguiendo un procedimiento similar al caso de Λ1, es sencillo mostrar que el parámetro de norma a
segundo orden también es nulo, es decir Λ2 = 0.

Por lo tanto, hasta el momento se ha verificado que la condición de cuantización de Dirac es
consistente con la extensión no conmutativa a segundo orden. Ahora consideremos el caso más
general donde el parámetro de norma tiene la forma general:

Λn+1 = − 1

4(n+ 1)
θkl

∑
p+q+r=n

{Apk, ∂lΛ
q}∗r. (5.4.5)

Siguiendo un procedimiento similar al anterior se puede demostrar que el parámetro de norma es
nulo a todos los ordenes:

Λn+1 = 0 ,para n ∈ Z,

donde se asume el hecho de que los potenciales de norma se pueden escribir de manera general
como Ank = −εkixifn, donde fn = fn(x2, y2, z) y n es el orden de la perturbación. Los detalles de
esta demostración se pueden ver en el apéndice A.

Usando este resultado obtenemos que el único elemento no nulo para el parámetro de norma es
Λ̂λ = λ y por lo tanto este resultado nos dice que la condición de cuantización de Dirac se preserva
bajo correcciones no conmutativas del potencial de norma Anµ obtenidas a partir del mapeo de SW.

5.5. Conclusiones
En este trabajo hemos investigado la validez de la Condición de cuantización de Dirac (CCD)

en el marco de las teorías de norma no-conmutativa. Para hacer esto hemos utilizado el mapeo de
Seiberg-Witten (SW) con el fin de encontrar los potenciales de norma no-conmutativos asociados a
los potenciales de norma conmutativos; como potenciales semillas hemos hecho uso de los potenciales
introducidos por Wu y Yang para el monopolo magnético.

Una vez obtenidas las perturbaciones no-conmutativas del potencial de norma Âµ(x; θ), hemos
logrado dos objetivos. Primero, hemos escrito las ecuaciones de Maxwell modificadas similares
a las propuestas previamente en algunos trabajos [28, 29]; en estos enfoques, la estructura de
las ecuaciones de Maxwell no incluyen fuentes para el campo eléctrico, por lo que los autores no
consideran deformaciones no-conmutativas para las fuentes, es decir, cargas eléctricas y magnéticas.
Sin embargo, diferimos de este procedimiento en que utilizamos las deformaciones de los potenciales
de norma para deducir las fuentes, eléctricas y magnéticas, que deberían estar presentes en estas
ecuaciones.

La principal diferencia que obtenemos en esta dirección es que en realidad existe una corriente
eléctrica que contribuye al rotacional del campo magnético no-conmutativo; esto se ve claramente
cuando se considera una expansión perturbativa en términos del parámetro de no conmutatividad y
se calculan las correcciones al rotacional del campo magnético. Argumentos similares se aplican al
caso de la divergencia del campo magnético donde obtenemos modificaciones de la carga magnética.

En segundo lugar, el mapeo de SW nos permite obtener expresiones explícitas para todos lo
ordenes en la teoría de perturbaciones para los potenciales de norma. En este trabajo calculamos
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explícitamente el potencial de norma NC hasta tercer orden en el parámetro de no conmutatividad,
en donde obtuvimos que las deformaciones no-conmutativas del potencial de norma Anµ y el pará-
metro de norma Λn presentan una estructura funcional muy particular en coordenadas cartesianas.
Esto es, obtuvimos que las deformaciones presentan una dependencia cuadrática en las coordenadas
x y y, que nos dice que las deformaciones Anµ y Λn son funciones homogéneas de segundo orden
en las coordenadas x y y. Por lo tanto, este tipo de funciones tienen propiedades muy interesantes
para los propósitos de este trabajo ya que encontramos que para un orden arbitrario en parámetro
de no-conmutatividad θn, el potencial de norma se puede escribir como Anµ = Anµ(x2, y2). Adi-
cionalmente verificamos para algunos ordenes que estas deformaciones no presentan singularidades
adicionales en sus respectivos dominios. También usamos las perturbaciones de los potenciales de
norma en las ecuaciones de Maxwell deformadas con el fin de obtener las fuentes asociadas a estas
perturbaciones.

Es importante resaltar que esta deformación no-conmutativa a la teoría electromagnética sigue
siendo una teoría de norma con grupo de simetría U∗(1) y parámetro de norma Λ̂(x; θ). Usando
este hecho analizamos la condición de cuantización de Dirac (CCD) en el contexto no-conmutativo.
Para ellos consideramos una carga eléctrica, la cual se mueve en un circuito cerrado en una vecindad
de un monopolo magnético. Por lo tanto, la función de onda asociada al monopolo magnético no-
conmutativo Ψ̂, es solución a la ecuación de Schrödinger deformada que describe una partícula no
relativista de masa m en un campo externo generado por los potenciales ~AN (~r; θ) y ~AS(~r; θ). En
la región de superposición RN ∩ RS , ambos expresiones de los potenciales ÂNµ y ÂSµ son regulares
y además están relacionadas a través de una transformación de norma Ψ̂S = U ∗ Ψ̂N = eieΛ̂ ∗ Ψ̂N .
Si ahora se considera una trayectoria cerrada l en la región de superposición obtenemos que las
funciones de onda son univaluadas si el factor de fase es un múltiplo entero de 2π, es decir

∆S = 2πn, n ∈ Z.

Por lo tanto se puede concluir que la condición de cuantización de Dirac para el caso no-conmutativo
se preserva si y sólo si las contribuciones no conmutativas del parámetro de norma son nulas:
Λ

(n)
λ = 0, para n ≥ 1 o de periodicidad 2π.
La importancia de esta parte del trabajo tesis radicó en mostrar que la no-conmutatividad en las

coordenadas espaciales pueden incorporarse a la teoría electromagnética de Maxwell de tal manera
que la condición de cuantización de Dirac se preserve, es decir, la cuantización de la carga eléctrica
es compatible con la no-conmutatividad. Este resultado se obtuvo y fue consecuencia directa de los
cálculos que se realizaron, por medio de los cuales mostramos que Λ

(n)
λ = 0, para n ≥ 1.



Parte III

Monopolos magnéticos en teorías de
norma no abelianas

67



68



Capítulo 6

El Monopolo de ’t Hooft-Polyakov

6.1. El modelo de Georgi-Glashow SU(2)

6.1.1. El Monopolo Wu-Yang no Abeliano
Como hemos visto en los capítulos anteriores, un monopolo magnético puede introducirse en la

electrodinámica abeliana a nivel clásico, es decir, la manera de incorporar el monopolo magnético es
introduciendo un potencial vectorial, el cual no está definido globalmente (potencial de Wu-Yang) o
introduciendo un potencial vectorial singular (potencial de Dirac). Por lo tanto las soluciones para
monopolos magnéticos no aparecen de manera natura dentro de una teoría de norma abeliana.

La situación cambia drásticamente si tenemos en cuenta que la electrodinámica abeliana es
parte de un modelo unificado, es decir, si el generador del subgrupo U(1) del electromagnetismo
está embebido en un grupo de norma no-abeliano de mayor rango. De hecho, consideraremos el
ejemplo más simple de dicha incrustación, es decir, el modelo SU(2) de Yang-Mills. Supongamos
que el potencial de Dirac (4.3.3), el cual tiene una cuerda de Dirac dirigida a lo largo de la dirección
positiva del eje z, está incrustado en una teoría de norma con grupo de simetría SU(2) como1

Aµ = ADiracµ σ3/2. Por lo tanto, las componentes del potencial no-abeliano Aµ = Aaµσ
a son

Ar = 0, Aθ = 0, Aϕ = A3
ϕσ

3 = −g
r

1 + cos θ

sin θ
σ3. (6.1.1)

Es conveniente escribir este potencial en términos de componentes cartesianas, para esto podemos
escribir A3

µ = −g (1 + cos θ) ∂µϕ, donde el 4-vector

∂µϕ =
1

r sin θ
(0, − sinϕ, cosϕ, 0)

es singular a lo largo de todo el eje z.
Recordemos que bajo transformaciones de norma el potencial vectorial no-abeliano transforma

de la siguiente manera

Aµ → A′µ = UAµU
−1 +

i

e
U∂µU

−1, (6.1.2)

1Hemos adoptado una notación en la que siempre se debe entender que los índices griegos van del 1 al 4 y los
índices latinos del 1 al 3.
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donde la matriz de las transformación de norma SU(2) está definida por

U(θ, φ, α) =

(
cos θ2e

−iα − sin θ
2e
−i(ϕ+α)

sin θ
2e
i(ϕ+α) cos θ2e

iα

)
. (6.1.3)

Los parámetros θ y ϕ del grupo en la parametrización estándar se identifican con los ángulos polar
y azimutal en la esfera S2. El tercer parámetro, el ángulo α, se define en la esfera S3.

Supongamos que α = 0 y consideremos las transformaciones de norma cuyo efecto es girar el
vector unitario en la esfera S2 al tercer eje en el isoespacio (isospace):

U(θ, φ) = eiσ3
ϕ
2 eiσ2

ϕ
2 e−iσ3

ϕ
2 =

(
cos θ2 − sin θ

2e
−iϕ

sin θ
2e
iϕ cos θ2

)
. (6.1.4)

El rango del ángulo de rotación ϕ varía desde el valor 4π para θ = 0 y 0 para θ = π. Después de
algunos cálculos simples, pero largos, la transformación de norma (6.1.2) se puede escribir como
[30, 31, 32]

A′µ = Aaµ
σa

2
= εamn

rm
r2

σa

2
. (6.1.5)

Este potencial es regular en todas partes, con excepción del origen, es decir, la singularidad de
la cuerda de Dirac de la expresión original (6.1.1) desaparece. Este resultado se puede entender
teniendo en cuenta que la transformación de norma (6.1.4) es por si misma singular. De hecho, la
tercer componente isotópica de la parte afín de la transformación de norma[

− i
e
U∂µU

−1

]
3

=
i

e
(1 + cos θ) ∂kϕ

posee una singularidad del mismo tipo que la singularidad del potencial de Dirac incorporada
en (6.1.1). Por lo tanto la cancelación exacta de ambas singularidades es posible si se cumple la
condición de cuantización de carga (4.5.2).

La transformación de norma del potencial (6.1.1) nos lleva a la expresión (6.1.5), que es la
solución clásica de la teoría de Yang-Mills SU(2), la cual fue descubierta por Wu y Yang en 1969.
Dicha solución está conectada con el monopolo magnético, debido a que después de la sustitución
del potencial Wu-Yang (6.1.5) en la definición del tensor de campo electromagnético no-abeliano

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + ie [Aν , Aµ] =
1

2
F aµνσ

a,

obtenemos la siguiente dependencia

F amn = εmnk
rark

er4
∼ 1

r2
.

Este resultado sugiere que tal solución podría ser una fuente de un campo magnético de tipo-
Coulomb en una teoría de norma no-abeliana. Sin embargo, si tratamos ingenuamente de calcular
la carga magnética del color que corresponde a este campo, la integral sobre el campo magnético
del color sobre la superficie de una esfera espacial infinita se anula

ˆ
dSkB

a
k =

ˆ
dSk

rark

er4
= 0.

Por otro lado, la singularidad en el origen del potencial de Wu-Yang conduce a algunos problemas
con la definición de la energía de la configuración. Como veremos más adelante, podemos introducir
un campo escalar, de tal manera que el acoplamiento del potencial de norma con el campo de Higgs
junto con el mecanismo de ruptura espontanea de simetría resuelven ambos problemas.
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6.1.2. El modelo de Georgi-Glashow
La era moderna de la teoría del monopolo magnético comenzó en 1974, cuando ’t Hooft y

Polyakov descubrieron de manera independiente soluciones de monopolos magnéticos del modelo
SO(3) de Georgi-Glashow [33, 32]. La esencia de este avance radica en que, si bien un monopolo de
Dirac puede incorporarse en una teoría de norma abeliana, en algunos modelos no-abelianos como
el de Georgi y Glashow, las soluciones de monopolos magnéticos aparecen de manera natural.

Durante muchos años, a partir del trabajo pionero de Dirac, el argumento más serio para apoyar
el concepto de monopolo fue la posible explicación de la cuantización de la carga eléctrica. Sin
embargo, a medida que pasó el tiempo y que surgió la idea de una gran unificación, parecía que
este último argumento había perdido algo de poder.

De hecho, el punto de vista moderno es que el operador de la carga eléctrica es el generador
de un grupo U(1). La condición de cuantización de la carga surge en modelos de unificación si el
subgrupo electromagnético está incrustado en un grupo de norma no abeliano semi-simple de rango
superior. En este caso, el generador de carga eléctrica forma relaciones de conmutación no triviales
con todos los demás generadores del grupo de norma. Por lo tanto, la cuantización de la carga
eléctrica en la actualidad se considera como un argumento en apoyo del enfoque de unificación.

Sin embargo, resulta que tanto las explicaciones "antiguas" como las "nuevas" de la cuantización
de la carga eléctrica son solo dos lados del mismo problema, debido a que cualquier modelo de uni-
ficación con un subgrupo electromagnético U(1) incrustado en un grupo de norma semi-simple, que
se rompe espontáneamente por el mecanismo de Higgs, posee soluciones tipo monopolo magnético!

Un ejemplo de tal modelo es el modelo de Georgi-Glashow [34], el cual describe una teoría de
norma acoplada con campos de Higgs y está descrita por una densidad Lagrangiana clásica dada
por

L = −1

2
TrFµνFµν + TrDµφD

µφ− V (φ)

= −1

4
F aµνF

aµν +
1

2
(Dµφ

a) (Dµφa)− V (φ), (6.1.6)

donde Fµν = F aµνT
a, φ = φaT a, y la convención que usaremos aquí es que los indices griegos toman

valores µ, ν = 0, 1, 2, 3 además de usar la normalización estándar de los generadores Hermitianos
del grupo de norma: Tr(T aT b) = 1

2δab, a, b = 1, 2, 3, que en el caso del grupo SU(2) satisfacen el
álgebra de Lie

[T a, T b] = iεabcT
c.

Como se discutió en la sección 3.3, en teorías de norma hay dos representaciones del grupo de
simetría que se suelen usar a menudo, es decir, los generadores pueden elegirse en la representación
fundamental, T a = 1

2σ
a o en la representación adjunta, (T a)bc = −iεabc. En este trabajo usaremos la

representación adjunta, pero en algunos casos es conveniente utilizar la representación fundamental.
Recordemos que la derivada covariante se define como

Dµ = ∂µ + ieAµ,

la cual se puede escribir de las siguientes dos maneras

Dµφ = ∂µφ+ ie[Aµ,φ], o Dµφ
a = ∂µφ

a − eεabcAbµφc, (6.1.7)
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que son la derivada covariante actuando sobre el campo φ en la representación fundamental y
adjunta respectivamente. El potencial de los campos escalares se considera de la siguiente manera

V (φ) =
λ

4

(
φaφa − v2

)2
,

donde λ es la constante de acoplamiento del campo escalar. El tensor de campo electromagnético
se puede escribir en la representación adjunta como

F aµν = ∂µA
a
ν − ∂νAaµ − eεabcAbµAcν , (6.1.8)

o en su forma matricial dada por la representación fundamental

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + ie[Aµ, Aν ] ≡ 1

ie
[Dµ, Dν ].

Las ecuaciones de movimiento (Euler-Lagrange) correspondientes al Lagrangiano (6.1.6) son

DνF
aµν = −eεabcφbDµφc, DµD

µφa = −λφa
(
φbφb − v2

)
. (6.1.9)

De manera análoga al caso electromagnético, las ecuaciones (6.1.9) corresponden a la mitad de
las ecuaciones que describen al Lagrangiano (6.1.6). Para obtener el segundo par de ecuaciones de
campo comencemos por definir el tensor de campo electromagnético dual no-abeliano como F̃ aµν :=
1
2εµναβF

αβa y a partir de las identidades de Bianchi Dν F̃ aµν ≡ 0 para el tensor electromagnético
dual no-abeliano F̃ aµν se puede obtener el segundo par de las ecuaciones de campo.

Por otro lado, el tensor de energía-momento simétrico Tµν , que se deriva a partir del Lagrangiano
(6.1.6) y de las ecuaciones de campo (6.1.9), es

Tµν = F aµρF
aρ
ν + (Dµφ

a) (Dνφ
a)− gµνL

= F aµαF
aνα +Dµφ

aDνφ
a − 1

2
gµνDαφ

aDαφa − 1

4
gµνF

a
αβF

aαβ

− gµν
λ

4

(
φ2 − v2

)
. (6.1.10)

Este tensor se conserva por virtud de las ecuaciones de campo: DµT
µν = 0.

A partir del tensor de energía-momento (6.1.10) podemos obtener fácilmente la expresión para
el Hamiltoniano estático, el cual representa la energía total del sistema:

E =

ˆ
d3xT00 =

ˆ
d3x

[
1

4
F aµνF

aµν +
1

2
(Dµφ

a) (Dµφa) +
λ

4

(
φaφa − v2

)2]
=

ˆ
d3x

{
1

2
[EanE

a
n +BanB

a
n + (Dµφ

a) (Dµφa)] + V (φ)

}
, (6.1.11)

donde Ean ≡ F a0n y Ban ≡ 1
2εnmkF

a
mk, son los campos eléctricos y magnéticos de color. Usando esta

forma para la energía del sistema se puede ver que las configuraciones de energía mínima se obtienen
si se satisfacen las siguientes condiciones

φaφa = v2, F amn = 0, Dµφ
a = 0. (6.1.12)
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Estas condiciones definen el vacío de Higgs del sistema y la constante v es el valor de expectación de
vacío distinto de cero del campo escalar correspondiente al rompimiento de simetría del potencial
de Higgs V (φ).

El espectro perturbativo del modelo se puede encontrar analizando pequeñas fluctuaciones al-
rededor del vacío. Supongamos que el sistema bajo consideración es estático, es decir, no hay
campos eléctricos Ean = 0; entonces la energía del vacío es igual a cero. Como vacío es usual elegir
φvac = (0, 0, v); entonces, ahora consideremos una fluctuación χ del campo escalar φ alrededor del
vacío trivial |φvac| = v, donde sólo la tercer componente isotópica del campo de Higgs no se anula

φ = (0, 0, v + χ). (6.1.13)

Después de hacer una sustitución de esta expansión hasta términos de segundo orden en χ tenemos
que

(Dµφ
a) (Dµφa) ≈ (∂µχ

a) (∂µχa) + e2v2
[
(A1

n)2 + (A2
n)2
]
,

y la perturbación del potencial es

V (φ) ≈ λ

2
v2χ2.

Por lo tanto, el promedio de vacío del campo escalar no desaparece y el modelo describe una ruptura
espontánea de simetría de tal manera que el espectro perturbativo consiste en un fotón sin masa
A3
µ correspondiente al subgrupo electromagnético U(1) no roto2, dos campos vectoriales masivos

A±µ =
(
1/
√

2
)

(A1
µ ±A2

µ) con masa mv = ev y escalares neutros que tienen una masa ms = v
√

2λ.
Discutiremos algunas propiedades de tales fluctuaciones más adelante. Aquí solo notamos que

la carga eléctrica de los bosones vectoriales masivos A± está dada por el subgrupo U(1) no-roto.
En general, este es un subgrupo H del grupo G, cuya acción deja invariante al vacío de Higgs.
Obviamente, este es un pequeño grupo de rotación en el isospace sobre la dirección dada por el
vector φa. El generador de la misma (φaT a)/v debe identificarse con el operador de la carga eléctrica
Q. Por lo tanto, la expresión de la derivada covariante (6.1.7) se puede escribir en la forma

Dµ = ∂µ + ieAaµT
a = ∂µ + iQAemµ , (6.1.14)

lo que nos permite definir la "proyección electromagnética" del potencial de norma

Aemµ =
1

v
Aaµφ

a
vac, Q =

e

v
φavacT

a. (6.1.15)

Teniendo en cuenta la definición de los generadores T a del grupo de norma, podemos ver fácilmente
que los valores propios mínimos permitidos del operador de carga eléctrica son ahora q = ±e/2.

6.1.3. Clasificación topológica de las soluciones
El espectro de las posibles soluciones del modelo Georgi-Glashow es mucho más interesante de

lo que se puede esperar. Es decir, recordemos que la configuración estática de energía finita más
simple es la configuración del vacío φvac = (0, 0, v). Además de estas soluciones estáticas a las
ecuaciones de movimiento existen otras soluciones estáticas estables de tipo solitón del sistema de

2Después del rompimiento espontaneo de simetría el vacío se degenera, es decir, aparece una infinidad de posibles
mínimos de energía, los cuales forman el grupo U(1). A este grupo de simetría del vacío es al que nos referimos como
el subgrupo electromagnético U(1) no roto.
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ecuaciones de campo (6.1.9) y que tienen una densidad de energía finita en el límite asintótico
espacial ĺımr→∞ φ = (0, 0, v).

De hecho, la misma definición (6.1.12) obliga a que se degenere el vacío clásico del modelo de
Georgi-Glashow. La condición V (φ) = 0 significa que |φvac| = v, es decir, el conjunto de valores de
vacío del campo de Higgs forma una S2

vac-esfera de radio v en el espacio isotópico d = 3. Todos los
puntos en esta esfera son equivalentes debido a que hay una transformación de norma SU(2) bien
definida que los conecta.

Las soluciones de las ecuaciones clásicas del campo mapean el vacío de la variedad S2
vac en la

frontera del espacio tridimensional, que también es una S2-esfera, es decir, φ : S2
vac → S2. Estos

mapeos están caracterizados por un número de enrollamiento (winding number)

W inding = n =
1

8π
εijkεabc

ˆ
d2Si φ

a∂jφ
b∂kφ

c, (6.1.16)

donde n toma los valores 0,±1,±2.... El número de enrollamiento indica el número de veces que la
S2
vac-esfera ha sido cubierta por una sola vuelta alrededor de la frontera espacial de la S2-esfera.
El punto crucial es que las soluciones que tienen una energía finita en el límite asintótico espacial

podrían separarse en diferentes clases de acuerdo con el comportamiento del campo φa. El caso
trivial es que la orientación isotópica de los campos no dependa de las coordenadas espaciales y que
en la región asintótica espacial el campo escalar tienda al límite

φvac = (0, 0, v). (6.1.17)

Esta situación corresponde al número de enrollamiento (winding number) n = 0.
Para construir las soluciones correspondientes al mínimo no trivial de la energía funcional

(6.1.11), consideramos nuevamente el campo escalar en el límite asintótico espacial r → ∞, el
cual toma valores en la variedad del vacío S2

vac. Sin embargo, suponemos que el isovector del campo
escalar ahora se dirige en la dirección del espacio isotópico a lo largo de la dirección del vector de
radio en el espacio asintótico:3 4

φa →
r→∞

vra

r
. (6.1.18)

Este comportamiento asintótico obviamente mezcla los índices espaciales e isotópicos y define un
sólo mapeo del vacío M en el límite asintótico espacial. Una sola vuelta alrededor de la frontera
espacial S2 conduce a una única trayectoria cerrada en la S2

vac-esfera y el número de enrollamiento
(winding number) de dicha asignación es n = 1.

Como fue mencionado por ’t Hooft [32], las configuraciones que se caracterizan por diferentes
números de enrollamiento (winding number) no pueden ser continuamente deformadas entre sí.
De hecho, hemos visto que la transformación de norma (6.1.4) de la forma U = ei(σkφk)θ/2 rota el
isovector al tercer eje. Sin embargo, si tratamos de "Peinar el erizo", es decir, si tratamos de rotar el
campo escalar en cualquier lugar del espacio en una dirección determinada (el denominado unitario
o norma abeliana), la singularidad de la transformación del norma en el polo sur no nos permite
hacerlo globalmente. Por lo tanto, no existe una transformación de norma bien definida que conecte
las configuraciones (6.1.17) y (6.1.18); entonces esta singularidad resulta en la barrera infinita que
los separa.

3Este tipo de solución satisface que en el límite asintótico espacial r → ∞, el campo escalar toma el valor
|φ|2 →

r→∞

v2rara

r2
= v2; el campo escalar en este límite toma la forma del vacío trivial (6.1.17).

4En el documento pionero de Polyakov [33] esta solución fue denominada "erizo".
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6.1.4. Definición de carga magnética
Como se ha discutido anteriormente las configuraciones de energía mínima están regidas por

las tres constricciones dadas en (6.1.12). En esta sección nos centraremos en analizar la condición
de que la derivada covariante del campo escalar es nula y analizaremos esta condición en el límite
asintótico espacial, es decir, lim

r→∞
Dµφ

a = 0, junto con la elección de una configuración no trivial
del hedgehog (erizo), es decir, elegiremos una configuración dada por (6.1.18). De acuerdo con lo
anterior, en el límite r →∞ obtenemos que

lim
r→∞

Dµφ
a = lim

r→∞
∂µφ

a − eεabcAbµφc = 0

= ∂n

(
ra

r

)
− eεabcAbn

rc

r
= 0. (6.1.19)

Podemos reescribir el primer término de la ecuación anterior de la siguiente manera

∂n

(
ra

r

)
=
r2δan − rarn

r3
=

1

r
(δanδck − δakδnc)

rcrk
r2

= −εabcεbnk
rcrk
r2

.

Usando este resultado en (6.1.19) podemos encontrar la siguiente forma asintótica para el potencial
de norma

Aak(r) →
r→∞

1

e
εank

rn
r2
. (6.1.20)

Por lo tanto el campo magnético no-abeliano correspondiente se puede escribir en la región asintótica
como

Ban(r) →
r→∞

rarn
er4

.

En consecuencia, las condiciones de contorno (6.1.18) y (6.1.20) son compatibles con la existencia
de un campo norma de largo alcance asociado con un subgrupo abeliano U(1) el cual permanece
intacto en el vacío después del rompimiento de simetría. Dado que este campo cae como 1/r2, es
decir, tiene la característica de un campo tipo-Coulomb, y como las componentes correspondientes
a campos eléctricos en el tensor (de intensidad) de campo electromagnético (6.1.8) se anulan, esta
configuración de campo regular puede identificarse con un monopolo magnético.

Por otro lado, recordemos que el subgrupo U(1) electromagnético está asociado con rotaciones
sobre la dirección del isovector φ. Por lo tanto, sería bastante natural introducir el potencial electro-
magnético como una proyección del potencial de norma Aaµ asociado al grupo de norma SU(2) en
esa dirección, como se definió en (6.1.15). Para analizar esto, tomemos en cuenta que una solución
general de la ecuación Dµφ

a = 0, con la constricción φaφa = v2, se puede escribir de la siguiente
manera [35]

Aaµ =
1

v2e
εabcφ

b∂µφ
c +

1

v
φaΛµ, (6.1.21)

donde Λµ es un 4-vector arbitrario que se puede identificar con el potencial electromagnético. Esto
se puede ver, después de contraer la ecuación (6.1.21) con la componentes φa/v del campo escalar
y usando el hecho de que φaφa = v2 obtenemos

φa

v
Aaµ = Λµ ≡ Aemµ .
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Usando este resultado, ahora podemos insertar el potencial de norma (6.1.21) con Λµ = Aµ = Aemµ
en el tensor de campo electromagnético (6.1.8) obteniendo

F aµν =
φa

v
Fµν , donde Fµν = ∂µAν − ∂νAµ −

1

v3e
εabcφ

a∂µφ
b∂νφ

c, (6.1.22)

donde hemos usado Aaµ = φa

v Aµ. Esta definición invariante de norma del tensor de campo electro-
magnético Fµν [36] está relacionada con la definición original del tensor de ’t Hooft [32].5

Ahora consideremos el sector topológicamente trivial (6.1.17), para el cual el último término en
(6.1.22) se anula. En ese caso obtenemos

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ,

que es precisamente el caso de la electrodinámica estándar de Maxwell. Como es de esperarse, en
este sector no hay lugar para un monopolo magnético, debido a que las identidades de Bianchi se
satisfacen: ∂µF̃µν ≡ 0.

Sin embargo, para la configuración con condiciones de contorno no triviales (6.1.18) y (6.1.20),
el campo de Higgs también da una contribución no nula en el tensor de fuerza del campo elec-
tromagnético (6.1.22). Entonces, el segundo par de ecuaciones de Maxwell se ve modificada de la
siguiente manera

∂µF̃µν = kν ,

donde kν es la corriente asociada a la cual nos referimos como corriente topológica. Debemos de
tener en cuenta que si el potencial electromagnético Aemµ es regular, entonces la corriente magnética
o corriente topológica kµ se puede expresar sólo a través del campo escalar6

kµ =
1

2
εµνρσ∂

νF ρσ =
1

2v3e
εµνρσεabc∂

ν
[
φa∂ρφb∂σφc

]
. (6.1.24)

A primera vista, esta corriente es independiente de cualquier propiedad del campo de norma y se
conserva por su propia definición, es decir

∂µk
µ ≡ 0,

a diferencia de una corriente de Noether que se conserva debido a cierta simetría del modelo.
De acuerdo con la definición de corriente topológica (6.1.24), la carga magnética está asociada

a la componente k0, es decir, la carga magnética está definida de la siguiente manera [30]

g =

ˆ
d3x k0 =

1

2v3e

ˆ
d3x εabcεmnk∂m

(
φa∂nφ

b∂kφ
c
)

= − 1

2v3e

ˆ
d2Sn εabcεmnkφ

a∂nφ
b∂kφ

c, (6.1.25)

5La definición original del tensor ’t Hooft está dada por

Fµν = Tr
{
φ̂Fµν −

i

2e
φ̂Dµφ̂Dν φ̂

}
= φ̂aFaµν +

1

e
εabcφ̂

aDµφ̂
bDν φ̂

c, (6.1.23)

donde φ̂a = φa/ |φ| es un campo de Higgs normalizado. Obviamente, ambas definiciones coinciden en la frontera
espacial. La diferencia es que el tensor ’t Hooft (6.1.23) es singular en los ceros del campo de Higgs, mientras que
(6.1.22) es regular en todas partes. Estos ceros están asociados con las posiciones de los monopolos.

6La corriente topológica sólo depende del último término del tensor Faµν dado por (6.1.22), los primeros dos
términos se anulan usando las identidades de Bianchi.
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donde la última integral se toma sobre la superficie de la S2-esfera en la región asintótica espacial,
la cual puede ser parametrizada por coordenadas locales ξα, α = 1, 2. Entonces podemos escribir

∂nφ
a =

∂ξα

∂rn
∂φa

∂ξα
, d2Sn =

1

2
εmnk

∂rm

∂ξα
∂rk

∂ξβ
εαβd

2ξ.

Después de un álgebra simple llegamos a

g =
1

2v3e

ˆ
d2ξ εαβεabcφ

a∂αφ
b∂βφ

c, (6.1.26)

La carga magnética es proporcional a un entero n, al que los matemáticos se refieren como el grado
de Brouwer7. La interpretación geométrica de este entero es clara: es el número de veces que el
isovector φa cubre la S2

vac-esfera, mientras que ra cubre la S2-esfera en la región asintótica espacial
una vez. Por lo tanto[30]:

g =
4πn

e
, n ∈ Z, (6.1.27)

donde el factor 4π se debe a la integración sobre la esfera unitaria. Este es el análogo no-abeliano
de la condición de cuantización de carga de Dirac (4.5.2).

6.1.5. El Ansatz de ’t Hooft-Polyakov
Como se ha discutido en las secciones previas, en el límite asintótico, la configuración de campo

de un monopolo debe cumplir las condiciones (6.1.18) y (6.1.20). Ahora, buscaremos soluciones
esféricamente simétricas para el monopolo magnético del modelo de Georgi-Glashow SO(3). Como
es habitual, este problema se puede simplificar si tenemos en cuenta las restricciones que se siguen
de las simetrías de la configuración.

La solución regular estática de las ecuaciones de campo correspondientes al monopolo magnético
del modelo de Georgi-Glashow SO(3) se construyó empleando el Ansatz de ’t Hooft-Polyakov [33,
32], en el que se consideró un Ansatz esféricamente simétrico para el campo de Higgs y el potencial
de norma no-abeliano, respectivamente

φa = δam
rm

er2
H(ξ), Aan = δas εsmn

rm

er2
[1−K(ξ)], An0 = 0, (6.1.28)

donde H(ξ) y K(ξ) son funciones de la variable adimensional ξ = ver.
Las formas explícitas de la estructura de estas funciones para el campo escalar y potencial de

norma se pueden encontrar a partir de las ecuaciones de campo. Sin embargo, es más conveniente
utilizar la condición de que la solución para monopolos corresponde a un mínimo local de la funcional
de la energía. Esto significa que una configuración de campo será una solución a las ecuaciones de
movimiento clásicas si y sólo si la funcional de la energía es un extremal, es decir δE = 0. Para esto,
comencemos por escribir la energía del sistema en términos de las funciones desconocidas K(ξ) y
H(ξ). Sustituyendo el Ansatz (6.1.28) en (6.1.11), tenemos

E = 4πv
e

ˆ ∞
0

dξ

ξ2

[
ξ2

(
dK

dξ

)2

+
1

2

(
ξ
dH

dξ
−H

)2

+
1

2

(
K2 − 1

)2
+K2H2 +

λ

4e2

(
H2 − ξ2

)2]
. (6.1.29)

7El número de enrollamiento (winding number) es un caso especial del grado de Brouwer.
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Si tomamos variaciones de esta funcional con respecto a las funciones H y K obtenemos las condi-
ciones de extremalidad

∂E

∂K
δK = 0,

∂E

∂H
δH = 0,

donde las variaciones δK y δH son variaciones arbitrarias; por lo tanto las funciones K(ξ) y H(ξ)
que minimizan la energía (6.1.29) satisfacen

ξ2 d
2K

dξ2
= KH2 +K

(
K2 − 1

)
, ξ2 d

2H

dξ2
= 2K2H +

λ

e2
H
(
H2 − ξ2

)
. (6.1.30)

Las funciones K y H deben satisfacer las siguientes condiciones de frontera:

K(ξ)→ 1, H(ξ)→ 0 como ξ → 0,

K(ξ)→ 0, H(ξ)→ ξ como ξ →∞, (6.1.31)

las cuales corresponden a las configuraciones asintóticas (6.1.18) y (6.1.20). De hecho, después de
hacer la sustitución del Ansatz (6.1.28) en las expresiones para la derivada covariante del campo
escalar y en los campos magnéticos no-abelianos obtenemos

Dnφ
a =

δan
er2

KH +
rnra

er4

(
ξ
dH

dξ
−H −KH

)
→
r→∞

0,

Ban =
rnra

er4

(
1−K2 + ξ

dK

dξ

)
− δan
er2

ξ
dK

dξ
→
r→∞

rnra

er4
. (6.1.32)

Evidentemente, en el vacío de Higgs, el potencial vectorial del campo de norma adopta la forma
del potencial Wu-Yang (6.1.5). Sin embargo, a diferencia de este potencial, la configuración del
monopolo ’t Hooft-Polyakov (6.1.28) es regular en todas partes y corresponde a una configuración
de energía finita tanto en el origen como en la frontera espacial.

Observemos que en el vacío de Higgs, Dnφ
a = 0 y el tensor intensidad del campo electromagné-

tico es Fµν = φaF aµν/v. Claramente, la carga magnética puede calcularse como una integral sobre
la superficie de la S2-esfera en el infinito espacial:

g =
1

v

ˆ
d2SnBn =

1

v

ˆ
d2SnB

a
nφ

a =
1

v

ˆ
d3xBanDnφ

a, (6.1.33)

donde se ha usado la identidad de Bianchi para el tensor del campo magnético no-abeliano DnB
a
n =

0. Sustituyendo el Ansatz (6.1.28), obtenemos

g =
4π

e

ˆ ∞
0

dξ

ξ2

{(
K2 − 1

)
(H − ξH ′)− 2ξK ′KH

}
=

4π

e

ˆ ∞
0

dξ
d

dξ

{
1−K2

ξ

}
=

4π

e
. (6.1.34)

Este resultado lo podemos comparar con (6.1.27); entonces podemos concluir que las condiciones
de frontera (6.1.31) corresponden a un monopolo de carga magnética unitaria.

Desafortunadamente, el sistema de ecuaciones diferenciales acopladas no lineales (6.1.30) en
general no tiene una solución analítica. La única excepción conocida es el caso especial λ = 0
[37, 38, 39]. Este es el llamado límite de Bogomol’nyi-Prasad-Sommerfield (BPS). Sin embargo,
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Figura 6.1.1: El perfil de la función H(ξ) y K(ξ)/ξ se muestran para el monopolo en λ = 0, (límite
BPS) λ = 0.1 y λ = 1

antes de llegar a este límite, debemos describir las propiedades generales del monopolo no-abeliano.

Las soluciones numéricas del sistema (6.1.30) se discutieron en los trabajos [31, 40], donde
las funciones de forma H(ξ) y K(ξ) se acercan bastante rápido a los valores asintóticos como se
muestra en la figura 6.1.1. Por lo tanto, hay un vacío de Higgs fuera de alguna región del orden de la
escala característica Rc, que se llama el núcleo del monopolo. Uno podría estimar este tamaño con
argumentos simples[41]. La energía total de la configuración monopolo consta de dos componentes:
la energía del campo magnético abeliano fuera del núcleo y la energía del campo escalar dentro del
núcleo

E = Emag + Es ∼ 4πg2R−1
c + 4πv2Rc ∼

4π

e2

(
R−1
c +m2

vRc
)
.

Esta suma es mínima si Rc ∼ m−1
v . En otras palabras, dentro del núcleo a distancias más cortas que

la longitud de onda del vector bosón m−1
v ∼ (ve)−1, se restablece la simetría SU(2) original. Sin

embargo, fuera del núcleo, esta simetría se rompe espontáneamente en el subgrupo electromagnético
abeliano U(1). En este sentido, no hay diferencia entre el monopolo de ’t Hooft-Polyakov y el
monopolo de Dirac fuera del núcleo [36].

Los cálculos numéricos [31, 40] muestran que la masa del monopolo, que en el caso estático
clásico es idéntica a su energía, depende de la constante de acoplamiento escalar λ de la siguiente
manera
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M =
4πv

e
f

(
λ

e2

)
,

donde la función f
(
λ/e2

)
es una función monótonamente creciente, interpolando entre los límites

[40]
f(0) = 1, f(∞) = 1.787.

La razón por la cual la masa se vuelve independiente de los valores de la constante de acoplamiento
λ para λ � 1 es que en este límite el campo escalar se aproxima a la forma asintótica más rápido
que el campo vectorial. La corrección de la masa monopolar conectada con el campo escalar es del
orden 4E ∼M (mv/ms), que es insignificante para valores grandes de ms.

6.1.6. Dyones
Hasta el momento hemos discutido soluciones estáticas (independientes del tiempo) del modelo

de Georgi-Glashow SO(3) mediante el Ansatz de ’t Hooft-Polyakov (6.1.28). Debemos tener en
cuenta que en este Ansatz se asume que la componente temporal del potencial de norma satisface
la condición Aa0 = 0. Como una posible generalización del Ansatz de ’t Hooft-Polyakov podemos
considerar el caso donde la componente temporal del potencial de norma no es nulo y además es
una función de las coordenadas espaciales[42]:

Aa0 =
ra

er2
J(r). (6.1.35)

Esta configuración de campo corresponde al dyon no-abeliano, es decir, una configuración que
tiene carga magnética y eléctrica. De hecho, por analogía con la carga magnética (6.1.33), la carga
eléctrica del sistema de los campos se puede definir como

q ≡ 1

v

ˆ
d2SnEn =

1

v

ˆ
dSnE

a
nφ

a =
1

v

ˆ
d3xEanDnφ

a, (6.1.36)

donde el campo eléctrico esta dado por Ean = F a0n. Aquí, usamos las ecuaciones de campo (6.1.9),
según las cuales DnE

a
n = 0 y adicionalmente consideramos soluciones estáticas; obtenemos así la

relación εabcφbD0φ
c = 0 a partir de las ecuaciones de campo (6.1.9), que es válida para el Ansatz

considerado. La carga magnética del dyon está dada por la fórmula (6.1.33).
Haciendo un análisis similar al de la sección 6.1.5, podemos encontrar la ecuación que satisface

la función J(r). Para esto, después de sustituir el Ansatz (6.1.28) junto con el Ansatz (6.1.35) en
la ecuación (6.1.11) podemos escribir la ecuación para la energía de un dyon en términos de las
funciones desconocidas K(ξ), H(ξ) y J(ξ)

E = 4πv
e

ˆ ∞
0

dξ

ξ2

[
ξ2

(
dK

dξ

)2

+
1

2

(
ξ
dH

dξ
−H

)2

+
1

2

(
K2 − 1

)2
+K2H2 +

λ

4e2

(
H2 − ξ2

)2
+

1

2

(
ξ
dJ

dξ
− J

)2

+K2J2

]
. (6.1.37)

Tomamos variaciones de esta funcional con respecto a las funciones H , K y J , es decir

∂E

∂K
δK = 0,

∂E

∂H
δH = 0,

∂E

∂J
δJ = 0,
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donde las variaciones δK, δH y δJ son variaciones arbitrarias. Por lo tanto las funciones K(ξ) y
H(ξ) y J(ξ) que minimizan la energía del dyon (6.2.9) están dadas por

ξ2 d
2K

dξ2
= K

(
H2 − J2

)
+K

(
K2 − 1

)
, (6.1.38)

ξ2 d
2H

dξ2
= 2K2H +

λ

e2
H
(
H2 − ξ2

)
, (6.1.39)

ξ2 d
2J

dξ2
= 2K2J. (6.1.40)

Este sistema de ecuaciones se puede resolver numéricamente, donde el comportamiento asintótico
de la función J(r) es muy similar al del campo escalar8 dada en (6.1.31):

J(r)→ 0, como r → 0,

J(r)→ Cr, como r →∞. (6.1.41)

La constante arbitraria C está relacionada con la carga eléctrica del dyon (6.1.36) [42]; si la carga
es nula entonces C = 0.

De hecho, sustituyendo el Ansatz (6.1.28) junto con (6.1.35) en la expresión para la carga
eléctrica (6.1.36), y de manera análoga a la integral dada en (6.1.34) obtenemos

q =
4π

e

ˆ ∞
0

dξ

ξ2

{
2JHK2 + ξ2J ′H ′ + JH − ξ (J ′H +H ′J)

}
=

4π

e

ˆ ∞
0

dξ
d

dξ

{
ξH

d

dξ

(
JH

ξ

)}
=

4πC

e
. (6.1.42)

Este resultado lo podemos comparar con el de la carga magnética dada en (6.1.34); entonces la
constante C está relacionada con las cargas como q = Cg, donde la carga magnética del dyon es
g similar a la dada por la ecuación (6.1.33). Sin embargo, a nivel clásico no hay ninguna razón
para que la carga eléctrica (6.1.36), a diferencia de la carga magnética, debe estar cuantizada y la
constante C en (6.1.42) sigue siendo un parámetro arbitrario.

6.2. El límite de Bogomol’nyi-Prasad-Sommerfield
Hasta el momento hemos estudiado configuraciones de energía finita, las cuales son soluciones

para un monopolo magnético, así como su respectiva generalización al caso de un dyon. Ahora
estamos interesados en buscar un límite inferior para la masa monopolo, es decir queremos buscar
la configuración mínima de masa con carga eléctrica y magnética para la cual puede existir un
dyon. A esta cuota mínima de masa cargada se le conoce como el limite de Bogomol’nyi-Prasad-
Sommerfield (BPS).

Partimos de la energía asociada a la configuración de un monopolo estático (6.1.11), la cual se
8Al igual que en el caso del monopolo magnético buscamos soluciones para el dyon de tal manera que en la región

asintótica espacial tengan la forma de (6.1.18)
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puede escribir en una forma más general introduciendo un parámetro α [36, 38]

E =

ˆ
d3x

{
1

2
[EanE

a
n +BanB

a
n + (Dµφ

a) (Dµφa)] + V (φ)

}
=

1

2

ˆ
d3x (Ean ∓Dnφ

a sinα)
2

+
1

2

ˆ
d3x (Ban ∓Dnφ

a cosα)
2

± sinα

ˆ
d3xEanDnφ

a ± cosα

ˆ
d3xBanDnφ

a +

ˆ
d3xV (φ), (6.2.1)

donde α es un parámetro arbitrario angular real.
Ahora consideramos la configuración de mínima energía para un sistema con energía (6.2.1).

Como se discutió anteriormente, el mínimo de energía corresponde a la situación cuando el potencial
del campo escalar es nulo, es decir cuando φaφa = v2 . Adicionalmente a esto obtenemos que la
configuración de energía mínima se obtiene si la siguientes ecuaciones se satisfacen [37, 38, 39]:

Ean = ±Dnφ
a sinα, Ban = ±Dnφ

a cosα, D0φ
a = 0. (6.2.2)

Estas son las ecuaciones de Bogomol’nyi-Prasad-Sommerfield (BPS). Por otro lado, recordemos
que las cargas eléctricas y magnéticas de la configuración están dadas por (6.1.36) y (6.1.33),
respectivamente. Por lo tanto, podemos escribir la ecuación (6.2.1) de la siguiente manera

E =
1

2

ˆ
d3x

[
(Ean ∓Dnφ

a sinα)
2

+ (Ban ∓Dnφ
a cosα)

2
]

±v q sinα± v g cosα. (6.2.3)

Los primeros dos términos cuadráticos dentro de la integral son mayores o igual a cero, por lo tanto
podemos escribir la siguiente desigualdad

E = M ≥ v (q sinα+ g cosα) , (6.2.4)

la cual se satisface para cualquier elección de signo y del parámetro α. La energía, en función del
parámetro α, tiene un mínimo en tanα = q/g, lo que nos proporciona un límite inferior en la masa
del dyon

M ≥ v
√
q2 + g2 = v |q + ig| .

Este límite inferior se logra mediante configuraciones que obedecen a las ecuaciones de primer orden
(6.2.2), las cuales se les conoce como soluciones BPS, y su energía es dada por la ecuación de la
masa BPS, es decir,

M = v
√
q2 + g2.

Esta condición, conocida como el límite de Bogomol’nyi, será la clave de lo que sigue.
La situación es simple de analizar si la carga eléctrica q la anulamos. Si sustituimos el Ansatz

de ’t Hooft-Polyakov (6.1.28) en la ecuación BPS

Ban = ±Dnφ
a, (6.2.5)

el resultado es un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas de primer orden dadas por

ξ
dK

dξ
= −KH, ξ

dH

dξ
= H +

(
1−K2

)
, (6.2.6)
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que tienen una solución analítica en términos de funciones elementales:

K =
ξ

sinh ξ
, H = ξ coth ξ − 1. (6.2.7)

Notemos que la solución a la ecuación BPS de primer orden (6.2.5) satisface automáticamente el
sistema de ecuaciones de campo de segundo orden (6.1.9). Por supuesto, las ecuaciones de Euler-
Lagrange (6.1.9) podrían tener otras soluciones que corresponden a algunos mínimos locales de la
acción, pero el estado de vacío con energía mínima en el sector topológico dado debe ser simplemente
el estado de Bogomol’nyi.

Como se mencionó en [43], la ecuación BPS junto con la identidad de Bianchi implican que
DnDnφ

a = 0, que corresponde exactamente al campo (6.1.9). Por lo tanto, la condición

Dnφ
aDnφ

a = (∂nφ
a) (∂nφ

a) + φa (∂n∂nφ
a) =

1

2
∂n∂n (φaφa) (6.2.8)

no se anula. La energía de la configuración del monopolo en el límite BPS es independiente de las
propiedades del campo (potencial) de norma y está completamente definida sólo por el campo de
Higgs [44, 43]

E =
1

2

ˆ
d3x∂n∂n (φaφa) =

4πv

e

ˆ ∞
0

dξ
d

dξ

[
ξH

d

dξ

(
H

ξ

)]
=

4πv

e

(
coth ξ − 1

ξ

)(
1− ξ2

sinh2 ξ

)∣∣∣∣∞
0

=
4πv

e
. (6.2.9)

Haciendo uso de la correspondencia Julia-Zee, es fácil ver que en el límite de BPS, la solución
de dyon podría construirse mediante una simple rotación de la solución monopolo puro (6.2.7)
[36, 37, 39]:

H → H =
1

cosα
(ξ coth ξ − 1) , J = tanα (ξ coth ξ − 1) ,

mientras que el perfil de la función del campo de norma permanece sin cambios

K =
ξ

sinh ξ
.

Esta rotación afecta el valor de expectación de vacío del campo escalar como v → v/ cosα.
Claramente, el parámetro α está relacionado con la carga eléctrica de un dyon. De hecho, de

acuerdo con la definición del ángulo α anterior, esta carga eléctrica es

q = g tanα.

Comparando esta ecuación con (6.1.42), podemos identificar la constante que aparece en la última
relación como C = tanα. Recordemos que el estado con q = 0 corresponde al mínimo absoluto de
la energía. A continuación, discutiremos la conexión entre la generación de carga eléctrica de un
dyon y la norma de modo cero.

En comparación con la solución ’t Hooft-Polyakov, el comportamiento del campo de Higgs del
monopolo en el límite BPS ha cambiado drásticamente. Como podemos ver de (6.2.7), junto con la
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componente que disminuye exponencialmente se obtiene adicionalmente que a una distancia larga
aparece un término tipo-Coulomb

φa → vr̂a − ra

er2
como r →∞.

La razón para esto es que en el límite V (φ) = 0, el campo escalar queda sin masa. Debido a que una
interacción, la cual se mide a través de un campo escalar sin masa, siempre conduce a una atracción.
Por lo tanto, la interacción entre monopolos magnéticos es muy diferente en el límite de BPS, en
comparación con la interacción electromagnética estándar (clásica, electrodinámica de Maxwell).
Como veremos en 6.3, esta interacción monopolo-monopolo de largo alcance se compone de dos
partes que se originan de la fuerza debida al campo escalar de largo alcance y de la interacción
electromagnética estándar, que podría ser atractiva o repulsiva [45]. La compensación mutua de
ambas contribuciones deja el par de monopolos BPS estáticos, pero el monopolo y el anti-monopolo
interactuarían con estas dos fuerzas.

6.2.1. Norma de modo cero y la carga eléctrica del Dyon
En el límite BPS, las soluciones de los dyones tienen propiedades muy interesantes. Comencemos

por notar que para el Ansatz estático del dyon (6.1.28), (6.1.35) y tomando la elección A0 = 0, la
energía cinética de la configuración está dada por

T =

ˆ
d3xTr (EnEn +D0φD0φ) , (6.2.10)

la cual es igual a cero. Además, en este caso, la ley de Gauss

DnEn − ie [φ, D0φ] = 0, (6.2.11)

se satisface trivialmente, es decir, si consideramos que el campo eléctrico es nulo En = D0φ = 0.
Ahora consideremos los campos dependientes del tiempo An(~r, t), φa(~r, t); adicionalmente su-

pongamos que su dependencia temporal surge como resultado de una transformación de norma de
la configuración estática original

An(~r, t) = U(~r, t)An(~r, 0)U−1(~r, t)− i

e
U(~r, t)∂nU

−1(~r, t), (6.2.12)

donde U(~r, t) = eieωt y ω(~r) es el parámetro de la transformación. Si el intervalo de tiempo δt es
muy pequeño, podemos hacer una expansión de la trasformación de norma

U(~r, t) ≈ 1 + ieωδt+ · · · . (6.2.13)

Usando esta expansión en el potencial de norma An(~r, t) obtenemos que

An(~r, t) ≈ An(~r) + (ie [ω, An(~r)]− ∂nω) δt. (6.2.14)

A partir de está expresión obtenemos que la derivada temporal del potencial de norma es

∂0An(~r, t) = ie [ω, An(~r)]− ∂nω = −Dnω. (6.2.15)
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De la misma manera que el caso del potencial de norma, podemos considerar que para el caso del
campo escalar φa(~r, t) la dependencia temporal aparece mediante una transformación de norma

φ(~r, t) = U(~r, t)φ(~r, 0)U−1(~r, t). (6.2.16)

Usando la expansión de la transformación (6.2.13) en el potencial de norma φ(~r, t) obtenemos que

φ(~r, t) ≈ φ(~r) + ie [ω, φ(~r)] δt. (6.2.17)

A partir de esta expresión obtenemos que la derivada temporal del campo escalar está dada por

∂0φ = ie [ω, φ(~r)] . (6.2.18)

Estas transformaciones de norma afectan simultáneamente a la componente temporal del potencial
de norma A0, que para la configuración del monopolo (6.1.28), (6.1.35) es una norma pura

A0(~r, t) = − i
e
U(~r, t)∂0U

−1(~r, t) = −ω.

Como las transformaciones de norma (6.2.15) y (6.2.18) no cambian la energía potencial de la con-
figuración, el parámetro ω puede identificarse con el modo cero de norma. Esta es una de las cuatro
coordenadas colectivas (también se les llaman parámetros) de la configuración de un monopolo [46]
. Las otras tres coordenadas colectivas especifican la posición del monopolo en el espacio.

Sin embargo, definido de esta manera, el modo cero de norma no es físico, ya que las transfor-
maciones del norma (6.2.15) y (6.2.18) no afectan el campo eléctrico no-abeliano

Ean = ∂0An −DnA0 = −Dnω +Dnω ≡ 0,

D0φ = ∂0φ+ ie [A0, φ] = ie [ω, φ]− ie [ω, φ] ≡ 0.

Por lo tanto, como antes, la ley de Gauss se satisface trivialmente y la energía cinética del monopolo
(6.2.10) sigue siendo igual a cero.

Por otro lado, supongamos que la dependencia temporal de los campos aparece nuevamente
como resultado de la transformación de norma (6.2.15) y (6.2.18), de tal manera que los modos cero
de norma correspondientes (∂0An, ∂0φ) satisfacen la condición de norma de fondo

Dn(∂0An)− ie [φ, ∂0φ] = 0, (6.2.19)

la cual satisface la ley de Gauss (6.2.11). Ahora bien, si A0 = 0 entonces existe una solución no
trivial de las ecuaciones (6.2.15), (6.2.18) y (6.2.19) [47], donde ω es proporcional a φ, la cual se
puede escribir de la siguiente manera

ω = Υ̇ (t)φ(~r),

que corresponde a la siguiente transformación de norma

U(~r, t) = exp {ieΥ (t)φ(~r)} ≈ 1 + ieΥ̇φδt+ · · · , (6.2.20)

donde Υ (t) es una función arbitraria del tiempo. De hecho, en este caso tenemos que ∂0An = Υ̇Dnφ
y ∂0φ = 0, y dado que en el límite de Bogomol’nyi se satisface DnDnφ = 0, la condición de norma
de fondo (6.2.19) es satisfecha por el Ansatz (6.2.20). Sin embargo, esta solución corresponde a la
generación de un campo eléctrico no-abeliano

En = ∂0An = Υ̇ (t)Dnφ = Υ̇ (t)Bn, D0φ = 0.
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Por lo tanto la energía cinética del monopolo (6.2.10) ya no es cero

T =
1

2

ˆ
d3x ȦnȦn

=
1

2
Υ̇ 2

ˆ
d3xDnφ

aDnφ
a (6.2.21)

=
1

2
Υ̇ 2

ˆ
d3xBanB

a
n = 2πvgΥ̇ 2 =

1

2
MΥ̇ 2, (6.2.22)

donde hemos usado la definición de la carga magnética (6.1.34) y hemos tomando en cuenta que la
masa del monopolo BPS es

M =
4πv

e
.

Dado que la energía potencial de la configuración es independiente del tiempo, las transformaciones
de norma (6.2.15) y (6.2.18), complementadas con la condición A0 = 0, definen una coordenada
colectiva física Υ (t), que es un modo cero de norma. Su excitación corresponde a la generación
de una carga eléctrica Q = Υ̇ (t)g. Por lo tanto, tal dependencia temporal inducida mediante una
transformación de norma en los campos transforma al monopolo magnético en un dyon.

Debemos de tener en cuenta que esta coordenada colectiva Υ es una variable angular, que se
define en un círculo S1. De hecho, los puntos Υ = 2πn, n ∈ Z corresponden a la misma transfor-
mación de norma U(~r, t), que es la unidad en la región asintótica espacial [47]. Sin embargo, los
puntos Υ = 0 y, por ejemplo, Υ = 2π, corresponden a diferentes clases topológicas.

En resumen, la configuración de un-monopolo en el límite BPS puede ser caracterizada por
cuatro modos cero que forman el llamado espacio de parámetrosM1.

6.3. Interacción de monopolos magnéticos

6.3.1. Monopolo en campo magnético externo
Ahora consideremos el monopolo de ’t Hooft-Polyakov interactuando con un campo magnético

externo débil. Para esto consideraremos un monopolo inicialmente en reposo, es decir, las derivadas
temporales de los campos son nulas. Podríamos esperar que el efecto principal, es decir, a primer
orden, de esta interacción con el campo externo sea la de un monopolo inicialmente estático que
comienza a moverse con una pequeña aceleración constante9 wk. Las correcciones de oscilación a
segundo orden para la configuración (6.1.28) tienen una dependencia temporal de la forma [45]:

φa(~r, t) = φa
(
~r − ~w

t2

2

)
≈ φa(~r)− ~w

t2

2
~∇φa(~r), (6.3.1)

Ak(~r, t) = Aak

(
~r − ~w

t2

2

)
T a = Aak(~r)T a − t2

2

(
~w · ~∇

)
Aak(~r)T a.

En el marco de reposo instantáneo, todavía tenemos una configuración inicial de ’t Hooft-Polyakov
(6.1.28), donde A0(~r) = 0. El carácter no relativista del movimiento implica que en el marco no

9Uno puede tratar este movimiento como una excitación de los modos cero de traslación de los campos escalares
y vectoriales del sistema .
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acelerado aparece la componente A0 del potencial vectorial [45]

A0(~r, t) = −wk t Ak
(
~r − ~w

t2

2

)
,

el cual es el responsable de generar un campo eléctrico.
Ahora, tomando la derivada con respecto al tiempo de la configuración perturbada (6.3.1) ob-

tenemos
∂0φ

a(~r, t) = −wkt ∂kφa(~r), ∂0Ak(~r, t) = −wmt ∂mAk(~r), (6.3.2)

lo que implica que el campo eléctrico no-abeliano generado por la perturbación es

F a0k(~r, t) = ∂0A
a
k − ∂kAa0 − eεabcAb0Ack (6.3.3)

= −wmt
(
∂mA

a
k − ∂kAam − eεabcAbmAck

)
= −wmt F amk(~r).

Nuevamente tomamos la derivada temporal de esta expresión para obtener 10:

D0F a0k(~r, t) = −wm F amk(~r). (6.3.4)

Esto nos permite escribir la parte espacial de la primera ecuación de campo de Yang-Mills-Higgs
(6.1.9) de la siguiente manera

(Dm − wm)Fmn(~r) = −eεabcφbDnφ
c(~r). (6.3.5)

Ahora notemos que la primera de las relaciones (6.3.2) toma la forma

D0φ
a(~r, t) = −wktDkφ

a(~r),

y después de derivar nuevamente con respecto al tiempo obtenemos D0D0φ
a(~r, t) = −wkDkφ

a(~r).
Por lo tanto, esto permite escribir la segunda de las ecuaciones de campo (6.1.9) de la siguiente
forma

Dm (Dm − wn)φa(~r) = −λ
(
φ2 − v2

)
φa(~r). (6.3.6)

El sistema de ecuaciones dinámicas (6.3.5) y (6.3.6) que hemos obtenido describe la dinámica de
un monopolo ’t Hooft-Polyakov en un campo magnético homogéneo externo. Como hemos visto en
secciones previas, el análisis de las propiedades del monopolo es muy simple en el límite BPS, por lo
que la dinámica del monopolo también se simplifica debido a que se puede demostrar fácilmente que
en el límite λ = 0, las ecuaciones de campo (6.3.5) y (6.3.6) se pueden resolver usando el siguiente
Ansatz [45]

Bak(~r) = (Dk − wk)φa(~r), (6.3.7)

el cual es una generalización bastante directa de la ecuación de Bogomol’nyi (6.2.5). Por otro lado,
debemos de tener en cuenta que el campo escalar del monopolo se define como φa = vh(r)r̂a, con el
comportamiento asintótico de la función h(r)→ 1 para r →∞; entonces usando el Ansatz (6.3.7)
podemos escribir el campo magnético del monopolo Bk = Bak φ̂

a de la siguiente manera

Bk = v∂kh(r)− vh(r)wk.

10De acuerdo con la definición de la derivada covariante, la componente D0 = ∂0 + ieA0(~r) es justamente la
derivada temporal D0 = ∂0 debido a que inicialmente no consideramos campos eléctricos.
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Ahora, si tomamos el límite asintótico espacial del campo Bk, podemos ver que el Ansatz (6.3.7)
corresponde a la superposición del campo magnético de un monopolo y de un campo débil constante
Bextk = vwk. Además, la carga magnética y la masa del monopolo BPS son g = 4π/e y M = 4πv/e,
respectivamente. Entonces, la fuerza externa en un monopolo está dada por la ley de fuerza de
Newton estándar: Fk = −Mwk = −gBext.

Hay otra posible interpretación del sistema (6.3.5) y (6.3.6), es decir, se puede considerar como
el sistema original Yang-Mills-Higgs (6.1.9), el cual se modificó debido a una perturbación externa
causada por un campo magnético homogéneo. Esta interacción puede describirse por un término
adicional de la forma

Lint =
1

2v
εmnkF

a
mnφ

aB
(ext)
k , (6.3.8)

el cual se añade al Lagrangiano del modelo Georgi-Glashow (6.1.6) [48]. En el límite BPS, las
ecuaciones de movimiento resultantes de este Lagrangiano generalizado son idénticas al sistema
(6.3.5) y (6.3.6).

Como se puede ver el Lagrangiano de interacción (6.3.8) es lineal en el campo escalar y además
el efecto de este término de interacción es elevar la degeneración del vacío de Higgs. De hecho, se
puede considerar como una corrección del potencial de Higgs

V (φ) =
λ

4

(
φ2 − v2

)2
+

1

v
Banφ

aB
(ext)
k .

Por lo tanto, hay un mínimo único del potencial en el límite asintótico espacial en

φamin = vr̂a

(
1 + e

r̂a

r2

B
(ext)
n

m2
sm

2
v

)
, (6.3.9)

donde m2
s = 2λv2, m2

v = e2v2 son las masas de las excitaciones escalar y vectorial respectivamente.
El vacío verdadero es único, su ubicación está dada por la dirección del campo magnético externo.

6.3.2. La energía de interacción de los monopolos
Como se ha discutido en las secciones anteriores, no existe una solución analítica del sistema de

ecuaciones de Yang-Mills-Higgs que corresponda a un sistema de un monopolo aislado, por lo tanto
aún menos para el caso de dos monopolos de ’t Hooft-Polyakov. En esta sección estamos interesados
en discutir el sistema de interacción más simple que se puede estudiar, es decir, una configuración
de dos monopolos en el límite BPS los cuales se encuentran ampliamente separados con respecto
de su núcleos.

El enfoque más simple para estimar la energía de interacción es un cálculo directo de la diferencia
entre el valor mínimo de la energía de todo el sistema de los campos y la suma de las masas de dos
monopolos individuales idénticos:

Eint =
1

2

ˆ
d3x (Bak −Dkφ

a)
2

+ v
∑
i=1,2

gi +

ˆ
d3xV (φ)− 2M.

Los primeros tres términos de esta ecuación corresponden a la forma de la energía (6.2.1), donde
hemos considerado solamente cargas magnéticas (hemos tomado α = 0).

Además, si consideramos que los monopolos están bien separados, es decir, si suponemos que
los núcleos de los monopolos son mucho mas pequeños que la distancia entre los monopolos, el
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problema se puede simplificar aún más. Entonces, fuera de este núcleo, las derivadas covariantes
del campo escalar desaparecen y, por lo tanto, los campos de norma obedecen a las ecuaciones de
Yang-Mills libres. Esta aproximación es una suposición estándar en el análisis de las interacciones
entre monopolos.

Como ya hemos notado, existe una diferencia crucial entre el comportamiento asintótico del
campo de Higgs en los casos BPS y no-BPS, es decir, podemos notar que aparece un término de
largo alcance para el campo escalar (6.3.9) en el caso de la interacción con un campo externo en el
límite BPS

φa → vr̂a − ra

er2
como r →∞. (6.3.10)

El resultado es que el valor asintótico del campo de Higgs en la región fuera del núcleo del primer
monopolo se distorsiona según (6.3.10) debido al campo escalar de largo alcance del otro monopolo:
la masa del primer monopolo disminuirá y el tamaño de su núcleo aumentará. En otras palabras, la
fuerza de largo alcance adicional aparece como resultado de la violación de la invarianza de escala
original del modelo en el límite de BPS λ → 0. Una partícula de Goldstone correspondiente (un
dilatón) está conectada con pequeñas fluctuaciones del campo de Higgs

φa = vr̂aeD = vr̂a + vr̂aD + . . . , (6.3.11)

donde D es el campo del dilatón. El término cinético correspondiente de la acción del dilatón
LD = − 1

2v
2∂µD∂

µD nos permite establecer una relación entre la carga de dilatón y la carga
magnética de la configuración

QD = v

ˆ
dSn∂nD =

4π

e
= g =

M

v
. (6.3.12)

La masa de la configuración del monopolo se reduce ∆M =
´
d3xLD = −QDφ.

Si la configuración además de tener carga magnética tiene también una carga eléctrica q, la
carga de dilatón está definida por la combinación dual invariante [19, 49]

QD =
√
g2 + q2. (6.3.13)

6.3.3. Interacción clásica de dos dyones ampliamente separados
Ahora podemos aplicar los resultados de la sección anterior al caso de la interacción clásica

entre dos dyones que están separados por una distancia r, la cual es grande con respecto a los
núcleos de los dyones. Para esto supongamos que los dyones tienen cargas magnéticas idénticas g,
pero diferentes cargas eléctricas q1 y q2. Este problema fue estudiado por Manton [19], en donde se
consideró a cada dyon como una partícula clásica puntual. Debido a que en el límite BPS los dyones
además de poseer ambas cargas, es decir, cargas eléctricas y magnéticas, poseen además la carga del
dilatón (6.3.13), entonces la interacción total de dos dyones estáticos está compuesta de repulsión o
atracción electromagnética, causada por las cargas eléctricas y magnéticas, y la atracción causada
por las cargas del dilatón. Por lo tanto, la fuerza neta de Coulomb es

~F12 =
~r

r3

(
g2 + q1q2 −

√
g2 + q2

1

√
g2 + q2

2

)
.
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Nuevamente podemos hacer una simplificación adicional si asumimos que la carga eléctrica del dyon
es mucho más pequeña que su carga magnética. Entonces, después de hacer una expansión en q2/g2

obtenemos
~F12 ≈ −

1

2
(q1 − q2)

2 ~r

r3
.

Como se puede ver de esta expresión, no hay interacción entre dos dyones cuando las cargas eléctricas
son idénticas. En general, sólo la carga eléctrica relativa del sistema Q := q1−q2 entra en la energía
de interacción.

Ahora, consideremos un dyon que se mueve con una velocidad relativista v1 en un campo de
fondo debido a otro dyon, que se coloca en reposo y está localizado en el origen [19]. Dado que
la parte electromagnética de la interacción se describe mediante el potencial (4.3.3), el momento
canónico del primer dyon, de acuerdo con el acoplamiento mínimo, se puede escribir como

~P = M~v1 → ~P = M~v1 + q1
~A+ g ~̃A,

donde los potenciales electromagnéticos correspondientes a los campos de un dyon estático son

~A = g~a, ~̃A = −q2~a,

donde ~a = (1 − cos θ)~∇ϕ. Los potenciales escalares que corresponden al dyon estático son simple-
mente

A0 =
q2

r
, Ã0 =

g

r
.

Además, debemos tener en cuenta el potencial escalar que está relacionado con la carga del dilatón
del dyon en el límite BPS: φ =

√
g2 + q2

2/r. Como ya hemos mencionado anteriormente, el efecto
de este potencial es disminuir la masa del primer dyon como11

M →M −QDφ = M − 1

r

√
g2 + q2

1

√
g2 + q2

2 ,

donde la carga del dilatón está dada por QD =
√
g2 + q2

1 .
Ahora consideremos que el primer dyon se mueve a una velocidad relativista v1, para el cual se

puede escribir el término cinético como −M
√

1− v2
1 . Usando estos resultados, llegamos a que el

Lagrangiano del movimiento relativista de un dyon con carga QD =
√
g2 + q2

1 en un campo externo
debido otro dyon estático con carga QD2 =

√
g2 + q2

2 se puede escribir de la siguiente manera:

L1 =

(
−M + φ

√
g2 + q2

1

)√
1− v2

1 + ~v1 ·
(
q1
~A+ g ~̃A

)
− q1A0 − gÃ0. (6.3.14)

El siguiente paso es incorporar el efecto del movimiento de ambos dyones. Para esto recordemos
que si el campo de fondo es generado por una fuente en movimiento, los campos correspondientes
deben escribirse en forma de los potenciales de Lienard-Wiechert [50, 19, 51]:

~A = g~a+ q2
~v2√

r2 − [~r × ~v2]2
, A0 =

q2√
r2 − [~r × ~v2]2

+ g (~a · ~v2) ,

~̃A = −q2~a+ g
~v2√

r2 − [~r × ~v2]2
, Ã0 =

g√
r2 − [~r × ~v2]2

− q2 (~a · ~v2) ,

φ =
g√

r2 − [~r × ~v2]2

√
1− ~v2

2 , (6.3.15)

11Se debe tener en cuenta que un dyon es ligeramente más pesado que un monopolo: M = M0

√
1 + q2/g2. Sin

embargo, en el caso bajo consideración, q � g. Por lo tanto, la diferencia es de segundo orden y se puede despreciar.



CAPÍTULO 6. EL MONOPOLO DE ’T HOOFT-POLYAKOV 91

con r = |~r1 − ~r2| . Además, debido a que estamos considerando un par de dyones que están amplia-
mente separados y que además las velocidades de estos dyones son no relativistas, podemos hacer
la aproximación

√
r2 − [r × ~v2]2 = r

(
1− 1

2 [r̂ × ~v2]2
)
≈ r obteniendo

~A = g~a+ q2
~v2

r
, A0 =

q2

r
+ g (~a · ~v2) ,

~̃A = −q2~a+ g
~v2

r
, Ã0 =

g

r
− q2 (~a · ~v2) ,

φ =
g

r

(
1− 1

2
~v2

2

)
, (6.3.16)

donde hemos usado la aproximación para velocidades bajas del término
√

1− ~v2
2 ' 1− 1

2~v
2
2 . Después

de sustituir los potenciales (6.3.16) en Lagrangiano (6.3.14) obtenemos que el Lagrangiano se puede
simplificar hasta términos del orden de q2~v2 y ~v4,

L1 = −M ′ + 1

2
M0~v

2
1 −

g2

2r
(~v1 − ~v2)

2
+ g (q1 − q2) (~v1 − ~v2) · ~a+

(q1 − q2)
2

2r
, (6.3.17)

donde M ′ =
√
g2 + q2

1 y M0 = |g| es la masa del monopolo. El término constante −M ′, puede ser
omitido, dado que un termino constante en el Lagrangiano no tiene efecto alguno en la dinámica
del sistema.

Notemos que los términos de interacción son simétricos en ~v1, q1 y ~v2, q2. Si agregamos justa-
mente el término cinético 1

2M0~v
2
2 , el nuevo Lagrangiano L es adecuado para describir la dinámica

de la interacción de dos dyones. Por lo tanto el Lagrangiano se puede simplificar como

L =
1

2
M0

(
~v2

1 + ~v2
2

)
− g2

2r
(~v1 − ~v2)

2
+Qg (~v1 − ~v2) · ~a+

Q2

2r
, (6.3.18)

dondeQ = q1−q2 es la carga relativa. Como podemos ver en el segundo término de esta expresión, las
interacciones escalares y magnéticas dependen de la velocidad relativa de los dyones de diferentes
maneras. El tercer término describe la interacción mínima entre la carga relativa Q y la carga
magnética g, mientras que el último término es la mitad de la energía estándar de Coulomb de una
carga eléctrica Q (la otra mitad está asociada con el otro dyon).

Hasta el momento hemos construido un Lagrangiano, el cual describe la dinámica de la inter-
acción dos dyones en movimiento y que además tiene la propiedad de ser simétrico bajo el cambio
~v1 
 ~v2, y q1 
 q2. Dadas la simetrías del Lagrangiano es posible estudiar la dinámica de esta
interacción mediante las coordenadas del centro de masa. La velocidad del centro de masa para un
sistema de dos partículas con masa igual es

~vcm =
~v1 + ~v2

2
.

La velocidad de las partículas 1 y 2 con respecto del centro de masa son

~v1cm = ~v1 − ~vcm =
~v1 − ~v2

2
, ~v2cm = ~v2 − ~vcm = −~v1 − ~v2

2
.

Usando las velocidades del centro de masa podemos obtener la velocidad relativa en términos de
las velocidades del centro de masa ~v1 − ~v2 = ~v1cm − ~v2cm, mientras que para el término cinético
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∝
(
~v2

1 + ~v2
2

)
, lo podemos escribir en coordenadas del centro de masa de la siguiente manera

~v2
1 + ~v2

2 =
1

2
(~v1 − ~v2)

2
+

1

2
(~v1 + ~v2)

2

=
1

2
(~v1cm − ~v2cm)

2
+ ~v2

cm.

Ahora bien, usando este resultado podemos escribir el Lagrangiano (6.3.18) en coordenadas del
centro de masa

L =
1

2
M0~v

2
cm +

(
M0

4
− g2

2r

)
(~v1 − ~v2)

2
+Qg (~v1 − ~v2) · ~a+

Q2

2r
, (6.3.19)

El Lagrangiano del movimiento relativo puede obtenerse omitiendo el término correspondiente al
centro de masa 1

2M0~v
2
cm de (6.3.19) [19]

L =

(
M0

4
− g2

2r

)
~̇r · ~̇r +Qg~̇r · ~a+

Q2

2r
, (6.3.20)

donde ~̇r ≡ ~v1 − ~v2 = ~v1cm − ~v2cm es la velocidad relativa de los dyones.
Las ecuaciones de movimiento asociadas al Lagrangiano (6.3.20) son(

M0

2
− g2

r

)
~̈r =

g2

r3

{
1

2
~r
(
~̇r · ~̇r

)
−
(
~r · ~̇r

)
~̇r

}
+
Qg

r3

[
~̇r × ~r

]
− Q2

2r3
~r. (6.3.21)

Notemos que la dinámica del sistema no cambia si transformamos el Lagrangiano del movimiento
relativo (6.3.20) de la siguiente manera

L =
1

4

(
M0 −

2g2

r

)(
~r · ~r − Q2

g2

)
+Qg~̇r · ~a, (6.3.22)

donde hemos omitido el término constante M0Q
2/4g2.

Obviamente, para g = 0, el (6.3.21) es idéntico a la ecuación de movimiento estándar de una
partícula cargada en un campo de Coulomb. En el caso general, (6.3.21) puede resolverse haciendo
uso de las integrales de movimiento correspondientes. Por ejemplo, la energía se compone de tres
términos: energía cinética normal, un término dependiente de la velocidad que se origina a partir
de la diferencia entre la interacción dilatónica y magnética de los dyones, y la energía potencial
estándar de interacción de las dos cargas:

E =

(
M0

2
− g2

r

)
~̇r2 − Q2

r
.

La segunda integral del movimiento es el vector del momento angular

~L =

(
1

2
− g2

M0r

)
~̃L−Qg~r

r
, (6.3.23)

donde ~̃L = M0[~r × ~̇r] es el momento angular orbital estándar.
En la sección 6.2.1 mencionamos que la carga eléctrica de un dyon estático está relacionada con

su cuarta coordenada colectiva cíclica Υ como Q ∼ Υ̇ . La excitación de esta coordenada colectiva
se puede tratar como la aparición de la energía cinética (6.2.22).
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Recordemos la carga eléctrica de un dyon estático está relacionada con su cuarta coordenada
colectiva cíclica Υ como Q ∼ Υ̇ .

Entonces podemos hacer la siguiente transformación de Legendre del Lagrangiano (6.3.22)

L(~r, Υ ) = L(~r, Q) + gQ Υ̇ ,

donde

Q ≡ 2g3

M0 − 2g2

r

(
Υ̇ + (~r · ~a)

)
. (6.3.24)

Entonces el Lagrangiano (6.3.22) puede escribirse de la siguiente manera

L =
1

4

(
M0 −

2g2

r

)
~r · ~r +

g4

M0 − 2g2

r

(
Υ̇ + (~a · ~r)

)2

, (6.3.25)

que es la estructura del Lagrangiano de Kaluza-Klein, el cual describe el movimiento geodésico en
el espacio de cuatro dimensionesM0 con una variable compacta. Podemos ver que el Lagrangiano
(6.3.25) no depende explícitamente de Υ , por lo tanto, la ecuación de movimiento correspondiente
es la conservación de la carga eléctrica relativa Q (6.3.24).

En resumen, a partir del Lagrangiano (6.3.25) se tiene que el movimiento relativo de los dyones
BPS bien separados puede ser descrito por un movimiento geodésico en el espacioM0 gobernado
por la métrica Taub-NUT:

ds2 =

(
1− 2g2

M0 r

)
d~r2 +

(
2g2

M0

)2

1− 2g2

M0 r

(dΥ + ~a · d~r)2
, (6.3.26)

la cual es bien conocida en la Relatividad General y se obtuvo en 1951 [52]. La métrica Taub-NUT
corresponde a la solución espacialmente homogénea de las ecuaciones de Einstein en el vacío, con
parámetro de longitud 2g2/M0.

Si el momento angular (6.3.23) es cuantizado en valores enteros, el grupo de rotación es SO(3).
Geométricamente, esta invarianza rotacional significa que el vector ~L conservado implica un con-
junto de campos vectoriales de Killing en el espacio M0 que generan una simetría SO(3), que es
una isometría del espacio de parámetros (moduli space).

6.4. El espacio de parámetros y la dinámica multi-monopolos
a bajas energías

6.4.1. El Lagrangiano de modos cero
Como se ha discutido en las secciones previas, la ecuación de Bogomol’nyi-Prasad-Sommerfield

(BPS) describe una configuración estática del monopolo de ’t Hooft y además su relevancia reside
en la no trivial propiedad de integrabilidad que hace posible la construcción de la solución de multi-
monopolos. Por otro lado, las ecuaciones de campo completas, es decir, las ecuaciones dependientes
del tiempo del sistema Yang-Mills-Higgs, no son completamente integrables. Por lo tanto, parecería
prácticamente imposible encontrar una solución completa que describa las propiedades dinámicas
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de los monopolos. Sin embargo, este problema se puede analizar bajo una aproximación dada por
Manton.

La idea de Manton [53, 20] era que uno puede truncar el espacio de configuraciones, el cual es
dimensionalmente infinito para el sistema Yang-Mills-Higgs (6.1.6), a un sistema dinámico con un
Lagrangiano de dimensión finita. En otras palabras, la dinámica de un sistema de multi-monopolos
con un número infinito de grados de libertad se puede reducir a la de unas pocas coordenadas
colectivas de un solitón, o sus modos cero, que incluyen coordenadas de posición y también al-
gunas coordenadas internas. Esta descripción puede ser auto consistente sólo si consideramos la
dinámica de bajas energías. De manera más precisa, para cualquier tiempo fijo una configuración
de multi-monopolos puede considerarse de manera aproximada como una solución estática de una
configuración de n-monopolos de la ecuación de Bogomol’ny. De esta manera el movimiento de los
monopolos está determinado por la evolución temporal de sus coordenadas colectivas solamente.
En tal caso, toda la información sobre la dinámica de los multi-monopolos a bajas energías está
codificada en la parte cinética T de la acción.

Ahora consideremos el Lagrangiano del sistema (6.1.6), el cual lo podemos escribir como

L = T − V

=

ˆ
d3xTr (EnEn +D0φD0φ)−

ˆ
d3xTr (BnBn +DnφDnφ) .

Recordemos que en el límite de Bogomol’nyi, la energía potencial del sistema V es constante

V =

ˆ
d3xTr (Bn −Dnφ)

2
+ v
∑
i

gi = v
∑
i

gi.

Si elegimos la componente temporal del potencial de norma igual a cero, A0 = 0, entonces la energía
cinética es de la forma

T =
1

2

ˆ
d3x

(
ȦnȦn + φ̇aφ̇a

)
.

Como lo discutimos en la sección 6.2.1, para una configuración estática se puede escribir la energía
cinética en la forma

Tnorma =
1

2
MΥ̇ , (6.4.1)

donde Υ es la coordenada colectiva cíclica de norma; la excitación de ésta corresponde a la generación
de una carga eléctrica. Ahora, nos gustaría excitar otra coordenada colectiva espacial, de tal manera
que el efecto de esta perturbación sea "empujar" al monopolo. Obviamente, la energía cinética
del monopolo en movimiento será mayor que (6.4.1). Con el fin de estudiar la dinámica de una
configuración de n-monopolos empezaremos por analizar la configuración más simple, esto es, la
configuración de un monopolo.

6.4.2. La dinámica de un monopolo a bajas energías
Ahora consideremos la dinámica de un monopolo en R3 a bajas energías. Para esto empezaremos

por definir la corrección correspondiente a la energía cinética dada en (6.4.1), es decir, considera-
remos primero pequeñas traslaciones del monopolo en R3. Para este propósito, introducimos tres
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coordenadas colectivas Xk(t) y hacemos una expansión de los campos en estas perturbaciones:

An(X(t), x) ≈ An(x) + δkAn(x)Xk(t) ≡ An(x) + a(k)
n (x)Xk(t),

φ(X(t), x) ≈ φ(x) + δkφ(x)Xk(t) ≡ φ(x) + χ(k)(x)Xk(t).

Aquí, δkAn(x) := a
(k)
n (x) y δkφ(x) := χ

(k)
n (x) son los modos cero de traslación relevantes, es decir,

son las excitaciones que corresponden a un pequeño desplazamiento del monopolo en la dirección
Xk. A partir de las relaciones anteriores podemos escribir la derivada temporal de los campos An
y φ como

Ȧn = Ẋka
(k)
n (x), φ̇ = Ẋkχ

(k)(x). (6.4.2)

Entonces la energía cinética debida a la traslación del monopolo se puede escribir en términos de
los modos cero a(k)

n (x) y χ(k)(x) de las coordenadas colectivas Xk(t) como

Ttrans = Ẋ2
k

ˆ
d3xTr

[
a(k)
n a(k)

n + (χ(k))2
]
, para un k dado. (6.4.3)

La forma explícita de los modos cero de traslación se puede determinar por la condición de que la
perturbación debe preservar el límite de Bogomol’nyi. En otras palabras, la configuración "despla-
zada" Aan + a

a(l)
n , φa + χa(l) debe satisfacer la ecuación de Bogomol’nyi Ban = Dnφ

a. Por lo tanto,
los modos cero de traslación obedecen la siguiente ecuación linealizada [54, 55, 56, 57]

εnmkDma
a(l)
k = Dnχ

a(l) − eεabcab(l)n φc. (6.4.4)

Además, recordemos que la componente temporal del potencial de norma entra en la ley de Gauss
DnEn − ie[φ, D0φ] = 0, es decir, que se impone como una restricción a los campos físicos indepen-
dientes del tiempo. La expansión da, en la norma de Coulomb A0 = 0, el resultado

Dna
a(l)
n − eεabcφbχc(l) = 0. (6.4.5)

En otras palabras, los modos cero satisfacen la condición de norma de fondo. En realidad, esta
condición garantiza que los modos cero de traslación sean ortogonales a todos los modos obtenidos
mediante la transformación de norma de la configuración monopolo con una función de norma que
se anula en el infinito espacial.12

Por otro lado podemos escribir a Ȧn y φ̇ como

Ȧn = Ẋk
∂An
∂Xk

= Ẋk∂kAn, φ̇ = Ẋk∂kφ.

12Como se ha discutido en la sección 6.2.1 vamos a considerar que la dinámica de la configuración se incor-
pora por medio de una trasformación de norma, es decir, las perturbaciones que son transformaciones de norma
locales de la forma δAn(x) = −DnΛ y δφ(x) = e [φ, Λ], o de manera equivalente δφa(x) = eεabcΛ

bφc. Ahora, es-
tamos interesados en que estas perturbaciones sean ortogonales a tales transformaciones de norma, en el sentido de
que
´
d3x [δψ(x)]† δψ(x) = 0, donde δψ := {δAn(x), δφ(x)}.

0 =

ˆ
d3x

[
− (DnΛ)† δAn(x) + [φ, Λ]† δφ(x)

]
= −

ˆ
d3xΛ† [DnδAn(x)− ie [φ, δφ(x)]] +

ˆ
d2SΛ†δAn(x).

La última integral debe tomarse sobre una superficie en infinito espacial. Para las funciones de norma Λ(x) que caen
lo suficientemente rápido como para que el término de la superficie se desvanezca, la ortogonalidad se garantiza al
imponer la condición de norma de fondo DnδAn(x) + eεabcA

b
lφ
cδφ(x) = 0.
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Entonces, después de comparar este resultado con la ecuación (6.4.2), los modos cero son aa(l)
n =

∂lA
a
n y χc(l) = ∂lφ

a.

Modos cero normalizables
Ahora estamos interesados en buscar todos los modos cero normalizables aa(l)

n y χa(l), donde
la condición de normalización significa que la traslación en la dirección correspondiente es posible.
Recordemos que en la sección 6.2.1 vimos que la dinámica de una configuración de monopolos
estáticos se puede incorporar mediante una transformación de norma; el resultado que obtuvimos
es que la componente temporal del potencial de norma A0 se puede identificar con el parámetro de
norma, es decir, tenemos la libertad de elegir el valor de este parámetro sin que las ecuaciones de
movimiento se vean modificadas.

La ecuación (6.4.5) se obtuvo eligiendo la norma de Coulomb, A0 = 0. Ahora consideremos el
caso en el que la componente temporal del potencial de norma A0 no se anula, lo que equivale a
decir que elegiremos otra norma. Nuevamente vamos a imponer que los modos cero normalizables
satisfacen la condición de norma de fondo DnEn− ie[φ, D0φ] = 0, o de manera equivalente DnE

a
n−

eεabcφ
bD0φ

c = 0. En este caso el campo eléctrico En = ∂0An − DnA0 y la derivada D0φ =
∂0φ + ie [A0, φ] se pueden escribir en términos de las coordenadas colectivas Xk(t) de la siguiente
manera

En = ∂0An −DnA0 = Ẋl∂lAn −DnA0, D0φ = ∂0φ+ ie [A0, φ] = Ẋl∂lφ+ ie [A0, φ] .

Ahora elegiremos a A0 = Ẋlεl proporcional a las velocidades de las coordenadas colectivas de
tal manera que la condición de ortogonalidad no dependa de Ẋl como en el caso (6.4.5). Por lo
tanto el campo eléctrico y la derivada temporal del campo escalar son Ean = Ẋl (∂lA

a
n −Dnε

a
l ) y

D0φ
a = Ẋl (∂lφ

a + ie [εal , φ]) respectivamente. Entonces la condición de norma de fondo se puede
escribir como

Dn (∂lAn −Dnεl)− ie[φ, Dlφ] = 0, Dn (∂lA
a
n −Dnε

a
l )− eεabcφbDlφc = 0, (6.4.6)

con Dlφ = ∂lφ+ ie [εl, φ] y Dlφ = ∂lφ+ ie [Al, φ]. Comparando esta expresión con (6.4.5), podemos
identificar a los nuevos modos cero normalizables

aa(l)
n → aa(l)

n = δlA
a
n(x) = ∂lA

a
n −Dnε

a
l , χa(l) → χa(l) = δlφ

a(x) = ∂lφ
a − eεabcεblφc = Dlφ

a.
(6.4.7)

A partir de este resultado, podemos ver que los modos cero normalizables se pueden escribir como

aa(l)
n = ∂lA

a
n −DnA

a
l = F aln, χa(l) = ∂lφ

a − eεabcAblφc = Dlφ
a, (6.4.8)

es decir, son las traslaciones infinitesimales estándar ∂lAan, ∂lφa en R3; que están complementadas
por una transformación de norma muy particular, donde se ha elegido que al parámetro εal como
el potencial de norma en sí Λ = εal = Aal [56, 57]. Debemos de tener en cuenta que en el caso del
monopolo de BPS, todos los modos cero son normalizables.

Ahora, si sustituimos los modos cero (6.4.8) en la definición de la energía cinética (6.4.3), obte-
nemos

Ttrans =
Ẋ2
l

2

ˆ
d3x (F alnF

a
ln +Dlφ

aDlφ
a) =

1

2
M Ẋ2

l ,
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y teniendo en cuenta la contribución del modo cero de norma (6.4.1), encontramos que la energía
del monopolo en movimiento se puede escribir como

T =
1

2
M
(
Ẋ2
l + Υ̇ 2

)
. (6.4.9)

Por lo tanto este resultado puede entenderse como la energía cinética de una partícula clásica con
una masa M que se mueve en el espacio 4-dimensional de parámetros M1 = R3 × S1 . Aquí, la
excitación de los modos cero de traslación en R3 conduce a la aparición de un momento no-nulo del
monopolo y el movimiento en S1 está relacionado con la generación de una carga eléctrica.

6.4.3. El espacio de parámetros y su métrica
Los resultados de la sección anterior pueden reformularse introduciendo el concepto de un es-

pacio auxiliar conocido como el espacio de parámetros (moduli space). Si bien la ventaja de estos
ejemplos relativamente simples puede parecer pequeña, este formalismo será de gran utilidad cuando
recurramos a casos menos triviales.

Para motivar esto, consideremos primero una teoría que no es de norma y puramente bosóni-
ca cuyos campos, que suponemos que todos son masivos, se combinan en un solo campo ψ(~x, t).
Supongamos que existe una familia de soluciones estáticas degeneradas, parametrizadas por n coor-
denadas colectivas Xα que denotamos por ψcl(~x, t). Estas soluciones estáticas pueden ser vistas
como una variedad (diferenciable), la cual es conocida como el espacio de parámetros (moduli spa-
ce), y que está descrita por las coordenadas Xα en esta variedad. Esta variedad es en sí misma un
subespacio del espacio completo de las configuraciones de campo.

Una configuración arbitraria del campo se puede descomponer de la siguiente manera

ψ(~x, t) = ψcl(~x; Xα(t)) + δψ(~x; Xα(t), t), (6.4.10)

donde se requiere que la variación δψ sea ortogonal al movimiento en el espacio de parámetros
(moduli space), en el sentido de que en cualquier instante de tiempo t se satisface

0 =

ˆ
d3x

∂ψcl

∂Xα
δψ,

para todo r. Dicho de otra manera, si ψ se expande en términos de modos normales de oscilación
alrededor de ψcl(~x; X(t)), solo los modos con frecuencia distinta de cero contribuyen a δψ; la
contribución de modo cero se incluye permitiendo que Xα sea dependiente del tiempo. Si la energía
cinética es de la forma estándar, con L = (1/2)ψ̇2 + · · · , entonces la sustitución de la ecuación
(6.4.10) en el Lagrangiano lleva a

L = −Eestática +
1

2
gαβ (X(t)) ẊαẊβ + Lquad + · · · ,

donde Eestática es la energía de la solución estática, Lquad es cuadrática en δψ y los puntos suspen-
sivos denota términos que son de orden cúbicos o más altos en δψ. Los coeficientes gαβ(X) están
dados por

gαβ(X) =

ˆ
d3x

∂ψcl

∂Xα

∂ψcl

∂Xβ
,

que puede verse como la definición de una métrica en el espacio de parámetros (moduli space).
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Ahora supongamos que las coordenadas colectivas varían lentamente y que la energía es pequeña
en comparación con la frecuencia normal no nula más baja. Entonces las deformaciones de la solucio-
nes correspondientes a la excitación de los modos con frecuencia distinta de cero son insignificantes,
y la configuración de campo nunca se alejará del espacio de parámetros (moduli space). Una buena
aproximación a la dinámica viene dada entonces por el Lagrangiano del espacio de parámetros [53]

L MS =
1

2
gαβ(X)ẊαẊβ .

En esta aproximación, la dependencia temporal del campo viene solo a través de las coordenadas
colectivas, es decir,

ψ(~x, t) = ψcl(~x; X(t)), (6.4.11)

con X(t) siendo una solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange que vienen de LMS .
Si gαβ(X) se interpreta como una métrica, estas ecuaciones requieren que X(t) sea una geodésica

en el espacio de parámetros (moduli space).
Ahora consideremos el caso de una teoría de norma; para esto consideremos el caso de la teoría

de norma SU(2) en la cual estamos realmente interesados. Es conveniente adoptar una notación
4-dimensional euclidiana en la que Aj y φ se combinan en un único campo Aµ′ , donde los índices
griegos primados µ′ toman valores de 1 a 4. En esta notación Dµ′ y Fµ′ν′ tienen sus significados
habituales si µ′ y ν′ son 1, 2 o 3, mientras que

D4Aµ′ = −ie [φ,Aµ′ ]

Fµ′4 = −F4µ′ = Dµ′φ.

Debemos de tener en cuenta que Aµ′ no incluye A0; en esta notación, los subíndices cero en los
campos y derivadas siempre se mostrarán explícitamente.

Esta teoría difiere del ejemplo anterior (teoría que no es de norma) en dos aspectos significativos.
Primero, debido a que hay campos sin masa en la teoría, el espectro de frecuencias normales se
extiende hasta cero. Por lo tanto, no existe un rango de energías que sea pequeño en comparación
con todas estas frecuencias.

La segunda diferencia es el hecho de que estamos tratando con una teoría de norma, es decir,
esto significa que hay una familia dimensionalmente infinita de soluciones estáticas. Por lo tan-
to, seleccionamos un conjunto dimensionamete finito de configuraciones inequivalentes de norma
Aclµ′(x;X(t)). Ahora introducimos la dependencia temporal permitiendo que Xα(t) varíe lentamen-
te con el tiempo. Entonces la condición de norma de fondo DnEn−ie[φ, D0φ] = 0 es precisamente la
expresión (6.4.6) obtenida en la sección anterior, donde los modos cero de norma están relacionados
con los campos En, D0φ de la siguiente manera

Ean = ẊlδlA
a
n(x), D0φ

a = Ẋlδlφ
a(x), (6.4.12)

con
δlA

a
n(x) = aa(l)

n = ∂lA
a
n −Dnε

a
l , δlφ

a(x) = χa(l) = ∂lφ
a − eεabcεblφc, (6.4.13)

donde el segundo término de las expresiones δlAan(x) y δlφa(x) proviene de una transformación de
norma. Usando estos resultados podemos escribir de manera general la condición de norma de fondo
en términos de los modos cero de traslación δkAn(x) = a

(k)
n (x), δkφ(x) = χ

(k)
n (x) de la siguiente

manera
DnδlAn(x)− ie[φ, δlφ(x)] = 0. (6.4.14)
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Usando la convención D4δlφ = −ie [φ, δlφ] , podemos escribir la condición de norma de fondo de
manera simple

Dµ′δαA
µ′ = 0. (6.4.15)

El Lagrangiano del espacio de parámetros (moduli space) puede obtenerse sustituyendo la ecuación
(6.4.12) en el Lagrangiano de la ecuación (6.1.6). La métrica resultante se puede escribir como

gαβ(X) = 2

ˆ
d3xTr (δαAµδβAµ) .

En el caso de un único monopolo SU(2) hay cuatro modos cero, sin contar los modos locales
de norma [56] y, por lo tanto, un espacio de parámetros (moduli space) tetradimensional cuyas
coordenadas se pueden elegir de tal manera que tres de estas coordenadas son utilizadas para
describir al monopolo en el centro de masa ~R y una coordenada asociada a una fase U(1) .

Ahora estamos en posición de discutir una de la propiedades esenciales del espacio de pará-
metros asociado a un monopolo. Para esto es conveniente adoptar la siguiente notación Ψ :=
{δAn(x), δφ(x)}. Es posible escribir este vector Ψ en términos de una base cuaternionica, la cual
es una base ortogonal como se discute en el apéndice D

Ψ = Iδφ(x) + iσjδAj(x),

donde σj son las matrices de Pauli. Por otro lado, las ecuaciones (6.4.4) y (6.4.5) se pueden escribir
como una ecuación tipo Dirac de la siguiente manera [58]

0 = (eφ(x)− iσjDj)Ψ := DfΨ. (6.4.16)

Si Ψ es una solución de la ecuación (6.4.16), entonces también lo es ΨU , donde U es cualquier matriz
unitaria 2 × 2. De esta forma, se puede construir una segunda solución linealmente independiente
Ψ ′ a partir la primera. Juntos, este doblete complejo de modos de Dirac implica un conjunto de
cuatro modos cero bosónicos linealmente independientes.

Para hacer esto de manera explícita, usemos la convención utilizada en esta sección, donde
δφ := δA4. Si δA4 es el modo cero bosónico correspondiente a la solución de Dirac Ψ , entonces el
modo cero correspondiente a Ψ ′ = iΨσr tiene las siguientes componentes

(δA)
′
µ′ = −η̄rµ′ν′δAν′

donde la parte anti-auto-dual del tensor η̄rµ′ν′ y su contraparte auto-dual ηrµ′ν′ (con r = 1, 2, 3) está
definida de la siguiente manera: ηrij = η̄rij = εrij , η

r
µ′4 = −η̄rµ′4 = δrµ′ . Debido a la antisimetría del

tensor η̄rµ′ν′ , entonces δA
′ es ortogonal a δA en cada punto del espacio.

Los modos cero forman una base para el espacio tangente a un punto dado en el espacio de
parámetros. Entonces existen tres mapeos J (r) de este espacio tangente en sí mismo, dado de la
siguiente manera

J
(r) α′

µ′ δα′Aν′ = −η̄rν′α′δµ′Aα′ . (6.4.17)

Estos mapeos J (r) satisfacen la siguiente álgebra cuaternionica

J (r)J (s) = −δrs + εrstJ (t),

lo que define una estructura local cuaternionica en el espacio de parámetros. En el capítulo 7 se
obtendrá un resultado aún más fuerte, que es que el espacio de parámetros es un espacio-tiempo
hiper-Kähler.13

13En el Apéndice E se presenta una discusión de variedades cuaterniónicas e hiper-Kähler.
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Capítulo 7

El espacio de parámetros de los
monopolos BPS

Hasta este momento hemos considerado monopolos magnéticos y dyones como solitones clásicos
de la teoría de Yang-Mills-Higgs, para los cuales sólo se conocen soluciones numéricas. Además,
como lo discutimos anteriormente, las ecuaciones dependientes del tiempo del sistema Yang-Mills-
Higgs no son completamente integrables lo que complicaría encontrar una solución que describa las
propiedades dinámicas de los monopolos.

El problema se puede simplificar si consideramos configuraciones de monopolos en el límite
BPS; en este caso es posible usar una herramienta importante para estudiar el comportamiento
y la clasificación de monopolos y dyones la cual consiste en hacer una aproximación del espacio
de parámetros (moduli space) a bajas energías[53]. En esta descripción, la mayoría de los grados
de libertad teóricos de campo se ignoran, dejando solo un número finito de variables bosónicas
y fermiónicas para cuantizar. En esta aproximación se ignoran las interacciones radiativas; solo
se consideran interacciones en el límite de baja energía. Por ejemplo, aunque se puede estudiar
la dispersión de monopolos dentro de este marco, el resultado es solo confiable si ninguno de los
monopolos se mueve rápidamente o irradia mucha energía electromagnética. Esto puede garantizarse
restringiendo la dinámica a velocidades bajas y trabajando en el régimen en el que la constante de
acoplamiento de Yang-Mills es pequeña [59, 60].

Cuando incorporamos un campo de Higgs aparecen de manera natural soluciones de monopolos
magnéticos fundamentales, como se discutió en el capítulo 6. Cada monopolo fundamental puede
ser descrito en términos de cuatro coordenadas colectivas, y así surge un espacio de parámetros
4n-dimensional como el entorno natural para describir n-monopolos que interactúan entre sí. En
este capítulo estudiaremos algunos ejemplos explícitos de tales espacios de parámetros.

Comenzamos por describir algunas propiedades generales en el espacio de parámetros en la
sección 7.2. Después, discutiremos brevemente las ideas básicas para poder determinar la métrica
del espacio de parámetros en algunos casos especiales. En la sección 7.3, usamos las interacciones
entre monopolos bien separados para inferir la métrica para las correspondientes regiones asintóticas
del espacio de parámetros.

Luego, en la sección 7.4, mostramos cómo estos resultados asintóticos, junto con las restricciones
matemáticas generales en el espacio de parámetros, determinan el espacio de parámetros de manera
completa para el caso de dos monopolos fundamentales. Si los dos monopolos son de distintos tipos,

101
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resulta que la forma asintótica de la métrica es en realidad la forma exacta de todo el espacio de
parámetros. Finalmente, en la sección 7.5, ilustraremos el uso de la aproximación del espacio de
parámetros utilizando las métricas que hemos obtenido para analizar la dispersión de dos monopolos.

7.1. La configuración de n-monopolos a bajas energías
En el caso general, una configuración de n-monopolos se caracteriza por ser descrita por 4n

coordenadas colectivas [61, 46]. El espacio 4n-dimensional de parámetros correspondiente Mn se
puede descomponer en un producto de n espacios de tipoM1 en un régimen asintótico, es decir, los
n-monopolos individuales se encuentran ampliamente separados entre sí. Sin embargo, en la región
interior, la variedad Mn no puede ser representada como una combinación de la configuración de
los monopolos individuales. Esta es la razón del comportamiento no trivial de los monopolos en
colisiones frontales [62].

La idea de Manton [53], la cual fue desarrollada en los trabajos [63, 64], está basada en la
descripción de la dinámica clásica de una configuración de multi-monopolos, para los cuales la
dinámica está restringida al caso de movimiento lento. Bajo estas consideraciones la dinámica de
los monopolos se puede considerar como un movimiento geodésico en un espacio auxiliar conocido
como el espacio de parámetros (moduli space).

Esta analogía también funciona en el caso de la dinámica de una configuración de multi-
monopolos a bajas energías. La diferencia es que el espacio euclidiano R4 se reemplaza por un
espacio de configuración infinitamente dimensional y la condición de que la energía sea mínima
separa el espacio de parámetrosMn. Este espacio tiene una métrica Riemanniana de manera natu-
ral, que asintóticamente debe ser plana como notamos en el caso de un monopolo individual. Otra
restricción en la métrica en Mn es que debe ser finita. Para una métrica en M1, esta condición
se cumple: todos los modos cero son normalizables y no hay restricciones en el movimiento del
monopolo.

7.2. Propiedades generales del espacio de parámetros de los
monopolos magnéticos

Como lo hemos mencionado anteriormente, estamos interesados en estudiar la dinámica de una
configuración de dos monopolos. Para esto es de gran utilidad analizar el caso más general, es decir,
comencemos por hacer algunas observaciones sobre las propiedades más generales de la métrica en
el espacio de parámetros para una configuración de multi-monopolos..

Existe una forma muy elegante de construir una métrica en Mn. Para esto consideremos el
espacio A de todas las configuraciones de energía finita Aµ = (An, φ)1. Aquí, adoptamos de nuevo
una notación en la que el campo escalar se trata como la cuarta componente de una 4-conexión
A = Aµdx

µ en R4, que es invariante bajo traslaciones en la dirección del tiempo euclidiano2, es
decir, se implementa la condición ∂4Aµ = 0.

Dado que los campos se definen hasta la acción del grupo de norma G, el espacio de configuración
del sistema está dado por el cociente A/G. Entonces los vectores tangentes δαAµ definen al espacio

1 Recordemos que estamos usando la convención de que los índices griegos tomen valores de 1 a 4, mientras que
los indices latinos van de 1 a 3.

2Por tiempo euclideano nos referimos a la nueva coordenada colectiva X4, la cual esta asociada a una coordenada
tipo-tiempo en el espacio de parámetros
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Figura 7.2.1: El espacio de parámetros es una variedad curva cuyos puntos corresponden a soluciones
asociadas a configuraciones de monopolos. Entonces, los vectores tangentes en cualquier punto dado
en el espacio de parámetros codifican las deformaciones infinitesimales de las soluciones de los
monopolos de tal manera que preservan la condición BPS.

tangente TA/G y una métrica Riemanniana de manera natural en A/G, como se ilustra en la
figura 7.2.1. Esta métrica Riemanniana puede escribirse formalmente en términos de estos vectores
tangentes como lo discutimos en la sección 6.4.3

gαβ =

ˆ
d3xTr (δαAµδβAµ) . (7.2.1)

El espacio de parámetros para una configuración de n-monopolosMn es un subespacio del espacio
de configuraciones A/G y que además está parametrizado por las coordenadas colectivas Xα. Sin
embargo, existe una estrecha relación entre los modos cero y los vectores tangentes δαAµ. De hecho,
un vector tangente arbitrario enMn se puede escribir como Ȧµ = ẊαδαAµ y podemos escribir el
Lagrangiano efectivo en términos del espacio de parámetros de la siguiente manera

L =
1

2
gαβẊ

αẊβ , α, β = 1, 2, 3, 4, (7.2.2)

como lo discutimos en la sección 6.4.3. Es importante destacar que este Lagrangiano efectivo tiene
validez cuando incorporamos la dinámica de la interacción de monopolos BPS en la aproximación
de energías bajas, donde los modos cero satisfacen la ecuación (6.4.4) y adicionalmente impusimos
la condición de que los modos cero sean ortogonales al movimiento en el espacio de parámetros,
la cual se puede escribir como la ley de Gauss (6.4.5). Ahora es el momento adecuado para hacer
una observación importante sobre un espacio de parámetros arbitrarioMn: los modos cero (6.4.4),
junto con la ley de Gauss (6.4.5), tienen una estructura cuaterniónica para cualquier espacio de
parámetros arbitrarioMn.

De manera más precisa, se puede introducir como una base del espacio real de cuatro dimensiones
a los cuaterniones {eµ} = (1, en), como se discute en el Apéndice D. Entonces, un vector δαA =
δαAµe

µ, que es tangente al espacio de parámetros, satisface la ecuación (D.0.2):

D∗δαAµ = 0,
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que en la notación de componentes reproduce exactamente (6.4.5) y (6.4.4):

DµδαAµ = 0,

DµδαAν −DνδαAµ −
1

2
εµνρσDρδαAσ = 0. (7.2.3)

Claramente, la primera ecuación es la condición de ortogonalidad del vector tangente, mientras que
la última es exactamente la ecuación de Bogomol’nyi linealizada para un modo cero. Por lo tanto, la
métrica en el espacio de parámetros (moduli space)Mn está dada por (7.2.1), la cual está restringida
al subespacio de los modos cero. Como fue observado por Taubes [61], el espacio de parámetros
(moduli space) Mn es por definición una variedad hiper-Kähler. Esto significa que su métrica
Riemanniana es tipo-Kähler 3 con respecto a tres estructuras cuasi-complejas J (m), m = 1, 2, 3,
que satisfacen el álgebra de los cuaterniones (ver Apéndice D). Las estructuras cuasi-complejas son
covariantemente constantes y obedecen a las relaciones del álgebra cuaterniónica

J (m)J (n) = −δmn + εnmkJ
(k). (7.2.4)

En términos de las coordenadas colectivas Xα enMn estas estructuras, se pueden representar como
matrices (J (m))αβ , que satisfacen

−εαβγδ =
(
J (m)

)
αβ

(
J (n)

)
γδ

+
(
J (m)

)
αγ

(
J (n)

)
δβ

+
(
J (m)

)
αδ

(
J (n)

)
βγ
.

De hecho, la estructura cuaterniónica de las ecuaciones de modo cero (7.2.3) significa que hay tres
tensores covariantemente constantes que actúan sobre el haz tangente

J (m)β
α δβA = δαAem,

de modo que si Ȧµ es un vector tangente aMn, entonces J (m)Ȧµ también es un vector del espacio
tangente4.

En este trabajo no entraremos en detalle en estos temas. Aquí, solo notamos que hay una
conexión notable entre las ecuaciones de los modos cero, las estructuras cuaterniónicas, que actúan
sobre el haz tangente del espacio de parámetros y la propiedad del espacio de parámetros de una
configuración de multi-monopolo que es una variedad tipo hiper-Kähler, la cual está caracterizada
por tener una curvatura Riemann auto-dual [65].

7.2.1. La métrica en el espacio de parámetros
El cálculo de la métrica parece requerir que conozcamos a toda la familia de soluciones del mo-

nopolo BPS, lo cual sigue siendo una tarea muy difícil. Históricamente, se han encontrado métricas
en el espacio de parámetros (moduli space) por varios métodos indirectos que invocan las simetrías
de la teoría de norma subyacente y las propiedades del espacio de parámetros (moduli space) que
se derivan de ellas.

Una propiedad esencial de un monopolo en el espacio de parámetros (moduli space) es que
presentan una estructura hiper-Kähler. Entonces esto implica que existen tres estructuras complejas

3Recordemos que una variedad de Kähler es una variedad compleja equipada con una métrica no-singular Hermi-
tiana positiva, que puede escribirse localmente como una segunda derivada de alguna función escalar.

4En la sección 6.4.2 encontramos que en cada punto del espacio de parámetros hay tres estructuras complejas
J(r) que mapean el espacio tangente sobre sí mismo y que obedecen al álgebra cuaterniónica (D.0.1).
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I(r) que mapean el espacio tangente sobre sí mismo de acuerdo con (6.4.17). Además, la variedad
se llama hiper-Kähler si la variedad es Kähler con respecto a cada una de las estructuras complejas
J (r), lo que equivale a decir que

∇J (s) = 0,

con respecto a la conexión Levi-Civita de la métrica del espacio de parámetros (moduli space). Esto
impone una restricción algebraica estricta al tensor de curvatura y, por lo tanto, la métrica en el
espacio de parámetros presenta una restricción diferencial en la métrica del espacio de parámetros.5.

Como se discute en la sección E.2 del Apéndice E, para probar que una variedad sea hiper-
Kähler es suficiente mostrar que las tres 2-formas de Kähler ω(s)

αβ := −gαγJ (s)γ
β son cerradas, es

decir, dω(s) = 0. Entonces basta con verificar que se satisface εγαβ∂γω
(s)
αβ = 0.

Para esto, primero recordemos que la métrica asociada al espacio de parámetros está dada por
(7.2.1). Usando esto junto con la acción de J (r) sobre un vector en el espacio tangente obtenida en
(6.4.17) podemos escribir las 2-formas de Kähler de la siguiente manera

ω
(s)
αβ = −gαγJ (s)γ

β

= 2

ˆ
d3xη̄sµνTr {δαAµδβAν} .

Por otro lado, comenzamos por escribir la ecuación para los modos cero (6.4.13) de la siguiente
manera

δµAν = ∂µAν −Dνεµ.

Con esto podemos definir la derivada covariante en este espacio de parámetros de la siguiente
manera

Dµ := ∂µ + ie [εµ, ] . (7.2.5)

Usando este resultado podemos definir el tensor de intensidad del campo φµν como

φµν := [Dµ, Dν ] = ∂µεν − ∂νεµ + ie [εµ, εν ] .

Ahora bien, usaremos estos resultado para mostrar que las 2-formas de Kähler son cerradas, es
decir, debemos evaluar6

εγαβ∂γω
(s)
αβ = 2εγαβ

ˆ
d3xη̄sµνTr [Dγ (δαAµδβAν)]

= 4εγαβ

ˆ
d3xη̄sµνTr [(DγδαAµ) δβAν ] , (7.2.6)

donde hemos usado la anti-simetría del tensor η̄sµν = −η̄sνµ y que Dγ es la derivada covariante
definida sobre el espacio de parámetros. Por otro lado, después de algunos cálculos, se puede mostrar
que el término DγδαAµ se puede escribir en términos de la derivada covariante Dγ = ∂γ + ie [Aγ , ]
y del tensor de intensidad φµν . De manera más precisa se puede mostrar que

εγαβ (DγδαAµ) = −2εγαβ (Dµφγα) .

5En el Apéndice E se presenta una discusión más detallada de las estructuras complejas, la integrabilidad y la
geometría de Kähler e hiper-Kähler.

6Para obtener este resultado podemos usar las propiedades de la traza, obteniendo que ∂pTr [(δqAaδrAb)] =
Tr [Dp (δqAaδrAb)] = Tr [Dp (δqAa) δrAb + δqAaDp (δrAb)] .
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Nuevamente usando la ecuación (6.4.17) junto con la relación anterior podemos reescribir la ecuación
(7.2.6) como

εγαβ∂γω
(s)
αβ = 2εγαβJ

(s)ν
β

ˆ
d3xTr [(Dµφγα) δνAµ] .

Después de una integración por partes7 podemos escribir esta ecuación en términos de dos integrales
más simples:

εγαβ∂γω
(s)
αβ = 2εγαβJ

(s)ν
β

{
−
ˆ
d3xTr [φγα (DµδνAµ)] +

ˆ
d3x∂µTr [φγαδνAµ]

}
.

El segundo término de esta ecuación se anula dado que es un término de frontera el cual es cero
y para la primera integral podemos ver que la parte que está en el integrando es justamente la
condición de norma de fondo (6.4.15), por lo tanto obtenemos

εγαβ∂γω
(s)
αβ = 0,

lo cual verifica que las tres estructuras de Kähler son cerradas, y que cualquier monopolo BPS en
el espacio de parámetros es hiper-Kähler [63, 62, 66] .

Por otro lado, también es importante poner atención a las isometrías del espacio de parámetros,
las cuales reflejan las simetrías subyacentes de las soluciones de los monopolos BPS por sí mismas.
Por ejemplo, dado que estamos analizando monopolos en un espacio R3 con simetrías de rotación y
traslación, el espacio de parámetros debería poseer las isometrías correspondientes. La isometría de
traslación aparece de manera trivial en la parte del centro de la masa de las coordenadas colectivas
y no entra la parte de interacción del espacio de parámetros.

La isometría de rotación SO(3) (que en general, puede elevarse a una isometría SU(2)), resulta
particularmente útil, ya que actúa sobre los vectores de posición relativa de los monopolos. La
rotación espacial de una solución BPS siempre produce otra solución BPS. Esto lleva un punto
en el espacio de parámetros a otro, y por lo tanto induce un mapeo en el espacio de parámetros
en sí mismo. Debido a que la física es invariante bajo tales rotaciones espaciales, este mapeo deja
invariante el Lagrangiano del espacio de parámetros, y por lo tanto a la métrica.

Los generadores infinitesimales de las isometrías son campos vectoriales en el espacio de pa-
rámetros. Denotaremos los tres generadores de la isometría rotacional por Ls con s = 1, 2, 3. La
afirmación es que los Ls generan isometrias que se refleja en los campos vectoriales de Killing, cuyas
componentes satisfacen

0 = (LLs [g])µν ≡ ∇µL
s
ν +∇νLsµ,

donde LV denota la derivada de Lie con respecto al campo vectorial V . La estructura SU(2) está
codificada en los conmutadores de estos campos vectoriales.[

Ls, Lt
]

= εstuLu,

donde el conmutador de dos campos vectoriales, X y Y , se define como [X, Y ]m ≡ Xn∂nY
m −

Y n∂nX
m. Esta isometría SU(2) no deja las estructuras complejas, J (s), invariantes. En cambio, las

estructuras complejas se transforman como un triplete:

LLs [J (t)] = εstuJ (u).

7Para hacer la integración por partes hemos usado nuevamente la propiedad de la traza, es decir, podemos usar
∂aTr [φpqδnAa] = Tr [Da (φpqδnAa)] = Tr [(Daφpq) δnAa] + Tr [φpq (DaδnAa)].
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De manera equivalente, las tres 2-formas de Kähler ws transforman de la siguiente manera

LLs [wt] = εstuwu.

El hecho de que las J (s) se transformen como un triplete rotacional se puede entender fácilmente
recordando el resultado obtenido en la ecuación (6.4.17), es decir, que su acción se origina en la
acción del tensor ’t Hooft ηsµν en los modos cero. Después de clasificar cuidadosamente cómo actúa
la rotación espacial en ηsµν , uno encuentra que los J (s) forman un triplete.

En el caso de una configuración de r monopolos magnéticos BPS el grupo de norma no-roto
U(1)r, también se puede usar para transformar una solución BPS; esto genera otro conjunto de
isometrías del espacio de parámetros (hay como máximo r isometrías independientes de este tipo).
Los modos cero asociados con estas isometrías de norma adoptan la siguiente forma

δAAs = DsΛA, δAφ = ie [φ,ΛA] ,

donde A = 1, 2, ..., r etiquetan las posibles rotaciones de la norma. Las ecuaciones de modo cero se
simplifican así a una ecuación de segundo orden,

D2ΛA + e2 [φ, [φ,ΛA]] = 0.

A lo largo de esta sección, designaremos los campos vectoriales de Killing asociados con estas isome-
trías U(1) por KA. Regresando a la ecuación (6.4.17), vemos que el efecto de una transformación
de norma conmuta con los J (s). Por lo tanto, estas isometrías U(1) a diferencia de la isometría
rotacional, conservan las estructuras complejas del espacio de parámetros,

LKA [J (s)] = 0,

y son así "triholomórficos".
En general, podemos considerar un sistema de coordenadas donde estos vectores de Killing se

escriben como
KA =

∂

∂ξA
,

para algunas coordenadas angulares ξA. Por lo tanto el Lagrangiano no debe tener una dependencia
explícita de ξA, salvo a través de sus velocidades. Entonces el Lagrangiano que describe una variedad
hiper-Kähler junto con la isometría U(1) se puede escribir de manera más general como

L =
1

2
hpq(y)ẏpẏq +

1

2
kAB(y)

[
ξ̇A + ẏpwAp (y)

] [
ξ̇B + ẏqwBq (y)

]
,

donde yp son las otras coordenadas. En otras palabras, ξA son todas las coordenadas cíclicas cuyos
momentos conjugados son cantidades conservadas, como en el caso de los monopolos SU(2).

7.3. El espacio de parámetros de monopolos bien separados
La métrica en el espacio de parámetros determina el movimiento de los dyones que se mueven

lentamente. Por el contrario, la forma de la métrica en el espacio de parámetros se puede deducir
del conocimiento de las interacciones entre los dyones. En general, ésta no es una tarea simple, ya
que la interacción completa entre los dyones es más fácil de estudiar que las soluciones solitonicas
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clásicas de Yang-Mills. Por otro lado, el problema se simplifica bastante cuando restringimos nues-
tra atención al caso en que los núcleos monopolos están separados por grandes distancias. En este
límite, las únicas interacciones entre los monopolos se producen mediante el intercambio de campos
sin masa, que son completamente abelianos [19, 67, 68]. En otras palabras, las interacciones involu-
cradas son simplemente las fuerzas de Maxwell y su análogo escalar. Al estudiar estas interacciones,
podemos obtener la forma asintótica de la métrica en el espacio de parámetros (moduli space) que
corresponde a la interacción de monopolos a grandes distancias en el espacio físico.

7.4. El tensor métrico en el espacio M2

Hasta el momento redujimos el Lagrangiano original del sistema Yang-Mills-Higgs a (7.2.2), el
cual es un Lagrangiano con un número finito de grados de libertad. Adicionalmente hemos intro-
ducido el espacio de parámetros para estudiar la interacción de una configuración de n-monopolos
a grandes distancias con respecto a los núcleos de los monopolos obteniendo como resultado que el
espacio de parámetros se puede escribir como la métrica de Taub-NUT en el caso de dos monopolos.
Ahora el problema es encontrar la forma explícita de la métrica asociada al espacio de parámetros
que describa la interacción de manera completa, es decir, que incluya la interacción cuando las
distancias de interacción son comparables con los núcleos de los monopolos.

Recordemos que una configuración arbitraria de n-monopolos tiene 4n parámetros los cuales
se pueden separar de la siguiente manera: tres parámetros (X1, X2, X3) ∈ R3, corresponden a la
posición del centro de la masa del sistema, un parámetro angular especifica el ángulo de fase U(1)
global en S1, de tal manera que la dependencia temporal determina la carga eléctrica total de todos
los monopolos. Por lo tanto, el espacio de parámetros se puede factorizar como [65, 62, 63]

Mn = R3 × S1 ×M0
n

Zn
.

Aquí, el factor Zn refleja que los monopolos no se pueden distinguir. La métrica en R3 × S1 es,
como antes, una métrica plana. Por lo tanto, toda la información no trivial acerca de la dinámica
de bajas energías de los monopolos está codificada en la (4n− 4)-dimensional variedad curvaM0

n.
Además, dado que la métrica en R3 × S1 es plana yMn es una variedad hiper-Kähler, la métrica
enM0

n también es hiper-Kähler.
Para un par de monopolos n = 2, el espacio M0

2 es un espacio tetradimensional y el espacio
de parámetros es de ocho dimensiones. De estas ocho dimensiones, tres codifican el movimiento del
centro de masa del sistema de dos cuerpos y deben permanecer libres, mientras que al menos una
corresponde a una rotación de la norma. Así, la parte no trivial del espacio de parámetros tiene
como máximo cuatro dimensiones. Con las diversas restricciones en el espacio de parámetros, en
particular su propiedad de ser una variedad hiper-Kähler y la isometría SO(3) de las rotaciones
espaciales, no queda mucha elección. De hecho, es a través de estas consideraciones abstractas que
Atiyah y Hitchin [63, 62, 66] fueron capaces de encontrar el espacio de parámetros exacto para
dos monopolos idénticos. En esta sección, analizaremos el caso de un par de monopolos arbitrarios,
idénticos o distintos así como sus respectivos espacios de parámetros.

La isometría de este espacio es SO(3): solo quedan rotaciones del grupo de simetría completo del
espacio euclidiano cuando separamos las traslaciones. Por lo tanto, una parametrización adecuada
deM0

2 puede ser dada por una coordenada radial r y tres ángulos de Euler θ, φ y ψ (ver ApéndiceC).
El significado físico de estos parámetros es que la coordenada radial determina la separación entre
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los dos monopolos, los ángulos θ y φ dan la orientación del eje que une los monopolos y ψ es el
ángulo de rotación alrededor de este eje [64]. Este ángulo está asociado con la carga eléctrica relativa
de los monopolos.

Los requisitos de simetría enM0
2 son bastante restrictivos [65]. En efecto, una métrica invariante

bajo el grupo SO(3) en un espacio euclidiano auto-dual, el cual es una variedad hiper-Kähler 4-
dimensional, tiene una forma única

ds2 = f(r)2 + β(r)2σ2
x + γ(r)2σ2

y + δ(r)2σ2
z , (7.4.1)

donde f(r), β(r), γ(r) y δ(r) son funciones de la coordenada radial r y las σi con i = x, y, z, son
las uno-formas del grupo SO(3) = S3/Z2, las cuales esta definidas como

σx =
1

2
(sinψdθ − sin θ cosψdφ) ,

σy =
1

2
(cosψdθ + sin θ sinψdφ) ,

σz =
1

2
(dψ + cos θdφ) .

Además, la auto-dualidad de la métrica implica que las funciones f(r), β(r), γ(r) y δ(r) obedecen
un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden [67]

2γδ

f

dβ

dr
= γ2 + δ2 − β2 − 2λ γδ,

2δβ

f

dγ

dr
= β2 + δ2 − γ2 − 2λ δβ,

2βγ

f

dδ

dr
= β2 + γ2 − δ2 − 2λβγ, (7.4.2)

donde λ = 1 o λ = 0. El caso más simple, la solución para λ = 0, corresponde al caso de instantones
gravitacionales de Eguchi-Hanson[69]. El análisis del sistema (7.4.2) para el caso λ = 1 no es tan
simple; en este caso hay sólo tres soluciones correspondientes a soluciones de variedades completas
no singulares [65, 62]:

β = γ = δ : Métrica plana en R4,

β = γ 6= δ : Espacio Taub-NUT,

β 6= γ 6= δ : Métrica de Atiyah-Hitchin.

La primera situación es la trivial, es decir, es el caso en el que no hay interacción entre los mono-
polos. La situación es diferente para las dos posibilidades restantes. Primero, debemos de tener en
cuenta que la función f(r) se define hasta una redefinición de la coordenada radial, es decir, puede
elegirse arbitrariamente; por ejemplo, se puede elegir que f = βγδ [65, 62, 63]. La segunda solución
corresponde a la situación cuando dos de las tres funciones β, γ, δ coinciden; por lo tanto, esta
configuración tendrá una simetría SO(2) adicional. Este caso corresponde a la métrica Taub-NUT
[52] la cual aparece en la dinámica de baja energía de una configuración de dos dyones como lo
discutimos en la sección 6.3.3. Esta métrica es también el límite asintótico de la tercera solución,
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es decir, la métrica de Atiyah-Hitchin que en la región asintótica se aproxima a la forma β ∼ γ. La
única diferencia es que en este último caso, la función δ tiene signo opuesto en comparación con los
signos de β y γ.

Una elección alternativa para la función f(r) de la métrica (7.4.1) es elegir f = −γ/r [64], junto
con la parametrización r = 2K(ρ), con ρ = sin ϑ

2 , donde K es la integral elíptica

K(ρ) =

ˆ 1

0

ds√
1− ρ2s2

. (7.4.3)

Después de tomar esta parametrización es posible encontrar la solución al sistema (7.4.2)

γδ = −r sinϑ
dr

dϑ
+
r2

2
(1 + cosϑ),

δβ = −r sinϑ
dr

dϑ
,

βγ = −r sinϑ
dr

dϑ
+
r2

2
(1− cosϑ).

El resultado de las soluciones numéricas de este conjunto de ecuaciones se puede encontrar en
[65, 64]. Sin embargo, su comportamiento asintótico puede determinarse de manera analítica. Para
una separación grande de los monopolos, es decir, r →∞, la variable ϑ tiende a π y podemos hacer
uso de la expansión asintótica de la integral elíptica (7.4.3). El resultado, hasta términos suprimidos
exponencialmente, es [65, 64]

β(r) ≈ γ(r) = r

√
1− 2

r
+O(e−r), δ(r) = −2

1√
1− 2

r

+O(e−2r). (7.4.4)

En el límite opuesto r → π (que corresponde a ϑ→ 0 ), se puede usar la expansión aproximada de
la integral elíptica K(ρ) = π(1/2 + ρ2/8 + . . .). Por lo tanto podemos escribir para este caso

β(r) = 2(r − π)

(
1− 1

4π
(r − π)

)
+ . . . ,

γ(r) = π

(
1 +

1

2π
(r − π)

)
+ . . . , (7.4.5)

δ(r) = −π
(

1− 1

2π
(r − π)

)
+ . . . .

Sustituyendo la solución asintónica (7.4.4) en la fórmula general (7.4.1), obtenemos la métrica en
la región asintótica deM0

2

ds2 =

(
1− 2

r

)(
dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2

)
+

4

1− 2
r

(dψ + cos θdφ)
2
. (7.4.6)

Después de hacer algunas redefiniciones obvias esta expresión se puede reconocer como la métrica
Taub-NUT (6.3.26) que ya hemos encontrado anteriormente. Por lo tanto, en este límite, la geome-
tría Atiyah-Hitchin describe dos monopolos esféricamente simétricos ampliamente separados, cuya
estructura interna es despreciable; como consecuencia del límite asintótico β(r) ≈ γ(r), aparece una



CAPÍTULO 7. EL ESPACIO DE PARÁMETROS DE LOS MONOPOLOS BPS 111

simetría SO(2). La relevancia física detrás de esta simetría es que la carga eléctrica relativa de los
dyones bien separados se debe conservar, además de la carga eléctrica total.

Ahora consideremos el límite opuesto, es decir, cuando r → π; el rango de la variable r es
π ≤ r ≤ ∞. Entonces la singularidad que exhibe la métrica (7.4.6) en r = 2 se encuentra fuera del
rango de r, lo que implica que esta singularidad no tiene ningún significado físico. Sin embargo, si
r = π y usamos la expansión (7.4.5) podemos ver que en este límite β = 0. Esta es una singularidad
de las coordenadas, que corresponde al colapso de las órbitas tridimensionales de SO(3) a una esfera
bidimensional S2 [65, 64], la cual es conocida como "Bolt" en Relatividad General.

Para describir la geometría cercana al "Bolt", Gibbons y Manton [64] usan la forma general de
la métrica de Atiyah-Hitchin (7.4.1), pero introducen un nuevo conjunto de coordenadas angulares
φ̃ ,θ̃, ψ̃ en SO(3) que parametrizan las matrices de rotación como

U(φ̃, θ̃, ψ̃) = U1(φ̃)U3(θ̃)U1(ψ̃) = U(ϕ, θ, ψ) = Uz(φ)Uy(θ)Uz(ψ). (7.4.7)

En términos de las formas correctas del grupo SO(3), que describimos en Apéndice (C), la métrica
cercana al "Bolt" se puede escribir como

ds2 = dr2 + 4 (r − π)
2
(
dψ̃ + cos θ̃dφ̃

)2

+ π2
(
dθ̃2 + sin2 θ̃dφ̃2

)
. (7.4.8)

Si introducimos la coordenada relativa r̃ = r − π, podemos escribir de manera simple

ds2 = dr̃2 + 4r̃2dψ̃2 + ds2
Bolt, (7.4.9)

donde la métrica en el “Bolt” vive en la S2 esfera y está dada por

ds2
Bolt = π2

(
dθ̃2 + sin2 θ̃dφ̃2

)
.

7.5. Dispersión a baja energía de dos monopolos
La aplicación más interesante de la métrica Atiyah-Hitchin está relacionada con el problema

de la dispersión geodésica de los monopolos a baja energía. Usando (6.4.9) y (7.4.1), podemos
escribir el Lagrangiano completo de un sistema de dos monopolos en términos de ocho coordenadas
colectivas. Este Lagrangiano es una suma de varios términos, cada uno proporcional al cuadrado
de la velocidad en el espacio de configuración

L = M
(
Ẋ2
l + Υ̇ 2

)
+
M

4

[
f(r)2ṙ2 + β(r)2l2x + γ(r)2l2y + δ(r)2l2z

]
, (7.5.1)

donde M es la masa del monopolo. Las componentes del vector de velocidad angular ln se definen
mediante la rotación de la 1-forma Rn en SO(3) (Apéndice C)

lx = − sinψθ̇ + cosψ sin θφ̇,

ly = cosψθ̇ + sin θ sinψφ̇,

lz = ψ̇ + cos θφ̇.

Existe una analogía obvia entre el movimiento del monopolo y el problema de la rotación de un
cuerpo rígido asimétrico clásico. La diferencia es que este "top" ya no es un sólido: en el caso en
cuestión, el análogo del momento principal de inercia tiene las componentes

I1 = β(r)2l2x, I2 = γ(r)2l2y, I3 = δ(r)2l2z ,
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que varían con la separación r del monopolo, es decir, la "parte superior" del "top" parece una
gelatina que cambia su forma en el camino. En el límite r →∞, el "top" es una varilla muy larga
y delgada con los monopolos en los extremos.

De hecho, las ecuaciones de movimiento correspondientes al Lagrangiano (7.5.1) en la parte
plana del espacio de parámetros R3 × S1 son triviales [64]

Ẍl = 0, Ϋ = 0,

lo que corresponde a la conservación del momento total Pl :=
√

2MẊl y la carga eléctrica total
Q :=

√
2MΥ̇. En cuanto al movimiento relativo en M0

n, tenemos las siguientes ecuaciones de
movimiento

dI1
dt

=

(
1

γ2
− 1

δ2

)
I2I3,

dI2
dt

=

(
1

δ2
− 1

β2

)
I3I1,

dI3
dt

=

(
1

β2
− 1

γ2

)
I1I2,

f
d

dt

(
f
dr

dt

)
=

1

β3

dβ

dr
I2
1 +

1

γ3

dγ

dr
I2
2 +

1

δ

dδ

dr
I2
3 . (7.5.2)

La última ecuación del conjunto (7.5.2) corresponde a la conservación de la energía del movimiento
relativo. De hecho, su multiplicación por v = ṙ produce

dE

dt
=

d

dt

[
f2ṙ2 +

I2
1

β2
+
I2
2

γ2
+
I2
3

δ2

]
= 0. (7.5.3)

De la misma manera, se puede probar que el vector de momento angular del movimiento relativo
J2
k = M2

(
I2
1 + I2

2 + I2
3

)
es otra integral de movimiento.

Vimos anteriormente que en las soluciones asintóticas (7.4.4) hay una simetría adicional SO(2)
en el límite r →∞. Una analogía con la parte superior clásica en este caso corresponde a la rotación
alrededor del eje de simetría. Entonces la proyección del momento angular sobre este eje es también
una integral del movimiento. En nuestro caso, esta simetría adicional refleja la conservación de la
componente del momento angular J3 = MI3 [64, 19]. La integral de movimiento correspondiente
se puede identificar con la carga eléctrica relativa de los monopolos, dado que en este límite, se
conservan las cargas relativas, las cargas totales de los monopolos y la carga eléctrica individual de
cada monopolo. Además, si se conserva la componente J3, el cuadrado del momento angular orbital
L2
k = M2(I2

1 + I2
2 ) también es una integral de movimiento.

Existen otros casos interesantes de dispersión de monopolos, que son análogos a las rotaciones del
cuerpo rígido en torno a un eje principal [65, 64]. En tal movimiento, solo uno de las tres componentes
del vector del momento angular Jk no es nulo. Por ejemplo, si elegimos J2 = J3 = 0, entonces los
monopolos no tienen carga eléctrica y la componente I1 = const. Entonces, la conservación de la
energía (7.5.3) implica que el movimiento radial se describe mediante la ecuación

ṙ2 =
1

f2

(
2E

M
− I2

1

β2

)
.

Recordemos que en r = π, la función β(r) tiene un cero, es decir, la componente radial de la
velocidad relativa desaparece a cierta distancia r0 > π. La interpretación física es que los monopolos
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se acercan unos a otros a una distancia mínima r0 y luego se dispersan al infinito espacial. El
ángulo de dispersión se puede encontrar a partir de la métrica alrededor del "Bolt" (7.4.8). Dado
que elegimos J2 = J3 = 0, las variables angulares θ̃ y φ̃ son constantes y J1 = M2β2dψ̃/dt. Así, el
ángulo de dispersión es

Θ = ∆ψ̃
∣∣∣t=∞
t=−∞

= I1

ˆ ∞
−∞

dt

β(r)2
.

Los cálculos numéricos muestran que a medida que el parámetro de impacto disminuye a cero, el
ángulo de dispersión aumenta monótonamente hasta el valor límite Θ0 = π/2 [65, 64].

En el caso de colisión frontal, tenemos J1 = J2 = J3 = 0. La ecuación de movimiento (7.5.2)
muestra que en este caso todas las variables angulares permanecen constantes hasta que la variable
radial alcanza el valor r = π. Proyectado en el plano r̃-ψ̃, este movimiento corresponde al paso del
monopolo a través del origen, donde la derivada dr̃/dt cambia su signo. Dado que las integrales de
movimiento no se modifican, eso significa que la variable angular ψ en el " Bolt" debe saltar en
π/2. Por lo tanto, en colisiones frontales, los monopolos se dispersan a través de un ángulo recto en
el plano perpendicular al eje 1 [65, 62, 63].
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Capítulo 8

Deformación NC del potencial de
Kähler

Como se ha discutido en los capítulos anteriores, el espacio-tiempo de Atiyah-Hitchin (A-H) se
puede utilizar para describir la interacción entre monopolos magnéticos a velocidades muy pequeñas
y que además provienen de teorías de norma. La idea de describir la interacción de monopolos a
baja energías fue propuesta por Manton; en esta aproximación el movimiento se puede describir
en términos de una métrica, la cual tiene la propiedad de corresponder a un espacio-tiempo hiper-
Kähler. EL propósito de este capítulo es construir una versión no-conmutativa (NC) del espacio
tiempo de A-H; como ya se discutió anteriormente este espacio-tiempo tiene la propiedad de ser
una variedad de Kähler. Por lo tanto, de manera general en este capítulo nos concentraremos en
construir una versión no conmutativa de una variedad Kähler de tal manera que el nuevo espacio-
tiempo deformado preserve todas las propiedades de la variedad Kähler no-deformada, es decir,
queremos construir una variedad NC que siga siendo Kähler después de tal deformación.

8.1. Introducción
Las variedades hiper-Kähler en cuatro dimensiones has sido estudiadas extensivamente en relati-

vidad general, en conexión con la teoría de instantones gravitacionales [70, 71], y sus generalizaciones
algebraicas a través de la teoría de Penrose no-lineal de la gravitación [72] y de las ecuaciones de
heavenly [73]. También ha sido de interés primario en teorías de campo supersimétricas [74, 75],
donde la presencia de una supersimetría extendida N = 4 impone restricciones muy fuertes que
explican varios teoremas de no renormalización y su finitud en el ultravioleta. Más recientemente
se descubrió que los espacios de parámetros (moduli space) que surgen en las teorías topológicas de
campos y otras áreas de la física matemática poseen estructuras hiper-Kähler, un ejemplo notable
es el espacio de parámetros de los monopolos magnéticos en el límite BPS [65, 47]. Estructuras
similares también se encuentran en la teoría de supercuerdas, y en muchos otros problemas que
involucran espacios de parámetros (moduli-space) de interés físico en la gravedad cuántica.

La clasificación de todas las variedades completas, regulares e hiper-Kähler sigue siendo una
pregunta abierta hasta la fecha, e incluso para algunos ejemplos conocidos, la forma explícita de la
métrica ha sido difícil o imposible de determinar hasta ahora.

115
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En [76], los autores consideraron la descripción algebraica de variedades hiper-Kähler no com-
pactas 4-dimensionales que poseen al menos una isometría abeliana y abordan el problema de su
clasificación, sin centrarse realmente en ninguna aplicación en particular. El carácter traslacional
o rotacional de los correspondientes campos vectoriales de Killing es un factor decisivo en ese
trabajo. Un campo vectorial de Killing Kµ satisface por definición ∇(νKµ) = 0, mientras que la
auto-dualidad de la parte anti-simétrica ∇[νKµ] proporciona una distinción relevante [77, 78]: el
campo vectorial de Killing Kµ será llamado traslacional si satisface la condición

Kα;β = ±1

2

√
det gε µν

αβ Kµ;ν , (8.1.1)

de lo contrario, se llamará campo vectorial de rotación de Killing. El signo ± en (8.1.1) se eli-
ge de acuerdo con la naturaleza auto-dualidad o anti-auto-dualidad de la métrica 4-dimensional
subyacente gµν .

Hay algunos resultados dispersos en la literatura sobre soluciones auto-duales con simetrías
de Killing rotacionales. Dos de estos ejemplos los proporcionan las métricas de Eguchi-Hanson y
Taub-NUT, que admiten un grupo mucho más grande de isometrías, a saber SO(3)× SO(2). Para
el primero, SO(3) actúa como una isometría traslacional en el sentido de la ecuación (8.1.1) y
SO(2) como rotacional, mientras que la situación se invierte para el otro [79]. En cualquiera de
los dos casos, existe una simetría traslacional que explica su presencia en la lista conocida de ALE
(asintóticamente localmente euclidiano (ALE)) o ALF (localmente asintóticamente plano (ALF)),
respectivamente. El único ejemplo conocido hasta la fecha en el caso puramente rotacional, sin
exhibir ninguna isometría traslacional, es la métrica de Atiyah-Hitchin en el espacio de parámetros
(moduli space) M0

2 de BPS SU(2) monopolos de carga magnética 2 [65, 47]. En este trabajo, el
espacio-tiempo de Atiyah-Hitchin proporcionará la base para nuestra investigación.

El espacio-tiempo de Atiyah-Hitchin es una variedad tetra-dimensional hiper-Kahler con grupo
de isometría SO(3) que se introdujo hace mucho tiempo para describir el espacio de parámetros
(moduli space) de los monopolos BPS no-abelianos con grupo de norma SU(2) de carga magnética
(topológica) 2 [65, 47]. En años más recientes, este espacio y varias generalizaciones de los mismos
se identificaron con el espacio de parámetros cuántico completo de teorías de norma supersimétricas
N = 4 en tres dimensiones [80, 81].

La métrica Atiyah-Hitchin (A-H) fue obtenida en 1985 por MF Atiyah y NJ Hitchin en su
estudio del espacio de configuración M0

2 de dos monopolos magnéticos SU(2) que interactúan con
el centro fijo [62]. Es una métrica hyper-Kähler, o (que es lo mismo en cuatro dimensiones) una
solución auto-dual de las ecuaciones de Einstein [82], con un grupo de isometrías SU(2) tal que
ninguno de sus vectores de Killing tiene una derivada covariante auto-dual [79].

La importancia de la métrica Atiyah-Hitchin es que surge como una métrica natural en el espacio
de parámetros de monopolos magnéticos no-abelianos de carga 2 con grupo de simetríaSU(2) y sus
geodésicas describen la dispersión de los monopolos a baja energía [65].

Por otro lado es bien sabido que la primera o de manera equivalente la segunda ecuación de hea-
venly describe la métrica general de un espacio auto-dual en el vacío [83] y además estas ecuaciones
son integrables por el método de twistores [72, 84].

En 1976 Robinson et.al [85] escribieron las ecuaciones de Einstein en el vacío en términos de un
espacio-tiempo complejo obteniendo como resultado una ecuación diferencial parcial no lineal de
segundo orden para una función bajo la única suposición de que la parte anti-auto-dual del tensor
Weyl era algebraicamente especial. La ecuación obtenida se denomina ecuación hiper-heavenly;
en cierto sentido, puede considerarse como una deformación de la segunda ecuación de heavenly.
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Muchas soluciones interesantes de la ecuación hiper-heavenly son conocidas [86, 87] pero estamos
lejos de comprender todo el misterio de la ecuación hiper-heavenly.

Por lo tanto, parece ser muy interesante considerar deformaciones integrables de la ecuación
de heavenly. Ahora, como el álgebra de Moyal parece ser una deformación natural del álgebra
sdif f(M2), es casi obvio que uno está interesado en la deformación Moyal de la ecuación de
heavenly. El caso de la primera ecuación de heavenly fue estudiado por Strachan [88] y [89].

En el trabajo de Strachan [90], se desarrolló una deformación de ecuaciones diferenciales basada
en un producto-* asociativo junto con sus aplicaciones a la teoría de sistemas integrables. En dos
dimensiones los campos vectoriales del Hamiltoniano modelan el álgebra de un operador pseudo-
diferencial, como el usado en sistemas integrables. En este trabajo se estudiaron varios ejemplos
de sistemas integrables multidimensionales, por ejemplo, se estudió la deformación integrable de
las ecuaciones anti-auto-duales en el vacío de Einstein, la jerarquía KP (the KP hierarchy) y la
jerarquía de Toda ( the Toda hierarchy). Todos estos sistemas pueden ser escritos en términos de
una 2-forma Ω, la cual satisface la siguientes ecuaciones

dΩ = 0,

Ω∧Ω = 0.

Estas ecuaciones codifican las condiciones de integrabilidad de estos sistemas en una manera muy
elegante. Como caso particular de un sistema integrable estamos interesados en el caso de una
deformación integrable de las ecuaciones auto-duales en el vacío de Einstein.

La idea central de este trabajo es desarrollar una manera de encontrar una deformación del
potencial de Kähler Ω̂ basado en un producto-* asociativo y sus aplicaciones a la teoría de sistemas
integrables. El caso del potencial de Kähler no-deformado Ω asociado a la métrica de Atiyah-Hitchin
ha sido derivado por Olivier [91], quien siguió una simetría basada en los resultados de Boyer-Finley
[78]. En este trabajo construiremos un potencial deformado Ω̂ de tal manera que deberá compartir
las mismas características y propiedades del caso no-deformado Ω.

Este capítulo está organizado de la siguiente manera: En la sección 8.2 analizaremos la deforma-
ción no conmutativa (NC) de la primera ecuación de heavenly. En la sección 8.2 reescribiremos esta
deformación usando el producto Moyal. En la sección 8.3 estudiaremos las ecuaciones anti-auto-
duales en el vacío de Einstein desde el punto de vista de la geometría de sistemas integrables y su
contraparte no-conmutativa. Este espacio-tiempo está regido por el comportamiento de una métrica
compleja 4-dimensional con signatura (+,+,+,+) y que tiene la propiedad de ser una variedad tipo-
Kähler, es decir, tiene la propiedad de poder ser escrita en términos de una función escalar simple
Ω llamada potencial de Kähler. Las condiciones de curvatura y el potencial de Kähler están regidas
por la primera ecuación de Plebanski también conocida como la primera ecuación de Heavenly.
En está sección revisaremos algunas propiedades de una variedad cuasi-compleja; adicionalmente
impondremos las mismas propiedades para el espacio-tiempo tipo-Kähler deformado.

En la sección 8.4 se estudiará la deformación usual (la más simple, la estándar) para la gravedad
de Einstein. Con esto podemos reescribir el potencial deformado Ω̂ en términos de un sistema de
campos locales, es decir, en términos del vierbein deformado êaµ(x, θ).

En la sección 8.5 estudiaremos el caso de la variedad de Kähler deformada a primer orden en el
parámetro de no-conmutatividad θ, donde integraremos el tensor métrico deformado para obtener
explícitamente el potencial de Kähler a primer orden.

En la sección 8.6.1 impondremos la simetría rotacional de Killing para el potencial deformado:
Ω̂ ≡ Ω̂(r, q, q̄) con r = pp̄. La conexión con el espacio-tiempo de A-H en coordenadas complejas
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se discutirá en la sub-sección 8.6.3. Finalmente terminaremos con nuestras conclusiones. En este
capítulo se asumirá un espacio-tiempo complexificado 4-dimensional con signatura {+, +, +, +}
a menos que se indique lo contrario. Adicionalmente C4 estará parametrizado por la variables
xµ = {p, q, p̄, q̄}.

8.2. Deformación Moyal de la primera ecuación de heavenly

Como es bien sabido la primera ecuación o de manera equivalente la segunda ecuación de hea-
venly describen de manera general a la métrica de un espacio-tiempo auto-dual en el vacío [83] y
adicionalmente estas ecuaciones son integrables por métodos de twistores [72, 84]. Plebanski [83]
mostró que métricas complejas con tensor de Riemann auto-dual, a las cuales nos referimos como
métricas auto-duales, pueden ser descritas en términos de una función Ω que es conocida como el
potencial de Kähler y que además satisface la primera ecuación de Plebanski

{Ωp, Ωq}PB = Ωpp̄Ωqq̄ − Ωpq̄Ωqp̄ = 1, (8.2.1)

donde Ω depende de las coordenadas espacio-temporales (p, q, p̄, q̄); esta función da una expresión
local de los espacios auto-duales en el vacío de Einstein.

Ahora bien, la manera en que procederemos para hacer la deformación no-conmutativa de la
primera ecuación de heavenly es siguiendo la idea de Strachan, es decir, Strachan sugirió reemplazar
el corchete de Poisson [88]

{F, G}PB =
∂F

∂p̄

∂G

∂q̄
− ∂F

∂q̄

∂G

∂p̄

por el corchete de Moyal. El corchete de Moyal lo denotaremos por {·, ·}MB , el cual está definido
de la siguiente manera

{F, G}MB :=
1

iθ
(F ∗G−G ∗ F ) , (8.2.2)

donde el producto-* está definido por

f ∗ g = f exp

(
iθ

2

←→
P
)
g, (8.2.3)

con
←→
P el operador de Poisson definido por

←→
P :=

←−
∂

∂p̄

−→
∂

∂q̄
−
←−
∂

∂q̄

−→
∂

∂p̄
,

el cual actúa de acuerdo a la regla

f
←→
P g :=

∂f

∂p̄

∂g

∂q̄
− ∂f

∂q̄

∂g

∂p̄
:= {f, g}PB .

De manera equivalente podemos escribir esta expresión como

f
←→
P g := {f, g}PB = εµν∂µf(x) ∂νg(x),
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donde εµν = δµı̄ δ
ν
̄ ε
ı̄̄1 y los elementos distintos de cero del pseudotensor de Levi-Civita son εp̄q̄ =

−εq̄p̄ = 1. Además, recordemos que el producto Moyal (8.2.3) tiene la propiedad

ĺım
θ→0

f ∗ g = f g,

es decir recuperamos el caso conmutativo cuando θ → 0. Usando la definición del producto-* (8.2.3)
en la definición de corchete de Moyal podemos escribir el corchete de la siguiente manera

{f, g}M :=
2

θ
f sin

(
iθ

2

←→
P
)
g. (8.2.4)

Por lo tanto podemos inferir de esta expresión que en el límite θ → 0 recuperamos el límite conmu-
tativo

ĺım
θ→0
{·, ·}M = {·, ·}P ,

es decir, obtenemos el corchete de Poisson. Entonces el álgebra de Moyal es una deformación del
álgebra de Poisson. Por otro lado, usando la serie de Taylor del sinα podemos escribir la expresión
(8.2.4) de la siguiente manera

{F, G}M =

∞∑
s

(−1)
s

(2s+ 1)!

(
θ

2

)2s

(F
←→
P 2k+1 G) . (8.2.5)

Ahora siguiendo los trabajos de Strachan [88] y Plebansky [92], presentaremos un método iterati-
vo para construir un conjunto de ecuaciones diferenciales para deformación Moyal de la primera
ecuación de heavenly.

En [88] se construyó una solución perturbativa en potencias del parámetro de no-conmutatividad
θ para el potencial deformado Ω̂, el cual se puede escribir de la siguiente manera

Ω̂ = Ω+

∞∑
n=1

Ω(n)

(
θ

2

)n
=

∞∑
n=0

Ω(n)

(
θ

2

)n
, n = 0, 1, . . . , (8.2.6)

donde Ω corresponde a la perturbación a orden cero, esto es Ω = Ω(0). Insertando esta expresión
en una deformación integrable de la ecuación de Plebanski (primera ecuación de hevenly)

{Ω̂p, Ω̂q}MB = 1, (8.2.7)

y después de factorizar los términos que dependen de θ
2 obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

{Ω̂p, Ω̂q}MB = −2i

∞∑
s=0

∞∑
m=0

∞∑
n=0

(
θ

2

)2s+m+n

(∂pΩ
(m) ?2s+1 ∂qΩ

(n)),

donde el producto ?2s+1 está dado por2

f(x) ?r g(x) =
1

r!

(
i

2

)r
εµ1ν1 · · · εµrνr∂µ1

· · · ∂µrf(x) ∂ν1 · · · ∂νrg(x), (8.2.8)

1Recordemos que la convención que estamos usando es µ, ν = ı̄, j, donde denotamos por i, j = 1, 2 las coordenadas
holomorficas y las no-holomorficas por ı̄, ̄ = 1, 2.

2 La convención que se está usando aquí para el producto-?, no depende del parámetro constante θ.
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donde los elementos distintos de cero del pseudotensor de Levi-Civita son εp̄q̄ = −εq̄p̄ = 1 y εµν = 0
en cualquier otro caso.

θµν = θεµν = θδµı̄ δ
ν
̄ ε
ı̄̄ = θ


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

 . (8.2.9)

Ahora definimos 2s+m+n =: r, es decir, estamos eligiendo (fijando) el orden en de la perturbación
(θ/2)r. Por lo tanto podemos escribir el corchete {Ω̂p, Ω̂q}MB de la siguiente manera

{Ωp, Ωq}MB = −
∞∑
r=0

2i

(
θ

2

)r [ r2 ]∑
s=0

r−2s∑
m=0

(
∂pΩ

(m) ?2s+1 ∂qΩ
(r−m−2s)

)
= 1, (8.2.10)

donde
[
r
2

]
denota el entero más cercano a la fracción r

2 . Por lo tanto para la perturbación a orden
r = 0 obtenemos

Ωpp̄Ωqq̄ − Ωpq̄Ωqp̄ = 1,

que corresponde a la primera ecuación de heavenly como era de esperarse3. De manera general
podemos escribir la ecuación (8.2.10) para r ≥ 1 como

[ r2 ]∑
s=0

r−2s∑
m=0

(
∂pΩ

(m) ?2s+1 ∂qΩ
(r−m−2s)

)
= 0. (8.2.11)

Ahora consideremos el caso para el orden r = 1 en la perturbación del parámetro θ/2

Ωpp̄Ω
(1)
qq̄ + Ω

(1)
pp̄ Ωqq̄ − Ωpq̄Ω

(1)
qp̄ − Ω

(1)
pq̄ Ωqp̄ = 0. (8.2.12)

Por lo tanto, dada la perturbación a orden cero Ω = Ω(0) la ecuación (8.2.12) es una ecuación
diferencial parcial lineal en Ω(1). Sin perdida de generalidad se puede obtener la expresión para
cualquier orden en la perturbación asociada a la deformación NC de la primera de la ecuación de
heavenly (8.2.7).

8.3. Sistemas Integrables
En el trabajo de Strachan [90], se estudiaron algunos casos de sistemas integrables multidimen-

sionales en los cuales se asumió una variedad simpléctica con algún producto-∗ asociado. Todos
estos sistemas tienen la característica de poder ser escritos en términos de una 2-forma Ω, la cual
satisface las siguientes ecuaciones

dΩ = 0, (8.3.1)
Ω∧Ω = 0. (8.3.2)

3 Se está usando la convención para denotar la perturbación a orden cero como Ω = Ω(0)
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En estas ecuaciones se codifican las condiciones de integrabilidad de estos sistemas de una manera
geométrica más elegante. Como caso particular de sistemas integrables en este trabajo nos enfoca-
remos en el caso de deformaciones de las ecuaciones auto-duales en el vacío de las ecuaciones de
Einstein. Como lo discutimos anteriormente las ecuaciones auto-duales de Einstein en el vacío son
equivalentes a un espacio-tiempo Kähler.

8.3.1. Las ecuaciones auto-duales de Einstein en el vacío
En esta sección discutiremos de manera muy breve las propiedades de las ecuaciones de Einstein

auto-duales en el vacío y su relación con un espacio tiempo tipo-Kähler.
Para esto, consideremos una variedad (M, g) 4-dimensional con una métrica

ds2 = gµνdφ
µdφν , µ, ν = 1, ..., 4,

equipada con una derivada covariante Levi-Civita sin torsión, es decir Dαgµν = 0. Localmente es
posible introducir coordenadas complejas

φµ = (τ i, τ ı̄), i, ı̄ = 1, 2,

de tal manera que la métrica se puede escribir de la siguiente manera 4

ds2 = gi̄dτ
idτ ̄ + gı̄jdτ

ı̄dτ j = 2gi̄dτ
idτ ̄. (8.3.3)

Es importante notar que este elemento de línea es real en sus coordenadas originales, y como
consecuencia

gi̄ = g∗jı̄, gij = g∗̄ı̄.

Por definición de una variedad de Kähler, existe una función llamada potencial de Kähler Ω la cual
está relacionada con el tensor métrico como gi̄ = ∂i∂̄Ω = ∂i̄Ω = Ωi̄. La definición (8.3.3) implica
que las componentes del tensor gij y sus complejas conjugas se anulan. Por lo tanto, usando estos
resultados se puede inferir la siguiente relación entre el tensor métrico gµν y el potencial de Kähler
Ω

gµν =
(
δiµδ

̄
ν + δiνδ

̄
µ

)
Ωi̄, (8.3.4)

o de manera equivalente, lo podemos escribir en términos de la siguiente matriz

gµν = δiµδ
̄
νΩi̄ + δjνδ

ı̄
µΩjı̄ =

(
0 Ωi̄

Ωjı̄ 0

)
.

Los indices i , ı̄ son llamados holomorficos y no-holomorficos, además la convención es escribir el
índice holomorfico primero.

Las ecuaciones del vacío anti-auto-dual están regidas por el comportamiento de una métrica
compleja 4-dimensional con signatura (+,+,+,+) cuyo tensor de Ricci es cero y el tensor de
Weyl es anti-auto-dual. Dado que estas condiciones de curvatura son invariantes bajo cambios de
coordenadas existen muchas maneras de escribir estas ecuaciones. Una forma muy particular de
escribir estas ecuaciones es usando el hecho de que tales métricas son automáticamente Kähler,
es decir, pueden ser escritas en términos de una función escalar Ω conocida como el potencial de

4La convención en el ordenamiento de los índices que primero los indices holomorficos y a la derecha los índices
no-holomorficos
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Kähler. Por lo tanto, la condición de curvatura conduce a una ecuación que está gobernada por el
potencial de Kähler Ω que es conocida como la primera ecuación de Plebanski, primera ecuación
de heavenly o como la ecuación de Monge-Ampère [83]:

Ωpp̄Ωqq̄ − Ωpq̄Ωqp̄ = 1. (8.3.5)

La correspondiente métrica anti-auto-dual en el vacío está dada por

ds2 = 2
∂2Ω

∂xi∂x̄j
dxidx̄j , xi = p, q, x̄ = p̄, q̄.

En el trabajo de Strachan [90], se discute la deformación NC de las condiciones de integrabilidad
(8.3.1), (8.3.2) para algunos sistemas integrables. En este trabajo se discute el caso particular de
las ecuaciones auto-duales en el vacío de Einstein en donde se obtuvo que estas propiedades de
integrabilidad se siguen satisfaciendo en el caso no-conmutativo, es decir, bajo el reemplazamiento
del corchete de Poisson por el corchete de Moyal.

Sea Ω la 2-forma deformada definida de la siguiente manera

Ω := dp ∧ dq + λ(Ω̂pp̄dp ∧ dp̄+ Ω̂pq̄dp ∧ dq̄ + Ω̂qp̄dq ∧ dp̄+ Ω̂qq̄dq ∧ dq̄) + λ2dp̄ ∧ dq̄, (8.3.6)

la cual satisface la condición dΩ = 0 si y sólo si

∂kΩ̂i̄ = ∂iΩ̂k̄, ∂k̄Ω̂i̄ = ∂̄Ω̂ik̄

y
Ω̂i̄ = Ω̂†j ı̄, Ω̂i j = Ω̂†ı̄̄ = 0,

es decir, es posible escribir Ω̂i̄ = ∂i∂̄Ω̂, donde Ω̂ es el potencial de Kähler no-conmutativo. Adicio-
nalmente, la segunda condición de integrablidad podemos reescribirla de la siguiente manera

Ω∧Ω = λ2([Ω̂p ∗ Ω̂q − Ω̂q ∗ Ω̂p]/θ − 1)dp ∧ dp̄ ∧ dq ∧ dq̄,

donde el término entre corchetes es justamente la definición de corchete de Moyal dada en (8.2.2).
Entonces podemos escribir esta ecuación de manera más simple

Ω∧Ω = λ2({Ω̂p, Ω̂q}∗M − 1)dp ∧ dp̄ ∧ dq ∧ dq̄
= 0,

la cual se satisface debido a la virtud de la deformación empleada, es decir, esta ecuación se satisface
si Ω satisface la ecuación de Plebanski deformada (8.2.7). Este resultado implica que la deformación
de Moyal aparece como una manera natural de hacer una deformación integrable de la primera
ecuación de de la ecuación de heavenly o primera ecuación de Plebanski. Entonces el par de Lax, y
por lo tanto la integrabilidad de este sistema deformado está codificada en las ecuaciones (8.3.1),
(8.3.2).

Como lo discutimos en la sección 8.2, estas condiciones de integrabilidad son compatibles con
un desarrollo perturbativo en potencias del parámetro de no-conmutatividad θ

Ω̂ = Ω+

∞∑
n=1

θnΩ(n) =

∞∑
n=0

θnΩ(n), (8.3.7)
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donde la ecuación de Plebanski (8.2.1) se obtiene para la perturbación a orden cero denotada por
Ω = Ω(0) y una infinidad de ecuaciones lineales se obtienen para las perturbaciones Ω(n) con n > 0
dadas en (8.2.11). Adicionalmente, sabemos que en el caso conmutativo existe una relación cercana
entre el tensor métrico gµν y el potencial de Kähler Ω dado por (8.3.4). Sin perdida de generalidad
este resultado se puede generalizar en el caso NC, es decir, las perturbaciones del tensor métrico
g

(n)
µν se pueden escribir de la siguiente manera

g(n)
µν =

(
δiµδ

̄
ν + δiνδ

̄
µ

)
Ω

(n)
i̄ , (8.3.8)

donde hemos usado que Ω̂i̄ = ∂i∂̄Ω̂ junto con el desarrollo perturbativo del potencial de Kähler
(8.3.7).

8.3.2. Propiedades del potencial de Kähler deformado Ω̂(θ)

Como se había mencionado anteriormente, el propósito de este trabajo es construir una defor-
mación NC de una variedad tipo Kähler. Este tipo de espacio-tiempo está caracterizado por tener
una métrica que se puede derivar a partir de una función escalar Ω conocida como el potencial de
Kähler. En el contexto no-conmutativo hemos considerado la existencia de un potencial de Kähler
deformado Ω̂(θ) el cual admite el desarrollo perturbativo (8.3.7). Este potencial deformado Ω̂(θ)
debe compartir las mismas propiedades y características que las del sistema no-deformado:

1. Debe de existir una 2-forma K := iĝi̄dx
i ∧ dx̄j cerrada, es decir, dK = 0. Esta condición

implica que ĝi̄ := Ω̂i̄ = ∂i∂̄Ω̂, donde Ω̂ij = 0 = Ω̂ı̄̄.

2. Los coeficientes métricos Ω̂i̄ deben de ser reales (hermitianos).

3. El determinante de la métrica debe de ser igual a uno, es decir, det Ω̂i̄ = 1.

La primera condición es equivalente a la 2-forma Ω definida en (8.3.6), por lo tanto la condición
dK = 0 se satisface siempre y cuando las perturbaciones satisfagan la siguientes condiciones

∂kΩ
(n)
i̄ = 0 = ∂k̄Ω

(n)
i̄ . (8.3.9)

Esta restricción tiene consecuencias importantes en las ecuaciones deformadas para Ω(n) con n > 0
dadas en (8.2.11) como lo discutiremos a continuación.

En la sección 8.2 obtuvimos de manera perturbativa una relación iterativa para las deformacio-
nes de ecuación de Plebanski (8.2.11), la cual se debe de satisfacer para un potencial de Kähler.
Adicionalmente tenemos que el potencial de Kähler a orden n debe satisface la condición ∂µΩ

(m)
i̄ = 0

para µ = {xi, x̄}. Por lo tanto, tenemos que restringir la ecuación (8.2.11), la cual es compatible
con (8.3.9) si fijamos el valor de s = 0:

r∑
m=0

(
∂pΩ

(m) ?1 ∂qΩ
(r−m)

)
= 0.

Usando la definición del producto-* (8.2.8), la ecuación anterior se puede escribir de la siguiente
manera

r∑
m=0

εı̄̄Ω
(m)
pı̄ Ω

(r−m)
q̄ = 0. (8.3.10)
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Este resultado se puede escribir en términos del corchete de Poisson como

{Ω̂p, Ω̂q}PB = 1.

Es conveniente hacer notar que las propiedades de un espacio-tiempo tipo Kähler nos ha llevado a
simplificar la condición de curvatura, esto es, {Ω̂p, Ω̂q}MB → {Ω̂p, Ω̂q}PB = 1.

La segunda condición implica que el potencial de Kähler debe de ser hermitiano, por lo tanto
cada perturbación Ω(n) debe de ser hermitiana. Entonces la condición de hermiticidad implica

Ω
(n)
i̄ = Ω

†(n)
jı̄ , Ω

(n)
ij = Ω

†(n)
ı̄̄ = 0,

debido a que se ha asumido que el potencial deformado es tipo Kähler.
La tercera propiedad se puede inferir de la condición de curvatura (8.2.1), donde la primera

ecuación de heavenly deformada puede ser escrita como un simple determinante. En el caso no-
deformado de una variedad de Kähler el determinante de la métrica es igual a uno. En el caso
deformado el tensor métrico Ω̂i̄ debe de satisfacer las mismas propiedades que el caso no-deformado.
Por definición el determinante del tensor métrico Ω̂i̄ se puede escribir como

det Ω̂i̄ := Ω̂pp̄Ω̂qq̄ − Ω̂pq̄Ω̂qp̄ = 1,

donde esta ecuación se puede escribir por simplicidad como det Ω̂i̄ = εk̄ l̄Ω̂pk̄Ω̂ql̄. Usando el desa-
rrollo en serie (8.2.6) para el potencial Ω̂ obtenemos

det Ω̂i̄ = εk̄ l̄
∞∑

m,n=0

θm+nΩ
(m)

pk̄
Ω

(n)

ql̄
. (8.3.11)

Ahora igualando los coeficientes de la misma potencia en θ podemos obtener las contribuciones del
det Ω̂i̄ orden por orden {

det Ω̂i̄

}(r)

= εk̄ l̄θr
r∑

m=0

Ω
(m)

pk̄
Ω

(r−m)

ql̄
.

Usando este resultado es fácil mostrar que la expresión (8.3.11) se puede escribir

det Ω̂kl̄ =

r∑
s=0

s∑
m=0

εı̄̄θs Ω
(m)
pı̄ Ω

(s−m)
q̄ +

r
∞∑
r=1

∑
m,n=1

εı̄̄

m+n>r

θm+nΩ
(m)
pı̄ Ω

(n)
q̄ , (8.3.12)

donde hemos escrito el determinante en dos partes, en la primera parte escribimos todas las pertur-
baciones del determinante hasta orden r en el parámetro θ; en el segundo término están incluidos
todas las contribuciones del determinante para ordenes mayores a r. Usando el resultado de la
ecuación (8.2.7) es fácil mostrar que el det Ω̂i̄ puede escribirse como

det Ω̂kl̄ = {Ωp, Ωq}PB+

r
∞∑
r=1

∑
m,n=1

εı̄̄

m+n>r

θm+nΩ
(m)
pı̄ Ω

(n)
q̄ .
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El primer término es la deformación de la primera ecuación de heavenly, la cual es igual a uno. Por
lo tanto podemos concluir que el segundo término debe ser igual a cero

r∑
m,n=1

εı̄̄

m+n>r

θm+nΩ
(m)
pı̄ Ω

(n)
q̄ = 0. (8.3.13)

En este término están codificadas todas las combinaciones del orden θs de tal manera que s > r.

8.4. Gravedad No-Conmutativa
Hasta aquí hemos estudiado la deformación no-conmutativa del potencial de Kähler, donde he-

mos usado el producto Moyal para deformar la primera ecuación de heavenly, la cual es conocida
como la condición de curvatura en este espacio-tiempo. La manera en como se realizó la deformación
no-conmutativa (NC) es suponiendo la existencia de una potencial de Kähler deformado Ω̂ de tal
manera que se preservara el carácter de ser una variedad tipo Kähler después de la deformación.
Para esto se procedió mediante un desarrollo perturbativo en el parámetro de no-conmutatividad θ
obteniendo que el tensor métrico asociado a la deformación NC está relacionado con las perturba-
ciones del potencial de Kähler Ω

(n)
i̄ de acuerdo con (8.3.8). Estas deformaciones Ω

(n)
i̄ son funciones

desconocidas las cuales satisfacen sus respectivas ecuaciones diferenciales obtenidas en (8.2.11). El
propósito de este trabajo es dar un Ansatz para el potencial de Kähler deformado (8.3.7). Como lo
discutiremos en está sección, las deformaciones de la métrica Ω

(n)
i̄ pueden ser escritas en términos

de un sistema de campos locales o vierbein êaµ(x, θ) que después de hacer una serie de integraciones
permite obtener la forma del potencial de Kähler deformado Ω̂.

8.4.1. Campos de norma deformados
La construcción de una deformación no-conmutativa coherente de la Relatividad General de

Einstein ha sido objeto de interés desde hace algún tiempo. Siguiendo el procedimiento estándar
para la construcción de deformaciones no-conmutativas de teorías escalares de norma [93, 94], una
deformación no-conmutativa de la acción de Einstein–Hilbert ha sido obtenida reemplazando el
producto ordinario por el producto Moyal no-conmutativo (8.2.3). En lo que sigue asumiremos
entonces que la estructura no-conmutativa del espacio-tiempo está determinada por la condición

[xµ, xν ] = iθµν ,

donde θµν = −θνµ son parámetros constantes.
Siguiendo el procedimiento estándar podemos introducir una métrica deformada en términos

del sistema local de campos êaµ(x, θ) o vierbein de la siguiente manera

ĝµν =
1

2

(
êaµ ∗ êbν + êaν ∗ êbµ

)
ηab, (8.4.1)

donde ηab es una métrica simétrica independiente de las coordenadas xµ. Este tensor métrico es
simétrico por construcción y real dado que el vierbein deformado êaµ(x, θ) y el vierbein no-deformado
eaµ(x) son campos vectoriales reales5.

5Sin perdida de generalidad este tensor métrico es real por construcción incluso cuando el vierbein deformado
êaµ(x, θ) sea una cantidad compleja.
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En el límite cuando θ → 0 identificamos el tensor métrico (8.4.1) con la métrica usual, es decir,
con la métrica no-deformada

ĝµν(x, θ)|θ=0 = eaµe
b
νηab. (8.4.2)

Para propósitos de este trabajo buscamos construir un espacio-tiempo deformado usando el produc-
to Moyal, por lo tanto un vierbein deformado y la métrica deformada deben compartir las mismas
propiedades que las del espacio-tiempo no-deformado como se discutió en la sub-sección 8.3.2.

Nuevamente consideremos un desarrollo perturbativo para el vierbein êaµ(x, θ) el cual está sujeto
a las condiciones de realidad6

êbµ = ebµ + θκλebµκλ + · · ·+ θκ1λ1 · · · θκnλnebµκ1λ1···κnλn . (8.4.3)

Usando este desarrollo perturbativo en (8.4.1) junto con la definición del producto Moyal (8.2.3)
podemos escribir el tensor métrico hasta primer orden de la la siguiente manera

ĝµν = gµν + θκλg
(1)
µν κλ +O(θ2). (8.4.4)

Con el fin de hacer compatible la deformación no-conmutativa de la métrica tipo Kähler dada por
(8.3.8) con la deformación (8.4.4), asumiremos la siguiente descomposición del vierbein a primer
orden

θκλebµκλ = θκλPκλ e(1)b
µ ,

donde Pκλ es una tensor antisimétrico que por el momento es una cantidad desconocida. Asumiendo
una descomposición similar orden por orden podemos generalizar este resultado para el n-ésimo
orden

θκ1λ1 · · · θκnλnebµκ1λ1···κnλn =
(
θκλPκλ

)n
e(n)b
µ .

Elegiremos la forma de Pκλ de tal manera que el vierbein dado en (8.4.3) se pueda escribir de la
siguiente manera

êbµ =

∞∑
n=0

θn e(n)b
µ = ebµ+

∞∑
n=1

θn e(n)b
µ , (8.4.5)

donde el orden cero del viebein lo denotamos como e(0)b
µ = ebµ. Este resultado implica que θκλPκλ = θ

y se satisface si definimos Pκλ := ∂κΩp∂λΩq , donde θκλ está dado por (8.2.9). Usando esta forma
para el vierbein el tensor métrico (8.4.4) se puede escribir de una forma muy simple

ĝµν =

∞∑
n=0

θn g(n)
µν = gµν+

∞∑
n=1

θn g(n)
µν ,

donde g(n)
µν son campos vectoriales desconocidos para n > 0 y el orden cero lo denotamos por g(0)

µν =
gµν . Para hacer compatible esta deformación con una variedad deformada tipo-Kähler tenemos que
imponer que ∂αg

(n)
µν = 07. Por lo tanto, imponer esta condición sobre las perturbaciones g(n)

µν implica
6En la sección 8.3.1se discuten las ecuaciones Einstein auto-duales en el vacío y sus relación con un espacio tiempo

tipo-Kähler, en donde, se parte de un elemento de línea real, por lo tanto esto requiere que las perturbaciones del
vierbein satisfagan las condición de hermeticidad ebµk1λ1···knλn = ēbµk1λ1···knλn .

7En la sección 8.3.2se discutió esta condición para deformación de un espacio-tiempo de Kähler, por lo tanto esto
implica que no aparecerá explícitamente el producto-* en la definición (8.4.1).
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que el vierbein debe satisfacer ∂µe
(n)a
ν = 0, y la ecuación (8.4.1) se puede simplificar de la siguiente

manera
ĝµν = êaµê

b
νηab. (8.4.6)

Usando el desarrollo en serie de potencias θ para el vierbein êaµ en (8.4.6) e igualando los coeficientes
de la misma potencia de θ obtenemos que las perturbaciones se pueden escribir en términos del
vierbein e(n)a

µ de la siguiente manera

g(n)
µν = θn

n∑
m=0

e(m)a
µ e(n−m)b

ν ηab, n = 0, 1, . . . .

8.5. El potencial de Kähler deformado
De acuerdo con [83], la gravedad auto-dual de Einstein puede ser parametrizada en términos de

cuatro coordenadas complejas xµ = {p, q, p̄, q̄}, asociadas a un espacio-tiempo que corresponde a
una variedad de Kähler. La variedad tipo Kähler dada en (8.3.3) puede ser escrita en términos de
un espacio-tiempo localmente plano ηab y un vierbein eaµ dado por

eaµ =


0 0 Ωpp̄ Ωpq̄
1 0 0 0
0 0 Ωqp̄ Ωqq̄
0 1 0 0

 ; ηab =


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 . (8.5.1)

Como lo hemos discutido anteriormente, el propósito de esta sección es dar un procedimiento para
construir un Ansatz para las deformaciones Ω(n) en términos del vierbein e(n)a

µ de tal manera que
todas las propiedades dadas en la (sub)sección 8.3.2 se satisfagan. Las perturbaciones de la métrica
deformada Ω

(n)
i̄ se pueden escribir en términos del vierbein deformado e(n)a

µ de acuerdo con

g(n)
µν =

n∑
m=0

e(m)a
µ e(n−m)b

ν ηab =
(
δiµδ

̄
ν + δiνδ

̄
µ

)
Ω

(n)
i̄ . (8.5.2)

El Ansatz más simple para el vierbein e
(n)a
µ que podemos construir de tal manera que el tensor

métrico g(n)
µν satisfaga las condiciones producto g(n)

ij = g
(n)∗
̄ı̄ = 0, puede ser escrito de la siguiente

manera

e(n)a
µ =


0 0 e

(n)1
p̄ e

(n)1
q̄

e
(n)2
p e

(n)2
q 0 0

0 0 e
(n)3
p̄ e

(n)3
q̄

e
(n)4
p e

(n)4
q 0 0

 .

Como se discutió previamente, el vierbein debe de satisfacer ∂µe
(n)a
ν = 0, por lo tanto asumiremos

la siguiente dependencia para el vierbein

e(n+1)a
µ = e(n+1)a

µ

(
α, Ω

(n)
pp̄ , Ω

(n)
qq̄ , Ω

(n)
pq̄ , Ω

(n)
qp̄

)
. (8.5.3)
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Es importante notar que la perturbación del potencial de Kähler deformado Ω(n+1) a orden n + 1

dependerá explícitamente del vierbein a orden n y n + 1, es decir, e(n+1)a
µ y e

(n)a
µ . Por lo tanto

comenzaremos por analizar la deformación a primer orden. A partir de la ecuación (8.5.2) podemos
escribir la siguiente ecuación para primer orden

Ω
(1)
i̄ = e

(1)a
(i eb̄)ηab. (8.5.4)

Usando el Ansatz para el vierbein no-deformado eaµ obtenido en (8.5.1) podemos escribir explícita-
mente la ecuación (8.5.4) como el siguiente sistema de ecuaciones

Ω
(1)
qq̄ = e

(1)3
q̄ + e(1)2

q Ωpq̄ + e(1)4
q Ωqq̄, (8.5.5)

Ω
(1)
qp̄ = e

(1)3
p̄ + e(1)2

q Ωpp̄ + e(1)4
q Ωqp̄, (8.5.6)

Ω
(1)
pp̄ = e

(1)1
p̄ + e(1)2

p Ωpp̄ + e(1)4
p Ωqp̄, (8.5.7)

Ω
(1)
pq̄ = e

(1)1
q̄ + e(1)2

p Ωpq̄ + e(1)4
p Ωqq̄. (8.5.8)

Para obtener el potencial de Kähler a primer orden necesitamos resolver el sistema de ecuaciones
(8.5.5)-(8.5.8). Para esto, comencemos por hacer una integración de las ecuaciones anteriores con
respecto a las coordenadas anti-holomorficas xı̄ = {p̄, q̄}, donde necesitaremos calcular un conjunto
de integrales de la forma

´
e

(1)A
α Ωβµdx

ν . Primero, podemos hacer una integración por partes con
lo cual podemos obtener el siguiente resultado

ˆ
e(1)A
α Ωβµdx

ν =

{
µ 6= ν e

(1)A
α Ωβµx

ν + C
(1)
i

µ = ν e
(1)A
α Ωβ + C

(1)
i

donde hemos usado la propiedad del vierbein ∂µe
(1)a
ν = 0 y del potencial de Kähler ∂αΩµν = 0.

Por lo tanto, después de hacer una integración por partes del sistema de ecuaciones (8.5.5)-(8.5.8)
sobre las variables no-holomorficas xı̄ = {p̄, q̄} podemos escribir

Ω(1)
q = e

(1)3
q̄ q̄ + e(1)2

q Ωp + e(1)4
q Ωq + C

(1)
1 (p, q, p̄) (8.5.9)

Ω(1)
q = e

(1)3
p̄ p̄+ e(1)2

q Ωp + e(1)4
q Ωq + C

(1)
2 (p, q, q̄) (8.5.10)

Ω(1)
p = e

(1)1
p̄ p̄+ e(1)2

p Ωp + e(1)4
p Ωq + C

(1)
3 (p, q, q̄) (8.5.11)

Ω(1)
p = e

(1)1
q̄ q̄ + e(1)2

p Ωp + e(1)4
p Ωq + C

(1)
4 (p, q, p̄) (8.5.12)

donde C(1)
1 = C

(1)
1 (p, q, p̄), C(1)

2 = C
(1)
2 (p, q, q̄), C(1)

3 = C
(1)
3 (p, q, q̄) y C

(1)
4 = C

(1)
4 (p, q, p̄) son

constantes de integración. Estas constantes de integración pueden ser determinadas si comparamos
las ecuaciones (8.5.9)-(8.5.10) y (8.5.11)-(8.5.12), entonces podemos concluir que las constantes
tienen la forma C(1)

1 = e
(1)3
p̄ p̄, C(1)

2 = e
(1)3
q̄ q̄, C(1)

3 = e
(1)1
q̄ q̄ y C(1)

4 = e
(1)1
p̄ p̄. Por lo tanto, obtenemos

solamente un sistema de dos ecuaciones diferenciales linealmente independientes

Ω(1)
q = e

(1)3
p̄ p̄+ e

(1)3
q̄ q̄ + e(1)2

q Ωp + e(1)4
q Ωq (8.5.13)

Ω(1)
p = e

(1)1
p̄ p̄+ e

(1)1
q̄ q̄ + e(1)2

p Ωp + e(1)4
p Ωq. (8.5.14)
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Nuevamente hacemos una integración por partes del sistema de ecuaciones (8.5.13) y (8.5.14) pero
ahora con respecto a las variables holomorficas p y q respectivamente obteniendo

Ω(1) =
(
e

(1)3
p̄ p̄+ e

(1)3
q̄ q̄ + e(1)2

q Ωp

)
q + e(1)4

q Ω + C
(1)
5 (p, p̄, q̄) (8.5.15)

Ω(1) =
(
e

(1)1
p̄ p̄+ e

(1)1
q̄ q̄ + e(1)4

p Ωq

)
p+ e(1)2

p Ω + C
(1)
6 (q, p̄, q̄). (8.5.16)

Nuevamente comparando las ecuaciones (8.5.15) y (8.5.16) obtenemos que las constantes tienen la
forma C(1)

5 =
(
e

(1)1
p̄ p̄+ e

(1)1
q̄ q̄ + e

(1)4
p Ωq

)
p+ e

(1)2
p Ω y C(1)

6 =
(
e

(1)3
p̄ p̄+ e

(1)3
q̄ q̄ + e

(1)2
q Ωp

)
q + e

(1)4
q Ω.

Por lo tanto, obtenemos que el potencial de Kähler a primer orden finalmente tiene la siguiente
expresión

Ω(1) = (e
(1)3
p̄ p̄+ e

(1)3
q̄ q̄ + e(1)2

q Ωp)q + (e
(1)1
p̄ p̄+ e

(1)1
q̄ q̄ + e(1)4

p Ωq)p+
(
e(1)4
q + e(1)2

p

)
Ω.

8.5.1. Soluciones para el potencial de Kähler a primer orden
Hasta el momento hemos obtenido la forma explícita de la perturbación a primer orden del

potencial de Kähler, el cual depende explícitamente de las perturbaciones a primer orden del vierbein
e

(1)A
α las cuales siguen siendo incógnitas por determinar. En esta sección buscaremos algunas familias
de soluciones para el vierbein que sean consistentes con las propiedades del potencial de Kähler.

Como caso particular, consideraremos el caso de la deformación del potencial de Kähler a pri-
mer orden. Como se discutió anteriormente, la condición de curvatura puede ser formulada como
un simple determinante, es decir, el determinante de la nueva métrica (métrica efectiva, métrica
deformada) debe de ser igual a uno, esto es

det Ω̂i̄ = Ω̂pp̄Ω̂qq̄ − Ω̂pq̄Ω̂qp̄ = 1,

donde Ω̂ = Ω + θΩ(1). Por lo tanto podemos obtener las siguientes tres ecuaciones

Ωpp̄Ωqq̄ − Ωpq̄Ωqp̄ = 1, (8.5.17)

Ωpp̄Ω
(1)
qq̄ + Ω

(1)
pp̄ Ωqq̄ − Ωpq̄Ω

(1)
qp̄ − Ω

(1)
pq̄ Ωqp̄ = 0, (8.5.18)

Ω
(1)
pp̄ Ω

(1)
qq̄ − Ω

(1)
pq̄ Ω

(1)
qp̄ = 0, (8.5.19)

donde las ecuaciones (8.5.17) y (8.5.18) son la ecuación de Monge-Ampère a orden cero y a primer
orden respectivamente. La tercera ecuación contiene términos de orden θ2, los cuales se deben de
anular de acuerdo con (8.3.13).

Si sustituimos las componentes del tensor métrico (8.5.5)-(8.5.8) en la primera ecuación de
heavenly a primer orden (8.5.18) obtenemos

e(1)4
q + e(1)2

p + e
(1)3
q̄ Ωpp̄ + e

(1)1
p̄ Ωqq̄ − e(1)3

p̄ Ωpq̄ − e(1)1
q̄ Ωqp̄ = 0. (8.5.20)

Por lo tanto, el problema se reduce a encontrar explícitamente la forma de vierbein e
(1)a
µ de tal

manera que la ecuación anterior se satisfaga sujeta a la restricción (8.5.19). Primero comencemos
por buscar las posibles soluciones a la ecuación (8.5.19), para la cual es posible considerar dos casos,
es decir, es fácil verificar que la ecuación se satisface si y sólo si se cumplen las siguientes condiciones
de proporcionalidad: Para el caso I

Ω
(1)
pp̄ = C Ω

(1)
qp̄ , Ω

(1)
pq̄ = C Ω

(1)
qq̄ , (8.5.21)
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y para el caso II tenemos que

Ω
(1)
pp̄ = C Ω

(1)
pq̄ , Ω

(1)
qp̄ = C Ω

(1)
qq̄ , (8.5.22)

donde C es una constante de proporcionalidad arbitraria.
Ahora insertamos las ecuaciones (8.5.5)-(8.5.8) en las ecuaciones anteriores y obtenemos las

siguientes relaciones entre el vierbein a primer orden e(1)a
µ

Ce(1)4
q = e(1)4

p , Ce(1)2
q = e(1)2

p ,

Ce
(1)3
q̄ = e

(1)1
q̄ , Ce

(1)3
p̄ = e

(1)1
p̄ ,

para el caso I. Mientras que para el caso II obtenemos las siguientes relaciones

e
(1)1
p̄ = Ce

(1)1
q̄ , e

(1)3
p̄ = Ce

(1)3
q̄ ),

e(1)4
p =

A

A′
e(1)4
q = −A(Ωqp̄ − CΩqq̄),

e(1)2
p =

A

A′
e(1)2
q = A(Ωpp̄ − CΩpq̄).

Ahora estamos en condiciones de buscar una solución a la ecuación (8.5.20). Para esto, comencemos
por evaluar las relaciones entre las componentes de vierbein en la ecuación (8.5.20) para los casos I,
II. En el caso I, la ecuación de Monge-Ampère a primer orden después de algunas simplificaciones
se puede escribir como

e(1)4
q + e(1)2

p + e
(1)3
q̄ (Ωpp̄ − Ωqp̄) + e

(1)1
p̄ (Ωqq̄ − Ωpq̄) = 0, (8.5.23)

y para el caso II obtenemos

e(1)4
q + e(1)2

p + e
(1)3
q̄ (Ωpp̄ − Ωpq̄) + e

(1)1
p̄ (Ωqq̄ − Ωqp̄) = 0. (8.5.24)

De acuerdo con las propiedades del vierbein (8.5.3), asumiremos que el vierbein a primer orden
e

(1)a
µ debe de tener la dependencia e(1)a

µ = e
(1)a
µ (α, Ωpp̄, Ωqq̄, Ωpq̄, Ωqp̄), donde α es una constan-

te y Ωi̄ son los coeficientes métricos del tensor métrico no-deformado. Usando esta dependencia
consideremos el siguiente Ansatz para las componentes de vierbein:

e(1)4
q = α+ β Ωpp̄ + γΩqq̄ + δΩpq̄ + σΩqp̄,

e(1)2
p = α′ + β′Ωpp̄ + γ′Ωqq̄ + δ′Ωpq̄ + σ′Ωqp̄,

e
(1)3
q̄ = α′′ + β′′Ωpp̄ + γ′′Ωqq̄ + δ′′Ωpq̄ + σ′′Ωqp̄,

e
(1)3
p̄ = α′′′ + β′′′Ωpp̄ + γ′′′Ωqq̄ + δ′′′Ωpq̄ + σ′′′Ωqp̄.

Si evaluamos este Ansatz en la ecuación de Monge-Ampère para el caso I (8.5.23), obtenemos las
siguientes relaciones entre los coeficientes:

α+ α′ + γ′′ + Cβ′′′ = 0, γ′′ = σ′′′,

β + Cβ′ + α′′ = 0, δ′′ = β′′′,

γ + Cγ′ + Cα′′′ = 0, γ′′′ = 0 = δ′′′,

δ + Cδ′ − α′′′ = 0, σ′′ = 0 = β′′,

σ + Cσ′ − α′′ = 0,
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donde C satisface la siguiente relación C = − α+β+γ+δ+σ+α′′−α′′′+γ′′
α′+β′+γ′+δ′+σ′−α′′+α′′′+δ′′ .

Para el caso II consideremos el siguiente Ansatz para el vierbein e(1)a
µ :

e
(1)1
q̄ = α+ β Ωpp̄ + γΩqq̄ + δΩpq̄ + σΩqp̄,

e
(1)1
q̄ = α′ + β′Ωpp̄ + γ′Ωqq̄ + δ′Ωpq̄ + σ′Ωqp̄.

Ahora usamos este Ansatz en la ecuación (8.5.24), entonces obtenemos las siguientes relaciones
entre los coeficientes

γ′ + Cβ = 0, δ + Cσ′ = 0,

α′ +A′ = 0, α+A = 0,

δ + γ′ = 0, β + σ′ = 0,

γ = 0 = σ, δ′ = 0 = β′,

donde la constante C está dada por C = − γ′

σ′′ = − δ
β .

8.6. Deformación de una métrica η-auto-dual de Riemann
En este trabajo consideraremos la descripción algebraica de una variedad no-compacta hiper-

Kähler 4-dimensional, la cual posee al menos una isometería abeliana, es decir, tiene una simetría
de traslación o de rotación de acuerdo con [78]. Nos restringiremos a considerar sólo el caso de la
simetría de rotación. Por definición, un campo vectorial de Killing ξµ satisface ∇(νξµ) = 0, mientras
que la parte auto-dual de la parte antisimétrica ∇[νξµ] proporciona una distinción relevante del
campo vectorial [77, 78]: ξµ será llamado transaccional si satisface la siguiente condición

ξα;β =
1

2
ηε µν
αβ ξµ;ν , (8.6.1)

para η = 1 y ξµ será llamado anti-auto-dual si η = −1.
Sea gαβ una η-auto-dual métrica Riemanniana 4-dimensional con signatura euclidiana. Sea ξ =

ξα∂α = ∂/∂φ un vector de Killing del tensor métrico gαβ , entonces localmente podemos escribir

ds2 =
1

V

(
dφ+ ωidx

i
)2

+ γijdx
idxj , (8.6.2)

donde V , ωi y γij son funciones independientes de la coordenada φ. Los índices griegos corren de 0
a 3 y los índices latinos corren de 1 a 3. Entonces, cuando existe un vector de Killing asociado al
espacio-tiempo (8.6.2) la η-auto-dualidad del tensor de Riemann es equivalente a

Rαβ = 0, (8.6.3)

Rαβγδξ
δ =

1

2
ηε µν
αβ Rµνγδξ

δ. (8.6.4)

Como cualquier vector de Killing satisface

∇γ∇βξα = Rαβγδξ
δ,
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entonces la ecuación (8.6.4) puede ser reescrita de la siguiente manera

∇γ
(
∇βξα −

1

2
ηε µν
αβ ∇νξµ

)
= 0, (8.6.5)

donde (8.6.4) es equivalente a la definición (8.6.1). Por lo tanto, este hecho implica que la ecuación
(8.6.4) asume implícitamente la existencia en un campo vectorial de Killing η-auto-dual ξµ.

8.6.1. Generalización de los resultados de Boyer-Finley
Boyer y Finley estudiaron los vectores de Killing en el espacios-tiempo de Einstein euclidianos

usando el formalismo de H-espacios complejos [78]. En este trabajo los autores mostraron que
siempre se pueden elegir coordenadas complejas en este espacio de tal manera que

ξ = ∂p + ∂p̄ y ξΩ = 0.

Adicionalmente, también se puede elegir el vector de Killing como

ξ = i(p∂p + p̄∂p̄) and ξΩ = 0, (8.6.6)

donde Ω es el potencial de Kähler el cual satisface la ecuación de Monge-Ampère. La elección del
vector de Killing depende de que la derivada covariante del vector de Killing ξ es anti-auto dual
o no respectivamente. Además, se mostró que la ecuación para el potencial de Kähler Ω se puede
simplificar con la ayuda de una transformada de Legendre apropiada.

En este trabajo nos enfocaremos en el caso cuando existe un vector de Killing auto-dual, es
decir existe un vector de Killing de la forma (8.6.6). Por lo tanto podemos introducir un par de
coordenadas complejas xi ≡ (q, p) de tal manera que la ecuación (8.6.6) se satisface, es decir,
elegimos la coordenada p de la siguiente manera

p =
√
reiθ̃.

Entonces podemos escribir el campo vectorial de Killing como ξ = ∂/∂θ̃ y el potencial Ω adquiere
la siguiente dependencia

Ω ≡ Ω(r, q, q̄). (8.6.7)

Por definición del potencial de Kähler tenemos que

ds2 = 2Ωi̄dx
idx̄, (8.6.8)

donde Ω satisface la ecuación de Monge-Ampère o la primera ecuación de heavenly 8

Ωpp̄Ωqq̄ − Ωpq̄Ωqp̄ = 1. (8.6.9)

De acuerdo con la dependencia del potencial de Kähler (8.6.7), la primera ecuación de heavenly
(8.6.9) se puede escribir en las nuevas coordenadas de la siguiente manera

(rΩr)r Ωqq̄ − rΩrqΩrq̄ = 1. (8.6.10)
8En el contexto de las ecuación anti-auto-duales de Einstein la ecuación de Monge-Ampère (8.3.5) es conocida

como la primera ecuación de heavenly.
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Ahora definimos una nueva coordenada como J = rΩr. Entonces usaremos a las coordenadas
(J, q, q̄) como una nueva elección de coordenadas independientes para reescribir el elemento de
línea (8.6.8) y la condición de curvatura (8.6.10). Comencemos por escribir la ecuación (8.6.10) en
estas nuevas coordenadas, la cual es conveniente escribirla de la siguiente manera

Ωqq̄ = rJ

[
rqrq̄
r (rJ)2

+ 1

]
,

donde hemos usado que en las nuevas coordenadas podemos escribir Ωrq = −r−1 r−1
J rq, Ωrq̄ =

−r−1 r−1
J rq̄ y Jr = r−1

J . Ahora procedemos a escribir el elemento de línea (8.6.8) en las nuevas
coordenadas obteniendo después de varios cálculos

ds2 =
1

2

{(
r

rJ

)[
2dθ̃ +

i

r
(rqdq − rq̄dq̄)

]2

+
(rJ
r

) (
dJ2 + 4rdqdq̄

)}
. (8.6.11)

Por lo tanto hemos escrito el elemento de linea ds2, el cual se asumió que es tipo Kähler, en un
espacio-tiempo que es auto-dual (de Riemann) (8.6.2) (recordemos ξ = ∂/∂θ̃).

En el caso de las métricas anti-auto-duales, D. Olivier [91] estudió la formulación de Geroch 3-
dimensional de las ecuaciones de Einstein y uso el resultado de Boyer-Finley acerca de los vectores
de Killing [78](Falta explicar) para obtener la siguiente relación entre los espacios-tiempo dados en
(8.6.11) y (8.6.2):

V =
rJ
2r
,

dφ+ ωidx
i = dθ̃ +

i

2r
(rqdq − rq̄dq̄) ,

γijdx
idxj = dJ2 + 4rdqdq̄, (8.6.12)

8.6.2. Generalización al caso no-conmutativo
Como se discutió en secciones anteriores, hemos considerado una deformación del potencial de

Kähler Ω̂ como una expansión dada en (8.2.6) de tal manera que se preserva el carácter de ser
un espacio-tiempo tipo Kähler. Adicionalmente a esto estamos interesados que este espacio-tiempo
deformado preserve el carácter de ser (anti) auto-dual. El carácter (anti) auto-dual está asociado con
la simetría de rotación, por lo tanto en esta sección nos enfocaremos en incorporar (anti) auto-dual
a la deformación no-conmutativa de un espacio-tiempo tipo Kähler. Siguiendo un procedimiento
similar al de la sección anterior tenemos que imponer que el potencial de Kähler deformado Ω̂
dependa solamente de las nuevas coordenadas r, q, q̄ con el fin de que se preserve la simetría de
rotación. Por lo tanto, la simetría rotacional de Killing se preserva, si y sólo si, cada perturbación
Ω(n) depende sólo de las nuevas coordenadas: Ω(n) = Ω(n)(r, q, q̄).

En la sección 8.3.2 discutimos la deformación no-conmutativa de la ecuación (8.6.9), donde
obtuvimos que las ecuaciones diferenciales asociadas a las perturbaciones no-conmutativas están
dadas por

r∑
m=0

Ω
(m)
pp̄ Ω

(r−m)
qq̄ − Ω

(m)
pq̄ Ω

(r−m)
qp̄ = 0,
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donde r > 1. Debido a la dependencia Ω(n) = Ω(n)(r, q, q̄) del potencial podemos escribir esta
ecuación de la siguiente manera

r∑
m=0

(
rΩ(m)

r

)
Ω

(r−m)
qq̄ − rΩ(m)

rq Ω
(r−m)
rq̄ = 0. (8.6.13)

De manera análoga a la sección anterior definiremos J (n) := rΩ
(n)
r para cada perturbación y eligien-

do solamente al conjunto {J, q, q̄} como las nuevas variables independientes, donde J = rΩ
(0)
r =

rΩr. Entonces las componentes del tensor Ω
(n)
i̄ en estas coordenadas se pueden escribir

Ω(n)
rq = −r−1 J (n)

r rq, Ω
(n)
rq̄ = −r−1 J (n)

r rq̄.

Para obtener la componente Ω
(n)
qq̄ usaremos explícitamente estas componentes en la ecuación (8.6.13)

obteniendo la siguiente relación recursiva

Ω
(n)
qq̄ = rJJ

(n)
r

(
Ω

(0)
qq̄ − 2rJ

)
+

∑
s+m=n
m6=n, 0

rJJ
(s)
r

(
J (m)
r r−1rqrq̄ − Ω

(m)
qq̄

)
,

es decir, para conocer la perturbación Ω
(n)
qq̄ necesitamos conocer los ordenes menores de las pertur-

baciones, adicionalmente esta ecuación es valida para n ≥ 1.
Siguiendo el mismo procedimiento que en el caso no-deformado, podemos escribir el elemento

de línea deformado dŜ2 := 2Ω̂i̄dx
idx̄ en términos de las coordenadas {θ̃, J, q, q̄}. Después de una

serie de cálculos podemos escribir

dŜ2 =

∞∑
n=0

θnJ (n)
r rJds

2 +

[ ∞∑
n=1

−θn2rJrJJ
(n)
r +

∞∑
n=2

n−1

θn
∑

m=1

rJJ
(n−m)
r

(
J (m)
r r−1rqrq̄ − Ω

(m)
qq̄

)]
dqdq̄,

(8.6.14)
donde ds2 es el elemento de línea no-deformado dado por (8.6.11). Como se puede ver este elemento
de línea (8.6.14) no depende explícitamente de la coordenada θ̃ al igual que el elemento de línea
no-deformado ds2, por lo tanto ambos elementos de línea comparten las mismas simetrías, es decir,
comparten el mismo vector de Killing ξ = ∂/∂θ̃. Finalmente podemos escribir el espacio-tiempo
deformado (8.6.14) en las coordenadas {φ, xi} usando las relaciones dadas en (8.6.12). De este modo
obtenemos

dŜ2 =

∞∑
n=0

θnJ (n)
r rJds

2+

∞∑
n=0

n−1

θn
∑

m=1

rJJ
(n−m)
r

(
J (m)
r r−1rqrq̄ + Ω

(m)
qq̄

) 1

4

[
γijdx

idxj − dJ2
]
.

8.6.3. El espacio-tiempo de Atiyah-Hitchin en coordenadas complejas
Como hemos discutido anteriormente, el objetivo de este trabajo es construir una deforma-

ción no-conmutativa de la dinámica de monopolos magnético no abelianos SU(2). En las secciones
anteriores hemos mencionado que la dinámica de monopolos magnéticos puede ser estudiada me-
diante un espacio-tiempo de Einstein, el cual vive en un espacio auxiliar conocido como el espacio
de parámetros. El espacio-tiempo de A-H describe la dinámica de un par de monopolos y es el
espacio-tiempo que discutiremos a continuación.
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El elemento de línea de Atiyah-Hitchin ds2 puede ser escrito de la siguiente manera [62]

ds2 = β2γ2δ2

(
dk2
)2

(4k2k′2K2)
2 + β2σ2

x + γ2σ2
y + δ2σ2

z , (8.6.15)

donde

βγ = −K2
(
k′2 + u

)
,

γδ = K2
(
k′2 − u

)
,

βδ = −K2u,

con

u =
G(k)

K(k)
,

G(k) = E(k)− k′2K(k),

k′2 = 1− k2.

Elegiremos

σx =
1

2
(sinψdθ − sin θ cosψdφ) ,

σy = −1

2
(cosψdθ + sin θ sinψdφ) ,

σz =
1

2
(dψ + cos θdφ) .

Estas son 1-fomas invariantes bajo el grupo SU(2) de supersimetría y el vector de Killing asociado
con respecto de la diagonal U(1) es ξ = ∂/∂φ. Ahora buscamos escribir la métrica de A-H (8.6.15)
en la forma de una métrica auto-dual (8.6.2). Para esto podemos escribir

1

V
=

1

4

(
β2 sin2 θ cos2 ψ + γ2 sin2 θ sin2 ψ + δ2 cos2 θ

)
,

ω =
1

V

((
γ2 − β2

)
sinψ cosψ sin θdθ + δ2 cos θdψ

)
,

y los coeficientes γij están dados por

γk2k2 =
β2γ2δ2

V (4k2k′2K2)
2 ,

γθθ =
1

16

[
β2γ2 sin2 θ + δ2 cos2 θ

(
β2 sin2 ψ + γ2 cos2 ψ

)]
,

γθψ = − 1

16

[
δ2
(
γ2 − β2

)
cos θ sin θ cosψ sinψ

]
,

γψψ =
1

16
δ2 sin2 θ

(
β2 cos2 ψ + γ2 sin2 ψ

)
.
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En [91], D. Olivier uso estos resultados y eligió un conjunto de coordenadas complejas para la
métrica de A-H con el fin de obtener el potencial de Kähler asociado a la métrica de A-H. Este
potencial tiene una forma muy simple y es función de las variables θ, ψ, k2:

Ω =
βγ + γδ + δβ

4
− J,

donde J está dada por la siguiente expresión

J =
1

8

[
(βγ + γδ + δβ)− γδ sin2 θ cos2 ψ − δβ sin2 θ sin2 ψ − βγ cos2 θ

]
. (8.6.16)

8.7. Conclusiones
El espacio-tiempo de Atiyah-Hitchin es una variedad 4-dimensional hiper-Kähler con grupo de

isometría SO(3). Su importancia reside en que es una métrica que aparece de manera natural en
el espacio de parámetros de dos monopolos magnéticos no-abelianos SU(2) interactuantes y sus
geodésicas describen la dispersión de los monopolos a bajas energías [65].

Usando la deformación Moyal hemos desarrollado una propuesta para una versión no-conmutativa
de una variedad de tipo-Kähler. Siguiendo [88], revisamos primero la deformación Moyal de la pri-
mera ecuación heavenly.

Una deformación del potencial de Kähler ha sido también construida en [88] como una solución
perturbativa en potencias del parámetro θ que está basada en criterios de integrabilidad. Usando
este resultado, impusimos algunas condiciones en el potencial de Kähler deformado de tal manera
que el espacio-tiempo deformado preserve las mismas propiedades de una variedad de Kähler.

Por otro lado, una deformación Moyal de la teoría de la gravedad puede ser escrita en términos
del vierbein deformado êaµ(x, θ). Usando este hecho, el potencial de Kähler deformado se escribió
en términos del vierbein deformado. A manera de ejemplo, calculamos explícitamente el potencial
de Kähler a primer orden.

Finalmente impusimos la simetría rotacional de Killing para el potencial deformado Ω̂ ≡ Ω̂(r, q, q̄)
con r = pp̄ y discutimos la conexión con el espacio-tiempo de A-H en coordenadas complejas.



Capítulo 9

Conclusiones y Perspectivas

En la física teórica los monopolos magnéticos han sido de gran interés hasta el día de hoy. Un
monopolo magnético se define como una partícula estable que posee carga magnética. Este concepto
surge a partir de la asimetría de las ecuaciones de Maxwell; de existir cargas magnéticas de manera
aislada las ecuaciones de Maxwell deben de ser invariantes bajo una transformación de dualidad
(rotación de dualidad) que intercambia los campos ~E → ~B, ~B → − ~E, mientras que para las fuentes
(ρe, ~Je)→ (ρg, ~Jg), (ρg, ~Jg)→ −(ρe, ~Je).

Dirac demostró que la existencia de un monopolo magnético explicaría la naturaleza discreta
de la carga eléctrica, pero en el camino se encontró con un problema muy serio ya que existe
una singularidad en θ = {0, π} para el potencial de norma Aµ asociado con el monopolo; tal
singularidad es conocida como la cuerda de Dirac. Por otro lado, se puede construir una descripción
libre de singularidades, si se deja de lado la parametrización tradicional del espacio R3 que rodea al
monopolo, mediante un único conjunto de coordenadas. Para mostrar esto, Wu y Yang dividieron
R3/{0} en dos hemisferios ligeramente superpuestos, definidos como sigue

RN : 0 ≤ ϑ < π/2 + ε, r > 0, 0 ≤ φ ≤ 2π,

RS : π/2− ε < ϑ ≤ π, r > 0, 0 ≤ φ ≤ 2π,

donde RN y RS son el hemisferio norte y el hemisferio sur. Entonces, podemos asociarle un potencial
a cada hemisferio, ~AN y ~AS , los cuales son libres de singularidades en los dominios donde están
definidos mientras que en la región de traslape RN ∩RS están relacionados por una transformación
de norma

AN/Sµ (x)→ AS/Nµ (x) = UAN/Sµ (x)U−1 + iU∂µU
−1. (9.0.1)

Por otra parte los monopolos proporcionan un vínculo entre la física de partículas y la cosmología,
pues a muy altas energías de manera general se puede decir que se restablece el grupo de unificación
(unificación para las interacciones electromagnéticas y débiles), el cual fue espontáneamente roto.
En esta teoría de unificación existe la posibilidad de tener partículas estables que llevan cargas
magnéticas o monopolos magnéticos. La era moderna de la teoría del monopolo magnético comenzó
en 1974, cuando ’t Hooft y Polyakov descubrieron de manera independiente soluciones de monopolos
magnéticos del modelo SO(3) de Georgi-Glashow. La esencia de este avance radica en que, si bien
un monopolo de Dirac puede incorporarse en una teoría de norma abeliana (electromagnetismo), en
algunos modelos no-abelianos como el de Georgi-Glashow, las soluciones de monopolos magnéticos
aparecen de manera natural.

137
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En esta tesis hemos analizado los efectos de la no-conmutatividad en las coordenadas espaciales
en el contexto de monopolos magnéticos. El primer problema que hemos estudiado está relacionado
con implementar la no-conmutatividad en la teoría electromagnética y estudiar el efecto que tiene en
la condición de cuantización de Dirac, es decir analizamos la compatibilidad de la no-conmutatividad
con la cuantización de la carga eléctrica. Para esto, procedimos de la siguiente manera: primero
introducimos las ecuaciones de Maxwell modificadas

Dµ ∗ F̂ iµ =
4π

c
Ĵ ie, (9.0.2)

Dµ ∗ F̂µ0 = 4πĴ0
g , (9.0.3)

donde F̂ iµ(x; θ), F̂µ0(x; θ), Ĵ ie(x; θ) y Ĵ0
g (x; θ) son funciones del parámetro θ de no-conmutatividad

y el producto-∗ es el producto Moyal. La manera en la que estudiamos las soluciones a estas
ecuaciones fue mediante un tratamiento perturbativo donde supusimos el siguiente desarrollo para
los campos

F̂µν = Fµν0 + Fµν1 + Fµν2 +O(θ3),

Ĵ0
g ≡ ρ̂g(r) = gδ(r) + ρ1(r) + ρ2(r) +O(θ3), (9.0.4)

Ĵ ie(r) = J ie0 + J ie1 + J ie2 +O(θ3), (9.0.5)

de tal manera que escribimos las ecuaciones de Maxwell deformadas para varios ordenes en el pará-
metro de no-conmutatividad θ. Para poder resolver estas ecuaciones nos enfrentamos al problema
de conocer explícitamente las deformaciones de las fuentes (9.0.4), (9.0.5) asociadas a las ecuaciones
de Maxwell modificadas.

Este problema lo replanteamos de la siguiente manera: existe una aplicación conocida como la
aplicación de Seiberg-Witten, la cual permite una generalización no-conmutativa de la teoría de
Yang-Mills-Higgs. Seiberg y Witten argumentaron que estas teorías de norma no-conmutativas son
equivalentes a las teorías de norma conmutativas y en particular mostraron que existe una aplica-
ción de un campo de norma conmutativo a uno no-conmutativo de tal manera que la nueva teoría
preserva el carácter de ser una teoría de norma bajo el producto-∗. De manera precisa esta aplica-
ción nos dice que si conocemos los potenciales de norma conmutativo Aµ(x) podemos determinar
los potenciales perturbados A(n)

µ (x; θ) a todos los ordenes en el parámetro de no-conmutatividad.
Usando el procedimiento de Seiberg y Witten calculamos algunas perturbaciones para el potencial
de norma Âµ(x; θ) = Aµ +A1

µ +A2
µ +O(θ3), las cuales se encuentran explícitamente en la sección

5.3. Por medio de estas expresiones junto las ecuaciones de Maxwell (9.0.2) y (9.0.3) encontramos
las perturbaciones asociadas a la densidad de carga magnética ρ̂g y la densidad de corriente eléctri-
ca Ĵ ie. En el caso de la ecuación de Ampère, las perturbaciones de la corriente eléctrica se pueden
escribir de la siguiente manera

J
(N/S)i
e0 = 0,

J
(N/S)i
e1 = θ εij3xjg

(N/S)
1 ,

J
(N/S)i
e2 = θ2 εij3xjg

(N/S)
2 , (9.0.6)
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donde

g
(N/S)
1 :=

3

r6
, g

(N/S)
2 := ±

3
[
∓4z (2r ∓ z) ρ2 ± z3 (r ∓ z) + 5ρ4

]
r10ρ2

.

Por otra parte, en el caso de la ley de Gauss es posible determinar las correcciones a la carga
magnética a partir de las deformaciones del potencial de norma Âµ(x; θ) sin tener que recurrir a
las perturbaciones de la densidad de carga ρ̂g, es decir, podemos calcular el flujo magnético para
obtener la carga efectiva geff . Para este caso tenemos una carga magnética efectiva dada por

4πgeff = g

(
4π + 2π

θ2

r4
+O(θ3) + ...

)
,

la cual calculamos hasta segundo orden en el parámetro de no conmutatividad. Este resultado puede
se obtuvo calculando las integrales

´
Γ
~A(N/S)1 · ~ds y

´
Γ
~A(N/S)2 · ~ds, donde Γ es un circuito de radio

r en el ecuador (ϑ = π/2) positivamente (negativamente) orientado hacia el hemisferio norte (sur).
Es claro que en el límite θ → 0 obtenemos geff → g.

Es importante resaltar que esta deformación no-conmutativa a la teoría electromagnética sigue
siendo una teoría de norma con grupo de simetría U∗(1) y parámetro de norma Λ̂(x; θ). Usando
este hecho analizamos la condición de cuantización de Dirac (CCD) en el contexto no-conmutativo.
Para ellos consideramos una carga eléctrica, la cual se mueve en un circuito cerrado en una vecin-
dad de un monopolo magnético. Por lo tanto, la función de onda asociada al monopolo magnético
no-conmutativo Ψ̂, es solución a la ecuación de Schrödinger deformada que describe una partícula
no relativista de masa m en un campo externo generado por los potenciales ~AN (~r; θ) y ~AS(~r; θ).
En la región de superposición RN ∩ RS , ambos expresiones de los potenciales ÂNµ y ÂSµ son regu-
lares y además están relacionadas a través de una transformación de norma. Si ahora se considera
una trayectoria cerrada l en la región de superposición obtenemos que las funciones de onda son
univaluadas si el factor de fase es un múltiplo de 2π, es decir

∆S = 2πn, n ∈ Z.

Por lo tanto se puede concluir que la condición de cuantización de Dirac para el caso no-conmutativo
se preserva si y sólo si las contribuciones no conmutativas del parámetro de norma son nulas:
Λ

(n)
λ = 0, para n ≥ 1 o de periodicidad 2π.
La importancia de esta parte del trabajo tesis radicó en mostrar que la no-conmutatividad en las

coordenadas espaciales pueden incorporarse a la teoría electromagnética de Maxwell de tal manera
que la condición de cuantización de Dirac se preserve, es decir, la cuantización de la carga eléctrica
es compatible con la no-conmutatividad. Este resultado se obtuvo y fue consecuencia directa de los
cálculos que se realizaron, por medio de los cuales mostramos que Λ

(n)
λ = 0, para n ≥ 1.

Con respecto a las contribuciones asociadas a las deformaciones de las fuentes no podemos
decir mucho al respecto ya que solo calculamos algunas contribuciones debido a la complejidad
de los cálculos. Para poder decir algo más acerca de las deformaciones de las fuentes tendríamos
que calcular un número grande de contribuciones para así determinar que tipo de distribución de
la carga magnética y de la corriente eléctrica se induce debido a la aplicación de Seiberg-Witten.
Como trabajo a futuro en está dirección se pueden introducir fuentes magnéticas descritas por una
distribución gaussiana pesada por el parámetro de no-conmutatividad de la siguiente manera

gδ(~x)→ ρmag(~x) =
g

(4πθ)
3
2

exp
(
−~x2/4θ

)
. (9.0.7)
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Este tipo de distribuciones no-conmutativas han sido muy útiles en soluciones exactas de agujeros
negros cargados y en teorías de norma no-conmutativas [95]. De la misma manera podríamos pro-
poner como distribución de carga magnética a (9.0.7) y posteriormente buscar soluciones exactas a
las ecuaciones de Maxwell no-conmutativas, sin tener que recurrir al tratamiento perturbativo que
utilizamos aquí. Finalmente podríamos comparar con los resultados obtenidos en este trabajo.

Por otra parte, en lo que concierne a la dinámica de monopolos magnéticos, estudiamos la defor-
mación no-conmutativa del espacio-tiempo de Atiyah-Hitchin la cual es una variedad 4-dimensional
hiper-Kähler con grupo de isometría SO(3) y fue encontrado en 1991 [91]. La importancia de este
espacio-tiempo reside en que es una métrica que aparece de manera natural en el espacio de pará-
metros de dos monopolos magnéticos no-abelianos SU(2) y sus geodésicas describen la dispersión
de los monopolos a bajas energías [65].

Debido a que este espacio-tiempo es Kähler tiene la característica de ser una variedad cuasi-
compleja que además tiene una función escalar llamada potencial de Kähler Ω; el potencial de
Kähler está relacionado con el tensor métrico de acuerdo a

ds2 = 2gi̄dτ
idτ ̄, gi̄ = ∂i∂̄Ω = ∂i̄Ω = Ωi̄, (9.0.8)

donde τ i = p, q, τ ̄ = p̄, q̄ son las coordenadas holomorficas y no-holomorficas del espacio-tiempo de
Kähler respectivamente. Adicionalmente las ecuaciones auto-duales en el vacío de Einstein satisfacen
una condición de curvatura que se puede escribir en términos del potencial de Kähler Ω que es
conocida como la primera ecuación de Plebanski, primera ecuación de heavenly o como la ecuación
de Monge-Ampère [83]

Ωpp̄Ωqq̄ − Ωpq̄Ωqp̄ = 1. (9.0.9)

En esta tesis llevamos a cabo una deformación no-conmutativa al potencial de Kähler con el objetivo
de preservar el carácter tipo-Kähler después de la deformación.

La manera como se procedió para hacer esta deformación está basada en el trabajo de Strachan
[90], en el cual se desarrolla una deformación de ecuaciones diferenciales basada en un producto-*
asociativo junto con sus aplicaciones a la teoría de sistemas integrables. Todos los sistemas integra-
bles pueden ser escritos en términos de una 2-forma Ω, la cual satisface las siguientes ecuaciones

dΩ = 0,

Ω∧Ω = 0.

Estas ecuaciones codifican las condiciones de integrabilidad (admiten una descomposición en pares
de Lax) de estos sistemas en una manera muy elegante. Como caso particular de un sistema integra-
ble estábamos interesados en el caso de una deformación integrable de las ecuaciones auto-duales
en el vacío de Einstein que en cuatro dimensiones es una métrica hiper-Kähler. Para este análisis
definimos la 2-forma Ω deformada de la siguiente manera

Ω := dp ∧ dq + λ(Ω̂pp̄dp ∧ dp̄+ Ω̂pq̄dp ∧ dq̄ + Ω̂qp̄dq ∧ dp̄+ Ω̂qq̄dq ∧ dq̄) + λ2dp̄ ∧ dq̄, (9.0.10)

la cual satisface la condición dΩ = 0 si y sólo si ∂kΩ̂i̄ = 0 = ∂k̄Ω̂i̄. Adicionalmente, la segunda
condición de integrabilidad podemos reescribirla de la siguiente manera

Ω∧Ω = λ2({Ω̂p, Ω̂q}∗M − 1)dp ∧ dp̄ ∧ dq ∧ dq̄
= 0,
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donde {·, ·}M , es el corchete de Moyal definido como{F, G}MB := 1
iθ (F ∗G−G ∗ F ) . Por lo tanto

una deformación basada en criterios de integrabilidad de las ecuaciones auto-duales en el vacío de
Einstein siguiere hacer una deformación en la condición de curvatura (9.0.9)

{Ω̂p, Ω̂q}∗M = 1. (9.0.11)

En esta tesis usamos este resultado para hacer una deformación del espacio-tiempo Kähler, donde
asumimos el siguiente desarrollo perturbativo en potencias del parámetro θ de no-conmutatividad
para el potencial de Kähler deformado

Ω̂ = Ω+

∞∑
n=1

θnΩ(n) =

∞∑
n=0

θnΩ(n), (9.0.12)

donde las deformaciones Ω(n) son funciones desconocidas por determinar. Como objetivo principal
de este problema, nos enfocamos a buscar un procedimiento para encontrar un Ansatz para las
deformaciones Ω(n). La manera en que procedimos fue la siguiente: usamos el formalismo estándar
para estudiar deformaciones no-conmutativas para la gravedad de Einstein, es decir, escribimos
las deformaciones de un tensor métrico deformado ĝµν(x; θ) en términos de un sistema de campos
locales que corresponden al deformado êaµ(x; θ). Usando esta idea fue posible escribir el potencial
deformado Ω̂ en términos del vierbein êaµ(x; θ) de la siguiente manera

g(n)
µν =

n∑
m=0

e(m)a
µ e(n−m)b

ν ηab =
(
δiµδ

̄
ν + δiνδ

̄
µ

)
Ω

(n)
i̄ . (9.0.13)

Finalmente el problema se redujo a dar un Ansatz para el vierbein êaµ(x; θ) e integrar la ecuación
anterior para obtener las deformaciones del potencial de Kähler. Como caso particular calculamos
el potencial de Kähler a primer orden y obtuvimos el siguiente resultado

Ω(1) = (e
(1)3
p̄ p̄+ e

(1)3
q̄ q̄ + e(1)2

q Ωp)q + (e
(1)1
p̄ p̄+ e

(1)1
q̄ q̄ + e(1)4

p Ωq)p+
(
e(1)4
q + e(1)2

p

)
Ω,

donde e(1)4
q , e

(1)2
p , e(1)3

q̄ y e
(1)3
p̄ son combinaciones lineales de las componentes de la métrica no-

deformada, es decir, e(1)a
µ ∝ α+ β Ωpp̄ + γΩqq̄ + δΩpq̄ + σΩqp̄.

Finalmente analizamos las deformaciones no-conmutativas a las soluciones auto-duales en el
vacío de Einstein

dŜ2 =

∞∑
n=0

θnJ (n)
r rJds

2+

∞∑
n=0

n−1

θn
∑

m=1

rJJ
(n−m)
r

(
J (m)
r r−1rqrq̄ + Ω

(m)
qq̄

) 1

4

[
γijdx

idxj − dJ2
]
,

donde dŜ2 es el elemento de línea deformado y ds2 es el elemento de línea no-deformado dado por

ds2 =
1

2

{(
r

rJ

)[
2dθ̃ +

i

r
(rqdq − rq̄dq̄)

]2

+
(rJ
r

) (
dJ2 + 4rdqdq̄

)}
, (9.0.14)

y el cual está relacionado con (9.0.8) por una transformación de Legendre.
Finalmente como perspectivas en esta linea de investigación, podemos aplicar este resultado

al caso de la métrica de Atiyah-Hitchin con el fin de estudiar los efectos no-conmutativos en la
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dinámica de los monopolos magnéticos. Para conocer explícitamente la deformación no-conmutativa
de la métrica de A-H es necesario conocer el potencial de Kähler asociado a la métrica de Atiyah-
Hitchin. Una vez que se tiene la deformación de la métrica de A-H, el siguiente paso es utilizarla
para analizar correcciones no-conmutativas en el cálculo de la dispersión frontal de dos monopolos.
De manera más precisa en el capítulo 8 se analizó la dispersión frontal de dos monopolos clásicos
interactuantes, en donde obtuvimos que

Θ = ∆ψ̃
∣∣∣t=∞
t=−∞

= I1

ˆ ∞
−∞

dt

β(r)2
,

donde Θ es el ángulo de dispersión. El análogo de esta cantidad sería una dispersión NC que se
debe de poder expresar como una serie de potencias del parámetro no-conmutativo θ de la siguiente
manera

ΘNC = Θ + θµνΘ(1)
µν + . . . ,

donde las correcciones Θ
(1)
µν deben estar asociadas a las contribuciones obtenidas por la deformación

de la métrica de Atiyah-Hitchin. Estas correcciones deben tener efectos directos sobre la dispersión
de monopolos.



Apéndice A

El parámetro de norma Λ̂λ

A.1. El parámetro de norma Λ̂λ para el monopolo magnético
U(1)∗

El objetivo de esta esta sección es calcular las perturbaciones a todos los órdenes del parámetro
de norma no conmutativo Λ̂λ para el caso del monopo magnético con grupo de simetría U(1) usando
el mapeo de SW y la formulación de Wu-Yang.

Consideremos la expresión general para el parámetro de norma a orden n+ 1 Λn+1, el cual fue
encontrado usando el mapeo de SW ( ver sección 3.3.2). Ahora consideremos el potencial de norma
Aµ asociado a un monopolo magnético con un grupo de simetría abeliano U(1) ( conmutativo ),
entonces las correcciones no conmutativas para el parámetro de norma se puede escribir como:

Λn+1 = − 1

4(n+ 1)
θkl

∑
p+q+r=n

{Apk, ∂lΛ
q}∗r. (A.1.1)

Desarrollando la suma del anti conmutador podemos escribir

Λn+1 = − 1

4(n+ 1)
θµ1ν1

(
{Anµ1

, ∂ν1λ}+ {An−1
µ1

, ∂ν1Λ1}+ ...+ {A0
µ1
, ∂ν1Λn}

+{An−1
µ1

, ∂ν1λ}∗1 + ...+ {A0
k, ∂ν1Λn−1}∗1

...

+{A1
µ1
, ∂ν1λ}∗n−1 + {A0

k, ∂ν1Λ1}∗n−1

+{A0
µ1
, ∂ν1λ}∗n

)
, (A.1.2)

donde en cada renglón se ha puesto las contribuciones del anti-conmutador {, }∗r que requieren
una deformación Moyal a orden ∗r para r = 0, . . . n, es decir, en el primer renglón están todas las
contribuciones del tipo {, }∗r=0, en el segundo renglón todas las contribuciones de tipo {, }∗1, y así
sucesivamente hasta llegar al último renglón con las contribuciones del tipo {, }∗n.
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Por otro lado, consideremos un conmutador del tipo {A, B}∗k, donde A y B son funciones de
xi y ∗k es la contribución a orden k del producto Moyal definido por (2.2.1); se puede verificar
fácilmente que este anti conmutador tiene la siguiente propiedad:

{A, B}∗k =


0 para k par ,

2A ∗k B para k impar .

Ahora usaremos esta propiedad del anti-conmutador deformado {, }∗k para simplificar el cálculo del
parámetro de norma Λn+1. Para esto, comencemos analizando los órdenes más bajos de parámetro
Λ̂. En la sección 5.4 se calcularon las correcciones no conmutativas del parámetro Λ̂ a primer
y segundo orden, obteniendo Λ1 = 0 y Λ2 = 0. Ahora asumiremos que esto es válido hasta el
n−ésimo orden, es decir, Λk = 0 con k = 1, . . . n; nos gustaría mostrar que esta hipótesis implica
que la expresión

Λn+1 = − 1

4(n+ 1)
θµ1ν1

(
{Anµ1

, ∂ν1λ}+
n∑
s=1

{An−sµ1
, ∂ν1λ}∗s

)
, (A.1.3)

también se anula para el (n + 1)- ésimo orden. Para obtener la expresión (A.1.3) hemos asumido
que Λk = 0 para k 6= 0 en la ecuación (A.1.2).

Por otro lado, en la sección 5.3 discutimos la forma explícita para las perturbaciones del potencial
de norma Âµ hasta cuarto orden, es decir, para Ank donde n = 1, . . . 4. Además de esto, se observó
que estos potenciales presentan una simetría muy particular y se conjeturó que está simetría debe
preservarse a todos los ordenes, entonces asumiremos que los potenciales se pueden escribir como:

Ank = −εkixifn, (A.1.4)

donde fn son funciones que tienen la siguiente dependencia fn = fn(x2, y2, z). Este resultado es
fundamental para los propósitos de este trabajo, es decir, sólo usaremos la forma de los potenciales
Ank y la dependencia funcional de fn sin tener la necesidad de conocer explícitamente la forma de
estas funciones. Usando un procedimiento similar al empleado en (5.4.3), obtenemos que el primer
término de la ecuación (A.1.3) es nulo: θµ1ν1{Anµ1

, ∂ν1λ} = 0. Para el segundo término de (A.1.3)
necesitamos calcular la expresión general θµ1ν1{An−sµ1

, ∂ν1λ}∗s. De acuerdo con la propiedad del
anticonmutador {, }∗s, todas las contribuciones con s impar son nulas y las contribuciones para s
par son:

n∑
s=1

θµ1ν1{An−sµ1
, ∂ν1λ}∗s = 2

n∑
s=1

θµ1ν1An−sµ1
∗s ∂ν1λ.

A continuación, calcularemos este anti-conmutador para el caso más general, teniendo en cuenta
únicamente la dependencia en las coordenadas de los potenciales de norma y del parámetro de
norma. Para esto usaremos por simplicidad la siguiente notación para los potenciales de norma
An−sµ1

→ Aµ1
. Por lo tanto sólo necesitamos enfocarnos en calcular el siguiente término

θµ1ν1Aµ1
∗n ∂ν1λ =

1

n!

(
i

2

)n
θµ1ν1 · · · θµn+1νn+1∂µn+1 · · · ∂µ2Aµ1∂νn+1 · · · ∂ν2∂ν1λ.

Ahora, usando la forma simetría del potencial y del parámetro de norma Aµ1
= −εµ1ix

if y ∂ν1λ =
−εν1jxjg, podemos calcular las derivadas del lado derecho de la ecuación anterior:
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∂µn+1
· · · ∂µ2

Aµ1
= −εµ1i

(
δiµ2

∂µ3
· · · ∂µn+1

f + · · ·+ δiµn+1
∂µ2
· · · ∂µnf + xi∂µ2

· · · ∂µn+1
f
)

∂νn+1
· · · ∂ν2∂ν1λ = −εν1j

(
δjν2∂ν3 · · · ∂νn+1

g + · · ·+ δjνn+1
∂ν2 · · · ∂νng + xj∂ν2 · · · ∂νn+1

g
)
.

En consecuencia el producto θµ1ν1Aµ1
∗n ∂ν1λ se puede desarrollar como

θµ1ν1Aµ1
∗n ∂ν1λ =

1

n!

(
i

2

)n
θ θµ2ν2 · · · θµn+1νn+1

[(
δiµ2

∂µ3
· · · ∂µn+1

f + · · ·+ δiµn+1
∂µ2
· · · ∂µnf

)
×εijxj∂ν2 · · · ∂νn+1

g + εijx
i∂µ2
· · · ∂µn+1

f
(
δjν2∂ν3 · · · ∂νn+1

g + · · ·+ δjνn+1
∂ν2 · · · ∂νng

)
+εijx

ixj∂µ2
· · · ∂µn+1

f∂ν2 · · · ∂νn+1
g +

(
δiµ2

∂µ3
· · · ∂µn+1

f + · · ·+ δiµn+1
∂µ2
· · · ∂µnf

)
× εij

(
δjν2∂ν3 · · · ∂νn+1

g + · · ·+ δjνn+1
∂ν2 · · · ∂νng

)]
, (A.1.5)

donde hemos usado θµ1ν1 = θεµ1ν1 . Los dos primeros términos de esta ecuación, los cuales se
denotaran por Sn, se pueden escribir de la siguiente manera

Sn =
1

n!

(
i

2

)n
θ θµ2ν2 · · · θµn+1νn+1

(
εµ2 jx

j∂µ3 · · · ∂µn+1f∂ν2 [∂ν3 · · · ∂νn+1g] + . . .

+εµn+1 jx
j∂µ2

· · · ∂µnf [∂ν2 · · · ∂νn ]∂νn+1
g + εi ν2x

j∂µ2
[∂µ3
· · · ∂µn+1

f ]∂ν3 · · · ∂νn+1
g + . . .

+εi νn+1x
i[∂µ2 · · · ∂µn ]∂µn+1f∂ν2 · · · ∂νng

)
, (A.1.6)

o de manera equivalente, renombrando los indices mudos, podemos escribir esta expresión en tér-
minos de derivadas totales:

Sn =
1

n!

(
i

2

)n
θ θµ2ν2 · · · θµn+1νn+1(εµ2 jx

j∂ν2 [∂µ3
· · · ∂µnf∂ν3 · · · ∂νng] + ...

+εµn+1 jx
j∂νn+1

[∂µ2
· · · ∂µnf∂ν2 · · · ∂νng]). (A.1.7)

Esta expresión se puede escribir en términos de productos Moyal, es decir:

Sn =
1

n

(
i

2

)
θ

n+1∑
s=2

θµsνsεµs jx
j∂νs

(
f ∗n−1 g

)
=

i

2
θ2 xj∂j

(
f ∗n−1 g

)
. (A.1.8)

donde hemos usado θµαεµβ = θ δαβ y
n+1∑
s=2

1 = n para obtener este resultado.

El tercer término de (A.1.5) es claramente cero debido a que εij es un tensor antisimétrico y
entonces εijxixj = 0. Para el último término de la ecuación (A.1.5) se puede ver como una arreglo
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matricial de n× n si lo reescribimos como sigue

1

n!

(
i

2

)n
θ θµ2ν2 · · · θµn+1νn+1εij

×
[
δiµ2

δjν2∂µ3
· · · ∂µn+1

f∂ν3 · · · ∂νn+1
g + ...+ δiµ2

δjνn+1
∂µ3
· · · ∂µn+1

f∂ν2 · · · ∂νng

...
. . .

+ δiµn+1
δjν2∂µ2

· · · ∂µnf∂ν3 · · · ∂νn+1
g + ...+ δiµn+1

δjνn+1
∂µ2
· · · ∂µnf∂ν2 · · · ∂νng

]
, (A.1.9)

donde los elementos de la diagonal dentro del paréntesis están dados por

1

n

(
i

2

)
θ
n+1∑
s=2

θµsνsεµsνsf ∗n−1 g = iθ2 (f ∗n−1 g), (A.1.10)

donde hemos usado θµsνsεµsνs = θεµsνsεµsνs = 2θ y
n+1∑
s=2

1 = n. Para el resto de los elementos de la

matriz obtenemos
1

n

(
i

2

)
θ
n+1∑
r 6=s=2

θ(f ∗n−1 g) =
iθ2

2n
(n2 − n)(f ∗n−1 g), (A.1.11)

donde hemos usado θµrνrεµrνs = θ δνrνs y la suma tiene el valor
n+1∑

1
r 6=s=2

= n2 − n.

Combinando las ecuaciones (A.1.8), (A.1.10) y (A.1.11), se puede derivar la siguiente fórmula
recursiva para (A.1.5):

θµ1ν1Aµ1
∗n ∂ν1λ =

iθ2

2n

[
(n2 + n) f ∗n−1 g + n xj∂j

(
f ∗n−1 g

)]
, (A.1.12)

donde se ha asumido que n es par. Este resultado nos dice que para calcular el producto θµ1ν1Aµ1
∗n

∂ν1λ necesitamos conocer el producto f ∗n−1 g.
En la sección 5.3 vimos que las funciones f y g son funciones cuadráticas de las coordenadas

cartesianas x y y; en consecuencia las derivadas de estas funciones tienen una forma muy particular,
es decir, ∂if = xiF y ∂ig = xiG, para i = 1, 2 donde estas funciones F y G nuevamente son
funciones cuadráticas en x y y. Con estos elementos en la mano calculamos el producto Moyal entre
las funciones f y g a un orden arbitrario:

f ∗m g =
1

m!

(
i

2

)m
θµmνm · · · θµ1ν1∂µm · · · ∂µ2(xµ1F )∂νm · · · ∂ν2(xν1G).

Para esto, primero calculamos las derivadas de f y g:

∂µm · · · ∂µ2
∂µ1

f =
(
δµ1µ2

∂µ3
· · · ∂µmF + · · ·+ δµ1µm∂µ2

· · · ∂µm−1
F + xµ1

∂µ2
· · · ∂µmF

)
,

∂νm · · · ∂ν2∂ν1g =
(
δν1ν2∂ν3 · · · ∂νmG+ · · ·+ δν1νm∂ν2 · · · ∂νm−1G+ xν1∂ν2 · · · ∂νmG

)
.
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Por lo tanto el producto f ∗m g se puede escribir como:

f ∗m g =
1

m!

(
i

2

)m
θµmνm · · · θµ1ν1 [

(
δµ1µ2

∂µ3
· · · ∂µmF + · · ·+ δµ1µm∂µ2

· · · ∂µm−1
F
)

×xν1∂ν2 · · · ∂νmG+
(
δν1ν2∂ν3 · · · ∂νmG+ · · ·+ δν1νm∂ν2 · · · ∂νm−1

G
)
xµ1∂µ2

· · · ∂µmF

+xµ1xν1∂µ2 · · · ∂µmF∂ν2 · · · ∂νmG+
(
δµ1µ2∂µ3 · · · ∂µmF + · · ·+ δµ1µm∂µ2 · · · ∂µm−1F

)
×
(
δν1ν2∂ν3 · · · ∂νm−1

G+ · · ·+ δν1νm∂ν2 · · · ∂νnG
)
. (A.1.13)

Siguiendo una manipulación algebraica similar a la empleada en la ecuación (A.1.5), se puede derivar
la siguiente fórmula recursiva para f ∗m g

f ∗m g =
θ2

m(m− 1)

(
i

2

)2

[(m2 −m)F ∗m−2 G+ (m− 1) xj∂j
(
F ∗m−2 G

)
], (A.1.14)

de donde hemos obtenido que para calcular el producto f ∗m g necesitamos calcular productos
F ∗m−2 G ∗m−2, es decir, productos de dos ordenes menor. Es importante notar que esta relación
recursiva es válida para cualquiera funciones f , g, F y G tales que son funciones cuadráticas en x
y y ; además están relacionadas de la siguiente manera:∂if = xiF y ∂ig = xiG, para i = 1, 2.

Ahora recordemos que en (A.1.12) necesitamos calcular el producto f ∗n−1 g, por lo tanto si
elegimos m = n− 1, obtenemos

f ∗n−1 g =
θ2

(n− 1)(n− 2)

(
i

2

)2

[(n2 − 3n+ 2)F ∗n−3 G+ (n− 2) xj∂j
(
F ∗n−3 G

)
]. (A.1.15)

Este resultado nos dice que para calcular el producto de la forma f ∗n−1 g necesitamos conocer el
valor de F ∗n−3 G. Por lo tanto, si usamos de manera reiterativa la ecuación (A.1.14) para calcular
los productos que aparecen en (A.1.15), podemos concluir que sólo necesitamos conocer el producto
a menor orden f ′ ∗1 g′ para poder determinar el producto a orden mayor f ∗n−1 g, donde hemos
asumido que n es un entero par. Ahora si tomamos n = 2 en la ecuación (A.1.15) obtenemos
f ∗1 g = 0 y por lo tanto se deduce que f ∗n−1 g = 0 para n par.

Usando este resultado en (A.1.12), obtenemos entonces que θµ1ν1Aµ1
∗n ∂ν1λ = 0; esto a su vez

implica que el segundo termino en (A.1.3) también se anula. Con esto hemos demostrado que el
parámetro de norma a todos los ordenes Λn+1 = 0 y por lo tanto Λ̂ = λ0. Este resultado implica
que la condición de cuantización de Dirac se satisface.



Apéndice B

La ecuación de Schrödinger en campo
electromagnético

En la mecánica clásica, podemos describir el movimiento de una partícula usando una ley de
fuerza de Lorentz, que contiene campos, o usando el formalismo canónico y la función de Hamilton,
la cual se expresa en términos de potenciales. Pero si queremos describir la dinámica de la partícula
en la mecánica cuántica, nos vemos obligados a utilizar el formalismo canónico porque la ecuación
de Schrödinger contiene explícitamente la función de Hamilton. Para una partícula con carga e en
parecencia de un campo electromagnético el hamiltoniano es de una forma

H =
1

2m

(
~p− e ~A(~r)

)2

+ eφ(~r) + V (~r),

donde V representa un posible potencial no eléctrico. Si escribimos el momento en la forma ~p =
−i~~∇ y ponemos el Hamiltoniano en la ecuación de Schrödinger, obtenemos[

1

2m

(
i~~∇+ e ~A(~r)

)2

+ eφ(~r) + V (~r)

]
Ψ = i~

∂Ψ

∂t
, (B.0.1)

la cual describe la dinámica de la partícula cargada en el campo electromagnético.
Para propósitos de este trabajo consideremos el caso de una partícula cargada en las pro-

ximidades de un monopolo magnético con un campo magnético ~B. Para resolver la ecuación
de Schrödinger, primero debemos determinar los potenciales ~A y φ. Debido a que estamos con-
siderando que el campo externo es debido a un monopolo magnético, el campo eléctrico es nulo
~E = −~∇φ = 0, entonces elegimos φ = 0, que satisface la ecuación anterior. Por lo tanto podemos
simplificar la ecuación (B.0.1) como

1

2m

(
i~~∇+ e ~A(~r)

)2

Ψ = i~
∂Ψ

∂t
, (B.0.2)

La incorporación hecha por Dirac de una interacción electromagnética mediante una fase eig(~r,t) en
la función de onda Ψ(~r, t) = eig(~r,t)Ψ′(~r, t), con g(~r, t) real de tal forma que el módulo de eig(~r,t)
es uno. El factor de fase g(~r, t) conocido como fase no integrable permite identificar el potencial
vectorial ~A(~r) = (~/e) ~∇g(~r). La única condición es que el cambio del factor de fase

¸
l
~A(~r) · d~r
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después de dar un giro a lo largo de la trayectoria cerrada l que rodea dicho punto debe ser un
múltiplo de 2π. Este cambio de fase se interpreta como el flujo de un campo magnético Φm a través
de la superficie σ delimitada por la frontera l, es decir, usando el teorema de Stokes podemos obtener

˛

l

~A(~r) · d~x =

ˆ

σ

[
~∇× ~A(~r)

]
· d~s =

ˆ
σ

~B(~r) · d~σ = Φm.

Ahora, usando la idea de Dirac de incorporar la interacción de un campo electromagnético
mediante una fase en la función de onda de la ecuación de Schrodinger (B.0.1), es decir

Ψ(~r, t) = eig(~r)Ψ′(~r, t),

donde

g(~r) ≡ e

~

ˆ ~r

0

~A(~r) · d~r. (B.0.3)

El punto inicial de integración O se elige de forma arbitraria, lo que es consecuencia de la libertad
de norma para potenciales electromagnéticos. En este punto, es crucial que el potencial ~A sea
irrotacional (el campo ~B es cero), de lo contrario, g(~r) dependerá de la ruta de integración en la
ecuación (B.0.3), por lo que la fase (B.0.3) no será una función exclusiva de ~r.

En términos de Ψ′ el gradiente de Ψ es

~∇Ψ = eig(~r)~∇ (ig(~r)) Ψ′ + eig(~r)
(
~∇Ψ′

)
.

Ya que ~∇g(~r) = (e/~) ~A(~r), (
i~~∇+ e ~A(~r)

)
Ψ = i~eig(~r)~∇Ψ′,

y además (
i~~∇+ e ~A(~r)

)2

Ψ = −~2eig(~r)~∇2Ψ′.

Poniendo este resultado en la ecuación (B.0.1) y cancelando el factor eig(~r), obtenemos[
− ~2

2m
~∇2 + V (~r)

]
Ψ′ = i~

∂Ψ′

∂t
. (B.0.4)

De este resultado podemos que la función de onda Ψ′ es una solución de la ecuación de Schrödinger
en ausencia de potencial vectorial ~A. Entonces, si podemos resolver la ecuación (B.0.4), la solución
en presencia del campo vectorial ~A es la misma función de onda, multiplicada por el factor de fase
eig(~r).



Apéndice C

Representaciones de SU(2)

En este apéndice proporcionamos detalles de la parametrización del grupo SU(2) y formas
diferenciales en el espacio de grupo. Una representación arbitraria del grupo SU(2) viene dada por
el conjunto de tres generadores Tk, que satisfacen el álgebra de Lie

[Ti, Tj ] = iεijkTk,

donde ε123 = 1. Los elementos del grupo estan dados por la matriz U = exp {iT · ω} , donde los
elementos del grupo en la representación funadamental Tk = 1

2σk, k = 1, 2, 3, donde

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
,

son las matrices de Pauli estandar, las cuales satisfacen la realción

σiσj = δij + iεijkσk.

El vector ω tiene componentes ωk en un sistema de coordenadas dado.
Geométricamente, las matrices U son generadores de las rotaciones de los espinores en un es-

pacio de tres dimensiones R3 y los parámetros ωk son los ángulos de rotación correspondientes. La
parametrización de Euler de una matriz arbitraria de la transformación SU(2) se define en términos
de tres ángulos θ, ϕ y ψ como

U(ϕ, θ, ψ) = Uz(ϕ)Uy(θ)Uz(α) = eiσ3
ϕ
2 eiσ2

θ
2 eiσ3

ψ
2

=

(
ei
ϕ
2 0

0 e−i
ϕ
2

)(
cos θ2 sin θ

2

− sin θ
2 cos θ2

)(
ei
ψ
2 0

0 e−i
ψ
2

)

=

(
cos θ2e

i(ψ+ϕ) sin θ
2e
−i(ψ−ϕ)

− sin θ
2e
i(ψ−ϕ) cos θ2e

−i(ψ+ϕ)

)
. (C.0.1)

Por lo tanto, la variedad de grupo SU(2) es isomorfo a la tres esferas S3. Los ángulos de Euler
ϕ, θ, α toman valores dentro de los intervalos 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π y 0 ≤ α ≤ 4π. Tenga
en cuenta que la reducción al espacio paramétrico del grupo ortogonal SO(3) se puede obtener si
fijamos el rango de valores del ángulo α, el cual debe restringirse al intervalo 0 ≤ α ≤ 2π y hacer
la identificación α ∼ α+ 2π.
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Apéndice D

Cuaterniones

El espacio euclidiano tetradimensional R4 es un espacio bastante especial, ya que admite una
estructura multiplicativa natural. Esto se vuelve muy importante para aclarar la descripción de los
espacios de parámetros de los monopolos.

Consideremos un conjunto de matrices complejas de 2 × 2 en R4, las cuales de cierran bajo la
adición y multiplicación de la matrices por escalares reales y, por lo tanto, se puede considerar como
un verdadero espacio vectorial. Las bases del espacio R4 está dada por el conjunto de matrices

e1 =

(
0 −i
−i 0

)
= −iσ1, e2 =

(
0 −1
1 0

)
= −iσ2,

e3 =

(
−i 0
0 i

)
= −iσ3, e4 =

(
1 0
0 1

)
= I2,

las cuales satisfacen el álgebra

e4eµ = eµe4 = eµ, enem = −δnm + εnmkek (n, m, k = 1, 2, 3). (D.0.1)

La base {eµ} proporciona un isomorfismo natural de R4 a R4 dado por el mapeo

X = e1x1 + e2x2 + e3x3 + e4x4 → xµ = (x1, x2, x3, x4).

Dado que la base {eµ} es ortonormal, este mapeo no cambia la norma ‖X‖2 = x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4

y tal isomorfismo es una isometría. Tenga en cuenta que una matriz X del espacio R4 se puede
escribir como

X =

(
x1 − ix4 −ix2 − x3

−ix2 + x3 x1 + ix4

)
,

por lo tanto la norma se puede escribir ‖X‖2 = detX.
Las relaciones de conmutación (D.0.1) es un caso particular de la bien conocida álgebra de

cuaterniones. El espacio de los cuaterniones H se puede escribir como el conjunto de matrices
complejas R4 equipado con un conjunto de operaciones matriciales estándares, o como el espacio
vectorial R4 con estructura multiplicativa.

Como e4 es una identidad multiplicativa, podemos escribir un cuaternario arbitrario como X =
x4 + xnen. La operación de la conjugación cuaterniónica se define de la siguiente manera

X =→ X̄ = xµēµ = x4 − xnen.
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Por lo tanto, si un cuaterniónX se considera como una matriz enR4, su conjugado X̄ es la matriz de
transpuesta conjugada. El producto de dos cuaterniones se puede calcular utilizando las relaciones
(D.0.1). En particular, tenemos X̄X = XX̄ = ‖X‖2. Las partes real e imaginaria de un cuaternión
son

ReX =
1

2
(X + X̄) = X4, ImX =

1

2
(X − X̄) = Xnen.

Los cuaterniones cuya parte imaginaria es igual a cero se llaman cuaterniones reales. Una unidad
quaternion satisface la relación ‖X‖2 = 1. Claramente, estos cuaterniones corresponden a los ele-
mentos de R4 con determinante de valor uno, es decir, el grupo cuaterniones unitarios es realmente
el grupo SU(2). Su espacio de grupo es una esfera S3 surge de manera natural como un subespacio
de R4.

Las nociones cuaterniónicas hacen que muchas relaciones sean compactas y transparentes. Por
ejemplo, las matrices euclidianas de Dirac γµ simplemente se vuelven

γµ =

(
0 eµ
ēµ 0

)
, {γµ, γν} = 2δµν .

Como el conjunto de cuaterniones unitarios forma el grupo SU(2), las propiedades de transformación
de vectores y espinores también se pueden escribir en notaciones cuaterniónicas. Recuerde que
las transformaciones del grupo SU(2) se pueden descomponer en rotaciones izquierda y derecha
comoSU(2)L × SU(2)R. La unidad cuaternión X y Y se puede establecer en correspondencia con
los elementos de estos subgrupos: X → x ∈ SU(2)L, Y → y ∈ SU(2)R. Entonces un cuaternión
vector se transforma como v → X v Ȳ , mientras que los cuaterniones spinores s, c, que corresponde
a las representaciones del grupo Lorentz (0, 1

2 ), ( 1
2 , 0), respectivamente, transformar como

s→ X s; c→ Y c.

En está notación, la ecuación de Dirac euclideana para un espinor sin masa se puede escribir(
0 D
D̄ 0

)(
s
c

)
= 0,

donde D ≡ eµDµ es el operador de Dirac cuaterniónico y D̄ ≡ ēµDµ. Este sistema se puede
desacoplar en par de ecuaciones de Weyl que describe fermiones sin masa de una quiralidad dada:

Dc = 0, D̄s = 0.

El operador DD̄ = DµDµ es el operador de Laplace usual.
Los cuaterniones (pseudo)-scalares y (pseudo)-tensor pueden construirse por multiplicación de

los cuaterniones espinoriales y vectores. Tomemos, por ejemplo, dos vectores v = vµeµ y w = wµeµ.
Uno encuentra fácilmente que las partes reales de los productos cuaterniónicos vw̄ y v̄w se transfor-
man como escalares mientras su parte imaginaria transforma como un auto-dual y anti-auto-dual
tensor anti-simétrico de segundo rango, respectivamente. En particular, la ecuación cuaternionica

D̄v = 0,

la cual define el vector tangente Tv, puede escribirse en notación de componentes como

Dµvµ = 0, Dµvν −Dνvµ =
1

2
εµνρσDρvσ = 0. (D.0.2)

La segunda de estas ecuaciones es la ecuación auto-dual para el tensor Fµν = Dµvν −Dνvµ.



Apéndice E

Geometría compleja

Mientras que el espacio de parámetros siempre viene con una métrica que define la conexión
afín y el tensor de curvatura, los espacios de parámetros de los solitones a menudo están dotados
de estructuras adicionales, tales como las estructuras Kähler e hiper-Kähler que son requeridas por
las restricciones en la dinámica impuesta . En este apéndice, esbozamos algunos conceptos básicos
e ideas en geometría compleja que son de cierta relevancia para el espacio parámetros asociado a
los monopolos magnéticos.

E.1. Estructura compleja e integrabilidad
Una variedad es "casi compleja" si hay un campo de tensor Jmn que gira cualquier vector tangente

90 grados. Dado que girar 90 grados dos veces invierte la dirección, una forma invariante de expresar
esta condición es

JmnJ
n
k = −δmk.

Un ejemplo para ilustrar esto es el plano complejo, donde la acción de J es inducida por la multi-
plicación de un factor de

.
ı a números complejos. En términos de campos vectoriales holomórficos y

antiholomórficos, la acción de J es diagonal:

∂

∂z
→ −i ∂

∂z
∂

∂z̄
→ +i

∂

∂z̄
.

Sin embargo, esta J en particular satisface muchas más propiedades que una "estructura casi
completa" genérica.

La idea de una variedad compleja debería ser que podemos escribir la variedad localmente por
Cn, así como una variedad real es algo que es localmente Rm. La razón por la que una variedad
con J2 = −1, se llama casi compleja es que, sin una condición de integrabilidad adicional en J , no
hay garantía de que exista un sistema de coordenadas holomórficas zk y que podamos escribir J en
una forma simple como la anterior. Para que la variedad sea realmente compleja, una estructura
casi compleja debe satisfacer la condición de integrabilidad

0 = Jmn
(
∂mJ

k
l − ∂lJkm

)
− Jml

(
∂mJ

k
n − ∂nJkm

)
.
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La expresión del lado derecho es conocido como el tensor de Nijenhuis. Si se cumple esta condi-
ción, la variedad se puede equipar con coordenadas holomórficas y antiholomórficas en las que J
actúa diagonalmente, como en el ejemplo del plano complejo. Tal tensor J se llama una estructura
compleja.

El tensor de Nijenhuis se puede considerar como un mapeo N de un par de campos de vectores
a un tercer campo vectorial,

1

2
N(X, Y ) = [JX, JY ]− [X, Y ]− J [X, JY ].

Tenga en cuenta que si existe un sistema de coordenadas holomórficas, como se indicó anteriormente,
podemos escribir cualquier campo vectorial X en términos de esta base de coordenadas para que
pueda descomponerse en un campo vectorial tipo (1, 0) y en un campo vectorial tipo (0, 1),

X = xk
∂

∂zk
+ x̄k

∂

∂z̄k
.

Entonces es sencillo mostrar que el tensor de Nijenhuis que actúa sobre cualquier par de campos
de vectores es cero, lo que muestra que la condición N ≡ 0 es necesaria para la integrabilidad. Los
únicos hechos que debemos usar para esto son que J actúa linealmente y eso

JX = −ixk ∂

∂zk
+ ix̄k

∂

∂z̄k
.

De manera más abstracta, la integrabilidad N ≡ 0 sigue si el conmutador de un par de campos
vectoriales de (1, 0) tipo vuelve a ser de tipo (1, 0) y si la declaración correspondiente se cumple
para campos vectoriales de tipo (0, 1).

E.2. Variedades Kähler e hiper-Kähler
Una variedad puede equiparse con una métrica, como en el caso del espacio de parámetros. Una

estructura compleja se define sin referencia a la métrica, pero aún se puede preguntar si debería
existir una condición de compatibilidad entre estas dos superestructuras. Una cosa obvia que se
requiere es que una "rotación de 90 grados" generada por J es una simetría de la métrica. Es decir,
debe dejar la métrica invariante, de modo que

g (X, Y ) = g (J X, J Y )

para cualquier par de vectores X y Y. Esto se llama condición de Hermiticidad. Además, cuando
una variedad tiene una métrica, también hereda una conexión Levi-Civita que le permite a uno
transportar tensores paralelamente. Entonces una condición natural compatible de cualquier su-
perestructura en una variedad con métrica es que sea covariantemente constante. Una variedad
compleja con una estructura compleja J y una métrica hermitiana g se llama Kähler si

∇J = 0.

Debemos de tenga en cuenta que para que la variedad sea compleja, J debe satisfacer la condición
de integrabilidad, lo que restringe al gradiente de J . Además, dado que las derivadas en la definición
del tensor de Nijenhuis se promocionan a derivadas covariantes en una variedad con una métrica
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hermitiana y con su conexión afín, algunos términos en ∇J desaparecen si la variedad es compleja.
Resulta que los términos restantes se pueden agrupar en otro tensor, que desaparece si y solo si la
2-forma de Kähler

wµν = −wνµ = gµγJ
γ
ν

es cerrada, es decir, si tomamos la derivada exterior de la 2-forma w esta debe anularse

dw = 0.

Por el contrario, si ∇J = 0 y la métrica es hermitiana, el tensor Nijenhuis desaparece y la 2-
forma de Kähler es cerrada. Tal variedad se llama Kähler. Una variedad se llama cuaterniónica si
existen tres estructuras complejas tales que

(
J (s)

)m
n
satisfacen la condición de integrabilidad y que

adicionalmente obedecen la siguiente relación algebraica(
J (s)

)µ
γ

(
J (t)

)γ
ν

= −δstδµν + εstu
(
J (u)

)µ
ν

en cada punto. La idea es, una vez más, que la variedad pueda equiparse con un sistema de coor-
denadas local que se modelan a continuación en el espacio cuaterniónico Hn = R4n.

Cuando una variedad cuaterniónica tiene una métrica, entonces, podemos requerir de manera
similar que esta métrica sea hermitiana con respecto a las tres estructuras complejas y que, además,
las tres 2-formas de Kähler

w(s)
µν = gµγ

(
J (s)

)γ
ν

sean cerradas
dw(s) = 0.

Si una estructura cuaterniónica tiene estas propiedades, la variedad se llama hiper-Kähler. Debido
a que hay tres estructuras complejas conservadas covariantemente, el tensor de curvatura está aún
más restringido. Una variedad hiper-Kähler. 4n-dimensional tiene una estructura simpléctica de
grupo; es decir, el grupo de estructura de su haz tangente es Sp(2n).
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