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Resumen

En este trabajo se analizan deformaciones no-conmutativas aplicadas a monopolos magnéticos
en dos casos de relevancia fisica:

1. Condicién de cuantizaciéon de Dirac en un espacio no-conmutativo
2. La dindamica de monopolos magnéticos a bajas energias en un espacio no-conmutativo.

En el primer problema analizaremos las consecuencias de la no-conmutatividad en el monopolo de
Dirac. Para esto empezaremos por estudiar la deformacién no-conmutativa en la electrodindmica
de Maxwell con el fin de analizar la condicién de cuantizaciéon de Dirac posteriormente, es decir,
analizaremos bajo que condiciones la cuantizaciéon de la carga eléctrica es compatible con introducir
no-conmutatividad en las coordenadas espaciales.

El segundo problema que abordaremos en esta tesis estd relacionado con la dindmica de la
interaccion de monopolos magnéticos en teorias de norma no abelianas. El enfoque que seguiremos
esta basado en una versién no-conmutativa del analisis que utilizé6 Manton para describir la dindmica
de las interacciones de algunas configuraciones de monopolos en el limite de bajas energias. Esta
idea se basa en truncar el espacio de configuraciones, el cual es dimensionalmente infinito para el
sistema Yang-Mills-Higgs, a un sistema dindmico con un Lagrangiano de dimension finita. De este
modo, la dindmica de un sistema de multi-monopolos con un nimero infinito de grados de libertad
se puede reducir a la de unas pocas coordenadas colectivas de una configuraciéon tipo solitérﬂ en
un espacio auxiliar denominado espacio de parametros (moduli space). Este espacio auxiliar esta
constituido de una variedad Riemanniana, ademéas de esto una descripcion general de la dindmica de
baja energia de los monopolos BPS en el espacio de parametros se obtiene por medio de la métrica
de Atiyah-Hitchin, cuya forma asintotica es la métrica Taub-NUT. Por lo tanto, nos enfocaremos
en implementar una deformaciéon no conmutativa de la métrica de Atiyah-Hitchin que puede ser
utilizada para analizar la dindmica de monopolos magnéticos en el limite de bajas energias en el
contexto no conmutativo.

1La definicién de solitones es muy variada, aqui entenderemos por solitones como las soluciones clasicas de las
ecuaciones de campo no lineales que poseen energia finita.
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Capitulo 1

Introduccion

La no conmutatividad o geometria no conmutativa juega un papel importante en la fisica tedrica
moderna, es decir, sus aplicaciones van desde la mecénica cuantica hasta la relatividad general e
incluso la mecéanica clasica [I] puede ser reformulada en términos de &lgebras no conmutativas.

El primer ejemplo de un espacio no conmutativo que fue claramente reconocido como tal esté
basado en la cuantizacién del espacio fase de la mecéanica clasica no relativista. De hecho, en 1926,
Dirac obtuvo en sus trabajos [2, [3] la estructura algebraica del espacio de fases cuantico, postulando
una regla de cuantizacién para una teoria clésica, que consiste en la substitucion del paréntesis de
Poisson de dos observables clasicos por ih veces el conmutador de los operadores cuanticos asociados.
De esta manera, las coordenadas del espacio fase x y p se transforman en operadores hermiticos &
y p, cumpliendo las relaciones de conmutacién candnica;

&l = kY, (1.0.1)
@', &) = 0,
B, 7] = o

Estas relaciones de conmutaciéon implican una relacién de incertidumbre entre los valores propios
(autovalores) de los operadores & y p dando lugar a la relacion de incertidumbre de Heisenberg

Az’ Ap' >

NS

Este espacio fase cuéntico se vuelve difuso y la nocién de un punto en él es reemplazada por el de
una celda de Planck de area fi/2.

Recientemente en la literatura se han hecho muchos trabajos intentando estudiar las conse-
cuencias de cambiar o deformar el algebra de Heisenberg , dando lugar a una amplia area de
investigacion conocida como geometria no conmutativa y en la cual existe una diversidad de enfoques
que implican una modificacion de esta algebra (algebra de Heisenberg). Esta algebra de operadores

I'En la mecénica cuantica, la no conmutatividad se define por el conmutador [.,.] ( corchete de Lie ) y el algebra de
conmutacion que resulta de este. El conmutador de dos operadores se define de la siguiente manera: [A, Bl = AB—BA
y cualitativamente, es una medida de la compatibilidad de dos operadores. Si dos operadores no conmutan, entonces
no comparten estados propios simultdneamente y se dice que estos son no diagonalizables simultdneamente.

2Estas relaciones de conmutacion son conocidas como el algebra de Heisenberg.
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fue la que inspir6 la idea mas radical de substituir las coordenadas espacio-temporales x*
por operadores no conmutativos Z*.

De forma general, por espacio-tiempo no conmutativo se entiende el dlgebra generada por ope-
radores hermiticos de posiciéon Z# que satisfacen las relaciones de conmutacion

[2#, 2] = 0", (1.0.2)

donde A*” es una matriz antisimétrica que puede ser constante o una funcion de los operadores
posiciéon y que tiene dimensiones de longitud al cuadrado. De la misma manera como sucede en la
mecénica cuantica, para 0" constante, unas relaciones de conmutaciéon del tipo dan lugar a
un principio de incertidumbre generalizado

Azt Az > @

De esta manera, la idea de punto del espacio tiempo es reemplazada por la de celda de Planck de
area minima |6#”] /2, es decir el espacio-tiempo carece de puntos a pequena escala. Entonces, se
puede pensar que las coordenadas z* que observamos corresponden a algtun tipo de promedio sobre
escalas del orden del area de Planck; de esta manera, el espacio-tiempo se vuelve asi difuso.

Historicamente la idea de que las coordenadas espaciales no conmutativas se le puede atribuir
a Heisenberg, quien escribié una carta a Peierls en la cual le sugirié que introducir un principio
de incertidumbre de coordenadas podria mejorar el problema de las auto-energias infinitas. Peierls
también le plante6 esta sugerencia a Pauli, quien posteriormente se lo conté a Oppenheimer que
a su vez se lo cont6é a Snyder, quien escribi6 el primer articulo sobre el tema, es decir, el primer
trabajo en el cual se formul6 mateméaticamente un modelo de teoria de campos que introduce la
no-conmutatividad de las coordenadas espacio-temporales fue en 1947 [4]. Su motivaciéon no era
entender la naturaleza del espacio-tiempo a distancias muy pequenas, sino encontrar un argumento
que justifique la introducciéon de una longitud minima ! en el espacio-tiempo que podria funcionar
como un parametro regulador de divergencias que plagaban las teorias de campo en aquel momento.
De manera més precisa, el objetivo de Snyder era introducir un espacio-tiempo discreto con el
objetivo de hacer finitas las integrales involucradas en procesos de dispersion de QED. Para esto es
necesario truncar la integraciéon en esta longitud minima I, lo que introduce una escala externa en
la teoria llamado cutoff ultravioleta.

Consideremos el ejemplo de la teoria A¢* definida sobre un espacio-tiempo euclideo. La predic-
cion de magnitudes observables implica, al orden de un bucle (lazo), el calculo de las contribuciones
de los diagramas tipo renacuajo y tipo pez, las cuales son respectivamente

1
4

0

o</d4p 1 L .
p*+m? (p—q)* +m?

Estas integrales sobre todo el espacio son ciertamente divergentes, debido al comportamiento de
los integrandos para grandes valores del momento (region UV). Sin embargo, si la integracion fuera
limitada a la region p? < A% ~ 172, la integral resultara convergente.
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Como fue sugerido por Snyder [4], la no conmutatividad implica necesariamente una escala por
debajo de la cual no existe la nocién de punto, y es posible que al introducirla en una teoria de
campos proporcione un cutoff ultravioleta efectivo, es decir, una distancia minima en el espacio
tiempo a la que es sensible la teoria, eliminando asi los infinitos.

Sin embargo, la idea de Snyder cay6 en el olvido, principalmente debido al éxito que tuvo el
programa de renormalizaciéon de la teoria cuantica de campos, el cual revel6 ser apropiado pa-
ra predecir valores numéricos finitos de manera muy precisa para las magnitudes observables en
electrodinamica cuéntica, sin recurrir a la no conmutatividad.

Como se mencion6 anteriormente existen diversos enfoques que permiten implementar la idea
de no conmutatividad. En 1927 Weyl [5] estudié el problema de la cuantizacion de una funcion
clasica f que vive en el espacio fase usual, es decir, el problema consistia en asociar a observables
clasicos un operador cuantico. Esto es, se desea asociar un operador cuantico Op(f) a una funcién
f la cual depende de las coordenadas = y sus momentos canénicos conjugados p del espacio fase
clasico. Ademas de esto introdujo una correspondencia entre una enorme clase de operadores en el
espacio de Hilbert y una gran familia de funciones sobre el espacio fase. El problema fundamental
lo constitufa asignar un operador Hermitiano a expresiones clasicas del tipo pz, las cuales, en el
contexto de la mecanica cuantica pueden corresponder a alguna de las siguientes expresiones p2,
&p?, pp, donde & y P son los operadores de posicién y momento cuanticos que satisfacen la relacion
de conmutaciéon . El resultado importante obtenido por Weyl fue que a una cantidad clasica

f(p,x) = //o; e’ (o, T)dodT,

se le podia asociar una operador Hermitiano

F(p,z) = ﬂ Z ePTHETE (o, 1) dodr.

Posteriormente, en 1932 Wigner dio una expresion para una funcion de distribucion sobre el espacio
fase, la cual se puede interpretar como el equivalente cuantico de una densidad de probabilidad en el
espacio fase. Groenewold (1946) y Moyal (1949) [0l [7] inspeccionaron la analogia de la trasformacion
de Weyl para la relacién de conmutacion , es decir, analizaron el operador de Weyl asociado
al producto usual de funciones (fg)(z) = f(z)g(z), obteniendo como resultado

(

Wf(i)wg i‘) = Wf*g(‘fj)a

donde W (&) y W, (&) son los operadores asociados a las funciones f(z) y g(x) respectivamente.
Entonces Wi.,(2) es el operador asociado al producto de operadores W (&)W, (&) donde

(f % 9) () = f(a)e? PO PP @050 4]

y Z es una funcién determinada por las relaciones de conmutaciéon entre las coordenadas z*. El
efecto de introducir no-conmutatividad en las posiciones se ve reflejado asi en la introduccion de un
nuevo producto-* en las funciones con variables conmutativas fy g .

El primer tipo de producto-* que se puede analizar es el denominado canénico, definido por la
condicion de que los parametros no conmutativos 0# sean constantes. Este caso fue discutido en los
trabajos de Groenewold y Moyal [0 [7] en el contexto de la Mecénica Cuéntica. Bajo la condicion
anterior, la funcién Z adquiere una expresion bastante simple

(1.0.4)

y—x’

i v
ZG']\/[(p7p/70) = quelu p;/
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En consecuencia el producto-* ([2.2.1) esta dado por E|

my _ 8

9y”g(y)|y_m. (1.0.5)

(f *anr ) (@) = fla)etoer?

Con el fin de ilustrar la idea de este nuevo producto Moyal *¢ ;s inducido por la no conmutatividad
entre los operadores de posicién definamos el siguiente corchete

v L v v 7
[##, 2" egn = 2" xam o7 — ¥ %G T

Usando la definicion del producto Moyal *gas (2.2.1]) obtenemos
[##, 2" gy = 2" + %0‘“’ — ¥zt — %0”“ = 0",

Entonces tenemos que la relacion de conmutacion generalizada (1.0.2)) se puede escribir como

[2#,8Y] = [2", 2" ]ug,, = 10"
Esto es, la no-conmutatividad de los operadores z* utilizando el producto usual es mapeada a
variables conmutativas pero que se rigen por el producto *gs para su multiplicacién.

Posteriormente, el producto Moyal *gas condujo el desarrollo del formalismo de cuantizacion
por deformacién. Esta nueva teoria, escrita en su forma final, fue introducida por Bayen, Flato,
Fronsdal, Lichnerowicz y Sternheimer como un procedimiento alternativo a la cuantizacion candnica
y a la cuantizacion por medio de la integral de trayectoria en mecanica cuantica [8, [9]. De manera
similar al formalismo de la integral de trayectoria, la cuantizacién por deformacién usa la estructura
algebraica de los sistemas clasicos en lugar de la teorfa de operadores.

Las ideas de la geometria no conmutativa fueron revividas desde un punto de vista matematico
por los matematicos Connes en 1986 y Woronowicz en 1987, quienes generalizaron la nocién de
una estructura diferencial al caso no conmutativo, es decir a algebras arbitrarias. Junto con la
definicién de una integraciéon generalizada, esto llevo a la descripcién algebraica del “espacio tiempo
no conmutativo”, permitiendo definir en primera instancia teorias de campo en un espacio-tiempo no
conmutativo. Por algin tiempo, las aplicaciones fisicas de estas ideas se basaron en la interpretacion
geométrica del Modelo Estandar y sus mialtiples campos y constantes de acoplamiento [10, 1T}, [12].

Por otra parte, en 1990, Filk comenzé a examinar el desarrollo perturbativo de un modelo de
Teoria Cuantica de Campos (TCC) para un campo escalar autointeractuante sobre el plano no
conmutativo. La formulacion en este espacio esta definida por la relacion de conmutacion entre los
operadores , donde el pardmetro no conmutativo #*” es una constante. Filk encontré que
en el espacio dual (en el sentido de Fourier) a las coordenadas z*, el producto Moyal se reduce a
la introduccion de una fase ez?#?""Pv en las reglas de Feynman para el vértice, donde P, son los
momentos asociados a las patas de dicho vértice. Como consecuencia, surgen a nivel diagramatico
dos tipos de diagramas: el de los diagramas planares y el de aquellos no-planares. Para los primeros,
las fases ligadas a momentos internos se cancelan y la estructura de divergencias de la contribucion
es idéntica a la de los diagramas de la teoria conmutativa subyacente (##¥ =0 ). Los diagramas no
planares muestran una estructura distinta.

3Para obtener este producto conocido como producto Moyal *gas se usa la representacién de Schrédinger para

los operadores £ y p , estoes, & = z¥ y p = —igzs.
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Para el caso de la teoria A¢?, se tienen dos diagramas de autoenergia a un lazo, uno planar y
uno no-planar. El primero contribuye en la forma

1
4
Iy planar /d P m?

correspondiente al primer diagrama de la ecuacion (1.0.3). El diagrama no-planar, en cambio, posee
una fase que alentadoramente lo vuelve mas convergente

4
Flnoplcmar O(/d

De hecho, el diagrama planar como el no-planar se pueden escribir explicitamente de la siguiente
manera

—— _eputpy
P 2 m2 e .

_ e — 95
Fl planar — 167TA ) Fl no planar 87T5AJ1 (pA) )

donde se introdujo un UV-cutoff A en la integracion, Ji(z) denota una funcion Bessel y se definio
pt = 0Mp,. El diagrama no planar reproduce la divergencia cuadratica cuando p — 0 dado que
lim,_, Jl(m) 2

Otra de las motivaciones de las teorias no conmutativas que se ha mantenido con cierta vigencia
hasta ahora esta relacionada con la idea de que en una teoria cuéntica que incluya la gravedad, la
naturaleza del espacio tiempo debe cambiar a distancias comparables con la longitud de Planck.
Entonces, el momento y la energia requeridos para realizar una medida a estas escalas, modificaria
por si mismo la geometria del espacio-tiempo [I3]. Una manera de formular matematicamente esto
es postular que, a escalas menores que la escala de Planck, el espacio-tiempo no sea una variedad
diferenciable estandar, sino que tenga la estructura de un espacio-tiempo no conmutativo. Una
teoria cuéntica de la gravedad que incorpore coordenadas no conmutativas parece tener buenas
posibilidades para estar regulada intrinsecamente a escalas de Planck.

Cualquier teoria de la gravedad cuéntica no sera local en un sentido convencional. La no localidad
implica problemas practicos y conceptuales que ain no han sido entendidos en su totalidad, por lo
que las teorias no conmutativas proporcionan un laboratorio relativamente simple donde estudiarlos.

Un candidato para una teoria cuéntica de la gravedad es la teoria de cuerdas, la cual no es local
en ningin sentido preciso. De hecho hay més de un parametro caracteristico de esta no localidad,
en general controlada por la mayor entre la longitud de Planck y la longitud I; de las cuerdas
fundamentales.

De acuerdo con la teoria de cuerdas, una cuerda abierta que se propaga en el espacio-tiempo
describe una superficie que se denomina hoja de mundo (worldsheet). En esa superficie de dos
dimensiones “vive” una teoria de campo conforme, de manera que para entender fen6menos bésicos
en la teoria de cuerdas, basta con estudiar esta teoria conforme en 2d (bi dimensional).

Una de las primeras apariciones de la geometria no conmutativa en teoria de cuerdas surge
con el trabajo de Edward Witten quien, en 1986, intent6 interpretar las interacciones de cuerdas
bosonicas abiertas, definiendo una algebra no conmutativa y finalmente formulando la teoria clasica
de campos no-lineal de tales cuerdas en el lenguaje de la geometria no-conmutativa.

En 1999 [14], Seiberg y Witten dieron un paso mas al estudiar ( Dp-branas de la teoria de
cuerdas ) en presencia de un campo tensorial anti simétrico de Neveu-Schwarz, B;; constante. El
campo tensorial B;; es equivalente a un campo magnético constante en la brana. La accién asociada
a la hoja de mundo (worldsheet) asociada a cuerdas abiertas en presencia de un campo magnético
B esta dada por
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donde ¥ es la hoja de mundo de la cuerda. A partir de esta accion, las ecuaciones de movimiento
para las Dp-branas estan dadas por

GijOnx? — 27Tia’Bijxi6txj|62 =0. (1.0.6)

Si B;j — o0, 0 de manera equivalente g;; — 0, entonces para satisfacer la condicion B;;z'0;x7 f am =
0 se tienen que cumplir &;27. Esto indica que las coordenadas de la cuerda sobre brana estén fijas.

La teoria de las cuerdas abiertas pueden ser analizada determinando el propagador y calculando
la funcién de correlacion con estas condiciones de frontera; en el limite de interaccién a corta
distancia se tiene

(&), (")) = ~a'Glog (r — )’ + 8e(r — 1),

donde G% es la métrica efectiva vista por la cuerda abierta. El coeficiente 8 en el propagador
tiene una interpretacion sencilla, es decir, de acuerdo con la teoria conforme de campos se pueden
calcular conmutadores de operadores a partir del comportamiento a pequenas distancias del pro-
ducto de operadores interpretando al ordenamiento temporal como el ordenamiento de operadores.
Interpretando a 7 como el tiempo se obtiene que

[CBi(T), x’(T)] =T (x’(T) xj(T_) — x’(T) LL’i(T_)) = 10",

Esto significa que las coordenadas z* sobre la Dp-brana no conmutan. Las cantidades % dependen
de B;; y se anulan cuando este se anula.

De manera mas precisa, hacia fines de los '90, N. Seiberg y E. Witten [I4] encontraron que existen
limites de bajas energias de la teoria de cuerdas y de la denominada teoria M que llevan directamente
a teorias de Yang-Mills no-conmutativas y que, siendo mucho més simples que la teoria de cuerdas
original, preservan algo de su no localidad. Mostraron que las TCC NC son teorias efectivas de
cuerdas en limites de bajas energias y que podrén ser utilizadas para estudiar (fenomenologicamente)
la gravedad cuantica. A partir de este resultado, se gener6 una oleada de publicaciones sobre el
tema; tan solo unos pocos meses después, aparecié entre ellas una con un resultado sumamente
desesperanzador: las TCC NC, en vez de curar las divergencias usuales, padecian de un nuevo
inconveniente llamado mezcla ultravioleta-infrarroja (UV-IR). Los diagramas que muestran este
comportamiento son divergentes UV en la teoria conmutativa, se vuelven convergentes UV en la
teoria NC, pero su inclusion en diagramas de orden mayor genera divergencias IR que parecieran
ser no renormalizables. Estos aspectos relacionados con la no-conmutatividad proporcionan nuevos
resultados para un mejor entendimiento de sus consecuencias y como las teorias fisicas se ven
modificadas por ella.

Después de la generalizaciéon no-conmutativa de las teorias de norma han aparecido una enorme
cantidad de articulos introduciendo nuevas aplicaciones a distintas situaciones fisicas. Entre los
ejemplos més conocidos en los que se ha observado que la no-conmutatividad entre las coordenadas
surge como una descripcién natural se presentan en ciertos sistemas de materia condensada. Un
ejemplo clésico donde surge la no conmutatividad de manera natural es en el caso de la teoria de
los electrones en presencia de un campo magnético intenso, el cual puede ser descrito de manera
natural en términos de coordenadas de posicién no conmutativas. Para ver esto, consideremos el
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caso de una carga eléctrica la cual se mueve en un plano en presencia de un campo magnético B,
perpendicular a este plano. La ecuacién de movimiento que describe a este sistema esta dada por

mi = Esijvaz + 1), (1.0.7)

donde @ = 7 es la velocidad y f representa a otras fuerzas, las cuales pueden ser escritas como el
gradiente de un potencial V : f =-VV.

En el caso de campos magnéticos muy intensos, la teoria cuantica da lugar a los niveles de
Landau, los cuales estan caracterizados por tener una separacion que depende del cociente B, /m.
En el limite de campos magnéticos muy intensos, B,/m > 1, aparecen los primeros niveles de
Landau, lo que es equivalente a considerar pequenos valores para la masa de la particula. Por lo
tanto, poner la masa igual a cero en deja una ecuacion de primer orden

i C ijgg
" CBZE £,

Por otro lado, recordemos que la evoluciéon temporal de una variable f en una variedad simpléctica
esta dada por df/dt = (0f /0t — { H,-}) f . En este caso la evolucién temporal 7% esté determinada

. 2
por el corchete de Poisson de las coordenadas r* con el Hamiltoniano H = 2~ +V ~ V, por lo que

—r'=—{H,r'}=—{r!, r'}o;V = —=" fI(7).

G = ULy = (o YV = e )

Por lo tanto, se puede inferir de la expresién anterior que el corchete de Poisson describe un sistema
c

con coordenadas no conmutativas
Jooiy
T T =
e} eB,

Este resultado lo que nos dice es que el nivel de Landau més bajo puede ser tratado como una
teoria no-conmutativa. Esta es la razon por la cual tales ideas son relevantes para el estudio del
efecto Hall cuantico [I5], y que han demostrado ser de gran utilidad en estos modelos [16].

Otro sistema, quizd menos conocido, en el que la no-conmutatividad aparece como una herra-
mienta util en la descripciéon y entendimiento de sistemas fisicos es la interaccién de monopolos
magnéticos. El interés en una modificaciéon no-conmutativa de estos modelos es que una estructura
no-conmutativa aparece como una manera natural de crear potenciales de interacciéon entre parti-
culas [I7, 18], ademas de la eliminacion de divergencias que pudiesen presentar estos modelos; el
parametro de deformacién 6 sirve como una longitud de escala de regularizacion.

En esta tesis estamos interesados en estudiar monopolos magnéticos en el contexto de no-
conmutatividad en dos casos de relevancia fisica. El primer problema a estudiar esta relacionado
con las consecuencias de la no-conmutatividad en el monopolo de Dirac. Para esto empezaremos
por estudiar el monopolo magnético asociado a una teoria de norma abeliana con grupo de simetria
U(1). Hasta el dia de hoy la cuantizacion de la carga eléctrica sigue siendo un problema fundamental
en la fisica tedrica. Como es bien sabido Dirac supuso la existencia de una carga magnética para
poder explicar la cuantizacién de la carga eléctrica obteniendo lo que conocemos como la condicién
de cuantizacion de Dirac (CCD). Si bien la CCD se obtuvo para la teoria electromagnética que
es una teoria de norma con grupo de simetria U(1) este resultado se puede extender a teorias de
norma no-abelianas.

Para ello consideraremos introducir una deformacién no-conmutativa a la teoria electromagné-
tica o de manera més precisa a la ecuaciones de Maxwell y analizaremos implicaciones fisicas de

g,
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suponer un espacio no-conmutativo. Esto implicaria tener deformaciones no-conmutativas de las
fuentes asociadas a las ecuaciones de Maxwell. Por lo tanto, es natural preguntarse, jcuél es la
forma de estas fuentes? y de existir, jcual seria la relevancia de estas fuentes?. Atn mas a nivel
fundamental, ;qué pasa con la condicién de cuantizacién de Dirac?, es decir, ;la no conmutatividad
es compatible con la cuantizacion de la carga magnética?. El propoésito de este trabajo es intentar
dar una respuesta a todas estas cuestiones.

El segundo problema que abordaremos en esta tesis estd relacionado con la dindmica de la
interaccion de monopolos magnéticos en teorias de norma no abelianas. En el contexto de monopolos
magnéticos en teorias de norma con grupo de simetria U(NN) estamos interesados en estudiar la
dindmica de monopolos magnéticos en el formalismo no-conmutativo usando un enfoque distinto al
introducido en [I7, [I8] que discutimos anteriormente.

El enfoque que seguiremos esta basado en una versién no-conmutativa del analisis que utilizo
Manton para describir la dindmica de las interacciones de algunas configuraciones de monopolos
en el limite de bajas energias. La idea de Manton [I9] 20] era que uno puede truncar el espacio
de configuraciones, el cual es dimensionalmente infinito para el sistema Yang-Mills-Higgs, a un
sistema dinamico con un Lagrangiano de dimension finita. En otras palabras, la dindmica de un
sistema de multi-monopolos con un namero infinito de grados de libertad se puede reducir a la
de unas pocas coordenadas colectivas de un soliton, en un espacio auxiliar denominado espacio de
parametros (moduli space). Este espacio auxiliar se puede ver como una variedad Riemanniana
por lo que una descripcién general de la dinamica de baja energia de los monopolos BPS en el
espacio de parametros (moduli space) puede ser descrita por la métrica Atiyah-Hitchin, cuya forma
asintotica es la métrica Taub-NUT. Por lo tanto, la dinAmica de monopolos magnéticos en el limite
de bajas energias en el contexto de NC se reduce a implementar una deformacién NC a la métrica
de Atiyah-Hitchin.

Esta tesis esta dividida en tres partes. En la parte [ de esta tesis comenzaremos por estudiar
brevemente la generalizacién no-conmutativa de la transformaciéon de Weyl-Wigner, la cual asigna
operadores a funciones clasicas del espacio fase. Adicionalmente usaremos este resultado para dedu-
cir un nuevo producto-* asociado a las funciones del espacio-fase. Como caso particular definiremos
el producto Moyal y finalmente analizaremos las propiedades del producto Moyal en el capitulo
Finalmente en el capitulo [§|estudiaremos un caso particular de la formulacion de las teorias de cam-
po de norma no conmutativas, es decir, la generalizaciéon no-conmutativa de la teoria de Yang-Mills
a través del mapeo de Seiberg-Witten.

En la segunda parte de esta tesis analizaremos la condicion de cuantizacion de Dirac (CCD) en
un espacio no-conmutativo. Para esto, en el capitulo El partimos con la descripciéon que sugirié Dirac
para explicar la cuantizacion de la carga eléctrica en la cual se introduce un potencial vectorial, el
cual tiene una singularidad conocida como la cuerda de Dirac y que conduce a algunos problemas
en la descripcion del monopolo magnético. Posteriormente se analiza la CCD desde el enfoque
Wu-Yang quienes propusieron un potencial vectorial el cual no tiene esta cuerda de Dirac.

El caso no-conmutativo lo discutimos en el capitulo [bl La forma como se procede en esta tesis
es la siguiente: primero comenzamos por estudiar la deformacién no-conmutativa de las ecuaciones
de Maxwell magnéticas de manera perturbativa en el parametro de no-conmutatividad 6. Por otro
lado usamos el mapeo de Seiberg-Witten para determinar las perturbaciones de los potenciales
de norma A, (z; 8) y del parametro de norma no-conmutativo A(z; #) en donde usaremos como
potenciales semilla a los potenciales magnéticos introducidos por Wu y Yang. Finalmente analizamos
la condicion de cuantizacion de Dirac para el caso no-conmutativo y mostraremos que la cuantizacion
de la carga es consistente con la deformaciéon no-conmutativa inducida por el mapeo de Seiberg-
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Witten.

En cuanto a la tercera parte de esta tesis analizaremos la interaccion de monopolos magnéticos
en teorias de norma no-abelianas en el contexto de no-conmutatividad. Comenzaremos por estudiar
el monopolo de 't Hooft-Polyakov, el cual es una solucion estatica de energia finita de la teoria
de Yang-Mills-Higgs en el capitulo [} Debido a complejidad de la ecuaciones de movimiento de
Yang-Mills-Higgs, estudiar la dindmica es ain méas complicado. Sin embargo es posible estudiar la
dindmica de monopolos que se mueven lentamente usando un espacio auxiliar denominado espacio
de parametros, el cual tiene la propiedad de ser una variedad diferenciable tipo-Kéhler como lo
discutiremos en detalle en el capitulo[7] Adicionalmente se estudiaran las soluciones de este espacio-
tiempo asociado al espacio de parametros, las cuales son soluciones a las ecuaciones de Einstein.

Finalmente, en lo que corresponde a la parte no conmutativa encontramos que la dindmica de
los monopolos se reduce a conocer el movimiento geodésico de la métrica de Atiyah-Hitchin. Por lo
tanto en el capitulo [8 nos dedicamos a discutir la deformaciéon no-conmutativa del espacio-tiempo
de Atiyah-Hitchin. Al final discutiremos los resultados obtenidos asi como las lineas de investigacion
que pueden ser consideradas en el futuro.
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Parte 1

Introducciéon a las teorias no
conmutativas
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Capitulo 2

Introducciéon a las teorias no
conmutativas

2.1. Transformacién de Weyl-Wigner

En 1927 Weyl [5] estudi6 el problema de la cuantizacion de una funcion clasica f dependiente de
las coordenadas ¢ y sus momentos canénicos conjugados p. El problema fundamental lo constituian
expresiones clasicas del tipo p?q, las cuales, en el contexto de la mecanica cuantica, pueden corres-
ponder a alguna de las siguientes expresiones P2Q, QP?, PQP, donde ) y P son los operadores
de posicion y momento cuénticos que satisfacen la relacién de conmutacion i(PQ — QP) = 1. El
resultado obtenido por Weyl fue que a una cantidad clasica

Fprq) = ﬂ T (0, 7)dodr,

se le podia asociar una forma Hermitiana
F(P,Q)= // ePo TR ¢(o, 7)dodr.

Consideremos variables no conmutativas que satisfacen [##, "] = i60*¥. Los parametros no con-
mutativos * no son necesariamente constantes. El procedimiento indicado por Weyl es adecuado
para asociar al dlgebra (/1, -) generada por estas variables no conmutativas, con el producto estandar
de funciones, un algebra de variables conmutativas pero con un producto deformado de funciones

(A, *). Para ello se define en primer lugar, la transformacion de Weyl

~ N N PN 1 7 j}.#

Wy@) = W@) = (&) = s [ ke f(0), (2.1.0)
la cual asocia un operador Wf, dependiente de operadores no conmutativos, a una funciéon f depen-
diente de variables conmutativas. En esta expresion k := (k°,... k"~ 1), dk := d"k = dk° - - - dk" "1,
Y 1

_ —ik, "
1) = i / da e~ f(), (2.1.2)

13
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es la transformada de Fourier usual de la funcion f(z) = f(2°,...,2" 1), o equivalentemente
1 ikt
Es bueno notar la similitud entre (2.1.1)) y (2.1.3). De manera méas general se tiene que
frw s - Foran 1 ik 3"
W (@) = Wo$)@) = ful@) = s [ k™ fuh) (2.1.4)

En esta expresion w representa una funcién que determina el tipo de ordenamiento del operador:
normal, estandar o simétrico.
En los calculos que siguen consideraremos el ordenamiento simétrico,w(k) = 1, dado original-

mente por Weyl. Si ahora insertamos (2.1.2) en (2.1.1)), tenemos que

Wi(z) = /da: f(@)A(Z,x), donde A(Z,z):= (27$n/2/dk: ethnd" g=ikua”

El mapeo A(&, x) permite mezclar operadores y campos conmutativos. Asimismo es posible mostrar
que
Az, x) = 0(x — x),

en el limite conmutativo. Por otra parte, mediante la normalizacion Tr A(z,x) = 1, se tiene que
TrWy(2) = [def(x). Ademas,

Tr Az, z)A(2,y) = 0(x — y). (2.1.5)

Por medio de esta normalizacién y la formula BCH se tiene que, dado un operador de Weyl Wf (2),
es posible construir la funcién R
flx) =TrWe(2)A(2, x),

utilizando el mapeo A(&, x). Estas funciones reciben el nombre de distribuciones de Wigner en la
literatura.

Con los elementos anteriores, es posible estudiar el producto de dos operadores de Weyl, lo que
conducird a la construccion de un producto x en general. Esto puede hacerse utilizando el mapeo
A(Z,x), sin embargo el calculo es mas transparente si se utiliza directamente. Procedamos
entonces a calcular

Wi (@)W, (&) = ﬁ / dk dk' e™*n " %2 £ () g (k).

Utilizando ahora la formula BCH podemos escribir el producto de las exponenciales como
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R Z (=pnt Z (iku@t)" (k) ") - - - (iky&H)™ (ik),2")""

rilsi!orylsy!

&
n>0 rit+si,1<i<n

1 1
= explik, 2" +ik! 2" + = [ik, 2", ik 2Y] + —[ik, 2", [ik, 2", k) 27
H 1% 2 H v 12 2 o

1
N L 1 |

12 7
. ~ . ~ { v 1 A vo
= explik, " + ik, 2" — 51@9“ k;, + E(kuky — Kk )k [24, 0V + .. ]
= explik,d" +ik),3" + Z(k, k', £,0,V0,...)], (2.1.6)
dondeV := 8/8%, y se ha usado (2.1.5). En consecuencia
A A 1 - I\l /AN S
Wi (@)W,(2) = @ / dk dk' e Futk )T +2 (kK 2.0,V0,...) ¢ (L) g (k). (2.1.7)
™

Si la funcién Z estuviera ausente en el integrando de esta expresion, la integral seria simplemente

1 1 i(k,+k,)E" / _ 1
on )n//dkdk: e [09k) = oo

/
— s [ R (T o))
=y

dk e ik, 71/2 /dk:’f(k')g(k o k/)

27’(’)”/2

1

Gy | " (fg) (k)

- ng(:e). (2.1.8)

dondex denota convolucion de funciones. Se obtendria asi el operador de Weyl asociado al producto
usual de funciones (fg)(z) = f(x)g(z).

Vemos entonces que la presencia de la funciéon Z tiene un efecto bastante importante, ya que el
producto estandar de funciones es modificado. Recordando la relacién funcional

ik <— pu,
y tomando en cuenta la relacion entre (2.1.1) y (2.1.3), podemos escribir
Wf(w)Wg(w) = Wiao(),
donde @
Z(p™® p® 2,0,V0,...
(f xg)(x) := f(a)e?P P02 99|, e (2.1.9)
En las secciones siguientes discutiremos casos particulares de este resultado. Antes de eso es ne-
cesario mencionar que este producto x involucra un nimero infinito de derivadas, por lo que una
teoria construida que involucre este producto es altamente no local. Diversas técnicas han sido
desarrolladas para tratar esta dificultad, sin embargo, hasta el momento lo mas empleado ha sido

asumir que los parametros de no conmutatividad son menores que uno, |0*”| < 1, y realizar un
tratamiento perturbativo.
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2.2. Producto Groenewold-Moyal

El primer tipo de producto x que se puede analizar es el denominado canénico, definido por la
condicion de que los parametros no conmutativos 8# sean constantes. Este caso fue discutido en los
trabajos de Groenewold y Moyal [6] [7] en el contexto de la Mecanica Cuantica. Bajo la condicion
anterior, la funcién Z adquiere una expresion bastante simple

Zan(k, K ,0) = —%kﬂﬁ“”k,’,.
En consecuencia el producto x (2.1.9) esta dado por

(f xan 9)(®) = f)e2 a5 g(y)| . (2.2.1)

Como ejemplo de aplicacion de esta expresion podemos calcular
nov N v v “w wov i nv vV, i Vi - v
[2#, 2" g = 2" *apm ¥ — 27 *gp P =t —&—59 — 'z —59 = 6",

Se tiene asi

[xu7xy]*(}]\l = [5%“’ C%U} =",

esto es, la no conmutatividad de los operadores z* utilizando el producto usual es mapeada a
variables conmutativas pero que se rigen por el producto xg; para su multiplicacion.
Entre las propiedades del producto (2.2.1)) se encuentran las siguientes:

1. Asociatividad. En general un producto * es no asociativo ya que es de la forma (2.1.9)). Sin
embargo existe una clase de productos x, entre los que se encuentra (2.2.1)), que si lo son y que
constituyen uno de los temas principales de investigacion en cuantizaciéon por deformacion.

2. Cerradura bajo conjugacion compleja. Esto significa que para dos funciones complejas f y g,
la igualdad -
(f*em 9) = f*am g,

es valida. Aqui f indica conjugacion compleja.

3. Invariancia ciclica en la integracion. Esta es una propiedad bastante importante del producto
(2.2.1]), cuyo origen radica en la relacion

/dfl’ (fi*xam - *am fo)(®) = Tr[Wfl e 'an]~

En el caso particular del producto x de dos funciones se obtiene

[t @) = [ dz (g (@) = [ iz f@)go) (2:22)



Capitulo 3

Teoria de campo no conmutativa

En la fisica de particulas las teorias de norma juegan un papel muy importante debido a que
las cuatro fuerzas fundamentales: gravedad, electromagnética, débil y fuerte, estan descritas en
términos de teorias de norma, esto significa que los campos que describen las fuerzas fundamentales
exhiben alguna simetria interna abstracta conocida como invariancia de norma. La invariancia de
norma significa que el Lagrangiano que describe el campo es invariante bajo la accién de un grupo
de Lie que se aplica sobre las componentes de los campos.

De manera mas precisa una teoria de norma es un tipo de teoria cuéantica de campos que
son utilizadas en la descripcion de particulas elementales y sus interacciones. Estas interacciones
son debidas a la adicién de un campo de Yang-Mills, el cual aparece como resultado de pedir
que el Lagrangiano asociado a la teoria de norma sea invariante bajo transformaciones locales
pertenecientes al grupo de simetria interna de la teorfa de norma.

Por ejemplo la cromodindmica cuantica, la cual describe la interaccién fuerte, es una teoria de
norma que describe la interacciéon entre quarks y gluones. Los quarks son los fermiones de esta teoria
y desempenan un papel anédlogo a los electrones y neutrinos del modelo electrodébil, los gluones
son los bosones de norma de la teoria, y desempenan un papel analogo a los fotones en la QED.
Los gluones son representados mediante un campo de Yang-Mills cuya simetria interna es el grupo
SU(3).

Como es bien sabido la representacion del grupo de simetria juega una papel importante en la
fisica de particulas, es decir, existen dos representaciones diferentes del mismo grupo de simetria
pero que describen diferentes tipos de particulas. Estas representaciones son conocidas como la
representacion fundamental y la representacion adjunta del grupo de Lie.

Por ejemplo, retomado el ejemplo de la interaccion fuerte los quarks estan descritos en la re-
presentacion fundamental mientras que los gluones estan descritos en la representaciéon adjunta.
Cuando hablamos de "generadores", generalmente nos referimos a una base del algebra de Lie, en
este caso denotada por A%, a €= {1,2,...,8}. En términos de las matrices de Gell-Mann podemos
escribir Af; con ¢, j = 1,2,3, donde Af; es la i j-esima entrada del generador A en la representacion
fundamental de SU(3) (es decir, en la representacion de matrices de 3 x 3).

La transformacion de norma de los campos de los quarks viene dada por

P(x) = P (x) = expligsa (@) A]1h(2),

donde g, es la constante de acoplamiento de la interaccién fuerte y A* son matrices hermiticas de

17



CAPITULO 3. TEORIA DE CAMPO NO CONMUTATIVA 18

3 x 3 de traza nula, generadores del algebra del grupo SU(3) que satisfacen
A% AP) = faPNe (3.0.1)

con f% las constantes de estructura del grupo. -

El campo del quark 1 (x) contiene una triplete de campos y el campo antiquark v (z) pertenece
a la representacion compleja conjugada (*) y también contiene una triplete de campos denotados
como

L - Py
Y(x)=1| P2 |, (@)= ¢35 |. (3.0.2)
3 3

El campo de gluones transforma en la representacion adjunta del grupo de norma, de manera mas
precisa la representacion adjunta se define por la accion del generador A* en cualquier otro generador
Ab como el conmutador [A%, \b], es decir, el mapeo de la representaciéon esta dado por el corchete
de Lie A* — Ad \* = [A\?*, —]. Dado que las constantes de estructura del algebra de Lie se definen
como [A%, \b] = f2)\¢ (con la convencién de suma para indices repetidos y a,b,c €= {1,2,...,8}),
entonces podemos escribir la accién de un generador A® en otro generador generador A\’ también
como f2% )¢ y asi un "vector de gluones" A,\? transforma en A, f2%°\¢ cuando el generador A\’ acttia
sobre el vector.

Las relaciones de conmutacion de la ecuacion implican que la matriz n X n correspondiente
al generador \* del dlgebra en la representacion adjunta es (Ad %)%, = £ |!| Por lo tanto, este
resultado nos dice que la representaciéon adjunta del generador A% se puede escribir como una matriz
de 8 x 8 donde las componentes de esa matriz Ad A’ son solo las constantes de estructura f ‘;Z El
gluén contiene un octeto de campos similar a , los cuales pertenecen a la representacion
adjunta (matrices de 8 x 8), y puede ser escrito usando las matrices de Gell-Mann como Af\,.

3.1. Teorias de norma no conmutativas

Equipado con el producto Moyal-Weyl, ahora podemos dar un primer paso hacia la construccion
de QFT en el espacio-tiempo no conmutativo, comenzando con QED.

Como se ha discutido anteriormente, la forma mas sencilla de introducir una estructura no
conmutativa a un modelo clasico es reemplazando en la accién todos los productos ordinarios entre
los campos por el producto Moyal-Weyl definido en . Por lo tanto la deformacion natural
para la accion usual de QED es:

o - 1 y
Sucaea = (450 x (D) 4 0= = LB 5 ), @.11)
donde en este caso se tiene que la derivada covariante estd dada por
D, =0,—-14A,,

LEl espacio subtendido (generado) por los generadores infinitesimales, L, forma un algebra de Lie, es decir, L es
cerrado bajo conmutaciéon de operadores X, Y € L = —i[X, Y] =€ L , donde X = ;X' y Y = b; X*. Por lo tanto
podemos escribir [X?, X] = X' con X = a; X'y X' = a;ch. Explicitamente podemos escribir este conmutador en

términos del generador X*: [X?, éiX Kla; = ap X k. En efecto buscamos la matriz para la representacion adjunta de
un generador Ad X% = [X"7 —] tal que (Ad Xi)]k a; = a;. Entonces, después de hacer la contraccion del algebra de
los generadores li con a; obtenemos (X7, anj] = ajf”,;X’c = a;CX'“7 esto implica que (Ad Xi)]k = f”k
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y tensor de intensidad de campo

Fuy = i[D,, D). = 8,A, — 0,A, +i[D,, D,]..

Ahora la accion no conmutativa de QED en (3.1.1) es invariante bajo un conjunto de transforma-
ciones de norma no conmutativas, las cuales se pueden escribir de la siguiente manera:

b=y = e, (3.1.2)
= = ge (3.1.3)
Ay = Al = eMAy —i0,)e; ™ (3.1.4)

donde la estrella * en las exponenciales indica una serie de potencias formal, donde en cada término,
el producto ordinario se sustituye por el producto-x.

Recordando la propiedad de ciclicidad de *, se tiene que el término de masa es el mismo que
en la formulacién clasica. La diferencia se centra entonces en el término cinético de v, en donde
aparece el término de acoplamiento

/d4xw*44*¢=/d4$¢(44*¢)7

en donde se ha utilizado la propiedad (2.2.2]) del producto * en el integrando. El efecto de este
término en la teoria se entiende mejor en el espacio de momentos, donde se tiene que

(/ d*k A(k)eik“x(? 300" 0 (/ d4p1;(P)€ipﬂyﬁ> ly—a>

— /d4k dbp eikatpa)e® f(f)e=2kub""Puif(p). (3.1.5)

Axy

En consecuencia

/d4x¢ x Axp = /d4x d*k dip diq ei(k"ﬂ)“ﬂ”)mail;(q)A(k)vfz(p)e*%ku9“"Pu.

Se ve entonces que el producto * introduce una fase dependiente de los momentos de las particulas.
Algo similar ocurre con el término asociado al tensor F),,,, donde el conmutador [A,, A,]. ya no es
nulo y da lugar a interacciones entre tres fotones, un fenémeno prohibido en el modelo estdndar de
particulas. Es claro que el producto * permite que una teoria abeliana clasica se vuelva no abeliana
en este sentido.

Aunque esta forma de proceder en la construccion de teorias de norma no conmutativa parece
adecuada, existen sin embargo problemas que impiden o limitan a ciertos escenarios su dominio de
aplicabilidad. El primero de ellos esta relacionado con la invariancia de la accién

1
SF:—@ d4fEFl“,*FMV,

bajo la transformacion de norma no conmutativa

Ay = A, =Ux A, «U+iU x0,U".
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Mientras S es invariante, el término de acoplamiento con la materia en necesita que ésta
este cuantizada con carga +1,—1 6 0 para ser compatible con esta transformacion. Los valores
de la carga estan asociados con la representacion fundamental, antifundamental y adjunta de 1
respectivamente:

La representacion fundamental con carga @ = 1:

v o= Y =Usxy,
Dy = 0, —1iA,*,
la representacion antifundamental con carga Q = —1:
v = P =yxUT
Dy = 0 —ip*A,,

la representacion adjunta con carga @ = O:

X = X' =UsxxxU"",
D[LX = 8ux_i[Aqu]*'

El segundo problema es también importante y se presenta cuando se desea construir teorfas no
abelianas no conmutativas. Consideremos por ejemplo el conmutador

(AT, ALTY), = S{AS, ALY [T, "] 4 A%, AV (7%, T, (3.1.6)
donde los elementos {T%} son los generadores del grupo de Lie a partir del cual se construye una
accion similar a Sp. Ahora bien, el primer término del lado derecho de esta igualdad involucra al
conmutador de dos generadores, el cual en el caso de un grupo de Lie, se escribira como combinacién
lineal de los mismos por medio de las constantes de estructura correspondientes. El segundo término
por otra parte es la raiz del problema, ya que en general el anticonmutador de dos generadores no
sera expresable como combinacién lineal de los generadores del grupo y en principio posee tanto
una parte simétrica como antisimétrica. De hecho el tnico grupo para el cual el anticonmutador de
generadores se escribe como combinacion lineal de ellos es U(n) donde

{T*,T"} = capeT°.

Para el caso del grupo SU(N) en un espacio-tiempo no conmutativo, la relacion de conmutacion
para los campos (3.1.6) no cierra, por lo tanto construir una teoria de norma en un espacio no
conmutativo con grupo de simetria SU(N) no es posible siguiendo este enfoque.

3.2. El mapeo de Seiberg-Witten

Diversas propuestas para resolver los problemas mencionados anteriormente existen en la lite-
ratura, algunos de ellos necesitando la introduccion de nuevos tipos de particulas. Desde un punto
de vista formal, todas las soluciones pueden ser aceptables, sin embargo, tomando en cuenta que
la descripcion de un fenomeno fisico debe ser lo més sencillo posible, el hecho de tener nuevas
particulas no es del todo aceptable.
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Tal vez la propuesta mas simple es aquella basada en el uso del algebra envolvente universal
U del grupo de norma que se este analizando. En general se define el algebra envolvente universal
U(G) de un grupo G como el algebra asociativa generada por la base T del dlgebra de Lie de G
con la relacion T2T? — T°T* = C® T¢, donde C®_ son las constantes de estructura del dlgebra de
Lie de G. La base del algebra envolvente se puede escribir como los producto simetrizados de los
generadores del adlgebra de Lie del grupo, i.e.

1 1
LT — Ta7 . TaTb — §{Ta,Tb} _ §(TaTb 4 TbTa)7 o

y asi sucesivamente. Obviamente en esta construccion se tiene una base infinita o equivalentemente,
se tiene un numero infinito de grados de libertad.

Consideremos entonces un grupo de norma G, con generadores {T;} y fijemos una representacion
V' del mismo. En el caso conmutativo tenemos que el campo de norma A con valores en el algebra
de Lie se escribe como

i
A, = AT,
y una expresiéon anéloga para el pardmetro de norma A
A= NT;.

El campo de materia lo denotamos por . La idea ahora es utilizar objetos analogos pero no
conmutativos definidos en el algebra envolvente universal I/ del grupo G, i.e.

TeAdwV, A, Aye Ao U.
Por ejemplo, se tiene que
Ay = M) T+ XN ()T + AN () : TiTy - +... € AQU.

En estas expresiones A es el algebra de funciones equipada con el producto * y la notaciéon " sirve
para indicar que estamos utilizando objetos no conmutativos definidos en términos de la base de U.
Recordemos ahora que en el caso conmutativo se tienen las transformaciones de norma usual

Ay = A =eMA, —i0)e P,
Y = Y =M. (3.2.1)

Es deseable que en el caso no conmutativo se tengan relaciones similares, tales como

Au(A,0) - EAOADIL (A4 0) —id,]er MO — 4,4 0),
G, A,0) — ANy, A,0) =By, A, 9). (3.2.2)

En [14], Seiberg y Witten argumentaron que las teorfas de norma no conmutativas son equivalentes
a las teorias de norma conmutativas y que en particular existe un mapeo de un campo de norma
conmutativo a uno no conmutativo:

A A\, A,6)
A, | = | Auae) |,
(G (¢, A, 0)
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de tal manera que la simetria de norma se preserva. A tal trasformacion se le conoce como el
mapeo de Seiberg-Witten. Dado que debemos respetar las simetriias presentes a cada lado de la
transformacion, esto significa que para un cambio infinitesimal de gauge con parametro A, en la
teoria conmutativa, debe existir un /L en la teoria no conmutativa tal que en su version infinitesimal
el mapeo de Seiberg-Witten se escribe como

A A+ 63A0) = AL [A, 0]+ 6 1A,[A, 6] (3.2.3)
U[h + 0ah, A+ 0 A, 0] = U, A, 0] + 5 ;¥ [, A, 0. (3.2.4)

Es importante resaltar que esto no significa que exista un cambio de parametros del tipo A= /i[)\],
yva que si asi fuera tendriamos un isomorfismo entre los grupos de norma de ambas teorias. Basta
con recordar que en el caso U(1) la teoria no conmutativa es “no abeliana” (a diferencia de la
conmutativa), para ver que tal isomorfismo es imposible. Entonces, lo mas cercano que podemos
escribir es una transformacion de la forma A = A[\, A,].

Ahora consideremos las variaciones no conmutativas 6 i de los campos no conmutativos /Alu y U
de las ecuaciones dadas en , es decir, estas variaciones las podemos escribir como

01 AL[A 0] = A A+ 0\A,0) — ALA,0) = 0, A,[A, 0] (3.2.5)

donde la parte derecha de estas ecuaciones se pueden escribir como la variaciones ordinarias § de
los campos no conmutativos A, y ¥. Por lo tanto es posible escribir

§i=0x=0.

La transformacién de norma ordinaria d en el lado derecho de las ecuaciones acttia en las
componentes de /Alu y U cuando estas son expresadas en términos del parametro no conmutativo 6
respectivamente.

De manera general las ecuaciones deben ser resueltas orden por orden en el parametro
no conmutativo. La forma de obtenerlas es mediante la versiéon infinitesimal de una transformaciéon

de norma conmutativa
O\A, =N —i[AL N, Oap =iy
y su contraparte no conmutativa
05 AL (A,0) = 9,4\ A,0) —i[A,(A,0), A\ A,0)l,, (3.2.7)
000, A,0) = QAN A Q) xT(y, A 0). (3.2.8)

Las dos ecuaciones anteriores forman un sistema acoplado, en particular la ecuacion para la variaciéon
del campo de norma debe ser resuelta simultaneamente para A y A. Enla practica esto es bastante
dificil pero es posible adaptar ideas del caso conmutativo para resolverlas. En particular existe una
ecuacion de consistencia de norma (cociclo) en el caso conmutativo

(0A10A2 — 0A20A1)Y = [ A1, A2 = 0_ipn, 20)¥ = 057,
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donde A3 = —i[A1, A3]. Al igual que en el caso conmutativo, se impone la condicién de cociclo en el
caso no conmutativo en la forma

(GA10X2 — OX20M) T = 8\, 21T, (3.2.9)
la cual expresa que el algebra de transformaciones de norma no conmutativas posee la propiedad
de cerradura. Notese que

5,\15>\2\if = S)\l(i/ig * \i/) = (ig)\l/iQ) * W 4 i Ag * 3,\1\11
= (iby, Ag) % U 4+ %Ay % Ay 5 U, (3.2.10)

donde hemos usado que la variacién del campo de materia no conmutativo esta dado por (3.2.8]).
Se tiene entonces que la condiciéon de cociclo no conmutativa (3.2.9)) se puede escribir como

0o Ag — 0540 + [Aa, Agli =i 0 g (3.2.11)

Como se puede ver la ecuaciéon es una ecuacion para el pardmetro de norma /ia, la cual se
tiene que resolver simultaneamente con .

En lo que sigue no se especificara el grupo de norma y por lo tanto todos los resultados obtenidos
seran validos para un grupo de norma no-abeliano arbitrario.

3.3. Soluciones al mapeo de Seiberg—Witten

Como se ha discutido anteriormente, el producto * involucra un ntmero infinito de términos lo
cual hace dificil el obtener una solucién analitica exacta por lo que de manera usual se emplea un
método perturbativo en el parametro no conmutativo para resolver las ecuaciones. Consideremos
entonces los siguientes desarrollos en serie

AN A0 =2+ > A"(NA,0),
n=1
Au(A,0) = A+ AT(A,6),

n=1
U(, A,0) =+ > _ U™y, A,0), (3.3.1)
n=1

donde A, A, y 9 son los términos de orden cero de /i, flu y NG respectivamente. El superindice n
denota el orden de 6 en la serie.
Se tiene entonces que la condicion de cociclo ([3.2.11]) se escribe a orden n en € como

i0a Al — 6 AR + Y [AB, AL =iA",, 4 (3.3.2)
ptqt+r=n
y la condiciéon de equivalencia de norma (3.2.7)) a orden n en el parametro 6 se puede escribir como

0o A = 0, A% +1 Y [AP, AL, (3.3.3)
ptgt+r=n
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donde la suma es sobre todos los valores de p, ¢ y r tales que p+ ¢+ r =ny *" denota:

1 /1

P afa) = 5 (5) 0900000, 0, 0) 0 Do)

Las ecuaciones (3.3.2) y (3.3.3)) las podemos reordenar para cualquier orden n, de tal manera que
cada ecuacion contenga solo componentes de orden n de sus respectivos campos:

AA" = ibo A — 5 AL + [0, AR+ [AZ, B —id" s = > [AB, AL (3.3.4)
p+q+r=n,
P, q#n
AN Al = i0a Al — o, Al =0, An+i Y [AB, Al (3.3.5)
p+q-;T:n7

La forma de proceder para resolver este sistema de ecuaciones es la siguiente: primero se construye
la solucién A7 de la ecuacién a cada orden, entonces se evaliia esta solucién en la ecuacién
(13.3.5)) con el fin de obtener la solucion AZ orden por orden.

>in embargo, para obtener la solucién de orden n, las soluciones de orden menor deben insertarse
en la parte izquierda de las ecuaciones (3.3.4), (3.3.5). Por lo tanto, el lado derecho de estas ecua-
ciones dependen explicitamente de 6, es decir, las ecuaciones (3.3.4)), (3.3.5)) se pueden descomponer
en una parte homogénea y una no homogénea . Ahora podemos extraer la parte homogénea de las

ecuaciones (3.3.4)), (3.3.5)) definidas por:
AAY = i6a Af — 65 A7 + [a, AB]+ [A7, B] —iA™;, 4 =0, (3.3.6)
ALA =i, AT — o, AT] = 0. (3.3.7)

Es claro que se puede agregar cualquier soluciéon homogénea /IZ, AZ a las soluciones no homogéneas
Ay, A} con coeficientes arbitrarios[21]. Esta libertad en las soluciones se estudié por primera vez en
[22] v a las combinaciones lineales de las soluciones homogéneas son conocidas como ambigiiedades
en el mapeo de Seiberg-Witten.

3.3.1. Solucién a primer y segundo orden

Empezamos discutiendo la solucién a primer orden la cual fue encontrada por N.Seiberg and
E.Witten [14] para el parametro de norma y el campo de norma. De acuerdo con esto, las soluciones

a primer orden a las ecuaciones (3.3.2)), (3.3.3) estan dadas por

1
AT\ A 0) = eu”z{auA, AL, (3.3.8)

1
A (A, 6) = 6" Z{F“” + 0, A,, ALY}, (3.3.9)

donde

F,, =0,A, —0,A, —i[A, A
Sin embargo, estas no son las soluciones completas de las ecuaciones correspondientes. Para obtener
la solucién completa deben de agregarse las soluciones de la parte homogénea de las ecuaciones

(3-3.6), (3.3.7).
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Obtener estas soluciones junto con la solucién homogénea no es un calculo trivial. Para obtener
la solucion general comencemos por analizar la condiciéon de cociclo (3.3.4)) que a orden mas bajo
en 0 se puede escribir como

Sa, AT (2, A, 0) — 03, AY (M1, A, 0) —i[A (M1, A, 0), M)
1
—i[A1, A" (A2, A, 0)] — AN (—i[A1, Ao], A, 0) = =50 10uA1, 90, (3.3.10)
donde la parte homogénea de la ecuaciéon de cociclo a primer orden en 6 esta definida como:

S AT (N2, A, 0) — 63, AY (M1, A, 0) —i[AY (M1, A, 0), \a]
—i[A1, A (Na, A, )], — AY(—i[A1, Xa], A,0) = 0. (3.3.11)

En principio, una vez que una solucién a esta ecuacién ha sido determinada, ésta puede utilizarse
para encontrar expresiones para el campo de materia o y el campo de norma A. Ahora necesitamos
dar un Ansatz para resolver esta ecuacion. Para esto necesitamos construir todas las cantidades que
involucren combinaciones del pardmetro de norma A y del potencial de norma A,, de tal manera que
al contraerse con el parametro antisimétrico 6*”, no aparezcan indices libres tales como: 6#¥9,\ A,
y 0#79,A,. Usando este razonamiento podemos proponer un Ansatz de la forma

AV A,0) = 07 (a {90, Ay} + b[OuN, A + cO,A,),

para el pardmetro de norma con coeficientes a, b y ¢ por determinar. La solucién completa se obtiene
al determinar los coeficientes a, b y ¢, esto es, al evaluar este Ansatz en la ecuaciéon no homogénea
(3:3.10) como la homogénea (3.3.11)). Usando este Ansatz en la ecuacion obtenemos la
soluciéon para el parametro de norma a primer orden dada por y para la solucién de la
ecuaciéon homogénea obtenemos que la solucion se puede escribir como

Al (N A,0) =iV [9,0, A (3.3.12)
X

Por lo tanto la solucion general estd dada por estas dos soluciones. Siguiendo un analisis similar al
anterior podemos construir un Ansatz para el potencial de norma A; a partir de contracciones con
el pardmetro 0*" de tal manera que aparezca un indice libre, donde las posibles combinaciones se
pueden escribir como: 0*Y F),,A,,, 0"V 0,A,A,, 0"YD,A, A, 0" D,F,,. Usando estas contracciones
podemos proponer un Ansatz de la forma

A},(A, o) = o (a/{Fupa Ay} + b/[Fum A+ C/{auApv A} + d/[auAp’ Ay
+ e {DpAu, AL} + f'IDy AL, AVl + ' Dy Fu)

donde o', V', ¢, d’, ¢ y f’ son constantes por determinar.

La solucion completa al mapeo de Seiberg-Witten a primer orden en 8#” se obtiene al evaluar los
Ansatz para el parametro A! y el potencial de norma A}) de tal manera que satisfaga las ecuaciones
no homogéneas asi como las homogéneas. Por lo tanto la soluciéon a la solucién a la ecuaciéon
(3.3.6) esta dada por , mientras que para la solucion a la ecuacion homogénea (3.3.6) tiene

dos contribuciones, donde la primera contribuciéon es obtenida resolviendo la ecuaciéon homogénea
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considerando las contribuciones del pardmetro de norma provenientes de su respectiva ecuacion
homogénea : A1) = X\ + A’ La solucion general es de la forma

Ai(l)p(A79) = _21'8541)0MVD;)FHV- (3313)
A

La segunda contribucién se obtiene de considerar las soluciéon homogénea de pardmetro de norma:
Al(l) obteniendo la siguiente contribucién
Ex

Al (4,0) = 0" [DyA,, A,). (3.3.14)

Por lo tanto la soluciéon general a primer orden es /121) = Ag + A; + A(l‘(l)p + Ai(l)p.
“A A

En estas expresiones cf\l) y 0541) representan constantes arbitrarias, las cuales estéan relacionadas
con ambigiiedades en el mapeo de Seiberg-Witten y caracterizan las soluciones homogéneas del
mapeo. Fisicamente las ambigiiedades representan la posibilidad de una redefinicion en los campos
involucrados. Por lo tanto en lo que sigue de este trabajo s6lo consideraremos las soluciones asociadas
a la parte no homogénea. R

Para el caso del tensor electromagnético F),,, la forma de encontrar la perturbaciones ), es

usando el desarrollo perturbativo 121\“ =AY + Al +--- en el tensor
Fo = 0,A, —0,A, —ilA,, A,

donde hemos reemplazado los productos ordinarios por el producto Moyal (x). Para el caso de la
perturbacién a primer orden Fﬁu podemos escribir

F;u - aﬂAi - aVAllL - Z[A}n Ag] - Z[A?u AH - Z[A?NAS]»A

Usando las expresiones para el parametro de norma A! y el potencial de norma Allt la expresion
anterior se escribe como

1
1 _ "y 0 0 0 0 0
Fl, = 20" ({4}, 0.F), + D,F)} = 2{Fy, F,.}). (3.3.15)

Las correcciones de orden mayor en el pardmetro no conmutativo para el mapeo de Seiberg-Witten
pueden ser deducidas por el mismo procedimiento que se utilizé en el caso a primer orden. Por
ejemplo, en [23] la solucién a segundo orden para el pardmetro de norma a segundo orden A? tiene
la siguiente forma

1
A% = 3—29‘“’00‘5 ({Au, {0, A0, 0 A} + {AL, {Aa, 00N} + {{AL, 00 An}, O3}

~{{Fpua, A}, 957} — 2i[0, A, 8,05N]) . (3.3.16)

Donde el campo de norma a segundo orden Ai esta dado por la siguiente expresion

1 .
Ai = —59“”9“5 ({{Aa,084,},0,A,} — {{Fapu, Ap}, 0, Ay} — 2i[00 Ay, 030, AL} (3.3.17)
- {Aw {aVFawAB}} - {Aw {FaanAﬁ}} + {Aw {aVAmaﬁAv}}
+{Au {40, 0,034} — {{Aa, s F iy}, Avt + {{DaF iy, A}, Av}
+2{{Fua’ F’Y/3}7 Au} + 2i[6O¢FH’Y7 8ﬁAV] - {F/Vyv {Aav 8/3Av}} + {Fu'yv {Fam Aﬂ}}) .
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Ahora las ecuaciones (3.3.16|), (3.3.17)) se pueden escribir en términos de las soluciones de primer
orden A}H A'. Después de reorganizar los indices y reagrupar los términos relevantes se obtiene:

. .

A3 = =507 ({AL 050} + {Aa. 954"}) = 10"6°°10, Aa, 0,05 (3.3.18)
1 (03

A = =50 ({Ad, 0545 + g} + {4, 9545 + Fp.}) (3.3.19)

- T%owoaﬁ (04 Aa, 00(Ds A, + Far)l.

El tensor de curvatura Ffua segundo orden también se puede escribir en términos de soluciones de
primer orden:

FZ, = aﬂ" ({A%, 0.F), + (D, FO)'Y +{A,, 0,F°, + D, F),} —2{F}, F)} (3.3.20)
—2{F},, Fp}) - "”9“5([8 Ao, 0y (0 Fyp + DsFyp)] = [0, Fya, 0, Fppl)
donde, (D, FJ,)" denota

(D,FY)' =D,F), —[A}, F\,] + aaﬂ{aA das ).

Obviamente, cuando las soluciones se escriben en la forma anterior, es mucho mas facil ver como
dependen de las soluciones de orden menor.

3.3.2. Solucion a todos los ordenes

Es claro que las expresiones para ordenes superiores en 6 son méas complicadas y no tan sencillas
de obtener por un procedimiento de ensayo y error. Es por ello que hubo una intensa actividad en
la busqueda de un método sistemético a partir del cual una solucién exacta al mapeo de Seiberg-
Witten pudiese ser obtenida.

Cuando la estructura de las soluciones no homogéneas de las soluciones dadas en y
se compara con las de segundo orden , 7 se ve inmediatamente que los términos
lineales en 6 en , (3.3.19) provienen de una expansion donde el término de primer orden
tiene una forma similar a (3.3.8]) 6 . Los términos cuadraticos en 6 estan relacionados con la
expansion del producto-*. Por lo tanto, analizando las soluciones de dos primeros 6rdenes se puede
conjeturar la siguiente estructura general:

A;LH:_ Z {AP, 9,4%}.r, (3.3.21)
pt+g+r=n
1
—+1 __ v
A ——ma“ D AL AL+ FL e (3:3.22)
ptHq+r=n

Siguiendo un procedimiento similar podemos conjeturar que el término de n 4 1-esimo orden del
tensor de curvatura tiene la forma:
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1
n+1 v
Froft = “m " > ({A, 0,F2, + (D, Fy,)7} — 2{FP,, F}..), (3.3.23)

p+qg+r=n

donde

(DyFy,)" = DiFs, —i Y [AD, FY ],
ptgtr=n

Debemos mencionar que estas soluciones no son las soluciones més generales a segundo orden
en 0. Para obtener la solucién més general también se deben incluir las soluciones debidas a la
parte homogénea. Sin embargo, la inclusién de soluciones homogéneas con coeficientes arbitrarios
hace dificil ver como escribir estas soluciones de forma recursiva y por lo tanto en este trabajo no
consideraremos las soluciones debidas a la parte homogénea.

3.3.3. El mapeo de Seiberg—Witten para los campos de materia

El mapeo de SW de un campo de materia NC ¥ que se acopla a un campo de norma A en una
teoria invariante norma se puede derivar de una relacién de equivalencia de norma:

553 W[w, A, 0] = 63 ¥[1, A, 6), (3.3.24)

de modo que el campo NC ¥ también es funcional de su contraparte ordinaria v y del campo
de norma A. Usando la expansiéon en serie de potencias del campo de materia NC v 1} es
posible encontrar la solucion a la ecuacion utilizando un procedimiento similar al usado en
la Seccion 3.3

La relacion de equivalencia (3.3.24) es valida tanto para campos bosonicos como fermioénicos,
aunque obviamente sus correspondientes términos cinéticos y de interaccién en una accién son
diferentes. Por lo tanto, en las siguientes discusiones no distinguiremos la naturaleza del campo, ya
que para ambos casos la estructura de la relacion de equivalencia (3.3.24)) y, la estructura de las
soluciones son las mismas.

Por otro lado, la relacién de equivalencia es valida en el representacion fundamental o
en la representacion adjunta de un grupo arbitrario de norma no abeliano. Obtendremos todas las
soluciones recursivas de orden de (3.3.24]) para ambos casos utilizando diferentes enfoques.

3.3.4. Representacion fundamental

Cuando el campo ordinario esta en la representacién fundamental, la transformacién de norma
se lee como

Sxih = i\,

La generalizacion NC de la transformacion de norma de un campo NC ¥ se define reemplazando
el producto ordinario por un producto-x:

00 =idy 0. (3.3.25)

Siguiendo la estrategia general presentada en la seccion [3.3] podemos escribir la relacion de equiva-
lencia de norma (|3.3.24)) sustituyendo una serie de potencias en el pardmetro 6 para el parametro
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de norma A, y para el campo de materia ¥ en (3.3.25)). Por lo tanto, podemos escribir la relacién
de equivalencia de norma para el campo de materia como

A U™ = 5, 0" — iq¥™ = Z AP 57 (3.3.26)

ptg+r=n,
a#n

para todas las ordenes. Como se discutié anteriormente, la soluciéon de esta ecuaciéon no es tnica,
es decir, uno tiene la libertad de agregar cualquier solucién de la ecuaciéon homogénea

AU =i > A" W= (3.3.27)

ptqtr=n,
q#n

a la solucion U™ de (3.3.26)).

Una solucion de la ecuacion (3.3.26)) a primer orden se puede obtener proponiendo un Ansatz,
el cual incluya todas las combinaciones posibles entre el campo de materia estandar v y el potencial
de norma A,, de tal manera que en la contraccioén con el pardmetro 6*” no aparezca ningtn indice
libre. Posibles combinaciones son: 6 A,,0,%¢, 0" A, D ), 6" (0,A, — 0, AL )Y , O [A Al y
0" F,,,7p. Usando este razonamiento podemos escribir un Ansatz usando una combinacién de los
términos que son linealmente independientes:

Uy, A, 0) = 0" (a A, 0,0 + bA, Dt + c[A,, AU + dF,,0), (3.3.28)

con a, b, ¢ y d constantes por determinar. Usando este Ansatz en la ecuacion (|3.3.26) obtenemos la
solucién a primer orden:

1
W= 20" A9, + D), (3.3.29)

donde D, es la derivada covariante:
Dy =0 — 1AL,

La solucion general para el campo de materia se obtiene al considerar las soluciones de la parte
homogeénea ([3.3.27). Para esto nuevamente consideramos un Ansatz de la forma (3.3.28)) obteniendo
la siguiente solucién para la parte homogénea

~ 1
1 1 ppv
\chb) = §Cw9l FMV’(/}7

donde hemos usado la deformacion del parametro de norma hasta primer orden obtenida en (3.3.9)):

Ay = X+0"1{0,\, A,}. Pero también podemos considerar el caso cuando el parametro de norma

Ay proviene de su respectiva ecuacion homogénea (3.3.11]), cuya soluciéon fue obtenida en (3.3.12))
y tiene la siguiente formaz/li1 = icg\l)ﬁﬂ"[ﬁu)\,Au]. En este caso obtenemos que la solucién a la
A

ecuacion (3.3.27)) esta dada por '
~ Z v
vl = —§c§9“ [A,,, A (3.3.30)

Y

. 1 1 e . .
En estas expresiones cg\ ) y cfp) representan constantes arbitrarias, las cuales estan relacionadas con

ambigiiedades en el mapeo de Seiberg-Witten y caracterizan las soluciones homogéneas del mapeo.
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Como se habia discutido anteriormente, las ambigiiedades representan la posibilidad de una
redefinicion en los campos involucrados. Por lo tanto en este trabajo s6lo consideraremos las so-
luciones asociadas a la parte no homogénea. Una suposiciéon natural para encontrar la solucién a
segundo orden de es escribir la solucién a segundo orden de forma recursiva en términos
de los campos ordinarios A, y 9 y sus soluciones de primer orden A}L y Wl Sin embargo, para los
campos de materia no es facil ver esta estructura a primera vista.

Sin embargo, uno puede derivar la ecuacion diferencial SW de la soluciéon de primer orden
y encontrar sus soluciones a todos los ordenes. Para este proposito, siguiendo [I4], derivamos la
ecuacion diferencial variando el parametro de deformacién infinitesimalmente 6 — 6 + 66 :

oW 1

0O o = 4596*/321& % (00 4 D), (3.3.31)

donde el lado derecho de esta ecuacion la podemos escribir como productos de cantidades antisi-
métricas:

ov 1. O L
Do = _éAM *(0,V + D, V) + gAV * (0, + D, V), (3.3.32)

donde la derivada covariante no conmutativa esta definida en la representacion fundamental como:
Dy = 0,0 — i, 0.
La forma integral de la ecuacién (3.3.32]) esta dada por

b=y é /d@’“’ [A# « (0,0 + D, U) — A, * (8,9 + ﬁ#\if)] . (3.3.33)

Usando un procedimiento similar al presentado en [24], asumiremos que el campo de materia no
conmutativo ¥ admite un desarrollo perturbativo en el parametro 6, el cual se puede escribir hasta
orden n + 1 y lo denotamos como:

\i/(n+1):1/)+\1/1+"'+\1/n+\1/n+1,

donde este desarrollo perturbativo esta definido formalmente, es decir, que el campo de materia no
conmutativo ¥ se puede expresar formalmente como una serie de Taylor:

n+1 1

. ok .
(n+1) _ — gravigpeve | ORkVE (n+1)
Y _1;0 k!9 e <80“1V1"'89”W’“\IJ )a_o

n+1 1 ak,I a s (nt1)
— —prvghave | QEEVE n
JHI; 0" 0 (aeuzvz---aezm (89“”qj >)H.

. e ., §r(n+1) .
Por lo tanto, usando esta convenciéon se puede inferir de la ecuaciéon (3.3.32) que aqéew requiere

conocer U™ y /1&“), es decir, que para determinar el campo de norma hasta orden P(nt1) ge requiere

conocer los campos a un orden menor: ¥ y A&n) Usando este hecho podemos escribir la forma

integral del campo de materia (3.3.33]) como:

o 1 ~ o A A ~ ~ A oA
PO =y — / o [Aff) £ (0,0 4+ D, FM) — A % (9,5 + D“\D("))} . (3.3.34)
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Recordemos que hemos asumido que el campo P +1) admite un desarrollo en Taylor, por lo tanto,
la expresion que se encuentra dentro del integrando se puede escribir como una serie de Taylor :

1 n+1 1 akfl
pn+l) — o = —_ppvghave v A N ) (n)
YT ; 0O <aem-.-aeum (e (0,0 + (D) ))ezo'
(3.3.35)

donde o . R R
(D ¥)™ = 9,0 — AP 5 G,

Ahora consideremos la perturbacién del campo de norma a orden n + 1, es decir, Ut 1a cual se
puede leer de la n + 1- ésima componente de la serie de Taylor dada en (3.3.35)):

1 o

\iln—b—l — = phvgpavi OknVn
TN ’ (aaum c - OOHnvn

Al (ayqﬂ”) + (DV\I/)(”))>
0=0

donde, por consistencia con la serie de Taylor, debemos considerar todas las combinaciones posibles

de la funcién AL") * (8,‘11(") + (Duﬁl)(")) que sean consistentes con el orden del desarrollo, es

decir, s6lo debemos de considerar los términos que den origen a las contribuciones de orden n en el

parametro 6: > flﬁ *" (&,\ifq + (ﬁyli/)q). La ecuacion anterior se puede escribir como:
ptgtr=n
A 1 A A oA
Ut = g i AP« (Mﬂ D,¥ q) :
4(n+1)! (89#1”1 e OOHnVn Z +( )
pt+qg+r=n
donde

(D, W) =0,9" —i > AD "W,
ptq+r=n,

Después de tomar las derivadas con respecto del parametro # obtenemos una solucién recursiva
para todos los ordenes de la relaciéon de equivalencia de norma (3.3.26)):

gt = YN AN (9,07 + (D, D)), (3.3.36)
4(n+ 1 praTren ( )

donde es facil notar que la solucién a primer orden ([3.3.29)) se recupera si elegimos n = 0.

3.3.5. Representaciéon adjunta

Cuando el campo ordinario esté en la representacion adjunta, la transformacion de norma se
puede escribir como

Saip = i[\, ). (3.3.37)

Nuevamente la generalizacion NC de la transformacion de norma (|3.3.37)) se obtiene reemplazando
el producto ordinario por un producto-x:

60 = i[Ay, U,. (3.3.38)

Siguiendo la estrategia general, la relacion de equivalencia de norma (3.3.24)) se puede escribir como
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AU = 5,00 [, U] = Z AP 57 g (3.3.39)
p+q—;r:n,

para todas las ordenes. Como se discutié anteriormente, uno tiene la libertad de agregar cualquier
solucién homogénea W™ de la ecuacion

p+q4;?“:n,

para todos los érdenes. Las soluciones de la ecuacion se pueden encontrar ya sea resolviendo
directamente este orden de ecuacién por orden o resolviendo la ecuacion diferencial respectiva como
se discutio6 en las seccion anterior.

Una solucién de la ecuaciéon a primer orden se puede encontrar haciendo un analisis
similar al caso de la representacién fundamental (3.3.28), es decir, construyendo un Ansatz similar
al en términos de conmutadores y anticonmutadores:

Uy, A, 0) = 0" (a{A,, 0,30 + b[AL, 0]¢ + c{A,, Dy} (3.3.41)
+d[Ay, DoY) + eFtp + flAu, AJJY),

donde a, b, ¢, d, e y f son constantes por determinar. Usando este Ansatz en la ecuacion (3.3.39)
encontramos la siguiente solucién

Pl — _ieﬂV{Au, 9, + D, Y. (3.3.42)

De manera analoga a la seccién anterior, se puede derivar la ecuaciéon diferencial SW a partir de la
soluciéon de primer orden y posteriormente encontrar sus soluciones a todos los ordenes:

ov 1
oo 8

{A,,0,9 + D, ¥}.. (3.3.43)

La solucion recursiva para el campo de norma ¥(™*+1) valida para todos los ordenes

n — 1 v
L ST SR G CLE AP VS S
q#n

Dado que la estructura de las soluciones es la misma para los campos escalar y fermionico, esta
solucién también se puede usar para los campos fermioénicos. Después de introducir correc-
tamente los anticomutadores / conmutadores, la forma de la solucion es similar a la
dada en la seccion anterior, excepto que la derivada covariante D, en este caso es

l)uﬁ’zzauﬂ’_'ib4u’w]

y por lo tanto
(D,O)" =0,9" —i > [AP, wD],..

ptqtr=n,
q#n
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El monopolo de Dirac
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Capitulo 4

Monopolos Magnéticos

4.1. Monopolos en electrodinamica clasica

La electrodindmica clésica se puede describir de una manera elegante mediante las cuatro ecua-
ciones de Maxwell sin fuentes, es decir, en ausencia de cargas eléctricas y magnéticas:

V-E=0, (4.1.1)
)

E=-— 41.2
V x re (4.1.2)
V-B=0, (4.1.3)
. . OF

B="— 414
V x e (4.1.4)

Si uno representa los campos eléctricos y magnéticos por lineas de campo, la divergencia distinta
de cero indicaria que las lineas de campo salen o terminan en una regiéon del espacio. Por lo tanto,
las ecuaciones y muestran que ni las lineas de campo eléctrico ni las lineas de campo
magnético tienen puntos de inicio o fin.

Las ecuaciones y (4.1.4) muestran que los campos magnéticos dependientes del tiempo
generan campos eléctricos, y viceversa. Estas ecuaciones tienen una simetria conocida como dualidad
eléctrica-magnética: si reemplazamos los campos eléctricos y magnéticos como

E—~B y B— —E, (4.1.5)

las ecuaciones permanecen sin cambios. Esto significa que los campos eléctricos y magnéticos se
comportan de manera similar. De manera mas precisa, el campo eléctrico alrededor de la carga
eléctrica ¢ tiene la forma

—

E() = qr%, (4.1.6)

y una carga eléctrica ¢ que se mueve en un campo electromagnético a velocidad v experimenta la
fuerza de Lorentz
F:q(E+17><B). (4.1.7)

35
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Para mantener la dualidad electromagnética en el caso con fuentes se deben verificar las transforma—
ciones en presencia de fuentes, en donde se puede observar que para los campos la dualidad es E —
B, B — —E, mientras que para las fuentes la dualidad (p., J,) — — (pg, j), (pg, j) —(pes o),
deJa sin cambios las siguientes ecuaciones de Maxwell con fuentes eléctricas y magnéticas:

V- E = 4mp,, (4.1.8)
.. OB .

VxE=-"7"—4nl, (4.1.9)
V- B = 4rp,, (4.1.10)
V xB= ‘%f +4rd,, (4.1.11)

donde ¢ y g son las carga eléctrica y magnética, mientras que las corrientes eléctricas y magnéticas
son fe y fg respectivamente.

De acuerdo con la dualidad esta sugiere que de existir las cargas magnéticas, el campo
magnético alrededor de una carga magnética g seria el dual de la ecuacién

- d
B(F) = 973 (4.1.12)
y la carga magnética g experimentara la fuerza
F= g (E — U X E) .

Sin embargo, debido a que no se han encontrado cargas magnéticas, la simetria de dualidad parece
romperse al considerar las fuentes. Esto significa que, de hecho, la tnica diferencia entre la elec-
tricidad y el magnetismo es que las cargas eléctricas aparecen en la naturaleza de manera aislada
mientras que para las cargas magnéticas atin no hemos encontrado una de manera aislada.

Esto plantea la pregunta de por qué la naturaleza tiene esta asimetria. Desde el punto de vista de
la electrodinamica clésica, no hay ninguna razén por la cual no podria haber cargas magnéticas. En
otras palabras, la electrodinamica clasica es perfectamente compatible con la nocién de monopolos
magnéticos, y desde el punto de vista estético es extrano que los monopolos magnéticos parezcan
no existir, porque su existencia harfa la teoria electromagnética més simétrica.

4.2. Monopolos en la teoria cuantica

En la teoria cuéntica, la pregunta sobre la posible existencia de monopolos magnéticos se vuelve
més compleja pero también mas intrigante. Esto es porque resulta que en la mecanica cuéantica, las
fuerzas electromagnéticas deben describirse en términos de los potenciales escalar y vectorial ¢ y /T,
en lugar de los campos eléctrico y magnético E y B. Estos potenciales aparecen en la teoria como
campos dependientes de posicion, cuyas variaciones dan lugar a campos eléctricos y magnéticos a
través de las relaciones.

. 04 .

EF=——-— 4.2.1
5 Vo (4.2.1)

B=VxA
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En la electrodindmica clésica, estos potenciales se utilizan como una herramienta muy conveniente
para hacer calculos, pero su uso es opcional y uno puede hacer céalculos en términos de la campos
eléctricos y magnéticos sin tener que recurrir al potencial vectorial A y escalar ¢.

La manera en como son introducidos los potenciales escalar y vectorial a través de la ecuacion
rompe la simetria de la dualidad 7 pero uno debe notar que estos potenciales en si
mismos no son cantidades fisicas, es decir, no son observables. Las cantidades observables son los
campos eléctricos y magnéticos, de hecho, hay un nimero infinito de diferentes potenciales que dan
lugar a los mismos campos eléctricos y magnéticos, donde, el cambio de una de estas configuraciones
a otra fisicamente equivalente se conoce como una transformaciéon de norma:

cf)%qﬁf%, A— A+ V),

donde A es una funcién arbitraria. Debido a que las cantidades fisicas no cambian bajo tales transfor-
maciones, decimos que la teoria tiene una simetria de norma. La simetria de norma de las ecuaciones
de Maxwell se conoce matematicamente como U(1). Sin embargo, los potenciales (4.2.1) parecen
prohibir la existencia de las cargas magnéticas de acuerdo con uno de los resultados basicos del
analisis vectorial, es decir, la divergencia del rotacional de un campo vectorial siempre es cero, por
lo que obtenemos

V-B=V-(Vx4)=o. (4.2.2)
Por lo tanto, si el campo magnético esta representado por el potencial vectorial a través de la
ecuacion , entonces sus lineas de campo nunca podran converger a un punto. Esto parece
mostrar que no se pueden describir monopolos magnéticos utilizando el potencial vectorial A.

Esta restriccion se vuelve importante en la mecéanica cuéantica. Recordemos que en mecéanica
cuantica una particula se describe en términos de su funciéon de onda 1, la cual es compleja.
En general, la particula no tiene una posicion bien definida, pero la probabilidad de encontrar la
particula en una posicién particular viene dada por el cuadrado del valor absoluto de la funcion de
onda, [¥|*.

Cuando describimos particulas cargadas eléctricamente en presencia de un campo electromag-
nético externo en mecanica cuéntica, la fase compleja de la funcion de onda depende del potencial
vectorial A asociado al campo externo, es decir, la fase de la funcién de onda se puede escribir
explicitamente como

€90, donde g7 = /0 A - dF (4.2.3)

Los detalles se pueden ver en el apéndice De manera mas precisa, cuando la funciéon de onda
se mueve en el espacio, la fase compleja e’9(") cambia conforme al cambio de la componente del
potencial vectorial paralelo al movimiento. Esto es compatible con la simetria del norma, porque ni
la fase compleja ni el potencial vectorial son cantidades directamente observables.

Sin embargo, esto muestra que si se quiere describir la interacciéon entre una carga eléctrica y un
campo magnético se necesita usar el potencial vectorial en lugar del campo magnético en mecanica
cuantica. Debido a que el potencial vectorial no puede describir un monopolo magnético, jsignifica
esto que la mecénica cuantica prohibe la existencia de cargas magnéticas?.
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4.3. EIl monopolo de Dirac

En las secciones previas se ha analizado la situaciéon de los monopolos magnéticos en el contexto
de la electrodinamica clasica y en el contexto mecénico cuantico. En el contexto clasico hemos
considerado el movimiento clasico no relativista de una carga eléctrica e en un campo externo
debido a un monopolo magnético. Es por eso que seria correcto definir una carga magnética g como
fuente de un campo magnético estatico tipo Coulomb .

La cuantizaciéon de la teoria requiere empezar por hacer una generalizacién de la descripcion
Lagrangiana estdndar para un sistema de cargas interactuantes de dos tipos: eléctrica y magnética.
A primera vista esta generalizacion parece ser trivial. Como en la electrodindmica convencional, la
dindmica de una particula clésica con carga e y masa m en un campo electromagnético externo
estd dada por la fuerza de Lorentz (4.1.7) . Esta ecuaciéon de movimiento se puede derivar de un
Lagrangiano de la forma

1 . <o
L= §mf'2 +er- A, (4.3.1)

donde el segundo término del Lagrangiano es el término de interacciéon entre cargas eléctricas y
magnéticas. Sin embargo, de acuerdo con la definiciéon estandar, el potencial vectorial del campo
magnético B debe satisfacer la relaciéon

—
— -

B:qr%:vXA',

y al mismo tiempo la ley de Gauss magnética demanda que la carga magnética sea la fuente de tal
campo: V-B= 4763 (7) , lo que esta en contradiccion con la condicion .

Podemos concluir que la electrodinamica clasica no impide la existencia de las cargas magnéti-
cas mientras que la descripcién mecanica cuédntica requiere la existencia del potencial vectorial A
asociado al monopolo magnético, el cual parece ser imposible poderlo construir. Por lo tanto parece
ser que la mecanica cuantica prohibe la posibilidad de que existan las cargas magnéticas.

Dirac estudio este problema en 1931 e introdujo un potencial de tal manera que es posible evitar
tal conclusion. Debido a que el campo magnético B es esféricamente simétrico, el potencial vectorial
correspondiente podria escribirse como

A(7) = A0)V g, (4.3.2)

donde ¢ es el angulo azimutal en coordenadas esféricas y A(6) es una funcion que depende solamente
del angulo 0. Se puede ver facilmente que usando el hecho de que el gradiente de ¢ se puede escribir
como Vi = (rsinf)~'e, y tomando la eleccion A(f) = —g(1 + cos ) se obtiene

g(1+ cosb)
rsinf

A(7) =

donde se ha usado que en coordenadas esféricas &, = —&,sinp + €, cos . Finalmente se puede
escribir el potencial vectorial en la forma

(Sin ¥, — COS @, 0) )

> g [Fxn]

AlF) =2 —F—— 4.3.3
) rr—(F-n)’ ( )

donde el vector unitario 11 se dirige a lo largo del eje z: n = (0,0, 1). Este es el celebrado potencial de

Dirac [25]. A primera vista, este parece ser el potencial que necesitamos para describir un monopolo,
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porque después de un simple calculo tenemos, por ejemplo,

By =—0.A, = 0. (W) =g

r(r—z) r3
En consecuencia el rotacional del potencial A es

; 7

B(r) = [V x 4@ = g5

de modo que el potencial de Dirac obedece a forma de los campos de Coulomb, es decir, es inver-
samente proporcional al cuadrado de la distancia r.

Sin embargo, uno debe tener cuidado con tal calculo, porque el potencial vectorial de Dirac
presenta una singularidad adicional a largo de la linea 6 = 0, aunque es regular E| a lo
largo de la direccién 8 = w. Esto significa que el célculo directo del campo magnético anterior no
es correcto a lo largo de la linea de singularidad semiinfinita. En la vecindad de la singularidad
tenemos A(7) ~ 2gVe.

Notemos que tal potencial es el potencial tipico para una cuerda singular de flujo magnético a lo
largo del semieje positivo z. De hecho, en términos generales, el potencial se puede escribir
como ,

A7) = —g(1 + cos )V = (1 + cos 0)£U*1§U, (4.3.4)
donde U = e~%9%, De esta forma el potencial de Dirac es una transformaciéon de norma pura, la
cual es singular y estd complementada por un factor dependiente del dngulo .

Es por eso debemos tener cuidado en utilizar el potencial el cual es singular en el eje z
positivo y en el origen. Asi que es necesario estudiar una forma regularizada de este potencial. Por
ejemplo en [26], se propone una regularizacion para el potencial de Dirac en donde la idea béasica es
desplazar la carga magnética a una distancia € del origen de tal manera que se evite la singularidad
a lo largo del eje positivo z y del origen. Esto es posible si hacemos el remplazo de 72 — 2 + &2
en los términos que no involucren algtin tipo de dependencia en angulo 6, es decir, el potencial de

Dirac (4.3.3)) se puede regularizar como

- g [Fxn]

_9 _ 4.3,
RR—(7-n)’ (4.35)

donde R = /72 +¢2 = \/22 +y2 + 22 + £2. Por lo tanto, el campo magnético regularizado es

AT i n
Br(r,e) = ge (Rf‘[R—(F-ﬁ)]+R2[R—(F.ﬁ)]2>' (4.3.6)

que en el limite €2 — 0, se reduce a

N 2 T 1 2
Br(re) = g— — 29e*hO 4.3.7
r(7€) g 9e"nO(z) 12 (22 + 32 + £2) + (22 + 42 +e2)? )’ ( )

ILa S2 esfera esta parametrizada por dos angulos de las coordenadas esféricas. Dado que el potencial (4.3.3) no
tiene singularidades en su hemisferio sur, se puede introducir un indice adicional para etiquetarlo: A — AS.
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Figura 4.3.1: Campo magnético del potencial de Dirac.

donde O(z) es la funcion de Heaviside. En esta ecuacion se puede ver que los términos singulares
difieren de cero solo en el semieje infinito positivo z. Para calcular el flujo del campo magnético en
esa direccion, evaluamos la integral sobre el elemento infinitesimal de la superficie ortogonal a este
eje. Entonces solo el segundo término entre paréntesis contribuye. Por lo tanto el campo magnético
se puede escribir como

—

T .

i 4mgnO(z)d(x)d(y). (4.3.8)
Por lo tanto, ademés del campo de Coulomb esperado, obtenemos un campo magnético debido a la
singularidad By, es decir, el potencial de Dirac no corresponde solo a un monopolo magnético,
sino a un solenoide semiinfinito con un extremo en el origen e infinitamente delgado como se puede

ver en la figura (4.3.1)) .

Si calculamos el flujo total de los campos a través de una superficie cerrada:

B(7) = By + Bsing = g

b = GrB=g (1~ i paneiiswi)
— dgm — dgr =0, (4.3.9)

donde el flujo del campo de cuerda cancela exactamente la contribuciéon de la parte de Coulomb.

4.4. Transformaciones de la cuerda de Dirac

Como vimos en la seccion anterior, el potencial singular (4.3.3) conduce a la apariciéon de un
campo adicional debido a una cuerda de acuerdo con el segundo término en (4.3.8]), dirigido a lo
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largo de la singularidad, ademéas del campo magnético de Coulomb esféricamente simétrico. Este
campo adicional es un resultado que no se esperaba y que no es del todo consistente con las las
ecuaciones de Maxwell magnéticas, es decir, este campo adicional cancela a la contribucion de la
parte de Coulomb magnética. Para deshacernos de esta parte singular, se puede establecer una
condiciéon que la haga inobservable y, por lo tanto, no fisica. Un primer paso para asegurar esto a
nivel clasico es exigir que todas las configuraciones posibles de cuerda y sus posiciones tengan que
ser fisicamente equivalentes. De hecho, debemos describir las transformaciones de la configuracion
de una cuerda a otra y analizar bajo qué condiciones son idénticas.

Recordemos que un potencial electromagnético se define hasta una transformaciéon de norma

U(1), U(F) = exp{ieA(7)}:
Ao d—i-t “IVU = A+ VAP (4.4.1)

Ambos potenciales A y A corresponden al mismo campo magnético. Por otro lado, el gradiente de
la funcién de norma ﬁ)\(F’) tiene valores tinicos casi en todas partes en el espacio, con la excepcién de
los puntos en donde se vuelve singular. Por lo tanto, tal funciéon de norma es una fuente adicional de
los términos singulares en el vector potencial trasformado A’ asf como en el campo correspondiente
B'. De hecho, consideremos cémo el flujo magnético a través de una superficie cerrada o cambia
bajo la transformacion de norma

A@:/d25ﬁ5~(§’—§) :/d25ﬁ5~ [6>< (W)] =§I§df- VA

Ciertamente, el flujo es constante solo si la funcién de norma satisface la condicion A(p+27) = A(p),
de lo contrario, A® # 0.

Esta caracteristica resulta ser un punto clave en el analisis del potencial del monopolo magnético.
Ahora consideremos una transformacion de norma singular U(7) = exp{2iegy}, la cual da como
resultado la transformaci() del potencial AS

. . e o gl+4cosf, g .
AS 5 A — SemZiegeygeicsr — 2 . 4.4.2
ee € r sinf o reing * ( )
1-— 0 o
_ 9 .cos 6, = N
r sind

La transformacion de norma estd dada por la funcion

A7) = 29 = 2g arctan(y/x).

Esto se traduce en la apariciéon de un campo magnético singular adicional ®.yerqq = 47g a lo largo
del eje z.

Ahora analicemos la transformacion de potencial A dada por la ecuacién , es decir, esta
transformacion se puede entender como la adicion un flujo extra, generado por la transformacion de
norma U (7) = exp{2iegp}, v el flujo del campo de la cuerda de un monopolo a lo largo del semieje
positivo z. La suma es obviamente el campo de una cuerda semiinfinita a lo largo del semi-eje

2Tenga en cuenta que, estrictamente hablando, tales transformaciones deben definirse como distribuciones. Hay
muchas paradojas y conclusiones incorrectas en la teoria monopolo que se originaron a partir de tratamientos ingenuos
de expresiones singulares como (1.54).
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negativo z que corresponde a la singularidad del vector potencial transformado AN De hecho, este
potencial AN es singular a lo largo de la linea 6 = m, pero regular en la direccién opuesta 6 = 0.
Por lo tanto, la transformacién de norma acttia como una rotacion de la linea de singu-
laridad del monopolo en un angulo 7. De manera méas general, esto significa que la posiciéon de la
cuerda se define hasta tal transformaciéon. Por lo tanto, el campo debido a la cuerda no es fisico.

4.5. Condiciéon de cuantizacion de la carga

En la seccion yva hemos considerado algunas propiedades de las transformaciones de norma
del vector potencial singular A. Sin embargo, el potencial del campo electromagnético no solo
define los campos sino que también da la forma de la interaccion entre una carga eléctrica y el
campo electromagnético. En mecanica cuéntica, esta interacciéon se describe mediante la derivada
covariante que actia sobre la funcién de onda de una particula:

Dy(7) = [V — ieA(r)J (7).

Recordemos que bajo transformaciones de norma del potencial (4.4.1), tanto la funciéon de onda
como la derivada covariante transforman de la misma manera:

V() = Up() = X(), - DY(7) - UDY(#) = "> Dyp(#),

donde la funciéon de norma A(7) puede ser, en principio, una funciéon periédica. Sin embargo, hasta
este punto los grados de libertad de norma no importan a nivel clésico: la ecuacién de movimien-
to de una particula cargada clasica en un campo electromagnético externo permanece invariante
bajo la transformacion . En mecénica cuantica la situaciéon es diferente ya que la cantidad
fundamental es ahora la acciéon del sistema y la integral de trayectoria correspondiente que define
las amplitudes de transicion y las variables canoénicas. Por lo tanto, bajo las transformaciones de

norma (4.4.1)), el Lagrangiano (4.3.1]) y la accién también cambian como

L — L+4efVAFA) =L+ %[eA(F)],

T
5:/ dtL — S + eA(P)]] .
0

Dado que la amplitud de transiciéon ~ e*® debe ser una cantidad invariante de norma, la funcién
de norma A(7) ya no es una funciéon arbitraria de las coordenadas, porque cualquier cambio en la
acciéon de la mecanica cuantica debe dejar la amplitud de transicion sin cambios. Esto es posible si
05 = edA(T) = 2mn, donde, n € Z.

La consecuencia es la cuantizacién de los parametros del sistema mecanico cuantico. Para
verlo, consideremos el cambio de la accién bajo la transformacién de norma dado por
U = exp{2iegy} y supongamos que tenemos una trayectoria cerrada, es decir ¢ — ¢ + 27. Luego,
el sistema vuelve a la posicion inicial, pero la accién puede recoger un factor de fase adicional. De
hecho, si establecemos 7(T") = 7(0), el término de interaccion se puede escribir como una integral a
lo largo del contorno cerrado {:

T
Sint = e/ A(F) -7 dt = eygff(f') - dF. (4.5.1)
0

l
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Bajo la transformaciéon de norma (4.4.1)) este término cambia a
0Sint = 2e9dd = 4meg.

Por lo tanto la amplitud de transicién mecanico-cuantica permanece invariante si 0S5;,; = 4dreg =
2mn, n € Z, es decir, si se cumple la condicién de cuantizacion de carga de Dirac:
n

eg=—. (4.5.2)
2
La condicién de cuantizacion de la carga se puede derivar de muchas maneras diferentes. Historica-
mente, la cuantizacion de la carga fue derivada a partir del anélisis de la ecuacion de Schrédinger
que describe una particula no relativista de masa m en un campo externo:

1 /- . 2
HU() = —5— (V = ied()) 0() = BU(),

donde, de acuerdo con el procedimiento de cuantizacién candnica, el momento P en el Hamiltoniano
clasico es reemplazado por el operador de la mecénica cuéntica —iV. Entonces la derivada covariante
es D, =0, —ieA,.

Dirac not6 [25] que el término de interaccion de una particula cargada y un campo electro-
magnético externo se puede escribir en la forma . Por lo tanto, la funcién de onda de esta
particula se puede representar como

(7, t) = 9y (7, 1),

donde B
g =< / A(7) - dF, (4.5.3)
h 0

con Uo(7, t) una funcion de onda que satisface la ecuacion de Schrédinger libre (ver apéndice B|).
El punto es que la funciéon de onda debe ser una funcién continua de 7, pero la fase de ¥ puede
ser discontinua en algin punto. Para evitar que esta posible discontinuidad se vea reflejada en la
funcion de onda, la dnica condicién es que el cambio del factor de fase 561 ff(f) - dr’ después de dar
un giro a lo largo de la trayectoria cerrada [ que rodea dicho punto debe ser un miltiplo de 27 :

e?ﬁ/f(v”)-df’:%m,nez
1

Como se discuti6 en las secciones previas esta fase se interpreta como el flujo de un campo mag-
nético a través de la superficie o delimitada por la frontera [. Si esta frontera rodea la linea de la
singularidad podemos escribir

e&lgff(r_ydf:e/é(f'yd&':élweg,
1 o

la cual es el flujo magnético a través una trayectoria cerrada y la funcién de onda tiene un solo
valor si la condicion de cuantizacion de carga (4.5.2)) se satisface.
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4.6. El monopolo magnético abeliano de Wu-Yang

Como se discuti6é en la secciéon el potencial vectorial asociado a un monopolo magnético
no estd bien definido en todo el espacio . Al mismo tiempo, el tensor de la fuerza del campo
electromagnético se define globalmente y podemos esperar que la singularidad del potencial vectorial
no tenga significado fisicﬂ

Existe otra posibilidad de construir una teoria no singular del monopolo abeliano, que fue
descubierta por T.T. Wu y C.N. Yang en 1975 [27]. En esta seccion discutiremos brevemente la
descripcion original del monopolo abeliano de Wu y Yang. La observacion bésica de Wu y Yang es
que la direccion de la cuerda del monopolo se define hasta una transformacién de norma, es decir,
existe una ambigiiedad en la localizacién de la cuerda de tal manera que el campo magnético del
monopolo no se ve afectado. Entonces se puede construir una descripcion libre de singularidades,
si se deja de lado la parametrizacion tradicional del espacio R® que rodea al monopolo, mediante
un tinico conjunto de coordenadas. En su lugar, Wu y Yang dividieron R?/{0} en dos hemisferios
ligeramente superpuestos, definidos como sigue

RN . 0<¥9<7m/2+e, r>0, 0<¢<2nm,
RS : m/2—e<¥<m r>0 0<¢<2m,

donde R™ y R® son el hemisferio norte y el hemisferio sur. La interseccion, es decir, el "ecuador",
es la region RN N R® y ahora todo el espacio que rodea al monopolo consta de dos partes, cada una
de estas partes o) hemlsferlo estd parametrizado por un conjunto de coordenadas 1ndepend1entes
(véase la Fig. . Entonces, podemos asociarle un potencial a cada hemisferio, es decir, AN
AS , los cuales son hbres de singularidades en los dominios donde estan definidos. Explicitamente
podemos escribirlos como

AN = AN = A} =0, Agf (1 —cos?),

rsmﬁ

A = AS = A5 =0, Af = (1 + cos ). (4.6.1)

rsin 19

Estos potenciales satisfacen las siguientes condiciones:

1. Los potenciales en los hemisferios estan relacionados por una transformacién de norma en la
region de superposicion;

2. El campo magnético se obtiene a partir del rotacional de los potenciales AN y AS en sus
respectivas regiones de validez;

3. Ambos potenciales son libres de singularidades en sus respectivos dominios.

Los potenciales de norma (4.6.1)) estan relacionados por la transformacion de norma.

A, — AL =A,+ ie%ge(ba#e_%ged),
=A,+ 0\ (z), (4.6.2)

3Sin embargo, obviamente hay una singularidad fisica en el origen {0}, donde se coloca el monopolo. En esta
secciéon supondremos que este punto debe eliminarse, es decir, consideramos que el espacio R? sin el origen {0}:

R3/{0}.
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X

Figura 4.6.1: Definicion de los RV y R® sobre la esfera R3/{0}

en la region de superposicion RN N RS con la transformacion de norma correspondiente
Az) = 29¢ = 2g arctan(y/x). (4.6.3)

En particular, esta definicién nos proporciona una derivacién més elegante de la condiciéon de cuan-
tizacion de carga de Dirac. Consideremos una trayectoria cerrada [ que se encuentra completamente
en la region de superposiciéon y ahora consideremos una particula cargada que pasa a lo largo de
esta trayectoria cerrada. Entonces, de acuerdo con el término de interaccién carga-monopolo en el
Lagrangiano , la funcién de onda correspondiente adquiere el siguiente factor de fase

T
e/ dtz(m-ﬁzeyﬁﬁ(m-dﬁ
0
l

Esto es realmente una parte de la accién que describe la interacciéon entre una particula de carga e y
un campo magnético debido a un monopolo y esta interaccion esté descrita por el vector potencial
A el cual adquiere cualquier forma del potencial AN y AS de .

Sin embargo, parece que el efecto de la interaccion es diferente para estos potenciales, ya que
dentro de los dominios de su definicién son regulares, y podemos aplicar el teorema de Stokes para
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escribir

e}ﬁffN(F).dF:e/ [ﬁXA‘N(F)] 'dgze/dg’.é(m’

l RN RN
eyﬁﬁ(f) i = —e/ (¥ x 4%(] - ds = —e/d§- B(),
l RS RS

donde el signo menos se debe a las orientaciones opuestas de los elementos de superficie ds. Por lo
tanto, en la region de superposicion, la accion se define hasta un término

AS =e / d§~§(f’):e/d3rﬁ-§(f’):4weg.

RNURS \4

Eso no debe afectar un observable fisico de ningtin tipo. Aqui aplicamos el teorema de Gauss para
transformar la integral sobre la superficie RN U R® en una integral de volumen y finalmente se
utiliza la ley de Gauss Magnética.

Recordemos que en la teoria cuéntica, el Lagrangiano no puede ser invariante bajo la transforma-
cion de norma en general, a diferencia de la integral de camino correspondiente. En otras palabras,
una amplitud fisica se define por el exponente de la accion ~ exp{iS}, que permanece invariante si
el cambio de la accion es un multiplo de 27, es decir, volvemos a la condicién de cuantizaciéon de
carga :

AS =4meg = 2mn, eg= g, n € Z.

De acuerdo con lo expuesto anteriormente, podemos llegar a la misma conclusiéon si observamos que
la funcién de onda de una particula en un campo debido a un monopolo depende de la norma. En
la region de superposicion RY N R®, ambas formas del potencial AN y AS son regulares y, por lo
tanto, las funciones de onda correspondientes estan conectadas alli a través de la transformaciéon de

norma (4.4.1)) .
wS _ U’(/JN — 6219€¢1/JN.

Cada una de las funciones de onda ¥V y ¥ deben tener un solo valor en los hemisferios RY y R®
respectivamente. Nuevamente consideremos una trayectoria cerrada [ en la regiéon de superposicion.
Entonces el angulo azimutal ¢ aumenta de 0 a 27 y tenemos

¢°(0) = ¢"N(0),  ¢°(2m) = "™9GN (2m).

Por lo tanto, las funciones de onda son univaluadas si el factor de fase es un multiplo de 2.
Nuevamente llegamos a la condicién de cuantizacién de Dirac (4.5.2)).

4.7. Monopolo Magnético y el Momento Angular

Como se mencion6 previamente, la condiciéon de cuantizaciéon de Dirac puede ser derivada de
diferentes maneras. En este caso haremos una discusiéon totalmente diferente a la de la seccion previa,
es decir, la cuantizaciéon de la carga eléctrica puede ser derivada de la cuantizacién del momento
angular. Cuando introducimos la presencia de un monopolo magnético, el momento angular no
es lo que usualmente se esperaria obtener. Para esto comencemos con la discusiéon clasica de la
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interaccion de una carga eléctrica e en presencia de una fuente debida a un monopolo magnético.
La ecuacion de movimiento para una particula de masa m y carga y posicion 7, moviéndose en el
campo magnético B, esta dada por la fuerza de Lorentz

donde p'= m7 es el momento de una particula clasica. Ahora consideremos que el campo magnético
es debido a un monopolo magnético, donde

| =

é:

w

9
A r
El monopolo tiene simetria rotacional, por lo que podemos esperar que el momento angular, L = #©xp’
, se conserve; tenemos asi que

d (7 x . . . =
TXD) _ iy g i e e x (7 x B).

dt
Usando la expresion del campo magnético del monopolo podemos escribir
d (7 x p) eg . -
= X (7 X 7).
dt 43’ (7 7)

ey PR
T oan \r 2
_degs

- (&)

Por lo tanto, podemos ver que en presencia de un monopolo magnético, el momento angular no se
conserva. Sin embargo podemos escribir un nuevo momento angular modificado que si se conserve,
esto es . eg=
L=7xp— - (4.7.1)
4
El término adicional se puede considerar como el momento angular conservado almacenado en
Ex B. Por lo tanto, se puede ver que la particula tiene un momento angular incluso si no se mueve.
A partir de la expresion del momento angular se puede ver que el angulo que hace la
particula con este vector es

L-7= _9_ constante,
47

esto significa que el movimiento de la particula es sobre un cono, con eje L y angulo cos = —eg/4nL,
como se ve en la figura .

Hasta aqui, nuestro anélisis ha sido clasico. Ahora usemos la mecéanica cuantica de Schrédinger,
en la cual, el momento angular esté cuantizado. En particular, el momento angular en la direccion-z
debe de ser L, = %Fm,donde n € Z. Usando este resultado, obtenemos

1 eg
L,=-hm=—-—-—, =eg=_2nhn, con n € 7.
2 4
Por lo tanto hemos obtenido nuevamente la condicién de cuantizacién de Dirac a partir de la
cuantizaciéon del momento angular.
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¢ MONOPOLO

J MOMENTO ANGULAR

Figura 4.7.1: El movimiento de una carga eléctrica La dindmica de una carga eléctrica en movi-
miento en el campo magnético debido a un monopolo satisface L -7 = constante. Esto significa que
la carga se mueve en un cono respecto del eje L, con un angulo 6 = cos™! [—e g/4rL].

4.8. Condiciéon de cuantizacién de Dirac para el caso de los
dyones

En la discusién anterior hemos considerado una particula cargada eléctrica que se mueve en un
campo externo producido por una particula cargada magnética, obteniendo como resultado que la
carga eléctrica esta cuantizada. Es posible generalizar esta discusion para el caso de particulas que
tienen cargas eléctricas y magnéticas (e, g), las cuales son conocidas como dyones. Esta generaliza-
cion es debida a Schwinger [39] y se construyd de tal manera que la cuantizacion de la carga para
el caso de dyones preserve la invarianza bajo dualidad E — E, B — —E.

El enfoque seguido por Schwinger es similar al de Fierz, pero ahora se aplica al caso de dyones.
El enfoque considera la interacciéon de un dyon de masa m que lleva una carga eléctrica ¢; y una
carga magnética g, moviéndose con la velocidad en el campo de un dyon estacionario con carga
eléctrica go y carga magnética g, centrada en el origen, como se ve en la Figura [1.81] La fuerza de
Lorentz debida al dyon en movimiento es construida de tal manera que es invariante bajo dualidad

Cm:q1<E+TX§>+g1<§—TXE>, (4.8.1)
dt c c

donde los campos magnéticos y eléctricos producidos por las cargas gz v g2 del dyon estacionario
son ~ ~
g2 T 5921
4 73’ 4 3’

Por lo tanto, la ecuacion (4.8.1]) se puede escribir

—

dp
a (q192 + 9192) ,

rXxXr

‘ﬁn

+ (0192 — @291) (4.8.2)

no

r3

Para encontrar el momento angular conservado para el sistema, podemos tomar el producto cruz
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Dvon 1
g1

MOMENTO ANGULAR.J

Figura 4.8.1: La dinamica de un dyon en un campo debido a otro dyon estatico monopolo satisface
L-7= constcmte Esto significa que el dyon se mueve en un cono respecto del eje L con un angulo
0 = cos™! [q192 — qog1 /AT L).

de la ecuaciéon con el vector de posicion 7

= dﬁ 7 X (?x 7)
. 4.8.3
dt = (q192 — @2g1) ——5—— 3 ( )

De manera similar al procedimiento de la seccion anterior usamos 7 x (dp/dt) = d(7 x p)/dt, para
escribir finalmente
d(7xp)  (q192 — q291) dr

= 4.84
dt c dt’ ( )
donde hemos usado =% (ixf) = ‘é—’: . El momento angular conservado es entonces
I =ix X F— cg (192 — (J291)T§'

4 c ’
por lo que la componente radial L7 puede ser cuantizada. Tenemos que

> eg(qng2 — @)
P A L L LN LY — ]
" 4 c 2 &

aull

L, :=
obteniendo la condicién de cuantizacion de Schwinger—Swanziger

1
G192 — G291 = §hn.

4.9. La condiciéon de cuantizaciéon de Dirac en el enfoque de
la integral de trayectoria de Feynman

En esta seccién discutiremos la condicién de cuantizacién de Dirac usando un enfoque distinto
al de las discusiones anteriores. En este caso usaremos el enfoque de la integral de trayectoria de
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Feynman, el cual proporciona un procedimiento elegante para obtener la cuantizacion de la carga
eléctrica.

Para esto comencemos por discutir de manera muy breve la esencia del enfoque de la integral de
camino. Si nos preguntaramos sobre la probabilidad de encontrar a una particula en una posiciéon
B, la cual inicialmente estaba localizada en A, podriamos responder usando la mecanica cuéntica
de Schrédinger, en la cual la funcién de onda de Schréodinger nos dice la probabilidad de que una
particula esté en un cierto punto en el tiempo, pero esta descripcién mecanica-cuantica no nos
dice la probabilidad de transiciéon de que una particula se encuentre entre dos puntos en instantes
diferentes. Para poder hacer esta descripcion, tenemos que introducir una cantidad que generalice el
concepto de funcién de onda de tal manera que se puedan incluir las transiciones de probabilidades.

De acuerdo con el enfoque de Feynman se tiene que introducir el concepto de "amplitud de
probabilidad de transicion", la cual relaciona el estado de una funcién de onda desde la posiciéon y
tiempo inicial |¥(z;, t;)) a su posicién y tiempo final |&(z, tr)), y esta definida por el producto
interno K = (¥(xy, ty)|¥(z,, t;)) en la notacién de Dirac. De esto se infiere que la transiciéon
de probabilidad esta definida por P = |K |2. Dirac sugirié que la amplitud de probabilidad para
una trayectoria (camino) debe de ser la exponencial de la accion clasica asociada a la trayectoria,
eli/MS@) " donde S(z) = [ Lz, &) dt es la accion clasica y L el Lagrangiano, donde una particula
puede tomar cualquier trayectoria del punto inicial al punto final (no hay una razén por la cual la
particula deba tomar la trayectoria mas corta ). Con el fin de calcular la amplitud de probabilidad,
Feynman propuso sumar sobre todas las infinitas trayectorias posibles que la particula pueda seguir.
De manera mas precisa, la amplitud de transicién de probabilidad K para que una particula carga
se propague de un punto inicial A a un punto B estéd dada por la integral sobre todas las posibles
trayectorias

K- / D()eli/MS @)

donde [ D(z) denota un producto de integrales realizadas en todas las trayectorias z(t) que van de
A a By S(z) es la accion clasica asociada a cada trayectoria.

Para propésito de esta seccidén y como ejemplo ilustrativo consideremos dos trayectorias arbi-
trarias 1 y 72, cada una de estas comienza en el punto A y termina en el punto B. Entonces la
amplitud de probabilidad esta dada por

K =Ky + Ky = /D /WS (@) /D @/WSD (@)

donde K; es la amplitud asociada a la integracion sobre todas las trayectorias a través de v1 v Ko
es la amplitud asociada a la integracion en todas las rutas a través de ~5. Consideremos primero
la accion para la particula libre Sy = [ md?/2dt. En este caso, no hay interaccién con un campo
externo y por lo tanto la probabilidad es simplemente P = |K; + K. 2|2. Ahora consideremos el caso
donde la carga eléctrica siente la presencia del potencial debido a un monopolo magnético y la
cuerda de Dirac. Ademaés, supongamos que las trayectorias v; y 72 pasan a cada lado de la cuerda
de Dirac y forman una superficie S como se ve en la Figura[4.9.1]

El potencial vectorial externo Ay, afectara el movimiento de la particula debido a que la accion
adquiere un término de interaccién

S=8+ - /AL dl.
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CUERDA DE DIRAC

4

MONOPOLO

Figura 4.9.1: La cuerda de Dirac est4 rodeada por dos rutas genéricas v; y 72, las cuales inician en
Ay terminan en B de tal manera que delimitan a la superficie S.

Entonces la amplitud de transicién se puede escribir

K D(w)e(i/h)[sél)+(q/c) Seay A-dl] +/ D(x)e(i/h)[séZ)Jr(q/c) Sy Ap-d]

ga! Y2
( Ky + eli/he) Jo Ar-dl K2> eli9/he) Jouy Arcdl

/AL~dl:/ AL~dl—/ Ay - dl.
C (2) (1)

Las contribuciones de 47 y 2 interfieren entre si, dando el término de interferencia (ig/hc) [, cAr-dl.
Usando el teorema de Stokes y la ecuacion (- - -), podemos escribir la integral de este exponente
como

donde hemos usado

/AL'dl:/VXAL'da:/Bmomda—}—/Bst,«mgda.
c s s s

Entonces el término de interferencia se puede escribir como

e(iQ/ﬁC) fC Ap-dl — e(iq/ﬁc) fS Bmon-da e(“]/hc) fS Bstring'da.

El término e(i4/h¢) [s Bmon-da og 6] debido a la interaccion de la particula con carga e que interactia
con el campo debido al monopolo magnético. El segundo término es el debido a la cuerda de Dirac,
como se ha discutido previamente, el campo debido a esta cuerda no es un observable fisico. Por lo
tanto, tenemos que imponer e(#4/7¢) [s Bstring-da — 1; de no ser asi, la cuerda de Dirac tendria que ser
un observable. Por otro lado, de calculos previos, el flujo a través de la cuerda es f g Bgtring-da = 4mg,
entonces las condicion e?479/h¢ = 1 implica la condicién de cuantizacion de Dirac e g = 27hn.
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Capitulo 5

Condiciéon de cuantizacion de Dirac
no conmutativa

En este capitulo analizaremos la condiciéon de cuantizacién de Dirac para monopolos magnéticos
en un espacio-tiempo no conmutativo. Para esto usaremos el potencial de Wu y Yang para el mono-
polo magnético, cuya relevancia reside en que es un potencial libre de singularidades en su dominio
de validez. Los efectos no conmutativos serdn analizados usando el mapeo de Seiberg-Witten, es
decir, usaremos un método perturbativo para el cual s6lo necesitamos conocer explicitamente la
forma del potencial vectorial a orden cero Ag(x) para determinar asi las perturbaciones a todos los

ordenes ( en el parametro de no conmutatividad 6 ) del potencial de norma no conmutativo A\u(ac)
como se discutio en la seccion 3.3.21

5.1. Deformacién Moyal del potencial de Wu-Yang

En la formulacion de Wu-Yang, se construye un potencial no singular dividiendo R?/{0} en dos
hemisferios ligeramente superpuestos RY y R%. A cada hemisferio se le asocia un potencial AN y
AS , los cuales son libres de singularidades en todos su dominio de definicién. Por lo tanto estos
potenciales describen al monopolo magnético en diferentes regiones del espacio, pero en la region
de traslape (superposicion) estos potenciales estan relacionados por una transformacion de norma:

ANTS () — AN (z) = UAN/S (2) U™ +iU0, U, (5.1.1)

donde U es un elemento del grupo abeliano U(1). Ahora, el objetivo de esta seccion es analizar la
formulacion de Wu-Yang para el monopolo magnético en un espacio no conmutativo. La manera
mas sencilla como se puede hacer una extensién no conmutativa a nivel de campos es la siguiente:

1. Todos los productos ordinarios se tienen que remplazar por el producto-* (Producto Moyal ),
el cual fue discutido en la seccion [2.2)):- — *.

2. Se tiene que asumir la existencia de unos nuevos campos no conmutativos que ahora dependen
del parametro de no conmutatividad 6. En este caso, asumiremos esta dependencia en los

potenciales vectoriales: ALV/ S(ac; 0).

53
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Ademas, la forma de estos nuevos potenciales debe ser tal que se satisfaga el siguiente limite con-
mutativo Afy/s(x;O) o™ Afy/s(x).
=0
De acuerdo con el procedimiento de Wu-Yang discutido en la seccién y de acuerdo con lo

dicho arriba, la manera natural (més simple/ estandar ) de extender el potencial Wu-Yang a un
espacio-tiempo no conmutativo (Moyal) es reemplazando los productos ordinarios por el producto-

% y asumiendo la existencia de un potencial de norma no conmutativo flg/ S(x;@) que debe de
satisfacer las siguientes propiedades de acuerdo a la formulacion de Wu-Yang:

. iN/S . -
1. Estos nuevos potenciales A,/ (2;6) deben estar relacionados por una transformacion de nor-
ma en la region de traslape (superposicion) similar a la del caso conmutativo (5.1.1]). Por lo
tanto la transformacién de norma para el caso no conmutativo se tiene que escribir como

AN/S (.. AS/N (0. ) — AN/S (.. -1, —1
ANTS (230) — ASN (230) = U+ AN/S(2;0) « U™ 44U % 0,U 1,
donde U es un elemento del grupo no conmutativo U, (1) ﬂ

2. Las ecuaciones de Maxwell con fuentes para las cargas magnéticas se siguen satisfaciendo para
. iN/S
estos potenciales A, ”.

. . . . . . . AN/S
3. La no conmutatividad no debe introducir nuevas singularidades, es decir, los potenciales Au/
deben permanecer libres de singularidades como en el caso clasico (no deformado).

Estas condiciones son similares a las discutidas en la seccién pero adaptadas a la presencia de
no conmutatividad.

Siguiendo el tratamiento estandar para el potencial de norma no conmutativo, es decir, consi-
derando un tratamiento perturbativo, el potencial de norma se puede escribir como

A, = A0 + AL+ A2+ 0O(0°), (5.1.2)

mientras que el paradmetro de norma admite una estructura
A= 20 H A1A2 L 0%, (5.1.3)
donde Ag y AY son el potencial de norma y el parametro de norma no deformados respectivamente:

lim A, = A9, 1};130} =" (5.1.4)

0—0
En lo que sigue analizaremos las perturbaciones del potencial Au(sc; f) de tal manera que se satis-

fagan todas las propiedades que se requieren en el procedimiento de Wu-Yang.

Transformacién de norma no conmutativa

Ahora el primer paso es buscar una forma para las perturbaciones Aj} de tal manera que sean
compatibles con una transformacién de norma no conmutativa de la forma

Ay = Al =UA,«U +iU0,U ", (5.1.5)

IBajo la extensién no conmutativa de la teoria de norma con grupo de simetria abeliana U(1) el nuevo grupo
deformado U(1) — U« (1) ahora sera no abeliano.
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donde U € U,(1); los elementos de este grupo se pueden escribir como
. 2
U(z) = e =14 iX(z) + %)\(x) « @)+ ... (5.1.6)

Existe una manera de construir una teoria de norma no conmutativa con grupo de simetria U, (N),
el cual es conocido como el mapeo de SW, de tal manera que se puede obtener un Ansatz para las

perturbaciones A}, a partir del potencial conmutativo Aﬂ. En este trabajo usaremos el mapeo de

SW el cual se discuti6 en la seccién y nos restringiremos al caso U.(1).
Usando la forma (5.1.6)) para los elementos de grupo U, (1) se pueden reescribir estos elementos
del grupo hasta segundo orden en el parametro 6; explicitamente tiene la forma [28], 29]

) ) pggkl 1 ;
@) — ir@) 4 %emf)apaw (28q61)\ + ;analA> +06?). (5.1.7)

Usando el producto Moyal podemos desarrollar la transformacion de norma ({5.1.5) hasta segundo
orden en el parametro 6

Ay — A, =UA U +iUO, U (5.1.8)

+ (;) 01 (0,U0,A,U " + U, A,0,U " +i0,U0,0,U ")

o\ 2
+ (;) grapkt (8p3kanazA#U*1 + UapakflﬂaqalUfl + iapakanalaﬂU’l)

+O(6%).

Ahora usando la expresion a segundo orden 6 para U(x), la cual esta dada por (5.1.7)), en la
transformacion de norma no conmutativa ((5.1.8) podemos obtener las siguientes expresiones hasta
segundo orden

AY — AY +oN(x),

7

1
Al — A}—leakA(x)alA?—iekl(')k)\(x)ﬁlai)\(mL

K2

K2

1 1
A2 A2 — ORI N(x)0, AT + 59“91”161,A(x)aq (akA(x)alAg) + 36k)\(m)818i)\(x)> , (5.1.9)

donde se ha utilizado el mismo procedimiento dado en [28| 29]. De acuerdo con el primer requeri-
miento de la seccion [5.1] las siguientes relaciones para los potenciales en la region de traslape se
deben de satisfacer

ANo 5 A0 £ 9\ (x),
AN AT g g ()9 AT — %leﬁk/\(m)aﬁi)\(x)
1 1
ANz 5 AZ2 — gH G\ (2) 9 AT + §9klepqapx(x)aq (8kA(x)6lAf° + 36kA(x)8laiA(x)) . (5.1.10)

(5.1.11)
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5.2. Las ecuaciones de Maxwell no conmutativas a primer y
segundo orden

En esta seccion analizaremos el segundo requerimiento de la seccion es decir, los potenciales
anteriores deben de satisfacer las ecuaciones de Maxwell. Para esto comenzaremos planteando la
versiéon no conmutativa de las ecuaciones de Maxwell para un monopolo magnético estéatico. To-
mando las ecuaciones de Maxwell clasicas y remplazando los productos ordinarios por el producto-*
obtenemos

~ AT ~

D, Frv = v, (5.2.1)
C

D, * F" =4 JY, (5.2.2)

D, xJ* =0, (5.2.3)

donde los campos ﬁ’“’(x; 0), j;’(x; 0)y jﬁ(x, ) son los campos no conmutativos para el tensor de
intensidad electromagnética, la densidad de corriente magnética y la densidad de corriente eléctrica
respectivamente. En estas ecuaciones tenemos que

Dy, =8, —ie[A,, ], (5.2.4)
Fu = 0,4, —0,A, —ie[A,, A, (5.2.5)

son la derivada covariante no nonmutativa y el tensor de intensidad electromagnética (field strength)
respectivamente. El tensor electromagnético dual esta definido como Fh = %e“’”‘sﬁﬂ;. Las ecua-
ciones y son la ley de Ampére y la ley de Gauss no conmutativa respectivamente;
estas son las leyes analogas a las expresiones estandar en electrodinamica clasica. Por lo tanto la
ecuacion es el analogo de la ecuaciéon de continuidad.

Dado que estamos considerando soluciones estaticas del monopolo magnético, tenemos que j P
0 con i =1,2,3., es decir, no estamos considerando corrientes magnéticas. Por lo tanto la umca
componente distinta de cero de la corriente no conmutativa JV 4- dimensional es la componente J
la cual se puede escribir de manera perturbativa como

Ty = Bg(r) = Amgd(r) + p'(r) + p*(r) + O(6°)

la cual es la responsable de dar lugar a la carga magnética no conmutativa:

gnc i:/jg(ilf)d%. (5.2.6)

Esta cantidad es un invariante de norma la cual se puede calcular de manera perturbativa; en el
caso cléasico esta cantidad tiene en valor de g. En el caso estatico la ecuaciéon de continuidad se
satisface de la misma manera.

Ley de Ampére no conmutativa

Hasta el momento hemos discutido la extensiéon no conmutativa de las ecuaciones de Maxwell
magnéticas, en lo que sigue analizaremos de manera perturbativa estas ecuaciones y nos enfocaremos
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en las perturbaciones de estas ecuaciones de Maxwell modificadas. Para soluciones estaticas, el
campo eléctrico es cero E' := F% =0 y la dependencia temporal no es considerada. De acuerdo
con lo anterior, s6lo nos enfocaremos en el término Dy, * F**, donde 4, j = 1,2, 3. Usando la definicion
de derivada covariante obtenemos:

Dk * ﬁlk = 8kﬁ1k - i[A\k, ﬁik]*.

Después de realizar un desarrollo perturbativo para los campos y usando la definiciéon del producto
Moyal (producto-*) la ecuacion anterior se puede escribir a segundo orden en el parametro 6.

Dk*ﬁik

O (F" + F{* + B*) —i[A + AL + A}, FoP + F* + B
= ORFF + W FiF + 0, FiF + 0710, A% (0, FF + 0, Fi%) + 0710, A1, Fik + O(652.7)

donde F}y, F}, y F7;, son las componentes del tensor de intensidad electromagnética hasta segundo
orden en el pardmetro 6. En la seccién discutimos el mapeo de SW, con el cual se puede obtener
la forma explicita del tensor F}}. a todos los ordenes en términos de las perturbaciones del campo

de norma A\k; usando este mapeo podemos obtener
D+ F'* = (0 Ak — 0" A) + 0, (0" AY — 97 AL + 6790, A}0, AE)
+0k (8@4’2“ — R AL + 071(0,AL 0, Ak + 8pA68quf))
+6710,A%0, (5”14’5 — 9" AL+ 0" AR — R AL+ GTS(?TA%)@SAIS)
+6710, A}.0, (854’5 — 3’“146) +0(6?)
= Mo B + M0, Bl + €0, B? + 671 (ak(apAgan’g) + 8pAgeiklanlO)
+6P1 (8pA,1€eikl<9quO + 0, AVe™* 9, B} 4+ 0k (0, A% 0, Ak + 0,A{0,A%)
+0P10750, A0, (0, AL D AR) + O (%), (5.2.8)

donde se ha definido €*' B* := (9'AF — 9% Al) en concordancia con nuestra elecciéon de la signatura
para el espacio-tiempo de Minkowski.

En el caso conmutativo, la ley de Ampére en su forma diferencial es usada para deducir el
rotacional de un campo magnético inducido por una corriente eléctrica pero también se puede
usar en la direccién opuesta, es decir, se puede inferir la corriente eléctrica asociada a un campo
magnético dado. De acuerdo con esto, escribanos

~ 47 ~
Dy x FiF = 2L i, (5.2.9)
c
donde j; = Jig+Ji + Jiy+O(62). Notemos que no estamos considerando configuraciones de cargas

eléctricas en las ecuaciones de Maxwell, pero si estamos permitiendo la presencia de corrientes
eléctricas. Usando (5.2.8) la ley de Ampére en su forma diferencial se puede escribir orden por
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orden como:
(V x B = Tk,
(V x BYY! = 079 (0),(9,A50,A%) + 9, Ape™ 8, BY) + T2,
(V x B2)' = 077 (9, ALe™ 0, BY + 0,00, B} + 9,(9, 410, A% + 0,40, A%)
0750, AVD, (0, ALD, AR)) + Tl (5.2.10)
donde ¢, j, k=1, 2, 3.

Ley de Gauss

Siguiendo el mismo procedimiento al de la ley de Ampére ahora lo aplicaremos a la ley de
Gauss. Para esto empezaremos analizando el término D; * 7%, donde F* := %e‘“’”‘s F.s5 es el tensor
electromagnético dual. Por lo tanto podemos escribir

a 1 .4 N 1 .. ~
Dl' *.7:7'0 = 5620jkDi *ij = 7§€”kDi % ij,

donde hemos usado la convencién €%7% = —e* Nuevamente, usando la definicién de la derivada

covariante (5.2.4) y la expresion para el tensor electromagnético (5.2.5) obtenemos el siguiente
desarrollo perturbativo hasta segundo orden en el parametro 6:

. 1.
DixF0 = _56% (0i (Fjy + Fji + Fjy) —i[AY + A} + A, Fj + Fjy + Fiil)

1 ..
= _56”k (@-Fjok + &-Fjlk + &-Fij + epqapA?(aqka + 8qFj1k) + qu(‘?pA}(‘?qka)

+0(6%). (5.2.11)

Usando las expresiones obtenidas para el tensor electromagnético a primer y segundo orden (|3.3.15))
v (3.3.20) dados por el mapeo de SW en la ecuacion ([5.2.11)), podemos escribir la ley de Gauss como

. . 1 .
D; x FO — Jg =0= —ae”kejklaiBé — 47gd(r)
L ik ! 1
—56 ejkl&-Bl —p (:K)

1 ..
—56”kejklaiBé — p*(x)

—%éikepqersapA?aq(aTA;?asAg), (5.2.12)
donde se ha usado las siguientes relaciones:
€Ik gr1g, AV0, ), = —€7%0710,;(9,A%0, AY),
¢TROP9 (0,A0,F )y, + 0, A0 F),) = —267%0P10,(0, A0, A7) + 7507107 0, AT 0,(0, AJ0, AY),
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junto con la expansiéon de la densidad de carga jg = pg. También se puede observar que mediante
una permutacién de los indices, el dltimo término de la ecuacion ([5.2.12]) es cero. Dado que la
divergencia de un campo B" se puede escribir como: %e” kejkl&; B!, = V- B", podemos obtener las

siguientes expresiones para la ley de Gauss hasta segundo orden

V-B° = —47gd(r),
V- B’l = *pl(T),
V- B2 = —p%(r). (5.2.13)

Estas ecuaciones son similares a las obtenidas en la ley de Ampére (5.2.10)) en el sentido que todas
estas ecuaciones nos permiten identificar las fuentes modificadas del campo del monopolo magnético.

Usando la identidad vectorial V2B, = V(V-By)+V x (V x By) podemos también combinar los
resultados obtenidos de la ley de Ampére y de la ley de Gauss de manera usual.
Por lo tanto se puede obtener el siguiente resultado para la i-esima componente

(v237)) — [V(V-By) +V x (V x By
= eijkaj (€klm6l321 + €klmalB,,1n + €klm31372n
+ 6079 (91 (0, AL 0, AY) + 0, AYF ™0, BY) . (5.2.14)

Por otro lado, es natural preguntarse cual es la forma de estas fuentes que se inducen usando el
mapeo de SW y de existir tales fuentes inducidas, jcudl seria la relevancia de estas fuentes? ain
més a nivel fundamental, ;qué pasa con la condicién de cuantizacion de Dirac?, es decir, jla no
conmutatividad es compatible con la cuantizacion de la carga magnética?, el proposito de este
trabajo es intentar dar una respuesta a todas estas cuestiones.

5.3. Solucion a las ecuaciones de Maxwell no conmutativas

Hasta este momento hemos obtenido de manera perturbativa los analogos de las ecuaciones de
Maxwell para cargas magnéticas en un espacio (espacio-tiempo) no conmutativo a cero, primer
y segundo orden. Como se discutio antes, el introducir de manera perturbativa correcciones al
tensor electromagnético F),, implicarfa introducir correcciones a la 4 corriente J¥. Por otro lado,

las perturbaciones para el tensor F),, se obtienen usando el mapeo de SW, las cuales s6lo dependen
del campo de de norma AJ,.

Ahora usamos el mapeo de SW para determinar las expresiones analiticas de los potenciales de
norma A{X y AE para todos los 6rdenes en el parametro de norma 6. Ambos potenciales satisfacen
las ecuaciones de Maxwell con una apropiada fuente para la carga magnética. Por lo tanto, el criterio
2 de la seccion [p.1] se satisface para nuestros potenciales. Entonces, s6lo nos falta verificar el tercer
criterio de la seccion es decir, los potenciales obtenidos por el mapeo de SW ALN/ % 1o deben
introducir nuevas singularidades. Para esto necesitamos dar la forma explicita del potencial que
usaremos a orden cero ALV y Ai asociado al monopolo magnético.

Comparando con resultados previos en la literatura, fijamos los valores del parametro *” impo-
niendo '? = —#2! = £ 0; las demés componentes son cero y usamos los potenciales introducidos
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por Wu y Yang (4.6.1)), en coordenadas cartesianas. En lo que sigue AN y A% denotan los poten-
ciales en el hemisferio norte y en el hemisferio sur respectivamente a orden cero en el parametro 6

y =22+ y2%+ 22,

Los potenciales a orden cero en coordenadas cartesianas se pueden escribir como

ANO _ (T*Z) ANO _ (T’*Z)
1 y(a:Q—i-yQ)r’ 2 z(m2+y2)r’
S (r+2) S (r+2)
A BRI 4> T @ e
Ao = Ao = ASe = ANo = A5 =, (5.3.1)

Como se puede notar, estos potenciales presentan una simetria muy particular la cual proviene de
que estamos considerando una solucién esféricamente simétrica para el monopolo magnético y la
cual juega un papel importante para los propositos de este trabajo. Por lo tanto es importante
investigar si los potenciales a ordenes superiores presentan alguna simetria adicional o preservan
esta simetria, es decir, que las perturbaciones sean esféricamente simétricas.

Calculando explicitamente las perturbaciones para los primeros tres ordenes observamos que se
pueden escribir de la siguiente manera

A;N/S)U _ *EkiﬂciféN/S),

A](CN/S)I _ _ekixifl(N/S),

A;N/S)z _ *ekiﬂfifg(N/S),

AN = gyt NS (5.3.2)
donde las funciones féN/S), cee féN/S) tienen la siguiente dependencia f,gN/S) = f,EN/S)(xQ, Y2, 2).

Por lo tanto este resultado nos dice que estas deformaciones no conmutativas para los potenciales
A, mantienen esta simetria, es decir, son esféricamente simétricas. Después de analizar los primeros
tres ordenes de la solucién, podemos conjeturar el siguiente Ansatz general

A}E:N/S)n — *GkixifﬁbN/S)v (533)

donde €;; es el pseudo tensor de Levi-Civita en dos dimensiones E| con i, 7 = 1, 2 y las funciones

2La convencién en este trabajo para el pseudo tensor de Levi-Civita en dos dimensiones €5, para 1,5 = 1,2, es
que €12 = 1 y donde identificamos las coordenadas como:1 =z y 2 — y.
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féN/ S), ceey f?EN/ %) tienen la siguiente forma

o) _ 4 ¥ 2)

rp2

)

/sy P F4z) 4 22p*(5r F 62) + 224 (r F 2)
(N/Sh _ _

2r5p4 ’
(N/S) j:p8 + 2p%(192 F 8r) + 23p* (312 F 24r) + 2°p*(172 F 15r) + 427 (2 F r)
f2 - 2p6’r'8 )
(Nysy  13p0 +82p (402 F 13r) 4 22°p®(370z T 263r) + 32°p* (2032 F 162r)
f3 == 8810
427 p? (722 F 657) + 562°(2 F 1)
- ot , (5.3.4)
donde p? := 22 + 3% = r?2 — 22 y la convencion del signo superior (inferior) en las expresiones

anteriores hacen referencia al hemisferio norte (sur).

Como se habia mencionado anteriormente un criterio importante que deben de satisfacer los
potenciales en el procedimiento de Wu-Yang es que estos potenciales deben estar libres de singula-
ridades en sus regiones de validez. Para esto es conveniente escribir las componentes del potencial en
coordenadas esféricas (r, 9, ¢); después de un calculo muy sencillo podemos escribir los potenciales
Al y A como

ANm — gANm — pANm _— ANm — N Y
t T 9 ’ (o) fm sinqﬁ’
ASm — AS,,,L _ ASm _ ASm _ rS Y 3.
t il 29 i ¢ fm Sin(ﬁ’ (5 3 5)

donde m = 0,...,3 es el orden de la perturbacion y las funciones fan/ ) estan dadas por 1}
Por lo tanto las componentes se pueden escribir explicitamente en coordenadas esféricas como

A;N/S)O _ 4 (1 F cos(¥)) csc(9)
r

)

avsn __Ivys() csc’ (V)
¢ — NS AT

8r3 ’
AWN/S) _ gn/s () csc® (9)
¢ 12875 ’

hys(9) esc™ (9)
AN/S)s _ _DNys 3
2 102477 ’ (5.3.6)
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donde
Inys(P) = F10cos(¥) + 2cos(29) £ 2 cos(3v) — cos(49) + 7,
gnys(0) = F327cos(d) + 80 cos(21) & 75 cos(3v) — 64 cos(4) + cos(54)
+16 cos(60) F 5 cos(79) + 224,
hays(9) = F9112cos(9) 4 2080 cos(29) + 2180 cos(31) — 1844 cos(41) T 36 cos(50)

+686 cos(69) F 270 cos(71) — 65 cos(8¢) £ 70 cos(99) — 14 cos(109) + 6325.

De estas expresiones se puede ver que en el limite donde el angulo polar se hace cero, ¥ — 0, las
componentes Ag ™ — 0, y cuando ¥ — 7 tenemos que Aim — 0. Por lo tanto, ambos potenciales

Af;] ™y Aim son libres de singularidades en sus respectivas regiones de validez; la no conmutatividad
en el espacio no introduce nuevas singularidades a los potenciales de norma hasta este orden y
esperamos que esto sea una caracteristica general a todos los ordenes.

En la seccion discutimos los anélogos de las ecuaciones de Maxwell magnéticas en un espacio
no conmutativo asi como las ecuaciones de Maxwell magnéticas asociadas a las perturbaciones en
el parametro 6. Por otro lado usamos el mapeo de SW, el cual nos da un Ansatz para encontrar
explicitamente las expresiones del potencial de norma a todos los ordenes: AELN/ Shn
que estos potenciales son invariantes de norma bajo el producto-x.

Es decir, tenemos un sistema de ecuaciones analogas a las de Maxwell con fuentes en un espacio-
tiempo no conmutativo y tenemos un conjunto de soluciones dadas por el mapeo de SW para este
sistema de ecuaciones. Por lo tanto estas soluciones para los potenciales de norma A&N/ S tienen
la informacion de la fuente que las produce, es decir, si evaluamos estas soluciones en las ecuaciones
de Maxwell modificadas podemos obtener a lo que nos referiremos como las fuentes inducidas por
el mapeo de SW. Si usamos la ecuacion en las ecuaciones (5.2.10) y (5.2.13), encontramos
que las fuentes estan dadas por

, de tal manera

N/S)i
Jéo/ = 0,
Je({\[/s)Z _ HeijsxjggN/S),

Je(éV/S)i — 92 eijSzjgéN/S)’ (5.3.7)
donde

(N/S) . 3
1 A

9 o

)

(N/S) 3[F4z (2r F2) p* £23 (r F 2) + 5p]
95 =+ 5 .

-, (5.3.8)
Entonces las expresiones dadas en ([5.3.7) son las corrientes eléctricas inducidas por el mapeo de
SW. Por lo tanto podemos notar que aparecen contribuciones no nulas a las corrientes eléctricas
debido a la no conmutatividad. Para la carga magnética tenemos una carga magnética efectiva dada

por
2

0
47Tgeff = 47‘(’—"—271'?71,
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hasta segundo orden en el parametro de no conmutatividad. Este resultado puede ser obtenido
calculando las integrales fr AN/ . s y fr AWN/S)z2 cfs, donde T" es un circuito de radio r en
el ecuador (¢ = m/2) positivamente (negativamente) orientado hacia el hemisferio norte (sur). Es
claro que en el limite § — 0 obtenemos g.rr — 1.

5.4. La cuantizacion de Dirac y el parametro A = /A, (), A4; 6)
no conmutativo

Por medio del mapeo de SW se ha encontrado un Ansatz general para las correcciones no
conmutativas del potencial de norma asociado a un monopolo magnético. Ahora estamos en la
condicion de discutir la condiciéon de cuantizacién de Dirac en el contexto no conmutativo.

Para esto seguiremos un procedimiento similar al discutido en la seccion es decir, conside-
remos la funcién de onda asociada al monopolo magnético no conmutativo \i/, la cual es solucién a
la ecuaciéon de Schrodinger deformada que describe una particula no relativista de masa m en un
campo externo generado por f_f(f')

H+¥(7) = f%<67ieg(f')>2*\il(f’)
= D)
= EY(7).

Recordemos que bajo transformaciones de norma del potencial (5.1.5)), tanto la funcién de onda
como la derivada covariante transforman de la misma manera:

U(7) = U 0(7) = MO0, DY) = U x D) = M0« DI(7).

Ahora observemos que la funcién de onda de una particula en un campo debido a un monopolo
depende de la norma, atin en el caso no conmutativo. En la region de superposicion RY N R, ambas
formas del potenciales flﬁ’ y Aﬁ son regulares || por lo tanto, las funciones de onda correspondientes
estan relacionadas a través de la transformacion de norma :

\i'S:U*\i/N:eiCA*\i/N

Cada una de las funciones de onda W y WS deben tener un solo valor en los hemisferios R y RS
respectivamente. Nuevamente consideremos una trayectoria cerrada [ en la region de superposicion.
Entonces el angulo azimutal ¢ aumenta de 0 a 27:

F9(0) = MO« GN(0), B (2r) = A L N (27).

Por lo tanto, las funciones de onda son univaluadas si el factor de fase es un multiplo de 27, es
decir, son univaluadas si

AS =e|A(2m) — [\(O)} =2mn, n € Z, (5.4.1)

3En la seccién verificamos por lo menos hasta segundo orden en el pardmetro 6, la no conmutatividad no
introduce nuevas singularidades. Ademas, asumiremos que esto sigue siendo valido para todos los érdenes en 6.
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donde esta condiciéon es equivalente a la mencionada en la seccién . Es necesario analizar bajo
que condiciones se satisface la relacion ([5.4.1]). Para esto consideremos un desarrollo perturbativo
del parametro A:

AN A 0) =X+> AM(N A0,
n=1
donde X es el parametro de norma en el caso conmutativo analizado en la secciéon y el cual esta
dado por A\(x) = 2g¢ = 2g arctan(y/x). Por lo tanto la condicion ([5.3.7) se puede escribir

AS = 4megp + Z [A(")(Qﬂ) —AM (O)} =21, n € Z.
n=1

En este caso la condicién de cuantizacién de Dirac para el caso no conmutativo se preserva si y s6lo
si las contribuciones no conmutativas del parametro de norma son nulas: A} =0, paran > 1 o de
periodicidad 2.

Ahora bien, el punto principal aqui es analizar si las correcciones en 6 del pardmetro de norma A
se pueden anular para los potenciales obtenidos del mapeo de SW, es decir para los potenciales dados
en . En lo que sigue analizaremos orden por orden el pardmetro de norma A,. Empecemos
con el caso de la correcciéon a primer orden para el parametro no conmutativo A X, el cual se puede
obtener de y usando el hecho que estamos estudiando el caso con grupo de norma abeliano
se puede simplificar a

1
A = —59“/1281/\. (5.4.2)

Las derivadas parciales del parametro de norma estandar tiene una simetria particular la cual
es de suma importancia en los siguientes calculos; a partir de la ecuacion se puede ver
facilmente mediante un céalculo directo que la derivada del parametro de norma se puede escribir
como O\ = —eljxjg, donde g := zfify% y por lo tanto, el potencial de norma Ag se puede escribir
como A? = —¢ep; 2" fy como se senald antes en . Usando estos dos resultados podemos calcular
la correccién no conmutativa para el parametro de norma a primer orden

Al = —%96“ (—Gkixifo) (—eljxjg)

1 . _
—iﬁeklekixlfo ejx’ g

1 ) : 1 o
= —iﬁéﬁml e;j2? fog = —59 eijx'x’ fog =0, (5.4.3)

donde se ha asumido que #'?2 = —4?' = 6 como la tnica componente distinta de cero y en conse-
cuencia 6% = e,

Por lo tanto, podemos ver que usando el mapeo de SW, la condicién de cuantizacion de Dirac
se preserva a primer orden. El siguiente paso es calcular la correccién a segundo orden A2 para el
pardmetro no conmutativo. A partir del mapeo de SW el parametro de norma a segundo orden

dado en ([3.3.18)) se puede escribir como

N = (g )+ (4 0)). (40
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El segundo término de esta ecuacién es cero, debido a que ya se mostré6 que A' = 0. Por lo
tanto, solo necesitamos calcular 0¥ { Al 9;\}. En la seccién anterior se calcularon los potenciales
de norma hasta segundo orden en 6 y esos potenciales se pueden escribir en forma general como
A} = —epx' fi donde fi esta dado en . Nuevamente usamos la simetria del potencial A} y
siguiendo un procedimiento similar al caso de A', es sencillo mostrar que el parametro de norma a
segundo orden también es nulo, es decir A% = 0.

Por lo tanto, hasta el momento se ha verificado que la condiciéon de cuantizaciéon de Dirac es
consistente con la extensiéon no conmutativa a segundo orden. Ahora consideremos el caso més
general donde el parametro de norma tiene la forma general:

— L g T qar, g, (5.4.5)

An+1 _
4(n+1)

ptgtr=n

Siguiendo un procedimiento similar al anterior se puede demostrar que el pardmetro de norma es
nulo a todos los ordenes:
A"t =0 ,para ne€Z,

donde se asume el hecho de que los potenciales de norma se pueden escribir de manera general
como A7 = —ep;xtf,,, donde f, = fn(2%,y%,2) y n es el orden de la perturbacion. Los detalles de
esta demostracion se pueden ver en el apéndice [A]

__ Usando este resultado obtenemos que el tnico elemento no nulo para el pardmetro de norma es
A\ = Xy por lo tanto este resultado nos dice que la condicion de cuantizaciéon de Dirac se preserva
bajo correcciones no conmutativas del potencial de norma Aj; obtenidas a partir del mapeo de SW.

5.5. Conclusiones

En este trabajo hemos investigado la validez de la Condicién de cuantizacion de Dirac (CCD)
en el marco de las teorias de norma no-conmutativa. Para hacer esto hemos utilizado el mapeo de
Seiberg-Witten (SW) con el fin de encontrar los potenciales de norma no-conmutativos asociados a
los potenciales de norma conmutativos; como potenciales semillas hemos hecho uso de los potenciales
introducidos por Wu y Yang para el monopolo magnético.

Una vez obtenidas las perturbaciones no-conmutativas del potencial de norma Aﬂ(ac; ), hemos
logrado dos objetivos. Primero, hemos escrito las ecuaciones de Maxwell modificadas similares
a las propuestas previamente en algunos trabajos [28| 29]; en estos enfoques, la estructura de
las ecuaciones de Maxwell no incluyen fuentes para el campo eléctrico, por lo que los autores no
consideran deformaciones no-conmutativas para las fuentes, es decir, cargas eléctricas y magnéticas.
Sin embargo, diferimos de este procedimiento en que utilizamos las deformaciones de los potenciales
de norma para deducir las fuentes, eléctricas y magnéticas, que deberian estar presentes en estas
ecuaciones.

La principal diferencia que obtenemos en esta direccién es que en realidad existe una corriente
eléctrica que contribuye al rotacional del campo magnético no-conmutativo; esto se ve claramente
cuando se considera una expansiéon perturbativa en términos del parametro de no conmutatividad y
se calculan las correcciones al rotacional del campo magnético. Argumentos similares se aplican al
caso de la divergencia del campo magnético donde obtenemos modificaciones de la carga magnética.

En segundo lugar, el mapeo de SW nos permite obtener expresiones explicitas para todos lo
ordenes en la teoria de perturbaciones para los potenciales de norma. En este trabajo calculamos
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explicitamente el potencial de norma NC hasta tercer orden en el parametro de no conmutatividad,
en donde obtuvimos que las deformaciones no-conmutativas del potencial de norma Aj; y el para-
metro de norma A™ presentan una estructura funcional muy particular en coordenadas cartesianas.
Esto es, obtuvimos que las deformaciones presentan una dependencia cuadrética en las coordenadas
Ty y, que nos dice que las deformaciones A}, y A™ son funciones homogéneas de segundo orden
en las coordenadas x y y. Por lo tanto, este tipo de funciones tienen propiedades muy interesantes
para los propositos de este trabajo ya que encontramos que para un orden arbitrario en pardmetro
de no-conmutatividad 6", el potencial de norma se puede escribir como A} = AZ(.%‘Q, y?). Adi-
cionalmente verificamos para algunos ordenes que estas deformaciones no presentan singularidades
adicionales en sus respectivos dominios. También usamos las perturbaciones de los potenciales de
norma en las ecuaciones de Maxwell deformadas con el fin de obtener las fuentes asociadas a estas
perturbaciones.

Es importante resaltar que esta deformaciéon no-conmutativa a la teoria electromagnética sigue
siendo una teorfa de norma con grupo de simetria U, (1) y pardmetro de norma A(x; 6). Usando
este hecho analizamos la condicion de cuantizacion de Dirac (CCD) en el contexto no-conmutativo.
Para ellos consideramos una carga eléctrica, la cual se mueve en un circuito cerrado en una vecindad
de un monopolo magnético. Por lo tanto, la funcion de onda asociada al monopolo magnético no-
conmutativo U, es solucién a la ecuacion de Schrodinger deformada que describe una particula no
relativista de masa m en un campo externo generado por los potenciales AN (7, )y AS(7:6). E
la region de superposicion RN N R, ambos expresiones de los potenciales AN y AS son regulares

vy ademaés estan relacionadas a través de una transformacion de norma US = U« \I/N — eleh N,
Si ahora se considera una trayectoria cerrada [ en la regiéon de superposicion obtenemos que las
funciones de onda son univaluadas si el factor de fase es un miltiplo entero de 2w, es decir

AS =2mn, n € Z.

Por lo tanto se puede concluir que la condicién de cuantizaciéon de Dirac para el caso no-conmutativo
se preserva si y s6lo si las contribuciones no conmutativas del parametro de norma son nulas:
Ag\n) =0, para n > 1 o de periodicidad 2.

La importancia de esta parte del trabajo tesis radic6é en mostrar que la no-conmutatividad en las
coordenadas espaciales pueden incorporarse a la teoria electromagnética de Maxwell de tal manera
que la condicién de cuantizaciéon de Dirac se preserve, es decir, la cuantizacion de la carga eléctrica
es compatible con la no-conmutatividad. Este resultado se obtuvo y fue consecuencia directa de los
calculos que se realizaron, por medio de los cuales mostramos que AE\") =0, paran > 1.



Parte 111

Monopolos magnéticos en teorias de
norma no abelianas

67



68



Capitulo 6

El Monopolo de 't Hooft-Polyakov

6.1. El modelo de Georgi-Glashow SU(2)

6.1.1. El Monopolo Wu-Yang no Abeliano

Como hemos visto en los capitulos anteriores, un monopolo magnético puede introducirse en la
electrodinamica abeliana a nivel clasico, es decir, la manera de incorporar el monopolo magnético es
introduciendo un potencial vectorial, el cual no esta definido globalmente (potencial de Wu-Yang) o
introduciendo un potencial vectorial singular (potencial de Dirac). Por lo tanto las soluciones para
monopolos magnéticos no aparecen de manera natura dentro de una teoria de norma abeliana.

La situaciéon cambia drasticamente si tenemos en cuenta que la electrodinamica abeliana es
parte de un modelo unificado, es decir, si el generador del subgrupo U(1) del electromagnetismo
estd embebido en un grupo de norma no-abeliano de mayor rango. De hecho, consideraremos el
ejemplo mas simple de dicha incrustacion, es decir, el modelo SU(2) de Yang-Mills. Supongamos
que el potencial de Dirac , el cual tiene una cuerda de Dirac dirigida a lo largo de la direcciéon
positiva del eje z, estd incrustado en una teoria de norma con grupo de simetria SU(2) comﬂ
A, = Aﬁ”mcag /2. Por lo tanto, las componentes del potencial no-abeliano A, = Afo® son

gl+cost 4
—=—0".

A =0 Ap=0 A, =A30% =
’ o= v 7 r sind

(6.1.1)

Es conveniente escribir este potencial en términos de componentes cartesianas, para esto podemos
escribir Ai = —g (14 cos®) 9, ¢, donde el 4-vector

1

rsin @

O = (0, —sin g, cos¢, 0)

es singular a lo largo de todo el eje z.
Recordemos que bajo transformaciones de norma el potencial vectorial no-abeliano transforma
de la siguiente manera

Ay — AL =UAU + éU&MU‘l, (6.1.2)

1Hemos adoptado una notacién en la que siempre se debe entender que los indices griegos van del 1 al 4 y los
indices latinos del 1 al 3.
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donde la matriz de las transformacion de norma SU(2) esta definida por

Op—ia  _gip 0e—ileta)
COS 5€ Sl 5 e
U, ¢,a) = ( i géiwa) Cozgem ) (6.1.3)

Los parametros 6 y ¢ del grupo en la parametrizacion estandar se identifican con los angulos polar
y azimutal en la esfera S2. El tercer parametro, el angulo «, se define en la esfera S3.
Supongamos que a = 0 y consideremos las transformaciones de norma cuyo efecto es girar el
vector unitario en la esfera S? al tercer eje en el isoespacio (isospace):
A _gin 8ot
cos 3 sin 5e ) .

‘ (6.1.4)

in 8ot 2
sin ge COS 3

U(97¢) _ eiaggeiaz%e—wg% _ (
El rango del dngulo de rotacion ¢ varia desde el valor 47 para 8 = 0 y 0 para 8 = m. Después de
algunos calculos simples, pero largos, la transformacion de norma (6.1.2) se puede escribir como
[30, 311, [32]
o Tm 0%
A;L = AZ7 = 5(17?’171%?' (615)
Este potencial es regular en todas partes, con excepcion del origen, es decir, la singularidad de
la cuerda de Dirac de la expresion original (6.1.1)) desaparece. Este resultado se puede entender
teniendo en cuenta que la transformacion de norma ([6.1.4) es por si misma singular. De hecho, la
tercer componente isotépica de la parte afin de la transformaciéon de norma

[—ZUauUl] = (14 cosb) O
e 3 €
posee una singularidad del mismo tipo que la singularidad del potencial de Dirac incorporada
en . Por lo tanto la cancelaciéon exacta de ambas singularidades es posible si se cumple la
condicién de cuantizacion de carga (4.5.2)).

La transformacién de norma del potencial (6.1.1) nos lleva a la expresion , que es la
solucion clasica de la teoria de Yang-Mills SU(2), la cual fue descubierta por Wu y Yang en 1969.
Dicha soluciéon esté conectada con el monopolo magnético, debido a que después de la sustituciéon
del potencial Wu-Yang en la definicion del tensor de campo electromagnético no-abeliano

1
Fuz/ = alJ«AV - al/AM +ie [AV7 AH] = §F3V0a’

obtenemos la siguiente dependencia

Fﬁm = {:‘mnkﬁ ~ %
' er r
Este resultado sugiere que tal solucién podria ser una fuente de un campo magnético de tipo-
Coulomb en una teorfa de norma no-abeliana. Sin embargo, si tratamos ingenuamente de calcular
la carga magnética del color que corresponde a este campo, la integral sobre el campo magnético

del color sobre la superficie de una esfera espacial infinita se anula

a,.k
/ dSyBf = / dSe— = 0.

Por otro lado, la singularidad en el origen del potencial de Wu-Yang conduce a algunos problemas
con la definicién de la energia de la configuraciéon. Como veremos més adelante, podemos introducir
un campo escalar, de tal manera que el acoplamiento del potencial de norma con el campo de Higgs
junto con el mecanismo de ruptura espontanea de simetria resuelven ambos problemas.
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6.1.2. El modelo de Georgi-Glashow

La era moderna de la teoria del monopolo magnético comenz6 en 1974, cuando 't Hooft y
Polyakov descubrieron de manera independiente soluciones de monopolos magnéticos del modelo
SO(3) de Georgi-Glashow [33] B2]. La esencia de este avance radica en que, si bien un monopolo de
Dirac puede incorporarse en una teoria de norma abeliana, en algunos modelos no-abelianos como
el de Georgi y Glashow, las soluciones de monopolos magnéticos aparecen de manera natural.

Durante muchos anos, a partir del trabajo pionero de Dirac, el argumento més serio para apoyar
el concepto de monopolo fue la posible explicaciéon de la cuantizacién de la carga eléctrica. Sin
embargo, a medida que paso el tiempo y que surgio la idea de una gran unificacién, parecia que
este altimo argumento habia perdido algo de poder.

De hecho, el punto de vista moderno es que el operador de la carga eléctrica es el generador
de un grupo U(1). La condicién de cuantizacion de la carga surge en modelos de unificacion si el
subgrupo electromagnético esta incrustado en un grupo de norma no abeliano semi-simple de rango
superior. En este caso, el generador de carga eléctrica forma relaciones de conmutacién no triviales
con todos los deméas generadores del grupo de norma. Por lo tanto, la cuantizaciéon de la carga
eléctrica en la actualidad se considera como un argumento en apoyo del enfoque de unificacion.

Sin embargo, resulta que tanto las explicaciones "antiguas" como las "nuevas" de la cuantizacion
de la carga eléctrica son solo dos lados del mismo problema, debido a que cualquier modelo de uni-
ficacion con un subgrupo electromagnético U(1) incrustado en un grupo de norma semi-simple, que
se rompe espontaneamente por el mecanismo de Higgs, posee soluciones tipo monopolo magnético!

Un ejemplo de tal modelo es el modelo de Georgi-Glashow [34], el cual describe una teoria de
norma acoplada con campos de Higgs y esta descrita por una densidad Lagrangiana clésica dada
por

L= f%TrFWF”” +TrD,¢D" $ — V()
1 1
_ _ZFSVFaNV + 3 (D,o®) (DFo*) =V (o), (6.1.6)

donde F),, = Fj;, T, ¢ = ¢*T", y la convencion que usaremos aqui es que los indices griegos toman
valores u,v = 0, 1, 2, 3 ademés de usar la normalizaciéon estandar de los generadores Hermitianos
del grupo de norma: Tr(T?T?) = %5,117, a, b=1, 2, 3, que en el caso del grupo SU(2) satisfacen el
algebra de Lie

[T, T° = icapTC.

Como se discuti6 en la seccion en teorfas de norma hay dos representaciones del grupo de
simetria que se suelen usar a menudo, es decir, los generadores pueden elegirse en la representacion
fundamental, T% = %0’“ o en la representacion adjunta, (T%)p. = —icqpe- En este trabajo usaremos la
representacion adjunta, pero en algunos casos es conveniente utilizar la representaciéon fundamental.
Recordemos que la derivada covariante se define como

D, =0, +ieA,,
la cual se puede escribir de las siguientes dos maneras

Dud = 9,0 +ie[Ay 9], o Dud® = 8,0" — ecapc AL 0", (6.1.7)
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que son la derivada covariante actuando sobre el campo ¢ en la representacion fundamental y
adjunta respectivamente. El potencial de los campos escalares se considera de la siguiente manera

V(g) =] (6% )’

donde A es la constante de acoplamiento del campo escalar. El tensor de campo electromagnético
se puede escribir en la representacién adjunta como

FS, = 0,A% — 0,A% — ecapc AL AL, (6.1.8)

o en su forma matricial dada por la representacién fundamental

Fy = 0,4, — 0,4, +ie[A,, A,)] =

21D, D,

Las ecuaciones de movimiento (Euler-Lagrange) correspondientes al Lagrangiano (6.1.6)) son
D, F™ = —eeqped’D"¢°, DD’ " = —\¢" (¢"¢" — v?). (6.1.9)

De manera analoga al caso electromagnético, las ecuaciones (6.1.9) corresponden a la mitad de
las ecuaciones que describen al Lagrangiano (6.1.6). Para obtener el segundo par de ecuaciones de
campo comencemos por definir el tensor de campo electromagnético dual no-abeliano como Fg, :=

%ewagF aba v g partir de las identidades de Bianchi DV F’ 1w = 0 para el tensor electromagnetlco

dual no-abeliano F},, se puede obtener el segundo par de las ecuaciones de campo.
Por otro lado, el tensor de energia-momento simétrico T},,,, que se deriva a partir del Lagrangiano

(6.1.6)) y de las ecuaciones de campo (6.1.9)), es
T = FﬁpFap + (Dp¢®) (Dyd®) — g L
1 1
_ FSaFam + Du(baDy(ba gl“’ a¢aDa¢a *g;u/FagFaaB

A
— 9w (¢7 = v7). (6.1.10)

Este tensor se conserva por virtud de las ecuaciones de campo: D, T"” = 0.
A partir del tensor de energia-momento ([6.1.10) podemos obtener facilmente la expresiéon para
el Hamiltoniano estatico, el cual representa la energia total del sistema:

E = /d?’CUToo = / |:4F;L1VFGMU ~(D ;ﬁba) (D" %) + 2 (¢a¢a _ 02)2}
= [ g EE s BB+ (D00 (D*n]+ V(). (6111)

donde E! = F¢, y B = 1e,,,,,F2,, son los campos eléctricos y magnéticos de color. Usando esta
forma para la energia del sistema se puede ver que las configuraciones de energia minima se obtienen

si se satisfacen las siguientes condiciones

¢ 9" =v*, F% =0, D,¢"=0. (6.1.12)
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Estas condiciones definen el vacio de Higgs del sistema y la constante v es el valor de expectaciéon de
vacio distinto de cero del campo escalar correspondiente al rompimiento de simetria del potencial
de Higgs V(o).

El espectro perturbativo del modelo se puede encontrar analizando pequenas fluctuaciones al-
rededor del vacio. Supongamos que el sistema bajo consideracion es estatico, es decir, no hay
campos eléctricos E? = 0; entonces la energia del vacio es igual a cero. Como vacio es usual elegir
dvac = (0, 0, v); entonces, ahora consideremos una fluctuacion y del campo escalar ¢ alrededor del
vacio trivial |¢,qc] = v, donde sélo la tercer componente isotopica del campo de Higgs no se anula

¢ =(0,0,v+x). (6.1.13)

Después de hacer una sustitucion de esta expansion hasta términos de segundo orden en x tenemos
que
(Dy¢®) (DH6%) 2 (9ux") (9"X*) + €*0” [(A3)? + (A47)7]
y la perturbacion del potencial es
Ao

V(gp) ~ 50 X

Por lo tanto, el promedio de vacio del campo escalar no desaparece y el modelo describe una ruptura
espontanea de simetria de tal manera que el espectro perturbativo consiste en un fotén sin masa
Ai correspondiente al subgrupo electromagnético U(1) no rotcﬂ dos campos vectoriales masivos

Aff = (1/ﬁ) (A}L + Ai) con masa m, = ev y escalares neutros que tienen una masa ms = vv/2\.

Discutiremos algunas propiedades de tales fluctuaciones méas adelante. Aqui solo notamos que
la carga eléctrica de los bosones vectoriales masivos A* esta dada por el subgrupo U(1) no-roto.
En general, este es un subgrupo H del grupo G, cuya acciéon deja invariante al vacio de Higgs.
Obviamente, este es un pequeno grupo de rotacion en el isospace sobre la direccion dada por el
vector ¢°. El generador de la misma (¢%T%) /v debe identificarse con el operador de la carga eléctrica
Q. Por lo tanto, la expresion de la derivada covariante se puede escribir en la forma

Dy = 8, +ieAlT® = 9, +iQAS™, (6.1.14)

lo que nos permite definir la "proyeccion electromagnética" del potencial de norma

1 e
A = ;AZqﬁﬁac, Q= " el . (6.1.15)
Teniendo en cuenta la definicion de los generadores T'* del grupo de norma, podemos ver facilmente
que los valores propios minimos permitidos del operador de carga eléctrica son ahora ¢ = +e/2.

6.1.3. Clasificacién topolégica de las soluciones

El espectro de las posibles soluciones del modelo Georgi-Glashow es mucho més interesante de
lo que se puede esperar. Es decir, recordemos que la configuracién estatica de energia finita més
simple es la configuracion del vacio ¢,a. = (0, 0, v). Ademéas de estas soluciones estaticas a las
ecuaciones de movimiento existen otras soluciones estaticas estables de tipo soliton del sistema de

2Después del rompimiento espontaneo de simetria el vacio se degenera, es decir, aparece una infinidad de posibles
minimos de energia, los cuales forman el grupo U(1). A este grupo de simetria del vacio es al que nos referimos como
el subgrupo electromagnético U(1) no roto.
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ecuaciones de campo y que tienen una densidad de energia finita en el limite asintético
espacial lim,_, . ¢ = (0, 0, v).

De hecho, la misma definicion obliga a que se degenere el vacio clasico del modelo de
Georgi-Glashow. La condicion V (¢) = 0 significa que |pyqc| = v, es decir, el conjunto de valores de
vacio del campo de Higgs forma una S2, -esfera de radio v en el espacio isotopico d = 3. Todos los

puntos en esta esfera son equivalentes debido a que hay una transformacion de norma SU(2) bien
definida que los conecta.

Las soluciones de las ecuaciones clasicas del campo mapean el vacio de la variedad S2,. en la
frontera del espacio tridimensional, que también es una S2-esfera, es decir, ¢ :  S2, . — S2. Estos
mapeos estan caracterizados por un numero de enrollamiento (winding number)

: : 1 2 a b c
Winding =n = S CikEabe d<S; ¢°0,;¢° 09", (6.1.16)
T

donde n toma los valores 0,+1,+2.... El nimero de enrollamiento indica el nimero de veces que la
S2, .-esfera ha sido cubierta por una sola vuelta alrededor de la frontera espacial de la S?-esfera.
El punto crucial es que las soluciones que tienen una energia finita en el limite asintotico espacial
podrian separarse en diferentes clases de acuerdo con el comportamiento del campo ¢®. El caso
trivial es que la orientacién isotopica de los campos no dependa de las coordenadas espaciales y que

en la region asintdtica espacial el campo escalar tienda al limite
Pvac = (0, 0, v). (6.1.17)

Esta situacion corresponde al nimero de enrollamiento (winding number) n = 0.

Para construir las soluciones correspondientes al minimo no trivial de la energia funcional
(6.1.11)), consideramos nuevamente el campo escalar en el limite asintotico espacial r — oo, el
cual toma valores en la variedad del vacio S2,.. Sin embargo, suponemos que el isovector del campo
escalar ahora se dirige en la direccién del espacio isotopico a lo largo de la direccion del vector de

radio en el espacio asint()ticoEIEI .

P % (6.1.18)
Este comportamiento asintético obviamente mezcla los indices espaciales e isotopicos y define un
s6lo mapeo del vacio M en el limite asintético espacial. Una sola vuelta alrededor de la frontera
espacial S? conduce a una tnica trayectoria cerrada en la S2, -esfera y el nimero de enrollamiento
(winding number) de dicha asignacion es n = 1.

Como fue mencionado por 't Hooft [32], las configuraciones que se caracterizan por diferentes
nameros de enrollamiento (winding number) no pueden ser continuamente deformadas entre si.
De hecho, hemos visto que la transformacion de norma (6.1.4) de la forma U = ¢*(7x¢%)9/2 rota el
isovector al tercer eje. Sin embargo, si tratamos de "Peinar el erizo", es decir, si tratamos de rotar el
campo escalar en cualquier lugar del espacio en una direccion determinada (el denominado unitario
o norma abeliana), la singularidad de la transformacion del norma en el polo sur no nos permite
hacerlo globalmente. Por lo tanto, no existe una transformaciéon de norma bien definida que conecte
las configuraciones (6.1.17) y (6.1.18)); entonces esta singularidad resulta en la barrera infinita que
los separa.

o a . e
\¢|2 — % = v2; el campo escalar en este limite toma la forma del vacio trivial (6.1.

T— 00

3Este tipo de solucién satisface que en el limite asintético espacial 1 — oo, €l campo escalar toma el valor
6.1.17)
4En el documento pionero de Polyakov [33] esta solucién fue denominada "erizo".
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6.1.4. Definicién de carga magnética

Como se ha discutido anteriormente las configuraciones de energia minima estan regidas por
las tres constricciones dadas en . En esta seccién nos centraremos en analizar la condicién
de que la derivada covariante del campo escalar es nula y analizaremos esta condicién en el limite
asintético espacial, es decir, TILTZLO D,¢* = 0, junto con la eleccién de una configuracién no trivial

del hedgehog (erizo), es decir, elegiremos una configuracion dada por (6.1.18). De acuerdo con lo
anterior, en el limite »r — oo obtenemos que

lim Dy,¢ = 1im 9,0 — ecapeALg® = 0

r— 00 r— 00

= an (T> - esabcAly)LL =0. (6119)
r r

Podemos reescribir el primer término de la ecuaciéon anterior de la siguiente manera

2
re T0qn — TaTn 1 el TeTk

671 ( ) - 3 - - (6anéck - 611165710) 2 = —E&abcbnk 2 -
r T r T r

Usando este resultado en (6.1.19)) podemos encontrar la siguiente forma asintética para el potencial

de norma L
Tn
A% - —Eank —=- 6.1.20
1) > —cank s (61.20)

T— 00

Por lo tanto el campo magnético no-abeliano correspondiente se puede escribir en la regién asintotica

como
TaTn

By(r)

rooo €T

En consecuencia, las condiciones de contorno (6.1.18) y (6.1.20) son compatibles con la existencia
de un campo norma de largo alcance asociado con un subgrupo abeliano U(1) el cual permanece
intacto en el vacio después del rompimiento de simetria. Dado que este campo cae como 1/r%, es
decir, tiene la caracteristica de un campo tipo-Coulomb, y como las componentes correspondientes
a campos eléctricos en el tensor (de intensidad) de campo electromagnético se anulan, esta
configuracion de campo regular puede identificarse con un monopolo magnético.

Por otro lado, recordemos que el subgrupo U(1) electromagnético esta asociado con rotaciones
sobre la direccién del isovector ¢. Por lo tanto, seria bastante natural introducir el potencial electro-
magnético como una proyeccion del potencial de norma Aj asociado al grupo de norma SU (2) en
esa direccion, como se definié en . Para analizar esto, tomemos en cuenta que una soluciéon
general de la ecuacién D, ¢% = 0, con la constriccién ¢®¢® = v2, se puede escribir de la siguiente
manera [35]

1 1
Ay = —eancd 00" + 9" Ay, (6.1.21)

donde A, es un 4-vector arbitrario que se puede identificar con el potencial electromagnético. Esto
se puede ver, después de contraer la ecuacion (6.1.21]) con la componentes ¢*/v del campo escalar
y usando el hecho de que ¢?¢®* = v? obtenemos

¢a a — em
714# - A,U. = A;U« .
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Usando este resultado, ahora podemos insertar el potencial de norma ((6.1.21) con 4, = A4, = Aj™
en el tensor de campo electromagnético (|6 obteniendo

@ 1
F;LII/ = %Fuy, dOnde F,ul/ = 8HA’/ — 6VA;,L — Egabcﬁbaau(lsbay(bc, (6122)

donde hemos usado Ay, = %aAM. Esta definicién invariante de norma del tensor de campo electro-
magnético F),, [36] esta relacionada con la definicién original del tensor de ’t Hooft [32]E|

Ahora consideremos el sector topologicamente trivial , para el cual el dltimo término en
(6.1.22]) se anula. En ese caso obtenemos

F,, =0,A, —0,A,,

que es precisamente el caso de la electrodinamica estandar de Maxwell. Como es de esperarse, en
este sector no hay lugar para un monopolo magnético, debido a que las identidades de Bianchi se
satisfacen: 3“13,“, =0.

Sin embargo, para la configuracién con condiciones de contorno no triviales (6.1.18]) y (6.1.20)),
el campo de Higgs también da una contribucién no nula en el tensor de fuerza del campo elec-
tromagnético (6.1.22)). Entonces, el segundo par de ecuaciones de Maxwell se ve modificada de la
siguiente manera

MF =k,

donde k, es la corriente asociada a la cual nos referimos como corriente topologica. Debemos de
tener en cuenta que si el potencial electromagnético Aem es regular, entonces la corriente magnética
o corriente topolégica k,, se puede expresar s6lo a traves del campo escalalﬂ

1 1
2 2v3e
A primera vista, esta corriente es independiente de cualquier propiedad del campo de norma y se
conserva por su propia definicion, es decir

ky = 2€upe0"FP7 = ———€paCabcd” 6070 07 ¢°] . (6.1.24)

Ouk" =0

a diferencia de una corriente de Noether que se conserva debido a cierta simetria del modelo.
De acuerdo con la definicién de corriente topologica (6.1.24)), la carga magnética esté asociada
a la componente kg, es decir, la carga magnética esta definida de la siguiente manera [30]

1
g= / Pako = g [ Pt (60,606

- 2u3e

/d2S gabcanmkdj a ¢bak¢c (6125)

5La definicién original del tensor 't Hooft esta dada por
~ N ~ ~ ~ 1 ~ ~ ~
Fup =Tr {¢FW - %¢DH¢DV¢} =¢"Ff, + gaabczb“Duqbbquﬁc, (6.1.23)

donde (Z)a = ¢/ |¢| es un campo de Higgs normalizado. Obviamente, ambas definiciones coinciden en la frontera
espacial. La diferencia es que el tensor 't Hooft (6.1.23) es singular en los ceros del campo de Higgs, mientras que
(6.1.22) es regular en todas partes. Estos ceros estan asociados con las posiciones de los monopolos.

6La corriente topolégica solo depende del ultimo término del tensor Fy}, dado por (6.1.22)), los primeros dos
términos se anulan usando las identidades de Bianchi.
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donde la tltima integral se toma sobre la superficie de la S2-esfera en la regién asintética espacial,
la cual puede ser parametrizada por coordenadas locales £,, a = 1, 2. Entonces podemos escribir

0~ 0 _ 1 or™ ork

n 79 a n mn O[
(9 (ZS s é_a, a S 5 k Qeey 960& 955 Bd é
Despué S de un élgebra Simple llegamos a
2,03 / g Eaﬁgab ¢ 6 ¢ 6ﬁ¢ ( )

La carga magnética es proporcional a un entero n, al que los matematicos se refieren como el grado
de Brouwelﬂ La interpretacion geométrica de este entero es clara: es el nimero de veces que el
isovector ¢ cubre la S2, -esfera, mientras que r® cubre la S2-esfera en la region asintética espacial
una vez. Por lo tanto[30]:

4m™n

g=—", n €7, (6.1.27)
e
donde el factor 47 se debe a la integraciéon sobre la esfera unitaria. Este es el andlogo no-abeliano
de la condiciéon de cuantizacion de carga de Dirac (4.5.2)).

6.1.5. El Ansatz de ’t Hooft-Polyakov

Como se ha discutido en las secciones previas, en el limite asintético, la configuracién de campo
de un monopolo debe cumplir las condiciones (6.1.18)) y (6.1.20). Ahora, buscaremos soluciones
esféricamente simétricas para el monopolo magnético del modelo de Georgi-Glashow SO(3). Como
es habitual, este problema se puede simplificar si tenemos en cuenta las restricciones que se siguen
de las simetrias de la configuracion.

La solucién regular estatica de las ecuaciones de campo correspondientes al monopolo magnético
del modelo de Georgi-Glashow SO(3) se construy6 empleando el Ansatz de 't Hooft-Polyakov [33]
32], en el que se consider6 un Ansatz esféricamente simétrico para el campo de Higgs y el potencial
de norma no-abeliano, respectivamente

,},.m m

¢ = S5 H(E), AL =6leum—s " SL-K@L 45=0, (6.1.28)

donde H (&) y K(€) son funciones de la variable adimensmnal & =ver.

Las formas explicitas de la estructura de estas funciones para el campo escalar y potencial de
norma se pueden encontrar a partir de las ecuaciones de campo. Sin embargo, es mas conveniente
utilizar la condicion de que la soluciéon para monopolos corresponde a un minimo local de la funcional
de la energia. Esto significa que una configuracién de campo sera una soluciéon a las ecuaciones de
movimiento clasicas si y s6lo si la funcional de la energia es un extremal, es decir 6 ¥ = 0. Para esto,
comencemos por escribir la energia del sistema en términos de las funciones desconocidas K (&) y
H(&). Sustituyendo el Ansatz (6.1.28) en (6.1.11)), tenemos

_ 4m dé > 1/ dH 2
pete [0 l§2<d£> +2<d£H>

i1 (K*—1)? +K2H2+i( 2—52)2] (6.1.29)

2 4e?

"El ntimero de enrollamiento (winding number) es un caso especial del grado de Brouwer.
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Si tomamos variaciones de esta funcional con respecto a las funciones H y K obtenemos las condi-
ciones de extremalidad O 5E

donde las variaciones 6 K y 6 H son variaciones arbitrarias; por lo tanto las funciones K (&) y H ()

que minimizan la energia (6.1.29)) satisfacen

,d2K

=KH’+K (K*-1), ¢ =2K*H + ?H (H? - ¢&7). (6.1.30)

Las funciones K y H deben satisfacer las siguientes condiciones de frontera:

K¢ —1, H¢) —0 como £—0,
K(€)—0, H() —¢ como & — o0, (6.1.31)

las cuales corresponden a las configuraciones asintoticas (6.1.18)) y (6.1.20]). De hecho, después de
hacer la sustitucion del Ansatz (6.1.28]) en las expresiones para la derivada covariante del campo
escalar y en los campos magnéticos no-abelianos obtenemos

dan dH
n(j)a:—KH <£d§H KH) — 0,
rird dK 1) dK rip®
B® = 1-K?24¢6— | -2 ) 1.32
" ert ( +< d§> 67"2§ d¢ r__>>oo ert (6.1.32)

Evidentemente, en el vacio de Higgs, el potencial vectorial del campo de norma adopta la forma
del potencial Wu-Yang (6.1.5). Sin embargo, a diferencia de este potencial, la configuracion del
monopolo 't Hooft—Polya es regular en todas partes y corresponde a una configuracion
de energia finita tanto en el origen como en la frontera espacial.

Observemos que en el vacio de Higgs, D,,¢0* = 0 y el tensor intensidad del campo electromagné-
tico es Fy,, = ¢“Fj, /v. Claramente, la carga magnética puede calcularse como una integral sobre
la superficie de la S2 esfera en el infinito espacial:

1 1 1
g=- /d2San == /dZSntqba == /d%Bgansa, (6.1.33)
v v

v

donde se ha usado la identidad de Bianchi para el tensor del campo magnético no-abeliano D,, B =
0. Sustituyendo el Ansatz (6.1.28]), obtenemos

g = {( —1)(H - ¢H') - 26K'KH}
4 1-K? 4
-z 5d§{ 2 } -z (6.1.34)

Este resultado lo podemos comparar con ; entonces podemos concluir que las condiciones
de frontera corresponden a un monopolo de carga magnética unitaria.
Desafortunadamente, el sistema de ecuaciones diferenciales acopladas no lineales ((6.1.30) en
general no tiene una solucién analitica. La tdnica excepcién conocida es el caso especial A =
[37, 38, [39]. Este es el llamado limite de Bogomol’'nyi-Prasad-Sommerfield (BPS). Sin embargo,
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Figura 6.1.1: El perfil de la funcion H (&) y K(§)/£ se muestran para el monopolo en A = 0, (limite
BPS) A=01yA=1

antes de llegar a este limite, debemos describir las propiedades generales del monopolo no-abeliano.

Las soluciones numéricas del sistema se discutieron en los trabajos [31, 40], donde
las funciones de forma H(§) y K(&) se acercan bastante rapido a los valores asintdticos como se
muestra en la figura[6.1.1] Por lo tanto, hay un vacio de Higgs fuera de alguna region del orden de la
escala caracteristica R., que se llama el niicleo del monopolo. Uno podria estimar este tamano con
argumentos simples[4I]. La energia total de la configuracién monopolo consta de dos componentes:
la energia del campo magnético abeliano fuera del nucleo y la energia del campo escalar dentro del
ntucleo

4
E = Epag + By ~ 47g*R; " + 470’ R, ~ — (R;' +m2R,) .
€

Esta suma es minima si R. ~ m, 1. En otras palabras, dentro del niicleo a distancias més cortas que
la longitud de onda del vector boson m; ! ~ (ve)™!, se restablece la simetria SU(2) original. Sin
embargo, fuera del niicleo, esta simetria se rompe espontaneamente en el subgrupo electromagnético
abeliano U(1). En este sentido, no hay diferencia entre el monopolo de 't Hooft-Polyakov y el
monopolo de Dirac fuera del nicleo [36].

Los calculos numéricos [31), [40] muestran que la masa del monopolo, que en el caso estético
clasico es idéntica a su energia, depende de la constante de acoplamiento escalar A de la siguiente
manera



CAPITULO 6. EL MONOPOLO DE 'T HOOFT-POLYAKOV 80

donde la funcién f ()\/ 62) es una funcién monoétonamente creciente, interpolando entre los limites
[40]
f(0)=1, f(o0) = 1.787.

La razén por la cual la masa se vuelve independiente de los valores de la constante de acoplamiento
A para A > 1 es que en este limite el campo escalar se aproxima a la forma asintotica mas rapido
que el campo vectorial. La correccién de la masa monopolar conectada con el campo escalar es del
orden AE ~ M (m,/ms), que es insignificante para valores grandes de m.

6.1.6. Dyones

Hasta el momento hemos discutido soluciones estaticas (independientes del tiempo) del modelo
de Georgi-Glashow SO(3) mediante el Ansatz de 't Hooft-Polyakov (6.1.28). Debemos tener en
cuenta que en este Ansatz se asume que la componente temporal del potencial de norma satisface
la condicién A§ = 0. Como una posible generalizacién del Ansatz de 't Hooft-Polyakov podemos
considerar el caso donde la componente temporal del potencial de norma no es nulo y ademas es
una funcién de las coordenadas espaciales[42]:

AL = — J(r). (6.1.35)

Esta configuracion de campo corresponde al dyon no-abeliano, es decir, una configuracién que
tiene carga magnética y eléctrica. De hecho, por analogia con la carga magnética ((6.1.33)), la carga
eléctrica del sistema de los campos se puede definir como

1 1 1
q=- /dQSnEn == /dsnEggsa = - /d?’xE;ﬁDndﬂ, (6.1.36)
v v v

donde el campo eléctrico esta dado por EY = Fyg, . Aqui, usamos las ecuaciones de campo ,
segun las cuales D, E? = 0 y adicionalmente consideramos soluciones estaticas; obtenemos asf la
relacion €,5.0° Do = 0 a partir de las ecuaciones de campo (6.1.9)), que es vélida para el Ansatz
considerado. La carga magnética del dyon esta dada por la formula (6.1.33)).

Haciendo un anélisis similar al de la seccion podemos encontrar la ecuacion que satisface
la funcién J(r). Para esto, después de sustituir el Ansatz junto con el Ansatz (6.1.35)) en
la ecuacion podemos escribir la ecuacién para la energia de un dyon en términos de las
funciones desconocidas K (§), H(§) v J(&)

e LAk

1 A 2
S (K2 -1)° sz—fﬁ— — K?*J?|. (6.1.37
Tomamos variaciones de esta funcional con respecto a las funciones H , K y J , es decir
oF oF OF

25K = —H— s T =
5‘K5 By 0 0, 8J6J 0,
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donde las variaciones §K, 0H y §J son variaciones arbitrarias. Por lo tanto las funciones K (&) y
H(¢) y J(&) que minimizan la energia del dyon (6.2.9) estan dadas por

2d2K 2 2 2

3 el K(H?-J*)+ K (K*-1), (6.1.38)
2
H

526252 = 2K2H+6%H(H2—52), (6.1.39)
2

2% = 2K?*J. (6.1.40)

Este sistema de ecuaciones se puede resolver numéricamente, donde el comportamiento asintético
de la funcion J(r) es muy similar al del campo escal&uﬂ dada en (6.1.31]):

J(r) =0, como r — 0,
J(r) = Cr, como r — 00. (6.1.41)

La constante arbitraria C' estéa relacionada con la carga eléctrica del dyon (6.1.36) [42]; si la carga
es nula entonces C' = 0.

De hecho, sustituyendo el Ansatz ([6.1.28) junto con ((6.1.35) en la expresion para la carga
6.1.34])

eléctrica (6.1.36]), y de manera anéloga a la integral dada en (6.1.34]) obtenemos
dm [ d€ 2 2 7yt ’ /
¢ = — 6—2{2JHK +&JH +JH—-¢(JH+H'J)}
0
A [ d d (JH 4nC
= — dé—<SEH— | — = — 6.1.42
o et () - (6.1.42)

Este resultado lo podemos comparar con el de la carga magnética dada en ; entonces la
constante C' esta relacionada con las cargas como ¢ = Cg, donde la carga magnética del dyon es
g similar a la dada por la ecuacion . Sin embargo, a nivel clasico no hay ninguna razon
para que la carga eléctrica (6.1.36)), a diferencia de la carga magnética, debe estar cuantizada y la
constante C' en (|6.1.42) sigue siendo un parametro arbitrario.

6.2. El limite de Bogomol’nyi-Prasad-Sommerfield

Hasta el momento hemos estudiado configuraciones de energia finita, las cuales son soluciones
para un monopolo magnético, asi como su respectiva generalizacion al caso de un dyon. Ahora
estamos interesados en buscar un limite inferior para la masa monopolo, es decir queremos buscar
la configuracién minima de masa con carga eléctrica y magnética para la cual puede existir un
dyon. A esta cuota minima de masa cargada se le conoce como el limite de Bogomol’nyi-Prasad-
Sommerfield (BPS).

Partimos de la energia asociada a la configuraciéon de un monopolo estatico , la cual se

8 Al igual que en el caso del monopolo magnético buscamos soluciones para el dyon de tal manera que en la regién
asintotica espacial tengan la forma de ((6.1.18])
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puede escribir en una forma maés general introduciendo un parametro « [36, [38]
1 a a a a a a
B o= [ea{§imm e mE s 000 00+ Vo) |
1 1
= 3 /d?’x (E® F D¢ sina)”® + 3 /d3x (BE T Dy, ¢ cos ar)?

+sina / d*xE%D,¢" + cos a / d*xBeD,¢" + / 2V (¢), (6.2.1)

donde « es un parametro arbitrario angular real.
Ahora consideramos la configuracion de minima energia para un sistema con energia (6.2.1)).

Como se discuti6 anteriormente, el minimo de energia corresponde a la situaciéon cuando el potencial

del campo escalar es nulo, es decir cuando ¢?¢® = v? . Adicionalmente a esto obtenemos que la
configuracion de energia minima se obtiene si la siguientes ecuaciones se satisfacen [37], B8] [39]:

E* = +D,¢"sine, B =+D,¢%cosa,  Dyo® = 0. (6.2.2)

Estas son las ecuaciones de Bogomol'nyi-Prasad-Sommerfield (BPS). Por otro lado, recordemos
que las cargas eléctricas y magnéticas de la configuracion estan dadas por (6.1.36) y (6.1.33)),
respectivamente. Por lo tanto, podemos escribir la ecuacion (6.2.1]) de la siguiente manera

1
E = 5/d?’x {(EZ T Dn¢sina)® + (BS T D, ¢" cos a)ﬂ

tvgsina+vg cosa. (6.2.3)

Los primeros dos términos cuadraticos dentro de la integral son mayores o igual a cero, por lo tanto
podemos escribir la siguiente desigualdad

E=M>v(gsina+gcosa), (6.2.4)

la cual se satisface para cualquier elecciéon de signo y del parametro «. La energia, en funcién del
parametro «, tiene un minimo en tana = ¢/g, lo que nos proporciona un limite inferior en la masa

del dyon
M >v\V@*+ g% =v|q+ig|.

Este limite inferior se logra mediante configuraciones que obedecen a las ecuaciones de primer orden
, las cuales se les conoce como soluciones BPS, y su energia es dada por la ecuaciéon de la
masa BPS, es decir,
M =vv/q? + ¢>.
Esta condicién, conocida como el limite de Bogomol’nyi, seré la clave de lo que sigue.
La situacion es simple de analizar si la carga eléctrica ¢ la anulamos. Si sustituimos el Ansatz

de 't Hooft-Polyakov (6.1.28)) en la ecuacion BPS
B} =+D,¢%, (6.2.5)

el resultado es un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas de primer orden dadas por

dK
=K ¢

a

3 g

H+(1-K?), (6.2.6)
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que tienen una solucién analitica en términos de funciones elementales:

_ €
~ sinh¢’

H = ¢cothé —1. (6.2.7)

Notemos que la solucion a la ecuacion BPS de primer orden satisface automaticamente el
sistema de ecuaciones de campo de segundo orden . Por supuesto, las ecuaciones de Euler-
Lagrange podrian tener otras soluciones que corresponden a algunos minimos locales de la
accioén, pero el estado de vacio con energia minima en el sector topologico dado debe ser simplemente
el estado de Bogomol’nyi.

Como se mencion6 en [43], la ecuacion BPS junto con la identidad de Bianchi implican que
D, D,¢* = 0, que corresponde exactamente al campo . Por lo tanto, la condicion

D" Dt” = (0,6°) (006°) + 6" (0,006") = 50000 (6°0°) (6.2.8)

no se anula. La energfa de la configuracion del monopolo en el limite BPS es independiente de las
propiedades del campo (potencial) de norma y estéd completamente definida sélo por el campo de

Higgs [44), [43]
1 . 4o [ d d (H
_ d3 O ajay _ Z7 7 dé— H— (=
po= g [ oo =T [acge [enge (F)]

L IRAYAERRSERA S
= c (coth§ §> <1 Sinh2§>

Haciendo uso de la correspondencia Julia-Zee, es facil ver que en el limite de BPS, la soluciéon
de dyon podria construirse mediante una simple rotacién de la solucién monopolo puro ((6.2.7))
36, 137, 39):

B 47v

(6.2.9)

0 €

H— H= Ecoth — 1), J=tana({coth —1),

cos o (
mientras que el perfil de la funcién del campo de norma permanece sin cambios

_ £
~ sinh¢&

Esta rotacion afecta el valor de expectacion de vacio del campo escalar como v — v/ cos a.
Claramente, el parametro « esta relacionado con la carga eléctrica de un dyon. De hecho, de
acuerdo con la definicion del 4ngulo « anterior, esta carga eléctrica es

q =g tan .

Comparando esta ecuacién con , podemos identificar la constante que aparece en la tdltima
relacion como C' = tan . Recordemos que el estado con ¢ = 0 corresponde al minimo absoluto de
la energia. A continuacion, discutiremos la conexion entre la generacion de carga eléctrica de un
dyon y la norma de modo cero.

En comparaciéon con la solucién 't Hooft-Polyakov, el comportamiento del campo de Higgs del
monopolo en el limite BPS ha cambiado drasticamente. Como podemos ver de 7 junto con la
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componente que disminuye exponencialmente se obtiene adicionalmente que a una distancia larga
aparece un término tipo-Coulomb
a

a ~a r
¢ — vr* — —  como T — Q.
er?

La razon para esto es que en el limite V(¢) = 0, el campo escalar queda sin masa. Debido a que una
interaccion, la cual se mide a través de un campo escalar sin masa, siempre conduce a una atraccion.
Por lo tanto, la interaccion entre monopolos magnéticos es muy diferente en el limite de BPS, en
comparacion con la interaccion electromagnética estandar (clasica, electrodinamica de Maxwell).
Como veremos en [6.3] esta interaccion monopolo-monopolo de largo alcance se compone de dos
partes que se originan de la fuerza debida al campo escalar de largo alcance y de la interacciéon
electromagnética estandar, que podria ser atractiva o repulsiva [45]. La compensacion mutua de
ambas contribuciones deja el par de monopolos BPS estéticos, pero el monopolo y el anti-monopolo
interactuarian con estas dos fuerzas.

6.2.1. Norma de modo cero y la carga eléctrica del Dyon

En el limite BPS, las soluciones de los dyones tienen propiedades muy interesantes. Comencemos

por notar que para el Ansatz estatico del dyon (6.1.28)), (6.1.35) y tomando la eleccion Ay = 0, la
energia cinética de la configuracion estéa dada por

T = /d3xTr(EnEn+D0¢DO¢), (6.2.10)

la cual es igual a cero. Ademas, en este caso, la ley de Gauss
D E, —ielp, Do¢] =0, (6.2.11)

se satisface trivialmente, es decir, si consideramos que el campo eléctrico es nulo E,, = Dy¢ = 0.

Ahora consideremos los campos dependientes del tiempo A, (7, t), ¢®(7, t); adicionalmente su-
pongamos que su dependencia temporal surge como resultado de una transformaciéon de norma de
la configuracion estatica original

An(7, 1) = U(F, ) An(F, OVU™N(F, t) — LU(F, )0,U (7, t), (6.2.12)
€

donde U (7, t) = "t y w(F) es el parametro de la transformacion. Si el intervalo de tiempo dt es
muy pequeno, podemos hacer una expansion de la trasformacion de norma

U(F, t) =~ 1+iewdt+--- . (6.2.13)
Usando esta expansion en el potencial de norma A, (7, t) obtenemos que
A (T, t) = Ay (7) + (ie|w, Ap(F)] — Opw) dt. (6.2.14)
A partir de esté expresion obtenemos que la derivada temporal del potencial de norma es

00 A, (T, t) = iew, Ay (F)] — Opw = —Dyw. (6.2.15)
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De la misma manera que el caso del potencial de norma, podemos considerar que para el caso del
campo escalar ¢*(7, t) la dependencia temporal aparece mediante una transformacion de norma

o(7, t) = U(F, t)o(7, 0) U L(7, t). (6.2.16)
Usando la expansion de la transformacion en el potencial de norma ¢(7, t) obtenemos que
(7, t) = (F) + ie[w, ¢(7)] dt. (6.2.17)

A partir de esta expresion obtenemos que la derivada temporal del campo escalar esta dada por
Oop = ie|w, ¢(7)]. (6.2.18)

Estas transformaciones de norma afectan simultdneamente a la componente temporal del potencial

de norma Ay, que para la configuracion del monopolo (6.1.28]), (6.1.35)) es una norma pura
Ao(7, £) = —2U(F, )0U ™ (7, ) = —w.
e

Como las transformaciones de norma y no cambian la energia potencial de la con-
figuracion, el parametro w puede identificarse con el modo cero de norma. Esta es una de las cuatro
coordenadas colectivas (también se les llaman parametros) de la configuracion de un monopolo [46]
. Las otras tres coordenadas colectivas especifican la posicién del monopolo en el espacio.

Sin embargo, definido de esta manera, el modo cero de morma no es fisico, ya que las transfor-
maciones del norma (6.2.15) y (6.2.18) no afectan el campo eléctrico no-abeliano

EZ = A, —D,Ag=—D,w+ D,w =0,
Do(,b = 80¢+Z6 [AOa ¢’] =ie [w, ¢] — e [wa ¢] =0.
Por lo tanto, como antes, la ley de Gauss se satisface trivialmente y la energia cinética del monopolo
(16.2.10) sigue siendo igual a cero.
Por otro lado, supongamos que la dependencia temporal de los campos aparece nuevamente

como resultado de la transformaciéon de norma (6.2.15)) y (6.2.18]), de tal manera que los modos cero
de norma correspondientes (JgA,, Oy¢) satisfacen la condicién de norma de fondo

Dn(904n) —ie[¢, Oog] =0, (6.2.19)

la cual satisface la ley de Gauss (6.2.11). Ahora bien, si Ag = 0 entonces existe una solucién no
trivial de las ecuaciones (6.2.15)), (6.2.18]) y (6.2.19) [47], donde w es proporcional a ¢, la cual se
puede escribir de la siguiente manera

w=T(t)p(F),
que corresponde a la siguiente transformacién de norma
U(F, t) = exp {ieX (t)p(F)} ~ 1+ ieT ot + - - - , (6.2.20)

donde 7°(¢) es una funcién arbitraria del tiempo. De hecho, en este caso tenemos que dpA,, = YD,
vy Jp¢p = 0, y dado que en el limite de Bogomol'nyi se satisface D,,D,,¢ = 0, la condiciéon de norma
de fondo (6.2.19)) es satisfecha por el Ansatz (6.2.20). Sin embargo, esta solucion corresponde a la
generacion de un campo eléctrico no-abeliano

E, = 0yA, = T(t)Dp¢ = T(t)B,, Dy¢p = 0.
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Por lo tanto la energia cinética del monopolo ((6.2.10]) ya no es cero
1 5 i
1.
- §T2/d3an¢“Dn¢>“ (6.2.21)
1. 2 3 ana 2 1 2
= §T d°zB; By = 2nvgT* = §MT , (6.2.22)

donde hemos usado la definicion de la carga magnética (6.1.34) y hemos tomando en cuenta que la

masa del monopolo BPS es

M= A
e

Dado que la energia potencial de la configuracion es independiente del tiempo, las transformaciones
de norma (6.2.15)) y (6.2.18), complementadas con la condicion Ay = 0, definen una coordenada
colectiva fisica 7°(t), que es un modo cero de norma. Su excitacién corresponde a la generacion
de una carga eléctrica Q = T(t)g. Por lo tanto, tal dependencia temporal inducida mediante una
transformacion de norma en los campos transforma al monopolo magnético en un dyon.

Debemos de tener en cuenta que esta coordenada colectiva 1" es una variable angular, que se
define en un circulo S*. De hecho, los puntos 7 = 2mn, n € Z corresponden a la misma transfor-
macion de norma U(7, t), que es la unidad en la region asintotica espacial [47]. Sin embargo, los
puntos 7 = 0 y, por ejemplo, T = 27, corresponden a diferentes clases topologicas.

En resumen, la configuraciéon de un-monopolo en el limite BPS puede ser caracterizada por
cuatro modos cero que forman el llamado espacio de parametros M.

6.3. Interaccién de monopolos magnéticos

6.3.1. Monopolo en campo magnético externo

Ahora consideremos el monopolo de 't Hooft-Polyakov interactuando con un campo magnético
externo débil. Para esto consideraremos un monopolo inicialmente en reposo, es decir, las derivadas
temporales de los campos son nulas. Podriamos esperar que el efecto principal, es decir, a primer
orden, de esta interaccién con el campo externo sea la de un monopolo inicialmente estatico que
comienza a moverse con una pequena aceleracién constanteEI wy. Las correcciones de oscilacion a
segundo orden para la configuraciéon tienen una dependencia temporal de la forma [45]:

2 2 .
QT t) = ¢" (r“— wg) ~ ¢ (F) — w%wﬂ(m, (6.3.1)

t? 2 .
A (7, t) = Ay (77— 1172) T¢ = AL(F)T* — 5 (w . v) A%(F)T,

En el marco de reposo instantédneo, todavia tenemos una configuracién inicial de 't Hooft-Polyakov
(6.1.28), donde Aq(7) = 0. El caracter no relativista del movimiento implica que en el marco no

9Uno puede tratar este movimiento como una excitacién de los modos cero de traslacion de los campos escalares
y vectoriales del sistema .
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acelerado aparece la componente Ag del potencial vectorial [45]

t2
Ao(7, t) = —w t Ak (77— 132) ,

el cual es el responsable de generar un campo eléctrico.
Ahora, tomando la derivada con respecto al tiempo de la configuracion perturbada (6.3.1)) ob-
tenemos

(90(]5(1(77, t) = —wkt 8k¢a(7_")7 80Ak(F, t) = —wmt amAk(F), (632)

lo que implica que el campo eléctrico no-abeliano generado por la perturbacion es

Fo (7 t) = 00Af — OkAG — ecanc AGAS, (6.3.3)
— Wit (O Af — Op AL, — ecapc AL AL) = —wt B (7).

Nuevamente tomamos la derivada temporal de esta expresion para obtener E
DOFS (7, t) = —wp, F%, (7). (6.3.4)

Esto nos permite escribir la parte espacial de la primera ecuaciéon de campo de Yang-Mills-Higgs

de la siguiente manera
(Din = win) Fon (7) = —eaped” Dy (7). (6.3.5)
Ahora notemos que la primera de las relaciones toma la forma
Dy (7, t) = —wit Dy ¢ (7),

y después de derivar nuevamente con respecto al tiempo obtenemos Do Dg¢®(7, t) = —wy, Dy¢® (7).
Por lo tanto, esto permite escribir la segunda de las ecuaciones de campo (6.1.9) de la siguiente
forma

Do (D = w2) 6°(7) = ~A (6 — %) 6°(7). (6.3.6)

El sistema de ecuaciones dindmicas y que hemos obtenido describe la dinamica de
un monopolo 't Hooft-Polyakov en un campo magnético homogéneo externo. Como hemos visto en
secciones previas, el analisis de las propiedades del monopolo es muy simple en el limite BPS, por lo
que la dinamica del monopolo también se simplifica debido a que se puede demostrar facilmente que
en el limite A = 0, las ecuaciones de campo y (6.3.6]) se pueden resolver usando el siguiente
Ansatz [45]

By (1) = (Di, — wi) ¢°(7), (6.3.7)

el cual es una generalizacion bastante directa de la ecuacién de Bogomol'nyi . Por otro lado,
debemos de tener en cuenta que el campo escalar del monopolo se define como ¢* = vh(r)7®, con el
comportamiento asintotico de la funcion h(r) — 1 para r — oo; entonces usando el Ansatz (6.3.7))
podemos escribir el campo magnético del monopolo By = BZ;QEG de la siguiente manera

By, = v0gh(r) — vh(r)wg.

10De acuerdo con la definicién de la derivada covariante, la componente Doy = 9y + ieAo(F) es justamente la
derivada temporal Dy = Jy debido a que inicialmente no consideramos campos eléctricos.



CAPITULO 6. EL MONOPOLO DE 'T HOOFT-POLYAKOV 88

Ahora, si tomamos el limite asintotico espacial del campo By, podemos ver que el Ansatz
corresponde a la superposicion del campo magnético de un monopolo y de un campo débil constante
Bf™" = vwy. Ademas, la carga magnética y la masa del monopolo BPS son g = 4w/e y M = 47v/e,
respectivamente. Entonces, la fuerza externa en un monopolo esta dada por la ley de fuerza de
Newton estandar: Fj, = —Mwy, = —gB®®t.

Hay otra posible interpretacion del sistema (6.3.5)) y (6.3.6)), es decir, se puede considerar como
el sistema original Yang-Mills-Higgs (6.1.9)), el cual se modificé debido a una perturbaciéon externa
causada por un campo magnético homogéneo. Esta interaccion puede describirse por un término
adicional de la forma

1 exr
Lins = %5mnkF;,l@n¢aB;i t), (638)

el cual se anade al Lagrangiano del modelo Georgi-Glashow [48]. En el limite BPS, las
ecuaciones de movimiento resultantes de este Lagrangiano generalizado son idénticas al sistema
vy (639).

Como se puede ver el Lagrangiano de interaccion es lineal en el campo escalar y ademés
el efecto de este término de interacciéon es elevar la degeneracién del vacio de Higgs. De hecho, se
puede considerar como una correcciéon del potencial de Higgs

)\ 1 exr
V(9) =7 (0 =) + -Bro" B,

Por lo tanto, hay un minimo tnico del potencial en el limite asintotico espacial en

~a B(ezt)
Poin = VT (1 tegn ], (6.3.9)

2,22
r2 m2m?2

donde m? = 2\v?, m? = e%v? son las masas de las excitaciones escalar y vectorial respectivamente.

El vacio verdadero es tinico, su ubicacién esta dada por la direccién del campo magnético externo.

6.3.2. La energia de interaccién de los monopolos

Como se ha discutido en las secciones anteriores, no existe una solucién analitica del sistema de
ecuaciones de Yang-Mills-Higgs que corresponda a un sistema de un monopolo aislado, por lo tanto
aun menos para el caso de dos monopolos de 't Hooft-Polyakov. En esta seccion estamos interesados
en discutir el sistema de interacciéon méas simple que se puede estudiar, es decir, una configuraciéon
de dos monopolos en el limite BPS los cuales se encuentran ampliamente separados con respecto
de su nicleos.

El enfoque més simple para estimar la energia de interaccion es un calculo directo de la diferencia
entre el valor minimo de la energia de todo el sistema de los campos y la suma de las masas de dos
monopolos individuales idénticos:

B =y [ @B =D +0 Y g+ [ dav(e) -2t

i=1,2

Los primeros tres términos de esta ecuacion corresponden a la forma de la energia , donde
hemos considerado solamente cargas magnéticas (hemos tomado a = 0).

Ademas, si consideramos que los monopolos estan bien separados, es decir, si suponemos que
los ntucleos de los monopolos son mucho mas pequenios que la distancia entre los monopolos, el



CAPITULO 6. EL MONOPOLO DE 'T HOOFT-POLYAKOV 89

problema se puede simplificar aun méas. Entonces, fuera de este ntucleo, las derivadas covariantes
del campo escalar desaparecen y, por lo tanto, los campos de norma obedecen a las ecuaciones de
Yang-Mills libres. Esta aproximacion es una suposicion estandar en el anélisis de las interacciones
entre monopolos.

Como ya hemos notado, existe una diferencia crucial entre el comportamiento asintotico del
campo de Higgs en los casos BPS y no-BPS, es decir, podemos notar que aparece un término de
largo alcance para el campo escalar en el caso de la interacciéon con un campo externo en el
limite BPS

a
¢* v = como 7 — oo, (6.3.10)

er
El resultado es que el valor asintético del campo de Higgs en la region fuera del nicleo del primer
monopolo se distorsiona segin debido al campo escalar de largo alcance del otro monopolo:
la masa del primer monopolo disminuiré y el tamano de su niicleo aumentara. En otras palabras, la
fuerza de largo alcance adicional aparece como resultado de la violacion de la invarianza de escala
original del modelo en el limite de BPS A — 0. Una particula de Goldstone correspondiente (un

dilaton) esta conectada con pequenas fluctuaciones del campo de Higgs

¢ = vi%el = vi +vi"D + ..., (6.3.11)

donde D es el campo del dilatéon. El término cinético correspondiente de la accion del dilatén
Lp = —%UQBMD(?“D nos permite establecer una relacién entre la carga de dilatén y la carga
magnética de la configuracion

4 M
Qp = v/dSnanD - ?” =g=—. (6.3.12)
La masa de la configuracion del monopolo se reduce AM = [d*zLp = —Qp¢.

Si la configuracion ademas de tener carga magnética tiene también una carga eléctrica g, la
carga de dilaton esta definida por la combinacion dual invariante [19] [49]

@p =Vg>+ ¢ (6.3.13)

6.3.3. Interaccién clasica de dos dyones ampliamente separados

Ahora podemos aplicar los resultados de la seccién anterior al caso de la interacciéon clasica
entre dos dyones que estdn separados por una distancia r, la cual es grande con respecto a los
nicleos de los dyones. Para esto supongamos que los dyones tienen cargas magnéticas idénticas g,
pero diferentes cargas eléctricas q; y ¢o. Este problema fue estudiado por Manton [I9], en donde se
considerd a cada dyon como una particula clasica puntual. Debido a que en el limite BPS los dyones
ademaés de poseer ambas cargas, es decir, cargas eléctricas y magnéticas, poseen ademas la carga del
dilaton , entonces la interaccion total de dos dyones estéticos esta compuesta de repulsiéon o
atraccion electromagnética, causada por las cargas eléctricas y magnéticas, y la atraccién causada
por las cargas del dilaton. Por lo tanto, la fuerza neta de Coulomb es

-7
Fiz= 3 (92 + Qg2 — \/92+qf\/g2 +q§) -
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Nuevamente podemos hacer una simplificacion adicional si asumimos que la carga eléctrica del dyon
es mucho més pequefia que su carga magnética. Entonces, después de hacer una expansion en ¢2/g>
obtenemos

—

- 1 r
Fia =~ 3 (1 — 2)° 3
Como se puede ver de esta expresion, no hay interaccion entre dos dyones cuando las cargas eléctricas
son idénticas. En general, solo la carga eléctrica relativa del sistema @ := ¢; — ¢ entra en la energia
de interaccion.

Ahora, consideremos un dyon que se mueve con una velocidad relativista v; en un campo de
fondo debido a otro dyon, que se coloca en reposo y esta localizado en el origen [19]. Dado que
la parte electromagnética de la interaccion se describe mediante el potencial (4.3.3), el momento
canoénico del primer dyon, de acuerdo con el acoplamiento minimo, se puede escribir como

]3:M171—>13:M5’1+q1§+g2f,

donde los potenciales electromagnéticos correspondientes a los campos de un dyon estético son
‘4' = 967 A' = —QQda
donde @ = (1 — cos H)ﬁgp. Los potenciales escalares que corresponden al dyon estatico son simple-
mente q _

A =2, A =1

r r

Ademaés, debemos tener en cuenta el potencial escalar que esta relacionado con la carga del dilatéon
del dyon en el limite BPS: ¢ = /g2 + ¢3/r. Como ya hemos mencionado anteriormente, el efecto

de este potencial es disminuir la masa del primer dyon com(ﬂ
1
M = M= Qpé = M- —\/g2+at\/g* + a3,

donde la carga del dilaton esta dada por Qp = /g2 + ¢3.
Ahora consideremos que el primer dyon se mueve a una velocidad relativista vy, para el cual se
puede escribir el término cinético como —M /1 — v?. Usando estos resultados, llegamos a que el

Lagrangiano del movimiento relativista de un dyon con carga Qp = /g% + ¢} en un campo externo
debido otro dyon estético con carga Qp, = /g2 + g5 se puede escribir de la siguiente manera:

L, = (—M + ¢\/92 + qf) \/1 —vZ 407 - (qﬁf—&— g/f) — Ay — gflo. (6.3.14)

El siguiente paso es incorporar el efecto del movimiento de ambos dyones. Para esto recordemos
que si el campo de fondo es generado por una fuente en movimiento, los campos correspondientes
deben escribirse en forma de los potenciales de Lienard-Wiechert [50, 19, [51]:

- o 0p) q2 o o
A=gid+ q@g—m—=——xor, A= ——————+g(a-v
ga -+ q2 2 x 0o 0 2 x 0o g(a@-va),
> o U bt R
A= —qpd+g R =) Aozﬁ—%(a'w)’
r2 — [ X U] r2 — [ X Us]
6= J 1- 2, (6.3.15)

11Se debe tener en cuenta que un dyon es ligeramente mas pesado que un monopolo: M = Mg+/1 + ¢2/g2. Sin
embargo, en el caso bajo consideraciéon, ¢ < g. Por lo tanto, la diferencia es de segundo orden y se puede despreciar.
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con r = |, — 72| . Ademas, debido a que estamos considerando un par de dyones que estan amplia-
mente separados y que ademas las velocidades de estos dyones son no relativistas, podemos hacer

la aproximacion \/r2 — [r x %] = r (1 — [ x ¥2]?) ~ r obteniendo

—

— . v N N
A:96L+QQ727 A0:%+g(a'1’2),
> . U ~ Lo
A= g+ g2, Adg=2 @ ),
' T
g 1a2
==Z(1—-— 6.3.16
o=2(1-38). (6:316)

donde hemos usado la aproximacion para velocidades bajas del término /1 — 9% ~ 1— %17% Después
de sustituir los potenciales ([6.3.16) en Lagrangiano (6.3.14)) obtenemos que el Lagrangiano se puede
simplificar hasta términos del orden de ¢?¥? y o*,

1 » 2 . . . N .
Ly :7M/+§M0”%*g7(”1 — %)’ +g(q1 — o) (Th — o) - @+

(1 — CJ2)2

PR (6.3.17)

donde M’ = /g% + ¢? y My = |g| es la masa del monopolo. El término constante —M’, puede ser
omitido, dado que un termino constante en el Lagrangiano no tiene efecto alguno en la dinamica
del sistema.

Notemos que los términos de interaccion son simétricos en U7, q1 y Us, go. Si agregamos justa-
mente el término cinético %Mgﬁ%, el nuevo Lagrangiano L es adecuado para describir la dindmica
de la interaccién de dos dyones. Por lo tanto el Lagrangiano se puede simplificar como

2
i+ e

= (6.3.18)

2
L= %Mo (77 +73) — 37 (01 — 2)* + Qg (01 — ) -
donde Q) = g1 —¢g> es la carga relativa. Como podemos ver en el segundo término de esta expresion, las
interacciones escalares y magnéticas dependen de la velocidad relativa de los dyones de diferentes
maneras. El tercer término describe la interaccién minima entre la carga relativa @) y la carga
magnética g, mientras que el ultimo término es la mitad de la energia estandar de Coulomb de una
carga eléctrica @ (la otra mitad esta asociada con el otro dyon).

Hasta el momento hemos construido un Lagrangiano, el cual describe la dindmica de la inter-
accion dos dyones en movimiento y que ademés tiene la propiedad de ser simétrico bajo el cambio
U1 = U, vy @1 = ¢q2. Dadas la simetrias del Lagrangiano es posible estudiar la dindmica de esta
interaccion mediante las coordenadas del centro de masa. La velocidad del centro de masa para un
sistema de dos particulas con masa igual es

La velocidad de las particulas 1 y 2 con respecto del centro de masa son

- S - U1 — U2
V2em = V2 — Uemn = —
2 2

Viem = V1 — Uem =

Usando las velocidades del centro de masa podemos obtener la velocidad relativa en términos de
las velocidades del centro de masa ¥y — o = U1¢m — U2em, Mmientras que para el término cinético
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o (17% + 17%) , lo podemos escribir en coordenadas del centro de masa de la siguiente manera

1

o, 1. .
T4 = 5(?)1—02)24'5(1‘1‘“2)2
1
= 5 (ﬁlcm - ﬁ2cm)2 + 'Dfm

Ahora bien, usando este resultado podemos escribir el Lagrangiano (6.3.18]) en coordenadas del
centro de masa

[ R, My ¢*\ ,. . Loy S
L—§M0v6m+ 2 o (Uh —T2)" + Qg (V) — ) -d+ —, (6.3.19)

El Lagrangiano del movimiento relativo puede obtenerse omitiendo el término correspondiente al

centro de masa 1 My, de (6.3.19) [19]

o My 92 Lon AN

donde ¥ = 9] — Vs = U1em — U2em €S la velocidad relativa de los dyones.

Las ecuaciones de movimiento asociadas al Lagrangiano ([6.3.20]) son

M, 2\ . 2 (1 /. . Ny . 2
(20 - “i) 7= %3 {2F(F- F) - (F- F) F} + % [Fx F} — ot (6.3.21)
Notemos que la dinamica del sistema no cambia si transformamos el Lagrangiano del movimiento

relativo (6.3.20)) de la siguiente manera

1 2 2 2 .
L=-> (MO - g) <F~ 7 QZ) +QgF- @, (6.3.22)
4 r g

donde hemos omitido el término constante MyQ?/4g>.

Obviamente, para g = 0, el es idéntico a la ecuacion de movimiento estandar de una
particula cargada en un campo de Coulomb. En el caso general, puede resolverse haciendo
uso de las integrales de movimiento correspondientes. Por ejemplo, la energia se compone de tres
términos: energia cinética normal, un término dependiente de la velocidad que se origina a partir
de la diferencia entre la interacciéon dilatonica y magnética de los dyones, y la energia potencial
estandar de interaccion de las dos cargas:

M, 2 . 2
E_<0—9>FQ—Q.
2 T

La segunda integral del movimiento es el vector del momento angular

- 1 g° = 7
L=|(=- L—Qg-, 6.3.23
( 2 Myr ) @9 r ( )

donde L = M, [7 x r_] es el momento angular orbital estandar.
En la seccion [6.2.1] mencionamos que la carga eléctrica de un dyon estético esta relacionada con

su cuarta coordenada colectiva ciclica 7" como Q ~ 7. La excitacién de esta coordenada colectiva
se puede tratar como la aparicién de la energia cinética ([6.2.22)).
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Recordemos la carga eléctrica de un dyon estatico esta relacionada con su cuarta coordenada
colectiva ciclica 7 como Q ~ 1.
Entonces podemos hacer la siguiente transformacion de Legendre del Lagrangiano (6.3.22))

L(F. 7) = L(7, Q) + 9QT,

donde )
S O 6.3.24
Entonces el Lagrangiano (6.3.22)) puede escribirse de la siguiente manera
1 292 s g4 . . 2

que es la estructura del Lagrangiano de Kaluza-Klein, el cual describe el movimiento geodésico en
el espacio de cuatro dimensiones M con una variable compacta. Podemos ver que el Lagrangiano
(6.3.25) no depende explicitamente de 7", por lo tanto, la ecuaciéon de movimiento correspondiente
es la conservacion de la carga eléctrica relativa @ .

En resumen, a partir del Lagrangiano se tiene que el movimiento relativo de los dyones
BPS bien separados puede ser descrito por un movimiento geodésico en el espacio M, gobernado
por la métrica Taub-NUT:

2g2 2
2¢> Moy
ds? = (1 _ Mg) di® + (Mﬂz)z (dr +a- drf’)Q’ (6.3.26)
or 1— Mggr

la cual es bien conocida en la Relatividad General y se obtuvo en 1951 [52]. La métrica Taub-NUT
corresponde a la solucién espacialmente homogénea de las ecuaciones de Einstein en el vacio, con
parametro de longitud 2g%/M,.

Si el momento angular es cuantizado en valores enteros, el grupo de rotacion es SO(3).
Geométricamente, esta invarianza rotacional significa que el vector L conservado implica un con-
junto de campos vectoriales de Killing en el espacio My que generan una simetria SO(3), que es
una isometria del espacio de parametros (moduli space).

6.4. El espacio de parametros y la dinAmica multi-monopolos
a bajas energias

6.4.1. El Lagrangiano de modos cero

Como se ha discutido en las secciones previas, la ecuacion de Bogomol'nyi-Prasad-Sommerfield
(BPS) describe una configuracion estatica del monopolo de 't Hooft y ademés su relevancia reside
en la no trivial propiedad de integrabilidad que hace posible la construccién de la solucién de multi-
monopolos. Por otro lado, las ecuaciones de campo completas, es decir, las ecuaciones dependientes
del tiempo del sistema Yang-Mills-Higgs, no son completamente integrables. Por lo tanto, pareceria
practicamente imposible encontrar una solucién completa que describa las propiedades dindmicas
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de los monopolos. Sin embargo, este problema se puede analizar bajo una aproximacion dada por
Manton.

La idea de Manton [53], 20] era que uno puede truncar el espacio de configuraciones, el cual es
dimensionalmente infinito para el sistema Yang-Mills-Higgs , a un sistema dindmico con un
Lagrangiano de dimension finita. En otras palabras, la dindmica de un sistema de multi-monopolos
con un namero infinito de grados de libertad se puede reducir a la de unas pocas coordenadas
colectivas de un solitén, o sus modos cero, que incluyen coordenadas de posicién y también al-
gunas coordenadas internas. Esta descripcion puede ser auto consistente sélo si consideramos la
dindmica de bajas energias. De manera mas precisa, para cualquier tiempo fijo una configuraciéon
de multi-monopolos puede considerarse de manera aproximada como una solucién estatica de una
configuracion de n-monopolos de la ecuacion de Bogomol’'ny. De esta manera el movimiento de los
monopolos estd determinado por la evolucion temporal de sus coordenadas colectivas solamente.
En tal caso, toda la informacion sobre la dinamica de los multi-monopolos a bajas energias esta
codificada en la parte cinética 7 de la accion.

Ahora consideremos el Lagrangiano del sistema , el cual lo podemos escribir como

L = T-V
— / 3z Tr (B, E,, + Do Do) — / d32Tr (BB, + DpéDy ) .

Recordemos que en el limite de Bogomol'nyi, la energia potencial del sistema ) es constante

V= /deTr (B — Dnd))2 + ngi = ngi.

Si elegimos la componente temporal del potencial de norma igual a cero, Ag = 0, entonces la energia
cinética es de la forma

T - % / P (Andy 3037

Como lo discutimos en la seccién para una configuracion estatica se puede escribir la energia
cinética en la forma

1 .
7jnorma = §MT7 (641)

donde 7T es la coordenada colectiva ciclica de norma; la excitacion de ésta corresponde a la generacion
de una carga eléctrica. Ahora, nos gustaria excitar otra coordenada colectiva espacial, de tal manera
que el efecto de esta perturbacion sea "empujar" al monopolo. Obviamente, la energia cinética
del monopolo en movimiento sera mayor que . Con el fin de estudiar la dindmica de una
configuracion de n-monopolos empezaremos por analizar la configuracion méas simple, esto es, la
configuracion de un monopolo.

6.4.2. La dindmica de un monopolo a bajas energias

Ahora consideremos la dindmica de un monopolo en R? a bajas energias. Para esto empezaremos
por definir la correccion correspondiente a la energia cinética dada en (6.4.1]), es decir, considera-
remos primero pequefias traslaciones del monopolo en R3. Para este propésito, introducimos tres
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coordenadas colectivas X*(t) y hacemos una expansiéon de los campos en estas perturbaciones:

Ap(X(1), ) ~ Ap(z) 4 0pAn(x)X*(t) = An(z) + alP) (2) XF (1),
o(x) + 0rp(x) X5 (t) = o(x) + X P (2) X (1).

BN

>

&
¢

Aqui, §p A, (2) = a%k)(x) y O0pd(z) := X%k) (z) son los modos cero de traslacion relevantes, es decir,
son las excitaciones que corresponden a un pequeno desplazamiento del monopolo en la direccién
X. A partir de las relaciones anteriores podemos escribir la derivada temporal de los campos A,
y ¢ como

Ay = XpaP(2), 6= XM (@), (6.4.2)
Entonces la energia cinética debida a la traslacién del monopolo se puede escribir en términos de

los modos cero al” (z) y x*)(z) de las coordenadas colectivas X*(t) como

Tirans = X%/deTr [a;}“)a%’“) + (x™)?|, para un kdado. (6.4.3)

La forma explicita de los modos cero de traslacion se puede determinar por la condicién de que la
perturbaciéon debe preservar el limite de Bogomol’'nyi. En otras palabras, la configuracion "despla-
zada" A% + az(l), ¢* + x*®) debe satisfacer la ecuacion de Bogomol'nyi B¢ = D,,¢®. Por lo tanto,
los modos cero de traslacion obedecen la siguiente ecuacion linealizada [54] 55] 56), 57]

EnmkDmaZ(l) = ana(l) - 65ab0a2(1)¢c~ (644)

Ademas, recordemos que la componente temporal del potencial de norma entra en la ley de Gauss
D, E, —ie[p, Dy¢] = 0, es decir, que se impone como una restriccion a los campos fisicos indepen-
dientes del tiempo. La expansion da, en la norma de Coulomb Ay = 0, el resultado

Dnaz(l) — ecaped’ ) = 0. (6.4.5)

En otras palabras, los modos cero satisfacen la condiciéon de norma de fondo. En realidad, esta
condicion garantiza que los modos cero de traslacion sean ortogonales a todos los modos obtenidos
mediante la transformacion de norma de la configuracion monopolo con una funcién de norma que
se anula en el infinito espacialE

Por otro lado podemos escribir a A, y ¢ como

. . 0A,
An =X
Fox

= Xy0RA,, ¢ = X1,k

12Como se ha discutido en la seccién vamos a considerar que la dindamica de la configuracién se incor-
pora por medio de una trasformaciéon de norma, es decir, las perturbaciones que son transformaciones de norma
locales de la forma §A,(x) = —DnpA y d¢(x) = e[p, A], o de manera equivalente §¢%(x) = ecqpAPPC. Ahora, es-
tamos interesados en que estas perturbaciones sean ortogonales a tales transformaciones de norma, en el sentido de

que [ d3z [6(2)]T 6y (x) = 0, donde ¢ := {6An (), S¢(x)}.

0 = / o [~ (Da) 64n (@) + [, 4] 56(2)]

- / 3z At [DpdAn(x) —ie ¢, S¢(z)]] + / d2SAT6 A, (z).

La ultima integral debe tomarse sobre una superficie en infinito espacial. Para las funciones de norma A(z) que caen
lo suficientemente rapido como para que el término de la superficie se desvanezca, la ortogonalidad se garantiza al
imponer la condicién de norma de fondo DnéAn(z) + ecapc AL ¢S50 (x) = 0.
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. . l
Entonces, después de comparar este resultado con la ecuaciéon |D los modos cero son az( ) =

QAL y x°U = g¢°.

Modos cero normalizables

Ahora estamos interesados en buscar todos los modos cero normalizables a'fl(l) y x“®, donde
la condicion de normalizacion significa que la traslacion en la direccion correspondiente es posible.
Recordemos que en la seccién vimos que la dindmica de una configuracion de monopolos
estaticos se puede incorporar mediante una transformacion de norma; el resultado que obtuvimos
es que la componente temporal del potencial de norma Ag se puede identificar con el parametro de
norma, es decir, tenemos la libertad de elegir el valor de este parametro sin que las ecuaciones de
movimiento se vean modificadas.

La ecuacion se obtuvo eligiendo la norma de Coulomb, Ay = 0. Ahora consideremos el
caso en el que la componente temporal del potencial de norma Ay no se anula, lo que equivale a
decir que elegiremos otra norma. Nuevamente vamos a imponer que los modos cero normalizables
satisfacen la condicion de norma de fondo D, E,, —ie[¢p, Do¢] = 0, o de manera equivalente D, E% —
e€apc®’ Do = 0. En este caso el campo eléctrico E,, = 0yA, — D, Ay v la derivada Dg¢ =
0o + ie [Ap, ¢] se pueden escribir en términos de las coordenadas colectivas X (t) de la siguiente
manera

E, = A, — D,Ag = X10,A,, — D, Ay, Do¢ = 0o¢ + ie [Ao, @] = X101 + ie[Ao, ¢].

Ahora elegiremos a Ay = X, proporcional a las velocidades de las coordenadas colectivas de
tal manera que la condicién de ortogonalidad no dependa de X; como en el caso . Por lo
tanto el campo eléctrico y la derivada temporal del campo escalar son E? = X (01A% — Dpef) y
Dy¢® = X; (9,9 + ie (€, ¢]) respectivamente. Entonces la condicién de norma de fondo se puede
escribir como

D, (Q1A,, — Dye;) —ie[g, Dig] =0, D, (9, A% — Dpel) — ecaped’ Dy = 0, (6.4.6)

con D¢ = Oyp+ie e, @] y Dip = 01 +ie[A;, ¢]. Comparando esta expresion con (6.4.5)), podemos
identificar a los nuevos modos cero normalizables

a?V - g0 = 5,49 () = ;A% — Dy €l x40 = xO = §,¢%(z) = 810" — ecapeerd® = Dy
(6.4.7)
A partir de este resultado, podemos ver que los modos cero normalizables se pueden escribir como

alV) = 9 A® — DAY = F?, X = 9% — ecape AP = Dyo?, (6.4.8)

es decir, son las traslaciones infinitesimales estandar 9;4%, 9;¢% en R?; que estan complementadas
por una transformacion de norma muy particular, donde se ha elegido que al pardmetro €} como
el potencial de norma en si A = € = A¢[50, [57]. Debemos de tener en cuenta que en el caso del
monopolo de BPS, todos los modos cero son normalizables.

Ahora, si sustituimos los modos cero en la definicién de la energia cinética , obte-
nemos

X

ﬁrans = 2

1 .
/d?’z (FiuFfy + Dig" Dig") = 5 M X2,
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y teniendo en cuenta la contribucién del modo cero de norma (6.4.1]), encontramos que la energia
del monopolo en movimiento se puede escribir como

T = %M (xp +77). (6.4.9)

Por lo tanto este resultado puede entenderse como la energia cinética de una particula clasica con
una masa M que se mueve en el espacio 4-dimensional de parametros M; = R? x S! . Aqui, la
excitacion de los modos cero de traslacién en R? conduce a la aparicién de un momento no-nulo del
monopolo y el movimiento en S' est4 relacionado con la generaciéon de una carga eléctrica.

6.4.3. El espacio de parametros y su métrica

Los resultados de la seccién anterior pueden reformularse introduciendo el concepto de un es-
pacio auxiliar conocido como el espacio de parametros (moduli space). Si bien la ventaja de estos
ejemplos relativamente simples puede parecer pequena, este formalismo sera de gran utilidad cuando
recurramos a casos menos triviales.

Para motivar esto, consideremos primero una teoria que no es de norma y puramente bosoni-
ca cuyos campos, que suponemos que todos son masivos, se combinan en un solo campo ¥(Z, t).
Supongamos que existe una familia de soluciones estaticas degeneradas, parametrizadas por n coor-
denadas colectivas X, que denotamos por ¢ (Z, t). Estas soluciones estaticas pueden ser vistas
como una variedad (diferenciable), la cual es conocida como el espacio de parametros (moduli spa-
ce), y que esté descrita por las coordenadas X, en esta variedad. Esta variedad es en si misma un
subespacio del espacio completo de las configuraciones de campo.

Una configuracién arbitraria del campo se puede descomponer de la siguiente manera

V(@ 1) = V(T Xa(t)) +00(T; Xal(t), 1), (6.4.10)

donde se requiere que la variacion v sea ortogonal al movimiento en el espacio de parametros
(moduli space), en el sentido de que en cualquier instante de tiempo ¢ se satisface

awcl
_ 3
O—/d ana(Sw,

para todo r. Dicho de otra manera, si i) se expande en términos de modos normales de oscilaciéon
alrededor de 9 (%; X (t)), solo los modos con frecuencia distinta de cero contribuyen a &1; la
contribucion de modo cero se incluye permitiendo que X, sea dependiente del tiempo. Si la energia
cinética es de la forma estandar, con £ = (1/ 2)1/.)2 + -+, entonces la sustitucion de la ecuacién
(16.4.10f) en el Lagrangiano lleva a

1 .o
L = —Eecstatica + 5908 (X(t) XX + Lyuad + -

donde Ecgt4ticq €5 la energia de la solucién estatica, Lqyqq €s cuadratica en d7 y los puntos suspen-
sivos denota términos que son de orden cubicos o méas altos en §9. Los coeficientes gos(X) estan
dados por

8’(/161 awcl
X)= | &Pz -
9as(X) / 09X, 0X,

que puede verse como la definicion de una métrica en el espacio de parametros (moduli space).
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Ahora supongamos que las coordenadas colectivas varian lentamente y que la energia es pequena
en comparacion con la frecuencia normal no nula més baja. Entonces las deformaciones de la solucio-
nes correspondientes a la excitaciéon de los modos con frecuencia distinta de cero son insignificantes,
y la configuracién de campo nunca se alejara del espacio de parametros (moduli space). Una buena
aproximacion a la dinamica viene dada entonces por el Lagrangiano del espacio de parametros [53]

1 ..
L ys = 5gag(X)X“XB.

En esta aproximacion, la dependencia temporal del campo viene solo a través de las coordenadas
colectivas, es decir,

B(E, 1) = vUE X (1), (6.4.11)
con X (t) siendo una solucion de las ecuaciones de Euler-Lagrange que vienen de Ljyg.

Si gap(X) se interpreta como una métrica, estas ecuaciones requieren que X (¢) sea una geodésica
en el espacio de parametros (moduli space).

Ahora consideremos el caso de una teoria de norma; para esto consideremos el caso de la teoria
de norma SU(2) en la cual estamos realmente interesados. Es conveniente adoptar una notacién
4-dimensional euclidiana en la que A; y ¢ se combinan en un tGnico campo A,, donde los indices
griegos primados p/ toman valores de 1 a 4. En esta notacién D, y F,, tienen sus significados
habituales si ¢/ y v/ son 1, 2 o 3, mientras que

D4AM/ = —ie [(;57 A#/]
F“/4 = 7F4H/ = D#/(;S.

Debemos de tener en cuenta que A, no incluye Ag; en esta notacion, los subindices cero en los
campos y derivadas siempre se mostraran explicitamente.

Esta teoria difiere del ejemplo anterior (teoria que no es de norma) en dos aspectos significativos.
Primero, debido a que hay campos sin masa en la teoria, el espectro de frecuencias normales se
extiende hasta cero. Por lo tanto, no existe un rango de energias que sea pequeno en comparacion
con todas estas frecuencias.

La segunda diferencia es el hecho de que estamos tratando con una teoria de norma, es decir,
esto significa que hay una familia dimensionalmente infinita de soluciones estaticas. Por lo tan-
to, seleccionamos un conjunto dimensionamete finito de configuraciones inequivalentes de norma
A¢l (2; X (t)). Ahora introducimos la dependencia temporal permitiendo que X, (t) varie lentamen-
te con el tiempo. Entonces la condicién de norma de fondo D,, E,, —ie[¢, Do¢] = 0 es precisamente la
expresion obtenida en la seccién anterior, donde los modos cero de norma estén relacionados
con los campos E,,, Dy¢ de la siguiente manera

E® = X;0,A%(z),  Dop® = X;6,0%(x), (6.4.12)

con

§1A%(z) = a®® = 9 A% — Dy, 610%(x) = x* O = 9% — ecqpeer o, (6.4.13)

donde el segundo término de las expresiones §; A% (z) y 6;¢*(x) proviene de una transformacion de
norma. Usando estos resultados podemos escribir de manera general la condicién de norma de fondo
en términos de los modos cero de traslacion d; A, (z) = alf) (x), dpp(x) = xgk)(w) de la siguiente
manera

Db An(z) — ield, 816(z)] = 0. (6.4.14)
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Usando la convencion Dyd;¢p = —ie [, §;¢], podemos escribir la condicion de norma de fondo de
manera simple

Db, AY = 0. (6.4.15)

El Lagrangiano del espacio de parametros (moduli space) puede obtenerse sustituyendo la ecuacion
(6.4.12) en el Lagrangiano de la ecuacion (6.1.6]). La métrica resultante se puede escribir como

Jap(X) = 2/d3xTr (0aAudsA,L).

En el caso de un tnico monopolo SU(2) hay cuatro modos cero, sin contar los modos locales
de norma [56] y, por lo tanto, un espacio de parametros (moduli space) tetradimensional cuyas
coordenadas se pueden elegir de tal manera que tres de estas coordenadas son utilizadas para
describir al monopolo en el centro de masa R y una coordenada asociada a una fase U (1) .

Ahora estamos en posicion de discutir una de la propiedades esenciales del espacio de para-
metros asociado a un monopolo. Para esto es conveniente adoptar la siguiente notacién ¥ :=
{64, (z), 6¢(xz)}. Es posible escribir este vector ¥ en términos de una base cuaternionica, la cual
es una base ortogonal como se discute en el apéndice

donde o, son las matrices de Pauli. Por otro lado, las ecuaciones (6.4.4)) y (6.4.5) se pueden escribir
como una ecuacion tipo Dirac de la siguiente manera [5§]

0= (6(}5(56) - inDj) V= Df!p. (6416)

Si ¥ es una solucion de la ecuacion , entonces también lo es WU, donde U es cualquier matriz
unitaria 2 x 2. De esta forma, se puede construir una segunda solucién linealmente independiente
U’ a partir la primera. Juntos, este doblete complejo de modos de Dirac implica un conjunto de
cuatro modos cero bosoénicos linealmente independientes.

Para hacer esto de manera explicita, usemos la convenciéon utilizada en esta seccién, donde
6¢ := §A4. Si §A4 es el modo cero bosdnico correspondiente a la soluciéon de Dirac ¥, entonces el
modo cero correspondiente a W' = i¥o, tiene las siguientes componentes

/ —r
(8A), =~ 64,

donde la parte anti-auto-dual del tensor 7j;,,,, y su contraparte auto-dual 7y, (conr =1, 2, 3) esta
definida de la siguiente manera: n;; = 1;; = €rij, 1,4 = —1,,4 = Oryr. Debido a la antisimetria del
tensor 7;,,,, entonces 0A’ es ortogonal a 0A en cada punto del espacio.

Los modos cero forman una base para el espacio tangente a un punto dado en el espacio de
parametros. Entonces existen tres mapeos J(") de este espacio tangente en si mismo, dado de la
siguiente manera

JE:‘/) a'(sa,Auz = —ﬁ;,a,au/Aa/, (6417)
Estos mapeos J(") satisfacen la siguiente algebra cuaternionica
J(r) J(s) — TS + ErstJ(t),

lo que define una estructura local cuaternionica en el espacio de parametros. En el capitulo [7] se
obtendra un resultado atn maés fuerte, que es que el espacio de parametros es un espacio-tiempo
hiper—KéihlerlEI

13En el Apéndice [E|se presenta una discusion de variedades cuaterniénicas e hiper-Kahler.
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Capitulo 7

El espacio de parametros de los
monopolos BPS

Hasta este momento hemos considerado monopolos magnéticos y dyones como solitones clasicos
de la teoria de Yang-Mills-Higgs, para los cuales solo se conocen soluciones numéricas. Ademas,
como lo discutimos anteriormente, las ecuaciones dependientes del tiempo del sistema Yang-Mills-
Higgs no son completamente integrables lo que complicaria encontrar una solucién que describa las
propiedades dinamicas de los monopolos.

El problema se puede simplificar si consideramos configuraciones de monopolos en el limite
BPS; en este caso es posible usar una herramienta importante para estudiar el comportamiento
y la clasificacion de monopolos y dyones la cual consiste en hacer una aproximacion del espacio
de parametros (moduli space) a bajas energias[p3]. En esta descripcion, la mayoria de los grados
de libertad tedricos de campo se ignoran, dejando solo un nimero finito de variables bosénicas
y fermiénicas para cuantizar. En esta aproximacién se ignoran las interacciones radiativas; solo
se consideran interacciones en el limite de baja energia. Por ejemplo, aunque se puede estudiar
la dispersion de monopolos dentro de este marco, el resultado es solo confiable si ninguno de los
monopolos se mueve rapidamente o irradia mucha energia electromagnética. Esto puede garantizarse
restringiendo la dinamica a velocidades bajas y trabajando en el régimen en el que la constante de
acoplamiento de Yang-Mills es pequeiia [59] 60].

Cuando incorporamos un campo de Higgs aparecen de manera natural soluciones de monopolos
magnéticos fundamentales, como se discutioé en el capitulo [6} Cada monopolo fundamental puede
ser descrito en términos de cuatro coordenadas colectivas, y asi surge un espacio de parametros
4n-dimensional como el entorno natural para describir n-monopolos que interactiian entre si. En
este capitulo estudiaremos algunos ejemplos explicitos de tales espacios de pardmetros.

Comenzamos por describir algunas propiedades generales en el espacio de parametros en la
seccion [7.2] Después, discutiremos brevemente las ideas basicas para poder determinar la métrica
del espacio de pardmetros en algunos casos especiales. En la seccion usamos las interacciones
entre monopolos bien separados para inferir la métrica para las correspondientes regiones asintoticas
del espacio de parametros.

Luego, en la seccion[7.4] mostramos como estos resultados asintoticos, junto con las restricciones
matematicas generales en el espacio de parametros, determinan el espacio de pardmetros de manera
completa para el caso de dos monopolos fundamentales. Si los dos monopolos son de distintos tipos,

101
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resulta que la forma asintotica de la métrica es en realidad la forma exacta de todo el espacio de
parametros. Finalmente, en la seccion ilustraremos el uso de la aproximacién del espacio de
pardmetros utilizando las métricas que hemos obtenido para analizar la dispersiéon de dos monopolos.

7.1. La configuracién de n-monopolos a bajas energias

En el caso general, una configuracion de m-monopolos se caracteriza por ser descrita por 4n
coordenadas colectivas [61], [46]. El espacio 4n-dimensional de parametros correspondiente M., se
puede descomponer en un producto de n espacios de tipo M; en un régimen asintotico, es decir, los
n-monopolos individuales se encuentran ampliamente separados entre si. Sin embargo, en la regiéon
interior, la variedad M,, no puede ser representada como una combinacién de la configuracién de
los monopolos individuales. Esta es la razéon del comportamiento no trivial de los monopolos en
colisiones frontales [62].

La idea de Manton [53], la cual fue desarrollada en los trabajos [63] 64], esta basada en la
descripcion de la dindmica clasica de una configuraciéon de multi-monopolos, para los cuales la
dinamica esta restringida al caso de movimiento lento. Bajo estas consideraciones la dindmica de
los monopolos se puede considerar como un movimiento geodésico en un espacio auxiliar conocido
como el espacio de pardmetros (moduli space).

Esta analogia también funciona en el caso de la dindmica de una configuracién de multi-
monopolos a bajas energias. La diferencia es que el espacio euclidiano R* se reemplaza por un
espacio de configuracion infinitamente dimensional y la condicién de que la energia sea minima
separa el espacio de parametros M,,. Este espacio tiene una métrica Riemanniana de manera natu-
ral, que asintoticamente debe ser plana como notamos en el caso de un monopolo individual. Otra
restricciéon en la métrica en M, es que debe ser finita. Para una métrica en M, esta condicion
se cumple: todos los modos cero son normalizables y no hay restricciones en el movimiento del
monopolo.

7.2. Propiedades generales del espacio de parametros de los
monopolos magnéticos

Como lo hemos mencionado anteriormente, estamos interesados en estudiar la dindmica de una
configuracion de dos monopolos. Para esto es de gran utilidad analizar el caso méas general, es decir,
comencemos por hacer algunas observaciones sobre las propiedades méas generales de la métrica en
el espacio de parametros para una configuraciéon de multi-monopolos..

Existe una forma muy elegante de construir una métrica en M,,. Para esto consideremos el
espacio A de todas las configuraciones de energia finita A, = (A,, rj))ﬂ Aqui, adoptamos de nuevo
una notacion en la que el campo escalar se trata como la cuarta componente de una 4-conexién
A = A,dz" en R*, que es invariante bajo traslaciones en la direccion del tiempo euclidianﬂ es
decir, se implementa, la condiciéon 0,4, = 0.

Dado que los campos se definen hasta la accién del grupo de norma G, el espacio de configuracion
del sistema esta dado por el cociente A/G. Entonces los vectores tangentes 6, A, definen al espacio

1 Recordemos que estamos usando la convencion de que los indices griegos tomen valores de 1 a 4, mientras que
los indices latinos van de 1 a 3.

2Por tiempo euclideano nos referimos a la nueva coordenada colectiva X4, la cual esta asociada a una coordenada
tipo-tiempo en el espacio de parametros
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Figura 7.2.1: El espacio de pardmetros es una variedad curva cuyos puntos corresponden a soluciones
asociadas a configuraciones de monopolos. Entonces, los vectores tangentes en cualquier punto dado
en el espacio de parametros codifican las deformaciones infinitesimales de las soluciones de los
monopolos de tal manera que preservan la condicion BPS.

tangente T4/ y una métrica Riemanniana de manera natural en A/G, como se ilustra en la
figura [7.2.1] Esta métrica Riemanniana puede escribirse formalmente en términos de estos vectores
tangentes como lo discutimos en la seccion [6.4.3]

Gop = /d%Tr (6aAud5A,) . (7.2.1)

El espacio de parametros para una configuraciéon de n-monopolos M, es un subespacio del espacio
de configuraciones A/G y que ademas esta parametrizado por las coordenadas colectivas X,,. Sin
embargo, existe una estrecha relacion entre los modos cero y los vectores tangentes d,A,,. De hecho,
un vector tangente arbitrario en M,, se puede escribir como Aﬂ =X 0 A, y podemos escribir el
Lagrangiano efectivo en términos del espacio de parametros de la siguiente manera

1 . .
L =39apXX%, o, f=1,2,3,4, (7.2.2)

como lo discutimos en la seccion [6.4.3] Es importante destacar que este Lagrangiano efectivo tiene
validez cuando incorporamos la dindmica de la interacciéon de monopolos BPS en la aproximacion
de energias bajas, donde los modos cero satisfacen la ecuacion y adicionalmente impusimos
la condicion de que los modos cero sean ortogonales al movimiento en el espacio de parametros,
la cual se puede escribir como la ley de Gauss . Ahora es el momento adecuado para hacer
una observaciéon importante sobre un espacio de parametros arbitrario M,,: los modos cero ,
junto con la ley de Gauss , tienen una estructura cuaterniénica para cualquier espacio de
parametros arbitrario M,,.

De manera mas precisa, se puede introducir como una base del espacio real de cuatro dimensiones
a los cuaterniones {e,} = (1,e,), como se discute en el Apéndice @ Entonces, un vector d,A =
da A et que es tangente al espacio de parametros, satisface la ecuacion :

D*6a A, =0,
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que en la notaciéon de componentes reproduce exactamente (6.4.5) v (6.4.4):
D6, A, =0,
1
Dy8aAy = DySady = 3€umpe Dodads = 0. (7.2.3)

Claramente, la primera ecuacién es la condicién de ortogonalidad del vector tangente, mientras que
la altima es exactamente la ecuaciéon de Bogomol'nyi linealizada para un modo cero. Por lo tanto, la
métrica en el espacio de parametros (moduli space) M, est4 dada por , la cual esté restringida
al subespacio de los modos cero. Como fue observado por Taubes [61], el espacio de parametros
(moduli space) M,, es por definicién una variedad hiper-Kdhler. Esto significa que su métrica
Riemanniana es tipo-Kdhler [| con respecto a tres estructuras cuasi-complejas J™), m = 1,2,3,
que satisfacen el algebra de los cuaterniones (ver Apéndice @ Las estructuras cuasi-complejas son
covariantemente constantes y obedecen a las relaciones del algebra cuaterniénica

Jm gm) — 5+ e . (7.2.4)

En términos de las coordenadas colectivas X, en M,, estas estructuras, se pueden representar como
matrices (J(™),5, que satisfacen

= (1) (0 5 (), (07, (047, (07,

De hecho, la estructura cuaternionica de las ecuaciones de modo cero ([7.2.3)) significa que hay tres
tensores covariantemente constantes que actiian sobre el haz tangente

JMBs5 A = 60 Aemm,

de modo que si A# es un vector tangente a M,,, entonces J (m)A# también es un vector del espacio
tangenteﬂ

En este trabajo no entraremos en detalle en estos temas. Aqui, solo notamos que hay una
conexion notable entre las ecuaciones de los modos cero, las estructuras cuaterniénicas, que actian
sobre el haz tangente del espacio de parametros y la propiedad del espacio de parametros de una
configuracion de multi-monopolo que es una variedad tipo hiper-Kdhler, la cual esta caracterizada
por tener una curvatura Riemann auto-dual [65].

7.2.1. La métrica en el espacio de parametros

El calculo de la métrica parece requerir que conozcamos a toda la familia de soluciones del mo-
nopolo BPS, lo cual sigue siendo una tarea muy dificil. Historicamente, se han encontrado métricas
en el espacio de parametros (moduli space) por varios métodos indirectos que invocan las simetrias
de la teoria de norma subyacente y las propiedades del espacio de parametros (moduli space) que
se derivan de ellas.

Una propiedad esencial de un monopolo en el espacio de parametros (moduli space) es que
presentan una estructura hiper-Kahler. Entonces esto implica que existen tres estructuras complejas

3Recordemos que una variedad de Kihler es una variedad compleja equipada con una métrica no-singular Hermi-
tiana positiva, que puede escribirse localmente como una segunda derivada de alguna funcién escalar.

4En la seccion encontramos que en cada punto del espacio de parametros hay tres estructuras complejas
J(™) que mapean el espacio tangente sobre si mismo y que obedecen al algebra cuaterniénica |j
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I que mapean el espacio tangente sobre si mismo de acuerdo con (6.4.17). Ademas, la variedad
se llama hiper-Kéhler si la variedad es K&hler con respecto a cada una de las estructuras complejas
J() 1o que equivale a decir que

vJ©) =0,

con respecto a la conexion Levi-Civita de la métrica del espacio de parametros (moduli space). Esto
impone una restriccién algebraica estricta al tensor de curvatura y, por lo tanto, la métrica en el
espacio de parametros presenta una restriccion diferencial en la métrica del espacio de parémetrosﬂ

Como se discute en la seccion [E.2] del Apéndice [E] para probar que una variedad sea hiper-

(s) . (s)y

Kéhler es suficiente mostrar que las tres 2-formas de Kahler w,; 1= —gayJ, son cerradas, es

decir, dw® = 0. Entonces basta con verificar que se satisface ewg&,wsﬁ) =0.

Para esto, primero recordemos que la métrica asociada al espacio de pardmetros esta dada por
7.2.1). Usando esto junto con la acciéon de J() sobre un vector en el espacio tangente obtenida en
6.4.17) podemos escribir las 2-formas de Kéhler de la siguiente manera

(s)

(s)v
Wos

_ga'ng

_ 9 / A2l Tr S0 dubsA,}

Por otro lado, comenzamos por escribir la ecuacién para los modos cero ((6.4.13)) de la siguiente
manera
0uA, =0, A, — Dye,,.

Con esto podemos definir la derivada covariante en este espacio de parametros de la siguiente
manera
D, =0, +ieley, |. (7.2.5)

Usando este resultado podemos definir el tensor de intensidad del campo ¢,,, como
O = [Dy, Do) = Ope, — Ove, +iefen, €] .

Ahora bien, usaremos estos resultado para mostrar que las 2-formas de Ké&hler son cerradas, es
decir, debemos evaluaIEI

ewag&,w((jg = 2ewﬁ/d3xﬁZUTr [Dy (6aAudsA,)]
= deyap / d*zif}, Tr (D400 Ay) 05AL] (7.2.6)
donde hemos usado la anti-simetria del tensor 77, = —7;, y que D, es la derivada covariante

definida sobre el espacio de parametros. Por otro lado, después de algunos calculos, se puede mostrar
que el término D~0,A,, se puede escribir en términos de la derivada covariante D., = 0, +ie[A, ]
y del tensor de intensidad ¢,,. De manera mas precisa se puede mostrar que

€vap (DV(SQA#) = —26yaﬁ (D/L(b'ya) .

5En el Apéndice [E| se presenta una discusién mas detallada de las estructuras complejas, la integrabilidad y la
geometria de Kahler e hiper-Ké&hler.

SPara obtener este resultado podemos usar las propiedades de la traza, obteniendo que OpTr [(6qAadrAp)] =
Tr [Dp (6qAadrAp)] = Tr [Dp (g Aa) 8- Ap + 8gAaDp (67 Ap)] .
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Nuevamente usando la ecuacion ((6.4.17)) junto con la relaciéon anterior podemos reescribir la ecuacion

(7.2.6) como
Ewaﬁavwsg = 2€7aﬁJéS)V/d3mTr [(Dyudrya) 0 Ayl -

Después de una integracion por parte{] podemos escribir esta ecuacion en términos de dos integrales
mas simples:

€1as0hw) = 2610575 {— / BTy (¢ (Dudy AL + / 4>z, Tr [qswa,,A,L]}.

El segundo término de esta ecuaciéon se anula dado que es un término de frontera el cual es cero
y para la primera integral podemos ver que la parte que esta en el integrando es justamente la
condicion de norma de fondo ([6.4.15)), por lo tanto obtenemos

emgawwsg = 0,

lo cual verifica que las tres estructuras de Kahler son cerradas, y que cualquier monopolo BPS en
el espacio de parametros es hiper-Kéhler [63, [62] [66] .

Por otro lado, también es importante poner atencion a las isometrias del espacio de parametros,
las cuales reflejan las simetrias subyacentes de las soluciones de los monopolos BPS por si mismas.
Por ejemplo, dado que estamos analizando monopolos en un espacio R? con simetrias de rotacion y
traslacion, el espacio de pardmetros deberfa poseer las isometrias correspondientes. La isometria de
traslacion aparece de manera trivial en la parte del centro de la masa de las coordenadas colectivas
y no entra la parte de interacciéon del espacio de parametros.

La isometria de rotacion SO(3) (que en general, puede elevarse a una isometria SU(2)), resulta
particularmente util, ya que actta sobre los vectores de posiciéon relativa de los monopolos. La
rotacion espacial de una soluciéon BPS siempre produce otra soluciéon BPS. Esto lleva un punto
en el espacio de pardmetros a otro, y por lo tanto induce un mapeo en el espacio de parametros
en si mismo. Debido a que la fisica es invariante bajo tales rotaciones espaciales, este mapeo deja
invariante el Lagrangiano del espacio de parametros, y por lo tanto a la métrica.

Los generadores infinitesimales de las isometrias son campos vectoriales en el espacio de pa-
rametros. Denotaremos los tres generadores de la isometria rotacional por L® con s = 1,2,3. La
afirmacion es que los L® generan isometrias que se refleja en los campos vectoriales de Killing, cuyas
componentes satisfacen

0= (Leelg),, = V,uLi + V. L,

donde Ly denota la derivada de Lie con respecto al campo vectorial V. La estructura SU(2) esta
codificada en los conmutadores de estos campos vectoriales.

[LS,Lt] — estuLu,

donde el conmutador de dos campos vectoriales, X y Y, se define como [X, Y]|™ = X"9, Y™ —
Y9, X™. Esta isometria SU(2) no deja las estructuras complejas, J () invariantes. En cambio, las
estructuras complejas se transforman como un triplete:

Lps[J®] = estu g,

"Para hacer la integraciéon por partes hemos usado nuevamente la propiedad de la traza, es decir, podemos usar
9a'Tr [PpgOn Aa] = Tr [Da (¢pgdnAa)] = Tr [(Dadpq) 6nAa] + Tr [¢pq (DadnAa)]-
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De manera equivalente, las tres 2-formas de Kéhler w® transforman de la siguiente manera
,CLs[wt] — estuwu.

El hecho de que las J©®) se transformen como un triplete rotacional se puede entender facilmente
recordando el resultado obtenido en la ecuacion 7 es decir, que su accién se origina en la
accion del tensor 't Hooft 77, en los modos cero. Después de clasificar cuidadosamente cémo actia
la rotacion espacial en 7;,,, uno encuentra que los .J (¢) forman un triplete.

En el caso de una configuraciéon de r monopolos magnéticos BPS el grupo de norma no-roto
U(1)", también se puede usar para transformar una solucién BPS; esto genera otro conjunto de
isometrias del espacio de pardmetros (hay como maximo r isometrias independientes de este tipo).
Los modos cero asociados con estas isometrias de norma adoptan la siguiente forma

daAs = DsAAa 5A¢ =te [(Z)a AA] )

donde A =1,2,...,r etiquetan las posibles rotaciones de la norma. Las ecuaciones de modo cero se
simplifican asi a una ecuacién de segundo orden,

D*A 4 + €2 [¢, [¢, Aa]] = 0.

A lo largo de esta seccion, designaremos los campos vectoriales de Killing asociados con estas isome-
trias U(1) por K“. Regresando a la ecuacion , vemos que el efecto de una transformacion
de norma conmuta con los J(*). Por lo tanto, estas isometrias U(1) a diferencia de la isometria
rotacional, conservan las estructuras complejas del espacio de parametros,

Lr, [J¥] =0,

y son asi "triholomorficos".
En general, podemos considerar un sistema de coordenadas donde estos vectores de Killing se
escriben como 5

~aen

para algunas coordenadas angulares £¢“. Por lo tanto el Lagrangiano no debe tener una dependencia
explicita de €4, salvo a través de sus velocidades. Entonces el Lagrangiano que describe una variedad
hiper-Kéhler junto con la isometria U(1) se puede escribir de manera mas general como

Ky

1 1 : :
L = ShuW)i"5" + Skan(y) [ +iwpw)] (€7 + 5wl )],

donde y” son las otras coordenadas. En otras palabras, £4 son todas las coordenadas ciclicas cuyos
momentos conjugados son cantidades conservadas, como en el caso de los monopolos SU(2).

7.3. El espacio de parametros de monopolos bien separados

La métrica en el espacio de pardmetros determina el movimiento de los dyones que se mueven
lentamente. Por el contrario, la forma de la métrica en el espacio de parametros se puede deducir
del conocimiento de las interacciones entre los dyones. En general, ésta no es una tarea simple, ya
que la interaccién completa entre los dyones es més facil de estudiar que las soluciones solitonicas
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clasicas de Yang-Mills. Por otro lado, el problema se simplifica bastante cuando restringimos nues-
tra atencion al caso en que los niicleos monopolos estan separados por grandes distancias. En este
limite, las Anicas interacciones entre los monopolos se producen mediante el intercambio de campos
sin masa, que son completamente abelianos [19] [67, [68]. En otras palabras, las interacciones involu-
cradas son simplemente las fuerzas de Maxwell y su anélogo escalar. Al estudiar estas interacciones,
podemos obtener la forma asintotica de la métrica en el espacio de parametros (moduli space) que
corresponde a la interaccion de monopolos a grandes distancias en el espacio fisico.

7.4. El tensor métrico en el espacio M,

Hasta el momento redujimos el Lagrangiano original del sistema Yang-Mills-Higgs a , el
cual es un Lagrangiano con un ntumero finito de grados de libertad. Adicionalmente hemos intro-
ducido el espacio de pardmetros para estudiar la interaccion de una configuracién de n-monopolos
a grandes distancias con respecto a los ntcleos de los monopolos obteniendo como resultado que el
espacio de pardmetros se puede escribir como la métrica de Taub-NUT en el caso de dos monopolos.
Ahora el problema es encontrar la forma explicita de la métrica asociada al espacio de parametros
que describa la interaccion de manera completa, es decir, que incluya la interacciéon cuando las
distancias de interaccién son comparables con los niucleos de los monopolos.

Recordemos que una configuraciéon arbitraria de n-monopolos tiene 4n parametros los cuales
se pueden separar de la siguiente manera: tres pardmetros (X;, X2, X3) € R?, corresponden a la
posicion del centro de la masa del sistema, un parametro angular especifica el angulo de fase U(1)
global en S', de tal manera que la dependencia temporal determina la carga eléctrica total de todos
los monopolos. Por lo tanto, el espacio de parametros se puede factorizar como [65], [62], [63]

M,, = R3 x M.

Zn
Aqui, el factor Z,, refleja que los monopolos no se pueden distinguir. La métrica en R? x S' es,
como antes, una métrica plana. Por lo tanto, toda la informacién no trivial acerca de la dindmica
de bajas energias de los monopolos esta codificada en la (4n — 4)-dimensional variedad curva MY.
Ademas, dado que la métrica en R? x S! es plana y M,, es una variedad hiper-Kihler, la métrica
en MY también es hiper-Kihler.

Para un par de monopolos n = 2, el espacio MY es un espacio tetradimensional y el espacio
de parametros es de ocho dimensiones. De estas ocho dimensiones, tres codifican el movimiento del
centro de masa del sistema de dos cuerpos y deben permanecer libres, mientras que al menos una
corresponde a una rotaciéon de la norma. Asi, la parte no trivial del espacio de pardmetros tiene
como méximo cuatro dimensiones. Con las diversas restricciones en el espacio de parametros, en
particular su propiedad de ser una variedad hiper-Kéhler y la isometria SO(3) de las rotaciones
espaciales, no queda mucha elecciéon. De hecho, es a través de estas consideraciones abstractas que
Atiyah y Hitchin [63], 62], 66] fueron capaces de encontrar el espacio de parametros exacto para
dos monopolos idénticos. En esta seccién, analizaremos el caso de un par de monopolos arbitrarios,
idénticos o distintos asi como sus respectivos espacios de parametros.

La isometria de este espacio es SO(3): solo quedan rotaciones del grupo de simetria completo del
espacio euclidiano cuando separamos las traslaciones. Por lo tanto, una parametrizaciéon adecuada
de M puede ser dada por una coordenada radial r y tres 4ngulos de Euler 6, ¢ y ¢ (ver Apéndic.
El significado fisico de estos parametros es que la coordenada radial determina la separacion entre
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los dos monopolos, los angulos 6 y ¢ dan la orientacién del eje que une los monopolos y ¥ es el
angulo de rotacion alrededor de este eje [64]. Este d4ngulo esta asociado con la carga eléctrica relativa
de los monopolos.

Los requisitos de simetrfa en M$ son bastante restrictivos [65]. En efecto, una métrica invariante
bajo el grupo SO(3) en un espacio euclidiano auto-dual, el cual es una variedad hiper-Kéhler 4-
dimensional, tiene una forma tunica

ds® = f(r)* + B(r)*o% + y(r)*oy + 8(r)*02, (7.4.1)

donde f(r), B(r), v(r) y d(r) son funciones de la coordenada radial r y las o; con ¢ = z, y, z, son
las uno-formas del grupo SO(3) = S3/Z, las cuales esta definidas como

1
o =5 (sintdf — sin 0 cos de) ,
1
oy =3 (cos 1df + sin O sin dg) ,
o, = 1 (dyp + cos 6do) .

2

Ademés, la auto-dualidad de la métrica implica que las funciones f(r), 8(r), v(r) y 6(r) obedecen
un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden [67]

276 d

%d—f =42 + 82— B% — 213,

2083 d

B =4 =~ 25,

28~ do

%% — B2 4426 2\ B, (7.4.2)

donde A = 1 o A = 0. El caso més simple, la soluciéon para A = 0, corresponde al caso de instantones
gravitacionales de Eguchi-Hanson[69]. El analisis del sistema para el caso A = 1 no es tan
simple; en este caso hay solo tres soluciones correspondientes a soluciones de variedades completas
no singulares [65] [62]:

» 3= =243: Métrica plana en R*,
= =70 : Espacio Taub-NUT,
= (% £6: Métrica de Atiyah-Hitchin.

La primera situacion es la trivial, es decir, es el caso en el que no hay interacciéon entre los mono-
polos. La situacion es diferente para las dos posibilidades restantes. Primero, debemos de tener en
cuenta que la funcion f(r) se define hasta una redefinicion de la coordenada radial, es decir, puede
elegirse arbitrariamente; por ejemplo, se puede elegir que f = 8§ [65], [62, [63]. La segunda solucion
corresponde a la situacién cuando dos de las tres funciones 3, -, d coinciden; por lo tanto, esta
configuracion tendra una simetria SO(2) adicional. Este caso corresponde a la métrica Taub-NUT
[62] la cual aparece en la dindmica de baja energia de una configuracién de dos dyones como lo
discutimos en la seccién [6.3.3] Esta métrica es también el limite asintotico de la tercera solucion,



CAPITULO 7. EL ESPACIO DE PARAMETROS DE LOS MONOPOLOS BPS 110

es decir, la métrica de Atiyah-Hitchin que en la regién asintotica se aproxima a la forma 8 ~ «. La
unica diferencia es que en este ultimo caso, la funcién ¢ tiene signo opuesto en comparacion con los
signos de By 7.

Una eleccion alternativa para la funcion f(r) de la métrica es elegir f = —v/r [64], junto

con la parametrizacion r = 2K (p), con p = sin % donde K es la integral eliptica

(7.4.3)

1 ds
K= | Ny

Después de tomar esta parametrizacion es posible encontrar la solucion al sistema ([7.4.2)

2
~v0 = —rsinﬂﬂ + L(l + cos¥),

dg = 2
. gdr
(56——7‘811119%,
dr r?
= —rsind— + —(1 — .
By Tbmﬂdﬁ + 5 (1 —cos?)

El resultado de las soluciones numéricas de este conjunto de ecuaciones se puede encontrar en
[65] [64]. Sin embargo, su comportamiento asintético puede determinarse de manera analitica. Para
una separaciéon grande de los monopolos, es decir, r — oo, la variable 9 tiende a 7 y podemos hacer
uso de la expansion asintética de la integral eliptica . El resultado, hasta términos suprimidos
exponencialmente, es [65] 64]

2

B(r) =~(r) = TH+ Oe™),  o(r)= —211 +0(e™). (7.4.4)

r

En el limite opuesto » — 7 (que corresponde a ¢ — 0 ), se puede usar la expansion aproximada de
la integral eliptica K(p) = 7w(1/2+ p2/8 + ...). Por lo tanto podemos escribir para este caso

B(r) = 2(r — ) (1—41(7"—71')>—|—...,

™

)= (1 + %(r ~ w)) o, (7.4.5)

(5(1"):—7T(1—2177(r—7r))+....

Sustituyendo la soluciéon asintonica (7.4.4]) en la formula general ([7.4.1]), obtenemos la métrica en
la region asintotica de M9

2 4
ds® = <1 — 7~> (dr? 4+ r2do® + r? sin® 0d¢?) + — (dip + cos 0d¢)” . (7.4.6)

Después de hacer algunas redefiniciones obvias esta expresion se puede reconocer como la métrica
Taub-NUT que ya hemos encontrado anteriormente. Por lo tanto, en este limite, la geome-
tria Atiyah-Hitchin describe dos monopolos esféricamente simétricos ampliamente separados, cuya
estructura interna es despreciable; como consecuencia del limite asintotico 8(r) & v(r), aparece una
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simetria SO(2). La relevancia fisica detras de esta simetria es que la carga eléctrica relativa de los
dyones bien separados se debe conservar, ademés de la carga eléctrica total.

Ahora consideremos el limite opuesto, es decir, cuando » — m; el rango de la variable r es
m < r < co. Entonces la singularidad que exhibe la métrica en r = 2 se encuentra fuera del
rango de 7, lo que implica que esta singularidad no tiene ningin significado fisico. Sin embargo, si
r = 7 y usamos la expansiéon podemos ver que en este limite 5 = 0. Esta es una singularidad
de las coordenadas, que corresponde al colapso de las orbitas tridimensionales de SO(3) a una esfera
bidimensional S? |65} [64], la cual es conocida como "Bolt" en Relatividad General.

Para describir la geometria cercana al "Bolt", Gibbons y Manton [64] usan la forma general de
la métrica de Atiyah-Hitchin , pero introducen un nuevo conjunto de coordenadas angulares
¢Z ,é, z/? en SO(3) que parametrizan las matrices de rotacion como

U(¢,0,0) = Ur(¢)Us(0)U1 () = U(p,0,4) = U.(¢)U, (0)U- (). (7.4.7)

En términos de las formas correctas del grupo SO(3), que describimos en Apéndice , la métrica
cercana al "Bolt" se puede escribir como

ds? = dr? + 4 (r — ) (di; + cos éd(i))z + 72 (dé2 + sin? éd(;;Q) . (7.4.8)
Si introducimos la coordenada relativa 7 = r — w, podemos escribir de manera simple
ds?® = di? + 472 dy? + ds%,,,, (7.4.9)
donde la métrica en el “Bolt” vive en la S? esfera y est4 dada por

dshoy =7 (d§2 + sin? éd&) .

7.5. Dispersion a baja energia de dos monopolos

La aplicacion mas interesante de la métrica Atiyah-Hitchin esté relacionada con el problema
de la dispersion geodésica de los monopolos a baja energia. Usando y (7.4.1), podemos
escribir el Lagrangiano completo de un sistema de dos monopolos en términos de ocho coordenadas
colectivas. Este Lagrangiano es una suma de varios términos, cada uno proporcional al cuadrado
de la velocidad en el espacio de configuracion

L=M (X? + TQ) + % ()2 + B(r)*1 + (1)L + 6(r)%12] (7.5.1)
donde M es la masa del monopolo. Las componentes del vector de velocidad angular [,, se definen
mediante la rotacion de la 1-forma R, en SO(3) (Apéndice

l, = —sin 1/19 + cos v sin 0(,{5,
ly = cos V0 + sin O sin ¢,
I, = + cos 0¢.

Existe una analogia obvia entre el movimiento del monopolo y el problema de la rotaciéon de un
cuerpo rigido asimétrico cléasico. La diferencia es que este "top" ya no es un soélido: en el caso en
cuestion, el andlogo del momento principal de inercia tiene las componentes

Il = 6(T)2132c7 IQ = 7(7’)2132/7 [3 = 6(T)2l§7
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que varian con la separacién r del monopolo, es decir, la "parte superior" del "top" parece una
gelatina que cambia su forma en el camino. En el limite r — oo, el "top" es una varilla muy larga
y delgada con los monopolos en los extremos.

De hecho, las ecuaciones de movimiento correspondientes al Lagrangiano en la parte
plana del espacio de parametros R? x S son triviales [64]

X, =0, T =0,

lo que corresponde a la conservacion del momento total P := v2M X, y la carga eléctrica total
Q := V2MY. En cuanto al movimiento relativo en MY, tenemos las siguientes ecuaciones de
movimiento
dl 1 1
P (7 B 5) Tals,
dl, 1 1
e (55) Ity
dls 1 1
. (52 - ,72) 5L,
d dr 1d8 o 1dy,, 1dé,
— | f= = —=— ——I;+=-—1I3. 7.5.2
fdt<fdt> FaitEattia (7.5.2)

La ultima ecuacion del conjunto ((7.5.2)) corresponde a la conservaciéon de la energia del movimiento
relativo. De hecho, su multiplicacién por v = 7 produce

dE_d[

2 12 I?

2.2 1 3 3
el i W AT ) ) 7.5.3
dt  dt 7 ~2 ] ( )

De la misma manera, se puede probar que el vector de momento angular del movimiento relativo
JE = M? (I + I3 + I3) es otra integral de movimiento.

Vimos anteriormente que en las soluciones asintéticas hay una simetria adicional SO(2)
en el limite » — co. Una analogfa con la parte superior clasica en este caso corresponde a la rotaciéon
alrededor del eje de simetria. Entonces la proyeccion del momento angular sobre este eje es también
una integral del movimiento. En nuestro caso, esta simetria adicional refleja la conservacion de la
componente del momento angular J; = MI3 [64, 19]. La integral de movimiento correspondiente
se puede identificar con la carga eléctrica relativa de los monopolos, dado que en este limite, se
conservan las cargas relativas, las cargas totales de los monopolos y la carga eléctrica individual de
cada monopolo. Ademas, si se conserva la componente J3, el cuadrado del momento angular orbital
L? = M?(I} + I3) también es una integral de movimiento.

Existen otros casos interesantes de dispersion de monopolos, que son analogos a las rotaciones del
cuerpo rigido en torno a un eje principal [65] [64]. En tal movimiento, solo uno de las tres componentes
del vector del momento angular J no es nulo. Por ejemplo, si elegimos Jo = J3 = 0, entonces los
monopolos no tienen carga eléctrica y la componente I; = const. Entonces, la conservaciéon de la
energia implica que el movimiento radial se describe mediante la ecuaciéon

¢2:1(2E_112>'
P\ M B

Recordemos que en r = m, la funcion S(r) tiene un cero, es decir, la componente radial de la
velocidad relativa desaparece a cierta distancia ry > 7. La interpretacion fisica es que los monopolos
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se acercan unos a otros a una distancia minima ry y luego se dispersan al infinito espacial. El
angulo de dispersion se puede encontrar a partir de la métrica alrededor del "Bolt" (7.4.8)). Dado
que elegimos Jo = J3 = 0, las variables angulares 6 y ¢ son constantes y J; = M?3%dqy/dt. Asi, el

angulo de dispersion es
t=00 _ /OO dt
t=—o0 -t —co 6(7")2'

Los calculos numéricos muestran que a medida que el pardmetro de impacto disminuye a cero, el
angulo de dispersién aumenta monétonamente hasta el valor limite ©¢ = 7/2 [65], [64].

En el caso de colisiéon frontal, tenemos J; = Jo = J3 = 0. La ecuaciéon de movimiento
muestra que en este caso todas las variables angulares permanecen constantes hasta que la variable
radial alcanza el valor r = w. Proyectado en el plano 7-1, este movimiento corresponde al paso del
monopolo a través del origen, donde la derivada d7/dt cambia su signo. Dado que las integrales de
movimiento no se modifican, eso significa que la variable angular ¢ en el " Bolt" debe saltar en
/2. Por lo tanto, en colisiones frontales, los monopolos se dispersan a través de un angulo recto en
el plano perpendicular al eje 1 [65] 62 [63].

0 =AY
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Capitulo 8

Deformaciéon NC del potencial de
Kahler

Como se ha discutido en los capitulos anteriores, el espacio-tiempo de Atiyah-Hitchin (A-H) se
puede utilizar para describir la interaccién entre monopolos magnéticos a velocidades muy pequenas
v que ademas provienen de teorfas de norma. La idea de describir la interacciéon de monopolos a
baja energias fue propuesta por Manton; en esta aproximaciéon el movimiento se puede describir
en términos de una métrica, la cual tiene la propiedad de corresponder a un espacio-tiempo hiper-
Kéhler. EL proposito de este capitulo es construir una version no-conmutativa (NC) del espacio
tiempo de A-H; como ya se discutio anteriormente este espacio-tiempo tiene la propiedad de ser
una variedad de Kahler. Por lo tanto, de manera general en este capitulo nos concentraremos en
construir una versiéon no conmutativa de una variedad Kéhler de tal manera que el nuevo espacio-
tiempo deformado preserve todas las propiedades de la variedad Kéahler no-deformada, es decir,
queremos construir una variedad NC que siga siendo Kéahler después de tal deformacion.

8.1. Introducciéon

Las variedades hiper-Kéhler en cuatro dimensiones has sido estudiadas extensivamente en relati-
vidad general, en conexion con la teoria de instantones gravitacionales [70} [71], y sus generalizaciones
algebraicas a través de la teoria de Penrose no-lineal de la gravitacion [72] y de las ecuaciones de
heavenly [73]. También ha sido de interés primario en teorias de campo supersimétricas [74) [75],
donde la presencia de una supersimetria extendida N = 4 impone restricciones muy fuertes que
explican varios teoremas de no renormalizaciéon y su finitud en el ultravioleta. Méas recientemente
se descubri6 que los espacios de parametros (moduli space) que surgen en las teorias topologicas de
campos y otras areas de la fisica mateméatica poseen estructuras hiper-Kéahler, un ejemplo notable
es el espacio de parametros de los monopolos magnéticos en el limite BPS [65, 47]. Estructuras
similares también se encuentran en la teorfa de supercuerdas, y en muchos otros problemas que
involucran espacios de parametros (moduli-space) de interés fisico en la gravedad cuéntica.

La clasificacién de todas las variedades completas, regulares e hiper-Kéhler sigue siendo una
pregunta abierta hasta la fecha, e incluso para algunos ejemplos conocidos, la forma explicita de la
métrica ha sido dificil o imposible de determinar hasta ahora.
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En [76], los autores consideraron la descripcion algebraica de variedades hiper-Kéhler no com-
pactas 4-dimensionales que poseen al menos una isometria abeliana y abordan el problema de su
clasificacion, sin centrarse realmente en ninguna aplicacién en particular. El caracter traslacional
o rotacional de los correspondientes campos vectoriales de Killing es un factor decisivo en ese
trabajo. Un campo vectorial de Killing K, satisface por definicion V(, K,y = 0, mientras que la
auto-dualidad de la parte anti-simétrica Vi, K proporciona una distincion relevante [77, [78]: el
campo vectorial de Killing K, serd llamado traslacional si satisface la condicion

1
Kop = :tix/detgeaBWKW,, (8.1.1)

de lo contrario, se llamarad campo vectorial de rotacion de Killing. El signo 4+ en se eli-
ge de acuerdo con la naturaleza auto-dualidad o anti-auto-dualidad de la métrica 4-dimensional
subyacente g, .

Hay algunos resultados dispersos en la literatura sobre soluciones auto-duales con simetrias
de Killing rotacionales. Dos de estos ejemplos los proporcionan las métricas de Eguchi-Hanson y
Taub-NUT, que admiten un grupo mucho més grande de isometrias, a saber SO(3) x SO(2). Para
el primero, SO(3) actia como una isometria traslacional en el sentido de la ecuacion (8.1.1) y
SO(2) como rotacional, mientras que la situacién se invierte para el otro [79]. En cualquiera de
los dos casos, existe una simetria traslacional que explica su presencia en la lista conocida de ALE
(asintoticamente localmente euclidiano (ALE)) o ALF (localmente asintéticamente plano (ALF)),
respectivamente. El tinico ejemplo conocido hasta la fecha en el caso puramente rotacional, sin
exhibir ninguna isometria traslacional, es la métrica de Atiyah-Hitchin en el espacio de parametros
(moduli space) MY de BPS SU(2) monopolos de carga magnética 2 [65, [47]. En este trabajo, el
espacio-tiempo de Atiyah-Hitchin proporcionara la base para nuestra investigacion.

El espacio-tiempo de Atiyah-Hitchin es una variedad tetra-dimensional hiper-Kahler con grupo
de isometria SO(3) que se introdujo hace mucho tiempo para describir el espacio de parametros
(moduli space) de los monopolos BPS no-abelianos con grupo de norma SU(2) de carga magnética
(topologica) 2 [65] 47]. En afios méas recientes, este espacio y varias generalizaciones de los mismos
se identificaron con el espacio de parametros cuantico completo de teorias de norma supersimétricas
N =4 en tres dimensiones [80, &1].

La métrica Atiyah-Hitchin (A-H) fue obtenida en 1985 por MF Atiyah y NJ Hitchin en su
estudio del espacio de configuracion MY de dos monopolos magnéticos SU(2) que interacttian con
el centro fijo [62]. Es una métrica hyper-Kéhler, o (que es lo mismo en cuatro dimensiones) una
solucién auto-dual de las ecuaciones de Einstein [82], con un grupo de isometrias SU(2) tal que
ninguno de sus vectores de Killing tiene una derivada covariante auto-dual [79].

La importancia de la métrica Atiyah-Hitchin es que surge como una métrica natural en el espacio
de parametros de monopolos magnéticos no-abelianos de carga 2 con grupo de simetriaSU(2) y sus
geodésicas describen la dispersion de los monopolos a baja energia [65].

Por otro lado es bien sabido que la primera o de manera equivalente la segunda ecuaciéon de hea-
venly describe la métrica general de un espacio auto-dual en el vacio [83] y ademés estas ecuaciones
son integrables por el método de twistores |72} [84].

En 1976 Robinson et.al [85] escribieron las ecuaciones de Einstein en el vacio en términos de un
espacio-tiempo complejo obteniendo como resultado una ecuaciéon diferencial parcial no lineal de
segundo orden para una funciéon bajo la tnica suposiciéon de que la parte anti-auto-dual del tensor
Weyl era algebraicamente especial. La ecuacién obtenida se denomina ecuacién hiper-heavenly;
en cierto sentido, puede considerarse como una deformacion de la segunda ecuacion de heavenly.
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Muchas soluciones interesantes de la ecuacion hiper-heavenly son conocidas [86, 87| pero estamos
lejos de comprender todo el misterio de la ecuacion hiper-heavenly.

Por lo tanto, parece ser muy interesante considerar deformaciones integrables de la ecuacion
de heavenly. Ahora, como el dlgebra de Moyal parece ser una deformacion natural del algebra
sdif f(M?), es casi obvio que uno esta interesado en la deformacion Moyal de la ecuacion de
heavenly. El caso de la primera ecuacion de heavenly fue estudiado por Strachan [88] y [89].

En el trabajo de Strachan [90], se desarroll6 una deformacion de ecuaciones diferenciales basada
en un producto-* asociativo junto con sus aplicaciones a la teoria de sistemas integrables. En dos
dimensiones los campos vectoriales del Hamiltoniano modelan el algebra de un operador pseudo-
diferencial, como el usado en sistemas integrables. En este trabajo se estudiaron varios ejemplos
de sistemas integrables multidimensionales, por ejemplo, se estudi6 la deformacion integrable de
las ecuaciones anti-auto-duales en el vacio de Einstein, la jerarquia KP (the KP hierarchy) y la
jerarquia de Toda ( the Toda hierarchy). Todos estos sistemas pueden ser escritos en términos de
una 2-forma €2, la cual satisface la siguientes ecuaciones

i = 0,
QA2 = 0.

Estas ecuaciones codifican las condiciones de integrabilidad de estos sistemas en una manera muy
elegante. Como caso particular de un sistema integrable estamos interesados en el caso de una
deformacion integrable de las ecuaciones auto-duales en el vacio de Einstein.

La idea central de este trabajo es desarrollar una manera de encontrar una deformacion del
potencial de Kahler €2 basado en un producto-* asociativo y sus aplicaciones a la teoria de sistemas
integrables. El caso del potencial de K&hler no-deformado 2 asociado a la métrica de Atiyah-Hitchin
ha sido derivado por Olivier [91], quien sigui6é una simetria basada en los resultados de Boyer-Finley
[78]. En este trabajo construiremos un potencial deformado Q de tal manera que debera compartir
las mismas caracteristicas y propiedades del caso no-deformado §2.

Este capitulo esté organizado de la siguiente manera: En la seccion [8.2] analizaremos la deforma-
cién no conmutativa (NC) de la primera ecuacién de heavenly. En la seccion [8.2] reescribiremos esta
deformacion usando el producto Moyal. En la seccion [B.3] estudiaremos las ecuaciones anti-auto-
duales en el vacio de Einstein desde el punto de vista de la geometria de sistemas integrables y su
contraparte no-conmutativa. Este espacio-tiempo esté regido por el comportamiento de una métrica
compleja 4-dimensional con signatura (+, +, +, +) v que tiene la propiedad de ser una variedad tipo-
Kahler, es decir, tiene la propiedad de poder ser escrita en términos de una funcion escalar simple
Q) llamada potencial de K&hler. Las condiciones de curvatura y el potencial de Kéhler estan regidas
por la primera ecuacién de Plebanski también conocida como la primera ecuacién de Heavenly.
En esta seccién revisaremos algunas propiedades de una variedad cuasi-compleja; adicionalmente
impondremos las mismas propiedades para el espacio-tiempo tipo-Kéahler deformado.

En la secci()n se estudiara la deformacion usual (la méas simple, la estandar) para la gravedad
de Einstein. Con esto podemos reescribir el potencial deformado Q en términos de un sistema de
campos locales, es decir, en términos del vierbein deformado éﬁ(x, 0).

En la seccion [875 estudiaremos el caso de la variedad de Kéhler deformada a primer orden en el
pardmetro de no-conmutatividad 6, donde integraremos el tensor métrico deformado para obtener
explicitamente el potencial de Kahler a primer orden.

__ En la seccion [8.6.1] impondremos la simetria rotacional de Killing para el potencial deformado:
Q = Q(r, q, ) con r = pp. La conexién con el espacio-tiempo de A-H en coordenadas complejas
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se discutira en la sub-secciéon B.6.3 Finalmente terminaremos con nuestras conclusiones. En este
capitulo se asumird un espacio-tiempo complexificado 4-dimensional con signatura {+, +, +, +}
a menos que se indique lo contrario. Adicionalmente C* estara parametrizado por la variables

" ={p, q, p, q}.

8.2. Deformaciéon Moyal de la primera ecuacién de heavenly

Como es bien sabido la primera ecuaciéon o de manera equivalente la segunda ecuacién de hea-
venly describen de manera general a la métrica de un espacio-tiempo auto-dual en el vacio [83] y
adicionalmente estas ecuaciones son integrables por métodos de twistores [72] [84]. Plebanski [83]
mostré que métricas complejas con tensor de Riemann auto-dual, a las cuales nos referimos como
métricas auto-duales, pueden ser descritas en términos de una funciéon 2 que es conocida como el
potencial de Kédhler y que ademaés satisface la primera ecuacion de Plebanski

{0, Qq}pp = VppQlaq — Qpgflep = 1, (8.2.1)

donde © depende de las coordenadas espacio-temporales (p, ¢, P, 7); esta funcion da una expresion
local de los espacios auto-duales en el vacio de Einstein.

Ahora bien, la manera en que procederemos para hacer la deformacion no-conmutativa de la
primera ecuacién de heavenly es siguiendo la idea de Strachan, es decir, Strachan sugirié reemplazar
el corchete de Poisson [8§]

P 0q q Op

por el corchete de Moyal. El corchete de Moyal lo denotaremos por {-, -},,5, €l cual esta definido
de la siguiente manera

1
{F, G} ::%(F*G—G*F), (8.2.2)
donde el producto-* esta definido por
10 <>
f*g=fexp (2 ’P) g, (8.2.3)
R . .
con P el operador de Poisson definido por
5,00 07
" Opog Oqop’
el cual actiia de acuerdo a la regla
= of 0g Of Og
I (9

- 9pdg  dq9p
De manera equivalente podemos escribir esta expresién como

FPg=1f g} pp = 0, f(x) Dug(),
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donde e*” = ¢ 6}-’651] y los elementos distintos de cero del pseudotensor de Levi-Civita son €?? =
—e97 = 1. Ademas, recordemos que el producto Moyal (8.2.3)) tiene la propiedad

1§ =
el_rgg)f*g fg,

es decir recuperamos el caso conmutativo cuando 6 — 0. Usando la definicion del producto-* (8.2.3))
en la definicion de corchete de Moyal podemos escribir el corchete de la siguiente manera

{f, gty = %f sin (Z??) g. (8.2.4)

Por lo tanto podemos inferir de esta expresion que en el limite # — 0 recuperamos el limite conmu-
tativo

gg%{a }M = {'a '}P’

es decir, obtenemos el corchete de Poisson. Entonces el algebra de Moyal es una deformacion del
algebra de Poisson. Por otro lado, usando la serie de Taylor del sin & podemos escribir la expresion

(8.2.4) de la siguiente manera

{F, G}y =) (2231)! <g) (F P2+t ). (8.2.5)

Ahora siguiendo los trabajos de Strachan [88] y Plebansky [92], presentaremos un método iterati-
vo para construir un conjunto de ecuaciones diferenciales para deformacion Moyal de la primera
ecuacion de heavenly.

En [88] se construyo una solucion perturbativa en potencias del parametro de no-conmutatividad
0 para el potencial deformado (AZ, el cual se puede escribir de la siguiente manera

Q=0+ Z Qm (g) :Z Q) (Z) , n=0,1,..., (8.2.6)

n=1 n=0

donde ©Q corresponde a la perturbacion a orden cero, esto es Q = Q). Insertando esta expresion
en una deformacion integrable de la ecuacion de Plebanski (primera ecuacion de hevenly)

{0, Qgbun =1, (8.2.7)

y después de factorizar los términos que dependen de g obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

N N . oo 00 00 0 2s+m+n
{Q, Qb =20 ) > (2) (9,00 <2571 9 ),

donde el producto *2°*1 esta dado pOIE|

F@) #" g(a) = <2> 0,y f () By By g(a), (8.2.8)

Tl

IRecordemos que la convencién que estamos usando es p, v = 7, j, donde denotamos por 4, j = 1, 2 las coordenadas
holomorficas y las no-holomorficas por 7,7 =1, 2.
2 La convencién que se estd usando aqui para el producto-x, no depende del parametro constante 6.
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donde los elementos distintos de cero del pseudotensor de Levi-Civita son €4 = —e?? = 1y e*¥ =0
en cualquier otro caso.

(8.2.9)

o O O

0
o — g — gatsveT — g | O
1 J O

0

OO OO

-1

— O = OO

Ahora definimos 2s+m+n =: r, es decir, estamos eligiendo (fijando) el orden en de la perturbacion
(6/2)". Por lo tanto podemos escribir el corchete {Q,, Q4}r 5 de la siguiente manera

[5] r—2s

(0 Ulayp = — i 2i (g) Yy (apmm) K251 an“‘”‘25>) =1, (8.2.10)
r=0 s=0m=0

donde [g] denota el entero més cercano a la fraccion 5. Por lo tanto para la perturbacion a orden
r = 0 obtenemos

QpﬁQqé - QMQIHE =1,

que corresponde a la primera ecuacién de heavenly como era de esperarseﬂ De manera general
podemos escribir la ecuacion (8.2.10) para » > 1 como

[75] r—2s

3 (apmm) W25+l an(T—m—%)) —0. (8.2.11)

s=0m=0

Ahora consideremos el caso para el orden r = 1 en la perturbacion del parametro 6/2

QPﬁQE]? + Qz(olﬁ)Qqq - quﬂ%) - Q;(zlq)Qqﬁ = 0. (8.2.12)

Por lo tanto, dada la perturbacion a orden cero = Q) la ecuacion (8.2.12) es una ecuacion
diferencial parcial lineal en Q). Sin perdida de generalidad se puede obtener la expresion para
cualquier orden en la perturbacién asociada a la deformaciéon NC de la primera de la ecuacién de

heavenly (8.2.7).

8.3. Sistemas Integrables

En el trabajo de Strachan [90], se estudiaron algunos casos de sistemas integrables multidimen-
sionales en los cuales se asumié una variedad simpléctica con algin producto-* asociado. Todos
estos sistemas tienen la caracteristica de poder ser escritos en términos de una 2-forma €2, la cual
satisface las siguientes ecuaciones

an = 0, (8.3.1)
QN = 0.

3 Se esta usando la convencién para denotar la perturbacién a orden cero como € = Q(0)
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En estas ecuaciones se codifican las condiciones de integrabilidad de estos sistemas de una manera
geométrica mas elegante. Como caso particular de sistemas integrables en este trabajo nos enfoca-
remos en el caso de deformaciones de las ecuaciones auto-duales en el vacio de las ecuaciones de
Einstein. Como lo discutimos anteriormente las ecuaciones auto-duales de Einstein en el vacio son
equivalentes a un espacio-tiempo Kéhler.

8.3.1. Las ecuaciones auto-duales de Einstein en el vacio

En esta seccion discutiremos de manera muy breve las propiedades de las ecuaciones de Einstein
auto-duales en el vacio y su relacién con un espacio tiempo tipo-Kéhler.
Para esto, consideremos una variedad (M, g) 4-dimensional con una métrica

d82 = guyd¢“d¢V7 M?V = 1’ ”.’47

equipada con una derivada covariante Levi-Civita sin torsion, es decir D,g,, = 0. Localmente es
posible introducir coordenadas complejas

P = (1%, 77, i,1=1,2,
de tal manera que la métrica se puede escribir de la siguiente manera E|
ds® = gizdr'dr? + gijdr'dr? = 2g;;dridrY. (8.3.3)

Es importante notar que este elemento de linea es real en sus coordenadas originales, y como
consecuencia
9i; = g;‘kiv 9ij = 9}%

Por definicion de una variedad de Kéhler, existe una funcion llamada potencial de Kahler 2 la cual
esta relacionada con el tensor métrico como g;; = 0;0;42 = 0;;Q0 = Q5. La definicion (8.3.3) implica
que las componentes del tensor g;; y sus complejas conjugas se anulan. Por lo tanto, usando estos
resultados se puede inferir la siguiente relacién entre el tensor métrico g, y el potencial de Kahler
Q

v = (0,07 + 6,0%) i, (8.3.4)

o de manera equivalente, lo podemos escribir en términos de la siguiente matriz

G = 616105 + 51670, = ( QO; QOZJ ) _
g7
Los indices ¢ , 7 son llamados holomorficos y no-holomorficos, ademés la convencién es escribir el
indice holomorfico primero.

Las ecuaciones del vacio anti-auto-dual estdn regidas por el comportamiento de una métrica
compleja 4-dimensional con signatura (+,+,+,+) cuyo tensor de Ricci es cero y el tensor de
Weyl es anti-auto-dual. Dado que estas condiciones de curvatura son invariantes bajo cambios de
coordenadas existen muchas maneras de escribir estas ecuaciones. Una forma muy particular de
escribir estas ecuaciones es usando el hecho de que tales métricas son automéaticamente Kéhler,
es decir, pueden ser escritas en términos de una funcion escalar 2 conocida como el potencial de

4La convencién en el ordenamiento de los indices que primero los indices holomorficos y a la derecha los indices
no-holomorficos



CAPITULO 8. DEFORMACION NC DEL POTENCIAL DE KAHLER 122

Kahler. Por lo tanto, la condicién de curvatura conduce a una ecuaciéon que esta gobernada por el
potencial de Kahler 2 que es conocida como la primera ecuaciéon de Plebanski, primera ecuaciéon
de heavenly o como la ecuacion de Monge-Ampére [83]:

La correspondiente métrica anti-auto-dual en el vacio esta dada por

0%Q
0xi0TI

ds? = 2 de'dz?,  z'=p,q, 27 =p,q

En el trabajo de Strachan [90], se discute la deformacion NC de las condiciones de integrabilidad
, para algunos sistemas integrables. En este trabajo se discute el caso particular de
las ecuaciones auto-duales en el vacio de Einstein en donde se obtuvo que estas propiedades de
integrabilidad se siguen satisfaciendo en el caso no-conmutativo, es decir, bajo el reemplazamiento
del corchete de Poisson por el corchete de Moyal.

Sea Q la 2-forma deformada definida de la siguiente manera

Q= dp Adg + A Qppdp A dp + Qpadp A dG + Qgpdg A dp + Quadg A d) + N2dp Adg,  (8.3.6)
la cual satisface la condicion d€2 = 0 si y so6lo si

5k§ij = 3@1@ alzﬁij = 35@‘15

0,-0, 0,-00—o

es decir, es posible escribir ﬁij = 8i8j§, donde Q es el potencial de Kdhler no-conmutativo. Adicio-
nalmente, la segunda condicién de integrablidad podemos reescribirla de la siguiente manera

QAR = N2([Q, * Q, — Q, +Q,)/0 — 1)dp A dp A dg A dg,

donde el término entre corchetes es justamente la definicion de corchete de Moyal dada en (8.2.2]).
Entonces podemos escribir esta ecuacién de manera mas simple

QAR = X2({Q,, Qu}enr — D)dp A dp Adg A dg
= 0,

la cual se satisface debido a la virtud de la deformacién empleada, es decir, esta ecuacion se satisface
si () satisface la ecuacion de Plebanski deformada . Este resultado implica que la deformaciéon
de Moyal aparece como una manera natural de hacer una deformaciéon integrable de la primera
ecuacion de de la ecuacidon de heavenly o primera ecuaciéon de Plebanski. Entonces el par de Lax, y
por lo tanto la integrabilidad de este sistema deformado esté codificada en las ecuaciones ,
(18.3.2)).

Como lo discutimos en la seccion [B:2] estas condiciones de integrabilidad son compatibles con
un desarrollo perturbativo en potencias del parametro de no-conmutatividad 6

(oo} oo
Q=0+ omam =3 oo, (8.3.7)
n=0

n=1
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donde la ecuacion de Plebanski se obtiene para la perturbacién a orden cero denotada por
Q = QO y una infinidad de ecuaciones lineales se obtienen para las perturbaciones Q™) con n > 0
dadas en . Adicionalmente, sabemos que en el caso conmutativo existe una relacién cercana
entre el tensor métrico g, y el potencial de Kéhler {2 dado por . Sin perdida de generalidad
este resultado se puede generalizar en el caso NC, es decir, las perturbaciones del tensor métrico

n 1. . .
g/(w) se pueden escribir de la siguiente manera

g = (6167 + 6167) Qi

py (Y

(8.3.8)

donde hemos usado que ﬁi]— = 6i8]—§ junto con el desarrollo perturbativo del potencial de Kahler
(18.3.7)).

~

8.3.2. Propiedades del potencial de Kahler deformado 2(0)

Como se habia mencionado anteriormente, el propoésito de este trabajo es construir una defor-
maciéon NC de una variedad tipo Kéahler. Este tipo de espacio-tiempo esta caracterizado por tener
una métrica que se puede derivar a partir de una funcién escalar {2 conocida como el potencial de
Kéhler. En el contexto no-conmutativo hemos considerado la existencia de un potencial de Kéhler
deformado €2(6) el cual admite el desarrollo perturbativo . Este potencial deformado €(6)
debe compartir las mismas propiedades y caracteristicas que las del sistema no-deformado:

1. Debe de existir una 2-forma K := igijdaci A dZ’ cerrada, es decir, dK = 0. Esta condicién
implica que g;; := Q;; = 0;0,12, donde Q;; = 0 = ;.

2. Los coeficientes métricos £2;; deben de ser reales (hermitianos).

3. El determinante de la métrica debe de ser igual a uno, es decir, det ﬁij— =1.

La primera condicion es equivalente a la 2-forma Q definida en (8.3.6)), por lo tanto la condicion
dK = 0 se satisface siempre y cuando las perturbaciones satisfagan la siguientes condiciones

A = 0= 00" (8.3.9)

Esta restriccion tiene consecuencias importantes en las ecuaciones deformadas para Q™ con n > 0
dadas en como lo discutiremos a continuacién.

En la seccion obtuvimos de manera perturbativa una relacién iterativa para las deformacio-
nes de ecuacion de Plebanski , la cual se debe de satisfacer para un potencial de Kéhler.
Adicionalmente tenemos que el potencial de Kahler a orden n debe satisface la condicién d,, QE;_W) =0
para ;1 = {2%, 27}. Por lo tanto, tenemos que restringir la ecuacién , la cual es compatible
con si fijamos el valor de s = 0:

i (8,90« 9,007 <0,

m=0

Usando la definicién del producto-* (8.2.8), la ecuacion anterior se puede escribir de la siguiente

manera
T

3 draimalm = o. (8.3.10)

m=0
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Este resultado se puede escribir en términos del corchete de Poisson como
{va Qq}PB =1

Es conveniente hacer notar que las propiedades de un espacio-tiempo tipo Kéhler nos ha llevado a
simplificar la condicion de curvatura, esto es, {0, Q}an = {Qp, Qu}pp = 1.

La segunda condicién implica que el potencial de Kahler debe de ser hermitiano, por lo tanto

cada perturbacion Q") debe de ser hermitiana. Entonces la condicion de hermiticidad implica
Q(") QT(”) Q(”) QT(”) 0,
debido a que se ha asumido que el potencial deformado es tipo Kéahler.

La tercera propiedad se puede inferir de la condicion de curvatura , donde la primera
ecuacion de heavenly deformada puede ser escrita como un simple determinante. En el caso no-
deformado de una variedad de Kéhler el determinante de la métrica es igual a uno. En el caso
deformado el tensor métrico €2;; debe de satisfacer las mismas propiedades que el caso no-deformado.
Por definicion el determinante del tensor métrico ﬁij se puede escribir como

det sz = QpﬁQqq — quQqﬁ = ].7

kO ¢

donde esta ecuacion se puede escribir por simplicidad como det Qi]— = pu82y1- Usando el desa-
rrollo en serie para el potencial Q) obtenemos
o oo
A ki
det Oy = 1y gminolmoly), (8.3.11)
m,n=0

Ahora igualando los coeficientes de la misma potencia en # podemos obtener las contribuciones del

det Qi]— orden por orden
{ et Q”} = lgr Z Qlmal=m,

Usando este resultado es facil mostrar que la expresion (8.3.11)) se puede escribir

det Oy =D > €90 il ™+ 3" ST @ omralraly, (8.3.12)
s=0m=0 r=1m,n=1
m4+n>r

donde hemos escrito el determinante en dos partes, en la primera parte escribimos todas las pertur-
baciones del determinante hasta orden r en el parametro 8; en el segundo término estan incluidos
todas las contribuciones del determinante para ordenes mayores a 7. Usando el resultado de la
ecuacion es facil mostrar que el det Qij puede escribirse como

det Oy = {Qp, Qlppt D D 7 gmHIIo.

r=1m,n=1
m+n>r
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El primer término es la deformaciéon de la primera ecuaciéon de heavenly, la cual es igual a uno. Por
lo tanto podemos concluir que el segundo término debe ser igual a cero

T

Z 7 9m+nQI(JZ]L)Qé?) —0. (8.3.13)
m,n=1
m+n>r

En este término estan codificadas todas las combinaciones del orden #° de tal manera que s > 7.

8.4. Gravedad No-Conmutativa

Hasta aqui hemos estudiado la deformacién no-conmutativa del potencial de Kédhler, donde he-
mos usado el producto Moyal para deformar la primera ecuacién de heavenly, la cual es conocida
como la condicion de curvatura en este espacio-tiempo. La manera en como se realizo la deformacion
no-conmutativa (NC) es suponiendo la existencia de una potencial de Kéhler deformado Q de tal
manera que se preservara el cardcter de ser una variedad tipo Kéahler después de la deformacion.
Para esto se procedié mediante un desarrollo perturbativo en el parametro de no-conmutatividad 6
obteniendo que el tensor métrico asociado a la deformacion NC esté relacionado con las perturba-
ciones del potencial de Kéhler QE;) de acuerdo con . Estas deformaciones QE;) son funciones
desconocidas las cuales satisfacen sus respectivas ecuaciones diferenciales obtenidas en (8.2.11f). El
proposito de este trabajo es dar un Ansatz para el potencial de Kéhler deformado @ . Como lo

. . P ., . ’ . n . , .
discutiremos en esta seccién, las deformaciones de la métrica ng) pueden ser escritas en términos
de un sistema de campos locales o vierbein éZ(x, 0) que después de hacer una serie de integraciones

permite obtener la forma del potencial de Kéhler deformado Q.

8.4.1. Campos de norma deformados

La construccion de una deformaciéon no-conmutativa coherente de la Relatividad General de
Einstein ha sido objeto de interés desde hace algun tiempo. Siguiendo el procedimiento estandar
para la construccion de deformaciones no-conmutativas de teorias escalares de norma [93] 94], una
deformacion no-conmutativa de la accién de Einstein-Hilbert ha sido obtenida reemplazando el
producto ordinario por el producto Moyal no-conmutativo . En lo que sigue asumiremos
entonces que la estructura no-conmutativa del espacio-tiempo esté determinada por la condicién

[x#, 2] = 0",

donde 0" = —O"" son parametros constantes.
Siguiendo el procedimiento estdndar podemos introducir una métrica deformada en términos
del sistema local de campos éZ(x, 0) o vierbein de la siguiente manera

. e ab o ra s
I = 3 (ez * el; + €2 x eZ) Nabs (8.4.1)
donde 7,3, es una métrica simétrica independiente de las coordenadas x*. Este tensor métrico es
simétrico por construccion y real dado que el vierbein deformado éfb(x7 ) y el vierbein no-deformado

ef, () son campos vectoriales realesﬂ

5Sin perdida de generalidad este tensor métrico es real por construccién incluso cuando el vierbein deformado

é,(, 0) sea una cantidad compleja.
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En el limite cuando 6 — 0 identificamos el tensor métrico con la métrica usual, es decir,
con la métrica no-deformada

Guv(x, O)|p_g = e el OMab- (8.4.2)
Para propositos de este trabajo buscamos construir un espacio-tiempo deformado usando el produc-
to Moyal, por lo tanto un vierbein deformado y la métrica deformada deben compartir las mismas
propiedades que las del espacio-tiempo no-deformado como se discutié en la sub-seccion [8.3.2
Nuevamente consideremos un desarrollo perturbativo para el vierbein é (x 0) el cual esta sujeto
a las condiciones de realidad®]

& = ep 0t 0PNl (8.4.3)

Usando este desarrollo perturbativo en (8.4.1)) junto con la definiciéon del producto Moyal (8.2.3])
podemos escribir el tensor métrico hasta primer orden de la la siguiente manera

g,uu = Guv + QHAQIW oy T 0(02) (844)

Con el fin de hacer compatible la deformacién no-conmutativa de la métrica tipo Kéhler dada por
(8.3.8) con la deformacion (8.4.4), asumiremos la siguiente descomposiciéon del vierbein a primer
orden

b A 1)b
0", = 0" ”P,g,\el(l) ,

donde P, es una tensor antisimétrico que por el momento es una cantidad desconocida. Asumiendo
una descomposiciéon similar orden por orden podemos generalizar este resultado para el n-ésimo

orden
A SnAn b A v n)b
grirt... 0 e e N, = (9N F,i)\> e(mb,

BE1AL
Elegiremos la forma de P, de tal manera que el vierbein dado en (8.4.3) se pueda escribir de la

siguiente manera
Z om eV = ¢+ Z " el (8.4.5)

n=1

donde el orden cero del viebein lo denotamos como e&o)b = eZ. Este resultado implica que 0** P,y = 6

y se satisface si definimos P,y := 0,8,0,8), , donde 6"* esta dado por 1} Usando esta forma
para el vierbein el tensor métrico (8.4.4)) se puede escribir de una forma muy simple

p=> 0"gl) =g+ 0"g,
n=0 n=1

donde g;([,i) son campos vectoriales desconocidos para n > 0 y el orden cero lo denotamos por ng) =

guv- Para hacer compatible esta deformacién con una variedad deformada tipo-Kéhler tenemos que

imponer que O, ggi) = Por lo tanto, imponer esta condicion sobre las perturbaciones g,(ﬁ,) implica

SEn la seccién [8.3.1ke discuten las ecuaciones Einstein auto-duales en el vacio y sus relacién con un espacio tiempo
tipo-Kéhler, en donde, se parte de un elemento de linea real, por lo tanto esto requiere que las perturbaciones del
_zb
vlel;beln satlsfagan las condiciéon de hermeticidad euk1>\1 FnAn = €k1n kot )
En la seccién [8.3.2ke discutié esta condicién para deformacién de un espacio-tiempo de Kéhler, por lo tanto esto
implica que no apareceréa explicitamente el producto-* en la definicion (8.4.1).
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que el vierbein debe satisfacer 8Me£n) =0, y la ecuaciéon se puede simplificar de la siguiente
manera

Guv = €, eynab (8.4.6)
Usando el desarrollo en serie de potencias ¢ para el vierbein €, en 8.4.6) e igualando los coeficientes
de la misma potencia de 6 obtenemos que las perturbaciones se pueden escribir en términos del
vierbein e“ “ de la siguiente manera

g;(LTL) —gn Z eftm)ae(unfm)bnab, n=01,....

8.5. El potencial de Kéahler deformado

De acuerdo con [83], la gravedad auto-dual de Einstein puede ser parametrizada en términos de
cuatro coordenadas complejas = = {p, ¢, p, ¢}, asoc1adas a un espac1o tiempo que corresponde a
una variedad de Kéhler. La variedad tipo Kéhler dada en 3)) puede ser escrita en términos de
un espacio-tiempo localmente plano 7y, y un vierbein ej, dado por

00 Qp 0100
s |10 0 o | 100 0
U100 Qp Q|7 M T 00 01 (8:5.1)
01 0 0 0010

Como lo hemos discutido anteriormente, el propoésito de esta seccion es dar un procedimiento para
construir un Ansatz para las deformaciones Q) en términos del vierbein el(Ln Ja de tal manera que
todas las propiedades dadas en la (sub)seccion se satisfagan. Las perturbaciones de la métrica

deformada QE;}) se pueden escribir en términos del vierbein deformado e/”* de acuerdo con
n - (m)a (n— mb _ (£ 5T V] (n)
gl =" elmrelrmmiby,, = (5167 + 6,07,) 4. (8.5.2)
m=0

El Ansatz mas simple para el vierbein e(;] Ja que podemos construir de tal manera que el tensor

(n) (n) _ (n)x _

métrico g, satisfaga las condiciones producto g;;” = g5 ' = 0, puede ser escrito de la siguiente
manera
0 0 e(g)l e(? )1
e(n)a _ 6(;’)2 6(;’)2 0 0
H 0 0 6(1?)3 6(;)3
e(]?)4 e(; " 0 0

Como se discuti6 previamente, el vierbein debe de satisfacer 0, e(")a

la siguiente dependencia para el vierbein

= 0, por lo tanto asumiremos

el — gn+1a (a Qm o olm gl )) (8.5.3)

pp > ""qq > "°pq
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Es importante notar que la perturbaciéon del potencial de Kihler deformado Q"+ a orden n + 1
dependerd explicitamente del vierbein a orden n y n + 1, es decir, e y e([f Ja Por lo tanto
comenzaremos por analizar la deformacion a primer orden. A partir de la ecuaciéon 2|) podemos

escribir la siguiente ecuacién para primer orden

1 1
Q) = e el na. (8.5.4)

Usando el Ansatz para el vierbein no-deformado e, obtenido en 1)) podemos escribir explicita-
mente la ecuacion como el siguiente 51stema de ecuaciones

O = eM® 4 elD2, 4 (D10, (8.5.5)
O = eV? 4 elD2,, + eV, (8.5.6)
Qj(olﬁ) 1(71) + 61(91)29101) + 6(1) Qqp, (8.5.7)
Q) = e 4 e20,0 4 eV, (8.5.8)

Para obtener el potencial de Kéhler a primer orden necesitamos resolver el sistema de ecuaciones
—. Para esto, comencemos por hacer una integraciéon de las ecuaciones anteriores con
respecto a las coordenadas anti-holomorficas x* = {p, g}, donde necesitaremos calcular un conjunto
de integrales de la forma [ e&l)Aﬁgude. Primero, podemos hacer una integracién por partes con
lo cual podemos obtener el siguiente resultado

(1HA v (1)
/e(l)AQﬁude — 12 7& v eal AQB#J; +101
@ p=v e Qg+ Ci( )

donde hemos usado la propiedad del vierbein 0, e( ) y del potencial de Kahler 0,2, = 0.
Por lo tanto, después de hacer una integracion por partes del sistema de ecuaciones (8.5.5)-(8.5.8))
sobre las variables no-holomorficas z* = {p, ¢} podemos escribir

O = (Wig 4 02, 1 (010, + M (p, g, p) (8.5.9)
Qb = M5 +elD20, + D1, +cMp, q, 9 (8.5.10)
Qb = eWlp 4+ (20, 4 e(D10, + cMp, q, 9 (8.5.11)
o — g) g+eM20, + Wi, + M (p, ¢, p) (8.5.12)

donde OV = 0V (p, ¢, p), O = O (0, 0, @), O = V(. a0, @) v €5 = C{V(p, ¢, p) son
constantes de integracion. Estas constantes de integracion pueden ser determinadas si comparamos
las ecuaciones (8.5.9)-(8.5.10) y (8.5.11)-(8.5.12), entonces podemos concluir que las constantes
tienen la forma C’{l) = eg)sﬁ, 02(1) (1)3_ C(l) = e(})l‘ qy C’(l) (1)1_ Por lo tanto, obtenemos
solamente un sistema de dos ecuaciones dlferenmales hnealmente independlentes

Qb = efp+el 74020, + eV, (8.5.13)
b = B+ e g+ eV, + eV, (8.5.14)



CAPITULO 8. DEFORMACION NC DEL POTENCIAL DE KAHLER 129

Nuevamente hacemos una integracion por partes del sistema de ecuaciones (8.5.13)) y (8.5.14) pero
ahora con respecto a las variables holomorficas p y g respectivamente obteniendo

QW = (el + el g+ ef20,) g+ eV + CV(p, B, ) (8.5.15)
QW = (ef'p+ el q+ e, ) p+ €020+ C§V (g, B, 9). (8.5.16)

Nuevamente comparando las ecuaciones (8.5.15) y (8.5.16) obtenemos que las constantes tienen la
forma Cél) = (eg)lﬁ + e((;)ltj + 61(71)4Qq) p+ eél)ZQ y Cél) = (61(31)315 + ef;)3q + e,(ll)ZQp> q+ e,(ll)4Q.
Por lo tanto, obtenemos que el potencial de Kéhler a primer orden finalmente tiene la siguiente
expresion

o — (61(31)3ﬁ+621)3(74_6((11)2911)(]_'_ (61(31)1;5—1—6((;)1(]4-61(01)4Qq)p+ (621)4 —i—ez(,m) Q.

8.5.1. Soluciones para el potencial de Kahler a primer orden

Hasta el momento hemos obtenido la forma explicita de la perturbacién a primer orden del
potencial de Kéhler, el cual depende explicitamente de las perturbaciones a primer orden del vierbein
e&l)A las cuales siguen siendo incognitas por determinar. En esta seccién buscaremos algunas familias
de soluciones para el vierbein que sean consistentes con las propiedades del potencial de Kéhler.

Como caso particular, consideraremos el caso de la deformacion del potencial de Kéhler a pri-
mer orden. Como se discutié anteriormente, la condiciéon de curvatura puede ser formulada como
un simple determinante, es decir, el determinante de la nueva métrica (métrica efectiva, métrica
deformada) debe de ser igual a uno, esto es

det Q”— = ﬁpﬁﬁqq — ﬁpqﬁqﬁ = 1,

donde = Q + 691, Por lo tanto podemos obtener las siguientes tres ecuaciones

Qppqq — Nallyp = 1, (8.5.17)
1 1 1 1
Q) + Q) Qg — Q0 — Q0 = 0, (8.5.18)
Wo® _ oWl _
Qs g — Lg Qg = 0, (8.5.19)

donde las ecuaciones (8.5.17)) y (8.5.18]) son la ecuacion de Monge-Ampére a orden cero y a primer
orden respectivamente. La tercera ecuaciéon contiene términos de orden 62, los cuales se deben de
anular de acuerdo con .

Si sustituimos las componentes del tensor métrico — en la primera ecuacion de
heavenly a primer orden obtenemos

e+ el + el + Qg — ef Qg — ef Qg = 0. (8.5.20)

Por lo tanto, el problema se reduce a encontrar explicitamente la forma de vierbein ef})a de tal
manera que la ecuacion anterior se satisfaga sujeta a la restriccion . Primero comencemos
por buscar las posibles soluciones a la ecuacién , para la cual es posible considerar dos casos,
es decir, es facil verificar que la ecuacion se satisface si y so6lo si se cumplen las siguientes condiciones
de proporcionalidad: Para el caso I

o® — oW

pp qp

W) _ oqW
o) =co

qq

(8.5.21)
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y para el caso II tenemos que
(1 _ )
QP? - OQI”Y ’
donde C es una constante de proporcionalidad arbitraria.
Ahora insertamos las ecuaciones (8.5.5)-(8.5.8) en las ecuaciones anteriores y obtenemos las

o) =coly, (8.5.22)

D

. . . . - 1
siguientes relaciones entre el vierbein a primer orden e& Ja
(14 _ (14 (12 _ ,(1)2
Ce,’" =e, ", Ce,’” =e, ",

ns _ an 3 _ an
Cez " =eg Ce; " =¢;

)

para el caso I. Mientras que para el caso II obtenemos las siguientes relaciones

e — gl e _ 3y,
A

ept = Eet(zl)4 = —AQgp — CQqq),
A

61(71)2 = Eez(zlp = Ay — CQpg).

Ahora estamos en condiciones de buscar una solucién a la ecuacion . Para esto, comencemos
por evaluar las relaciones entre las componentes de vierbein en la ecuacion para los casos I,
II. En el caso I, la ecuacion de Monge-Ampére a primer orden después de algunas simplificaciones
se puede escribir como

1)3 1
eVt e? 1 e300 — Q) + e (24 — Qg) =0, (8.5.23)
y para el caso II obtenemos
eVt e + e (U — Vpg) + € (g = ap) =0 (8.5.24)
De acuerdo con las propiedades del vierbein (8.5.3)), asumiremos que el vierbein a primer orden
e&l)a debe de tener la dependencia eE})a = ef})a(a, sy Qggs Loz, Qgp), donde a es una constan-

te y ;7 son los coeficientes métricos del tensor métrico no-deformado. Usando esta dependencia
consideremos el siguiente Ansatz para las componentes de vierbein:

8((11)4 =+ ﬁ Qpﬁ + 'YQq(j + 59176 + O-Qqﬁ’
6;1)2 =a’ + B'Qpp + 7' Qgq + 8" Qg + 0’ Qyp,

65?1)3 =a" + 8" Qpp + 7" Qg + 6" Qg + 0" Qyp,
61(31)3 =" + B///Qp;ﬁ + 7///Qq<j + 5///qu + U/l/Qqﬁ-

Si evaluamos este Ansatz en la ecuacion de Monge-Ampére para el caso I (8.5.23)), obtenemos las
siguientes relaciones entre los coeficientes:

a+d ++4"+Cp" =0, ~" =",
B+CB +a" =0, §" =p",
Y+ Cy +Cd" =0, A" =0=6",
§4+C8 —a" =0, o' =0=p",

o+ Co’ — o' =0,
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a+ﬁ+'y+5+o‘+a”—a'”+'y”
o FB A 0 o —a a4+

donde C satisface la siguiente relacion C' = —

Para el caso II consideremos el siguiente Ansatz para el vierbein ef})a :
mr _
€3 = a+ Qs+ g+ 0z + 0Qqp,
et = o+ B+ Qg + 8 Qg+ 'y

Ahora usamos este Ansatz en la ecuacion (8.5.24)), entonces obtenemos las siguientes relaciones
entre los coeficientes

7'+ CB =0, §+Co’ =0,
o +A =0, a+A=0,
§+7"=0, B+o =0,
’y:O:O" 6’:0:ﬂ/7
donde la constante C' esta dada por C = —;—,l, = —%.

8.6. Deformacion de una métrica n-auto-dual de Riemann

En este trabajo consideraremos la descripcion algebraica de una variedad no-compacta hiper-
Kaéhler 4-dimensional, la cual posee al menos una isometeria abeliana, es decir, tiene una simetria
de traslacion o de rotacion de acuerdo con [78]. Nos restringiremos a considerar solo el caso de la
simetria de rotacion. Por definicion, un campo vectorial de Killing &, satisface V(,,£,,) = 0, mientras
que la parte auto-dual de la parte antisimétrica V[, proporciona una distincion relevante del
campo vectorial [77, [78]: £, ser4 llamado transaccional si satisface la siguiente condicién

1 v
Casp = 50" uiws (8.6.1)

para 7 =1y &, serd llamado anti-auto-dual si n = —1.
Sea gop una n-auto-dual métrica Riemanniana 4-dimensional con signatura euclidiana. Sea £ =
£%0y, = 0/0¢ un vector de Killing del tensor métrico g, entonces localmente podemos escribir

1 , o
ds® = v (do + widm’)Q + vijdatda? (8.6.2)
donde V', w; y 7i; son funciones independientes de la coordenada ¢. Los indices griegos corren de 0

a 3 y los indices latinos corren de 1 a 3. Entonces, cuando existe un vector de Killing asociado al
espacio-tiempo (8.6.2) la n-auto-dualidad del tensor de Riemann es equivalente a

Raﬁ == 07 (863)
Ropos® = sne, 3 Rust? (8.6.4)
a,@’yég 2776046 uu'ytsg . Qe

Como cualquier vector de Killing satisface

v’yv,@fa = Roz,@”yéféa
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entonces la ecuacion (8.6.4) puede ser reescrita de la siguiente manera

1 v
Vs (Vﬂfa - 577%,3# vufu) =0, (8.6.5)

donde (8.6.4)) es equivalente a la definicion (8.6.1)). Por lo tanto, este hecho implica que la ecuacion
(8.6.4) asume implicitamente la existencia en un campo vectorial de Killing n-auto-dual &,,.

8.6.1. Generalizacion de los resultados de Boyer-Finley

Boyer y Finley estudiaron los vectores de Killing en el espacios-tiempo de Einstein euclidianos
usando el formalismo de H-espacios complejos [78]. En este trabajo los autores mostraron que
siempre se pueden elegir coordenadas complejas en este espacio de tal manera que

E=0,+0; y £Q=0.
Adicionalmente, también se puede elegir el vector de Killing como
¢ =1i(p0, +p05) and &N =0, (8.6.6)

donde €2 es el potencial de Kéahler el cual satisface la ecuaciéon de Monge-Ampeére. La eleccion del
vector de Killing depende de que la derivada covariante del vector de Killing £ es anti-auto dual
o no respectivamente. Ademaés, se mostré que la ecuacion para el potencial de Kéahler € se puede
simplificar con la ayuda de una transformada de Legendre apropiada.

En este trabajo nos enfocaremos en el caso cuando existe un vector de Killing auto-dual, es
decir existe un vector de Killing de la forma . Por lo tanto podemos introducir un par de
coordenadas complejas x' = (g, p) de tal manera que la ecuacién se satisface, es decir,
elegimos la coordenada p de la siguiente manera

p=/re?.
Entonces podemos escribir el campo vectorial de Killing como & = 9/ o6 y el potencial 2 adquiere
la siguiente dependencia

Q=Q(r, ¢, Q). (8.6.7)
Por definicion del potencial de Kéhler tenemos que
ds® = 2Q;;dz" da?, (8.6.8)
donde () satisface la ecuacion de Monge-Ampeére o la primera ecuacion de heavenly ﬁ

De acuerdo con la dependencia del potencial de Kahler (8.6.7), la primera ecuacion de heavenly
(8.6.9) se puede escribir en las nuevas coordenadas de la siguiente manera

(TQT‘)T thj - TquQmj =1 (8610)

8En el contexto de las ecuacién anti-auto-duales de Einstein la ecuacién de Monge-Ampére (8.3.5) es conocida
como la primera ecuaciéon de heavenly.
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Ahora definimos una nueva coordenada como J = 7r€),.. Entonces usaremos a las coordenadas
(J, ¢, @) como una nueva eleccién de coordenadas independientes para reescribir el elemento de

linea (8.6.8)) y la condiciéon de curvatura (8.6.10]). Comencemos por escribir la ecuacion (8.6.10)) en

estas nuevas coordenadas, la cual es conveniente escribirla de la siguiente manera

rqTa
Qug=rs | L +1
e L(m)2+}’

donde hemos usado que en las nuevas coordenadas podemos escribir Q,., = —r~'r lr,, Q. =

—r~Yr7'rg y J. = r;'. Ahora procedemos a escribir el elemento de linea (8.6.8) en las nuevas
coordenadas obteniendo después de varios célculos

. 2
ds? — 1 {(T> [2dé + 2 (rydg — rq-dq)} + (r—‘]) (dJ? + 4rdqdq)} . (8.6.11)
2 ry r r
Por lo tanto hemos escrito el elemento de linea ds?, el cual se asumié que es tipo Kéhler, en un
espacio-tiempo que es auto-dual (de Riemann) (8.6.2)) (recordemos & = 8/99).

En el caso de las métricas anti-auto-duales, D. Olivier [91] estudi6 la formulacion de Geroch 3-
dimensional de las ecuaciones de Einstein y uso el resultado de Boyer-Finley acerca de los vectores
de Killing [78§] para obtener la siguiente relaciéon entre los espacios-tiempo dados en

ESID) y (02

Ty
v = 2
2r’
dp +wida® = di+ QL (rqdq — 14dq) ,
T
yijdz'de? = dJ* + 4rdqdg, (8.6.12)

8.6.2. (Generalizacion al caso no-conmutativo

Como se discuti6 en secciones anteriores, hemos considerado una deformacion del potencial de
Kahler 2 como una expansion dada en de tal manera que se preserva el caracter de ser
un espacio-tiempo tipo Kéhler. Adicionalmente a esto estamos interesados que este espacio-tiempo
deformado preserve el caracter de ser auto-dual. El caracter auto-dual esté asociado con
la simetria de rotacion, por lo tanto en esta seccion nos enfocaremos en incorporar (anti) auto-dual
a la deformaciéon no-conmutativa de un espacio-tiempo tipo Kéhler. Siguiendo un procedimiento
similar al de la secciéon anterior tenemos que imponer que el potencial de Kéhler deformado Q2
dependa solamente de las nuevas coordenadas r, ¢, ¢ con el fin de que se preserve la simetria de
rotacion. Por lo tanto, la simetria rotacional de Killing se preserva, si y so6lo si, cada perturbacion
Q™ depende solo de las nuevas coordenadas: Q") = Q(”)(r, q, q)-

En la seccion discutimos la deformacién no-conmutativa de la ecuacién , donde
obtuvimos que las ecuaciones diferenciales asociadas a las perturbaciones no-conmutativas estan
dadas por

o m) o (rem) oy (m)o(r—m) _
Z Qpﬁ Qqé - Qpé Qqﬁ =0,
m=0
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donde 7 > 1. Debido a la dependencia Q™ = Q™) (r, g, q) del potencial podemos escribir esta
ecuacion de la siguiente manera

> (raim) ol - el —o. (8.0.13)

m=0

De manera analoga a la seccion anterior definiremos J(™ := ngn) para cada perturbacion y eligien-

do solamente al conjunto {J, ¢, §} como las nuevas variables independientes, donde J = TQSO) =

(n)

r€),.. Entonces las componentes del tensor Qij en estas coordenadas se pueden escribir

Qq(qz) = = Jﬁ")rq, Qf%) =—r! JT(”)TQ

n L. .,
Para obtener la componente ng) usaremos explicitamente estas componentes en la ecuacion (8.6.13|)
obteniendo la siguiente relacién recursiva

Q) =g (0 —2r)) + 30 1) (S g - 050,

st+m=n
m#n, 0

es decir, para conocer la perturbacién QSIZ) necesitamos conocer los ordenes menores de las pertur-
baciones, adicionalmente esta ecuaciéon es valida para n > 1.

Siguiendo el mismo procedimiento que en el caso no-deformado, podemos escribir el elemento
de linea deformado dS? := QQijdxidﬂcj en términos de las coordenadas {é, J, q, 4} Después de una
serie de célculos podemos escribir

Z@"J(” ryds? + Z H"ZTJTJJ(")+ iH"ZT J(" m) (J(m) 7" r——Q ) dqdg,

n=2 m=1

(8.6.14)
donde ds? es el elemento de linea no-deformado dado por . Como se puede ver este elemento
de linea 1) no depende explicitamente de la coordenada 6 al igual que el elemento de linea
no-deformado ds?, por lo tanto ambos elementos de linea comparten las mismas simetrias, es decir,
comparten el mismo vector de Killing £ = 9/ 96. Finalmente podemos escribir el espacio-tiempo

deformado (8.6.14) en las coordenadas {¢, ¥} usando las relaciones dadas en (8.6.12). De este modo

obtenemos

n—1

Z 0" J 7 rds?+ ZG"Z 7y g ( J =l g + Q(m)> 1 [vijda'da? — dJ?] .

n=0 m=1

8.6.3. El espacio-tiempo de Atiyah-Hitchin en coordenadas complejas

Como hemos discutido anteriormente, el objetivo de este trabajo es construir una deforma-
cion no-conmutativa de la dinamica de monopolos magnético no abelianos SU(2). En las secciones
anteriores hemos mencionado que la dinAmica de monopolos magnéticos puede ser estudiada me-
diante un espacio-tiempo de Einstein, el cual vive en un espacio auxiliar conocido como el espacio
de parametros. El espacio-tiempo de A-H describe la dindmica de un par de monopolos y es el
espacio-tiempo que discutiremos a continuacién.
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El elemento de linea de Atiyah-Hitchin ds® puede ser escrito de la siguiente manera [62]

ds? — 32282 (a#?)” 262 4+ 4202 4 5202 8.6.15
I gy TR T S
donde
By = —K2(k?+u),
'7(5 = K2 (le_u)a
B5 = —K3u,
con
_ Gk
u = mu
G(k) = E(k)—K*K(k),
k/2 — 1 _ k2.
Elegiremos
1 . .
o = 3 (sintpdf — sin 6 cos de) ,
o, = —% (cospdf + sin 0 sinhde) ,

1

ox = 3 (dyp + cos 0do) .

Estas son 1-fomas invariantes bajo el grupo SU(2) de supersimetria y el vector de Killing asociado
con respecto de la diagonal U(1) es £ = 9/0¢. Ahora buscamos escribir la métrica de A-H (8.6.15))

en la forma de una métrica auto-dual (8.6.2)). Para esto podemos escribir

1 1

v T o1 (62 sin? 0 cos® ¥ 4+ 72 sin? 0 sin® ¥ 4 §2 cos? 9) ,
1

w = = ((72 — 62) sin 1 cos 1 sin 0d6 + 62 cos Hdw) ,

%

y los coeficientes +;; estan dados por

627262
TR 4k ke K2
1
0= 15 [8%~? sin® 0 + 62 cos® 0 (8% sin® ¢ + 7% cos® ¥) ],
1
Yoy =1 [6% (v* = B?) cos @sin 6 cos ) sin )]

1
Yopop = E52 sin® 0 (8% cos® ¥ + % sin 1)) .
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En [91], D. Olivier uso estos resultados y eligi6 un conjunto de coordenadas complejas para la
métrica de A-H con el fin de obtener el potencial de Kéahler asociado a la métrica de A-H. Este
potencial tiene una forma muy simple y es funcién de las variables 6, 9, k2:

P
4
donde J esté dada por la siguiente expresion
1 ) 2 ) s 2 2
J = 3 [(By + 76 + 68) — vdsin? 6 cos® ¢ — 53 sin” §sin” o — By cos® 6] . (8.6.16)

8.7. Conclusiones

El espacio-tiempo de Atiyah-Hitchin es una variedad 4-dimensional hiper-K&hler con grupo de
isometria SO(3). Su importancia reside en que es una métrica que aparece de manera natural en
el espacio de parametros de dos monopolos magnéticos no-abelianos SU(2) interactuantes y sus
geodésicas describen la dispersion de los monopolos a bajas energias [G5].

Usando la deformacién Moyal hemos desarrollado una propuesta para una version no-conmutativa
de una variedad de tipo-Ké&hler. Siguiendo [88], revisamos primero la deformacion Moyal de la pri-
mera ecuacion heavenly.

Una deformacion del potencial de Kéhler ha sido también construida en [88] como una solucion
perturbativa en potencias del parametro 6 que estd basada en criterios de integrabilidad. Usando
este resultado, impusimos algunas condiciones en el potencial de Kéhler deformado de tal manera
que el espacio-tiempo deformado preserve las mismas propiedades de una variedad de Kéhler.

Por otro lado, una deformacion Moyal de la teoria de la gravedad puede ser escrita en términos
del vierbein deformado éZ(x, ). Usando este hecho, el potencial de Kéhler deformado se escribio
en términos del vierbein deformado. A manera de ejemplo, calculamos explicitamente el potencial
de Kahler a primer orden. L

Finalmente impusimos la simetria rotacional de Killing para el potencial deformado Q = Q(r, ¢, q)
con r = pp y discutimos la conexién con el espacio-tiempo de A-H en coordenadas complejas.



Capitulo 9

Conclusiones y Perspectivas

En la fisica teodrica los monopolos magnéticos han sido de gran interés hasta el dia de hoy. Un
monopolo magnético se define como una particula estable que posee carga magnética. Este concepto
surge a partir de la asimetria de las ecuaciones de Maxwell; de existir cargas magnéticas de manera
aislada las ecuaciones de Maxwell deben de ser invariantes bajo una transformacion de dualidad
(rotacion de dualidad) que intercambia los campos E— B , B— —E , mientras que para las fuentes

- - — -

(peyje) — (pgan)a (pg7Jg) - _(pevt]e)'

Dirac demostr6é que la existencia de un monopolo magnético explicaria la naturaleza discreta
de la carga eléctrica, pero en el camino se encontr6 con un problema muy serio ya que existe
una singularidad en § = {0, 7} para el potencial de norma A, asociado con el monopolo; tal
singularidad es conocida como la cuerda de Dirac. Por otro lado, se puede construir una descripciéon
libre de singularidades, si se deja de lado la parametrizacién tradicional del espacio R? que rodea al
monopolo, mediante un dnico conjunto de coordenadas. Para mostrar esto, Wu y Yang dividieron
R3/{0} en dos hemisferios ligeramente superpuestos, definidos como sigue

RN . 0<¥9<n/2+e r>0, 0<¢<2m,
R m/2—e<d<m, r>0, 0<¢<2m,

donde RN y R® son el hemisferio norte y el hemisferio sur. Entonces, podemos asociarle un potencial
a cada hemisferio, AN y AS , los cuales son libres de singularidades en los dominios donde estan
definidos mientras que en la region de traslape R N R estan relacionados por una transformacion
de norma

Al/S(z) = AN (2) = UAY/S(2)U ™ + U0, U (9.0.1)
Por otra parte los monopolos proporcionan un vinculo entre la fisica de particulas y la cosmologia,
pues a muy altas energias de manera general se puede decir que se restablece el grupo de unificaciéon
(unificacion para las interacciones electromagnéticas y débiles), el cual fue espontaneamente roto.
En esta teoria de unificaciéon existe la posibilidad de tener particulas estables que llevan cargas
magnéticas o monopolos magnéticos. La era moderna de la teoria del monopolo magnético comenzd
en 1974, cuando 't Hooft y Polyakov descubrieron de manera independiente soluciones de monopolos
magnéticos del modelo SO(3) de Georgi-Glashow. La esencia de este avance radica en que, si bien
un monopolo de Dirac puede incorporarse en una teoria de norma abeliana (electromagnetismo), en
algunos modelos no-abelianos como el de Georgi-Glashow, las soluciones de monopolos magnéticos
aparecen de manera natural.

137
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En esta tesis hemos analizado los efectos de la no-conmutatividad en las coordenadas espaciales
en el contexto de monopolos magnéticos. El primer problema que hemos estudiado esta relacionado
con implementar la no-conmutatividad en la teoria electromagnética y estudiar el efecto que tiene en
la condicién de cuantizacion de Dirac, es decir analizamos la compatibilidad de la no-conmutatividad
con la cuantizacion de la carga eléctrica. Para esto, procedimos de la siguiente manera: primero
introducimos las ecuaciones de Maxwell modificadas

47~

D, x F* = — (9.0.2)

D, xF" = 4r], (9.0.3)

donde Fit(z; 0), F#(z; ), Ji(x; 0) y :]E(:z:; 6) son funciones del parametro 6 de no-conmutatividad
y el producto-x es el producto Moyal. La manera en la que estudiamos las soluciones a estas
ecuaciones fue mediante un tratamiento perturbativo donde supusimos el siguiente desarrollo para
los campos

P = FM 4 Y 4 B+ 06°),
TO = By(r) = g8(r) + p(r) + p*(r) + O(6%), (9.0.4)
Jiry = Jl+Jh + T+ 00%), (9.0.5)

de tal manera que escribimos las ecuaciones de Maxwell deformadas para varios ordenes en el para-
metro de no-conmutatividad 6. Para poder resolver estas ecuaciones nos enfrentamos al problema
de conocer explicitamente las deformaciones de las fuentes , asociadas a las ecuaciones
de Maxwell modificadas.

Este problema lo replanteamos de la siguiente manera: existe una aplicacién conocida como la
aplicacion de Seiberg-Witten, la cual permite una generalizaciéon no-conmutativa de la teoria de
Yang-Mills-Higgs. Seiberg y Witten argumentaron que estas teorias de norma no-conmutativas son
equivalentes a las teorfas de norma conmutativas y en particular mostraron que existe una aplica-
cion de un campo de norma conmutativo a uno no-conmutativo de tal manera que la nueva teoria
preserva el caracter de ser una teoria de norma bajo el producto-*. De manera precisa esta aplica-
cién nos dice que si conocemos los potenciales de norma conmutativo A, (z) podemos determinar
los potenciales perturbados AEZL) (x; 0) a todos los ordenes en el parametro de no-conmutatividad.
Usando el procedimiento de Seiberg y Witten calculamos algunas perturbaciones para el potencial
de norma A, (z; 6) = A, + Al + A2 + O(6%), las cuales se encuentran explicitamente en la seccion
5.3l Por medio de estas expresiones junto las ecuaciones de Maxwell y encontramos
las perturbaciones asociadas a la densidad de carga magnética p, y la densidad de corriente eléctri-

ca J!. En el caso de la ecuacién de Ampére, las perturbaciones de la corriente eléctrica se pueden
escribir de la siguiente manera

N/S)i
Je(o/) = 0

Je({V/S)Z - 0 eij3xjg§N/S))

TR = g2 933 g (NS, (9.0.6)
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donde

3
§0 = 3

sy L 3[FAz(2r F2) g2 £ 25 (r F 2) + 5p1]
5 95 =4+

7102
Por otra parte, en el caso de la ley de Gauss es posible determinar las correcciones a la carga
magnética a partir de las deformaciones del potencial de norma A, (z; #) sin tener que recurrir a
las perturbaciones de la densidad de carga pg, es decir, podemos calcular el flujo magnético para
obtener la carga efectiva g.ss. Para este caso tenemos una carga magnética efectiva dada por

92
ATgesr =g (47r + 27rr—4 +0(83) + ) ,

la cual calculamos hasta segundo orden en el pardmetro de no conmutatividad. Este resultado puede
se obtuvo calculando las integrales fF AN/ . Jg y fr AWN/9)2 ~Js, donde I' es un circuito de radio
r en el ecuador (¥ = m/2) positivamente (negativamente) orientado hacia el hemisferio norte (sur).
Es claro que en el limite 6 — 0 obtenemos gefs — g.

Es importante resaltar que esta deformacion no-conmutativa a la teoria electromagnética sigue
siendo una teoria de norma con grupo de simetria U, (1) y parametro de norma A(CE, ). Usando
este hecho analizamos la condicion de cuantizacion de Dirac (CCD) en el contexto no-conmutativo.
Para ellos consideramos una carga eléctrica, la cual se mueve en un circuito cerrado en una vecin-
dad de un monopolo magnético. Por lo tanto, la funcién de onda asociada al monopolo magnético
no-conmutativo \il, es solucion a la ecuacion de Schréodinger deformada que describe una particula
no relativista de masa m en un campo externo generado por los potenciales AN (70) y ES(F; 0).
En la region de superposicion RY N R, ambos expresiones de los potenciales Afy y flg son regu-
lares y ademaés estan relacionadas a través de una transformacion de norma. Si ahora se considera
una trayectoria cerrada [ en la region de superposiciéon obtenemos que las funciones de onda son
univaluadas si el factor de fase es un multiplo de 27, es decir

AS =2mn, n € Z.

Por lo tanto se puede concluir que la condicién de cuantizaciéon de Dirac para el caso no-conmutativo
se preserva si y so6lo si las contribuciones no conmutativas del parametro de norma son nulas:
AE\") =0, para n > 1 o de periodicidad 2.

La importancia de esta parte del trabajo tesis radicé en mostrar que la no-conmutatividad en las
coordenadas espaciales pueden incorporarse a la teorfa electromagnética de Maxwell de tal manera
que la condicion de cuantizacion de Dirac se preserve, es decir, la cuantizacion de la carga eléctrica
es compatible con la no-conmutatividad. Este resultado se obtuvo y fue consecuencia directa de los
calculos que se realizaron, por medio de los cuales mostramos que Ag\") =0, paran > 1.

Con respecto a las contribuciones asociadas a las deformaciones de las fuentes no podemos
decir mucho al respecto ya que solo calculamos algunas contribuciones debido a la complejidad
de los calculos. Para poder decir algo mas acerca de las deformaciones de las fuentes tendriamos
que calcular un nimero grande de contribuciones para asi determinar que tipo de distribuciéon de
la carga magnética y de la corriente eléctrica se induce debido a la aplicacion de Seiberg-Witten.
Como trabajo a futuro en esta direccion se pueden introducir fuentes magnéticas descritas por una
distribucién gaussiana pesada por el parametro de no-conmutatividad de la siguiente manera

g
(470)2

96(7) — pmag(f) = €Xp (_52/40) . (9.0.7)
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Este tipo de distribuciones no-conmutativas han sido muy ttiles en soluciones exactas de agujeros
negros cargados y en teorfas de norma no-conmutativas [95]. De la misma manera podriamos pro-
poner como distribucién de carga magnética a y posteriormente buscar soluciones exactas a
las ecuaciones de Maxwell no-conmutativas, sin tener que recurrir al tratamiento perturbativo que
utilizamos aqui. Finalmente podriamos comparar con los resultados obtenidos en este trabajo.

Por otra parte, en lo que concierne a la dindmica de monopolos magnéticos, estudiamos la defor-
macién no-conmutativa del espacio-tiempo de Atiyah-Hitchin la cual es una variedad 4-dimensional
hiper-K&hler con grupo de isometria SO(3) y fue encontrado en 1991 [91]. La importancia de este
espacio-tiempo reside en que es una métrica que aparece de manera natural en el espacio de para-
metros de dos monopolos magnéticos no-abelianos SU(2) y sus geodésicas describen la dispersion
de los monopolos a bajas energias [G5].

Debido a que este espacio-tiempo es Kéhler tiene la caracteristica de ser una variedad cuasi-
compleja que ademas tiene una funcién escalar llamada potencial de Kahler €2; el potencial de
Kéhler esta relacionado con el tensor métrico de acuerdo a

d82 = 2gijd7id7j, 9i7 = @3]—9 = 5”—9 = Qi]_7 (908)

donde ¢ = p, q, 77 = P, § son las coordenadas holomorficas y no-holomorficas del espacio-tiempo de
Kahler respectivamente. Adicionalmente las ecuaciones auto-duales en el vacio de Einstein satisfacen
una condicién de curvatura que se puede escribir en términos del potencial de Kéahler € que es
conocida como la primera ecuaciéon de Plebanski, primera ecuacién de heavenly o como la ecuaciéon
de Monge-Ampeére [83]

Qppflag — QpgQep = 1. (9.0.9)

En esta tesis llevamos a cabo una deformacioén no-conmutativa al potencial de Kéhler con el objetivo
de preservar el caricter tipo-Kéahler después de la deformacion.

La manera como se procedidé para hacer esta deformacion esté basada en el trabajo de Strachan
[90], en el cual se desarrolla una deformacion de ecuaciones diferenciales basada en un producto-*
asociativo junto con sus aplicaciones a la teorfa de sistemas integrables. Todos los sistemas integra-
bles pueden ser escritos en términos de una 2-forma €2, la cual satisface las siguientes ecuaciones

aQ =0,
QAQ = 0.

Estas ecuaciones codifican las condiciones de integrabilidad (admiten una descomposicion en pares
de Lax) de estos sistemas en una manera muy elegante. Como caso particular de un sistema integra-
ble estdbamos interesados en el caso de una deformacién integrable de las ecuaciones auto-duales
en el vacio de Einstein que en cuatro dimensiones es una métrica hiper-Kéahler. Para este analisis
definimos la 2-forma € deformada de la siguiente manera

Q= dp A dg + N Qppdp A dp + Qpgdp A dg + Qupdq A dp + Quadg A dg) + N2dp Adg,  (9.0.10)

la cual satisface la condicion d€2 = 0 si y sélo si 6k§¢j =0= 8,;@7. Adicionalmente, la segunda
condicion de integrabilidad podemos reescribirla de la siguiente manera
QAL = N2({Q, Qtenr — Ddp Adp Adg Adg
= 0,
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donde {-, -},;, es el corchete de Moyal definido como{F, G}, := & (F * G — G « F) . Por lo tanto
una deformacién basada en criterios de integrabilidad de las ecuaciones auto-duales en el vacio de
Einstein siguiere hacer una deformacién en la condiciéon de curvatura

{Q,, Qtun = 1. (9.0.11)

En esta tesis usamos este resultado para hacer una deformacion del espacio-tiempo Kéhler, donde
asumimos el siguiente desarrollo perturbativo en potencias del parametro 6 de no-conmutatividad
para el potencial de Kahler deformado

Q=0+ mam =3 gra), (9.0.12)

n=1 n=0

donde las deformaciones (™) son funciones desconocidas por determinar. Como objetivo principal
de este problema, nos enfocamos a buscar un procedimiento para encontrar un Ansatz para las
deformaciones (™). La manera en que procedimos fue la siguiente: usamos el formalismo estandar
para estudiar deformaciones no-conmutativas para la gravedad de Einstein, es decir, escribimos
las deformaciones de un tensor métrico deformado §,. (x; €) en términos de un sistema de campos
locales que corresponden al deformado éj,(z; ¢). Usando esta idea fue posible escribir el potencial

deformado €2 en términos del vierbein é,(x; 0) de la siguiente manera

n

g =57 elmaclmby,, = (618] + 6,6]) Q. (9.0.13)

v
m=0

Finalmente el problema se redujo a dar un Ansatz para el vierbein &}, (z; 0) e integrar la ecuacion
anterior para obtener las deformaciones del potencial de Kéhler. Como caso particular calculamos

el potencial de Kéhler a primer orden y obtuvimos el siguiente resultado
QO = (%5 + e{V%q + eD20)g + (eSV ' p+ eV g+ eV, )p + (eg”‘* + 61(71)2) Q,

N4 (12 (1)3 1)3 L . s
donde e,(z ) , e]([,) , eé) y eg) son combinaciones lineales de las componentes de la métrica no-

deformada, es decir, 65}) X a4+ B Qpp + Qg + Qg + 0Qgp.
Finalmente analizamos las deformaciones no-conmutativas a las soluciones auto-duales en el
vacio de Einstein

Z 0" I rds®+ 15:09:121: 7y JnTm (Jﬁm)rfqurq Q(m)> 1 [vijda'da’ — dJ?],

donde dS? es el elemento de linea deformado y ds? es el elemento de linea no-deformado dado por

5s? % { (m> {Qdﬁ + 2 (rydq — rqdq)} i n (%’) (dJ? + 4rdqdq)} , (9.0.14)

y el cual esta relacionado con por una transformacion de Legendre.
Finalmente como perspectlvas en esta linea de investigacion, podemos aplicar este resultado
al caso de la métrica de Atiyah-Hitchin con el fin de estudiar los efectos no-conmutativos en la
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dindmica de los monopolos magnéticos. Para conocer explicitamente la deformaciéon no-conmutativa
de la métrica de A-H es necesario conocer el potencial de Kéhler asociado a la métrica de Atiyah-
Hitchin. Una vez que se tiene la deformaciéon de la métrica de A-H, el siguiente paso es utilizarla
para analizar correcciones no-conmutativas en el calculo de la dispersion frontal de dos monopolos.
De manera mas precisa en el capitulo [§] se analiz6 la dispersion frontal de dos monopolos clésicos
interactuantes, en donde obtuvimos que

t=00 o dt

=I5 Ty
t=—o00 —00 B(T)Q

donde O es el angulo de dispersion. El analogo de esta cantidad seria una dispersion NC que se
debe de poder expresar como una serie de potencias del parametro no-conmutativo 6 de la siguiente
manera

0= Ay

Onc =0+0"00) + ...,

donde las correcciones @f}y) deben estar asociadas a las contribuciones obtenidas por la deformacién
de la métrica de Atiyah-Hitchin. Estas correcciones deben tener efectos directos sobre la dispersion
de monopolos.



Apéndice A

El parametro de norma A A\

A.1. El parametro de norma KA para el monopolo magnético

U(1).

El objetivo de esta esta seccion es calcular las perturbaciones a todos los 6rdenes del parametro
de norma no conmutativo Ay para el caso del monopo magnético con grupo de simetria U(1) usando
el mapeo de SW y la formulaciéon de Wu-Yang.

Consideremos la expresién general para el parametro de norma a orden n + 1 A"*!, el cual fue
encontrado usando el mapeo de SW ( ver seccion . Ahora consideremos el potencial de norma
A, asociado a un monopolo magnético con un grupo de simetria abeliano U(1) ( conmutativo ),
entonces las correcciones no conmutativas para el parametro de norma se puede escribir como:

= L ST qar g, (A.L1)

An+1
4(n+1)

ptatr=n

Desarrollando la suma del anti conmutador podemos escribir

1

n+1 _ 138%% n n—1 1 0 n
A 4(n+1)0 ({A#N al’l)\}+{Ap1 ) ale }++{A#1, al,lA }
AT 0 A b 4 AR, 0, AT
“F{All“, 81/1 /\}*n—l + {A27 8u1A1}*n—1
+{A21’ 6111)‘}*71) ) (A12)

donde en cada renglon se ha puesto las contribuciones del anti-conmutador {, }., que requieren
una deformaciéon Moyal a orden %" para r = 0,...n, es decir, en el primer rengléon estan todas las
contribuciones del tipo {, }.r—o, en el segundo renglon todas las contribuciones de tipo {, }.1, y asi
sucesivamente hasta llegar al tltimo renglon con las contribuciones del tipo {, }.p-

143
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Por otro lado, consideremos un conmutador del tipo {A, B}.x, donde A y B son funciones de
z' y #F es la contribuciéon a orden k del producto Moyal definido por (2.2.1)); se puede verificar
facilmente que este anti conmutador tiene la siguiente propiedad:

0 para k par ,
2A%* B para k impar .

Ahora usaremos esta propiedad del anti-conmutador deformado {, }.x para simplificar el calculo del
parémetro de norma A™t!. Para esto, comencemos analizando los érdenes mas bajos de pardmetro
A. En la seccion se calcularon las correcciones no conmutativas del parametro A a primer
y segundo orden, obteniendo A! = 0 y A2 = 0. Ahora asumiremos que esto es valido hasta el
n—ésimo orden, es decir, A¥ = 0 con k = 1,...n; nos gustaria mostrar que esta hipétesis implica
que la expresion

1 v n - n—s
A”+1 — _me‘“ ! ({A,uu 61_/1)\} + Z{AHI 5 61/1)\}*5> P (A13>
s=1

también se anula para el (n + 1)- ésimo orden. Para obtener la expresion hemos asumido
que A* = 0 para k # 0 en la ecuacion .

Por otro lado, en la seccion[5.3|discutimos la forma explicita para las perturbaciones del potencial
de norma A, hasta cuarto orden, es decir, para A} donde n =1,...4. Ademas de esto, se observé
que estos potenciales presentan una simetria muy particular y se conjeturé que esta simetria debe
preservarse a todos los ordenes, entonces asumiremos que los potenciales se pueden escribir como:

Z = _ekixifna (A14)

donde f,, son funciones que tienen la siguiente dependencia f, = f, (22,92, 2). Este resultado es
fundamental para los propositos de este trabajo, es decir, s6lo usaremos la forma de los potenciales
A} y la dependencia funcional de f, sin tener la necesidad de conocer explicitamente la forma de
estas funciones. Usando un procedimiento similar al empleado en , obtenemos que el primer
término de la ecuacién es nulo: O#1"1{ A} | 9,, A} = 0. Para el segundo término de
necesitamos calcular la expresiéon general 0”1”1{AZ;S, Ou, A}xs. De acuerdo con la propiedad del
anticonmutador {, }.s, todas las contribuciones con s impar son nulas y las contribuciones para s
par son:

D OILARTE O AL =2 OPATT 5 O, N
s=1 s=1

A continuacién, calcularemos este anti-conmutador para el caso méas general, teniendo en cuenta
unicamente la dependencia en las coordenadas de los potenciales de norma y del parametro de
norma. Para esto usaremos por simplicidad la siguiente notacién para los potenciales de norma
Al 7% — Ay, . Por lo tanto solo necesitamos enfocarnos en calcular el siguiente término

1 . n
9/111/114#1 T 81/1)‘ — E (;) v gun+1un+1aﬂn+l - a}tzA,LL18U7L+1 - 81/281/1)\~

Ahora, usando la forma simetrfa del potencial y del pardmetro de norma A,,, = —€,,;x'f y O, A =
—€,,;27 g, podemos calcular las derivadas del lado derecho de la ecuacién anterior:
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8#n+1 Oy Ay = —€pyi (%2‘%3 T aun+1f toee 5ftn+18uz O, f xiaua "'aun+1f>

Ounss* OusOn N = —unj (0,00 Do g b 4 80, Oy D g + 09000009

Unt1 V2
En consecuencia el producto 8#1** A4, ™ J,, A se puede desarrollar como

9H1V1Am *M ayl/\ — ﬁ <;> O OH2v2 ... GHn+1Vn+1 [(5;23H3 . altn+1f + .-+ 512%“6“2 . aunf)

Xeig T 00y O 0 €1t Oy Ops f (8,00, O g+ 4 B Oy Do)

+€ijxixjauz T 8}1«n+1 fallz T aVn+1g + (6;328;% T 8Hn+1f +oo 6Ln+18lt2 T aunf)
X €ij (61{281/3 e 8un+1g + 5tj;n+1au2 T 81/719)} ) (A15)

donde hemos usado 0#1** = fe"1¥1. Los dos primeros términos de esta ecuacion, los cuales se
denotaran por S, se pueden escribir de la siguiente manera

1 /i\" . 5 :

S o= o (2> B gttt (e ad 8 O[O D rg] .
+€Mn+1 jzj8H2 T aﬂn,f[aVz e al/n}aynJrlg +€ szjaﬂz [aﬂs e 8Hn+1 f]al/?, e 8Vn+1g + ...
+€; Vn+1xi[8#2 O |0p i fOUy -+ 3,,ng) , (A.1.6)

o de manera equivalente, renombrando los indices mudos, podemos escribir esta expresion en tér-
minos de derivadas totales:

1 /i\" ,
S0 = g (5) 00 B 00y By O D]
+6Hn+1 jxjaVnﬂ [altz T aun fal/z T aung])- (A~1-7)

Esta expresion se puede escribir en términos de productos Moyal, es decir:

1 /2 o= v j n—

%92 210; (f+"""g). (A.1.8)

n+1
donde hemos usado 6#%¢,3 = 055‘ y >.1=n para obtener este resultado.
s=2

El tercer término de (A.1.5)) es claramente cero debido a que €;; es un tensor antisimétrico y
entonces €;;z'z7 = 0. Para el tltimo término de la ecuacion (A.1.5) se puede ver como una arreglo
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matricial de n x n si lo reescribimos como sigue

1 /i\"
| = 0 GH2v2 ... gurn+1l/n+16ij

n! \ 2
X 0000005 O SO+ Our s 9+ 4 80Dy Oy [+ D
O O O O Oy O G e F O 8 By O fOuy - Dg s (A1)

donde los elementos de la diagonal dentro del paréntesis estan dados por

AR _ , e
n <2> 03 0 ey, f 1 g = i62 (F 471 g), (A.1.10)
5=2
n+1
donde hemos usado 0H<"s¢,_,, = Oe"*"s¢, , =20y > 1= n. Para el resto de los elementos de la
s=2
matriz obtenemos
— i0? 1
( > 0y of ok — (% —n)(f+""1yg), (A.1.11)
res=2
n+1
donde hemos usado 6#7"r¢, ,, = 06, y la suma tiene el valor 1 =n* —n.

r#s=2
Combinando las ecuaciones (A.1.8]), (A.1.10) y (A.1.11), se puede derivar la siguiente férmula

recursiva para (A.1.5)):

:n2
OFYL A, " O N = % [(n2 +n) f""g+nald; (f <"1 9)] (A.1.12)
donde se ha asumido que n es par. Este resultado nos dice que para calcular el producto 8#1*1 A4, "
8, X necesitamos conocer el producto f "~ ! g.

En la seccion vimos que las funciones f y g son funciones cuadraticas de las coordenadas
cartesianas x y y; en consecuencia las derivadas de estas funciones tienen una forma muy particular,
es decir, 0;f = z'F y 0;9 = z'G, para i = 1,2 donde estas funciones F y G nuevamente son
funciones cuadraticas en x y y. Con estos elementos en la mano calculamos el producto Moyal entre
las funciones f y ¢ a un orden arbitrario:

m 1 /L " V. 1%
Farmg= (5] 000, 0 PO, 00 (0,6,
Para esto, primero calculamos las derivadas de f y g:
6,Um e 8#28M1f = (5141H28ﬂ3 T 6M7TLF +oee 5“1”7naﬂ2 T 6,Umle + xﬂlaNZ U aﬂmF) ’
8Vm "'8V28V1g = (6V1V28V3 7 : +5V1V7nal’2 "'8Vm71G+xV16V2 anG) :

Vrn
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Por lo tanto el producto f %™ g se puede escribir como:

1 i\™
f*m 9 = % <2> grmn -~.9N1V1[(5#1u28#3 "'aﬂmF—’_ T +5H1Mma,u2 o '8um_1F)

XT B,y -+ O G A (003 Oy -+ Oy G A+ + Gy By Oy G) 218y - O, F
+2"1 2 0y -+ O, FOyy -+ 0y, G + (5M#23H3 O F 4+ 8, O '“8ltm71F)
X (51/11/281/3 e aumflG + -+ 61/11/,”81/2 T aunG) . (A].l?))

Siguiendo una manipulacion algebraica similar a la empleada en la ecuacion (A.1.5)), se puede derivar
la siguiente féormula recursiva para f ™ g

2 .\ 2
f*"g= m(rz—l) <;> [(m? —m) F+™"2 G+ (m —1) 270, (F #M 2 G)], (A.1.14)
de donde hemos obtenido que para calcular el producto f *™ g necesitamos calcular productos
F ™2 G ™2 es decir, productos de dos ordenes menor. Es importante notar que esta relacion
recursiva es valida para cualquiera funciones f, g, F' y G tales que son funciones cuadraticas en x
y y ; ademas estan relacionadas de la siguiente manera:d; f = 2'F y 0;9 = 2'G, para i = 1,2.

Ahora recordemos que en necesitamos calcular el producto f *"~! g, por lo tanto si
elegimos m = n — 1, obtenemos

fan —92(i)Q[(nQ—3n+2)F*"‘3G+(n—2)wj3-(F*"_3 G (A115)
I = m—1Dn-2) \2 ’ B

Este resultado nos dice que para calcular el producto de la forma f *"~! g necesitamos conocer el
valor de F "3 G. Por lo tanto, si usamos de manera reiterativa la ecuacion para calcular
los productos que aparecen en , podemos concluir que sélo necesitamos conocer el producto
a menor orden f’ *' ¢’ para poder determinar el producto a orden mayor f *"~! g, donde hemos
asumido que m es un entero par. Ahora si tomamos n = 2 en la ecuacién obtenemos
f*!'g =0y por lo tanto se deduce que f *"~! g = 0 para n par.

Usando este resultado en , obtenemos entonces que §#1*1 A, *" J,, A = 0; esto a su vez
implica que el segundo termino en también se anula. Con esto hemos demostrado que el
parametro de norma a todos los ordenes A"t! = 0 y por lo tanto A = A\°. Este resultado implica
que la condicién de cuantizacion de Dirac se satisface.



Apéndice B

La ecuacion de Schrodinger en campo
electromagnético

En la mecéanica clasica, podemos describir el movimiento de una particula usando una ley de
fuerza de Lorentz, que contiene campos, o usando el formalismo canoénico y la funciéon de Hamilton,
la cual se expresa en términos de potenciales. Pero si queremos describir la dindmica de la particula
en la mecénica cuantica, nos vemos obligados a utilizar el formalismo canénico porque la ecuaciéon
de Schrodinger contiene explicitamente la funciéon de Hamilton. Para una particula con carga e en
parecencia de un campo electromagnético el hamiltoniano es de una forma

i i (ﬁ— e/T(F))Q +eg(7) + V(7),

donde V representa un posible potencial no eléctrico. Si escribimos el momento en la forma p =
—ihV y ponemos el Hamiltoniano en la ecuacion de Schrodinger, obtenemos

Un (mﬁ n eA'(f'))2 + () + V(F)} U= m%‘f, (B.0.1)

la cual describe la dindmica de la particula cargada en el campo electromagnético.

Para propositos de este trabajo consideremos el caso de una particula cargada en las pro-
ximidades de un monopolo magnético con un campo magnético B. Para resolver la ecuacion
de Schrédinger, primero debemos determinar los potenciales A y ¢. Debido a que estamos con-
siderando que el campo externo es debido a un monopolo magnético, el campo eléctrico es nulo

E = —ﬁgb = 0, entonces elegimos ¢ = 0, que satisface la ecuacion anterior. Por lo tanto podemos
simplificar la ecuaciéon (B.0.1]) como

N - 2
(mv + eA(F)) U= m%f, (B.0.2)

1
2m

La incorporacion hecha por Dirac de una interaccion electromagnética mediante una fase e?9(™) en
la funcion de onda W(7,t) = e9(DW/(7,t), con g(7,t) real de tal forma que el modulo de e*9(™?)
es uno. El factor de fase g(7,t) conocido como fase no integrable permite identificar el potencial
vectorial A(7) = (h/e) Vg(7). La tnica condicién es que el cambio del factor de fase $ A(7) - dF
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después de dar un giro a lo largo de la trayectoria cerrada [ que rodea dicho punto debe ser un
multiplo de 27. Este cambio de fase se interpreta como el flujo de un campo magnético ®,,, a través
de la superficie o delimitada por la frontera [, es decir, usando el teorema de Stokes podemos obtener

yﬁff(m it = / (¥ x 4] ~d§’:/§(77)-d5:c1>m.
l o 7
Ahora, usando la idea de Dirac de incorporar la interacciéon de un campo electromagnético
mediante una fase en la funcion de onda de la ecuaciéon de Schrodinger (B.0.1), es decir
V(7 1) = 4OV (7 1),
donde B
g(7) = %/ A(7) - dF. (B.0.3)
0

El punto inicial de integracion O se elige de forma arbitraria, lo que es consecuencia de la libertad
de norma para potenciales electromagnéticos. En este punto, es crucial que el potencial A sea
irrotacional (el campo B es cero), de lo contrario, g(7) dependeré de la ruta de integracion en la
ecuacion , por lo que la fase (B.0.3) no sera una funcion exclusiva de 7.

En términos de ¥’ el gradiente de ¥ es

VU = 9V (ig(7)) ¥’ + 97 (Wﬂ) .
Ya que Vg(7) = (e/h) A(P),
(irﬁ + efT(F)) U = ihel 9Ty
y ademas
- - 2 o
(mv + eA(F)) U = 2692y,
Poniendo este resultado en la ecuacion (B.0.1)) y cancelando el factor e?(") obtenemos

2 /
[ i §2+V(F)} m':maa‘g.

“2m

(B.0.4)

De este resultado podemos que la funcién de onda ¥’ es una solucion de la ecuacién de Schrodinger
en ausencia de potencial vectorial A. Entonces, si podemos resolver la ecuacion (B.0.4)), la solucion

en presencia del campo vectorial A es la misma funcion de onda, multiplicada por el factor de fase
et9(7)



Apéndice C

Representaciones de SU(2)

En este apéndice proporcionamos detalles de la parametrizacion del grupo SU(2) y formas
diferenciales en el espacio de grupo. Una representacion arbitraria del grupo SU(2) viene dada por
el conjunto de tres generadores T}, que satisfacen el algebra de Lie

(T, T;] = icijnTh,

donde €123 = 1. Los elementos del grupo estan dados por la matriz U = exp {iT - w}, donde los
elementos del grupo en la representacion funadamental Tj, = %O’k, k=1,2,3, donde

(01 (0 —i (1 0
o1 = 1 0 ’ 02 = i 0 ) 03 = 0 -1 )
son las matrices de Pauli estandar, las cuales satisfacen la realcion

005 = 5ij + 1€k 0k-

El vector w tiene componentes wy en un sistema de coordenadas dado.

Geométricamente, las matrices U son generadores de las rotaciones de los espinores en un es-
pacio de tres dimensiones R? y los parametros wy, son los angulos de rotacién correspondientes. La
parametrizacion de Euler de una matriz arbitraria de la transformacion SU(2) se define en términos
de tres angulos 6, ¢ y ¥ como

Ulp,0,0) = U.(p)U,(0)U.(a) = €935 025057

e . i
e’z cos g sin % €'z 0
0 e —sin g oS 5 0 e i%

Ccos gel(d}“r‘p) sin ge*i(wﬂp)
—sin gei("l’fﬁo) CcOS gefi(w‘F@) :

[N

(C.0.1)

Por lo tanto, la variedad de grupo SU(2) es isomorfo a la tres esferas S3. Los angulos de Euler
©, 0, @ toman valores dentro de los intervalos 0 < 6 < 7, 0 < ¢ < 27y 0 < a < 47. Tenga
en cuenta que la reduccion al espacio paramétrico del grupo ortogonal SO(3) se puede obtener si
fijamos el rango de valores del dngulo «, el cual debe restringirse al intervalo 0 < a < 27 y hacer
la identificaciéon a ~ o + 27.
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Apéndice D
Cuaterniones

El espacio euclidiano tetradimensional R* es un espacio bastante especial, ya que admite una
estructura multiplicativa natural. Esto se vuelve muy importante para aclarar la descripcion de los
espacios de parametros de los monopolos.

Consideremos un conjunto de matrices complejas de 2 x 2 en R?, las cuales de cierran bajo la
adicion y multiplicacion de la matrices por escalares reales y, por lo tanto, se puede considerar como
un verdadero espacio vectorial. Las bases del espacio R* esta dada por el conjunto de matrices

. 0 =y _ . _ (0 =1\ _ .
€1 = —i 0 = —101, €2 = 1 0 = 102,
(-0 (10N,
83 - 0 Z - 20-37 64 - O 1 — 12,

las cuales satisfacen el algebra
€16, = e es =€y, €nem = —0pm +Enmrer (M, m, k=1,2,3). (D.0.1)
La base {e,} proporciona un isomorfismo natural de R* a R* dado por el mapeo
X = e1x1 + eaws + e3x3 + e4xy — x, = (21, To, T3, Ta).

. 2
Dado que la base {¢,} es ortonormal, este mapeo no cambia la norma || X||° = 2% + 23 + 23 + =}
y tal isomorfismo es una isometria. Tenga en cuenta que una matriz X del espacio R* se puede

escribir como
1 — 14 —1Xy — X
X = ( 3,

—1xo +x3 X1+ 1Ty

por lo tanto la norma se puede escribir || X||* = det X.

Las relaciones de conmutacién es un caso particular de la bien conocida algebra de
cuaterniones. El espacio de los cuaterniones H se puede escribir como el conjunto de matrices
complejas R* equipado con un conjunto de operaciones matriciales estandares, o como el espacio
vectorial R* con estructura multiplicativa.

Como ey es una identidad multiplicativa, podemos escribir un cuaternario arbitrario como X =
T4 + xpe,. La operacion de la conjugacion cuaternidnica se define de la siguiente manera

X ==X =2,€, =24 — Tpey.
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Por lo tanto, si un cuaternion X se considera como una matriz en R*, su conjugado X es la matriz de
transpuesta conjugada. El producto de dos cuaterniones se puede calcular utilizando las relaciones
(D.0.1). En particular, tenemos XX = XX = | X||>. Las partes real ¢ imaginaria de un cuaternion
son

ReX = 1(X +X) = Xy, ImX = 1(
2 2

Los cuaterniones cuya parte imaginaria es igual a cero se llaman cuaterniones reales. Una unidad
quaternion satisface la relacion || X ||2 = 1. Claramente, estos cuaterniones corresponden a los ele-
mentos de R* con determinante de valor uno, es decir, el grupo cuaterniones unitarios es realmente
el grupo SU(2). Su espacio de grupo es una esfera S surge de manera natural como un subespacio
de R

Las nociones cuaterniénicas hacen que muchas relaciones sean compactas y transparentes. Por
ejemplo, las matrices euclidianas de Dirac v, simplemente se vuelven

X - X)=X,e,.

0 e
Yo = < e éb ) v A Wl =20,
“w
Como el conjunto de cuaterniones unitarios forma el grupo SU(2), las propiedades de transformacion
de vectores y espinores también se pueden escribir en notaciones cuaterniénicas. Recuerde que
las transformaciones del grupo SU(2) se pueden descomponer en rotaciones izquierda y derecha
comoSU(2), x SU(2)g. La unidad cuaternion X y Y se puede establecer en correspondencia con
los elementos de estos subgrupos: X — x € SU(2)z, Y — y € SU(2)r. Entonces un cuaternion
vector se transforma como v — X v Y, mientras que los cuaterniones spinores s, ¢, que corresponde
a las representaciones del grupo Lorentz (0, %), (%, 0), respectivamente, transformar como
s — X s; c—Ye.

En esté notacion, la ecuacion de Dirac euclideana para un espinor sin masa se puede escribir

(5 2)(:)-e

donde D = e,D, es el operador de Dirac cuaterniénico y D = e,D,. Este sistema se puede
desacoplar en par de ecuaciones de Weyl que describe fermiones sin masa de una quiralidad dada:

Dc =0, Ds = 0.
El operador DD = D, D,, es el operador de Laplace usual.

Los cuaterniones (pseudo)-scalares y (pseudo)-tensor pueden construirse por multiplicacion de
los cuaterniones espinoriales y vectores. Tomemos, por ejemplo, dos vectores v = v e, y w = wye,.
Uno encuentra facilmente que las partes reales de los productos cuaterniénicos vw y vw se transfor-
man como escalares mientras su parte imaginaria transforma como un auto-dual y anti-auto-dual
tensor anti-simétrico de segundo rango, respectivamente. En particular, la ecuacién cuaternionica

Dv =0,

la cual define el vector tangente T;,, puede escribirse en notaciéon de componentes como

1
D,w,=0, Dyv,—-Dyv, = §5WpUDpva =0. (D.0.2)

La segunda de estas ecuaciones es la ecuacién auto-dual para el tensor F,, = D v, — D,v,,.



Apéndice E
Geometria compleja

Mientras que el espacio de parametros siempre viene con una métrica que define la conexion
afin y el tensor de curvatura, los espacios de parametros de los solitones a menudo estan dotados
de estructuras adicionales, tales como las estructuras Kéahler e hiper-Kéahler que son requeridas por
las restricciones en la dindmica impuesta . En este apéndice, esbozamos algunos conceptos bésicos
e ideas en geometria compleja que son de cierta relevancia para el espacio pardmetros asociado a
los monopolos magnéticos.

E.1. Estructura compleja e integrabilidad

Una variedad es "casi compleja" si hay un campo de tensor J", que gira cualquier vector tangente
90 grados. Dado que girar 90 grados dos veces invierte la direcciéon, una forma invariante de expresar
esta condicion es
0T = =07
Un ejemplo para ilustrar esto es el plano complejo, donde la accion de J es inducida por la multi-
plicacién de un factor de ¢ a niimeros complejos. En términos de campos vectoriales holomorficos y
antiholomorficos, la accidon de J es diagonal:

0 .

2 ez
0 e
% — —l—z%.

Sin embargo, esta J en particular satisface muchas mas propiedades que una "estructura casi
completa" genérica.

La idea de una variedad compleja deberia ser que podemos escribir la variedad localmente por
C™, asi como una variedad real es algo que es localmente R™. La razén por la que una variedad
con J? = —1, se llama casi compleja es que, sin una condicién de integrabilidad adicional en J, no
hay garantia de que exista un sistema de coordenadas holomérficas z¥ y que podamos escribir .J en
una forma simple como la anterior. Para que la variedad sea realmente compleja, una estructura
casi compleja debe satisfacer la condicién de integrabilidad

0=J7 (OpnJ* —ad",) — I (0w, — 0,J%,,) .

153



APENDICE E. GEOMETRIA COMPLEJA 154

La expresion del lado derecho es conocido como el tensor de Nijenhuis. Si se cumple esta condi-
cion, la variedad se puede equipar con coordenadas holomorficas y antiholomoérficas en las que J
acttia diagonalmente, como en el ejemplo del plano complejo. Tal tensor J se llama una estructura
compleja.

El tensor de Nijenhuis se puede considerar como un mapeo N de un par de campos de vectores
a un tercer campo vectorial,

%N(X, Y)=[JX, JY] - [X, Y] - J[X, JY].

Tenga en cuenta que si existe un sistema de coordenadas holomoérficas, como se indico anteriormente,
podemos escribir cualquier campo vectorial X en términos de esta base de coordenadas para que
pueda descomponerse en un campo vectorial tipo (1,0) y en un campo vectorial tipo (0, 1),

0 0
X=aorF_— 478" =,
0zk ozk
Entonces es sencillo mostrar que el tensor de Nijenhuis que acttia sobre cualquier par de campos
de vectores es cero, lo que muestra que la condicién N = 0 es necesaria para la integrabilidad. Los
unicos hechos que debemos usar para esto son que J actua linealmente y eso

0] 0]
JX = —iz" — izt —.
02k ozk
De manera mas abstracta, la integrabilidad N = 0 sigue si el conmutador de un par de campos
vectoriales de (1,0) tipo vuelve a ser de tipo (1,0) y si la declaracion correspondiente se cumple
para campos vectoriales de tipo (0, 1).

E.2. Variedades Kahler e hiper-Kéhler

Una variedad puede equiparse con una métrica, como en el caso del espacio de parametros. Una
estructura compleja se define sin referencia a la métrica, pero ain se puede preguntar si deberia
existir una condiciéon de compatibilidad entre estas dos superestructuras. Una cosa obvia que se
requiere es que una "rotacion de 90 grados" generada por J es una simetria de la métrica. Es decir,
debe dejar la métrica invariante, de modo que

g(X,Y)=g(J X, JY)

para cualquier par de vectores X y Y. Esto se llama condicién de Hermiticidad. Ademés, cuando
una variedad tiene una meétrica, también hereda una conexion Levi-Civita que le permite a uno
transportar tensores paralelamente. Entonces una condicién natural compatible de cualquier su-
perestructura en una variedad con meétrica es que sea covariantemente constante. Una variedad
compleja con una estructura compleja J y una métrica hermitiana g se llama Ké&hler si

VJ=0.

Debemos de tenga en cuenta que para que la variedad sea compleja, J debe satisfacer la condicion
de integrabilidad, lo que restringe al gradiente de J. Ademés, dado que las derivadas en la definicién
del tensor de Nijenhuis se promocionan a derivadas covariantes en una variedad con una métrica
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hermitiana y con su conexion afin, algunos términos en V.J desaparecen si la variedad es compleja.
Resulta que los términos restantes se pueden agrupar en otro tensor, que desaparece si y solo si la
2-forma de Ké&hler
_ — ¥
Wpy = —Wyp = guyd ",

es cerrada, es decir, si tomamos la derivada exterior de la 2-forma w esta debe anularse
dw = 0.

Por el contrario, si VJ = 0 y la métrica es hermitiana, el tensor Nijenhuis desaparece y la 2-
forma de Kahler es cerrada. Tal variedad se llama Ké&hler. Una variedad se llama cuaterniénica si
existen tres estructuras complejas tales que (J (5))"; satisfacen la condicién de integrabilidad y que
adicionalmente obedecen la siguiente relacién algebraica

(J<S>)”7 (70)" ==, 4 et ()"

en cada punto. La idea es, una vez mas, que la variedad pueda equiparse con un sistema de coor-
denadas local que se modelan a continuacién en el espacio cuaterniénico H" = R*".

Cuando una variedad cuaternionica tiene una métrica, entonces, podemos requerir de manera
similar que esta métrica sea hermitiana con respecto a las tres estructuras complejas y que, ademas,
las tres 2-formas de K&hler N

wffy) = Guy (J(S)) .

v

sean cerradas
dw® = 0.

Si una estructura cuaterniénica tiene estas propiedades, la variedad se llama hiper-Kéhler. Debido
a que hay tres estructuras complejas conservadas covariantemente, el tensor de curvatura esté atn
més restringido. Una variedad hiper-K&ahler. 4n-dimensional tiene una estructura simpléctica de
grupo; es decir, el grupo de estructura de su haz tangente es Sp(2n).
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Noncommutative Dirac quantization condition
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The Dirac quantization condition (DQC) for magnetic monopoles in noncommutative space-time is
analyzed. For this a noncommutative generalization of the method introduced by Wu and Yang is
considered; the effects of noncommutativity are analyzed using the Seiberg-Witten map and the
corresponding deformed Maxwell's equations are discussed. By using a perturbation expansion in the
noncommutativity parameter ¢, we show first that the DQC remains unmodified up to the first and second
order. This result is then generalized to all orders in the expansion parameter for a class of noncommutative
electric currents induced by the Seiberg-Witten map; these currents reduce to the Dirac delta function in the

commutative limit.

DOI: 10.1103/PhysRevD.94.105024

L INTRODUCTION

Magnetic monopoles were suggested originally as a
source for symmetry between the electric and magnetic
fields being at the same time compatible with quantum
mechanics; they lead to the quantization condition of the
electric charge in terms of the charge of a magnetic
monopole now known as Dirac’s quantization condition
[1]. Several features of magnetic monopoles have been
generalized to the context of non-Abelian gauge theories,
where the 't Hooft-Polyakov monopole [2,3] gives a
configuration that for long distances from the source
reduces to Dirac’s solution.

The analysis of magnetic monopoles has contributed to
the development not only of mathematical tools, but also
to the understanding of at first sight unrelated systems.
More recently, monopolelike structures have appeared in
different contexts such as superfluids and Bose-Einstein
condensation; experimental work has permitted the build-
ing of systems with properties analogous to them.

In the formulation due to Dirac, a nodal singularity
(Dirac’s string) is present since the gauge potential of the
electromagnetic field is ill defined along it; this can be
reformulated as the condition that the wave function of a
particle moving in this field should have a nonintegrable
phase [1.4].

To avoid the presence of singularities, Wu and Yang [5]
introduced two coordinates charts for the magnetic monop-
ole and separated its gauge potential accordingly; the
resulting gauge potentials are then regular in their respec-
tive domains and can be connected by a nonsingular gauge
transformation in an overlapping region.

T
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In [6,7] the extension of this construction to the non-
commutative framework was considered. For this purpose
noncommutative Maxwell’s equations with group U, (1)
were written using a star product and the associated gauge
potentials and electromagnetic fields were derived in a
perturbative treatment in terms of powers of the non-
commutative parameter. Dirac’s quantization condition
was shown to fail to second order in perturbation theory.

In this work we investigate the validity of Dirac’s
quantization condition using the Seiberg-Witten (SW)
map [8]. As it is well known, this map allows a straightfor-
ward construction of a noncommutative gauge theory from
a commutative one, the basic ingredients being the knowl-
edge of the commutative gauge potentials, gauge param-
eter, and matter fields. Over the years a lot of effort has been
put into obtaining closed expressions for the noncommu-
tative fields at arbitrary order in the noncommutative
parameter; fortunately enough, an iterative procedure that
completely solves the SW map is known [9,10].

Starting from the gauge potential of Wu and Yang, the
SW map will allow us to obtain explicit expressions for
the noncommutative gauge potentials to arbitrary order on
the noncommutative parameter. A general Ansatz for the
gauge potentials of the noncommutative monopole field
can be guessed; we exploit their symmetries to investigate
the noncommutative corrections to the classical gauge
parameter. It is important to mention that the potentials
obtained by the SW map are nonsingular in their domains
of definition. It turns out that the noncommutative correc-
tions can be calculated explicitly by an iterative procedure
and they can be shown to vanish. Dirac’s quantization
condition is then preserved in this scheme.

The knowledge of these potentials can be used in turn to
write down modified Maxwell's equations and from them,
by following a similar procedure as in [6,7], we obtain the

© 2016 American Physical Society
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noncommutative Ampére and Gauss laws. Once this is
achieved, we use these equations to deduce possible
sources for the electromagnetic field that may arise due
to noncommutativity instead of imposing a structure on
them from the very beginning. More specifically, we let
open the possibility that an electric current may be present
into the noncommutative Maxwell equations; its existence
is a consequence of the fact that the DCQ is preserved using
the SW map. Similar arguments have been considered
previously in the literature in other contexts [11].

The paper is organized as follows: In Sec. II we review
the construction of noncommutative gauge theories using
the SW map. The general expressions for the noncommu-
tative gauge fields to arbitrary order on the noncommuta-
tive parameter are then discussed in Sec. III. The classical
DQC is then discussed in Sec. IV and in Sec. V non-
commutative gauge transformations are analyzed. Modified
Maxwell’s equations are formulated in Sec. VI and the
induced sources are identified. The solution to Maxwell’s
modified equations involving the noncommutative gauge
potential and gauge parameter is then given in Sec. VII;
there it is shown that the noncommutative corrections to the
gauge parameter vanish and hence the DQC is preserved.
‘We finally end with our conclusions.

We work in 4-dimensional Minkowski space-time
with signature (—, +,+.+): we shall use units in which
h = ¢ = g=e =1 throughout, unless otherwise stated.

II. THE SEIBERG-WITTEN MAP

A. Noncommutative gauge theories

Noncommutative gauge theories need noncommutative
gauge fields to define covariant derivatives. If we have a
matter field transforming as §,® = il * @, then

D,®=9,8—iA,+® (1)

defines a covariant derivative if the gauge field A, trans-
forms according to the rule

514, = B+ (1A, )

Here [A.B], denotes the Moyal-Groenewold bracket
[A.B], == Ax B — B+ A. Similarly, we can define

F, =8,A, —3,A, —ilA. AL, 3)

as the field strength with transformation law
8,F,, = i[4. F,].. In this case the covariant derivative
Egq. (1) is compatible with the gauge transformation

A, > A, =Usx AU +iUx8,U",  (4)

where U := ei}’(']. Therefore, from any commutative

gauge theory as a starting point, we could construct a
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noncommutative one by substitution of the usual product
of functions by the Moyal product. The noncommutative
invariant action for the gauge sector is then

§= /d",rF’“ *Fy,. (5)

However, for a Lie group G, with corresponding Lie
algebra G generated by n elements {T,} satisfying
[T,.Ty] = fupT,, we have in general

[ A, = (35 FL, = Fi, « )T,T,

1
=3 (A% % Fb, — Fa, % AP)[T,, Ty)

1

+5 (4% % Fp = Fj s P{To. Ty}, (6)

357

where A, = AT, and 1 = 2T, with @ = 1. ..., n. These
gauge transformations generate components in the envel-
oping algebra I/ of G obtained from all the products of G.

Since
1 1
T,T,= 3 [TaTo] + E{Tw Ty}, (7)

the enveloping algebra can be obtained by repeatedly
computing all commutators and anticommutators until it
closes assuming that in general we can write

[Tl = if6 T, {E, Tk =i, T (8)
An example of the above relations is given by the Lie
algebras of the group U(n) where in the fundamental
representation they coincide with their enveloping algebras.
A Lie algebra coincides with its enveloping algebra since
this depends on the representation. For instance, in the case
of SU(2) in the fundamental representation, the generators
are the Pauli matrices, satisfying [o,,0;] = ie 0.,
{64.04} = 28,1. Thus, the enveloping algebra contains
the unit matrix besides the Pauli matrices, i.e. it corre-
sponds to U(2). For the vector representation, the gen-
erators are (T,), = ie5, and it can be shown that its
enveloping algebra is given then by U/(3). This means that
the number of degrees of freedom of a noncommutative
theory is higher than that of a commutative one.
Nevertheless, the number of gauge parameters will also
increase, implying that some of the new degrees of freedom
can be gauged away; the Seiberg-Witten map is such that
the number of degrees of freedom is the same in both
commutative and noncommutative gauge theories.

B. The Seiberg-Witten map
String theory points to a relation between standard gauge
theories and noncommutative ones in terms of a gauge
equivalence relation dictated by the Seiberg-Witten map [8]

105024-2
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A (A+5,4:0) =A,(4;0) +5;A,(4:0).  (9)

where A and A are the standard gauge field and gauge
parameter respectively; this is the analog of the ordinary
gauge transformation

5,A, = 0,4+ i[4, A,,} =D,A. (10)
‘We can rewrite Eq. (9) as

51A,(4:0) = A (A +8,A:0) — A,(A:0) = 5,A,(4;0).
(11)

The ordinary gauge transformation on the right-hand
side of Eq. (11) acts on the components of A when it is
expanded as a power series in @ and the noncommutative
(NC) gauge field Aand NC gauge parameter A are assumed
to have the following functional dependence [8]:

A, =A,(A0), F,

w=FLA0),  A=R,(140)

(12)

It should be noted that Eq. (11) can be implemented for
linear and adjoint representations.

The Seiberg-Witten map is a tool to construct non-
commutative gauge theories having an explicit dependence
on the commutative fields and their derivatives; it has the
characteristic feature that the number of degrees of freedom
of the original theory is preserved. For a noncommutative
gauge theory constructed in this way we have

58=35;8=0. (13)

This result implies invariance of the action; it can be
understood either in terms of the noncommutative fields,
with associated noncommutative gauge transformations
Eq. (10), or directly in terms of transformations involving
the commutative fields. It is known that the map can be
written for any gauge group [12-16], and it can be solved
iteratively [9,17]. The first step on the solution consists in
writing the fields as a power series on the noncommutative
parameters,

A, =A0+ AL+ A2+, (14)

Equation (9) should then be solved simultaneously for
ﬁ,, and ﬁz and this can be cumbersome especially when
looking for higher order solutions in #. In general, the
commutative parameters / associated with a linear repre-
sentation, where 6,9 = iA® = (4°T,®, satisfy the follow-
ing classical cocycle condition:

(04104 = —[a. f|® = 8_;[, D, (15)
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or equivalently, the ordinary gauge consistency condition

Sl = 0p0y = O_jjupy- (16)

The noncommutative parameters must depend on the

commutative gauge fields, A= 1?\;. (1,A;6) and in analogy
with the commutative case we can write

5.9 = iA, * . (17)

As a consequence we have

8,55% = 6,(0;®) = i, Ay« & + iRy 5,9,
=5, Ay x & —Ryx A, + D, (18)

or
6405 = (i8, Mg — i8pA, + [Au. Ag) x B, (19)

Hence, we have the transformation law for the noncom-
mutative parameters,

i85 — i858, + [Ag Agl, = iR jp - (20)

In order to solve this equation, we write a series
development

Ri=a+ A+ A2 4., (21)
The solution to first order A' is [8]
A@r,A) =2+ %evqa,,&.m} +0(). (22)
Inserting this solution into Eq. (11) gives
A(A) = A, -iew{A,,. DA+ F}+0(6%). (23)
and the associated field strength has the form

. 1
F,, = F,, = 76"({4,.0,F,, + D,F,,}
= 2{Fy. Fp}) + O). (24)

The solution for matter fields to first order is then
. i - |
D=+ 59" -A,0,® + EA,,ALQJ (25)

in the fundamental representation. On the other hand, for
the adjoint representation the equation to be solved is

5,® = i[A, ],; the solution is
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b=a- %W”{AP, (D, +9,)2}+OF*). (26)

Higher order terms can be obtained in the same way, or by
use of the equation [8]

a

Y s
oo ? =

v (27J
where ®' 4 18 Obtained from the first order term of the map
by substituting the fields by their noncommutative counter-
parts, all of them multiplied by the Moyal product.

As mentioned before, the most general solution of the
SW map has an infinite number of parameters. Depending
on the problem at hand, some solutions may be better suited
than others [12-16]. A nice feature of the above solutions is
that corrections to the field strength vanish if the commu-
tative field strength vanishes.

II1. SEIBERG-WITTEN MAPS
TO ALL ORDERS

In this section we review the main features of the
solutions to the SW equations.

A. First order solution

In [8] the first order solution was given as

i o= %9"”{8“1.@}‘ (28)

1
Al = —ZB"”{AE. 0,AY + F2,}. (29)
The field strength is calculated as

1
F)l'ﬂ = _ZBF'L({AE'OVF?/' +D”F2[’} —Z{Fg,,.Fg,_})‘
(30)

‘We may rewrite this expression in terms of the first order
potential A] and the commutative potential AY. After some
simplifications we obtain

| 0 05 A0 0
BA} - B,Al = -0 (A3, FY, + 8,A%9,A0 - FY,FS,),

(1)

where F, = ;A — 0,47 is the field strength tensor at zero
order. From this it follows that

Fl, = 8,4 - 8,A! + 60,A%9,A° (32)

w rep [ 4 v

This rewriting will be useful in later calculations.
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B. Second order solution

The second order solution of the SW map was given in
[18]; it can be recast as [9]

1
A= -g @ (AL 0.4 +{Ap 0.0, (33)

1 ;
A7 = —g 0 ({Aw 0,A) + o} + {ARL8,A; + Fuu }).

(34)
In terms of first order solutions, the field strength at the

second order [18] can also be written as

b v

R 1
2 = ‘§9‘“‘({Ag-3 FL+ (DDFYP)I}
+{AL 8, + 8, R} ~B{FS, FL)

re T Gl
- 2{F..F.}). (35)

Here the covariant derivative (D, F. r.v)l is given by
1
(D,Fyp)' = B,Fy, +50V{0A0. 05F5, ). (36)
Using now Eq. (34), the expression DYA,% - 6PA3 is

calculated after a lengthy but straightforward procedure;
we have

1
DA = 0,42 = =0 (LD, F), + AL, F

rp 7 "
- F(YJHF‘EI' - F;FFSL
+ 0, A10,A0 + D, AVD,A}). (37)

If we compare this equation with the field strength tensor
given in Eq. (35), we get the following expression:

1 I :
Fy = 0,02 = 8,83 + 10*((0,A10.43 + 8,4%0,4))

1
= EB"ﬂAga,,AEBﬂFO (38)

rpls

which is very similar to Eq. (32) obtained previously to
first order.

C. nth order solutions

Based on the previous results for the first two order
solutions derived from the SW map, the following general
structure of the solutions can be proposed [9]:

1

=g AL DAL, (39
7| 4(”+ 1) P+§=n{ s Yy },}*r ( )
1
A:Hrl [ —— AP, A[" FE . 40
=t ™ 2 ALAAT+FLY.,. (40)

prg+r=n

105024-4



NONCOMMUTATIVE DIRAC QUANTIZATION CONDITION ...

They are recursive relations for the noncommutative fields
and by doing calculations similar to the previous ones, we
can rewrite the nth order term of the field strength as

i
ntl _ i E : p q q
Fyﬂ 4(}1 + 1)9’ p+q+,="({All' BD‘FW + (Dbe{l) }
—2{Fl. Fl.}.0). (41)
where

(D,F,,)" =8,Fs,—i »  [ALFl.. (42)

prqtr=n

Here the sum is over all the values of p, g, and r such that
P+ g+ r=n; the subscript *" in a commutator [f, g,
means that we only consider the contributions of the form

() *fg(x):%(%‘) T

Xy 04, (D), Dy 9(x).  (43)

It is possible to find the same solution from a differential
equation introduced in the original paper [8]. This equation
is often called the SW-differential equation and is obtained
by varying the deformation parameter infinitesimally
0 — 0 + &0; the solution of the SW differential equation
to all orders has been considered previously in [19].

These solutions admit homogeneous contributions with
arbitrary coefficients. This was noted previously by various
authors in [16,18,20,21] because the second order fields
admitted different solutions; more recently this has been
discussed in [22,23]. Therefore, the most general solution
should include these homogeneous terms; however, the
main drawback in doing so is that recursive relations are
more difficult to obtain to all orders.

1IV. DQC IN THE WU-YANG APPROACH

In Dirac’s original paper [l], a singular solution of
Maxwell’s equations represents a magnetic monopole and
the Dirac string is defined as the line where the gauge
potential A, for the magnetic field becomes singular. The
string is not observable since it can be rotated by a gauge
transformation; this gauge transformation is also singular.

Dirac’s solution has been generalized as the 't Hooft—
Polyakov monopole, where the field is smooth gauge
potentials. The question of having something similar for
the Dirac string was analyzed in [5], where Wu and Yang
found a smooth construction of Dirac’s monopole by
separating R3/{0} into two overlapping hemispheres
defined as follows:

RVN:0<8<x/2+56,
RS:z/2-6<8<nm

r>0, 0<¢ <2
r>0, 0<¢<2m.
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R and R® are the north and south hemispheres and in both
hemispheres 7 € (—oo0, 00); we have thus an overlapping
region RN N RS. Each hemisphere is parametrized by an
independent set of coordinates; associated with them
there are two potentials A} (x) and AS(x) that are singu-
larity free everywhere in the domains of their definition.
Explicitly we have

N N N N g _

Al =AY =45 =0, A¢—r5_ 8(1 cos9),
5 _ AS _ AS _ s__ 9

A} = A7 =45 =0 b= rsins(l+cos'9)'

(44)

These potentials are required to satisfy the following
conditions:
(1) They are related by a gauge transformation in the
overlapping region.
(2) The magnetic field is obtained from their curls.
(3) In their respective domains, both potentials are free
of singularities.
The gauge potentials in Eq. (44) are related by the gauge
transformation

A, — AL = A, + e’ 7209,
=A, +3,4(x) (45)

in the overlapping region RY N RS with corresponding
gauge transformation

A(x) = 2g¢p = 2garctan(y/x). (46)
It is a single-valued function only if
2ige = integer = N. (47)

Equation (47) is known as Dirac’s quantization condition

(DQC) [1].

A. Wu-Yang procedure in Moyal space-time
The basic ideas for the generalization of the above result
to noncommutative spacetime will be briefly discussed
here. First, we look for noncommutative potentials Af}’ (x)
and A3(x), such that the following happens:
(1) The potentials in the overlapping region are related
by the gauge transformation

Aﬁ’/s(x) = Af,/N(x) =Ux A,iws(x) = U~}
+iUx9,U (48)

where U is an element of the noncommutative
group U, (1).
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(2) Maxwell’s equations with sources for the magnetic
charges hold.

(3) There are no singularities in the potentials due to
noncommutativity; the potentials remain free of
singularities as in the classical case.

The above conditions are similar to those mentioned in
Sec. IV but adapted to the presence of noncommutativity.
In particular, the second condition is imposed to find a
relationship between the noncommutative gauge parameter
and source terms. We will follow a perturbative treatment
where the noncommutative gauge potential is written as

A, =AS+ AL+ AZ+O(). (49)
meanwhile the gauge parameter admits a similar writing
A=+ + 224 00°). (50)

If the DQC is preserved then the noncommutative con-
tributions to the gauge parameter should vanish.

V. NONCOMMUTATIVE GAUGE
TRANSFORMATIONS

The SW map is compatible with noncommutative gauge
transformations of the form

A, A =UxA,xU" +iUx3U",  (51)

where U € U, (1); the elements in this group are written as
Ux) = oM — 4 iA(x) + %}E(x) *Ax) 4+ (52)

The gauge group element up to second order in # can be
determined using previous results in the literature [6,7]; its
explicit form is

gragki

iA(x) i) 4 = eij(")apakﬂ

By =2 B

x G 8,0, + %aqaa,a) LO@). (53)

In the construction of the U, (1) gauge theory [24-26], the 2
function is independent of #. Nevertheless, the elements

) can be decomposed as ) x ¢ %) [24] where all

the dependence on #, coming from the Moyal product, is
contained in the function A'(x, 8).

On the other hand, the noncommutative gauge trans-
formation Eq. (51) up to second order is given by
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AY = AY + 9,4(x),

Al = Al —049,4(x)0,A0 - %B"’Bki(x)@,@,-i(x).
A? = A? — 019, A(x)0,A] + %eﬂawapz(x)
1
% d, (akl(xJO,A? - gaki(x)c'h@,-i(x)) ; (54)

where we have used the same procedure given in [6,7]. To
conclude, due to the first requirement in Sec. IV, we use
Egs. (54) to require that the following equations hold:

AV A% 4 5A(x),

i

AN S A5 MY A(x) DA - %9“6,(,1(4-)3,6,.,1(::).
A = A7 - 03 A(x) 04T + %eﬂaﬂqa,,a(x)
1
x 8, (6541():)6,,4,-5“ + 3 0uA(x) a,a,,z(x)) : (55)

In the following section we analyze the second requirement
of Sec. IV, i.e. that the gauge potentials should satisfy
Maxwell’s equations.

VL. NONCOMMUTATIVE MAXWELL’S
EQUATIONS IN FIRST AND SECOND ORDER

A set of noncommutative Maxwell’s equations for a
static monopole

D, = Bw =0, (56)
D, s =72, (57)
D+ =0 (58)

was proposed in [7]. Here

D, =9, —ielA,.,.
ﬁ.lua — au‘ap = apAy = ie[;{w‘av}t (59)

are the noncommutative covariant derivative and corre-
sponding field strength tensor respectively. The dual field
strength tensor is Fro= %d"’ﬂﬁy&. Equations (56) and (57)
are called Ampére’s law and Gauss’s law respectively; they
are the analogs of the standard expressions in classical
electrodynamics. Equation (58) is known as the continuity
equation.

In contrast to [6,7], we do not consider the previous set of
equations but a modification of it. Indeed, we first apply the
SW map to the gauge potentials of the Wu-Yang approach
to determine the corresponding noncommutative gauge
potentials and, using them, we will verify if the DQC is
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preserved order by order on the @ parameter; after that
electric and magnetic sources, if any, will then be deduced
from the modified Maxwell's equations.

Since we are considering a static monopole solution, we
have j’; =0, i.e. there is no magnetic current. Also, ‘72 =
p(r) = 4mgs(r) + p'(r) + p*(r) + O() is the only non-
vanishing component of the 4-dimensional noncommuta-
tive current J¥, giving rise to the total noncommutative
magnetic charge

= [ B (60)

This is a gauge invariant that can be calculated perturba-
tively; in the classical case it has the value g. In the static
case we also note that the continuity equation is satisfied
identically. In the following we move along the lines
of [7].
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A. Ampeére’s law

For a static solution, the electric field E' = F¥" =(
vanishes, and all time dependence is suppressed. In
consequence, only the spatial components of Ampére’s
law provide nontrivial information. Let us focus then on
D, F* i=1,2, 3. We have

Dy x F* = g b —i[A,, F¥,
= Oy(F{f + Ff + F¥)
~ i[AY + A} + A}, F¥ + Fik 4 FiF),
= O FE + O Fif + O FF + 0r10,A%(0, Fif
+ 0, FiF) + 6719 ,A10,Fif + O(6°), (61)

where F‘;k, Fjlk, and F}k are the field strength tensor

components up to second order on 6. Their explicit
expressions are known from the SW map; using them
we obtain

Dy x Fik = 0, (D'Af — 0°AY) + 0, (9'A% — BFAL + 0790,AL0,AL) + O, ('A% — FFAL+079(D,A50,AL + 8,A1,A%))
+ 070,400, (AL - O*Af + DAk — GFAT+079,ALD AL) + 0710, ALD, (AL — B*A)) + O(F)
= MO B) + MO B] + MO BT + 011(0,(0,A00,A8) + 0,A0™ D, BY) + 079(0, AL D, B} + 8,40, B]
+ 0,(8,A10,AL + 9,400,A%) + 070,A38,(8,A50,A%)) + O(6*), (62)

where we have defined €“B}:= (§'AL - 9*A]) in
accordance with our choice of signature for Minkowski
space-time.

In the commutative case, Ampere’s law in its differential
form is normally used to deduce the rotational of the
magnetic field induced by an electric current, but it can also
be used in the opposite direction, namely, to infer the
electric current associated with a given magnetic field.
According to this, let us write

g 4x ...
D, * Fit = 7"1;, (63)

where JL = Ji + Ji| + Ji, + O(6?). Notice that we are
thus allowing the presence of an electric current into
Maxwell’s equations. It follows from Eq. (62) that
(V x E'3’0)[ =Jo,
(V x B') = 071(8,(0,A,0,A%) + 8,Ae™0,BY) + I,
(Vx BY) = 0r9(3,ALe*a, B) + 0,40 d), B!
+ D (8, A1 8,45 + 9,A50,A%)
+670,A00,(0,A,0,A7)) + T, (64)

where i, j, k=1, 2, 3.

B. Gauss’s law

We now proceed in the same way for Gauss’s law. We
have first that

- | A ; g &
D« FO = Ee"’-'kD,- *Fy = —EEU"D,- w Fy
L .
= =5 H(O(F) + Fly+ F},)
~iAY 4 AL+ AL FY 4 Fl 4 F3L)
L i
— ijk 0 L 2
= —EE” (B,Fﬁ"‘ B;Efk+B;ij

+ 699, A0(3,FY, + 8,FY,) + 073,410, FY))

P q

+ O(63). (65)

Using Egs. (30) and (35) into Eq. (65), we can write
Gauss’s law as

. e B
DxFY —Jl= —Ee'fkejk,a,-B{] —4ngd(r) — Ee”"ejk,a,-B’i

. 2
—-p'(x) - 55”‘5;'&13-‘3‘2 - (x)

1,
— 50 ,A%,(0,410,A7).  (66)
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where we have used the fact that
e“"@"‘f@ A‘.’B Fc.', = —eikgrag.(o A‘}Bqu),
e"l"‘B”‘f(B A% F',k +9, Ald,F%)

q° jk
= -2eikgria,(,A10,A9)
+ eiikgragr A%, (9,4%9,A9), (67)

together with the series expansion of .IO We further note
that by a permutation of the indices, the last term in Eq. (66)
vanishes. Since 56”‘ J,d<9,-B,, =V-B" , we find the simple
result

|

(V2B,)' = [V(V - B,) + V x (V x By
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V.B' = dmgs(r). V-B'=-p'(r).
VB = —p(r). (68)
These equations are similar to Eqgs. (64) in that they

allow us now to identify the sources of the modified
monopole field.

C. Combining Ampere’s and Gauss’s laws

Using the identity V2B, = V(V -ﬁﬂ) +V x (VxBy)
we now combine Eq. (68) and (64) in the usual way. We
obtain then for the i/ component

= €3, (eXmd,BY, + € d,BL, + eXm 3, B2, + 914(0,(0,A%3,AL) + 0,403, BY,)
+ 079(2, A1 47D, BY, + 0,A%Hm D, Bl + 0(8,AK0,Ah + D,AL0,AL) + 070,A%0,(0,450.A%)))

= (5”5_]'":
+ QP‘I'(((S'lﬁj"’
+€i49,(00,4%9,(9,Ak,AL))).

It is natural to ask whether Maxwell’s equations and
corresponding sources derived from the SW map are
compatible with the perturbation expansion approach
used in [7]. In this section we have calculated the
equations of motion at zero, first, and second order
given by Egs. (64) and (68). It should be noted that
the Maxwell equations derived here are compatible
with the set of equations of motion given by Eqgs. (28),
(31), (32) and Egs. (23), (26), (27) of Refs. [7.27] for
the Ampére and Gauss laws, respectively. However,
contrary to [7,27], we have not assumed that the
electric current vanishes and indeed we have the result
that the SW map induces a nonvanishing electric
current J,.

VII. SOLUTION OF THE NONCOMMUTATIVE
MAXWELL’S EQUATIONS

We now use the SW map to determine the analytic
expressions of the gauge potentials Al’}’ and A"}" to all orders
in the noncommutative parameter . Both potentials satisfy
Maxwell’s equations with an appropriate source for the
magnetic charge. As a consequence, the criterion 2 in
Sec. IV is satisfied for our potentials.

For comparison with previous results in the literature,
we fix the values of #* by imposing @' = —@”'; all other
components are set to zero. Furthermore, we use the
original potentials of Wu and Yang, Eqgs. (44), in
Cartesian coordinates. In the following N and $” denote

— 5im§1)D,0,(BY, + B, + BL,) +074(e11k0,0,(0,AkD AL )+ (55
5m51),(8,A18,BS, + 8,49, BL,) + €7£3,0,(8,A

- 8m51)0,(0,A09,BY,))
AkD, AL+ 8,A50,AL)
(69)

I
the zeroth order terms in @ in the northern and southern
hemispheres, respectively, and r == \/x* + y> + 2.

The gauge potentials to zero order in Cartesian coor-
dinates are

(r-z) r-z)
AN = —y— g A= -
1 4 (x- +y3)r 2 (x% + yH)r
A=y T +32) S0 _ _ (r+2)
(11+\ e (@ +y)r
AN0 — AN _ A0 — AN — A0 =, (70)

It is important to investigate the explicit form of the
gauge potentials order by order to deduce a possible
symmetry in the solution. For this purpose, we have
calculated the spatial components of noncommutative
gauge potential ;l.“ up to third order on perturbation
theory explicitly and we have observed the following
symmetry:

AV i fIS),
RO o AANIS)
ANTSIZ g i fNIS),
APNISE — g fINIS), (71)
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where f sl f (N/5) are some functions having the general structure f,
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(NIS) — pNIS)(y2 42 7). Based on this

analysis of the first three order solutions, we can conjecture the general Ansatz

AN _

where ¢;; is the 2-dimensional Levi-Civita tensor, completely antisymmetric on its indices. The functions f‘
mentioned before have the following explicit expressions:

—exi fIS), (72)

N/S) (N/S)

"

wys) _ L (r¥2)
0 ?
S _ P (r ¥ 42) + 2207 (5r F 62) + 2 (r F 2)
1 215p4 i
s _ 25+ (19 80) + 25310 F 24r) + S5 (112 7 157) 44T F 1)
2 2057
f(,w_;] _ 13/)"] + 8:p8(40z F 13r) + 2z3p6(370z F 263r) + 325f)4 (2033_ F 162r) + 4;:7/)2(72: F65r)+ 562° (zF7r)
3= 8pPr10 :
(73)
f
where p?=x2+y>=1>—2z* and the upper (lower) where m=0,..., 3 means the perturbation order; the
sign in the above expressions refers to the north (south)  nonzero components can be written explicitly as
hemisphere.
An important criterion we should verify for the N/S)e (1 F cos(9)) csc(9)
potentials is that they must be singularity free. For this Ay =+ r ¥
purpose it is convenient to find the components of the Favss(@)csc? (8)
potential in spherical coordinates (r, 9. ¢); a straightfor- A“WSJ = —N"Siz
ward calculation shows then that the potentials A",V and Aﬁ br N
are given by AP _ igN/S(‘g)CSC’ 9
. s 1287°
Af,v"' = A= :Agm =0, = N — AWIS) _ _hN/s(‘g)CSCT('g) (75)
“," ¢ 102477
AP — A=A =0, AS=f5-2  (74)
! ! ’ ¢ sing where
|
fays(9) = F 10cos(9) + 2cos(28) + 2cos(39) — cos(48) + 7,
gnys(8) = F 327 cos(8) + 80 cos(29) % 75 cos(39) — 64 cos(49) + cos(59) + 16cos(69) F 5cos(79) + 224,
hys(8) = F 9112 cos(&) + 2080 cos(28) £ 2180 cos(38) — 1844 cos(49) F 36 cos(58) + 686 cos(69)
F 270cos(79) — 65 cos(89) + 70 cos(98) — 14 cos(109) + 6325. (76)

From these expressions it is seen that in the limit where the
polar angle vanishes, 9 — 0, the components A:'" — 0, and
when & — 7 we have A;”‘ — 0. Therefore, both potentials
Ag"' and A;’" are singularity-free in their respective regions
of validity; noncommutativity does not add divergences to
the gauge potentials up to this order and we expect this to
be a general feature.

‘We now use Eq. (71) to find the sources associated with
the Maxwell equations given in Sec. VI. If we insert

Eq. (71) into Egs. (64) and (68), we find that the electric
sources are given by

N/S)i
TR~ g,
J(E’;ffsli — gsiﬂxjg(Nfs)
JE’P;./'S)! _ 9_51;3)(;9(1‘1/53 (77)

where
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ws) _ 3
g =g

SIS | 3[F 422r F 9p? £2(r F 2) + 5%
2 N ”

(78)

rl(]pZ

‘We notice nonvanishing contributions to the electric current
due to noncommutativity. As for the magnetic charge we
have an effective magnetic charge given by

92
Arge = 4m + 211'r—4 \ (79)

up to second order on the noncomutative parameter. This
result can be obtained by calculating the line integrals
fr/"i(N/SJ. -ds and [.A"™/*" . s, here T is a circuit of
radius r on the equator (8 = z/2) positively (negatively)
oriented for the north (south) hemisphere. It is clear that
as @ — O then g — 1.

A. The noncommutative parameter f\:fi;‘ (.45 8)

Having arrived at a general Ansatz for the noncommu-
tative corrections to the gauge potentials of the magnetic
monopole, we now proceed to discuss the DQC. The main
point to be analyzed here is if the @ corrections to the
standard gauge parameter A can be made to vanish when
the gauge potentials are obtained from the SW map.
From Egq. (28) the noncommmutative parameter I\,z to first
order is

1
Al = =S 0A30,0. (80)

The partial derivatives of the standard gauge parameter
have a particular symmetry that is of great importance for
the calculations that follow: from Eq. (46) explicit calcu-
lation shows they can be written as 94 = —¢, jx’ g, where

g:= (zzfr, and furthermore, the corresponding potential is

such that A} = —e.x' f; as pointed out before in Eq. (72).
Using these two facts we compute the noncommutative
correction A' to the gauge parameter as follows:

Au+l =

- (o n
e A
_ &
4(n+1)

1 ) n

B TEAA )

+{43.8,, A"},

e {AL, . B, A b
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1 )
A= _Egekl(_eh‘xlfﬂ)(_eljxjg)
1 ; 2
=- ngkfekix'f(leljx‘g

1 : . 1 .
= - Eﬂﬁfx'efjxffng = —iﬂe;jx'xffog =0, (81)

where we have assumed #'2 = -¢?!' =@ as the only
nonvanishing components and in consequence & =
0'2eM = ge*!, We see then that by using the SW map,
the DQC is preserved to first order. The next step is to
calculate the noncommutative second order correction A2,
From the explicit expression in Eq. (33), we can write

= —%9“({,4,{.8,/1} + {AY A}, (82)

The second term of this equation is zero, because we have
already shown that A' = 0. Therefore, we only need to
calculate 8*/{Al, 3,4}. From the previous section we have
already computed the gauge potentials up to second order
on 0 and these can be written in general as A} = —e;x'f
where f is given in Eq. (73). Taking this into account and
following a procedure similar to the calculation of A', it is
straightforward to show that the gauge parameter to second
order also vanishes, i.e. A2 =0.

B. nth order A
We now proceed to discuss the general case. First we

recall the fact that the noncommutative corrections to the
gauge parameter have the general form

1

atl _
B 4(n+1)

o1 Y (ALY, (83)

prgtr=n

It is straightforward to see that the (O(¢") contribution for
the anticommutator {Af .0;A},,. for r an even number,
vanishes; therefore, we can write

8,4} + AR 0, A -+ (Al 8, A} + -+ {40,,8,,A"})

1y i

3,4} +{Ap A, A + -+ {4, 0, A"} + {A5T, 8, A+

+ {Ailll'ah)‘}tnwl + {Ag'aMA&}ww] + {Agl alqj‘}m)' (84]
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NONCOMMUTATIVE DIRAC QUANTIZATION CONDITION ...

Nonvanishing contributions of the anticonmutator
{A, B}, exists for k even, where A and B are functions
of x'; therefore {A} . 3,4}, =0 for s odd and
{Aj, 8,4}, = 245 +° 0,4 for s even.

We have already seen that the noncommutative correc-
tions A! and A2 vanish. Let us now assume that this holds
up to the nth order, i.e. A" = 0; we would like to show that
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case taking only into account the dependence on the
coordinates of the gauge potentials and the gauge
parameter.

We write then 8, A= —¢, ;x/g and A, = -¢,x'f
together with #1%1 = g'2e*1 = @11, we have

1 A
this assumption implies that the expression A+, A= - (E) GA oo Gla
A"H s _—l gh X aﬂnu ) BﬂhAmalfnu o 'aha'v'l}‘
4n+1) (86)
x ({Azl.a‘.i} + Z{A:.‘iab,ﬂh) (85)
=1 where
for the (n + 1)th order also vanishes. . ;
In the previous section we have conjectured the general s DAy, = =€4,i(8, 0y 0y, -
Ansatz for the gauge potentials, namely Aj = —Eﬂix’f", 4 5.:: O O f + X’BF,, B
where f, is some function. Assuming this and using a i )
similar procedure as in Eq. (81), we obtain for the first Oy 0,0, = _‘bu(&'}@abs 09t
term of Eq. (85) the result *1*1 A}, 9, A = 0. For the second ) By, -8, g+ X8, -8, ).
n 2 n 2 n+l
term we need to calculate the general expression ’
e {Ars. 0, 4}, for s even only since, according to a (87)
previous remark, all the contributions with s odd vanish. In
the following we calculate this quantity for the most general ~ In consequence
|
1 fi\» . .
GHJLIAJII L BHA = F (5) QRIS st [( 2 .“ .M-mf G ol - ﬁ.:'”laﬂz U aﬂnf)efjx’abz T a"n+|g
i ei ‘xla 2 y,‘“f(ﬁ{’ap; o p,,.Hg +- 4 ﬁinq»la T abng) + Eij't'xjay a;i,,.,_]f(i y,,.ng
£ ( l" M»nf & vl 5:1”1 a.un-f) 41(5‘{’6”1 o 'ahug Fa s 5'{n+|a’/2 o ahg)‘ (88]
The first two terms of this equation, that we denote as §,, can be written in the following form:
L fi\" 3
S" - F (z) G 9""+l'l"+l(€”21xjaﬂ‘l Hn+|fa"‘[ by 6 n+lg] s €Fn+|lx aﬁ o 8ﬂnf[3"2 T 6%}69..“9
+ Eivzxjaﬂzlam #.Hlf]di-x P Vﬂ+lg o mnah E"muf [6ﬂz o ] #n+|f6m : 'abng)‘ (89)

or equivalently, by changing the dummy indices,

1

"
= F (z) 66k . . . Gf‘uu"nu(g Xfam[

o agr,,fap!

From this we deduce that

. n+1
8= ()92‘%%6 A8, (f + g) =

s=2

Therefore we have n terms of the type x*:8, (f "~
antisymmetric tensor and hence ¢;;x'x/ =
can be written as

S R

g). The third term of (88) is clearly zero because ¢,;

d,

+ Eﬁl”ljlja W aﬂnfalz o

"n+|[

d, 4. (90)

200, (f ). o)

;j is an

0. The last term in Eq. (88) can be seen as a n x n matrix where its elements
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n:

22 5Ln+|5£zaﬂz o aﬂnfavs o

The elements on the diagonal inside the parenthesis are
given by

(')efm

where we have n terms of the type #“*¢,, f +"~1 g and

S g =1 (f = g),  (93)

1 i n .
o5 (E) ager . .. .9“"+|bn+lel-j (5;,15{38“3 Vielh 3,“"-plfabj
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o abnuy et 5;-!15{;-“3#3 o a.um-lfa":’ o abng
09+ + 8, ,8,,0,,---8,f0,,--8,9). (92)

I
Then, for a given n even, we have reduced the calculation
of OmA, *" 9, A to that of (f =1 g)

In Sec. VII we have seen that the functions f and g are
quadratic functions of the Cartesian coordinates x and y; as
a consequence d;f = x'F and 8;g = x'G, i = 1, 2 with F
and G some quadratic functions on x and y. With these
elements at hand we have

we have used the fact that 0*%¢, , = fc"*¢,, =20. 1 /i\m
The rest of the elements of this matrix are f#"g= ) (i) Gntm - i
170y o2 X8y, O Xy FO, - 8,,%,G. (96)
n (L)" 36l = (2 =n)(f ¥t g),  (94) ' '
n\2) = 2n Furthermore, we also have
where we have used #*¢,, = 06,:; therefore we have 8ym . f (8, it ‘u -3 I
n? — n terms of the form a(f »=1 g)..Combinjn_g Egs. (91), 48, 0, 0y F+%,0,, 0, F),
(93) and (94), we derive the following recursive formula ) ! !
for Eq. (88) By, 80,0 = (8,04, - By G4+ -
+8p5, 058y JG Ly 2208y B)s
A« 3,2 " " "
S (97)
- '_ 2 o=l A F -1
=5-[(n* gHnXo(f¥ g (95) o e
I
1 , m
I*"g= m! (5) Gete '9‘1'”'[(‘5"1#23#: o aﬂmF Ak ‘sﬂmmaﬂz : ﬂ... nF)tb 61»7 ; '()'-mG
1 (8,0 Opy 40y G0 O, W0, |GV, wos @l F L 000, o5 48 B, v B G
iz (6111‘136#; o au...F +--+ 5#1#...8# ) a.um IF)(5,,,,,,6,_ ) ab... |G iRl » 6"']"'»:6"2 o '6~nG)' (98)
[
Following a similar algebraic manipulation as that em- i 6?
ployed in Eq. (88), we can derive the following recursive  J/ *'~ 9= n-1)(n- [(" —3n+2)
fi la fi s
ormula for [+ g x F+"3 G+ (n —2)X9,(F+2G)|.  (100)

& AT =2
f= g:m(rn——l)(i) [(m* —m)F = G

+ (m = )xi9;(F "% G)]. (99)
It is important to note that this recursive relation is valid
for any functions f, g, F, and G that are quadratic
functions in x and y and related by 9;f = x'F and
8ig=%G,i=1,2

If in the previous expression we set m =n—1, we
obtain

The result we have just obtained tells us that all we need
to know is the value of f *! ¢in order to determine f "' g
for n even. If we put first n = 2 into Eq. (100), we obtain
the simple result f ' g = 0 and therefore we deduce that
[+ 1 g=0 for n even. Using this fact in Eq. (95), we
obtain then #14, *" 3, A= 0: this in turn implies that
the second term in Eq. (85) also vanishes. As a conse-
quence A"+! = 0 for all n and therefore A = 4°. The DQC
is then preserved under noncommutative corrections
coming from gauge potentials obtained via the SW map.
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Abstract. We construct a noncommutative Kahler manifold based on a non-linear pertur-
bations of Moyal integrable deformations of D = 4 self-dual gravity. The deformed Kahler
manifold preserves all the properties of the commutative one, and we obtain the associated
noncommutative Kahler potential using the Moyal deformed gravity approach. We apply
this construction to the Ativah—Hitchin metric and its Kéahler potential, which is useful in
the description of interactions among magnetic monopoles at low energies.
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1 Introduction

Several applications of hyper-Kéahler manifolds in four dimensions involve gravitational instan-
tons, non-linear graviton theory and the heavenly equations [12, 17, 25, 31, 32]; they have also
been extensively used in supersymmetric field theories [2, 22]. Of particular interest is their ap-
pearance in topological field theories and string theory, where in some cases the moduli spaces
have a hyper-Kéhler structure. The existence of such a structure provides a more profound and
alternative understanding of a physical system in general.

Even though hyper-Kéhler manifolds have been analysed in great detail, there exist exam-
ples where the metric has proved to be difficult or impossible to calculate. Nevertheless, an
algebraic description of four-dimensional non-compact hyper-Kahler manifolds possessing one
abelian isometry was given in [7]. In that work, a self-duality condition for the Killing vector
associated to the isometry plays a fundamental role in the analysis and classification mani-
folds; the translational or rotational character of the isometry translates into the existence of
a translational or rotational Killing vector.

Two particular examples of self-dual manifolds with rotational Killing symmetries are the
Eguchi-Hanson and the Taub-NUT metrics; both metrics share SO(3) x SO(2) as a larger group
of isometries, but these two group factors act differently on each spacetime. SO(3) is a translation
symmetry for the Eguchi-Hanson metric with SO(2) acting as a rotational one; the situation is
the opposite for the Taub-NUT spacetime. On the other hand, a relevant example of a spacetime
admitting only a rotational isometry is the Atiyah-Hitchin (AH) metric that arises on the moduli
space MY of BPS SU(2) monopoles [4, 18],

As noted in a series of works [3, 4, 18], the AH spacetime is a useful tool in the descrip-
tion of interactions among magnetic monopoles. More specifically, the AH metric is the metric
on the moduli space of charge-two non-abelian magnetic SU(2) monopole with a fixed centre.
Its geodesics describe low-energy monopoles interacting through the exchange of massless pho-
tons and scalars [4]: at long distances, it reduces to the Taub-NUT space with negative mass
parameter [21]. The structure of the AH metric is a four-dimensional hyper-Kihler manifold
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2 M. Maceda and D. Martinez-Carbajal

with SO(3) isometry: the SO(3) group does not rotate the three Kéhler forms, and it is the only
specific example of a four-dimensional hyper-Kéahler space without tri-holomorphic isometries.
Furthermore, the AH spacetime is a self-dual solution to Einstein field equations [5] and all of
its Killing vectors lack a self-dual covariant derivative [20]; the isometry group SU(2) is often
identified with a supersymmetry group [19].

In general, the metric related to self-dual vacuum solutions to Einstein’s field equations is
a solution to the first, or the second, heavenly equations [34]. The original motivation for
heavenly equations, heavenly metrics and heavenly spaces was the desire to obtain real solutions
to Einstein’s equations on real manifolds and spawned several papers on the subject and its
generalisations [1, 8, 13, 14, 23]. Assuming that the anti-self-dual part of the Weyl tensor was
algebraically special, the equivalence between the vacuum Einstein field equations in complex
spacetime and the heavenly equation was established in [36]. The heavenly equations are also
integrable using the twistor formalism [10, 31] and several examples are known [15, 37]; they are
a constant source of research in mathematics and physics.

It is of interest to consider integrable generalisations of the heavenly equation due to its
applications to physical systems; its modifications may allow a description of new phenomena
or interactions not present in the standard description of a system. For instance, one of the
possible generalisations that may be relevant is the one related to the Moyal *-product. Within
the context of particles and fields, the Moyal praoduct provides a straightforward generalisation
to noncommutative field theories and introduces, for example, new interactions in the Standard
Model that may be probed in the laboratory. Several applications in quantum gravity also
exist, in particular regarding the issue of the singularities and the thermodynamical properties
of solutions in general relativity.

In the case of the first heavenly equation, a Moyal deformation of this equation has been done
independently by Strachan [38] and Takasaki [43]. Furthermore, a suitable deformed differential
calculus was introduced in [41] to deal with the deformation. When applied to integrable systems,
the equations

=0, QArQ=0,

for a 2-form € provide a concise writing of the integrability conditions for the deformed system.

We want to analyse the consequences of a noncommutative structure on the moduli space
of interacting magnetic monopoles; we expect that such a deformation gives rise to interactions
that may be identified with some already known or produces new ones. For the classical case,
the Kihler potential for the AH metric was obtained by Olivier [28] following an approach based
on the existence of a n-self-dual Killing vector in conjunction with previous results obtained by
Boyer and Finley [9]. In our approach, we consider a Moyal deformation of this Kéhler potential,
and we require that the deformed potential Q) must share the same features and properties of
the classical one.

The plan of the present paper is as follows. In Section 2, we review the noncommutative
deformation of the Monge—Ampére or first heavenly equation using the Moyal *-product; in this
section, we write the equation satisfied by the noncommutative contributions that preserve the
first heavenly equation. In Section 3, we also recall the anti-self-dual vacuum Einstein equations
that determine the structure of complex four-dimensional metrics of Euclidean signature. How
integrability is preserved in the Moyal-deformed case for these spaces and the conditions under
which we guarantee that the Moyal-deformed potential is Kahler are presented there.

Afterwards, in Section 4, we use the Moyal deformed gravity approach to rewrite the deformed
Kihler potential Q in terms of local frame fields & (z,0); we also obtain general expressions for
the corresponding deformed metric elements. We discuss the deformed Kéhler potential up
to first order on the noncommutative parameter # in greater detail in Section 5; through an
integration procedure, we explicitly specify the first order modifications to the deformed metric
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and vierbien. The results in Sections 4 and 5 are put together in Section 6 to analyse the case of
the AH metric. There, we obtain the Moyal deformed AH metric as a function of the original AH
metric, the corrections to the Kéhler manifold and the complex coordinates used in the original
formulation by Olivier. We finally end with our conclusions and some remarks on future work.

2 Moyal deformation of the first heavenly equation

It is well known that the first and second heavenly equations describe the general metric of a self-
dual vacuum space-time [34] and that these equations are integrable by twistor methods [10, 31,
33]. Plebariski [34] showed that complex metrics with a self-dual Riemann tensor, to be referred
to as self-dual metrics, can be described in terms of one function €2, the Kahler potential,
satisfying the first heavenly equation

{QP' Qq}pg = Qpﬁﬂqi - Qpéﬂqﬁ =1 (2~1)

This equation is also called Plebariski’s first equation; it defines a completely multidimensional
integrable system with an infinite number of conservation laws, hierarchy and Lax pair formu-
lation [27, 29, 30, 39, 40]. The Kéhler potential Q is an unknown function of suitable spacetime
coordinates z* := (p,q, P, q): it gives a local expression of self-dual vacuum Einstein spaces.

In this section we outline the procedure in [38] to obtain the deformation of the first heavenly
equation using Strachan’s idea. The starting point is to replace the Poisson bracket
JOF 0G 0F 0G

op oG 0g 9p’
by the Moyal bracket defined as [26)]

{F,G}pr =

1 2_ |
{F,G}up = E(F*G—G*F) = éFsm {2 (— —

with the x-product defined as
frgmpop|® (28 _ 373
9=7P 15 \apag  agap ) |”

Thus the Moyal algebra is a deformation of the Poisson algebra. Using the well-known Taylor
expansion of the sine function we obtain

{F,Ghup = ) _ —-2i6(F+** G),

8
where the product *#***! has the generic form
T 1 i\’ v, Vr
@) g@) = (5) By B S @)+ By g(0).
The above formulation can be also implemented by considering a noncommutative matrix

0

01 = 0" = 05F 5% €T = 0 (2.2)

oo oo
oo o

0
0
1
0

o oo
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with the x-product defined as

. & =
f*g:=fexp (;0‘“’i J )g. (2.3)

dxt dxv

Vi is an anti-symmetric object, and €7 is the standard Levi-Civita tensor

In the above, e = —¢
in two dimensions. Following [38] and [35], we briefly review the iterative method for constructing
a set of differential equations for the Moyal deformation of the first heavenly equation. For this

purpose, we consider then a series development in powers of # for Q
oo
Q=>a", n=0,1,... (2.4)
n=0

Here Q") are functions to be determined and (%) =: € is the classical Kihler potential. Plugging
this expansion into the integrable deformation of Plebariski’s (first heavenly) equation

{ﬁp*ﬁq}MB =1

we obtain the expression

o0 [5] r—2s
{0, Q}yg =—21D 67 > (8,0 211 gt—m—29) =1, (2.5)
r=0 5=0 m=0

‘We compare now the coefficients of the same powers of # in both sides of this equation; for r = 0
we find the first heavenly equation (2.1). For any r > 1, equation (2.5) gives the condition

Z
3] r—2s

] r2
(Bl (2 Olr-m=2e)) i, (2.6)
5=0 m=0

To analyse the lowest order modifications to the first heavenly equation, we set r = 1 to obtain
(1) 1) 1) (1)
g + Q) Qg - 000 - 20 =0, (2.7

Therefore, once €2 is known, equation (2.7) becomes a linear partial differential equation for the
first order corrections Q1. The deformed potential €} defined as before is not necessarily Kahler-
like, we need to impose additional conditions to guarantee that it will be: these conditions will
be discussed in the next section.

3 Integrable systems

Several multidimensional integrable systems were discussed in [41] assuming a symplectic man-
ifold with some associated *-product. All these systems share the characteristic feature that
they have associated a 2-form Q which satisfies the equations

dQ2 =0, (3.1)
QAQ=0. (3.2)
These equations contain the integrability conditions of the systems in a concise geometric way.

In the following, we focus on the implications of these relations for the particular case of an
integrable deformation of self-dual vacuum Einstein equations.
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3.1 The self-dual vacuum Einstein equations

Consider a real manifold (M, g) of dimension four and metric
ds? = gpde®de®, a=1....,4.

We assume that the associated Levi-Civita covariant derivative is torsionless, i.e., Digqp = 0.
Locally it is possible to introduce complex coordinates ¢ = ('Ti,’ri), 7,7 = 1,2, such that the
metric reads

ds? = g,v_,d':'id'i'j + gfjd'rid'z'j = 2g,-1d'rid7'j. (3.3)
Note that this metric is real since it was so in the original coordinates; as a consequence we have
95=05  9ij=9=0.

The indexes i and 7 are called holomorphic and antiholomorphic respectively: the standard
convention is to write the holomorphic index first.

Complex 4-metrics of Euclidean signature with vanishing Ricei tensor and anti-self-dual Weyl
tensor correspond to anti-self-dual vacuum Einstein solutions. Using the fact that these metrics
are Kahler, they may be written in terms of the Kéhler potential  as g;; := ;7 := ;542 It
follows that

S B o 0 Q3 .
G = (6F6'J' + 6y(5zl)ﬂ,-3— = (Q i Oj) . (3.4)
5T

As mentioned before, a noncommutative deformation of the integrability conditions equa-
tions (3.1) and (3.2) was proposed in [41]. More specifically, it was noted that if € is the
deformed 2-form

= dp Adg+ A(Qupdp A dp + Qpgdp A A + Q,pdg A dp + Qygdg A dg) + A2dp A dg, (3.5)
then it clearly satisfies the condition st =0. Furthermore, it is straightforward to see that
Qnrer= AQ({ﬁp'ﬁq}MB = 1)dp AdpAdgAdq.

The right hand side of this equation vanishes if Q satisfies the deformed Plebariski equation. This
result means that a Moyal deformation of the first heavenly equation preserves its integrability.
Furthermore, we have the important result that a perturbative solution equation (2.4) exists.
This result implies that equation (3.4) generalises to

n i¢7 i s7yy(n)
gﬁw) = (5”6,{ -4-5,,5{1)913 . (3.6)

3.2 Deformed properties

As we previously mentioned, we want to construct a four-dimensional Moyal deformed integrable
Kihler manifold. For this purpose, we impose that the deformed Kéahler putentiaLQ must share
the same features and properties of the undeformed system; they are (g;; := 0;05(2)

1) the 2-form Q.= ﬁijd:z:i Adzl = 2'1_:}1-1113:1' A d#7 should be closed, i.e., af = 0,
2) the metric coefficients ﬁ.ij should be real (hermitian property),

3) the determinant of ﬁij should be equal to one, i.e., det ﬁzj = ﬁpﬁ * ﬁqg - ﬁpq* ﬁqﬁ =1,
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The first of the above conditions can be analysed by fixing for the 2-form Q, the same
functional form as that of equation (3.5). This fact implies that the following condition must hold
&P =0=00, k=p¢ k=53
We now write equation (2.6) as

[%} r—2s
Z (apﬂ(m) *1 aqﬂ('r—m)) + Z Z (aPQ(m) *2s+1 an('r—m—Zs)) =0.
m=0 s=1m=0

The second sum vanishes because of the first property imposed on Q™); we have thus

r T
3 (300 +! 5,00-™) = 3~ ool ™ = 0. (3.7)
m=0 m=0

Therefore, we can write equation (2.5) in terms of the Poisson bracket as

{95 Qa}pp = 1.
The second condition implies that the corresponding metric coefficients are hermitian as in the
commutative case; therefore, each perturbation Q" is also hermitian. We have then

(n) f(n) (n) t(n)
a—gd, o _ol¥_g,

where the last two conditions hold because we have a deformed Kéhler manifold.

The third property can be imposed from the curvature condition equation (2.1) since the
deformed first heavenly equation admits a rewriting as a simple determinant. We know that in
the case of the non-deformed Kéhler manifold, the determinant of the metric tensor is equal to
one. In the case of the deformed case the deformed metric tensor ﬁi; should then satisfy the
same property. We demand that by definition

det Q5 := QppQlgg — LpgQyp = 1.
The above equation is equivalent to det ﬁij = eklﬁp_gﬁq; = 1. Using the power series expansion
in equation (2.4) for Q, we get the different contributions to det ﬁij— order by order on 6
o o} T .
det Q5= {2, Qlra+Y. Y. HomraPal.
r=0 mn=0
m+n=r>1
The first term in this expression is the Moyal deformation of the first heavenly equation; its
value is equal to one. Therefore, we conclude that the second term should vanish, namely
i Hgming(ma() o,
m,n=0

m+n=r>1

In this equation are encoded all the combinations of order 7 such that j > r.

4 Noncommutative gravity

In the previous section, we studied the noncommutative deformation of the Kéhler potential
using the Moyal deformation of the first heavenly equation. The deformation functions Q%)
are unknown; each one of them satisfy their respective differential equations obtained from
equation (2.6). In this section, we give an ansatz for the deformed Kahler potentials Q™
appearing in equation (3.7). As we will see later, the deformed functions 2 can be expressed
in terms of a deformed local frame or vierbein &} (xz,#); after an integration procedure, the

deformed Kahler potential ) will be written in terms of the vierbein.
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4.1 Deformed gauge fields

For some time now, a subject of interest has been the construction of consistent noncommutative
deformations of Einstein gravity. Following the standard procedure to construct noncommuta-
tive gauge and scalar field theories [11, 42|, noncommutative versions of the Einstein-Hilbert
action have been obtained by replacing the ordinary product by the noncommutative Moyal
product in equation (2.3). The noncommutative structure of spacetime is then

[:c“, 1‘”] L =i0",

where the elements 6" are constant (canonical) parameters and antisymmetric, i.e., #¥ = —g"#.
In this approach, we can introduce a noncommutative metric as

a

. i [T R
G = E(e” * &b 62 % ez)nab, (4.1)

in terms of a vierbein EZ(I,G) and the Minkowski metric 1,; the vierbein é‘;;(:z:,@) reduces to
the commutative one when # = 0. The metric jy, is symmetric by construction and real even
if the deformed tetrad fields éj(x, ) are complex quantities. For ¢ = 0, we identify this metric

with the commutative metric field

- b
guu(l'e g)l.g:g = Guv = eiey'ﬂab

‘We want now to construct a Moyal deformed spacetime with associated deformed vierbein and
metric, sharing the same properties of the undeformed spacetime, and such that the deformed
Kahler potential discussed in the Section 3.2 exists. For this purpose, we first introduce the
vector fields éi" as

~b

b
Cp

_ b o k) L1 opkidr L pkada b

=e,+0 T + 6 (e ki rdh T ;

where the elements e?, , , | are to be found. With this series expansion in powers of 6, we
ARIALRnAn

write then the metric tensor as

& . 1
Guv = Guw + lgkAg,(j,)k,\ st 0(92), (4.2)

up to first order on 6.

Since we are interested in making compatible the noncommutative deformation of the Kahler
metric equation (3.6), with the deformation in equation (4.2), let us assume the following de-
composition for the verbein

kX _b k. 1)b
R ey = 0 Praell),

to first order on #; here Py and e},l)b

this ansatz to

are unknown quantities. For the n-th order we generalize

k1A knAn b _ (pkA n_(n)b
gfarr... g i MR — (9 'Pk)\) eL) .

‘We now impose the condition

00
éz = Z ﬂnein)b, eLD)b e ez. (4.3)
n=0

implying #*A Py, = 6; it is easy to show now that if we choose Ppy := 92,0\, where Q
is the undeformed Kéhler potential, then equation (4.3) is satisfied, where #** is given by
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equation (2.2). In a similar way as for the vierbein, the tensor metric equation (4.2) takes the
general form

guy = Z 9n.‘]’£::)~
n=0

where the gfﬁ)’s are tensor fields written in terms of the e s; we fix their form as follows:

first, to make compatible this deformation with the structure of a Kahler manifold, we need

(n)a,
"

to impose the constraint Bag,(,’:,} = 0 with * = (p,q,p,q). This condition implies the property
a,,e(y”)" = 0 for the vierbein; equation (4.1) simplifies then to

o= (4.4)

Using now the expansion of & in powers of  into equation (4.4), and equating the coefficients

(n)

of the same power of 8 in both sides of the equation, we obtain the n-th tensor field g”':. in terms
(n)a

of the deformed tetrad e, ™ as

gg:) = Z eg”)“e,(,"_m)bnﬂb. =10,
=0

5 The deformed Kaihler potential

According with [34], self-dual gravity can be parametrised in terms of the complex coordinates
z# = {p, q, p, ¢} and the resulting spacetime has the estructure of a Kihler manifold. In our case,
the Kéhler spacetime given in equation (3.3) can be written in terms of the classical vierbein e

m
and the local flat spacetime metric 7,; defined as
0 0 Qp 0100
ol 10 0 0 o = 1000 (5.1)
# 0 0 Qp Q|- 2 0001
01 0 0 0010

We now construct an ansatz for the deformed potentials Q™ in terms of the deformed vier-
bein ei‘")a. Since we want that all the properties listed in Section 3.2 hold, we write first

n
o) =3 elmaefrmby,, = (8165 + 6,65) 0. (5.2)

m=0

The simplest ansatz for the vierbein eﬂl)a that satisfies gl;) = gj(,:l)* =0, is

0 0 egi)l cén)l
plma _ eé"p cg")z 0 0
# 0 0 egi)a cén)a
eé"H cg")tl 0 0

As we discussed previously, the vierbein eLn)a must have the property Bue,(,n)a =0, p=p.q,pq.

Therefore, we shall assume the following dependence

e‘(unﬂ)a _ eLﬂ+1]a(QLnﬁ)'Q;g)’ Qé?- Qt(;;))‘ (5.3)

183



A Kéhler Compatible Moyal Deformation of the First Heavenly Equation 9

The deformed Kahler potential Q1 to order n+ 1 will depend explicitly on the vierbein to
5 (n+1)a (n)a
order n+1 and n, i.e., on e,
to first order: from equation (5.2) we obtain

Q) .. e b
Q = 4(, €3)Tab-

and ¢, respectively. We begin by analising the deformation

Using the undeformed vierbein ef, given in equation (5.1), we write explicitly

0l = & 4 M2, 4 M0y, (5.4)
ol = ¢ (w3 + D2, + e, (5.5)
n“’ e+ 20,5 + 10,5, (5.6)
Qu) M1 4 e2q,, 4 o1 (5.7)

To obtain the Kéhler potential up to first order, we need to solve equations (5.4)—(5.7). If we
integrate first the above equations with respect to the anti-holomorphic variables z' = {p, g},
we need to calculate a set of integrals of the form [ el )AQ‘gpdm"‘ After an integration by parts,
we see that

(1)4 u ES)AQ@I" + C,-(l), if £ v,
€a Qﬁpdﬂj = 14 (1) )
ea Qa+CH, ifu=u,

where we used the properties a”e,(}’“ =0, 3.8, = 0 of the vierbein and the Kahler potential
respectively. In consequence, we have

O = %G + V20, + e, + ¢V (0,4, ), (5.8)
O = % 1 eN2q, + M0, + 5P (p 4, 9), (5.9)
Q},l) = e(—l)l’ e(l)QQ + 8(1]49,, + C(I)(p q.q), (5.10)
ol = Mg+ 020, + e, + ¢V (1,4, ), (5.11)

where CfY = cl"(p,q ), &89 = ¢ (p,q.9), €5 = €5 (p,q.@) and C{P = C{V(p, q. ) are

functions of their arguments. We dctermlne these functlons by comparmg cquations (5 8)—(5.9)

and (5.10)—(5.11); we conclude that C1 = él)sﬁ, C‘Z(I) 1)3’ C(l) ) q and C 1(3
Therefore, we obtain the following two expressions
Q) = el %5+ el g + 20, + eV, (5.12)
Q(l) (1) p+e(l)ltj+e(1)gﬂp+6§,ﬂ49q- (5.13)

Following the same procedure as before, after an integration by parts of equations (5.12)
and (5.13) with respect to the holomorphic variables g and p respectively, the Kéhler potential
takes the unique form

QW = (g 4 %)

ptepq)p+ (e 'p+ 6(1)3 q)7+ eél)zﬂpq + e](})‘lﬂqp
+ (e + )0, (5.14)

In general, a straightforward calculation shows that the Kahler potential up to the n-th order
has the expression

Q) = (e (")lp + S35+ (8 p + el q) G + el 20q + M0 + (V2 + )0

+ Z (mhay, | e(mlag) (o(=mg | (n—mbay,

m=1

When n = 1, we recover equation (5.14).
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5.1 Solutions for the Kihler potential to first order

As a particular example of the previous approach, we consider now in detail the deformation of
the Kéhler potential and the vierbein up to first order on the noncommutative parameter . We
recall that the curvature condition can be formulated as a simple determinant, that is

det ﬁ,‘j = ﬁpﬁﬁqq - ﬁpqﬁqﬁ =1,

where Q = Q+ 600 up to first order. Substituting this expression in the determinant condition,
we obtain the following equations

Qppflag — Qpglgp = 1, (5.15)
Qppld + 000 — 0,500 — a0, = 0. (5.16)
Equations (5.15) and (5.16) are the Monge-Ampére equations to zero and first order respec-

tively. If we substitute now equations (5.4)-(5.7) into the heavenly equation to first order
equation (5.16), we obtain

(1)4 + e (12 4 6(1)39 5+ e l)lﬂ G e%l)gﬂpq — e!(;)lﬂqp =0.

Therefore, we need to find a form for the vierbein eLI)u such that the previous equation holds.

We consider the following two possibilities

(1) 1) (1 _ (1)
Cqu ) 7 qué
for case I, and
1) 1) (1)
Qs = CQpz, =CQyq,

for case II. We use now equations (5.4)—(5.7) into the previous formulas to obtain, after some
simplifications, the following relations among the components of the vierbein to first order

Cegl)A‘ = 61(71)4., C'e!gl)2 = el(ul)g, Cel(;)3 = egl)l. Ce;;l)3 = eél)l,
for case I, and

A
E‘531)1 _ C,Ei(jl)]‘ 1)3 = Ce (1)3 e;571)4 _ Ee‘(TlM _ A(Qq;a _ quq)’

A
6;1)2 _ Eeélﬂ = A(Q; — CQpp),

for case [1. A, A" and C' are arbitrary constants in the above expressions. After the respective
simplifications, the Monge—Ampére equation becomes

e + efM2 1 ef3(0p — CUp) + ) (Cyg — yg) =0, (5.17)
for case I and
e+ D2 4 e (5 — Cg) + el (Cyg — Ngp) = 0, (5.18)

for case II.
To further proceed, we recall that according to equation (5.3) the vierbein eLl)ﬂ should have

the functional dependence

i85, O

1 1
e;(u e = eL )a(QPP’ qq: a5)>
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where 5, with {z,7} = {p,q,P.q}, are the metric coefficients of the undeformed metric tensor.
For case I, we choose the following ansatz for the vierbein

eV = & + B + g + 8pg + 0z,
ef)? = o + B'Dy5 + 7' Qgg + §' Qg + 'y,
el = o' + "0y + 7" Qg + 8" Qg + 0" Qg
SV = " + B + 7" Sgg + 8" g + 0" U,
where a,a’, 3,3,... are arbitrary constants. If we substitute the above equations into equa-

tion (5.17), we obtain the following relationship between the coefficients
ata 49/ +CF" =0, F+F+a'=0, 49 +Ca" =0,
§+48 —a” =0, oc+o —Ca” =0.

The solution to this system of coupled linear equations is
"’,H - 0_{” - _(sf’ e _ﬁh‘l, 'Y”’ e 0 - 5”’! O_H - O — 6”’

ato+y+9 +49" +o+o
- B" —a" +a” s

=

For case II, we choose the following ansatz for the vierbein

(11
e =a+ B + 825 + 680 + 0Qyp,
1)3
e’ = of + B Q5 + 7 Qg + g + 0"y,
where a,a’, 3,3, ... are arbitrary constants. Substitution of these equations into equation (5.18)
leads to

Y+ CB=0, o + A =0, a—A=0,
d—+ =0, o —-B=0, 4+ Co' =0,

with solution
!
: ' gl 4
'y:():g, (SZ():S, =—07:—E
The previous expressions determine the Kéhler potential that is compatible with the Moyal
deformation of the first heavenly equation. We have thus arrived to a multi-parameter family

of solutions for the Moyal-deformed Kihler potential.

6 Deformed n-self dual Riemman metric

Following (9], we consider the algebraic description of four dimensional non-compact hyper-
Kéhler manifolds that possess at least one abelian isometry, i.e., a translational or rotational
symmetry. For this purpose, we start by recalling the rotational character of the corresponding
Killing vector fields. By its own definition, a Killing vector field ¢, satisfies V(,£,y = 0, while
the self-duality of the anti-symmetric part V£, provides the critical distinction between these
two types of Killing vectors field [9, 16]: &, is translational if it satisfies the condition

1 .
B = infaﬁw‘fﬂ;y, with 5= +1.

Otherwise, we say that £, is rotational.
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On the other hand, let g,5 be a n-self dual Riemman 4-metric with Euclidean signature and
let £ = £%0, = 0/9¢ be a Killing vector of g,3. Then, locally we may write

1 ‘ .
ds? = - (ds+ wida')? + yydedad (6.1)

with V', w; and 7;; being all independent of ¢; Greek indices run from 0 to 3 and Latin indices
run from 1 to 3.

In [28], a set of complex coordinates for the Atiyah-Hitchin (AH) metric was found as an
alternative procedure to the twistor formalism [6, 24]. In the analysis of magnetic monopoles
interactions, the moduli space admits a metric formulation in the low-energy limit leading to
the AH metric and scattering processes may be analysed in this way; the length element of the
AH metric is [3]

de? = 2252 (dk)? 1 %62 4 %62 4 5262
T g T T T T
where
By =—K*(k” + u), 76 = Kz(k:'2 —u), 86 = —Ku,

and

G(k) ” ” 2
=—— k) = E(k) — K" K(k), Ef=1-k"
= O = ) ®),
The differential 1-forms o4, oy, and . in the metric are invariant under SU(2) (3, 4]: the Killing
vector associated to the diagonal U(1) is £ = d/d¢. By casting the metric in the form equa-
tion (6.1), we establish the identifications

1 1
=g (,52 sin® 8 cos® ¢ + +? sin® Asin® ¥ + 62 cos? 6‘),
Ll
w== ((72 — ,/3’2) sin v cos 1 sin 6df + 82 cos Gddl),

14
together with

Niap2 = 7‘327262 Yoo = L [ﬂz,yz sin® 8 + 62 cos® 9(,6’2 sin® ¢ + 42 cos? 1,b)]

T Vaeerz)? %16 ‘ ;
1 ; . .

Yoy =~ 16 [62 (v* = 3?) cos fsin f cos ¢ sine],

1 .
T ﬁ52 sin? B(ﬁ2 cos® P + 2 sin? I,L‘)

The corresponding Kihler potential has a nice simple form as a function of 6, ¥, k%, namely [28]

Q= Pr+16+08 _

4 S

where
= é [(By + 6+ 88) — b sin? A cos? ¢ — 63 sin? #sin? ¢ — By cos? g]. (6.2)

On the other hand, Boyer and Finley [9] studied the Killing vectors in self dual Euclidean
Einstein spaces using the formalism of complex H-spaces. They proved that it is always possible
to choose complex coordinates such that either

E=0,+0; and &N =0, or & = i(pd, — poy) and &N =0, (6.3)
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depending on whether the covariant derivative of the Killing vector £ is purely self-dual or not.
In the previous formulae, €2 is a Kahler potential that satisfies the Monge—Ampeére equation.
Furthermore, they showed how to simplify the equation for £ with the help of an appropriate
Legendre transformation in both cases. For this purpose, they introduced a pair of complex
coordinates x' = (g, p) such that the second alternative in equation (6.3) is satisfied, and set

p= ﬁeié_
In consequence the Killing vector is £ = 8/ 86 and

Q=Q(r,q,q).
By definition of the Kahler potential, we have

ds? = 2Q,5dz’da’, (6.4)
where () satisfies the Monge-Ampére or first heavenly equation

Qppflag — Qpallep = 1. (6.5)
In terms of the variable r, the first heavenly equation (6.5) becomes

(ry), S2gg — rQrgflig = 1. (6.6)

Now, if J := 7€), (J is conjugated to Inr with respect to ), and use (.J,q,q) as a new choice of
independent variables to rewrite equations (6.4) and (6.6), we obtain

L TqTq
Qeg=rJ [T(”)2 - 1} s

where we used Q,q = —r’lrjqu‘, Qo= —T’lrjqu and J, = ‘rjl‘ Equation (6.4) becomes

MY (6.4 | T TV, N
ds _2{(T‘J) [2d9+T(rqdq rqdq)] +(r)(dJ +4rdgdq) ¢,

so that the line element ds? has the same form as equation (6.1); this coordinate frame is referred
as the Toda frame [6]. With J given by equation (6.2), it follows that we have the identifications

V= %’ dé + wida® = dd + % (rgdg—r5d3),  yijdo'ds’ = dJ? + drdedg.  (6.7)

According to Sections 2 and 3, a Moyal deformed Kihler potential Q could be given as
a power series expansion on the noncommutative parameter. If we also impose the condition
that the moduli space, which is the AH spacetime, preserves its (anti-)self-dual character under
the deformation, we must demand that the rotational Killing symmetry be unchanged; this
requirement happens if, and only if, each Q) in the series expansion of the deformed Kihler
potential is a function only of =, ¢, §. Therefore, under the assumption Q(* = Q) (r, q,3), the
original first heavenly equation for the modified Kahler potentials Q™) hecomes

rQm)QlE™ _ramals™y 0, s=1,2,....
Z {( L qq rq rq 2
m=>0

Following the same procedure that for the undeformed case [28], we start by defining Jn =

rﬂﬁ”’ and we use (J, ¢,§) as a new choice of independent variables to write Qﬁ;) = —r’lJr(n)Tq
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and Qf,z) = —y~1 .],En)v’q. Using this result and after a lengthy calculation, we obtain the following

iterative expression for Q:(;g)

Qfg) = r,)J,Q") (Qg? — 2?‘4]) + Z T'_]J,(.S) (Jﬁm)r*qurg — Qg;-")),

s+m=n

m#n,0

where n > 1. The corresponding line element associated to the modified Kéhler potential Qis
then

o o0 oo n—1
d8? = ZG"JS")TJdSQ - [Z —9“27‘,]7'.].]],(_") - 26’" Z r,;.],("’m)
n=1 n=2 m=1

n=0

X (J,Em)'lfquv"q - ﬂégl))} dgdg. (6.8)

It is important to stress that as? possesses the same symmetries as the line element ds? o_f the
undeformed Ké&hler potential, namely, they both share the same Killing vector £ = §/06. In
terms of the coordinate pair (¢, x'), we write equation (6.8) as

o0 oo n—1
dS2 = ZG”J,(.H)T‘JdS-Z + Z " E r_;Jﬁ"f’") (Jﬁm))‘fqurq— + Q,g?))

n=0 n=0 m=1

1 ) .

x 3 lyida'da? — dJ?]. (6.9)
In equation (6.9), each one of the contributions " and Qt(;qf) must be expressed in terms of ¢ = 6
and z*. The procedure is straightforward, and we outline it up to first order on 6: first, since
both the undeformed AH metric and its Kahler potential are known, the metric companents 5
are calculated. Then, the first order corrections Q) and e(M) to the Kihler potential and the
vierbien are obtained; from them the elements J) are also deduced. We obtain the final form
by using the change of coordinates in equation (6.7).

7 Conclusions

‘We analysed the construction of a Moyal deformation of the first heavenly equation that preserves
the integrability character of the corresponding Kahler potential, as it happens in the standard
commutative scenario. For this purpose, we reviewed the Moyal deformation of the first heavenly
equation, where the Moyal bracket replaces the standard Poisson bracket; accordingly, a modified
potential replaces the commutative Kihler potential that satisfies the first heavenly equation.
An expression for the modified potential as a series expansion on the noncommutative parameter
exists, where each term in this expansion satisfies a partial differential equation [38].

In the standard commutative situation, the Kahler potential satisfving the first heavenly
equation is integrable. We extended this property to the modified potential by demanding
a set of conditions using the Moyal bracket; these conditions also helped to fix the form of the
potential in such a way that it becomes Kéhler.

We applied these results to the particular case of a Kahler potential associated to self-dual
vacuum solutions to Einstein’s equations, and we analysed the problem of determining each
one of the contributions in the series expansion of the modified Kihler potential. We obtained
then explicit expressions for the deformed vierbein up to first order on the noncommutative
parameter. With this information, we obtained two multi-parameter solutions for the Kahler
potential also to first order.
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Finally, we applied this approach to the calculation of the modified Kéahler potential as-
sociated with the AH spacetime, also up to first order on the noncommutative parameter. By
extending the procedure of constructing complex coordinates for the AH metric [28], we obtained
thus the modified AH metric in terms of the standard commutative one and the noncommuta-
tive contributions to the Kahler potential. Taking into account that the AH metric describes
the moduli space of interacting magnetic monopoles at low energies, our results aim to incor-
porate noncommutative effects on these interactions. Furthermore, since the reduction of the
AH to the Taub-NUT metric gives the dynamics of two well-separated interacting monopoles at
low energies in a classical context, we expect that a deformation induced by noncommutativity
would be relevant for this dynamics as well.

It would be interesting also to apply our construction to other spaces, such as the Eguchi—
Hanson metric; due to its uncomplicated form, we may find a non-perturbative result for the
deformed metric. Considering the unique properties of this metric as a gravitational instanton
and its connection with orbifolds and D-branes in asymptotically locally Euclidean spaces, we
may find interesting consequences in the context of string theory.
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