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Resumen

En este trabajo se estudiaron sistemas de uno y dos electrones mediante un enfoque in-
formacional, para ello utilizamos diversas medidas entrépicas y medidas de complejidad
que nos brindan informacién sobre la localizacién/deslocalizacién, correlacién electrénica,
energia de correlacion y el entrelazamiento cuantico. Como un ejemplo de sistemas de un
electrén consideramos el &tomo de hidrégeno confinado en una regién circular impenetra-
ble en los estados 1s, 2s, 2p v 3d, en el estudio de este sistema utilizamos las medidas
de complejidad Cramer-Rao, Fisher-Shannon, LopezRuiz-Mancini-Calvet (LMC) y LMC-
Rényi y se encontraron comportamientos muy bien captados, para estados circulares y
no circulares. Mientras que para el caso de dos electrones se consideré al atomo de helio
confinado en una cavidad esférica, en este caso se analizaron las medidas: informacién de
Fisher, entropia de Shannon, entropia de Tsallis, la entropia de Kullback-Leibler, el Des-
equilibrio, la complejidad de Fisher-Shannon, la entropia lineal y la informacién mutua.
En ambos sistemas se utilizé el método variacional no lineal, para obtener las funciones y
energias éptimas

Palabras clave: Entropias, complejidades, entrelazamiento, &tomo de hidrégeno, a&tomo de helio.

Abstract

In this work we studied one- and two-electron systems by means of an informational ap-
proach, using various entropic measures and complexity measures that provide us with in-
formation about localization/delocalization, electronic correlation, correlation energy and
quantum entanglement. As an example of one-electron systems we consider the hydrogen
atom confined in a circular impenetrable region in the 1s, 2s, 2p and 3d states. In the study
of this system we used Cramer-Rao, Fisher-Shannon, LopezRuiz-Mancini-Calvet (LMC)
and LMC-Rényi complexity measures and found very well captured behaviors, for circular
and non-circular states, whereas for the two-electron system the helium atom confined in a
spherical cavity was considered. In this case the following measures were analyzed: Fisher
information, Shannon entropy, Tsallis entropy, Kullback-Leibler entropy, Non-equilibrium,
Fisher-Shannon complexity, linear entropy and mutual information. In both systems the

nonlinear variational method was used to obtain the optimal functions and energies

Keywords: Entropies, complexities, entanglement, hydrogen atom, helium atom.
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Introducion

Desde la publicacién del articulo A Mathematical Theory of Communication en 1948 por Shannon
[1], la informacién marcé un cambio radical en diversas 4reas del conocimiento. Posteriormente,
en 1957 Jaynes [2] establecié el principio de méxima entropia que ha permitido estudios que van
desde la inteligencia artificial [3, 4] hasta la teoria cudntica de campos [5, 6]; ambos temas de alta
relevancia en nuestros dias.

Por otro lado, como bien sabemos, la relevancia e interés en los sistemas cuanticos confinados ha
sido manifiesto desde los albores de la mecénica cudntica [7-9]. Se han utilizado como prototipos
para explicar numerosos fenémenos y sistemas en la quimica y fisica no relativista y relativista
D-dimensional (D > 2) [10-15]. Por ejemplo, en quimica, los de dos dimensiones son a menudo
mas utiles que los de tres ya que las reacciones que ocurren en la superficie pueden estudiarse
con mayor detalle que las que tienen lugar en una solucién liquida, como lo han demostrado el
Premio Nobel 2007 Gerhard Ertl y sus colaboradores en sus contribuciones pioneras en el campo
de la quimica de superficies [12-14]. En fisica de los materiales, los sistemas bidimensionales se
han utilizado para obtener informacién sobre las propiedades de los semiconductores (véase, por
ejemplo, [16, 17]) y comienzan a desempefiar un papel fundamental para aportar nuevas formas de
control a escala atémica.

La idea del confinamiento bidimensional y multidimensional de &tomos se ha utilizado no sélo para
simular el efecto de alta presién sobre la polarizacion estatica del dipolo eléctrico en el hidrogeno
[18], sino también para modelar una gran cantidad de objetos nanotecnoldgicos como los puntos
cudnticos, pozos cudnticos y alambres cudnticos [19, 20], &tomos y moléculas incrustados en nano-

cavidades como, por ejemplo, en fullerenos, jaulas de zeolitas y gotas de helio, sistemas bosénicos
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y fermiénicos en trampas magnéticas de temperaturas extremadamente bajas y una gran varie-
dad de elementos de informacién cudntica (optimizadores cudnticos coherentes, construccién de
algoritmos cudnticos, etc.) [21, 22]. Esto tultimo ha dado pie a un rdpido desarrollo de la teoria
de funcionales de la densidad de particulas independientes que se mueven en potenciales centrales
multidimensionales con varias formas analiticas.

Estudios recientes muestran que se ha conseguido almacenar informacién en dtomos a temperatura
ambiente [23]. Ademds, uno de los logros més significativos de sistemas confinados se ha visto
reflejado en la computacion cuantica donde las implementaciones mas comunes de qubits basados
en atomos es la de iones atrapados. Los iones atrapados se utilizan como qubits al aprovechar los
estados cudnticos de los electrones y los niicleos del dtomo [24, 25].

La mayoria de los esfuerzos se han centrado en las propiedades espectroscépicas y algunos descrip-
tores del funcional de la densidad de cantidades fisicas y quimicas para el estado fundamental de
atomos confinados esféricamente [26-28]. Sin embargo, no se sabe mucho acerca de las medidas
tedricas de la informacion de los sistemas confinados multidimensionales, a excepcién de algunos
trabajos recientes sobre entropias [20, 29-39] y complejidades [31, 40] para el dtomo hidrégeno
confinado tridimensional. Este modelo se ha utilizado ampliamente para interpretar numerosos
fenémenos en quimica cudntica, teoria de materiales, nanotecnologia e informaciéon cudntica y
computacién como ya se menciond, entre otros campos. Estas cantidades de cardcter entrépico y
de complejidad miden la deslocalizacién espacial de los electrones del sistema.

Las entropias de informacién de Shannon y Fisher de un estado cuantico multidimensional en el es-
pacio de posicién son funcionales de la densidad de probabilidad p(7) del estado [1, 41]. La entropia
de Shannon, que es una funcién logaritmica de p(7), cuantifica la extensién total de la densidad. La
informacién de Fisher, que es un gradiente funcional de p(7), mide la concentracién puntual de la
nube de probabilidad electrénica en toda la regién en la que se mueve el electrén. Estas cantidades
entrdpicas estdn (i) estrechamente relacionadas con cantidades fundamentales y/o cuantificables
experimentalmente de sistemas electrénicos, (ii) satisfacen relaciones de incertidumbre [42] y (iii)
son identificadores del efecto de forma de las heteroestructuras cudnticas [20], entre muchas otras
propiedades. Adicionalmente, Kullback y Leibler introdujeron la medida de la divergencia que nos
permite comparar dos distribuciones de la densidad de probabilidad [43, 44]. Otra medida que
mide la separacion entre una distribucién de probabilidad y el estado de equilibrio es el denomi-
nado Desequilibrio, dicha expresién matematica es exactamente igual a la energia informacional
de Onicescu [45] en el caso continuo. Por otro tenemos a la entropia de Tsallis que ha ganado
gran interés en el estudio de fisica estadistica y sistemas complejos [46, 47], procesos estocésticos
y teoria de la informacién [48, 49], fisica de altas energfas y fisica de particulas [50, 51], etc.

Las complejidades de Fisher-Shannon, Cramér-Rao, LopezRuiz-Mancini-Calvet (LMC) y LMC-
Rényi de diferentes sistemas atémicos [52] estdn abarcando cantidades compuestas por dos medidas

entropicas de caracter global y local en el caso Fisher-Shannon y Cramér-Rao, y por dos medidas
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entropicas globales en los otros dos casos. Cada una de estas medidas de complejidad intrinse-
cas cuantifica el equilibrio combinado de dos facetas macroscépicas (localizacién/deslocalizacién y
cantidad de carga) de la densidad de probabilidad cudntica del sistema multidimensional. Tienen
una serie de propiedades interesantes: acotamiento de la densidad de probabilidad por los extre-
mos, que corresponden al orden perfecto y al desorden maximo, invarianza bajo transformaciones
de traslacién, escalamiento y replicacién [53], monotonicidad [54, 55], entre otros [56, 57]. Estas
medidas estadisticas de complejidad se han aplicado ampliamente para obtener informacién so-
bre la estructura interna de los sistemas atémicos y moleculares, correlacién electrénica [58, 59],
transiciones de fase cudntica topoldgicas y caracteristicas macroscépicas de moléculas biolégicas y
farmacoldgicas (p. Ej., Aminodcidos, sulfanamidas, ...) [60, 61], entre otros.

El entrelazamiento es uno de los fendémenos més sorprendentes y complejos que nos ha brindado la
naturaleza intrinseca de la teoria cudntica, ésta desde sus inicios fue altamente criticada y llamada
accion fantasmal que se explico en el articulo histérico publicado en 1935; conocido como la para-
doja EPR (Einstein-Podolsky-Rosen) [62]. Posteriormente en 1964, John Bell formulé una serie de
desigualdades que podian utilizarse para poner a prueba la validez del entrelazamiento cudntico.
Los experimentos basados en las desigualdades de Bell confirmaron que el entrelazamiento cuantico
era una caracteristica real y no podia ser explicado por variables ocultas locales [63]. La publi-
cacién de Bell marcarfa el inicio de una serie de experimentos desarrollados por Aspect [64, 65],
Clauser [66] y Zeilinger [67-69], cuya gran relevancia harfa a sus autores merecedores del premio
nobel de fisica en el ano 2022. Los experimentos confirmaron que el entrelazamiento cuantico es
una caracteristica real de los sistemas cuanticos.

La manera mas simple de poder estudiar el entrelazamiento es mediante el &tomo de helio, el cual
es el modelo més sencillo con dos electrones que existe en la naturaleza. En el desarrollo de la teoria
de la informacién cuédntica se ha introducido a la entropia de von Neumann (vN) y la entropia
lineal [70-74] como una manera de poder cuantificar el entrelazamiento cudntico.

Los alcances de la teoria de la informacion y la entropia cudntica fueron mostrados por primera
vez en la conjetura de Ryu-Takayanagi [75] que establece que la entropia del entrelazamiento de
dos regiones en un espacio de gravedad cudntica es equivalente a la entropia de un agujero negro
capaz de absorber dichas regiones. En otras palabras, la cantidad de informacién cuantica que se
comparte entre dos regiones de un espacio esta relacionada con la cantidad de informacién que se
perderia si las dos regiones fueran a colapsar en un agujero negro [76].

La estructura de la tesis es la siguiente: en el capitulo 2 se estudia el 4tomo de hidrégeno confinado
en una region circular de paredes impenetrables variando el radio de confinamiento. Para ello utili-
zamos un enfoque informacional implementado diferentes medidas de complejidad: Fisher-Shannon,
Crammer-Rao, LMC y LMC-Rényi. En el capitulo 3 se estudia el &tomo de helio confinado en una
cavidad esférica impenetrable, variando el radio de confinamiento. Este sistema es mucho mas
interesante y a la vez complicado, ya que se pueden estudiar fenémenos fisicos méas interesantes

como lo son la correlacién electrénica y el entrelazamiento cudntico. Para este sistema se utilizaron
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medidas informacionales que involucran dos distribuciones de la densidad de probabilidad como
lo es la entropia de Kullback-Leibler y la informacién mutua. Ademads, se utilizaron otras medidas
como la informacién de Fisher, la entropia de Shannon, la entropia de Tsallis, el Desequilibrio, la
complejidad de Fisher-Shannon y la entropia lineal. Finalmente, se estudia el comportamiento de
las medidas mencionadas variando la carga nuclear Z, es decir, &tomos helioides. Los capitulos 4

y 5 los reservamos para las conclusiones generales y las perspectivas, respectivamente.
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El 4&tomo de hidrogeno

confinado en una regiodn

circular

Este capitulo se divide en dos secciones, en la primera seccién 2.1, se describe brevemente el sistema
estudiado durante la Maestria, en el cual se reportaron la entropia de Shannon y la informacién
de Fisher para el dtomo de hidrégeno confinado en dos dimensiones (AHC-2D) en el espacio de
configuraciéon y de momentos para los estados 1s, 2s, 2p y 3d. En la segunda seccién 2.2, que
corresponden al proyecto doctoral, estudiamos diferentes medidas de complejidad tales como la de
Fisher-Shannon (Cpg), LépezRuiz-Mancini-Calbet (Cp ), LMC-Rényi (Ch g) [77] y Cramer-Rao
(Ccr) [78].

2.1. Entropias de la informacién

El atomo de hidrégeno en dos dimensiones.

Antes de pasar a la solucién del sistema confinado, es importante conocer la solucién de la ecuacion
de Schrodinger para el caso libre ya que es de aqui donde obtendremos las diferentes funciones de
onda radiales que se utilizaron en coordenadas polares (donde es muy usual utilizar p para la
coordenada radial y ¢ para la coordenada angular), donde ésta queda determinada de la siguiente

manera (para mas detalles sobre la solucién véase [79]):

) = 1 (TL — |m| — 1)' efp/ an,
Lom{7) = man\/@n— Ry A




donde a;, es un factor de escala, y la que en unidades atémicas (e = i = m, = 1) queda de la

siguiente manera:

o (o 1), o)

Los nimeros cudnticos principal (n) y de momento angular (m) varfan como: n =1,2,3,---, |m| =
0,1,2,--- ,n — 1. Donde las energias para el estado base y primeros estados excitados son: Fig =
—2.00000, FEo1 = —0.22222, Foy = —0.22222, F35 = —0.08000.

El atomo de hidrégeno confinado en una regién circular.

En la Figura 2.1 se muestra un diagrama del atomo de hidrégeno confinado por un potencial tipo
infinito, en el cual se considera un sistema tridimensional cuya dindmica esta restringida a regiones

planas, bidimensionales [80]. En este caso la solucién de la ecuacién de Schrodinger estd restringida

Figura 2.1 — Modelo del atomo de hidrégeno con carga +Ze en el centro de una caja circular de
radio pg v un electrén —e que orbita a su alrededor a una distancia p (Figura del lado izquierdo),
en la Figura del lado derecho se puede apreciar el potencial de confinamiento de tamafo infinito

para radios mayores o iguales que pg.

por el potencial V(p) dado por
+007 1Y 2 PO,
V(p) = (2.3)
Y P < po-

Ademaés, la funcién de onda que es solucién de la ecuacién de Schrodinger con el potencial (2.3)

debe satisfacer la condicién de frontera tipo Dirichlet

(p = po, @) = 0. (2.4)

16



Las eigenfunciones de este problema siguen siendo de la misma forma que para el caso libre,
einup

esto es: ¥(p, p) = R(p)P(¢); la solucién angular estd dada por ®(¢) = TR Las eigenfunciones v

cumplirdn con las condiciones de frontera cuando las eigenfunciones radiales contengan una funcién
de corte. Cuando no hay confinamiento espacial, las funciones de onda radiales (exactas) se pueden
escribir como

Ry (p) = Nume ™22 (80" L2 (Bup), (2.5)

donde 8, = nfif/z y N,m denota la constante de normalizacién. Las soluciones variacionales

aproximadas para la funciéon de onda radial, en el caso confinado, estan dadas por

R0 (05 05) = Ry (5 05) X (), (2.6)

donde x(0) (p) = (1 — p%) y {@;} son pardmetros variacionales y

o m| r2|m
R (p; ) = Apm (07)e= Jazp) ™ L2 (0p). (2.7)
Las funciones de onda de prueba 1 quedan de la siguiente manera:

) (7 ay) = RED) (3 ) ()

—a 2|m
= a2 gl 127 (o) (1

p> eimg‘b (28)
po) V2m
Las funciones de onda correspondientes a los estados 1s ( %0))7 2s ( gg")), 2p ( é‘f")) y 3d ( ég")),

son de la forma:

(00 (7 1) = Nyge™ 1 <1 - p> ; (2.9)
Po
Y& (7 0, B) = Nag[1 — pBle™2r (1 - pi) ; (2.10)
(po) (= — —agp ime _ ﬁ
51 (T az) = Naype™ “Pe 1 ; (2.11)
Po
(po) (. — 2 —ayup ime _ ﬁ
52’ (7 o) = Nagp“e” “4Pe'™? {1 ) (2.12)

Funciones de onda en el espacio de momentos

La funcién de onda en el espacio de momentos se obtiene por medio de una transformada de
Fourier (TF) de la funcién de onda en el espacio de posiciones [81, 82]. Para una funcién f(8), con:

§ = (54, sy) se define su TF como la funcién dada por la siguiente ecuacién:

. 1 [too gt .
F(k) = 7/ / f(&)e " 5d3. (2.13)
27T — 00 — 00
Al sustituir la ec. (2.1) obtenemos las funciones de onda ¢ en el espacio de momentos para los
estados 1s (¢10), 28 (¢20), 2D (¢21) v 3d (¢32), asi

Bl (ﬁ1/2)
(2m)V/2 [(B1/2)% + p?]3/2° (2.14)
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b10(p) =




$20(p) =
S 52{ (Ba/2) g [ 8(8/2° 1 ] }
(2m)1/2 3172 | [(82/2)2 + p?]3/2 [(B2/2)% +p?3/2 [(B2/2)% +p43/2] |’
e’ B3 3(B2/2)p
(21172 6172 [(B5/2)2 + p2]5/2 (2.16)
_ M B3 15(Bs/2)p?
¢32(ﬁ)— ( )1/2\/7[(ﬂ3/2) ]7/2.

Siguiendo un procedimiento semejante al caso libre, se llega a las siguientes expresiones para la

(2.15)

¢21(P) =

(2.17)

transformada de Fourier para el &tomo de hidrégeno confinado en dos dimensiones. Para el estado

base y los 3 primeros estados excitados se tienen las siguientes expresiones:

% () 1/2/ R (p; 1) Jo(pp) pdp, (2.18)
% (p) = (2]:)57?/2 /po RE (p; s, B)Jo(pp) pdp, (2.19)
4 () = lez/z / R (py )Ty (pp) pdp, (2.20)
) (p) = 1/2 2’%/ RE (p; ca) J2(pp) pdp, (2.21)

donde Rgﬁ%) ec. (2.6) son las funciones de onda radiales en el espacio de posiciones, las NP
son constantes de normalizacién, pg el radio de confinamiento y J,,(pp) las funciones de Bessel
respectivamente. Las funciones de onda anteriores estan en términos de integrales que se obtienen

en forma numérica ya que no es posible obtenerlas en forma analitica.

Densidad de probabilidad cuantica

Las densidades de probabilidad en el espacio de posiciones se definen por

P(7) = prm (75 po) ‘\Il(”U) ))2 (2.22)

(2.23)

2
(D) = Yom (P po) = ‘<I><”°) )

en el espacio de momentos.

2.1.1. Entropia de Shannon

La entropia de Shannon en el espacio de posiciones puede asociarse a la incertidumbre de deter-
minar la posicion de la particula; en otras palabras, tenemos tal cantidad indicando el grado de

localizacién/deslocalizacién de una determinada particula en el espacio de posiciones. Por otro
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lado, tenemos la entropia de Shannon en el espacio de los momentos, que puede ser asociada a la
incertidumbre de determinar el momento de la particula.

Las entropias de Shannon en el espacio de posiciones y de los momentos se definen como:

.o = = | ol 10g pliar (2.24)

S, ()] = - / () log 7(7)dF, (2.25)

donde 2 es la regién circular.
Adicionalmente, esta medida de la informacién cumple la siguiente relacién de incertidumbre de

posicién-momento desarrollada por I. Bialynicki-Birula y J. Mycielski (BBM) [42]
Selp()] + Sply(P)] = D(1 + In), (2.26)

donde D es la dimensionalidad del sistema.

En la Figura 2.2, se muestra el comportamiento de la entropia de Shannon en el espacio de posi-
ciones y de momentos como funcién del radio de confinamiento py para los estados 1s, 2s, 2p y 3d.
Puede observarse claramente que a medida que se reduce el radio de confinamiento la entropia de
Shannon en el espacio de posiciones disminuye hasta valores negativos lo cual era de esperarse ya
que se tiene més localizada a la distribucion de la nube electrénica, de manera opuesta la entropia
de Shannon en el espacio de momentos crece a medida que se reduce el radio de confinamiento. Para
D =2, la ec. (2.26) se convierte en S, + S, > 4.2894, se cumple en todos los estados estudiados y

para todo valor de pg.

2.1.2. Informaciéon de Fisher

La informacion de Fisher en el espacio de posiciones estd estrechamente conectada a la energia
cinética debido a su dependencia del gradiente de la distribucién, enfatizando asi su caracter local;
es decir, mide la concentracion espacial puntual de la nube de probabilidad electrénica y cuantifica
el contenido de gradiente de la distribucién de electrones. Se interpreta como una medida de la
tendencia al desorden, es decir, que cuanto mayor sea la informacién de Fisher, més ordenada sera
la distribucién.

En los espacios de posiciones y de momentos se definen por:

(7] / |VP F)|2d-» (2.27)

/|V717)|2 7 (2.28)

mientras que el producto de las informaciones F,. y F, cumple una relaciéon de incertidumbre de

posicién-momento. Para funciones de onda reales y densidades continuas [83]

Fo[p(7)] x Fyly(p)] > 4D? (2.29)
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Figura 2.2 — Dependencia del confinamiento de la entropia de Shannon para el AHC-2D para
los estados 1s, 2s, 2p y 3d en el espacio de posiciones y de momentos. También se muestra la

correspondiente relacién de incertidumbre (suma entrépica) S, + Sp.

En la Figura 2.3, se muestra el comportamiento de la informacién de Fisher en el espacio de
posiciones y de momentos como funcién del radio de confinamiento py para los estados 1s, 2s,
2p y 3d. En este caso se puede apreciar que a medida que se reduce el radio de confinamiento la
informacién de Fisher en el espacio de configuracién aumenta lo cual era de esperarse ya que se tiene
mas localizada a la distribucién de la nube electrénica, de manera opuesta la informacién de Fisher
en el espacio de momentos disminuye a medida que se reduce el radio de confinamiento. Como bien

sabemos la informacién de Fisher nos da informacién acerca de la localizacién/delocalizacion de la
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distribucién de la nube electrénica, y ademds se suele asociar a dicha medida con el orden/desorden
del sistema. Se aprecia la aparicién de un maximo y un minimo muy bien definidos para los estados
s, ademas de la aparicién de un méaximo en el estado 3d, que si bien puede ser un error nimerico
que se verificé con calculos més detallados, éste seguia presentandose, lo cual no es captado desde
una medida global de la densidad de probabilidad (como lo es la entropia de Shannon) y que sf lo
es por la informacién de Fisher debido a que es una medida del tipo local. Un claro ejemplo de esto
es la captaciéon de maximos y minimos con un mayor pronunciamiento como lo es el minimo para
el estado 2s alrededor de 1 u.a. en la relacién de incertidumbre F.[p(7)] x F,p[v(P)], que se puede
apreciar en la relacién de incertidumbre de la entropia de Shannon pero menos pronunciada. Es
importante sefialar que la relacién de incertidumbre F,.[p(7)] X F,[v(p)] > 16 se cumple en todo

momento.

2.2. Medidas de complejidad

Las denominadas medidas de complejidad son medidas estadisticas que estiman el balance com-
binado de dos o més facetas de la densidad de probabilidad [84]. Es decir, estas medidas cuan-
tifican conjuntamente de manera global (entropia de Shannon, entropia de Rényi, desequilibrio y
varianza)-local (informacién de Fisher) y global-global a la distribucién de la densidad de proba-
bilidad.

En este trabajo utilizamos las medidas de la complejidad més conocidas, que son: Fisher-Shannon
(local—global), LMC (global-global), LMC-Rényi (global-global) y Crdamer-Rao (local-global). Se
ha mostrado que al convolucionar! las complejidades Fisher-Shannon y Crdmer-Rao con respecto a
una distribucién de probabilidad gaussiana, éstas siguen un comportamiento mondtono. Mientras
que las complejidades LMC y LMC-Rényi al mostrar un comportamiento monétono con respecto
a todas las operaciones estocdsticas? que preservan la clase que contiene la distribucién uniforme
y las distribuciones delta de Kronecker, en el caso discreto, es ain, un problema abierto en el caso

continuo [85].

2.2.1. Medida de complejidad Fisher-Shannon

La complejidad de Fisher-Shannon cuantifica la concentracion de densidad de carga alrededor de

sus méximos junto con su dispersién total por todo el volumen del sistema [86-89], estd compuesta

1La convolucién es una operacién matematica que combina dos funciones para crear una tercera.
2Estas operaciones estdn disefiadas para manipular y analizar eventos o fenémenos que tienen

un componente de incertidumbre o aleatoriedad.
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Figura 2.3 — Dependencia del confinamiento de la informacién de Fisher para el AHC-2D para

los estados 1s, 2s, 2p y 3d en el espacio de posiciones y de momentos. También se muestra la
correspondiente relacién de incertidumbre (2.29).

por la informacién de Fisher y la potencia entrépica de Shannon

Crslp(T)] = Q%BF[p(f)]eS[p(F)]

en el espacio de posiciones, y

en el espacio de momentos.

Crsh(P] = 5o Fh(@]eS0 )
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Esta medida satisface la siguiente desigualdad
Crs > D, (2.32)

para cualquier densidad de probabilidad continuamente diferenciable. Ademads, esta medida de
complejidad es invariante en las transformaciones de escalamiento y traslaciones, y es una medida

mondtona.

2.2.2. Medida de complejidad LopezRuiz-Mancini-Calbet

La complejidad de LMC cuantifica la no uniformidad de la distribucion de la densidad de proba-
bilidad (o de la separacién de la equiprobabilidad) conjuntamente con la extensién total de dicha
densidad de probabilidad [84]. La versién primitiva de la medida de complejidad LMC [88-90] fue

redefinida por Cataldn et al. [91] como

Cryclp(P)] = eSlo(M]—Ra[p(7)] (2.33)
en el espacio de posiciones, y

Crucy(P)] = Sh@I-Fely(@)] (2.34)

en el espacio de momentos. Esta medida fue generalizada hasta la denominada complejidad LMC-
Rényi, cuyo ingrediente principal es la nombrada entropia diferencial de Rényi [92].
1 "
Ralp(i] = 5 box ([ P ar) . Ao (2.35)

que recupera la entropia de Shannon en el limite A — 1.

2.2.3. Medida de complejidad LM C-Rényi

La complejidad de LMC-Rényi toma en cuenta dos aspectos de la distribucién de la densidad de

probabilidad que dependen de dos pardametros (A, 8) [40, 52, 55|, es definida como

Ch.plp(7)] = eI PMI=Bslp(M] )\ < 3 (2.36)
en el espacio de posiciones, y

Ch sy (@) = PD@I-Rsb@®] -\ < g, (2.37)

en el espacio de momentos. Para el caso A = 1 y 8 = 2 recuperamos la medida de complejidad LMC.

Una aplicacién directa de la desigualdad de Jensen [93] permite escribir la siguiente desigualdad
Crg>1, A<p. (2.38)

Lo que permite dar un limite universal logrado por la densidad uniforme. Por otro lado, las medidas
de complejidad de LMC y LMC-Rényi satisfacen la invarianza bajo transformaciones de traslacion,

escalado y replicaciéon y son medidas mondtonas.
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2.2.4. Medida de complejidad Cramer-Rao

La complejidad de Cramer-Rao cuantifica el contenido del gradiente (es decir, el grado de oscilacién)
conjuntamente con su concentracién alrededor del centroide [88, 89, 94], est4 compuesta por la

varianza y la informacién de Fisher. Se define de la siguiente manera

Cerlp(F)] = Flp(F)] x V[p(7)] (2.39)
en el espacio de posiciones vy,
Cerly(®)] = Fly(®)] x V()] (2.40)

en el espacio de momentos. Ademas, esta medida satisface la siguiente desigualdad:

Ccr > D2 (2.41)

Varianza

La varianza es una medida estadistica que indica la dispersién o la extensién de los valores de un
conjunto de datos con respecto a su media o promedio. Es una forma de medir cuanto se alejan los
valores individuales de la media. Esta medida es ttil para entender la dispersién de la distribucién
de la densidad de probabilidad. Valores més altos de varianza indican que los datos estdn mas
dispersos alrededor de la media, mientras que valores mas bajos indican que los datos estan mas
cerca de la media [95].

Debido a que
o= [ dr= [ R )R, (242

la varianza de la densidad de probabilidad para un estado cudntico genérico (nm), estd dada como

sigue:
2
Vo) = [ 0 IR (pr0) P - ( | 71 G dp) , (2.43)
en el espacio de posiciones 7y,
2
V) = [ 5160 )P o ( [ 160 dp> (2.44)

en el espacio de momentos.

2.3. Discusion de resultados

En la Figura 2.4 se muestran las medidas de complejidad Fisher-Shannon, Cramer-Rao, LMC y
LMC-Rényi en el espacio de posiciones para el AHC-2D como funcién del radio de confinamiento

po para los estados 1s, 2s, 2p y 3d. Las cuatro medidas de complejidad definidas previamente
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tienden hacia los valores constantes correspondientes al sistema libre (no confinado) para todos
los estados fundamentales y excitados a medida que el radio de confinamiento (pp) aumenta.
Esta constancia se alcanza a partir de 20 u.a. o incluso antes. Esta tendencia hacia los valores
constantes libres es diferente para cada medida de complejidad. En el estado fundamental, las
cuatro complejidades aumentan de manera monétona a medida que py aumenta hasta alcanzar la
constancia en 8 u.a. En el primer estado excitado (2s), las medidas de Fisher-Shannon y Crémer-
Rao distinguen perfectamente a este estado a medida que pg aumenta. Dicho comportamiento es
diferente a las medidas de LMC, LMC-Rényi. Esto se debe principalmente a que tanto la medida
de Fisher-Shannon y Cramer-Rao tienen un caracter local-global, mientras que LMC y LMC-Rényi
tienen un caracter global-global. Ademds, mientras que la medida de Fisher-Shannon oscila para
un confinamiento fuerte (es decir, pp pequeno), tanto LMC, LMC-Rényi como Cramer-Rao tienen
un decremento monétono hasta un minimo y luego aumentan de manera monétona hasta alcanzar
el valor constante libre a medida que pg aumenta. En los estados circulares 2p y 3d, la medida
de Fisher-Shannon y Cramer-Rao disminuyen suavemente hasta alcanzar los valores constantes
libres correspondientes, y tanto LMC como LMC-Rényi aumentan de manera mondtona hasta
alcanzar los valores constantes libres correspondientes a medida que py aumenta. El orden de las
diferentes medidas de complejidad se relaciona con la estructura nodal de las funciones de onda
correspondientes y de los componentes entrépicos. Finalmente, las medidas de complejidad cumplen
con los limites inferiores rigurosos establecidos.

En la Figura 2.5 se muestran las medidas de complejidad Fisher-Shannon, Cramer-Rao, LMC y
LMC-Rényi en el espacio de momentos para el AHC-2D como funcién del radio de confinamiento
po para los estados 1s, 2s, 2p y 3d. Se observa nuevamente que para todos los estados fundamentales
y excitados, todas las medidas de complejidad cumplen con los limites universales establecidos y
tienden hacia los valores constantes libres correspondientes a medida que el radio de confinamiento
(po) aumenta. Esta constancia se alcanza a partir de 20 u.a. o incluso antes, al igual que en el
espacio de posicién. Este comportamiento hacia la constancia libre es diferente para cada medida de
complejidad. En el estado fundamental, las tres complejidades del momento aumentan suavemente
a medida que py aumenta hasta alcanzar el valor constante libre, que se logra a 8 u.a. En el primer
estado excitado (2s), la dependencia del confinamiento en la medida de Fisher-Shannon es muy
diferente en comparacién con las medidas de LMC, LMC-Rényi y Cramer-Rao, pero en este caso
la medida de LMC y Cramer-Rao tienen un comportamiento similar y presentan un maximo entre
3 y 4 u.a., disminuyen y posteriormente crecen hacia el caso libre, la medida de Fisher-Shannon
tiene un méaximo pronunciado entre 1 y 2 u.a., a partir del cual disminuye rapidamente hacia
la constancia libre, mientras que la medida LMC-Rényi tiene un comportamiento creciente hasta
alcanzar el caso libre. Estos resultados demuestran cémo las medidas de complejidad del momento
varian con el grado de confinamiento en el sistema hidrogenoide bidimensional y cémo convergen

hacia los valores constantes libres a medida que el radio de confinamiento aumenta.
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2.4. Conclusiones

De forma independiente tenemos interpretaciones sobre la informaciéon que brindan las diferen-
tes medidas informacionales, la cuales no dependen de la energia sino de la autofuncion del estado
cuantifican de forma bastante completa diversos aspectos locales y globales del desorden interno del
sistema, que estan estrechamente relacionados con la concentracién puntual de la carga electronica
alrededor del centroide en toda la region de confinamiento. El objetivo de estudiar este sistema
era saber qué informacién adicional nos briendaban estds medidas de manera combinada. Lo que
pudimos observar fue que el confinamiento distingue el comportamiento del AHC-2D en todos
los estados estacionarios mediante las medidas de Fisher-Shannon, Cramer-Rao, LMC y LMC-
Rényi en ambos espacios conjugados. Estas cantidades tienden de diversas formas hacia los valores
constantes libres correspondientes tanto para los estados fundamentales como para los excitados
cuando el radio de confinamiento py aumenta. Los valores del caso libre que se calcularon de forma
analitica, se alcanzan en un radio critico de confinamiento, que es mucho menor para los estados
circulares® (1s, 2p y 3d) que para el estado 2s, principalmente debido a un mayor contenido re-
lativo de gradiente, es decir, al tener un nodo se presenta una alta variaciéon en la densidad de
probabilidad. Por lo tanto, estas medidas de complejidad detectan mejor los efectos del confina-
miento cuando la pared impenetrable del sistema se encuentra a un radio critico gradualmente mas
pequeno. Estos resultados ponen de relieve la capacidad de las medidas estadisticas de complejidad
para captar la estructura nodal (i) del AHC-2D, ya que son capaces de distinguir claramente
los estados circulares y no circulares, tanto en sistemas 2D y 3D [40]. Lo anterior es bastante
interesante, ya que al hablar de medidas que se enfocan de manera independiente en la localiza-
cién/deslocalizacién, al combinar dichas medidas se obtiene informacién sobre la estructura nodal.
Adicionalmente, podriamos anadir que depende del sistema en cuestién, podriamos utilizar una
medida de la complejidad u otra. Como vimos la medida de complejidad que capta mayor infor-
macién es la complejidad de Fisher-Shanon, razén por la cual se decidié emplearla en el siguiente

capitulo, adicional a que ya ha sido utilizada para estudiar la correlacién electrénica [86].

3Los estados con m = n — 1 son usualmente llamados estados circulares.
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Figura 2.4 — Dependencia del confinamiento de las medidas de complejidad Fisher-Shannon (arriba
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a la derecha) en el espacio de posiciones para el AHC-2D como funcién del radio de confinamiento
po para los estados 1s,2s,2p y 3d.
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Enfoque informacional para

sistemas de dos electrones

En este capftulo se estudia el 4&tomo de helio utilizando un enfoque informacional [96], por medio de
las entropias de la informacién y medidas de complejidad que complementan la exploracién de las
caracteristicas fisicas que se presentan en el atomo de helio, como lo son: la correlacion electrénica,
la energia de correlacion y el entrelazamiento cudntico. Como bien sabemos, el dtomo de helio es el
atomo polielectrénico mas simple que existe en la naturaleza, el cual estd formado por un ntcleo
con carga nuclear +Ze y dos electrones que orbitan a su alrededor con carga e~ , para este tipo
de sistemas de dos o mas electrones, la manera mas simple de resolverlo es despreciando la inter-
accion entre electrones. Sin embargo, al paso del tiempo se han desarrollado variedad de métodos
[95, 97-99] que nos permiten resolver dicho sistema de una manera muy sencilla, aprovechando
las herramientas computacionales; en este trabajo utilizamos un enfoque variacional. Primero se
resuelve el atomo de helio sin correlacion electrénica y posteriormente se incluye explicitamente la
correlacién electrénica en la funcién de onda utilizando coordenadas de Hylleraas. Este capitulo
se divide en tres secciones, de la siguiente manera: En la seccién 3.1, se estudia el sistema libre de
confinamiento. En la seccién 3.2, se estudia el caso confinado en una cavidad esférica con paredes
de tamano infinito. Finalmente, en la seccién 3.3, se estudian diferentes dtomos helioides de la serie

isoelectrénica, para el caso confinado en una cavidad esférica impenetrable.

3.1. El atomo de helio en el estado base

En esta seccién se procede a analizar el dtomo de helio libre (libre de confinamiento). Primero se
analizard utilizando una funcién de onda que no incluya la interaccién entre electrones, es decir,

una funcién de onda no-correlacionada y posteriormente se utilizard una funciéon de onda con
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correlacion electrénica en coordenadas de Hylleraas.

Descripcion del sistema

Para dar solucién a este sistema supondremos que el niicleo del atomo de helio es infinitamente
pesado, se encuentra localizado en el origen del plano cartesiano, los electrones estdn localizados

en las posiciones r{ y 73 como se muestra en la Figura 3.1.

Y

Figura 3.1 — Modelo del 4tomo de helio centrado en el origen de coordenadas cartesianas. Imagen
generada con la ayuda de Chat GPT-3.5 [100].

El hamiltoniano (utilizando unidades atémicas i = e = m = 1) de este sistema es:

H 1 1 zZ Z 1
H=-Vi-_Vi- = -4 _—— 3.1
2T T T TR oy

donde los dos primeros términos del lado derecho se refieren a las energias cinéticas de los electrones,
y los ultimos tres términos se refieren a la energia potencial. Los subindices 1 y 2 del operador
laplaciano indican que acttia sobre el electrén 1y 2, respectivamente; r1o = |17 — 73] es la distancia

entre los electrones y, +Ze es la carga nuclear que para el atomo de helio es igual a 2.
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3.1.1. Funcidon de onda no-correlacionada

Las funciones de onda que se utilizan son del tipo hidrogenoide. De esta manera el estado base

estd descrito por

P(ri, r3) = Y1(F1)a(T2) = AYp0(01, 1)e” " Y0,0(02, p2)e” "

= Be M1egT"2,

(3.2)

Puede observarse claramente que la funcién de onda sélo depende de la coordenada radial del
electrén 1 y el electrén 2 debido a que Ypo(6,¢) = 1/v4m. La expresién anterior la podemos

reescribir como sigue:
¥(r1,72) = Bea(r1)pa(r2), (3.3)

donde B = %, es la constante de normalizacién y, p(r;) = e~ *"i para i = 1,2.

Calculo de la energia

De acuerdo al principio variacional

(W (7 o) [H |3 (F o))
Bo < S F ey o))

habiendo calculado el funcional de la energia, se obtendran las energias y funciones de onda 6pti-

(3.4)

mas mediante los pardmetros variacionales {«;}; la funcién de onda puede estar o no normalizada.

Constante de normalizacién

Después de haber integrado sobre los 4ngulos de ambos electrones se obtiene 1672, entonces:

((r1,m2) [ (ry,r2)) = 1672 B2 (01 (r1)pa(r2)|p1(r1)pa(r2))
= 1677 B (01(r1) |1 (r1)) (p2(r2)[@2(r2)) -

Dado que la variable de integracién es muda, podemos hacer ry = 79 = r, ademds como las

(3.5)

funciones de onda de ambos electrones son semejantes podemos escribir ¢1 (1) = @a(r) = @(r),

((r1,m2)[(r1,72)) = 167° B (0(r) |o(r)) {0(r)leo(r)) , (3.6)

de donde obtenemos
B= ! _ (3.7)
4 fooo e—20rp2dy '

Funcional de la energia

El funcional de la energia estda dado de la siguiente manera:

_EVQ_EVQ_E_E #
270 277 oy -

(W1, )| Bl () = <w(m,r2>

1/)(T1,T‘2)>, (38)
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podemos separar los elementos de matriz en energia cinética y energia potencial como se muestra

a continuacién (véase Apéndice 7.1).

Energia cinética
Para la energia cinética obtenemos que:

1

(¥(r1,m2)] = ivf - %ng(ﬁ,w)) = —16m”B* (p(r)|o(r)) (p(r)[V|i0(r)) - (3.9)

Energia potencial
De manera similar para la energia potencial:
zZ Z 1 1
(W)l = == =4 () = - 167282 {p(r)|o(r)) (e (r)]~ Lo (r)

2T (3.10)

+ 1672 B2 (p1(r1)p2(r2)| % l1(r1)p2(ra))

donde 7, es la mayor entre 1 y ro. Por lo cual el funcional de la energia queda como:

(H) =~ 165 B (p(r)|o(r) o(r)|V[o(r) — 165°2B°Z ((r)l(r) {o(r) i) -
3.11
1672 B2 (1 (11 )palr2)| i o1 (r1)pa(ra))

De la ec. (3.11) podemos obtener las energfas para diferentes dtomos helioides, para ello se varia
la carga nuclear Z. A continuacién se muestra el caso para Z = 2, en donde se obtuvo que el
parametro variacional que minimiza la energia es igual a o = 1.6875 y la energia éptima igual a
E = —2.8476 Hartrees [95, 97-99].

3.1.2. Funcién de onda en el espacio de momentos

La funcién de onda en el espacio de momentos se obtiene a través de la transformada de Fourier.

Para un sistema de dos particulas la transformada de Fourier ® (), pa) de la funcién (7, 7) estd

dada por:
Erd’ iy s i
(), ) = / Qa2 g i P22 (7| 7). (3.12)
(2m)?
Utilizando la separacién de variables podemos escribir W(77, 72) = 11 (71)12(72), entonces:
(I)(p_'l ﬁQ) ; /dBFle_i ﬁl'ﬁwl(iﬁ) X ;/dg’lz’ge_i 15'2~F2¢2(F2)
’ (2m)3/2 (2m)3/2
= ¢1(P1)p2(p2).
donde
— 1 - ] DT — .
¢;(Pj) = (271_)3/2/d37‘je PiTiahi(7;), j=1,2. (3.13)

con ;(r;) dado por la ec. (3.2). Debido a que la entropfa de Shannon esté definida para la densidad

de probabilidad de una particula nos enfocaremos en obtener la transformada de Fourier de una
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particula. La densidad de probabilidad reducida de una particula v(p) en el espacio de momentos

estd dada por:

+(5) = /@ ﬁ:/a@@@@@wmmﬁm
= |p1(P) .

(3.14)

La funcién de onda variacional del helio libre estd dada por la ec. (3.2), as{ la transformada de

Fourier de v (77) estd dada por la ec. (3.13), y al integrar sobre los éngulos se obtiene

V2a3 2a

T (a4 p?)

12
V2mp

o1(p) = (3.15)

/ e sin(pry)ridr =

La funcién ¢1(p) estd normalizada a la unidad. Esto es debido a que al estar normalizada en el
espacio de posiciones, automéaticamente estda normalizada en el espacio de momentos, de acuerdo

con el Teorema de Plancherel [95].

3.1.2.1. Entropia de Shannon

La entropfa de Shannon para una distribucién de probabilidad p(7), es definida de la siguiente

manera:
5, == [ o) mp( ' (3.16)

esta medida estd dada para la distribucién de un electrén, asi, la densidad de probabilidad p(7)
debe estar normalizada a la unidad. La densidad de probabilidad la podemos escribir de la siguiente

manera:

p(r) = *I@( ) /OO [(r2)|*ridry = Jo(r)[. (3.17)

Al sustituir la ec. (3.17) en (3.16) y hacer un poco de dlgebra la entropia de Shannon se reduce a:
> —2ar —2ary,.2 1 ~
Sy =— e Infe Jredr —In | —| =2 2.5749. (3.18)
0 4
De manera similar en el espacio de momentos, la entropia de Shannon esta dada por:

Sp= */'y(ﬁ) Iny(p)d°p. (3.19)

Por lo cual,
2 2
~ [V2a? 2 V2a® 2
S, = —47r/ T b md RS b pdp~3.9916 (3.20)
0 T (a?+p?) T (a?+p?)

Ademis, puede verificarse que se cumple la relacién de incertidumbre de posicién-momento ec.
(2.26) S, + .S, = 6.5666 > 6.43419 [101].
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3.1.3. Funcidon de onda con correlacion electronica

En este caso usamos una funcién de onda con correlacion electrénica, para ello utilizamos la

siguiente funcién de onda:
w(Tl, T2, 7“12) = Be ®Tlem "2 (1 + b?“lg), (3.21)

donde r15 es la distancia entre el electrén 1 y el electréon 2, a y b son pardmetros variacionales.
La expresion anterior la podemos reescribir mediante coordenadas de Hylleraas, las cuales estan

definidas como:

s=r1+r,
t=—ry+ro, (3.22)
U =r12.

Entonces podemos escribir la funcién de onda como:

P(s,u) = Be” (1 + bu). (3.23)

Calculo de la energia

Para el calculo de la energia se procede de manera similar al caso sin correlacion pero se tiene
que convertir el operador hamiltoniano a las nuevas coordenadas, asi, después de realizar dicho

procedimiento [102] (véase Apéndice 7.2) se obtiene:

iy ovN® (oY [Ov\® O Oy [2s(u? — t2)
[ virvar = | {(as) *(m) *(m) +asau{u<s2—t2>}
oY 2t(527u2) 45Z1/12 1/)2
ot ou [ u(s — 1) ] - " }d“

s2—t2  u
donde, dr = 7%(s% — t?)udsdudt (véase Apéndice 7.3). A partir de dicho funcional de la energfa

(3.24)

podemos obtener la energia y funciéon de onda éptima, pero a diferencia del caso anterior se utilizara
el principio variacional en las nuevas coordenadas
J o (s, t,u) Hip(s,t,w)dr
EO S )
f 1/}* (87 tv u)¢(8, t? u)dT

lo anterior se hace con la idea de optimizar el costo computacional, ya que es mucho mas simple

(3.25)

evaluarlo de esta manera. Podemos observar que la funcién de onda no tiene dependencia sobre la

variable ¢ por ello en el hamiltoniano podemos omitir las derivadas sobre dicha variable, es decir,

av\®  [ou\? v oy [2s(ut—t2)]  4sZy? P
J{G) +(G) + 5 ) -t Ty 0

Después de evaluar la ec. (3.25) utilizando Mathematica 11.0, obtenemos que los pardmetros va-

riacionales que minimizan la energia dan o = 1.8496 y b = 0.3657; la energia 6ptima da como
resultado E = —2.8911 Hartrees.

En la ec. (3.24) la funcién ¢ no estd normalizada, por lo que se procede a normalizarla.
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3.1.3.1. Entropia de Shannon

Para obtener la entropia de Shannon, la manera més simple de realizar el cdlculo es regresando
a las coordenadas esféricas polares. En este caso podemos escribir la densidad de probabilidad

[103-105] como:

o T1 r1+T2 o] To+T1
p(r1) = — {/ d7“27“2/ driari29? +/ dT2T2/ dT127‘121/12} ; (3.27)
0 T

1 112 T1 T2—T1

donde 1 estd dada por la ec. (3.21). Esta densidad de probabilidad estd normalizada a la unidad,

1—/// r1)7? sin fdr;dfde. (3.28)

De esta manera al evaluar la entropia de Shannon obtenemos
oo
S, = —4n / p(r1) In p(ry)ridr; = 2.60159, (3.29)
0

cuyo valor es mayor que la obtenida con la funcién de onda sin correlacién electrénica (3.18).
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3.2. Helio confinado dentro de una caja esférica

impenetrable

El 4tomo de helio confinado con correlacién electrénica es un sistema que ya no permite obtener una
solucién exacta y, por ello se han aplicado diferentes métodos que nos permiten obtener la solucién
de este sistema de una manera muy precisa. Por otro lado los sistemas confinados anaden una
complejidad ain mayor, el primer trabajo fue publicado por Ten Seldam y De Groot en 1952 [106],
posterior a ellos se han diversificado los métodos que permiten obtener la energia del estado base de
una manera muy precisa utilizando métodos sumamente complicados y en algunos casos de un alto
poder de procesamiento de cémputo para poder resolver la cantidad de ecuaciones involucradas,
los métodos van desde: Hartree-Fock [107, 108], teoria de perturbaciones independiente del tiempo
[109], el método variacional lineal y no lineal [109-120], entre otros [121-128].

En este caso se procede desde un enfoque variacional, a continuacién se muestra el estudio del
atomo de helio dentro de una caja esférica impenetrable, en donde podemos cambiar el tamano
de la cavidad al modificar el radio de confinamiento ¢ (ver Figura 3.2). La funcién de la energia

potencial se escribe de la siguiente manera,

z _ z 1
o T T Eesp T2 <To

V(r1,7s) = , (3.30)

00, T1,T2 2 To

donde 7 es la distancia del ntcleo al electrén 1, 75 es la distancia del nticleo al electrén 2 y |7 — 75|
es la distancia del electrén 1 al electrén 2, respectivamente. Dentro de la barrera ri,ry < rg el
potencial estd dado por la interaccién coulombiana entre cada electrén y el nicleo, y la interaccién

entre los electrones.

El procedimiento que se realiza para la obtencién de la energia es similar al que se realizé para el
caso libre, pero con la diferencia de que en el funcional de la energia el limite de la variable radial

de integracion no va de 0 al infinito sino a ry.

3.2.1. Funcidon de onda no-correlacionada

De acuerdo al método variacional directo, la funcién de onda se construye al utilizar la funcién de

onda del caso libre multiplicada por una funcién de corte, en este caso utilizaremos x(r1,r2;79) =

(1 - T—l) (1 — Q), entonces
70 To
to(r1,me) = Be™*Me” "2 (1 - m) (1 - TQ) - (3.31)
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Figura 3.2 — Modelo del 4tomo de helio confinado en una cavidad esférica impenetrable de radio
ro. Imagen generada con la ayuda de Chat GPT-3.5 [100].

Calculo de la energia

Constante de normalizacion

En este caso al evaluar la contante de normalizacién obtenemos lo siguiente:

1 eQroa,,,2a5
b= =3 3 Toa (3 ; . (3.32)
4 [T e~2ar (1 _ %) 2dr m[—3 — roa(3 + roar) + €270 (3 + roa(—3 + roar))]

Funcional de la energia
Siguiendo un procedimiento semejante al caso libre, el funcional de la energia se evalia de la

siguiente manera:
E = (¢(r1,r2)| H|tb(r1,72)) (3.33)

asi obtenemos

0 0 d2 0 0
—167r232/0 |g0(r)|2r2dr/0 go(r)m<p(r)r2dr—647r232/0 |go(7’)|27”2dr/0 |<p(r)|2rdr

0 1 T1 0
+ 167r2/ lo(r1)|2ridr [E/ lo(1ra)|?radry —|—/ go(rz)rgdrz] > Ey,
0 0

T1

(3.34)

37



donde, ¢(r) = e " (1 - %), p(r;) = e o ( - %) para ¢ = 1,2. El procedimiento que se

A

realiza es: definir el valor de la constante de normalizacién, luego se evalia el funcional de la
energia, posteriormente se fija un radio de confinamiento y finalmente, se utiliza la herramienta de
FindMinimun/] incluida en Mathematica 11 que nos arroja como resultado el pardmetro variacional
«a que hacen a la energia y funcién de onda 6ptimas. El procedimiento se repite para cada radio

de confinamiento. Los resultados se muestran en la Tabla 3.1.

3.2.2. Funcién de onda en el espacio de momentos

La transformada de Fourier para el caso confinado resulta sumamente sencillo siguiendo un proce-

dimiento similar al caso libre de confinamiento. La funcién de onda para un electrén va como:

W(rir) = Are™o" (1 - r) : (3.35)

To

entonces la transformada de Fourier se obtiene al evaluar lo siguiente:
o1(p50) = <=2 [ (rsro)sinoryva (3.36)
1(p;mo) = — r;1o) sin(pr)rdr, .
V2P Jo

después de evalular la expresiéon anterior obtenemos:
o1(p;ro) :{\@ema(2e’"0ap(a2(—3 + 7o) + p2(1 + roa)) + 2p(p*(—1 + rpa)

+ a2(3 + roax)) cos(pro) + (—p4r0 — 6p°a + a3(2 + roar)) sin(pro))}

y {\/6—2’"00‘(—3 — roa(3 + roa) + €270%(3 + roa(—3 4 roa)))

-1
2 23
mro(p” + « .
r3ab prro(p ) }

(3.37)

Esta funcién resulté més complicada que en el caso libre (3.15).

3.2.3. Funciones de onda con correlacion electronica

En este caso se utilizan tres diferentes funciones de onda con correlacion electrénica ”muy simples”.

Primero se presentan en coordenadas esféricas polares y después se reescriben en coordenadas de

Hylleraas,
P1(s,t,u) = Bre *MH2)(1 4 Brig)x(r1,r2; 7m0
( ) ( 12)X(71 ) (3.38)
= Bie”** (1 + Bu)x(s, t;10),
Pa(s,t,u) = Boe M1 4 Brig + y(—r1 + 12) %X (71,725 70) (3.39)

= Boe ** (14 Bu+ th)x(s, t;ro),
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Ya(s,t,u) = Bye T[4 Brig + (=11 +12)% + 3(r1 + 12)?]x(r1, 725 70) (3.40)
= Bae (14 Bu+ 42 + 552)x(s, t: 7o), '

donde x(s,t;79) = (ro — r1)(ro — r2) = (ro — 25%) (ro — 2£*) es la funcién de corte, y o, 8,7 y 0
son los parametros variacionales.

Por completitud de nuestro trabajo se anaden dos funciones méas complejas, usadas por Montgomery
[96]

V(s t,u) = B Z Crime ™ s™t™u’ x(s,t;70), (3.41)

n,m,t

donde el subindice de la funcién de onda k = 4 denota una funcién de onda con 7 términos; mientras
que k = 5 denota una funcién de onda con 70 términos y n+m+1 < 2,7, respectivamente y Chipm,
son los parametros variacionales. Las funciones 11 y 19 ya se habian empleado y reportado en la
literatura [129, 130].

Calculo de la energia

El funcional de la energia a minimizar es de la forma

5 < SV (st HY(s tu)dr

O [t (s tu)(s, tu)dr (3.42)

Para el caso confinado se han manejado diferentes expresiones [106, 120, 131, 132] que permiten
evaluar las integrales involucradas en el funcional de la energia; dichas expresiones son equivalentes.

La expresién utilizada en este caso fue la siguiente:

fdr =2n* mds sdt Sf(s,t,u)(SQ—tz)udu
foom ot [ Lo

2ro 2ro—s s (343)
+27r2/ ds/ dt/ f(s,t,u)(s* — t*)udu,
T0 0 t

donde f puede ser ’(/JH ¥ o la densidad de probabilidad 2. De esta manera se procede a evaluar
las funciones de onda (3.38), (3.39) y (3.40). Después de calcular el funcional de la energia (3.42)
se obtuvieron los resultados que se muestran en la Tabla 3.1, donde adicionalmente se pueden
observar los valores de la energia para la funcién sin correlacién electrénica. De manera gréfica el

comportamiento de la energia se puede apreciar en la Figura 3.3.
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Energia (u. a.)

r (u.a.)

Figura 3.3 — Comportamiento de la energia para el atomo de helio en el estado base usando
diferentes funciones de onda variando el radio de confinamiento rg. Se comparan los resultados con

los obtenidos por Montgomery usando las funciones de onda ¢4 y 15 dadas por la ec. 3.41.

ro(aw.)  E(o)  E(1)  E(y2)  E(Ys) E@a)  E(ys)

0.5000  22.9229 22,9043 22.8321 22.7765 22.7426 22.7413
0.6000  13.4250 13.3986 13.3645 13.3421 13.3204 13.3181
0.7000 7.9968 7.9642  7.9490 7.9382  7.9278  7.9252
0.8000  4.6656  4.6282  4.6224  4.6201 4.6120 4.6104
0.9000 25117 24706  2.4691 24706  2.4642  2.4632
1.0000 1.0625 1.0186  1.0185  1.0214 1.0163  1.0157
2.0000  -2.5284 -2.5797 -2.5976 -2.5994 -2.5977 -2.6040
3.0000 -2.7935 -2.8419 -2.8651 -2.8659 -2.8679 -2.8724
4.0000 -2.8301 -2.8763 -2.8955 -2.8960 -2.8981 -2.9004
5.0000  -2.8391 -2.8843 -2.9003 -2.9007 -2.9023 -2.9034
6.0000 -2.8425 -2.8871 -2.9015 -2.9018 -2.9029 -2.9036
10.0000 -2.8462 -2.8900 -2.9022 -2.9026 -2.9033 -2.9037

00 -2.84766 -2.8911 -2.9024 -2.9027 -2.9034 -2.9037

Tabla 3.1 — Energia para el estado base usando diferentes funciones de onda con correlacién

electrénica (¢;, con ¢ = 1,...,5) y no correlacionada (1) en funcién del radio de confinamiento r.

40



3.2.4. Enfoque informacional

3.2.4.1. Entropia de Shannon

A continuacién se muestra la manera de obtener la entropia de Shannon en el espacio de posiciones

para el caso confinado:

o
S(pi) = —47T/0 pi(r1) I pi(ry)ridr, (3.44)

donde p;(r1) es la densidad de probabilidad de una particula. Para i=0, se procede se la siguiente

1> = |¢(r1)p(r2)]? utilizamos

manera: pg = |[ty(r1,72)

o) = 3=l [ letra)Pridra = ot P (3.45)

mientras que para ¢ = 1,2 y 3. Tenemos

2 ry ri4re ) ) ro+r1 )
pi(rl) = — {/ d?"g’l“g/ dTlngg’lﬁi —‘r/ dTQTQ/ dTlg’I‘lQ’(/JZ- } , (346)
0 T

LS 172 T1 T2—T1

donde v; para i = 1,2 y 3, estdn dadas por las ecuaciones (3.38), (3.39) y (3.40), respectivamente.
De esta manera, después de haber obtenido las funciones de onda éptimas que minimizan la energia
se evalia la expresion (3.44) para cada radio de confinamiento.

En el espacio de momentos, la entropia de Shannon para el caso sin correlacién electrénica se

obtiene al evaluar la siguiente expresion:
ro
Sy = —4x [ lovsro) 1l i o) PP, (3.47
0

donde ¢4 (p) estd dada por la ec. (3.37). Por lo cual, se obtiene la entropia de Shannon variando el
radio de confinamiento 7. Los resultados se pueden apreciar en la Tabla 3.2, asi como graficamente
en la Figura 3.4, se puede ver que a medida que aumenta el radio de confinamiento los valores de S,
tienden hacia el caso libre de confinamiento. Adicionalmente, se anexé la desigualdad de BBM que
se cumple en todo momento. La entropia de Shannon para el caso con correlacién electrénica en
el espacio de momentos resulta altamente complicado (es decir, de forma analitica), y hasta donde
sabemos es un problema abierto, y se decidié trabajar inicamente en el espacio de posiciones. Al

evaluar la expresion (3.44) se obtienen los resultados mostrados en la Tabla 3.3 y en la Figura 3.5.

3.2.4.2. Entropia de Kullback-Leibler

La entropia de Kullback-Leibler [135] conocida como entropia de la divergencia para una distribu-

cién de probabilidad continua p(7), relativa a una distribucién p,er(7) estéd definida como:

p(7)
Pref(T)

KL(p.pres) = [ o0 -LTar (3.48)
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ro(u.a.) S, Sy Sy + Sy

0.5000 -1.5142 8.0679 6.5537
1.0000  0.3867 6.1186 6.5053
1.5000 1.3613 5.1236 6.4849
2.0000 1.9117 4.5752  6.4869
3.0000 2.3673 4.1501 6.5174
4.0000 24906 4.0498 6.5404
5.0000 2.5310 4.0206 6.5112
6.0000 2.5481 4.0090 6.5571

00 2.5749 3.9916 6.5665

Tabla 3.2 — Resultados de la entropia de Shannon en el espacio de posiciones y de momentos
para el a&tomo de helio en el estado base variando el radio de confinamiento rg. La funcién de onda

utilizada fue 1.

Entropia de Shannon

Figura 3.4 — Entropia de Shannon en el espacio de posiciones y de momentos para el atomo de

helio en el estado base variando el radio de confinamiento ry. La funcién de onda utilizada fue ).

donde
[ o0 = [ presrrar =1, (3.49)
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ro(aw)  S(po)  S(p)  Sp2)  S(ps)  Spa)  Slps)  ref. [29]

0.5000 -1.5142 -1.5129 -1.5181 -1.5181 -1.5257 -1.5247

0.6000 -0.9986 -0.9967 -1.0012 -1.0065 -1.0083 -1.0068

0.7000 -0.5696 -0.5670 -0.5708 -0.5747 -0.5767 -0.5752

0.8000 -0.2046 -0.2013 -0.2041 -0.2066 -0.2086 -0.2075

0.9000  0.1109 0.1148 0.1131 0.1123 0.1095 0.1108 0.1515

1.0000 0.3867 0.3914 0.3910 0.3919 0.3874  0.3898

2.0000 1.9117 1.9263 1.9587 1.9627 1.9548 1.9735  2.0097

3.0000 23673  2.3902 24777 24803 2.4839 25124  2.5241

4.0000 2.4906 2.5161 2.6229 2.6243 2.6381 2.6654 2.6197

5.0000  2.5310  2.5571  2.6628 2.6642 2.6798 2.6986  2.6651

6.0000 2.5481 25743 2.6768 2.6783 2.6883 2.7042  2.7042

10.0000 2.5673  2.5937  2.6900 2.6919 2.7029 2.7050  2.7106
00 25749 2.60159 2.6945 2.6967 2.7035 2.7051  2.7117

Tabla 3.3 — Entropia de Shannon variando el radio de confinamiento . Se comparan los resultados
con los reportados por Sen [29], en donde se empled el método del funcional de la densidad BLYP
(Becke, Lee, Yang y Parr) [133, 134].

esta medida cumple la siguiente desigualdad,

KL(p, pres) = 0. (3.50)

Ademéds, cuando p(7) = pref(7) < KL(p, prey) = 0. En este caso, nuestra densidad de referencia
es la densidad de probabilidad asociada a la funcién de onda sin correlacion electrénica, es decir

po(r1). Por lo cual se procede a evaluar lo siguiente:

0 )
KL(p;) = 477/ pi(r)n 2 2, (3.51)
0 po(r1)

para i = 1,2 y 3. Al evaluar la expresién (3.51) se obtienen los resultados mostrados en la Tabla

3.4 y en la Figura 3.6.
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ro(wa.) KL(p1) KL(p2) KL(ps) KL(ps) KL(ps)

0.5000  0.000005 0.000128 0.000454 0.000734

0.6000  0.000010 0.000068 0.000417 0.000451

0.7000  0.000016 0.000026 0.000232 0.000225 0.002930
0.8000  0.000024  5le-7  0.000102 0.000086 0.000230
0.9000 0.000032  59e-7  0.000035 0.000020 0.000040
1.0000  0.000041 0.000031 0.000041 0.000009 0.000020
2.0000 0.000146 0.002042 0.002289 0.002324 0.003900
3.0000  0.000223 0.005651 0.005805 0.007547 0.012139
4.0000  0.000243 0.006558 0.006611 0.009679 0.014846
5.0000  0.000246 0.006190 0.006225 0.009300 0.012862
6.0000 0.000247 0.005819 0.005857 0.007985 0.010715
10.0000 0.000247 0.005243 0.005297 0.007418 0.007856

00 0.000251 0.004969 0.005034

Tabla 3.4 — Entropia de Kullback-Leibler variando el radio de confinamiento rg.

3.2.4.3. Desequilibrio

Similarmente, el Desequilibrio nos da una medida de la separacién entre dos distribuciones, es
decir, mide la distancia de la desviacién con respecto a la equiprobabilidad, también conocida
como estado de equilibrio. Podemos definir el Desequilibrio [136, 137] de N elementos, al imponer
D > 0 (que garantiza la positividad) y D = 0 (en el limite de equiprobabilidad). La solucién directa
consiste en sumar las distancias cuadraticas de cada estado a la equiprobabilidad de la siguiente

manera:

N 1 2
p=3 (pi _ N) ’ (3.52)

1=

en el limite N — oo, y donde ffooo p(x)dx = 1, el Desequilibrio se reduce a:

70
D(p;) = 471'/0 P2 (r1)ridry. (3.53)

donde ¢ = 0,1,2 y 3. Al evaluar la expresién (3.53) se obtienen los resultados mostrados en la

Tabla 3.5 y en la Figura 3.6.
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ro(wa.) D(po) D(p1) D(p2) D(ps) D(ps) D(ps)

0.5000 6.6312 6.6348 6.5857 6.5612 6.5506 6.5368
0.6000 3.9972 4.0211 3.9961 4.0590 3.9803 3.9667
0.7000 2.6232 2.6589 2.6452 2.6297 2.6380 2.6275
0.8000 1.8322 1.8754 1.8683 1.8573 1.8635 1.8573
0.9000 1.3423 1.3908 1.3877 1.3800 1.3844 1.3809
1.0000 1.0210 1.0737 1.0731 1.0681 1.0716 1.0691
2.0000 0.1979 0.2811 0.2847 0.2844 0.2882 0.2865
3.0000 0.0911 0.2054 0.2053 0.2051 0.2080 0.2063
4.0000 0.0587 0.1943 0.1932 0.1931 0.1946 0.1933
5.0000 0.0446 0.1921 0.1913 0.1912 0.1920 0.1913
6.0000 0.0371 0.1915 0.1909 0.1908 0.1916 0.1911
10.0000 0.0260 0.1910 0.1908 0.1907 0.1910 0.1910

00 0.1912 0.1909 0.1908 0.1907 0.1910 0.1910

Tabla 3.5 — Desequilibrio variando el radio de confinamiento rg.

3.2.4.4. Entropia de Tsallis

La entropia de Tsallis [138, 139] es una medida entrépica muy interesante, ya que en casos especifi-

cos podemos recuperar la entropia de Shannon y el Desequilibrio, ésta se define como sigue:

Sq(pi) = 1 <1 — A /OTO p?(rl)rfdm) ) (3.54)

qg—1

donde 7 = 0,1,2 y 3. El indice ¢ desempena un papel crucial en la identificacién de la magnitud de
las correlaciones en un sistema para valores alrededor de 1. En el limite ¢ = 1, S; = S;, y ¢ = 2,
Sq=2 = 1 — D, respectivamente. Al evaluar la expresién (3.54) tomando valores de ¢ € [0.5 — 0.9],
se obtienen los resultados mostrados en las Tablas: 3.6, 3.7, 3.8 y 3.9, as{ como graficamente en la
Figura 3.7. Dichos valores de g se eligieron ya que Nasser et al. [140], mostraron que son los valores
para los cuales se capta en mayor medida la variacién de la correlacién electrénica para diferentes

potenciales.
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ro(u.a.) So.5 So.6 So.7 So.8 So.9

0.5000  4.9106  6.9037 10.6779 19.0041 45.8481
0.6000  3.9397  7.7239 15.7757 35.8074 107.781
0.7000  4.1245  7.1968 13.3494 278132 77.2776
0.8000  4.3182  6.8189 11.6132 224246 58.0869
0.9000  4.5211  6.5479  10.3287 18.6162 45.2703
1.0000  4.7335  6.3570  9.3561  15.8279 36.3145
2.0000 7.3263  6.5828  6.4152  7.1070 10.5431
3.0000 10.0022 7.9559  6.8673  6.6583  8.3774
4.0000 11.7471 8.9127  7.4249  6.9914  8.5504
5.0000 12.6783 9.4053  7.7300  7.2202  8.7936
6.0000 13.1677 9.6579  7.8896  7.3479  8.9451
10.0000 13.7655 9.9697  8.0941  7.5203  9.1631

00 14.0000 10.1009  8.1857  7.6022  9.2724

Tabla 3.6 — Entropia de Tsallis variando el radio de confinamiento g, S, (t0)

ro(u.a.) So.5 So.6 So.7 So.8 So.9

0.5000 -0.8993 -0.9958 -1.1025 -1.2223 -1.3579
0.6000 -0.5664 -0.6437 -0.7235 -0.8077 -0.8982
0.7000  -0.2110 -0.2867 -0.3579 -0.4272 -0.4964
0.8000  0.1629  0.0729 -0.0052 -0.0753 -0.1401
0.9000  0.5522  0.4331 0.3349 0.2516  0.1792
1.0000  0.9537  0.7920 0.6625 0.5563 0.4674
2.0000  5.0404 3.9654 3.2078  2.6562  2.2432
3.0000 79496 5.8131 4.4409 3.5153  2.8644
4.0000  9.4516 6.6182 4.9057  3.8012  3.0499
5.0000 10.1803 6.9653  5.0885  3.9056  3.1136
6.0000 10.5467 7.1295 5.1717  3.9518  3.1411
10.0000 10.9737  7.3177  5.2665 4.0043  3.1722

00 11.1310 7.3898  5.3038  4.0252  3.1847

Tabla 3.7 — Entropia de Tsallis variando el radio de confinamiento g, S;(¢1)
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ro(u.a.) So.5 So.6 So.7 So.s So.9

0.5000 -0.9037 -1.0005 -1.1076 -1.2275 -1.3633
0.6000 -0.5713 -0.6488 -0.7286 -0.8128 -0.9030
0.7000 -0.2161 -0.2916 -0.3627 -0.4317 -0.5006
0.8000  0.1583  0.0686 -0.0092 -0.0790 -0.1433
0.9000 0.5489  0.4301 0.3322 0.2492 0.1771
1.0000  0.9528  0.7911 0.6618 0.5557  0.4669
2.0000  5.1925  4.0783  3.2910 2.7173  2.2879
3.0000 8.5624  6.2191  4.7127  3.6994  2.9907
4.0000 10.4632 7.2303  5.2867  4.0448  3.2095
5.0000 11.3987 7.6572 54993 4.1591  3.2752
6.0000 11.8670 7.8501  5.5880  4.2038  3.2994
10.0000 12.3910 8.0533 5.6783  4.2481  3.3228

00 12,5559 8.1197  5.7085  4.2632  3.3309

Tabla 3.8 — Entropia de Tsallis variando el radio de confinamiento g, Sy (p2)

ro(u.a.) So.5 So.6 So.7 So.s So.9

0.5000 -0.9048 -1.0017 -1.1089 -1.2291 -1.3657
0.6000 -0.5770 -0.6555 -0.7364 -0.8218 -0.9135
0.7000 -0.2217 -0.2971 -0.3680 -0.4367 -0.5051
0.8000  0.1529  0.0636 -0.0136 -0.0828 -0.1465
0.9000  0.5445 0.4264 0.3292 0.2469  0.1756
1.0000  0.9506  0.7897  0.6610 0.5556  0.4673
2.0000  5.2004 4.0855 3.2974  2.7229  2.2926
3.0000  8.5568  6.2187 4.7145 3.7021  2.9935
4.0000 10.4355 7.2191 5.2831 4.0445  3.2105
5.0000 11.3500 7.6381  5.4928  4.1578  3.2759
6.0000 11.8016 7.8259  5.5800 4.2022  3.3002
10.0000 11.8016  7.8259  5.5800  4.2022  3.3002

00 12.4632 8.0896  5.6999  4.2621  3.3324

Tabla 3.9 — Entropia de Tsallis variando el radio de confinamiento 4, Sq(p3)

3.2.4.5. Informacién de Fisher

La informacién de Fisher [77, 78] para el caso confinado se evalia de la siguiente manera
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" |Vpi(r)?
F.lp:| =4 —_ .
rlpi] = 4 /O 1) ridry, (3.55)

donde i = 0,1,2 y 3. Al evaluar la expresién (3.55) se obtienen los resultados mostrados en la
Tabla 3.10 y en la Figura 3.5.

ro(wa.)  F(po) F(p1) F(p2) F(ps) F(pa) F(ps)

0.5000  162.8630 163.0390 162.0410 161.7340 161.2689 161.2538
0.6000 114.0970 114.2670 113.6650 113.9770 113.1685 113.1407
0.7000  84.7479  84.9055  84.5395  84.2250  84.2253  84.1911
0.8000  65.7525  65.8954  65.6859  65.4887  65.4813  65.4586
0.9000  52.7805  52.9089  52.8098  52.7006  52.6826  52.6693
1.0000  43.5506  43.6660 43.6465 43.6093  43.5855  43.5718
2.0000  15.5226  15.5492  15.7301  15.7533  15.9347  15.8322
3.0000  12.0992  12.1025 12.1394  12.1513  12.3025  12.1852
4.0000  11.5676  11.5775 11.5694  11.5810  11.6588  11.5748
5.0000  11.4576  11.4751 114778  11.4887  11.5274  11.4819
6.0000 11.4243  11.4459 11.4604 11.4708  11.5050  11.4698
10.0000 10.2788  11.4241 11.4545 11.4636  11.4675  11.4683

00 11.3906  11.4189  11.4552  11.4637 11.4678  11.4683

Tabla 3.10 — Informacién de Fisher variando el radio de confinamiento rq

3.2.4.6. Complejidad de Fisher-Shannon

La medida de complejidad de Fisher-Shannon [77, 78, 86] para el caso confinado se evalia de la

siguiente manera

1 1
Crslpi] = %F[pi]empll/i (3.56)

donde ¢ = 0,1,2 y 3. Al evaluar la expresién (3.56) se obtienen los resultados mostrados en la
Tabla 3.11 y en la Figura 3.5.
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ro(w.a.) Crs(po) Crs(p1) Crs(p2) Crs(ps) Crs(ps) Crs(ps)

0.5000  1.1583 1.1605 1.1495 1.1472  1.13818 1.13886
0.6000  1.1442 1.1474 1.1379 1.1322  1.12766 1.12856
0.7000  1.1313 1.1354 1.1277  1.1205  1.11912 1.11972
0.8000  1.1196 1.1244 1.1188 1.1136  1.11203 1.11244
0.9000  1.1091 1.1147  1.1114 1.1085  1.10610 1.10677
1.0000  1.0999 1.1063 1.1055 1.1052  1.10220 1.10279
2.0000  1.0835 1.0960 1.1330 1.1377  1.14485 1.15171
3.0000  1.1443 1.1622 1.2359 1.2392  1.25773  1.26959
4.0000  1.1878 1.2092 1.2975 1.3001  1.32092 1.33554
5.0000  1.2086 1.2317  1.3220 1.3245  1.34290 1.35442
6.0000  1.2189 1.2428 1.3323 1.3349  1.34786 1.35803
10.0000  1.2310 1.2566 1.3434 1.3462  1.35665 1.35866

00 1.2373 1.2625 1.3476 1.3505  1.35722 1.35866

Tabla 3.11 — Complejidad de Fisher-Shannon variando el radio de confinamiento rg

3.2.5. Entrelazamiento cuantico en el atomo de helio confi-
nado

El interés de poder cuantificar el entrelazamiento cudntico (matemdaticamente, indica la no sepa-
rabilidad de una funcién), siempre ha sido un desafio con una alta importancia, una de la maneras
en que se ha trabajado es utilizando la entropia lineal; la cual ha sido utilizada para poder medir
la intensidad del entrelazamiento [70-73, 141]. En estd seccién estudiamos la entropia lineal y la
informaciéon mutua en el dtomo de helio confinado en una cavidad esférica variando el radio de

confinamiento rg.

3.2.5.1. Entropia lineal

La entropia lineal es asociada a las matrices de densidad reducidas y se considera cualitativamente
similar a la entropia de von Neumann [142]. Esta se define como sigue [143]
Supi) =1 - Tr(p?), (3.57)
donde
Tr(p}) = $i(F ) 0r (7, ) ef (773 i (1, 73 dr drp oy dr, (3.58)

%12
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i=1,2y 3. En este caso: 112 = \/7? + 13 — 2ari79, con a = cos 01 cos O3 + sin by sin O3 cos(p1 — P2).

Con el elemento de volumen dado por:

dri' dry s’ dry =r'? sin 8)dr’, 6/, A, 72 sin 61 dry Ay dey x

(3.59)
75 sin 0h,dr) A, dghra sin fadrydfades.
3.2.5.2. Informacién mutua
La informacién mutua [144] para un sistema continuo estd definida de la siguiente manera:
Ui(ri,73) ...
I(p;, T E/ T;(r1,73) In ————=~dridr3, 3.60
(es,T4) R (i, 3) pi(r)pi(3) (3.60)

donde p; y T'; = |[4]? (la variable r15 se usa de la misma manera que en Sp), son las densidades
de probabilidad de una y dos particulas, respectivamente. La expresion anterior se puede escribir
en términos de la entropia de Shannon definida para la densidad de una y dos particulas como se

muestra a continuacion:

I(pi, I's) = 25(pi) — S(T), (3.61)
donde S(p;) estd dada por la ec. (3.44) v,
S = — /m DU ) T, ) (3.62)
La expresién (3.61) cumple con la siguiente desigualdad:
I(p:,T:) > 0. (3.63)

Las expresiones (3.62) y (3.58) son sumamente complicadas de resolver analiticamente, ya que
éstas se definen en 6 y 12 dimensiones, respectivamente. Por ello para poder evaluarlas se procede
de manera numérica. En este caso se usé el programa de Vegas [145] que estd basado en el método
de Monte Carlo. De esta manera se obtienen los resultados que se muestran en las Tablas 3.12,

3.13 y 3.14, asi como graficamente en la Figura 3.9.
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ro(u.a.)

I(p1,T1)

Sr(p1)

Sy [141]

0.5000
0.6000
0.7000
0.8000
0.9000
1.0000
2.0000
3.0000
4.0000
5.0000
6.0000

0.00120 £ 0.00020
0.00132 = 0.00024
0.00211 +£ 0.00029
0.00300 £ 0.00030
0.00396 =+ 0.00030
0.00494 + 0.00027
0.01262 £+ 0.00022
0.01474 +£ 0.00028
0.01500 £ 0.00030
0.01503 4 0.00031
0.01502 £ 0.00032

0.00066 +0.00005
0.00131 40.00005
0.00210 40.00005
0.00302 £0.00022
0.00398 +0.00005
0.00499 +0.00005
0.01289 £0.00006
0.01510 £+0.00006
0.01540 +0.00006
0.01543 £0.00007
0.01543 40.00007

0.00155

0.00457

0.01584

Tabla 3.12 — Se presentan los resultados para la entropia lineal y la informacién mutua asociada

a la funcién de onda 1, variando el radio de confinamiento ry. Los resultados se comparan con los

obtenidos por Koscik y Saha [141]

ro(u.a.)

I(p,T2)

S1(p2)

0.5000
0.6000
0.7000
0.8000
0.9000
1.0000
2.0000
3.0000
4.0000
5.0000
6.0000

0.00220 == 0.00020
0.00263 £ 0.00025
0.00315 £ 0.00029
0.00373 £ 0.00031
0.00436 £ 0.00030
0.00507 £ 0.00027
0.01292 + 0.00024
0.01812 = 0.00065
0.01889 =+ 0.00036
0.01857 £ 0.00037
0.01829 + 0.00037

0.00218 +0.00005
0.00261 £0.00005
0.00314 £+0.00005
0.00373 £0.00005
0.00438 +0.00005
0.00507 £0.00005
0.01318 £+0.00006
0.01852 +0.00013
0.01937 £0.00007
0.01907 £0.00007
0.01879 £+0.00007

Tabla 3.13 — Se presentan los resultados para la entropia lineal y la informacién mutua asociada

a la funcién de onda 1, variando el radio de confinamiento rg.
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ro(u.a.)

I(ps,T'3)

Sr(ps)

0.5000
0.6000
0.7000
0.8000
0.9000
1.0000
2.0000
3.0000
4.0000
5.0000
6.0000

0.00117 = 0.00020
0.00219 <+ 0.00024
0.00241 +£ 0.00028
0.00293 £ 0.00030
0.00359 =+ 0.00017
0.00417 = 0.00027
0.01090 £ 0.00023
0.01601 + 0.00031
0.01707 £ 0.00035
0.01688 4 0.00036
0.01666 £ 0.00036

0.00118 £0.00005
0.00219 40.00005
0.00238 £0.00005
0.00293 £0.00005
0.00352 £0.00005
0.00418 +0.00005
0.01107 £0.00006
0.01631 +0.00006
0.01744 +0.00006
0.01727 £0.00007
0.01706 £0.00007

Tabla 3.14 — Se presentan los resultados para la entropia lineal y la informacién mutua asociada

a la funcién de onda 3 variando el radio de confinamiento rg.
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3.2.6. Discusion de resultados

En esta seccion se presentan los resultados de manera grafica para cada medida de la informacién
y se discute el comportamiento de éstas. Adicionalmente, se comparan los resultados con los obte-
nidos por Montgomery (¢4 y ¥5).

En la Figura 3.5 podemos observar la entropia de Shannon en el espacio de posiciones para las fun-
ciones ¥;, con i = 0,1, ...,5, en donde a medida que se hace mas pequeno el radio de confinamiento
el valor de esta medida disminuye. Ademads, podemos observar que si nos fijamos en la funcién
de onda que no contiene correlacién electrénica y comparamos su comportamiento con alguna de
las funciones de onda con correlacién electrénica, por ejemplo la funcién (¢)1), podemos notar que
practicamente es la misma en radios de confinamiento menores a 1 u.a. y esto es debido directa-
mente al confinamiento, ya que al estar en una regién de confinamiento muy fuerte (ro pequeno)
la energia cinética aumenta y ésta es la que proporciona una mayor contribucién a la energia total
del sistema, es decir, los electrones se comportan como particulas libres. Podemos ver que al tomar
la diferencia entre la funcién con correlacion y la funcién sin correlacién electrénica, esta medida
crece bastante rdpido entre 1 y 3 u.a., ese cambio es directamente debido a la correlacién electréni-

4 muestra

ca. Esto es bastante interesante ya que alrededor de esa regién la energia de correlacion
un maximo. Adicionalmente, en la Figura 3.5 vemos que la informacién de Fisher al disminuir el
radio de confinamiento esta medida se hace mdas grande. Lo cual era de esperarse ya que a medida
que confinamos més al 4tomo, éste se localiza, es decir, a la distribucién electrénica se asocia una
incertidumbre menor. Al tomar la diferencia entre la informaciéon de Fisher con y sin correlacion
electréonica podemos observar algo bastante interesante, ya que en este caso se muestra un maximo
alrededor de 2 u.a. similar al de la energia de correlacién, lo cual como sabemos al ser una medida
del contenido del gradiente (es decir, el grado oscilatorio) de la distribucién de la densidad de

probabilidad, nos indica que esta captando informacién sobre la energia de correlacion.

En la Figura 3.6 podemos ver el comportamiento de la entropia de Kullback-Leibler y el Desequili-
brio para las funciones v;, con i = 0, 1, ..., 5, ambas medidas miden una separacion, por un lado se
tiene a una distribucién de la densidad de probabilidad que se toma como referencia y en el otro
caso se toma como referencia a la equiprobabilidad o estado de equilibrio. El Desequilibrio de la
funcién de onda sin correlacion y las funciones con correlacion electrénica son practicamente las
mismas para radios de confinamiento menores a 1 u.a., ademas se puede entender que al hacer mas
intenso el confinamiento la separacién respecto del estado de equilibrio aumenta drasticamente.
Para radios mayores hay una separacién apreciable que es ocasionada por la correlacion electronica

y tienden a los valores del caso libre de confinamiento. En Kullback-Leibler se puede apreciarse la

4La energia de correlacién se define como: Eeorr = Fogact — Err, donde Fegqer €s la energia
exacta y Egr es la energia obtenida por el método de Hartree-Fock. En nuestro trabajo conside-

ramos a Fe,qe¢ como la energia obtenida con la funcién 5.
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Figura 3.5 — Entropia de Shannon e informacién de Fisher para las funciones ¢;, con ¢ =0, ...,5

variando el radio de confinamiento rg.

presencia de un minimo alrededor de 0.9 u.a. y de un méximo alrededor de 4 u.a. para posterior-
mente alcanzar el valor del caso libre. Es bastante interesante notar que el comportamiento de dicha
curva se debe puramente a la correlacién electrénica, y al comparar con la energia de correlacién
podemos notar que cerca del minimo en la entropia de Kullback-Leibler y cerca de donde aparece
el méaximo la energia de correlacion tiene un minimo. Dicho méximo nos estd dando informacién
adicional a las otras medidas de la informacién estudiadas. Adicionalmente, al fijar un radio de
confinamiento podemos observar que los valores de esta medida con las diferentes funciones de
onda empleadas, aumentan a medida que introducimos una funcién de onda con mayor cantidad
de términos en la correlacién electréonica. Lo que se podria interpretar como una manera de poder

evaluar la calidad de nuestra funcién de onda.
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variando el radio de confinamiento r¢. Donde pg es la densidad de referencia y p; (j = 1,...,5) la

densidad relativa.

En la Figura 3.7 podemos observar la entropia de Tsallis para las funciones v;, con ¢ = 0,1,2, 3,
en donde podemos notar que el comportamiento es similar en todas las funciones de onda al variar
el pardmetro g y el radio de confinamiento. Como se mencioné los valores que se eligieron captan
en mayor medida la variaciéon de la correlacién electrénica, lo cual se puede apreciar al aumentar
los términos en correlacién electrénica de las funciones de onda, estd medida aumenta de forma
apreciable y esto sucede para los diferentes valores de ¢ y se tiene una mayor entropia a medida que
q disminuye. Cuando el radio de confinamiento disminuye hasta un valor de 1 u.a. para todos los
valores de ¢ se juntan en una misma linea que continua disminuyendo. Algo que cabe resaltar en
este punto es que si observamos el comportamiento de la energia en la Figura 3.3, es justo alrededor
de 1 u.a. donde ocurre un cambio de signo en la energia, dicha informacion esta siendo captada por
esta entropia de la informacién. Todo lo anterior es consistente con los resultados mostrados con
todas las medidas de la informacién. Finalmente, pero no menos importante es el comportamiento
de la entropia de Tsallis para la funciéon de onda que no contiene correlacién electrénica, ya que
es totalmente diferente. En este caso al aumentar el valor de ¢ ésta empieza a crecer rapidamente
alrededor de 2 u.a. y se presenta un maximo alrededor de 0.6 u.a. para ¢ = 0.6, 0.7, 0.8 y 0.9;
mientras que para ¢ = 0.5 la entropia empieza a disminuir y presenta un minimo alrededor de
0.6 u.a. Lo que resulta interesante aqui es que sabemos que en esa region practicamente ya no
hay correlacién electrénica por lo mencionado en la discusion de la entropia de Shannon. Lo cual

estaria indicando que esta captando informacién adicional del sistema.

En la Figura 3.8 podemos observar la medida de complejidad de Fisher-Shannon, medida que ha

sido interpretada como una manera de conocer la correlacién [86] en sistemas de dos electrones.
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Figura 3.7 — Entropia de Tsallis para las funciones ;, con i = 0,...,3 y diferentes valores del

parametro ¢, variando el radio de confinamiento rg.

Podemos notar que alrededor de 1 u.a. todas las lineas se juntan en una misma y estas crecen
a medida que reducimos el radio de confinamiento. Por otro lado podemos notar que existe un
minimo alrededor de 1.5 u.a., cercano a donde se presenta el méaximo en la energia de correlacion,
este minimo se va recorriendo hacia la izquierda al utilizar una funcién de onda con més términos
de correlacién electrénica, el cual coincide con el minimo encontrado en la entropia de Kullback-
Leibler (~ 1 u.a.). Al aumentar el radio de confinamiento se alcanza el valor del caso libre. Lo
importante aqui es que adn al utilizar una funcién de onda sin correlacién electrénica, esta medida
estd captando el mismo comportamiento que las funciones con correlaciéon. El orden en que se

presentan los minimos dependen directamente de los términos que contienen correlacién electrénica
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en las diferentes funciones de onda utilizadas. Esto nos estaria indicando que la correlacién es mas
intensa en donde podemos apreciar dichos minimos, y ésta se va haciendo cada vez mas tenue al

hacer el radio de confinamiento més grande.
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[ w
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Complejidad de Fisher-Shannon
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Figura 3.8 — Complejidad de Fisher-Shannon para las funciones ;, con i = 0, ..., 5 variando el

radio de confinamiento rg.

Finalmente, en la Figura 3.9, se puede apreciar la informacién mutua y la entropia lineal para las
funciones v;, con ¢ =1, 2 y 3 variando el radio de confinamiento. Como sabemos la entropia lineal es
asociada al entrelazamiento cudntico. Adicional a esta medida se decidié proponer a la informacién
mutua como una manera alternativa de poder medir de igual manera el entrelazamiento cuantico.
Es por ello que los resultados se presentan en una misma grafica. Podemos notar que a medida
que el radio de confinamiento se hace mas pequeno estas medidas disminuyen y a medida que el
radio crece, estas medidas tienen a los valores del caso libre alrededor de 3 u.a. Al comparar los
resultados con los reportados en la literatura (mostrados en la Tabla 3.12) se pudo constatar una
buena concordancia. Esto nos muestra lo que el analisis con las medidas anteriores manifestaron, es
decir, que al reducir el radio de confinamiento la correlacién en la distribucién de la nube electrénica
disminuye y esto ocasiona que el entrelazamiento tenga un minimo. Por otro lado al ir aumentando
el radio de confinamiento el entrelazamiento empieza a aumentar hasta alcanzar un valor constante.
Resultado que muestra una consistencia con la naturaleza intrinseca de los sistemas cuanticos, es
decir que incluso en el caso libre donde ya no hay presencia de un confinamiento espacial, donde las
distribuciones de las nubes electrénicas permiten colocar a los electrones en distancias muy lejanas
entre si, éstos van a continuar manteniendo un entrelazamiento. Lo que més llama la atencion es un
maximo que se aprecia ligeramente alrededor de 4 u.a., mismo que se pudo apreciar en la entropia

de Kullback-Leibler. Dicho maximo necesita verificarse utilizando una funciéon de onda con mas
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términos en correlacion electronica.
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Figura 3.9 — Entropia lineal e informacién mutua para las funciones v;, con i = 1,2, 3 variando

el radio de confinamiento rg.

3.2.7. Conclusiones

La clara diferencia en las medidas de informacién entre funciones de onda con y sin correlacién
electronica resalta la influencia crucial de este fenémeno en la distribucién electrénica del sistema.
Esta influencia se manifiesta especialmente en la entropia de Shannon, la informacion de Fisher,
la complejidad de Fisher-Shannon y la entropia de Kullback-Leibler, indicando que la correlacién
electrénica juega un papel determinante en la estructura del sistema. Los minimos y méximos
observados en varias medidas de la informacién, como la entropia de Kullback-Leibler y la comple-
jidad de Fisher-Shannon, proporcionan indicadores claros de cambios en la correlacién electrénica.
Estos puntos criticos, como el minimo alrededor de 0.9 u.a. en la entropia de Kullback-Leibler, pue-
den senalar cambios significativos en la naturaleza del sistema, lo que permite una comprensién

mas profunda de su comportamiento. Finalmente, podemos decir que el aumento de las medidas
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de informacion al agregar términos de correlacién electrénica en las funciones de onda sugiere que
estas medidas pueden ser utilizadas como indicadores de la calidad de la descripcién del sistema.
Esto resalta la importancia de seleccionar funciones de onda adecuadas que capturen de manera
precisa la correlacion electrénica, especialmente en sistemas donde este fendmeno desempena un

papel crucial.
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3.3. Atomos helioides confinados dentro de una

caja esférica impenetrable.

Los atomos helioides han sido ampliamente estudiados en la literatura, podemos encontrar una
diversa cantidad de trabajos que emplean métodos numéricos muy sofisticados, que muestran una
alta precisién. Estos trabajos se han realizado para el caso libre de confinamiento [146-149], asi
como para el caso confinado [123, 150, 151] teniendo una muy buena coincidencia entre ellos.

A continuacién se presenta el estudio de atomos helioides utilizando las medidas de la informacién
de la seccién anterior 3.2.4. En este caso sélo utilizaremos la funcién de onda ®1)4 para las medidas
de la informacién: entropia de Shannon, potencia entrépica de Shannon, informacién de Fisher,
entropia de Kullback-Leibler, Desequilibrio, entropia de Tsallis y complejidad de Fisher-Shannon,
ya que nos permitird comparar algunos de los nuestros resultados con los publicados en la literatura
[147, 149, 151] y poder confiar en la fidelidad de nuestros resultados. En el caso de la informacién
mutua se utilizé la funcién de onda 7 (ec. (3.38)); esto fue debido a que es una funcién de onda
sumamente sencilla de trabajar y nos permitiria obtener resultados dentro del tiempo de duracién
del proyecto. Ademds, de que como pudo observarse, es una funcién de onda que muestra una
buena concordancia con lo reportado en la literatura [141]. La manera de poder obtener diferentes

atomos helioides es mediante la ecuacion

eia ov\? (oY [ov\® O o [2s(u? —t2)
o= [{(5) + (%) + (5) * 5 am ate—e
o O [2t(s2 —uQ)} dszy? 4

(3.64)
2,2 42
ot Ou | u(s®—1t?) 22y }W (57 — " )udsdudt,

en donde podemos variar la carga nuclear Z; en este trabajo se decidié variar Z en un rango [1, 10].
A partir de dicho funcional de la energia podemos obtener la energia y funcién de onda 6ptima, el
principio variacional se usa de la forma
J v (s, tw) Hi(s, b u)dr
Ey < .
S (s,tu)ip(s,t, u)dr

Antes de pasar al andlisis informacional es conveniente visualizar el comportamiento de la energia

(3.65)

para los diferentes atomos helioides. En la Figura 3.10 podemos ver que la energia aumenta a medida
que Z y ro disminuyen. Ademads, se alcanzan los valores del caso libre de confinamiento alrededor
de 2.0 u.a. Los valores numéricos los podemos ver en las Tablas 3.15 y 3.16. En dichas tablas puede
observarse que la optimizaciéon de las energias es consistente con otros trabajos publicados en la

literatura y asi proceder a calcular las medidas informacionales.

5La funcién de onda 14, al tener pocos términos de correlacién electrénica nos permite obtener
una buena precisién en los resultados y es barato computacionalmente. Esta funcién tiene un error

muy pequeio con respecto a la energia exacta, es decir, del 0.003 %.
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La funcién de onda tiene la siguiente forma:

s (71,73) =N€7(r1+r2)a[1 +e1riz + ca(—r1 +72)? + e3riy 4+ caria(ry + )+

(3.66)
+ csri2(—r1 + 7”2)2 +co(r1 + 7’2)2 + crria(—r1 + 7"2)2(7"1 +r3)]
en coordenadas esféricas polares y,
Pa(s,t,u) = Nem (1 + cyu + cot® + c3u® + cysu + cst®u + cgs® + crst’u) (3.67)

en coordenadas de Hylleraas, donde N es la constante de normalizacion y a y ¢;, con @ = 1,...,7

son los parametros variacionales.
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ro O+ N5+ OS+ T+ Ned+
0.5 -25.8938 -40.5249 -56.4672 -73.8868 -92.9303
0.6 -29.5968 -43.1731 -58.2767 -75.0692 -93.6714
0.7 -31.1727 -44.1700 -58.8692 -75.4019 -93.8495
0.8 -31.8615 -44.5491 -59.0626 -75.4946 -93.8921
0.9 -32.1665 -44.6930 -59.1253 -75.5206 -93.9026
1.0 -32.2997  -44.7474  -59.1458 -75.5280 -93.9053
1.1 -32.3588  -44.7680 -59.1525 -75.5302 -93.9061
1.2 -32.3849  -44.7759  -59.1549 -75.5310 -93.9063
1.3 -32.3964 -44.7789  -59.1557 -75.5312 -93.9064
1.4 -32.4015 -44.7802 -59.1560 -75.5313 -93.9064
1.5 -32.4038 -44.7807 -39.1562 -75.5313 -93.9064
1.6 -32.4049 -44.7809 -39.1562 -75.5313 -93.9064
1.7 -32.4054 -44.7810 -59.1562 -75.5313 -93.9064
1.8 -32.4057 -44.7811 -59.1562 -75.5313 -93.9064
1.9 -32.4058 -44.7811 -39.1562 -75.5313 -93.9064
2.0 -32.4059 -44.7811 -59.1562 -75.5313 -93.9064
3.0 -32.4059 -44.7811 -59.1562 -75.5313 -93.9064
4.0 -32.4059 -44.7811 -59.1562 -75.5313 -93.9064
5.0 -32.4059 -44.7811 -59.1562 -75.5313 -93.9064
6.0 -32.4059 -44.7811 -59.1562 -75.5313 -93.9064
oo -32.4059  -44.7811 -59.1562 -75.5313 -93.9064
-32.4173%  -44.8035* -59.1958*
-59.1597° -93.9827°

Tabla 3.16 — Energia para diferentes dtomos helioides con Z = 6 — 10. [a] Ref. [147], [b] Ref.
[149).
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Figura 3.10 — Energia para diferentes dtomos helioides variando el radio de confinamiento ry. La

imagen inferior esta en escala logaritmica para distinguir mejor los resultados.
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3.3.1. Discusiéon de resultados

A continuacién se muestran los resultados graficamente de las diferentes medidas de la informacién,
Algunas figuras son acompanadas en escala logaritmica para distinguir mejor los resultados en
confinamientos muy fuertes (es decir, ro pequetio). En las Figuras 3.11 y 3.12 se puede observar la
entropia de Shannon y la potencia entrépica de Shannon, ésta tltima garantiza la positividad de la
entropfa de Shannon y es una mejor medida de localizacién/deslocalizacién de la dispersion de la
nube electronica. Podemos observar que a medida que crece la carga nuclear y el confinamiento se
reduce, la incertidumbre disminuye notablemente. El orden de la entropia de Shannon se distingue
perfectamente a medida que aumenta Z, mientras que en la potencia entrépica de Shannon, a
partir de Z = 4 dichos valores se juntan y alcanzan el valor del caso libre de confinamiento. Por
otro lado en la Figura 3.13 tenemos a la informacién que Fisher que como vimos en el capitulo
anterior, cuantifica la concentracién de la dispersién de la nube electrénica y, de igual manera
brinda informacién sobre la localizacién/deslocalizacién. Podemos ver que a medida que aumenta
el valor de Z y se reduce el radio de confinamiento rq, la informacion de Fisher aumenta, lo cual
indica que la concentraciéon de carga alrededor del nicleo aumenta y ésta se localiza, ademas de
que para Z > 3, el valor de caso libre se alcanza alrededor de 1 u.a. y aumenta la separacién

considerablemente.

Potencia entrdpica de Shannon

rplu a)

Figura 3.11 — Potencia entrépica de Shannon para diferentes atomos helioides variando el radio

de confinamiento rg.
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Figura 3.12 — Entropia de Shannon para diferentes dtomos helioides variando el radio de confina-

miento rg. La imagen inferior esta en escala logaritmica para distinguir mejor los resultados.
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namiento ry. La imagen inferior esta en escala logaritmica para distinguir mejor los resultados.
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En las Figuras 3.14 y 3.15 se puede apreciar el Desequilibrio y la entropia de Kullback-Leibler,
que como sabemos son medidas que dependen de dos distribuciones de probabilidad. En el Des-
equilibrio podemos observar que al aumentar la carga nuclear Z y reducir el confinamiento, esta
medida se hace mas grande, lo cual indica que la separacién entre la equiprobabilidad o estado de
equilibrio aumenta. En el caso de la entropia de Kullback-Leibler podemos observar cosas mucho
mas interesantes, como lo son la apariciéon de méximos y minimos al variar la carga nuclear. Si
tomamos de referencia el caso Z = 2, podemos ver que al disminuir Z el maximo y minimo global
se recorren hacia la derecha, mientras que al aumentar Z los maximos y minimos globales se re-
corren hacia la izquierda. Adem4s, al ir disminuyendo el radio de confinando los minimos globales
empiezan a desaparecer alrededor de Z = 5. Lo cual resulta bastante interesante al pensar en
la energia de correlacion, ya que como vimos para el caso Z = 2 aldededor del méximo en esta
medida se presenta un minimo y alrededor del minimo esta medida presenta un maximo. Entonces
podriamos decir que al aumentar la carga nuclear, los maximos y minimos globales en la energia

de correlacion son corridos a la izquierda en confinamientos mas intensos.

40 -
— Z=1.0
— Z=2.0
35 A — Z=3.0
— Z=4.0
— Z=5.0
307 — 7=6.0
Z=7.0
25 4 — Z=8.0
o 7=9.0
."E- — Z=10.0
5 201 ® Datos
o
@
& 15 |
10 ~
5 -
0 -
T T T T T T
1 2 3 4 5 6
o (u. a.)

Figura 3.14 — Desequilibrio para diferentes atomos helioides variando el radio de confinamiento
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Figura 3.15 — Entropia de Kullback-Leibler para diferentes atomos helioides variando el radio de

confinamiento 7y. La imagen inferior esta en escala logaritmica para distinguir mejor los resultados.
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En las Figuras 3.16, 3.17, 3.18, 3.19 y 3.20 se puede apreciar la variacién de la entropia de Tsallis
para Z =1, ..., 10, en donde podemos ver que al aumentar el valor de Z y mantener una valor de ¢
constante, la entropia de Tsallis va disminuyendo; incluso se hace negativa, esto sucede para todos
los valores de ¢, es decir, ¢ = 0.5, 0.6, ..., 0.9. Ademads, podemos observar que al disminuir el radio
de confinamiento 7y, hace que esta medida disminuya mas rapidamente. Lo cual nos indica que la
correlacién va disminuyendo. Otra cosa que llama bastante la atencién es que para Z > 2 la unién
de los diferentes valores de ¢ en una misma linea que se presenta para radios de confinamiento
menores a 1 u.a. empiezan a separarse. Este andlisis nos estaria indicando que la correlacién del

sistema empieza a disminuir al aumentar la carga nuclear.

Z=1 =2
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Figura 3.16 — Entropia de Tsallis para Z = 1,2 variando el radio de confinamiento rg.
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Figura 3.17 — Entropia de Tsallis para Z = 3,4 variando el radio de confinamiento rg.
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Figura 3.18 — Entropia de Tsallis para Z = 5,6 variando el radio de confinamiento rq.
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Figura 3.20 — Entropia de Tsallis para Z = 9,10 variando el radio de confinamiento 7.
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En la Figura 3.21 se puede apreciar la complejidad de Fisher-Shannon (Crg). Los resultados son
bastante interesantes por el hecho de que al observar su comportamiento se puede apreciar que el
orden en que se presentan los minimos al aumentar la carga nuclear en la entropia de Kullback-
Leibler (KL) se encuentran muy cercanos de los encontrados en esta medida. Para Z = 1, KL ~ 2
w.a., Cpg ~ 2.6 u.a., para Z = 2, KL ~ 1 u.a., Cpg ~ 1.1 u.a., para Z = 3, KL ~ 0.7 uw.a., Cpg ~
0.8 u.a., para Z = 4, KL ~ 0.5 u.a., Cpg ~ 0.6 u.a. y para Z = 5, KL = 0.5 u.a., Cpg ~ 0.5 u.a.
En Z > 6 pasamos a tener minimos globales y locales y todos se presentan en 0.5 u.a. En el caso
de la Cpg tenemos minimos globales y en la entropia de KL tenemos minimos locales. El minimo
en Z =6 < el minimo en Z = 7, ..., el minimo en Z = 10 para la C'rg. Mientras que el minimo
local en Z = 6 < el minimo local en Z = 7, ..., el minimo local en Z = 10 para la entropia de
KL. Es interesante ver que el orden de las dos medidas se sigue respetando, es decir, estas medidas
distinguen el efecto de la correlacién al aumentar de la carga nuclear.

Finalmente en la Figura 3.22 se puede apreciar la informacién mutua, la cual muestra algunas cosas
interesantes como lo es que al aumentar la carga nuclear afecta directamente el entrelazamiento,
es decir, el entrelazamiento es inversamente proporcional a la carga nuclear. Lo cual indica que la
atraccion de los electrones con el nicleo hace que el entrelazamiento se haga casi cero. Adicional
a esto, el confinamiento ocasiona que a medida que reducimos el radio de la cavidad esférica, la
informaciéon mutua disminuye. En donde para Z > 5 esta medida alcanza el valor del caso libre
para todos los radios de confinamiento. Es importante resaltar que aunque la informacién tiene
un valor muy cercano a cero, no es cero. Fisicamente nos estaria indicando que el entrelazamiento

aunque es muy débil continua presente.
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Figura 3.21 — Complejidad de Fisher-Shannon para diferentes atomos helioides variando el radio de

confinamiento 7y. La imagen inferior esta en escala logaritmica para distinguir mejor los resultados.
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Figura 3.22 — Informacién mutua para diferentes dtomos helioides variando el radio de confina-

miento rg. La imagen inferior esta en escala logaritmica para distinguir mejor los resultados.
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3.3.2. Conclusiones

Importancia de la correlacién electronica y el entrelazamiento cuantico: La correlacién electrénica
y el entrelazamiento cudntico son fendémenos fundamentales en sistemas cuanticos que influyen
significativamente en su comportamiento y estructura. Estos fenémenos emergen de la naturaleza
intrinsecamente correlacionada de los electrones en sistemas cuanticos, lo que lleva a una distribu-

cién electrénica no trivial y a propiedades emergentes tnicas.

Relevancia de las medidas informacionales en la caracterizacién de sistemas cuanticos: Las medidas
informacionales, como las entropias y las medidas de complejidad, desempenan un papel crucial en
la caracterizacién de sistemas cudnticos debido a su capacidad para capturar la informacién con-

tenida en la distribucién electrénica y su sensibilidad a la correlacién y el entrelazamiento cuantico.

Reflejo de la correlacion electronica en medidas de informacién: La presencia o ausencia de corre-
lacién electrénica se refleja claramente en medidas de informacién como la entropia de Shannon y
la complejidad de Fisher-Shannon. Estas medidas muestran cambios significativos cuando se agre-
gan términos de correlacién electrénica a las funciones de onda, lo que subraya la importancia de

considerar la correlacion electrénica en la descripcion de sistemas cuanticos.

Influencia del entrelazamiento cuantico en la distribucién electrénica: El entrelazamiento cudntico
entre los electrones tiene un impacto directo en la distribucion electrénica y en la informacién con-
tenida en ella. Las medidas de entrelazamiento cuantico, como la informaciéon mutua, proporcionan
una caracterizacién cuantitativa de la correlacién entre los electrones y la informacién compartida

entre ellos, lo que revela la complejidad de las interacciones cuanticas en el sistema.

Seleccion adecuada de funciones de onda para capturar la correlacién y el entrelazamiento: La
calidad de la descripcion del sistema cuantico depende en gran medida de la seleccién de funciones
de onda que capturen de manera precisa la correlacién electrénica y el entrelazamiento cuantico
presentes en el sistema. Las medidas de informacién pueden utilizarse como herramientas para
evaluar la calidad de estas descripciones, destacando la importancia de seleccionar funciones de

onda adecuadas para una comprensién profunda del sistema.

En resumen, las medidas informacionales proporcionan una vision tnica de la distribucién electroni-
ca en sistemas cudnticos, permitiendo la identificacion y cuantificacién de la correlacion electréonica
y el entrelazamiento cuantico. Estos resultados son fundamentales para una comprensién més
profunda de los sistemas cuanticos y tienen implicaciones importantes en dreas como la quimica

cuantica y la fisica de materia condensada.
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Conclusiones generales

Se examiné el comportamiento del &tomo de helio confinado en una cavidad esférica impenetrable.
Para ello, se emplearon diferentes funciones de onda con distinta calidad y se aplicé el método varia-
cional directo para resolver el sistema. Se calcularon diversas medidas de la informacién (entropia
de Shannon, potencia entrépica de Shannon, informacién de Fisher, entropia de Kullback-Leibler,
Desequilibrio, entropia de Tsallis, complejidad de Fisher-Shannon, informaciéon mutua y entropia
lineal), varias de estas medidas no habian sido reportadas anteriormente. Ademds, se encontraron

senales de correlacion electrénica en todas las medidas de informacion analizadas.

Finalmente, al aumentar la carga nuclear Z en el atomo de helio confinado, se observa una dis-
minucién en la correlacion electrénica. En el limite de una carga nuclear alta, las medidas de la
informacion exhiben un comportamiento constante similar al caso libre de confinamiento, lo cual

se explica por la contribuciéon predominante de la energia cinética en sistemas altamente confinados.

En conjunto, estos resultados resaltan la importancia del confinamiento en atomos y cémo afecta
su complejidad y correlacion electrénica. Las medidas estadisticas de complejidad y las medidas de
la informacién han demostrado ser herramientas utiles para analizar y caracterizar estos efectos en

el sistema, proporcionando una comprension més profunda de su comportamiento y propiedades.
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Perspectivas

Se presentaron resultados de sistemas que han sido ampliamente estudiados, sin embargo, el uso
de las entropias de la informacién tiene muy pocos anos que se ha ido implementado a estos sis-
temas. Aqui se presenta una extensién de los trabajos que hasta la fecha se han realizado. Los
resultados encontrados pueden servir a otros autores interesados en el tema y usarlos para estudios
mas completos donde se introduzcan correcciones relativistas y someterlos a campos eléctricos y
magnéticos. Ademaés, podria extenderse el trabajo para diferentes dtomos hidrogenoides, También

podria utilizarse un potencial diferente que haga que la cavidad sea penetrable.

En el sistema de dos electrones hay mucho més por hacer. Al inicio del proyecto se propuso trabajar
en la transformada de Fourier para el caso libre de confinamiento y confinado por una barrera de
potencial infinito, pero al enfrentarnos al problema pudimos notar que es sumamente complicado
obtener dicha transformada en forma analitica y, hasta donde sabemos sigue siendo un problema
abierto. Una de las recomendaciones que se hicieron por parte de los sinodales del comité de
seguimiento fue explorar los primeros estados excitados. Asi, se realizé el estudio de los estados
282, 18287 riplete, 1528 singiete mediante el método variacional directo utilizando una funcién de onda
sin correlacion electronica. Sin embargo, se decidié no incluir dichos resultados en la tesis ya que
éstos habfan sido reportados recientemente por Roberto Reyes [152]. Con base a estos mismos
podrian estudiarse las medidas de la informacién estudiadas en el estado base. Adicionalmente, se
podrian estudiar diferentes &tomos helioides en estos estados de energia. Por otro lado, las medidas
entropicas utilizadas en este trabajo se pueden extender para el estudio de dtomos y sistemas

confinados de 3 o més electrones.
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Apéndice A

6.1. El principio variacional lineal

Supongamos que desea calcular la energia de estado fundamental F para un sistema descrito por
el hamiltoniano H, pero no puede resolver la ecuacién de Schrodinger (independiente del tiempo).
Elija cualquier funcién con las mismas condiciones limite que la exacta. El teorema variacional nos

dice lo siguiente:

Eo < (p[H[p) = (H) (6.1)

Es decir, el valor esperado de H en el estado ¢ (presumiblemente aproximado) seguramente so-
brestima la energia del estado base Ey. Por supuesto, si ¢ resulta ser uno de los estados excitados,
obviamente, (H) superard a Ey; pero el teorema dice que lo mismo vale para cualquier ¢ en absoluto
[95].

6.2. El principio variacional directo

El método variacional directo fue propuesto y usado con anterioridad por Gorecki y Byers-Brown
[164] es desarrollado para tratar sistemas cudnticos confinados Marin y Cruz [165, 166], la idea
principal del método es tomar una funcién de prueba utilizando la solucién a la ecuacién de
Schrodinger () para el caso libre y conjuntamente tomar el producto por una funcién de corte
(x) que se anula en la frontera para sistemas de potencial infinito. Mateméticamente esto se puede

representar como sigue:

\II(Fv ai) = Wﬁ ai)X(F’) (62)



donde los «; son un conjunto de parametros variacionales. Con esta funcién de prueba en la ec.
(6.1), se minimiza el valor esperado de la energia con respecto a los pardmetros variacionales

9 (H)
80@

=0, (6.3)

para obtener la energia y la funcién de onda 6ptimas.
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Apéndice B

7.1.

Funcional de la energia para el atomo de helio

usando una funcién de onda sin correlacién

electronica

Y(ry,rg) = Be e "2

1

Z
- -Vi- V3

(e, ra) [ (r1,r2) = <w<n,r2>

Energia cinética

Podemos observar lo siguiente:

2

(W(ri,ma)| = 5

2

167 2 (1) () T3 ln (m)pa(r2))

2

1
2 2°2

(7.1)

A 1

Ty A — 73

z/;(rl,rg)> (7.2)

SV = 29Il ) =~ 162 (o1 ()ipa(r) Vi (ra )

(7.3)

— 16222 (0 (1) 02 (r2)) {i01.() V201 (1))

2
2

167 2 (pa(r)lr (1)) (2(r2) V3lia(r)
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haciendo 1 =12 =1y v1(r) = 2(r) = @(r),

()] - 593 = 3V, 72)) = = 1652 2 (a2 (1) (1 () 92 (1)
~ 1622 ) 2P lear)) (T

== 167282 (p(r)[¢(r)) (2(1)|V?|o(r)

Energia potencial

De manera similar para la energia cinética:

Z Z 1

(P(re,r2)| — o T ah/}(?”lﬂ“z)) = —167°B*Z <<P1(7”1)502(7‘2)|%\801(7”1)902(7"2»

—1672B%*Z <<,01(7”1)502(7’2)|%‘@1(7'1)902(7’2»

+ 1672 B2 (@1 (1) 2 (r2)| % l1(71)p2(r2))
12 (7.5)

= — 1672 B Z (@3 (ra)|@2(r2)) <<P1(7“1)|711|<P1(7”1)>
— 1672 B*Z (p1(r1)|01(r1)) <%02(T2)|%|802(7"2)>

B (o1 (r1)a(r)| i 01 (1) (r2))

usando 1 =1 =1y v1(r) = 2(r) = ¢(r) sblo en las dos primeras integrales, obtenemos:

zZ Z

Wlrra)| = o =+ T—Lwrm» =~ 1652B°Z (p(r)lr)) (1) I ()

~165°BZ (()lo(r) {o(r) 10

16757 (o1 (r)galra)) |- (r(r)pa(ra)) (7

=~ 16522822 () lp(r) 1) (7))
+ B o1(ra)ea(ra)] - o )ea(ra)

El término que muestra una dificultad mayor es el de repulsion entre el electréon 1 y el electrén
2. Por lo cual la manera de proceder es utilizando la expansiéon multipolar como se muestra a
continuacion:

00 J4 ¢
dr 7 N
I:<<P1(7’1)<P2(7"2)\Z Z %Jrlfgil Y750 (01, 01)Ye,m (02, 2) |p1(71)p2(r2))
=0 m=—¢ >

v

14
>, 2641 7 (P1(r1)ea(r2)] %nfm(%@l)n,m(@%@) [p1(r1)a(r2)) (7.7)

¢ 7 ,’,Z
> 2124 1<<P1(7“1)<P2(7“2)\ﬁ|<P1(7“1)<P2(7“2)><|Yefm(91’¢1)|><|Ytz,m(927¢2)|>’
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multiplicando y dividiendo por 47 y usando el hecho de que

1

1 1
—_——=— = Y N Y s . 7.8
P 0,0(81,B2)Yo,0(71,72) (7.8)
Entonces:

4

d 1672 re
; 20+ 1 Lpl 7"1)()02(7‘2)‘ g+1 |(,01(7"1)L,02<’I”2)> (79)

| Y (01, 01)Y0,0(01, 01) [) {| Y50 (02, 92)Ye,m (02, ¢2) [) -

i
x

Utilizando la ortonormalidad de los arménicos esféricos:
(1YF s (0,0)Yem (0, 0) |) = et S, (7.10)
la ec. (7.9) se reduce de la siguiente manera:

I =167 (p1(r1)p2(r2)| % [p1(r1)ep2(ra)) - (7.11)

En forma integral:

T1=00 T2=T1 T2=00
I:16W2/ |¢)1(7"1)|2r%dr1 |:/ |¢2(7’2)| *7’2(31?"2-‘1-/ |¢2(7“2)| 7“2d7‘2:|

1=0 2=0

71 =00 1 T2=T1 T2”i’r=100 (7'12)
—tot [ TontroPrtan [ [ oatrtra [T oatra)Pran
r1=0 T1 ro=0 T2=T1
Finalmente la ec. (7.6) queda como:
Z Z 1 1
(W(r1,r2)] = = — = + —[i(r1,m2)) = = 167°2B* Z (o(r)| (1)) (0 ()| =] o(r))
r1 T2 12 T (713)

+ 1672 B? (1 (r1)p2(r2)| é lo1(r1)pa(r2))

7.2. Funcional de la energia para el atomo de helio
usando una funcion de onda con correlacion
electronica

El célculo que se detalla a continuacién, se muestra de manera resumida por Harrison [19].

Funcional de la energia en términos de las variables r, s y ¢
El hamiltoniano estd dado como sigue (ver seccién anterior):

g-—-tv2_lyzp 2 2,1 (7.14)



Usando el principio variacional se procede a calcular el funcional de la energia como sigue:
- 1 1 Z  Z 1
/wﬂwdT = /w (—2V§ - §v§ -— =+ ) Ydr (7.15)

La expresién anterior se puede evaluar en forma mas sencilla si reescribimos el laplaciano en
términos de gradientes utilizando el teorema de Green. Posteriormente se procede a obtener el

funcional de la energfa en las nuevas coordenadas (r, s y t).

Teorema de Green

Utilizando el teorema de Green podemos escribir el laplaciano como:

O*°f  O*f 02
/ V2 fdadydz = / (ax]; + a—yf + azJ;) dedydz (7.16)

considerando el primer término e integrando por partes

2 +oo
/fa—fdxdydz = /dydz fﬁ — ga—fdx
0x? oz | _ Oz Ox
(7.17)
0% f
= —/dydz@dx
+o00
donde el término % = 0, ya que es cuadrada integrable f(+o0) =0, por lo cual
2 2 2
/fVQfdxdydz = —/ of + o7 + o°f daxdydz
0x?2 = Oy? 022
(7.18)
= —/Vf -V fdadydz
Asi, se procede a obtener el laplaciano para el electrén 1, como se muestra
o oY O,
_ov. oy, 0¥ 1
Vi =g it it gk (7.19)
con
oY oY ds oY Ot OY Ou
A L SR SN il 2
9r;  0s 0z, | 0t 9z, | Ou 0a; (7.20)
dado que
S=7r1+7ry = \/x%—i—y%—i—z%—l—\/x%—i—y%—&—zg
t=—ri+ry=—\ 22+ vyl + 22+ /2% +y3 + 23 (7.21)
u=riy=/(ra —21)2 + (42 —11)? + (22 — 21)?
entonces,
%:ﬂaj_ﬂaj_ (1’279:1)37@[) (7.22)



por simetria

dp mds mor u ou (7.23)
O _20¢ _ 20d  (22-x)0
5‘721 T r 8s  r Ot u ou (7.24)
de este modo
G B0 mdv (wmz)0Ul, f11 00 510 (—y) 0V,
ry 0s 11 Ot n ou ri 0s 1y Ot u ou (7.25)
LAt a0 (m-2)0Y '
ri ds ry Ot u ou
y
2 2
Vit Vith = ndy w01d¢  (z2-21)09 + VoY yioy (g2 —y1) 9
ry 0s 11 Ot n ou rr 0s ry Ot u ou (7.26)
a0 20¢  (2-2)09
rr 0s 11 Ot U ou

haciendo un poco de dlgebra

2 2 2 2 2 2
_ T 6’1/) T 81/} T 81/1 a¢ (IQ — 561)2 81/1
veve=(2) (5) +(5) (%) 2(3) 5o == (5)
x1 (2 — 1) OY O n L1 (xg — xl)ajaﬂ
1 u ds Ou 71 u ot Ou

2 2 2 2 2 2
i o 1 P i\ WY | (ya—w1)® (O
H(8) () +(2) () 2(%) aa =2 (5)
1 U 0s Ou 1 U ot Ou
2 2 2 2 2 2
1 8’(/} z1 aw zZ1 c’w 8w (2’2 — 21)2 8’(/)
! <r1 (a) ’ () (at) - () Gsor T W (a)

2 (z2 = =) Y0P o2 (22— 21) DY 09
1 n Os Ou r1 u ot du

(7.27)
agrupando términos semejantes:

ws () () () ()] () () () ()]

ou u? u?

W [(m) (w2
Js Ot 1 r1 1

2@% _ﬂ(ffz—ﬂﬁ)+ﬂ(y2—y1)+ﬂ(z2—zl)
Os Ou | r u T U 1 u

oY 9y _xl(ffz$1)+y1(y2y1)+zl(2221)}

ot Ou | u 1 u 1 u

(7.28)
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notemos que:

2 2, 2, 2
ry =7+ Yy + 2

2

u® = (13 — 331)2 + (y2 — yl)2 + (22 — 21)2

711 — 11 = 21(v2 — 1) + y1(y2 — y1) + 21(22 — 21)

por lo cual (7.28) se reduce a:

N (N (auN® Jowdy  _ovdy
W'W—QS) +<6t> * au> _235815_285%[
o oY r'i~r_é—r%
+28t@u[r1u ]
o

r'{-r'é—r%

ury

|

(O8NP, (00N (V0w [0y ouoy] [ri
~ \ 9s ot ou ds Ot ot Ou  0s Odu U
donde: , ,
7179 = 1179 COS 010 = 1179 (W>
2T1T2
utilizando (7.21) llegamos a:
I s2 + 12 — 2u?
1Ty = 4444414444*
De esta manera podemos reescribir el ltimo término de la ec. (7.30) como
riory | M B = O 2(s? 417 — 2u?) s—t st —u?
U u] Sty u  du(s—t) 2u  u(s—1t)
Por tanto (7.30) se reescribe como:
o\ (ov\®  [ov\® oy oy oY 0w [ st—u?
. = (== i TE) ¥y Lo |y TV EY
Viv- Vi <8s> +<8t T\ ou s 0t "ot u  Bs ou] |uls —1)

De manera similar para

0 0 oY »
Vo) = 8—3;%4— af;/;j+ Tik
con
o6 _0vos 0 ot o ou
0xo 0s 0xo Ot Oxa  Ou O0xa
entonces,

W _wmdb w00 (m—m) 0%

0xo E 0s E ot u ou

por simetria

aiin%Jr&ajJr(yz—yl)aj

ys re Os | 1o O u ou
W _nd 20 (2-z2)0
Oz 19 0s 1o Ot u ou
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T1
U

|

(7.30)

(7.31)

(7.32)

(7.33)

(7.34)

(7.35)

(7.36)

(7.37)

(7.38)

(7.39)



de este modo

0 0 — 0 0 15} — 0
e ¢+$2 1/1+(2 z1) Oy i 4 ¢+@j+(y2 y1)7¢j
r9 08 re Ot u ou ro 0s 19 Ot u ou (7.40)
+ ZQ 81# ZQ 81/] ( 2—21)% ];: '
ro Os 19 Ot u ou
y
20wy (ma—z) 7 [0 1oy | (e —y) v
Vo - Vayp { s T 9 ot + u ou + T9 Os + re Ot + u ou (7.41)
n 2z 09 228¢+(22—z1)871/1 ? .
ry Os | 19 Ot u ou

haciendo un poco de édlgebra

By o 09 0Y | (w2 —21)? (0
wavova = (2) (55) + (2) <at) ra(22) Gege s Lamnl (20)

2 (@2 —21) 9P OY g dy oY
u 0s au u ot ou

2\ (v W (ya—wy)? ()’
72 —_ 2 4 _— —_
( ) > (r2> <8t> + <r2> s ot u? (83)
y2( yl)&/) 3¢ ( 2-1/1)37/) oY
+2 u ds Ou +2 U ot du

2 A oY oy (22— 21)? (OP\?
( () () (m) () aa e (3
(Z2 (22 —21) OY 0¥ 2 22 (22 — 21) O OY
u 0s 8u u ot ou

+27

(7.42)
agrupando términos semejantes:
2 2 2 2 2 2 2
Vatp - Voip = 9% +(2) £ (2 +3i’ Ta)o(B2) 4 (2
Bs Ty T T ot ro ro ro

0P\ [(w2—21)? (g2 —w1)? | (22— 21)°
(&) [ |

+
u? u?

57/151/) [ €2 2 Y2 2 22 2
2 () + () *(”

' pln-y) | = (zQ—zn}

oY O [w2 (w2 — 1) .

O0s Ou | 1o n 9 n T9 u

oY 0 a2 ($2$1)+y2(y2y1)+z2(2221)}

ot Ju | 1o u 9 u 9 u

(7.43)
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usando la expresion (7.29), (7.43) se reduce a:

2 2 2 T 5
VW‘VW_(%) +<%f) +<8¢> +2%%+2?§gﬁ{m}

Os ou Os Ot ToU
871#871& —r'i~r§+r%
+28t Bu[ ToU
N o\ (v L ow oy oy oY [—r -1
—(a> +<8t) T ou) TPos ot T2 ot ou Tasoul | e T u
(7.44)

De modo similar al caso anterior (V19 - V1), podemos escribir:

2 2 2 2
Vot - Vatp = (aw) +<aw> +(a¢> +28¢aw+2[8¢8¢+6¢8ﬂ [SHU } (7.45)

0Os ot Ju Os Ot Ot Ou  0s Ou | |u(s+1t)

Asi, el funcional de la energfa se reescribe de la siguiente manera:
Jomsar=g [+ (5) () e e - ) [l
() () () oo ] ]
/sz{sfs_ZtQ +i}d7'
() -G () 6 s -

oY O [ st —u? st 4 u? 4sZy? 2 d
8tau{u(s—t) u(s—l—t)}_ +} "

52 — 2 U

(7.46)
el cual se reduce a:
Ao ov\®  fouN\?  [0Y\® Oy oY [2s(u? —t2)
frvir=[{(5) + (&) (&) +5a o] a0

O Oy [2t(s? — u?) 4sZy? Y2
at du { u(s? —t2) } Te_pg " u}dT'

7.3. Elemento de volumen en coordenadas de Hy-

lleraas

El elemento de volumen lo podemos escribir teniendo en consideraciéon un plano formado por el

nucleo y los dos electrones, lo que se traduce en el siguiente elemento de volumen,
dr = 8’/T27'%d7"17‘§d7"2 sin 912d912 (748)
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El factor 872 viene de la orientacién de él tridngulo definido por ri, ro ¥ 612, la integracién va

como sigue:

p1=27 pp2=271 pO1=2m T
/ / / sin 01d61dp1dys = (27)(27)[— cos 6]
P % 0

1=0 2=0 1=0 0
luego sabemos que,
T%Q = 7‘% + 7“% — 2r1ro cosfia
27‘12(17‘12 = 27‘17"2 sin 912(1912

udu = r1ro sin 912d912

= 872

entonces: d7 = 8n2rroudrdrodu, ahora reescribamos r1 v 79 en términos de s y t,

s—1
rn = ——
2
s+t
ro =
2
- 52 — 12
riro =
4
Para el Jacobiano se tiene lo siguiente:
ory  Ory
g_|o o 1
ory  Ora| 2
ds ot

asi,

1
dridry = idsdudt
Por lo cual, el elemento de volumen se escribe como:

82—t2
4

= 7%(s% — t?)udsdudt.

dr = 8x2 ( ) %dsdudt
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