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Resumen

En este trabajo se estudiaron sistemas de uno y dos electrones mediante un enfoque in-

formacional, para ello utilizamos diversas medidas entrópicas y medidas de complejidad

que nos brindan información sobre la localización/deslocalización, correlación electrónica,

enerǵıa de correlación y el entrelazamiento cuántico. Como un ejemplo de sistemas de un

electrón consideramos el átomo de hidrógeno confinado en una región circular impenetra-

ble en los estados 1s, 2s, 2p y 3d, en el estudio de este sistema utilizamos las medidas

de complejidad Crámer-Rao, Fisher-Shannon, LopezRuiz-Mancini-Calvet (LMC) y LMC-

Rényi y se encontraron comportamientos muy bien captados, para estados circulares y

no circulares. Mientras que para el caso de dos electrones se consideró al átomo de helio

confinado en una cavidad esférica, en este caso se analizaron las medidas: información de

Fisher, entroṕıa de Shannon, entroṕıa de Tsallis, la entroṕıa de Kullback-Leibler, el Des-

equilibrio, la complejidad de Fisher-Shannon, la entroṕıa lineal y la información mutua.

En ambos sistemas se utilizó el método variacional no lineal, para obtener las funciones y

enerǵıas óptimas

Palabras clave: Entroṕıas, complejidades, entrelazamiento, átomo de hidrógeno, átomo de helio.

Abstract

In this work we studied one- and two-electron systems by means of an informational ap-

proach, using various entropic measures and complexity measures that provide us with in-

formation about localization/delocalization, electronic correlation, correlation energy and

quantum entanglement. As an example of one-electron systems we consider the hydrogen

atom confined in a circular impenetrable region in the 1s, 2s, 2p and 3d states. In the study

of this system we used Cramer-Rao, Fisher-Shannon, LopezRuiz-Mancini-Calvet (LMC)

and LMC-Rényi complexity measures and found very well captured behaviors, for circular

and non-circular states, whereas for the two-electron system the helium atom confined in a

spherical cavity was considered. In this case the following measures were analyzed: Fisher

information, Shannon entropy, Tsallis entropy, Kullback-Leibler entropy, Non-equilibrium,

Fisher-Shannon complexity, linear entropy and mutual information. In both systems the

nonlinear variational method was used to obtain the optimal functions and energies

Keywords: Entropies, complexities, entanglement, hydrogen atom, helium atom.
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1 Introdución

Desde la publicación del art́ıculo A Mathematical Theory of Communication en 1948 por Shannon

[1], la información marcó un cambio radical en diversas áreas del conocimiento. Posteriormente,

en 1957 Jaynes [2] estableció el principio de máxima entroṕıa que ha permitido estudios que van

desde la inteligencia artificial [3, 4] hasta la teoŕıa cuántica de campos [5, 6]; ambos temas de alta

relevancia en nuestros d́ıas.

Por otro lado, como bien sabemos, la relevancia e interés en los sistemas cuánticos confinados ha

sido manifiesto desde los albores de la mecánica cuántica [7–9]. Se han utilizado como prototipos

para explicar numerosos fenómenos y sistemas en la qúımica y f́ısica no relativista y relativista

D-dimensional (D ≥ 2) [10–15]. Por ejemplo, en qúımica, los de dos dimensiones son a menudo

más útiles que los de tres ya que las reacciones que ocurren en la superficie pueden estudiarse

con mayor detalle que las que tienen lugar en una solución ĺıquida, como lo han demostrado el

Premio Nobel 2007 Gerhard Ertl y sus colaboradores en sus contribuciones pioneras en el campo

de la qúımica de superficies [12–14]. En f́ısica de los materiales, los sistemas bidimensionales se

han utilizado para obtener información sobre las propiedades de los semiconductores (véase, por

ejemplo, [16, 17]) y comienzan a desempeñar un papel fundamental para aportar nuevas formas de

control a escala atómica.

La idea del confinamiento bidimensional y multidimensional de átomos se ha utilizado no sólo para

simular el efecto de alta presión sobre la polarización estática del dipolo eléctrico en el hidrógeno

[18], sino también para modelar una gran cantidad de objetos nanotecnológicos como los puntos

cuánticos, pozos cuánticos y alambres cuánticos [19, 20], átomos y moléculas incrustados en nano-

cavidades como, por ejemplo, en fullerenos, jaulas de zeolitas y gotas de helio, sistemas bosónicos
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y fermiónicos en trampas magnéticas de temperaturas extremadamente bajas y una gran varie-

dad de elementos de información cuántica (optimizadores cuánticos coherentes, construcción de

algoritmos cuánticos, etc.) [21, 22]. Esto último ha dado pie a un rápido desarrollo de la teoŕıa

de funcionales de la densidad de part́ıculas independientes que se mueven en potenciales centrales

multidimensionales con varias formas anaĺıticas.

Estudios recientes muestran que se ha conseguido almacenar información en átomos a temperatura

ambiente [23]. Además, uno de los logros más significativos de sistemas confinados se ha visto

reflejado en la computación cuántica donde las implementaciones más comunes de qubits basados

en átomos es la de iones atrapados. Los iones atrapados se utilizan como qubits al aprovechar los

estados cuánticos de los electrones y los núcleos del átomo [24, 25].

La mayoŕıa de los esfuerzos se han centrado en las propiedades espectroscópicas y algunos descrip-

tores del funcional de la densidad de cantidades f́ısicas y qúımicas para el estado fundamental de

átomos confinados esféricamente [26–28]. Sin embargo, no se sabe mucho acerca de las medidas

teóricas de la información de los sistemas confinados multidimensionales, a excepción de algunos

trabajos recientes sobre entroṕıas [20, 29–39] y complejidades [31, 40] para el átomo hidrógeno

confinado tridimensional. Este modelo se ha utilizado ampliamente para interpretar numerosos

fenómenos en qúımica cuántica, teoŕıa de materiales, nanotecnoloǵıa e información cuántica y

computación como ya se mencionó, entre otros campos. Estas cantidades de carácter entrópico y

de complejidad miden la deslocalización espacial de los electrones del sistema.

Las entroṕıas de información de Shannon y Fisher de un estado cuántico multidimensional en el es-

pacio de posición son funcionales de la densidad de probabilidad ρ(~r) del estado [1, 41]. La entroṕıa

de Shannon, que es una función logaŕıtmica de ρ(~r), cuantifica la extensión total de la densidad. La

información de Fisher, que es un gradiente funcional de ρ(~r), mide la concentración puntual de la

nube de probabilidad electrónica en toda la región en la que se mueve el electrón. Estas cantidades

entrópicas están (i) estrechamente relacionadas con cantidades fundamentales y/o cuantificables

experimentalmente de sistemas electrónicos, (ii) satisfacen relaciones de incertidumbre [42] y (iii)

son identificadores del efecto de forma de las heteroestructuras cuánticas [20], entre muchas otras

propiedades. Adicionalmente, Kullback y Leibler introdujeron la medida de la divergencia que nos

permite comparar dos distribuciones de la densidad de probabilidad [43, 44]. Otra medida que

mide la separación entre una distribución de probabilidad y el estado de equilibrio es el denomi-

nado Desequilibrio, dicha expresión matemática es exactamente igual a la enerǵıa informacional

de Onicescu [45] en el caso continuo. Por otro tenemos a la entroṕıa de Tsallis que ha ganado

gran interés en el estudio de f́ısica estad́ıstica y sistemas complejos [46, 47], procesos estocásticos

y teoŕıa de la información [48, 49], f́ısica de altas enerǵıas y f́ısica de part́ıculas [50, 51], etc.

Las complejidades de Fisher-Shannon, Cramér-Rao, LopezRuiz-Mancini-Calvet (LMC) y LMC-

Rényi de diferentes sistemas atómicos [52] están abarcando cantidades compuestas por dos medidas

entrópicas de carácter global y local en el caso Fisher-Shannon y Cramér-Rao, y por dos medidas
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entrópicas globales en los otros dos casos. Cada una de estas medidas de complejidad intŕınse-

cas cuantifica el equilibrio combinado de dos facetas macroscópicas (localización/deslocalización y

cantidad de carga) de la densidad de probabilidad cuántica del sistema multidimensional. Tienen

una serie de propiedades interesantes: acotamiento de la densidad de probabilidad por los extre-

mos, que corresponden al orden perfecto y al desorden máximo, invarianza bajo transformaciones

de traslación, escalamiento y replicación [53], monotonicidad [54, 55], entre otros [56, 57]. Estas

medidas estad́ısticas de complejidad se han aplicado ampliamente para obtener información so-

bre la estructura interna de los sistemas atómicos y moleculares, correlación electrónica [58, 59],

transiciones de fase cuántica topológicas y caracteŕısticas macroscópicas de moléculas biológicas y

farmacológicas (p. Ej., Aminoácidos, sulfanamidas, ...) [60, 61], entre otros.

El entrelazamiento es uno de los fenómenos más sorprendentes y complejos que nos ha brindado la

naturaleza intŕınseca de la teoŕıa cuántica, ésta desde sus inicios fue altamente criticada y llamada

acción fantasmal que se explicó en el art́ıculo histórico publicado en 1935; conocido como la para-

doja EPR (Einstein-Podolsky-Rosen) [62]. Posteriormente en 1964, John Bell formuló una serie de

desigualdades que pod́ıan utilizarse para poner a prueba la validez del entrelazamiento cuántico.

Los experimentos basados en las desigualdades de Bell confirmaron que el entrelazamiento cuántico

era una caracteŕıstica real y no pod́ıa ser explicado por variables ocultas locales [63]. La publi-

cación de Bell marcaŕıa el inicio de una serie de experimentos desarrollados por Aspect [64, 65],

Clauser [66] y Zeilinger [67–69], cuya gran relevancia haŕıa a sus autores merecedores del premio

nobel de f́ısica en el año 2022. Los experimentos confirmaron que el entrelazamiento cuántico es

una caracteŕıstica real de los sistemas cuánticos.

La manera más simple de poder estudiar el entrelazamiento es mediante el átomo de helio, el cual

es el modelo más sencillo con dos electrones que existe en la naturaleza. En el desarrollo de la teoŕıa

de la información cuántica se ha introducido a la entroṕıa de von Neumann (vN) y la entroṕıa

lineal [70–74] como una manera de poder cuantificar el entrelazamiento cuántico.

Los alcances de la teoŕıa de la información y la entroṕıa cuántica fueron mostrados por primera

vez en la conjetura de Ryu-Takayanagi [75] que establece que la entroṕıa del entrelazamiento de

dos regiones en un espacio de gravedad cuántica es equivalente a la entroṕıa de un agujero negro

capaz de absorber dichas regiones. En otras palabras, la cantidad de información cuántica que se

comparte entre dos regiones de un espacio está relacionada con la cantidad de información que se

perdeŕıa si las dos regiones fueran a colapsar en un agujero negro [76].

La estructura de la tesis es la siguiente: en el caṕıtulo 2 se estudia el átomo de hidrógeno confinado

en una región circular de paredes impenetrables variando el radio de confinamiento. Para ello utili-

zamos un enfoque informacional implementado diferentes medidas de complejidad: Fisher-Shannon,

Crammer-Ráo, LMC y LMC-Rényi. En el caṕıtulo 3 se estudia el átomo de helio confinado en una

cavidad esférica impenetrable, variando el radio de confinamiento. Este sistema es mucho más

interesante y a la vez complicado, ya que se pueden estudiar fenómenos f́ısicos más interesantes

como lo son la correlación electrónica y el entrelazamiento cuántico. Para este sistema se utilizaron
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medidas informacionales que involucran dos distribuciones de la densidad de probabilidad como

lo es la entroṕıa de Kullback-Leibler y la información mutua. Además, se utilizaron otras medidas

como la información de Fisher, la entroṕıa de Shannon, la entroṕıa de Tsallis, el Desequilibrio, la

complejidad de Fisher-Shannon y la entroṕıa lineal. Finalmente, se estudia el comportamiento de

las medidas mencionadas variando la carga nuclear Z, es decir, átomos helioides. Los caṕıtulos 4

y 5 los reservamos para las conclusiones generales y las perspectivas, respectivamente.
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2
El átomo de hidrógeno

confinado en una región

circular

Este caṕıtulo se divide en dos secciones, en la primera sección 2.1, se describe brevemente el sistema

estudiado durante la Maestŕıa, en el cual se reportaron la entroṕıa de Shannon y la información

de Fisher para el átomo de hidrógeno confinado en dos dimensiones (AHC-2D) en el espacio de

configuración y de momentos para los estados 1s, 2s, 2p y 3d. En la segunda sección 2.2, que

corresponden al proyecto doctoral, estudiamos diferentes medidas de complejidad tales como la de

Fisher-Shannon (CFS), LópezRuiz-Mancini-Calbet (CLMC), LMC-Rényi (Cλ,β) [77] y Crámer-Rao

(CCR) [78].

2.1. Entroṕıas de la información

El átomo de hidrógeno en dos dimensiones.

Antes de pasar a la solución del sistema confinado, es importante conocer la solución de la ecuación

de Schrödinger para el caso libre ya que es de aqúı donde obtendremos las diferentes funciones de

onda radiales que se utilizaron en coordenadas polares (donde es muy usual utilizar ρ para la

coordenada radial y φ para la coordenada angular), donde ésta queda determinada de la siguiente

manera (para más detalles sobre la solución véase [79]):

Ψnm(~r) =
1√

2παn

√
(n− |m| − 1)!

(2n− 1)(n+ |m| − 1)!
e−ρ/2αn×

×
(
ρ

αn

)|m|
L

2|m|
n−|m|−1

(
ρ

αn

)
eimφ.

(2.1)
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donde αn es un factor de escala, y la que en unidades atómicas (e = ~ = me = 1) queda de la

siguiente manera:

αn =
1

2Z

(
n− 1

2

)
. (2.2)

Los números cuánticos principal (n) y de momento angular (m) vaŕıan como: n = 1, 2, 3, · · · , |m| =
0, 1, 2, · · · , n− 1. Donde las enerǵıas para el estado base y primeros estados excitados son: E10 =

−2.00000, E21 = −0.22222, E20 = −0.22222, E32 = −0.08000.

El átomo de hidrógeno confinado en una región circular.

En la Figura 2.1 se muestra un diagrama del átomo de hidrógeno confinado por un potencial tipo

infinito, en el cual se considera un sistema tridimensional cuya dinámica está restringida a regiones

planas, bidimensionales [80]. En este caso la solución de la ecuación de Schrödinger está restringida

Figura 2.1 – Modelo del átomo de hidrógeno con carga +Ze en el centro de una caja circular de

radio ρ0 y un electrón −e que orbita a su alrededor a una distancia ρ (Figura del lado izquierdo),

en la Figura del lado derecho se puede apreciar el potencial de confinamiento de tamaño infinito

para radios mayores o iguales que ρ0.

por el potencial V (ρ) dado por

V (ρ) =

+∞, ρ ≥ ρ0,

− 1
ρ , ρ < ρ0.

(2.3)

Además, la función de onda que es solución de la ecuación de Schrödinger con el potencial (2.3)

debe satisfacer la condición de frontera tipo Dirichlet

ψ(ρ = ρ0, φ) = 0. (2.4)
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Las eigenfunciones de este problema siguen siendo de la misma forma que para el caso libre,

esto es: ψ(ρ, φ) = R(ρ)Φ(φ); la solución angular está dada por Φ(φ) = eimφ√
2π

. Las eigenfunciones ψ

cumplirán con las condiciones de frontera cuando las eigenfunciones radiales contengan una función

de corte. Cuando no hay confinamiento espacial, las funciones de onda radiales (exactas) se pueden

escribir como

Rnm(ρ) = Nnme
−βnρ/2 [βnρ]

|m|
L

2|m|
n−|m|−1 (βnρ) , (2.5)

donde βn = 2Z
n−1/2 y Nnm denota la constante de normalización. Las soluciones variacionales

aproximadas para la función de onda radial, en el caso confinado, están dadas por

R(ρ0)
nm (ρ;αj) = Rnm(ρ;αj)χ

(ρ0)(ρ), (2.6)

donde χ(ρ0)(ρ) =
(

1− ρ
ρ0

)
y {αj} son parámetros variacionales y

Rnm(ρ;αj) = Anm(αj)e
−αjρ [αjρ]

|m|
L

2|m|
n−|m|−1 (αjρ) . (2.7)

Las funciones de onda de prueba ψ quedan de la siguiente manera:

ψ(ρ0)
nm (~r;αj) = R(ρ0)

nm (ρ;αj)Φ(φ)

= Anm(αj)e
−αjρ [αjρ]

|m|
L

2|m|
n−|m|−1 (αjρ)

(
1− ρ

ρ0

)
eimφ√

2π
.

(2.8)

Las funciones de onda correspondientes a los estados 1s (ψ
(ρ0)
10 ), 2s (ψ

(ρ0)
20 ), 2p (ψ

(ρ0)
21 ) y 3d (ψ

(ρ0)
32 ),

son de la forma:

ψ
(ρ0)
10 (~r;α1) = N10e

−α1ρ

(
1− ρ

ρ0

)
, (2.9)

ψ
(ρ0)
20 (~r;α2, β) = N20[1− ρβ]e−α2ρ

(
1− ρ

ρ0

)
, (2.10)

ψ
(ρ0)
21 (~r;α3) = N21ρe

−α3ρeimφ
(

1− ρ

ρ0

)
, (2.11)

ψ
(ρ0)
32 (~r;α4) = N32ρ

2e−α4ρeimφ
(

1− ρ

ρ0

)
. (2.12)

Funciones de onda en el espacio de momentos

La función de onda en el espacio de momentos se obtiene por medio de una transformada de

Fourier (TF) de la función de onda en el espacio de posiciones [81, 82]. Para una función f(~s), con:

~s = (sx, sy) se define su TF como la función dada por la siguiente ecuación:

F (~k) =
1

2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(~s)e−i

~k·~sd~s. (2.13)

Al sustituir la ec. (2.1) obtenemos las funciones de onda φ en el espacio de momentos para los

estados 1s (φ10), 2s (φ20), 2p (φ21) y 3d (φ32), aśı

φ10(p) =
β1

(2π)1/2

(β1/2)

[(β1/2)2 + p2]3/2
, (2.14)
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φ20(p) =

=
1

(2π)1/2

β2

31/2

{
(β2/2)

[(β2/2)2 + p2]3/2
− β2

[
3(β2/2)2

[(β2/2)2 + p2]5/2
− 1

[(β2/2)2 + p2]3/2

]}
,

(2.15)

φ21(~p) =
ieiφp

(2π)1/2

β2
2

61/2

3(β2/2)p

[(β2/2)2 + p2]5/2
, (2.16)

φ32(~p) =
e2iφp

(2π)1/2

β3
3√
5!

15(β3/2)p2

[(β3/2)2 + p2]7/2
. (2.17)

Siguiendo un procedimiento semejante al caso libre, se llega a las siguientes expresiones para la

transformada de Fourier para el átomo de hidrógeno confinado en dos dimensiones. Para el estado

base y los 3 primeros estados excitados se tienen las siguientes expresiones:

φ
(ρ0)
10 (p) =

Np
10

(2π)1/2

∫ ρ0

0

R
(ρ0)
10 (ρ;α1)J0(pρ)ρdρ, (2.18)

φ
(ρ0)
20 (p) =

Np
20

(2π)1/2

∫ ρ0

0

R
(ρ0)
20 (ρ;α2, β)J0(pρ)ρdρ, (2.19)

φ
(ρ0)
21 (~p) =

Np
21i

(2π)1/2
eiφp

∫ ρ0

0

R
(ρ0)
21 (ρ;α3)J1(pρ)ρdρ, (2.20)

φ
(ρ0)
32 (~p) =

Np
32

(2π)1/2
e2iφp

∫ ρ0

0

R
(ρ0)
32 (ρ;α4)J2(pρ)ρdρ, (2.21)

donde R
(ρ0)
nm ec. (2.6) son las funciones de onda radiales en el espacio de posiciones, las Np

nm

son constantes de normalización, ρ0 el radio de confinamiento y Jm(ρp) las funciones de Bessel

respectivamente. Las funciones de onda anteriores están en términos de integrales que se obtienen

en forma numérica ya que no es posible obtenerlas en forma anaĺıtica.

Densidad de probabilidad cuántica

Las densidades de probabilidad en el espacio de posiciones se definen por

ρ(~r) ≡ ρnm(~r; ρ0) =
∣∣∣Ψ(ρ0)

nm (~r;α)
∣∣∣2 (2.22)

y

γ(~p) ≡ γnm(~p; ρ0) =
∣∣∣Φ(ρ0)
nm (~p;α)

∣∣∣2 , (2.23)

en el espacio de momentos.

2.1.1. Entroṕıa de Shannon

La entroṕıa de Shannon en el espacio de posiciones puede asociarse a la incertidumbre de deter-

minar la posición de la part́ıcula; en otras palabras, tenemos tal cantidad indicando el grado de

localización/deslocalización de una determinada part́ıcula en el espacio de posiciones. Por otro
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lado, tenemos la entroṕıa de Shannon en el espacio de los momentos, que puede ser asociada a la

incertidumbre de determinar el momento de la part́ıcula.

Las entroṕıas de Shannon en el espacio de posiciones y de los momentos se definen como:

Sr[ρ(~r)] = −
∫

Ω

ρ(~r) log ρ(~r)d~r, (2.24)

Sp[γ(~p)] = −
∫

Ω

γ(~p) log γ(~p)d~p, (2.25)

donde Ω es la región circular.

Adicionalmente, esta medida de la información cumple la siguiente relación de incertidumbre de

posición-momento desarrollada por I. Bialynicki-Birula y J. Mycielski (BBM) [42]

Sr[ρ(~r)] + Sp[γ(~p)] ≥ D(1 + lnπ), (2.26)

donde D es la dimensionalidad del sistema.

En la Figura 2.2, se muestra el comportamiento de la entroṕıa de Shannon en el espacio de posi-

ciones y de momentos como función del radio de confinamiento ρ0 para los estados 1s, 2s, 2p y 3d.

Puede observarse claramente que a medida que se reduce el radio de confinamiento la entroṕıa de

Shannon en el espacio de posiciones disminuye hasta valores negativos lo cual era de esperarse ya

que se tiene más localizada a la distribución de la nube electrónica, de manera opuesta la entroṕıa

de Shannon en el espacio de momentos crece a medida que se reduce el radio de confinamiento. Para

D = 2, la ec. (2.26) se convierte en Sr + Sp ≥ 4.2894, se cumple en todos los estados estudiados y

para todo valor de ρ0.

2.1.2. Información de Fisher

La información de Fisher en el espacio de posiciones está estrechamente conectada a la enerǵıa

cinética debido a su dependencia del gradiente de la distribución, enfatizando aśı su carácter local;

es decir, mide la concentración espacial puntual de la nube de probabilidad electrónica y cuantifica

el contenido de gradiente de la distribución de electrones. Se interpreta como una medida de la

tendencia al desorden, es decir, que cuanto mayor sea la información de Fisher, más ordenada será

la distribución.

En los espacios de posiciones y de momentos se definen por:

Fr[ρ(~r)] =

∫
Ω

|~∇ρ(~r)|2

ρ(~r)
d~r, (2.27)

Fp[γ(~p)] =

∫
Ω

|~∇γ(~p)|2

γ(~p)
d~p, (2.28)

mientras que el producto de las informaciones Fr y Fp cumple una relación de incertidumbre de

posición-momento. Para funciones de onda reales y densidades continuas [83]

Fr[ρ(~r)]× Fp[γ(~p)] ≥ 4D2 (2.29)
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Figura 2.2 – Dependencia del confinamiento de la entroṕıa de Shannon para el AHC-2D para

los estados 1s, 2s, 2p y 3d en el espacio de posiciones y de momentos. También se muestra la

correspondiente relación de incertidumbre (suma entrópica) Sr + Sp.

En la Figura 2.3, se muestra el comportamiento de la información de Fisher en el espacio de

posiciones y de momentos como función del radio de confinamiento ρ0 para los estados 1s, 2s,

2p y 3d. En este caso se puede apreciar que a medida que se reduce el radio de confinamiento la

información de Fisher en el espacio de configuración aumenta lo cual era de esperarse ya que se tiene

más localizada a la distribución de la nube electrónica, de manera opuesta la información de Fisher

en el espacio de momentos disminuye a medida que se reduce el radio de confinamiento. Como bien

sabemos la información de Fisher nos da información acerca de la localización/delocalización de la
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distribución de la nube electrónica, y además se suele asociar a dicha medida con el orden/desorden

del sistema. Se aprecia la aparición de un máximo y un mı́nimo muy bien definidos para los estados

s, además de la aparición de un máximo en el estado 3d, que si bien puede ser un error númerico

que se verificó con cálculos más detallados, éste segúıa presentándose, lo cual no es captado desde

una medida global de la densidad de probabilidad (como lo es la entroṕıa de Shannon) y que śı lo

es por la información de Fisher debido a que es una medida del tipo local. Un claro ejemplo de esto

es la captación de máximos y mı́nimos con un mayor pronunciamiento como lo es el mı́nimo para

el estado 2s alrededor de 1 u.a. en la relación de incertidumbre Fr[ρ(~r)] × Fp[γ(~p)], que se puede

apreciar en la relación de incertidumbre de la entroṕıa de Shannon pero menos pronunciada. Es

importante señalar que la relación de incertidumbre Fr[ρ(~r)] × Fp[γ(~p)] ≥ 16 se cumple en todo

momento.

2.2. Medidas de complejidad

Las denominadas medidas de complejidad son medidas estad́ısticas que estiman el balance com-

binado de dos o más facetas de la densidad de probabilidad [84]. Es decir, estas medidas cuan-

tifican conjuntamente de manera global (entroṕıa de Shannon, entroṕıa de Rényi, desequilibrio y

varianza)–local (información de Fisher) y global–global a la distribución de la densidad de proba-

bilidad.

En este trabajo utilizamos las medidas de la complejidad más conocidas, que son: Fisher-Shannon

(local–global), LMC (global–global), LMC-Rényi (global–global) y Crámer-Rao (local–global). Se

ha mostrado que al convolucionar1 las complejidades Fisher-Shannon y Crámer-Rao con respecto a

una distribución de probabilidad gaussiana, éstas siguen un comportamiento monótono. Mientras

que las complejidades LMC y LMC-Rényi al mostrar un comportamiento monótono con respecto

a todas las operaciones estocásticas2 que preservan la clase que contiene la distribución uniforme

y las distribuciones delta de Kronecker, en el caso discreto, es aún, un problema abierto en el caso

continuo [85].

2.2.1. Medida de complejidad Fisher-Shannon

La complejidad de Fisher-Shannon cuantifica la concentración de densidad de carga alrededor de

sus máximos junto con su dispersión total por todo el volumen del sistema [86–89], está compuesta

1La convolución es una operación matemática que combina dos funciones para crear una tercera.
2Estas operaciones están diseñadas para manipular y analizar eventos o fenómenos que tienen

un componente de incertidumbre o aleatoriedad.
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Figura 2.3 – Dependencia del confinamiento de la información de Fisher para el AHC-2D para

los estados 1s, 2s, 2p y 3d en el espacio de posiciones y de momentos. También se muestra la

correspondiente relación de incertidumbre (2.29).

por la información de Fisher y la potencia entrópica de Shannon

CFS [ρ(~r)] =
1

2πe
F [ρ(~r)]eS[ρ(~r)] (2.30)

en el espacio de posiciones, y

CFS [γ(~p)] =
1

2πe
F [γ(~p)]eS[γ(~p)] (2.31)

en el espacio de momentos.
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Esta medida satisface la siguiente desigualdad

CFS ≥ D, (2.32)

para cualquier densidad de probabilidad continuamente diferenciable. Además, esta medida de

complejidad es invariante en las transformaciones de escalamiento y traslaciones, y es una medida

monótona.

2.2.2. Medida de complejidad LopezRuiz-Mancini-Calbet

La complejidad de LMC cuantifica la no uniformidad de la distribución de la densidad de proba-

bilidad (o de la separación de la equiprobabilidad) conjuntamente con la extensión total de dicha

densidad de probabilidad [84]. La versión primitiva de la medida de complejidad LMC [88–90] fue

redefinida por Catalán et al. [91] como

CLMC [ρ(~r)] = eS[ρ(~r)]−R2[ρ(~r)] (2.33)

en el espacio de posiciones, y

CLMC [γ(~p)] = eS[γ(~p)]−R2[γ(~p)] (2.34)

en el espacio de momentos. Esta medida fue generalizada hasta la denominada complejidad LMC-

Rényi, cuyo ingrediente principal es la nombrada entroṕıa diferencial de Rényi [92].

Rλ[ρ(~r)] =
1

1− λ
log

(∫
R2

[ρ(~r)]λ d~r

)
, λ > 0, (2.35)

que recupera la entroṕıa de Shannon en el ĺımite λ→ 1.

2.2.3. Medida de complejidad LMC-Rényi

La complejidad de LMC-Rényi toma en cuenta dos aspectos de la distribución de la densidad de

probabilidad que dependen de dos parámetros (λ, β) [40, 52, 55], es definida como

Cλ,β [ρ(~r)] = eRλ[ρ(~r)]−Rβ [ρ(~r)], λ < β, (2.36)

en el espacio de posiciones, y

Cλ,β [γ(~p)] = eRλ[γ(~p)]−Rβ [γ(~p)], λ < β, (2.37)

en el espacio de momentos. Para el caso λ = 1 y β = 2 recuperamos la medida de complejidad LMC.

Una aplicación directa de la desigualdad de Jensen [93] permite escribir la siguiente desigualdad

Cλ,β ≥ 1, λ < β. (2.38)

Lo que permite dar un ĺımite universal logrado por la densidad uniforme. Por otro lado, las medidas

de complejidad de LMC y LMC-Rényi satisfacen la invarianza bajo transformaciones de traslación,

escalado y replicación y son medidas monótonas.
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2.2.4. Medida de complejidad Crámer-Rao

La complejidad de Crámer-Rao cuantifica el contenido del gradiente (es decir, el grado de oscilación)

conjuntamente con su concentración alrededor del centroide [88, 89, 94], está compuesta por la

varianza y la información de Fisher. Se define de la siguiente manera

CCR[ρ(~r)] = F [ρ(~r)]× V [ρ(~r)] (2.39)

en el espacio de posiciones y,

CCR[γ(~p)] = F [γ(~p)]× V [γ(~p)] (2.40)

en el espacio de momentos. Además, esta medida satisface la siguiente desigualdad:

CCR ≥ D2. (2.41)

Varianza

La varianza es una medida estad́ıstica que indica la dispersión o la extensión de los valores de un

conjunto de datos con respecto a su media o promedio. Es una forma de medir cuánto se alejan los

valores individuales de la media. Esta medida es útil para entender la dispersión de la distribución

de la densidad de probabilidad. Valores más altos de varianza indican que los datos están más

dispersos alrededor de la media, mientras que valores más bajos indican que los datos están más

cerca de la media [95].

Debido a que

〈rα〉 ≡
∫
R2

rαρ(~r) d~r =

∫
rα+d−1|R(r0)

nm (ρ;αj)|2 dρ, (2.42)

la varianza de la densidad de probabilidad para un estado cuántico genérico (nm), está dada como

sigue:

V [ρ(~r)] =

∫
ρ3 |R(ρ0)

nm (ρ;αj)|2 dρ−
(∫

ρ2 |R(r0)
nm (ρ;αj)|2 dρ

)2

, (2.43)

en el espacio de posiciones y,

V [γ(~p)] =

∫
p3 |φ(ρ0)

nm (p)|2 dp−
(∫

p2 |φ(r0)(p)|2 dp

)2

(2.44)

en el espacio de momentos.

2.3. Discusión de resultados

En la Figura 2.4 se muestran las medidas de complejidad Fisher-Shannon, Crámer-Rao, LMC y

LMC-Rényi en el espacio de posiciones para el AHC-2D como función del radio de confinamiento

ρ0 para los estados 1s, 2s, 2p y 3d. Las cuatro medidas de complejidad definidas previamente
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tienden hacia los valores constantes correspondientes al sistema libre (no confinado) para todos

los estados fundamentales y excitados a medida que el radio de confinamiento (ρ0) aumenta.

Esta constancia se alcanza a partir de 20 u.a. o incluso antes. Esta tendencia hacia los valores

constantes libres es diferente para cada medida de complejidad. En el estado fundamental, las

cuatro complejidades aumentan de manera monótona a medida que ρ0 aumenta hasta alcanzar la

constancia en 8 u.a. En el primer estado excitado (2s), las medidas de Fisher-Shannon y Crámer-

Rao distinguen perfectamente a este estado a medida que ρ0 aumenta. Dicho comportamiento es

diferente a las medidas de LMC, LMC-Rényi. Esto se debe principalmente a que tanto la medida

de Fisher-Shannon y Crámer-Rao tienen un carácter local-global, mientras que LMC y LMC-Rényi

tienen un carácter global-global. Además, mientras que la medida de Fisher-Shannon oscila para

un confinamiento fuerte (es decir, ρ0 pequeño), tanto LMC, LMC-Rényi como Crámer-Rao tienen

un decremento monótono hasta un mı́nimo y luego aumentan de manera monótona hasta alcanzar

el valor constante libre a medida que ρ0 aumenta. En los estados circulares 2p y 3d, la medida

de Fisher-Shannon y Crámer-Rao disminuyen suavemente hasta alcanzar los valores constantes

libres correspondientes, y tanto LMC como LMC-Rényi aumentan de manera monótona hasta

alcanzar los valores constantes libres correspondientes a medida que ρ0 aumenta. El orden de las

diferentes medidas de complejidad se relaciona con la estructura nodal de las funciones de onda

correspondientes y de los componentes entrópicos. Finalmente, las medidas de complejidad cumplen

con los ĺımites inferiores rigurosos establecidos.

En la Figura 2.5 se muestran las medidas de complejidad Fisher-Shannon, Crámer-Rao, LMC y

LMC-Rényi en el espacio de momentos para el AHC-2D como función del radio de confinamiento

ρ0 para los estados 1s, 2s, 2p y 3d. Se observa nuevamente que para todos los estados fundamentales

y excitados, todas las medidas de complejidad cumplen con los ĺımites universales establecidos y

tienden hacia los valores constantes libres correspondientes a medida que el radio de confinamiento

(ρ0) aumenta. Esta constancia se alcanza a partir de 20 u.a. o incluso antes, al igual que en el

espacio de posición. Este comportamiento hacia la constancia libre es diferente para cada medida de

complejidad. En el estado fundamental, las tres complejidades del momento aumentan suavemente

a medida que ρ0 aumenta hasta alcanzar el valor constante libre, que se logra a 8 u.a. En el primer

estado excitado (2s), la dependencia del confinamiento en la medida de Fisher-Shannon es muy

diferente en comparación con las medidas de LMC, LMC-Rényi y Crámer-Rao, pero en este caso

la medida de LMC y Crámer-Rao tienen un comportamiento similar y presentan un máximo entre

3 y 4 u.a., disminuyen y posteriormente crecen hacia el caso libre, la medida de Fisher-Shannon

tiene un máximo pronunciado entre 1 y 2 u.a., a partir del cual disminuye rápidamente hacia

la constancia libre, mientras que la medida LMC-Rényi tiene un comportamiento creciente hasta

alcanzar el caso libre. Estos resultados demuestran cómo las medidas de complejidad del momento

vaŕıan con el grado de confinamiento en el sistema hidrogenoide bidimensional y cómo convergen

hacia los valores constantes libres a medida que el radio de confinamiento aumenta.

25



2.4. Conclusiones

De forma independiente tenemos interpretaciones sobre la información que brindan las diferen-

tes medidas informacionales, la cuales no dependen de la enerǵıa sino de la autofunción del estado

cuantifican de forma bastante completa diversos aspectos locales y globales del desorden interno del

sistema, que están estrechamente relacionados con la concentración puntual de la carga electrónica

alrededor del centroide en toda la región de confinamiento. El objetivo de estudiar este sistema

era saber qué información adicional nos briendaban estás medidas de manera combinada. Lo que

pudimos observar fue que el confinamiento distingue el comportamiento del AHC-2D en todos

los estados estacionarios mediante las medidas de Fisher-Shannon, Crámer-Rao, LMC y LMC-

Rényi en ambos espacios conjugados. Estas cantidades tienden de diversas formas hacia los valores

constantes libres correspondientes tanto para los estados fundamentales como para los excitados

cuando el radio de confinamiento ρ0 aumenta. Los valores del caso libre que se calcularon de forma

anaĺıtica, se alcanzan en un radio cŕıtico de confinamiento, que es mucho menor para los estados

circulares3 (1s, 2p y 3d) que para el estado 2s, principalmente debido a un mayor contenido re-

lativo de gradiente, es decir, al tener un nodo se presenta una alta variación en la densidad de

probabilidad. Por lo tanto, estas medidas de complejidad detectan mejor los efectos del confina-

miento cuando la pared impenetrable del sistema se encuentra a un radio cŕıtico gradualmente más

pequeño. Estos resultados ponen de relieve la capacidad de las medidas estad́ısticas de complejidad

para captar la estructura nodal (ψ20) del AHC-2D, ya que son capaces de distinguir claramente

los estados circulares y no circulares, tanto en sistemas 2D y 3D [40]. Lo anterior es bastante

interesante, ya que al hablar de medidas que se enfocan de manera independiente en la localiza-

ción/deslocalización, al combinar dichas medidas se obtiene información sobre la estructura nodal.

Adicionalmente, podŕıamos añadir que depende del sistema en cuestión, podŕıamos utilizar una

medida de la complejidad u otra. Como vimos la medida de complejidad que capta mayor infor-

mación es la complejidad de Fisher-Shanon, razón por la cual se decidió emplearla en el siguiente

caṕıtulo, adicional a que ya ha sido utilizada para estudiar la correlación electrónica [86].

3Los estados con m = n− 1 son usualmente llamados estados circulares.
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Figura 2.4 – Dependencia del confinamiento de las medidas de complejidad Fisher-Shannon (arriba

a la izquierda), Crámer-Rao (arriba a la derecha), LMC (abajo a la izquierda) y LMC-Rényi (abajo

a la derecha) en el espacio de posiciones para el AHC-2D como función del radio de confinamiento

ρ0 para los estados 1s, 2s, 2p y 3d.
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Figura 2.5 – Dependencia del confinamiento de las medidas de complejidad Fisher-Shannon

(arriba a la izquierda), Crámer-Rao (arriba a la derecha), LMC (abajo a la izquierda) y LMC-

Rényi (abajo a la derecha) en el espacio de momentos para el AHC-2D como función del radio de

confinamiento ρ0 para los estados 1s, 2s, 2p y 3d.
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3 Enfoque informacional para

sistemas de dos electrones

En este caṕıtulo se estudia el átomo de helio utilizando un enfoque informacional [96], por medio de

las entroṕıas de la información y medidas de complejidad que complementan la exploración de las

caracteŕısticas f́ısicas que se presentan en el átomo de helio, como lo son: la correlación electrónica,

la enerǵıa de correlación y el entrelazamiento cuántico. Como bien sabemos, el átomo de helio es el

átomo polielectrónico más simple que existe en la naturaleza, el cual está formado por un núcleo

con carga nuclear +Ze y dos electrones que orbitan a su alrededor con carga e−, para este tipo

de sistemas de dos o más electrones, la manera más simple de resolverlo es despreciando la inter-

acción entre electrones. Sin embargo, al paso del tiempo se han desarrollado variedad de métodos

[95, 97–99] que nos permiten resolver dicho sistema de una manera muy sencilla, aprovechando

las herramientas computacionales; en este trabajo utilizamos un enfoque variacional. Primero se

resuelve el átomo de helio sin correlación electrónica y posteriormente se incluye expĺıcitamente la

correlación electrónica en la función de onda utilizando coordenadas de Hylleraas. Este caṕıtulo

se divide en tres secciones, de la siguiente manera: En la sección 3.1, se estudia el sistema libre de

confinamiento. En la sección 3.2, se estudia el caso confinado en una cavidad esférica con paredes

de tamaño infinito. Finalmente, en la sección 3.3, se estudian diferentes átomos helioides de la serie

isoelectrónica, para el caso confinado en una cavidad esférica impenetrable.

3.1. El átomo de helio en el estado base

En esta sección se procede a analizar el átomo de helio libre (libre de confinamiento). Primero se

analizará utilizando una función de onda que no incluya la interacción entre electrones, es decir,

una función de onda no-correlacionada y posteriormente se utilizará una función de onda con
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correlación electrónica en coordenadas de Hylleraas.

Descripción del sistema

Para dar solución a este sistema supondremos que el núcleo del átomo de helio es infinitamente

pesado, se encuentra localizado en el origen del plano cartesiano, los electrones están localizados

en las posiciones ~r1 y ~r2 como se muestra en la Figura 3.1.

z

x

y

Ze+

e−
e−

r1
r2

r12

Figura 3.1 – Modelo del átomo de helio centrado en el origen de coordenadas cartesianas. Imagen

generada con la ayuda de Chat GPT-3.5 [100].

El hamiltoniano (utilizando unidades atómicas ~ = e = m = 1) de este sistema es:

Ĥ = −1

2
∇2

1 −
1

2
∇2

2 −
Z

r1
− Z

r2
+

1

|~r1 − ~r2|
, (3.1)

donde los dos primeros términos del lado derecho se refieren a las enerǵıas cinéticas de los electrones,

y los últimos tres términos se refieren a la enerǵıa potencial. Los sub́ındices 1 y 2 del operador

laplaciano indican que actúa sobre el electrón 1 y 2, respectivamente; r12 = |~r1− ~r2| es la distancia

entre los electrones y, +Ze es la carga nuclear que para el átomo de helio es igual a 2.
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3.1.1. Función de onda no-correlacionada

Las funciones de onda que se utilizan son del tipo hidrogenoide. De esta manera el estado base

está descrito por

ψ(~r1, ~r2) = ψ1(~r1)ψ2(~r2) = AY0,0(θ1, φ1)e−αr1Y0,0(θ2, φ2)e−αr2

= Be−αr1e−αr2 .
(3.2)

Puede observarse claramente que la función de onda sólo depende de la coordenada radial del

electrón 1 y el electrón 2 debido a que Y0,0(θ, φ) = 1/
√

4π. La expresión anterior la podemos

reescribir como sigue:

ψ(r1, r2) = Bϕ1(r1)ϕ2(r2), (3.3)

donde B = A
4π , es la constante de normalización y, ϕ(ri) = e−αri para i = 1, 2.

Cálculo de la enerǵıa

De acuerdo al principio variacional

E0 ≤
〈ψ(~r;αi)|Ĥ|ψ(~r;αi)〉
〈ψ(~r;αi)|ψ(~r;αi)〉

, (3.4)

habiendo calculado el funcional de la enerǵıa, se obtendrán las enerǵıas y funciones de onda ópti-

mas mediante los parámetros variacionales {αi}; la función de onda puede estar o no normalizada.

Constante de normalización

Después de haber integrado sobre los ángulos de ambos electrones se obtiene 16π2, entonces:

〈ψ(r1, r2)|ψ(r1, r2)〉 = 16π2B2 〈ϕ1(r1)ϕ2(r2)|ϕ1(r1)ϕ2(r2)〉

= 16π2B2 〈ϕ1(r1)|ϕ1(r1)〉 〈ϕ2(r2)|ϕ2(r2)〉 .
(3.5)

Dado que la variable de integración es muda, podemos hacer r1 = r2 = r, además como las

funciones de onda de ambos electrones son semejantes podemos escribir ϕ1(r) = ϕ2(r) = ϕ(r),

〈ψ(r1, r2)|ψ(r1, r2)〉 = 16π2B2 〈ϕ(r)|ϕ(r)〉 〈ϕ(r)|ϕ(r)〉 , (3.6)

de donde obtenemos

B =
1

4π
∫∞

0
e−2αrr2dr

=
α3

π
. (3.7)

Funcional de la enerǵıa

El funcional de la enerǵıa está dado de la siguiente manera:

〈ψ(r1, r2)|Ĥ|ψ(r1, r2)〉 =

〈
ψ(r1, r2)

∣∣∣∣− 1

2
∇2

1 −
1

2
∇2

2 −
Z

r1
− Z

r2
+

1

|~r1 − ~r2|

∣∣∣∣ψ(r1, r2)

〉
, (3.8)

31



podemos separar los elementos de matriz en enerǵıa cinética y enerǵıa potencial como se muestra

a continuación (véase Apéndice 7.1).

Enerǵıa cinética

Para la enerǵıa cinética obtenemos que:

〈ψ(r1, r2)| − 1

2
∇2

1 −
1

2
∇2

2|ψ(r1, r2)〉 = −16π2B2 〈ϕ(r)|ϕ(r)〉 〈ϕ(r)|∇2|ϕ(r)〉 . (3.9)

Enerǵıa potencial

De manera similar para la enerǵıa potencial:

〈ψ(r1, r2)| − Z

r1
− Z

r2
+

1

r12
|ψ(r1, r2)〉 =− 16π22B2Z 〈ϕ(r)|ϕ(r)〉 〈ϕ(r)|1

r
|ϕ(r)〉

+ 16π2B2 〈ϕ1(r1)ϕ2(r2)| 1

r>
|ϕ1(r1)ϕ2(r2)〉 ,

(3.10)

donde r>, es la mayor entre r1 y r2. Por lo cual el funcional de la enerǵıa queda como:

〈Ĥ〉 =− 16π2B2 〈ϕ(r)|ϕ(r)〉 〈ϕ(r)|∇2|ϕ(r)〉 − 16π22B2Z 〈ϕ(r)|ϕ(r)〉 〈ϕ(r)|1
r
|ϕ(r)〉

+ 16π2B2 〈ϕ1(r1)ϕ2(r2)| 1

r>
|ϕ1(r1)ϕ2(r2)〉 .

(3.11)

De la ec. (3.11) podemos obtener las enerǵıas para diferentes átomos helioides, para ello se vaŕıa

la carga nuclear Z. A continuación se muestra el caso para Z = 2, en donde se obtuvo que el

parámetro variacional que minimiza la enerǵıa es igual a α = 1.6875 y la enerǵıa óptima igual a

E = −2.8476 Hartrees [95, 97–99].

3.1.2. Función de onda en el espacio de momentos

La función de onda en el espacio de momentos se obtiene a través de la transformada de Fourier.

Para un sistema de dos part́ıculas la transformada de Fourier Φ(~p1, ~p2) de la función Ψ(~r1, ~r2) está

dada por:

Φ(~p1, ~p2) =

∫
d3~r1d3~r2

(2π)3
e−i ~p1·~r1e−i ~p2·~r2Ψ(~r1, ~r2). (3.12)

Utilizando la separación de variables podemos escribir Ψ(~r1, ~r2) = ψ1(~r1)ψ2(~r2), entonces:

Φ(~p1, ~p2) =
1

(2π)3/2

∫
d3~r1e

−i ~p1·~r1ψ1(~r1)× 1

(2π)3/2

∫
d3~r2e

−i ~p2·~r2ψ2(~r2)

= φ1(~p1)φ2(~p2).

donde

φj(~pj) =
1

(2π)3/2

∫
d3~rje

−i ~pj ·~rjψj(~rj), j = 1, 2. (3.13)

con ψj(~rj) dado por la ec. (3.2). Debido a que la entroṕıa de Shannon está definida para la densidad

de probabilidad de una part́ıcula nos enfocaremos en obtener la transformada de Fourier de una

32



part́ıcula. La densidad de probabilidad reducida de una part́ıcula γ(~p) en el espacio de momentos

está dada por:

γ(~p) =

∫
|Φ(~p, ~p2)|2 d3~r2 =

∫
φ∗1(~p)φ1(~p)φ∗2(~p2)φ2(~p2)d3~p2

= |φ1(~p)|2 .
(3.14)

La función de onda variacional del helio libre está dada por la ec. (3.2), aśı la transformada de

Fourier de ψ1(~r1) está dada por la ec. (3.13), y al integrar sobre los ángulos se obtiene

φ1(p) =
1√
2π

2

p

∫ ∞
0

e−αr1 sin(pr1)r1dr1 =

√
2α3

π

2α

(α2 + p2)
2 . (3.15)

La función φ1(p) está normalizada a la unidad. Esto es debido a que al estar normalizada en el

espacio de posiciones, automáticamente está normalizada en el espacio de momentos, de acuerdo

con el Teorema de Plancherel [95].

3.1.2.1. Entroṕıa de Shannon

La entroṕıa de Shannon para una distribución de probabilidad ρ(~r), es definida de la siguiente

manera:

Sr = −
∫
ρ(~r) ln ρ(~r)d3~r, (3.16)

esta medida está dada para la distribución de un electrón, aśı, la densidad de probabilidad ρ(~r)

debe estar normalizada a la unidad. La densidad de probabilidad la podemos escribir de la siguiente

manera:

ρ(~r) =
1

4π
|ϕ(r)|2

∫ ∞
0

|ϕ(r2)|2r2
2dr2 = |ϕ(r)|2. (3.17)

Al sustituir la ec. (3.17) en (3.16) y hacer un poco de álgebra la entroṕıa de Shannon se reduce a:

Sr = −
∫ ∞

0

e−2αr ln[e−2αr]r2dr − ln

[
1

4π

]
∼= 2.5749. (3.18)

De manera similar en el espacio de momentos, la entroṕıa de Shannon está dada por:

Sp = −
∫
γ(~p) ln γ(~p)d3~p. (3.19)

Por lo cual,

Sp = −4π

∫ ∞
0

{√
2α3

π

2α

(α2 + p2)
2

}2

ln

{√
2α3

π

2α

(α2 + p2)
2

}2

p2dp ∼= 3.9916 (3.20)

Además, puede verificarse que se cumple la relación de incertidumbre de posición-momento ec.

(2.26) Sr + Sp ∼= 6.5666 ≥ 6.43419 [101].
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3.1.3. Función de onda con correlación electrónica

En este caso usamos una función de onda con correlación electrónica, para ello utilizamos la

siguiente función de onda:

ψ(r1, r2, r12) = Be−αr1e−αr2(1 + br12), (3.21)

donde r12 es la distancia entre el electrón 1 y el electrón 2, α y b son parámetros variacionales.

La expresión anterior la podemos reescribir mediante coordenadas de Hylleraas, las cuales están

definidas como:

s = r1 + r2,

t = −r1 + r2,

u = r12.

(3.22)

Entonces podemos escribir la función de onda como:

ψ(s, u) = Be−αs(1 + bu). (3.23)

Cálculo de la enerǵıa

Para el cálculo de la enerǵıa se procede de manera similar al caso sin correlación pero se tiene

que convertir el operador hamiltoniano a las nuevas coordenadas, aśı, después de realizar dicho

procedimiento [102] (véase Apéndice 7.2) se obtiene:∫
ψ∗Ĥψdτ =

∫ {(
∂ψ

∂s

)2

+

(
∂ψ

∂t

)2

+

(
∂ψ

∂u

)2

+
∂ψ

∂s

∂ψ

∂u

[
2s(u2 − t2)

u(s2 − t2)

]
+
∂ψ

∂t

∂ψ

∂u

[
2t(s2 − u2)

u(s2 − t2)

]
− 4sZψ2

s2 − t2
+
ψ2

u

}
dτ.

(3.24)

donde, dτ = π2(s2 − t2)udsdudt (véase Apéndice 7.3). A partir de dicho funcional de la enerǵıa

podemos obtener la enerǵıa y función de onda óptima, pero a diferencia del caso anterior se utilizará

el principio variacional en las nuevas coordenadas

E0 ≤
∫
ψ∗(s, t, u)Ĥψ(s, t, u)dτ∫
ψ∗(s, t, u)ψ(s, t, u)dτ

, (3.25)

lo anterior se hace con la idea de optimizar el costo computacional, ya que es mucho más simple

evaluarlo de esta manera. Podemos observar que la función de onda no tiene dependencia sobre la

variable t por ello en el hamiltoniano podemos omitir las derivadas sobre dicha variable, es decir,∫ {(
∂ψ

∂s

)2

+

(
∂ψ

∂u

)2

+
∂ψ

∂s

∂ψ

∂u

[
2s(u2 − t2)

u(s2 − t2)

]
− 4sZψ2

s2 − t2
+
ψ2

u

}
dτ. (3.26)

Después de evaluar la ec. (3.25) utilizando Mathematica 11.0, obtenemos que los parámetros va-

riacionales que minimizan la enerǵıa dan α = 1.8496 y b = 0.3657; la enerǵıa óptima da como

resultado E = −2.8911 Hartrees.

En la ec. (3.24) la función ψ no está normalizada, por lo que se procede a normalizarla.
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3.1.3.1. Entroṕıa de Shannon

Para obtener la entroṕıa de Shannon, la manera más simple de realizar el cálculo es regresando

a las coordenadas esféricas polares. En este caso podemos escribir la densidad de probabilidad

[103–105] como:

ρ(r1) =
2π

r1

{∫ r1

0

dr2r2

∫ r1+r2

r1−r2
dr12r12ψ

2 +

∫ ∞
r1

dr2r2

∫ r2+r1

r2−r1
dr12r12ψ

2

}
, (3.27)

donde ψ está dada por la ec. (3.21). Esta densidad de probabilidad está normalizada a la unidad,

1 =

∫ ∫ ∫
ρ(r1)r2

1 sin θdr1dθdϕ. (3.28)

De esta manera al evaluar la entroṕıa de Shannon obtenemos

Sr = −4π

∫ ∞
0

ρ(r1) ln ρ(r1)r2
1dr1 = 2.60159, (3.29)

cuyo valor es mayor que la obtenida con la función de onda sin correlación electrónica (3.18).
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3.2. Helio confinado dentro de una caja esférica

impenetrable

El átomo de helio confinado con correlación electrónica es un sistema que ya no permite obtener una

solución exacta y, por ello se han aplicado diferentes métodos que nos permiten obtener la solución

de este sistema de una manera muy precisa. Por otro lado los sistemas confinados añaden una

complejidad aún mayor, el primer trabajo fue publicado por Ten Seldam y De Groot en 1952 [106],

posterior a ellos se han diversificado los métodos que permiten obtener la enerǵıa del estado base de

una manera muy precisa utilizando métodos sumamente complicados y en algunos casos de un alto

poder de procesamiento de cómputo para poder resolver la cantidad de ecuaciones involucradas,

los métodos van desde: Hartree-Fock [107, 108], teoŕıa de perturbaciones independiente del tiempo

[109], el método variacional lineal y no lineal [109–120], entre otros [121–128].

En este caso se procede desde un enfoque variacional, a continuación se muestra el estudio del

átomo de helio dentro de una caja esférica impenetrable, en donde podemos cambiar el tamaño

de la cavidad al modificar el radio de confinamiento r0 (ver Figura 3.2). La función de la enerǵıa

potencial se escribe de la siguiente manera,

V (~r1, ~r2) =


− Z
r1
− Z

r2
+ 1
|~r1−~r2| , r1, r2 < r0

∞, r1, r2 ≥ r0

, (3.30)

donde r1 es la distancia del núcleo al electrón 1, r2 es la distancia del núcleo al electrón 2 y |~r1−~r2|
es la distancia del electrón 1 al electrón 2, respectivamente. Dentro de la barrera r1, r2 < r0 el

potencial está dado por la interacción coulombiana entre cada electrón y el núcleo, y la interacción

entre los electrones.

El procedimiento que se realiza para la obtención de la enerǵıa es similar al que se realizó para el

caso libre, pero con la diferencia de que en el funcional de la enerǵıa el ĺımite de la variable radial

de integración no va de 0 al infinito sino a r0.

3.2.1. Función de onda no-correlacionada

De acuerdo al método variacional directo, la función de onda se construye al utilizar la función de

onda del caso libre multiplicada por una función de corte, en este caso utilizaremos χ(r1, r2; r0) =(
1− r1

r0

)(
1− r2

r0

)
, entonces

ψ0(r1, r2) = Be−αr1e−αr2
(

1− r1

r0

)(
1− r2

r0

)
. (3.31)
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Figura 3.2 – Modelo del átomo de helio confinado en una cavidad esférica impenetrable de radio

r0. Imagen generada con la ayuda de Chat GPT-3.5 [100].

Cálculo de la enerǵıa

Constante de normalización

En este caso al evaluar la contante de normalización obtenemos lo siguiente:

B =
1

4π
∫ r0

0
e−2αr

(
1− r

r0

)2

r2dr
=

e2r0αr2
0α

5

π[−3− r0α(3 + r0α) + e2r0α(3 + r0α(−3 + r0α))]
. (3.32)

Funcional de la enerǵıa

Siguiendo un procedimiento semejante al caso libre, el funcional de la enerǵıa se evalúa de la

siguiente manera:

E = 〈ψ(r1, r2)|Ĥ|ψ(r1, r2)〉 , (3.33)

aśı obtenemos

− 16π2B2

∫ r0

0

|ϕ(r)|2r2dr

∫ r0

0

ϕ(r)
d2

dr2
ϕ(r)r2dr − 64π2B2

∫ r0

0

|ϕ(r)|2r2dr

∫ r0

0

|ϕ(r)|2rdr

+ 16π2

∫ r0

0

|ϕ(r1)|2r2
1dr1

[
1

r1

∫ r1

0

|ϕ(r2)|2r2
2dr2 +

∫ r0

r1

ϕ(r2)r2dr2

]
≥ E0,

(3.34)
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donde, ϕ(r) = e−αr
(

1− r
r0

)
, ϕ(ri) = e−αri

(
1− ri

r0

)
para i = 1, 2. El procedimiento que se

realiza es: definir el valor de la constante de normalización, luego se evalúa el funcional de la

enerǵıa, posteriormente se fija un radio de confinamiento y finalmente, se utiliza la herramienta de

FindMinimun[] incluida en Mathematica 11 que nos arroja como resultado el parámetro variacional

α que hacen a la enerǵıa y función de onda óptimas. El procedimiento se repite para cada radio

de confinamiento. Los resultados se muestran en la Tabla 3.1.

3.2.2. Función de onda en el espacio de momentos

La transformada de Fourier para el caso confinado resulta sumamente sencillo siguiendo un proce-

dimiento similar al caso libre de confinamiento. La función de onda para un electrón va como:

ψ(r; r0) = A1e
−αr

(
1− r

r0

)
, (3.35)

entonces la transformada de Fourier se obtiene al evaluar lo siguiente:

φ1(p; r0) =
1√
2π

2

p

∫ r0

0

ψ(r; r0) sin(pr)rdr, (3.36)

después de evalular la expresión anterior obtenemos:

φ1(p; r0) =

{√
2e−r0α(2er0αp(α2(−3 + r0α) + p2(1 + r0α)) + 2p(p2(−1 + r0α)

+ α2(3 + r0α)) cos(pr0) + (−p4r0 − 6p2α+ α3(2 + r0α)) sin(pr0))

}
×
{√

e−2r0α(−3− r0α(3 + r0α) + e2r0α(3 + r0α(−3 + r0α)))

r20α
5

pπr0(p
2 + α2)3

}−1

.

(3.37)

Esta función resultó más complicada que en el caso libre (3.15).

3.2.3. Funciones de onda con correlación electrónica

En este caso se utilizan tres diferentes funciones de onda con correlación electrónica ”muy simples”.

Primero se presentan en coordenadas esféricas polares y después se reescriben en coordenadas de

Hylleraas,

ψ1(s, t, u) = B1e
−α(r1+r2)(1 + βr12)χ(r1, r2; r0)

= B1e
−αs(1 + βu)χ(s, t; r0),

(3.38)

ψ2(s, t, u) = B2e
−α(r1+r2)[1 + βr12 + γ(−r1 + r2)2]χ(r1, r2; r0)

= B2e
−αs(1 + βu+ γt2)χ(s, t; r0),

(3.39)
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ψ3(s, t, u) = B3e
−α(r1+r2)[1 + βr12 + γ(−r1 + r2)2 + δ(r1 + r2)2]χ(r1, r2; r0)

= B3e
−αs(1 + βu+ γt2 + δs2)χ(s, t; r0),

(3.40)

donde χ(s, t; r0) = (r0 − r1)(r0 − r2) =
(
r0 − s−t

2

) (
r0 − s+t

2

)
es la función de corte, y α, β, γ y δ

son los parámetros variacionales.

Por completitud de nuestro trabajo se añaden dos funciones más complejas, usadas por Montgomery

[96]

ψk(s, t, u) = B
∑
n,m,`

Cnlme
−αssntmu`χ(s, t; r0), (3.41)

donde el sub́ındice de la función de onda k = 4 denota una función de onda con 7 términos; mientras

que k = 5 denota una función de onda con 70 términos y n+m+ l ≤ 2, 7, respectivamente y Cnlm

son los parámetros variacionales. Las funciones ψ1 y ψ2 ya se hab́ıan empleado y reportado en la

literatura [129, 130].

Cálculo de la enerǵıa

El funcional de la enerǵıa a minimizar es de la forma

E0 ≤
∫
ψ∗(s, t, u)Ĥψ(s, t, u)dτ∫
ψ∗(s, t, u)ψ(s, t, u)dτ

. (3.42)

Para el caso confinado se han manejado diferentes expresiones [106, 120, 131, 132] que permiten

evaluar las integrales involucradas en el funcional de la enerǵıa; dichas expresiones son equivalentes.

La expresión utilizada en este caso fue la siguiente:

∫
fdτ =2π2

∫ r0

0

ds

∫ s

0

dt

∫ s

t

f(s, t, u)(s2 − t2)udu

+ 2π2

∫ 2r0

r0

ds

∫ 2r0−s

0

dt

∫ s

t

f(s, t, u)(s2 − t2)udu,

(3.43)

donde f puede ser ψĤψ o la densidad de probabilidad ψ2. De esta manera se procede a evaluar

las funciones de onda (3.38), (3.39) y (3.40). Después de calcular el funcional de la enerǵıa (3.42)

se obtuvieron los resultados que se muestran en la Tabla 3.1, donde adicionalmente se pueden

observar los valores de la enerǵıa para la función sin correlación electrónica. De manera gráfica el

comportamiento de la enerǵıa se puede apreciar en la Figura 3.3.
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Figura 3.3 – Comportamiento de la enerǵıa para el átomo de helio en el estado base usando

diferentes funciones de onda variando el radio de confinamiento r0. Se comparan los resultados con

los obtenidos por Montgomery usando las funciones de onda ψ4 y ψ5 dadas por la ec. 3.41.

r0(a.u.) E(ψ0) E(ψ1) E(ψ2) E(ψ3) E(ψ4) E(ψ5)

0.5000 22.9229 22.9043 22.8321 22.7765 22.7426 22.7413

0.6000 13.4250 13.3986 13.3645 13.3421 13.3204 13.3181

0.7000 7.9968 7.9642 7.9490 7.9382 7.9278 7.9252

0.8000 4.6656 4.6282 4.6224 4.6201 4.6120 4.6104

0.9000 2.5117 2.4706 2.4691 2.4706 2.4642 2.4632

1.0000 1.0625 1.0186 1.0185 1.0214 1.0163 1.0157

2.0000 -2.5284 -2.5797 -2.5976 -2.5994 -2.5977 -2.6040

3.0000 -2.7935 -2.8419 -2.8651 -2.8659 -2.8679 -2.8724

4.0000 -2.8301 -2.8763 -2.8955 -2.8960 -2.8981 -2.9004

5.0000 -2.8391 -2.8843 -2.9003 -2.9007 -2.9023 -2.9034

6.0000 -2.8425 -2.8871 -2.9015 -2.9018 -2.9029 -2.9036

10.0000 -2.8462 -2.8900 -2.9022 -2.9026 -2.9033 -2.9037

∞ -2.84766 -2.8911 -2.9024 -2.9027 -2.9034 -2.9037

Tabla 3.1 – Enerǵıa para el estado base usando diferentes funciones de onda con correlación

electrónica (ψi, con i = 1, ..., 5) y no correlacionada (ψ0) en función del radio de confinamiento r0.
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3.2.4. Enfoque informacional

3.2.4.1. Entroṕıa de Shannon

A continuación se muestra la manera de obtener la entroṕıa de Shannon en el espacio de posiciones

para el caso confinado:

S(ρi) = −4π

∫ r0

0

ρi(r1) ln ρi(r1)r2
1dr1, (3.44)

donde ρi(r1) es la densidad de probabilidad de una part́ıcula. Para i=0, se procede se la siguiente

manera: ρ0 = |ψ0(r1, r2)|2 = |ϕ(r1)ϕ(r2)|2 utilizamos

ρ0(r1) =
1

4π
|ϕ(r1)|2

∫ r0

0

|ϕ(r2)|2r2
2dr2 = |ϕ(r1)|2. (3.45)

mientras que para i = 1, 2 y 3. Tenemos

ρi(r1) =
2π

r1

{∫ r1

0

dr2r2

∫ r1+r2

r1−r2
dr12r12ψ

2
i +

∫ r0

r1

dr2r2

∫ r2+r1

r2−r1
dr12r12ψ

2
i

}
, (3.46)

donde ψi para i = 1, 2 y 3, están dadas por las ecuaciones (3.38), (3.39) y (3.40), respectivamente.

De esta manera, después de haber obtenido las funciones de onda óptimas que minimizan la enerǵıa

se evalúa la expresión (3.44) para cada radio de confinamiento.

En el espacio de momentos, la entroṕıa de Shannon para el caso sin correlación electrónica se

obtiene al evaluar la siguiente expresión:

Sp = −4π

∫ r0

0

|φ1(p; r0)|2 ln |φ1(p; r0)|2p2dp, (3.47)

donde φ1(p) está dada por la ec. (3.37). Por lo cual, se obtiene la entroṕıa de Shannon variando el

radio de confinamiento r0. Los resultados se pueden apreciar en la Tabla 3.2, aśı como gráficamente

en la Figura 3.4, se puede ver que a medida que aumenta el radio de confinamiento los valores de Sr

tienden hacia el caso libre de confinamiento. Adicionalmente, se anexó la desigualdad de BBM que

se cumple en todo momento. La entroṕıa de Shannon para el caso con correlación electrónica en

el espacio de momentos resulta altamente complicado (es decir, de forma anaĺıtica), y hasta donde

sabemos es un problema abierto, y se decidió trabajar únicamente en el espacio de posiciones. Al

evaluar la expresión (3.44) se obtienen los resultados mostrados en la Tabla 3.3 y en la Figura 3.5.

3.2.4.2. Entroṕıa de Kullback-Leibler

La entroṕıa de Kullback-Leibler [135] conocida como entroṕıa de la divergencia para una distribu-

ción de probabilidad continua ρ(~r), relativa a una distribución ρref (~r) está definida como:

KL(ρ, ρref ) =

∫
ρ(~r) ln

ρ(~r)

ρref (~r)
d~r (3.48)
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r0(u.a.) Sr Sp Sr + Sp

0.5000 -1.5142 8.0679 6.5537

1.0000 0.3867 6.1186 6.5053

1.5000 1.3613 5.1236 6.4849

2.0000 1.9117 4.5752 6.4869

3.0000 2.3673 4.1501 6.5174

4.0000 2.4906 4.0498 6.5404

5.0000 2.5310 4.0206 6.5112

6.0000 2.5481 4.0090 6.5571

∞ 2.5749 3.9916 6.5665

Tabla 3.2 – Resultados de la entroṕıa de Shannon en el espacio de posiciones y de momentos

para el átomo de helio en el estado base variando el radio de confinamiento r0. La función de onda

utilizada fue ψ0.

Figura 3.4 – Entroṕıa de Shannon en el espacio de posiciones y de momentos para el átomo de

helio en el estado base variando el radio de confinamiento r0. La función de onda utilizada fue ψ0.

donde ∫
ρ(~r)d~r =

∫
ρref (~r)d~r = 1, (3.49)
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r0(a.u.) S(ρ0) S(ρ1) S(ρ2) S(ρ3) S(ρ4) S(ρ5) ref. [29]

0.5000 -1.5142 -1.5129 -1.5181 -1.5181 -1.5257 -1.5247

0.6000 -0.9986 -0.9967 -1.0012 -1.0065 -1.0083 -1.0068

0.7000 -0.5696 -0.5670 -0.5708 -0.5747 -0.5767 -0.5752

0.8000 -0.2046 -0.2013 -0.2041 -0.2066 -0.2086 -0.2075

0.9000 0.1109 0.1148 0.1131 0.1123 0.1095 0.1108 0.1515

1.0000 0.3867 0.3914 0.3910 0.3919 0.3874 0.3898

2.0000 1.9117 1.9263 1.9587 1.9627 1.9548 1.9735 2.0097

3.0000 2.3673 2.3902 2.4777 2.4803 2.4839 2.5124 2.5241

4.0000 2.4906 2.5161 2.6229 2.6243 2.6381 2.6654 2.6197

5.0000 2.5310 2.5571 2.6628 2.6642 2.6798 2.6986 2.6651

6.0000 2.5481 2.5743 2.6768 2.6783 2.6883 2.7042 2.7042

10.0000 2.5673 2.5937 2.6900 2.6919 2.7029 2.7050 2.7106

∞ 2.5749 2.60159 2.6945 2.6967 2.7035 2.7051 2.7117

Tabla 3.3 – Entroṕıa de Shannon variando el radio de confinamiento r0. Se comparan los resultados

con los reportados por Sen [29], en donde se empleó el método del funcional de la densidad BLYP

(Becke, Lee, Yang y Parr) [133, 134].

esta medida cumple la siguiente desigualdad,

KL(ρ, ρref ) ≥ 0. (3.50)

Además, cuando ρ(~r) = ρref (~r) ⇔ KL(ρ, ρref ) = 0. En este caso, nuestra densidad de referencia

es la densidad de probabilidad asociada a la función de onda sin correlación electrónica, es decir

ρ0(r1). Por lo cual se procede a evaluar lo siguiente:

KL(ρi) = 4π

∫ r0

0

ρi(r1) ln
ρi(r1)

ρ0(r1)
r2
1dr1, (3.51)

para i = 1, 2 y 3. Al evaluar la expresión (3.51) se obtienen los resultados mostrados en la Tabla

3.4 y en la Figura 3.6.
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r0(u.a.) KL(ρ1) KL(ρ2) KL(ρ3) KL(ρ4) KL(ρ5)

0.5000 0.000005 0.000128 0.000454 0.000734

0.6000 0.000010 0.000068 0.000417 0.000451

0.7000 0.000016 0.000026 0.000232 0.000225 0.002930

0.8000 0.000024 51e-7 0.000102 0.000086 0.000230

0.9000 0.000032 59e-7 0.000035 0.000020 0.000040

1.0000 0.000041 0.000031 0.000041 0.000009 0.000020

2.0000 0.000146 0.002042 0.002289 0.002324 0.003900

3.0000 0.000223 0.005651 0.005805 0.007547 0.012139

4.0000 0.000243 0.006558 0.006611 0.009679 0.014846

5.0000 0.000246 0.006190 0.006225 0.009300 0.012862

6.0000 0.000247 0.005819 0.005857 0.007985 0.010715

10.0000 0.000247 0.005243 0.005297 0.007418 0.007856

∞ 0.000251 0.004969 0.005034

Tabla 3.4 – Entroṕıa de Kullback-Leibler variando el radio de confinamiento r0.

3.2.4.3. Desequilibrio

Similarmente, el Desequilibrio nos da una medida de la separación entre dos distribuciones, es

decir, mide la distancia de la desviación con respecto a la equiprobabilidad, también conocida

como estado de equilibrio. Podemos definir el Desequilibrio [136, 137] de N elementos, al imponer

D > 0 (que garantiza la positividad) y D = 0 (en el ĺımite de equiprobabilidad). La solución directa

consiste en sumar las distancias cuadráticas de cada estado a la equiprobabilidad de la siguiente

manera:

D =

N∑
i=1

(
pi −

1

N

)2

, (3.52)

en el limite N →∞, y donde
∫∞
−∞ p(x)dx = 1, el Desequilibrio se reduce a:

D(ρi) = 4π

∫ r0

0

ρ2
i (r1)r2

1dr1. (3.53)

donde i = 0, 1, 2 y 3. Al evaluar la expresión (3.53) se obtienen los resultados mostrados en la

Tabla 3.5 y en la Figura 3.6.
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r0(u.a.) D(ρ0) D(ρ1) D(ρ2) D(ρ3) D(ρ4) D(ρ5)

0.5000 6.6312 6.6348 6.5857 6.5612 6.5506 6.5368

0.6000 3.9972 4.0211 3.9961 4.0590 3.9803 3.9667

0.7000 2.6232 2.6589 2.6452 2.6297 2.6380 2.6275

0.8000 1.8322 1.8754 1.8683 1.8573 1.8635 1.8573

0.9000 1.3423 1.3908 1.3877 1.3800 1.3844 1.3809

1.0000 1.0210 1.0737 1.0731 1.0681 1.0716 1.0691

2.0000 0.1979 0.2811 0.2847 0.2844 0.2882 0.2865

3.0000 0.0911 0.2054 0.2053 0.2051 0.2080 0.2063

4.0000 0.0587 0.1943 0.1932 0.1931 0.1946 0.1933

5.0000 0.0446 0.1921 0.1913 0.1912 0.1920 0.1913

6.0000 0.0371 0.1915 0.1909 0.1908 0.1916 0.1911

10.0000 0.0260 0.1910 0.1908 0.1907 0.1910 0.1910

∞ 0.1912 0.1909 0.1908 0.1907 0.1910 0.1910

Tabla 3.5 – Desequilibrio variando el radio de confinamiento r0.

3.2.4.4. Entroṕıa de Tsallis

La entroṕıa de Tsallis [138, 139] es una medida entrópica muy interesante, ya que en casos espećıfi-

cos podemos recuperar la entroṕıa de Shannon y el Desequilibrio, ésta se define como sigue:

Sq(ρi) ≡
1

q − 1

(
1− 4π

∫ r0

0

ρqi (r1)r2
1dr1

)
, (3.54)

donde i = 0, 1, 2 y 3. El ı́ndice q desempeña un papel crucial en la identificación de la magnitud de

las correlaciones en un sistema para valores alrededor de 1. En el ĺımite q → 1, Sq → Sr, y q = 2,

Sq=2 = 1−D, respectivamente. Al evaluar la expresión (3.54) tomando valores de q ∈ [0.5− 0.9],

se obtienen los resultados mostrados en las Tablas: 3.6, 3.7, 3.8 y 3.9, aśı como gráficamente en la

Figura 3.7. Dichos valores de q se eligieron ya que Nasser et al. [140], mostraron que son los valores

para los cuales se capta en mayor medida la variación de la correlación electrónica para diferentes

potenciales.
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r0(u.a.) S0.5 S0.6 S0.7 S0.8 S0.9

0.5000 4.9106 6.9037 10.6779 19.0041 45.8481

0.6000 3.9397 7.7239 15.7757 35.8074 107.781

0.7000 4.1245 7.1968 13.3494 27.8132 77.2776

0.8000 4.3182 6.8189 11.6132 22.4246 58.0869

0.9000 4.5211 6.5479 10.3287 18.6162 45.2703

1.0000 4.7335 6.3570 9.3561 15.8279 36.3145

2.0000 7.3263 6.5828 6.4152 7.1070 10.5431

3.0000 10.0022 7.9559 6.8673 6.6583 8.3774

4.0000 11.7471 8.9127 7.4249 6.9914 8.5504

5.0000 12.6783 9.4053 7.7300 7.2202 8.7936

6.0000 13.1677 9.6579 7.8896 7.3479 8.9451

10.0000 13.7655 9.9697 8.0941 7.5203 9.1631

∞ 14.0000 10.1009 8.1857 7.6022 9.2724

Tabla 3.6 – Entroṕıa de Tsallis variando el radio de confinamiento r0, Sq(ψ0)

r0(u.a.) S0.5 S0.6 S0.7 S0.8 S0.9

0.5000 -0.8993 -0.9958 -1.1025 -1.2223 -1.3579

0.6000 -0.5664 -0.6437 -0.7235 -0.8077 -0.8982

0.7000 -0.2110 -0.2867 -0.3579 -0.4272 -0.4964

0.8000 0.1629 0.0729 -0.0052 -0.0753 -0.1401

0.9000 0.5522 0.4331 0.3349 0.2516 0.1792

1.0000 0.9537 0.7920 0.6625 0.5563 0.4674

2.0000 5.0404 3.9654 3.2078 2.6562 2.2432

3.0000 7.9496 5.8131 4.4409 3.5153 2.8644

4.0000 9.4516 6.6182 4.9057 3.8012 3.0499

5.0000 10.1803 6.9653 5.0885 3.9056 3.1136

6.0000 10.5467 7.1295 5.1717 3.9518 3.1411

10.0000 10.9737 7.3177 5.2665 4.0043 3.1722

∞ 11.1310 7.3898 5.3038 4.0252 3.1847

Tabla 3.7 – Entroṕıa de Tsallis variando el radio de confinamiento r0, Sq(ψ1)
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r0(u.a.) S0.5 S0.6 S0.7 S0.8 S0.9

0.5000 -0.9037 -1.0005 -1.1076 -1.2275 -1.3633

0.6000 -0.5713 -0.6488 -0.7286 -0.8128 -0.9030

0.7000 -0.2161 -0.2916 -0.3627 -0.4317 -0.5006

0.8000 0.1583 0.0686 -0.0092 -0.0790 -0.1433

0.9000 0.5489 0.4301 0.3322 0.2492 0.1771

1.0000 0.9528 0.7911 0.6618 0.5557 0.4669

2.0000 5.1925 4.0783 3.2910 2.7173 2.2879

3.0000 8.5624 6.2191 4.7127 3.6994 2.9907

4.0000 10.4632 7.2303 5.2867 4.0448 3.2095

5.0000 11.3987 7.6572 5.4993 4.1591 3.2752

6.0000 11.8670 7.8501 5.5880 4.2038 3.2994

10.0000 12.3910 8.0533 5.6783 4.2481 3.3228

∞ 12.5559 8.1197 5.7085 4.2632 3.3309

Tabla 3.8 – Entroṕıa de Tsallis variando el radio de confinamiento r0, Sq(ρ2)

r0(u.a.) S0.5 S0.6 S0.7 S0.8 S0.9

0.5000 -0.9048 -1.0017 -1.1089 -1.2291 -1.3657

0.6000 -0.5770 -0.6555 -0.7364 -0.8218 -0.9135

0.7000 -0.2217 -0.2971 -0.3680 -0.4367 -0.5051

0.8000 0.1529 0.0636 -0.0136 -0.0828 -0.1465

0.9000 0.5445 0.4264 0.3292 0.2469 0.1756

1.0000 0.9506 0.7897 0.6610 0.5556 0.4673

2.0000 5.2004 4.0855 3.2974 2.7229 2.2926

3.0000 8.5568 6.2187 4.7145 3.7021 2.9935

4.0000 10.4355 7.2191 5.2831 4.0445 3.2105

5.0000 11.3500 7.6381 5.4928 4.1578 3.2759

6.0000 11.8016 7.8259 5.5800 4.2022 3.3002

10.0000 11.8016 7.8259 5.5800 4.2022 3.3002

∞ 12.4632 8.0896 5.6999 4.2621 3.3324

Tabla 3.9 – Entroṕıa de Tsallis variando el radio de confinamiento r0, Sq(ρ3)

3.2.4.5. Información de Fisher

La información de Fisher [77, 78] para el caso confinado se evalúa de la siguiente manera
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Fr[ρi] = 4π

∫ r0

0

|~∇ρi(r1)|2

ρi(r1)
r2
1dr1, (3.55)

donde i = 0, 1, 2 y 3. Al evaluar la expresión (3.55) se obtienen los resultados mostrados en la

Tabla 3.10 y en la Figura 3.5.

r0(u.a.) F (ρ0) F (ρ1) F (ρ2) F (ρ3) F (ρ4) F (ρ5)

0.5000 162.8630 163.0390 162.0410 161.7340 161.2689 161.2538

0.6000 114.0970 114.2670 113.6650 113.9770 113.1685 113.1407

0.7000 84.7479 84.9055 84.5395 84.2250 84.2253 84.1911

0.8000 65.7525 65.8954 65.6859 65.4887 65.4813 65.4586

0.9000 52.7805 52.9089 52.8098 52.7006 52.6826 52.6693

1.0000 43.5506 43.6660 43.6465 43.6093 43.5855 43.5718

2.0000 15.5226 15.5492 15.7301 15.7533 15.9347 15.8322

3.0000 12.0992 12.1025 12.1394 12.1513 12.3025 12.1852

4.0000 11.5676 11.5775 11.5694 11.5810 11.6588 11.5748

5.0000 11.4576 11.4751 11.4778 11.4887 11.5274 11.4819

6.0000 11.4243 11.4459 11.4604 11.4708 11.5050 11.4698

10.0000 10.2788 11.4241 11.4545 11.4636 11.4675 11.4683

∞ 11.3906 11.4189 11.4552 11.4637 11.4678 11.4683

Tabla 3.10 – Información de Fisher variando el radio de confinamiento r0

3.2.4.6. Complejidad de Fisher-Shannon

La medida de complejidad de Fisher-Shannon [77, 78, 86] para el caso confinado se evalúa de la

siguiente manera

CFS [ρi] =
1

2πe
F [ρi]e

2S[ρi]/3, (3.56)

donde i = 0, 1, 2 y 3. Al evaluar la expresión (3.56) se obtienen los resultados mostrados en la

Tabla 3.11 y en la Figura 3.5.
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r0(u.a.) CFS(ρ0) CFS(ρ1) CFS(ρ2) CFS(ρ3) CFS(ρ4) CFS(ρ5)

0.5000 1.1583 1.1605 1.1495 1.1472 1.13818 1.13886

0.6000 1.1442 1.1474 1.1379 1.1322 1.12766 1.12856

0.7000 1.1313 1.1354 1.1277 1.1205 1.11912 1.11972

0.8000 1.1196 1.1244 1.1188 1.1136 1.11203 1.11244

0.9000 1.1091 1.1147 1.1114 1.1085 1.10610 1.10677

1.0000 1.0999 1.1063 1.1055 1.1052 1.10220 1.10279

2.0000 1.0835 1.0960 1.1330 1.1377 1.14485 1.15171

3.0000 1.1443 1.1622 1.2359 1.2392 1.25773 1.26959

4.0000 1.1878 1.2092 1.2975 1.3001 1.32092 1.33554

5.0000 1.2086 1.2317 1.3220 1.3245 1.34290 1.35442

6.0000 1.2189 1.2428 1.3323 1.3349 1.34786 1.35803

10.0000 1.2310 1.2566 1.3434 1.3462 1.35665 1.35866

∞ 1.2373 1.2625 1.3476 1.3505 1.35722 1.35866

Tabla 3.11 – Complejidad de Fisher-Shannon variando el radio de confinamiento r0

3.2.5. Entrelazamiento cuántico en el átomo de helio confi-

nado

El interés de poder cuantificar el entrelazamiento cuántico (matemáticamente, ı́ndica la no sepa-

rabilidad de una función), siempre ha sido un desaf́ıo con una alta importancia, una de la maneras

en que se ha trabajado es utilizando la entroṕıa lineal; la cual ha sido utilizada para poder medir

la intensidad del entrelazamiento [70–73, 141]. En está sección estudiamos la entroṕıa lineal y la

información mutua en el átomo de helio confinado en una cavidad esférica variando el radio de

confinamiento r0.

3.2.5.1. Entroṕıa lineal

La entroṕıa lineal es asociada a las matrices de densidad reducidas y se considera cualitativamente

similar a la entroṕıa de von Neumann [142]. Ésta se define como sigue [143]

SL(ρi) ≡ 1− Tr(ρ2
i ), (3.57)

donde

Tr(ρ2
i ) =

∫
<12

ψi(~r1
′, ~r2)ψ?i (~r1, ~r2)ψ?i (~r1

′, ~r2
′)ψi(~r1, ~r2

′)d~r1
′d~r1d~r2

′d~r2, (3.58)
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i = 1, 2 y 3. En este caso: r12 =
√
r2
1 + r2

2 − 2ar1r2, con a = cos θ1 cos θ2 +sin θ1 sin θ2 cos(φ1−φ2).

Con el elemento de volumen dado por:

d~r1
′d~r1d~r2

′d~r2 =r′21 sin θ′1dr′1dθ′1dφ′1r
2
1 sin θ1dr1dθ1dφ1×

r′22 sin θ′2dr′2dθ′2dφ′2r
2
2 sin θ2dr2dθ2dφ2.

(3.59)

3.2.5.2. Información mutua

La información mutua [144] para un sistema continuo está definida de la siguiente manera:

I(ρi,Γi) ≡
∫
<6

Γi(~r1, ~r2) ln
Γi(~r1, ~r2)

ρi(~r1)ρi(~r2)
d~r1d~r2, (3.60)

donde ρi y Γi = |ψi|2 (la variable r12 se usa de la misma manera que en SL), son las densidades

de probabilidad de una y dos part́ıculas, respectivamente. La expresión anterior se puede escribir

en términos de la entroṕıa de Shannon definida para la densidad de una y dos part́ıculas como se

muestra a continuación:

I(ρi,Γi) = 2S(ρi)− S(Γi), (3.61)

donde S(ρi) está dada por la ec. (3.44) y,

S(Γi) = −
∫
<6

Γi(~r1, ~r2) ln Γi(~r1, ~r2)d~r1d~r2. (3.62)

La expresión (3.61) cumple con la siguiente desigualdad:

I(ρi,Γi) ≥ 0. (3.63)

Las expresiones (3.62) y (3.58) son sumamente complicadas de resolver anaĺıticamente, ya que

éstas se definen en 6 y 12 dimensiones, respectivamente. Por ello para poder evaluarlas se procede

de manera numérica. En este caso se usó el programa de Vegas [145] que está basado en el método

de Monte Carlo. De esta manera se obtienen los resultados que se muestran en las Tablas 3.12,

3.13 y 3.14, aśı como gráficamente en la Figura 3.9.
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r0(u.a.) I(ρ1,Γ1) SL(ρ1) SL [141]

0.5000 0.00120 ± 0.00020 0.00066 ±0.00005 0.00155

0.6000 0.00132 ± 0.00024 0.00131 ±0.00005

0.7000 0.00211 ± 0.00029 0.00210 ±0.00005

0.8000 0.00300 ± 0.00030 0.00302 ±0.00022

0.9000 0.00396 ± 0.00030 0.00398 ±0.00005

1.0000 0.00494 ± 0.00027 0.00499 ±0.00005 0.00457

2.0000 0.01262 ± 0.00022 0.01289 ±0.00006

3.0000 0.01474 ± 0.00028 0.01510 ±0.00006

4.0000 0.01500 ± 0.00030 0.01540 ±0.00006

5.0000 0.01503 ± 0.00031 0.01543 ±0.00007 0.01584

6.0000 0.01502 ± 0.00032 0.01543 ±0.00007

Tabla 3.12 – Se presentan los resultados para la entroṕıa lineal y la información mutua asociada

a la función de onda ψ1 variando el radio de confinamiento r0. Los resultados se comparan con los

obtenidos por Kościk y Saha [141]

r0(u.a.) I(ρ2,Γ2) SL(ρ2)

0.5000 0.00220 ± 0.00020 0.00218 ±0.00005

0.6000 0.00263 ± 0.00025 0.00261 ±0.00005

0.7000 0.00315 ± 0.00029 0.00314 ±0.00005

0.8000 0.00373 ± 0.00031 0.00373 ±0.00005

0.9000 0.00436 ± 0.00030 0.00438 ±0.00005

1.0000 0.00507 ± 0.00027 0.00507 ±0.00005

2.0000 0.01292 ± 0.00024 0.01318 ±0.00006

3.0000 0.01812 ± 0.00065 0.01852 ±0.00013

4.0000 0.01889 ± 0.00036 0.01937 ±0.00007

5.0000 0.01857 ± 0.00037 0.01907 ±0.00007

6.0000 0.01829 ± 0.00037 0.01879 ±0.00007

Tabla 3.13 – Se presentan los resultados para la entroṕıa lineal y la información mutua asociada

a la función de onda ψ2 variando el radio de confinamiento r0.
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r0(u.a.) I(ρ3,Γ3) SL(ρ3)

0.5000 0.00117 ± 0.00020 0.00118 ±0.00005

0.6000 0.00219 ± 0.00024 0.00219 ±0.00005

0.7000 0.00241 ± 0.00028 0.00238 ±0.00005

0.8000 0.00293 ± 0.00030 0.00293 ±0.00005

0.9000 0.00359 ± 0.00017 0.00352 ±0.00005

1.0000 0.00417 ± 0.00027 0.00418 ±0.00005

2.0000 0.01090 ± 0.00023 0.01107 ±0.00006

3.0000 0.01601 ± 0.00031 0.01631 ±0.00006

4.0000 0.01707 ± 0.00035 0.01744 ±0.00006

5.0000 0.01688 ± 0.00036 0.01727 ±0.00007

6.0000 0.01666 ± 0.00036 0.01706 ±0.00007

Tabla 3.14 – Se presentan los resultados para la entroṕıa lineal y la información mutua asociada

a la función de onda ψ3 variando el radio de confinamiento r0.
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3.2.6. Discusión de resultados

En esta sección se presentan los resultados de manera gráfica para cada medida de la información

y se discute el comportamiento de éstas. Adicionalmente, se comparan los resultados con los obte-

nidos por Montgomery (ψ4 y ψ5).

En la Figura 3.5 podemos observar la entroṕıa de Shannon en el espacio de posiciones para las fun-

ciones ψi, con i = 0, 1, ..., 5, en donde a medida que se hace mas pequeño el radio de confinamiento

el valor de esta medida disminuye. Además, podemos observar que si nos fijamos en la función

de onda que no contiene correlación electrónica y comparamos su comportamiento con alguna de

las funciones de onda con correlación electrónica, por ejemplo la función (ψ1), podemos notar que

prácticamente es la misma en radios de confinamiento menores a 1 u.a. y esto es debido directa-

mente al confinamiento, ya que al estar en una región de confinamiento muy fuerte (r0 pequeño)

la enerǵıa cinética aumenta y ésta es la que proporciona una mayor contribución a la enerǵıa total

del sistema, es decir, los electrones se comportan como part́ıculas libres. Podemos ver que al tomar

la diferencia entre la función con correlación y la función sin correlación electrónica, esta medida

crece bastante rápido entre 1 y 3 u.a., ese cambio es directamente debido a la correlación electróni-

ca. Esto es bastante interesante ya que alrededor de esa región la enerǵıa de correlación4 muestra

un máximo. Adicionalmente, en la Figura 3.5 vemos que la información de Fisher al disminuir el

radio de confinamiento esta medida se hace más grande. Lo cual era de esperarse ya que a medida

que confinamos más al átomo, éste se localiza, es decir, a la distribución electrónica se asocia una

incertidumbre menor. Al tomar la diferencia entre la información de Fisher con y sin correlación

electrónica podemos observar algo bastante interesante, ya que en este caso se muestra un máximo

alrededor de 2 u.a. similar al de la enerǵıa de correlación, lo cual como sabemos al ser una medida

del contenido del gradiente (es decir, el grado oscilatorio) de la distribución de la densidad de

probabilidad, nos indica que está captando información sobre la enerǵıa de correlación.

En la Figura 3.6 podemos ver el comportamiento de la entroṕıa de Kullback-Leibler y el Desequili-

brio para las funciones ψi, con i = 0, 1, ..., 5, ambas medidas miden una separación, por un lado se

tiene a una distribución de la densidad de probabilidad que se toma como referencia y en el otro

caso se toma como referencia a la equiprobabilidad o estado de equilibrio. El Desequilibrio de la

función de onda sin correlación y las funciones con correlación electrónica son prácticamente las

mismas para radios de confinamiento menores a 1 u.a., además se puede entender que al hacer mas

intenso el confinamiento la separación respecto del estado de equilibrio aumenta drásticamente.

Para radios mayores hay una separación apreciable que es ocasionada por la correlación electrónica

y tienden a los valores del caso libre de confinamiento. En Kullback-Leibler se puede apreciarse la

4La enerǵıa de correlación se define como: Ecorr = Eexact − EHF , donde Eexact es la enerǵıa

exacta y EHF es la enerǵıa obtenida por el método de Hartree-Fock. En nuestro trabajo conside-

ramos a Eexact como la enerǵıa obtenida con la función ψ5.
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Figura 3.5 – Entroṕıa de Shannon e información de Fisher para las funciones ψi, con i = 0, ..., 5

variando el radio de confinamiento r0.

presencia de un mı́nimo alrededor de 0.9 u.a. y de un máximo alrededor de 4 u.a. para posterior-

mente alcanzar el valor del caso libre. Es bastante interesante notar que el comportamiento de dicha

curva se debe puramente a la correlación electrónica, y al comparar con la enerǵıa de correlación

podemos notar que cerca del mı́nimo en la entroṕıa de Kullback-Leibler y cerca de donde aparece

el máximo la enerǵıa de correlación tiene un mı́nimo. Dicho máximo nos está dando información

adicional a las otras medidas de la información estudiadas. Adicionalmente, al fijar un radio de

confinamiento podemos observar que los valores de esta medida con las diferentes funciones de

onda empleadas, aumentan a medida que introducimos una función de onda con mayor cantidad

de términos en la correlación electrónica. Lo que se podŕıa interpretar como una manera de poder

evaluar la calidad de nuestra función de onda.
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Figura 3.6 – Desequilibrio y entroṕıa de Kullback-Leibler para las funciones ψi, con i = 0, ..., 5

variando el radio de confinamiento r0. Donde ρ0 es la densidad de referencia y ρj (j = 1, ..., 5) la

densidad relativa.

En la Figura 3.7 podemos observar la entroṕıa de Tsallis para las funciones ψi, con i = 0, 1, 2, 3,

en donde podemos notar que el comportamiento es similar en todas las funciones de onda al variar

el parámetro q y el radio de confinamiento. Como se mencionó los valores que se eligieron captan

en mayor medida la variación de la correlación electrónica, lo cual se puede apreciar al aumentar

los términos en correlación electrónica de las funciones de onda, está medida aumenta de forma

apreciable y esto sucede para los diferentes valores de q y se tiene una mayor entroṕıa a medida que

q disminuye. Cuando el radio de confinamiento disminuye hasta un valor de 1 u.a. para todos los

valores de q se juntan en una misma ĺınea que continua disminuyendo. Algo que cabe resaltar en

este punto es que si observamos el comportamiento de la enerǵıa en la Figura 3.3, es justo alrededor

de 1 u.a. donde ocurre un cambio de signo en la enerǵıa, dicha información esta siendo captada por

esta entroṕıa de la información. Todo lo anterior es consistente con los resultados mostrados con

todas las medidas de la información. Finalmente, pero no menos importante es el comportamiento

de la entroṕıa de Tsallis para la función de onda que no contiene correlación electrónica, ya que

es totalmente diferente. En este caso al aumentar el valor de q ésta empieza a crecer rápidamente

alrededor de 2 u.a. y se presenta un máximo alrededor de 0.6 u.a. para q = 0.6, 0.7, 0.8 y 0.9;

mientras que para q = 0.5 la entroṕıa empieza a disminuir y presenta un mı́nimo alrededor de

0.6 u.a. Lo que resulta interesante aqúı es que sabemos que en esa región prácticamente ya no

hay correlación electrónica por lo mencionado en la discusión de la entroṕıa de Shannon. Lo cual

estaŕıa indicando que está captando información adicional del sistema.

En la Figura 3.8 podemos observar la medida de complejidad de Fisher-Shannon, medida que ha

sido interpretada como una manera de conocer la correlación [86] en sistemas de dos electrones.
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Figura 3.7 – Entroṕıa de Tsallis para las funciones ψi, con i = 0, ..., 3 y diferentes valores del

parámetro q, variando el radio de confinamiento r0.

Podemos notar que alrededor de 1 u.a. todas las ĺıneas se juntan en una misma y estás crecen

a medida que reducimos el radio de confinamiento. Por otro lado podemos notar que existe un

mı́nimo alrededor de 1.5 u.a., cercano a donde se presenta el máximo en la enerǵıa de correlación,

este mı́nimo se va recorriendo hacia la izquierda al utilizar una función de onda con más términos

de correlación electrónica, el cual coincide con el mı́nimo encontrado en la entroṕıa de Kullback-

Leibler (∼ 1 u.a.). Al aumentar el radio de confinamiento se alcanza el valor del caso libre. Lo

importante aqúı es que aún al utilizar una función de onda sin correlación electrónica, esta medida

está captando el mismo comportamiento que las funciones con correlación. El orden en que se

presentan los mı́nimos dependen directamente de los términos que contienen correlación electrónica
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en las diferentes funciones de onda utilizadas. Esto nos estaŕıa indicando que la correlación es más

intensa en donde podemos apreciar dichos mı́nimos, y ésta se va haciendo cada vez mas tenue al

hacer el radio de confinamiento más grande.

Figura 3.8 – Complejidad de Fisher-Shannon para las funciones ψi, con i = 0, ..., 5 variando el

radio de confinamiento r0.

Finalmente, en la Figura 3.9, se puede apreciar la información mutua y la entroṕıa lineal para las

funciones ψi, con i =1, 2 y 3 variando el radio de confinamiento. Como sabemos la entroṕıa lineal es

asociada al entrelazamiento cuántico. Adicional a esta medida se decidió proponer a la información

mutua como una manera alternativa de poder medir de igual manera el entrelazamiento cuántico.

Es por ello que los resultados se presentan en una misma gráfica. Podemos notar que a medida

que el radio de confinamiento se hace mas pequeño estas medidas disminuyen y a medida que el

radio crece, estas medidas tienen a los valores del caso libre alrededor de 3 u.a. Al comparar los

resultados con los reportados en la literatura (mostrados en la Tabla 3.12) se pudo constatar una

buena concordancia. Esto nos muestra lo que el análisis con las medidas anteriores manifestaron, es

decir, que al reducir el radio de confinamiento la correlación en la distribución de la nube electrónica

disminuye y esto ocasiona que el entrelazamiento tenga un mı́nimo. Por otro lado al ir aumentando

el radio de confinamiento el entrelazamiento empieza a aumentar hasta alcanzar un valor constante.

Resultado que muestra una consistencia con la naturaleza intŕınseca de los sistemas cuánticos, es

decir que incluso en el caso libre donde ya no hay presencia de un confinamiento espacial, donde las

distribuciones de las nubes electrónicas permiten colocar a los electrones en distancias muy lejanas

entre si, éstos van a continuar manteniendo un entrelazamiento. Lo que más llama la atención es un

máximo que se aprecia ligeramente alrededor de 4 u.a., mismo que se pudo apreciar en la entroṕıa

de Kullback-Leibler. Dicho máximo necesita verificarse utilizando una función de onda con más
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términos en correlación electrónica.

Figura 3.9 – Entroṕıa lineal e información mutua para las funciones ψi, con i = 1, 2, 3 variando

el radio de confinamiento r0.

3.2.7. Conclusiones

La clara diferencia en las medidas de información entre funciones de onda con y sin correlación

electrónica resalta la influencia crucial de este fenómeno en la distribución electrónica del sistema.

Esta influencia se manifiesta especialmente en la entroṕıa de Shannon, la información de Fisher,

la complejidad de Fisher-Shannon y la entroṕıa de Kullback-Leibler, indicando que la correlación

electrónica juega un papel determinante en la estructura del sistema. Los mı́nimos y máximos

observados en varias medidas de la información, como la entroṕıa de Kullback-Leibler y la comple-

jidad de Fisher-Shannon, proporcionan indicadores claros de cambios en la correlación electrónica.

Estos puntos cŕıticos, como el mı́nimo alrededor de 0.9 u.a. en la entroṕıa de Kullback-Leibler, pue-

den señalar cambios significativos en la naturaleza del sistema, lo que permite una comprensión

más profunda de su comportamiento. Finalmente, podemos decir que el aumento de las medidas
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de información al agregar términos de correlación electrónica en las funciones de onda sugiere que

estas medidas pueden ser utilizadas como indicadores de la calidad de la descripción del sistema.

Esto resalta la importancia de seleccionar funciones de onda adecuadas que capturen de manera

precisa la correlación electrónica, especialmente en sistemas donde este fenómeno desempeña un

papel crucial.
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3.3. Átomos helioides confinados dentro de una

caja esférica impenetrable.

Los átomos helioides han sido ampliamente estudiados en la literatura, podemos encontrar una

diversa cantidad de trabajos que emplean métodos numéricos muy sofisticados, que muestran una

alta precisión. Estos trabajos se han realizado para el caso libre de confinamiento [146–149], aśı

como para el caso confinado [123, 150, 151] teniendo una muy buena coincidencia entre ellos.

A continuación se presenta el estudio de átomos helioides utilizando las medidas de la información

de la sección anterior 3.2.4. En este caso sólo utilizaremos la función de onda 5ψ4 para las medidas

de la información: entroṕıa de Shannon, potencia entrópica de Shannon, información de Fisher,

entroṕıa de Kullback-Leibler, Desequilibrio, entroṕıa de Tsallis y complejidad de Fisher-Shannon,

ya que nos permitirá comparar algunos de los nuestros resultados con los publicados en la literatura

[147, 149, 151] y poder confiar en la fidelidad de nuestros resultados. En el caso de la información

mutua se utilizó la función de onda ψ1 (ec. (3.38)); esto fue debido a que es una función de onda

sumamente sencilla de trabajar y nos permitiŕıa obtener resultados dentro del tiempo de duración

del proyecto. Además, de que como pudo observarse, es una función de onda que muestra una

buena concordancia con lo reportado en la literatura [141]. La manera de poder obtener diferentes

átomos helioides es mediante la ecuación∫
ψ∗Ĥψdτ =

∫ {(
∂ψ

∂s

)2

+

(
∂ψ

∂t

)2

+

(
∂ψ

∂u

)2

+
∂ψ

∂s

∂ψ

∂u

[
2s(u2 − t2)

u(s2 − t2)

]
+
∂ψ

∂t

∂ψ

∂u

[
2t(s2 − u2)

u(s2 − t2)

]
− 4sZψ2

s2 − t2
+
ψ2

u

}
π2(s2 − t2)udsdudt,

(3.64)

en donde podemos variar la carga nuclear Z; en este trabajo se decidió variar Z en un rango [1, 10].

A partir de dicho funcional de la enerǵıa podemos obtener la enerǵıa y función de onda óptima, el

principio variacional se usa de la forma

E0 ≤
∫
ψ∗(s, t, u)Ĥψ(s, t, u)dτ∫
ψ∗(s, t, u)ψ(s, t, u)dτ

. (3.65)

Antes de pasar al análisis informacional es conveniente visualizar el comportamiento de la enerǵıa

para los diferentes átomos helioides. En la Figura 3.10 podemos ver que la enerǵıa aumenta a medida

que Z y r0 disminuyen. Además, se alcanzan los valores del caso libre de confinamiento alrededor

de 2.0 u.a. Los valores numéricos los podemos ver en las Tablas 3.15 y 3.16. En dichas tablas puede

observarse que la optimización de las enerǵıas es consistente con otros trabajos publicados en la

literatura y aśı proceder a calcular las medidas informacionales.

5La función de onda ψ4, al tener pocos términos de correlación electrónica nos permite obtener

una buena precisión en los resultados y es barato computacionalmente. Esta función tiene un error

muy pequeño con respecto a la enerǵıa exacta, es decir, del 0.003 %.
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La función de onda tiene la siguiente forma:

ψ4(~r1, ~r2) =Ne−(r1+r2)α[1 + c1r12 + c2(−r1 + r2)2 + c3r
2
12 + c4r12(r1 + r2)+

+ c5r12(−r1 + r2)2 + c6(r1 + r2)2 + c7r12(−r1 + r2)2(r1 + r2)]
(3.66)

en coordenadas esféricas polares y,

ψ4(s, t, u) = Ne−αs(1 + c1u+ c2t
2 + c3u

2 + c4su+ c5t
2u+ c6s

2 + c7st
2u) (3.67)

en coordenadas de Hylleraas, donde N es la constante de normalización y α y ci, con i = 1, ..., 7

son los parámetros variacionales.
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Tabla 3.15 – Enerǵıa para diferentes átomos helioides con Z = 1− 5. [a] Este trabajo, [b] Flores

y Rodŕıguez [151] .
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r0 C4+ N5+ O6+ F 7+ Ne8+

0.5 -25.8938 -40.5249 -56.4672 -73.8868 -92.9303

0.6 -29.5968 -43.1731 -58.2767 -75.0692 -93.6714

0.7 -31.1727 -44.1700 -58.8692 -75.4019 -93.8495

0.8 -31.8615 -44.5491 -59.0626 -75.4946 -93.8921

0.9 -32.1655 -44.6930 -59.1253 -75.5206 -93.9026

1.0 -32.2997 -44.7474 -59.1458 -75.5280 -93.9053

1.1 -32.3588 -44.7680 -59.1525 -75.5302 -93.9061

1.2 -32.3849 -44.7759 -59.1549 -75.5310 -93.9063

1.3 -32.3964 -44.7789 -59.1557 -75.5312 -93.9064

1.4 -32.4015 -44.7802 -59.1560 -75.5313 -93.9064

1.5 -32.4038 -44.7807 -59.1562 -75.5313 -93.9064

1.6 -32.4049 -44.7809 -59.1562 -75.5313 -93.9064

1.7 -32.4054 -44.7810 -59.1562 -75.5313 -93.9064

1.8 -32.4057 -44.7811 -59.1562 -75.5313 -93.9064

1.9 -32.4058 -44.7811 -59.1562 -75.5313 -93.9064

2.0 -32.4059 -44.7811 -59.1562 -75.5313 -93.9064

3.0 -32.4059 -44.7811 -59.1562 -75.5313 -93.9064

4.0 -32.4059 -44.7811 -59.1562 -75.5313 -93.9064

5.0 -32.4059 -44.7811 -59.1562 -75.5313 -93.9064

6.0 -32.4059 -44.7811 -59.1562 -75.5313 -93.9064

∞ -32.4059 -44.7811 -59.1562 -75.5313 -93.9064

-32.4173a -44.8035a -59.1958a

-59.1597b -93.9827b

Tabla 3.16 – Enerǵıa para diferentes átomos helioides con Z = 6 − 10. [a] Ref. [147], [b] Ref.

[149].
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Figura 3.10 – Enerǵıa para diferentes átomos helioides variando el radio de confinamiento r0. La

imagen inferior esta en escala logaŕıtmica para distinguir mejor los resultados.
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3.3.1. Discusión de resultados

A continuación se muestran los resultados gráficamente de las diferentes medidas de la información,

Algunas figuras son acompañadas en escala logaŕıtmica para distinguir mejor los resultados en

confinamientos muy fuertes (es decir, r0 pequeño). En las Figuras 3.11 y 3.12 se puede observar la

entroṕıa de Shannon y la potencia entrópica de Shannon, ésta última garantiza la positividad de la

entroṕıa de Shannon y es una mejor medida de localización/deslocalización de la dispersión de la

nube electrónica. Podemos observar que a medida que crece la carga nuclear y el confinamiento se

reduce, la incertidumbre disminuye notablemente. El orden de la entroṕıa de Shannon se distingue

perfectamente a medida que aumenta Z, mientras que en la potencia entrópica de Shannon, a

partir de Z = 4 dichos valores se juntan y alcanzan el valor del caso libre de confinamiento. Por

otro lado en la Figura 3.13 tenemos a la información que Fisher que como vimos en el caṕıtulo

anterior, cuantifica la concentración de la dispersión de la nube electrónica y, de igual manera

brinda información sobre la localización/deslocalización. Podemos ver que a medida que aumenta

el valor de Z y se reduce el radio de confinamiento r0, la información de Fisher aumenta, lo cual

indica que la concentración de carga alrededor del núcleo aumenta y ésta se localiza, además de

que para Z > 3, el valor de caso libre se alcanza alrededor de 1 u.a. y aumenta la separación

considerablemente.

Figura 3.11 – Potencia entrópica de Shannon para diferentes átomos helioides variando el radio

de confinamiento r0.
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Figura 3.12 – Entroṕıa de Shannon para diferentes átomos helioides variando el radio de confina-

miento r0. La imagen inferior esta en escala logaŕıtmica para distinguir mejor los resultados.
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Figura 3.13 – Información de Fisher para diferentes átomos helioides variando el radio de confi-

namiento r0. La imagen inferior esta en escala logaŕıtmica para distinguir mejor los resultados.
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En las Figuras 3.14 y 3.15 se puede apreciar el Desequilibrio y la entroṕıa de Kullback-Leibler,

que como sabemos son medidas que dependen de dos distribuciones de probabilidad. En el Des-

equilibrio podemos observar que al aumentar la carga nuclear Z y reducir el confinamiento, esta

medida se hace mas grande, lo cual indica que la separación entre la equiprobabilidad o estado de

equilibrio aumenta. En el caso de la entroṕıa de Kullback-Leibler podemos observar cosas mucho

mas interesantes, como lo son la aparición de máximos y mı́nimos al variar la carga nuclear. Si

tomamos de referencia el caso Z = 2, podemos ver que al disminuir Z el máximo y mı́nimo global

se recorren hacia la derecha, mientras que al aumentar Z los máximos y mı́nimos globales se re-

corren hacia la izquierda. Además, al ir disminuyendo el radio de confinando los mı́nimos globales

empiezan a desaparecer alrededor de Z = 5. Lo cual resulta bastante interesante al pensar en

la enerǵıa de correlación, ya que como vimos para el caso Z = 2 aldededor del máximo en esta

medida se presenta un mı́nimo y alrededor del mı́nimo esta medida presenta un máximo. Entonces

podŕıamos decir que al aumentar la carga nuclear, los máximos y mı́nimos globales en la enerǵıa

de correlación son corridos a la izquierda en confinamientos más intensos.

Figura 3.14 – Desequilibrio para diferentes átomos helioides variando el radio de confinamiento

r0.
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Figura 3.15 – Entroṕıa de Kullback-Leibler para diferentes átomos helioides variando el radio de

confinamiento r0. La imagen inferior esta en escala logaŕıtmica para distinguir mejor los resultados.
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En las Figuras 3.16, 3.17, 3.18, 3.19 y 3.20 se puede apreciar la variación de la entroṕıa de Tsallis

para Z = 1, ..., 10, en donde podemos ver que al aumentar el valor de Z y mantener una valor de q

constante, la entroṕıa de Tsallis va disminuyendo; incluso se hace negativa, esto sucede para todos

los valores de q, es decir, q = 0.5, 0.6, ..., 0.9. Además, podemos observar que al disminuir el radio

de confinamiento r0, hace que esta medida disminuya más rápidamente. Lo cual nos indica que la

correlación va disminuyendo. Otra cosa que llama bastante la atención es que para Z > 2 la unión

de los diferentes valores de q en una misma ĺınea que se presenta para radios de confinamiento

menores a 1 u.a. empiezan a separarse. Este análisis nos estaŕıa indicando que la correlación del

sistema empieza a disminuir al aumentar la carga nuclear.

Figura 3.16 – Entroṕıa de Tsallis para Z = 1, 2 variando el radio de confinamiento r0.

Figura 3.17 – Entroṕıa de Tsallis para Z = 3, 4 variando el radio de confinamiento r0.
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Figura 3.18 – Entroṕıa de Tsallis para Z = 5, 6 variando el radio de confinamiento r0.

Figura 3.19 – Entroṕıa de Tsallis para Z = 7, 8 variando el radio de confinamiento r0.

Figura 3.20 – Entroṕıa de Tsallis para Z = 9, 10 variando el radio de confinamiento r0.
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En la Figura 3.21 se puede apreciar la complejidad de Fisher-Shannon (CFS). Los resultados son

bastante interesantes por el hecho de que al observar su comportamiento se puede apreciar que el

orden en que se presentan los mı́nimos al aumentar la carga nuclear en la entroṕıa de Kullback-

Leibler (KL) se encuentran muy cercanos de los encontrados en esta medida. Para Z = 1, KL ∼ 2

u.a., CFS ∼ 2.6 u.a., para Z = 2, KL ∼ 1 u.a., CFS ∼ 1.1 u.a., para Z = 3, KL ∼ 0.7 u.a., CFS ∼
0.8 u.a., para Z = 4, KL ∼ 0.5 u.a., CFS ∼ 0.6 u.a. y para Z = 5, KL = 0.5 u.a., CFS ∼ 0.5 u.a.

En Z ≥ 6 pasamos a tener mı́nimos globales y locales y todos se presentan en 0.5 u.a. En el caso

de la CFS tenemos mı́nimos globales y en la entroṕıa de KL tenemos mı́nimos locales. El mı́nimo

en Z = 6 < el mı́nimo en Z = 7, ..., el mı́nimo en Z = 10 para la CFS . Mientras que el mı́nimo

local en Z = 6 < el mı́nimo local en Z = 7, ..., el mı́nimo local en Z = 10 para la entroṕıa de

KL. Es interesante ver que el orden de las dos medidas se sigue respetando, es decir, estás medidas

distinguen el efecto de la correlación al aumentar de la carga nuclear.

Finalmente en la Figura 3.22 se puede apreciar la información mutua, la cual muestra algunas cosas

interesantes como lo es que al aumentar la carga nuclear afecta directamente el entrelazamiento,

es decir, el entrelazamiento es inversamente proporcional a la carga nuclear. Lo cual indica que la

atracción de los electrones con el núcleo hace que el entrelazamiento se haga casi cero. Adicional

a esto, el confinamiento ocasiona que a medida que reducimos el radio de la cavidad esférica, la

información mutua disminuye. En donde para Z ≥ 5 esta medida alcanza el valor del caso libre

para todos los radios de confinamiento. Es importante resaltar que aunque la información tiene

un valor muy cercano a cero, no es cero. F́ısicamente nos estaŕıa indicando que el entrelazamiento

aunque es muy débil continua presente.
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Figura 3.21 – Complejidad de Fisher-Shannon para diferentes átomos helioides variando el radio de

confinamiento r0. La imagen inferior esta en escala logaŕıtmica para distinguir mejor los resultados.
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Figura 3.22 – Información mutua para diferentes átomos helioides variando el radio de confina-

miento r0. La imagen inferior esta en escala logaŕıtmica para distinguir mejor los resultados.
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3.3.2. Conclusiones

Importancia de la correlación electrónica y el entrelazamiento cuántico: La correlación electrónica

y el entrelazamiento cuántico son fenómenos fundamentales en sistemas cuánticos que influyen

significativamente en su comportamiento y estructura. Estos fenómenos emergen de la naturaleza

intŕınsecamente correlacionada de los electrones en sistemas cuánticos, lo que lleva a una distribu-

ción electrónica no trivial y a propiedades emergentes únicas.

Relevancia de las medidas informacionales en la caracterización de sistemas cuánticos: Las medidas

informacionales, como las entroṕıas y las medidas de complejidad, desempeñan un papel crucial en

la caracterización de sistemas cuánticos debido a su capacidad para capturar la información con-

tenida en la distribución electrónica y su sensibilidad a la correlación y el entrelazamiento cuántico.

Reflejo de la correlación electrónica en medidas de información: La presencia o ausencia de corre-

lación electrónica se refleja claramente en medidas de información como la entroṕıa de Shannon y

la complejidad de Fisher-Shannon. Estas medidas muestran cambios significativos cuando se agre-

gan términos de correlación electrónica a las funciones de onda, lo que subraya la importancia de

considerar la correlación electrónica en la descripción de sistemas cuánticos.

Influencia del entrelazamiento cuántico en la distribución electrónica: El entrelazamiento cuántico

entre los electrones tiene un impacto directo en la distribución electrónica y en la información con-

tenida en ella. Las medidas de entrelazamiento cuántico, como la información mutua, proporcionan

una caracterización cuantitativa de la correlación entre los electrones y la información compartida

entre ellos, lo que revela la complejidad de las interacciones cuánticas en el sistema.

Selección adecuada de funciones de onda para capturar la correlación y el entrelazamiento: La

calidad de la descripción del sistema cuántico depende en gran medida de la selección de funciones

de onda que capturen de manera precisa la correlación electrónica y el entrelazamiento cuántico

presentes en el sistema. Las medidas de información pueden utilizarse como herramientas para

evaluar la calidad de estas descripciones, destacando la importancia de seleccionar funciones de

onda adecuadas para una comprensión profunda del sistema.

En resumen, las medidas informacionales proporcionan una visión única de la distribución electróni-

ca en sistemas cuánticos, permitiendo la identificación y cuantificación de la correlación electrónica

y el entrelazamiento cuántico. Estos resultados son fundamentales para una comprensión más

profunda de los sistemas cuánticos y tienen implicaciones importantes en áreas como la qúımica

cuántica y la f́ısica de materia condensada.

75





4 Conclusiones generales

Se examinó el comportamiento del átomo de helio confinado en una cavidad esférica impenetrable.

Para ello, se emplearon diferentes funciones de onda con distinta calidad y se aplicó el método varia-

cional directo para resolver el sistema. Se calcularon diversas medidas de la información (entroṕıa

de Shannon, potencia entrópica de Shannon, información de Fisher, entroṕıa de Kullback-Leibler,

Desequilibrio, entroṕıa de Tsallis, complejidad de Fisher-Shannon, información mutua y entroṕıa

lineal), varias de estas medidas no hab́ıan sido reportadas anteriormente. Además, se encontraron

señales de correlación electrónica en todas las medidas de información analizadas.

Finalmente, al aumentar la carga nuclear Z en el átomo de helio confinado, se observa una dis-

minución en la correlación electrónica. En el ĺımite de una carga nuclear alta, las medidas de la

información exhiben un comportamiento constante similar al caso libre de confinamiento, lo cual

se explica por la contribución predominante de la enerǵıa cinética en sistemas altamente confinados.

En conjunto, estos resultados resaltan la importancia del confinamiento en átomos y cómo afecta

su complejidad y correlación electrónica. Las medidas estad́ısticas de complejidad y las medidas de

la información han demostrado ser herramientas útiles para analizar y caracterizar estos efectos en

el sistema, proporcionando una comprensión más profunda de su comportamiento y propiedades.
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5 Perspectivas

Se presentaron resultados de sistemas que han sido ampliamente estudiados, sin embargo, el uso

de las entroṕıas de la información tiene muy pocos años que se ha ido implementado a estos sis-

temas. Aqúı se presenta una extensión de los trabajos que hasta la fecha se han realizado. Los

resultados encontrados pueden servir a otros autores interesados en el tema y usarlos para estudios

más completos donde se introduzcan correcciones relativistas y someterlos a campos eléctricos y

magnéticos. Además, podŕıa extenderse el trabajo para diferentes átomos hidrogenoides, También

podŕıa utilizarse un potencial diferente que haga que la cavidad sea penetrable.

En el sistema de dos electrones hay mucho más por hacer. Al inicio del proyecto se propuso trabajar

en la transformada de Fourier para el caso libre de confinamiento y confinado por una barrera de

potencial infinito, pero al enfrentarnos al problema pudimos notar que es sumamente complicado

obtener dicha transformada en forma anaĺıtica y, hasta donde sabemos sigue siendo un problema

abierto. Una de las recomendaciones que se hicieron por parte de los sinodales del comité de

seguimiento fue explorar los primeros estados excitados. Aśı, se realizó el estudio de los estados

2s2, 1s2sTriplete, 1s2sSinglete mediante el método variacional directo utilizando una función de onda

sin correlación electrónica. Sin embargo, se decidió no incluir dichos resultados en la tesis ya que

éstos hab́ıan sido reportados recientemente por Roberto Reyes [152]. Con base a estos mismos

podŕıan estudiarse las medidas de la información estudiadas en el estado base. Adicionalmente, se

podŕıan estudiar diferentes átomos helioides en estos estados de enerǵıa. Por otro lado, las medidas

entrópicas utilizadas en este trabajo se pueden extender para el estudio de átomos y sistemas

confinados de 3 o más electrones.
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[61] Sheila López-Rosa, Moyocoyani Molina-Esṕıritu, Rodolfo O Esquivel, Catalina Soriano-

Correa, and Jésus S Dehesa. Study of the chemical space of selected bacteriostatic sul-

fonamides from an information theory point of view. ChemPhysChem, 17(23):4003–4010,

2016.

[62] Albert Einstein, Boris Podolsky, and Nathan Rosen. Can quantum-mechanical description

of physical reality be considered complete? Physical review, 47(10):777, 1935.

[63] John S Bell. On the einstein podolsky rosen paradox. Physics Physique Fizika, 1(3):195,

1964.

85



[64] Alain Aspect, Ennio Arimondo, R Kaiser, N Vansteenkiste, and C Cohen-Tannoudji. Laser

cooling below the one-photon recoil energy by velocity-selective coherent population trap-

ping: theoretical analysis. JOSA B, 6(11):2112–2124, 1989.

[65] N Vansteenkiste, P Vignolo, and A Aspect. Optical reversibility theorems for polarization:

application to remote control of polarization. JOSA A, 10(10):2240–2245, 1993.

[66] John F Clauser and Jonathan P Dowling. Factoring integers with young’s n slit interferome-

ter: Classical-analog versus quantum-digital computers. In Summaries of Papers Presented

at the Quantum Electronics and Laser Science Conference, page 224. IEEE, 1996.

[67] M.; Ishizuka H.; Klaus W.; Wakui K.; Takeoka M.; Miki S.; Yamashita T.; Wang Z.; Tanaka

A.; Yoshino K.; Nambu Y.; Takahashi S.; Tajima A.; Tomita A.; Domeki T.; Hasegawa T.;

Sakai Y.; Kobayashi H.; Asai T.; Shimizu K.; Tokura T.; Tsurumaru T.; Matsui M.; Honjo

T.; Tamaki K.; Takesue H.; Tokura Y.; Dynes J. F.; Dixon A. R.; Sharpe A. W.; Yuan
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[137] R. López Ruiz and J. Sañudo. Statistical complexity. applications in electronic systems. J.

Comput. Sci., (ART-2015-95144), 2015.

[138] C. Tsallis. Possible generalization of Boltzmann-Gibbs statistics. Journal of Statistical

Physics, 52:479–487, 1988.

[139] C. Tsallis. Computational applications of nonextensive statistical mechanics. Journal of

Computational and Applied Mathematics, 227(1):51–58, 2009.

91



[140] Ibraheem Nasser, César Martinez-Flores, Mostafa Zeama, Rubicelia Vargas, and Jorge Garza.

Tsallis entropy: A comparative study for the 1s2-state of helium atom. Physics Letters A,

392:127136, 2021.
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6 Apéndice A

6.1. El principio variacional lineal
Supongamos que desea calcular la enerǵıa de estado fundamental E0 para un sistema descrito por

el hamiltoniano H, pero no puede resolver la ecuación de Schrödinger (independiente del tiempo).

Elija cualquier función con las mismas condiciones ĺımite que la exacta. El teorema variacional nos

dice lo siguiente:

E0 ≤ 〈ψ|H|ψ〉 ≡ 〈H〉 (6.1)

Es decir, el valor esperado de H en el estado ψ (presumiblemente aproximado) seguramente so-

brestima la enerǵıa del estado base E0. Por supuesto, si ψ resulta ser uno de los estados excitados,

obviamente, 〈H〉 superará a E0; pero el teorema dice que lo mismo vale para cualquier ψ en absoluto

[95].

6.2. El principio variacional directo
El método variacional directo fue propuesto y usado con anterioridad por Gorecki y Byers-Brown

[164] es desarrollado para tratar sistemas cuánticos confinados Marin y Cruz [165, 166], la idea

principal del método es tomar una función de prueba utilizando la solución a la ecuación de

Schrödinger (ψ) para el caso libre y conjuntamente tomar el producto por una función de corte

(χ) que se anula en la frontera para sistemas de potencial infinito. Matemáticamente esto se puede

representar como sigue:

Ψ(~r, αi) = ψ(~r, αi)χ(~r) (6.2)
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donde los αi son un conjunto de parámetros variacionales. Con esta función de prueba en la ec.

(6.1), se minimiza el valor esperado de la enerǵıa con respecto a los parámetros variacionales

∂ 〈H〉
∂αi

= 0, (6.3)

para obtener la enerǵıa y la función de onda óptimas.

96



7 Apéndice B

7.1. Funcional de la enerǵıa para el átomo de helio

usando una función de onda sin correlación

electrónica

ψ(r1, r2) = Be−αr1e−αr2 (7.1)

〈ψ(r1, r2)|Ĥ|ψ(r1, r2)〉 =

〈
ψ(r1, r2)

∣∣∣∣− 1

2
∇2

1 −
1

2
∇2

2 −
Z

r1
− Z

r2
+

1

|~r1 − ~r2|

∣∣∣∣ψ(r1, r2)

〉
(7.2)

Enerǵıa cinética

Podemos observar lo siguiente:

〈ψ(r1, r2)| − 1

2
∇2

1 −
1

2
∇2

2|ψ(r1, r2)〉 =− 16π2B
2

2
〈ϕ1(r1)ϕ2(r2)|∇2

1|ϕ1(r1)ϕ2(r2)〉

− 16π2B
2

2
〈ϕ1(r1)ϕ2(r2)|∇2

2|ϕ1(r1)ϕ2(r2)〉

=− 16π2B
2

2
〈ϕ2(r2)|ϕ2(r2)〉 〈ϕ1(r1)|∇2

1|ϕ1(r1)〉

− 16π2B
2

2
〈ϕ1(r1)|ϕ1(r1)〉 〈ϕ2(r2)|∇2

2|ϕ2(r2)〉 ,

(7.3)
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haciendo r1 = r2 = r y ϕ1(r) = ϕ2(r) = ϕ(r),

〈ψ(r1, r2)| − 1

2
∇2

1 −
1

2
∇2

2|ψ(r1, r2)〉 =− 16π2B
2

2
〈ϕ2(r)|ϕ2(r)〉 〈ϕ1(r)|∇2|ϕ1(r)〉

− 16π2B
2

2
〈ϕ1(r)|ϕ1(r)〉 〈ϕ2(r)|∇2|ϕ2(r)〉

=− 16π2B2 〈ϕ(r)|ϕ(r)〉 〈ϕ(r)|∇2|ϕ(r)〉

(7.4)

Enerǵıa potencial

De manera similar para la enerǵıa cinética:

〈ψ(r1, r2)| − Z

r1
− Z

r2
+

1

r12
|ψ(r1, r2)〉 =− 16π2B2Z 〈ϕ1(r1)ϕ2(r2)| 1

r1
|ϕ1(r1)ϕ2(r2)〉

− 16π2B2Z 〈ϕ1(r1)ϕ2(r2)| 1

r2
|ϕ1(r1)ϕ2(r2)〉

+ 16π2B2 〈ϕ1(r1)ϕ2(r2)| 1

r12
|ϕ1(r1)ϕ2(r2)〉

=− 16π2B2Z 〈ϕ2(r2)|ϕ2(r2)〉 〈ϕ1(r1)| 1

r1
|ϕ1(r1)〉

− 16π2B2Z 〈ϕ1(r1)|ϕ1(r1)〉 〈ϕ2(r2)| 1

r2
|ϕ2(r2)〉

+B2 〈ϕ1(r1)ϕ2(r2)| 1

r12
|ϕ1(r1)ϕ2(r2)〉

(7.5)

usando r1 = r2 = r y ϕ1(r) = ϕ2(r) = ϕ(r) sólo en las dos primeras integrales, obtenemos:

〈ψ(r1, r2)| − Z

r1
− Z

r2
+

1

r12
|ψ(r1, r2)〉 =− 16π2B2Z 〈ϕ(r)|ϕ(r)〉 〈ϕ(r)|1

r
|ϕ(r)〉

− 16π2B2Z 〈ϕ(r)|ϕ(r)〉 〈ϕ(r)|1
r
|ϕ(r)〉

+ 16π2B2 〈ϕ1(r1)ϕ2(r2)〉 | 1

r12
| 〈ϕ1(r1)ϕ2(r2)〉

=− 16π22B2Z 〈ϕ(r)|ϕ(r)〉 〈ϕ(r)|1
r
|ϕ(r)〉

+B2 〈ϕ1(r1)ϕ2(r2)| 1

r12
|ϕ1(r1)ϕ2(r2)〉

(7.6)

El término que muestra una dificultad mayor es el de repulsión entre el electrón 1 y el electrón

2. Por lo cual la manera de proceder es utilizando la expansión multipolar como se muestra a

continuación:

I = 〈ϕ1(r1)ϕ2(r2)|
∞∑
`=0

∑̀
m=−`

4π

2`+ 1

r`<
r`+1
>

Y ?`,m(θ1, φ1)Y`,m(θ2, φ2) |ϕ1(r1)ϕ2(r2)〉

=

∞∑
`=0

∑̀
m=−`

4π

2`+ 1
〈ϕ1(r1)ϕ2(r2)|

r`<
r`+1
>

Y ?`,m(θ1, φ1)Y`,m(θ2, φ2) |ϕ1(r1)ϕ2(r2)〉

=

∞∑
`=0

∑̀
m=−`

4π

2`+ 1
〈ϕ1(r1)ϕ2(r2)|

r`<
r`+1
>

|ϕ1(r1)ϕ2(r2)〉 〈|Y ?`,m(θ1, φ1) |〉 〈|Y`,m(θ2, φ2) |〉 ,

(7.7)
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multiplicando y dividiendo por 4π y usando el hecho de que

1

4π
=

1√
4π

1√
4π

= Y0,0(β1, β2)Y0,0(γ1, γ2). (7.8)

Entonces:

I =

∞∑
`=0

∑̀
m=−`

16π2

2`+ 1
〈ϕ1(r1)ϕ2(r2)|

r`<
r`+1
>

|ϕ1(r1)ϕ2(r2)〉

× 〈|Y ?`,m(θ1, φ1)Y0,0(θ1, φ1) |〉 〈|Y ?0,0(θ2, φ2)Y`,m(θ2, φ2) |〉 .

(7.9)

Utilizando la ortonormalidad de los armónicos esféricos:

〈|Y ?`′,m′(θ, φ)Y`,m(θ, φ) |〉 = δ``′δmm′ , (7.10)

la ec. (7.9) se reduce de la siguiente manera:

I = 16π2 〈ϕ1(r1)ϕ2(r2)| 1

r>
|ϕ1(r1)ϕ2(r2)〉 . (7.11)

En forma integral:

I =16π2

∫ r1=∞

r1=0

|φ1(r1)|2r2
1dr1

[∫ r2=r1

r2=0

|φ2(r2)|2 1

r1
r2
2dr2 +

∫ r2=∞

r2=r1

|φ2(r2)|2 1

r2
r2
2dr2

]
=16π2

∫ r1=∞

r1=0

|φ1(r1)|2r2
1dr1

[
1

r1

∫ r2=r1

r2=0

|φ2(r2)|2r2
2dr2 +

∫ r2=∞

r2=r1

|φ2(r2)|2r2dr2

]
.

(7.12)

Finalmente la ec. (7.6) queda como:

〈ψ(r1, r2)| − Z

r1
− Z

r2
+

1

r12
|ψ(r1, r2)〉 =− 16π22B2Z 〈ϕ(r)|ϕ(r)〉 〈ϕ(r)|1

r
|ϕ(r)〉

+ 16π2B2 〈ϕ1(r1)ϕ2(r2)| 1

r>
|ϕ1(r1)ϕ2(r2)〉

(7.13)

7.2. Funcional de la enerǵıa para el átomo de helio

usando una función de onda con correlación

electrónica

El cálculo que se detalla a continuación, se muestra de manera resumida por Harrison [19].

Funcional de la enerǵıa en términos de las variables r, s y t

El hamiltoniano está dado como sigue (ver sección anterior):

Ĥ = −1

2
∇2

1 −
1

2
∇2

2 −
Z

r1
− Z

r2
+

1

r12
. (7.14)
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Usando el principio variacional se procede a calcular el funcional de la enerǵıa como sigue:∫
ψĤψdτ =

∫
ψ

(
−1

2
∇2

1 −
1

2
∇2

2 −
Z

r1
− Z

r2
+

1

r12

)
ψdτ (7.15)

La expresión anterior se puede evaluar en forma más sencilla si reescribimos el laplaciano en

términos de gradientes utilizando el teorema de Green. Posteriormente se procede a obtener el

funcional de la enerǵıa en las nuevas coordenadas (r, s y t).

Teorema de Green

Utilizando el teorema de Green podemos escribir el laplaciano como:∫
f∇2fdxdydz =

∫ (
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2

)
dxdydz (7.16)

considerando el primer término e integrando por partes∫
f
∂2f

∂x2
dxdydz =

∫
dydz

[
f
∂f

∂x

∣∣∣∣+∞
−∞
− ∂f

∂x

∂f

∂x
dx

]

= −
∫

dydz
∂2f

∂x2
dx

(7.17)

donde el término ∂f
∂x

∣∣∣∣+∞
−∞

= 0, ya que es cuadrada integrable f(±∞) = 0, por lo cual

∫
f∇2fdxdydz = −

∫ (
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2

)
dxdydz

= −
∫
∇f · ∇fdxdydz

(7.18)

Aśı, se procede a obtener el laplaciano para el electrón 1, como se muestra

∇1ψ =
∂ψ

∂x1
ı̂+

∂ψ

∂y1
̂+

∂ψ

∂z1
k̂ (7.19)

con
∂ψ

∂x1
=
∂ψ

∂s

∂s

∂x1
+
∂ψ

∂t

∂t

∂x1
+
∂ψ

∂u

∂u

∂x1
(7.20)

dado que

s = r1 + r2 =
√
x2

1 + y2
1 + z2

1 +
√
x2

2 + y2
2 + z2

2

t = −r1 + r2 = −
√
x2

1 + y2
1 + z2

1 +
√
x2

2 + y2
2 + z2

2

u = r12 =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2

(7.21)

entonces,
∂ψ

∂x1
=
x1

r1

∂ψ

∂s
− x1

r1

∂ψ

∂t
− (x2 − x1)

u

∂ψ

∂u
(7.22)
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por simetŕıa
∂ψ

∂y1
=
y1

r1

∂ψ

∂s
− y1

r1

∂ψ

∂t
− (y2 − y1)

u

∂ψ

∂u
(7.23)

∂ψ

∂z1
=
z1

r1

∂ψ

∂s
− z1

r1

∂ψ

∂t
− (z2 − z1)

u

∂ψ

∂u
(7.24)

de este modo

∇1ψ =

{
x1

r1

∂ψ

∂s
− x1

r1

∂ψ

∂t
− (x2 − x1)

u

∂ψ

∂u

}
ı̂+

{
y1

r1

∂ψ

∂s
− y1

r1

∂ψ

∂t
− (y2 − y1)

u

∂ψ

∂u

}
̂

+

{
z1

r1

∂ψ

∂s
− z1

r1

∂ψ

∂t
− (z2 − z1)

u

∂ψ

∂u

}
k̂

(7.25)

y

∇1ψ · ∇1ψ =

{
x1

r1

∂ψ

∂s
− x1

r1

∂ψ

∂t
− (x2 − x1)

u

∂ψ

∂u

}2

+

{
y1

r1

∂ψ

∂s
− y1

r1

∂ψ

∂t
− (y2 − y1)

u

∂ψ

∂u

}2

+

{
z1

r1

∂ψ

∂s
− z1

r1

∂ψ

∂t
− (z2 − z1)

u

∂ψ

∂u

}2
(7.26)

haciendo un poco de álgebra

∇1ψ · ∇1ψ =

(
x1

r1

)2(
∂ψ

∂s

)2

+

(
x1

r1

)2(
∂ψ

∂t

)2

− 2

(
x1

r1

)2
∂ψ

∂s

∂ψ

∂t
+

(x2 − x1)2

u2

(
∂ψ

∂u

)2

− 2
x1

r1

(x2 − x1)

u

∂ψ

∂s

∂ψ

∂u
+ 2

x1

r1

(x2 − x1)

u

∂ψ

∂t

∂ψ

∂u

+

(
y1

r1

)2(
∂ψ

∂s

)2

+

(
y1

r1

)2(
∂ψ

∂t

)2

− 2

(
y1

r1

)2
∂ψ

∂s

∂ψ

∂t
+

(y2 − y1)2

u2

(
∂ψ

∂u

)2

− 2
y1

r1

(y2 − y1)

u

∂ψ

∂s

∂ψ

∂u
+ 2

y1

r1

(y2 − y1)

u

∂ψ

∂t

∂ψ

∂u

+

(
z1

r1

)2(
∂ψ

∂s

)2

+

(
z1

r1

)2(
∂ψ

∂t

)2

− 2

(
z1

r1

)2
∂ψ

∂s

∂ψ

∂t
+

(z2 − z1)2

u2

(
∂ψ

∂u

)2

− 2
z1

r1

(z2 − z1)

u

∂ψ

∂s

∂ψ

∂u
+ 2

z1

r1

(z2 − z1)

u

∂ψ

∂t

∂ψ

∂u

(7.27)

agrupando términos semejantes:

∇1ψ · ∇1ψ =

(
∂ψ

∂s

)2
[(

x1

r1

)2

+

(
y1

r1

)2

+

(
z1

r1

)2
]

+

(
∂ψ

∂t

)2
[(

x1

r1

)2

+

(
y1

r1

)2

+

(
z1

r1

)2
]

+

(
∂ψ

∂u

)2 [
(x2 − x1)2

u2
+

(y2 − y1)2

u2
+

(z2 − z1)2

u2

]
− 2

∂ψ

∂s

∂ψ

∂t

[(
x1

r1

)2

+

(
y1

r1

)2

+

(
z1

r1

)2
]

− 2
∂ψ

∂s

∂ψ

∂u

[
x1

r1

(x2 − x1)

u
+
y1

r1

(y2 − y1)

u
+
z1

r1

(z2 − z1)

u

]
+ 2

∂ψ

∂t

∂ψ

∂u

[
x1

r1

(x2 − x1)

u
+
y1

r1

(y2 − y1)

u
+
z1

r1

(z2 − z1)

u

]
(7.28)
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notemos que:

r2
1 = x2

1 + y2
1 + z2

1

u2 = (x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2

~r1 · ~r2 − r2
1 = x1(x2 − x1) + y1(y2 − y1) + z1(z2 − z1)

(7.29)

por lo cual (7.28) se reduce a:

∇1ψ · ∇1ψ =

(
∂ψ

∂s

)2

+

(
∂ψ

∂t

)2

+

(
∂ψ

∂u

)2

− 2
∂ψ

∂s

∂ψ

∂t
− 2

∂ψ

∂s

∂ψ

∂u

[
~r1 · ~r2 − r2

1

ur1

]
+ 2

∂ψ

∂t

∂ψ

∂u

[
~r1 · ~r2 − r2

1

r1u

]
=

(
∂ψ

∂s

)2

+

(
∂ψ

∂t

)2

+

(
∂ψ

∂u

)2

− 2
∂ψ

∂s

∂ψ

∂t
+ 2

[
∂ψ

∂t

∂ψ

∂u
− ∂ψ

∂s

∂ψ

∂u

] [
~r1 · ~r2

r1u
− r1

u

]
(7.30)

donde:

~r1 · ~r2 = r1r2 cos θ12 = r1r2

(
r2
1 + r2

2 − u2

2r1r2

)
(7.31)

utilizando (7.21) llegamos a:

~r1 · ~r2 =
s2 + t2 − 2u2

4
(7.32)

De esta manera podemos reescribir el último término de la ec. (7.30) como[
~r1 · ~r2

r1u
− r1

u

]
=

s2+t2−2u2

4
s−t

2 u
−

s−t
2

u
=

2(s2 + t2 − 2u2)

4u(s− t)
− s− t

2u
=

st− u2

u(s− t)
(7.33)

Por tanto (7.30) se reescribe como:

∇1ψ · ∇1ψ =

(
∂ψ

∂s

)2

+

(
∂ψ

∂t

)2

+

(
∂ψ

∂u

)2

− 2
∂ψ

∂s

∂ψ

∂t
+ 2

[
∂ψ

∂t

∂ψ

∂u
− ∂ψ

∂s

∂ψ

∂u

] [
st− u2

u(s− t)

]
(7.34)

De manera similar para

∇2ψ =
∂ψ

∂x2
ı̂+

∂ψ

∂y2
̂+

∂ψ

∂z2
k̂ (7.35)

con
∂ψ

∂x2
=
∂ψ

∂s

∂s

∂x2
+
∂ψ

∂t

∂t

∂x2
+
∂ψ

∂u

∂u

∂x2
(7.36)

entonces,
∂ψ

∂x2
=
x2

r2

∂ψ

∂s
+
x2

r2

∂ψ

∂t
+

(x2 − x1)

u

∂ψ

∂u
(7.37)

por simetŕıa
∂ψ

∂y2
=
y2

r2

∂ψ

∂s
+
y2

r2

∂ψ

∂t
+

(y2 − y1)

u

∂ψ

∂u
(7.38)

∂ψ

∂z2
=
z2

r2

∂ψ

∂s
+
z2

r2

∂ψ

∂t
+

(z2 − z1)

u

∂ψ

∂u
(7.39)

102



de este modo

∇2ψ =

{
x2

r2

∂ψ

∂s
+
x2

r2

∂ψ

∂t
+

(x2 − x1)

u

∂ψ

∂u

}
ı̂+

{
y2

r2

∂ψ

∂s
+
y2

r2

∂ψ

∂t
+

(y2 − y1)

u

∂ψ

∂u

}
̂

+

{
z2

r2

∂ψ

∂s
+
z2

r2

∂ψ

∂t
+

(z2 − z1)

u

∂ψ

∂u

}
k̂

(7.40)

y

∇2ψ · ∇2ψ =

{
x2

r2

∂ψ

∂s
+
x2

r2

∂ψ

∂t
+

(x2 − x1)

u

∂ψ

∂u

}2

+

{
y2

r2

∂ψ

∂s
+
y2

r2

∂ψ

∂t
+

(y2 − y1)

u

∂ψ

∂u

}2

+

{
z2

r2

∂ψ

∂s
+
z2

r2

∂ψ

∂t
+

(z2 − z1)

u

∂ψ

∂u

}2
(7.41)

haciendo un poco de álgebra

∇2ψ · ∇2ψ =

(
x2

r2

)2(
∂ψ

∂s

)2

+

(
x2

r2

)2(
∂ψ

∂t

)2

+ 2

(
x2

r2

)2
∂ψ

∂s

∂ψ

∂t
+

(x2 − x1)2

u2

(
∂ψ

∂s

)2

+ 2
x2

r2

(x2 − x1)

u

∂ψ

∂s

∂ψ

∂u
+ 2

x2

r2

(x2 − x1)

u

∂ψ

∂t

∂ψ

∂u

+

(
y2

r2

)2(
∂ψ

∂s

)2

+

(
y2

r2

)2(
∂ψ

∂t

)2

+ 2

(
y2

r2

)2
∂ψ

∂s

∂ψ

∂t
+

(y2 − y1)2

u2

(
∂ψ

∂s

)2

+ 2
y2

r2

(y2 − y1)

u

∂ψ

∂s

∂ψ

∂u
+ 2

y2

r2

(y2 − y1)

u

∂ψ

∂t

∂ψ

∂u

+

(
z2

r2

)2(
∂ψ

∂s

)2

+

(
z2

r2

)2(
∂ψ

∂t

)2

+ 2

(
z2

r2

)2
∂ψ

∂s

∂ψ

∂t
+

(z2 − z1)2

u2

(
∂ψ

∂s

)2

+ 2
z2

r2

(z2 − z1)

u

∂ψ

∂s

∂ψ

∂u
+ 2

z2

r2

(z2 − z1)

u

∂ψ

∂t

∂ψ

∂u

(7.42)

agrupando términos semejantes:

∇2ψ · ∇2ψ =

(
∂ψ

∂s

)2
[(

x2

r2

)2

+

(
y2

r2

)2

+

(
z2

r2

)2
]

+

(
∂ψ

∂t

)2
[(

x2

r2

)2

+

(
y2

r2

)2

+

(
z2

r2

)2
]

+

(
∂ψ

∂u

)2 [
(x2 − x1)2

u2
+

(y2 − y1)2

u2
+

(z2 − z1)2

u2

]
+ 2

∂ψ

∂s

∂ψ

∂t

[(
x2

r2

)2

+

(
y2

r2

)2

+

(
z2

r2

)2
]

+ 2
∂ψ

∂s

∂ψ

∂u

[
x2

r2

(x2 − x1)

u
+
y2

r2

(y2 − y1)

u
+
z2

r2

(z2 − z1)

u

]
+ 2

∂ψ

∂t

∂ψ

∂u

[
x2

r2

(x2 − x1)

u
+
y2

r2

(y2 − y1)

u
+
z2

r2

(z2 − z1)

u

]
(7.43)
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usando la expresión (7.29), (7.43) se reduce a:

∇2ψ · ∇2ψ =

(
∂ψ

∂s

)2

+

(
∂ψ

∂t

)2

+

(
∂ψ

∂u

)2

+ 2
∂ψ

∂s

∂ψ

∂t
+ 2

∂ψ

∂s

∂ψ

∂u

[
−~r1 · ~r2 + r2

2

r2u

]
+ 2

∂ψ

∂t

∂ψ

∂u

[
−~r1 · ~r2 + r2

2

r2u

]
=

(
∂ψ

∂s

)2

+

(
∂ψ

∂t

)2

+

(
∂ψ

∂u

)2

+ 2
∂ψ

∂s

∂ψ

∂t
+ 2

[
∂ψ

∂t

∂ψ

∂u
+
∂ψ

∂s

∂ψ

∂u

] [
−~r1 · ~r2

r2u
+
r2

u

]
(7.44)

De modo similar al caso anterior (∇1ψ · ∇1ψ), podemos escribir:

∇2ψ · ∇2ψ =

(
∂ψ

∂s

)2

+

(
∂ψ

∂t

)2

+

(
∂ψ

∂u

)2

+ 2
∂ψ

∂s

∂ψ

∂t
+ 2

[
∂ψ

∂t

∂ψ

∂u
+
∂ψ

∂s

∂ψ

∂u

] [
st+ u2

u(s+ t)

]
(7.45)

Aśı, el funcional de la enerǵıa se reescribe de la siguiente manera:∫
ψĤψdτ =

1

2

∫ {(
∂ψ

∂s

)2

+

(
∂ψ

∂t

)2

+

(
∂ψ

∂u

)2

− 2
∂ψ

∂s

∂ψ

∂t
+ 2

[
∂ψ

∂t

∂ψ

∂u
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∂u
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]}
dτ

+
1

2
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∂s

)2
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)2
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)2

+ 2
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∂ψ

∂t
+ 2

[
∂ψ

∂t

∂ψ

∂u
+
∂ψ
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∂ψ

∂u

] [
st+ u2

u(s+ t)

]}
dτ

−
∫
ψ2

{
4sZ

s2 − t2
+

1

u

}
dτ

=

∫ {(
∂ψ

∂s

)2

+

(
∂ψ

∂t

)2

+

(
∂ψ

∂u

)2

+
∂ψ

∂s

∂ψ

∂u

[
st+ u2

u(s+ t)
− st− u2

u(s− t)

]
+
∂ψ
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∂u

[
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u(s− t)
+
st+ u2

u(s+ t)

]
− 4sZψ2

s2 − t2
+
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u

}
dτ,

(7.46)

el cual se reduce a:∫
ψĤψdτ =

∫ {(
∂ψ

∂s

)2

+

(
∂ψ

∂t

)2

+

(
∂ψ

∂u

)2

+
∂ψ

∂s

∂ψ

∂u

[
2s(u2 − t2)

u(s2 − t2)

]
+
∂ψ

∂t

∂ψ

∂u

[
2t(s2 − u2)

u(s2 − t2)

]
− 4sZψ2

s2 − t2
+
ψ2

u

}
dτ.

(7.47)

7.3. Elemento de volumen en coordenadas de Hy-

lleraas

El elemento de volumen lo podemos escribir teniendo en consideración un plano formado por el

núcleo y los dos electrones, lo que se traduce en el siguiente elemento de volumen,

dτ = 8π2r2
1dr1r

2
2dr2 sin θ12dθ12 (7.48)
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El factor 8π2 viene de la orientación de él triángulo definido por r1, r2 y θ12, la integración va

como sigue: ∫ ϕ1=2π

ϕ1=0

∫ ϕ2=2π

ϕ2=0

∫ θ1=2π

θ1=0

sin θ1dθ1dϕ1dϕ2 = (2π)(2π)[− cos θ1]

∣∣∣∣π
0

= 8π2 (7.49)

luego sabemos que,

r2
12 = r2

1 + r2
2 − 2r1r2 cos θ12

2r12dr12 = 2r1r2 sin θ12dθ12

udu = r1r2 sin θ12dθ12

(7.50)

entonces: dτ = 8π2r1r2udr1dr2du, ahora reescribamos r1 y r2 en términos de s y t,

r1 =
s− t

2

r2 =
s+ t

2

→ r1r2 =
s2 − t2

4

(7.51)

Para el Jacobiano se tiene lo siguiente:

J =

∣∣∣∣∂r1∂s ∂r1
∂t

∂r2
∂s

∂r2
∂t

∣∣∣∣ =
1

2
(7.52)

aśı,

dr1dr2 =
1

2
dsdudt (7.53)

Por lo cual, el elemento de volumen se escribe como:

dτ = 8π2

(
s2 − t2

4

)
u

2
dsdudt

= π2(s2 − t2)udsdudt.

(7.54)
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