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INTRODUCCI ON

Esta tesis tiene un doble objetivo: por un lado se pretende
situar al lector en el marco de aplicacidén de las técnicas de
aproximacién y de simulacidén digital en la soclucidén de problemas
electroquimicos. Por el otro, se hacen algunos “experimentos” de
simulacidn numérica de reacciones electroquimicas sucesivas para
el caso mAs sencillo que corresponde a la suposicidn de etapas
reversibles.

Se hace énfasis en la cobtencién de cronoamperogramas simulados
y de voltampercogramas simulados (obtenidos a partir de las curvas
cronoamperométricas) ya que esto forma la base para generar todo
un conjunto adicional de curvas auxiliares tales como por ejemplo
la clasica grafica‘corriente 1 .vs. t7*% cCdonde t representa el
tiempod.

En particular en el capitulo I se discuten los diferentes
métodos de diferencias finitas CMDF), los cuales pueden dividirse
en dos grandes ramas: los meétodos explicitos y los métodos
implicitos. Entre los métodos explicitos se discute el Método de
la Caja y el Método Puntual.Y dentro de los métodos explicitos se

bosquejan los fundamentos del Método de Crank-Nicolson. También se
discuten algunos métodos explicitos especiales (que no tienen
limitacién en un parametro conecide cemo A=Dmique es5 el
coeficiente de difusidén modelc adimensional) tales comoc el
esquema de Dufort y Frankel y‘el esquemna de Saul’yev.
En el capitulo II se dan los principios generales de los
denomi nados Métodos de Residuos Pesados (MRP) que son métodos de
aproximacién aplicables a la solucién de las ecuaciones
diferenciales parciales que describen 1la variacion de 1la
cancentracion en el tiempo de los componentes que intervienen en
un mecanismo dado de reaccién en Electroquimica.

En especial, se trata el casc de un mecanismo de reaccién
electroquimico » catalitico obtenieéndose algunas expresiones

analiticas aproximadas que describen la concentracioén



. adimensional Cdenominada fraccional en é¢sta tesis) de las
eé.pecies que interviemen en dicho mecanismo,completando con esto
el trabajo original de Pons (ref. 48 DJ.También se dan los
fundamentos de un método especial de residuos pesados., que ha
sido Wmuyuut,ilizado en Electroquimica en la ultima década; el
Método de Colocacidn Ortogonal CMCOD. B

En el capitulo III se explican las bases de la técnica de
cronocamperometria mostrando algunas curvas experimentales del
sistema Fe(IlI). Fe(ll) en presencia de cléruros. 7También se
discute en este capitulo el problema de definir las condiciones

iniciales y a la frontera en la técnica cronoamperométrica. A lo
largo del capituloc se revisan algunas de las ecuacicnes qu
normalmente son utilizadas en la .simulacidén de experimentos
electroquimicos a potencial contrelade y se proponen algunas
expresiones adimensionales—- Coriginales de este trabajc)_  que
permiten implementar las ecuaciones de Brietz (ref.12) en 1la
simulacidédn de crono#mperogramas. A

El capitulo 4 presenta algunos ejemplos selectos de simulacién en
Electroquimica, en particular se investigd el efectc de hacer
variarel parametro A = Dum Ccoeficiente de difusién modelo
adimensional) en el experimento de Cottrell.

También se muestran en este capitulo las curvas
cronoamperométricas ¢ y los voltamperogramas obtenidos a partir
de dichas curvas) para el caso de la simulacién de reacciones

multietapas reversibles.



CAPITULO 1 -
El METODQ DE LAS DIFERENCIAS FINITAS EN LA SOLUCION DE PROBLEMAS
DE CINETICA ELECTROQUIMICA LIMITADA POR DIFUSION. -

11- EL porqué de la utilizacién del método de diferencias.-finitas

CMDFY en Electroquimica.

La Electroquimica ha llegado a convertirse-en la actualidad en
una ciencia interdisciplinaria de tal Eomplejidad. que un
determinadeo problema fenomenoldgico de tipo experimental puede
ocupar lustros en la vida de un investigador en esta area, sin
que el mismo se vea en la necesidad ‘directa de utilizar técnicas
de simulacidn digital‘ en la solucidn de algunos de los complejos
problemas experimentales que se le presén;an en la practica
diaria; con la excepcidédn de la u_tilizac’;ﬁén“cie alqunos programas o
paquetes de computaéién hechos con propdsitos especificos.Resulta
incluso interesante hacer notar ,que en la literatura
electroquimica contemporanea,es cada vez mas frecuente 1la
aparicidén,al lado de +trabajos de corte# eicperimental altamente
sofisticados, de estudios de simulacidn de una gran variedad de
técnicas electroquimicas y de los fendmenos de superficie
asociados. Sin embargo,la realidad es que hasta 1964,0 quizas
1969 con algunas de las publicaciones de Feldberg (ref. 30,27
sobre el tema de la simulacién digital como un método general
para resoclver problemas de cinética-electroquimica limitados por
difusidn; no existia entre los electroquimicos un interés, ni
siquiera parcial por este ti;;:o de cuestiones. El que inicidé de
manera formal este tipo de tratamiento fue precisamente Feldberg
quien mencionaba en 1968 que los experimentales en esa 4area
comenzaban a verse limitados no por su habilidad para concebir
los mecani smos posibles de reaccidén Cen un determinado
experimentc electroquimicod, sino por la intratabilidad de las
matematicas asociadas a ese tipo de fendmenos.

De hecho, el interés entre los electroquimicos de los 60’s y
70’s por el método de diferencias finitas CMDF), surge mas bien

como una necesidad, dado que era muy dificil o casi imposible



obtener expresiones matematicas analiticas que' relacicnaran
corriente,potencial ,concentracidn,tiempo y parametros cinéticos
para evaluar un mecanisme postulado que fuese mas complejo que
reacciones de primer orden precediendo o siguiendo una
transferencia rapida del electirdn en la superficie del electrodo.
Por ejemplo,el simple hecho de que se tuviese una reaccidén de
segundo orden en alguno de los pasos del mecanismo postulado,
hacia que el tratamiento matematico analitico se volviera
francamente dificil por la no linealidad introducida al elevar al
cuadrado uno de los términos de concentracidédn en una de las
ecuaciones de velocidad de reaccidn, como se verd mas adelante
C(ver ecuacicnes 1.3 y 1.4D.

Una de las ventajas del método de diferencias finitas esta en
el hecho de que es de acuerdo con Ames (ref.2,3), una técnica que
puede ser aplicada tanto a sistemas de ecuaciones diferenciales
parciales lineales, como a sistemas no lineales. Caso que puede
llegar a presentarse en la realidad experimentai cuando se tiene
una reaccidén electroquimica seguida por una dimerizacidn del

producto primario:

Ox + ne ———————> Red

N ————————t

k2

Galus C(ref.37) hasta le dedica un capituloc completo Cel cap. 122
a los procesos en el electrodo seguidos por la dimerizacién de un
producto primario en su libro *Fundamentos del Analisis
Electroquimico’; ahi puede encontrar el lector varios ejemplos
reales con reacciones electrogquimicas organicas que cobedecen este

tipc de mecanismo.

Para el mecanismo (1.1) y suponiendo difusion lineal, debera

resolverse el siguiente sistema de ecuaciocnes:

2
dCox = Dox 3 Cox 1.2
at 2
aIx
2
ac a C
552 = Drea ——I2% 4 k2-C, - ki-CFed c1.3d
a2 A




2
c, Da - ac, oo kz .o, kK1CZed 1 4
w1 A 2 2 "a £ :
ax

sujeto a determinadas condiciones a la frontera que seran
especificas de la técnica electroquimica a utilizar.

Se observa que tanto la ecuacidn (1.3 come la (1.42 tiensn un
termino no lineal en Cred, lo que hace pensar en la utilizacidn
del metodo de diferencias finitas en la sclucidn de este tipo de
problema o incluso mas complicados.

Un comentario adicional: hay algunos autores como Pons
Cref.48) que al darse cuenta de la ’lentitud’ en tiempo de
computadora con la que se trabaja con el MDF y debido a ciertos
problemas de inestabilidad de las soluciones con este método, han
preferido utilizar los 11 amados métodos de aproximacidén
pelinomial que requieren de una mayor sofisticacidén que el MDF.
Algo que se podria decir a favor del MDF , estg en el hecho de
que a pesar de los problemas inherentes al mismo, es el mas facil
de aplicar Cen su forma explicitad y el que mias relacidén - a
nivel de la intuicién del quimico- tiene con los procesos que se
efectdan en un sistema electroquimiceo. El llamado método de la
caja (Box-Method), que es un método de diferencias finitas
explicito, es por cierto, el Unico que ha sido incluido en un
texto académico importante en el Aarea. (ver apéndice B del libro
de Bard y Faulkner (ref.862).. D.Brietz (ref.10,11),tanto en la
primera edicidn (19810 como en la segunda edicidén (C1988) de su
libro *SIMULACION DIGITAL EN ELECTROQUIMICA®,tiene una actitud
que esta mas a favor de los métodos de diferencias finitas
implicitos ¥y de un método que ¢l denomina puntual.El mismo
Brietz, menciocna que un electroquimico que requiera resolver
algun problema que involucre simulacidn digital probablemente no
necesitard llegar mas alli de los métodos de diferencias finitas
Cen su forma implicitad. También hace mencién del hecho de que en
algunos de los trabajos mas recientes en electroquimica
(ref.48,49) que requieren de técnicas sofisticadas como la del
'ELEMENTO FINITO’Cver p.ej. ref. 39 hay por lo mencs un
matematico formando parte del equipo de investigacién,con loc que

Brietz, quiere decir, que al menos en su opinién, el tema del




*ELEMENTO FINITO® no es para gente qué requiera de simulaciones
digitales ocasicnales.Para estos ultimos, es mas recomendable la

utilizacidn del MDF.

1.2.- EL MDF en el marco de su aplicacidn a Electroquimica y su

relaciédn con otras areas de la Ciencia y la Ingenieria.

En esencia, la base conceptual del MDF para simulacidn digital
censiste en la discretizacidn del espacio y tiempo en relacidn
con las ecuaciones diferenciales parciales que describen el
sistema electroquimico a considerar, que generalmente son
ecuaciones diferenciales de tipo parabdlico:

du
T ~_LCuD 1.5

donde LCud es un operador diferencial parcial eliptico que puede
ser lineal © no 1lineal (ver ref.20,57), por ejemplo Cde 1la
ref.47,pag.188D:
LCud = div (kaDVu) - alxdu 1.6
si k = cte. y div(kVu) = kv’u, entonces:

LCw = k¥V%u - alxdu ' 1.7
au o S
Y . T kV u alCxOu ¢1.8>

En concreto, en Electroquimica aparece con frecuencia la segunda

ley de Fick:

ac e;
3 - D C 1.9

que en una dimensidén es:

ac _ a’c

Tl D — (1.8ad

ax
donde C:concentracién ,D:cceficiente de difusién Yy X:la distancia
a la superficie del electrodo.

La ecuacion (1.8a) es idéntica en su estructura a la ecuacién de

conduccidédn de calor de Fourier:




L - T | C1.10)
donde T:temperatura y k:coeficiente de conduccidn de calor.
Por supuestoc en la practica de simulacidén de problemas en
electroquimica, pueden tenersé‘compiicaciones adicionales a la
ecuacién de difusidn, debidas a términos gue provienen de
variaciones de la concentracidém con el tiempo de algun componente
que aparezca en una reaccidn quimica-homogénea que siga o preceda
a una reaccidn electroquimica, como en el ééso de las ecuaciones
(1.3 y €1.4> asociadas al proceso en el electrodo seguido por la
dimerizacidén de un producto primar107C1.1) 7
Otro tipo de complicaciones en las  ecuaciones utilizadas para
modelar sistemas electroquimicos son las debidas a la conveccidn
Cpor el movimiento de la stlucidnd y la nﬁé;acién, problema que
en la practica experimental es evitado aﬁadiendo‘a la solucidn de
trabajo un electrolitoc soporte.
No hay que pensar dque el MDF solo ha sido utilizado en
Electroquimica,en realidad el método es anterior inclusc al uso
de las computadoras, la esencia del ﬁétédo fue descrita por
Richardson en 1811 (ref.53> y por Courant,Friederichs y Lewy en
1928 (ref.22).,en tanto que Emmons en 1844 (ref.268) escribid una
descripcidédn detallada de los métodos de diferencias finitas
aplicados a varios tipos de ecuaciones.En la actualidad, hay una
gran cantidad de textos especializados en el tema del MDF o_que
incluyen secciones especiales sobre el mismo. Pueden consultarse
por ejemplo: Ames(ref. 30 ,Forsythe Yy Wasow Cref. 350, B. Chen

Charpentier (ref.20D, V. F.D”yachenko Cref.25), B. Carnahan
Cref.14),etc.

Las aplicaciones del MDF en otras Areas que mas relacién tienen
con la Electroguimica, a2l menos en lo que respecta a 1la
estructura de las ecuaciones de simulacién, corresponden a la
Transferencia de Calor,en particular lo relacionade con el
fendmeno de la conduccidén de calor, lo cual en esencia es
descrito por la gcuacién de Fourier C1.10D.

No es extrafio encontrar en una amplia variedad de libros vy

articulos en Electroquimica, referencias a trabajos que




pertenecen al 4rea de la Transferencia de Calor.En-especial, el-
libro de Carslaw = ¥y Jaeger €’ Conduction of Heat in
Solids’,ref.15) es recomendable tanto por los desarrollos

analiticos para resolver problemas de conduccidn de calor que
tienen sus analogos correspondientes en cinética-electroquimica,

como por eI@?nfaSis que dicho libro hace sobre la utilizacién del

MDF para resolver problemas de conduccidn. -

1.3. - Modelo canceptual del MDF f breve "clasificacidn de los

métodos Qe diferencias finitas C(MDFD.

Ya se habia mencionado en la seccidn anterior que la base
conceptual del MDF para la simul acién digital consiste en la
discretizacién del espacic Yy el tiempo en relacién con las
ecuaciones diferenciales - parciales que describen el sistema
electroquimice a tratar, esto quiere decir que en esencia:

- podemos dividir el espacio (la coordenada” X0 en pequefios
‘intervalos -de longitud Ax,de modo que la variable espacial X sea
maltiplo de un indice i,asi: v

Xi= i-AX . C1.11)
-de manera analoga para el tiempo t, tenemos que al considerar

pequefios intervalos de tiempo t:

tj = J-At c1.12>

En particular para el caso .mas simple que corresponde a la

ecuacidn de difusidn (1.9ad:

Q@
0
@
0

=D ———ro C1.13>

@
(e
N

puede obtenerse una expresién en forma discreta:

C*i - Cti =D CCi-1 - 2CiL + Ci+1D €1.14>
At 2
CAXD

en donde la Qni;a variable desconocida es C’i (la concentracién
al tiempo t’ en el elemento i).Aqui unoc se pregunta: Socomo se

llega a la expresién discretaCl1.14)7? Esto depende del MDF




particular con el que se trabaje, en esta tesis se considerara la

siguiente clasificacidén de los métodos de diferencias finitas:

-EL. METODOQ DE LA CAJA CBOX-METHOD), que es un método que mediante
una férmula explicita provee un procedimiento no iterativo para
obtener la solucidn de cada punto presente en términos de los
valores precedentes y de las condiciones de frontera.El método de
la caja fue introducido en aplicaciones a Electrogquimica por
Feldberg Cref. 30,272 y es el uUnico que ha sido popularizado en un
texto académico importante de Métodos Electroquimicos;en
particular el libro de Bard y Faulkner (ref.&)

-EL METODO PUNTUAL C(POINT METHOD), que es discutido ampliamente
por D.Brietz <(ref.11,12.Jconduce practicamente a las mismas
expresiones que el método de la caja, pero es mas rapido de
utilizar, en especial en agquellos casos en los que la ecuacidn de
transporte se complique por terminos debidos a la conveccidn o
por geometrias como la esférica o la cilindrica, en donde con el
método de la caja la discretizacidn de las ecuaciones no es tan
directa.

Este método,denominado puntual por D.Brietz (ref.11,12),puede
encontrarse en otros libros en términos de las 1llamadas
“moléculas computaciocnales” como el AmesCref.Z2,pag.316). Algunas
férmulas de discretizacidn de derivadas parciales utiles en
términos de las moléculas cgmputacionales pueden hallarse en
Abramowitz y Stegun Cref.1,pag.883>

-METODOS IMPLICITOS DE DIFERENCIAS FINITAS .En este tipo de
esquemas se efectdan calculos iterativos simultineos de varios
valores presentes en términos de valores conocidos precedentes y
de las condiciones de frontera.Entre los métodos implicitos mas

eficientes esta el esquema de CRANK-NICOLSON.

Hasta aqui, uno podria tener la impresién de que los métodos de
diferencias finitas son unicamente técnicas matematicas
especializadas de solucidn de ecuaciones diferenciales parciales
asociadas a la modelacién de fendmenos variados en distintos
campos de las ciencias y la ingenieria. Estc es asi en parte,

pero ;,qué es lo que le da el sello distintivo a la aplicacidn de




las técnicas del MDF a problemas de simulacidn de
cinética-electroquimica? En cierta forma son las ecuaciones
diferenciales parciales mismas asociadas al mecanismo postulado
que involucra una combinacidn de reacciones quimicas Y
electroquimicas, muchas de las cuales pueden no tener analogos
estructurales en otras areas de la ciencia;particularmente en los
fendmenos de conduccidn de calor en sdélidos. Por otra parte, es
precisamente el manejo de las condiciones a la frontera , lo que
distingue especificamente la aplicacidén del MDF en Electroquimica
con respecto a otras Areas de la ciencia. Por ejemplo, para poder

utilizar la forma discreta de la ecuacidédn de difusidn (1.14) es
necesarioc conocer @l valor de la concentracidén en x = O (lo cual

corresponde a la superficie del electrodod.El valor de Lo &s un
creblema de valer a2 la fronterz y debe ser deteminado de acuerde
al tipo de experimento electroquimico cecn el gque se este
tratando. En alguncs casos el trabajo requerido para determinar
Co es trivial, en otros casos puede no “serlo al estar
involucradas las concentraciones de varias especies,con lo que se
tendria la necesidad de entrar en las complicaciones de 1la
Quimica Analitica.

Cuando x—> w,esto es en el seno de la sclucidn,se tendré la otra
frontera, en la practica Cver Brietz,ref.11) suele considerarse a

Il =68 o 105 C1.15

donde & es el espesor de la capa de difusidén.Siendsc 105 una
distancia suficientemente graﬁde como para ser utilizada en la
simulacidén de experimentos con ’pulso de potencial’.

El tratamiento de las condic;ones iniciales y a la frontera se

tratara con mis detalle en el capitulo 3 de ésta tesis.
1.4 METCDO DE LA CAJA (BOX-METHODD

La ventaja de este método esta en el hecho de que el
investigador que hace uso de él, puede pensar directamente en
términos del modelo fisico con el que va a tratar. En
Electroquimica .fue introducido por Feldberg Cref. 300 Y
popularizado por Bard en un texto académico C(ref.B6) en coneccidn

con el uso directo de la primera ley de Fick:
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FLUJO [=]1 mol -s ‘em %= J

_dnsdt _ £ _D[ac

A = =3 Ix C1.16)ﬂ

El modelo-de la caja se muestra en la figura 1.1 .Lo esencial de

este método de diferencias finitas consiste en considerar que las

concentraciones son uniformes dentro de cada caja.

Asi,suponiendo que el flujo va de izquierda a derecha:

V _ {flujo del elemento} _ _ ac l _ CCiL = Ci-1D

f1- ['L—i. al & ] AD[ax . AD X" C1.17D

r = [ﬂ..ujo del..el,emento] = —AD [g_g] = —AD CCi+a2 — Ci3> c1.18>
2 i ab i+ axjz Ax

El flujo neto en el elementoc i es:

f =f1 -T2 [=] molxs™® €1.19>
La cantidad (en moles) de sustancia ,n,;adigionaga al elemento i
en el intervalo de tiempo At es

n = f*At ’ C1.20
El cambio de concentracién Ccon el tiempo) en-el elemento i es:

ACi = C’i — Ci = n/Vi =T%AL /A%Ax c1.21>

donde C’i es la concentracidn al tiempo t* y Ci la concentracidén

al tiempo t. - -

Si ahora se sustituye el flujé f dado por la ecuacién (1.21)0 en

el cambio de concentracidén:

_ At f AL
LT Ak cr - £ c1.22>

AC

Combinando C1.172> y C€1.18> con C1.19D:

AD
f = f1 - fz = T i< CCL — Ci-1D + g CCi+r — GO
f = g CCi-1 - 2Ci + Ci+1d 1.23

asi:
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ACi = f“; = At ﬁ—g CCi-1 — 2Ci +Cirtd

ACL = ——D—A—t— CCi-1 — 2Ci + Ci+1D C1. 242

c;po“ B

—

deonde de acuerdo con (1.212:

ACL = C7 - Gif - C1.2%)

al tiempo t° al tiempo t

(se considera que t<t’, con lo cual C’i es un valor presente y Ci
un valor precedente de la concentraciénd).De este modo:

Crio - o= A% il - 20+ Ciend C1.26D

caxo?

Al definir un parametro A mediante : -

N = DAL CAOZ - c1.27d
se obtiene una fdérmula explicita para calcular valores de la
concentracién en la i-ésima caja Cal tiempo t’2 en términos de
las concentraciones de valores precedentes ( al tiempo t<t’> en

las cajas etiquetadas con los indices: i-1,i e i+l,esto es:
C’{ - CGi = A CCi-1 — 2CL + Ci+1d €1.281

Aqui, es conveniente introducir otro indice para el tiempo,j, con
el objeto de que la férmula explicita (1.28) pueda ser utilizada

directamente en un programa de computadora, asi:
Cijyr — Ci,j = N (Ci-g,; — 2Ci,j + Ci+1,jd C1.29

También puede ser Util definir ’concentraciones fraccionales’® que
basicamente tendran el caracter de parametros adimensionales. Si
por ejemplo,unc quisiera obtener resultados correspondientes a
varias concentraciones iniciales de un componente X,Cﬁse tendria
la necesidad de efectuar en la computadora un numero igual de

simulaciones. Para evitar esto se define una ’concentracidén

fraccional’® como




FCi,jd> = CCi,jd>-Cx C1.300

T~

" Tomande en cuenta la definicidén anterior en la ecuacidn C1.289) s=e

obtiene:

FCi, j+12= FCi,j> + Dmx¢l FCi-1,3D0 - 2%FCi,j> +FCi+1,jo] C1.31>

donde en concordancia con el apéndice B del texto de Bard Cref.82

se ha definido:

DM = A = DXAL/CAXD? C1.32>

como el ’coeficiente de difusidn modelo’, gque es tambien un

parametro adimensiocnal.

En relacidn al parametro X existen estudios-de convergencia que

prueban que la siguiente desigualdad:

0<A=<205 C1.33
es un criteric de estabilidad que debe cumplirse para evitar
oscilaciones divergentes en la utilizacién de €1.29 {(Consultiar
p.ej. la pag. 433 de la ref.14D.

Mas adelante,habrid oportunidad de insistir en esto;por el
momento un ejemplo intuitivo de lo que ocurre en una simulécién
digital en la que se utiliza ia férmula explicita €1.292 con X >
0.5 y A < 0.5 sera ilustrativa . En un progfﬁma para simular el
experimento de Cottrell (ver detalles en la seccidédn 4.1 de ésta
tesis) descrito en el apéndice B del 1libro de Bard dref.6)
adaptado y extendido para trabajar en lenguaje BASIC en 1la
computadora Hewlett-Packard 826 del laboratorio de
Electroquimica de la UAM-I, se encontré que para valores de A =
0.40, la curva de la corriente Cnormalizada en forma de parametro
adimensional) contra tiempo Ctambién transformado como parametro
adimensional) oscilaba en forma convergente tendiendc a la forma
predicha por la_ecuacién de Cottrell en Cronoamperometria en la
cual ia t—”q;esto se muestra en la fig.1.2. Por otro lado, para

valores de A = 0.51 y A = 0.52 , se cbservé un comportamiento
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oscilatorio fuertemente divergente; tal como era de esperarse,
dado que no se cumplid con el criterio de estabilidad C1.33).
Esto se muestra en las figuras 1.3 y 1.4.
Independientemente de A, se propaga un error e en el calculo de
la concentracién Citverdaderad, que se obtiene con la ecuacidn
caesd:

C’itverdaderay = Cit + A CCi-1 — 2Ci + Ci+1d C1.34>

tomande en cuenta el error e en cada término de la ecuacidn

Cl1.28) se cobtiene:
C'iverdaderay = Ci + e + A(Ci-12 + e -~ 2C - 22 + Ci+1 + ed

con lo cual:

C’i = C’Uverdaderaw + e c1.3%0

D.Brietz Cref.11D derivd una relacién interesante entre
Citverdaderay ¥y Ci en términos del error e Yy del parametroc A
asumiendo que Ci-1 y Ci+1 acumulan un error +e y que Ci conlleva
un error -e. Asi:
C’'i= CL — e + A(Ci-1 + @ ~ 2Ci + 2e + Ci+t + ed
Cri= G + A(Ci-1 - 2CL + Ci+1d — & + Ae + 2he + re
C’i= C’iverdaderay + C4N - 1De C1.36)

Es f&cil ver que si A>1/2 el error creceri considerablemente en
magni tud.

Si por ejemplo:

=12
C’i=C’ itverdadora + (4.2 - 1De
C’i=C’ itverdadera) + &

A=1
C”i=C’ Uverdaderaw + (4 - 1De
C’i=C" itverdaderay + 3e

A=3

C’i=C” tverdaderay + (4%3 - 1De
C’i=C’ itverdaderay + 1l1le

De lo anterior, se cbserva que para valores de A>1.2, el error

17



propagado ‘e’comienza a crecer en forma alarmante.En realidad en
un esquema explicito como el definido por (1.29) noc parece tener
mucho sentido analizar lo que pasa con A>1/2.Dado que como ya se
menciond anteriormente existe un criterio de estabilidad
Cec.1.33) que puede ser derivado en forma rigurosa y que impone

una cota superior para A de 1./2.

1.5 ESENCIA DEL METODO DE DIFERENCIAS FINITAS (Expresidén de las

derivadas).

En ésta seccidén se pretende obtener expresiones discretas para la
primera Yy segunda derivada dy-/dx vy dzy/dxz, gtiles en la
simulacién digital por MDF de problemas en Electroquimica.
Sean tres puntos equidistantes Pi-1,Pi y Pi+va en el plano
cartesiano de la fig. 1.5
Se observa de la figura mencionada que:

Ax= Xirt - Xi = Xi - Xi-1 : C1.37>
Analizando la misma figura se tiene que para calcular la derivada

dy/dx.existen las siguientes posibilidades:

adDerivada hacia adelante (forward difference), que se calcula

mediante la pendiente de la cuerda PiPi+1:

dy - _Yi+1 — yi
dx}F

- Ax . 1.380

boDerivada hacia atras (backward difference) que se ocbtiene por

medio del calculo de la pendiente de la cuerda Pi-1,Pi+1:

dy _ YL - yi-1
&, - >

cdDerivada central C(central difference) que esta dada por la

pendiente de la cuerda Pi-1,Pi+1:

d__y.. = yi'+1 - yi"'"
de]c 2A% C1.400

18
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Para la segunda derivada dzy/dx2 se puede proponer:

L B
d’y _ _\dxJF dx)s C1.41D
2

dx Ax

Sustituyendo C1.328) y (1.39) en €1.41D:

dy _ _1 vi+ds — Yi YL T yi-1a
2 Ax Ax Ax
dx
a” 1
Y = - yit - 8yl o+ yie ) C1.4ad

dx? Aol

En relacidn a las expresiones discretas (1.38-1.40) para calcular
la primera derivada, puede decirse que cualguiera de entre ellas
es utilizada en simulacién digital.Sin embargo,con la derivada
central dada por (1.40) se obtiene un promedio éas adecuado para
el cilculoc de la pendiente en el puntc considerado.

Para la segunda derivada hay que hacer notar que es mas correcto
utilizar tanto la primera derivada hacia atras C1.38) como la
primera derivada hacia adelanteCl.39.

Existe otra manera mas directa para obtener las expresiones
(1.38-1.42): el desarrollo analitico en series de Taylor,con el
cual se puede tener una idea mas clara del orden del error
introducido al no tomar en cuenta los términos correspondientes a
derivadas de orden superior.

Para el esquema de diferencias hacia adel ante Cforward

difference) se tiene que:

2 4

- d 3
d

Y & CAxDa_d Y
2 3N 3
X dx

dy | C&0
dx =t

yi+s = yi + A% + €1.430

En el esquema de diferencias hacia atras (backward differenced el

desarrollo en serie de Taylor es:

yi-1 = yi — AX

: 2 2 3 3
dy CAxD ™ Y CAXD d y
I + = T . 2 Forrenean, c1.44D
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i) A partir de (1.43) y despejando dy-/dx se cbtiene la expresidn
discreta siguiente para el esquema de diferencias hacia adelante

(forward differenced:

2 2 .3

fov} . L Cyitr — yu) - Caxd dy CA0O dy _
» i i

ldxJ. ax 2t .2 31 ds®

expresidén que es casi idéntica a la ecuacidén (1.38) excepto por
el hecho de que al despreciar las derivadas de dzy/dxz en
adelante se introduce un error del orden OCAXD. ,
ii) En el caso del esquema de diferencias hacia atras (backward
difference) y despejando C.dy/dx) de (1.440 se obtiene:

3

2 2
ay) . Lo caxd dy  cax’ dy
[ ]L Cyt = yimtd + = z 3 3

dx dx

e C1.48)

Expresién que es analoga a la (€1.39 y en la que también se
introduce un error del orden OCAX) al despreciar los términos que
van de la segunda derivada en adelante.

iiid) El esquema central de diferencias Ccentral difference) se

obtiene sustrayendo la ecuacidn (1.43) de la (1.445:

2 2 3 .3
vier = yi + Ax- Y L A0 dy [ CAO DY €1.43)
dx 2! P 3!
dx” . dx
z 2 3 .3
. - _ _dy CAXD" d'y CAxD™ dy
yi-1 Yi Ax ax T "= p 30 3 e C1.44>
dx’ dx
Asi
d 20 A0 ? d?
YVits — Yi-1 = 2ax-2X &+ LY C1.47>
dx 3! 3
dx
despe jando dy-/dx:
dy} _ _1 . o caxd? dy
[d—i]i T Z2Ax CY}** yird) - 2+ C1.48D

dx
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En ésta expresién el error es del orden OCCAXDZD.La ecuacldn
C1.40) es igual a la (1.48) cuando se desprecian los términos que
van de la tercera derivada en adelante.

ivdFinalmente para tener una idea del error introducide al usar
la aproximacién (1.422> en el calculo de la segunda derivada, 5@

suman los desarrcllos €1.43) y (1.44) para dar:

z 2 4 4
dy 2CAxXD  d
Yitr + yi-g = 2yt + ech dy + B /AU C1.49
2! z 41 4
dx dx
al despejar dzy/dx2 de (1.49) se obtiene:
2 ' 2 .a
dvy . 1 “Cyi-1 — 2yt + yistd - C_f)ac_)_g____/_ Foees C1.802
dx®  cao’ dx*

con lo que el error es del corden XA al despreciar los

términos mayeres a la cuarta derivada.
1.6 EL METODO PUNTUAL C(MOLECULAS COMPUTACIONALESD

En este método, denominado asi por Brietz (ref.11) y que puede
hallarse en términos de las llamadas”moléculas computacionales”
en otros libros como el de Ames (Cref. 2 D, se hace usc directo de
las ecuaciones diferenciales parciales asociadas al mecanismo
propuesto para dna Secuencia de reacciones quimicas v
electroquimicas. En el caso mas simple, que corresponde a la

discretizacién de la segunda ley de Fick:

ac _ _ d°c
3¢ = D= C1.51)

ax

se hace uso de la expresidn (1.42) para la segunda derivada con

lo cual la discretizacidn de (1.510 es muy directa:

2

ac C’i - Ci a‘c D

St = “—LAT‘_L = D ——f = - CCi-1 - 2Ci + Cisad C1.52d
Ix CAXO

4

de la ecuacién anterior se aobtiene:
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C'i = Ci + ﬂv_z-ccwf - 2Ci + Ci+d ‘ C1.53

CAxD

expresiéon que es idéntica a la (1.282 obtenida por el método de

la caja:— Es claro que la discretizacidén de las ecuaciones
parciales vcon las cuales se@ describe la variacién de la

concentracidén con el tiempo de los diferentes componentes que
toman parte en un ‘mecanisme - de reaccién de
cinética-electrequimica, se efectda mas rapidémente por medio del
llamado método puntual.Y para darle un sentide grafico mas claro
a la ecuacidén discreta (1.83) se representa en la fig. 1.6 1la
malla puntual asociada a dicha ecuacidn. 7

La ventaja del uso del método pdhtual se aprecia mejor al

complicar la geometria del electrodo Considérese por ejemplc el

caso del electrodo esférlco

C1.54>

Haciendo uso de las expresiones (1.42) y (1.400 la transformacidén

de la ecuacidn (1.54) en una expresidn discreta es directa:

ac C’t - Cti D 2 Ci+1 - Cit-1
= = = CCi-1 = 2CL + Ci+1d + = C >
at .At (Ar)z r*,L aar
€1.5%
de donde:
AS Ar
C'i - Ci = Q—L‘[Ci~1 - 2Ci + Civa + — CCivt - Ci-2d] C1.856
2 : r
CAr> t

El significado de los términos en (1.56) se muestra en la fig.1.7
Las complicaciones debidas a términos que provienen de reacciones
homogéneas acopladas a reacciocnes electroquimicas se ilustran
tomando como ejemplo la discretizacidén de las ecuaciones
diferenciales parciales asociadas al mecanismo de una reaccidén

electroquimica seguida por la dimerizacién del producto primario:

Ox + ne T====== Red
2Red #2: A C1.57>
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Se reescriben aqui por conveniencia las ecuaciones €1.2-1.4>

asociadas al mecanismoc anterior:

b4
9Cox _ p,,. 3 _Cox C1.58)
at 2
Ix
ac 3%Cred
red - Dred- red | k2-C - ki-Cred? ¢1.50>
It A
I
2
ac a C 2
A A k2 Cred
= . - . + k1- 1.860
57— = Da = = C, > 1.602

La discretizacidn de las ecuaciones (1.58-1.80) se efectua

rapidamente mediante el uso de la ecuacidn (1.423:

d Y = 1 Z,C yi_’_ - ay‘_ + Vi+a b) " C1.422
dx CAxO

de este modo las expresiones discretas correspondientes a las

ecuaciones (1.58-1.60) quedan:

C’ox. = Cox.
i it _ Dox

= = —CCox = 2Cox_ + Cox_ O C1.61)
¢ - T T 1+1
C’red. - Cred ) .
Lt f o= —Eﬁ:ig'CCredA — 2Cred. + Cred p)
C AsO L - T L+d
+ k2-CA - ki1-Cred? C1.62>
C’a. - CZA,L Da
1
AT = ——-——;-CCAL_1 - 2CA. + Ca O
CI : L L+t
k2 k1 2
o CAL + 5 Credi C1.63D

La discretizacién de las ecuaciones diferenciales parciales

correspondientes a diferentes mecanismos en
cinética-electroquimica es tan directa mediante el usoc de
expresiones como la (1.42) que incluso puede ser conveniente la
memorizacidn de algunas “moléculas computaciocnales” asociadas a

derivadas parciales que aparecen frecuentemente en la modelaciédn
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en electroquimica.las ‘“moléculas” usadas mas comunmente en

coneccidn con mallas Cuadradas como la de la fig.1.6 son:

du _ 1 - ' z
5_;‘_’}—_5;{ @ @t,j @}""OCh)

] ) ~ S C1.64>
, “ e , )
%;l T = {1 @ oot v ond T T .8
@
a%u - L{ @ ‘ @ T @S } + OCh?®>
ox? i nZ ] Lj 7

— 1.662

donde se ha introducido la -notacidén. h:Qx=Ay; Por ejemplo,la

molécula computacional (1.66) se expresaf eh la forma mas

convenciornal:

2

"‘: =__i..c u - 2w +u O+ och® C1.67)
ax L,J h L ’J L) 1+4,)

Otros ejemplos de “moléculas computacionales” pueden hallarse en
el libro de Ames (pag.317,ref.2) ©o en el conocido manual deﬂ
funciones matematicas de Abramowitz y Stegun (pag.883,ref.1) en
donde pueden hallarse incluso expresiones mis complejas para el

cilculo de la segunda derivada parcial de una funcidn u, esto es:

2
d u _ 1 f <

= ©O— @ — & — B — D |+ ond
ax L) i2h

1.88)

lo cual se expresa convencionalmente como:

2
a: =L-;(—u,_z . +16u . - 30u, . + 16u . - u )
x L. 12h Y P 1=-41,} L,3 (X2 ¥ L+2, 3

+0ch*> C1.69
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Por ejemplo, la discretizacién de la segunda ley de Fick (1.51)
puede efectuarse directamente mediante el usc de la “molécula

computacional” C1.68),esto es:

. _ . z
g% = E_LZZ_EL = D-a C - D [ —Ci-2 + 16Ci-1 — 30Ci +
x> 12 A0 2

+ 16Ci+1 - Ci+2 ] C1.70>

o bien,considerando el indice j asociado a la discretizacién del

tiempo:
(g i - i i
*H“Zt bR B P —ci-z.5 + 16Ci-1.5 - 30CL; +

12cax 2
+ 16Ci+1.j - Ci+z,j ] C1.71)

si se define A=DAL 12CAX)7, entonces:

Ci.j#1= Ci,j + A(-Ci-2z,j + 1BCi-1,j — 30Ci,j + 18Ci+1,j - Ci+2,5)
c1.72D

ésta expresién discreta es una férmula explicita mas completa que
la (1.83) o la (1.29 para la segunda ley' de Fick, con la
consecuente limitacién en el parametro A en lo que respecta al

problema de convergencia y estabilidad de la solucidn.
1.7 OTROS METODOS EXPLICITOS DE DISCRETIZACION

Los métodos explicitos descritos en secciones anteriores
tienen la limitaciédn de tener una cota superior para A. El1 tener
este tipo de restriccién puede resultar molesto, sobre todo, si
se considera que en el caso de que se deseara tener un
espaciamiento mAs fino en Ax, podria excederse el limite para A,
con lo que comenzarian a aparecer problemas de estabilidad. Algo
analogo sucede con el tamafio de At. Para ""darle la vuelta” a este
problema, se ha efectuado en el pasado el andlisis de simetria de
algunas de las expresiones discretas que aparecen en ecuaciones

comoc la de difusidn:
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-_— = D- C1.72>
at axz
nétese que aqui:
2
9 ¢ = D CCi-a ~ 2CiL + Ci+sD } ésta es una ‘diferenctia
axz CAX)Z central’ aceptable.

C1.73D
ig - Cry - Ci - Ci,j+2 = Ci,j } ésta es una ‘ diferencia
It At At hactia adelante’ con au

error caracteristico.
C1.74D

Es claro que la combinacidén de €1.73) y (1.74) es asimétrica.Hay
quien propuso (ref.53) que era precisamente esta falta de

simetria la causanie de la restriccién A £ 0.5, con lo cual:

DAL
Ao’

IA
o
a

C1.7%0

observandose que:
si At aumenta =======)> hay que increméntar Ax
Cpara poder cumplir con

la restriccidn A < 0.5

ESQUEMA DE RICHARDSON. (ref.532
En concreto,el esquema de Richardson,es un intento de mejorar la
simetria en la discretizacién de ecuaciones como la (1.72).La

férmula simétrica propuesta por Richardson es:

Ci,,jq.éA: Ci,j-1 - D CCi-1,j -EC';.J' + Ci+t, jd C1.76)
CAxD
C',' - C'v.—
bojre - Cieice DAtz-CCi.—Lj - 2CLj + Cisnid €1.77>
CAXO

El problema de este esquema,esta en que la férmula de
Richardson es esencialmente inestable,aunque parece funcionar a

valores bajos del pérémetro A
ESQUEMA DE DUFORT Y FRANKEL.Cref.24) En este esquema estan

involucrados tres niveles de tiempo: j-1.,j y j+1, la férmula
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discreta correspondiente a la segunda ley de Fick es: -

Ci,j+1 — Ci, j-1

= = N[ Ci-tj = Cljmt + Cijer + Ciegj ] C1.78)

ia ventaja de é&sta férmula explicita consiste en gque no tiene
limitacién en A y de hecho puede usarse para valores
moderadamente altos de A en aquellos casocs en los que se desee
evitar las complicaciones de un método implicito (p.ej. el de
.CRANK—NICOLSON).La desventaja principal de este esquema
computacional esta en que los resultados obtenidos con la férmu;a
(1.78> son casi comparables a los que resultan con la férmula que

considera CaC/at,DF tradicionalmente Cver ec. 1.38 D.

ESQUEMA DE SAUL’YEV (pag.5l de Carnahan,ref.l14 y ref.5%5)

Este esquema computacional aun no ha sido usado en problemas de
electroquimica, y véle la pena incluirlo aqui dado que esta libre
de la restriccidén en A.E}l método consiste en avanzar el tiempo en

el nivel n+l procediendo hacia la direccidén X con:

Ci,j+a + Ci,j = XN [Ci-1,j412 - Ci,j42 - Ci,j + Ci+1, ;]

C1.79d

avanzando luegc al nivel de tiempo j+2 procediendo hacia la

direccién negativa de x con:

Ci,j+z — Ci,j+1=AlCi-1,j+12 — Ci,j+1 — Ci,j+1 - Ci,j+2 + Ci+1,j+21]

C1.800

Los detalles de este esquema asi como algunas modificaciones al
mismo pueden hallarse en la referencia (pag.451)>.Un esquema
explicito analogo al de Saul’yev fue propuesto en 1966 por
Barakat y Clark Cref.5) con el objeto de hallar la solucién de la
ecuacién de difusién de calor por métodos numéricos.Esto se
menciona uUnicamente como un llamado de atencidén a investigadores
electroquimicos "interesados en el tema, dado que si se desea
seguir la evolucién en el tiempo de esquemas de calculo por

diferencias finitas que sean cada vez mis eficientes en su
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aplicacién a la solucidén de las ecuaciocnes -diferenciales
parciales asociadas a mecanismos en cinética-electroquimica,habra
que revisar literatura cientifica de otros campos de la ciencia;
en especial se recomienda leer lo relacionado con publicaciones
que aparezcan en el area de la transferencia de calor y de forma
mAs general lo publicado en el A4rea de la moderna disciplina

conocida come “Fisica Computacional” (ref.S12.

1.8 TECMICAZ IMPLICITAS DE DISCRETIZACION C(ElL Esquema de
CRANK-NICOLSOND . (ref . 47D

Los meétodos implicitos de discretizacidn surgen como una
alternativa de calculo en la cual no se tiene ningun tipo de
limitacidén en el valor del parametro A .Esto tiene la ventaja de
que en la simulacidén de problemas electroquimicos, se puede
seleccionar un intervalc de longitud Ax tan grande o tan pequefio
como se requiera.sin que esto tenga ninguna implicacidn de tipo
restrictivo en la seleccidén del intervalo de tiempo At.

El esquema implicito que conduce a resultados mas
precisos,siendo estable para cualquier valor de A, es el de
CRANK-NICOLSON. Este método fue utilizado en Electroquimica desde
el afio 1948 por Randles (ref.52) incluso antes de la introduccién
del “método de la caja” en 1964 por Feldberg Cref.30) en la
simulacién de problemas de cinética-electroquimica limitados por
difusién. Es notable el heché de que Randles haya seleccionado
como método de diferencias finitas un método avanzado, como el de
CRANK-NICOLSON, en un tiempo en el que nco solo no era comin et
usc de las computadoras C(Randles hizo los cilculos a manc) sino
que de hecho Unicamente habian pasado 4 afios desde 1la
construcciédn de la primera computadora en el mundo; la Mark I de
Aiken construida en la Universidad de Harvard en 1944 y que hacia
uso de relevadores electromecanicos en lugar de
bulbos. Posteriormente Eckert y Mauchly desarrocllaron la primera
computadora digital totalmente electrénica en la Universidad de
Pensylvania en %946 Y que fue denominada Computadora Automatica e

Integrador Numérico Eléctrico.

D.Brietz (ref.11,12) considera desafortunadoc el hecho de que
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FIG. 1.8 MALLA PARA EL METODO DE

CRANK-NICOLSON.




Feldberg haya introducido en Electroquimica el llamado Método de
la Caja, sin que se diera tiempo de qﬁe los investigadores que
pretendfan hacer simul aciones en cinética-electroquimica
maduraran hacia la utilizacién de métodos mas avanzados como el
de CRANK-NICOLSON CCN). Lo que sucede es gque el método de la caja
y el método puntual Cambos métodos explicitosd son mucho mas
faciles de implementar en la practica que métodos implicitos ¢omo
el CN. Es interesante hacer notar que ya en 1968 ,Nadjo,Saveant
et al. C(ref.48) efectuaron el estudio de un mecanismo del tipo
ECE con dismutacidn empl eando la técnica de CN. Mas

recientemente,se ha vueltoc comin el uso de ésta técnica de

simulacién en estudios  de Croncamperometria Cref.43),sin
embargo,para preestudios de simulacidén aun siguen siendoc muy

valiosos los métodos explicites.

Fara entender el esquema de CRANK-NICCLSCN,=s conveniente
visualizar los puntos de concentracidén en ‘una malla Cver
fig.1.9).

En el método de CN, se efectuya una estimacidn de la concentraciédn
en t + 38t para i,i-1 e i+l1, tomando el promedic aritmético de

las concentraciones en t y t +6t,asi:

R - 2 . y .

CLC‘L*‘%&) = 3 (G + Cu» €1.81ad
- - 3 . .'.__

Cttct+§6) 3 CCia + C’i-1D Cl1.81b>

Ci.+1ct+_;.6) = 1 (Ci+1 + C’i+1d (1.81co

Recordando de 1.952> que:

d%c D
ax: cao?

f

b

-C Ci-1 — 2Ci + Ci+st D C1.820

al sustituir €1.81) en (1.82) se obtiene:

L .
D = P (EC Ci-1+ + C*i-10 - 2C }é-)CCi. + C*) o+ :-La—CCi.»fx + Cliead )
ax A
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p2 € = L. D [ Cia + G - 2G - BCTL T+ Cint + Clia ]
% Z can?
reordenando:
" a*c 1 D
p-2.¢ - L 2 [Cit - BCi + Cisg + Q- =~ C°L + C vt ]
e © cao?
como ademas:
2
D6C=£’~C_:_C'L - Ct
2 at At
ax

el esquema de CRANK-NICOLSON queda:

——D——z--CCi.—z - 28CL + Ci+a + C’i-1 - 2C"1L + C>i+1D

¢ 1.832

C'i - Ci _

L.
At 2

En forma mas general se ha propuesto C(ver Richtmeyer ref.54,

Feldberg ref.27, y Brietz ref.12) la férmula siguiente:

= LA; ct . D SLC1-ACCis ~ 2CL +Civdd + CCim1 —2CT1 + CTi+1d]
CAXD
C1.84>

donde:

O explicito

3 = grado de implicidad =  ; CN C1.8%D

1 implicito (Laasocnen)

Cuando 3 = O se genera la conocida férmula explicita C1.52)

obtenida tanto por el método de la caja como por el método
puntual. Para 3 = } se obtiene la férmula implicita (1.83D0 gue es

la del método CN. Y si 3 = 1 se llega a la férmula de Laasonen
Cref.42,27):

c’i - Ci D |
i = ~+CClime = 2C*L + C’ivad C1.86)
CAXD
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que es estable para cualquier valor de A, pero da resultados cuya
presicién es menor en comparacidén al método de CRANK-NICOLSON.

En el apéndice C, se da una subrutina adaptada al BASIC de 1la
Hewlett -Packard 9826, para el método CN. )
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CAPITULO II

EL METODQ DE LOS RESIDUOS PESADOS C(MRP) Y SU APLICACION A LA
SOLUCION DE PROBLEMAS DE CINETICA-ELECTROQUIMICA.

2.1 INTRODUCCION.

Lo que puesde ser considerado como el primer método de residuos
pesados (MRP) fue desarrollado en 19185 por Galerkin (ref.360.

Sin embargo, el MRP clasicoc aparecié en la década de los
cincuentas en textos y trabajos de investigacidén sobre “Metodos
Aproximados del Analisis Superior” C(Kantorovich,ref. 412 o
relacionados con “El tratamiento numérico de ecuaciones
diferenciales” <Collatz,1960,ref.21)-. 7 -

Posteriormente es W.F. Ames—en los-sesentas. quien impulsa la
aplicacién de este tipo de métodos en la solucidédn de “Ecuaciones
Diferenciales Parciales No lineales en Ingenieria’” Cref.a>.

Villadsen en Dinamarca,consciente de la larga tradicidén de las
uni versidades técnicas escandinavas al dar a sus estudiantes una
sédlida preparacién en matematicas clasicas,reconocid la falta de
habilidad de los mismos estudiantes en la manipulacidén de métodeos
numéricos incorporados a la modelaciédn de procesos en Ingenieria
Quimica. Y es entonces cuando se decide a publicar Cen 1870) su
libro sobre "“Metodos Aproximados Selectos para (la solucidén ded
problemas en Ingenieria Quimica’” C(ref.59),texto a cuya aparicidn
siguid el de “Solucidédn de Modelos de Ecuaciones Diferenciales por
Aproximacién Pelinomial” (Villadsen y Michelsen,1878,ref. 80D.

Casi al mismo tiempo Finlayson (en los E.U.D) del Departamento
de Ingenieria Quimica de la Universidad de Washington publica su
libro sobre “El Método de los Residucs Pesados y Principios
Variacionales” 1972, ref.335>. Un texto del mi smo autor
correspondiente a la década de los ochentas aparece con el titulo
“AnAlisis No Lineal en Ingenieria Quimica” (ref. 34D
No resulta dificil imaginar que con los textos de Ames,Villadsen
y Finlayson los electroquimicos de los 70’s no tardaron en

incorporar el MRP a la modelaciédn de problemas en Electroquimica.
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En especial, un método de residuos pesados particular conocido
c‘omo “Método de Colocacién Ortogonal” CMCO) fue utilizado por
whiting Yy Carr en la simul acidén de la respuesta
cronoampercométrica de varios mecanismos electroquimicos

(1977, ref . 613.

Posteriormente Rieker y Speiser usaron la misma técnica para
hacer simulaciones de voltamperometria ciclica (1979,ref.56D.

MAs recientemente Pons escribié una monografia sobre “Técnicas de
Aproximacidn Polinomial para Cla solucidn ded ecuaciones
diferenciales en prcblemas de Electroquimica” (1984,ref.502 y de
ahi en adelante han seguido apareciendo en la literatura
electroquimica trabajos de investigacidn que hacen uso en
especial del MCO.

Hay que seffalar que los mét odos de residuos pesados
representan una buena alternativa en relacién a los meétodos de
diferencias finitas. La justificacién del wusc del MRP en
Electroquimica proviene del hecho de que en algunos casos el MDF
presenta problemas de inestabilidad y tiempos computaciocnales
relativamente - altos. Se ha enfatizado en la literatura
electroquimica Cref.50) que el MCO es un método de residuos
pesados al%amente eficiente y que da resultados cuya presicidn y
tiempos computacionales bajos, hacen que valga la pena el
esfuerzo extra necesario para implementarlo. Sin embargo, no hay
que pensar que el MCO es lo uUltimo en métodos de simulacidn en
electroquimica, dado que aun en trabajos muy recientes
C(ref. 43,450 sigue haciendose uso de las técnicas de diferencias
finitas. En realidad, no hay que perder de vista el hecho de que
la técnica de diferencias finitas es considerada como el unico
método que es universalmente aplicable tanto a problemas lineales
como a no lineales CAmes,ref.2D.

Algunos métodos de simulaciédn mas sofisticados como el Método
del Elemento Finito C(MEF) (ref. 20> también han sido utilizados
en la solucidn de problemas en Electroquimica.Sin embargo,la
complejidad inherente al MEF ha provocado que realmente sean
pocos los investigadores que se dediquen a resoclver problemas de

simulacién numérica electroquimicos con ésta técnica.
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La seleccién de un métedo particular de simulacidn en
electroquimica -puede ser todoc un compromiso; si por ejemplo,se
desean obtener resultados preliminares C(que podrian resultar
terminalesdal atacar un determinado problema electroquimico, tal
vez lo mejor seria comenzar implementando un técnica explicita de
diferencias finitas, ya sea el Método de la Caja o
preferentemente el Método Puntual. No debe olvidarse que Feldberg
desde 1984 hasta muy recientemente viene obteniendo resultades
positivos en la simulacién de una gran variedad de técnicas
electroquimicas C(ref.28,29,31,32) con la sola utilizacidén del
denominado Método de la Caja. Por otro lado, si al haber
seleccionado un determinado MDF se obtienen resultados poco
satisfactorios, entonces conviene implementar el MCO. Si el
problema electroquimico a considerar requiere de alta
sofisticacién podria valer la pena hacer el esfuerzo de
profundizar en la comprensién e implementacién del MEF.

Y si como alternativa adicional, se requiere de estudios
profundos de Fisicoquimica de Superficies que compliquen el
problema electroquimico original, se tendra probablemente que
implementar un programa que efectue simulaciones con el Método de
Monte Carlo (ref. 38)

En lo que respecta a la seleccién de un método para obtener la
solucién de las ecuaciones diferenciales parciales asociadas a un
mecanismo dado en cinética-electroquimica, cabe mencicnar una
ventaja adicional del MRP con respecto a otros métodos; el MRP es
Junto con otros métodos aproximados C(como por ejemplo,la técnica
de perturbaciones (ver Ames,ref. 2 ) aun no muy utilizada en
Electroquimicad una técnica que permite obtener soluciones
analiticas aproximadas en la forma de funciones que son cercanas
a la soluciédn exacta del problema lineal o no lineal considerado.

Es en ésto dltimo en lo que se insistira en éste capitulo.

2.2 EL METODO DE LOS RESIDUOS PESADOS CMRPD

En esencia el MRP, puede ser formulado en un dominio D de la
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manera siguiente;supdngase que r es el vector de las variables

independientes,entondes:

L [ul = FCr> {2.1a0
}k[u] = CkCr) k=1,2,. .. .. C2.1b0

donde L es un  operador diferencial parcial no lineal,’;‘)<
representa el numero apropiado de condicienes a la frceonteras,
siendoc ¢ ¥ Ck funciones de las coordenadas empleadas.

Lo que se busca en ésie método es una solucidn aproximeda al

problema C2.12 en la forma lineal

aCr2 =
APROX A k

™
uwrd = ¢+ Ta-¢ ca. 2
L
donde uCr)Aes la soclucidn aproximada,r¢: fepresenta el conjunto
de soluciones que cumplen con las condiciones a la frentera
(2.1bd, 1las ¢U t=1,2,. . .n son un conjunto de funciones
prueba” escogidas de antemanoc y se selecciocnan a menudo de modo
tal que también cumplan con las condicicnes a la frontera, aunque
este requisito puede ser modificado.
Las funciones prueba ¢ ) deben ser linealmente independientes vy
deben representar las primeras n funciones de algun conjunto de
funciones {¢thutzp. ..el cual es un conjunto completo =n la
region de integracidn considerada.
Las aﬁs son parametros constantes indeterminados cuando las
funciones prueba ¢L son ‘fﬁhciones de todas las variables
independientes.Pero, si una o© mas variables independientes no
estan incluidas en la seleccidén de las ¢L’ entonces las o seran
“funciones indeterminadas”.
Lo importante en el MRP consiste en tener un criterio para poder
fijar las a . Basicamente, estos parametros o funciones
indeterminadas deben ocbtenerse de tal manera que el “promedio

pesado” de la ecuacidn residual siguiente se anule:

n
»
R ta,¢1 =% - L ful & - L [¢k + E aL~¢>_L] 2.3
1
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donde la notacién E‘fatua} indica la dependencia de R con & ¥
las funciones prueba ¢L . Es claro que, cuando u, es la solgcién
exacta, entonces R = 0. Evidentemente, el éxito en la utilizacion
de este tipo de método radica basicamente en poder seleccionar en
forma adecuada las funciones pruéba.

En relacién al “promedioc pesado” al que se hizo referencia

anteriormente, se tiene que la siguiente integral
[ w-R la,p1 dr’ =0 c2.4d
] L L
D

debe ser cerc para £l dominio de integracidn considerado.

La seleccién de la funcidén pesc w definirid el métocdo particular
}

de residucs pesados a cconsiderar.

Algunos de los métodos de residuos pesados mas utilizados en

Electroquimica vy en la literatura de Ciencias e Ingenieria son

2.2.1 EL METODO INTEGRAL (dentro del cual queda incluido el

método de momentos y el método del subdominio de primer ordend

En éste método la funcién peso w se selecciona de modo que
J

Asi, por ejemplo cuando j=0 , w = 1, teniéndose el método
J
integral de aproximacién a primer orden, con lo cual hay que

evaluar la integral siguiente:

j R [a,pldx = f RCu d>dx = O 2.5
L L A

D D

esto es, suponiendo un problema en una sola dimensién x.
Lo que resulta de efectuar la integracidén (2.5), suponiendo que

= depende del tiempo es una ecuacidn diferencial de primer orden

en u .
A

2.2.2 METODO DE GALERKIN
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Aqui las funciones peso se seleccionan de forma que sean iguales

a las funciones base de la solucidén aproximada U esto es
wo= pCxD Cz.82

con lo que se requeririd gque se anule la siguiente integral del

promedio pesado:
f #R dx = 0 2.7
o J

La ventaja del método esta en que tiende a la solucidén exacta

cuando j ——®
Z.2.2 METODO DE LOZ MIMNIMOZ CUADRADOS

‘ z
En este caso se minimiza la integral del cuadrado del residuo R

con respecto a los parametros indeterminados o, asi:
i :

dRCu D

A

da CtLD
L

a

2 _ —
¥ TR fDR dx = 2 fDRcUAJ dx = © 2.8
1

de donde se infiere que las funciones peso w se definen en éste
i

mé&todo como:

gRCu >
A

Y. S Faciy C2.9
1

El resultado de integrar (2.8) es un conjunto de n ecuaciones de

las cuales pueden obtenerse los parametros indeterminados a Ctd
t

2.2.4 COLOCACION GENERAL

Las funciones peso en este métcdo de residuos pesados estan

dadas por:
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w = &(x - xe c2.10>
J

siendo & l1la funcidén delta de Dirac, la cual se define C(ver

Arfken,ref.4> por medico de sus propiedades asignadas
&Cr> = 0 , r # 0O c2.112
f r<r>ecrddr = £CO ca2.1a>

como caso especial de la ecuacién (2.12) se tiene que cuando
FCrD=1:

f SCrldr = 1 C2.13

La &(r) no es realmente una funcidn ya que es indefinida
Cinfinitad en r=0. Ademias &Cr) solo esta definida durante una
integracidn.

Con las funciones peso dadas por (2.102 la integral del promedio

pesado sobre el dominio D considerado queda:

J‘ wRCuU,Ddx = f SCx-xJRCU Jddx = RCu (xDJD=0 c2.14d
b ! A b } A AT

de modo que el residuc R esta dado en términos de un conjunto
fijo de puntos de colocacidn xX.

El “Método de Colocacidn Crtdgonal" CMCO> que se discutira mas
adelante consiste basicamente en seleccionar los puntos de

colocacidn x de modo tal 'que sean las raices reales de un
J

polinomio ortogonal.
2.2.% METODO DEL SUBDOMINIO

En éste método el dominio D se subdivide en n subdominios D/n con

n=1,2,3, ,esto es D ,D ,D,....D .
1 2 3

n

Las funciones pesc se seleccionan de modo que
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wCD) =1 ‘ cz2.15)
T
w (D) =0 jo* K ce.18
10 que significa que las funciones peso son iguales a 1 cuando x
esta en un.dominio particular D y se anulan cuando x esta fusra
i

de dicho doﬁinio. -

La integral del promedio pesado es en este caso:

f Rdx =0 , j=tz,..... N C2.17>
D

3

2.3 EJEMPLO DE APLICACICN DEL MRP A UN MECANISMO ELECTROQUIMICO
CATALITICO. —

Considérese el mecanismo catalitico siguienter

Ox + ne s—————= PRed - (2.18ad

X
Red + Z E“”’T;“"" Ox C2.19bd

2

Las ecuaciones diferencisnles parciales asociadas a este mecanismo
que permiten conocer la variacién de la concentracidén de las

especies Ox y Red en el tiempoc son:

2
Fox . p 9 Cox , pc e - k_-Cox c2.19ad
at. ox 2 1 Z red z
Ix
dCred aaC d
derec - p L -re - -C C + k C (2.18b>
at red 2 1 Z red 2 ox
aIx
En la practica, puede considerarse que la concentraciédn del
componente 2, CZ es lo suficientemente alta como para que

permanezca constante durante todo el proceso electroquimico.
*
A ésta concentracién se le designa como Cz = Cz' Si se define una

constante k de seudo-primer orden como:
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Kk =k -cF ce.20)
1

entonces, las ecuaciones c2.1%2 y (2.2802 se simplifican

considerablemente quedando:

2
Cox _ p 9 Cox L ¢ _ e c2.21ad
at ox 2 red 2 ox
Ix
2
9Cred _ y 9 Cred _ , .~ L .c c2.21d
at red axz red 2  ox

Ponz Tref.S502 y Galus C(ref.37) consideran una simplificacidn
adicional a las ecuacicnes (2.22> vy (2.283> al suponer gque la

transformacién catalitica C2.18b) es rapida, con lo cual:

2
o~
9Cox _ D 8 Cox k- -C 2. 22ad
ar ox 2 red
ax
ICrod 3%Crea
gxres = p _g re - k-C 2. a22b2
at red axz red

Lo interesante de este sistema de ecuaciones consiste en que
C2.22b) esta dnicamente en términos de la concentracién de la
especie Red. La solucidn analitica exacta del sistema (2.22) fue
resuelta en 18974 por Joslin y Pletcher (ref.40) dando como

resultado para Cred:

#*

Cox -k x
Cred = = exp [ - -D—]-erfc [ ST 7kt ]
+ %f--exp [xj—%—— ]-erfc [é—-7’)[;—{ + Ykt ] (2.23

Por otro lado Pons en 1984 Cref.50) resolvid la ecuacidén (2. 22bd

obteniendo las soluciones analiticas aproximadas para CmdApnox

correspondientes a algunos de los métodos de residuos pesados
descritos en la seccién 2.2. En este capitulo se intenta resolver

el caso mAs complicado correspondiente al sistema (2.215 que
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puede reescribirse en términos de los siguientes parametros

adimensioconales:

T = tDred o X 4 _ Dox C2.24a,b,cd
lz i Dred
z z
p =Xt 5 o k2l c2.24d.
i Dred 2 Dred
Fred = C':ed , Fox = C:x C2.24f,g>
Cox Cox

donde ! es una distancia al electrodo tal que al final del
experimento va no hay difusidn de especies. ( L podria
considerarse igual a 688 o 108 de acuerdo con la ecuacidén 145 del
primer capitulo de esta tesis)

Sustituyendo (2.24) en el sistema (2.212 se obtiene:

9Fox - q.2. Fex 4 3 .Freda - f3_-Fox c2.25a)
atT 1 2
ax
dFrod 3%Fred
°d = re - 3 ‘Fred + (3 -Fox C2.25bd
aT axz 1 2

Las condiciones iniciales a las que esta sujeta el sistema

anterior de ecuaciones diferenciales parciales son:

CoxCx,t=0) = C" . FoxCX,0) = 1 c2.26ad

Cred(x,t=02 = O , FredCX,02 = O ca. 28bd

Para las condiciones a la frontera en x=0, 120 se tiene que:

CoxCx=0,t) = 0O , FoxCO,T> = O 2. a7ad

testo es asi,so0lo en el caso de que el pulso de potencial apli-
cado,sea de tal magnitud que la concentracidn de Ox se reduzca
itnmediatamente a cero @n la superficie del electrodo)

*
CredCx=0,t> = C , FredCO,TD = 1 ca.27bd

Las condiciones a la frontera en x—®» , t20 son:
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1 c2.28a2

CoxCx—m,t) = CF * . FoxC1,TD
CredCx—s00,t) = O , FredC1,TD = O c2.28bd

donde se ha supuestc como una aproximacidn suficiente gque X—®

puede ser reemplazado por x— ! , de modo que:
lfim X = lim X = —%— =1 a2
X—% 0 x—> 1

Considérese ahora, de acuerdo con Pons Cref.S50) una “frontera de
difusidn mévil  de espesor adimensional b(TD como la mostrada en

la figura 2.1. Ahi, puede verse qgue:

— Al aplicar el pulso de potencial,Red comienza a difundirse
- Mas allad de la frontera.cuya distancia al electrodo se

denominara b , la concentracién de Red es igual a cero.
- Se supone que atrids de la frontera, la especie Red esta

representada por un gradiente continuo.

~- Ademas, b es una funcidén de T solamente; b = blT1D

Es posible tratar la distancia adimensicnal X=x7! como una

fraccién de bC(TD, por lo que conviene definir:

X

. ca. 300

Iy,

siendo u una transformacidén de distancia adimensicnal que es
simplemente una fraccién del espesor de la frontera de difusidn.
Lo impeortante de la transformacién (2. 300 consiste en que combina

tiempo y distancia en una sola variable adimensional.
Dada la naturaleza del modelo de ““frontera de difusidén mévil”,

hay que imponer las siguientes condiciones iniciales y a la

frontera:

1> las concentraciones fraccionales de Ox y Red en la superficie

del electrodo C(X= 0D son:

FredCO,TO= FredCu=0) = Fred[ﬁ(ﬁ =0 ) =1 c2.315>
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=2
FoxCO,T)=FoxCu=02> = O 2. 3222

iid en el extremoc de la frontera mévil de difusion Cu=1) se tiene

que.
l leC1 I) - I !Gdc u—l) - I red | ———— = 1 - o Ca. 3‘23

iii) no hay flujo de materia a través de la frontera mévil:

AFredld _ ., _ X - - F' ¢1d> = O ca. 3%

Y IV F,,d[ R s ) 1] Fred

AFoxCpd £ 10 = O ce. 362
644 ox

1v) al inicio (T=0D, la frontera mdvil esta localizada en 1la

superficie del electrodo,
bCT=0> = O c2.37D
Tomando en cuenta el modeloc de frontera mévil de difusidn , las

ecuacicnes (2.2%a y b) pueden reescribirse en términos de u. con

ese objetivo en mente hagamos:

FredCpud = Fred[—t-))c(—.r)——] . ca. 38>
X X X
dFroedC) _ aF”'d[bCT)] _ "F“d[bcn]. a(bC’D
aT aT - a[ X aT
bC T
dFredCpd | X X o1 s
3T - Fred[b('l')] BT ety P ¢
FredCud _ . o -1,
5T — = ~ Fl S ubCD b (D cz2. 3




Ademas:

X X X
OF r 0dC 2 _ "F““E:cn] _ aF““’[bC'D) . a(bC'DJ
ax ax 8 X ax
bl TD
dFredCu> _ _, . -1
X FredCuD bC 1D
, X . -1 X )
azF'redC;_l) _ aFred[bCT) bCTo . a&c‘[’)]
2 - X aX
X 2\
3%FredC D -2
——2 R H2 = bed ‘Fr G
ax re
de manera analcga para Fox = Fox(u) se obtiene:
OFoxC) -k pbCD T b D
aT ox
AFoxCud _ . . -1
% " FoxCu) b T2
A FoxCd 2
———‘%—“— = bCTD 2 FrrCw
ax oXx

sustituyendo las expresiones (2.39-2.44) en el

ecuaciones (2.25a y b) se cbtiene:
-F* R -1 *C - -2 ., , .
red(u) x-bCTD> "b’CTD bCTD FrodCy) BiFredCy)
+ R F Cud
2 ox

-1 .—2
-F’ Cud-u-bCTO b’ = -F*?
ot M C ) bCTD Fony) + ﬁiFrodC“)

- F
[32 oxc 2
siendo los residuos:

RE = -F' () -u-bCT ‘b’ - TR
E, realH? M BCDTDICTY = BCD TR Cud + BF

- [ F o
2 ox
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-1 -2
= -F’ e - - *? - F Cud
REZ FoxCp) M-bCTD "B CTID bCTD FoxCp) Bi o o

d
+ BzFoxCu) 2. 482

Uno de los pasos que resultan clave en el MRP consiste en la
seleccién de una funcién prueba para Fred(ud. Se comenzara
considerando una solucién aproximada del tipo mostrado en 1la

ocuacidén 2.2), essto os: -

N
Fred = f (X, TD = fC¥X=0, T2 + £CX=1,T2 + L alID ¢ (XD 2. 49
APX N P L |

=1

pero puesto que p = ulX,T). entonces:
N
~ C = C =02 ; Cu= - C C —5 J
FredAPx_ fN j7p) =0 fCu=1> + }: EL;.D 2.80
v =1
donde:
ELC“) = £ CX, T2 = «aCTID-¢ CXD c2.9510
L L L

es costumbre proponer de entre varias opciones de seleccidn de

funciones base, la siguiente:

L+t

ECud = p - Civldu = L = Ci+1D] ca.52d>

para la primera aproximacién N=1. Asi ,al tomar en cuenta las
condiciones iniciales y a la frontera (2.31) y (2.33) la ecuacidn

(2.50) se convierte en

_ -~ _ z - N2
FEedAPxCu) = F}edACuD = fN:JJL)— 1 + 0 + u 2u C1 -0 c2.83>
cuya primera y segunda derivada con respecto a p es:

Fred () = 2u - 2 c2.54d
F’’red Cpd = 2 c2.55)

las ecuaciones (2.53) y (2.54) deben cumplir con las condiciones

iniciales ¥y a la frontera (2.31),(2.33 y (2.3%:
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Fred L n=0) = c1-0>% =1 C2.56ad
Fred Cu=1) = c1-10%2 =0 C2.56bd
Frred Cus1d = 21> - 2 = 0 C2.56ed

Por comparacidn es facil ver due (2.856a,b ¥y <2 coinciden ccon las
condiciones iniciales y a la frontera [C2.312,C2.33> Yy c2. 3821
impuestas en el modelo de la frontera mévil de difusidn.

Por otro lado, para Fox = Foxqn se puedé proponer directamente

la siguiente funcién prueba de aproximacién:
Fox (10 X gCu=0d = -2+ 2u ce. 57

que cumple con las condiciones 1niciales y a la frontera

(2.32>,02.34) y (2.36) come se demuestra a continuacidn:

Fox Cu=0 = gCu=0> = -cod? + 2¢Oy = 0 c2.58ad
Fox Cu=1) = gCu=1> = 13?2 + 2c1> = -1 + 2 =1 c2.58bd
'F’oxAcu=1) = gCu=1> = -2C(1> + 2 = 0O C2.58cD

la primera y segunda derivada de C2.57) es:

F~ oxAC p) = —2u + a2 2.5
F”oxACuD = -2 ca. 600
En resumen, con las expresiocnes en funcidn de ¥ para

Fred ,F’red ,F*’red ,Fox ,F’ox y F’’ox es posible escribir los
A A A A A A
residuos th Y REZ (dados peor las ecuaciones (2.47) y (2.482) de

la manera siguiente:

R = 2pC1—ObCD B¢ - abC 2+ ﬁ”CJ.—,uDz

- B ~uZs2w ca.61)
RE = -2uC1-DbCT> 'b'CTD + 2ecT 2 - rsic1—y>z

SEAS -uZvew cz2.62>

o en forma mias conveniente para cilculos posteriores:

w
(=]




]

bCTORE = 2uC1—OBCDB’CD - 2 + {3’1C1—u)szT)z

- n.c —u2 2o bc T ? cz.63d

bCIDZREZ

fl

z 2z
—2uC1 0 bCDOb’CTY + 2 - BiCl—u) bCTD

+ pc —ureobc c2.84)

A continuacién se efectua la aplicacidén de algunos de los
met.ados de residucs pesados considerados en la seccidén 2.2 al

mecanismo electroquimico catalitico (2.18D.

2.2.1 METODO INTEGRAL APLICADO AL MECANISMC ELECTROQUIMICO
CATALITICO.

Con el método integral w = 1, por lo que la integral a evaluar
J

es:

1
j Re Cuddu = O c2.6%
o]

multiplicande la integral anterior por bCT){ se obtiene la forma

mas conveniente:

1
I bCT)ZRr:iC,u)d,u = 0 c2. 66
[o]

sustituyendo (2.865) en (2.66):

1
[ {abCDb C -1 - 2 + BbeTDZIyz - 2u + 11
o]

- nzbcnzt-,uz + 2ul  Jdu =0 .67

el resultado de integrar (2.67) es la siguiente ecuacidén

diferencial de primer orden:

BCTOB'CTY - 6 + bcvr)zc(a1 -26)> =0 C2.68)

51




ecuacién cuya sclucié&h, despues de tomar en cuenta la condicidn

inicial bC0>=0,es:

1/ 2
— 6 _ _
bCTY = {W.(i - exp [ -2¢p, 2{9231-])} ce. 69

2l caso especial en el gque la constante de velocidad kz——aO. o

bien 3 ——0, lleva a la solucién limite siguiente:

6 -
(?1

1/2
bCTD = { (1 - exp [-aﬁir]} c2. 70

gcuacidn gque coincide con la sclucidn que Pons (ref.S0) cbtuvo
para el sistema mas simple (2.22). Una vez que se tiene una
expresién analitica aproximada para bCT), resulta ya directo
obtener una expresidn aproximada para la concentraccidn

fraccional de la especie Red:

Fred (pd = £ = C1-wd’= (1 - X ] c2. 71>

2

Fred (X, T> = {1 - . X }
[WFE?*?'“ s [—acni-anzﬂ])] ca.7ad

la expresién analitica aproximada para la concentracidn

fraccional de Ox se obtiene recordando que:
Fox (X.T> = gCud = - p° + 2u c2.73d

— Xz
&)
E—{?"Ta—-[gz—)[i - exp [—2((31—8(?2)'1']]

Fox (X, T> =
A

+2X
{CT%{;Z—)P - exp [ -2 —2p)> ]}}

12

2.74>

La comparacién de (¢2.72) en el caso ﬁz= O con respecto al

resultado analitico exacto de Joslin y Pletcher Cecuacién C2.23))
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fue presentada por Pons (1984,ref. 303 llegandose a la conclusidn
de que la solucién analitica aproximada para meA Cen el caso
BZ=O) da resultados muy cercanos a la solucién exacta. Por otro
lado, las soluciones mas completas para F’redA Y FoxA aqui
presentadas aun no han podido ser comparadas con algun resul tado
analitico exacto C si es que este existed dado que en la revision
bibliografica efectuada (que no fue exhaustivad) se toma por lo
general la suposicidén simplificadora BZ=O.

Hay aun un detalle adiciocnal que conviene aclarar. Uno podria
preguntarse ; . Céme se llegd a la ecuacidn diferencial para bCTO
sin tomar en cuenta el residuo Rsz? y Que pasaria si
consideraramos el residuoc REZ en vez del RE;? l.a respuesta es

simple, dado que de (2.61) y (2.62) se deduce 1la siguiente
igualdad:

Re = - RE ca2.780

con lo cual:

1 1

j Re CpOodp = f RE Cuddp = O C2. 76D
Q (o]

se observa entonces gque la consideracién de REZCp) en la integral

C2.76> también conduce a la ecuacién diferencial (2.88) para
bCTD.

Falta también seflalar que la solucién (2.69) para bCTD) sélo es

valida hasta el punto en el\que la frontera mévil de difusidn

alcanza el limite b = 1, de modo que:

& 1,2
{?B;TEﬁZT (1 - exp [-2Cp-282T 1) } =1 2. 77

asi, en el limite b=1

_ L 1 _ B - 2B
Titm 2CE, 2R, in [ 1 5 ] 2.78
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2.3.2 EL METCDO DE MQMENTOS APLICADO AL MECANISMO ELECTROQUIMICC
CATALITICO.

Agqui ., se_considerari umafuncién peso tal que w = u, con lo que la

integral del promedio pesado qﬁeda:

1 1
. - . = 2.7
I 17 Rstdu foy Rzzdpf 6]

o

sustituyendo la expresidn para RE1Cu) dada por (2.61> en (2.79

se tienae que:

1

[ {euct e b (D - abeD + B 1o’
o

- BZC~y2+2u)}dg =0 CZ. 800

efectuando la integracién se llega a la siguiente ecuacidn

diferencial de primer orden:

1 1 7 2
. » — . - = C2.81>
= bCTob*CTD 1 + 1= Cﬁ1 S(’s’z)bCTD @)
reordenando:
1
J bCTO4dblCTD _ = - T cz. 82>
o C1/12)Cﬁi—562)bCTD -6
la solucidn de é&sta integral -es:
12 1,2
el caso limite en el que kz = O, con lo cual BZ= O , simplifica
la ecuacidén C2.83D resultando:
12 1,2
bCTd = { 1—?—1— (1 - exp [—ﬁlT])} . c2.84D

ecuacion que coincide con la obtenida por Pons (ref.80>
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Si ahora se sustituye (2.83) en (2.93) y (2.87) se obtienen las
soluciones analiticas aproximadas para las concentraciones

fraccionales de las especies Red y Ox:

2 _ _ X
Fred (x> = C1-p0% = [1 X ]
4

= X

FredAcx’D ) "t 12 1.2
{m(l - exp [‘Cf?i—S(?ZDT])} = asy
2
FoxACu) = -y + 2u
2

FOXACX,D = 12 X

{?ﬁ1 - 532)'(1 - exp [-(n1 —Sﬁz)T])}

+ 2X

12 172
{cm = Bpz> (1~ e [ 'SBZDT)} c2. 86D

2.3.3 METODO DE COLOCACION GENERAL APLICADO AL MECANISMO
ELECTROQUIMICO CATALITICO.

Recordemas de la seccién 2.2.4 que en el método de colocacién,

las funciones peso w vienen dadas por la funcién delta de Dirac:
J

sz SCu - ud 2.87D
“ j

Y que dadas las propiedades de esta delta, el promedio pesado

queda:

1
f cSCu—uj)R!-:ic;J)du = Rx-:imuj) = 0 C2.88)

(o]

o de manera alternativa:

bCTDzRE‘CuJ,) = - bCDZREZCp_) =0 c2.89
J
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donde las u. son N puntos =n el intervalo [O,bBCTD]. Si se
i

selecciona 12 arbitrariamente como un punto de colocacidn y se

sustituye este valor, ya sea en la ecuacidén (2.63> o en la

(2.64), se cobtiene:
bsti = 2uCl-wObb’ - 2 + A1C1 - B% - p2C-pi+ awb’= 0

z el 1 . 1
b'RE = 2(z)(1- )b’ - 2 + AL - (3))°p°

f
[\
C
(v

- p((5) 2(F)T = © 2

con lo que se llega a la siguiente ecuacidn diferencial de primer

orden para b(TD:

%-bcnb’cn -2+ %-[cm - 362> Joc? = 0 ca.91d

cuya solucidn es

8 12
oD = {—praamy (1 - exp [ e T])) €282

que en el caso limite con B2 = O, también ccincide con 1la
solucidén de Pons Cref.S0)

Las concentraciones fraccionales aproximadas para Red y Ox

estan dadas por:

2
Fred C¥X,TD> = 1 - X
* 8 12
{m'(i - exp [—cm—srszn])}

c2.93>
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_Xz
{fﬁTTgﬁ;j‘(l - exp [—Cﬁi—3ﬂz)T])}

Fox CX,TD =
-~

+ 2X

1/2
8
{Eﬁ?isnza'(i - exp [‘Cﬂ"332)])} c2. 94>

2.3.4 OTRCS METODOS DE RESIDUOS PESADOS Y SU APLICACION AL
MECANISMO ELECTROQUIMICO CATALITICO.

Habiéndose hasta aqui considerado la aplicacién de algunos
métodos particulares de residuos pesados, faltarfa considerar el
Método de Galerkin v el Método de los Minimos Cuadrados. Con
respecto a la aplicacién del Método de Galerkin al mecanismo
electroquimico catalitico C2.18) ya Pens (ref.S0> ha resuelto
parcialmente el problema considerande el caso limite en el que k2
y 32 son cero. En el caso 3z # O, se tiene para el Método de
Galerkin la complicacién de tener que elegir comeo funcidén peso ya
sea f(w) [(dado por(2.5331 o glud) definido por la ecuacidn
C2.87).E1 Método de los Minimos Cuadrados involucra mucho trabajo
algebraico, tal vez mas de lo que vale la pena, socbre todo
considerando que en general métodos mas directos como el de
Colocacidén General dan resultados que son bastante cercanocs a las
soluciones analiﬂicas exactas.

Un comentario adiciocnal; se recomienda ampliamente revisar la
monografia de Pons Cref.SO)\en donde ademAs de presentarse la
comparacién de funciones de aproximacién polinomial con respecto
a4 soluciones analiticas exactas para el mecanismo electroquimico
catalitico (2.18) en el caso limite (32 = 0O, se tratan varios
mecanismos de cinética-electroquimica por medio de la técnica de
"Colocacidn Ortogonal” (MCO). Sin embargo, hay que tener cuidado
en el estudioc y revisién de la citada monografia, dado que
contiene varios errores de impresién u omisién.En particular,se
detectaron incorrecciones en las ecuaciones siguientes de la

monografia de Pons:(13>,C17),022),C45),046>,C47),(83) y (54).

57




2.4 UNA INTRODUCCICH AL METCDO DE COLOCACICN ORTOGONAL CMCOD

En el Método de Colocacidén Ortogonal se parte del hecho derﬁue

dada una funcién real F(x) definida en el intervalo [>i.xnb es

posible, para n puntos de colccacidn X aRae e X X hallar un
. . -1 , . _
polinomio de grado n-1, p" (x>, que coincida con F(xXD en cada
uno de los puntos x . Si se incrementa el ndmero de puntos, se
T

tendra gque hallar un nuevo polinomio de grado superior que
describa F(x).Este proceso puede efectuarse de mcdo que en el
limite, la funcidn FCxD pueda ser descrita en cada punto. Los’
puntcs de inteﬁpolacién estan definidos por las raices del
polinomio escogido.

La seleccidn del polinomio a utilizar puede ser variable; en
particular en problemas de Ingenierf{a Quimicx y Electroquimica ha
resultado conveniente la utilizacidn dJde  ciertoS polinomios de
Jacobi cuyas propiedades, en detalle. pueden ser consultadas en

el libro de Villadsen (ref.860). Aqui, sclo se esquematiza lo mas

importante.

Sea un polinomio P;Y’ékxj definido por
4 o7 N i 1
PNY' x> = ¥ -1« 2. 9%
L =0 v
donde 77_L = 1 v los demas coeficientes 7 se encuentran a partir
. 18

" de la propiedad de cortogonalidad siguiente:
1 6 )
[ x C1-XDYP)CXDPNCx)dx =0, j=0,1,..N-1 ca.o8d
o .
A los polinomicos definidos por (2.96) se les denomina polinomios

de Jacobi. Una forma mas conveniente de (2.96) es:

1

5 .

[ x c1—x>7-x.1.chx>dx = 0, j=0,1,...N-1 c2. 97>
o]

Puede demostrarse a partir de ésta integral, que se genera el

siguiente conjunto de ecuaciones lineales en 7. :
18
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Mp =20 C2.38)

donde las barras superiores indican notacién matricial.

Los elementos de la matriz M estan dados por:

M = CCO+1+i+3D "TCyp+1d ., yN-L c2. o
L] CCy+&+2+i+jO
tz0,1,....N ., o= oOo,1,....... N-1

puestoc que:

1

m n TCm+1D ' T'Cn+1D
- = (&.100>
Io x C1-x> dx R YT p)
en particular, para y = & = O, se cobtiene la siguiente relacidn

caracteristica de los polinomios de Legendre:

N-1
FCi+j+1>-TC1d N-i c-1D
= < C~- = (2.101>
M. Feivgee < R
si por ejemplo N=2; i=0,1,2 y j=0,1 . Con lo cual la matriz

(2.98) puede escribirse en forma explicita como:

M= [ 1 -1/2 1-3 ] no - 5 2,102
1/2 -1/3 1/4
1
7,
como no =1, esto se reduce a:
- n -
{ 12 413 }[ 1] - [ 1] 2. 103D
-1/3 41/4 nz -1,2
de aqui que n, = nz = 6 , y entonces:
(0,0 =2 N-i i 2
P, Cx> = £ (-1 ‘nx = Bx -Bx + 1 (2.104>
. L
L =Q

Otro método para generar los polinomios de Legendre es la
conocida férmula de Rodrigues:

59




N N
.S TS _ (-1 TCEH) d N NS C2.10%)
P TG0 -0txT = S imrms de[Ci x 7]

Tomandc nuevamente comc ejemplo el polinomic de Legendre con

N=2, la aplicacién de la férmula de Rodrigues conduce a:

S [ca-xDx"] = ex®- ex + 1 C2.1086)

ecuacién que es idéntica a la (2.104D

Conviene,sin embargo, seflalar que la férmula de Redrigues
resulta poco util como para generar en una computadora en forma
automatica los polinomios de Legendre. Con ese objetivo, ha sido
propuestoc por Villadsen un esquema computacional mas eficiente
que permite generar dichos polinomios, asi como efectuar el
cidlculo de sus raifces Cpuntos de colocacidnd. Las subrutinas

apropiadas para hacer esto pueden consultarse en el libro

original de Villadsen y Michelsen Cref.80D
Supongamos ahora que se desea efectuar la discretizacién de

ecuaciones como la que describe el fendmenc de difusidn en

Electroquimica:

== C2.107>

donde F es una concentracidén fraccional (adimensional) y X y T
son las variables adimensionales de espacio y tiempo.

Puede proponerse una funcién prueba para F del tipo:

n+2 .
T ajcn-x’"‘ Ca.108d
i=1

s
]

donde los n+2 términos en el indice superior de la suma provienen
del hecho de que X=0 y X=1 también son raices del polinomio.

En términos de los )(_L puntos de colocacidn, la ecuacidn C2.108D

sSe convierte en

n+2 )
FCX . = § a (D -xi“‘ Li=1,2,. . . . ne2 c2.10a
i=1
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Esta ecuacién es de hecho un conjunto de n+2 ecuaciones
simulténeas, siendo las variables desconocidas F y a.
Whiting y Carr (ref.61) propusiercn la siguiente representacidn

en forma matricial de la ecuacidn (2.109D

FC) = a-Q C2:110)

para X fijos, donde los elementos de la matriz Q vienen dados
L

por:

Q= c2.111>

Derivando (2.109) ccn respecto a X:

4 n+2 dxj—i
J:
o en general:
(k> n+2 (kdy >, 31
g—TkFCXKD = F aCTD i__%;___ c2.113>
ax < j=1 ! ax ‘<’
En los puntos de colocacidén X, se tiene que:
T
n+ 2
¢k (ky,j=1
d (MFi ) a(I?-Ji——%——— C2.114>
dX X=X J ax ‘<’ =X
L J=1 L
t=1,2,...., n+ 2
Lo anterior también puede representarse en notacidn
matricial.Especificamente para k=1 y k=2:
aFCTD —_— =
_EYIT - XD & €2.115
Y
a’FcD
— = aCTo D 2.1165
dX
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dx !t
L
= L1170 -
CL,j dX ce
Y — -
. - afxiT? -
— D = b ce.118>
‘L.J dXz —
puesto gue lc que e desea conocer  son los parametros
indetermfnados alT), se observa de (2.110) “que:
J.
o« =q 'FD €2.119
de modo que:
~ o _ —
I .5 e c c2.1200
dX - — -
b
4°FCcTD
=Q " FCTY-D cz.121>
2
aXx
c bien:
dFCTD —
—— = A FCD cz.122>
dX
Y
a’Fe ‘
— = B FC c2.1a23>
dX
donde:
A=¢Ccqgt y B=Dag ™ (2.124a,bd

de manera que para un punto de colocacién X, se obtiene:
T
n+2
dFCTD _ A P
X |x = 2 ., Fax. D cz. 125
L i=t
2 n+2
d"FCTD
—| = z B FCX,T c2.128d
dX x ’ J

i

i=1
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esta ultima ecuacién puede ser sustituida en la ecuacidn original

de difusidon C2.107D>, asi:

n+2

E’E. = 2 B Fcx,D ca.127>
dT x = x. L) J
v j=1
Con esto, se demuestra que la ecuacidn de difusidn (2.107) puede
ser reducida a un sistema de n+2 ecuaciones diferenciales

simultidneas de primer orden. La integracién de (2.127) puede
ofectuarse por el método Qque mas convenga al investigador
interesado. Pons Cref.S0) propone la utilizacidén del Método de
Calliaud y Padmanabhan C(ref.13). En la monografia de Pons, se
trata la discretizacién de ecuaciones mas complejas gque la
ecuacién simple de difusién, presentando inclusc el listado de
algunas subrutinas en FORTRAN dtiles en la solucidn de sistemas
de ecuaciones diferenciales como (2.1272. Desafortunadamente, la
forma impresa de dichas subrutinas viene truncada d(del lado
derecho) en la citada monografia, por lo que se recomienda (para
trabajos posteriores) recurrir a las subrutinas originales de
Villadsen (ref.60).

Otra opcidn, por supuesto, consistiria en recurrir al “software”

de utileria con el que se cuente en un sistema de cémputo

especifico.
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CAPITULO III

ASPECTOS BASICOS DE LA TECNICA DE CRONOAMPEROMETRIA EN RELACION
CON EL ESTABLECIMIENTO DE CONDICIONES INICIALES Y A LA FRONTERA
PARA LA ST MULACI ON DI GI TAL DE PROBLEMAS DE
CINETICA-ELECTROQUIMICA.

3.0 Introduccidén

Ya en el capitulo 1 se enfatizé el hecho de que es
precisamente el manejo de las condiciones iniciales y a la
frontera lo que distingue especificamente la aplicacién del MDF

en Electroquimica con respecto a otras areas de la ciencia.

El establecimiento de las condiciones iniciales Ca t = O3 es
independiente de la técnica electroquimica utilizada, puesto que
a t £ 0 aiun no se ha aplicado ninguna perturbacién al sistema.
Sin embargo,s{ depende de la quimica del sistema, esto es :del
numero de especies quimicas, de la concentracién de dichas
especies (lo cual puede involucrar el equilibrio quimico de las

especies) y de la adsorcidn.

Las condiciones a 1la frontera si dependen de la técnica
electroquimica considerada, que en el casoc de ésta tesis es la de
la Cronoamperometria. El establecimiento de dichas condiciones
también depende de la Quimiqa del Sistema en lo referente a la
electroactividad de las especies. con lo cual puede ser aplicable
la ecuacidn de Nemst u otra ecuacién mas completa que considere
la dinamica del fenémeno de transferencia de carga (ver ec.

3.1120

La adsorcidn es otro factor que también puede afectar el
establecimiento de las condiciones a la frontera.

3.1 Aspectos basicos de la técnica de la Cronoamperometria.

Para poder establecer las condiciones a la frontera en
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Cronoamperonetria, es conveniente recordar algunos de los
aspectos basicos de ésta técnica transiente en Electroquimica.

Lo que usualmente se obtiene en Croncamperometria son curvas de
corriente .vs. tiempec resultantes de imponer un programa de pulsos
de potencial a un electrode. En un arreglo esquematico para
experimentos a potencial controlado como el de la fig. 3.1, puede
observarse que el potenciostato tiene control sobre el voltaje
existente entre el par electrode de trabajo-contraelectrodo, de
modo que se ajusta este voltaje en forma tal que se mantenga la
diferencia de potencial entre el electrodo de trabajo y el de
referencia, en concordancia con un programa de imposicidn de
potenciales suministrado por un generador de funciones.

De hecho la variable experimental que se cobserva en la practica
es la corriente iCtD.

Supdngase que el tipo de perturbacidn aplicada es basicamente un
pulsc simple de potencial como el mostrado en la fig.3.2, y que
la solucién—-muestra es no—-agitada, de manera que sea la difusidn
el factor que gobierne el transporte de reactivos y productos de
la reaccién en el electrodo:

Ox + ne ke > Red €3.1d

Con referencia a la misma figura 3.2, se supondra que Ei1 esta en
una regidén de potencial en la que no ocurren procesos
faradaicos,esto es, no ocurren reacciones de transferencia de
carga, puesto que en dicha regién tales reacciones son
desfavorables desde el punto de vista termodinamico o cinético.
Por otro lado, se considerafi que E2 corresponde a un potencial
tal que la ecuaciédn (3.1) se efectda con una cinética tan rapida
Ckf——> @) que practicamente Cox en la superficie del electrodo es
casi cero. E2 estarid entonces en la denominada regién limitada
por transferencia de masa. El perfil de concentracién resultante
se muestra en la fig. 3.3. Es importante hacer notar que es
precisamente el conocimiento de la pendiente de este perfil de
concentracién en x= O, esto es, (8CoxsdDx=0, el que hace
factible calcular la curva cronoamperométrica i= iCt) en 1la

regién limitada por transferencia de masa. La forma de dicha
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FIG. 3.3 PERFIL DE CONCENTRACION

FIG. 3.4 CURVA CRONOAMPEROMETRICA
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curva puede verse en la fig. 2.4

De hecho el mismc experimento de pulsc de potencial descrito
anteriormente puede efectuarse en la forma de un conjunto de
experimentos en serie tales que entre cada experimento la

iniciale=s =zigan

L
=
(1
b
a
a
@
Al

solucidn sea agiltada, de modo gue laszs Con
siendeo siempre las mismas. Aqui de nuevoc, es conveniente
seleccionar un pctencral inicizal Canterior al pulss) tal gue no
ocurran reacciones de transferencia de carga. En la fig. 3.5 se
muestra una programa de pulsos de potencial con las siguientes

caracteristicas:

-El experimento I involucra un salto de potencial en el cual la
especie Ox aun no es electroactiva.
-llos experimentcs 2 v 2 involucran potencirales tales que se lleva

a cabo la reaccidn 2x + ne

> Red. Sin embargo, el potencial
involucrado en dichos experimentos aun no es lo suficientemente
grande como para gque la concentracién superficial de Ox se
reduzca a cero.

- Y finalmente, los experimentos 4 y S involucran pulsos de

potencial correspondientes a la regidn limitada por transferencia

de masa.

Los c¢ronoamperogramas correspondientes y los voltamperogramas
asociados para un determinado tiempo de muestreo 7m pueden verse
en las figuras 2.6 y 3.7 (mayocres detalles sobre este tipo de

experimento pueden encontrarse en la ref. 82

A nivel ilustrative y sélo para mostrar la utilidad de este tipo
de técnica se reproducen aqui algunas de las curvas obtenidas en
el laboratorio de Electroquimica de la UAM-I (ref.S5S8) para la

reaccidén:

FeCIII) + € ——> FeCIID 3.2

donde FeCIIID esta en la forma de FeCla.stO.l.axinaM.
teniéndose como electrolito soporte Acido clorhidrico O.1M.
La fig. 3.8 muestra los croncamperogramas Ccurvas i = iCt)D

obtenidos para dicho sistema bajo el programa de pulsos
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seleccicnado. Se observa que al inicio del pulsc se tiene una
variacién brusca de 13 corriente, despues de lo cual i comienza a
disminuir con una tendencia a valores bajos para tiempos altos.La
variacién tan pronunciada en las curvas i = fCtd que se ve al
iniéio de la perturbacidén es debida al proceso casi—~instantaneo
durante el cual 7se carga lawidoble; capa fpag.210,ref. 8 DJ.El
‘trazadeo de las curvas i1 = fCE) para el sistema Fe(llIID/ FellIl) a
varios tiempos - de muestreo vm Se ilq;tra en la fig. 3.9.

Es interesante hacer notar que Ta técnica de la
Croncamperometria permite obtener curvas iu;fCE) del tipo régimen
de difusidn estacionarico a partir de curvas en régimen de
difusién no estacionario,via el experimeﬁto de pulsos de
potencial seriados. En particular, en la curva de la fig. 3.9 se
cbserva una anomalia que se presenta en la férma de una
disminucién de la corriente en el iatervéiq,de potencial gue va
de 200mV a S0 mVY, la cual se hace menéﬁ,perceptible conforme
aumenta el tiempo de muestreo. Eéte tipo de desviaciones en la
corriente puede ser debido a procesos de adsorcién en el
electrodo (ref.10). Sin embargo, en el experimento para el
sistema FeClIID FeCll) realizado en el lab: de Electroquimica de
la UAM-I, no se efectlio otro tipo de analisis que pérmitiera
obtener suficientes argumentos como para poder verificar dicha
suposicidén.

Los datos obtenidos a partir de las curvas i =i(t) pueden ser
aprovechables para generar otro tipo de curvas de las que se
puede extraer informacidén cinética y de transferencia de masa.Es

-1,2

comun trazar curvas del tipo i .vs. t Cver fig. 3.10>, en

especial para sistemas electroquimicos gque cumplen con la

ecuacidn de Cottrell:

1/2 %€
nFADox Cox
172 1/2
7 t

(3.3

ésta ecuacidn es valida uUnicamente para electrodos planos y para
pulsos de paotencial correspondientes al gradiente maAximo de
concentracidn.Curvas como la de la fig. 3.10 permiten el c&alculo

del coeficiente de difusién Dox por medio de la pendiente de
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1aCs) rectals) obtenidal(s) cuando se observa un comportamiento
lineal. Esto no es posible en regiones de potencial en donde se
observan desviacicnes al comportamiento lineal debidas al hecho
de que el proceso de transferencia de carga entra en competencia
con los procesos difusionales en la contribucidn a la corriente
total. Un ejemplo de dichas desviaciones se muestra en la fig.
3.10, obtenida experimentalmente para el sistema Fe(lIII> FeCllD
en el lab. de Electroquimica de la UAM-I Cref.S58D.

-Otro tipo de curva que puede generarse a partir del experimento
de pulsos de potencial seriados,es la de logCid - i) .vs. E donde
id representa la corriente limite de difusidn para la curva i =
fCED considerada.EL método se basa esencialmente en la ecuacidn
de Heyrovsky-Ilkovié para la onda de reduccién en régimen de

difusidn estacionario para un sistema rapido:

E = E + C0.06/n21ogCCid — 12713 C3.45

12

La curva experimental correspondiente al sistema FeCIIID - FeCIID
se muestra en la fig. 3.11 (el pctencial de media cnda obtenideo
para dicha curva fue EUZ: A71mV/ESC y el numero de elecirones

transferidos n = 1.027= 1, como era de esperarse)

- Ademads de las curvas anteriores,también es posible obtener
informacidén sobre los parametros cinéticos de la reaccidn, tales
como: io = la corriente de intercambio y o= el coeficiente de
transferencia de carga, por medio de la conocida curva de Tafel
(ref.9,6) que es esencialmente un grafico de log |1[ LVS. M

siendo n = E - Eeq el sobrepotencial Cver fig. 3.12)

Pe lo anterior puede uno darse cuenta que la técnica de la
Cronocamperometria permite generar a partir del Cronocamperograma
i=iCt), todo un conjunta de curvas auxiliares que permiten
diagnosticar varias de las caracteristicas del sistema bajo
estudio. Por supuesto las “curvas auxiliares” obtenidas a partir
de i=iCl) que se discutieron anteriormente son sélo algunas de

las mas importantes. Uno puede en principio, proponer varias
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alternativas para la generacidén de ’“curvas auxiliares” gque uno
sospeche que pueden ser utiles en el estudico de un mecanismo

considerado.

La simulacidn digital de croncamperogramas,®s pues, sdlo ol
primer paso, perc £l mas imporfénte,dado gue =1 szo logra obtensr
el “cronoamperograma simulado” , la etapa subsecuente de generar
"curvas auxiliares simuladas” -comparables a las experimentales
serid mas viable.La cuestion del ajuste de curvas analiticas y/o
simuladas por computadora en relacidn con las experimentales en
Croncamperometria es un tema de actualidad y que ha sido aplicado
Cref.43) para su uso en la interpretacién cinética de datos

obtenidos en experimentos con pulso de potencial.

3.2 Calculo de la corriente de difusidén.

El calculo de la corriente de difusidn esta directamente
relacionado con el hecho de que existe un flujo de materia Cp.ej.
en moles./s¥cm°) como resultado de un gradiénte de concentracidn

que es normal a la interfase electrodorselectrolito.

dn-dt 3

_ _ ac
J = v = — 0 = D{ ax) 3.8
La corriente eléctrica i es entonces igual al fiujo

J,multiplicado por el numero de electrones transferidos por cada

molécula o ién y por la constante de Faraday:

i = n¥ADox (————

Ix

ac°") - nFAJoxCx=0d C3.6)

xX=0

lo cual es valido para el proceso de reduccidén siguiente:
Ox+ne——>Red. Se observa,que puesto que,¥ y A son constantes y
dado que CdCox d%D weoY JoxCx=0) son directamente proporcionales
al valor de la corriente i; tanto el gradiente de concentracién
en la superficie del electrodo (x=0) como el flujo JoxCx=0D
pu:'den ser utilizados como sindnimos de i para efectos de

simulacién. En lo que sigue, se denominara g, al gradiente de
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concentracidn

- gC
= f ] .72
g o) 3
X=0
y G a su analogo adimensional:
ar
= (_—___)
G T, 3.8
o
3
donde F es una concentracidén fraccional = C-C , y X la distancia
adimensional al electrodo definida por:
X = x6 3.9

donde & es el espescr de la capa de difusidn de Nernst definido

por:

S =vrDt C3.100

o en forma conveniente Cref.12) como:
& =vDr £3.112

siendo 7 el tiempo que dura el experimento, con lo cual también

es posible definir un tiempo adimensional dado por:

T =+trT ¢3.12>

3.2.1 Aproximacidn bipuntual para el calculo digital de la corriente

de difusidén.

Combinando las ecuaciocnes (3.6) y (3.7) de la seccidn anterior
se concluye que:

i = nFADg = n}AD( gi ) (3.13>
x=0
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puesto que n,¥,4 y D son constantes, resulta conveniente utilizar

el gradiente de concentracién g, en vez de 1 directamente, dado
que las curvas g .vs. t deberan ser similares Cen su formad a las
curvas i .vs. t Cexcepta por el factor nFADD.

Para poder calcular g habri que hacer referencia a la fig.3.13
que es valida para el "método puntual” del capitulo 1. Recordando
la férmula para calcular la derivada hacia adelante Cec.(1.433) vy
despreciando términos de orden superior en la expansidn en serie

de Taylor, se cobtiene para g:

A K% C C1 - Co O C3.14>
expresidén que es valida Unicamente para =1 Método Puntual y que
es conocida comc aproximacién simple o bipuntual para el calculo
digital de la corriente de difusidn.

La expresi®dn correspondiente al Método de la Caja se obtiene del
analisis de la fig. 3.14, donde Co se considera localizado en

1
—E—AX; esto es, en el centro de cada caja. En este caso g, queda:

CCi - Cod _ &
o~ R = o (C1 - Cod C3.15)

3.2.2 Aproximacidén N-puntual para el cdlculo digital de 1la

corriente de difusidn.

En la seccidn anterior se obtuvo una expresidén bipuntual que
permite calcular el gradiente de concentracién g en términos de
dos puntos: especificamente Co y Ci. Puésto que la expresidén
bipuntual surge de cortar la serie de Taylor (Cec.(1.450) hasta
términos de orden superior a la primera derivada, no hay ninguna
razén por la cual uno no pueda considerar términos de orden
superior en dicha expansién para obtener expresiones N-puntuales
que permitan el calculo de g. Con este fin, es factible escribir

para cada Ci C(Ci=t,...) la serie de Taylor alrededor de Co.

definiendo por simplicidad:
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fr= (_Zi_  f = (3=2) . etc €3.16
Pe modo que:
2 3
Ci = Co + Axf’ + Cgf) fr o+ S%%E.f»’~ F e
4Cax® 8C AXD?
Cz = Co + BAXf’™ + ——" f’7 + " F’77 4+
2! 3!
z 2 3 3
keCcAxd Kicaxd® .,
Ck = Co + kAxXf” + =7 f 57 f e
................... C3.17>

Con lo anterior, es facil velver a deducir la férmula bipuntual

para g, haciendo:

. ac
Ci~ Co +AXf’ = Co + Ax( y v, )o
de donde
_ ac 1 _
g, = ( v )o = = (C1 - Cod €3.1%

que es idéntica a la ec. (3.140.El1 subindice en gz. indica que
sd8lo se ha tomado en cuenta la primera derivada de la expansidn
en series de Taylor, obteniéndose con ello una férmula de dos
puntos.

Para generar una expresién de 3 puntos para g, se consideran las
expresiones en series (ec. 3.17) para Ci1 y Cz vy se cortan en las

expansiones respectivas los términos en ca?. Luego se resuelve

para f’ eliminando f’’ de las dos ecuaciones siguientes:
Ci = Co + Axf’ + -lé—-cmozf“ €3.19a)
Cz = Co + 2Axf" + ECAxbzf" C3.19bD

con lo cual:

L 8 -— —_ » — 1 — — »
f T2 C Ct Co Axf’D = T :ZCCz Co 2AXf’D ¢3.20d
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despejando f’ de (3.202 se llega a

g, = ( gi ) o~ é%; [ - 3Co + 4Ci1 - Cz2] ¢3.210
x=0
en esta férmula de tres puntos CCo,Ci y C2) se considera que el
subindice en 9, indica que se ha tomado en cuenta hasta la
segunda derivada Cf’’) en la estimacidn del gradiente de
concentracidén g.
Para férmulas de 4 o mas puntos para estimar gn,podria seguirse
el mismo procedimiento algebraico que se llevd a cabo para la
férmula de tres puntos. Sin embargo,resulta mas eficiente y menocs
tedioso un método propuesto por Brietz (ref.12) basado en el uso
de polinomios, en el cual se representan los primeros n puntos

Co,Ct, ... .. »,Crn=1 por medioco de un polinomio de orden C(n-12 en

CCx) = ao+ aix + azxz F e +a x 3. 22>

En particular para el esquema de dos puntos, solo se utilizan 2

términos (en a_y 31) sustituyendo primero C = Co y luege Ci:

Co = Clx=0) = CLOD = a + at* 0O = a 32,2320
o

Q

C = Cx=Ax) = CCAXD = ao + aiAx = Co + aiAx C3.24D

de ahi que:

O
___zz____J . 3.2%0

derivando CCx) de la ec.(3.22) se obtiene:

dCCx>

_ _ n-2
e = a1 + aazx T + an_1c n-1Jx ¢3.262
Y es claro que:
dCCx=0d _ S TG0
X 59, 7 [~ €3.27
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Brietz, obtiene una fdrmula general para g_ en términoes de

ciertas constantes ay bn  convenientemente definidas de modo
s L
que:
n-1
t N
= i C3.28>
gn a Ax é bh,v;CL
n L=0

Aunque Brietz prefiere utilizar (32.288) en conjunto con valores
tabulados de ay bN1Cver ref. 11,12 2, aqui sera de mas

utilidad contar directamente con las expresiones de g, hasta n=7:

1
a = o (=3Cc + 4C1 — C =}
S a = Sam C73Ce + 4Gt z 3.2%a2
1
gn=4 = BAx C-11Cs + 18C1 - 8Cz + 2C30 3. 29bd
1
= C - - -
=S 132 (—28Coc +48Ct —-36Cz +16C3s -3Cad 3. 29c)
1
o6 ° BOAX C(~137Co + 300C1 - 300C2 + 200Cs - 785Ca4 + 12CsD
3. 29d>
1
ez = BOBX C~-147Co +360C1 —-450Cz +400C3 -2285Cs +72Cs5 -10CsD
(3. 28e)

Las expresiones anteriores son validas uUnicamente para el Método
Puntual. Para el Método de la Caja, donde Co,Cs,C2.... estan
localizados en 0,Ax2,3Ax2,..etc.Cver fig.3.14D, la expansidn en

series de Taylor es la siguiente:

2 3
) 1 RS -y > PN & =Y -t2)
€1 = Co + ——8xf" + ——Fr—— f77 ¢ 3t o
2 2
Ck = Co + Ck—-1/2>Axf’ + ck—l/E;!CAX) VAR
3 3
Ck-1.23 3¢ A
+ = f”’ B R, C3. 30)

Las expresiones correspondientes para el Método de la Caja con
n=2,3,4 y 8 son:
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C—Co + Cax C3.31ad

C(-8Co + 9Ci1 - €20 C3.31bD

Q
"
- f- B

]
W
W
P
3]

\J

(-184Co + 2285C1 - 50Cz + 9C=22

Q
i

n=4 B50AXx

1

n=s — BA0AR (-2816Co +3875C:1 -1228C2 +441Cs -75Ced (3.314

Q
I

3.3 Calculo de la corriente y establecimiento de las condiciones
iniciales Yy a la frontera para reacciones simples de

transferencia de carga.

El objeto de ésta seccidédn es tener un marco de referencia que
permita comparar los resultados de simulaciones digitales con

expresiones analiticas conocidas para reacciones simples de

transferencia de carga. También se discute el establecimiento de

las condiciones iniciales y a la frontera para experimentos a
potencial controlado (que en el caso especial de interés es un

pulsc simple de potencial)d.
3.3.1 Reacciones rapidas.
Aqui se consideran dos casos, a saber:

a) La reaccidn: Ox + ne kf 2 » Red 3. 32ad

- kf—> o
> kb——p @

b) La reaccién Ox + ne Red C3.32bd

En los textos académicos de McDonald Cref.44),Galus Cref.37),Bard
Cref.6) y otros investigadores se discuten ampliamente los
métodos matematicos que conducen a la obtencidén de expresiones
analiticas para la curva cronocamperométrica i=1CLD

correspondiente a cada una de las reacciones (3.32 a y b).
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. - kf—> o
3.3.1.a Reaccidn Ox + ne » Red

En este caso, el pulso de potencial impuesto esta bastante
alejado del walor de equilibrio, de modo gque el potencial en el
electrodo es 1lo suficientemente negativo comoc para gque la
concentracidén de la sustancia Ox en la superficie del electrodo
tienda C(casi inmediatamente) a cero. Con 1o anterior, queda
determinada la siguiente condicidn a la frontera (dependiente de

la técnica croncamperométrica utilizadad:
t > 0, x =0+ CoxUx=0,1t>00 = 0O C3.3322

lo que en forma digitalizada y en términos de concentraciones

fraccionales queda:

o
Fox = CoxC(Q,J) - Cox = Fox(C0O,J> = O , J = 0 a JMAX C3. 34D
(ver ecuacidn 4.6 de capitulo 4 para la definitcidn de JIMAX)

donde se ha supuesto gue C:x concentracién de Ox en el seno de la
solucién. ‘

For otra parte,se tiene una condicidén a la frontera en X—— o
que no depende de la técnica electroquimica aplicada.Esto es
asi,Gnicamente bajo la suposicidén de que la concentracién debida
a la electrdlisis varia solo en la superficie del electrodo y en

. la vecindad del mismo.Esta condicidén puede ser expresada como:

t 20, x—m = : Cox ——— 3 Cox €3.3%)
para sistemas en los que se cumple (3.35), se denomina
semi-infinito al proceso de difusidn.la expresién digitalizada
correspondiente a la condicién anterior queda:

FoxCIMAX,J2> = 1 , J = 0 a JMAX C3. 360

donde IMAX, corresponde al mayor valor del indice I Cno confundir

con corriente) utilizado en la discretizacién de la variable

espacial x, esto es:
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x = 1 % Ax C3.37D

el detalle para calcular IMAX se verad en el capitulo 4.
Aqui ,basta con saber que dicho indice debe ser lo suficientemente
grande como para gque se cumpla la suposicidén de proceso de
difusidn semi-infinito.

En lo gque respecta a la condicidn inicial, ésta tampoco depende
de la técnica electroquimica utilizada, dado que a t < O aun no
ha sido aplicada ninguna perturbacidén al sistema bajo estudio.
Para la reaccidn considerada en é¢sta seccidn, la condicidn

inicial es simplemente:
3
t = 0,x =20 Cox = Cox C3.382
La forma digitalizada correspondiente es
FoxCI,J=03> =1 , I = 0 a IMAX C3.39D

donde hay que recordar que J es el indice utilizado en 1la
discretizacidn de la variable temporal t:
L = J3xAt C3.40>

Cabe hacer notar, que la férmula (3.39) podria redefinirse como:
FoxCI,J=1> = 1 , I =1 a IMAX €3.41D

dado que en algunos lenguajes de computacidn no se acepta el
valor de O en los indices de variables consistentes en arreglos

dimensionados.

Finalmente, la ecuacidn diferencial a ser resuslta en este caso

es simplemente:

2 .
dCox _ . d Cox
T =Dox [———5—§?—] 3.420

lLa expresidn analitica resultante para Cox, despues de aplicar a
(3.42> la técnica matematica de la Transformada de Laplace y de

considerar las condiciones iniciales y a la frontera es:
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FIG. 3.16 FUNCION ERR.
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CoxCx,t27= Cox erf|x/2CDoxtd? %] €3.43>

donde la funcidén error esta definida mediante:

2 r o

- erfy = i expC -z dz C3. 44D
Q

12

A

un grafico de la ecuacidn (3.430 vy (3.44) se muestra en las
figuras 3.14 y 3.19
El tratamiento matematico de la Transformada de Laplace conduce,

al ser aplicado a la corriente de difusidn:

i o= n}AbeCOC/éx)x

a la ecuacidn de Ccttrell,vilida dnicamente para electrodos

pl anos:

1/2 »*
i - _ n¥FDox A Cox €3, 45
Cott tim 1.2
CrtetD

donde, n: es el numero de electrones intercambiados en el
electrodo, %: la constante de Faraday,Dox: el coeficiente de
difusién de la especie Ox, A:el 4rea del electrodo, C ox:la
concentracién de Ox en el seno de la solucidn ¥y t: el tiempo.

En el proceso de efectuar una simulacid$n digital,resulta mas
conveniente contar con expresiones que sean adimensionales.Si se
multiplica la ecuacién (3.45) por (770 donde * es un tiempo
caracteristico; por ejemplo, el tiempo de duracién del

experimento, entonces:

»
- nfﬂDoxiszox T 372
Cott 1,2 ( t )
Cr-72

reordenando,es posible definir wuna corriente adimensional cott
o

como:
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, 1/2
i T
Cott - 1 (T /t)x,z

1.2 % 12
n¥FADox Cox 3

™
W

Ccott

La expresién analitica (3.472 es la forma adimensional de la

ecuacidn de Cottrell.

Para electrodos esféricos la ecuacidn correspondiente a la

corriente es

i o= €3, 48D

3 >
& nFADox" 2CoxCntd>* % + nFADoxCox T _
a3

siendo r el radio del electrodoc esférico.Es evidente gque =i
[}

r ——w, entonces:

L]

4™ 1
PN i

2
r—a@
o

A continuacidén,

C3. 490

-"
asf Cott

obtener la corriente

C2.48D;si

se propone un método para

adimensioconal 2 la ecuacidn

(=21
multiplica el primer término del lado derecho de dicha ecuacidn

,correspondiente a se

I Ve
por (7772 se obtiene:

A2 ) -
i = nf AD Cox (T/L)L2+ nFADCox/T (3.50>
o8t 1.2 <
Cr-Td
s! se define por conveniencia:
a = nfADY Pcsu P C3.512)
b = nFADCIx/T_ C3.52b)
entonces (3.80) queda:
_ a 1/2
iesf = ——r:;z—-(?/t) + b (3.83
donde es facil identificar Zc quado por la ec. 3.472 en el
O
primer término de modo que:
lesf = Cott b €3.540
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dividiendo la ecuacidn anterior por a, se cbtiene una expresion

conveniente para Z;a\adimensional:

zZ =i sa = 2 + bra C3.592
osf osf Ccott

c en forma explicita:

1,2 1,2 1,2
i T 1 D

= = ~ 2 BAT
z = (rt) + — 3.56)
n¥ AD Cox 4 o

asf 1,2 % 1.2

También, existen otras posibilidades para obtener expresiones
adimensionales correspondientes a la ec.(3.482 Sugerimos lo
siguiente; elevar la ec. (3.5%4) al cuadradeo vy dividir el

resul tado por ab:

2

esf - a -2 + b
ab B “cott Zc:ou. a
de modo que:
1,2
esf ( a 2 b ) -
’ = = | —_— —_— . B57
Zesf Y ab L o] Zcou * e ZcOu * a j €3 7

la forma explicita adimensicnal correspondiente es:

12

~, . esf o - ( I‘o (T ] . z fT ]1/z+
asf h}AD3/4C:x ot 2ptr2 12 Lt 172 Lt

pi 2 1725172
+ —— ] C3.580

r
<>

Lo importante en relacidn a la seleccidén de (3.56,(3.98> o
cualquier otra expresiétn adimensional conveniente para Z, esta en
que la Z definida analiticamente sea consistente con la 2
definida en las ecuaciones discretas utilizadas en una
simulacién. Por supuesto, esto solo puede hacerse si se desea
efectuar la comparacién de resultados obtenidos mediante

simulaciones digitales con expresiones analiticas adimensionales.
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En casos en los gque no se cuente con las expresiones analiticas,
lo cual ocurre con frecuencia, podrian tenerse también varias

opcicnes convenientes para definir el parametro adimensiocnal Z.

—_ f >
2. 3.1b Reaccidn O + ne < . — Ped

kb——m >

Este caso también ha sido estudiado exiensamente en la
literatura electroquimica C(ref.44,37,82. El interés de ésta
seccidn se centra en torne a la digitalizacidn de las condicicnes
iniciales vy a la frontera, asi como en la obtencidn de una
expresion ( o© expresicnes? conveniente(s) para el parametro
adimensional de corriente Z, que describe el curso en el tiempo
de la reaccidn:

- kf —

OxX + ne <« > Red C3.592

kb—

Aqui,el pulso de potencial aplicado no es muy diferente del
potencial de equilibrio Eeq', con lo cual Cox(x=02,la
concentracidén en la superficie, no es inmediatamente reducida a
cerc. En consecuencia la reaccidén inversa en (3.%590 debe tomarse
en cuenta,siendc necesarioc considerar la difusidn tanto de Ox
como de Red al resolver el problema de valor a la frontera. Las

ecuaciones a considerar para el electrodo planoc son:

ACox 3t = Dox €8 Cox x> C3.60ad

ACred.~dt

Dred Cd°Cred dx>> € 3. 60bd

que deben resolverse tomando en consideracidén las siguientes

condiciones iniciales y a la frontera:

-
I
O
X
v

o - Cox = Cox C3.61a)

cuya forma digitalizada es:

Fox(I,J=0> =1 » I =1 a IMAX (3.61b2
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L2 0, X——pa : Cox——3 Cox C3.62ad

que en forma digitalizada es idéntica a la ec.(3.36) de la

subseccidn anterior:
FoxCIMAX,JD =1 , J = 0 a JMAX (3. 62bd

La diferencia sustancial con respecto a la reaccidn (3.32a) esta

en la siguiente condicidn a la frontera:

t > 0, x = 0O:

Cox/Cred| _ = Cy_s7_dexp|n}C E-EDRT| = @ C3.63a)

donde ¥» vy ¥ son los coeficientes de actividad de Ox y Red
r )

~
Jox = — Jred ——d Dox [—a:ﬁ] + Dred[——g-cred] = 0O
ax ax
X=0 X=0
(3. 63bD
con lo cual:
. 8Cox L 8Cred ;
i = n?ADox[—ax] oF n}mmd[—_—ax ] . 3. 645

La digitalizacidn de (3.63a) es directa y puede expresarse en

términos de concentraciones fraccionales como:
Fox = Fred-Cy /¥ JDexp[n¥CE - ED/RT] = Fred-® C3.65)
r [=]

La ec.(3.63b) puede expresarse en forma discreta haciendo:

Cox(Cx+A%, L) —Cox(x,tD Cred(x+Ax,tD—Credlx,tD
Dox = — Dred

Ax x=0 Ax x=0
C3. 66D

» I3 . l * .
dividiendo la ecuacidén anterior entre Cox se obtiene una férmula

digitalizada en términos de concentraciones fraccionales:

FoxCAxX,t) = FoxCO,t> = - d [F'redCAx,t) - FrodCO,t)] 3.67
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donde se ha definido por conveniencia

d = Dred/Dox C2.882
Si ademas, se define un parametro adimensional p como:
p = n¥JCE - EO/RT 3.6
La ecuaciédn de Nernst se puede reescribir como:
® = Cr 7D ef = Cox/Cred|x=0 = Fox(CO,t) Fred(0O,tD C3.70)
suponiendos que v, = v, ,1lo anterior se simplifica a:
FredCO,t> = FoxCO,t> & F C3.71>
sustituyendo (3.712 en (3.67) se cobtiene:
FoxCO,t) = FoxCAx,t) + d:'Fred(Ax,tD 3. 72y
C1 +de P>
© bien:
Fred(O,t) = FoxCO,t)-e P = _FoxCAX,t) *+ dFredCAx,t) (5 o3y
cd + &>

Las ecuaciones anteriores de valor a la frontera en x=0, también

pueden ponerse directamente en términos de las concentraciones

de Ox y Red:

. Cox,1 + d:'Cred, 1
Cox,0 = — C3.74D
C1 + d-e P> '
Credo = =0%:t * d-Cred.s C3.TED

¢ d+ efP >

Donde el primer subindice indica la especie Ox o Red y el segundo

subindice el punto C(espacial) considerado.Faltaria un tercer
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subindice para indicar el tiempo, pero aqui se censiderara en
forma implicita gque las concentraciones Cox,o y Credo se evaluan
en el tiempo t. Cabe seflalar, que las ecuaciocnes (2.74> y (3.7%
Unicamente son validas para la aproximacidén bipuntual del

gradiente de concentracidn Cgd.

En los textos de Mc Donald Cref.44) y Galus (ref. 37) =se resuelve
analiticamente el problema aqui planteado por medio de la técnica
de la Transformada de Laplace, obteniendose los siguientes
resultados para las concentraciones de las especies Ox y Red, vy

la corriente i:

D 172
®-[——3i—l + erf[ x ]
- Dred 8Dox1/zt1/2
CoxCx,t) = Cox C3.762
Dox Y172
1 * ®- [ Dred]
1/2
(Dox ] r x ]
—_— - erfc
- L Dred L 2D d1/2* 1/2J
Cred(x,t) = Cox re - C3.77
Dox 1172
1 + ®: [ Dred]
— n}ADoxi/Zng
i = €3. 78
1,2
n1/2t1/2[ 1+ @_[ Do x ] ]
Dred

Lo interesante en relacidn con la ecuacidén (3.78) esta en tratar
de obtener la expresidén adimensional correspondiente. En analogia
con la metodologia seguida en la subseccidn anterior, se propone

multiplicar el lado derecho de dicha ecuacidén por el factor
1/2
Ctr-7Td ,asi:

1L/2Z % 12
, n¥ AD C
i = FADox ox - {_3—] C3. 79
n1/2 1 + - Do x 1r2 _tirs2 t
Dred ] T
reordenando se obtiene:
, 1/2 1,2
_ i-7 _ 1 T
z = 1,2 *® 12 [ t~] €3.800
n¥FADox Cox 1/2[ [ Dox
7 1+ e —__] )
Dred
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o bien:

Z
z = cott €3.81)
172
DOX
[1 * @ [Dred] ]
donde se ha sustituido el parametro Zcmm dado por la ecuacidn

C3.472.

3. 32 Reacciones lentas.

En las reacciones electrogqufimicas rdpidas se supuso que la
constante de velocidad heterogénea kf tiende a infinito. Una
aproximacidn mas real consiste en considerar que la cinetica del

proceso de transferencia de carga influye en la reaccidn:

Oox + ne —L |, Red ¢3. 82

teniendo kf un valor finito dado por:
kf = ki°-exp[ ~onFE/RT] C3.83D

Puesto que la reaccidn es irreversible, solo se necesita tomar en

cuenta la difusién de Ox:
3Cox 3t = Dox-C 3°Cox ax>D C3.84)

La condicidn inicial es idéntica a la que se tiene en el caso

reversible:

Lt =0, x>0 Cox = Cox 3. 85

(La digitalizacidn de esta condicidn se da en la ec.(3.39 de la
subseccidn anterior)

la condicidn a la frontera para difusidn semi-infinita es también

igual a la del caso de reaccién rapida:
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*
t =2 0O, X—m9> Cox ———> Cox (3. 8362

(Lta forma digitalizada de esta condicidn a la frontera se muestra

en la ec. 3.38)

Para la segunda condicidn a la frontera se tiene:

t > O0,x = O:

cbx[QESE) = kf-CoxCx=0D ¢3.87ad

ax x=0

i = n¥FADox 9Cox = nFAkiCoxC x=0D C3.87b)
ax X=0O

La forma discreta de (3.87a2) en terminos de concentraciones

fraccionales es:

Dow FoxCaX,t2 = FoxCO.%) _ . poico,t C3.88)

Ax

roecordenando:

Dox FoxCAx,t2
e N = e
Fox(CQO, L2 Dow + A% k1 C3.89

Aplicando la Transformada de Laplace y haciendo usc de 1la
condicidén (3.87ad es posible resolver la ecuacidn de difusidn
(3.84>, tomando en cuenta las condiciones (3.885 y (3.85)_El

resultado para la concentracidén de la especie Ox es:

z 1,2
= kf™t kf-t
CoxCO,t,) = Cox'exp [—m—-—]erfc [———'——;72— ] C3.90D
o X
Combinando las ecuaciones (3.87a) y la (3.90>
ket ke-t17?

FCox(x,L) _ L ]
Bbx[— a;————ixzo = kf-Cox-exp [ Dox] erfc [—B——T7;—] C3.91D

O X

sustituyendo (3.910 en (3.87b) se obtiene la siguiente expresidn
para la corriente:

kf'ti/z]
12

O »x

i = nFACoxki-exp [ o —]-erfc [ €3.92>

Dox
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Si se define un tiempo adimensional T = t-7 en concordancia con
la ecuacidn (3.12), la expresion adimensiocnal correspondiente a

la corriente sera simplemente:

F4 172 1/2

i . kf- -7 T

zZ = _._i_;._ = exp [E%I]-epfc [ 12
nFACoxk ¢ Dox

] €3.93

3.3.3 Reacciones cuasireversibles.

En la reaccidn siguiente a la que se denominaria cuasireversible:

Ox + ne :; Red C3.94)

se considera que los valores de las constantes de velocidad kf y

ke son finitos y estan dados por:
o
kf = kf expl-aop? C3.95a2

kb = kb~ -expC(l-cOpd C3.95b)

(donde p esta dado por la ecuacion 3. 69)

Ademas deben resoclverse las siguientes ecuaciocnes de difusidn

para el electrodo plano , correspondientes a las especies Ox vy
Red:
CdCox LD = Déx-Cd°Cox 8% €3.962)
C3Cred 8LD = Dred-C 3°Cred 3> C3.96bD

‘cuya solucidn esta sujeta a las siguientes condiciones;inicial v
a la frontera:

»*
t =0, x20 : Cox = Cox , Cred = Crod C3.97)

siendo su forma digitalizada la siguiente:

FoxCI1,0) =1 »Fred(I, 0 =1 »I = 0 a IMAX (3.98)
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La primera condicidn a la frontera es:
w »*
t > 0, X — o : Cex—> Cox, Cred—> Cred C3.99D
lo que en forma digitalizada puede escribirse como:
FoxCIMAX,J> =1, Fred(IMAX,JD =1 J = 0 a JMAX C2.1003
Para la segunda condicidn a la frontera se tiene que:

t > 0, x = 0O

i/nFA = DoxC@Cox 8> | _ = kfCox(x=0) - kbCred(x=0) C2.101)
P
Jox = -Jred N Dox[acox] + Dred[—qcred} = 0 C3.102>
Ix X=0 ax

lLLa forma discreta de la ecuacidn C(3.1082 ez idéntica a 1la

ecuacidn (3.8687) con d = Dred Dox:
FoxCAx,t2) — FoxCO,t) = —-d [F}edCAx,tD - FredCO,t> ] C3.103>

En tanto que la forma discreta de (3.1012 es

Fox(CAX,tD) — Fox(CO,t2

Dox v

= kfFoxCO,tD> — kbFred(O,t>2 (3.104>

Reordenando (3.1042 se obtiene

_ DoxFoxCAx,tD + kb Ax-FredCO,tD
FoxCO,tD> = 1 — TRYXID) C3.10%)

Por otro lado, mediante la adecuada aplicacidén de la técnica de
la Transformada de Laplace a las ecuaciones (3.96a),(3.101> vy
(3.1020 se obtienen (McDonald,ref. 44D los siguientes resultados

analiticos:

z

»*
CoxCx=0) = Coxy +CkbrEICCox Dred”? + CreaDox'”%>C1-x>

C3.1068D2
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172

» #*
* bCred
Cred(x=0) = C:ed +[goxd) 1-20 (Cox - [;bfj: ]—[k iiz ]]
re red & Dox 4

C3.107>
con:
£ = ki Dox'"? + ko Dred'”’? €3.108>
Yo
¥ = exp CEZtd-erfccet™® €3.109>

La expresidn analitica para la corriente, correspondiente al caso

de la reaccidén cuasireversible considerada es:
i = nFA-CkiCox - kbCred -expCfitderfeCs -t % €3.110

que puede reescribirse convenientemente en forma adimensional

como:

Z = = . = expCftd-erfece -t ¢3.11120
nFA C kfCox — kbCred D

definiendo,como es costumbre, un tiempo adimensional T = t/ /7,

donde 7 es el tiempo que dura el experimento, la ecuacidn

anterior queda:

1/2._1/2
T

Z = exp C&%7-TD -erfeCér > €3.111bD

Para finalizar ésta seccidn, conviene contar con una expresidn
adimensional para el cilculo de 1la corriente 1 dada por 1la
ecuacidén (3.101D0. Al combinar las ecuaciones (3.988a y bd con la
(3.101) se tiene que:

i= nFA[ ki“CoxCx=0dexpC-ap) + kb Cred(x=0>expCC1-cOp) ] €3.112

si kf = kb = kh «(que es una constante de velocidad heterogénea,

lo anterior se reduce a

i = nFAk ho[ CoxCx=0dexpC -opd + Cred(x=0dexp((1-cOpd ] C3.113
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k2 3
di vidiendo lo anterior por Cox u otra concentracidén

* * *
caracteristica inicial, como p. ej. : C = Cox + Cred se
obtiene:
i — R
Z = — = Fox(x=02expl —ap) + Fred(x=0)exp({l1-a0pd C3.114>
nFAkh°C .

una variante de ésta expresidn es utilizaaa_por Bard & Faulkner
Cref. 6 3. Sin embargo,hay autores Cref.— 12 O que prefieren
trabajar directamente en términos del gradiente de concentracidon
adimensicnal G definide por la ecuacidén (3.82.- Ast,zl definir unz

constante de velocidad heterogénea Kh mediante:
Kh = kh'{ 7/Da — €3.1195
la ecuacidén 3.113 se convierte en:

%€
G = Kh-C [Fbex=O)expr=O)expC—ap) + FmﬁCx=O)expCC1—a)p)]
- c3.118d

con lo cual los parametros adimensionales Z y G quedan

relacionados mediante:

Z = G/KhC €3.117)

3.4 Reacciones multietapas.

En esta seccidén, que puede considerarse como una extensién y
correccidén al trabajo de Brietz (ref. 12 > se estudiaran
tunicamente etapas secuenciales de transferencia de carga que

involucran diferentes especies S1,8z,..... Sm+1
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- O
= , 3.118a0
S+ n e Sz Cpi,ki,ai,D1 d;) C a

o -
= »D_,d 2 3.118bd
Sz + n_e S3 sz,kz,az D2 »
S +ne = S ¢p®,k ,o ,D ,d D> €3.118c)
m+i m m+ 1 m m m m m
donde:
p: = gs &l potencial estandard normalizado
kk = constante de velocidad heterogénea.
& = coeficiente de transferencia de carga.
Dk = coeficiente de difusidn.
d

= 1la razdn Dk/Di;siendo D1 el coefiente de difusidn
de la sustancia de referencia cuya concentracidn
Ct,también normaliza a todas las otras

concentraciones.

Aqui el subindice k denota a la especie en consideracién.Para
simplificar la notacidén, las muestras de las diferentes especies
Ctomadas en los puntos O,h,2h,....etc.para el Método Puntual, o bien

O,h2,3h2,...etc. para el método de la Cajad se escriben como:

Ck_:significando especie k,en el punto i
L

CEn realidad adn podria incluirse el subindice j para el tiempo,

con lo que la notacidén quedaria; Ckij: significanda especie
k,en el punto muestra i, al tiempo t = Jjr*AL . Aqui, por
comodidad, se supondra que CkL se refiere a una concentracién

calculada en el tiempo t, con lo que el indice j queda implicitod

2.4.1 Calculo de la corriente para reaccidnes multietapas.

En Cronoamperometria, la corriente total para una secuencia de

reacciones multietapas se calcula a partir de los flujos, de la
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manera siguiente:

- El flujo f de cada especie,consiste en 2 componentes gque se
denominaran, el flujo de produccidn rP y el flujo de consumo £,

asi, al efectuar un sencillo balance de materia:
£ = fP - r° €3.119

En cada paso de reaccidn k, la corriente ikdebida a dicho pasoc

es:
. - . [od
i = nk}ﬂ fk C3.1200

k

dado que es el flujo de consumo £ el que requliere slectrones.

La corriente total es entonces la suma de las ik

. = . C
Ior AL nkfk C3.1210

r® =0 €3.122>

(puesto que S es la tdnica sustancia que esta presente
inicialmente).

Para j > 1, se tiene:

P
f©o =1 . (3.123

lo gque significa que el flujo de produccidn de S& es igual al

flujo de consumo de su precursor (k-1). Ahora bien, de (3.119) es

claro que:

P
fk = f + f ¢3.124>
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de ahi que:

f =1 ~ b 3.12%
k k-1 k

En base 3 ésta Ultima relacidn de recurrencia, es posible obtener

una férmula-importante que relacione £ con ff
m

Por ejemplo, para k =1,2,3... ) -

7 = f - f =0 - f =-17¢
1 o 1 1 1
< [o3

£ = r - £ = —Cf + £
2 1 2 1

S =S - £ = ~-¢cfr + £ + £ 5
a 2 a 1 2 2

L T T S T T T T S S SR U

- 21263
€ = - £ - CR.1EBD
£ = b £
k=1t
sustituyendo (3.126) en (3.121> se obtiene para irof
m k
i = - FA-L nk( = ft) C3.127>
ToT k=1 L=1
si se define el flujo fL mediante:
= =D - c3.128
fL I% gL
C3.127) se convierte en:
m k
i = FA'L n( XL Dg)
TOT k=1 k L=a L
m k
i = . c3.129
Lror™ 4 E_inka(§_1gL)
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Esta es la férmula que BrietzCref. 122 obtiene para el calculo de
la corriente total en sistemas con reacciones electroquimicas
multietapas. Sin embargo, en simulaciones practicas, aun tendria
que proponerse una expresion adimensional conveniente que
corresponda a la ec. (3.129). Sugerimos; seleccionar el mas alto
valor de entre nka, esto es, MAX Cn1D1,n2Dz,...,nka...); de
hecho varios lenguajes de computacidn incluyen alguna instruccidn
que puede llevar a cabo la operacidn anterior. Si ahora,se divide
C3.129) por CnD)max y se multiplica por Ax/C*}A Cdonde Ax es el
*
intervalo de longitud espacial seleccionade y € la concentracidén
inicial del componente 1,0 alguna concentracidén analitica inicial

conveniente) se obtiene:

i - Ax m k
TOT Ax
Con™ — = - Y n,.D, [ 2 gL] €3.1300
CnDd> FAC CnDD C
max max =1 L=4
siendo GTOT un gradiente de concentracién fraccicnal adimensiocnal

ctzal, que es directamente proporciocnal a la cerriente total

(]

i . La expresion 32.1302 es aun inadecuada, puesto gque

incluye, en el lado derecho, términos que no son adimensionales

como gL,Ax.etc. Recordando que:
acC -
_ L] ~ CL,1 Cl,o c3
gl. ax Jx:o - Ax -1310
(férmula valida para una aproximaciédn bipuntual), la ecuacidén

C3.130) se convierte en:

m k
s -t Y [ e Cte)
TOT. 2p € nDd o* ¥ k| Ax
ax k=1 L=1
m n D
G ='z k_k F‘ -
ToT 2p Thbs__— z C(FL ., Flo) ] €3.132>
k=1 =1
donde FL1 Y FLo son concentraciones fraccionales del

componente L en los puntos 1 y O respectivamente y el subindice
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“2p” denota “aproximacidn bipuntual”.

Con el resultadso de la férmula C2.13380 para G ya no
TOT  2p

resultard muy dificil obtener una expresidn para G L donde

el subindice np significa n-puntuald). Hay que hacer,ﬁzzzi que la
ecuacidn (3.1322 es valida udnicamente para el Méetocdo Puntual ,dado
que si se desea hacerla aplicable para el Métode de la Caja habra
que multiplicar el lado derecho de la férmula por una factor de
2, en concordancia con la ecuacidn 3.15 de este capitulo.

A continuacidn se obtendrd una formula Cvalida =n =1 Método
Puntual) para el caso particular G C(S-puntos’.

tot Sp
Retomando la =c.(3.289c) para g 5’ S€ tiene que:
n=

1

g'-.h=5= 12A% (OESCL,O " 48CL.1 - 36CL,2 M 16(:!..3 —BCLA)

C3.133>

sustituyendo C2.133> on (2.12300 se cbltiene:

m k
1 nka "
GTOT/5p= 12 E CnD)max [ L.(~a5FL,o N 48FL1 - 36F\.,2 *
k=41 L=q

+ 18F - 3F
L3

{ivalida dnicamente para el Método Puntual

En forma analoga, para el Método de la Caja, se tiene que al

sustituir la ecuacidn (3.32dD en la (3.130) se llega a

m k
1 Py
G = - -
TOT/Sp 840 <nDD [ 2 ( a816FL,0 * 3675FL,1
max
k=1 L=1
- + -
1225FL, 441FL, 75FL’4 )]

(vdlida dnicamente para el Método de lLa Cajad C3.13%

3.4.2 Reacciones Multietapas reversibles.

Para este tipo de reacciones, el c&lculo de los wvalores a la

frontera se efectda haciendo uso de la ecuacidén de Nernst:
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C
K0 o oexg - p° C3.136)
= exp ( nka ka)

k+1,0

1o que en términos de concentraciones fraccicnales se convierte

en: ) - — . _

F‘ P s

k,0 °
= exp ( nka -:,,pk) ) _ (3.137

k+1,0 _

donde:
o } o )
- = = - (3.138
Cp pk) 55 ( E E7) 7

Si se hace una balance de materia para los flujos de los

componentes que toman parte en la reacciodn ‘§73.118) se tiene que:

S AR R AT SO +f = ; 3,129
i 2 m+1
v puestq que f‘k = - Dkgk, la ecuacidn (2.129) =s transforma en:
Dg + Dg  + +D g =0 €3.140
171 272 m+lT m+t

dividiendo entre d1

g, *t d,g, t e +d g =0 T (C3.141D

Si se usa la aproximacidn bipuntual para g, Y se sustituye en
(3.1410 se llega a

CC1,4 - C1,00 + dZCCz,1 - C2,00 Hoees + d +1CCm+1.1 - Cm+1,02 = O
™"
(3.142>
reordenando:
Ci,0 + d Cz0 + -t + d Cm+1,0 = C1,4 + d Cz2 + . + d Cm+1,1
2 m+1 2 m+4
C3.143D

pero, dado que las Cko estan relacionadas recursivamente por
C3.1362, entonces:
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Cz,0 = C1,0 exp (—n1Cp—ij)

™
W
o}

1

o
Cz,0 exp (—nZCp—pz))

R
W
)

[

o le)
C1,0 exp (—n1Cp—p1) - nsz—pz)),...etc.
C3.1440

de modo gque practicamente todas las Cko <«won k > 2 pueden
expresarse en términos de Ci,0.

Tomando en cuenta (3.144) en (3.143D:

o (o] < o
Cio [1 + dzexp(—n1Cp-p1)) + daexp(—n1Cp—p1)—n2Cp—pzD) orereneienaaes ]
m+ A
= 2 d ¢ €3.14%)
k k,t
k=1

despejando Ci1,0 de la ecuacidn anterior obtenemos:

m+ 1
A}
L dkck,i
k=1
Ci1,0 = C3.146D
m+ 1 k-1
+ . - -n°
1 2 dk exp[ z nLCp pL)
k=2 L=1

» resultado que difiere del de Brietz (ref. 120 por un término

Cko en el numerador.[ Brietz propone para el numerador lo
m+1

siguiente: L ckCCh1 - Ck,0) .Sin embargo, el balance de materia
k=1

indica que ésta suma es nula, con lo que el valor calculado de

Ci1,0 seria siempre O D).

Ahora bien., dada la siguiente igualdad:

1 k-1
o - : _ _,°
nip pLD] [] exp( nCp pL)) €3.147>

exp [ - z:
= =1

1

se obtiene una forma alternativa para (3.146D:
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2 dkck.1
k=1
Ci,0 = C32.1480
m+ 4
k-1
1 o+ 2 4 1N exp(—nLCp pL))
L=4
k=2

32,1480 como la (2.1482 se pueden reescribir en

terminos de concentraciones fraccionales adimensziconales,asi:

m+ 1
z d F
k k,1
k=2
Fio = Ci;o = +1 k-1
c " .
+ — p—
1 2 dkexp[z nLCp pLD]
k=2 1=1

(3.1490

Se observa aqui la gran utilidad de trabajar con concentraciones
fraccionales, dado que al quedar Fi1,0 determinada por la ecuacidn
anterior es facil generar las concentraciones fraccionales
restantes en base a la relacién de recurrencia (3.137),asi:
= . -n Cp—p°
l:‘2,0 Fi,o exp( nopP pi))
o
Fa,o" Fz,o exp( nZCp pZD)
(=] [=}
= F1,o exp( n Cp-p d-n Cp pzb)

o
F4,o_ Fa,o -exp( —naC p—pa) )

(=] o
Fz,o exp( n Cp pz) nan pa))

(=] o o
F‘i’0 exp( n1Cp pi) nZCp pZD nSCp pa))

de lo anterior se obtiene por induccidn:

k

o
fet0 F. o exp( ZL:_inLCp—pl) ) (3.1500
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con lo que se demuestra que las concentraciones fraccionales Fk"

pueden calcularse en base a la concentracidn fraccional F

»

La aplicacién de la teoria desarrollada en ésta ultima seccidn

conduce a la obtencién de rronocamperogramas simulados.
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CAPITULO 1V

ALGUNOS EJEMPLOS SELECTOS DE SIMULACION NUMERICA EN
ELECTROQUIMI CA.

4.0 INTRODUCCION.

En este capitulc se presentan los resultados de algunos
ejemploz zelectos de simulacién numérica de croncamperogramas y
voltamperogramas de reacciones electroquimicas rapidas de una
sola etapa y de reacciones electroquimicas reversibles en serie,
empleando técnicas explicitas de simulacién digital tales como el
Método de la Caja y el Método Puntual. La razén de haber
seleccionado esos métodos de diferencias finitas, consiste en que
son los mas faciles de implementar en un programa de computadora
y tienen tiempos computacionales relativamente menores en
relacién a métodos de diferencias finitas mas elaborados, tales
come el método de Crank-Nicolson. Esto dltimo, se pudo comprobar
mediante simulaciones de voltamperometria de barrido lineal Cno
presentadas en ésta tesis) en las cuales se implementd una
subrutina para el método de Crank-Nicolson, observandose una
lentitud Cen tiempo computaciocnal) ligeramente mayor al de una

técnica explicita como el Método Puntual.

Ya en la introduccién del capitulo 2 se sugirié que para efectuar
la seleccidén de un método "adecuado para simular una técnica
electroquimica especifica, es conveniente comenzar con un método
explicito de diferencias finitas y que sélo en el caso de que los
resultados obtenidos mediante un MDF explicito fuesen poco
satisfactorios, habria que avanzar en la escala de 1la
sofisticacidén hacia técnicas de simulacidédn digital mas complejas.
En realidad, el MDF que da resultados mas ex .os, que es el de
Crank-Nicolson, no es tan dificil de implementar; en el apéndice
C de ésta tesis, se da el listado de una subrutina para el método
CN Coriginal de Brietz) adaptada al lenguaje BASIC de 1la
computadora Hewlett -Packard ag9826 del laboratorio de
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C4min~por cronoamperogramalx(80 cronocamperogramas) = 200min

Es probable que si se hubiese utilizade el método de
Crank-Nicolson, el tiempo requeride por la computadora para

generar los croncamperogramas seria ligeramente mayor, teniéndose
una pequefia ganancia en exactitud de los calculos y la ventaja de
no tener limitacién en el parametro A = DM.

La impléhentacién de otros métodos explicitos de diferencias
finitas tales como el método de Dufort y Frankel y el de
“mol écul as computacionales” mias complejas como la ecuaciéon (1.72)
dieron resultados poco satisfactorios. Cabe hacer notar que
tampoco Brietz Cref. 128> ha logrado obtener buenos resultados, en
especial con la molécula computacional de la ecuacién mencionada.
En lo referente a la optimizacién de tiempos computacionales para
la generacién de voltamperogramas obtenidos a partir de curvas
cronoamperométricas, existen por lo menos dos opciones Qque

podrian considerarse en el futuro:

-La utilizacién del Método de Colocacidédn Ortogonal que parece dar
tiempos computacionales menores y que incluso puede ser

implementado en una modesta computadora personal compatible con
la IBM-PC.

- Continuar empleando las técnicas del MDF pero en computadoras
mAs potentes, como la TITAN de la UAM-I.
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Electroquimica de la UAM-I. Sin embargo, en las simul aciones
particulares efectuadas en ésta tesis; en especial de reacciones
electroquimicas reversibles multietapas, se obtuvieron resul tados
lo suficientemente buenos como para ser considerados terminales,
descartando de ésta manera la necesidad de emplear métodos mas
sofisticados de simulacién digital. Adicionalmente, hay que
mencionar que en la simulacidédn numérica de los cronoaamperogramas
de reacciones electroquimicas multietapas no se tuvieron
problemas de estabilidad, ya que se fijé un valor de 0.3 y 0.45
para el parametro A = Dm, también denominado coeficiente de

difusién adimensional del modelo.

En lo referente a métodos mas avanzados de simulacién como el
de Colocacién Ortogonal, no fue posible al tiempo de escribir
ésta tesis, efectuar simulaciones “experimentales’” con las cuales
se contara con alguna manera de estimar el tiempo computacional
utilizado en la generaciédn de cronocamperogramas de reacciones
electroquimicas de 1,2,3,...etapas. Esto fue asi, dado que
resultéd muy dificil conseguir las subrutinas de apoyo necesarias
para implementar el MCO; finalmente se encontré que tales
subrutinas y la teoria necesaria para entender el MCO se dan en
el libro de VIlladsen Cref.B80) del cual hay un Unico ejemplar en
la Biblioteca de MatemAticas de la Facultad de Ciencias de la
UNAM.

En cuanto al tiempo computacional para calcular los
cronoamperogramas de reacciones multietapas con el Método
Puntual, se encontré que ‘para dos reacciones reversibles
multietapas se necesitan aproximadamente 2 minutos para generar
la curva cronocamperométrica adimensional, teniéndose que sumar 1
minuto por cada etapa de reacciédn electroquimica reversible
adicional. Estos tiempos computacionales no parecen ser muy
grandes, sin embargo, si se toma en cuenta que para generar los
vol tamperogramas simulados se requieren aproximadamente de 10 a
50 curvas cronoamperométricas simuladas, entonces el tiempo de
calculo en computadora aumenta considerablemente llegando a ser,

por ejemplo, para una reaccién electroquimica de 3 etapas igual
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4.1 EL EXPERIMENTO DE COTIRELL.

T

En ésta seccidn se trata la simulacidn del experimento de
Cottrell, efectuindose una adaptacién y ampliacidn del progr;ma
origiinal*présentado en el apéndice B del texto de Bard C(ref. & D,
con el objeto de profundizar ;n elA ‘efecto de la variacién del
parametro A = D en el comportamiento de las curvas simuladas con

respe?.:t.o a la curva analitica exacta dada por la ecuacidn:

c4.12

zcou = [ni/z (t/‘r)‘/z]v
cuya deduccién puede verse en la seccidédn 3.3.1

El listado del programa correspond:L;nte. que fue escrito en el
BASIC de 1la Hewlett-Packard 9828, puede consultarse en el
apéndice A de ésta tesis. " ;-iay algunos aspecfbs del program; que
conviene aclarar; en primer lugar, se decidié que los indices I y
J asociados a la discretizacidn del -espacio y tiempo
'respeétivar’nent.e. iniciaran con un valor de I=1 y J=i1 para la
primera caja (¢ ver fig. 4.1D -

Por otro lado, denominando A a la especie Ox y B a 1la especie

Red, las condiciones iniciales quedan en forma digitalizada como:

FACI,J=1>
FBCI,J=1>

0
[y
-

I =1 a IMAX - c4.2
I =1 a IMAX 4.3

i
o

donde IMAX corresponde al numero de cajas que son necesarias en
una simulaciédn. Bard Cref. 68 D) y Brietz Cref. 12 D proponen a

partir del anilisis de la capa de difusién de Nernst, un valor
para IMAX dado por:

12
. 6CD-tD
IMAX = A 4.4

Si recordamos que la discretizacién del tiempo t, esta dada por
J
tj = J-At 4.8

teniéndeo el indice J un valor miximo al que denominaremos L,
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entonces:

JMAX = L 4.6

donde en simulaciones practicas L puede tomar valores que van de
50,100 o 1000 iteraciones en adelante. A partir de (4.9 se
demuestra que para un tiempo T caracter{sticoc del experimento
(por ejemplo, el ancho del pulso de potenciald:

T

T
At = —pax < L

4.7

pero puesto que At también esta dado por (4.59) es facil ver que:

3 ='ﬁ§‘ 4.8

donde puede reconocerse en la razén Ct/7) un tiempo adimensional
T. Sin embargo, puesto que se supone que en el Método de la Caja,
las concentraciocnes fraccionales se miden en el centro de cada

caja, habra que considerar un desplazamiento de 0.8 en el indice

J, asi:

t J - 0.8

T = = = T 4.9

Anadlogamente, el centro de la I-ésima caja estara a una
distancia (I-1JAx de 1la superficie del electrodo.

Ax y At no son independientes y estan relacionados por medio de

la definicién del parametro A = DM © coeficiente de difusién
model o:
A= Du = 222% C4.100
CAO
de donde:
172
- D- At

sustituyendo €4.7> en (4.11) se obtiene:
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172

Lk D-t '
= = c4.120
ax [Du-L. ]

con lo cua:;. la distancia del centro de la I-ésima caja a la

superfic:.e del electrodo estar& dada por: ' —

xCID = CI - 1DAx = - 1)[ 1 i C4.13

ecuacién que puede ser reordenada para defi nir una distancia
adimensiocnal XCID mediante: 7

XCI) = x . _<I- 13/ €4.14d
cp-¥% - CDu-LDY2 ’

Con Ax dado por (4.128) también es posible gxp’?esar I MAX [ecuacién

C4.4) ) unicamente en términos de parametros adimensionales, asi:

- - : 1/2 ’2
_ 6CDht) 1,2 t-L
IMAX = ———— = 6BCDt) lFD“ ] = [ T] C4.1%

pero recordando de la ecuacién (4.8) que:

y = b C4.168)

la ecuacién (4.15) se convierte en: N
IMAX = 6 CDm-JDY2 Ca.17

puesto que el valor miAximo que puede tener DM en un método

explicito de diferencias finitas es Du = 0.3, se observa que:

IMAX = 6C0.8-J0Y%x 4.2- 7% C4.18)

[ algunos autores prefieren definir IMAX = 10CDu-JD'? para

asegurarse de estar mas alla de la capa de difusién de Nernst.]

Las condiciones a la frontera en x=0 CI=1) son
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FACI,JD> = O , J= 1 a JMAX C4.19

(ouponieondo La aplicacidn de un puleo de potencial Lo suficiente-

monte altiod

yJ =-JJ, con lo cual
A B
FACX+AX, LD - FACxDIx_o = FBC(xXD - FBCx+Ax.tD|x_° C4.200
(donde se ha supuesto que l')A = D')

Puesto que x = I1'Ax, ¢t = J-At y dado que la condicidén x=0 implica

que I=1 Cpara la primera cajad) entonces la ecuacidén (4.200 queda:

FAC2,J> - FAC1,J> = FBC1,J> - FBC2,JD 4.21>
reordenando y tomando en cuenta de (4.19) que FAC1,J1> = Q

FBC1,JO> = FBC2,J) + FA2,J> , J =1 a JMAX C4.22

La difusién en la primera caja esta dada por las siguientes

ecuaciones:

FAC1,JD + DMARCFACZ2,J) - FAC1,JDD c4.23D
FBC1,3D + DMB»(CFBC2,J> - FBC1,JDD C4.24>

FAC1,J+1)
FBC1,J+1)

i

donde DMA y DMB son los coeficientes de difusién modelo de las
especies A y B.
La difusién mas alla de la primera caja (I 2 2) se calcula

medi ante la segunda ley de Fick en forma discreta:

FACI,J+1) = FACI,J) + DMAXCFACI-1,J> - 2%FACI,JD +FACI+1,]J2)
4.2%

una ecuacidédn similar se Liene para la especie B.

Para obtener una expresién mediante la cual se pueda calcular la
corriente adimensional Z. Bard Cref. 12> propone tomar en cuenta
el flujo de las especies electrocactivas a través de la frontera

entre la primera y la segunda caja. Para la especie A en la
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iteracidn j+1:

~JACj+1) =

»* .

D.[ CACZ.j)-CACl.j)) _ D-Ca-(FACR,J2-FAC1,32) [, g
Axc Ax¢c

porae deda la condicién a la frontera C4.10D segun la cual

FAC1, jD>=0, la ecuacidén (4.26) se reduce a:

D-CA"FaC2. §2

c4.272
Ax

-JACj+1D
con la expresién anterior la corriente iCj+12 queda definida por:

»
1Cj+1d> = n}ADCZxFAca.J) C4.28)

sustituyendo la férmula (4.12) en (4.28):

nFAD 2ca*Facz, jo>cDu-Ld*7?

iCj+1d =
1,2
T

c4.29

reordenando se obtiene una expresién para calcular la corriente

adimensional 2Z:

_icg+1d-7'7*

— = ¢Dm- LYY 2Facz, 3 C4.30)
nFAD' %ca

r/aRP)

»

la corriente 2C1) se calcula en forma distinta; dado que al
tomar en cuenta que el numerc de moles electrolizados de la

sustancia A en el intervalo At es AX'ACA‘. la corriente es:

» ®_ 1,2 4,2
Lc1d n¥FACa Ax - nFACA D L C4. 31>
At 1/2 1,2
T D
reordenando convenientemente:
Z1) = cL.Dw'"? C4.32>

4.1.1. DISCUSION DE LAS CURVAS SIMULADAS EN EL. EXPERIMENTO DE
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COTTRELL

ke

En lo gQue sigue se presentan los r esultados de curvas
simuladas en el experimento de Cottrell. En particular, se
muestran_ las curvas de la corriente adimensicnal™ Z .vs. T

obtenidas mediante la técnica de di ferencias finitas en
comparaciénu<con el resultade analitico Zbou .vs. el _tiempo

adimensional T. Y finalmente las curvas de concentracidn
fraccional contra la distancia adi mensior—rél YADIM calculada
mediante la férmula C4.14D.

El numero de iteraciones L se fijé en 100, en tanto que se
Dut

investigd el efecto de la variacién del parametro A
Ccoeficiente de difusién adimensionral del modelo), haciéndolo

tomar valores que van de 0.05 a 0.52.

4.1.1.1 ANALISIS DE LAS CURVAS Z2 C Y ZCOTDD .VsS. T

Las figuras (4.2 a-h) muestran el efecto de hacer variar el
parAmetro A=Dmu en curvas del tipo Z (y ZCOTTD .vs. T. Se observa
que ya a valores de DM = 0.5 la curva simulada comienza a
presentar oscilaciones, aunque ambas curvas tienden a
comportarse en forma convergente a tiempos altos. A un valor
ligeramente mayor, DM = 0.51, la curva simulada Z .vs. T sigue
oscilando alrededor de la soclucidén analitica,ZCOTT .vs. T, bero
empieza a diverger aproximadamente a un valor de T = 0.5. Para
valores mayores del cogficiente de difusion modelo,
especificamente DM = 0.52, el’comportamiento di vergente acusa un
grave problema de estabilidad en 1la solucidn numérica del

problema considerado.

Yendo hacia abajo en la escala de DM, notamos que para valores de
DM = 0.4,0.3 y 0.2 es incluso dificil distinguir entre la curva
simulada y la curva analitica, observandose que a DM = 0.2 ambas
curvas estan casi encimadas. Sin embargo, a valores menores de
DM, tales como 0.1 y 0.08, las dos curvas se vuelven a separar,

teniéndose la mayor separacién al valor mas bajo de DM.
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4;1.1.8. ANALISIS DE EAS CURVAS Z/ZCOTT .Vs. T

Las figuras (4.3a-h) iluzmtran el efecto de hacer variar —@l
parametro X° = Du en curvas del tipo Z/ZCOTT .vs. T .
Es claro que cuando 2Z=ZCOTT; 2/2CCTT deberé ser igual a 1la
unidéd. Laﬁréraficas en las que se tiene una mayor concordancia
éntre la curva simulada y la_ analitica son aquellas para las
cuales DM = 0.3 y 0.2, puesto que- en las graficas
correspondientes se observa que, excepto a tiempos adimensionales
muy bajos, Z-ZCOTT tiende a 1. -
Hay que hacer notar que cuando DM = 0.2, comienza a aparecer un
pico hacia abajo a un tiempo adimensional aproximadamente de
0.02; el efecto de este pico en la curva (4.2f) no es
perceptible, puesto que ahi{ tanto la CGFYE simulada como la
analitica son indistinguibles. Sin embfrgb a valores menocres de
Dm, tales como 0.1 y 0.05 el pico”comienza4;~cr;cer Cver figuras
4.3g y h) teniéndose un efecto de separacidén de las curvas Z :vs.
T, con respecto a las curvas ZCOTT .vs. T (figuras 4.2g y hd. La
aparicién del mencionado pico,es un efecto puramente numérico y
nada tiene que ver con la interpretacién fisica del fendmeno a
tratar. ’
Cuando DM = 0.4, la gréafica 2Z/7ZCOTT ——1 excepto a tiempos
adimensionales muy bajos. T
A un valor de DM = 0.5 comienzan a aparecer oscilaciones, pero la
tendencia de la razén ZZ2COTT es de converger a 1 a tiempos
adimensionales altos.
A valores de DM mayores a O.é. en particular para 0. 51 y 0.82,
se observa, como era de esperarse , un comportamiento francamente

divergente.

La fig. 4.4 muestra en una sola grafica el efecto de hacer variar

A en este tipo de curvas.

4.1.1.3 ANALISIS DE LAS CURVAS DE CONCENTRACION FRACCIONAL .VS.
XADIM.

Este tipo de curvas se nmuestran en las figuras (4.5Sa-h). El
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tiempo adimensional para el que fueron calculadas estas curvas
fue de 1.

En general =ze observa que el parametro A = DM no tiene® mucho
efecto eon la forma de las graficas de Concentracién Fraccional

.vs. XADIM, estoc al menos en el intervalc de valores de DM que va

de 0.1 a 0.8. Para un valor muy bajo de DM, en especial 0.03, se
observé un ligero desplazamiento hacia la derecha en ese tipo de
curvas.

El efecto del comportamiento oscilatorio de las soluciones del
problema considerado para valores de A=DM 2 0.5 es claro en
figuras como la (4.8a y b), donde a pesar de la presencia de
lineas quebradas interconectadas, aun puede especularse sobre la
forma promedioc de las curvas de Concentracién fraccional .vs.
XADIM. Falta también mencionar el hecho de que la suma de las

concentraciones fraccionales de las especies A y B es igual a 1.

A continuacién se presenta el conjunto de curvas obtenidas

mediante simulaciones del experimento de Cotrell.
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4.2 SIMULACION DE REACCIONES ELECTROQUIMI CAS REVERSIBLES
MULTI ETAPAS.

La mayor parte de la teoria necesaria para simular este tipo
de reacciocnes se did en la seccidén 3.4 de ésta tesis. Aqul solo
se consideran algunos detalles complementarios udtiles en la
codificacién de un programa de computadora que pueda ser empleado

en la simulacién de reacciones electroquimicas reversibles
mul tietapas.

Sea el siguiente esquema de reaccidn:

1 1 2
s + ne = S
2 2 3
C4.33D
Sk * nke = Sk+1
s + ne = S
m m m+d

La ecuacidén de difusién asociada a cada una de las especlies en el

mecanismo (4.33) puede escribirse en forma generalizada Yy en

términos de concentraciones fraccionales como:

, _

SLLIL SR A AL C4.34
at z
ax

- lo que em forma discreta queda“como:

CAO

+ FkCI-1,J)]
C4.3%

Si por conveniencia incluimos en el arreglo dimensionado para la

variable F, un nuevo indice K para cada especie (o paso de

reaccion) entonces la ecuacidén C4.35) se convierte en:
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FCK,I,J+1) =FCK,I,J) +DMCKI* [FCK,I+1,J) - 2%FCK,I,J)

+ FCK,I-i,J)]
C4.38

7ecuacidh que‘és valida para los siguientes valores de los indices

K»I Y J:

K=1 a NSPEC=M+1  _ C4.372)
- I =1 a IMAX = 4.2%3'7? T C4.37b
J =0 a JMAX =L C4.37cD

donde se ha supuesto que los indices I y J pueaéh"iniciar en
cero, lo cual es mas conveniente en el Método Puntual que se
utilizara en ésta seccidn. NSPEC = namero Qgﬁespecies. e IMAX vy
JMAX tienen el mismo significado que se les asigné en la seccidn

precedente. - —

Para las ecuaciones iniciales se supuso que:

FC1,I,00

= 1 R I =0 a LyAg‘ C4.38ad
y FCK,I,00 =0 . K = 2 a NSPEC
. 38b
I = 0 a IMAX ca 2
Para la condicién a la frontera en x = 0, se tomd en cuenta la

ecuacidén (3.148) del capitulo anterior, que en forma codificada

en BASIC (o FORTRAN)D para una reaccion de 3 etapas es: N

FC1,0,J3> = NUMFCJ) DENF C4.39)

donde:

NUMFCJD = FC1,1,J> + DDC2X%F(C2,1,J) + DDX3D¥F(3,1,J)

+ DDC4DO»FC4,1,J3d C4.40)

Y DENF = DENF1 + DENF2 + DENF3 C4.41>
siendo

DDCKD> = DMCKD. /DMC1)D C4. 42D

la razén entre el K-ésimo coeficiente de difusiéon modelo y DMC1)D
AdemAs se definié:
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DENF1
DENF2
DENF3

1 + DDC2)%EXPC-NC1D%(P-POC1223D

DD 3D %EXPC~NC1D#CP-POC1DD — NC2>%CP-POC233D

DDC 40 %EXPC —-NC12%C P-POC1)) -NC2) *C P-POC22D
“NC3D*CP-POC322D C4.43a,b,y <

Aqui MCKD ez el numero de electrones y los parametros adimen

sionales P y PO estan dados por:

P = %-E = FENRTXE =C38.37651G Volts 'DxE C4.44d
y
POCKY = FENRT®EOCKD C4.4%
donde:
FENRT = F/RT = 38.376519 Volts &

En la frontera x=0, y puesto que se estan considerando reacciones
electroquimicas reversibles multietapas, es valido emplear 1la
ecuacidn de Nernst que en terminos de concentraciones

fraccionales es:
FCK+1,0,J) = FCK,O, JD)*EXPC-NCKD 2 P-POCKDD c4.468)
La condicién a la frontera cuando X——o es:
FC1,IMAX,J> =1 C4.47D

En el calculo del gradiente de concentracién adimensional G2P,
que es directamente proporcional a la corriente, se decididé la
utilizacién de la aproximacién bipuntual definida por la ecuacidn
(3.132) del capitulo precedente. La forma digitalizada de dicha
ecuacién para un sistema de reacciones electroquimicas
reversibles de tres etapas puede verse en el listado del programa
correspondiente Capéndice B) después del comentario “CALCULO DE
LA CORRENTE BIPUNTUAL”

La parte realmente importante del programa y la que mayor tiempo
de computadora consume es la correspondiente a la ecuacién C4.38

con la cual se resuelve por medic de la técnica del MDF la
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hsegunda ley de Fick dada por (4.34D.

Ld que resta del programa no es mas que @l tratamiento de los
datos obtenidos de GEP(gradiente de concentracion adimensional
bipuntual) .vs. T (tiempo adimensicnal). Con lo que es ya pgsible
construir_los cronoamperogramas correspondientes a las reacciones
electroquimicas simuladas, amrpartir de las cuales, para
determinados tiempos de muestrec se obtienen los voltamperogramas
simul ados. -- i -

Para poder. guardar en memoria los datos de G2P correspondientes
a diferentes pulsos de potencial tuvo que definirse un indice de

potencial que esta dado por la siguiente'férmula:

E - E1
= 4.4
INDE DELTE + 1 4.48)
donde: E: es un potencial en Voltis B

El.,es el valor del pulso de potencial mas bajo
aplicado.(Cesto es, eI mas negativod

DELTE; es el espaciamiento de potencial existente
entre pulso y pulso

El indice mAximo de potencial se define mediante:

_ E2 - E1
INDEMAX = —m— C4.49

siendo E2; el valor del pulso de potencial mas
alto aplicado Cel mas positivod

Tomando en cuenta (4.48), el gradiente de concentracidn
adimensicnal bipuntual tendra ¢qque dimensionarse en la memoria de

la computadora para dos indices , ya que:

G2P = G2PC(J,INDED C4.500

Con lo anterior es facil ver que a cada croncamperograma le
correspondera un indice (entero) de potencial C(INDE) dado por
C4.48).

El voltamperograma no resulta ya dificil de construir una vez que
se tienen las definiciones anteriores, excepto por el hecho de

que para graficar G2PCJ,INDED) .ve. E hay que tomar on cuante laa

135

A e S



peculiaridades del sistema de computo con el cual se esta
trabajando. En particular, para la computadora Hewlett-Packard
9826 es necesario definir un “factor de potencial” EFAC que toma
en cuenta la escala real del eje de los potenciales; asi, se
encontré que la siguiente férmula resulta conveniente para
relacionar EFAC con el indice de potencial INDE:
EFAC = ﬂ%’g—O'MAT'[—INDE + CINDEMAX + 1) ]} C4.51>

El programa que se lista en el apéndice B, es aun susceptible de
ser optimizado tanto en lo referente a la minimizacién de tiempos
computacionales, como en lo que respecta a las subrutinas de
graficacién. En especial la subrutina para graficar G2P .vs.
T2 comienza a fallar cuando la cantidad de datos que tiene que
retener en memoria la H.P. 9826 es considerable.

A continuacién se presentan algunos ejemplos de aplicacidén del
programa para simul ar los croncamperogramas Y los
vol tamperogramas dg—;- algunos esquemas de reaccidén especificos bajo

la suposicidén de que se comportan en forma reversible.

4.2.1. REACCION DE Fe(III) FeCIID> EN PRESENCIA DE IONES CLORURO

Aqui se considera la reacciédn de reduccidn del idn FeClIId en
presencia de iones cloruro a pH =1 y pCl = 1 en concordancia con
la parte experimental, que fue discutida en lo esencial en la
seccidén 3.0 de ésta tesis, mas detalles sobre el ex;ﬁerimento
pueden consultarse en la ref.58
De la figura 4.8 que es un diagrama de Pourbaix Cobtenido por el
grupo de Electroquimica de la UAM-ID) para FeCIIID-Fe(CIID> en
presencia de iones cloruro a pH =1; se observa que a pCl = 1 el
ién Fe(lIIl) esta complejado predominantemente en la forma de

FeCl;, de modo que la reaccidén electoquimica de reduccidn a
considerar es:

FeCl; +e — 3 FeCl’ + C4.52
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“ecuacién que puede ser reescrita con el objeto de simplificar
k=
como: , )
FaCIIID + = _—_ FelCIID BE'= 7 C4.83D

-4

donde E:’ es un potencial normal aparente Cen concordancxa con la
termnologia “de Charlot,ref.16,17) cuya definicidn se obtiene a

partir de la ecuacicén de Nernst para la reaccion (4.822, esto es!

. +
E=E_ + 0.06'log [Fecz2] = -
’ ° , |Fecl™ | |c17|
. +
E=E - 0.061log|ClT| + 0.06 log —Lo=r2 C4.54D
° ' - |FeC1 ™|
puesto que pCl = -loglCl-lr y dado qu; |F‘eC1‘z;| = |F‘eCIII)| y
|FeCl™| = |FeCIId|, la ecuacién C4.84) queda:
- oL ' FeCIII |
E EO + pCl + 0.06-1og FeCIIS | C4.5% -
definiendo al potencial normal aparente como:
E’ = E_ + 0.06-pCl ‘ C4. 50

La ecuacién de Nernst para la reaccidén (4.53) es sencillamente:

“|FeCIII) | ,
[FeCcII> | c4.57

E = E; + 0.06'log

a pH =1 y pCl =1, el potencial normal aparente de la reaccion

C4.53) puede obtenerse del diagrama de Pourbaix ¢ fig 4.6) que
es:

E; = 0.747 V/CRHED C4.88)

Por otro lado, del voltamperograma experimental C(fig. 3.9) se
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E/(V/RHE)

0.9- :
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FeCl}  FeCl
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FIG.4.6 DIAGRAMA DE PUORBAIX PARA Fe(lll)/Fe(ll) EN PRESENCIA
DE IONES CLORURO A pH=1
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obtiene un potencial de media onda que no es exactamente igual a

E; C(por diversos factores, tales como por ejemplo la no igualdad
de loz coeficigntes de difusioén de las ospecies

involucradas),asi:

qu = 471mV/ESC =713mV/RHE = 0.713V (4.5

En la simulacién para la reaccién (4.530 se considerara
idealmente que E = E> = .747V.

1/2 o
El conjunto de datos considerados en la simulacidn numérica fue:

NSPEC = 2 especies

NC1)D 1 electrén

DC1) = DX&d= 1 x 107 m’ss Ccoef.de difusiénd
DMC1) = DMC2) = 0.3 (coef.de difusidén modelod
EOC1D> = 0.747 V

El = 0.64 V Cpulsoc de pot. mas negativod

E2 = 0.984 V (pulso de pot. mas positivod

DELTE = 0.02V = 20mV (espaciamiento entre cada
pulso de potenciald

L = JMAX = 80 Cnumero de iteraciones correspon-
dientes al indice J del tiempo adi-
mensionald

El croncamperograma simulado,suponiendo reaccién electroquimica
reversible, se muestra en la fig.4.7, observandose una clara
analogia con la forma de las curvas experimentales de la fig.
3.8.

El voltamperograma simulado para esta reacciédn obtenido a
diferentes tiempos de muestreo (especificamente,con un valor de J
que va de 8 en 5; con lo cual el espaciamiento en tiempo
adimensional es de T = J/L = 8/90 = 0.1) se presenta en la fig.
4.8 Se observa también, que la forma de las curvas
voltamperométricas simuladas es muy similar a las experimentales
Cver fig. _3.9).. excepto por el hecho de que a potenciales muy
negativos el voltamperograma experimental muestra una anomalia

que se presenta como una disminucién de la corriente hasta un

139




-
-

i

F1G.4.8 VOLTAMPEROGRAMA SIMULADO PARA Fe(lll)/Fe(ll)

140




‘minimo relativo, volviendo a incrementarse hasta alcanzar el

valor éorrospondionto a-la corriente limite de difusidn.

s4.2.2.- REACCION DE 2 ETAPAS EN SERIE PARA EL SISTEMA
MNCVIID MNCIVO  MnCIID - - -

siguientes reacciones

En este ejemplo, se consideran las

sucesivas: B .

MRCVIID + 3e MnCIVD EOC1D 1.70V C4. B80ad
MnCIVD + 2e MnCIID EOC2D 1.23v . (4.60bD

i

(datos tomadoa de la pag P de la ref.1® _
Suponiendo un comportamientq de tipo reversible en las reaccones
anteriores, se fij¢é el siguiente conjunto-de paraAmetros con el -
objeto de simul ar las curvas crdgoampérémétricas Yy
voltamperométricas.

NSPEC = 3 especies o

NC1D

NC23

©

D1 = X2 = DX3 = 1x10 ° m'/s

3 electrones

2 electrones

DMC1) = DMC2) = DMC3) = 0.3
EOC1) = 1.70V
EOC2) = 1.23 V -
L = 50
El = 1.0V
w E2 = 1.9V

DELTE = 0.02V = 20mV

El cronocamperograma simulado (fig. 4.9 muestra una clara
separacién entre las zonas correspondientes a cada reaccién. La
zona I corresponde a la reduccién del MnCIVD en MnCIId> [con
transferencia de 2 electrones]; en tanto que en la zona II, se
lleva a cabo la transferencia rapida de 3 electrones en la

reduccidén del MnCVIID a MnCIVD. Los cronocamperogramas de linea
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mAs marcada son aquellos para los que se ve en el vol tamperograma
simulado una meseta C o plateaud en la que se tiene la region de
difusién pura. Los croncamperogramas intermedios Cde linea deébilDd
corresponden a la regién del voltamperograma e€n la cual se
obtiene una disminucién del gradiente de concentracidn
adimensional G.

En esa regién, se tiene un punto de inflexién del cual puede
obtenerse un potencial de media onda E‘/z que debe corresponder
Caproximadamente) con los potenciales normales para cada una de
las reacciones (4.60a y b). Si hemos de ser estrictos,la
simulacién de los voltamperogramas entre meseta y meseta, deberia
incluir efectos adicionales a la difusién pura.

Es interesante hacer notar, que los potenciales de media onda
observados en los voltamperogramas simulados corresponden casi
perfectamente con los potenciales normales de cada una de las
reacciones (4.80a y bd, ver fig. 4.10
Adiciocnalmente, se obtuvieron curvas simuladas del tipo G vs.
T2 (fig. 4.11)5, en las que se observa un comportamiento
cuasi-lineal a pulsos de potencial bajos C(correspondientes a
indices de potencial CINDED tambien ba jos) Yy tiempos
adimensionales altos; en tanto que a pulsos de potencial mas

positivos,la grafica G .vs. T V% comienza a curvarse.

4.2.3 REACCION DE 2 ETAPAS EN SERIE PARA EL SISTEMA
TICIIID TICID /T1COD

~

En este caso, las reacciones électroquim.tcas son:

T1 + 2e = T1° EC1) = 1.28V C4.612)
by

n* + e = EC2) = -0.3383V C4.61bd

(datos tomados de la ref. 7

Suponiendo que las reacciones electroquimicas aqui consideradas
sSon reversibles, se fijé el siguiente conjunto de parametros con
el objeto de simular por la técnica de diferencias finitas las
curvas cronoamperométricas y voltamperométricas.
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NFREC = 3 especies
NC1D> = 2 @lectrones

NC2) =1 @lactrédn =
- DMC1D) = DMC2D = DMC3D = 0.3

_ -~ X1 = DC2) = DC3Y = 1x10 Tmss

EOC1) = 1.29V -
EOC2) = - 0.3383V _ ‘
i L =50 7
) El = -0.8V
E2 = 1.8V

DELTE = O.04V = 40mV
Los resultados de las simulaciones se muestran en ilas figuras
4.12 y 4.13. Hay que hacer- notar que a :t,ig_mpos adimensionales
menores a 0.3, los cronocamperogramas goﬁ:enzarz: a presentar 1la
forma de lineas quebradas interconectadas, lo “cual puede afinarse
_incrementando el nimero L de iteraciocones , aumentando con ello el
tiempo computacional que en este caso resulté ser de

aproximadamente de 1595 minutos.

A pesar de lo anterior, los voltamperogramas simulados tienen la
forma de curvas bien definidas.

Del voltamperograma de la fig. 4.13 puede observarse dque los
potenciales de media onda ahi obtenidos corresponden a los

potenciales normales de las reacciocnes (4.61 a y bd

2

En las curvas 6 .vs. T 7% Cfig. 4.14) vuelve a notarse el efecto

de las lineas quebradas correspondientes al cronocamperograma a
3

tiempos adimensionales bajos.

También se efectué un experimento de simulacién adicional
cambiando los siguientes parametros:

X2) = 2a40° ni/s
y NPDMAX = 1.10 "m’/s

donde NPDMAX que es generalmente el maximo valor del producto
entre el numero de electrones NCKD) de la K-ésima especie y el
coeficiente de difusién DCKD de la K-ésima especie, se fijé
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af bitrariamente en 1x1 0 °m®,s Cen realidad, el maximo valor de
NPDMAX es, por supuesto, 2xi 0. El efecto de cambiar dichos
parametros fue el de desplazar ol potencial de media onda, de—la
onda correspondiente a la reaccién (4.61bd (ver fig.4.191. Para

la misma reaccidn se observa un- ensanchamiento de la zpnn[I de la

fig. 4.19, notandose adema&s una mejor definicidn de los

‘croncamperogramas a tiempos dimensionales bajos; esto udltimo

P ——

_ _ -2/2
parece corroborarse del analisis de "las curvas G .vs. T <

correspondientes (fig.4.17) en donde ya no aparecen las lineas

quebradas que se tenian en la fig. 4.14

4.2.4 REACCION DE 2 ETAPAS EN SERIE PARA EL SISTEMA
BrC V) .BrC0D /BrCID

Aqui se consideran los sistemas sucesivos: —

1.8V C4.62a)
1.09V C4.62bd

Brcod EOC1)
Brcod + e BrcI™ EOC2D
(dat.;o tomados de Lla ref. 18

Brcwv + Be

]
"

Bajo la suposicidén de que las reacciones electroquimicas
anteriores son reversibles, se fijaron los siguientes parametros

para obtener los croncamperogramas y voltamperogramas simulados:

NSPEC = 3 especies -
NC12> = B electrones -
NC2) =1 electrén
DC1)>=D(2> DX 3> =110 "m°/s
DMC1D=DMC2>=DMC3D = 0. 48
EOC1D> = 1.828V

EOC2> = 1.0QV

L = 80

Ei1 = 0.98

E2 = 1.68V

DELTE = 0.01V = 10mV
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Las curvas cronoamperbmétricas para este caso, se muestran en la
fig. 4.18, donde se observa en forma dramAtica la separacién
entre las zonas correspondientes a la transférencia rapida de 1
elec{rén—egronoamperogramas muy juntos de la zona I1ID y la debida
a la trangferengia rapida de S electrones (Zona I1J. Puede
notarse en la misma figura, la aparicién de lineas quebradas
interé:onect‘aldasv en los cronoamperogramas a tiempos bajos, lo que
indica la necesidad de incrementar ?el 7nL'1mer; de 1t;eraciones L,
con el ob;leto de mejorar la definicién de dI;:has curvas.

Los voltamperogramas .7 obtenidos (fig. 4.19), resultaron tener
buena definicidén, y en ellos es posible corroborar que los
potenciales de media onda para cag:la etapa corresponden a 1los
potenciales normles de las reacciones (4.62a y bd

Con el programa del apéndice B de ésta —‘ie_sis. también pueden
obtenerse amplificaciones de los  voltamperogramas y
croncamperogramas simulados en el intervalo deseado de

-potenciales. Por ejemplo, si cambiamos los parﬁ?net.ros siguientes:

El1 =1.83 V

E2 =1.898 V

DELTE = 0.001V
Yy FAC = 1000

donde FAC es un factor de amplificaciédn adecuado que tiene que
corresponder con las caracteristicas del sistema de graficacién

dela Hewlett-Packard 9828; se obtienen curvas como las de las
figuras 4.20 y 4.21

4.2.5 REACCION DE 3 ETAPAS EN SERIE PARA EL SISTEMA
VCVO AVCIVOAVCIIID AVCITD

Las reacciones sucesivas a considerar para el vanadio son:
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VCVD  + e = VeIV o, EOC1D> =1.0V C4.63ad
VCIV + e = VCIIID , EOC 2> 0. 38V C4.63bd
VCIIID + & = VCIID> , EOC3> = -0.28V C4.83cd

(datoe tomados de la ref. 24)
Suponiendo como en los casos anteriores, que cada una de las

etapas es reversible, se fijé el siguiente conjunto de parametros

para la simulacién:

NSPEC = 4 especies

NC1D =NC2> =NC3)> = 1 electroén
DC1D=DC2>=DC3D=DC4d= 1x10 “m’ /s
DMC 1) =DMC 2D =DMC 33 =DMC 43 =0. 3
EOC1) = 1.0 V

EOC2d> = 0. 38V
EOC3> = -0.289
L = 850

El = -0.4V

E2 = 1.1V

DELTE = 0.03V = 30mV
Lo interesante en el cronocamperograma simulado para este caso
(fig. 4.22>, consiste en la aparicién de una tercera .zona
correspondiente a la reaccién (4.83a) . En el voltamperograma
simulado (fig. 4.23) se observa también una onda adicional
correspondiente a la citada reaccidn electroquimica.
Y como era de esperarse, los potenciales de media onda obser vados
en el voltamperograma simulado, corresponden a los potenciales

normales de cada una de las reacciones €4.83 a,b y ¢
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CONCLUSIONES
De la discusién de las distintas técnicas de simulacion en
Electroquimica y de los diferentes métodos de aproximacién

[méﬁtodos—xde residuos pesados] aqui tratados, puede Ilegarse a las

siguientes conclusiones:

% En el. dezsarrollo de expt-esivones matematicas a seor utilizadas en
cualqui er técnica de simulacién di gi tal aplicada a problemas
ei ectroquimicos, es conveniente definir un_ parametro de corriente
adimensional Z, o bien un gradiente de concentracién adimensional
G, que son directamente proporciocnales a la corriente i medida,
por ejemplo, en la técnica cronc:zmper ométrica. Se encontrdé en
particular, que para definir Z en el caso 'del electrodo esférico
existe mas de una manera-<Cver por ej. ecuaciones (3.56 y 3.58).
También se efectué la transformacién de algunas expresiones
analiticas de la literatura electroquimica en terminos de
variables adimensionales conveni entes f[ ver ecuaciones
€(3.813,C3.93>,03.1112a3,(3.114) (3.115 y (3.1117]

% Se efectuaron algunas adiciones y correcciones al excelente
trabajo de Brietz (ref. 12) en lo referente a las expresiones que
se requieren para simular reacciones multietapas reversibles.En
particular se proponen en este trabajo las expresiones
€3.1303,¢3.1320,(3.134) y (3.138) para calcular el gradieﬁte de
concentracion adimensional G Cen el caso bipuntual Y
pentapuntual ,tanto para el yétodo de la Caja,como para el Método
Puntual). También se efectué una pequeffa correccién a una
ecuacién originalmente propuesta por Brietz C(ref. 12 ) para
calcular la concentracién del componente 1 en la superficie del
electrodo en un sistema de reacciones electroquimicas multietapas
reversibles Cver C3.148)), proponi éndose como expresidn
al t.erna;i va de calculo la (3.148) y la forma mAs conveniente,

expresada en términos de concentraciones fraccionales
adimensionales (3.149D
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% Las sencillas simulaciones efectuadas para el experimento de
Cottrell dC(mostradas en el capitulo 1IVD resultaron ser muy

ilustrativas del efecto que tiene la variacién del parametro A=Du
Ccoeficiente de difusidédn modelo adimensionall en la obtencidn de

soluciones numéricas del tipo ZCparametro de corriente
adimensional) vs. T (tiempo adimensional2. En general, puede
decirse que al utilizar técnicas de diferencias finitas
explicitas, es bastante segurc trabajar con un valor de A=Dm que
seﬂrenCuentre en el intervalo 0.3 a 0.48. No se -rTecomienda
utilizar valores de A=DM muy bajos. porque la correspondencia
entre la solucién analitica y la numérica no resulta ser muy
buena. Tampoco debe utilizarse el valor A= 0.5 porque, a pesar de
que este valor de -lambda marca el limite permitido antes de la
aparicién de problemas graves de estabilidad, comienzan a tenerse
en las curvas simuladas oscilaciones no deseadas.lLa discusién
detallada de las curvas para el experimento de Cottrell, se

presenta en el capitulo 1IV.

#¥De la simulacién de reacciones multietapas reversibles con el
Método Puntual y las ecuaciones desarrolladas en el capitulo III,
se demostré que es posible obtener voltamperogramas a partir de
curvas croncamperométricas simuladas, adun sin tener en cuenta las
complicaciones que se tienen en la regién del voltamperograma en

la cual no se tiene régimen de difusién pura.

*El tiempo computacional necesarioc para efectuar simulaciones con
la técnica explicita de diferencias finitas, no es muy grande, si
lo unico que se desea es obtener una sola curva
cronocamperométrica. En general para una reaccién electroquimica
reversible,el tiempo consumido para efectuar los calculos es de
aproximadamente 2 minutos, teniéndose que sumar un minuto por
cada etapa sucesiva de reaccidén electroquimica. Lo que hace que
aumente en forma dramatica el tiempo computacional es 1la
necesidad de obtener entre 10 a 850 cronoamperogramas para poder
pasar a la generacién del voltamperograma simulado y de otras

curvas auxiliares tales como por ejemplo; la curva G (gradiente
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de concentracién adimensional) .vs. 'I'-"/z Ctiempo adimensionald

*¥Puede decirse que la técnica de diferencias finitas incluso en

su forma explicita, da resultados aceptables en la simulacidén de
la técnica de la cronocamperometrfia, por lo que no se tuvo
necesidad, al menos en los sencillos casos tratados, de
desplazarse en la escala de la sofisticacidén hacia meétedes de

simulacién mas complejos como el Método de Colocacidn Ortogonal.

#En la simulacién de problemas complejos en Electroquimica

se recomiendan por lo menos dos opciones:

-~ hacer uso de una técnica mas completa y mas precisa de

diferencias finitas tal como el Método de Crank-Nicolson, que
dependiendo del tiempo computacional consumideo puede ser
implementada en una computadora de potencia mediana © en una

supercomputadora como la TITAN de la UAM-I

- seleccionar un método altamente eficiente tal como el Método de
Colocacién Ortogonal (MCO) que implica en general un poco mas de
trabajo algebraico antes de su codificacién en un programa de
computacidn pero que puede ser implementado incluso en una

computadora relativamente modesta como una IBM-PC.

En conclusidén, de los métodos analizados recomendamos comenzar
implementando una técnica e>§p1 icita de diferencias finitas,ya sea
el Método de la Caja o preferentemente el Método Puntual. Los
métodos explicitos han sido utilizados por Feldberg con éxito
desde 1984 hasta muy recientemente (ref.28,29,31,32), también
investigadores brasileffos Cref. 48,Sep.8 19890 han retomado los
métodos explicitos en aplicaciones de simulacién digital para la
solucion de problemas electroquimicos.

Si la sola utilizacidn de las técnicas explicitas de diferencias
finitas no da resultados satisfactorios habrid que desplazarse en
la escala de la sofisticacién hacia métodos de simulacidén

numérica cada vez mas complejos en el siguiente orden : Método de
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Crank—-Nicolson (que es un MDF implicito), Método de Colocacidn
Ortogonal C(MCO) y Método de Elementos Finitos (MEFD
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= AFENDICE A

10 1 VARIABLES DEL MODELO Y GRAFICAS |

20 FRINT # IMFRIMIR CORRIENTE .vS. TIEMFO SI/NO”
Z0  INFUT X$

40 CALL GRAF (X$,190.,10,.1,~13,110,-8, 192)
SO DIM FA(43,101),FR(43,101),2¢101) =
60 MOVE 109,S W
7G LABEL T ,
80 MOVE 25, 185 -
90 LABEL "Z/ZCOTT” —

1606 MOVE 0. 10060 -

110 REAL L - -
120 L = 100

130 DMA = 0.45 =
140 DME = DMA

150 JMAX = L

160 IMAX = INT(4.2%S0R (JMAX))
170 ¢

180 ! CONDICIDNES INICIALES
190 1

200 Z(1) = SQR(L/DMA} -
210 FOR J = 1 TO JMAX

"220 FOR I = 1 TO IMAX -
230 FACI,J)
240 FA(I,J+1) = 1
250 FB(I,J) = O
260 FB(I,J+1) = 0
270 NEXT I

280 NEXT J

2901

1
-

3001 INICIO DEL CICLO DE ITERACIONES
100
X220 FOR J=1 TO JMAYX

3300
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400 DIFUSION MAS ALLA DE LA PRIMERA CAJA

E50

FAHO IMAX = INT (4.2%8QR(J))

I70 FOR I=2 TO IMAX

IR0 FACT,J+1)=FA(I,.JY+DMA* (FA(I-1,J3)-2%FA(I.J) + FA(I+1,.J))
I90 FB(I,J+1)=FEB(I,+DMB*(FE(I-1,J)-2*FB(I,J) + FB(I+1,J))
400 NEXT 1

41a 8

“420 ! DIFUSION EN LA PRIMERA CAJA

4Z0

440 FA(L,J+1) FA(l,J) + DMAX(FA(Z,J)~-FA(1,J))

4530 FER(1,J+1) = FB(1,J) + DMB%(FB(2,I)-FB(1,J))

460 1

470 ' CORRIENTE ADEMENSIDNAL 4

480 !

490 Z(J+1) = SAR(L*DMA)*FA(2,D)

J00 PRINT ~ ZCIy =" 2 (3Y3"3="3J
510 1

520 ' CONDICIONES A LA FRONTERA
330 8
540 FB(1,J+1) FB(Z2,J+1) + FA(2,J+1)
S30 FA(L,J+1) = O

it

S&01

570 ¢ DEFINIR ARREGLOS FARA FROXIMA ITERACION
3801

590 FOR I = 1 TO IMAX

600 FA(I, ) FaAa(r,J+1)

610 FB(I, D) FB(I,J+1)

620 NEXT I

&30 NEXT J

6408

450! BRAFICAR CURVA Z/2COTT .vS. T
LLO Y

&70 FOR J=1 TO JMAX

&8O T = (J-0.5) /L

670 ZCOTT = 1./SQR(3.141592%T)

700 R = Z(J)/ZICOTT

]

]
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710 FRINT “T="3;T¢”ZC0TT="31 ZCOTTi"R="3R
720 RR = R*100
70 OTT = T#100
740 DRAW TT.RR
750 NEXT J :
760 FRINT “IMFRIMIR BRAFICA Z(J) V8. T% (SI/NO”
770 INFUT WANTS
780 CALL GRAF (WANT$,3200,10,.1,-13,105,-13,305)
790 FOR J=1 TO JMAX
sO0 T = (J-0.5)/L
B10 TT = 100%T
B2G DRAW TT.100%Z2(T)
830 NEXT J
840 FEN -1
BIO MOVE 0, 1000
860 FEM 1
870 FOR J=1 TO JMAX
880 T = (J-0.5) /L
890 TT = 100%T
00 ICDTT = 1./8S0R(3.1415%92%*T)
210 DRAW TT,100%ZCOTT
P20 NEXT J
IO MOVE 45,298
240 LABEL "”Z aND ZCOTT”
250 MOVE 99,7
P60 LABEL ”T”
2?70 MOVE G, 1000
280 PRINT “IMFRIMIR GRAFICA~CDNC.FRACC V8. XADIM. (SI/NO) "
290 INPUT Y$
1000 FRINT” COLOCAR FAFEL EN IMFRESDRA H.F. 7470A%
1010 PRINT” TIEMFDO NECESARIO FPARA COLOCAR FAFEL (SEG)”
1020 INFUT ™™
1020 GRAFHICS OFF
1040 WAIT TH
1050 CALL GRAF(Y%$,100,10,.1,-13%,1035,-5,10%)
1060 MOVE O, 1000
1070 IMAX1 = IMAX - 1
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1080 FOR I=1 TO IMAX1
1090 X = (I-1)/S0OR (DMA*L)

1100 PRINT” X="g Xg” FACT3 1537, 100)="3
FACI. 100
1110 XX = X#10

1120 DRAW XX, 100%FA(I. 100)
11320 NEXT I

1140 MOVE O, 1000

1150 FOR I=1 TO IMAX

1160 X (I-1)/SAR(DMA*L)
1170 PRINT ~ X=3 X3 FEB(;I;”,100)=3FB(I, 100)
1180 XX = X#10

1190 DRAW XX, 1O0%FB (I, 100)
1200 NEXT I

1210 MOVE 99,5

1220 LABEL ”XADIM.”

1230 MOVE 60,100

1240 LABEL "CONC. FRACCIONAL”
1250 END

1260 SUB GRAF (FAR1$,FARZ,PARI, FAR4, PARS, FARG , FART
FARB)
1270 GINIT

1280 BRAFHICS ON

1290 IF FARL$ = “SI” THEN PLOTTER IS 705, “HPGL”
1300 CHR$(12)

1310 VIEWFPORT FARS,FAR&,FAR7,FARS
1320 WINDOW FARS,FARG,FFART7, FARS
1320 AXES 10,10

1740 MOVE 0,0

1330 LORG 6

1260 FOR EJEX = 0 TO 100 STEF 10
1370 MOVE EJEX, 0

1380 EJEXX = EJEX*FAR4

1290 LLABEL EJEXX

1400 NEXT EJEX

1410 LDRG 8B

]

k]

1420 FOR EJEY = O TO FAR2 STEF PARZ
1430 EJEYY = EJEY*0.01
1440 LABEL EJEYY

164




1450 NEXT EJEY
1460 MOVE ©,0
1470 SUBEND
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AFENDICE B

101

20 ' PROGRAMA FARA REACCIONES ELECTROQUIMICAS
IO MULTIETARAS REVERSIBLES.

40 (S0LO HASTA 3 ETAPAS SUCESIVAS)

50! _

6O FPRINTY IMPRIMIR GRAFICA 3. VS. T (8I/NOX 7T
70 INFUT X%

BO Call. BRAF(X$,210..,10,0.01,-13,105,-17,220)
90 MOVE 109,7 )

100 LABEL “TADIM.”

110 MOVE 12,200

120 LABEL ~G”

120!

200! DATOS INICIALES Y DAR DIMENSION A ARREGLDS
210

220 L = 50

2TO JMAX = L

240 IMAX = INT (4.2*SQAR(IMAX}

230 DIM N(3),EO0(3) ,FO(3) ,F(4,51,51)

260 DIM DM(4),DD(4),D(4) ,NUMF (51),T(51)

270 DIM SuUM1 (51),8UM2(51),SUMI (51) ,NPD (4)

280 DIM DIF(4,51),B2F(71,51)

290 NSFEC =

Z00 N1 =

310 N2
I20 N3
T30 DD
Z40 DD
330 D3
240 D4
E70 DM(1)
IBO DM(2)
I90 DM(3) =

!
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400 DM(4) =
410 DD(1y = 1
4720 DD(2) = DM(2)/DM((1)
IO DD(ZY = DME) /DM(L)
440 DD(4) = DM(4)/DM(1)
450 EO(1) =
4450 EQ(2) =
470 EG(Z) =
480 FENRT = 38.3Z76519
490 E1 =
D00 EZ =
510 DELTE =
520 FAC = 100 /
330 INDEMAX = ABS((E2-E1)/DELTE)
540 FOR E = E1 TO EZ STEF DELTE
S350 INDE = ABS((E-E1)/DELTE + 1)

Se601

e,

5621 LIMFIAR MEMORIA AL INICIO DE CADA ITERACION
5601

S70 FOR K=1 TO NSFEC
580 FOR J=0 TO JMAX

590 FOR I = O TO IMAX
00 F(K,I,J) = O

610 NEXT I
620 NEXT J

IO NEXT K
640 1
650 F = (FENRT)*E
660 NSPECL1 = NSPEC -1
670 FOR K = 1 TO NSFECL1
680 FO(K) (FENRT) *EO (k)
690 NEXT K

70010

]

710! CONDICIONES INICIALES
7201

730 FOR I= O TO IMAX
740 F(1,1,0) = 1
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750 MEXT I

T&HOY

770 FOR k=2 TO NSFEC

780 FDOR I=0 TOD IMAX

790 F(,I,0) = O

800 NEXT I

810 NEXT K

820!

8Z01

840 FOR J = O T0O JMAX

B850 !

8601 COND. A LA FRONTERA EN X=0

870!

880 DENF1 1 + DD(2) #EXF (-N{1)*(F-PG(1)))
890 DENFZ2 DD(Z)#EXF (-N (1) * (F—-FO (1)) -N(2)* (P-FO (2} 1))

200 DNEF3I = DD(4)*EXF (-N(1) ¥ (F~PO (1)) -N(2) % (FP~FO(2))
“N{Z)Y* (P-FO(3)))
710 DNEF = DENF1 + DENFZ + DENFZI

920 NUMF(J) = F(1,1,J) + DD(2)*F(2,1,J) +DD(I)*F(3,1,J)
+ DD(4)*F (4,1,T)
30 F(1,0,J) = NUMF (J) /DENF

F401

SO

260 FOR K = 1 TO NSFECL1

P70 FE+1,0,J) =F(K,0,J)*EXP (—N(K) * (F-FO(K)))
P80 NEXT K

0!

10001 ECUACION DE DIFUSION
101018

1020 FOR I = 1 TO IMAX
1020 FOR K = 1 TO NSPEC

1040 F(K,I,J+1)= F(K,I,J) +DM(K)*(F (K, I+1,J) — 2#F(K,I,
Jy + F(K,I-1,J))
1050 PRINT “F K="k~ I="51;%,J="3J5")="3F (K, I,J)

1060 NEXT K

1070 NEXT I

10801

10901

1100 COND. A LA FRONTERA EN X=INFINITO
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11108

1120 F(1,IMAX,J) = &

113201

1140 Y REDEFINICION DE ARREGLDS DE CONC.FRACCIDNAL

113501

1160 FOR -I= O TO IMAX

1170 FOR k=

1180 F((K,I,.J
1190 NEXT i

1200 NEXT I

1210 NEXT J

1220

123010

12401

1250 FOR K = 1 TO NSFECL1 -

1260 NFD ()
1270 NEXT K
1280 NFDMAX
12901

13001 SI SE

1 TO NSPEC
) = F(K,I,.J) —

= N *D () -

MAX (NFD (1) ,NPD(Z) ,NPD (3) ,NFD (4}

DESEA, NFDMAX FUEDE INTRODUCIRSE AL

1310 !PROGRAMA EN FORMA DIRECTA:

132010 NFDMAX
13Z0

133251

1340t CALCULO DE LA CORRIENTE BIFPUNTUAL

12431

13451

1350 FOR k=1
1360 FOR J=0
1370 DIF(K,J
1380 NEXT J
1390 NEXT K
14001

TO NSFECL1
TO JMAX
) = F(K,1,J) - F(K,0,])

1410 FOR J= O TO JMAX

1420 SuUM1 ()
1430 SUMZ (I
1440 SUMI ()

= NFD(1)*DIF(1,.J)
NPD(E)*(DIF(I,J)+DIF(2,J))
NPD(S)*(DIF(l,J)+DIF(2,J)+DIF(3,J))

1]
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1450 B2P (INDE..J) = (SUM1 (J)+SUMZ(J)+SUMI (J3) /NFDMAX

14&0 T =J/L

1470 PRINT “G2F (INDE="; INDE;”,J=";J:")="3B2F (INDE
W T RNT Ty =TT
1480 NEXT J

14901
1500
1510 FOR J=1 TD JMAX

1520 GBZP = FAC*G2F (INDE,.J)
1530 TT=FAC*T (J)

1540 DRAW TT,662PF

1550 NEXT J

1560 MOVE G, 1000

1570 NEXT E

1580 FRINT ” IMPRIMIR GRAFICA G .VS. E (8S1.nNDY 7T
1590 INFUT FR1$

1600 CALL GRAFZ2(FR1%$,E1,E2,110.,10.,-13,117,-17, 120)
1610 FOR J= 5 TO 45 STERP 5

1620 FOR INDE =1 TO INDEMAX STEF 1

1630 IF(J=5 AND INDE=1) THEN

1640 FENM -1

1650 MOVE 100,FAC*GZF(1,35)

1660 END IF

1670 FEN 1

1680 EFAC 100% (—-INDE + (INDEMAX+1))/INDEMAX
1690 GFAC FAC*G2F (INDE, I}

1700 DRAW EFAC,GFAC

1710 IF (INDE = INDEMAX) THEN

1720 PEN -1

1730 EFACF 100

1740 BFACF FAC*BZF (1, J+5)

1730 MOVE EFACF, GFACF

1760 END IF

1770 NEXT INDE

1780 NEXT J

17301

i

]

it

1800 PRINT ”“IMPRIMIR GRAFICA G.VS.T~(-1/2), (SI/NO)Y7?”
1810 INPUT ZI%

170




1820 CALL GRAFS(Z$,110.,10.,-13,106,17,120)
1830 FOR INDE = 1 TO INDEMAX STEF 5

1840 FOR J=1 TO JMAX STEF 1

1850 TSELIMD = 10./8QR(1./30.)

1860 IF(J=1 AND INDE =1) THEN

1870 FEN -1

1880 MOVE TSQLIMD, 100,*G2F(1,1)

1890 PEN 1

1900 END IF

1910 T8RLIZ = 10./8QR(T(J))
1920 DRAW TSOQL12Z, 100.*52P (INDE, J?

1930 IF (J=IMaxX) THEN

1240 FPEN -1

1950 MOVE TSALIMD, 100.*G2F (INDE+S,.J)
1260 FEN 1

1970 END IF

1980 NEXT J

1990 NEXT INDE

2000 END

2010 8UB GRAF (PAR1%$, PARZ, PARI, PAR4, PARS, PARGL, PAR7 , FARS)
2020 3INIT

203%0 GBGRAFPHICS ON

2040 IF FAR1$ =7SI1” THEN FLOTTER IS 705, "HFPGL”
2050 FRINT CHR3(12)

2060 VIEWFORT PARS,FARG, FAR7,FARB
2070 WINMDOW PARS,FAR&, FAR7,FARB

2080 AXES 10,10

2090 MOVE 0,0

2100 LORG &

2110 FOR EJEX= O TO 100 STEF 10

2120 MOVE EJEX,0

2130 EJEXX = EJEX*FAR4

2140 LABEL EJEXX

21850 EJEX

2160 LORG 8

2170 FOR EJE Y = 0 TO PARZ STEF PARS
2180 MOVE O,EJEY
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2190 EJEYY = EJEY*0.01

2200 LABEL EJEYY

2210 NEXT EJEY

2220 MOVE O,0

2270 SUBEND

2240 SUE GRAFZ(FR1$,PRZ,FRI,FR4, PRS, FR&, FR7,PRE, PRY)
2950 BINIT

2260 GRAFHICS ON

2270 IF PR1$="SI” THEN FLOTTER IS 705, HFGL”
2280 FRINT CHR$ (12)

2290 VIEWFORT FR&,FR7,FRE,FR9

2300 WINDOW FRé&,FR7,FRS,FRY

2710 AXES 10,10

2320 MOVE 105,7

2II0 LABEL “E (V)

27340 MOVE 5, 100

2350 LABEL ~G~

2360 FRX = (FRI-FR2) /5

2370 LORG 6

2380 FOR EJEX = 0 TO 100 STEP 20
2790 MOVE EJEX, O

2400 IF (EJEX=0) THEN EJEXX=PR3
2410 LABEL EJEXX

2420 EJEXX = EJEXX-FRX

24730 NEXT EJEX

2440 LORG 8

2450 FOR EJE Y = O TO FR4 STEF PRS
7460 MOVE PR2,EJEY ~

2470 EJEYY = EJEY#0.01

2480 LABEL EJEYY

2490 NEXT EJEY

2500 MOVE 0,0

2510 SUBEND

2520 SUB GRAFI(F$,F2,F3,F4,FS,F6,F7)
2530 GINIT

2540 GRAPHICS ON

2550 IF P$ =~SI” THEN FLOTTER IS 705, ”HFGL”
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2580
2570
2380
2390
2 é,(:"; O
2610
Z6Z0
PHEE0
2640
26520
2660
RETO

2680
2590

2700
2710
2720
2730
2740
2730
2760
2770

FRINT CHR$ (12)

VIEWFORT F4 ,FPS,F&,F7
WINDOW F4,FS,FP&,F7

AXES 10,17

MEYE 75,7
LABEL”1/SAR(T) "

MOVE 10, 100

LABEL ~G” —
LORS & 7
FOR EJEX= O TO 100 STEF 10
MOVE EJEX,0

TSRINY = EJEX*Q.1

LAREL TEQAINY
NEXT EJEX

LORG &

FOR EJEY = 0 TO F2 STEF P3
MOVE ©O,EJEY o
EJEYY = EJEY*0.01

LABEL EJEYY

NEXT EJEY

MOVE ©, 0

SUBEND




AFENDICE O

1000 SUB CNSOLY ( C(#) , 00, CDD, NFLUSL, LAMBDA, AD (#) , BD (%))
1100t SUBRUTINA FARA IMFLEMENTAR LA TECNICA DE
12000 CRANE~-NICDILSON .ADAFTADA A LA HEWLETT-FACEARD
13001 98246 (VER REF.11 FARA DETALLES DE NOTACION Y/O
1400 CONSULTAR EL ORIGINAL DE BRIETZ EN FORTRAN?
1500 REAL LAMBDA

1600 N = MPLUST -1

1700 CONST = 2.0*(LAMBDA-1.0) /LAMEDA

1800 A = —-2,0% (LAMBDA + 1.0)/LAMRBDA

19001 GENERACION RECURSIVA DE COEF. A Y B

2000 AD(1LY = 1.0/A4

2100 BD(1)= (-CO-CDO+CONST*C1-C(2)) /A

2200 FOR I = 2 TO N

2200 BI= —C(I-1)+CONST*C(I)-C(I+1)

2400 DIVFALC = A — ADC(I-1)

2500 AD(I)= 1.0/DIVFAC

24600 BD(IY = (BI-BD(I-1))/DIVFAC

2700 NEXT I

2800 'Y REEMFLAZO DE VALORES DE C POR CF

2900 FOR J=1 TO N

IOOO I =N+ 1 - T

3100 C(Iy = BD(I) — AD(I)=*C(I+1)

I200 NEXT J

IZT00 SUBEND
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