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I NTRODUCCI ON 

E s t a  tesis t i e n e  un doble o b j e t i v o :   p o r  un lado se p r e t e n d e  

s i t u a r  al  lector e n  el marco de a p l i c a c i d n  de las  t k c n i c a s  de 

aproximacih y de s i m u l a c i h   d i g i t a l   e n  l a  s o l u c i 6 n  de problemas 

e l e c t r o q u í m i c o s .  Por el otro ,  se h a c e n   a l g u n o s   " e x p e r i m e n t o s "  de  

s i m u l a c i 6 n   n u m & i c a  de r e a c c i o n e s   e l e c t r o q u í m i c a s   s u c e s i v a s   p a r a  

el caso mAs s e n c i l l o   q u e   c o r r e s p o n d e  a l a  s u p o s i c i d n   d e  etapas 

reversibles. 

Se hace & n f a s i  S e n  l a  o b t e n c i 6 n  d e  cronoamperogramas si mulados 

y d e  voltamperogramas s i m u l a d o s   C o b t e n i d o s  a partir de l a s  c u r v a s  

c ronoamperom&tr icas l  ya q u e  esto forma l a  base para g e n e r a r  todo 

un c o n j u n t o   a d i c i o n a l  de c u r v a s   a u x i l i a r e s  tales como por ejemplo 

l a  c l k i c a  grafica c o r r i e n t e  i . v f .  t Cdond& t r e p r e s e n t a  el 

ti empol . 

-i/z 

En p a r t i c u l a r   e n  el capí t u l o  I se d i s c u t e n  los d i f e r e n t e s  

m&todos de d i f e r e n c i a s   f i n i t a s  CMDF3. los c u a l e s   p u e d e n  dividirse 

e n  dos g r a n d e s   r a m a s :  1 os m&todos explícitos y 1 OS m&todos 

implícitos. E n t r e  l o s  m&todos e x p l í c i t o s  se d i s c u t e  el M&todo de 

l a  C a j a  y el MBtodo P u n t u a l .  Y d e n t r o  d e  los metodos expl icitos se 

b o s q u e j a n  1 os f undarnentos del Mtodo de Crank - N i  col son.  TambiBn se 

d i s c u t e n   a l g u n o s  &todos expllci tos e s p e c i a l e s  C q u e   n o   t i e n e n  

limitacidn en un parAmetro conocido cano h=b;que es el 
c o e f i c i e n t e  de d i f u s i 6 n  modelo a d i m e n s i o n a l l  tales como el 

esquema de  W o r t  y F r a n k e l  y el esquema de Saul ' yev. 

En el c a p í t u l o  I1 se dan 1 os p r i n c i p i o s   g e n e r a l e s  de los  
denominados Mtodos de R e s i d u o s   P e s a d o s  CMRP3 q u e   s o n  m&todos de 

aproximacih a p l i c a b l e s  a 1 a s o l u c i d m  de las e c u a c i o n e s  

d i f e r e n c i a l e s  parciales q u e  descri hen l a  vari a c i h  de l a  

c o n c e n t r a c i 6 n   e n  el tiempo de los c o m p o n e n t e s   q u e   i n t e r v i e n e n   e n  

un  mecanismo dado de r e a c c i 6 n   e n   E l e c t r o q u í m i c a .  

En especial se trata el caso de un mecanismo de r e a c c i 6 n  
e l e c t r o q u í m i c o  catalitico o b t e n i é n d o s e   a l g u n a s   e x p r e s i o n e s  

a n a l í t i c a s  aproximadas que d e s c r i b e n  la c o n c e n t r a c i h  

1 



a d i m e n s i o n a l  C denomi  nada f racci o n a l   e n  &Sta tesi SI de 1 aS 

especies q u e   i n t e r v i e m e n   e n   d i c h o   m e c a n i s m o , c o m p l e t a n d o   c o n  esto 

el trabajo o r i g i n a l  de  Pons C ref. 48 l .  Tambien se dan 1 os 

fundamentos de un mktodo especial de r e s i d u o s   p e s a d o s ,   q u e  ha 

sido m u y u t i l i z a d o   e n   E l e c t r o q u í m i c a   e n  l a  Qltima d k c a d a ;  el 

Mtodo de C o l o c a c i 6 n   O r t o g o n a l  C K O 3  . 
En el capí t u l o  I11 se e x p l i c a n  las bases de l a  t k c n i c a  de 

c r o n o a m p e r o m e t r f a   m o s t r a n d o   & g u n a s   c u r v a s  -~ e x p e r i m e n t a l e s  del  

sistema FeCIII3/FeCII3 e n   p r e s e n c i a  de cl-oruros.  Tambi&n se 

d i s c u t e   e n  este c a p í t u l o  el problema de d e f i n i r  las c o n d i c i o n e s  

i n i c i a l e s  y a l a  f r o n t e r a   e n  l a  t C c n i c a   c r o n o a m p e r o m & t r i c a .  A l o  

1 argo del capí t u l  o so revi san  a1 gunas de 1 as e c u r c i  ones que 

normalmente son u t i l i z a d a s   e n  la . .s imulacit5n de e x p e r i m e n t o s  

electroquimicos  a  potencial  controlado y se proponen algunas 
e x p r e s i o n e s   a d i m e n s i o n a l e s "  Coriginales de - .este trabajo]- que 
p e r m i t e n   i m p l e m e n t a r  las  e c u a c i o n e s  - de Erietz Cref.123 e n  l a  

si mu1 aci 6 n  de cronoamperogramas. - .. 

 el c a p i t u l o  4 p r e s e n t a   a l g u n o s  ejemplos selectos de s i m u l a c i 6 n   e n  

E l e c t r o q u í m i c a .  en p a r t i c u l a r  se i n v e s t i g 6  el efecto de h a c e r  

varíard parAmStr0 h = Dw C c o e f i c i e n t e   de d i f u s i h  modelo 

a d i m e n s i o n a l 3  e n  el e x p e r i m e n t o  de Cottrell. 

Tambi  &n se m u e s t r a n   e n  este capí t u l o  1 as c u r  vas 

c r o n o a m p e r o m ~ t r i c a s  C y los voltamperogramas o b t e n i d o s  a p a r t i r  

de  dichas  c u r v a s 3  para el caso de la s i m u l a c i 6 n  de r e a c c i o n e s  

mu1 ti etapas rever si bl es. 

~~ 

" 

- 

.. ". 
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CAPITULO I 

r- 

El METODQ DE LAS DIFERENCIAS FIN1 TAS EN LA SOLUCION DE PROBLEMAS 

DE CINETICA ELECTRCQUIMICA LIMITADA POR D I F U S I O N .  
- 

1.1- EL porque  de l a  u t i l i z a c i d n " d e 1  metodo de d i f e r e n c i a s - f i n i t a s  

C M D F D  e n   E l e c t r o q u í m i c a .  
~- 

" 

- - 

La E l e c t r o q u i m i c a  ha l l a g a d o  a c o n v e r t i r s e e n  l a  a c t u a l i d a d   e n  

u n a   c i e n c i a   i n t e r d i s c i p l i n a r i a   d e  ta l  c o m p l e j i d a d ,   q u e  un 

deter mi nado pr ob1 ema f enomenolbgi  co d e  ti PO exper i mental   puede 

o c u p a r   l u s t r o s   e n  la v i d a  d e  un i n v e s t i g a d o r   e n - e s t a   A r e a ,   s i n  

.- 

que  el mismo se v e a   e n  la n e c e s i d a d  directa de u t i l i z a r   t k n i c a s  

de s i m u l a c i d n  d i g i t a l  e n  la s o l u c i d n  de a l g u n o s  d e  los c o m p l e j o s  

problemas e x p e r i m e n t a l e s   q u e  se le- p r e s e n L a n   e n  l a  p r k t i c a  

d i a r i a ;   c o n  la e x c e p c i d n  d e  l a  y&il izacidn"de ~ - a l g u n o s   p r o g r a m a s  o 

p a q u e t e s  de  computaci   6n hechos c o n  prop6si  tos -es 'peci  f i cos. R e s u l t a  

i n c l u s o   i n t e r e s a n t e  hacer n o t a r , q u e   e n  l a  l i t e r a t u r a  

e l e c t r o q u l m i c a   c o n t e m p o r A n e a , e s   c a d a  vez mds f r e c u e n t e  l a  

- 

a p a r i c i b n , a l  lado de trabajos de corte e x p e r i m e n t a l   a l t a m e n t e  

sof i s t i c a d o s ,  d e  e s t u d i o s  d e  s i m u l a c i b n  d e  u n a   g r a n   v a r i e d a d  de 

t e c n i c a s   e l e c t r o q u í m i c a s  y de  los f e n b m e n o s   d e .   s u p e r f i c i e  

asociados. S i n   e m b a r g o ,  la real i d a d  es q u e  hasta 1 9 6 4 ,  o q u i z d s  

1969 c o n   a l g u n a s  d e  las  p u b l i c a c L o n e s  de  Feldberg Cref. 30,273 

sobre el tema de l a  s i m u l a c i b n  d i g i t a l  como un metodo g e n e r a l  

p a r a  resolver problemas de c i n e t i c a - e l e c t r o q u i m i c a  limitados por  

d i f u s i b n ;   n o  existía e n t r e  los e l e c t r o q u i m i c o s  un i n t e r e s ,   n i  

s i q u i e r a   p a r c i a l  por este t i p o  de c u e s t i o n e s .   E l   q u e   i n i c i d   d e  

manera formal este t i p o  de t r a t a m i e n t o   f u e   p r e c i s a m e n t e  Feldberg 

q u i   e n   m e n c i o n a b a   e n  1969 que  1 os e x p e r i m e n t a l e s   e n  esa Area 

comenzaban a verse 1 imitados n o   p o r   s u  habi l idad para c o n c e b i r  

los  mecanismos posibles d e  r e a c c i 6 n  Cen  un  determinado 

e x p e r i m e n t o   e l e c t r o q u l m i c o l ,   s i n o  por l a  i n t r a t a b i l i d a d  d e  l as  

matemAticas asociadas a ese t i p o  de fenbmenos. '  

De h e c h o ,  el i n t e r &   e n t r e  los electroquimicos de l o s  60's y 

70's por el m&todo de d i f e r e n c i a s   f i n i t a s  CMDFI, s u r g e  mas b i e n  

como u n a   n e c e s i d a d ,  dado que  era muy dificil 0 casi imposible 
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o b t e n e r   e x p r e s i o n e s  matemAti cas a n a l  i ticas q u e   r e l a c i o n a r a n  

c o r r i e n t e , p o t e n c i a l   , c o n c e n t r a c i d n .  tiempo y pardmetros c i n e t i c o s  

para e v a l u a r  u n   m e c a n i s m o   p o s t u l a d o   q u e   f u e s e  mas complejo q u e  

r e a c c i o n e s  de  primer o r d e n   p r e c e d i e n d o  o s i g u i e n d o   u n a  

t r a n s f e r e n c i a  r9pida d e l  e l e c t r d n   e n  l a  s u p e r f i c i e  del  electrodo. 

Por ejemplo,el simple hecho de que  se t u v i e s e   u n a   r e a c c i d n  de  

s e g u n d o   o r d e n   e n   a l g u n o  de los pasos del  ' mecanismo  pos tu lado .  

hacia que el t r a t a m i e n t o  matemAtico a n a l í t i c o  se v o l v i e r a  

f r a n c a m e n t e  d i f í c i l  por l a  n o   l i n e a l i d a d   i n t r o d u c i d a  al elevar al  

cuadrado  uno de 1 os t&mi n o s  de  c o n c e n t r a c i  dn en   una  d e  1 as 

e c u a c i o n e s  d e  velocidad d e  r e a c c i d n ,  como se vera mas a d e l a n t e  

C v e r   e c u a c i o n e s  l .  3 y l .  41. 

Una de 1 as v e n t a j a s  de l  metodo d e  d i f e r e n c i a s   f i n i t a s  esta e n  

el h e c h o  de que es de a c u e r d o   c o n  Ames Cref. 2,33, u n a   t & c n i c a   q u e  

puede ser 'aplicada t a n t o  a sistemas de e c u a c i o n e s   d i f e r e n c i a l e s  

parciales 1 i n e a l  es,  como a si stems n o  1 i n e a l e s .  C a s o  que puede 

l legar a p r e s e n t a r s e  en l a  realidad e x p e r i m e n t a l   c u a n d o  se t i e n e  

u n a   r e a c c i d n   e l e c t r o q u í m i c a   s e g u i d a  por u n a   d i m e r i z a c i Q n  del  

p r o d u c t o  primario: 

% + n e .  - R e d  

2 Red k t  
k 2  

A ( 1 . 1 3  

G a l u S  Cref. 371 hasta le d e d i c a  un c a p í t u l o  completo Cel cap. 123 
a los  procesos e n  el electrodo seguidos por la dimerizacibn de un 

producto primario e n  su l i b r o  'Fundamentos del A n d l i s i s  

E l e c t r o q u í m i c o ' ;   a h í   p u e d e   e n c o n t r a r  el lector varios e j e m p l o s  

reales con reacciones  electroquimicas organicas que obedEen este 
t i p o  de mecani s m o .  

P a r a  el mecanismo C 1 . 1 3  y s u p o n i e n d o  d i f  u s i o n  1 i n e a l ,  debera 

resolverse el s i g u i e n t e  sistema de e c u a c i o n e s :  

a c o x   a 2 c o x  
a t  = Dox 

6X2 
c1.23 

C1.33 
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c 1 . 4 3  

s u j e t o  a d e t e r m i n a d a s   c o n d i c i o n e s  a l a  f r o n t e r a   q u e   s e r A n  
especificas de la t b c n i c a  electroquímica a u t i l i z a r .  

Se observa q u e   t a n t o  l a  e c u a c i b n  C l  . 3 1  como l a  C 1 . 4 1   t i e n e n  un 

t e r m i n o   n o  1 i n e a l   e n  Cred, l o  que  hace pensar  er: la U t i l i Z a C i 6 n  

de l  m e t o d o   d e   d i f e r e n c i a s   f i n i t a s   e n  la s o l u c i d n  de este t i p o  be 

problema o i n c l u s o  mas complicados. 

Un c o m e n t a r i o   a d i c i o n a l :  hay a l g u n o s   a u t o r e s  como Pons 

Cref. 4 8 3  que  a l  darse c u e n t a  de  l a  ’ l e n t i t u d ’   e n  tiempo d e  

computadora  con l a  q u e  se trabaja c o n  el MDF y debido a ciertos 

problemas d e  i n e s t a b i  1 idad d e  las  s o l u c i o n e s   c o n  este m&todo, han 

preferido u t i l i z a r  los llamados m8todos de a p r o x i m a c i b n  

p o l i n o m i a l   q u e   r e q u i e r e n  de una mayor s o f i s t i c a c i d n   q u e  e1 MDF. 

A l g o  que  se podria decir a favor d e l  MDF , esta e n  el hecho d e  

q u e  a p e s a r  de los  p r o b l e m a s   i n h e r e n t e s  al  mismo, es el mas f A c i  1 

d e  aplicar Cen su forma expllci tal y el que  mAs r e l a c i d n  - a 

n i v e l  d e  l a  i n t u i c i d n  del  q u l m i c o -   t i e n e   c o n  l o s  procesos que  se 

e f e c t ú a n   e n  un sistema e l e c t r o q u i m i c o .   E l  llamado metodo de la 

caja CBox-Method],  que es un  m&todo d e   d i f e r e n c i a s   f i n i t a s  

e x p l í c i t o ,  es por c i e r t o ,  el Único   que  h a  s ido i n c l u i d o   e n  un 

texto a c a d e m i c 0   i m p o r t a n t e   e n  el Area. Cver a p e n d i c e  B del l i b r o  

d e  B a r d  y F a u l k n e r   C r e f . 6 3 3 .  . D. B r i e t z  Cref. 10.113 , t a n t o  e n  la 

primera e d i c i b n   C 1 9 8 1 3  como e n  l a  s e g u n d a   e d i c i d n   C 1 9 8 8 1   d e   s u  

l ibro  ’SIMULACION DIGITAL EN ELECTROQUIMICA’, t iene  una  act i tud 

q u e  esta mAs a favor de l o s  metodos de d i f e r e n c i a s  f ¡ni tas 

impl lc i  tos  y de un m&todo que  81 denomina  puntual .  E l  mismo 

B r i e t z ,   m e n c i o n a   q u e  un e l e c t r o q u í m i c o   q u e   r e q u i e r a  resolver 

a l g u n  problema q u e   i n v o l u c r e   s i m u l a c i b n  d i g i t a l  probablemente   no  

n e c e s i t a r a  llegar mas a l l i  de l o s  m&todos de d i f e r e n c i a s   f i n i t a s  

Cen SU forma impl í c i t a 3  Tambi&n hace m e n c i h  del  hecho de q u e   e n  

a l g u n o s  de los trabajos mAs r e c i e n t e s  en e l e c t r o q u i m i c a  

c ref - 48,493 q u e   r e q u i e r e n  de t e c n i c a s  s0fisticada.s corno l a  de l  

’ ELEMENTO FINITO’ C ver p- e j . ref. 393 hay por  10  menos un 

matedtico formando parte del e q u i p o  de i n v e s t i g a c i b n , c o n  10 q u e  

B r i  et2 q u i e r e  decir , q u e  al menos  en su opi n i   d n ,  el tema del 

5 



' ELEMENTO FINITO' no es p a r a   g e n t e   q u e   r e q u i e r a  de s i m u l a c i o n e s  

d i g i t a l e s   o c a s i o n a l e s . P a r a  estos ú l t i m o s .  es d s  recomendable  l a  

u t i l i z a c i b n   d e l  MDF. 

1 . 2 .  - EL MDF e n  el marco d e   s u   a p l i c a c i h  a E l e c t r o q u f m i c a  y su 
r e l a c i 6 n   c o n  otras Areas de l a  C i e n c i a  y l a  I n g e n i e r í a .  

En e s e n c i a ,  l a  base c o n c e p t u a l  d e l  MDF para s i m u l a c i b n  d i g i t a l  

ccnsizte en la discretizzcibn del espacio y tienpo e n  relacibr: 
con 12s ecczclmez diferenciales  parciales que describen el 
sistema e l e c t r o q u í m i c o  a c o n s i d e r a r ,   q u e   g e n e r a l m e n t e   s o n  

e c u a c i o n e s   d i f e r e n c i a l e s  de t i p o  parab6lico: 

¿% 
a t  - = LCU3 c 1 . 5 3  

donde LC u1 es un o p e r a d o r   d i f e r e n c i a l   p a r c i a l  e l í  p t i  co que   puede  

ser l i n e a l  o n o   l i n e a l   C v e r  r e f .  20,573, p o r   e j e m p l o   C d e  l a  

r e f . 4 7 . p a g . 1 8 8 3 :  

LCul = div   (kCx3Vu)  - aCx3u C1.6> 

si k = cte. y di<kVu) = k # u ,  e n t o n c e s :  

LCul = k g u  - a C a u  

Y 
au 
" at - k g u  - aCx3u 

C1 .7>  

C1.8> 

" - D $C at  
q u e   e n   u n a   d i   m e n s i  bn es: 

c 1 . 9 >  

C1 .9a>  

donde C: c o n c e n t r a c i b n  , D :  c o e f i c i e n t e   d e   d i f u s i d n  y x :  la d i s t a n c i a  

a l a  s u p e r f i c i e  del electrodo. 

La e c u a c i o n  C 1 . 9 d  es i d e n t i c a   e n   s u   e s t r u c t u r a  a la e c u a c i d n   d e  

c o n d u c c i  6n de cal or d e   F o u r i e r  : 
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" - = k $ T  aT at  c 1 . 1 0 1  

donde T: t e m p e r a t u r a  y k : c o e f i c i e n t e  de  c o n d u c c i b n  d e  calor.  

Por s u p w s s t o   e n  la p r d c t i c a  de  s i m u l a c i b n  de problemas e n  

el e c t r o q u i  mica, p u e d e n   t e n e r s e  compl i caci o n e s   a d i  ci o n a l  es a 1 a 

e c u a c i b n  d e  d i f  u s i 6 n .  debidas a t h r m i n o s   q u e   p r o v i e n e n  de  

v a r i a c i o n e s   d e  l a  c o n c e n t r a c i b t r   c o n  el tiempo d e  algun  componente  

que aparezca e n   u n a   r e a c c i b n   q u i m i c a  hornogenea  que s i g a  o preceda 

a u n a   r e a c c i b n   e l e c t r o q u i m i c a ,  como e n  el caso de las e c u a c i o n e s  

C l  . 3 1  y C 1 . 4 3  asociadas al p r o c e s o   e n  el electrodo s e g u i d o  por 1 a 

- 

" 

d i m e r i z a c i b n  de un p r o d u c t o  primario C 1 . 1 1  

9tro  t i p o  d e  c o m p l i c a c i o n e s   e n  las - e c u a c i o n e s   u t i l i z a d a s   p a r a  

modelar sistemas e l e c t r o q u i m l c o s   s o n  1 as d e b i d a s  a 1 a c o n v e c c i t m  

Cpor el movimiento de  la scs lucibn1 y. l a  m i g r a c i b n ,  problema que  

e n  l a  prdctica e x p e r i m e n t a l  es e?litado af íadlendo _a l a  s o l u c i b n  de  

trabajo un electroli to soporte. 

No h a y   q u e   p e n s a r   q u e  el MDF solo h a  sido u t i l i z a d o   e n  

E l e c t r o q u i  m i  ca ,  e n  realidad el metodo es a n t e r i o r  i n c l   u s o  al  u s o  

d e  las  computadoras ,  l a  e s e n c i a  d e l  m&todo f u e  descrita por 

R i c h a r d s o n   e n  1911  C re f .  533 y por C o u r a n t ,   F r i  ederi c h s  y Lewy e n  

1928 C r e f .  221. e n   t a n t o   q u e  Emmons e n  1944 C ref .  263 escri b i  6 una 

d e s c r i p c i b n  detallada d e  los m&todos de d i f e r e n c i a s   f i n i t a s  

aplicados a varios t ipos  de e c u a c i o n e s .  En 1 a actualidad. hay  una 

g r a n   c a n t i d a d  d e  textos especializados e n  el tema d e l  MDF o q u e  

i n c l u y e n   s e c c i o n e s  especiales sobre el mismo.  Pueden c o n s u l t a r s e  

por ejemplo:AmesCref.3l,Forsythe y Wasow C r e f . 3 5 3 . B . C h e n  

C h a r p e n t i e r  Cref. ,203 ,' V. F. D'yachenko Cref. 253, B. C a r  nahan 

Cref -143 ,etc. 

Las a p l i c a c i o n e s   d e l  MDF e n  otras Areas q u e  m&s relacibn t i e n e n  

con  l a  E l e c t r o q u i m i c a ,  a l  menos en l o  que respecta a l a  

e s t r u c t u r a  de las e c u a c i o n e s  de s i m u l a c i c h .   c o r r e s p o n d e n  a la 
T r a n s f e r e n c i a  de  C a l o r , e n   p a r t i c u l a r  10 r e l a c i o n a d o  con el 

fenbmeno d e  1 a c o n d u c c i b n  d e  calor,  1 0  c u a l   e n   e s e n c i a  es 

descrito por l a  e c u a c i b n  de  F o u r i e r  C 1 -  103, 

" .~ 

No es e x t r a K O  e n c o n t r a r   e n   u n a  amplia variedad de l ibros y 

a r t l c u l o s  e n  E l e c t r o q u i m i c a ,   r e f e r e n c i a s  a trabajos q u e  
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p e r t e n e c e n  al  Area de 1 a T r a n s f   e r e n c i  a d e  C a l  or. En - especi al  , el- 

l i b r o   d e   C a r s l a w  y Jaeger C 'Conduct ion  of  Heat i n  

S o l i d s '  , ref .  1 5 3  es r e c o m e n d a b l e   t a n t o   p o r  los  desarrollos 

a n a l  f ticos para resolver problemas d e  c o n d u c c i   6 n  d e  cal or q u e  

t i e n e n  SS a n A l o g o s   c o r r e s p o n d i e n t e s   e n  cinetica-electroquímica, 

como~por e r - & n f a s i s   q u e  dicho l ibro hace sobre l a  u t i l i z a c i b n  de l  

MDF para resol ver problemas de c o n d u c c i 6 n .  

- - 

1.3, - Modelo c o n c e p t u a l  d e l  MDF y breve - cl as i f  i c a c i 6 n  de  los 

metodos de d i f e r e n c i a s   f i n i t a s  CMDF> . 
~~ 

Y a  se había mencionado  en l a  s e c c i 6 n  anterior- q u e  l a  base 

c o n c e p t u a l  del MDF para 1 a s i m u l  a c i 6 n  d i g i t a l  consiste e n  1 a 

d i s c r e t i z a c i 6 n  d e l  e s p a c i o  y el t i e m p o   e n   r e l a c i 6 n   c o n  las 

e c u a c i o n e s   d i f e r e n c i a l e s  - parciales - q u e   describen el sistema 

e l e c t r o q u f m i c o  a t r a t a r ,  esto q u i e r e  " d e c i r - q u e   e n   e s e n c i a :  

- podemos d i v i d i r  el e s p a c i o  Cia c o o r d e n a d a  x3 en  pequef íos  

i n t e r v a l o s . d e   l o n g i t u d   & , d e  modo q u e  l a  variable espacial x sea 

mtíltiplb de un l n d i c e  i , a s f :  

- 

- ." - 

Xi= i .AX 
- 

c 1 . 1 1 1  

-de   manera   anf i loga   para  el tiempo t , t e n e m o s   q u e  al  c o n s i d e r a r  

p e q u e K o s   i n t e r v a l o s  d e  t i e m p o  t :  

tj = j . A t  c 1 -   1 2 3  
- 

- 
En p a r t i c u l a r   p a r a  el caso mAs simp1 e q u e   c o r r e s p o n d e  a l a  

e c u a c i b n  de  d i f  u s i 6 n   C 1 . 9 a >  : 
- 

C 1 . 1 3 3  

p u e d e   o b t e n e r s e   u n a   e x p r e s i 6 n   e n  forma discreta: 

C'i - ci C C i - I  - 2Ci + C ~ + I >  
At = D  

C m =  
C 1 . 1 4 >  

en   donde  l a  ú n i c a  variable d e s c o n o c i d a  es C'i Cla c o n c e n t r a c i 6 n  

al  tiempo t' e n  el e l e m e n t o  i l .  Aquí  uno se p r e g u n t a :  ~c6mo se 

1 lega a 1 a e x p r e s i 6 n   d i s c r e t a C l . 1 4 3 7 '  Esto d e p e n d e   d e l  MDF 
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p a r t i c u l a r   c o n  el que  se t r a b a j e ,   e n  esta tesis  se c o n s i d e r a r &  la- 

s i g u i e n t e   c l a s i f i c a c i b n   d e  los m d t o d o s   d e   d i f e r e n c i a s   f i n i t a s :  

-EL METODO DE L A   C A J A  CBOX-METHOD] , que  es un m&todo  que  mediante 

u n a   f 6 r m u l a  explfcita p r o v e e   u n   p r o c e d i m i e n t o   n o  i terat ivo p a r a  

o b t e n e r  l a  s o l u c i b n   d e   c a d a   p u n t o   p r e s e n t e   e n   t B r m i n o s  d e  los 

v a l o r e s   p r e c e d e n t e s  y de las c o n d i c i o n e s   d e   f r o n t e r a - E l  metodo d e  

l a  c a j a  f u e   i n t r o d u c i d o  e n  a p l i c a c i o n e s  a E l e c t r o q u f m i c a   p o r  

F e l d b e r g  Cref. 30,272 y es el Ú n i c o   q u e   h a   s i d o   p o p u l a r i z a d o   e n  un 

texto acaddmico i m p o r t a n t e   d e   M e t o d o s   E 1 e c t r o q u f m i c o s ; e n  

p a r t i c u l a r  el l i b r o  d e  B a r d  y F a u l k n e r   C r e f . 6 1  

-EL METODO PUNTUAL C POI NT. METHOD), que  es d i s c u t i d o  amp1 i a m e n t e  

por D. B r i e t z  Cref. 1 1 , 1 2 .  ] c o n d u c e   p r d c t i c a m e n t e  a las  mismas 

expreslones que el metodo de 1 a caja ,  pero es mAs r l p i d o  de 

u t i  1 i z a r ,  e n  especial e n   a q u e l l o s  casos e n  los q u e  la e c u a c i b n  d e  

t r a n s p o r t e  se c o m p l i q u e   p o r   t e r m i n o s   d e b i d o s  a l a  convecci6n o 

p o r   g e o m e t r l a s  como l a  esferica o l a  c i l i n d r i c a .   e n   d o n d e   c o n  el 

m&todo d e  1 a caja la d i  s c r e t i z a c i b n   d e  1 as e c u a c i   o n e s  no es t a n  

directa.  

E s t e  mdtodo.denominado  puntual  por D. B r i e t z  Cref. 1 1 , 1 2 1  ,puede 

e n c o n t r a r s e   e n  otros l i b r o s  e n   t e r m i n o s  de l a s  l l a m a d a s  

"mol Bcul  as computac i   ona l  es" como el AmesC r ef . 2 ,  pag.  31 63. Al gunas  

f 6 r m u l a s  de d i s c r e t i z a c i b n   d e   d e r i v a d a s   p a r c i a l e s   ú t i l e s   e n  

t B r m i n o s  d e  1 as m o l d c u l a s   c o m p u t a c i o n a l e s   p u e d e n   h a 1  larse e n  

Abramowitz y S t e g u n  Cref. 1 , p a g . 8 8 3 3  

" E T O D O S  I MPLICITOS DE DIFERENCIAS FINITAS . En este t i p o   d e  

esquemas se e f e c t ú a n   c i l c u l o s  i terat ivos  s i m u l t d n e o s   d e  varios 

v a l o r e s   p r e s e n t e s   e n   t B r m i n o s   d e  valores c o n o c i d o s   p r e c e d e n t e s  y 

d e  las c o n d i c i o n e s  de f r o n t e r a . E n t r e  l o s  m B t o d o s   i m p l í c i t o s  mds 

e f i c i e n t e s  esta el esquema de CRANK-NICOLSON. 

Hasta a q u f ,   u n o   p o d r í a   t e n e r  l a  i m p r e s i b n  de q u e  l o s  mBtodos  de  

d i f e r e n c i a s   f i n i t a s   s o n   ú n i   c a m e n t e   t B c n i  cas matemAticas 

especi al i zadas de sol u c i   6 n  de e c u a c i   o n e s  d i  f e r e n c i  al  es p a r c i  a l  es 

asociadas a 1 a . model a c i 6 n   d e   f e n 6 m e n o s  variados e n   d i s t i n t o s  

campos de 1 as c i e n c i a s  y l a  i n g e n i e r í a .   E s t o  es así e n   p a r t e ,  

p e r o   & q u e  es l o  q u e  l e  da el sello d i s t i n t i v o  a l a  a p l i c a c i b n   d e  

- 
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l as  t & c n i c a s  d e l  MDF a problemas d e  s i m u l a c i 6 n  de 

CinCtica-electroquímica? En cierta forma s o n  las  e c u a c i o n e s  

d i  f e r e n c i  al  es parci  al es mismas a s o c i a d a s  a l  m e c a n i s m o   p o s t u l   a d o  

q u e  i n v o l   u c r a   u n a  combi n a c i   b n  d e  reaccl o n e s   q u i  m i  cas Y 

e l e c t r o q u í m i c a s ,   m u c h a s   d e  l a s  c u a l e s  p u e d e n   n o   t e n e r   a n d l o g o s  

e s t r u c t u r a l e s   e n  otras Areas de la c i e n c i a ; p a r t i c u l a r m e n t e   e n  los 

fendmenos de  c o n d u c c i b n  de calor e n  s6lidos. Por otra  p a r t e ,  es 

p r e c i s a m e n t e  el manejo  de las c o n d i c i o n e s  a l a  f r o n t e r a  , l o  que 

d i s t i n g u e   e s p e c í f i c a m e n t e  l a  a p l i c a c i b n  d e l  MDF e n   E l e c t r o q u í m i c a  

c o n   r e s p e c t o  a otras Areas d e  l a  c i e n c i a .  Por e j e m p l o ,   p a r a  poder 

u t i l i z a r  l a  forma discreta de l a  e c u a c i b n  d e  d i f u s i 6 n  C 1 . 1 4 1  es 

n e c e s a r i o   c o n o c e r  el valor d e  l a  c o n c e n t r a c i b n   e n  x = O C l o  c u a l  

c o r r e s p o n d e  a l a  s u p e r f i c i e   d e l   e l e c t r o d o > .  El v a l o r  de co 85  un 

grcblena de valer 2 la. frontera y debe ser d a t e m ~ a d o  de acuerd= 

al  tipo de e x p e r i m e n t o   e l e c t r o q u í m i c o  con el que  se este 

t r a t a n d o .  En a l g u n o s  casos el trabajo requerido para deterrmnar 
CO es t r i v i a l .  e n  otros casos puede n o  "ser lo   a l  estar 

i n v o l u c r a d a s  las  c o n c e n t r a c i o n e s  de varias especies, c o n  l o  q u e  se 

t e n d r  i a  la n e c e s i d a d  de e n t r a r   e n  las c o m p l i c a c i o n e s  de 1 a 

Q u í m i c a   A n a l i t i c a .  

Cuando x-> m , e s t o  es e n  el s e n o  de l a  s o l u c i 6 n . s e   t e n d r A  la otra  

f r o n t e r a ,   e n  l a  practica Cver B r i e t z , r e f .  111 s u e l e   c o n s i d e r a r s e  a 

L = 66 o 106 C l .  153 

donde 6 es el e s p e s o r  de  l a  capa de d i f  u s i b n .   S i e n d o  1 O6 una 

d i s t a n c i a   s u f i c i e n t e m e n t e   g r a n d e  como para ser u t i l i z a d a   e n  l a  

si mu1 a c i 6 n  de e x p e r i m e n t o s   c o n  ' pul  so de p o t e n c i a l  ' . 
E l  t r a t a m i e n t o  de l a s  c o n d i c i o n e s   i n i c i a l e s  y a la f r o n t e r a  se 

tratar i  c o n  mds detalle e n  el c a p i t u l o  3 d e  esta tesis. 

1 . 4  METODO DE LA CAJA C BOX"ETHOD3 

L a   v e n t a j a   d e  este mktodo esta e n  el h e c h o  de  q u e  el 

i n v e s t i g a d o r   q u e  hace u s o  de  el p u e d e   p e n s a r   d i r e c t a m e n t e   e n  

t e r m i n o s  de l  modelo fisico c o n  el que va a tratar.  En 

E l e c t r o q u í m i c a   f u e   i n t r o d u c i d o  por F e l d b e r g  Cref. 302 y 

p o p u l a r i z a d o  por B a r d   e n  un texto academic0 Cref. 6 3  e n   c o n e c c i 6 n  

con el u s o  directo de l a  primera ley de F i c k :  





FLUJO [ = I  mol - S  c m  = J = 
-i -2 dn/dt - "- 

A A 
C1.163 

El   modelo-de l a  caja se m u e s t r a   e n  l a  f i g u r a   1 . 1   . L o   e s e n c i a l   d e  

este m&todo de d i f e r e n c i a s   f i n i t a s   c o n s i s t e  en c o n s i d e r a r   q u e  las 
- 

- 

c o n c e n t r a c i o n e s   s o n   u n i f o r m e s   d e n t r o  de cada caja.  " 

A s i  , suponi endo q w  e l  f 1 ujo va -be izquierda - a derecha: 
~ - 

- 

= CLUJ0 deL eLemento 3 = - A D r a l =  -AD c c i  -- CL-13 
i i -1  al L Ax C l .  173  

f =  [ flujo del eLemento ] = -AD [2]+= -AD C C i + l  - Ci3- 
2 i al i+i Ax 

C1.183 

E l   f l u j o  n e t o  e n  el e l e m e n t o  i es: 

f = fl - t '2 [ = I  mole" ~. c1.1-93 

La  cant idad  Cen moles3 de s u s t a a c i a  , n ,   - a d i c i o n a d a  ~~ ~ al  e lemento  i 

e n  el i n t e r v a l o  de t i e m p o  A t  es : - .. 

n = f * A t  c 1 . 2 0 3  

E l  cambio d e  c o n c e n t r a c i b n   C c o n  el tiempo3 e n - e l   e l e m e n t o  i es: 
" - 

ACi = C ' i  - Ci = n/Vi =f*At/A*Ax c 1 . 2 1 3  

donde C'L es l a  c o n c e n t r a c i b n  al  tiempo t' y Ci l a  c o n c e n t r a c i b n  

al tiempo t .  

Si a h o r a  se s u s t i t u y e  el f 1 ujo f dado por 1 a e c u a c i b n   C 1 . 2 1 1   e n  

el cambio d e   c o n c e n t r a c i b n :  

.~ 

- 

AC, = A t - f  - 
" 

I. A A x  AAx I 
A t C f  - f >  

2 

Combinando C 1 . 1 7 1  y C 1 . 1 8 3  c o n  C 1 . 1 9 1 :  

f = f  - f 2  AD cci  - ci-13 + - AD CCi+l - C O  = -  E¿ L b c  i 

f = - CCL-I - 2ci. + Ci+i3 AD 
Ax 

Cl. 22> 

C 1 . 2 3 3  

asf : 
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DAt A c i  = - C C i - i  - 2 C i  + Ci+i> 
C M P  
" 

- 

dende d e  a c u e r d o   c o n  C 1 . 2 1  2 : 

c 1 . 2 4 3  

ACC = C ' i j  - ci 
aL tiempo t' 

- i 1-253 
al trempo t 

-~ 

Cse c o n s i d e r a   q u e  t<t'. c o n  lo c u a l  C ' i  es un valor p r e s e n t e  y Ci 

un valor p r e c e d e n t e  de  l a  c o n c e n t r a c i 6 n l .  De este modo: 

-~ 
" 

Al d e f i n i r  un parametro h mediante  : 
~ 

~- 

- 

C 1 . 2 7 2  

se o b t i e n e   u n a  f 6rmula  expl i ci t a  para c a l c u l a r  valores de- 1 a 

c o n c e n t r a c i 6 n   e n  la i-&sima caja C a l  tiempo t'l e n   t & r m i n o s  de 

las c o n c e n t r a c i o n e s  de  valores p r e c e d e n t e s  X al  tiempo t<t'3 e n  

l a s  cajas e t i q u e t a d a s   c o n  los i n d i c e s :   i - 1 . i  e i+l .esto es: 

C '  L - Ci = h CCi-I - 2CL + CL+ll C 1 . 2 8 1  

Aqui , es c o n v e n i e n t e   i n t r o d u c i r  otro i n d i c e  para el t i e m p o ,  j .- c o n  

el objeto d e   q u e  l a  f 6 r m u l a  explicita C1.281 pueda ser u t i l i z a d a  

d i r e c t a m e n t e   e n  un programa de computadora,  así :  

Tambien  puede ser ú t i l   d e f i n i r   ' c o n c e n t r a c i o n e s   f r a c c i o n a l e s '   q u e  

b a s i c a m e n t e   t e n d r i n  el caracter de p a r i m e t r o s   a d i m e n s i o n a l e s .  Si 

por e j e m p l o . u n o   q u i s i e r a   o b t e n e r   r e s u l t a d o s   c o r r e s p o n d i e n t e s  a 

vari  as c o n c e n t r a c i o n e s  i n i  ci al es de un  componente X ,  C x , s e  t e n d r í a  

l a  n e c e s i d a d  de e f e c t u a r   e n  l a  computadora  un  número  igual  d e  

s i m u l a c i o n e s .   P a r a  evitar esto se d e f i n e   u n a   ' c o n c e n t r a c i b n  

f r a c c i o n a 1  ' como : 

* 



C1.301 

Tomando  en  cuenta 1 a  def i nicibn  anterl or en 1 a ecuaci6n C l  . E 3 3  se 

obtiene: 

donde  en  concordancia  con el spendice B del texto de Bard Cref .63 

se ha  definido: 
~ 

DM = h = IMAtKAx3' C1.321 
- 

como el 'cgeficiente de difusidn r?.odelo', tambi en UI? 

par  Ametr o adi mensi o n a l  . 
En r el aci 6n 

prueban  que 

al parametro X- existen  =studior"de  convergencia  que 

1 a si gui ente  desigual  dad: 
.~ 

~- - 

- .. 

0 < h 5 0.5 C1.331 

es un  criterio de estabilidad  que  debe  cumplirse  para  evitar 

oscilaciones  divergentes en la  utilizaci6n de C1.293 [Consultar 

p.ej. la pag. 433 de la ref.143. 

MfLs adelante.habrA  oportunidad de insistir  en  esto;por el 

momento  un  ejemplo  intuitivo de lo que ocurre  en  una  simulacibn 

digital  en la que se utiliza la fdrmula  expllcita C1.,29> c o n  h > 
0.5 y A < 0.5 serfi ilustrativa . En  un  programa  para  simular el 
experimento de Cottrell  Cver .detalles  en l a  secci6n 4 . 1  de  Bsta 

tesis3  descrito  en el ap4ndice B del  libro de Bard  Cref.63 

adaptado y extendi do para  trabajar en 1 enguaje BASIC en 1 a 

computadora  Hewlett-Packard 9826 del  laboratorio de 

Electroquimica de l a  UAM-I, se encontrb que para  valores  de h = 

0 . 4 0 ,  la  curva de la  corriente  Cnormalizada  en forma de pardmetro 

adimensionall  contra  tiempo  Ctambien  transformado como pardmetro 

adimensional1 oscilaba en forma  convergente  tendiendo  a 1 a forma 

predicha  por la  ecuacidn de Cottrell en Cronoamperometria  en la 

cual ia t  ;esto se muestra en la f i g .  1.2. Por otro  lado,  para 

valores de A = 0.51 y h = 0.52 , se obnerv6 un comportamiento 

-:/z 
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FIG.1.2 EFECTO  DEL PARAMETRO A EN LAS CURVAS DE 

CORRIENTE  ADIMENSIONAL  Z(ZC0TTRELL) .VS. TIEMPO 

ADIMENSIONAL. T 
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osc i la tor io  f u e r t e m e n t e   d i v e r g e n t e ;  t a l  como era d e  esperarse,-. 

dado que  no se c u m p l i 6   c o n  el c r i ter io  d e  e s t a b i l i d a d  C 1 . 3 3 1 .  

E s t o  se m u e s t r a   e n  l a s  f i g u r a s  1 . 3  y l .  4. 

I n d e p e n d i e n t e m e n t e  de h. se propaga  un error e e n  el c A l c u l o  d e  

1 a c o n c e n t r a c i 6 n  Citverdadera). q u e  se o b t i e n e   c o n  la e c u a c i 6 n  

C 283 : 

c ’  itverdadera) = cL + h c ci-i - 2 C i  + C L + ~  C1.343 

+-.omando e n   c u e n t a  el error e e n  cada t & r m i n o  de l a  e c u a c i j n  

Cl.283 se o b t i e n e :  

c o n  l o  c u a l :  

c’ L = c ’ itverdadera) + e C l .  3 5 3  

D. B r i e t z  Cref. 1 1 3  der iv6  u n a   r e l a c i 6 n   i n t e r e s a n t e   e n t r e  

Citverdadord y Ci e n   t é r m i n o s  del  error e y del  parametro 

asumiendo  que Ci-1 y Ci+l acumulan  un error +e y que Ci c o n l l e v a  

un error -e. Así: 

C ’  i= Ci - e + XCCL-I + e - 2CL + 2e + CL+I + e) 

C’ i =  Ci + hCCi-1 - 2CL + CL+II - e + h e  + Zhe + h e  

c’L= C’itverdaderd + C4h - 13e C1.363 

E s  f a c i l  ver que si h>1/2 el error crecer& c o n s i d e r a b l e m e n t e   e n  

magni t ud. 

Si por ejemplo: 

h=l /2  

c’ i=c’ itvordadord -t c 4A2 - 1 De 
c ’ i d  ’ itvordadorer) + 0 

h=l 

C’L=C’Ltverdader& + c 4  - l 1 e  

c ’ L=c ’ itverdadercu + 3e 
h=3 

C ’ i = C ’ a t v e r h d e r a  + C4*3 - 1 1 e  

c ’ i=c ’ itverdadercu + 1 1 e 

De l o  a n t e r i o r ,  se observa que para valores de h > l / 2 ,  el error 
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propagado 'e 'comienza a crecer en forma al armante.   En real i dad en 
un  esquema explicit0 como el d e f i n i d o   p o r  C1.291  n o   p a r e c e   t e n e r  

mucho s e n t i d o   a n a l i z a r  l o  que  pasa c o n  h>l/2. Dado q u e  como ya se 

m e n c i o n b   a n t e r i o r m e n t e  existe un cr i ter io  de e s t a b i l i d a d  

Cec. 1 - 3 3 >  que  puede ser der¡ vado   en  forma r i g u r o s a  y que  impone 

una cota s u p e r i o r   p a r a  h de 1 4 2 .  

l .  5 ESENCIA  DEL METODO DE DIFERENCIAS FIN1 TAS C E x p r e s i  dn d e  1 as 

der i vadas3 . 

En &Sta s e c c i 6 n  se p r e t e n d e   o b t e n e r   e x p r e s i o n e s   d i s c r e t a s  para l a  

p r i m e r a  y s e g u n d a   d e r i v a d a  dy/dx y d2y/dx , ú t i  les e n  la 

s i m u l a c i h  d i g i t a l  por MDF de problemas e n   E l e c t r o q u i m i c a .  

S e a n  tres p u n t o s   e q u i d i s t a n t e s  PL-i,Pi y Pi+í e n  el p l a n o  

c a r t e s i a n o  de la f i g .  1 . 5  

Se observa d e  l a  f i g u r a   m e n c i o n a d a   q u e :  

z 

AX= XL+I - xi = XL - xi-í C1.373 

A n a l i z a n d o  l a  misma f i g u r a  se t i e n e   q u e  para c a l c u l a r  l a  d e r i v a d a  

dy/dx exi s t e n  1 as s i g u i   e n t e s  posi b i  1 i dades : 

a 1 D e r i v a d a  hacia a d e l a n t e   C f o r w a r d   d i f f e r e n c e 3 .   q u e  se c a l c u l a  

m e d i a n t e  1 a p e n d i e n t e  de 1 a c u e r d a  Pi,Pi+i: 

C1.38> 

b 1 D e r i v a d a   h a c i a  atrds C b a c k w a r d   d i f f e r e n c e 3   q u e  se o b t i e n e  por 

medi o del  cal c u l  o d e  1 a p e n d i e n t e  de 1 a c u e r d a  Pi-i,Pi+i: 

C1.393 

c 1 D e r i v a d a   c e n t r a l   C c e n t r a l   d i f f e r e n c e >   q u e  esta dada por l a  

pendiente  de l a  c u e r d a  Pi-í ,  Pi+í: 

1 8  
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Para 1 a segunda  derivada d 2 y/dx 2 se puede   proponer  : 

dx2 
Ax 

Sustituyendo Cl.393 y C1.391 e n  C 1 . 4 1 1 :  

C 1 . 4 1 >  

C 1 . 4 2 3  

En r e l a c i b n  a 1 as e x p r e s i o n e s  discretas C 1.38-1.403 para calcular 

la prlmera derivada. p u e d e   d e c i r z e   q u e   c u a l q u i e r a  de e n t r e  e l las  

es u t i l i z a d a   e n   s i m u l a c i 6 n   d i g i t a l . S i n   e m b a r g o , c o n  l a  d e r i v a d a  

c e n t r a l   d a d a   p o r  C 1 - 401 se obtiene un promedio mAs a d e c u a d o   p a r a  

el c a l c u l o  d e  l a  p e n d i e n t e   e n  el p u n t o   c o n s i d e r a d o .  

Para l a  segunda  derivada hay q u e  hacer n o t a r   q u e  es mAs correcto 

u t i l i z a r   t a n t o  l a  primera d e r i v a d a   h a c i a  a tras  C1 .383  como l a  

pr i mer a der i vada hacia adel anteC 1 - 393 - 
E x i s t e  otra manera m&s directa p a r a   o b t e n e r  las e x p r e s i o n e s  

C 1 . 3 8 - 1  - 4 2 3  : el desarroll o a n a l  1 ti co e n  series de T a y l o r ,   c o n  el 

c u a l  se p u e d e   t e n e r   u n a  i d e a  mAs clara d e l   o r d e n  del  error 

i n t r o d u c i d o  al  n o  tomar e n   c u e n t a  los t e r m i n o s   c o r r e s p o n d i e n t e s  a 

deri vadas  d e  o r d e n   s u p e r i  or. 
P a r a  el e s q u e m a   d e   d i f e p e n c i a s   h a c i a   a d e l a n t e  Cforward 

d i f f e r e n c e 3  se t i e n e   q u e :  

yi+i = yi + A X * -  dY + Cm2.& + C A x l  3 3  . d y  + 

dx 2! dx2 3! dx' 
C1.433 

En el esquema de d i f e r e n c i a s  hacia atrAs C backward d i f f e r e n c e 3  el 

desarrollo e n  serie de Taylor es: 

C1.441 
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i 3  A p a r t i r   d e  C 1 . 4 3 3  y d e s p e j a n d o  dy/dx se o b t i e n e  l a  e x p r e s i 6 n  

discreta s i g u i e n t e  para el e s q u e m a   d e   d i f e r e n c i a s   h a c i a   a d e l a n t e  

Cforward d i f f e r e n c e 3 :  

C 1 . 4 5 3  

expreri6n que es casi identica a la ecuaci6n  C1.383 e x c e p t o  por 

el h e c h o   d e   q u e  a l  d e s p r e c i a r  las d e r i v a d a s  de  dZy/dxZ e n  

a d e l a n t e  se i n t r o d u c e  un error del o r d e n  O C A x 3  . 
i i 3  En el caso d e l   e s q u e m a   d e   d i f e r e n c i a s   h a c i a  atrds Cbackward 

d i f f e r e n c e 3  y d e s p e j a n d o  Cdy/dx;, d e  C 1 . 4 4 1  se o b t i e n e :  

1 
L A X  

C yi - yi-12 + c m  -- d Z y  " CAx3'.d3y -4- ...._.______._. 
2 !  3! C1.463 dx2 d x 3  

E x p r e s i b n   q u e  es a n d l o g a  a l a  C 1 . 3 9 3  y e n  la q u e  tambih se 

i n t r o d u c e  un error d e l   o r d e n  OCAx3 al despreciar 1 os t & m i  n o s   q u e  

van de 1 a s e g u n d a   d e r i  vada e n  adel a n t e .  

i i i 3  E l  esquema central d e  d i f e r e n c i a s   C c e n t r a l   d i f f e r e n c e 3  se 

o b t i e n e   s u s t r a y e n d o  l a  e c u a c i 6 n  C 1 . 4 3 3  de l a  C 1 . 4 4 3 :  

C 1 . 4 3 3  

yi-i = y~ - Ax- dY - + C W 2  d 2 y  C m 3  3 
dx 2! 

" - 
dx2 3! dx3 

- dy + ....... _.._.._ ____._.__.__. C1- 443 

yi+l - yi-i = 2Ax d y  + 2 C r n 3 . d 3 y  ! - + .." ~ --....--.- ~ ..". 
dx3 

d e s p e  j ando dy/dx: 

C 1 . 4 7 3  

C 1 . 4 8 >  
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En esta e x p r e s l 6 n  el error es del o r d e n  O C C  Ax3 5 .  L a   e c u a c i 6 ñ  

C 1 . 4 0 1  es i g u a l  a la C1.481 cuando se d e s p r e c i a n  l o s  t k r m i n o s   q u e  

van de la tercera derivada e n   a d e l a n t e .  

i v 3 F i n a l r n e n t e  para t e n e r  una i d e a  del  error i n t r o d u c i d o  al usar 
l a  a p r o x i m a c i 6 n  C 1 .  421 e n  el c A l c u l o  de  la segunda  derivada, 5 8  

suman los desarrcllos C1. 431 y C 1 . 4 4 1  para  dar: 

al despejar d y/dx de C l. 491 se o b t i e n e :  2 2 

C1.491 + .._ ...... ~ ..... 

+ . . . . . . . . . . . . . . . C1.501  

c o n  1 o que el error es d e l  o r d e n  OC C A x 3  '1 al  despreciar los 

t e r m i n o s  mayores a l a  c u a r t a  derivada. 

1 . 6  EL METO00 PUNTUAL. C MOLECULAS COWUTACI ONALES 

En este m&todo, denominado asi por B r i e t z  Cref. 113 y que  puede 

ha1 1 ar se e n  t C r  m i  n o s  de  1 as 1 1 amadas "mol &u1 as comput aci o n a l  es " 

e n  otros l ibros  como el d e  Ames Cref. 2 1 ,  se h a c e  uso directo de 

1 as e c u a c i   o n e s  d i  f e r e n c i  al  es parci al  es asociadas al  rnecani smo 

p r o p u e s t o   p a r a   u n a   s e c u e n c i a  de  r e a c c i o n e s   q u í m i c a s  y 

e l e c t r o q u í m i c a s .  En el caso mAs s i m p l e ,   q u e   c o r r e s p o n d e  a l a  

d i s c r e t i z a c i 6 n  de l a  segunda  ley de F i c k :  

se h a c e   u s o  de 1 a expresi 6 n  C 1 - 4 2 3  para 1 a segunda  derivada con  

l o  c u a l  l a  d i s c r e t i z a c i b n  de  C 1 . 5 1 3  es muy directa: 

aC C'i  - CL - a2c - 
" zr D - - at  - At - cci-i - 2CL + Ci+i3 

ax2 C f W 2  
c 1 . 5 2 3  

de l a  e c u a c i 6 n   a n t e r i o r  se o b t i e n e :  
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C'i = C i  + * c ci-3 - 2ci + Ci+I3 D A t  

C M 2  
C 1 . 5 3 3  

e x p r e s i d n   q u e  es i d e n t i c a  a 1 a C 1.263 o b t e n 1  da por el m&todo de 

la ca ja .  Es claro  que l a  d i s c r e t i z a c i 6 n  de las e c u a c i o n e s  

parciales c a n  las cuales se describo la variaci6n do la 

c o n c e n t r a c i 6 n   c o n  el tiempo d e  los d i f e r e n t e s   c o m p o n e n t e s   q u e  

toman parte e n  'J n mecanismo - d e  r eacci d n   d e  

" 

" 

cinetica-electrcqufmica, se e f e c t ú a  m;ls rapadamente  por medio del 

1 lamado m C t o d o  p u n t u a l .  Y para darle un s e n t i d o  gr A f  ico mAs claro 

a la e c u a c i h   d i s c r e t a  C1.533 se r e p r e s e n t a   . e n  -la f i g .  1 . 6  l a  

malla p u n t u a l  asociada a d i c h a  e c u a c i b n .  

L a   v e n t a j a  del  uso d e l  mCtodo p u n t u a l  se aprecia mejor al 

complicar l a  geometria del e l e c t r o d o . C o n s i d & r e s e  por ejemplo el 

caso del  electrodo esf&rico: 
.. - 

" 

C 1 . 5 4 3  

Haciendo  uso  de las  e x p r e s i o n e s  C 1 -  4 2 3  y C l  - 4 0 3  l a  t r a n s f o r m a c i 6 n  

d e  l a  e c u a c i 6 n  C 1 . 5 4 3  e n   u n a   e x p r e s i 6 n  discreta es directa: 

ac C ' i  - ci - D 
" - -0 CCL-I - 2 C i  + Ci+t3 + - C 
at At r SlAr 

2 ci+i - ci-i 
3 

C A J  i 
C1.553 

d e  donde: 

C'i - Ci = D. A t  
. [ CL-I - 2ci + Ci+l  + -1 

Ax- 
r 

i 
C Ci+i  - Ci-13 ] C 1 .  563 

C & P  

E l  s i g n i f i c a d o  de l o s  t e r m i n o s   e n  C 1 . 5 6 3  se m u e s t r a   e n  l a  f i g .  1.7 

L a s   c o m p l i c a c i o n e s  debidas a t B r m i n o s   q u e   p r o v i e n e n  de r e a c c i o n e s  

homogeneas acopladas a r e a c c i o n e s   e l e c t r o q u l m i c a s  se i l u s t r a n  

tomando como ejemplo l a  d i s c r e t i z a c i 6 n  de l as  e c u a c i o n e s  

d i f e r e n c i a l e s  parciales asociadas al  m e c a n i s m o   d e   u n a   r e a c c i 6 n  

e l e c t r o q u f m i c a   s e g u i d a  por l a  d i m e r i z a c i 6 n   d e l   p r o d u c t o  primario: 

Ox + n e   R e d  

2Red -- A 
k? C1.573 
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Se reescri ben  aqui  por c o n v e n i e n c i a  l a s  e c u a c i o n e s  C1.Z-1-42 

asociadas al  mecani  smo a n t e r i o r  : 

a 2 c o x  
" aCox - bx. 

ax2 at  C 1 . 5 8 1  

C1.593 

C 1 . 6 0 3  

La d i s c r e t i z a c i h  de las e c u a c i o n e s  C 1 . 5 8 - 1 .  üO1 se efectúa 

rapidamente  mediante el uso de l a  e c u a c i b n  C 1 . 4 2 3  : 

d e  este modo l a s  e x p r e s i o n e s  discretas c o r r e s p o n d i e n t e s  a las  

e c u a c i o n e s  C l. 58-1.603 quedan: 

C ' O X  - c o x  
i i -  Do x - 

AL 
. c c o x  - 2C0Xi + c o x  3 C 1 . 6 1 3  

C W 2  i-i i+i 

C 1 . 6 2 1  

C 1 . 6 3 3  

La discretizacih de las  e c u a c i o n e s   d i f e r e n c i a l e s  parciales 

c o r r e s p o n d i e n t e s  a d i f e r e n t e s  rnecani smos e n  

c i n k t i c a - e l e c t r o q u l m i c a  es t a n  directa m e d i a n t e  el u s o  de 

e x p r e s i o n e s   c o m o  l a  C 1 -  423 q u e   i n c l u s o   p u e d e  ser c o n v e n i e n t e  l a  

rnemori zaci 6 n  de al  gunas  "mol d c u l  as cornputaci   onal  es" asoci adas a 

deri vadas parcial es q u e   a p a r e c e n   f r e c u e n t e m e n t e   e n  1 a model a c i d n  
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e n   e l e c t r o q u i m i c a .   L a s   " m o l & c u l a s "   u s a d a s  mAs 

c o n e c c i b n   c o n  mal 1 as %uadradas como 1 a de l a  f i g .  1 

comunmente  en 

6 s o n :  

- 

+ -0C h23 
- 

" 

" 

C l .  643 

C1.651 

> ~ +  0Ch23 

donde se h a  i n t r o d u c i d o  l a  aotacibn- h=b=Ay: Por e j e m p l o , l a  

m o l k u l a   c o m p u t a c i o n a l  C1.66> se expresa e n  l a  forma mas 

- 

- - 

- 
c o n v e n c i  orial : 

- 

- 2 - u .  . + ui+l,j3 + O C h 2 >   C 1 . 6 7 3  
LPJ 

e j empl os de "mol &u1 as c o m p u t a c i   o n a l  es '* pueden  ha1 1 ar se e n  

el 1 i bro d e  Ames C pag. 31 7 ,  ref .21 o e n  el conocido  manual  de 

f u n c i o n e s  matemAticas de Abra'mowitz y S t e g u n   C p a g . 8 8 3 , r e f . l >   e n  

donde  pueden  ha1 1 arse i n c l u s o   e x p r e s i o n e s  m k  complejas p a r a  el 

c a l c u l o  de 1 a segunda derivada parcial de una f u n c i b n   u ,  esto es: 

C 1 . 6 8 3  

l o  c u a l  se expresa c o n v e n c i o n a l m e n t e  como: 

+ O C  h41 C 1 . 6 9 3  

2 6  
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Por ejemplo, la d i s c r e t i z a c i 6 n  de l a  segunda ley de F i c k  C l .  5 1 3  

p u e d e   e f e c t u a r s e   d i r e c t a m e n t e   m e d i a n t e  el u s o  d e  l a  "mol&cula 

computacional"  C 1 . 6 8 1  .esto es: 

6 C  - C' i - c i  - azc - 
" a t  A t  

- D.- - " C  -CL-Z + 1 6 C i - I  - 30CL + 
ax2 I 2 C M 2  

+ 16Ci+i - C i + 2  ) Cl.703 

o b i e n , c o n s i d e r a n d o  el l n d i c e  j asociado a la d i s c r e t i z a c i d n  del 

tiempo: 

Ci., j + t  - Ci,j - D - 
A t  

f - C i - z , j  + 16CL-1. j  - 3OCi.j + 
1 2 c m  2 1'  

+ l G C i + 1 .  j - C ~ + Z ,  j 3 C 1 . 7 1 1  

si se d e f i n e  A=DAt/lZCAx3 , e n t o n c e s :  
z 

Ci.j+i=  Ci,j + X( -Ci-z,j + 16Ci-1.j - 30Ci. j  + 16CL+1. j - Ci +z,j) 

c 1 -  723 

&Sta e x p r e s i 6 n  discreta es una  f6rmula  explícita mAs completa   que 

l a  C 1 . 5 3 3  o la C1.293  p a r a  la segunda ley  d e  F i c k ,   c o n  l a  

c o n s e c u e n t e   l i m i t a c i b n   e n  el par9metro X e n  l o  que  respecta al 

problema d e  c o n v e r g e n c i a  y estabil idad de l a  s o l u c i 6 n .  

l .  7 OTROS METODOS EXPLX CXTOS DE DI SCRETI ZACI ON 

Los metodos explícitos descritos e n   s e c c i o n e s   a n t e r i o r e s  

t i e n e n  l a  l i m i   t a c i b n  de tener una cota s u p e r i o r  para A. E l   t e n e r  

este t i p o  de  r e s t r i c c i 6 n   p u e d e   r e s u l t a r  molesto. sobre t o d o ,  si 

se c o n s i d e r a   q u e   e n  el caso de que se deseara t e n e r  un 

e s p a c i a m i e n t o  m&s f i n o   e n  Ax. podría excederse el limite para X, 
con  l o  que  comenzarian a aparecer problemas de estabilidad.Algo 

a n a l o g 0   s u c e d e   c o n  el tamaf'io de At. Para "darle l a  vuelta" a este 

problema,  se ha e f e c t u a d o   e n  el pasado el a n d l i  si s de simetría de 

a l g u n a s  de 1 as e x p r e s i o n e s  discretas q u e   a p a r e c e n   e n   e c u a c i o n e s  

como 1 a de d i f  us i6n :  

2 1  
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n 6 t e s e   q u e   a q u í :  

C1 .723  

d C -  
" CCi-i - 2Ci + C i + d  érta es una  *di f e r e n c  i a 

z 

ax2 cent r a L  ' aceptable. 
C1.733  

dC - C'i - C i  - Ci, j + ~  - Ci,j 
at  A t  A t  
" - é e t a  ee una ' diferenc La 

hacia  adelanto' con su 
error característico. 

C1.743 

Es claro que  la combinac idn  de Cl. 733 y C1.74> es asimetrica. Hay 

quien  propuso Cref. 531 q u e  era p r e c i s a m e n t e  esta f a l t a  de 

sirnetria l a  c a u s a n t e  de l a  r e s t r i c c i d n  h I 0 . 5 ,  con l o  c u a l :  

DAt I o. 5 
C M 2  

C 1 . 7 5 3  

observandose   que :  
si A t  aumenta ======= > hay q u e   i n c r e m e n t a r  Ax 

Cpara  poder   cumplir   con 

l a  r e s t r i c c i 6 n  X I 0.52 

ESQUEMA DE RI CHARDSON. C ref -533 

En c o n c r e t o . e l   e s q u e m a  de R i c h a r d s o n , e s  un i n t e n t o   d e  mejorar la 

simetría e n  1 a d i s c r e t i z a c i h  de e c u a c i o n e s  como 1 a C 1 . 7 2 3 .  La 
f d r m u l a  sim&trica p r o p u e s t a  por R i c h a r d s o n  es: 

C1 .763  

C1 .773  

E l   p r o b l e m a   d e  este e s q u e m a . e s t a   e n   q u e  la f d r m u l a  de 

R i c h a r d s o n  es e s e n c i  al mente i n e s t a b l  e ,  aunque parece f u n c i o n a r  a 

valores bajos del p a r a m e t r o  h. 

ESQUEMA DE DUFORT Y FRAJMEL. Cref. 243 En este e s q u e m a   e s t a n  

i n v o l u c r a d o s  tres n i v e l e s  de tiempo: j -1,  j y j+1, la f d r m u l a  
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discreta c o r r e s p o n d i e n t e  a l a  s e g u n d a  l e y  de F i c k  es-: 

la -".entaja de k t a  f d r m u l a  explícita c o n s i s t e   e n  que n o  tiene 

1 i m i  taci 6n en h y de hecho p u e d e   u s a r s e  para ValOreS 

moderadamente a l t o s  de h e n  aquellos casos en l m  que se desee 

evitar las c u m p l i c a c i o n e s  de un metodo i mplícito Cp. ej. el d e  

CRANK-NI COLSONI. L a   d e s v e n t a j a   p r  i n c i   p a l  de  este esquema 

c a m p u t a c i o n a l  esta e n   q u e  los r e s u l t a d o s   o b t e n i d o s   c o n  l a  f b r m u l a  

C1.783 son casi comparables a los q u e   r e s u l t a n   c o n  l a  f 6 r m u l a   q u e  

c o n s i d e r a  C d C / d t l  t r a d i c i o n a l m e n t e  Cver ec. 1.38 l. 
F 

ESQUEMA DE SAUL' YEV C pag. 51 de C a r n a h a n ,  ref .  1 4  y ref. 551 

Este   esquema  computac ional   aún  n o  ha s'ido u s a d o   e n   p r o b l e m a s  de 

e l e c t r o q u í m i c a ,  y vale l a  p e n a   i n c l u i r l o   a q u í  dado q u e  esta l i b r e  

de  l a  r e s t r i c c i 6 n   e n  X . E l  mktodo c o n s i s t e   e n   a v a n z a r  el tiempo e n  

el n i v e l   n + l   p r o c e d i e n d o  hacia l a  d i r e c c i 6 n  x c o n :  

Ci, j+l + Ci.j = A E C~-I .J+I  - Ci.j+i - Ci.j + CL + I , j I 

C 1 . 7 9 3  

a v a n z a n d o   l u e g o  a l  n i v e l  d e  tiempo j +2 p r o c e d i e n d o  hacia la 

d i r e c c i b n   n e g a t i v a  de x con:  . 

C l .  803 

Los detalles de este esquema asf como a l g u n a s   m o d i f i c a c i o n e s  al  

mismo pueden hallarse e n  l a  r e f e r e n c i a  C pag. 451 3 .  Un esquema 

e x p l í c i t o   a n a l o g 0  al  de S a u l  ' yev f u e  p r o p u e s t o   e n  1966 por 

B a r a k a t  y C l a r k  Cref. 53 c o n  el objeto d e  hallar l a  s o l u c i 6 n  de l a  

e c u a c i 6 n  d e  d i f u s i b n  de  calor por m&todos n u m & r i c o s . E s t o  se 

menciona   dnicamente  como un 1 lamado de a t e n c i 6 n  a i n v e s t i g a d o r e s  

e l e c t r o q u l m i c o s   ' i n t e r e s a d o s   e n  el t e m a ,   d a d o   q u e  si se desea 

s e g u i r  la e v o l u c i 6 n   e n  el tiempo de esquemas de cd lculo  por 

d i f e r e n c i a s   f i n i t a s   q u e   s e a n  cada vez 6 s  e f i c i e n t e s  en su 



a p l i c a c i 6 n  a l a  s o l u c i b n   d e  las e c u a c i o n e s  - d i f e r e n c i a l e s  

p a r c i a l e s   a s o c i a d a s  a mecanismos  en cingtica-electroquimica,habrA 

q u e   r e v i s a r   l i t e r a t u r a   c i e n t f f i c a  de  otros campos de la c i e n c i a ;  

e n  especial se recomienda  1 eer 1 o r e 1  aci o n a d o   c o n  pub1 i caci o n e s  

q u e   a p a r e z c a n   e n  el Area de l a  t r a n s f e r e n c i a  de calor y do forma 

mAs g e n e r a l  l o  publicado e n  el Area d e  l a  moderna d i s c i p l i n a  

c o n o c i d a  como ”Física Computac ional”  ( r e f .  513. 

1 . 3  EChlIC3.Z IMPLICITAZ DE DISCRETIZACION CE1 Esquema de 

CRANK-NI COLSONI. C re f  . 4 7 3  

Los rn&todos i m p l i c i t o s  de  d i s c r e t i z a c i d n   s u r g e n  como una 

a l t e r n a t i v a  de c a l c u l o   e n  l a  c u a l   n o  se t i e n e   n i n g u n  t i p o  d e  

limitaci6n e n  el v a l o r  d e l  parfimetro E, . E s t o   t i e n e  la v e n t a j a   d e  

que  e n  la s i m u l a c i b n  de  problemas e l e c t r o q u i m i c o s ,  se puede 

s e l e c c i o n a r  un i n t e r v a l o  d e  l o n g i t u d  Ax t a n   g r a n d e  o t a n  pequeKo 

como se r e q u i e r a . s i n   q u e  esto t e n g a   n i n g u n a   i m p l i c a c i d n  de  t i p o  

r e s t r i c t i v o  e n  l a  s e l e c c i 6 n  d e l  i n t e r v a l o  de t i e m p o  A t .  

El   esquema i mpl fc i  t o  q u e   c o n d u c e  a r e s u l  Lados rm6s 

p r e c i s o s . s i e n d o  estable para c u a l q u i e r  valor de h. es el de 

CRANK-NICOLSON. E s t e  metodo f u e  u t i l i z a d o   e n   E l e c t r o q u i m i c a  desde 

el aKo 1 9 4 8  por R a n d l e s  Cref. 523 i n c l u s o   a n t e s  de  la i n t r o d u c c i 6 n  

del  “mktodo d e  1 a caja” e n  1964 por Feldberg C ref. 303 e n  1 a 

s i m u l a c i 6 n  d e  problemas d e  c i n & t i c a - e l e c t r o q u í m i c a   l i m i t a d o s   p o r  

d i  f u s i  6 n -  Es n o t a b l e  el hecho  de q u e   R a n d l e s  haya s e l e c c i o n a d o  

como metodo de d i f e r e n c i a s   f i n i t a s  un mktodo avanzado,  como el d e  

CRANK-NI COLSON, e n  un t i e m p o   e n  el q u e   n o  solo no era común el 

u s o  de 1 as computadoras C Rand1 es hizo 1 os cA1 c u l o s  a mano> s i n o  

q u e  d e  hecho ú n i c a m e n t e   h a b l a n   p a s a d o  4 aKos d e s d e  l a  

c o n s t r u c c i b n   d e  l a  p r i m e r a   c o m p u t a d o r a   e n  el mundo; l a  M a r k  I de 

A i k e n   c o n s t r u i d a   e n  l a  U n i v e r s i d a d  de Harvard e n   1 9 4 4  y q u e   h a c i a  

u s o  d e  r e l e v a d o r e s   e l e c t r o m e c A n i c o s  en 1 ugar de 

b u l b o s .   P o s t e r i o r m e n t e   E c k e r t  y M a u c h l y   d e s a r r o l l a r o n  l a  p r i m e r a  

computadora d i g i t a l  t o t a l m e n t e   e l e c t r 6 n i c a   e n  l a  U n i v e r s i d a d  de 

P e n s y l v a n i a   e n   1 9 4 6  y q u e   f u e   d e n o m i n a d a   C o m p u t a d o r a   A u t o d t i c a  e 
I n t e g r a d o r   N u m & r i c o   E l B c t r i c o .  

D. Brietz Cref. 1 1  *12> c o n s i d e r a   d e s a f o r t u n a d o  el hecho d e   q u e  
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Y: 
FIG. 1.8 MALLA  PARA E L  METODO DE 

CRANK-N ICOLSON. 
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F e l d b e r g  haya i n t r o d u c i d o   e n   E l e c t r o q u í m i c a  el llarriado MBtodo de 

l a  C a j a ,   s i n   q u e  se d i e r a   t i e m p o  de q u e  los i n v e s t i g a d o r e s   q u e  

pr et e n d i   a n  hacer s i m u l a c i o n e s   e n   c i n e t i c a - e l e c t r o q u i m i c a  

maduraran hacia l a  u t i l i z a c i b n  de m&todos mAs avanzados  como el 

de CRANK-NICOLSON CCNI . Lo q u e   s u c e d e  es q u e  el m&todo de l a  caja 

y el m&todo puntual  Cambos m&todos explícitos] s o n  mucho mAs 

faci les  de irnplernentar  en l a  p r i c t i c a   q u e   m e t o d o s   i m p l i c i t o s  como 

el CN. Es interesante h a c e r   n o t a r   q u e  ya e n   1 9 6 8  , N a d j o , S a v e a n t  

et  al. Cref. 461 e f e c t u a r o n  el e s t u d i o  de  un mecanismo  de l  t i p o  

ECE con   d ismutac idn   empleando l a  t k n i c a   d e  CN. MAS 

recientemente,se ha vuelto común el uso de esta t&cnica de 
s i m u l a c i b n  en estudios de Cronoamperometria Cref. 433 . s i n  

embargo,para p r e e s t u d i o s  de  s i m u l a c i 6 n   a ú n   s i g u e n   s i e n d o  muy 

val i osos 1 os mCtodos expll ci tos. 

Par a e n t e n d e r  el esquema de CRANK-NI COLSGN, es c o n v e n i   e n t e  

v i s u a l  izar 10s puntos  de c o n c e n t r a c i h   e n   * u n a  mall a C ver 

f i g . l . S > .  

En el mbtodo de CN, se e f e c t ú a   u n a  estimacih de la c o n c e n t r a c i 6 n  

e n  t + $st p a r a  i . i - 1  e i + l ,  tomando el promedio aritm&tico de 

1 as c o n c e n t r a c i o n e s   e n  t y t +6t. así 

CLC t +$¿a = 5 CCL + C’i) 

t+fd> 

Ct+$63  

= 8 CCi-i + C. L-13 

Ci+i = 5 CCi+l + C’ i+il 

Recordando de C1.523 que:  

.. 
D.- - .-. 6‘C 4r D 

ax2 C M 2  
- c CL-1 - 2ci + C i + l ’  > 

C 1 . 8 1 a I  

C1-  81b3 

C 1 . 8 1 ~ 1  

C 1 . 8 2 3  

al  s u s t i t u i r   C 1 . 8 1 3   e n   C 1 . 8 2 3  se o b t i e n e :  



y= .[ ci-i + C'i-i - 2ci - 2C' i '+ Ci+i + C' L + l  ] ¿?'C 1 D 

ax Z'cm2 

r eor denando: 

a z C  - 1 D 

ax 
- [ ci-i - 2ci + Ci+i + C'i-i - 2C' i + C '  i+l ] 

el esquema de CRANK-NICOLSON queda:  

En forma mds g e n e r a l  se h a   p r o p u e s t o  Cver R i  chtmeyer ref .  54, 

F e l d b e r g  ref. 27. y B r i e t z  ref . 1 2 3  l a  f 6 r m u l a   s i g u i e n t e :  

C ' i  - ci 
At =+-[ c 1 -/33 c ci-i - 2ci +Ci+13 + pc c ' L-1 -2C'  L + C' L + ] c w  

C1.843  

donde: 

O explícito 

CN p = g r a d o   d e   i r n p l i c i d a d  = C1.853  
1 i m p l l c i t o   C L a a s o n e n 3  

Cuando /3 = O se g e n e r a  l a  c o n o c i d a   f d r m u l a   e x p l í c i t a   C 1 . 5 2 3  

o b t e n i d a  t a n t o  por  el rnetodo de l a  caja como por el m&todo 

p u n t u a l .   P a r a  f ,  = $ se o b t i e n e  l a  f 6 r m u l a   i m p l i c i t a   C 1 . 8 3 3   q u e  es 

l a  del mdtodo CN. Y si f ,  = 1 se llega a la f 6 r m u l a  de L a a s o n e n  

Cref. 4 2 . 2 7 3 :  

C l .  863 



q u e  es estable para c u a l q u i e r  valor d e  A, pero da resultados c u y a  

p r e s r c i b n  es menor en c o m p a r a c i b n  al mbtodo de CRANK-NICOLSON. 

. En el a p h d i c e  C. se d a  una s u b r u t i n a  adaptada al BASIC de l a  

H e w l e t t - P a c k a r d  9826, para el metodo CN. 
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i: 

CAPITULO I 1  

EL METCIIX D E   L O S   R E S I  DUOS PESADOS CMRP3 Y SU APLICACION A  LA 

SOLUCI  ON DE PROBLEMAS DE C I  NETI CA-ELECTRCQUI MI CA. 

2 . 1  I NTRODUCCI ON. 
- 

LU que ,puede ser c o n s i d e r a d o  como el primer ~ mdtodo de residuos 

pesados CMRP3 f u e  desarrollado e n  1915  por G a l e r k i n  Cref. 361. 

S i n  embargo, el MRP clAsico  apareci6 en la decada de 10s 
c i n c u e n t a s   s n  textos y trabajos de i n v e s t i g a c i b n  sobre "MBtodos 

A p r  oxi mados del And1 i si S S u p e r i o r  " C K a n t o r o v i   c h  ref  .413  O 

r e l a c i o n a d o s   c a n  "El t r a t a m i e n t o   n u m & r i c o   d e   e c u a c i o n e s  

d i f e r e n c i a l e s "   C C a l l a t z . 1 9 6 O . r e f .  21>. 
- 

P o s t e r i o r m e n t e  es W .  F. A m e s -  e n  1 os ~ s e s e n t a s   q u i e n   i m p u l s a  1 a 

apl  i c a c i 6 n   d e  este t i p o   d e  metodos e n  1 a s o l u c i 6 n   d e   " E c u a c i o n e s  

D i f e r e n c i a l e s   P a r c i a l e s  N o  l i n e a l e s   e n   I n g e n i e r í a "  Cref. 23. 

V i  l l a d s e n   e n   D i n a m a r c a . c o n s c i e n t e  d e  l a  larga t r a d i c i 6 n  de las  

u n i v e r s i d a d e s   t e c n i c a s   e s c a n d i   n a v a s  al dar a s u s   e s t u d i   a n t e s   u n a  

s6l ida p r e p a r a c i 6 n   e n  matemAticas c l A s i c a s . r e c o n o c i 6  l a  fal ta  de 

h a b i l i d a d  d e  los mismos e s t u d i a n t e s   e n  l a  m a n i p u l a c i 6 n  de mktodos 

num&ricos   incorporados  a l a  m o d e l a c i b n   d e  procesos e n   I n g e n i e r i a  

Quimica. Y es e n t o n c e s   c u a n d o  se d e c i d e  a pub1 icar C e n   1 9 7 0 1   s u  

l i b r o  sobre "Metodos Aproximados Selectos para Cla s o l u c i b n   d e 3  

p r o b l e m a s   e n   I n g e n i e r í a  Química" Cref. 5 9 3 , t e x t o  a c u y a   a p a r i c i b n  

s i g u i  6 el de "Sol u c i 6 n  de  Model os d e  E c u a c i o n e s   D i f e r e n c i a l e s  por 

Aproxi maci 6 n  P o l  i nomi al  " C Vi 1 1  a d s e n  y M i  c h e l   s e n ,   1 9 7 8 ,  ref. 603. 

C a s i  a l  mismo tiempo Fi n l a y s o n  C e n  1 os E. U. 3 d e l  Departamento 

de I n g e n i e r í a  Química de l a  U n i v e r s i d a d   d e   W a s h i n g t o n   p u b l i c a   s u  

1 i bro sobre "El M&todo de 1 os R e s i d u o s   P e s a d o s  y P r i n c i p i o s  

V a r i a c i o n a l e s "   C 1 9 7 2 , r e f . 3 3 > . U n  texto d e l  mismo a u t o r  

c o r r e s p o n d i e n t e  a l a  d&cada de los o c h e n t a s  aparece c o n  el t i t u l o  

" A n A l i s i s  N o  L i n e a l   e n   I n g e n i e r í a  Quimica" Cref. 341 

N o  r e s u l t a  dificil  i m a g i n a r   q u e   c o n  los textos de A m e s , V i l l a d s e n  

y Fi n l a y s o n  1 os el ectroquí m i  cos de 1 os 70' S no t a r d a r o n   e n  

i n c o r p o r a r  el MRP a l a  modelaci6n de p r o b l e m a s   e n   E l e c t r o q u i m i c a .  
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En e s p e c i a l ,  un m e t o d o   d e   r e s i d u o s   p e s a d o s   p a r t i c u l a r   c o n o c i d a  

como ’“&todo d e  C o l o c a c i b n   O r t o g o n a l  “ CMCOI f u e   u t i l i z a d o  por 

Whit ing  y Carr e n  l a  s i m u l a c i h  de l a  r e s p u e s t a  

c ronoamperom&tr lca   de  varios m e c a n i s m o s   e l e c t r o q u i m i c o s  

C 1 9 7 7 . r e f . 6 1 1 .  

P o s t e r i o r m e n t e  R i e k e r  y S p e i s e r   u s a r o n  l a  misma t & c n i c a   p a r a  

hacer s i m u l a c i o n e s  de v o l t a m p e r o r n e t r i a  ciclica ClQ7Q.ref. 561). 

MAS r e c i e n t e m e n t e   P o n s  escri b i b  una  monograf  i a  sobre “ T B c n i c a s  de 

Aproximac ibn   Po l inomia l  para Cla s o l u c i b n   d e l   e c u a c i o n e s  

d i f e r e n c i a l e s   e n  prcblemas d e   E l e c t r o q u í m i c a “  C 1 9 8 4 .  r e f .  502 y d e  

a h i   e n   a d e l a n t e   h a n   s e g u i d o   a p a r e c i e n d o  e n  1 a 1 i t e r a t u r a  

e l e c t r o q u í m i c a   t r a b a j o s  d e  i n v e s t i g a c i b n   q u e   h a c e n  u s o  e n  

especial del MCO. 

Hay q u e  sefíalar que los m&todos d e  res iduos  pesados 

r e p r e s e n t a n   u n a   b u e n a  al t e r n a t i v a   e n  re1 a c i d n  a 1 os mktodos d e  

d i f e r e n c i a s  f i n i t a s .  La j u s t i f i c a c i b n   d e l  u s o  d e l  MRP e n  

E l e c t r o q u l m i c a   p r o v i e n e  d e l  h e c h o  de q u e   e n   a l g u n o s  casos el MDF 
p r e s e n t a   p r o b l e m a s  de i n e s t a b i  1 i dad y t iempos   computac i   ona l  es 

r e l a t i v a m e n t e ’  a l tos .  Se h a   e n f a t i z a d o   e n  l a  l i t e r a t u r a  

e l e c t r o q u í  mica Cref . S O 1  que el MCO es un &todo d e  r e s i d u o s  

pesados al L a m e n t e   e f i c i e n t e  y q u e  da r e s u 1  Lados c u y a   p r e r i c i d n  y 

tiempos c o m p u t a c i o n a l e s   b a j o s ,   h a c e n   q u e   v a l g a  l a  pena el 

e s f u e r z o  extra n e c e s a r i o  para i m p l e m e n t a r l o .   S i n   e m b a r g o .   n o   h a y  

q u e   p e n s a r   q u e  el MCO es l o  ú l t i m o   e n  mdtodos d e  s i m u l a c i 6 n  en 

e l e c t r o q u í m i c a ,  dado q u e   a ú n   e n   t r a b a j o s  muy r e c i e n t e s  

C ref - 4 3 , 4 5 3   s i g u e  h a c i  e n d o s e .   u s o  d e  las  t k n i c a s  d e  d i f e r e n c i a s  

f i n i  tas.  En r e a l i d a d ,  no  hay q u e  perder d e  v i  Sta el h e c h o  d e  que  

l a  t e c n i c a  d e  d i f e r e n c i a s   f i n i t a s  es c o n s i d e r a d a  como el Único 

metodo q u e  es u n i   v e r s a 1   m e n t e   a p l  icable t a n t o  a problemas 1 i n e a l e s  

como a no l i n e a l e s   C A m e s . r e f . 2 1 .  

Algunos   m&todos   de   s imulac i6n  mAs sof i s t i c a d o s  como el Mtodo 

d e l  E l e m e n t o   F i n i t o  CMEF3 Cref. 203 tambien  han sido u t i l i z a d o s  

e n  la s o l u c i b n   d e   p r o b l e m a s  en E l e c t r o q u i m i c a . S i n  embargo.la 

c o m p l e j i d a d   i n h e r e n t e  al  MEF h a  provocado q u e   r e a l m e n t e   s e a n  

POCOS 1 OS i n v e s t i g a d o r e s   q u e  se dediquen  a resol v e r   p r o b l e m a s  de 

s i m u l a c i 6 n   n u m e r i c a  electroquímicos c o n  esta t e c n i c a .  
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L a   s e l e c c i 6 n  de un mktodo p a r t i c u l a r  de s i m u l a c i 6 n   e n  

e l e c t r o q u í m i c a   . p u e d e  ser todo un  compromiso;  si por ejemplo,se 

d e s e a n   o b t e n e r   r e s u l t a d o s   p r e l i m i n a r e s   C q u e   p o d r í a n   r e s u l t a r  

t e r m i n a l e s l a l  atacar un determinado problema e l e c t r o q u í   m i c o ,  t a l  

vez l o  mejor seria comenzar  implementando un t k c n i c a  explícita d e  

diferencias f i n i t a s ,  ya sea el Metodo de la Caja o 

p r e f e r e n t e m e n t e  el MBtodo P u n t u a l .  NO debe olvidarse que Fe1db-r-g 

desde 1984 hasta muy recientemente viene  obteniexc' ,o resultados 
posit ivos en la s i m u l a c i b n  d e  una gran variedad de tecnicas 
e l e c t r o q u l m i c a s  Cref. 28.29.31.323 c o n  l a  sola u t i l i z a c i 6 n  del 

denominado Mtodo de l a  C a j a .  Por otro l a d o ,  si al  haber 

s e l e c c i o n a d o  un determinado MDF se o b t i e n e n   r e s u l t a d o s  poco 

satisfactorios,  e n t o n c e s   c o n v i e n e   i m p l e m e n t a r  el MCO. Si el 

problema e l e c t r o q u í  mico a c o n s i d e r a r   r e q u i e r e  d e  a l ta  

sof i sticaci 6 n  podr l a  valer 1 a pena  hacer el esfuerzo de 

p r o f u n d i z a r   e n  l a  comprensi6n e i m p l e m e n t a c i 6 n  del  MEF. 

Y si como a l t e r n a t i v a   a d i c i o n a l ,  se r e q u i e r e  de e s t u d i o s  

profundos  de F i s i c o q u í m i c a  d e  S u p e r f i c i e s  que compliquen el 

problema e l e c t r o q u í m i c o   o r i g i n a l  m se t e n d r i   p r o b a b l e m e n t e   q u e  

i m p l  ementar  un programa que efecttfe si mu1 a c i o n e s   c o n  el M&todo de 

Monte C a r  1 o C ref .383 

En l o  q u e  respecta a l a  s e l e c c i 6 n  de un m&todo p a r a   o b t e n e r  la 

sol u c i 6 n  de  1 as e c u a c i o n e s   d i f e r e n c i a l e s  parciales asociadas a un 

mecanismo dado e n  cin&tica-electroquímicam cabe mencionar una 

v e n t a j a   a d i c i o n a l  del  MRP con respecto a otros & t o d o s ;  el MRP es 

j u n t o   c o n  otros &todos aproximados Ccomo por ejemplo.la t e c n i c a  

d e  p e r t u r b a c i o n e s  C ver Ames, ref.  2 3 aún  no muy u t i  1 izada e n  

E l e c t r o q u í m i c a 2   u n a   t k n i c a  que permite o b t e n e r   s o l u c i o n e s  

a n a l  f ticas a p r o x i m a d a s   e n  l a  forma de f u n c i o n e s  que s o n   c e r c a n a s  

a l a  s o l u c i 6 n  exacta del problema 1 i n e a l  o no  1 i n e a l  considerado. 

ES e n  esto Últim e n  l o  que se i n s i s t i r i   e n  este c a p i t u l o .  

2.2 EL METODO DE LOS RESIDUOS PESADOS CMRP3 

En e s e n c i  a el MRP, puede ser f ormul ado e n  un  dominio O de 1 a 
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m a n e r a   s i g u i   e n t e ;   s u p 6 n g a s e   q u e  r es el vectcr d e  1 as variables 

i n d e p e n d i   e n t e s ,  entoncFGs : 

donde L es un operador di r'erencial - parcial n o  l i n e a l ,  7, 
r e p r e s e n t a  el numero apropiado de c o n d i c i . a n e s  a la f r c n t e r a ,  

s i e n d o  f y C f u n c i o n e s  be l a s  coordenadas empleadas .  

L o  q u e  se busca en &te m G t o d o  es una soluci6n aprcxumadz ai 
k 

problema C2.11 e n  la forma l i n e a l  

donde uCr1 e s  l a  sol u c i b n  aproxlrnada, @k r e p r e s e n t a  el c c n j u n t o  

d e  s o l u c i o n e s   q u e   c u m p l e n   c o n  las  c o n d i c i o n e s  a la f r o n t e r a  

C 2 . 1  bl , las @ , L=I,z, .  . . n , s o n  un c o n j u n t o  d e  " f u n c i o n e s  

prueba"  escogidas d e  antemano y se s e l e c c i o n a n  a menudo d e  modo 

ta l  que tambi &n  cumpl a n   c o n  1 as c o n d i c i o n e s  a 1 a f r o n t e r a ,   a u n q u e  

este r e q u i s i t o   p u e d e  ser modificado. 

L a s  f uncl o n e s   p r u e b a  @ deben ser 1 i n e a l   m e n t e   i n d e p e n d i e n t e s  y 

d e b e n   r e p r e s e n t a r  1 a s  primeras n f u n c i o n e s  d e  a l g G n   c o n j u n t o  de  

f u n c i o n e s  { q ! ~  ) ,L=I .z , .  . . . e l  c u a l  es ~ r i  c o n j u n t o   c o m p l e t o   s n  la 

r e g i 6 n  d e  i n t e g r a c i b n   c c n s i d e r a d a .  

L a s  a ' S  s o n  par A m e t r o s  c o n s t a n t e s   i n d e t e r m i n a d o s   c u a n d o  l a s  

f u n c l o n e s   p r u e b a  @ s o n  f u n c l o n e s  d e  todas las var iab les  

I n d e p e n d i e n t e s .   P e r o ,  si una o mAs var i ables i n d e p e n d i e n t e s  n o  

e s t a n  i n c l u i d a s   e n  la s e l e c c i 6 n  d e  l a s  @i, e n t o n c e s  las a s e r a n  

" f u n c i o n e s   i n d e t e r m i n a d a s " .  

Lo i m p o r t a n t e   e n  el MRP c o n s i s t e  en t e n e r  un c r i ter io  para   poder  

f i j a r  l as  a . BAslcamente .  estos parAmetros o f u n c i o n e s  

i n d e t e r m i n a d a s   d e b e n   o b t e n e r s e  d e  t a l  manera   que el "promedio 

pesado" d e  l a  e c u a c i 6 n   r e s i d u a l   s i g u i e n t e  se a n u l e :  

* 
A 

L 

L 

L 

- .  

I 

L 
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donde la nataclbr; R '1 3 * 1 i ~ d i c a  l a  depen~e~ci a de E con S y 
1 as f u n c i o n e s   p r u e b a  C# . E s  c laro  que,   cuando u es l a  s o l u c i 6 n  

exacta. e n t o n c e s  R = D. E v i d e n t e m e n t e ,  el &xito e n  l a  u t i l i z a c i d n  

de este t i p o   d e  metodo r a d i c a   b A s i c a m e n t e   e n   p o d e r   s e l e c c i o n a r   e n  

forma adecuada l a s  f u n c i o n e s   p r u e b a .  

En re1 aci dn a l  "promedi o pesado" al q u e  ze h i z o  r e f e r e n c i a  

a n t e r i o r m e n t e ,  s e  t i e n e   q u e  la s i g u i e n t e   i - n t e g r a l  

L T W L  i 

L A 

c 2 . 4 1  

debe 5er cera para el dormnio d e  i n t e y r a c i b n   c o n s i d e r a d o .  

La seleccibn de  1 3  f u ~ c i 6 n  peso w deriRir2 el metzdo part icc lar  

d e  reslduos pesados a zcnsiSer3.r .  

Algunos d e  los m&todos d e   r e s i d u o s   p e s a d o s  m A s  u t i l i z a d o s   e n  

E l e c t r o q u í m i c a  y e n  1 a 1 i t e r a t u r a  de C i e n c l a s  e I n g e n i e r  1 a son : 

I 

- 

2.2.1 EL METODO I N E G R A L  C d e n t r o  d e l  c u a l   q u e d a  i n c l   u i d o  el 

meto'do d e  momentos y el m&.todo de l  subdomi n i o  d e  primer orden]  

En este m&todo la f u n c i 6 n  peso w se s e l e c c l o n a  d e  modo q u e  
J 

w = x  ' ,1=0,1.2,3 
J 

A s f ,  por e j e m p l o   c u a n d o  j = O  , w = 1 .  t e n i   k n d o s e  el m&todo 

i n t e g r a l  d e  aproxl maci 6 n  a p r i  mer o r d e n ,   c o n  1 0  c u a l   h a y   q u e  

e v a l u a r  l a  i n t e g r a l   s i g u i e n t e ' :  

1 

esto es, suponi  endo un problema 

L o  q u e   r e s u l  L a  de e f e c t u a r  l a  

RCuA1dx = O c 2 . 5 3  
D 

e n  una sola di rnensi6n x. 

i n t e g r a c i   6 n  C2.51, suponiendo que 

a. d e p e n d e   d e l  tiempo es u n a   e c u a c i b n   d i f e r e n c i a l  d e  primer orden  
e n  u . 

A 

2.2.2 METODO DE GALERKI N 



Aqui 1 as f u n c i o n e s   p e s o  se s e 1   e c c i o n a n   d e  forma q u e   s e a n   i g u a l e s  

a las  f u n c i o n e s   b a s e   d e  l a  s o l u c i 6 n   a p r o x i m a d a   u * ,  esto es 

c o n  1 0  que se r e q u e r i r d   q u e  se a n u l e  la s i g u i e n t e   i n t e g r a l   d e l  

pr omedi o pesado:  

@.R d x  = O c 2 . 7 3  
U J  

La ventaja del m&.odo esta en que t i e n d e  a la s o l u c i 6 n  exacta 

cuando j "---+o3 

En este caso 

c o n   r e s p e c t o  

se minimiza l a  i n t e g r a l   d e l   c u a d r a d o  d e l  r e s i d u o  R 

a los pardmet-ros i n d e t e r m i n a d o s  a ,  asf: 

2 

6 R C  uA1 - 
aa C t l  R'dx = 2 RCuAlaa c t l  dx  = O C 2.81 

1. D D L 
r =i,Z.. . . n 

d e  donde se i n f i e r e  que  1 as f u n c i o n e s   p e s o  w se d e f i n e n  e n  este 
metodo como: 

J 

BRC uA1 

j B a .  C t 1  
w =  

L 

c2.91 

El  r e s u l t a d o  d e  i n t e g r a r  C2.81 es un c o n j u n t o   d e  n e c u a c i o n e s   d e  

l as  c u a l e s   p u e d e n   o b t e n e r s e  los p a r a m e t r o s   i n d e t e r m i n a d o s  a . C t 3  

2 . 2 . 4  COLOCACI ON GENERAL 

L a s   f u n c i o n e s   p e s o   e n  este m&todo de r e s i d u o s  pesados e s t a n  

d a d a s  por : 



w = dCX - x 3  
J J 

c 2 . 1 0 3  

s i e n d o  8 l a  f u n c i 6 n   d e l t a   d e   D i r a c ,  1 a c u a l  se  d e f i n e  Cver 

Arf k e n ,  re f .  42 por medi o d e  s u s  propi e d a d e s   a s i g n a d a s  

c 2 . 1 1 3  

c 2 . 1 2 1  

como caso e s p e c i a l   d e  l a  e c u a c i 6 n   C 2 . 1 2 3  se t i e n e   q u e   c u a n d o  

FCrl=1 : 

d C r ? d ~  = 1 C 2 . 1 3 1  

La dCr1 no es r e a l m e n t e   u n a   f u n c i b n  ya q u e  es i n d e f i n i d a  

C i n f i n i t a l   e n  r = O .  Ademds dCr3 solo esta d e f i n i d a   d u r a n t e   u n a  

i n t e g r a c i 6 n .  

Con 1 as f u n c i o n e s   p e s o   d a d a s   p o r  C 2 . 1  O 1  1 a i n t e g r a l  d e l  promedi o 

pesado sobre el d o m i n i o  D c o n s i d e r a d o  

w RCu 3dx = dCx-x.3RCuA3dx 
D J  

A 
D J 

d e  modo q u e  el r e s i d u o  R esta dado 

f i Jo d e  p u n t o s  de  c o l o c a c i 6 n  x . 
E l  "M&todo de C o l o c a c i b n   O r t o g o n a l  " 

J 

queda:  

= RCu C x I 1 = 0   C 2 . 1 4 3  
A J  

e n   t & - m i n o s  d e  un c o n j u n t o  

CMCOI q u e  se d i s c u t i r a  mAs 

a d e l a n t e   c o n s i s t e   b A s i c a m e n t e   e n   s e l e c c i o n a r  los p u n t o s   d e  

c o l o c a c i 6 n  x d e  modo tal q u e   s e a n  1 as raices reales de un 

pol i nomi o or t o g o n a l  . 
J 

2 . 2 . 5  METODO DEL SUBDOMI N I 0  

En &te metodo el d o m i n i o  D se subdivide e n  n subdominios  D/n c o n  

n=l $2.3, .esto es D i , D 2 .  D3., . . . D . 
n 

Las f u n c i o n e s   p e s o  se s e l e c c i o n a n  de modo que : 

4 1  



j # k  

c 2 . 1 5 1  

C2.161 
.. 

D 
1 

2.3 EJEMF'LC) DE APLI CACI CN DEL MRP A UN MECANISMO ELECTROQUIMCO 
~. 

C o n s i  derese el m e c a n i  s m o  cata1 i ti co s i g u i   e n t e :  

C 2 . 1 8 a 1  

C2.1QbI 

L a s  e c u a c i o n e s   d i f e r e n c i a l e s  p a r c i a l e s  a s o c i a d a s  a este m e c a n i s m o  

q u e   p e r m i t e n   c o n o c e r  l a  v a r i a c i 6 n  de la c o n c e n t r a c i 6 n  d e -  l a s  

e s p e c i e s  O x  y R e d  e n  el tiempo son: 

acox - 2 a c o x  "_ - 
at, D -- + k ' C  c - k .Cox 

OX 
d X 2  

1 Z r e d  2 

Berod d a C d  "- - at  - D -."- - 
red I . =zCrod + k C  2 o x  ¿?x2 

C2.19a3 

C2.19b1 

En l a  p r k t i c a ,   p u e d e   c o n s i d e r a r s e  que l a  c o n c e n t r a c i h   d e l  

c o m p o n e n t e  2, C es lo s u f i c i e n t e m e n t e  a l t a  como para que 

p e r m a n e z c a   c o n s t a n t e   d u r a n t e  todo el p r o c e s o   e l e c t r o q u l m i c o .  

A Bsta  c o n c e n t r a c i 6 n  se le d e s i g n a  como Cz = C:. Si se d e f i n e  una 

c o n s t a n t e  k de s e u d o - p r i m e r   o r d e n  como: 

z 



k = k - C  
* 

i z  
c 2 . 2 0 1  

e n t o n c e s .  las  e c u a c i o n e s  CZ. 1 9 3  y CZ.201  se z i m p l l f i c a n  

cons iderablemente   quedando:  

acox a cox  
2 

- D  " - at + .'red 
ax2 

- k C  
ox 2 o x  

c 2. 21 a l  

Pons ' :ref.  5 0 3  y G a l u s  Cref. 371 consideran una simplificacien 

sdlclanal a 1 as e c u a c i c n e s  C 2 . 2 2 1  y C2.231 al suponer  que la 

t r a n s f o r m a c l d n  c a t a l i t i c a  C 2 . 1 8 b 1  es r d p i d a .   c o n  l o  c u a l :  

C 2.22al 

C 2.22b1 

Lo I n t e r e s a n t e  d e  este sistema d e  e c u a c i o n e s   c o n s i s t e  en q u e  

C2 .22b3  esta únicarnente   en  t & m i  n o s  d e  l a  c o n c e n t r a c l d n  d e  l a  

e s p e c r e  Red. La s o l u c i b n   a n a l i t i c a  exacta d e l  sistema C 2 . 2 2 3  f u e  

r e s u e l t a   e n  1974 por J o s l i n  y P l e t c h e r  Cref. 401 dando como 

r e s u l  Lado par a Cred: 

C2.231 

Por d r o  lado P o n s   e n  1984 Cref. 503 resolvi6 la e c u a c i 6 n  C2.22b3 

obteniendo l a s  s o l u c i o n e s  analiticas aproximadas para Cred 

c o r r e s p o n d i e n t e s  a a l g u n o s  de los mktodos d e  r e s i d u o s   p e s a d o s  

descritos e n  la s e c c i 6 n  2 .2 .  En este c a p i t u l o  se i n t e n t a  resolver 

el caso mds complicado c o r r e s p o n d i e n t e  al sistema C2.211 que 

APROX 



puede reescri b i r s e   e n   t B r m i n o s  de los s i g u i e n t e s   p a r a m e t r o s  

adi mensi   onal  es : 

T =  t.Dred * x = -  X Do x 
¿ , d = -  

L Z  
D r  ed 

C 2 .  246. el 

Cr e d  
Fred = - 

c o x  

c o x  
, FOX = - C2.24f ,g> 

c o x  
* * 

donde 2 es una distancia al electrodo tal que al f i n a l  del 

e x p e r i m e n t o  ya n o   h a y   d i f u s i h  d e  e s p e c i e s .  C ¿ p o d r i a  

c o n s i d e r a r s e   i g u a l  a 66 o 106 de a c u e r d o   c o n  l a  e c u a c i 6 n  1 J 5  d e l  

p r i m e r   c a p i t u l o  de esta t e s i s 1  

S u s t i t u y e n d o  C 2 . 2 4 3  e n  el sistema C 2 . 2 1 )  se o b t i e n e :  

d F r e d  - d 2 F r e d  
6T 

- "- - (3 .Fred + (3 .Fox  
dXZ 

i 2 

C 2. 25al 

C 2. 25b3 

Las  c o n d i c i o n e s   i n i c i a l e s  a las q u e  esta s u j e t a  el sistema 

a n t e r i o r  d e  e c u a c i o n e s   d i f e r e n c i a l e s   p a r c i a l e s   s o n :  

c 2.2:6a3 

C 2. 26bl 

P a r a  las c o n d i c i o n e s  a la f r o n t e r a   e n  x=O, t>O se t i e n e   q u e :  

c o x c  x=o. t3 = o , FoxCO.l-3 = O C 2.27a3 

( e s t o  O S  a s i , s o L o   e n  el. c a s o   d e   q u e   e l  P U L S O  d e   p o t e n c i a l   a p t < -  
cado.sea  do tal m a g n i t u d   q u e  La c o n c e n t r a c i ó n   d e  O x  se reduzca 
inmediatamente a c e r o   e n  La s u p e r f i c i e  del. e l e c t r o d o >  

* 
CredC X=O t 3  = C t FredCO, T-) = 1 C 2 . 2 7 b 3  

L a s   c o n d i c i o n e s  a l a  f r o n t e r a  en x-03 , t > O  son: 

4 4  



C 2.28al 

C 2.28b3 

donde se h a   s u p u e s t o  como u n a   a p r o x i m a c i d n   s u f i c i e n t e   q u e  x-m 

puede sei= reemplazado por x- L , de modo que:  

l l m  X 2 1Lm X = - - - 1  
X”-)cO x”----, 1 

1 
c 2 7z93 

C o n s i d & e s e   a h o r a ,   d e   a c u e r d o   c o n   P o n s  C ref. 501 u n a   “ f r o n t e r a   d e  

d i f  u s i 6 n  m6vi 1 ” d e  e s p e s o r   a d i m e n s i o n a l  bCT3 como 1 a mostrada e n  

la f i g u r a  2. l .  A h i  , puede   verse   que :  

- Al apl ¡car el pul so d e  p o t e n c i a l  , Red  comienza a d i f u n d i r s e  

- MAS allá d e  la : - r o n t e r a . c u y a  distancia al  e l e c t r o d o  se 

denominar& b , la c o n c e n t r a c i 6 n  de Red es i g u a l  a cero. 

- supone que atrds de la frontera, la especie Red esta 

r e p r e s e n t a d a  por un g r a d i e n t e   c o n t i n u o .  

- AdemAs, b es u n a   f u n c i 6 n   d e  T s o l a m e n t e ;  b = bC-D 

- 

E s  p o s i b l e  tratar l a  d i s t a n c i a   a d i m e n s i o n a l  X = x / ¿  como una 

f r a c c i 6 n  de  bCT3. por l o  q u e   c o n v i e n e   d e f i n i r :  

X ’ = bC?3 
= p c x . n  C 2 .  303 

s l e n d o   u n a  transf o r m a c l 6 n   d e   d i   s t a n c i a   a d i m e n s i o n a l   q u e  es 

s i m p l e m e n t e   u n a   f r a c c i 6 n  d e l  espesor d e  l a  f r o n t e r a   d e   d i f u s i 6 n .  

Lo i m p o r t a n t e  d e  la t r a n s f o r m a c i b n   C 2 . 3 0 1   c o n s i s t e   e n   q u e   c o m b i n a  

tiempo y d i s t a n c i a   e n   u n a  sol a var i ab1  e a d i   m e n s i o n a l  . 

Dada l a  n a t u r a l e z a  d e l  modelo de “ f r o n t e r a  de d i f u s i 6 n   m d v i l ” ,  

hay  que  imponer  l a s  s i g u i e n t e s   c o n d i c i o n e s   i n i c i a l e s  y a la 
f r o n t e r a :  

i l  l a s  c o n c e n t r a c i o n e s   f r a c c i o n a l e s  de  Ox y R e d  e n  l a  s u p e r f i c i e  

del electrodo C X =  0 1  s o n :  

FrodC O, I3 = FredC p=Ol = X 
Fred [ bC 73 = o )  = I C2.31> 
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FoxC O ,  T3 =FoxC p 4 1  = O c2.321 

i i 3  en  el extremo de l a  f r o n t e r a  mbvil de d i f u s i 6 n  C p 1 3  se t i e n e  

que: 

FOXC 1 , TI = FoxC p=13 = FOX [- x -  - bC TI 

= I]  = o 

1 )  = 1 

c 2 . 3 3  

c 2 . 3 4 3  

i i i l  no hay f l u j o  d e  materia a t rav&s d e  l a  f r o n t e r a  mbvil: 

c2.353 

i v 3  al inicio CT=t73, la frontera rn6vil esta localizada e n  la 

s u p e r f i c i e  del electrodo, 

b C T = O l  = O c 2 . 3 7 1  

Tomando e n   c u e n t a  el modelo d e  f r o n t e r a  m6vil d e  d i f   u s i 6 n  . las 
e c u a c i o n e s  C2.25a y b3 pueden r e e s c r i b i r s e   e n   t k r m i n o s  d e  p. con 

ese o b j e t i v o   e n   m e n t e  hagamos: 

C2. 3 8 1  

c 2 . 3 9 3  



A d e m A s  : 

a F r e d C u l  
2 

ax 

de manera analcga para Fox  = FoxCp1 se obtiene: 

dFo XC pJ 
BX = F' Cp3 . b C n "  

o x  

C 2 .   4 0 3  

C2. 411 

c 2 . 4 2 3  

c 2 . 4 3 1  

c 2 . 4 4 3  

sustituyendo l a s  expresiones C 2 . 3 9 - 2 . 4 4 3  en el sistema de 

ecuaciones C2.25a y b3 se obtiene: 

c 2 . 4 5 3  

siendo los  residuos: 

- f3 F Cy3 C2.471 
2 o x  



RE = 
2 

bCTI-'F' ' C p 3  
o x  'iFredC " 

Uno d e  los p a s o s   q u e   r e s u l t a n  clave e n  el MRP c o n s i s t e   e n  l a  

s e l e c c i 6 n  de una f u n c i b n   p r u e b a   p a r a  F r e d C p l .  comenzara  

c o n s i d e r a n d o  una sol u c i   6 n  aproxi mada del ti PO mostrado " en 1 a 

e c u a c i 6 n  C 2 . 2 3 ,  esto es: - 

N 

F r e d  - 2: f c x , n  = f C X = O , r ?  + f ' , X = 1 , " 3  + acn . @ . C X I  c2.493 
APX N l. L 

L =i 

p e r o   p u e s t o   q u e  p = pCX , T I .  e n t o n c e s :  

C 2-50] 

donde: 

es c o s t u m b r e   p r o p o n e r  d e  e n t r e  varias o p c i o n e s  de s e l e c c i h  d e  

funciones base. la s i g u i e n t e :  

p a r a  la primera a p r o x l m a c l b n  N=l . Así ,al tomar e n   c u e n t a  las 

c o n d i c i o n e s   i n i c i a l e s  y a l a  f r o n t e r a  C 2 .  311  y C 2 . 3 3 )  la e c u a c i b n  

C2.503 se c o n v l e r t e   e n  : 

c u y a  primera y segunda derivada c o n  respecto a p es: 

c2.543 

c2.552 

las e c u a c i o n e s  C2.531 y C2.543 d e b e n   c u m p l i r   c o n  las  c o n d i c i o n e s  

iniciales y a la f r o n t e r a  C2.31> ,C2.332 y C2.352: 

. .. . . . . . . . 



C 2.56al 

C 2.56bl 

c 2 . 5 6 c 1  

c o n d i c i o n e s  i n i c i a l e s  y a la f r o n t e r a  CC2.313,C2.333 y C 2 .  3531 

i m p u e s t a s   e n  el model o de 1 a f r o n t e r a  m6vi 1 d e  d i  f u s i 6 n .  

Por otro  l a d o ,  para FOX = Foxcp) se p u e d e   p r o p o n e r   d i r e c t a m e n t e  

l a  s i g u i e n t e   f u n c l b n  prueba de aproximaci6n: 

FOX Cp3 2 3Cp=O2 = -p + 2 p  
2 

A 
c2 .573  

q u e   c c m p l e  csn l a s  c o n d i c i o n e s   l n i c i a l e s  y a l a  f r o n t e r a  

C Z . 3 2 1  , C Z .  341 y C 2 .  361 come se demuestra  a c o - n t i n u a c i b n :  - 

l a  p r i m e r a  y s e g u n d a   d e r i v a d a   d e   C 2 . 5 7 3  e s :  

F ” o x  C p 1  = -2 
A 

C 2. 58al 

C 2. 58b1  

C 2 . 5 8 c l  

c 2 . 5 9 >  

C 2- 601 

d e  p para En resumen,   con l a s  e x p r e s i o n e s   e n   f u n c i 6 n  

F r e d  , F . r e d  . F * ’ r e d  .FOX , F ’ o x  y F”OX es p o s i b l e  escr ib i r  10s 

r e s i d u o s  RE y  RE^ Cdados por l a s  e c u a c i o n e s  C 2 .  473 y C 2 . 4 8 1 1  de 

l a  m a n e r a   s i g u i e n t e :  

A A A A A - .  A 

I 

RE = -2pC1 -p3 bCTI-’b’CT3 + 2bCT1-’ - f i  Cl-p1 2 
2 i 

o e n  forma m~s c o n v e n i e n t e   p a r a   c 6 l c u l o s   p o s t e r i o r e s :  

5 0  

c 2 .  611 

C 2 . 6 2 >  



C2 .633  

A c o n t i n u a c i 6 n  s e  e f e c t ú a  la a p l i c a c i h   d e   a l g u n o s  de los 

m&odos de resldtms pesados considerados e n  la s e c c i 6 n  2 . 2  al 

m e c a n i s m o   e l e c t r o q u i m i c o  c a t a l i t i c o  C 2 . 1 8 3 .  

Con e l  mktodo i n teg ra l  w = 1 , por 1 o q u e  1 a i n t e g r a l  a e v a l u a r  

e s  : 
J 

1 

RE Cpldp = O 
O 

I 
C 2.653 

m u l t i p l i c a n d o  l a  l n t e g r a l  a n t e r i o r  por b C n  , se o b t i e n e  la forma 

mAs c o n v e n i e n t e :  

z 

I 

bCTlZRE1Cp1dp = O 
O 

C 2.662 

s u s t i  t u y e n d o   C 2 . 6 5 1   e n   C 2 . 6 6 1 :  

I 

(2bCT3b'CT3Cp-p21 - 2 + p bCT12[p2 - 2 p  + 11 
O 

I 

el r e s u l t a d o  de i n t e g r a r  C2.673 es la siguiente ecuacibn 

diferencial  de prí m e r  o r d e n :  



C2.691  

el caso e s p e c i a l   e n  el que  l a  ~ c o n s t a n t e   d e   v e l o c i d a d  k -0. o 

b i e n  pP-O, l l e v a  a la s o l u c i b n  límite s i g u i e n t e :  
2 

C 2.701 

C2. 713 

Fred  CX,T3 = X 
A 6 1 - exp  [ -2C(3i-2P21T])]  

c 2 . 7 2 1  

l a  e x p r e s i 6 n   a n a l í t i c a   a p r o x i m a d a   p a r a  la c o n c e n t r a c i h  

f r a c c i o n a 1   d e  Ox se o b t i e n e   r e c o r d a n d o  que: 

+2x 

c2.743 



f u e   p r e s e n t a d a   p o r   P o n s  C 1 9 8 4 ,  re f .  501 1 l e g a n d o s e  a l a  c o n c l u s i 6 n  

de q u e  l a  s o l u c i 6 n   a n a l i t i c a   a p r o x i m a d a   p a r a  Fred Cen el cas0 

f i2=03 da r e s u l t a d o s  muy c e r c a n o s  a la s o l u c i 6 n  exacta. Por otro 

1 adu, 1 as sol uc1   ones  mAs completas para Fred y Fox a q u i  

presentadas   aún   no   han   podido  ser c o m p a r a d a s   c o n   a l g ú n   r e s u l t a d o  

analitico exacto C si es que este existe3 dado que en la revisibn 

bibl iograf ica  efectuada  Cque n o  f u e   e x h a u s t i v a 3  se toma por 1 0  

g e n e r a l  l a  s u p o s i c i 6 n   s i m p l i f i c a d o r a  /3 =O. 

Hay aún  un   de ta l  le a d i c i o n a l   q u e   c o n v i e n e  aclarar.  Uno podría 

preguntarse ; L E x c  ze  llegc5 a l a  e c u a c i d n  diferencial para bCD 

s i n  tomar e n   c u e n t a  el r e s i d u o  RE ?' y ¿Que p a s a r i a  si 

c o n s i d e r a r a m o s  el r e s i d u o  RE e n  vez d e l  RE ? La r e s p u e s t a  es 

s i m p l e ,  dado  que d e  C 2 . 6 1 1  y C2.621 se deduce  l a  s i g u i e n t e  

i g u a l  dad:  

A 

A A 

2 

2 

2 I 

RE = - RE 
I 2 

c o n  l o  c u a l  : 

I 1 

RE Cp3dp = - RE Cp3dp = O 
1 o 2 

O 

c 2 . 7 5 1  

C 2 .  76> 

se observa e n t o n c e s  que l a  c o n s i d e r a c i 6 n  d e  RE Cp1 e n  l a  i n t e g r a l  

C2.761 tambi&n  conduce a l a  e c u a c i 6 n   d i f e r e n c i a l  C 2 . 6 8 3  p a r a  

b C T 3 .  

F a l t a   t a m b i k n  seKalar q u e  l a  s o l u c i b n   C 2 . 6 9 1  para bCl7 s6lo es 

vdl i d a  h a s t a  el p u n t o   e n  el'' q u e  la f r o n t e r a  rndvil d e  d i f u z i 6 n  

a l c a n z a  el limite b = 1 ,  d e  modo que:  

2 

asf, e n  el 1 f mite b=1 : 

5 3  
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Aquí, se-zonsiderar6 u m f  u n c i d n  peso tal  q u e  w = p. c o n  l o  q u e  l a  

i i 
c 2.793 

s u s t i t u y e n d o  la e x p r e s i b n  para RE Cp1 dada por C 2 . 6 1 3  e n  C 2 .  793 

se Li en- que: 
í 

e f e c t u a n d o  l a  i n t e g r a c i d n  se llega a l a  s i g u i e n t e   e c u a c i d n  

d i f e r e n c i a l  de  primer o r d e n :  

r eor d e n a n d o :  

i 
b C  13 d b C  T3 

C l / 1 2 1 C / 3 i - S / 3 z l b C T 3 2  - 6 
" "r 

l a  s o l u c i b n  d e  &Sta i n t e g r a l  . e s :  

C 2.821 

C 2.833 

el caso limite e n  el que k = O. con l o  c u a l  /3 = O , simplifica 

la e c u a c i 6 n  C2.833 r e s u l t a n d o :  
2 z 

ecuaci 6n que c o i n c i d e  con 1 a obtenida por Pons C rof. SO> 

C 2 . 8 4 3  



Si a h o r a  se  s u s t i t u y e  C2.831 e n  C2.531 y C2.575, ze o b t i e n e n  l a s  

s o l u c i o n e s   a n a l í t i c a s   a p r o x i m a d a s   p a r a  l a s  c o n c e n t r a c i o n e s  

f r a c c i o n a l e s   d e  l a s  e s p e c i e s  Red y Ox: 

z 
F o x  C X . D  = - x  

A 12 
- 

{c/31 - 5/32:, .(1 - exp [-COI -5/323T])}  
, 

+ 2x 
12 i / Z  

{COI - 5/32] -(1 - exp [ -COI -5132)T)) C 2 . 8 6 3  

2.3.3 METODO DE COLCCACI ON GENERAL APLICADO AL MECANISMO 

ELECTROQUI  MICO CATALI TI CO. 

Recordemos de l a  s e c c i d n  2 . 2 . 4  q u e   e n  el m&todo de c o l o c a c i 6 n .  

las  f u n c i o n e s  peso w vienen   dadas   por  l a  f u n c i d n  delta d e  Dirac: 
J 

o d e   m a n e r a   a l t e r n a t i v a :  

bC’DZREICp,3 = - bCT3‘Rs Cp.] = 0 
J 2 J  

C 2 . 8 8 3  

C 2 . 8 9 3  
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donde las  s o n  N p u n t o s   e n  el i n t e r  valo [ O ,  ~ C T I )  1. si ze 

s e l e c c l o n a  l / Z  a r b i t r a r i a m e n t e  como un  punto de  c o l o c a c i 6 n  y se 

s u s t i t u y e  este v a l o r ,  ya sea e n  l a  e c u a c i d n   C 2 . 6 3 1  o e n  l a  

C2.643, se o b t i e n e :  

rj 

con ?o que se llega a 1 a s i g u l e n t e  ecuacldn diferenclal de primer 

o r d e n  para bC "3 : 

c u y a  sol u c i 6 n  es : 

c 2 . 9 1 3  

C 2 .  921 

q u e  e n  el caso 1 ímite c o n  /3t = O ,  t a m b i b n   c o i n c i d e   c o n  l a  

s o l u c i 6 n  de Pons Cref. 503 . 

L a s   c o n c e n t r a c i o n e s  f racci o n a l e s   a p r o x i   n a d a s   p a r a  R e d  y Ox 

estan dadas por: 

c 2 . 9 3 3  
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Fox C X , n  = 
.. 

A 8 {< (31 -3621 . ( 1  - exp [ - C ~ 1 " 3 ( 3 2 1 T ] ] }  

c 2 . 9 4 1  

2 . 3 . 4  OTROS METODOS DE R E S I  DUOS PESADOS Y SU AF'LI CACI ON AL 
MECANI SMO ELECTROQUI MICO CATALI TI CO. 

H a b i e n d o s e   h a s t a   a q u f  c o n s 1  d e r a d o  l a  aplicacibn d e   a l g u n o s  

m b t o d o s   p a r t i c u l a r e s  de r e s i d u o s  pesados, f a l t a r í a  c o n s i d e r a r  el 

!+&todo d e  Galer k i n  y el M&todo d e  los Mlnimos  Cuadrados.  Con 

r e s p e c t o  a 1 a apl icaci  6 n  d e l  Mbtodo de G a l e r k i  n al mecanismo 

e l e c t r o q u i m i c o  c a t a l i t i c o  C2.183 ya P o n s   C r e f . 9 0 1   h a   r e s u e l t o  

p a r c i a l m e n t e  el problema c c n s l d e r a n d o  el caso llmite e n  el q u e  kz 

y (32 s o n  cero. En el caso m # O ,  se t i e n e  para el Mktodo de 

G a l e r k i  n 1 a compl icaci  6 n  d e  t e n e r   q u e  e legir  como f u n c i 6 n   p e s o  ya 

sea fCp1 C dado  porC2.5311 o gCp1 d e f i n i d o  por l a  e c u a c i 6 n  

C 2.57'3. E l  Mc3todo d e  1 os Mi n l  mos Cuadrados i n v o l   u c r  a mucho trabajo 

a lgebraico .  t a l  vez mAis d e  l o  q u e   v a l e  l a  pena.  sobre todo 

c o n s i d e r a n d o   q u e   e n   g e n e r a l  mktodos mAs d i  rectos como el d e  

C o l o c a c i b n   G e n e r a l   d a n   r e s u l t a d o s   q u e   s o n   b a s t a n t e   c e r c a n o s  a l a s  

s o l u c l o n e s   a n a l i t i c a s  exactas. 

Un c o m e n t a r i o   a d i c i o n a l  ; se recomienda  amp1 i a m e n t e  revisar la 

monograf i a de Pons C ref .  501 e n   d o n d e  aderrhs de p r e s e n t a r s e  la 

c o m p a r a c i 6 n   d e   f u n c i o n e s   d e  aproximaci 6 n   p o l   i n o m i a l   c o n   r e s p e c t o  

a s o l u c i o n e s   a n a l í t i c a s  exactas p a r a  el m e c a n i s m o   e l e c t r o q u l m i c o  

cata l i t ico  C 2 . 1 8 1  e n  el caso l i m i t e  0 2  = O ,  se t r a t a n  varios 

mecanismos de  ci n & t i c a - e l e c t r o q u l m i c a   p o r  medio d e  l a  t k c n i c a   d e  

"Colocac i6n   Or togonal "  CMCOI. S i n   e m b a r g o ,   h a y   q u e   t e n e r   c u i d a d o  

e n  el e s t u d i o  y revi si 6 n  de  1 a ci  tada monograf l a ,  dado   que  

c o n t i e n e  varios errores d e  i m p r e s i 6 n  u o m i s i 6 n .  En p a r t i c u l a r ,  se 

d e t e c t a r o n   i n c o r r e c c i o n e s   e n  l a s  e c u a c i o n e s   s i g u i e n t e s  de la 

monografla d e  Pons:C13>.C17>.C221,C453,C46>,~471,C53> y ~ 5 4 3 .  

5 7  



En el Mktodo de C o l o c a c l d n   O r t o g o n a l  se p a r ~ t e  del h e c h o   d e   q u e  

dada  una^ f u n c i   6 n  real FC x3 d e f i n i d a   e n  el i n t e r v a l  o [ x xn]: es 

posible ,  p a r a  n puntos  de c o l c c a c i 6 n  x .x , . . . , X , ,  . . x h a l l a r  un 

pol inornio  de grado n-1 , Pn"Cx3, que c o i n c i d a   c o n  FCxI en cada 

uno de los p u n t o s  x . Si se I n c r e m e n t a  e_l  número d e  p u n t o s .  ~8 

tendrA que ha1 1 ar un  nuevo  pol   inomio d e  g r a d o   s u p e r i o r  que 

d e s c r i b a  F C 3 .  E s t e   p r o c e s o   p u e d e   e f e c t u a r s e   d e  mcdo q u e  en el 

l i m i t e ,  la f uncidn FCS pueda ser descrita en cada punto .  Los 

p u n t c s  de i n t e r p o l a c i b n   e s t a n   d e f i n i d o s   p o r  l a s  raf ces de l  

pol i n o m  o escogido. 

i 2  L n 

L 

L a  s e l e c c l d n  d e l  pol  i n o m r o  a u t i  l i z a r  p u e d e  s e r  v a r i  a b l e ;  en 

part 1 c u l  ar en pr ob1 emas de- ngeni er f-a Q u i  mi ca y E l  ectraqul m-ca ha 

resultado c o n v e n i e n t e  l a  u t i 1   g z a c i d n  de c i e r t o s  pol  inclmios   de  

Jacobi c u y a s  propiedades e n   d e t a l l e .  pueden ser c o n s u l t a d a s   e n  

el l i b r o  de V i l l a d r e n  Cref. 601. A q u l ,  solo se e s q u e m a t i z a  l o  mas 

i m p o r t a n t e .  

Sea un p o l i n o m i o  P ( y ' 5 ) i d  d e f i n i d o   p o r  : 
N 

c 2.953 

donde vi = 1 y los demds c o e f i c i e n t e s  r) se e n c u e n t r a n  a partir  

d e  1 a propi edad d e  o r t o g o n a l  i d a d   s i g u i   e n t e :  
L 

j=O,l,. . N -1 C2.963 

A l o s  p o l i   n o m i o s   d e f i n i d o s  por C 2 . 9 6 3  se les denomina   po l inomios  

d e  Jacobi . Una forma mAs c o n v e n i e n t e  de  C 2 . 9 6 1  es: 

j=O.l,. . . N - 1  c 2 . 9 7 >  

Puede demostrarse a p a r t i r  d e  esta i n t e g r a l ,   q u e  se g e n e r a  el 

s i g u i e n t e   c o n j u n t o  de e c u a c i o n e s  lineales e n  v. : 
L 
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donde 1 as barras s u p e r i o r e s  i n d i   c a n   n o t a c i   6 n  matr i ci  al. 

Los e l e m e n t o s   d e  la matriz M e s t a n   d a d o s  por: 

M. . = 
T C & + l + i + j I   - T C y + l 3  . c - 1 3 ~ - ~  

L.J l-C y+6+2+i + j > 
“ = O ,  1 , .  . . . N , j = O , : , . .  . . . . .N-: 

puesto   que :  

1 

xrnC1-andx = 
r C m + l l  a T C n t l 1  

rC m+n+2> 
O 

c 2 . 9 9 >  

c 2 . 1 0 0 1  

e n   p a r t i c u l a r ,  para y = 6 = O ,  se o b t i e n e  la s l g u i e n t e   r e l a c i 6 n  

caracterlst ica de l o s  p o l i n o m i o s   d e   L e g e n d r e :  

c2.1011 

si por   e j emplo  N = 2 ;  i = O , l , 2  y j=O.l . C o n  l o  c u a l  l a  matriz 

C 2 . 9 8 3  puede escri birse e n  forma explícita como: 

como Q = 1 ,  esto se r e d u c e  a :  . 
O 

de aqul   que r) = q2 = 6 , y e n t o n c e s :  
i 

N = 2  

P~o’o’Cx3 = C -13N-LvqxL = 6x 2 -6x + 1 

c 2.1021 

C 2 . 1 0 3 3  

C 2 . 1 0 4 3  
L =o 

Otro metodo para g e n e r a r  l o s  p o l i n o m i  os de   Legendre  es la 

c o n o c i  da f 6 r  mu1 a de Rodr 1 gues : 



c 2 . 1 0 5 3  

Tomando nuevamente como ejemplo el p o l i  nomi o de L e g e n d r e   c o n  

N = 2 .  l a  a p l  i c a c i 6 n  de l a  f 6 r m u l a  d e  R o d r i g u e s   c o n d u c e  a:  

P ‘ O P O ’  d 2  [ C l - x 2 3 x z ]  = 6x2- 6x + 1 
2 

c 2 . 1  O63 

e c u a c i 6 n   q u e  es i d g n t i c a  a l a  C 2 . 1 0 4 1  

C o n v i e n e ,   s i n  embargo, s e f í a l a r   q u e  l a  fc5rmula d e  R o d r i g u e s  

r e s u l t a  poco ú t i l  como para generar   en   una   computadora   en  forma 

automAtica  los p o l i n o m i o s  de  Legendre .  Con ese o b j e t i v o ,   h a  sido 

p r o p u e s t o  por V i l l a d s e n  un esquema  computacional  mds e f i c i e n t e  

q u e  permite g e n e r a r   d i c h o s  poli  n o m i o s ,  as1 como efectuar el 
C B l c u l o  de  s u s  raices Cpuntos de c o l o c a c i 6 n > .  Las subrutinas 

apropiadas para hacer esto p u e d e n   c o n s u l t a r s e  en el libro 

o r i g i n a l  de V i l l a d s e n  y M i c h e l s e n  Cref. 60> 

Supongamos ahora que se desea efectuar la d i s c r e t i z a c i h  de 

e c u a c i o n e s  como la que  describe el fenbmeno de di f u s l d n  e n  

E l e c t r o q u í m i c a :  

C 2 . 1 0 7 3  

donde F es u n a   c o n c e n t r a c i d n  fracciona1 Cadimensionall y X y T 
s o n  J as variables adi m e n s i o n b l e s  de e s p a c i o  y tiempo. 

Puede proponerse una f unci611  prueba para F de l  ti po: 

C 2.1083 

donde los n+Z t & r m i n o s   e n  el i n d i c e   s u p e r i o r  de 1 a suma p r o v i e n e n  

de l  hecho  de q u e  X=O y X = l  tambi&n  son raíces del p o l i n o m i o .  

En t & r m i n o s  de l o s  X puntos  de c o l o c a c i 6 n .  1 a e c u a c i 6 n  C 2 . 1 0 8 3  

se c o n v i e r t e   e n  : 
i 

n + t  
FCX = a.cm -xJ-* , i=*,z,. . . . n+z c 2 . 1 0 9 3  

j = i  J i 

6 0  
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E s t a   e c u a c i 6 n  es de h e c h o   u n   c o n j u n t o   d e   n + 2   e c u a c i o n e s  

s i m u l   t d n e a s  s i e n d o  las v a r i a b l e s   d e s c o n o c i d a s  F y a. 

W h i t i n g  y Carr Cref. €313 p r o p u s i e r o n  l a  s i g u i e n t e   r e p r e s e n t a c i h n  

e n   f o r m a - ~ m a t r i c i a l  de l a  e c u a c i ó n  C2.1091 

para X fijos, donde 1 os e l e m e n t o s  de 1 a matri z Q vienen   dados  

por : 

- 
L 

Derivando C 2 . 1 0 9 1  c s n  respecto a X: 

n + Z  dX J - i  

d - [ F C X , T ' 3 ]  = a C T l . -  dX 1 dX 
J = i  

o e n   g e n e r a l  : 

En los puntos  d e  c o l o c a c i 6 n  X , se t i e n e  que: 
L 

c2.1111 

- 

c2.1121 

C2.1131 

C2.1141 

L = I .  2 , .  . . . , n + 2  

Lo a n t e r  i or tambi &n puede r e p r e s e n t a r  se e n  n o t a c i 6 n  

matri c i a 1  . E s p e c i  f i c a m e n t e   p a r a  k =1 y k =2: 

Y 

C2.1151 

C2.1163 



. -  

si endo:  

Y 

C2.1181 
~ 

- 
" 

puesto que  IÜ  que ze desea conocer zon 10s. pardmet ros  

inde te rminados  a C 1 3 ,  se observa   de   C2.1101  -que :  
- 

J -  

c2 .1191  

de modo que:  

. " 
.~. . 

- ." 

c2 .1201  
Y 

c2 .1211  

c b i e n :  

dX" 

c 2 .122> 
Y 

C2.1231 
dX 

donde: 

A = C Q  
- -1 

Y B = D Q  
- -1 

d e  manera que para un   pun to   de   co locac i6n   X . ,  se o b t i e n e :  
L 

n + 2  

C2.1253 

C2.1263 



n+2 

= 1 B. . FCX.,13 
L,J J 

j = i  

C2.127>  

Con e s t o ,  se demuestra   que  l a  e c u a c i b n  de d i f u s i b n  C 2 . 1 0 7 3  puede 

ser r e d u c i d a  a un sistema de n+Z e c u a c i o n e s   d i f e r e n c i a l e s  

s i m u l t a n e a s  de p r i m e r   o r d e n .   L a   i n t e g r a c i b n  d e  CZ. 1271 puede 
ofectuarso por el m&todo que mAs convenga al invostigador 

interesado. Pons  C r e f  .50> propone l a  utilizacidn del Metodo de 

C a l  1 i dud y Padmanabhan C ref.  1 3 1 .  En 1 a monograf  1 a de P o n s ,  se 

trata l a  d i s c r e t i z a c i d n  de  e c u a c i o n e s  m& complejas que Is. 

e c u a c i 6 n  simple d e   d i f u s i 6 n .   p r e s e n t a n d o   i n c l u s o  el l istado d e  

a l g u n a s   s u b r u t i n a s   e n  FORTRAN ú t i l e s  e n  la s o l u c i 6 n  d e  sistemas 

* de e c u a c i o n e m   d i f e r e n c i a l e s  como C 2 . 1 2 7 2 .  D e s a f o r t u n a d a m e n t e ,  la 

forma impresa de dichas s u b r u t i n a s   v i e n e   t r u n c a d a  Cdel lado 

d e r e c h o 3   e n  1 a citada monograf l a ,  por 1 o q u e  se recomienda  Cpara 

trabajos p o s t e r i o r e s >   r e c u r r i r  a las s u b r u t i n a s   o r i g i n a l e s  de 

Vi 1 1  adsen  C ref.  60>. 

Otra o p c i 6 n .   p o r   s u p u e s t o .   c o n s i s t i r i a   e n   r e c u r r i r  al "software" 

de u t i l e r l a   c o n  el que se c u e n t e   e n  un sistema d e  c6mputo 

específico. 



CAPITULO I 1 1  

ASPECTOS B A S I C O S  DE LA  TECNI CA DE CRONOAMPEROMETRI A EN RELACI ON 

CON EL ESTABLECIMIENTO  DE  CONDICIONES I N I  C I  ALES Y A LA FRONTERA 

PARA LA S€ MULAC1 ON DI GI TAL.. DE PROBLEMAS DE 
CI NETI CA-ELECTRWUI MI CA. 

3. O I n t r o d u c c i 6 n  

Ya e n  el c a p i t u l o  1 se e n f a t i z 6  el hecho de que es 
p r e c i s a m e n t e  el mane jo  de  las c o n d i c i o n e s   i n i c i a l e s  y a l a  

f r o n t e r a  l o  q u e   d i s t i n g u e   e s p e c l f i c a m e n t e  l a  a p l i c a c i 6 n  del MDF 

e n   E l e c t r o q u i m i c a   c o n   r e s p e c t o  a otras Areas de l a  ciencia. 

E l  e s t a b l e c i m i e n t o  de las  c o n d i c i o n e s   i n i c i a l e s  Ca t I 0 3  es 
i n d e p e n d i e n t e  de l a  t k n i c a   e l e c t r o q u l m i c a   u t i l i z a d a ,   p u e s t o   q u e  

a t I O arfn no se ha aplicado n i n g u n a   p e r t u r b a c i 6 n  a l  sistema. 

S i n  embargo.sl depende de l a  q u l m i c a  del s i s t e m a ,  esto es :del  

número d e  especies q u l m i c a s ,  de l a  c o n c e n t r a c i 6 n  d e  dichas 

especies Clo c u a l   p u e d e   i n v o l u c r a r  el e q u i l i b r i o   q u í m i c o  de las 
especies] y de l a  a d s o r c i 6 n .  

Las c o n d i c i o n e s  a l a  f r o n t e r a  si dependen de l a  t k n i c a  

e l e c t r o q u í m i c a   c o n s i d e r a d a ,   q u e   e n  el caso de esta tesis es l a  de 
l a  C r o n o a m p e r o m e t r i a .   E l   e s t a b l e c i m i e n t o  de  dichas c o n d i d -  

tambldn  depende de  l a  Qulmica del  Sistema e n  l o  r e f e r e n t e  a l a  

electroactividad de las  especies, c o n  l o  c u a l   p u e d e  ser aplicable 

l a  e c u a c i 6 n  de Nemt u otr'a e c u a c i 6 n  mAs completa q u e   c o n s i d e r e  

l a  dindmica del fen6meno de t r a n s f e r e n c i a  de carga Cver ec. 

3.112> 

La adsorci6n es otro factor que tambien   puede  afectar el 

e s t a b l e c i m i e n t o  de las c o n d i c i o n e s  a l a  f r o n t e r a .  

3 . 1  Aspectos b a r i c o s  de l a  t k n i c a  de l a  Cronoamperometría.  

P a r a  poder establker las c o n d i c i o n e s  a l a  f r o n t e r a   e n  



Cr onoamper omet r i a ,  es c o n v e n i   e n t e  r =or dar al gunos  de 1 os 

aspectos bisicos de esta t e c n i c a   t r a n s i e n t e   e n   E l e c t r o q u l m i c a .  

Lo q u e   u s u a l m e n t e  se o b t i e n e   e n   C r O n O a m p e r O W t r i a   s o n   C u r v a s  de 

c o r r i e n t e  .vs. tiempo r e s u l t a n t e s  de imponer un programa de p u l s o s  

de p o t e n c i a l  a un electrodo. En  un arreglo e s q u e d t i c o  para 
experimentos a potencial controlado como el de la f i g .  3.1 ,puede 

observarse q u e  el p o t e n c i o s t a t o   t i e n e   c o n t r o l  sobre el voltaje 

e x i s t e n t e   e n t r e  el par electrodo de t r a b a j o - c o n t r a e l e c t r o d o ,  de 

modo q u e  se a j u s t a  este v o l t a j e   e n  forma tal que se mantenga l a  
d i f e r e n c i a  de p o t e n c i a l   e n t r e  el electrodo d e  trabajo y el de 

r e f e r e n c i a .   e n   c o n c o r d a n c i a   c o n  un programa de i m p o s i c i 6 n  de 

p o t e n c i a l e s   s u m i n i s t r a d o  por un g e n e r a d o r  de f u n c i o n e s .  

b hecho l a  v a r i a b l e   e x p e r i m e n t a l   q u e  se o b s e r v a   e n  l a  p r a c t i c a  

es l a  c o r r i e n t e   i C t . 1 .  

S U M n g a s e   q u e  el t i p o  de p e r t u r b a c i 6 n  aplicada es b a i c a m e n t e  un 

P u l s o  simple de p o t e n c i a l  cow el mostrado e n  l a  f i g . 3 . 2 .  y q u e  

l a  S O l u c i 6 n - m u e s t r a  es n o - a g i t a d a .  de manera q u e  sea l a  d i f u s i b n  

el factor q u e   g o b i e r n e  el t r a r r s p o r t e  de reactivos y p r o d u c t o s  de 

l a  r e a c c i 6 n   e n  el electrodo: 

Ox + n e  kf > Red c 3 . 1 3  

Con r e f e r e n c i a  a l a  misma f i g u r a  3.2.  se s u p o n d r i   q u e  E: esta e n  

u n a   r e g i 6 n  de p o t e n c i a l   e n  l a  q u e   n o   o c u r r e n   p r o c e s o s  

faradaicos,esto es. n o   o c u r r e n   r e a c c i o n e s  de  t r a n s f e r e n c i a  de 

carga. p u e s t o   q u e   e n  dicha r e g i 6 n  tales r e a c c i o n e s   s o n  

desfavorables desde el p u n t o  de v i s t a  t e r m o d i n i m i c o  o c i n & t i c o .  

Por otro l a d o ,  se c o n s i d e r a r a   q u e  E2 c o r r e s p o n d e  a un p o t e n c i a l  

t a l  q u e  l a  e c u a c i 6 n  C3.13 se efectos c o n  una c i n 6 t i c a   t a n   r a p i d a  

Ckf->ad q u e   p r a c t i c a m e n t e  COX e n  l a  s u p e r f i c i e  del  electrodo es 

casi cero. E2 estara e n t o n c e s   e n  l a  denominada r o g i 6 n  limitada 

por t r a n s f e r e n c i a  d e  masa. E l  perfil de c o n c c n t r a c i 6 n   r e s u l t a n t e  

se m u e s t r a   e n  la f i g .  3.3. E s   i m p o r t a n t e  hacer n o t a r  que es 
p r e c i s a m e n t e  el c o n o c i m i e n t o  de l a  p e n d i e n t e  de este perfil de 

c o n c e n t r a c i 6 n   e n  x= O ,  esto es. C d C ~ x / d d x = o ,  el q u e  hace 

factible c a l c u l a r  l a  curva   c ronoampsron&tr ica  i =  i C t 3   e n  l a  

r e g i 6 n   l i m i t a d a  por t r a n s f e r e n c i a  de  masa. La forma de dicha 
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c u r v a   p u e d e  verse e n  la f i g .  3 .  4 

De h e c h o  el msmo e x p e r l m e n t o   d e   p u l s o  lie p o t e n c i a l  descrito 

a n t e r i o r m e n t e  puede e f e c t u a r s e   e n  la forma d e  un c o n j u n t o  de 

experi mentos en Ser1 e t a l  es que e n t r e  'cada sxperimento la 

s o L u c i 6 n  sea agjrtada. de mGdo que l a s  candlclones i n i c i a l e s  sigan 

s i e n d o   s i e m p r e  l a s  n i s m a s .  Aqul de nuevo. es c o n v e n i e n t e  

s e l e c c i o n a r  un p s t e n c l s l  1 n l c l a l  Canter2 zr al p u l  S-3 tal que  no 

o c u r r a n   r e a c c l o n e s  d e  t r a n s f e r e n c i a  de c a r g a .  En la f i g .  3 . 5  se 

muestra   una  programa de p u l s o s  de p o t e n c l  al c o n  las s i g u i e n t e s  

car acter isti  cas: 

- E l  e x p e r l p e n t o  1 i n v o i u c r a  un salto  de potencial e n  el c u a l  l a  

especie c?x aún n o  es electroactlva.  

-Los exper lmentEs  2 ;/ 5 1 n v o l  u c r a n  potenciales +,ales q u e  se 1 leva 

a cabo l a  r e a c c l a n  13~ + n e  - > R e d .  Si n embargo, el p o t e n c i a l  

i n v o l u c r a d o   e n  dl chos experl mentos   aún  no es l o  s u f i c i e n t e m e n t e  

g r a n d e  como para que l a  c o n c e n t r a c i   b n   r u p e r f  i c i a 1   d e  Ox se 

r e d u z c a  a cero. 

- Y f i n a l m e n t e ,  los e x p e r i m e n t o s  4 y 5 i n v o l u c r a n   p u l s o s  de 

p o t e n c i a l   c o r r e s p o n d i e n t e s  a l a  r e g i b n  limitada por t r a n s f e r e n c i a  

de  masa. 

- 

LOS cr onoamper ogr amas cor r e s p o n d i   e n t e s  y 1 os v o l  tamper ogr amas 

asoci ados par a un deter m i  nado tiempo d e  m u e s t r e 0  Tm pueden verse 

e n  l a s  f i g u r a s  3.6 y 3 .7  Cmayores detalles sobre este t i p o   d e  

exper i m e n t o   p u e d e n   e n c o n t r a r s e   e n  l a  r e f .  61 

A n i v e l  ilustrativo y s6 lo  para mostrar l a  u t i l i d a d  d e  este t i p 0  

d e  t C c n i c a  se r e p r o d u c e n   a q u i   a l g u n a s  de 1 as c u r v a s   o b t e n i d a s   e n  

el laboratorio de E l e c t r o q u l m i c a  de  l a  U A " 1  Cref. 583 p a r a  l a  

r e a c c i b n :  

F e C I I I l  + e 
- 

> FeCIIl c 3.23 

donde FeCIII3 esta en l a  forma de F e C l ~ . 6 H ~ 0 . 1 . 2 X l O - ~ E . i .  

t e n i C n d o s e  como e l e c t r o l i t o  soporte d c i d o   c l o r h l d r i c o  O. 1M. 

La f i g .  3 . 8  muestra  los cronoamperogramas  Ccurvas  i = i C t l : !  

o b t e n i d o s  para d i c h o  sistema bajo el programa de pulsos 



FIG.3.8 CURVA CRONOAP~IPERORIETRICA  PARAEL SISTEMA Fe(III)/Fe(II) 
-~ - 

EN PRESENCIA  DE  IONES  CLORURO. -~ -~ 

FIG.3.9 VOLTAMPEROGRAMA  OBTENIDO A  VARIOS  TIEAlPOS  DE  AlUESTREO 

T,,, A PARTIR  DE  LAS  CURVAS  CRONOAhlPERORlETRICAS  DE LA  FIG.3.8 

PARA  EL  SISTEMA  Fe(III)/Fe(II) EN PRESENCIA  DE  IONES  CLORURO. 



s e l e c c i o n a d o .  Se o b s e r v a   q u e  al i n i c i o  del  p u l s o  se t i e n e  una 

v a r i a c i h   b r u s c a  d e  12 c o r r i e n t e ,   d e s p u e s  d e  l o  c u a l  i comienza a 

d i s m i n u i r   c o n  una t e n d e n c i a  a val ores b a j o s  para t iempos al tos. La 

v a r i a c i d n   t a n   p r o n u n c i a d a  e n  l as  c u r v a s  i = fCt3 que se ve-a l  

i n i c i o  de la p e r t u r b a c i d n  es d e b i d a  al proceso c a s i - i n s t a n t h e 0  

d u r a n t e  e¡_--cual se c a r g a  l a  doble- capa Cpag. ZlO,ref. 8 2 .  E l  
.~ 

varios tiempos~de m u e s t r e o  Trn =e i l u s t r a  es l a  f i g .  3 .9 .  

E s   i - n t e r e s a n t e  hacer n o t a r   q u e  1-a t k n i c a  de la 

Cronoamperometria permite o b t e n e r   c u r v a s  i =fCEl d e l   t i p o  rkgimen 

de d i f u s i 6 n   e s t a c i o n a r i o  a partir d e  curvas   en   r&gimen de 

d i f u s i b n   n o   e s t a c i o n a r i o ,  v ia  el e x p e r i m e n t o  de p u l s o s  de 

p o t e n c i a l  seriados. En p a r t i c u l a r ,   e n  l a  c u r v a  de l a  f i g .  3 . 9  se 

o b s e r v a   u n a   a n o m a l i a   q u e  se p r e s e n t a   e n  l a  forma de una 

d i s m i n u c i 6 n  de l a  c o r r i e n t - e   e n  el i-ntervalo-.de p o t e n c i a l  que va 

de 20OmV a 50 mV, l a  c u a l  S S  hace  menos.^ percept ible  conforme 

~~ 

-~ 

~~ 

aumenta el tiempo de m u e s t r e o .   E s t e   t i p o  de d e s v i a c i o n e s   e n  la 

c o r r i e n t e   p u e d e  ser debido a procesos de adsorci 6x3 e n  el 

electrodo Cref. 1 0 1 .  S i n  embargo, e n  el e x p e r i m e n t o  para el 

sistema F e C I I I l / F e C I I l  realizado e n  el l a b .  de E l e c t r o q u i m i c a  de 
~ 

l a  UAM-I. no se e f e c t ú o  otro t i p o  de a n d l i s i s   q u e  permitiera 

o b t e n e r   s u f i c i e n t e s   a r g u m e n t o s  como para poder verif icar d icha  

s u p o r i c i 6 n .  

Los datos o b t e n i d o s  a partir  de 1 as c u r v a s  i =i C t 3  pueden ser 

a p r o v e c h a b l e s  para g e n e r a r  otro t ipo  de c u r v a s  de las  que se 

puede extraer i n f o r m a c i 6 n   c i n e t i c a  y de t r a n s f e r e n c i a  de masa .Es  

común trazar c u r v a s  del  t ipo  i . v s .  t Cver f i g .  3 . 1 0 1 ,  e n  

especial para sistemas e l e c t r o q u i m i c o s   q u e   c u m p l e n   c o n  l a  

e c u a c i 6 n  de Cottre l l :  

-í/z 

i / z  * 
i =  nJADox COX 

n 112 í / 2  
t 

c3.33 

ksta e c u a c i b n  es vdlida t ínicamente  para electrodos p l a n o s  y para 

p u l s o s  de p o t e n c i a l   c o r r e s p o n d i e n t e s  al  g r a d i e n t e  m f i x i m o  de 

c o n c e n t r a c i 6 n . C u r v a s  como l a  de l a  f i g .  3 . 1 0   p e r m i t e n  el c d l c u l o  

del c o e f i c i e n t e  de d i f  u s i   6 n  DOX por medio de 1 a p e n d i e n t e  de 

7 1  



- 3 2"V 

FIG.3.10  CURVAS CORRIENTE I .VS.  T A VARIOS PULSOS DE  POTENCIAL 

P A R A  EL  SISTEMA Fe(III)/Fe(II) EN PRESENCIA DE IONES CLORURO. 

2 

1 

O 

- 1  

- 2  - 
- 

71 

E ImV) 

I 
500 400 3 0 0  2 0 0  100 

o -100 

FIG.S.U GRAFICA DE LA ECUACION DE HEYROVSKY-ILKOVI?. 



l a c s 1   r e c t a C s 1   o b t e n i d a c s ]   c u a n d o  se observa un comportamiento  

1 i n e a l  . E s t o   n o  es posible e n   r e g i o n e s  de p o t e n c i a l   e n   d o n d e  se 

o b s e r v a n   d e s v i a c i o n e s  al comportamiento  1 i n e a l  debidas al hecho 

de q u e  el proceso d e  t r a n s f e r e n c i a  de c a r g a   e n t r a   e n   c o m p e t e n c i a  

c o n  los procesos d i f u s i o n a l e s   e n  l a  c o n t r i b u c i d n  a l a  c o r r i e n t e  

t o t a l .  Un e j e m p l o  de d i c h a s   d e s v i a c i o n e s  se m u e s t r a   e n  la f i g .  

3 . 1 0 ,  o b t e n i d a   e x p e r i m e n t a l m e n t e  para el sistema F e C I I I 3 / F e C I I 1  

e n  el lab. de E l e c t r o q u i m i c a  de  l a  U A " 1  Cref. 5 8 3 .  

-Otro t i p o  de c u r v a   q u e   p u e d e   g e n e r a r  se a partir d e l   e x p e r i m e n t o  

de pul 50s de p o t e n c i a l  seriados, es 1 a de 1 ogC i d - i 3 . vs. E donde 

i d  r e p r e s e n t a  l a  c o r r i e n t e  limite de d i f u s i b n  para l a  c u r v a  i = 

fCE3  considerada.EL  mktodo se basa e s e n c i a l m e n t e   e n  l a  e c u a c i d n  

d e  Heyrovsky-I  1 k o v i z  para l a  onda de r e d u c c i 6 n   e n  r&gi men de 

d i f u s i d n   e s t a c i o n a r i o  para un sistema rApido: 

E = + CO.O6/n3logCCid - i]/i] c 3 . 4 1  

L a   C u r v a   e x p e r i m e n t a l  correspondiente al sistema FoCIII>/FoCII3 

SE? rnrrestra e n  1 3  fig. 3 . 1 1  Cel p c t e n c i a l   d e  media cnda o b t e n i d c  

para d i c h a  curva f u e  E = 411mVESC: y el número de electrones 
t r a n s f e r i d o s  n = l. 0271 1 , como era de esperarse] 

112 

- AdemAs de las  c u r v a s   a n t e r i o r e s . t a m b i & n  es p o s i b l e   o b t e n e r  

i n f o r m a c i d n  sobre l o s  parAmetros c i n & t i c o s  de l a  r e a c c i d n .  tales 

como: i o  = l a  c o r r i e n t e  de  i n t e r c a m b i o  y a= el c o e f i c i e n t e  de 

t r a n s f e r e n c i a   d e   c a r g a ,  por medio de l a  c o n o c i d a   c u r v a   d e   T a f e l  

C r e f . 9 . 6 3   q u e  es e s e n c i a l m e n t e  un g r a f i c o  de log li I . vs. r). 
s i e n d o  r) = E - Eeq el s o b r e p o t e n c i a l  Cver f i g .  3.123 

D e  l o  a n t e r i o r   p u e d e   u n o  darse c u e n t a   q u e  l a  t & c n i c a  d e  l a  

C r  onoamper ometr i a per m i  te  g e n e r a r  a p a r t  i r del Cr onoamper ogr ama 

i = i C t 3 ,  todo un c o n j u n t o  de c u r v a s   a u x i l i a r e s   q u e   p e r m i t e n  

d i a g n o s t i c a r  varias de las  caracteristicas d e l  sistema bajo 

e s t u d i o .  Por s u p u e s t o  las " c u r v a s   a u x i l i a r e s "   o b t e n i d a s  a partir 

de i = i C t 3   q u e  se d i s c u t i e r o n   a n t e r i o r m e n t e   s o n  sdlo a l g u n a s  de 

las  mAs i m p o r t a n t e s .  Uno p u e d e   e n   p r i n c i p i o .   p r o p o n e r  varias 

7 3  



FIG. 3.12 CURVA DE TAFEL 



- 
al t e r n a t i  vas p a r a  1 a g e n e r a c i b n  de " c u r   v a s   a u x i  1 i ares" que  uno 

sospeche   que   pueden ser ú t i l e s   e n  el e s t u d i o  de un mecanismo 

c o n s i  der ado. 

!A 5iInubci~n d i g i t a l  de cronoamperogramas,  ~ es pues, 0610 el 

primer pasa, perc~-el m65 impcrtknte,dado que si 5 8  logra obtener 

el "cronoamperograma  simulado" , la etapa subsecuente de fpSYer2.r 
"cur vas a u x i  1 i ares si mu1 adas " --cornpar ab1 es - a 1 as e x p e r  i mental  es 

sera mAs v i a b l e . L a   c u e s t i d n   d e l   a j u s t e   d e  curvas a n a l i t i c a s  y/o 

s i m u l a d a s   p o r   c o m p u t a d o r a   e n   r e l a c i 6 n   c o n  l a s  e x p e r i m e n t a l e s   e n  

Cronoamperometrí a es un tema d e   a c t u a l i d a d  y q u e   h a   s i d o   a p l i c a d o  

€ r e f .  4 3 3  p a r a   s u  uso e n  la i n t e r p r e t a c i 6 n   c i n e t i c a   d e   d a t o s  

o b t e n i d o s   e n   e x p e r i m e n t o s   c o n   p u l s o  de p o t e n c i a l .  

~- ~ 

" 

3 .2  C d l c u l o   d e  la c o r r i e n t e   d e   d l f u s i 6 n .  ~- 

E l  c d l c u l o   d e  la c o r r i e n t e  de d i f u s i b n  esta d i r e c t a m e n t e  

r e l a c i o n a d o   c o n  el h e c h o  de que existe un f l u j o  de materia Cp. e j .  

e n  moles/s%mz3 como r e s u l t a d o   d e  un g r a d i e n t e  de c o n c e n t r a c i b n  

que  es normal a l a  i n t e r f a s e  electrodo/electrolito. 

.c 3.53 

L a   c o r r i e n t e  electrica i es e n t o n c e s   i g u a l  al f i u j o  

J. m u l t i p l i c a d o   p o r  el número de e l e c t r o n e s   t r a n s f e r i d o s  por c a d a  

m o l k u l a  o i 6 n  y por l a  c o n s t a n t e   d e   F a r a d a y :  

C3 .63  

l o  c u a l  es valido p a r a  el proceso d e   r e d u c c i 6 n   s i g u i e n t e :  

&+ne->Red. Se o b s e r v a , q u e   p u e s t o   q u e , ?  y A s o n   c o n s t a n t e s  y 

put Aen ser u t i l i z a d o s  como s inbnimos  de i para efectos 

s i m u l a c i 6 n .  En l o  q u e   s i g u e ,  se denominara  g, al g r a d i e n t e  

7 5  
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c c n c e n t r a c i b n  : 

c3.73 

y 5 a su   anAlogo   adimens ional  : 

C3.83 

donde F es u n a   c o n c e n t r a c i d n  f r a c c i o n a l  = C/C , y X l a  d i s t a n c i a  

adi mensional  al electrodo d e f i n i d a  por :  ' 

* 

x = x'6 c 3 . 9 3  

donde 6 es e1 espesor de la capa de d i f  u s i b n  de N e r n s t   d e f i n i d o  

por : 

o e n  forma c o n v e n i e n t e  Cref. 123 como: 

c3.103 

C3.112 

s i e n d o  T el t iempo  que   dura  el e x p e r i m e n t o ,   c o n  l o  c u a l  tambih 
es p o s i b l e  d e f i n i r  un tiempo a d i m e n s i o n a l  dado por: 

T = t/-r c3.123 

Combinando las  e c u a c i o n e s  C3.63 y C3.73 de l a  s e c c i d n   a n t e r i o r  

se c o n c l u y e   q u e :  

C3.133 
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FIG. 3.14 PERFIL DE CONCENTRACI~N PARA 

EL  METODO  DE  LA  CAJA. 



p u e s t o   q u e   n , T , A  y D s o n   c o n s t a n t e s ,   r e s u l t a   c o n v e n i e n t e   u t i l i z a r  

el gradi e n t e  de c o n c e n t r a c i   4 n  g , e n  vez de i d i  r e c t a m e n t e ,   d a d o  

que las c u r v a s  g . vs. t deberdn ser si m i  1 ares Cen s u  for  mal a 1 as 

c u r v a s  i . v s .  t C e x c e p t o  por el factor nTADl. 

P a r a   p o d e r   c a l c u l a r  g h a b r A   q u e   h a c e r   r e f e r e n c i a  a l a  f i g . 3 . 1 3  

que  es v b l i d a   p a r a  el "m&todo p u n t u a l  " del c a p 1   t u l  o l. Recordando 

l a  f 6 r m u l a   p a r a   c a l c u l a r  l a  d e r i v a d a   h a c i a   a d e l a n t e  Cec. C l  .45l3 y 

d e s p r e c i a n d o   t g r m i n o s   d e   o r d e n   s u p e r i o r   e n  l a  e x p a n s i b n   e n  serie 

de T a y l o r ,  se o b t i e n e   p a r a  g: 

C 3 . 1 4 1  

e x p r e s i d n  que es -/Al i d a   ú n i c a m e n t e   p a r a  el M&todo Puntual  y que  

es c o n o c i d a  como  aproximaci6n s imple  o b i p u n t u a l   p a r a  el c a l c u l o  

d i g i t a l  de l a  c o r r i e n t e   d e   d i f u s i 6 n .  

L a   e x p r e s i 4 n   c o r r e s p o n d i e n t e  a l  Mktodo de l a  C a j a  se o b t i e n e   d e l  

a n A l i r i s  de l a  f i g .  3 .14 ,  donde CO se c o n s i d e r a  localizado e n  
1 
a 
- AX; esto es, e n  el c e n t r o  de cada caja.  En este caso g ,  queda: 

C C I  - C o l  - 
= 2/AX 

* CCI - C o l  " 

Ax C3.153 

3.2.2 Aproximaci6n N-puntual para el c d l c u l o   d i g i t a l   d e  l a  

c o r r i e n t e  de  d i f u s i 4 n .  

En l a  s e c c i b n   a n t e r i o r   s e ' o b t u v o   u n a   e x p r e s i d n   b i p u n t u a l   q u e  

permite c a l c u l a r  el g r a d i e n t e  de c o n c e n t r a c i 6 n  g e n   t e r m i n o s   d e  

d o s   p u n t o s :   e s p e c i f i c a m e n t e  Co y CI. P u e s t o   q u e  l a  e x p r e s i 6 n  

b i p u n t u a l   s u r g e   d e  cortar l a  serie d e   T a y l o r  Cec. C l .  4533 h a s t a  

t & r m i n o s  de o r d e n   s u p e r i o r  a l a  p r i m e r a   d e r i v a d a ,   n o   h a y   n i n g u n a  

r az6n   por  1 a c u a l  uno   no   pueda   cons i   der  ar termi n o s   d e   o r d e n  

s u p e r i o r   e n   d i c h a   e x p a n s i 6 n   p a r a   o b t e n e r   e x p r e s i o n e s   N - p u n t u a l e s  

q u e   p e r m i t a n  el c a l c u l o   d e  g. Con este f i n ,  es factible escribir 

para cada Ci  C i=i,. . - 3  l a  serie de Taylor al  rededor de Co,  

de f  i n i   e n d o  por si mpl i ci dad: 



C3.163 

Ce modo que: 

C M 2  c m 3  ci = Co + A x f ’  + - f” + - ........................... f”’ + 
2! 3 !  

C t  = c o  + EAx f ’  + f ”  + - .................. f ” ’  + 4 C  A x l z  8 C  A x 3  a 

2! 3! 
. . . . . . . . . . . . . . . . . .  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
C k  = co + k A x f ’  + 

kZCAx3* f” + k 3 C M 3  ............ 
2! 

f ” ’  + 
3! 

. . . . . . . . . . . . . . . . .  

. . . . . . . . . . . . . . . . .  C3.173 

CI“  co + A x f ’  = co + 
dC 

de   donde  : 
aC 1 g2 - - [ x ) o  = E c c í  - C o l  c3.153 

que  es i d e n t i c a  a l a  ec. C3.141.El s u b i n d i c e  en g , i n d i c a   q u e  

s6lo se ha   tomado  en   cuenta  l a  p r i m e r a   d e r i v a d a   d e  l a  e x p a n s i 6 n  

e n  series de Taylor, o b t e n i é n d o s e   c o n  e l l o  una f 6 r m u l a  de dos 

puntos .  

P a r a   g e n e r a r   u n a  expresi 6n de 3 p u n t o s   p a r a  g , se c o n s i d e r a n  1 as 

e x p r e s i o n e s   e n  series Cec. 3.171 para C i  y Cz  y se c o r t a n   e n  l as  

e x p a n s i   o n e s  respecti vas l o s  t ,&rminos  en C M  . Luego se r e s u e l v e  

p a r a  f’ e l i m i n a n d o  f ’  ’ d e  las  dos e c u a c i o n e s   s i g u i e n t e s :  

2 

3 

C I  = co + A x f ’  + + M Z f  ’ 

c z  = co + 2Axf’ + 2CAX)Zf 
C3.19a3 

C3.19b3 

c o n  l o  c u a l  : 

f ” =  - c w  
L. 

z c C I  - co - Axf’1 = 2 P C C Z  - co - 2Axf*3 c3.203 2 C  M 



d e s p e j a n d o  f '  d e  C 3 . 2 Q 3  se l l e g a  a : 

c 3 . 2 1 1  

e n  esta f b r m u l a  de t r e s  p u n t o s  CCG,  CI y C z l  se c o n s i d e r a   q u e  el 

s u b f n d i c e   e n  g 3  i n d i c a   q u e  se h a  tomado e n   c u e n t a   h a s t a  l a  

s e g u n d a   d e r i v a d a  C f " 1  e n  l a  e s t i m a c i b n  d e l  g r a d i e n t e  de 

c o n c e n t r a c i 6 n  g .  

P a r a   f d r m u l a s   d e  4 u mbs p u n t o s  para estimar g , podrf a s e g u i r s e  

el m i s m o  p r o c e d i m i e n t o   a l g e b r a i c 0   q u e  se l l e v t ~  a c a b o   p a r a  l a  

f 6 r m u l a  de tres p u n t o s .   S i n   e m b a r g o . r e s u l t a  h s  e f i c i e n t e  y menos 

t-edioso un m&todo p r o p u e s t o  por B r i e t z  Cref. 1 2 1  basado e n  el uso 

d e  pol i n o m i o s ,  e n  el c u a l  se r e p r e s e n t a n  los primeros n p u n t o s  

C o , C i . .  . . . . , C n - i  por medio d e  un   po l inomio  de orden  Cn-11  en 

U d ,  asi : 

n 

cc LI = a + a x + a X' + .... ~ ......... ~ ..._._._..___._.. _ _ _ _  +a n-1 

O i 2 
X c 3 . 2 2 1  

n - i  

Co = CCx=ol = CCO] = a + al* 0 = a 

Ci = C C x = W  = CCAx3 = a + a A x  = CO + a A x  
O O 

O i I 

do a h i  quo: 

d e r i v a n d o  C C d  d e  l a  ec. C 3 . 2 2 3  se o b t i e n e :  

y es claro que:  

dCC x=ol 
d x  = a = g  I 2  = 

c 3.231 
c 3. z41 

c 3 . 2 5 >  

C 3 . 2 6 1  

C 3 . 2 7 3  



B r i e t z ,   o b t i e n e   u n a   f d r m u l a   g e n e r a l   p a r a  gn e n  t&rr!nncs de 

ciertas c o n s t a n t e s  any bn . c o n v e n i e n t e m e n t e   d e f i n i d a s  d e  modo 

que : 
P L  

C 3.283 

Aunque B r i e t z  prefiere u t i l i z a r  C3.281 e n   c o n j u n t o   c o n  valores 

t a b u l a d o s  de any b Cver ref.  1 1  ,lZ 3 ,  a q u i  ser& d e  mAz 
u t i l i d a d  contar directamente con  las  expresiones de g hasta n=7: 

n -i 

n 

+ 1 3 C 1  

1 
gn=5 

- 
" 

12Ax 
c -2sco +48C1 -36Cz +16C3 -3c43 

- 75c.i 300Cz + 2 0 0 C 3  

C 3. 29b3 

c 3.29c3 

L a s   e x p r e s i o n e s   a n t e r i o r e s   s o n  validas ú n i c a m e n t e   p a r a  el MCtodo 

P u n t u a l .   P a r a  el M&todo de l a  C a j a ,   d o n d e  C o , C i , C 2 . .  . . e s t a n  

localizados e n  O . A x / 2 , 3 W 2 . .  . etc. Cver f i g .  3 . 1 4 3 ,  la e x p a n s i d n   e n  

series de Taylor es la, s i g u i e n t e :  

cí = co + ~ A x f '  + 1 cc1/2>Ax3z f" + C C I , - ~ ~ A ~  
e!  3! 

+ . . . . . . . . . 

Ck = Co + C k - l / 2 1 A x f P  + Ck-l /21)zCAx12 
2! f" + 

+ C k - 1 / 2 1 3 C A ~ 3  
3! f"' + I._-_ ..". _.__._.. C 3 . 3 0 1  

L a s   e x p r e s i o n e s   c o r r e s p o n d i e n t e s  para el Mbtodo de 1 a C a j a  c o n  
n = 2 , 3 , 4  y S son:  



C 3 . 3 1 a 3  

C3. 31b3 

3.3 CAlculo  de l a  c o r r i e n t e  y e s t a b l e c i i n l e n t o  de las  c a n d i c i o n e s  

i n i c i a l e s  y a la f r o n t e r a  para r e a c c i o n e s  simples de 

t r a n s f e r e n c i a  de carga. 

E l  objeto de esta seccidn es t e n e r  un marco d e  r e f e r e n c i a   q u e  

permita comparar los r e s u l t a d o s  de  slmu¡aciones digitales con  

e x p r e s i o n e s   a n a l i t i c a s   c o n o c i d a s   p a r a   r e a c c i o n e s  simples de 

. t r a n s f e r e n c i a  de carga. TambiBn se d i s c u t e  el e s t a b l e c i m i e n t o  de 

las  c o n d i c i o n e s   i n i c i a l e s  y a l a  f r o n t e r a  para e x p e r i m e n t o s  a 

p o t e n c i a l   c o n t r o l  ado Cque  en el caso especial de i n t e r a s  es un 

p u l s o  simple de p o t e n c i a l 3 .  

3 . 3 . 1   R e a c c i o n e s  rapidas. 

Aqul se c o n s i d e r a n  dos casos, a saber: 

a 3   L a   r e a c c i 6 n :  Ox + n e  - R e d  - kf" 

b3 La r e a c c i 6 n  Ox + n e  \ kb"--, (p 5 Red - k f - m  

C3.32aI 

C 3 . 3 2 b 3  

En  1 os textos academicos de McDonald C ref. 443 G a l  ut C ref. 373 , Bard  

Cref -e> y otros i n v e s t i g a d o r e s  se d i s c u t e n   a m p l i a m e n t e  los  

metodos matemAticos que   conducen  a l a  o b t e n c i   6 n  de e x p r e s i o n e s  

a n a l  íti cas para l a  curva c r o n o a m p e r o d t r i c a  i = i c t 3  

c o r r e s p o n d i e n t e  a cada una de las  r e a c c i o n e s  C 3 . 3 2  a y b3. 



3.3.1. a Reaccíbn Ox + ne - kf”+ m Red 

En este caso, el pulso de potencial irnpuestts esta bastante 

alejado  del  valor  de  equilibrio, de  modo  que el potencial en el 

electrodo es lo suficientemente  negativo  cgmo  para  que la 

concentracibn de la  sustancia Ox en  la  superficie del  electrodo 

tienda  Ccasi  inmediatamente3 a  cero.  Con 1 o anterior,  queda 

determinada la siguiente  condicidn  a  la  frontera  Cdependiente de 

la  tkcnica  cronoamperom&trica  utilizadal: 

c 3-33? 

* 
Fox = Cox< O ,  J?/Cox = F o x C O ,  J1 O , J = O a JMAX c 3 . 3 4 >  

( v e r  ecuación 4 . 6  de c a p i t u L o  4 p a r a  L a  d e f i n i c i ó n  d e  J M A X )  

donde se ha supuesto que COX concentraci6n de Ox en el seno de la 
sol uci 6n. 

* 

For otra par te, se tiene  una  condicibn  a  la  frontera  en x d  m 

que  no  depende  de  la  tkcnica  electroquimica  aplicada.Esto es 

así .únicamente  bajo  la  suposicibn de que la concentracibn  debida 

a  la  electrdlisis  varía so lo  en  la  superficie del  electrodo y en 

la  vecindad del mismo.  Esta  condicidn  puede ser expresada  como: 

t20,x-m: cox - c o x  
* c 3.353 

para si stemas  en l o s  que se cumple C3.351 se denomina 

semi-infinito al proceso de  difusidn. La expresi6n  digitalizada 
correspondiente a 1 a condi  ci 6n anter i or queda: 

FoxCIMAX.J1 = 1 , J = O a J M A X  C 3.361 

donde I MAX, corresponde al mayor valor  del i ndi ce I Cno  confundir 
con  corriente3  utilizado  en la discretizacibn de la  variable 

espacial x, esto es: 



x = I * h x  c3.371 

el detalle para c a l c u l a r  IMAX se vera e n  el c a p í t u l o  4.  

A q u í  ,basta c o n  saber que dicho i n d i c e   d e b e  ser l o  s u f i c i e n t e m e n t e  

g r a n d e  como para que se cumpla l a  s u p o s i c i 6 n  de proceso de 

d i  f u s i   6 n  semi - i n f i n i t o .  

En l o  q u e   r e s p e c t a  a la c o n d i c i 6 n   i n i c i a l ,   B s t a  tampoco depende 

d e  l a  t e c n i c a   e l e c t r o q u í m i c a   u t i l i z a d a ,  dado que  a t I O aún  no 

ha  sido aplicada n i n g u n a   p e r t u r b a c i b n  al sistema bajo e s t u d i o .  

Para la r e a c c i 6 n   c o n s i d e r a d a   e n   B s t a   s e c c i c j n ,  l a  c o n d i c i b n  

i n i c i a l  es s implemente :  

t = 0 , x  1 o : 
* 

cox = cox C3.  383 

La for m a  d i  g i  t a l  i zada c o r r e s p o n d i e n t e  es 

FoxCI,J=01 = 1 , I = O a IMAX c3.391 

donde hay que  recordar que  J es el í ndi  ce u t i  1 i z a d o   e n  1 a 

d i s c r e t i z a c i d n  de l a  variable temporal t :  

t = J * A t  C 3.401 

Cabe hacer n o t a r ,   q u e  l a  fr5rmula C 3 . 3 9 1  podría r e d e f i n i r s e  como: 

FoxCI , J=13 = 1 , I = 1 a I M A X  C3. 41> 

dado q u e   e n   a l g u n o s   l e n g u a j e s   d e   c o m p u t a c i 6 n   n o  se a c e p t a  el 

v a l o r  de O e n  los i n d i c e s  de variables c o n s i s t e n t e s   e n  arreglos 

di  mensi   onados.  

F i n a l m e n t e ,  la e c u a c i 6 n   d i f e r e n c i a l  a ser r e s u e l t a   e n  este caso 

es s implemente :  

2 
" = D o x .  ("- a c o x  
at B 2-1 C3. 42> 

La e x p r e s i c 5 n   a n a l i t i c a   r e s u l t a n t e   p a r a  COX, d e s p u e s   d e   a p l i c a r  a 

C 3 . 4 2 1  l a  t k n i c a  fnatedtica de la T r a n s f o r m a d a   d e   L a p l a c e  y de 

c o n s i d e r a r  las  c o n d i c i o n e s   i n i c i a l e s  y a la f r o n t e r a  es: 

8 4  



FIG.  3.15 P E R F I L  DE CDNCENTRACION. 

FIG. 3.1 6 FUNCION EJXXR.. 



donde l a  f u n c i b n  error es€a. d e f i n i d a   m e d i a n t e :  

c 3 . 4 3 3  

- 
" 

un gr9fico de la e c u a c i b n  C 3 .  4 3 3  y C3.441 se m u e s t r a   e n  las  

f i g u r a s   3 . 1 4  y 3 . 1 5  

El t r a t a m i e n t o  matem6tico d e  la Transformada  de Laplace-   conduce,  

al ser a p l i c a d o  a l a  c o r r i e n t e  de d i f u s i 6 n :  

i 
~~ 

~ 

- 
~ - 

a l a  e c u a c i b n  de C c t t r e l 1 , v A l i d a   ú n i c a m e n t e   p a r a  electrodos 

pl a n o s  : 
~. ~- ~~~ 

c 3 . 4 5 1  

donde,   n :  es el número d e   e l e c t r o n e s   i n t e r c a m b i a d o s   e n  el 

electrodo, f :  l a  constante de Faraday,Dox: el c o e f i c i e n t e  de 

d í f u s í d n   d e  la especie O x ,  A : e l  Area d e l  electrodo, C o x : l a  

c o n c e n t r a c i b n  d e  c>x e n  el s e n o   d e  l a  s o l u c i h  y t :  el t i e m p o ?  

En el p r o c e s o  de e f e c t u a r   u n a   s i m u l a c i b n   d i g i t a 1 , r e s u l t a  mAr 

c o n v e n i e n t e   c o n t a r   c o n   e x p r e s i o n e s   q u e   s e a n  adi m e n s i o n a l e s .  Si se 

r* 

m u l t i p l i c a  la e c u a c i 6 n  C3.453 

caracteristico; por e j e m p l o ,  

e x p e r i m e n t o .   e n t o n c e s :  

n#ADe X CO X 
1/2 * 

i =  - 
Cott 

C T C * T >  
1 /' 2 

r eor denando,  es posi bl e def  i n i  r 

como: 

por C T / T ~  donde T es un t iempo 

el t iempo d e  d u r a c i  6n d e l  

C3. 461 

u n a   c o r r i e n t e   a d i m e n s i o n a l  Z 
Cott 



La e x p r e s i 6 n   a n a l í t i c a   C 3 . 4 7 1  es l a  forma a d i m e n s i o n a l  de la ~ 

e c u a c i   6 n  d e  C o t t r e l l  . 
P a r a   e l e c t r o d o s  esfericos l a  e c u a c i 6 n   c o r r e s p o n d i e n t e  a l a  

c o r r i e n t e  es : 

C3. 483 

c 3 .  491  

A c o n t i n u a c i b n ,  se propone  un m&todo para o b t e n e r  l a  c o r r i e n t e  

adi mensi   onal  Z , c o r r e s p o n d i e n t e  a l a  e c u a c i d n   C 2 . 4 8 3 ; s i  se 

m u l t i p l i c a  el primer t & r m i n o   d e l  lado d e r e c h o  de d i c h a   e c u a c i b n  
esf 

i / z  por r; I /71  se o b t i e n e :  

si se d e f i n e  por c o n v e n i e n c i a :  

e n t o n c e s  C3.503  queda: 

€ 3.501 

donde es f d c i l   i d e n t i f i c a r  2 Cdado por la ec. 3.471 e n  el 

primer t & r m i n o  de modo que: 
cott 

i - 
esf - a =colt + b  c 3 . 5 4 1  

8 7  

"̂ I ' """"* """" - 



z = i  7 + b/a 
esf 0 s f  /a = -C"tt 

c 3 . 5 5 1  

o en  forma  explicita: 

Tambih, existen  otras  posibilidades  para  obtener  expresiones 

adimensionales  correspondientes a la ec. C3.481 Sugerimos lo 

siguiente;  elevar  la  ec. C3.541 al cuadrado y dividir el 

resultado por ab: 

A 
esf - b a -72 

ab b Lcott + %ott a 
"- + -  

de modo que: 

i 
es  f 

I 8' 2 
( a  

=:Gf = 7"- = L T -  cott 
+ 

ZCott 

la forma explícita  adimensional  correspondiente es: 

c3.571 

Lo importante en relacidn a la seleccidn de C3.56>,(3.583 o 
c u a l q u i e r  otra e x p r e s i 6 n  adimensional conveniente para Z ,  esta  en 

que  la 2. definida  analíticamente  sea  consistente  con la 2 

definida en 1  as  ecuaciones  discretas uti 1  izadas  en  una 

simulaci6n. Por supuesto,  esto solo puede  hacerse si se desea 

efectuar la  comparacidn  de  resultados  obtenidos  mediante 

si mu1 aci ones di gi tal es con  expresiones  anal í ti cas adi  mensi  onal es. 
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En casos e n  los q u e   n o  se c u e n t e   c o n  1 as e x p r e s i o n e s   a n a l i  t i cas ,  

l o  c u a l   o c u r r e   c o n   f r e c u e n c i a ,   p o d r i a n   t e n e r s e  tambich varias 

opci o n e s   c o n v e n i   e n t e s  par a d e f  i n i  r el par dmetro adi mens i   ona l  Z. 

3 . 3 .  l b  R e a c c i b n  Gx + n e  \ 
- k f d m  

k b - d m  
Red 

Este caso tarnbikn ha sido estudiado extensamente en la 

literatura e l e c t r a q u í r n i c a  Cref. 4 4 , 3 7 , 6 2 .  E l  i n t e r &  de esta 
s e c c i b n  se c e n t r a   e n   t o r n o  a l a  d i g i t a l i z a c i h  d e  l as  c o n d i c i o n e s  

i n i c i a l e s  y a l a  f r o n t e r a ,  así  como e n  l a  o b t e n c i d n  d e  una 

e x p r e s i b n  C o e x p r e s i o n e s 2   c o n v e n i e n t e C s 2   p a r a  el pardmetro 

a d i m e n s i o n a l  de  c o r r r e n t e  Z .  q u e  describe el c u r s o   e n  el tiempo 

de 1 3  r e a c c i d n :  

- 
& + n e  \ 

kf"---+m 

k b j m  
Red c 3 . 5 9 1  

Aquí ,e l  p u l s o  d e  p o t e n c i a l   a p l i c a d o  no es muy d i f e r e n t e   d e l  

p o t e n c i a l  de e q u i l i b r i o  E , con  l o  c u a l  CoxC x=03,1 a 

c o n c e n t r a c i 6 n   e n  l a  s u p e r f i c i e .   n o  es i n m e d i a t a m e n t e   r e d u c i d a  a 

cero. En c o n s e c u e n c i a  l a  r e a c c i 6 n   i n v e r s a   e n  C 3 . 5 9 3  d e b e  tomarse 

e n   c u e n t a , s i e n d o   n e c e s a r i o   c o n s i d e r a r  l a  d i f u s i b n   t a n t o   d e  Ox 

como de R e d  al  resolver el problema de  v a l o r  a l a  f r o n t e r a .   L a s  

e c u a c i o n e s  a c o n s i d e r a r   p a r a  el electrodo p l a n o   s o n :  

eq . 

que   deben  resol verse t o m a n d o   e n   c o n s i d e r a c i d n  las  s i g u i e n t e s  

c o n d i c i o n e s   i n i c i a l e s  y a la f r o n t e r a :  

t = O , x l O :  cox = c o x  * 

c u y a  forma d i g i t a l i z a d a  e s :  

, I = l a I M A X  

C 3 .  6133 

C 3.61 b3 



t 2 O, x-- : c o x -   c o x  C 3 .  6 2 a 1  ++ * 

que en forma d i g i t a l i z a d a  es i d e n t i c a  a l a  e c . C 3 . 3 6 3   d e  l a  

s u b s e c c i   6 n   a n t e r i o r  : 

FoxCIMAX.JI = 1 , J = O a JMAX C 3 . 6 2 b I  

L a   d i f e r e n c i a   s u s t a n c i a l   c o n   r e s p e c t o  a l a  r e a c c i b n   C 3 . 3 2 a 1  esta 

en la s i g u i e n t e   c o n d i c i b n  a la  frontera: 

t >  o ,  x = o :  

- 
Cox/Cred I = Cy / y  1 expt n3CE-E":! /RT] 

x=o r o  
(donde y y yo son Los coeficientes  de  actLvrdad  de 

r 

= Q  C 3 . 6 3 a 1  

Ox y Red,  

Jox  = - J red  -- D o x  [ --- ""a:"] 1 + Dred 
x=o x = o  

C 3 . 6 3 b I  
c o n  l o  c u a l  : 

= -n?ADred[ a c r e d  ax ] I C 3.641 
x = o  

L a   d i g i t a l i z a c i b n   d e  C 3 . 6 3 a 3  es d i r e c t a  y p u e d e   e x p r e s a r s e   e n  

t g r m i n o s   d e   c o n c e n t r a c i o n e s   f r a c c i o n a l e s  como: 

F o x  = F r e d - C y  / y  Iexp[ nfCE. - Eo3/RT] = F r e d - @  C 3 . 6 5 1  
r o  

L a   e c . C 3 . 6 3 b I   p u e d e  expresarse e n  forma d i s c r e t a   h a c i e n d o :  

DOX 
C o x C x + A x , t 3 - C o x C x . t 3   C r e d C x + A x , t 3 - C r e d C x . t )  

Ax = - b e d  Ax 

C 3 . 6 6 3  

d i v i d i e n d o  l a  e c u a c i 6 n   a n t e r i o r   e n t r e  COX se o b t i e n e   u n a   f 6 r m u l a  

d i   g i  tal i z a d a   e n  t&r  mi n o s   d e   c o n c e n t r  aci o n e s  f r acci o n a l  es : 

* 

F o x C A x , t l  - F o x C O . t . 3  = - d [ F r e d C h x , t 3  - F r e d C O , t l ]  C3.671 

9 0  



donde se h a   d e f i n i d o  por c o n v e n i e n c i a  : 

Si adernls,  se d e f i n e  un  parAmetro  adimensional  p como: 

p = nfC E - Eo3/RT C 3 . 6 9 1  

L a   e c u a c i b n  de N e r n s t  re puede reescri b i r  como: 

suponiendo  que y 2 yo , l o  a n t e r i o r  se s i m p l i f i c a  a: 
r 

s u s t i t u y e n d o   C 3 . 7 1 1   e n  C3.671 se o b t i e n e :  

c 3. ,721 

o b i e n :  

FredCO, t 1  = FoxCO, t 3  -e-' = FoxCAX,t3 + d-FredCAX.t.1 
c 3 . 7 3 3  

C d  + e P 1  

L a s   e c u a c i o n e s   a n t e r i o r e s  de valor a l a  f r o n t e r a   e n  x=O, tambih 

pueden  ponerse   d i rec tamente   en   t&rrn inos   de  las  c o n c e n t r a c i o n e s  

de Ox y R e d :  

cox.0 = C o x . 1  + d ' C r e d , ~  

C 1 + d - e - '  3 
c 3 . 7 4 1  

Donde el primer s u b 1   n d i c e   i n d i c a  l a  especie O x  o Red y el segundo 

s u b l n d i c e  el punto  <espacial) c o n s i d e r a d o .  Fal tar la  un tercer 



s u b i n d i c e  para i n d i c a r  el t i e m p o ,  pero aqci 5e ccnsi derar6 e n  

forma imp1 í c i  t a  que 1 as c o n c e n t r a c i o n e s   COX,^ y Cred.0 se e v a l ú a n  

e n  el tiempo t .  Cabe seFialar , que  las  e c u a c i o n e s  C 3 . 7 4 3  y C3.751 

ú n i c a m e n t e   s o n  -<Al i das para 1 a aproxi maci 6x3 b i  puntual  d e l  

g r a d i e n t e  de c o n c e n t r a c i 6 n   C g 3 .  

En los  textos d e  M c  l h n a l d  Cref. 44? y G a l u s  Cref. 373 se r e s u e l v e  

a n a l í   t i c a m e n t e  el p r o b l e m a   a q u í   p l a n t e a d o   p o r  medi o de 1 a t k c n i c a  

de  1 a Transformada d e  Lap1 a c e ,   o b t e n i   e n d o s e  1 os s i g u i   e n t e s  

r e s u l t a d o s   p a r a  las c o n c e n t r a c i o n e s   d e  las especies r3x y Red, y 

l a  c o r r i e n t e  i :  

c o x c  x ,  t3 = c o x  
* 

Do x 
i ,’ 2 

@. [ D r e d ]  + erf [ X 

2 D o x  t 1/2 i / 2  3 

= c o x  
* 

1/2 
1 Do x 

1/2 
1 Do x 

+ @ *  [ Dred) 
nfADox C O X  1/2 * 

1 =  

C 3.763 

c 3.773 

C3.783 
1/2  1/2 

1/2 
n t  [ + @. [ D r e d ]  Do x 3 

Lo i n t e r e s a n t e   e n   r e l a c i d n   c o n  la e c u a c i 6 n  C3.781 esta e n  tratar 

de o b t e n e r  1 a e x p r e s i  dn a d i   m e n s i   o n a l  torr e s p o n d i   e n t e .  En a n a l   o g f  a 

c o n  l a  m e t o d o l o g f a   s e g u i d a   e n ,  1 a s u b s e c c i d n   a n t e r i o r ,  se propone 

m u l t i p l i c a r  el lado d e r e c h o   d e   d i c h a   e c u a c i b n  por el factor 

c . r / . r3  así : 

nfADox COX 1/2 ?4f 1/2 
i =  

1/2 . [+) c3.79> 
1/2 n [ +- [ D r e d ]  Do x i/ 2 

reordenando se o b t i e n e :  

i - 7  
1/2 

1/2 * 
1 1/2 

z =  - - 
1/2 

C 3.801 
nf ADO x COX 

ri 
D r  ed 



o b i e n :  

3 
L 

c o t  t z =  
i / z  [ 1 + e.[ Dr ed ) ) 

C3. 813 

donde se ha sustituido el parAmetro Z dado por 1 a e c u a c i d n  

c 3 . 4 7 3 .  
COtt 

3.32 Reaccion.les 1 entas. 

En las  reacciones e l e c t r o q u f m i c a s  rdpidas se  supuso que la 

c o n s t a n t e  de v e l o c i d a d   h e t e r o g k n e a  kf t i e n d e  a i n f i n i t o .  Una 

aproximacibn m A s  real c o n s i s t e   e n   c o n s i d e r a r   q u e  l a  c i n k t i c a  de l  

proceso d e  t r a n s f e r e n c i a  de carga i n f l u y e   e n  l a  r e a c c i b n :  

O x  + n e  - R e d  - k f  C3.823 

t e n i e n d o  kf un v a l  or f i n i t o  dado por : 

kf = kfo.exp[ -oTITE/RT] C 3.833 

P u e r t o   q u e  l a  r e a c c i b n  es i r r e v e r s i b l e ,  solo se n e c e s i t a  tomar e n  

c u e n t a  l a  d i f u s i 6 n  d e  Ox: 

aCox/dt = DOX . C azCox/t3x23 C 3.843 

L a   c o n d i c i b n   i n i c i a l  es i d k n t i c a  a la que  se t i e n e   e n  el caso 

reversible: 

t = o ,  x 2 0  * 
c o x  = c o x  C 3.853 

( L a  d ig i taLizac iÓn  de   es ta   condic ión  se da  e n  L a  ec. (3. 39) de L a  
s u b s e c c d n   a n t e r i o r )  

l a  c o n d i c i 6 n  a la f r o n t e r a  para d i f u s i 6 n   s e m i - i n f i n i t a  es tambi&n 

i g u a l  a la del caso de reacci6n rApida: 



t I O ,  x+= : cox ___) c o x  
* 

(La f o r m a  d i g i t a l i z a d a  de esta condicidn a L a  f rontera  se muestra  
e n  L a  ec . 3 .  3 6 )  

F a r a  l a  z e g u n d a   c o n d i c i d n  a l a  f r o n t e r a  se t i e n e :  

t > 0.x = o:  

C 3 . 8 6 3  

C 3.87al 

C 3. 87bl 

D o X  
FoxCAx,t,7 - FoxCO,t I  

A x  
= kf.FoxC0,t. l  

r oor donando: 

FoxCO,t1 = 
Box . F o x C A ~ , t 1  
D o x  + A x s k f  

C 3 .  881 

c 3 . 9 9 1  

A p l  i cando 1 a Transformada  de Lap1 ace y h a c i e n d o   u s o  de 1 a 

c o n d i c i 6 n  C 3.87a3 es p o s i b l e  resol ver l a  e c u a c i 6 n  de d i  f u s i 6 n  

C 3 . 8 4 1 ,  tomando e n   c u e n t a  las c o n d i c i o n e s   C 3 . 8 5 1  y C 3 . 8 6 1 .  E l  

r e s u l t a d o  para la c o n c e n t r a c i d n  de la especie O x  es: 

* 
kf.'t I - e r f c  [ k f  *ti/' coxco,  t1 = Cox-exp  [ Do x 1 1 2  1 c 3 . 9 0 1  

Do x 

Combinando las e c u a c i o n e s  C 3 . 8 7 a 1  y l a  C 3 . 9 0 3  : 

s u s t i t u y e n d o   C 3 . 9 1 3   e n   C 3 . 8 7 b 3  se o b t i e n e  l a  s i g u i e n t e   e x p r e s i b n  

para l a  c o r r i e n t e :  

* k f Z t  k f  
i = nTACoxkf-exp [ -1-erfc [ Do x 1/2 1 Do x 

C 3-92] 



Si se define  un  tiempo  adimensional T = t / ~  en  concordancia  con 

la  ecuacibn  C3.121 la  expresidn  adimensional  correspondiente  a 

la corriente  sera  simplemente: 

i 

nf  ACzxk f 

z kf.7 T l / Z  l / Z  

z =  = exp [kfD:;T~-erfc [ 1 c 3.933 
1/2 Do x 

3.3.3 Reacciones  cuasireversibles. 

En la  reaccibn  siguiente  a  la  que se denominar&  cuasireversible: 

O x  + ne 
- kf 

k b  
Red c3.943 

se considera  que l o s  valores de las  constantes de velocidad kf y 
k b  s o n  f initos  y estan dados por: 

kf = kfO*expC -a@ 

k b  = kb0.expCC1-dp3 
( d o n d e  p esta d a d o  p o r  la ecuacion 3 .  69)  

C 3.95aI 

C 3.95b3 

AdemAs  deben  resolverse las  siguientes  ecuaciones de dif  usibn 

para el electrodo  plano , correspondientes  a 1 as  especies O x  y 

Red : 

c acox/at I = & x  - c a2cox/ax23 C 3.96a3 

t = O , x L O :  cox = cox , Cred = Cred 
* * c 3.973 

siendo SU forma digitalizada  la  siguiente: 

F o x C I , O >  = 1 , F r o d C I , O > = l  , I  = O a IMAX (3.98) 



La primera condicibn a la frontera e s :  

t > O ,  X : Ccx- Cox, Cred- Cred 
* t 

l o  q u e   e n  forma d i g i t a l i z a d a   p u e d e  escribirse como: 

FoxCIMAX,  J3 = 1 ,  FredCIMAX, JI = 1 J = O a JMAX 

c 3 . 9 9 3  

C3.1003 

P a r a  la s e g u n d a   c o n d i c i b n  a la f r o n t e r a  se t i e n e   q u e :  

t > O , x = O  

L a  forma discreta d e  l a  e c u a c i b n  C3.1023 e5 i d e n t i c a  a la 

e c u a c i b n  C3.673 c o n  d = bed/DOx: 

F o x C h x , t 1  - F o x C O , t 3  = -d [ F r e d C A x , t 3  - FredCO,t3  ] C 3 . 1 0 3 3  

En t a n t o  que l a  forma discreta d e  C 3 . 1 0 1 3  es : 

D O X  
F o x C A x , t 3  - F ~ x C 0 , t l  

A x  = kfFoxCO.t.3 - kbFredCO.t.3 C 3 . 1 0 4 3  

Reordenando C 3 . 1 0 4 3  se o b t i e n e  

F o x C O , t 3  = D o x - F o x C A x . t 3  + k b + O x * F r e d C O , t 3  
c 1  + k f - A x  1 c 3 . 1 0 5 3  

Por otro  lado. m e d i a n t e  la a d e c u a d a   a p l i c a c i 6 n  de la tecnica de 

l a  Transformada de Laplace a las e c u a c i o n e s   C 3 . 9 6 a > , C 3 . 1 0 1 >  y 

C3.102> se obt ienen  CMcDonald.ref .  441 los s i g u i e n t e s   r e s u l t a d o s  

a n a l  i ti cos : 



C 3.1073 

con: 

C3.1081 

c3.1093 

La  expresidn  analítica  para  la corriente,  correspondiente al taso 

de la reaccidn  cuasireversible  considerada es: 

i = n7A.CkfCox - kbCred3 .expC< t>erfcC<-t1/'3 c3.1103 * * 2 

que  puede  reescr i bi rse  conveni  entemente  en for m a  adi  mensi  onal 
c o m o :  

z =  i 

n7A c kfCox - kbCred 3 
= expCf't3 -erfcC< -ti/'3 C3. llla3 

f * 

definiendo,como  es  costumbre,  un  tiempo  adimensional T = t / T ,  

donde r es el tiempo que dura el experimento, 1 a ecuaci  bn 

anterior queda: 

2 = exp C <  T-TI-erfcCfI T 3 
z i / z  i / z  

C 3 .  lllbl 

Para  finalizar  ksta  seccibn.  conviene  contar  con  una  expresibn 

adimensional  para el cAlculo  de  la  corriente i dada por la 

ecuacibn  C3.1011. Al combinar  las  ecuaciones C3.95a y bl c o n  la 

C3.1011 se tiene que: 

i = nSA[  kfOCoxC x = O 3  expC -apl + k b Credc x=O3 expC c 1 -a3 pl ] c3.1123 O 

si kf 2 k b = k h (que es una constante de veLocidad heterogénea), 

lo anterior se reduce a : 



d i v i d i e n d o  l o  a n t e r i o r  por Cox u o t r a  c o n c e n t r a c i 6 n  

caracterlstica i n i c i a l ,  como p. e j .  : c* = c o x  + Cred. -se 

* 
31t 31t 

obt i e n e  : 

z =  - i 
= FoxC x = O 1  e x p C  -ap> + FredC x=O3 expC C 1 -a1 p1 C 3.11 41 

nFAkh°C* 

u n a   v a r i a n t e  de &Sta e x p r e s i b n  es u t i l i z a d a . p o r  Bard & F a u l k n e r  

Cref. 6 l. S i n  embargo,hay  autores C r e f . - ~ -  1 2  3 que  prefieren 

trabajar d i r e c t a m e n t e   e n   t e r m i n o s  del g r a d i e n t e  de. c a n c e n t r a c i b n  

adi  mensi c n a l  5 defi r,i dc3 c 3 .  S ? .  

c o n s t a n t e  de  velocidad h e t e r o g e n e a  Kh mediante: 

Kh = k h - 4  T/DA ~~ ~- 
- 

.~ 

~ 

l a  e c u a c i b n  3.113 se c o n v i e r t e   e n :  

C3.1151 - 

G = Kh- C [ FoxC x=O3 e x p C  x=O1 expC -0cp1 + FredC x=O3 expC C 1 -a3 p3 ] * 
~ C3.1163 

c o n  l o  c u a l  los p a r i m e t r o s  adi m e n s i o n a l e s  Z y G quedan 

r e l a c i o n a d o s   m e d i a n t e :  

Z = G/KhC* 

3. 4 R e a c c i o n e s   m u l t i e t a p a s .  . 

C3.1173 

En esta s e c c i 6 n .  que puede C o n s i d e r a r s e  como u n a  e x t e n s i 6 n  y 

correccihn a l  t raba jo  de B r i e t z  Cref.  1 2  3 se e s t u d i a r i n  

únicamente  etapas s e c u e n c i a l e s  de t r a n s f e r e n c i a   d e  carga que 

i n v o l u c r a n   d i f e r e n t e s  especies Si,Sz,. . . . .  S m + i  : 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  



C 3 . 1 1 8 a 3  

C 3 . 1 1 8 b I  

SI + n e  = S2 Cpi,ki,aa,Dg>di2 

Sz + n e  = S3 k , a  ,D ,d 2 

- O 

i 
- O 

2 c p z *  2 2 2 2 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
S + n e  = S 

- 
Cpm,k ,a ,D ,d 2 C 3 . 1 1 8 ~ 3  o 

m+i m m+ i m m  m m 

dondQ 1 

O p, = es el p o t e n c i a l   e s t a n d a r d   n o r m a l i z a d o  

kk = c o n s t a n t e   d e   v e l o c i d a d   h e t e r o g e n e a .  

a = c o e f i c i e n t e  de t r a n s f e r e n c i a  de carga 

D, = c o e f i c i e n t e   d e   d i f u s i d n .  

d = l a  razc5n D /'Di;siendo D el c o e f i e n t e  de d i f u s i 6 n  

d e  l a  s u s t a n c i a   d e   r e f e r e n c i a   c u y a   c o n c e n t r a c i b n  

Ci, tambi &n n o r m a l i z a  a todas 1 as otras 

c o n c e n t r a c i   o n e s .  

k 

k i 

Aqui el s u b l n d i c e  k d e n o t a  a l a  e s p e c i e  en c o n s i d e r a c i 6 n . P a r a  

simplificar l a  n o t a c i d n ,  las m u e s t r a s  de l a s  d i f e r e n t e s   e s p e c i e s  

C tomadas e n  los puntos  O ,  h, 2h. . . . .  etc. para el M&todo P u n t u a l ,  o b i e n  

O,h/2.3h/2, .  . .etc.  para el mgtodo de l a  Caja] s e  e s c r i b e n  como: 

C : s i g n i f i c a n d o   e s p e c i e  k , e n  el punto  i 
k,i  

CEn real idad a ú n   p o d r l a   i n c l u i r s e  el s u b í n d i c e  j para el t i e m p o ,  

c o n  l o  q u e  1 a n o t a c i 6 n   q u e d a r l a ;  C : s i g n i f i c a n d o  especie 

k .en  el punto   muest ra  i ,  al tiempo t = j * A L .  Aquí ,  por 

comodidad, se supondrd  que Ck,i se refiere a u n a   c o n c e n t r a c i 6 n  

c a l c u l a d a   e n  el t i e m p o  t , c o n  l o  q u e  el i n d i c e  j queda i mpl l c i  to3 

ki, j 

3 . 4 . 1   C f i l c u l o  de l a  c o r r i e n t e   p a r a   r e a c c i 6 n e s   m u l t i e t a p a s .  

En Cronoamperometr ía ,  l a  c o r r i e n t e  total para u n a   s e c u e n c i a  de 

r e a c c i o n e s  mu1 t i e t a p a s  se c a l c u l a  a p a r t i r   d e  1 os f 1 u j o s ,  de la 



m a n e r a   s i g u i e n t e :  

- E l  f l u j o  f d e  c a d a   e s p e c i e , c o n s i s t e   e n  2 componentes  que se 

denominarAn, el f l u j o  de p r o d u c c i 6 n  f P  y el f l u j o  de consumo f , 

a s i ,  al e f e c t u a r  un s e n c i l l o   b a l a n c e  de materia: 

C 

f k  = f; - f; c3.1193 

En cada paso de r e a c c i b n  k ,  l a  c o r r i e n t e  i k debida a d i c h o   p a s o  

es : 

c3.1203 

dado que es el f l u j o  de consumo C f  5) el que  requiere e l e c t r o n e s .  

L a  c o r r i e n t e  t o t a l  es e n t o n c e s  l a  suma de las i k : 

C 

m 

E x i  sti  endo al  gunas  r el aci o n e s   r e c u r  si vas i n t e r   e s a n t e s  : 

fP = o 
i 

c3.1211 

c3.1221 

Cpuesto   que  S es l a  ú n i c a   s u s t a n c i a   q u e  esta p r e s e n t e  

i n i  ci al mente> . 
P a r a  j > 1. se t i e n e :  

i 

f ;  = fC 
k -  i C 3.123> 

l o  q u e   s i g n i f i c a   q u e  el f l u j o  d e  p r o d u c c i d n  de Sk es i g u a l  al  

f l u j o  de consumo de s u   p r e c u r s o r  Ck-13. A h o r a   b i e n ,   d e  C3.1193 es 

cl aro que:  

f; = fk + f; 

s u s t i t u y e n d o  C3.1241 e n  C3.1233 : 

C3.124> 



d e  a h i  que:  r: 

c3.1251 

En base a &Sta ú l t i m a  relacibmde r e c u r r e n c i a ,  es p o s i b k  o b t e n e r  

u n a   f 6 r m u l ~ i m p o r t a n t e   q u e   r e l a c i o n e  fC c o n  f . 
m k '  

Por e j e m p l o ,  para k = l , Z , 3 . .  

fC = f C  - f = - C f i  z i 2 + f l  
2 

f C  = f C  
3 2 - f a  = - C f *  + f z  + f a >  

~~ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  -~ 
~ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  - 

" 

de l o  anterior se inf iere  que: 

m 

sustituyendo C3.1263 en C3.1211 se o b t i e n e  para i TOT- 

m k 

i 
TOT k = i  

L = i  

si se d e f i n e  el f l u j o  f mediante :  
L 

C 3 . 1 2 7 3  se c o n v i e r t e   e n :  

m k 

m k 

k = i  L = i  

1 o1 

C 3.1271 - 

C3. l28> 

C3.1293 



E s t a  es l a  f b r m u l a   q u e   B r i e t z C r e f .  1 2 3  o b t i e n e  para el c d l c u l o   d e  

l a  c o r r i e n t e  tota l  e n  sistemas c o n   r e a c c i o n e s   e l e c t r o q u i m i c a s  

mu1 ti etapas. Si n embar g o ,   e n  si mu1 aci o n e s   p r  A c t i  cas, aún  tendr  i a 

q u e   p r o p o n e r s e   u n a   e x p r e s i 6 n   a d i m e n s i o n a l   c o n v e n i e n t e   q u e  

c o r r e s p o n d a  a l a  ec. C3.1293. S u g e r i m o s ;   s e l e c c i o n a r  el mbs a l t o  

valor d e   e n t r e  n D esto e s ,  MAX CnlDI,  n2D2, . . . , n D . . 3 ;  d e  

hecho  var i os 1 engua j es d e   c o m p u t a c i   6 n  i n c l   u y e n  a l  guna i n s t r   u c c i   6 n  

que  puede 1 1  evar a c a b o  1 a operaci 6 n   a n t e r i o r  . Si ahora, se d i  vi de 

C3.129> por CnD> y se m u l t i p l i c a   p o r  A x / C  T A  Cdonde A x  es el 

i n t e r v a l o   d e   l o n g i t u d  espacial s e l e c c i o n a d o  y C l a  c o n c e n t r a c i 6 n  

i n i c i a l  del  componente 1 , o a l g u n a   c o n c e n t r  aci 6 n   a n a l  f ti ca i n i c i a l  

c o n v e n i   e n t e 1  se o b t i e n e :  

k k '  k k" 

* 
m a x  * 

i . Ax m k 

c , =  TOT - Ax 
TOT 

- 
CnD> TRC' CnD3 C* 1 "kDk ( 1 '13 

C 3.130> 
m a x  m a x  k =S l = *  

si endo GTOT un gr adi e n t e  be c c n c e n t r  aci bn f r acci oria1 adi mensi  anal  

tctal , que es d i r e c t a m e n t e   p r o p o r c i o n a l  a l a  c o r r i e n t e  tota l  

.. i 
TOT. 

La ~ ~ - q r e s i f n  C3.1301 es aun i n a d e c u a d a .   p u e s t o   q u e  

i n c l u y e ,   e n  el lado d e r e c h o ,   t B r m i n o s   q u e   n o  son a d i m e n s i   o n a l e s  

como g A x . e t c .  Recordando  que: 
1 '  

C3.1311 

Cfbrmula  valida p a r a   u n a   a p r o x i m a c i b n   b i p u n t u a l l  , l a  e c u a c i b n  

C3.1301 se c o n v i e r t e   e n :  

Ax G - - 1 "kDk * [ 1 L , l  
TOT/Zp CnD3 C* Ax l'O 3 

m a x  k = i  L = 1  

m n D  k 

G k 1  
TOT/Zp C3.1323 

k = i  
?..". 

L = 1  

1 0 2  



"2p" d e n o t a  "aproxi maci bn  b i   puntual  ". 
Con el r e s u l t a d o  d e  l a  fbrmula  C 3 . 1 3 3  para G ya n o  

resultar& muy d i f  í c i  1 o b t e n e r   u n a   e x p r e s i b n  para G C donde 

el s u b l n d i c e   n p   s i g n i f i c a   n - p u n t u a l ] .  Hay q u e  hacer n o t a r   q u e  l a  

e c u a c i b n  C3.1321 es vAlida ú n i c a m e n t e  para el Mktodo Puntual   ,dado 

que si se d e s e a   h a c e r 1  a aplicable par a el M&todo de 1 a Caja habrd  

q u e  mu1 ti p l  i car el 1 a d o   d e r e c h o  de 1 a f 6rmul a por una factor d e  

2, e n   c o n c o r d a n c i a   c o n  l a  e c u a c i b n  3.15 de este c a p í t u l o .  

A c o n t i n u a c i d n  se obtendrA una f b r m u l a  C v h l ~ d a  e n  el M&itudo 

P u n t u a l ]  para el caso p a r t i c u l a r  G CS-puntos].  

Retornando l a  ec. C 3 . 2 2 9 ~ 1  para g , se t i e n e   q u e :  

TOT/Lp 

TOT/np 

t o t / s p  

n=5 

sustituyendo C3.1333 en C3.1303 se o b t i e n e :  

<v4Lida  únicamente  para el Método  Puntual) 

En forma and1 oga par a el Mbtodo de  la Caja,  se t i e n e   q u e  a l  

s u s t i t u i r  la e c u a c i b n  C 3 . 3 2 d l  e n  l a  C3.1302 se 1 lega a : 

m n D  k 

G - 1 
TOT/Sp 840 1 CnD2 
" [ 1 (-2816F + 3675F - 

L . o  
m a x  

L , i  
k =  i L = 1  . 

- l 2 Z S F  + 441F 
L , 2  

- 75F 
1.3 .4 

3 . 4 . 2  R e a c c i o n e s   M u l t i e t a p a s  reversibles. 

Para este t i p o   d e   r e a c c i o n e s ,  el c A l c u l o  de los valores a l a  

frontera se efectúa h a c i e n d o  uso de la e c u a c i d n  de N e r n s t :  



C 3 . 1 3 6 1  

l o  que e n   t h r m i n o s  d e  c o n c e n t r a c i o n e s   f r a c c i o n a l e s  se c o n v i e r t e  

en : 
.. " 

~- 

F 
k . 0  

k + i , o  
= exp ( nkCp ---pk> ) O 

F 

donde: 

Cp - pE3 = - ( E - Eo> 7 
RT 

~. . 

C 3 . 1 3 7 3  

C 3 . 1 3 8 1  

Si se h a c e   u n a   b a l a n c e   d e  materia para los f l u j o s  d e  los 

componentes  que  toman parte e n  l a  r e a c c i b n  C 3 . 1 1 8 3  re t i e n e   q u e :  

f + f2 + .................................... +~ -f = o  
1 mi 

c 3.1593 

"+ D g = o  
m + i  m+: 

C3.1401 

d i v i d i e n d o   e n t r e  d : 
I 

.......................... 
g i  

+ d2gz + -+ d 
m + i  m+i g = o  C 3 . 1 4 1 3  

Si se u s a  l a  a p r o x i m a c i 6 n   b i p u n t u a l   p a r a  g y se s u s t i t u y e   e n  

C 3 . 1 4 1 1  se l l e g a  a : 
k 

CCI,I - C1,03 + d CCZ,I - Ct,03  +............ + d C C ~ + I , I  - Cm+* , O >  = 0 
2 m+ i 

C 3 . 1 4 2 1  

r eor denando: 

p e r o ,   d a d o  que 1 as Ck,o e s t a n   r e 1   a c i o n a d a s  r e c u r s i   v a m e n t e   p o r  

C 3 . 1 3 6 3 ,   e n t o n c e s :  



Cz,o = CI,O. exp (-n  C p-p 1 1 
~ 3 , o  = c2.0 . exp ( -nzc p - p z ~  

c3.0 = CID exp ( -n c p-p 3 - n2Cp-pz> ), . . . etc. 

O 

I I 

O O 

i I 
c3.1441 

d e  modo que  pr A c t i c a m e n t e   t o d a s  las Ck,o tcun k i 2) pueden 

expresarse e n  t&mi n o s  de C1.o. 

Tomando e n   c u e n t a  C3.1441 e n  C3.1431: 

C ~ , O  [ 1 + d e-( -n Cp-py1 ) + d exp( -n C p-p,]  -nzc p-pz] ) + . ~  ........ - .... 
O 

2 I 3 I 1 
m + l  

= I  d C  
k k , t  

k = i  

despejando &,O de 1 a ecuaci 6 n  anterior  obtenemos: 

k = i  
c1.0 = 

m+ i k - i  

C 3.1451 

C3.1461 

1 + I d k - e x p ( - l  nl.Cp-pol] L 

k = 2  L = 1  

* r e s u l t a d o   q u e   d i f i e r e  del  de B r i e t z  Cref. 121 por un t&-mino 

Ck.0  e n  el numerador. [ B r i  e tz  p r o p o n e   p a r a  el numerador l o  

s i g u i e n t e :  dkCCk,i - Ck,o1 . .Sin  embargo,  el b a l a n c e   d e  materia 

i n d i c a   q u e  &Sta suma es nul a ,  c o n  l o  que  el val or c a l c u l a d o  de  

CI,O serf a siempre O 1 .  

Ahora b i e n ,  dada l a  s i g u i e n t e   i g u a l d a d :  

m +I 

k =I 

c 3.1473 

se o b t i e n e   u n a  forma a l t e r n a t i v a   p a r a  C3.1461: 
.-.__...._____...______________________ 
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m+ I 

k = i  

c1,o = 
m+ I 

C 3 . 1 4 8 1  

Tantc I s  f'brzzla C3.1483 c a m  la C3.1482 se pueden r e e s c r i b i r   e n  

t e r m i n o s  de c o n c e n t r a c i o n e z   f r a c c i o n a l e s   a d i r n e n s i o n a l e n , a z i :  

m+ I 

k = 2  c1.0 - F I , ~  = - m+ I k - I  

C* 

k = Z  L = 1  
C3.14531 

Se observa a q u i  l a  g r a n   u t i l i d a d   d e  trabajar c o n   c o n c e n t r a c i o n e s  

f r a c c i o n a l e s ,   d a d o   q u e  al  quedar F1.o determi   nada   por  1 a e c u a c i 6 n  

a n t e r  i or es f d c i  1 g e n e r a r  1 as c o n c e n t r  aci o n e s  f r acci o n a l  es 

r e s t a n t e s   e n  base a l a  r e l a c i 6 n  de  r e c u r r e n c i a  C3.1371 . a s i :  

F 2.0 = F 1.0 *exp(-nlCp-p:>) 

F 3.0 = F 2,0  . exp(-n2cp-pz> 

= F -e-( -n c p-po3 -n c p-p03 
1.0 I 1 2 2 

F = F - exp(-n3cp-p:3 1 
4,0 3.0 

= F 2.0 -exp(-n2cp-p;3  -n3Cp-pi> 

= F *exp(-n  cp-p03 -n cp-po3  -n  CP-p 3 
O 

1.0 I i 2  2 3  3 

k 

F 
k+i,O 

= F i. o - exp( -E nLcp-py> c 3 . 1 5 0 3  
L =i 
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- 

con lo que  se  demuestra  que  las  concentraciones  fraccionales F k+i 

pueden  calcularse en base  a  la  concentrad& fracciona1 F . 
La aplicaci6n  de  la  teorla  desarrollada en  &Sta altima  secci6n 

1.0 

conduce  a  la  obtenci6n  de  cronoamperogramas simulados. 



CAPITULO I V  

ALGUNOS EJEMPLOS  SELECTOS DE  SI".ACION  NUMERICA EN 
ELECTROQUI MICA. 

4.  O I NTROWCCI ON. 

En este c a p i t u l o  se p r e s e n t a n  los r e s u l t a d o s  de a l g u n o s  

cjeaplos releetos de simulacidn n u d r i c a  de cronoamperogramas Y 
vol tamperogramas de reacci o n e s  el e c t r o q u f  mi cas rapi das de una 

sola etapa y de r e a c c i o n e s   e l e c t r o q u f m i c a s  reversibles e n   s e r i e ,  

empleando t k n i c a s  explicitas de s i m u l a c i 6 n  d i g i t a l  tales como el 

Wtodo de l a  C a j a  y el Mtodo P u n t u a l .  L a  raz6n de haber 

s e l e c c i o n a d o  esos Mtodos de d i f e r e n c i a s  f i n i t a r  , c o n s i s t e   e n  que 

s o n  los mAs faciles de implementar   en  un  programa de computadora 

y t i e n e n  tiempos c o m p u t a c i o n a l e s   r e l a t i v a m e n t e   m e n o r e s   e n  

r e l a c i h  a Wtodos de d i f e r e n c i a s   f i n i t a s  mAs e l a b o r a d o s ,  tales 

como el mcltodo de C r a n k - N i c o l s o n .   E s t o  filtimo. se pudo comprobar 

m e d i a n t e   s i m u l a c i o n e s  de vol t a m p e r o m e t r i a  de  barrido l i n e a l  Cno 

p r e s e n t a d a s   e n  esta tesis3 e n  las c u a l e s  se i mpl emnt.6  una 

s u b r u t i n a  para el Mtodo de C r a n k - N i c o l s o n ,   o b s e r v a n d o s e   u n a  

l e n t i t u d  Cen tiempo c o m p u t a c i o n a l 3   l i g e r a m e n t e  mayor al de una 

t k n i c a  expllcita como el Mtodo P u n t u a l .  

Y a  e n  l a  i n t r o d u c c i 6 n  del c a p i t u l o  2 se s u g i r i 6  que p a r a   e f e c t u a r  

l a  s e l e c c i 6 n  de un m&todo 'adecuado para s i m u l a r   u n a   t d c n i c a  

e l e c t r o q u f m i c a   e s p e c i f i c a ,  es c o n v e n i e n t e   c o m e n z a r   c o n  un m&todo 

expll cito de d i f e r e n c i a s   f i n i t a s  y que s6lo e n  el caso de que los 

r e s u l t a d o s   o b t e n i d o s   m e d i a n t e   u n  MDF explícito f u e s e n  poco 

satisfactorios, h a b r f a   q u e   a v a n z a r   e n  l a  escala de l a  

s o f i s t i c a c i 6 n  hacia t k c n i c a s  de s i m u l a c i 6 n  d i g i t a l  mas; complejas. 

En real i dad , el MDF q u e  da r e s u l t a d o s  d s  ex .,os , que  es el de 

Crank - N i  col s o n   n o  es t a n  di  f f ci 1 de i mpl ementar ; e n  el apehdice 

C de esta tesis, se da el listado de u n a   s u b r u t i n a  para el &todo 
CN C o r i g i n a l  de B r i e t z 3  adaptada al l e n g u a j e  BASIC de l a  

computador a Hewlet t -Packard  9826 del 1 aboratori o da 



a: 

C 4mi n,-"'por cr onoamper ogr ama1 x C  50 cr onoamper ogr amas1 = ZOOmi n 

Es probable que si se h u b i e s e   u t i l i z a d o  el mirtodo de 

Crank -Nicol s o n ,  el tiempo r e q u e r i d o  por 1 a computadora para 

generar los cronoamperogramas seria ligeramente mayor, teniendose 
una   pequef ía   gananc ia   en   exac t i tud  de los  cal c u l o s  y l a  v e n t a j a  de 

n o   t e n e r   l i m i t a c i 6 n   e n  el parametro A = DM. 
La  implementaci6n de  otros dtodos explicitos de d i f e r e n c i a s  

f i n i t a s  tales como el m&todo de Dufort y Frankel  y el de 

"m01 k u l  as computacionales"  mAs complejas como 1 a e c u a c i   6 n  C l. 723 

d i e r o n   r e s u l t a d o s  poco satisfactorios. C a b e  h a c e r   n o t a r   q u e  

tampoco B r i e t z  Cref. 123 ha logrado o b t e n e r   b u e n o s   r e s u l t a d o s ,   e n  

especial con  l a  mol&cula  computacional  de 1 a ecuaci6n  mencionada.  

En l o  r e f e r e n t e  a l a  o p t i m i z a c i 6 n  de tiempos c o m p u t a c i o n a l e s   p a r a  

1 a g e n e r a c i   6 n  de vol tamperogramas o b t e n i d o s  a p a r t i r  de c u r v a s  

c r o n o a m p e r o d t r i c a s ,   e x i s t e n  por l o  menos dos o p c i o n e s   q u e  

p o d r i a n   c o n s i d e r a r s e  en el f u t u r o :  

-La u t i l i z a c i b n  del Mtodo de C o l o c a c l 6 n   O r t o g o n a l   q u e   p a r e c e  dar 

tiempos computacionales   menores  y q u e   i n c l u s o   p u e d e  ser 

implementado  en  una modesta computadora  personal   compatible   con 

1 a I BM-PC. 

- Continuar  empleando 1 as t & c n i  cas del MDF pero en computadoras 

mAs p o t e n t e s ,  como l a  TITAN de l a  UAM-I- 
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E l e c t r o q u i m i c a  de l a  UAM-1. S i n  embargo, e n  la3 s i m u l a c i o n e s  
particulares e f e c t u a d a s   e n  esta tesis; e n  especial de r e a c c i o n e s  
electroquimicas reversibles m u l t i e t a p a s ,  se o b t u v i e r o n  resultados 

lo s u f i c i e n t e m e n t e   b u e n o s  como para ser c o n s i d e r a d o s   t e r m i n a l e s .  
d e s c a r t a n d o  de &Sta manera l a  n e c e s i d a d  de emplear m&todos m& 

sofisticados de sirnulacidn digital. Adicionalmente. hay que 
mencionar  que  en 1 a si mulaci6n  num&rica de 1 os cronoaamperogramas 

de r e a c c i o n e s   e l e c t r o q u í m i c a s   m u l t i e t a p a s   n o  se t u v i e r o n  

problemas de e s t a b i l i d a d ,  ya q u e  se f i j a  un valor de O. 3 y 0.49 

para el parametro h = Dx, tambih denominado c o e f i c i e n t e  de 

di  f u s i   6 n  adi mensi  onal del model o. 

En l o  r e f e r e n t e  a &todos mAs avanzados de si mu1 a c i 6 n  como el 

de Colocac i6n   Or togonal  , n o   f u e  posible al t i empo de escribir 

ista tesis, e f e c t u a r   s i m u l a c i o n e s   " e x p e r i m e n t a l e s "   c o n  las c u a l e s  

se contara   con  a lguna  manera  de  estimar el tiempo computacional  

u t i l i z a d o   e n  l a  g e n e r a c i 6 n  de cronoamperogramas de r e a c c i o n e s  

e l e c t r o q u i m i c a s  de 1.2,3,. . . etapas. E s t o   f u e  as f ,  dado que 

r e s u l t 6  muy dificil  c o n s e g u i r  las  s u b r u t i n a s  de a p o y o   n e c e s a r i a s  

para i mplementar el K O ;  f i n a l m e n t e  se e n c o n t r 6   q u e  tales 

s u b r u t i n a s  y l a  teoría n e c e s a r i a  para entender  el MCO se dan  en 

el 1 i bro de VI 1 1  adsen C ref. 8 0 3  del c u a l  hay un a n i c o   e j e m p l a r   e n  

l a  B i b l i o t e c a  de MatemAticas d e  l a  F a c u l t a d  de C i e n c i a s  de  la 
UNAM. 

En c u a n t o  al tiempo computacional  para c a l c u l a r  los 

cronoamperogramas de r e a c c i o n e s  multietapas con  el Mtodo 

P u n t u a l ,  se e n c o n t r 6   q u e  para dos r e a c c i o n e s  reversibles 

m u l t i e t a p a s  se necesi tan  aproximadamente  8 mlnutos para g e n e r a r  

l a  c u r v a   c r o n o a m p e r o M t r i c a   a d i m e n s i o n a l .   t e n i h d o s e  que sumar 1 

minuto por cada etapa de r e a c c i 6 n   e l e c t r o q u i m i c a  reversible 

a d i c i o n a l .   E s t o s  tiempos computac ionales   no   parecen  ser muy 

g r a n d e s ,   s i n  embargo. si se toma  en  cuenta   que para g e n e r a r  los 

vol tamperogramas si mu1 ados se requieren  aproximadamente  de 10 a 

50 c u r v a s   c r o n o a m p a r o d t r i c a s   s i m u l a d a s ,   e n t o n c e s  el t iempo de 

c a l c u l o   e n   c o m p u t a d o r a   a u m e n t a   c o n s i  derabl ementc 1 l egando a ser , 
por ejemplo. para u n a   r e a c c i 6 n   e l e c t r o q u í m i c a  de 3 etapas i g u a l  

1 o9 



4 , l  EL EXPERIMENTO DE COTTRELL. 
%-: 

En 6sta s e c c i d n  se trata l a  s i m u l a c i b n  del  e x p e r i m e n t o  de 

Cottrell , efoctubndose  una adaptacidn y ampliaci6n del programa 

o r i g i n a l - p r e s e n t a d o  e n  el apbndice B del texto de Bard C ref. 6 3, 

c o n  el objeto de p r o f u n d i z a r   e n  el -efecto de l a  v a r i a c i 6 n  del 

p a r h e t r o  h = DIM e n  el comportamiento  de las curvas s i m u l a d a s   c o n  

respecto a l a  c u r v a   a n a l í t i c a  exacta dada por l a  e c u a c i 6 n :  

- 

~- 

c4.13 

c u y a   d e d u c c i 6 n  

E l  1 istado del 

BASIC de l a  

puede verse e n  l a  s e c c i d n  3.3.1 

programa c o r r e s p o n d i e n t e ,   q u e   f u e  escrito e n  el 

Hewlet t -Packard  98-, p u e d e   c o n s u l t a r s e   e n  el 

~~ 

._ ~ - 
a p b n d i c e  A de bsta tesis. Hay a l g u n o s  aspect-os del  programa q u e  

c o n v i e n e  aclarar ; e n   p r i m e r  1 ugar  , se Ceci dz6 que 1 os 1 n d i c e s  I y 

J asociados a l a  d i s c r e t i z a c i d n  del espacio y tiempo 
r e s p e c t i v a m e n t e .   i n i c i a r a n   c o n  un valor de I=1 y J = l  para l a  

primera caja C ver f i g .  4.13 ~ 

Por otro lado, denominando A a l a  especie Ox y B a . l a  especie 

Red, las c o n d i c i o n e s   i n i c i a l e s   q u e d a n   e n  forma digitalizada como: 

FACI , J = l 3  = 1 , I = l a I M A X  c4.23 
FBCI,J=13 = O , I = l a I W  c4.33 

donde I W  c o r r e s p o n d e  al  ntfmero de cajas q u e   s o n   n e c e s a r i a s   e n  

u n a   s i m u l a c i 6 n .   B a r d  Cref. Q 3 y B r i e t z  Cref. 1 2  3 Proponen a 

partir del a n a l i s i s  de  l a  capa de d i f u s i 6 n  de Nernst .   un valor 

para I MAX dado por : 

6 C D * t 3  
Ax 

1/2 

IMAX = c4.43 

Si recordamos q u e  l a  d i s c r e t i z a c i 6 n  del tiempo t .  esta dada por 
J 

t e n i e n d o  el í ndi ce J un val or m A x i  m0 al que  denominaremos L. 



e n t o n c e s :  

JMAX = t C4.63 

donde en simulaciones practicas L puede tomar valores q u e  van de 

50,100 o 1000 i t e r a c i o n e s   e n   a d e l a n t e .  A partir de C 4 . 5 3  se 

demuestra que para un tiempo T caracteristico del experimento 
C p o r  e j e m p l o ,  el a n c h o  del  p u l s o  de p o t e n c i a l 3  : 

A t  = L L 

JMAX L 
- - c4.73 

pero p u e s t o   q u e  A t  tambi&n esta dado por C4.53 es fdcil ver que:  

c 

d o n d e   p u e d e   r e c o n o c e r s e   e n  l a  r a z 6 n  C t/73 un tiempo a d i m e n s i o n a l  

T. S i n   e m b a r g o ,   p u e s t o   q u e  se s u p o n e   q u e   e n  el Mtodo de 1 a Caja, 

las  c o n c e n t r a c i o n e s   f r a c c i o n a l e s  se miden  en el c e n t r o  de cada 

caja,  habra q u e   c o n s i d e r a r  un d e s p l a z a m i e n t o  de O .  3 e n  el l n d i c e  

Y ,  asl:  

c4. Q3 

Anilogamente .  el c e n t r o  de l a  I-&sima caja estard a una 

d i s t a n c i a  CI-13Ax de la s u p e r f i c i e  del electrodo. 

Ax y A t  n o   s o n   i n d e p e n d i e n t e s  y e s t a n   r e 1   a c i o n a d o s  por medio de 

l a  d e f i n i c i 6 n  del pardmetro A = DM o c o e f i c i e n t e  de d i f u s i 6 n  

model o: 

k = h =  D. A t  

C A W 2  

de donde: 
1/2 

s u s t i t u y e n d o  C4.73 e n  C4.113 se o b t i e n e :  

c4.103 

C4.213 



c4.123 

s u p e r f i c i e - d e l  electrodo estarkdadx por: 
. " 

if2 
d ~ I 3  = C I  - 1 3 A x  = C I  - 13( 1 

~ Du-L 

~ 

C4.133  

e c u a c i d n   q u e   p u e d e  ser reordenada  para def  i n i  r una di  s t a n c i  a 
-~ 

a d i m e n s i o n a l  X C I 3  mediante :  

x c 1 3  = H I 3  - C I  - 13 - 
: / 2  ~ 1/2 

C 4 . 1 4 3  
C D " r 3   C D " L 3  

~~ - 
~- 

Con Ax dado por C 4.123 tambi Bn es pos3 b l e  e"+esar I MAX [ e c u a c i   6 n  

C4.43 ] m i c a n t e n t e  en t e r m i n o s  de- pardmetrosadinaensionales. así :  

- 

pero r e c o r d a n d o  de l a  e t u a c i 6 n  C 4 . 8 3  que:  

t - L  J = -  
7 

l a  e t u a c i 6 n  C 4 . 1 5 3  se c o n v i e r t e   e n :  

IMAX = 6 CD"J3" '  

C 4 . 1 8 3  

- 

C 4 . 1 7 3  

p u e s t o   q u e  el valor m ~ x i m o  q u e   p u e d e   t e n e r  DM e n  un d t o d o  

explicit0 de d i f e r e n c i a s   f i n i t a s  es DM = 0 . 3 ,  se observa que:  

IMAX = B C O . 5 . J )  1/2, = 4.5!-J1/* C4.183 

[ a l g u n o s   a u t o r e s   p r e f i e r e n   d e f i n i r  IMAX IOCDX.J~''~ par a 

a s e g u r a r s e  de estar mAs a l lá  de l a  capa de d i f u s i d n  de N e r n s t ]  

L a s   c o n d i c i o n e s  a l a  f r o n t e r a   e n  x=O C I 4 3  s o n  : 

113 
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FAC1, J l  = O . J =  1 a JMAX c 4 . 1 9 3  

( e u p o n ~ e n d o  L c r  apLioaoión d o  un p u L e o  do potencial  lo r u f i c ~ s n t ~ -  
m o n C o  a L C o >  

y J* - J ,  " 

B 
con lo cual  

C 4.201 

tdondm 8 0  h a  e u p u e o t o  que D = D ) 
A I) 

P u e s t o  que x = I * A x .  t = J - A t  y dado que l a  condicidn x=O implica 

q u e  I=1 Cpara l a  primera c a j a 3   e n t o n c e s  l a  e c u a c i 6 n  C4.202 queda: 

reordenando Y t o m a n d o   e n   c u e n t a  d e  C4.193 q u e  F A C l  ,J3 = O : 

FBCl. J3 = FBC2, J3  + FAC2,J3 , J = l a J M A X  c 4 . 2 2 3  

L a   d i f u s i 6 n   e n  l a  primera caja esta dada por las  s i g u i e n t e s  

ecuaci ones : 

F A C l  J+13 = F A C l  .J3 + D M A K F A C 2 . J 3  - F A C l .  J33 C 4 . 2 3 3  

FBCl,  J+13 = FBCl . J3 + DMBMFBC2, J3 - FBCl .Jl> c 4 . 2 4 3  

donde DMA y DMB s o n  los c o e f i c i e n t e s   d e  d i f  u s i 6 n  modelo de las  

especies A y B. 
L a   d i f u s i 6 n  mas a l l a  de l a  primera caja C I  L 23 se c a l c u l a  

mediante  l a  segunda  ley de F i c k  en forma discreta: 

FACI , J+13  = F A C I .  J3 + DMAKFACI-1 .J3 - 2 * F A C I ,  J3 + F A C I + l .  J33 

c 4 . m  

u n a   e c u a c i 6 n  similar se t i e n e  para l a  especie B. 

P a r a   o b t e n e r   u n a   e x p r e s i 6 n   m e d i a n t e  l a  c u a l  se p u e d a   c a l c u l a r  la 

c o r r i e n t e   a d i m e n s i o n a l  2. Bard Cref. 123 propone tomar e n   c u e n t a  

el f l u j o  d e  las especies electroactivas a traves de l a  f r o n t e r a  

e n t r e  la primera y l a  segunda caja. P a r a  la especie A e n  l a  



i t e r a c i 6 n  j+l :  

poro dado 1 a condi c i  &n J. 1 a f rontora C 4-10> según 1 a cual 

FAC1. j 1 = 0 .  la e c u a c i 6 n  C4.2B3  se r e d u c e  a: 

C 4-27> 

c o n  la e x p r e s i 6 n   a n t e r i o r  l a  c o r r i e n t e   i C j + 1 1  queda d e f i n i d a  por: 

c 4 . 2 8 3  

s u s t i t u y e n d o  l a  f 6 r m u l a   C 4 . 1 2 1   e n   C 4 . 2 8 1 :  

c 4 . 2 9 1  

r e o r d e n a n d o  se o b t i e n e   u n a   e x p r e s i 6 n  para c a l c u l a r  l a  c o r r i e n t e  

adi mens i   ona l  2: 

i c  j + l 1  ' 7  

~TAD"'CA 

i/z 
z c j 3  = * CD"L~"*FACZ, j 3  

C 4 . 3 0 3  

l a  c o r r i e n t e  X 1 3  se c a l c u l a   e n  forma d i s t i n t a ;  dado q u e  al 

tomar e n   c u e n t a   q u e  el número de  moles electrolizados de la 

s u s t a n c i a  A e n  el i n t e r v a l o  At es Ax-AClr ff , la c o r r i e n t e  es: 

r e o r d e n a n d o   c o n v e n i e n t e m e n t e :  

C4 .313  

C 4-38> 

4 . 1 .  l .  DISCUSION DE2 LAS CURVAS SIMULADAS EN EL EXPERIMENTO DE 



COTTRELL 
r. 

En l o  que s i g u e  se p r e s e n t a n  los r e s u l t a d o s  d e  c u r v a s  

s i m u l a d a s   e n  el e x p e r i m e n t o  de Cottre l l .  En p a r t i c u l a r .  se 

muestran-.  l a s  c u r v a s  de la c o r r i e n t e   a d i m e n s i o n a l -  Z . v s .  T 
o b t e n i d a s  mediante l a  tecnica de d i f e r e n c i a s   f i n i t a s   e n  

compar aci 6n c o n  el resul tad0 a n a l í  ti eo 2 . vs. el -tiempo 

adi mensi   onal  T. Y f i n a l m e n t e  las c u r v a s  de c o n c e n t r a c i 6 n  

fraccionaí c o n t r a  la distancia adirnensional XADIM calculada 

.~ 

~- 

cott 

-~ 

m e d i a n t e  l a  f 6 r m u l a   C 4 . 1 4 3 .  

E l  número de  i t e r a c i o n e s  L se f i j6 e n  1 0 0 .  en t a n t o  que se 

i n v e s t i g 6  el efecto de la v a r i a c i 6 n  del par imtro h = DU 
Ccoef i c i e n t e  de  di f u s i 6 n  adi mens ional  del modelol. h a c i & n d o l o  

tomar v a l o r e s   q u e   v a n  de O. 05-a O. 52. 

4 . 1 . 1 . 1  ANALISIS DE LAS CURVAS 2 C Y ZCOTD . VS. T 

L a s   T i g u r a s  C4.2  a-h3 muestran el efecto de h a c e r   v a r i a r  el 

parAmetro h=DY en c u r v a s  del  t ipo Z C y  ZCOTD . vs. T. Se observa 

q u e  ya a valores de DM = O. 5 l a  c u r v a   s i m u l a d a   c o m i e n z a  a 

p r e s e n t a r   o s c i l a c i o n e s ,   a u n q u e  ambas curvas t i e n d e n  a 

comportarse e n  forma c o n v e r g e n t e  a tiempos altos.  A un v a l o r  

l i g e r a m e n t e  mayor. DM = O. 51. l a  c u r v a   s i m u l a d a  2 . v s .  T S i g u e  

o s c i l a n d o  alrededor de l a  s o l u c i 6 n   a n a l 1 t i c a . Z C O T T  . v s .  T, pero 
empieza a d i  verger   aproximadamente  a un valor d e  T = O. 5.  P a r a  

val ores mayores del c o e f i c i e n t e  de d i f u s i 6 n   m o d e l o .  

e s p e c í f i c a m e n t e  DM = 0.52. el c o m p o r t a m i e n t o   d i v e r g e n t e   a c u s a  un 

grave problema d e  estabilidad e n  l a  s o l u c i 6 n  nurmSrica d e l  

pr ob1 ema c o n s í  der ado. 

Y e n d o   h a c i a  abajo e n  1 a escala de DM, notamos   que  para valores de 

DM = 0.4 .0 .3  y 0.2 es i n c l u s o  dificil d i s t i n g u i r   e n t r e  l a  c u r v a  

s i m u l a d a  y l a  c u r v a   a n a l í t i c a .   o b s e r v a n d o s e   q u e  a DM = 0 . 2  ambas 

c u r v a s   e s t a n  casí e n c i m a d a s .   S i n  embargo. a valores menores de 

DM. tales como O. 1 y O. 05. las dos c u r v a s  se v u e l v e n  a separar. 

t e n i k n d o s e  1 a mayor separaci 6 n  al  val or mds bajo de DM. 



4 . 1 . 1 . 2 .  ANALISIS DE &As CURVAS Z/ZCOTT . VS. T 

Las figuras C4.3a-h3 i l u s t r a n  01 ofccto do hacer variar "PI 

pardmetro " h - =  DM e n  curvas del t ipo  Z/ZCOlT .m. T ~ 

Es claro que cuando Z=ZCO'IT;- Z C O T T  debera ser igual a l a  

unidad. Las grdf i cas en las que  se t i e n e  una mayor concordanc ia  

e n t r e  l a  c u r v a   s i m u l a d a  y I s  a n a l í t i c a   s o n   a q u e l l a s  para las 

c u a l e s  DM = O. 3 y O. 2 ,  p u e s t o   q u e -   e n  las graficas 

c o r r e s p o n d i e n t e s  se o b s e r v a   q u e ,   e x c e p t o  a C i e m p o s  a d i m e n s i o n a l e s  

~- 

- - 

muy b a j o s ,  Z/ZCOTT t i e n d e  a 1 .  

Hay que hacer n o t a r   q u e   c u a n d o  DM = O. 2 ,  coderiza -a aparecer un 

pico hacia abajo a un tiempo adikens ional   aprox imadamente  de 

0.02; el efecto de este -p ico  e n  l a  c u r v a  C4.2f3 no es 

perceptible, p u e s t o   q u e  a k f  t a n t o  - l a  c u r v a   s i m u l a d a  corn l a  

a n a l f  tica s o n  i n d i s t i n g u i  bles. . .- S i n  embargo a valores menores de 

Dm, tales como O .  1 y 0.05 el pico comienza  a frecer Cver f i g u r a s  

4 .3g y h l  t e n i   e n d o s e  un efecto de s e p a r a c i 6 n  d e  1 as c u r v a s  Z : VS. 
T, c o n  respecto a las  c u r v a s  ZCO?T . v s .  T C f i g u r a s  4.- y h l .  L a  

a p a r i c i 6 n  del rnenci   onado  pico ,  es un ef &to" puramente n u d r i  co y 

n a d a   t i e n e  que v e r   c o n  l a  i n t e r p r e t a c i h  flsica del  f e n 6 m n o  a 

t r a t a r .  

Cuando DM = 0 . 4 ,  l a  grafica Z/ZCOTT -1 excepto a tiempos 

adi mensi   onal  es muy bajos , 

A un v a l  or de DM = O. S comienzan a a p a r e c e r   o s c i l a c i o n e s  , pero l a  

t e n d e n c i  a de l a  r a z 6 n  z/zcOTT es de c o n v e r g e r  a 1 a tiempos 

adi mensi   onal  es al tos. 

__ 

- - 
~ 

- 

A v a l p r e s  de DM mayores a 0.6, e n   p a r t i c u l a r  para O. 51 y 0.52. 

se o b s e r v a ,  como era de esperarse , un c o m p o r t a m i e n t o   f r a n c a m e n t e  

d i  ver g e n t e .  

La f i g .  4 . 4  m u e s t r a   e n   u n a  sola grafica el efecto de hacer variar 

h e n  este tipo de c u r v a s .  

4.1.1.3 ANALISS DE LAS CURVAS DE CONCENTRACION FRACCIONAL .VS.  

XADI M. 

E s t e  tipo de c u r v a s  se m u e s t r a n   e n  las  f i g u r a s   C 4 . 5 a - h 3 .   E l  
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tiempo a d i m e n s i o n a l   p a r a  el q u e   f u e r o n   c a l c u l a d a s  estas c u r v a s  
f u o  do 1. 

En general se observa que el parimetro h = DM no tiene mucho 
efecto on la forma de las graficas de Concentraci6n Fracciona1 

.vs .  XADIM, esto al menos e n  el i n t e r v a l o  de valores de DM que va 

de O. 1 a O. 9. Para un valor muy bajo de DM, en especial 0.05,  se 

observ4 un l igero d e s p l a z a m i e n t o  hacia l a  derecha e n  ese t ipo  de 

c u r  vas. 

E 2  efect.0 del comportamiento osci latorio de las s o l u c i o n e s  del 

problema c o n s i d e r a d o  para valores de h=DM 2 0.5 es claro en 
f i g u r a s  como l a  C4.9a y b l ,  donde a pesar de l a  p r e s e n c i a  de 

l l n e a s   q u e b r a d a s   i n t e r c o n e c t a d a s ,  a h  p u e d e   e s p e c u l a r s e  sobre l a  

forma promedi o d e  1 as c u r v a s  d e  C o n c e n t r a c i 4 n  f r a c c i o n a 1  . vs. 

XADIM. F a l t a   t a m b i e n   m e n c i o n a r  el h e c h o  de q u e  l a  suma de las 

c o n c e n t r a c i o n e s  f r a c c i o n a l e s  de las especies A y B es i g u a l  a 1 .  

A c o n t i n u a c i 6 n  se p r e s e n t a  el c o n j u n t o  de  c u r v a s   o b t e n i d a s  

medi a n t e   s i m u l a c i o n e s  del e x p e r i m e n t o  de C o t r e 1 1  . 
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DM = 0.52 

FIG.4.2.a 

DM = O .  51 
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1.2 
1 1  

Dr4 = 0.5 

FIG.4.2.c 

FIG.4.2.d 



Dl4 = 0.2  

DM = 0.3 

FIG.4.2.e 

FIG.4.2.f 



'i 

D N  = 0.1 

FIG.1.2.g 
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4 . 2  SI MULACI ON DE REACCIONES ELECTRCQUI M I  CAS REVERSI BLES 
MULTI ETAPAS. 

La mayor parte de l a   t e o r i a  necesaria  para s i m u l a r  este t ipo 

de r e a c c i o n e s  se d i 6  e n  la s e c c i b n  3 . 4  de esta tesis. Aquí solo 
se c o n s i d e r a n   a l g u n o s  detalles c o m p l e m e n t a r i o s  úti les e n  l a  

codi f i c a c i d n  d e  un programa de computadora  que  pueda ser empleado 

e n  la s i m u l a c i d n  de  r e a c c i o n e s   e l e c t r o q u í m i c a s  reversibles 

mu1 ti etapas. 

Sea el s i g u i e n t e   e s q u e m a  de r e a c c i b n :  

S + n e  = S  
- 

i i 2 

S + n e  = S  
- 

2 2 3 

c 4 . 3 3 3  

Sk + n e  = S 
- 

k k + i  

S + n e = S  
- 

m m m+i  

L a   e c u a c i d n  de  d i f u s i d n  asociada a cada una da las especies e n  el 

mecanismo C4.331 puede escribirse e n  forma g e n e r a l i z a d a  y en 
ter m i  n o s   d e   c o n c e n t r  aci o n e s  f racci o n a l  es como: 

c 4 . 3 4 3  

l o  que em forma discreta queda como: 

F k C I , J + l I  - F k C I , J 1  - 
At - Dk [ FkCI +l. J> -2*FkCI , J 3  

C M 2  
+ F k C I - 1  , J 3  ] 

c 4 . m  

Si por c o n v e n i e n c i a   i n c l u i m o s   e n  el arreglo dimensionado para l a  

variable F, un n u e v o   l n d i c e  K para cada especie Co paso de 
r e a c c i 6 n 3   e n t o n c e s  l a  e c u a c i 6 n  C 4 . 3 3 3  se c o n v i e r t e   e n :  



FCK.I,J+i]  =FCK,I,J3 +MU* [FCK, I+ l , J3  - 2*FCK,I,J] 
+ F C K , I - 1 ,  J> ] 

c 4 . 3 8 3  
~- 

- ~ 

e c u a c i 6 n  qw es vAl.ida para los s i g u i e n t e s  valores de lós i n d i c e s  

K , I  y J: 
~ 

" ~- 
~ 

.~ ~ 

K = 1  a N S P E C = M + l  - _ _  

- I = 1 a IMAX = 4 . 2 w J  
1/2 " 

" 

C 4.37a3 

C 4.37b3 

J = O  a J M A X = L  c 4 * 37c3 

-~ 

donde se h a  s u p u e s t o   q u e  1 os i n d i c e s  I y J pueden- i n i c i a r   e n  

c e r o ,  l o  c u a l  es d s  c o n v e n i e n t e   e n " e 1  Mtodo Puntual   que  se 

u t i l i z a r a   e n  esta s e c c i 6 n .  NSPEC = narrtero de e s p e c i e s ,  e IMAX y 

JMAX t i e n e n  el mismo s i g n i f i c a d o  que se les askgnd en l a  s e c d 6 n  

p r e c e d e n t e .  " " ~ ~~ 

~ 

" 

P a r a  las e c u a c i o n e s   i n i c i a l e s  se supuso que:  

FCl.I .03 = 1 , I = O a I - !  
~ 

Y FCK.I.03 = O K = 2 a NSPEC 
1 = 0  aIMAX 

c4 .38a3  

C4.38b3 

P a r a  l a  c o n d i c i d n  a l a  f r o n t e r a   e n  x = O ,  se tom6 en   Cuenta  l a  

e c u a c i 6 n  C3.1482 del  c a p í t u l o   a n t e r i o r ,   q u e   e n  forma- codificada 

e n  BASIC Co FORTRAN3 para u n a   r e a c c i 6 n  de  3 etapas es: 
- 

c4 .393  

Y = DENFl + DENF2 + DEN- C4.413 

si endo 

MXK3 = DMCK3/DMC13 c 4.423 

l a  r a z 6 n   e n t r e  el K - c ) r i m o  c o e f i c i e n t e  de d i f u s i 6 n  modelo y -13 

AdemAs se d e f i n i 6 :  



DENFl = 1 + DCC2l*EXPC-NC13KP-POCl3ll 

DENF2 = Mx 33 *EXPC -NC 13 M P-PCX 1 3  3 - NC 23 WC P-POC 23 > 3 

DENF3 = DDC 43  *EXPC -NC 13 K P-POC 13 3 -NC 2 3  K P-POC 23 3 

-NC 33 K P-Poc 3) 3 3 C4.43a.b.y c3 

Aqui N C  K3 es el numero de electrones y 1 os par fmetros adime: 

si o n a l e s  P y PO e s t a n  dados por : 

P = RT-E 'f = FENRT*E =C38.376519 Vol ts - *3*E  

Y 
POCK3 = aNRT*EOC K3 

c 4 . 4 4 3  

c 4.453 

donde: 

FENRT = T/RT = 38.376519 V o l t s  
-1 

En 1 a f r o n t e r a  x=O, y p u e s t o   q u e  se e s t a n   c o n s i d e r a n d o   r e a c c i o n e s  

e l e c t r o q u í m i c a s  reversibles m u l t i e t a p a s .  es vdlido emplear l a  

e t u a c i 6 n  de  N e r n s t   q u e   e n   t e r m i n o s  de c o n c e n t r a c i o n e s  

f r acci o n a l  es es : 

FCK+1 .O, Jl = FCK.0,   J I*EXPC-NCK3MP-POCK33 C 4 . 4 8 3  

L a   c o n d i c l d n  a la f r o n t e r a   c u a n d o  X-Q) 8 5 :  

F C l B I M A X , J 3  = 1 c4 .473  

En el c i l c u l o  del g r a d i e n t e  d e  c o n c e n t r a c i 6 n  adi mensional   G2P,  

q u e  es d i r e c t a m e n t e   p r o p o r c i o n a l  a l a  c o r r i e n t e .  se dec id id  la 
u t i l i z a c i 6 n  de la a p r o x i m a c i 6 n   b i p u n t u a l   d e f i n i d a  por l a  e c u a c i 6 n  

C3.1323 del c a p i t u l o   p r e c e d e n t e .   L a  forma dig i ta l izada  de dicha 

e c u a c i 6 n  para un sistema d e  r e a c c i o n e s   e l e c t r o q u í m i c a s  

reversi bles  de tres etapas puede verse e n  el l istado del  programa 
c o r r e s p o n d i e n t e   C a w n d i c e  B3 d e s p u e s  del c o m e n t a r i o  " c & ~ O  DE 

LA CORRlENTE BPUNTUAL" 

L a  parte r e a l m e n t e   i m p o r t a n t e  del programa y l a  q u e  mayor tiempo 

de computadora  consume es la c o r r e s p o n d i e n t e  a l a  e c u a c i 6 n  C 4 . 3 6 2  

c o n  1 a c u a l  se r e s u e l v e  por medio de la t k n i c a  del MDF 1 a 
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segunda 1 ey de Fi c k  dada por C 4.34>.  

Lo que resta del programa no es mas que el tratamiento de los 

datos o b t e n i d o s  de GZPCgradiente de  c o n c e n t r a c i b n   a d i m e n s i o n a l  

bi puntual]  . vs. T C tiempo a d i m e n s i o n a l 3  . Con l o  q u e  es ya posible 

c o n s t r u i r - 1 - 0 s   c r o n o a m p e r o g r a m a s   c o r r e s p o n d i e n t e s  a las reacciones 
e l e c t r o q u i m i c a s  -~ s i m u l a d a s ,  a partir de las  c u a l e s .  para 

determinados  tiempos de muestreo  se o b t i e n e n  los  voltamperogramas 

si mu1 ados . 

- 

.. - 

Par  a poder. g u a r d a r   e n  memnri a los datos de G2P c o r r e s p o n d i e n t e s  

a d i f e r e n t e s   p u l s o s  de  p o t e n c i a l   t u v o   q u e  def  i n i r s e  un i n d i c e  de 

p o t e n c i a l   q u e  esta dado por l a  s i g u i e n t e ~ f 6 r m u l a :  

INDE = DELTE E - E l  + C 4.481 

donde : E: es un p o t e n c i a l   e n  V o l t s  

El ; es al valor del  pulso de ptenci a l  mAs bajo 
aplicado. Cesto es, el nds n e g a t i v o 3  

DELTE; es el e s p a c i a m i e n t o  de p o t e n c i a l   e x i s t e n t e  
e n t r e   p u l s o  y pul  so 

El l n d i c e  ndximo de p o t e n c i a l  se d e f i n e   m e d i a n t e :  

si endo 

INDEMAX = E2 - E l  
DELTE 

E2; el valor del  pul  so da p o t e n c f  al  mAs 
al t o  aplicado Cel mbs positivo3 

C 4 . 4 Q 3  

Tomando e n   c u e n t a  C 4 . 4 8 3 ,  el g r a d i e n t e  de  c o n c e n t r a c i 6 n  

a d i m e n s i o n a l   b i p u n t u a l   t e n d r d   q u e   d i m e n s i o n a r s e   e n  la memoria de 

1 a computadora para dos 1 n d i c e s  , ya que:  

G2P = G2PC J.INDE3 c4 .503  

Con l o  a n t e r i o r  es f A c i l  ver q u e  a cada cronoamperograma l e  

correspondera   un  í ndi ce C e n t e r o 3  de p o t e n c i a l  C I NDE3 dado por 
C 4 . 4 8 3 .  

El voltamperograma n o   r e s u l t a  ya dificil de c o n s t r u i r  una vez q u e  

se t i e n e n  las def  In1 c l o n e s   a n t e r l  ores, excepto por el hecho de 

q u e  para graf icar G2PC J , IN=> . M. E hay quo to-r en cuan+& 1-0 
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p e c u l i a r i d a d e s  del sistema d e  computo  con el c u a l  se esta 

t r a b a j a n d o .  En p a r t i c u l a r  . para l a  computadora  Hewlet t -Packard 

9826 es n e c e s a r i o   d e f i n i r  un "factor d e   p o t e n c i a l  " EFAC q u e  toma 

e n   c u e n t a  la escala real del e je  de los p o t e n c i a l e s ;  asi .  se 

e n c o n t r d   q u e  l a  s i g u i e n t e   f d r m u l a   r e s u l t a   c o n v e n i e n t e  para 

r e l a c i o n a r  EFAC c o n  al l n d i c e  de  p o t e n c i a l  I N E :  

EFAC = loo . [ - I N D €  + CINDEMAX + 1 3  ] I NDEMAX 
C4.513 

El programa que se l i s ta  e n  el a p b n d i c e  B. es a ú n   s u s c e p t i b l e  de 

ser o p t i m i z a d o   t a n t o   e n  l o  r e f e r e n t e  a l a  m i n i m i z a c i 6 n  de  tiempos 

c o m p u t a c i o n a l e s .  como e n  l o  q u e   r e s p e c t a  a las s u b r u t i n a s  de 

g r a f i c a c i 6 n .  En especial l a  s u b r u t i n a  para graficar G2P . v s .  

comienza a fallar cuando 1 a c a n t i d a d  d e  datos q u e   t i e n e   q u e  

r e t e n e r   e n  memoria l a  H.P. 9826 es c o n s i d e r a b l e .  

A c o n t i n u a c i 6 n  se p r e s e n t a n   a l g u n o s  ejemplos d e  a p l i c a c i h  del 

programa  par a si  mu1 ar 1 os cronoamperogramas y los 

vol tamperogramas d e  a lgunos   esquemas  de reacci 6 n  especi f i cos bajo 

l a  s u p o s i c i 6 n  de que  se c o m p o r t a n   e n  forma reversible. 

4 . 2 . 1 .  REACCION DE FeCIIII /FeCII3  EN PRESENCIA DE IONES CLORURO 

Aquf se c o n s i d e r a  l a  r e a c c i 6 n  de  r e d u c c i 6 n  del  i 6 n   F e C I I I l   e n  

p r e s e n c i a   d e   i o n e s   c l o r u r o  a pH = 1 y pC1 = 1 e n   c o n c o r d a n c i a   c o n  

1 a parte e x p e r i m e n t a l  , q u e   f u e   d i s c u t i d a   e n  l o  e s e n c i a l   e n  l a  

s e c c i 6 n  3. O d e  esta tesi S . mAs detall es sobre el e x p e r i m e n t o  

pueden  consul  tarse e n  1 a ref. 58 

De l a  f i g u r a  4 . 6  q u e  es un diagrama de P o u r b a i x   C o b t e n i d o   p o r  el 

g r u p o  de E l e t t r o q u l m i c a   d e  la U A " I 3  p a r a   F e C I I I l - F e C I I l   e n  

p r e s e n c i a  de i o n e s   c l o r u r o  a pH =1; se o b s e r v a   q u e  a PC1 = 1 el 

i 6 n   F e C I I I 3  esta complejado predominantemente   en  l a  forma de 

FeCl:. d e  modo que  l a  r a a c c i 6 n   e l e c t o q u í m i c a  de r e d u c c i 6 n  a 

c o n s i d e r a r  es: 

-. 

FeC1; + e - Feel + c 1 -  
- + 

c 4 . 5 2 3  



- 
e c u a c i 6 n   q u e   p u e d e  ser reescrita c o n  el objeto de simplificar 

como: 

~ 

~ 

donde E' es un poLenci al normal -aparente   Cen   concordanc ia   con  l a  
~. 

O ~ 

- 

t e r m i n o l o g l a - d e  Charlot,ref. 1 6 , 1 7 3  c u y a   d e f i n i c i h  se obtiene a 

partir de l a  e c u a c i 6 n  de Nernst para la reaccidn C 4 .  S a ,  este e s :  
" 

" - .~ 

IFeCl2 1 
" 

" 

E = E + 0.0g- log 
O IFeCl+ I 1Cl--I 

." 

€ 4.543 

- 
- 

p u e s t o   q u e  PC1 = -1ogIC1-I y dado q u e  lFeClg-1 = 1FeCIII3I y 
IFeCl+(  = IFeCIIl 1 .  la e c u a c i 6 n  ¿4.343 queda: - ~ 

d e f i n i e n d o  al  potencial n o r m a l   a p a r e n t e  como: 

E' 
O 
= E  

O 
+ o . o g . p c 1  c4. 

La e c u a c i 6 n  de N e r n r t  para la r e a c c i d n  C4.533 es s e n c i l l a m e n t e :  

c 4 . 5 7 3  

a pH =l y PC1 =l. el p o t e n c i a l   n o r m a l   a p a r e n t e  de l a  r e a c c i 6 n  

C 4.533 puede   obtener  se del  d i a g r a m a  de P o u r b a l x  C f i g  4 . 6 3  que  

85 : 

E' 1 0.747 V K R H D  
O 

P o r  otro l a d o ,  del v o l t a m p r o g r a m a   e x p e r i m e n t a l  Cflg.  3.93 S@ . 
:f 
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obtiene un potencial de media  onda  que no es exactamente igual  a 
E' C p r  diversos factores. tales como por e j o m p l o  la no igualdad 

O 

de 105 coefi ci entes de di f usi 6n de 1 as especies 

i nvol ucr adas3 , asi : 

E = 471 mV/ESC  =713mV/RHE = O .  71  3 V  c4.591 
1/2 

En la  simulaci6n  para  la reacci6n C4.533 se considerara 

idealmente que E f E' = .747V. 

El conjunto de datos  considerados  en  la  simulaci6n num&rica fue: 
1/2 O 

NSPEC = 2 especies 

NCl3 = 1 electrdn 

DCll = DC23= 1 x m2/s Ccoef.de  difusi6n3 

DMC13 = DM23 = 0.3 C c o e f .  de  difusi6n modelo] 

E M 1 3  = 0.747 V 
El = 0.64 V Cpulso  de pot. mAs negativo3 

E2 = O. 94 V Cpulso de pot. mjls positivo3 

DELTE = 0.02V = 2OmV Cespaciamiento  entre  cada 
pulso de potencial3 

L = JMAX = 50 Cnúmero de iteraciones  correspon- 
dientes al f ndi ce J del tiempo adi - 
mnsi onall 

El cronoamperograma  simulado,suponiendo  reacci6n  electroqulmica 

reversible. se muestra  en la f i g .  4.7, observdndose una  clara 

analogla  con  la forma de las  curvas  experimentales de la  fig. 

3.8. 

El voltamperograma  simulado . para  esta reaccidn  obtenido  a 

diferentes  tiempos de muestreo  Cespec1ficamente.con un valor de J 

que va de 3 en 5 ;  con lo cual el espaciamiento en tiempo 

adimensional es de T = J/L = 5/30 = 0.13 se presenta  en  la f i g .  

4.8. Se observa  tambien,  que la forma de las  curvas 

voltamperom6tricas  simuladas es muy  similar a las  experimentales 

C ver f i g .  3.93 excepto por el hecho de que a potenciales muy 

negativos el voltamperograma  experimental  muestra  una  anomalía 

que  se presenta como una disminucih  de la corriente  hasta un 
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- - 
mLnimo relativo.  vo lv iendo a incrernentarse  hasta a l c a n z a r  el 

va¡or correspondiente "la corriente limite do difutai6n. 

En este 

s u c e s i  vas : 

ejemplo, se consi der an 
" 

1 as s i g u i e n t e s  
- 

rea-cci o n e s  

~ n c v 1 - 1 3  + 3e- = "KIW EM-1-3 = 1 . 7 0 V  C 4.. m a 3  

~ C I C ~  + Ze- = k c 1 1 3  EOC23 = 1.2W . C4.60b3 

(datos b m a d o r  de la pag w de la ref. :a) - 

Suponiendo un comportamlent-=de tipo rever-b-le e n  l a s  r e a c c g n e s  - - 

a n t e r i o r e s ,  se f i j 6  el s i g u i e n t e   c o n j u n t o - d e  ~- - parAmetros con  el 
" -~ 

objeto d e  s i m u l a r  l as  curvas cronoamp&romtjtricas " y 

voltamperom&trkcas. 

" 

NSPEC = 3 especies ~. 

N C l 3  = 3 e l e c t r o n e s  

N C 2 3  = 2 e l e c t r o n e s  

D C I ~  = D C Z ~  = 1x33 = 1 ~ 0 - O  m z /S 

M 1 3  = DM23 = DM33 = 0.3 

EM13 = 1 . 7 0 V  

EM23 = 1.23 V 

L = 50 

El = l. OV 

E2 = l .  9 V  

.. 

DELTE = o. 02v = 2Omv 

El  cronoamperograma  simulado Cfig. 4.93 muestra  una clara 

s e p a r a c i 6 n   e n t r e  las  z o n a s   c o r r e s p o n d i e n t e s  a cada r e a c c i 6 n .   L a  

zona I corresponde  a l a  reducc idn  del  MnCIv) e n  khCII3 [ c o n  

t r a n s f e r e n c i a  d e  2 e l e c t r o n e s ] ;   e n   t a n t o   q u e   e n  l a  zona   11 .  se 

l leva a cabo l a  t r a n s f e r e n c i a  rapida de 3 e l e c t r o n e s   e n  l a  

r e d u c c i 6 n  del MnCVII3 a MnCIW. L o s  cr onoamperogramas de 1 i nea 
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mas marcada s o n   a q u e l l o s  para los  que se ve en el VOltamProgra~  

simulado una meseta C o plateau> en 1 a que se tiene 1 a r e g i d n  de 
difusibn pura. LOS cronoamperogramas intermedios C d e  l i n o =  d&bil' 

c o r r e p o n d e n  a l a  r e g i 6 n  del  voltamperograma  en la c u a l  se 

o b t i e n e   u n a   d i s m i n u c i 6 n  del  g r a d i e n t e  de c o n c e n t r a c i 4 n  

adi mensi o n a l  G. 

En esa r e g i 6 n ,  se t i e n e  un punto  de i n f l e x f 6 n  de l  cua l   puede  

o b t e n e r s e  un p o t e n c i a l  de media onda EL,* que debe c o r r e s p o n d e r  

C aproxi madamente3 c o n  los p o t e n c i a l e s   n o r m a l e s  para cada una de  

1 as r e a c c i o n e s  C 4.60a y b) . Si hemos de ser cstr 1 d o s  . 1 a 

s i m u l a c i 6 n  de los v o l t a m p e r a g r a m a s   e n t r e  meseta y meseta.  deberfa 
i n c l u i r  efectos a d i c i o n a l e s  a l a  d i f u s i 6 n  pura. 

Es  i n t e r e s a n t e  hacer notar, que los p o t e n c i a l e s  de media onda 

observados e n  los voltamperogramas  s imulados  corresponden casi 

p e r f e c t a m e n t e   c o n  los p o t e n c i a l e s   n o r m a l e s  d e  cada una de las  

r e a c c i o n e s  C4.Qoa y b>. ver  fig.  4 . 1 0  

Adic ionalmente .  se o b t u v i e r o n  cwvas s imuladas  del tipo G VS. 
T"'* C f i g .   4 . 1 1 3 ,   e n  las q u e  se o b s e r v a  un comportamiento 

c u a s i - l i n e a l  a p u l s o s  de p o t e n c i a l  bajos C c o r r e s p o n d i e n t e s  a 
i n d i c e s  de p o t e n c i a l  C I N m  t a & i e n  bajos> y tie- 

a d i m e n s i o n a l e s  altos ; e n   t a n t o   q u e  a p u l s o s  de p o t e n c i a l  mAs 
p o s i t i v o s . l a  grhfica G . v s . T  comienza  a curvarse. -1/2 

> 
En este caso. las r e a c c i o n e s   e l e c t r o q u f m l c a s   s o n :  

EL SISLEMA 

c4. ma3 
C4.61b3 

cons1  der adas Suponi endo que  1 as r e a c c i o n e s  electroquimicas aquí 

s o n  reversibles. se fija el s i g u i e n t e   c o n j u n t o  de pardmstros C 0 n  

el objeto de simular por l a  t 6 c n i c a  de diferencias f i n i t a s  las 

curvas cronoamperombtricas y voltrmpetom6tricrr. 

\ 

-_ .. 

144 . -. 



1 . 1  

3 

. 9  

. 8  

. ?  

. 6  

. 5  

. 4  

.3 

. 2  

G 

/ 

E(V1 P 



G 

... 

146 



N4REC = 3 especies 
N C i >  = 2 electrones 
NC23 = ~1 o l o c b t 6 n  

I L = 5 0  
El = - 0 . W  

Eé? = 1 . w  

DELTE = O. 04V = 4OmV 
~- -~ ~ 

~ 

Los r e s u l t a d o s  de 1 as s i m u l a c i o n e s  se muestran  en  1 as f i gur as 

4.12 y 4.13. Hay que hacer= n o t a r  qge a timpos adimensicmales  
~- 

menores a 0.3, los cronoamper-gramas  coi i ienzan-  - a p r e s e n t a r  l a  
" 

forma de 1 l n e a s   q u e b r a d a s   i n t e r c o n e c t a d a s .  l o  'cual  puede af í n a r r e  

- i n c r e p e n t a n d o  el namro L de i t e r a c i o n e s  . aumentando  con e l lo  el 

tiempo computacional  que On este caso' r e s u l t 6  ser de 

aproximadamente de 1 5 5  minutos. 

A pesar de l o  a n t e r i o r ,  los voltamperogramas s i m u l a d o s   t i e n e n  l a  
forma de c u r v a s  bien def I n i d a s .  

Del vol tamperograma de l a  f i g .  4.13 puede observarse que los 

p o t e n c i a l e s  de medi a onda ah1 obtenidos   corresponden a lor  

p o t e n c i a l e s   n o r m a l e s  de  las r e a c c i o n e s  C4.81 a y b3 

En 1 as c u r v a s  G . vs .  T-"* C f i g .  4-14> vuelve  a n o t a r s e  el efecto 

de 1 as 1 1   n e a s   q u e b r a d a s   c o r r e s p o n d i e n t e s  al cronoamperograma a 

ti emps adi msnsi onal es baj OS. 

Tambi8n se e f e c t u d  un e x p e r i m e n t o  de s i m u l a c l 6 n   a d i c i o n a l  

cambiando los s i g u i e n t e s  parametros: 

- 
~ -. -. 

- 
~ 

1 

D C ~  = m 2 /S 

Y NPDMAX = l. 10 m /S 
-9 2 

donde NPDMAX que es genera l labnte  el maxFnw, valor del Producto  

entre el n-ro de  e l e c t r o n e s  NCK3 de l a  K-tslma especie Y el 
coaflclmte de d i f u s i d n  DCK3 de la K - & s i m a  especie. 30 f i ja  
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FIG.4.17 GRAFICA DE GRADIENTE DE CONCENTRACION ADIMENSIONAL 
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a r b i t r a r i a m e n t e  e n  l d 0  m /S  Cen r e a l i d a d ,  el miiximo valor de 

NPDMAX es, .por supuesto, 2 x l O - O > .  El efecto de cambiar dichos 

parAmtr-os fue el de despLazar e1 p o t e n c i a 1  de media onda, de-la 

o n d a   . c o r r e s p o n d i e n t e  a l a  r e a c c i 6 n  C4.61bI [ver fig-4.151. Para 
la miama reaccidn- no observa umensuncha&entO de la EO- 1 de la 

-9 2 

f i g .  6.15,- n o t a n d o s e  ademas una major def i n i c i d n  d e  los 

cronoamperogramas a t iempos   d imensionales  bajos; esto Qltimo 

parece corroborarse del analisis de la5 curvas 6 . v s .  

correspondi e n t e s  C f i g.  4 . 1 7 3  ~ en donde ya no- aparecen 1 as 1 i neas 
quebradas que se t e n i a n   e n  la f i g .  4.14 

- 

". 
p / 2  

- 

~- 

4 . 2 . 4  REACCION DE 2 ETAPAS EN SERIE PARA EL S I S E M A  

~ 

Aquí se c o n s i d e r a n  los sistemas sucesivos: 
- ~. 

- - - " 

- 

BrCW + Se- = BrCO3 Em13 = l.=V C4.82a) 
~~ 

BrCO3 + e = BrCI-I EOC23 = l. 09V C 4.6i?b> 
- 

B a j o  la s u p o s i c l 6 n  de que las  reacciones electroquímicas 

a n t e r i o r e s  son reverslbles. se f i j a r o n  los s i g u i e n t e s  parAmetros 
para obtener los cronoamperogramas y voltamperogramas simulados: 

- 

NSPEC = 3 especies 

N C l I  = 3 e l e c t r o n e s  ~ 

NC23 = 1 e l e c t r 6 n  

DC1>=Ix23~.Dc3>=1xl0 m /S 

DMC13=DMCa=DMC33- o. 4s 
EM13 = 1.52V 

E M 2 3  = 1.09V 

L = 5 0  

El = O. 89 

E 2  = 1.65v 

DELTE =I 0.OlV = l 0 m V  

-9 2 
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- 
FIG.4.18 CRONOAMPEROGRARIA SIMULADO=PARA Br(V}/Br(O)/Br(c) - 

. 

PIG.4.19 VOLTAMPEROGRAMA SIMULADO PARA  Br(V)/Br(O)/Br(f) 



I .. - ! ' a  e 
FIG.4.20  CRONOAMPEROGRAMA SIMULADO PARA Br(V)/Br(O)/Br(r) 

FIG.4.21  VOLTAMPEROGRAMA  SIMULADO PARA  BdV)/Br(O)/BdÍ) .. 

.3 



Las c u r v a s   c r o n o a m p e f i m & t r i c a s  para este c a s o ,  se muestran   en  l a  

f i g .  4.18 .  donde se observa e n  forma dradt ica  l a  s e p a r a c i 6 n  

entre las zonas correspondientes a la transferencia rdpida d e  I 

e l e c t r 6 ~ r o n o a m p e r o r a m a s  muy j u n t o s  de-la  zona 113-y  la debida 

a la transferencia - rfipida de 5 e¡ectrones C a n a  11). Puede 
n o t a r s e   e n  l a  ptisma f i g u r a ,  l a  a p a r i c i 6 n  de l f n e a s   q u e b r a d a s  

" 

i n t e r c o n e c t a d a s  - en los cronoamperogramas a-tiemps bajos, l o  q u e  

i n d i c a  l a  n e c e s i d a d  de i n c r e m e n t a r  el nt3imel-o de i t e r a c i o n e s   L ,  

c o n  el objeto de mejorar l a  def  i n i c i 6 n  de dichas  c u r v a s .  

Los vol tamperogramas   obtenidos  C f i g .  -4.19>.- r e s u l t a r o n   t e n e r  

b u e n a   d e f i n í c i d n ,  y e n  ellos es p o s i b l e  corroborar q u e  los 

p o t e n c i a l e s  de media onda para cada etapa c o r r e s p o n d e n  a los  

p o t e n c i a l e s   n o r m a l e s  de las  r e a c c i o n e s  C 4 . 6 2 a  y b3 

Con el programa d e l  apendkce B d e  -&Sta -<=is, t a n b i e n  pueden 

o b t e n e r s e   a m p l i f i c a c i o n e s  - de 1 os vol tamperogramas 
- Y 

cronoamperogramas  s imulados  en el i n t e r v a l o  deseado de 

~- - 

" 

" 

- - 

E l  = 1.53 V 
E2 = 1 . 5 3  v 
DELTE = 0.001v 

- .. 

Y FAC = loo0 

donde FAC es un factor de amplif i c a c i 6 n   a d e c u a d o   q u e   t i e n e -   q u e  

c o r r e s p o n d e r   c o n  las caracterfsticas 'del  sistema de graficaci6n 

dela Hewlet t -Packard  9 8 2 8 ;  se o b t i e n e n   c u r v a s  como las de las 

f i g u r - a s  4.20 y 4.21 
- 

4.8.5 REACCION DE 3 RAPAS EN SERIE PARA EL 
V C V ) N C I V ) N C I I I > N C I I >  

Las r e a c c i o n e s   s u c e s i v a s  a considerar para el v a n a d i o  son: 
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FIG.4.22 CRONOAMPEROGRAMA  SIMULADO  PARA V(V)/V(I~)/~'(III)/V(II) 
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FIG.4.23 VOLTAMPEROGRAMA  SIMULADO PARA V(V)/.V(IV)/V(In)/V(n) 
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FIG.4.24  GRAFICA  DE  GRADIENTE  CONCENTRACION  ADIMENSIONAL 

G. VS. PARA V(V)/V(IV)/V(III)/V(II) 
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VCW + e = VCIW , EOC13 =l .  OV C 4.63a> 
VCIW + e = VCIIID , EOC 23 = O .  3 6 V  C 4.63bD 

VCIIIJ  + e- = V C I I ~  , EOC 3> = -O.Z!sV c 4.83c3 

- 
- 

tdatoo Comadoe do lo. ref. 24) 

Suponiendo  como  en  los casos anteriores, que  cada  una de las 

etapas  es  reversible, se fija el siguiente  conjunto de pardmetros 

para la simulaci6n: 

NSPEC = 4 especies 

NC1> =NC23  =NC33 = 1 electr6n 

Dc13=IX2>=DC3>=Ix4>= 1 x l O  m /e 

DMC 1 3  =DMC 2> =DMC 3> =M 43 =O. 3 

E M 1 3  = 1 . 0  V 

EOC 23 = O. 38V 

-9 2 

EOC 33 = -0.25 

L = 50 

E l  = -0.4V 

Eí? = 1 . l V  

DELTE = O. 03V = 30mV 

LO interesante  en el cronoamperograma  simulado para este caso 

Cfig. 4 . 2 2 3 .  consiste  en  la  aparicidn de una  tercera . zona 

correspondiente  a la reaccidn C 4 . 6 3 a 3  . En el voltamperagram 

si  mu1 ado C fig. 4.233 se observa tambi 4n una  onda  adicional 
correspondiente  a  la  citada  reacci6n  electroquimica. 

Y como  era  de  esperarse, los potenciales de medi a  onda  observados 

en el vol tamperograma  simulado.  corresponden  a 1 os potenciales 

normales de cada una de  las  reacciones C4.03 a.b y c3 
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- - CONCLUSI ONES 

SF 

De l a  d i s c u s i b n  de las d i s t i n t a s  tbcnicas de s i m u l a c i d n   e n  

E l e c t r o q u i m i c a  y de l ~ s  d i f e r e n t e s  &todos de a p r o x i G c i 6 n  

[ &todos de r e s i d u o s  pesados ] aquí  tratados, puede llegarse a las  

s i g u i e n t e s   c o n c i u s i o n e s :  
- - - 

- 

En al d&rrrollo do axprosLoonos matomiticas a sor utiiizadas on 

c u a l q u i e r   t k c n i c a  de s i m u l a c i h  -digital A-plicada a problemas 

e l e c t r o q u í m i c o s ,  es c o n v e n i e n t e  d e f i n i r  uñparhetro de corriente 

- 
- 

~ 

sdimens ional  Z, o bien un g r a d i e n t e  d e  concentrac ibn   adimens i -onal -  

G.  q u e   s o n   d i r e c t a m e n t e   p r o p o r c i o n a l e s  a l a  c o r r i e n t e  i medida. 

por ejemplo. e n  la t k n i c a  cronoamperomtStrica. Se e n c o n t r 6   e n  

p a r t i c u l a r  . que  para def ini? Z e n  el caso del electrodo esf &ri co 
" 

existe mAs de una  manera"-€ver por e>. e c u a c i o n c s  - C 3 . 5 6  y 3-38). 

TambiBn se e f e c t u 6  l a  tra_nsformaci&- - - de a l g u n a s   e x p r e s i o n e s  

a n a l i t i c a s  de l a  l i t e r a t u r a   e l e c t r o q u í m k á   e n   t e r m i n o s  de 
- 

- 

var i-ab1 es adi mensi   onal  es conveni   entes i - [  ver e c u a c i o n e s  

C 3 . 8 1 5   , C 3 . 9 3 3   , C 3 . 1 l l a 3   , C 3 . 1 1 4 3  C3 .1153  y C3;11172 ] 
- - 

)c Se e f e c t u a r o n   a l g u n a s   a d i c i o n e s  y c o r r e c c i o n e s  al e x c e l e n t e  

trabajo de B r i e t z  Cref. 123 e n  l o  r e f e r e n t e  a las  e x p r e s i o n e s   q u e  

se r equi  er e n  par a si mu1 ar r eaccl o n e s  mu1 ti etapas rever si b l  cs .  En 

particular se proponen  en este trabajo ~~ las  e x p r e s i o n e s  

C3.13o] ,C3.1323.C3.1343 y C3.1352 para c a l c u l a r  el g r a d i e n t e  de 

c o n c e n t r a c l 6 n   a d i m e n s i o n a l  G Cen el caso b i p u n t u a l  y 

p e n t a p u n t u a l . t a n t o  para el Wtodo de l a  Ca.ja,corno para el Mtodo 

Puntual].  Tambi&n se e f e c t u 6   u n a  pequeKa c o r r e c c l 6 n  a una 

e c u a c l 6 n   o r i g i n a l m e n t e   p r o p u e s t a  por B r i e t z  Cref. 12  3 para 

c a l c u l a r  la  c o n c e n t r a c i 6 n  del componente 1 e n  l a  s u p e r f i c f e  del 

electrodo e n  un sistema de r e a c c i o n e s  electroquimicas m u l t i e t a p a s  

rever si bl  es C ver C 3.14ts3 2 . proponi hdose como expr esi 6 n  

a l t e r n a t i v a  de calculo l a  C 3 . 1 4 8 3  y l a  forma &S c o n v e n i e n t e ,  

expresada en  te5rminos de c o n c e n t r a c i o n e s   f r a c c i o n a l e s  

adi mens1 o n a l  es C 3.149) 

- 



* L a s   s e n c i l l a s   s i m u l a c i o n e s   e f e c t u a d a s  para el e x p e r i m e n t o  de 

Cottrell Cmostradas en el c a p i t u l o  IC3 r e s u l t a r o n  ser muy 

i l u s t r a t i v a s  d e l  efecto q u e   t i e n e  l a  v a r i a c i 6 n  del parametro A=DY 
C coef ici e n t e  de di f u s i b n  modelo adi mensi  onal3 en 1 a o b t o n c i d n  do 

soluciones n u m e r i c a s  del  tipo Zparimetro de c o r r i e n t e  

a d i m e n s i o n a l l  vs. T Ctiempo a d i m e n s i o n a l l  . En g e n e r a l ,  puede 

decirse q u e  al u t i l i z a r   t e c n i c a s  de  d i f e r e n c i a s   f i n i t a s  

explícitas, es b a s t a n t e   s e g u r o  trabajar con un valor de h=DY que 
se e n c u e n t r e   e n  el i n t e r v a l o  O. 3 a 0.43. No se . recomienda 

u t i l i z a r  valores de h = h  muy bajos. porque  l a  c o r r e s p o n d e n c i a  

e n t r e  l a  s o l u c i 6 n   a n a l i t i c a  y l a  n u e r i c a   n o   r e s u l t a  ser muy 

buena. Tampoco debe u t i l i z a r s e  el valor A= 0.5 p o r q u e ,  a pesar de 

que este valor de -lambda marca el limite p e r m i t i d o   a n t e s  de l a  

a p a r i c i 6 n  de problemas graves de estabilidad, comienzan a t e n e r s e  

e n  las c u r v a s   s i m u l a d a s   o s c i l a c i o n e s   n o  deseadas. La di s c u s i 6 n  

detallada de las c u r v a s  para el e x p e r i m e n t o  de C o t t r e l l ,  se 

p r e s e n t a   e n  el c a p i t u l o  I V. 

*De l a  s i m u l a c i 6 n  de r e a c c i o n e s   m u l t i e t a p a s  reversibles c o n  el 

Mtodo Puntual  y las e c u a c i o n e s  desarrolladas e n  el c a p i t u l o  1 1 1 ,  

se demstr6 que es posible o b t e n e r  voltamperogramas a partir de 

c u r v a s   c r o n o a m p e r o d t r i c a s   s i m u l a d a s .  a h  s i n   t e n e r   e n   c u e n t a  las 

c o m p l i c a c i o n e s  que se ti e n e n   e n  1 a regi 6 n  del  vol tamperogr ama e n  

l a  c u a l   n o  se t i e n e   r e g i m e n  de d i f u s i 6 n   p u r a .  

*El tiempo c o m p u t a c i o n a l   n e c e s a r i o  para e f e c t u a r   s i m u l a c i o n e s   c o n  

l a  t & n i c a  expllcita de d i f e r e n c i a s   f i n i t a s .   n o  es muy g r a n d e ,  si 

1 o Qni  co que se desea es o b t e n e r  una sola c u r v a  

c r o n o a m p e r o d t r i c a .  En g e n e r a l  para u n a   r e a c c i 6 n   e l e c t r o q u l m i c a  

reversible.el tiempo consumido para e f e c t u a r  los calculos es de 

aproximadamente 2 m i n u t o s ,   t e n l & n d o s e   q u e  sumar un minuto por 

cada etapa s u c e s i v a  de r e a c c i 6 n   e l e c t r o q u i m i c a .  Lo q u e   h a c e  que 

aumente   en forma dra-tica el tiempo c o m p u t a c i o n a l  es l a  

n e c e s i d a d  de o b t e n e r   e n t r e  1 O a SO cronoamperogramas par a poder 

pasar a l a  g e n e r a c i 6 n  del voltamperograma s i m u l a d o  y de otras 

c u r v a s  auxiliares tales como por e J e m p l o ;  la c u r v a  G C g r a d i e n t e  



de c o n c e n t r a d   6 n  adi mensi o n a l l  . vs. T-*'= C tiempo adi mensi   onal3 

*Puede decirse que l a  t e c n i c a  de d i f e r e n c i a s   f i n i t a s   i n c l u s o  en 
su forma explícita, da rooultados aceptables en. la simulaci6n do 

l a  t 9 c n i c a  de  l a  cronoamperometr la ,  por l o  que no se tuvo 

n e c e s i d a d .  al menos e n  los s e n c i l l o s  casos tratados . de 

desplazarse en fa  escala de la  sofisticacibn hacia r&tm!cs de 
si mulaci   6n mAs complejos como el Wtodo de Colocacih Ortogonal  . 

*En l a  s i m u l a c i 6 n  de problemas complejos e n   E l e c t r o q u í m i c a  

se recomiendan por 1 o menos dos o p c i o n e s :  

- hacer u s o  de u n a   t e c n i c a  mAs completa y mAs precisa de 

d i f e r e n c i a s   f i n i t a s  t a l  como el Mtodo de Crank-Nicolson.   que 

dependiendo del tiempo computacional  consumido  puede ser 

i mplementada  en  una  computadora de p o t e n c i a  medi a n a  o en  una 

supercomputadora como l a  TITAN de l a  U A " 1  

- s e l e c c i o n a r  un m5todo a l t a m e n t e   e f i c i e n t e  tal  corn el Mtodo de 

C o l o c a c i 6 n   O r t o g o n a l  CMCO2 que imp1 ica e n   g e n e r a l  un poco m& de 

trabajo algebraic0 a n t e s  de s u   c o d i f i c a c i 6 n   e n  un programa de 

computaci6n pero que  puede ser implementado   inc luso   en  una 

computadora   re la t ivamente  modesta como una IBM-PC. 

En c o n c l u s i 6 n .  de  1 os m&todos a n a l i z a d o s  recomendamos  colmenzar 

implementando  una  tgcnica  explícita de d i f e r e n c i a s   f i n i t a s . y a  sea 

el Mtodo de l a  Caja o p r e f e r e n t e m e n t e  el Mtodo Puntual .  Los 

&todos explícitos han sido utilizados por Feldberg con  &xito 

desde 1-4 hasta muy r e c i e n t e m e n t e  Cref.28.89,31,383, tambith 

i n v e s t i g a d o r e s  brasilefios Cref. 45, Sep. 8 1-83 han retomado los  

&todos expllcitos e n   a p l i c a c i o n e s  de s i m u l a c i 6 n  d i g i t a l  para l a  

sol uci 6 n  de problemas el e c t r o q u í  mi cos. 

Si l a  sola u t i l i z a c i 6 n  de  las t k n i c a s  explícitas de d i f e r e n c i a s  

f i n i t a s   n o  da r e s u l t a d o s  satisfactorios habra que desplazarse e n  

l a  escala de l a  s o f i s t i c a c i d n  hacia dtodos de s i m u l a c i 6 n  
nu-r i ca  cada vez mAs complejos e n  el s i g u i e n t e   o r d e n  : Mtodo de 



Crank-Nicol  son Cque es un MDF implíci t o 3 ,  M&odo de Colocac ibn 

Ortogonal CMCO3 y M&todo d e   E l e m e n t o s   F i n i t o s  C MEF3 



APENE I CE A 

180 ! COND I C I ONES I N IC 1 kLES 
190 ! 

200 Z 1 ) = SQR (L/DMAj 
210 F O R  J = 1 TO JMAX 

' q m -  FOR I = 1 TO IMAX 

2.30 FA(1, J) = 1 

240 F A  (I, J+1) = 1 
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340I  DIFUSION MAS A L L A  DE Lk FRIMERA C A J A  

“8 .A(-) ! -C - 

IMkX = INT (4.2wSQR (J) 1 

FOR I=2 TO IMAX 

F A { I , J + l ) = F k i I , J ) + D M A ~ ( F ~ ( I - l , J ) - ~ * F A ~ I , ~ ~  + FA(I+l.J)j 
F B ( I , J + ~ ) = F ~ ( I , J ) ~ ~ M ~ * ( F ~ ( I - ~ . J ) - ~ * F ~ ( I , J ~  + Fb(I+1.J)) 
NEXT I 
! 

! DIFUSION EN LA PRIMERA CGJA 

! 

FB(l.J+l) = FA(1.J) + DMA*lF~(.2,J)-FA(l,J)) 
FE(l,J+l) = FB(1.J) + DMB*(FBt2,J)-FB(l,J)) 
! 

! CORRIENTE  ADIMENSIONAL Z 

! 

Z (J+1) = SQR (L*DMA) *FA (2, J) 

~ 

PRINT ** Z (Jl=”; Z { J) : ”J=”- .J 
! 

! CONDICIONES A L A  FRONTERA 

! 

FB(l,J+i) = FB(2,J+1) + FA(2,J+1) 

FA(l,J+l) = 1:) 

! 

! DEFINIR ARREGLOS PAR6 PROXIMA ITERACION 
! 

FOR I = 1 TO IMAX 
F A ( I , J )  = FA(I,J+l) 

FB(1,J) = FB(X,J+l) 
NEXT I 
NEXT J 

640 ! 

65G! GRAFICAR CURVA Z/ZCOTT . V S .  T 

660 ! 

470 FOR J=1 TO JM4X 

680 T = (J-O. 5) /L 

690 ZCOTT l. /SQR (3.141592*Ti 
700 R = Z (J) /ZCOTT 

162 



98C) PRINT  "IMPRIMIR  GRAFICA  CONC.FRACC .US. XADIM.  (SI/NO)?" 

990 INPUT Y 8  

1 (3(:m PRINT" COLOCFIH P A P E L  EN I MPRESOHFI H. F .  7470FI" 

1 0 1 0  PRINT"  TIEMPO  NECESQRIO PFIRCI COLOCAR  PAPEL (SEG)" 
1020 INPUT TM 

l(330 GRAPHICS OFF 

104C) WAIT TM 

1050 C A L L  GRCIF ( Y $ ,  100, 10,. 1 ,  -13,105, -5,105) 

1060 MOVE O,  lOO(3 

1070 IMAXl  = IMAX - 1 

163 



1210 MOVE 99,s 

1228 L A B E L  "XAD IM. ** 

1240 L A B E L  "CONC. FRACC I ONAL" 

1250 END 

G I N I T  

GRAFHICS ON 

I F  PAR 1 B = "SI" THEN  PLOTTER I S 705, "HFGL" 

CHRS (12)  

VIEWPORT FAR5,PAR6,FfAR7,FAR8 

WINDOW PARS,  P A R 6 ,  PAR7, P A R 8  

AXES 10, 10 

MOVE (3, O 

LORG 6 

FOR EJEX = O TO 100 S T E F  1 0  

MOVE EJEX, (3 

EJEXX = EJEXwPAR4 

L A B E L  EJEXX 

NEXT EJEX 

LORG 8 

FOR E J E Y  = (3 TO PAR2 S T E P  PAR3 

E J E Y Y  = E J E Y * O . ( j l  

L A B E L   E J E Y Y  

164 
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APEND I LE B 





168 





1720 PEN -1  

1730 E F A C P  = 100 

1740  GFACP = FACwG2P  1, J+5) 

1750  MOVE E F A C F ,   G F A C P  

1760 END I F  

1770  NEXT  INDE 

1780  NEXT J 

1790 ! 

1800 PRINT  " IMPRIMIR  GRAFICA  G .VS .T^(- l/Z ! ) ,  (SI/NO)?" 
1810  INPUT Z8 









AFEND I C E  C 



BI  BLI CIGRAFI A 

1 .  -&ramowitz  M. and  Stegun I .  A. CNOV. 19703 Handbook  of 

Mathematical  Functions  with  Formulas,Graphs  and  Mathematical 

Tables.  Dover  Publications,Inc.  ,New York. 
2. - Ames w.F. C19653 Nonlinear  Partial  Differential  Equations in 
Engi  neer i ng . Academi  c Press , I nc . New Y or k 
3. - Ames W.F. C19773 Numerical  Methods  for  Partial  Differential 
Equat i ons . Academi  c Press,  New Y or k 
4. - Arfken G. C19813 M&todos  matemAticos para fisicos. Ed. 
D i a n a .   P r i m e r a  odicic5n. 

5.  - H.Z. Barakat and f . 4 . C I a r k  C19881 r3n the  solution  of  the 

Diffusion  Equation by Numerical  Methods, J. of Heat  Transfer. 

,Trans. A. S.  M. E. ,Series C , E l 8 , 4 2 1 - 4 Z ?  

6. - Bard A. J. ,Faulkner L.R.  C19803). Electrochemical  Methods. 

Wiley  .New York. 

7. - Bard.Al1en J. , Par sons R. ,Jordan  Joseph. , C Edi  ted 

by3 ,C19853 .Standard  Potentials  in  Aqueous  Solution.  Prepared 

under the  auspices of IUPAC,Marcel Dekker Inc.  New York  and 

Basel. 

8. - Besson J. et  Guitton J. C 19721 . Manipulations 

d'&lectrochimie.  Introduction .& la  theorie  et A la  pratique de la 
cin&tique  &lectrochimique.  Masson  et CLo. Editeurs 

9. - ' Besson  Jean C19843. Preci S de Thermodynami que et Cinetique 

8 Electrochimiques,  pour  Ellipses-Ed.  Marketing. 

10. - Bond A.  M. C19803. Modern  Polarographic  Methods in Analytical 
Chemistry.  Marcel Dekker Inc.  New York and  Basel. 
11. - Brietz Di et er C19813 Di gi  tal Si mu1  at i on  in 

Electrochemistry,Springer-Verlag,Berlin. 

12. - Brietz Di et er C 19883 Di gi  tal Si mu1  at i on in 

Electrochemistry,Springsr-verlag.Berlag.Berlin. 

13. - Caillaud J . B .  .Padmanabhan L. C19713 An i mpr  oved 
Semi  -implicit  Runge-Kutta  method for sti ff systems,  Chem. Eric:, J .  

2: 227 

14. - Carnahan B. ,Luther H. A. ,Wilkes J .  O. C1969>. Applied  Numerical 

175 



b 

176 



28. -Feldberg S. W. C 1 9 7 2 3   D i g i t a l   S i m u l a t i o n  of e l e c t r o c h e m i c a l  

b o u n d a r y   p h e n o m e n a ?   m u l t i p l e   e l e c t r o n   t r a n s f e r   a n d   a d s o r p t i o n .  

Comput. Chem. I n s t r u m .  2: 1 8 5  

29- - Feldberg S. W. C 19801  Improvements  on  computer si mu1 at i  o n  of 

e l e c t r o c h e m i c a l  phenomena i n v o l v i n g  - - h y d r o d i n a m i c s :   t h e   r o t a t i n g  

d i s k  a n d . - d r o p p i n g   m e r c u r y   e l e c t r o d e  J .  E l e c t r o a n a l .  Chem. 1 0 9 :  69 

30. - Feldberg- S. W. ,Auerbach C. C l 9 6 4 1  Model for c u r r e n t r e v e r s a l  

C h r o n o p o t e n t i o m e t r y   w i t h   s e c o n d - o r d e r  - k i n e t i c s  ~- - c o m p l i c a t i o n s .  

Anal. Chem. 36: 505 

3 1 .   - F e l d b e r g .  S . - W .  C 1 9 8 1 3   O p t i m i z a t i o n  of explicit 

f i n i t e - d i f f e r e n c e   s i m u l a t i o n  of e l e c t r o c h e m i c a l  phenomena 

u t i 1  i z i n g  a n   e x p o n e n t i a l l y   e x p a n d i n g  - space g r i d .  F&f inement  of t h e  
J o s l i n - P l e t c h e r  algorithm. J. E l e c t r - o a n a l .  Chem.  127: I 

- 

~ 

- -~ 
.- 

- 

- 

- 

32. - F e l d b e r g  S. W. C 1 9 8 7 7   P r o p a g a t i o n a l   i n a d e q u a c y  of t h e  

h o p s c o t c h   f i n i t e   d i f f e r e n c e   a l g o r i t h m :  .= t h e   e n h a n c e m e n t  zf 
p e r f o r m a n c e  when u s e d   w i t h  an exponent?& 1 y - e x p a n d i n g  g r i d  for 

s i m u l a t i o n  of  e l e c t r o c h e m i c a l   d i f f u s i o n   p r o - b l e m s .  J.  E l e c t r o a n a l .  

" 

- 

Chem. 222: 1 O1 

33. - ' Fi n l a y s o n  B. A. C 19721 The Method of  Weighted   Res idual  S and 

V a r i  a t i  o n a l   P r i n c i p l e s ,   A c a d e m i c   P r e s s .  

34. -Fi n l   a y s o n   B .  A. Non1 i n e a r   a n a l  ysi S i n   c h e m i c a l  

e n g i   n e e r  i ng - Ed. McGr a w - H i  11  1 9 8 4  

3 5 - F o r s y t h e  G. E. , Wasow W. R C 1 9 6 0 1   F i n i t e - D i f f e r e n c e   M e t h o d s  for 

P a r t i a l   D i f f e r e n t i a l   E q u a t i o n s .   W i l e y , N e w  Y o r k .  

36. - G a l e r k i n , B .  G. , V e s t n .   I n z h e n e r o v  i Tekhnikov  p.  879 C19153 

37. - G a l  u s  Z C 19763  Fundamental S of E l e c t r o c h e m i c a l   A n a l y s i s .   J o h n  

Wiley a n d   S o n s   I n c .   , E l l i s  Horwood L i m i t e d .  

38..-Hammersley, J .  M. and  Handsc0mb.D. C. C19641 The M o n t e   C a r l o  

Method,Methuen. 

39. - H e n n a r t   J e a n - P i e r r e .   I n t r o d u c c i d n  al  m&todo d e   e l e m e n t o s  

f i n i t o s  para l a  s o l u c i 6 n   n u d r i c a  de e c u a c i o n e s   d i f e r e n c i a l e s .  V 

C o l o q u i o   d e l   D e p a r t a m e n t o   d e  Matematicas. C I  NVESTAV del 

IPN. Pbtzcuaro ,MichoacAn.  Agosto de 1 9 8 7  

40. - J o s l i n  T. . P l e t c h e r  D. C19741 The D i g i t a l  S i m u l a t i o n  of 

electrode p r o c e s s e s .   P r o c e d u r e s  for c o n s e r v i n g   c o m p u t i n g  time. 

J. E l e c t r o a n a l .  Chem. 49: 1 7 1  

- - 

~~ 

- 

- 



41. - K a n t o r o v i c h , L .  V. , and  Kry1ov.V. I .  ,Approximate  Methods Of- 

H i g h e r   A n a l y s i s .  Wiley CInterSCienCe3  ,New Y o r k  c 1 9 5 8 3  

42. - Laasonen p. c 1 9 4 9 3  über e ine   Methode   zur   Losung der 

Warmele i tungsgle ichung.  A c t a  Math. 8 1 :  309 

43. - s. H. LU and J.  R. S e l m a n   C A p r i l   1 9 8 9 3 . K i n e t i c s  Of Hydrogen 

O x i d a t i o n   i n  ~ M o l  t e n   C a r b o n a t e .  Appl i Cati On Of Computer 

C u r v e - F i t t i n g   T e c h n i q u e .  J.  E l e c t r o c h e m .  Soc. , v o l .   1 3 6 , N o .  4 

44. " a c b n a l  d D. D. c 1 9 7 7 3   T r   a n s i   e n t   T e c h n i q u e s   i n  

E l e c t r o c h e m i s t r y .  N e w  Y o r k .  Ed.  Plenum P r e s s .  

45. - B.Marques da S i1va .L .A.  A v a c a  and E. R. Gonz5.1 ez 
c e p .  8,19893 ,C=O Carlor Brazil> N o w  oxplicit  finito-difference 

methods i n   t h e   d i g i t a l   s i m u l a t i o n  of e l e c t r o c h e m i c a l   p r o b l e m s .  J .  

o f  E l e c t r o a n a l .   C h e m i s t r y   a n d   I n t e r f a c i a l   P h e n o m e n a .  Vol. 269,No. 1 

48. - M a s t r a g o s t i n o  M. , Nadjo L. , S a v e a n t  J. M. 
C 1 9 6 8 3 .   D i s p r o p o r t i o n a t i o n   a n d  ECE mechanisms. I T h e o r e t i c a l  

a n a l  ysi s .  Re1 a t i  o n s h i   p s  for 1 i near   sweep vol tammetry. 

E l e c t r o c h i m .  A c t a  1 3 :   7 2 1  

47. - M i  j Ailov V. P E c u a c i o n e s   D i f e r e n c i a l e s   e n   D e r i v a d a s  

P a r c i a l e s   C 1 9 8 2 3  Ed. Mi r Moscú. Segunda  ed.  

48 . -  Penczek M. , S t o j e k  Z. .Osteryoung J. C 1 9 8 4 3 .   T h e   f i n i t e  

element  method for s o l u t i o n  o f  e l e c t r o a n a l y t i c a l   p r o b l e m s .   P a r t  

I .  O x i d a t i o n  of  amalgam t h i n  films. J. E l e c t r o a n a l  Chem. 170: 99 

49. - Penczek M. , Stojek Z C19841.   The f i n i t e   e l e m e n t  method for 

s o l u t i o n  of  e l e c t r o a n a l y t i c a l   p r o b l e m s .   P a r t   1 1 .  Hermite 

a p p r o x i m a t i o n   w i t h   v a r i a b l e   s p a c e   g r i d .  J.  E l e c t r o a n a l .  Chem 

1 8 1 :  83 

50. - Pons.  s. C 1 9 8 4 3   P o l y n o m i a l   a p p r o x i   m a t i o n   t e c h n i q u e s  for 

d i f f e r e n t i a l   e q u a t i o n s   i n   e l e c t r o a n a l y t i c a l   p r o b l e m s .   I n   B a r d  

A. J. CEd3 E l e c t r o a n a l .  Chem. 13:115 

51. - P o t t e r ,  D. C 1 9 7 3 3   C o m p u t a t i o n a l   P h y s i c s .  J. W i  1 ey. 

52- - R a n d l e s  JEB) C19483.  A c a t h o d e - r a y   p o l a r o g r a p h .   P a r t   1 1 .  

T h e   c u r r e n t - v o l t a g e   c u r v e s .   T r a n s .  Faraday Soc. 44: 327 

53. - L. F. R i c h a r d s o n   C 1 9 1 1 3   T h e   a p p r o x i m a t e   A r i t h m e t i c a l   S o l u t i o n  

by F i n i t e   D i f f e r e n c e s  of  P h y s i c a l   P r o b l e m s   I n v o l v i n g   D i f f e r e n t i a l  

E q u a t i o n s   w i t h   a n   A p p l i c a t i o n  t o  t h e  Stresses i n  a Masonry 

Dam, Phi  1 os. T r a n s .  Roy.  Soc - London , Ser i es A ,  21 o ,  307-357 

- 



54. - R. D. Richtmeyer  C19573  ,Difference  Methods for Initial  Value 

Problems,Interscience,New York. 

55. - V. K. Saul'yev  C19643.  Integration  of  Equations  of  Parabolic 
Type  by  the  Method  of Nets,McMillan,New  York. 

56. -Speiser B. ,Rieker A. C19793  Electroanalytical  investigations. 
Part 1 1 .  Application  of the  orthogonal  collocation  technique  to 

the  simulation  of  cyclic  voltammograms. J. Electroanal.  Chem. 102: 1 

57. - Tijonov A. ,Samarsky A. Ecuaciones de  la  Flsica  MatemAtica. 
Ed. Mir Moscú,Segunda Ed. C10803 

58. -G. VAzquez.1.  GonzA1ez.A.  Becerril.  "Cronoamperometrla"  Memorias 

del IV Foro Nacional de Electroquimica. Soc. Mexicana de 

Electroqufnica, Guznajuztc,Gtc. , J u n i =  1 9 8 8 , ~ .  El0-EE4  

59. - Villadsen J. Cl9703 Selected  Approximation  Methods  for 

Chemi  cal  Engi  neer i ng Pr ob1 ems.  Reproset,  Copenhagen. 

60. - Villadsen J. ,Michelsen  M.L. C19783 Solution  of  differential 
equations  models  by  polynomial  approximation.  Prentice-Hall  ,New 

Jersey. 

61" Whiting L.F. ,Carr P. W. C19773 A simple,fast  numerical  method 

for  the  solution  of a wide  variety  of  electrochemical  diffusion 
pr ob1  ems. J El ectr  oanal . Chem. 81 : 1 


