MODELADO DE DATOS DE TRANSICION BINARIOS
A TRAVES DE UNA COPULA DISCRETA

T E S I S
QUE PARA OBTENER EL GRADO DE:
MAESTRO EN CIENCIAS
(MATEMATICAS APLICADAS E INDUSTRIALES)
P R ESE N T A:
LLUIS CARLOS PEREZ RUIZ



UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA
UNIDAD IZTAPALAPA

MAESTRIA EN CIENCIAS
(MATEMATICAS APLICADAS E INDUSTRIALES)

MODELADO DE DATOS DE TRANSICION BINARIOS
A TRAVES DE UNA COPULA DISCRETA

T E S I S
QUE PARA OBTENER EL GRADO DE:
MAESTRO EN CIENCIAS

P R ESEN T A:
LUIS CARLOS PEREZ RUIZ

ASESOR: DR. GABRIEL ESCARELA PEREZ

Diciembre de 2007.



Indice general

1. Introduccién
1.1. Datos Dependientes y su Modelado . . . . .. .. ... ... .....
1.2. Organizacién de los Capitulos . . . . . .. ... ... ... ... ...

1.3. Ejemplo Tlustrativo . . . . . . . . ... .. o

2. Modelos Marginales y GEE
2.1. Ecuaciones Estimadoras Basadas en Verosimilitud . . . . . . ... ..
2.2. Ecuaciones Estimadoras Basadas en Cuasi-verosimilitud . . . . . . . .
2.3. Ecuaciones Estimadoras Generalizadas . . . . .. .. ... .. ....
2.4. Aplicacién al Ejemplo Ilustrativo . . . . . . ... .. ... .. ....
2.5. Datos faltantes . . . . . . ...

3. Modelos de Transicién y GLM
3.1. Cadenas de Markov de Tiempo Discreto . . . . . .. ... ... ...
3.2. Modelos de Transicion . . . . . . . .. . ... o
3.3. Modelos de Transicion de Respuestas Binarias . . . . . ... ... ..

3.4. Aplicacion al Ejemplo Iustrativo . . . . . ... ... .. ... ....

4. Modelos Marginales y de Transicién con Cépulas

4.1. Copulas Bivariadas . . . . . . ... .. ... ...

NN =

(924



4.1.1. Conceptos Basicos . . .

4.1.2. Familias de Cépulas Paramétricas . . . . . . . ... ... ...

4.1.3. Medidas de Dependencia

4.2. Modelo de Transicién de Primer Orden . . . . . . . . . . . . . .. ..

4.3. Diagnoésticos . . . . . ... ...

4.4. Aplicacion al Ejemplo Ilustrativo
5. Consideraciones Finales
A. Programa en R

Bibliografia

IT

37
42
46
51
56
29

68

71

77



Capitulo 1

Introduccion

1.1. Datos Dependientes y su Modelado

En la recopilacion de datos para ciertos tipos de estudios estadisticos se presentan
comunmente dos situaciones practicas en las que la suposicién de independencia entre
observaciones especificas no es plausible. En una primera situacion, los datos se toman
de sujetos que de alguna manera estan relacionados entre si. Por ejemplo, para reali-
zar un estudio de inferencia estadistica sobre la estatura de los hombres de 30 anos de
edad de todo el pafs, se toma una muestra de diferentes regiones geograficas. Es claro
que las estaturas de los hombres de una misma regién presentaran cierta dependencia
por cuestiones de herencia, medio ambiente y otros factores, que no se verd reflejada
entre las estaturas de hombres de diferentes regiones. Para obtener inferencias validas
en este caso lo conducente es formar grupos de hombres por drea geografica de ca-
racteristicas similares. Una vez organizados de esta manera se les conoce como datos

agrupados.

En la segunda situacién, los datos se toman de un mismo sujeto pero en diferentes
momentos a través del tiempo. Un ejemplo de esto es cuando se quiere establecer la

eficacia de un nuevo tratamiento médico. Para ello, se aplica el tratamiento a una



muestra de diferentes personas sin parentesco entre si, y después se les hace un segui-
miento temporal durante el cual se van recolectando los resultados. Claramente las
respuestas al tratamiento reportadas por una persona, presentaran alguna dependen-
cia por factores propios de cada persona, mientras que las respuestas al tratamiento
entre personas pueden considerarse como independientes. A datos recolectados de

esta manera se les conoce como datos longitudinales.

Ambas situaciones deberan ser descritas por modelos que tomen en cuenta la corre-
lacién entre respuestas, ya que de otra manera se obtendran inferencias estadisticas
erroneas. Hay tres modelos usuales que son una extension de los Modelos Lineales

Generalizados para tratar con datos correlacionados:
= Modelos Marginales
= Modelos de Transicion
= Modelos de Efectos Aleatorios

En cada uno de ellos se modela tanto la regresion entre la respuesta y las variables
explicativas, como la correlacion entre respuestas. Este trabajo se enfocara sélo en
los modelos marginales y de transicion para datos longitudinales, ya que son estos

modelos sobre los que se propone la nueva metodologia de cépulas.

1.2. Organizacion de los Capitulos

En el capitulo 2 se trabaja con el método de ecuaciones estimadoras generalizadas
propuesto inicialmente por Liang y Zeger (1986) para ajustar modelos marginales
de regresion. Primero se hace una introduccién a la teoria de los modelos lineales

generalizados para después hacer una extension natural a las ecuaciones estimadoras



basadas en cuasi-verosimilitud. Hecho esto, se pasa a la obtencién de las ecuaciones
estimadoras generalizadas y a su uso practico en un ejemplo ilustrativo con datos

faltantes.

En el capitulo 3 se trabaja con el método de modelos lineales generalizados in-
troducido por Nelder y Wedderburn (1972) para ajustar modelos de transicién segin
la propuesta de Diggle et al. (1994). En la primera seccién se introduce al tema de
las cadenas de Markov de tiempo discreto, con el propésito de que en la siguiente
seccion se desarrolle un modelo de transicién con una estructura de Markov. Después
se aplica dicho modelo a respuestas binarias para concluir con su utilizacién en el

ejemplo ilustrativo pero esta vez sélo con datos completos.

En el capitulo 4 se propone el método de copulas presentadas originalmente por
Sklar (1959) para ajustar ambos modelos: marginales y de transiciéon. En primer lugar
se hace una revisién general de las cépulas bivariadas en cuanto a conceptos basicos
como definicién, propiedades, representacién grafica, etc. También se revisan diver-
sas familias de copulas de un sélo parametro como las elipticas y las Arquimedianas
junto con sus propiedades. Después se estudian las medidas de dependencia usuales
para respuestas normales. En una seccién posterior se desarrolla el modelo de tran-
sicion de primer orden por medio de cépulas discretizadas para respuestas binarias.
Para concluir el capitulo, se aplica el método de cépulas con varias estructuras de
dependencia al ejemplo ilustrativo con datos faltantes, y posteriormente se realizan

los diagnosticos correspondientes.

Finalmente, en el capitulo 5 se dan las conclusiones y consideraciones finales con
respecto a la comparacién entre los diferentes métodos y modelos. También se propone
una perspectiva de nuevas lineas de investigacion que pueden ser desarrolladas para

ampliar la teoria y el uso de las copulas en el modelado multivariado.



1.3. Ejemplo Ilustrativo

Como ejemplo ilustrativo se utilizara la base de datos proporcionada por la Dra.
Lori A. Crane del Centro de Ciencias de la Salud de la Universidad de Colorado.
Esta base de datos se origina por una investigacion que tiene por objetivo evaluar un
tratamiento que reduzca la exposicion al sol de los ninos. Los infantes fueron incluidos
en el estudio antes de los 6 meses de edad, y repartidos aleatoriamente en un grupo
de control y en un grupo intervenido. Los padres de los ninos del grupo intervenido
recibieron paquetes de proteccion solar y consejos sobre salud infantil de ninos de entre
2 vy 36 meses de edad. Las inspecciones anuales a los padres a 1, 2 y 3 anos de edad
del nino fueron usadas para evaluar el impacto de la intervencion. En este estudio se
categorizo la variable respuesta “evitd la exposicién al sol del mediodia” como nunca
o raramente (codificada en 0) y como siempre o frecuentemente (codificada en 1). Las
dos variables explicativas son el factor Tratamiento y el tiempo de la observacion.
Hubo en el estudio 675 ninos, de los cuales 466 tienen completas sus tres respuestas.
Los restantes 209 (31 %) tiene todo tipo de respuestas faltantes, por lo que hay nifios

con sé6lo una o dos observaciones registradas segiin se muestra a continuacion.

Tabla 1.1: Respuestas faltantes por casos.

Respuestas Numero Porcentaje

faltantes de casos  del total
Ano 1 37 5
Ano 2 27 4
Ano 3 79 12

Anos 1y 2 13
Anos 1y 3 6
Anos 2y 3 47 7
Totales 209 31

DN




Capitulo 2

Modelos Marginales y GEE

En un modelo marginal, la regresion entre la variable respuesta y las variables explica-
tivas es el principal objetivo estadistico, y se modela separadamente de la correlacion
entre observaciones, cuya naturaleza queda como un objetivo menor. En la regresién
se modela la distribucién marginal, que es la respuesta promedio de la poblacién que
tiene valores comunes en sus variables explicativas. Por ejemplo, para respuestas bina-
rias en un estudio longitudinal que busca medir la efectividad de cierto tratamiento,
las distribuciones marginales son las probabilidades de éxito del tratamiento en los

diferentes grupos de individuos y para cada unidad temporal.

2.1. Ecuaciones Estimadoras Basadas en Verosimi-
litud

La teoria de los Modelos Lineales Generalizados (GLM), introducida inicialmente por
Nelder y Wedderburn (1972), se basa en la suposicién primordial de independencia
entre las observaciones, y por lo tanto, son modelos que pueden construirse a partir de
funciones de verosimilitud. Ademads, esta teoria contiene un importante y fundamental

concepto unificador que es la familia exponencial de distribuciones de probabilidad.



Miembros de esta familia son las distribuciones binomial, gamma, normal, normal
inversa, binomial negativa, geométrica y Poisson. Lo que caracteriza a todo miembro
de esta familia es que su funcién de densidad de probabilidad (pdf) puede expresarse
de la forma siguiente

F(5:0,8) = exp {ye%qf)“’)

donde b(-) estd en funcién del pardmetro natural o de posicién 6, mientras que a(-) y

ey, ¢>} (2.1)

¢(-) son funciones del pardmetro de dispersién o de escala ¢.

El componente lineal del modelo se establece como n = X3, donde X es la matriz
de variables explicativas y 3 es el vector de los coeficientes de regresién a estimar.
Finalmente, el modelo de regresién se construye a través del uso de una funcion de
enlace mondtona y diferenciable g, que conecta el valor esperado de las respuestas
E(y) = w con el componente lineal del modelo, esto es, n = g (), o tomando la
funcién de enlace inversa, u = g~1(n). Puede haber diferentes alternativas para la
funcion de enlace de cierta distribucién de la familia exponencial, pero si escogemos

aquella tal que g(u) = 6, entonces diremos que g es la funcién de enlace canénica.

Otra caracteristica importante en la estructura de las distribuciones de la familia
exponencial, es que la varianza de las respuestas puede ser escrita en funcién de la
media como var(y) = V(u), donde V es llamada funcidn de varianza. De hecho, se
pueden obtener expresiones generales para E(y) y var(y) de la siguiente manera. De

la definicién de pdf
/ fly;0,¢)dy =1 (2.2)

Obviando los limites de integracién y derivando (2.2) con respecto a 6

df(y: 0,
/fy,eqsdy—o — / fy’ %) 4y =0 (2.3)



f(y:0.9)
d02/f y;0,0)dy =0 = / E y=20 (2.4)

Al derivar (2.1) con respecto a

df(y;0,9) _ {y — ' (0)
df a(¢)

Integrando (2.5) y usando el resultado (2.3)

df(y;0,9) 1 b’(0) ' B
/Tdy a(¢)/yf(y= 0,)dy /f(y, 0,0)dy =0 (2.6)

] f(y;0,9) (2.5)

~a(9)
Sustituyendo en (2.6) la definicién de valor esperado E(y) = [yf(y)dy y usando el
resultado (2.2), finalmente obtenemos
1 v'(0)
E(y) — = E(y) =0(0) = p 2.7
R~ () =V (0) (2.7

Mediante un procedimiento andlogo, se obtiene la expresién para var(y). Al derivar

(2.5) con respecto a 0

f(y;0,0)  [y—v(0)]
i = [ fee-

Integrando (2.8) y usando los resultados (2.4) y (2.7)

FI0.0) o e VO [
| Loy = — [i= B 0.0 dy M@/ﬂwwmygm

b//(g)
a(9)

f(y;0,9) (2.8)

Sustituyendo en (2.9) la definicién de varianza var(y) = [y — E(y)]*f(y) dy y usando

el resultado (2.2), finalmente obtenemos

1 (o)
e W~ )

Ahora, se obtendran las ecuaciones estimadoras basadas en la funcién de verosi-

—0 = |var(y) = O)ald) = La(g)|  (210)

militud para la familia exponencial de los GLM. La pdf de una sola respuesta es

£ (46, 8) = exp {”%w)

et .11



y la pdf conjunta de n respuestas independientes es
i=1

La funcion de verosimilitud es simplemente la pdf conjunta donde ahora se consideran

las respuestas como dadas y los parametros desconocidos

L0, dly1, - - -y yn) = HeXp {% + c(yi, ¢)} (2.13)

La funcién log-verosimilitud esta dada por

£t o) = {2 et} 2.14)

Al derivar (2.14) con respecto a f y usando el resultado (2.7)

L b ) )
Z vi y “ (2.15)

Los estimadores de méxima verosimilitud (MLE) de los coeficientes de regresion 3
y del parametro de dispersion ¢, se obtienen al resolver por separado las ecuaciones
estimadoras correspondientes

oL oL

-0 Y !
Como el principal objetivo es obtener los MLE de 3, se puede ver a ¢ como un
parametro auxiliar y su estimacién como un objetivo menor; es por ello, que sélo se
desarrollaran las ecuaciones estimadoras para . Usando la regla de la cadena y los

resultados (2.10) y (2.15)
5 - (%) @) G (5)

- (B () () e




Sabiendo que var(y;) = V(u;), finalmente las ecuaciones estimadoras para la familia

exponencial de los GLM son

D — s [ O
Z Yi — i ( m) % =0 (2.17)
i1 Vips) \ Oni
Los coeficientes 3 no aparecen directamente en las ecuaciones estimadoras porque
estan incluidos a través de n y p. En notacién matricial las ecuaciones estimadoras

quedan como

XDV (y—u)=0 (2.18)

donde D = diag{0ou;/0n;} y V = diag{V(u;)}.

2.2. Ecuaciones Estimadoras Basadas en Cuasi-
verosimilitud

En las ecuaciones estimadoras anteriores la eleccién de la distribucién de la respuesta
determina la relacién media-varianza. Sin embargo, al observar las ecuaciones se pue-
de notar la siguiente propiedad interesante en ellas, dependen de la distribucién de
la respuesta sélo a través de su media y su varianza. Por lo que Wedderburn (1974)
propuso un atinado enfoque alternativo que extiende los resultados ya obtenidos, ver
la media y la funcién de varianza como partes integrales de las ecuaciones estimado-
ras, independientemente de la distribucién que las origina. Bajo este nuevo enfoque,
ahora se pueden elegir libremente las funciones de varianza y de enlace, que pueden
pertenecer o no a la familia exponencial, y aplicarlas en las ecuaciones estimadoras

obtenidas en la seccion anterior sin necesidad de alterarlas.

Si se escogen funciones de varianza y enlace que pertenecen a distribuciones de la

familia exponencial, implica que las ecuaciones estimadoras tienen asociada en forma
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implicita la funcién de verosimilitud de la distribucién. Este es el caso de ecuaciones

estimadoras basadas en verosimilitud que nos proporcionan los MLE’s ordinarios.

Por otro lado, si se escogen funciones de varianza y enlace que no pertenecen a
distribuciones de la familia exponencial, implica que las ecuaciones estimadoras no
tendran asociada ninguna funcién de verosimilitud. En este caso a las ecuaciones
estimadoras se les conoce como basadas en cuasi-verosimilitud y nos proporcionan

estimadores de maxima cuasi-verosimilitud (MQE) propiamente dichos.

Visto asi, se puede decir que la cuasi-verosimilitud es una generalizacion de la
verosimilitud, ya que nos permite incluir otras funciones diferentes de las funciones-
miembro de la familia exponencial. Se debe tener en mente que ésta metodologia fue
desarrollada para situaciones en las que era necesario obtener inferencias de experi-
mentos en los cuales una funcién de verosimilitud no puede ser construida. Se puede
tener un modelo razonable y una funcién de varianza conocida, pero tal vez no se

tenga informacién suficiente que sugiera alguna distribucion para la respuesta.

La solucion de las ecuaciones estimadoras se obtiene por medio de técnicas de opti-
mizacion. Un método comin emplea la expansion en series de Taylor de las ecuaciones

estimadoras S(B) = 0, esto es

0=S (ﬂ(ﬂ)) + (5 _ g(ﬂ)) S’ (5(0)) 4 % (5 _ ﬂ(O))z s’ (5(0)) + ...

Tomando sélo los dos primeros términos, tenemos la aproximacion lineal
0~ 5(89)+ (8- 89) S (B7)

0
13 ~ (0) _ m
S (B®)
Escribiendo ésta relacion en notacion matricial, iteramos la soluciéon por medio de
-1

B0 — g1 4 _a%g(gw—n) S (%) (2.19)
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Esto es, dado un estimador inicial B(%), éste se actualiza usando la ecuacién (2.19).
Aqui una técnica de optimizacién usual es por minimos cuadrados re-ponderados
iterativos (IRLS). Cuando hay pardmetros auxiliares con sus ecuaciones estimadoras
respectivas, el método de optimizacion actualiza el valor de 3, después actualiza el
valor del parametro auxiliar, y asi sucesivamente, alternando entre sus ecuaciones

estimadoras por separado.

2.3. Ecuaciones Estimadoras Generalizadas

Los datos agrupados o datos longitudinales siempre generan respuestas multivariadas
(y1,Y2, - - -, Yn;) generalmente dependientes. En el caso univariado donde se puede
asumir independencia, se especifica un modelo para p; y una funcién de varianza
V(pi). Mientras que en el caso multivariado, el modelo se aplica a la distribucién

marginal de cada ;.

Las ecuaciones estimadoras basadas en cuasi-verosimilitud para GLM’s en este

caso multivariado son
n

- Yit — Mt 3Mz’t>
x;; =0 2.20
SOtk (), 220)

i=1 t=1

que reescritas en forma matricial con respecto a los grupos o sujetos quedan como
n
Y XD, Vi (yi— ) =0 (2.21)
i=1

donde D; = diag{du;;/Ons} v V; = diag{V(uy)}. Es claro que la matriz V; puede
descomponerse en

vV, =V 1V (2.22)

Si nos enfocamos a la distribucién marginal de las respuestas, para las cuales el

valor esperado y la funcién de varianza estan promediados a través de los grupos o
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sujetos, entonces la matriz identidad en (2.22) es realmente la matriz de correlacién
de las observaciones dentro de un grupo o sujeto. Por lo que esta descomposicion hace
ver que las ecuaciones estimadoras tratan a las observaciones dentro de los grupos o
sujetos como independientes, y en consecuencia su modelo asociado es llamado modelo

independiente.

Las ecuaciones estimadoras generalizadas (GEE) propuestas por Liang y Zeger
(1986) son una extension de las ecuaciones estimadoras anteriores donde simplemente
reemplazan la matriz identidad con una matriz de correlacién més general a la que

llaman matriz de correlacion de trabajo (working correlation matrix). Esto es

V, =V R(a) V" (2.23)

)

donde V; se convierte en una matriz de varianzas-covarianzas o matriz de dispersién.
R se estima a través del vector de pardmetros «, lo que permite describir con relativa
facilidad varias estructuras usuales para la matriz de correlacién. Finalmente, las GEE

para datos dependientes en modelos marginales quedan como
n
Y XID, V! (yi— ) =0 (2.24)
i=1

Las estructuras mas comunes para especificar la matriz de correlacién de trabajo

son las siguientes.

1. Intercambiable (exchangeable)

[ 1 o a |
a 1l «o o s
—la a1l - «a , _ si u=w
R(a) S ‘ 0 R {a si u#w
o o « 1_
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Esta estructura es apropiada para datos agrupados en los cuales es plausible que
no halla dependencia temporal y cualquier permutacién entre las observaciones
es valida. Lo primero que se estima son los residuales de Pearson, y con ellos el

parametro de escala.

n n;

~ Yit — ﬁit ~ 1 ~9
rra.t — 7/\ R d) — —n T (225)
' V(Mlt) Zi:l Uz Zzzl t=1 "

Después se estima «, que en este caso es un escalar.

i

n n n; o~ n;
a — %Z {Zu:l v=1 TiuTiv — Zu:l ,riZ’u, } (226)
i=1

Autorregresivo de k-ésimo orden (AR(k))

1 sSi u=w
no- {0

alv vl s #w
Esta estructura es apropiada para datos longitudinales en los cuales es plausible
que halla dependencia temporal y un orden natural entre las observaciones. Si la
respuesta se distribuye normalmente, esto es analogo a un proceso autorregresivo
de tiempo continuo (AR). Los residuales de Pearson y el pardmetro de escala

se estiman por medio de (2.25). Después se estima a, que en este caso es un

0~ o~ ko~ o~
&= i [i <Z?;1 Tialitso > Ti,trz',t-i—k,)] (2.27)

10) ) n; n;

Estacionario de k-ésimo orden (stationary(k))

vector.

1 si u=wv
Ry =12 a" ™ si |u—v|<k
0 si Ju—v|>k

Esta estructura es una alternativa del modelo autorregresivo donde se supone
que la correlacion existe solo entre las k-+1 unidades temporales adyacentes. Los
residuales de Pearson y el pardmetro de escala se estiman por medio de (2.25).

Después se estima e por medio de (2.27).
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No estacionario de g-ésimo orden (nonstationary(g))

1 st u=w
Ry =1 au si lu—v|<g
0 si lu—vl>g
A diferencia del modelo estacionario, en esta estructura se asume que las corre-
laciones alrededor de la diagonal principal no son constantes. Una desventaja en
la estimacién de esta estructura es que no se garantiza su invertibilidad y pro-
blemas numéricos pueden ser encontrados, especialmente para bases de datos
desbalanceadas, o cuando el tamano de la matriz es relativamente grande con
respecto al nimero de grupos o sujetos en estudio. Los residuales de Pearson
y el pardmetro de escala se estiman por medio de (2.25). Después se estima «

por medio de las siguientes ecuaciones.

10 ) 1 siel grupo ¢ tiene observaciones indexadas u y v
L,u,v) =
B 0 de otro modo
" -1
JQuw = E [(ZJ u, U)
i=1
A2 ~ ~ ~ ~
911751 12TiaTi2  * G1,n;Ti1Tin,
~ ~ A2 ~ ~
G 92,17 2751 92,275 2 G20 Ti2Tin,
~ ~ ~ ~ A2
InitTinTit 9n; 2TinTi2 ~ GniniTip,
Dy N
o~ ) — (2
& — ST (2.28)

Z?:l Z?& ?zQ,t/”z
Sin estructura (unstructured)

1 si u=v
Ruv:{

Oy SI U F W

Este caso es el mas general de todas las estructuras y es igual al modelo no

estacionario pero con el orden g méaximo. Al igual que en el caso anterior, la
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estimacion de esta estructura no garantiza su invertibilidad y problemas numeéri-
cos pueden ser encontrados, especialmente para bases de datos desbalanceadas,
o cuando el tamano de la matriz es relativamente grande con respecto al nime-
ro de grupos o sujetos en estudio. Los residuales de Pearson y el parametro de

escala se estiman por medio de (2.25). Después se estima a por medio de (2.28).

6. Fija (fixed)
Este modelo puede ser impuesto si se tiene conocimiento previo de la estructura
de correlacion por medio de una fuente externa. Con este modelo ya no se estima,
la matriz de correlacién en cada paso de la iteracion, ya que se toma la matriz
como dada. Otro uso de este modelo es posibilitar la utilizacién de algtin tipo
de estructura que no esté directamente soportada como opcién en un paquete

de software especifico.

7. Libre especificacién (free specification)
Esta puede ser cualquier estructura definida por el usuario a partir de suposi-
ciones hechas de acuerdo al tipo de experimento realizado, y que no comprenda

ninguna de las formas estructurales anteriores.

2.4. Aplicacion al Ejemplo Ilustrativo

Como un analisis preliminar del tratamiento que intenta reducir la exposicion al sol
de los ninos, primero se modelara sélo la parte de la base de datos cuyos sujetos tiene

sus tres respuestas completas clasificadas como se muestra en la Tabla 2.1.
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Tabla 2.1: Clasificacién de las respuestas completas por grupo.

Respuestas en tres anos
Grupo 000 001 010 011 100 101 110 111 Total
Control 13 3 4 5) 32 20 26 129 232
Tratamiento 9 4 7 3 18 18 32 143 234

En la Tabla 2.2 se reportan las proporciones muestrales de respuestas favorables
(codificadas como 1) para las 6 distribuciones marginales que se tienen. Por ejemplo,
de la Tabla 2.1, la proporcion de respuestas favorables para el grupo de control al

primer ano de seguimiento es de (32 + 20 4+ 26 + 129)/232 = (0.892.

Tabla 2.2: Proporciones marginales muestrales de respuestas favorables.

Proporciones muestrales
Grupo Anol Ano2 Ano3
Control 0.892 0.707  0.677
Tratamiento 0.902 0.791 0.718

De la Tabla 2.2 se puede observar que la proporcion de respuestas favorables apa-
rentemente (1) decrece con el tiempo para ambos grupos; (2) decrece a una tasa mayor
en el grupo de control; y (3) es ligeramente mayor en el grupo intervenido durante los
tres anos. Para averiguar que tan ciertas son estas aseveraciones y asi determinar si
las diferencias presentes entre grupos y entre anos son estadisticamente significativas,
se ajustara un modelo de regresion marginal con funcién de enlace probit. Para ajus-
tar el modelo con GEE se utilizard la funcién geese implementada en la biblioteca

geepack del software estadistico R.
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Tabla 2.3: Estimadores GEE con estructura de correlacién AR(1).

Parametro Estimador FError Est. Valor P
Intercepto 1.48006 0.13053 0.00000
tiempo -0.36014 0.05304 0.00000

Tratamiento 0.10777 0.19435 0.57924
tiempo:Trat 0.01564 0.07763 0.84031
o) 0.38108 0.05534  0.00000

El valor del parametro de correlacion « refleja una dependencia entre observaciones
relativamente buena. Ademas, la interaccion del tratamiento con el tiempo no es
significativa, por lo que no hay evidencia suficiente de que la proporcién de respuestas
favorables decrezca a una tasa mayor en el grupo de control. Por ello, se ajustara de

nuevo el modelo sin dicha interaccién.

Tabla 2.4: Estimadores GEE con estructura de correlacién AR(1).

Parametro Estimador FError Est. Valor P
Intercepto 1.46375 0.10596 0.00000
tiempo -0.35266 0.03878 0.00000
Tratamiento 0.14224 0.09828 (.14784
« 0.38111 0.05537 0.00000

Tampoco hay evidencia de que las proporciones de respuestas favorables sean ma-
yores en el grupo intervenido que en el grupo de control; de hecho, con el tratamiento
sélo se obtienen exp(0.14224) = 1.153 veces mas respuestas favorables que sin él.
Sin embargo, lo que si se puede afirmar, es que dichas proporciones decrecen con el
tiempo para ambos grupos. Por lo tanto, se ajustara el modelo final sin la variable

Tratamiento.



Tabla 2.5: Estimadores GEE con estructura de correlacién AR(1).

Parametro Estimador FError Est. Valor P
Intercepto 1.53132 0.09660 0.00000
tiempo -0.35170 0.03860 0.00000
« 0.38446 0.05459 0.00000

Entonces, el modelo marginal probit resultante es

®P(Y; =1)] = 1.53132 — 0.35170 tiempo

donde @ es la funcién de distribucién acumulada (CDF) normal estandar.
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Finalmente, las probabilidades marginales estimadas de respuestas favorables se

muestran a continuacion.

Tabla 2.6: Probabilidades marginales estimadas de respuestas favorables.

Probabilidades estimadas
Anol Ano?2 Ano3
0.881 0.796 0.683

2.5. Datos faltantes

Cuando en una base de datos hay valores faltantes y ésta se analiza sélo con los valores

observados como si los valores faltantes no existieran, pueden obtenerse estimadores

sesgados como veremos fue el caso en la seccion anterior.
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Los sujetos con valores faltantes se pueden clasificar en dos grandes grupos:

= Aquellos en los que una vez que hay un valor faltante, el resto de los valores

también son faltantes (dropouts).

= Aquellos que tienen uno o varios valores faltantes, pero cuyo 1ltimo valor no es

faltante (intermittent).

En general, el andlisis con valores faltantes intermitentes se dificulta mas que con
dropouts, debido a la gran variedad de patrones de valores faltantes que tiene que ser

tomados en cuenta.

Para investigar el proceso que genera a los valores faltantes, primero se dividen
las respuestas Y en respuestas observadas Y, y respuestas faltantes Y,,, donde Y =
(Yo, Y,). Después se construye una matriz indicadora M de valores faltantes, cuyos
elementos son

M, = { 1 s% Y;; es faltante
0 si Y; esobservada

Si P(M|Y) = P(M) para toda Y, entonces M es independiente de Y, y de Y,,.
En este caso, el proceso que genera a los valores faltantes es llamado completamente
aleatorio (MCAR). Bajo este supuesto, las inferencias estadisticas obtenidas con mo-
delos basados en verosimilitud y con GEE son validas; es decir, un analisis usando

solo los valores observados no es sistematicamente sesgado.

Si P(M|Y) = P(M|Y,) para toda Y,,, entonces M es dependiente de Y, e in-
dependiente de Y,,. Para este caso, el proceso que genera a los valores faltantes es
llamado aleatorio (MAR). Bajo este supuesto, las inferencias estadisticas obtenidas
con modelos basados en verosimilitud y con GEE ponderadas son validas. La di-

ficultad de las GEE ponderadas es que ain requieren ciertas suposiciones sobre el
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mecanismo de datos faltantes, y ademas, todavia no se encuentran implementadas en

la mayoria del software estadistico disponible.

Si P(M|Y) = P(M|Y,,) para toda Y,, entonces M es dependiente de Y, e in-
dependiente de Y,. Para este caso, el proceso que genera a los valores faltantes es
llamado no aleatorio o no ignorable (NMAR). Aqui es necesario un analisis mas com-
plejo para modelar P(M|Y). Bajo este supuesto, las inferencias estadisticas obtenidas
con modelos basados en verosimilitud y con GEE suelen ser sesgadas y deben tomarse

con cautela.

Un andlisis en presencia de muchos datos faltantes debe hacerse con precaucion.
Generalmente, poco se sabe del proceso que genera los valores faltantes, y las su-
posiciones acerca de éste no pueden ser verificadas. En ausencia de un modelo del
mecanismo de datos faltantes, al menos se pueden comparar los resultados de ana-
lizar la base de datos completa con todos los valores disponibles, con los resultados
del analisis usando sélo la parte de la base de datos con grupos o sujetos sin valores
faltantes. Si dichos resultados difieren sustancialmente, las conclusiones deberdn ser

tentativas hasta que el mecanismo de valores faltantes pueda ser modelado.

Retomando el ejemplo del tratamiento que reduce la exposicion al sol de los ninos,
ahora se analizara la base de datos completa que incluye a los sujetos con todas
sus respuestas y a los sujetos con respuestas faltantes. Como en este caso se tienen
valores faltantes tanto intermitentes como dropouts, investigar el proceso especifico
que los genera puede resultar bastante complejo. En su lugar, al menos comparemos
los resultados que nos arroje este nuevo analisis con los resultados del analisis previo
de la seccion anterior. A continuacion se muestra el reporte del ajuste del modelo

marginal probit.
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Tabla 2.7: Estimadores GEE con estructura de correlacién AR(1).

Parametro Estimador FError Est. Valor P
Intercepto 1.40400 0.11366 0.00000
tiempo -0.34689 0.04783 0.00000

Tratamiento 0.12814 0.17200 0.45627
tiempo:Trat 0.02874 0.07141 0.68736
o) 0.37794 0.04631 0.00000

El valor del parametro de correlacion « se mantiene practicamente igual que en el
analisis previo. Por otro lado, la interaccién del tratamiento con el tiempo de nuevo
no es significativa, por lo que no hay evidencia suficiente de que la proporcién de
respuestas favorables decrezca a una tasa mayor en el grupo de control. Se ajustara de

nuevo el modelo sin esta interaccion.

Tabla 2.8: Estimadores GEE con estructura de correlacién AR(1).

Parametro Estimador Error Est. Valor P
Intercepto 1.37560 0.09279  0.00000
tiempo -0.33336 0.03562  0.00000
Tratamiento 0.18948 0.08526 0.02625
o 0.37803 0.04655 0.00000

Contrario al andlisis previo, con este nuevo ajuste y a un nivel de significancia
estandar del 0.05, resulta que ahora el tratamiento si es estadisticamente significativo.
Es decir, las proporciones de respuestas favorables son mayores en el grupo intervenido
que en el grupo de control; aunque no por mucho, pues con el tratamiento sélo se
obtienen exp(0.18948) a2 1.21 veces mas respuestas favorables que sin él. Esto también

puede verse del hecho de que el tratamiento no sea significativo al 0.01. Sin embargo,
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lo que si se puede afirmar categéricamente, es que dichas proporciones decrecen con
el tiempo para ambos grupos.

Entonces, el modelo marginal probit resultante es
®~'[P(Y; = 1)] = 1.37560 — 0.33336 tiempo + 0.18948 Tratamiento

Finalmente, las probabilidades marginales estimadas de respuestas favorables se

muestran a continuacion.

Tabla 2.9: Probabilidades marginales estimadas de respuestas favorables.

Probabilidades estimadas
Grupo Anol Ano2 Ano3
Control 0.851 0.761 0.646
Tratamiento 0.891 0.816 0.714

Las diferencias obtenidas entre los resultados de ambos ajustes con GEE, mues-
tran la importancia de incluir en el andlisis a los sujetos con respuestas faltantes,
ya que sus respuestas observadas siguen aportando suficiente informacion al modelo.
Sin embargo, con GEE las inferencias serdn vélidas si el proceso de datos faltantes
es MCAR. Desafortunadamente, en la préctica, la distincién entre MCAR y MAR
usualmente no puede hacerse con mucha certeza. Esta es la gran desventaja del méto-

do de GEE ante valores faltantes por asumir una suposicién tan restrictiva como lo

es MCAR.



Capitulo 3

Modelos de Transicion y GLM

En un modelo de transicion, la correlacién entre las observaciones yo, y1, 42, .. -,
se identifica como la influencia explicita que ejercen las observaciones previas
Yi—1,Yi—2, - - -, SObre la observacién actual y;. Si estas observaciones previas son trata-
das como variables explicativas adicionales, es claro que la correlacion entre observa-
ciones se puede modelar junto con el proceso de regresion estandar entre la respuesta
actual y demads variables explicativas. En la regresion se modelan distribuciones con-
dicionales de transicién, que son las probabilidades de obtener cierta respuesta, dadas

respuestas anteriores y valores especificos de posibles variables explicativas.

3.1. Cadenas de Markov de Tiempo Discreto

Sea un espacio de estados finito S = {sy,s9,...,5y} donde cada s; representa un
estado, y sea {Y;} = Y, Y7, Vs, ..., una sucesion tal que la variable aleatoria Y toma

valores de S en el tiempo ¢t = 0,1, 2,..., respectivamente. Se define lo siguiente.

» Un vector de probabilidades en el tiempo ¢ denotado por p) = [pgt> pgﬁ) e pgfr)],

Z(t) = Pr(Y; = s;) es la probabilidad marginal. Si se cumple lo siguiente

donde p

23
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Zi]\il p(t) = 1 V¢, entonces el vector de probabilidades es una distribucion. A

i

p® se le llama distribucion inicial.

Una matriz de transicion entre los tiempos £ — 1 y ¢ con t > 0 denotada por

) (t)

ot

pt — Dot P2t Pon
t ' ' t

pgv)1 pSV)Q T psv)N

donde pg.) = Pr(Y; = s;|Y;_1 = ;) es la probabilidad de transicion. Si se cumple
que Zjvzl pg-) = 1 Vi, entonces la matriz de transicién es estocdstica. P©) se

define como la matriz identidad, esto es, P(®) =1.

La sucesién {Y;} es una cadena de Markov (CM) con distribucién inicial p(® y
con matrices de transicién estocdsticas P si cumple con la siguiente propiedad

de Markov.
Pr(Y, =s;|Yic1 = s4,.. ., Yo =50) =Pr(Yy = s,|Yio1 = 5) = pg-) Vt,

donde Pr(Y;_; = s4,...,Yy = s9) > 0. Es decir, la probabilidad de que Y
tome cierto valor de S en un tiempo dado, s6lo depende de éste valor y del
valor precedente. Si P®) es invariante en el tiempo, P® = P+ = P vt > 0,
entonces se dice que la CM es homogénea. En caso contrario, tenemos una CM
no homogénea. La propiedad de Markov define la “memoria” u “orden” de la

cadena, que en este caso es igual a uno.

Una CM de orden k es aquella que cumple con la siguiente propiedad de Markov

generalizada para toda t.

PI‘(K - 5t|}/:‘,71 = St-1y---, }/E] = SU) - PI‘(K = St|}/:‘,71 = St-1y-- K*k = Stfk)-
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Algunas veces es posible descomponer el espacio de estados de una CM en sub-
conjuntos mas pequenos llamados clases, cada una de las cuales es relativamente mas

facil de tratar, y una vez juntas dan un mejor entendimiento de la cadena completa.

El hecho de que de un estado s; se puede pasar a un estado s; con p;; > 0, se
denota como s; — s;. Se dice que un estado s; se comunica con un estado s; si se
cumple que s; — s; y s; — s;. Es claro que s; — s; y s; — s; implica que s; — s;.
Entonces, una clase es el conjunto de estados que se comunican entre si en forma

directa o a través de terceros estados.

Se dice que una clase es cerrada si una vez entrando en ella ya no es posible salir
de la misma. Una clase es recurrente (o persistente) sii es una clase cerrada, en caso
contrario es una clase transitoria. Si una clase recurrente se compone de un sélo estado
s;, éste es llamado estado absorbente, donde p; = 1. Los estados no absorbentes son
llamados transitorios, donde 0 < p; < 1. Una CM es absorbente si tiene al menos un

estado absorbente.

Una CM es irreductible si su espacio de estados no puede ser descompuesto en
clases mas pequenas, por lo que el espacio de estados forma una sola clase, en la que
siempre se puede pasar de cualquier estado a cualquier otro estado con probabilidad
de transicion positiva. Un resultado importante es que una CM irreductible con un

espacio de estados finito, es siempre recurrente.

Por ejemplo, en la siguiente CM absorbente

OO Rw=O O
—_— O OoOwrr O O
o= O O OO

S O Owim ONl=
S OO O OoONv=
oo o o= O
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cuyo diagrama correspondiente es

las clases son {s1, s2,s3}, {s4} v {s5,56}, donde {s1, s9,s3} es una clase transitoria,

s4 es un estado absorbente y {ss, sg} es una clase recurrente.

Uno de los principales objetivos en el andlisis de una CM es el cédlculo de distribu-
ciones futuras dadas las matrices de transicion y distribuciones precedentes. Para una

CM no homogénea las distribuciones subsecuentes se obtienen de la siguiente manera.

En general,

En caso de que la CM sea homogénea se tiene que
p) =pOp, p@ =pip =p@p2 .

En general,

donde la matriz P™ es llamada matriz de transicién de n pasos. Si P es positiva (sin

elementos cero) y conforme n se incrementa, p(™ se aproxima a un estado estable o
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distribucion de equilibrio que satisface p = pP. También se pueden usar los términos
estacionaria o invariante con el mismo significado. Otro resultado importante, es que

toda CM recurrente tiene asociada una tnica distribucién de equilibrio positiva.

3.2. Modelos de Transicion

Los modelos de transicion son una extension de los GLMs que describen la distribucién
condicional de cada respuesta y; como una funcién explicita de las respuestas previas
Yit—1, Yit—2, - - - » Yo v de las variables explicativas z;;. Se supondra el caso en el que
los tiempos de observacién estan igualmente espaciados. Para simplificar la notacion,
se denota la historia de las respuestas previas y el valor pasado y presente de las

variables explicativas para el sujeto ¢ al tiempo ¢ como

Hy = {yit—la Yit—25 - - - Yi0s Tity Tit—15 - - - ,sz'o}-

Los modelos de transicién mas usuales son los que siguen una estructura tipo CM de
orden k, en los cuales la distribucién condicional de y;; dada H;; sélo depende de las

k respuestas previas

Hiy = {yi—1,Yit—2, - -+ s Yit—k; Tits Tit—1, - - - s Tig—k } -
Al niimero natural £ se le llama orden del modelo de transicién.

Como las distribuciones condicionales pertenecen a la familia exponencial, la pdf

condicional tiene la forma

Yitlir — b(eit)
a(¢)

donde a(-), b(-) y ¢(-) son funciones conocidas. La media y varianza condicionales son

) = exp { el )} (3.1)

Mft = E(Yit|Hit) = bl(eit) y Uft = Val"(Y;'t|Hz't) = bl’(git)a(¢)'
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Las funciones de enlace g y varianza V' satisfacen
9(p1i) = 933;/3 + Z fr(Hise) vy v = V()
r=1

donde f,(-) es una funcién adecuada del vector de los coeficientes de regresién de las

respuestas previas a.

Es decir, el modelo de transicion expresa la media condicional como una combi-
nacion lineal de las variables explicativas y las respuestas previas, que simplemente
son tratadas como variables explicativas adicionales. Se asume que el pasado afecta
al presente a través de la suma de s términos, cada uno de los cuales puede depender

de los k valores previos.

Los modelos de transicion también pueden ser ajustados usando maxima vero-
similitud. La distribucién conjunta de las respuestas Yj, ..., Yi,,, se factoriza de la

forma

fWios - Ying) = f(Wio) f(yirlyio) f(yielyin, vio) = f Yin|Yini—15 - - - Yio),

mientras que en una CM de orden k se tiene

f(yit|yz't—la sy yz’O) = f(yit|yz't—la ceey yit—k)a

por lo que la contribucién del sujeto ¢ a la funcién de verosimilitud de un modelo de

orden £k es

n;
fWios - Ying) = f(Wios - - -, Yin—1) H FWitlyir—1s - - Yir—i),

t=k

que al introducir explicitamente las variables explicativas queda como

Lz(lga a|yi07 <o Yings X) = f(yiﬂa vy Yik—15 X) H f(yzt|Hzt)
t=k
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En la funcién de verosimilitud anterior, la distribucién condicional f(y;|H;)
esta especificada por la ecuacién (3.1), mientras que la verosimilitud de la distribu-
cién marginal f (v, ..., ¥k 1;X) no estd especificada directamente. Para un modelo
de respuestas continuas, en el que Yjq, ..., Y;r 1 es normal multivariada y la estructura
de covarianza para Yj; es débilmente estacionaria, la distribucién marginal puede ser
determinada en su totalidad de la distribucion condicional sin introducir parametros
desconocidos adicionales. Por lo tanto, una funcién de verosimilitud completa puede

ser usada para ajustar modelos autorregresivos Gaussianos.

Por otro lado, para modelos de respuestas categoricas, la distribucién marginal no
puede ser especificada de la distribucion condicional sin suposiciones adicionales, por
lo que una funcién de verosimilitud completa no esta disponible. Sin embargo, una
alternativa para estimar B y a es maximizar la funcién de verosimilitud condicional

n;g

LB, ey, ... y;x) = [ T] falHa). (3.2)

i=1 t=k

Cuando se maximiza (3.2) se presentan dos casos distintos a considerar. En el primer
caso, fr(Hy; &) = . f.(Hy), por lo que la funcién de enlace es una combinacién lineal
de B y a y el procedimiento para obtener sus MLEs condicionales es el estandar
para GLM’s de datos independientes. Simplemente se hace una regresién entre Yj; y
el vector de variables explicativas extendidas (x;;, fi(Hi), ..., fs(H;)) de dimensién

p + s. Este caso es el que considera al modelar respuestas binarias.

El segundo caso ocurre cuando f.(Hy; o, 3) = a,f.(Hy, B3), y se considera al
modelar, por ejemplo, respuestas contables. Un algoritmo de estimacion para este
caso proporciona las siguientes ecuaciones estimadoras condicionales.

- Y — g (01
Zzy\t/( Mt(ist):()’

PEE— /Lft)
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donde § = (B, a). Estas ecuaciones estimadoras son el andlogo condicional de las

ecuaciones (2.20). Se puede aiin formular el procedimiento de estimacién en base a

IRLS.

3.3. Modelos de Transicién de Respuestas Binarias

Un modelo de transicién de primer orden para respuestas binarias comprende una

CM con un espacio de estados {0, 1} y matrices de transicién entre los tiempos ¢ — 1

[0 ) ]
| o2 5 |
(t)

donde p,; = Pr(Y;; = b|Yii—1 = a), a,b=0,1 son las probabilidades de transicién.

y t con t > 0 dadas por

PO —

En la parte de regresion, se modelan las probabilidades de transicion en funcion
de las variables explicativas y las respuestas previas. Por ejemplo, en un modelo de

regresion probit tenemos que

pig = EYa|Yi1) =Pr(Yy=1|Yy_1=a), a=0,1 y

vy = V(Yit|Y;t—1) = th(l - M?t)?
con funcién de enlace
c\ __ : c\ __ -1 c\ T T
9(pg) = probit(ug) = @7 (u5;) = 24,8 + yu1 2,0,

donde se incluye la interaccién de las variables explicativas con la respuesta previa.
Para un modelo sin interaccién, el término yit_lmgcx = « Yu_1; es decir, las varia-
bles explicativas tienen el mismo efecto en la probabilidad de la respuesta, atin si la

respuesta previa es igual a cero o igual a uno.
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Bajo este modelo, las matrices de transicion quedan especificadas como

®(—z;5) b(z;,)
PO —
b(—w;, B — o) O(ziB +zjc)

Un modelo de transicién de segundo orden estd caracterizado por la matriz

Yii
Yieo Yo 0 1
0 0 Pooo  Poo1
0 1 Poio  Po11
1 0 P1oo  Pio1
1 1 Piio P11

donde pgpe = Pr(Yy = ¢|Yiuo1 = b,Yiu_o = a), a,b,c = 0,1 son las probabilidades
de transicién. Andlogamente al modelo de primer orden, en un modelo de regresién

probit tenemos que

Mft = E(Y;'t|Y;'t—1a Y;'t—Q) = Pr(Yit = 1|Y;'t—1 =0b,Yj_0= ), a,b=0,1 y

vi; = V(Y| Yir, Yi—2) = pip(1 — ),

con funcién de enlace

g(p5,) = probit(ug) = 7' (1§) = ®1,8 + yu—1Th o + YT 0 + Yi—1Yu—2Tj 03,
donde se incluyen todas las interacciones de las variables explicativas con las respues-

tas previas.

Un caso especial importante del modelo anterior ocurre cuando no hay interaccio-
nes entre las respuestas pasadas y las variables explicativas, por lo que la funciéon de

enlace queda como

g(5;) = probit(pug;) = ‘I)fl(/ﬁz?t) = 2133;5 + oy Yir 1+ Q2 Yiro+ Q3 Yir 1Yir2-
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En este caso, las respuestas previas afectan la probabilidad de una respuesta positiva,
pero los efectos de las variables explicativas son los mismos sin hacer caso de la
historia. Incluso en esta situacién, aiin se debe escoger entre modelos de transicién de
diferente orden. Por ejemplo, se podria empezar con un modelo de tercer orden que

puede ser escrito de la forma

@71(1%3) = fvﬁﬂ + oy Y1+ Q2 Yo + Q3 Yir3

+ Qg Yip—1Yit—2 + Q5 Yir—1Yit—3 + Qs Yir—2Yit—3 + Q7 Yir—1Yit—2Yit—3-

Un modelo de segundo orden puede ser utilizado si los datos son consistentes con
a3 = a5 = ag = a7y = 0; un modelo de primer orden estara implicado si se cumple
que o, = 0 para r = 2,...,7. Como todo coeficiente de regresién, la interpretacion y
valor de 3 depende de las otras variables explicativas en el modelo, en particular en
aquellos en los que las respuestas previas han sido incluidas. Cuando las inferencias
acerca de 3 son el objetivo estadistico, es primordial revisar su sensibilidad respecto

al orden asumido en el modelo de transicién.

3.4. Aplicaciéon al Ejemplo Tlustrativo

Retomando el andlisis del tratamiento que intenta reducir la exposicién al sol de los
ninos, s6lo se modelard la parte de la base de datos cuyos sujetos tienen sus tres
respuestas completas clasificadas como se muestra en la Tabla 3.1.

En la tabla 3.2 se reportan las proporciones muestrales para las cuatro matrices de
transicion de primer orden que se tienen. Por ejemplo, de la Tabla 3.1, la proporcion
de respuestas favorables (codificadas como 1) para el grupo de control al segundo ano
de seguimiento, dado que la respuesta previa fue no favorable (codificada como 0), es

de (4+5)/(13+3+4+5) = 0.36.
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Tabla 3.1: Clasificacién de las respuestas completas por grupo.

Respuestas en tres anos
Grupo 000 001 010 011 100 101 110 111 Total
Control 13 3 4 5) 32 20 26 129 232
Tratamiento 9 4 7 3 18 18 32 143 234

Tabla 3.2: Proporciones de transicién muestrales.

Ano 2 Ano 3
Grupo Ano previo 0 1 0 1
Control 0 0.6400 0.3600 0.6618 0.3382
1 0.2512 0.7488 0.1829 0.8171
Tratamiento 0 0.5652 0.4348 0.5510 0.4490
1 0.1706 0.8294 0.2108 0.7892

De la tabla 3.2 se puede observar que la proporcion de respuestas favorables apa-
rentemente (1) es similar con el tiempo para ambos grupos; (2) es mayor si la respuesta
previa es también favorable; y (3) es ligeramente mayor en el grupo intervenido que
en el grupo de control. Para averiguar que tan ciertas son las aseveraciones de este
andlisis exploratorio y asi determinar si las diferencias presentes entre grupos y entre
anos son estadisticamente significativas, se hara uso de un modelo de transiciéon con
funcién de enlace probit. Para ajustar el modelo con GLM se utilizara la funcién glm

implementada en el software estadistico R.

Primero se ajustaron modelos con todo tipo de interacciones, y al verificar que
ninguna de ellas era estadisticamente significativa se eliminaron del modelo. En la

Tabla 3.3 se muestra el reporte del ajuste del modelo probit sin interacciones.



Tabla 3.3: Estimadores GLM con funcién de enlace probit.

Parametro Estimador Error Est. Valor P
Intercepto -0.42373 0.27442 0.123
tiempo 0.02800 0.09337 0.764
Tratamiento 0.14217 0.09136 0.120
Previo 1.10852 0.11435 0.000
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Como podemos ver, no hay evidencia suficiente para suponer que las proporciones

de respuestas favorables sean diferentes con el tiempo o mayores en el grupo interve-

nido. Sin embargo, lo que si se puede afirmar, es que dichas proporciones aumentan

fuertemente si la respuesta previa es también favorable. Entonces, el modelo marginal

probit es

&' [Pr(Y; = 1|Yj—1 = Previo)] = — 0.4237 + 0.028 tiempo

+ 0.1422 Tratamiento + 1.1085 Previo

donde ® es la CDF normal estandar.

Finalmente, las probabilidades de transicion estimadas se muestran a continua-

cion.

Tabla 3.4: Probabilidades de transicién estimadas.

Ano 2 Ano 3
Grupo Ano previo 0 1 0 1
Control 0 0.6435 0.3565 0.6330 0.3670
1 0.2294 0.7706 0.2210 0.7790
Tratamiento 0 0.5892 0.4108 0.5783 0.4217
1 0.1886 0.8114 0.1812 0.8188
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La desventaja de los modelos de transicion bajo esta propuesta de Diggle et al.
(1994), es que no pueden incluirse sujetos con datos faltantes, lo cual provoca pérdida
de informacién relevante. Esto se debe a que el ajuste del modelo se hace sobre
proporciones obtenidas sélo de frecuencias observadas. Por ejemplo, en este caso, el
ajuste del modelo de transicién se hizo sobre las proporciones de la Tabla 3.2 obtenidas

de las frecuencias de la Tabla 3.1.



Capitulo 4

Modelos Marginales y de
Transicion con Cdépulas

Las coépulas son funciones C' que relacionan, juntan -o bien “copulan”- funciones
de distribucién conjuntas multivariadas con sus funciones de distribucion marginales

univariadas. Esto es,

C:(0,1)™ = (0,1) | C[Fi(n1), F2(42) - -+ Fn(Ym)] = F (Y1, Y2, - -+, Ym)-

Las cépulas fueron presentadas originalmente por Sklar (1959) quien resolvié algunos
problemas formulados por M. Fréchet sobre la relacién entre una funcién de distribu-
cion conjunta y sus funciones de distribucién marginales. En este sentido las cépulas
proporcionan una estructura general unificadora para el modelado de distribuciones
multivariadas. En la actualidad, las copulas se han convertido en una poderosa y po-
pular herramienta de modelado multivariado en muchos campos de la investigacién,
sobre todo donde la dependencia entre varias variables aleatorias es de gran interés y

para las cuales la suposiciéon de normalidad multivariada puede ser cuestionable.

36
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4.1. Copulas Bivariadas
4.1.1. Conceptos Basicos

El siguiente teorema de Sklar (1959) es central en la teoria de cépulas y es el fun-
damento para muchas, si no es que la mayoria, de las aplicaciones de dicha teoria a
la estadistica. Este teorema aclara el rol que juegan las cépulas en la relacién entre

funciones de distribucién multivariadas y sus marginales univariadas.

Teorema 4.1 (Sklar) Sean Y7 y Ys variables aleatorias con funcion de distribucion
conjunta F' y funciones de distribucion marginales Fy y Fy, respectivamente. Entonces

existe una copula C tal que satisface

F(y1,y2) = C[Fi(y1), Fa(y2)] (4.1)

para toda y1,y2 € R. St Fy y Fy son continuas, entonces C es unica sobre rango Fy X
rango Fy. Inversamente, si C' es una copula y Fy, Fy son funciones de distribucion,
entonces F' definida en la ecuacion (4.1) es una funcion de distribucion conjunta con

marginales Fy y F.

La ecuacién (4.1) proporciona una expresién para funciones de distribucién con-
juntas en términos de una cépula y dos funciones de distribucion marginales. Pero
(4.1) puede ser invertida para expresar las copulas en términos de una funcién de
distribucién conjunta y las inversas de las dos funciones de distribucién marginales.
Sin embargo, si una marginal no es estrictamente creciente entonces no tiene una
inversa en el sentido usual. Esto proporciona un método de construccion de copulas a
partir de funciones de distribucién conjuntas. Si v; = Fi(y;) v vy = F5(y2), entonces

y1 = F; Y (v1) y yo = Fy *(vs). Por lo tanto,

Clv1,v2) = F(F7 (01), Fy ' (v2)). (4.2)
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Una cdpula bivariada es una funcién C' : (0,1)* — (0, 1) que satisface las siguientes

propiedades:

» Para todo vy, vy en (0,1),

lim C(Ul,vg) = U3—j,
’Uj*)l
1}1;2100(7)1;7)2) = 0

donde j =1, 2.

» Para todo uy, ug, wy, wy en (0, 1) tales que u; < ug y wy < wy,
C(UQ, ’LUQ) — C(UQ, ’LUl) — C(Ul, ’U)Q) + C(Ul, ’LU1) Z 0.
Debido a esta tltima propiedad, algunos autores se refieren a la cépula C' como
bi-creciente o cuasi-mondtona.

Aqui un hecho importante es que una cépula es también creciente en cada uno de sus

argumentos.
Por otro lado, es posible demostrar que si C' es una copula, entonces para todo

(v1,v7) en (0,1)2,

W (v1,v2) = max{v; +vs — 1,0} < C(vq,v2) < min{vy,ve} = M(v1,vz).

donde W y M son también copulas. Como una consecuencia del teorema de Sklar,

si Y7 y Y5 con variables aleatorias con una funcién de distribucién conjunta F' y

marginales Fy y Fb, respectivamente, entonces para todo (y1,y2) € R?,
max{F1(y1) + Fa(y2) — 1,0} < Fy1, y2) < min{F1(y1), Fa(12)}

Esta desigualdad es conocida como la desigualdad de las cotas de Fréchet-Hoeffding,

y las funciones W y M como las cotas inferior y superior, respectivamente.
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También se puede establecer la continuidad uniforme de las copulas en su do-
minio via una condicién de Lipschitz en (0,1)? de la forma siguiente. Para todo

(Ula UQ), (wla U}g) en (07 1)27
|C(ug, we) — C(ur, wr)| < |ug — uq| + |wy — wy.

Esto implica que la representacion grafica de una cépula sea una superficie continua
z = C(u,v) dentro del cubo unitario (0,1)?%; y situada entre las gréificas de las cotas
de Frechet z = W(u,v) y 2 = M(u,v), como se muestra en la Figura 4.1. Como
ejemplo, se incluyé la grafica de una copula importante llamada copula producto o

copula independiente z = Tl (u, v) = uv.

Va

Figura 4.1: Gréficas y diagramas de contornos de las copulas W, Iy M.

Se puede hablar de un orden parcial en el conjunto de cépulas llamado orden
concordante, en el que W y M son las copulas minima y méaxima, respectivamente.

Es un orden parcial y no un orden total porque no todo par de copulas es comparable.
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Con una extensién apropiada de su dominio a R?, toda cépula bivariada es una
funcién de distribucién conjunta con funciones de distribuciéon marginales uniformes
en (0,1). Es decir, si C' es una c6épula en (0,1)?, se extiende a R? por medio de F

definida como

(0 <0 o y<o0
Clz,y) : (z,y) €(0,1)?
Fo(z,y) =X = o oy>1,2€(0,1)
y o x>1,y€(0,1)
| 1 crx>1 y y>1

Entonces, F es una funcion de distribucion conjunta con funciones de distribucion
marginales uniformes U(0,1). De hecho, con bastante frecuencia es 1til pensar en
las cépulas como la restriccién a (0,1)% de funciones de distribucién conjuntas cuyas
marginales son U(0,1). En la siguiente figura se muestra la grafica de la superficie

z = Feo(x,y), donde C(z,y) = II(x,y) = xy como caso especial.

z
N

z= Fc(xy)

AN AN ,x

Figura 4.2: Grafica de z = Fo(z,y).
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Finalmente, veamos ciertos resultados importantes con respecto a las derivadas
parciales de las cépulas. Si Fi(y1), Fa(y2) v la cépula C(vq,ve) son diferenciables,
entonces la funcién de densidad conjunta de (Y7,Y3) puede expresarse como:

82F(y1ay2)

f(ylayQ) aylay2

0

- 2L o m)

— i{ 0 C[Fi(y1), Fa(y2)] -

dF5(ys) }
Oy1 | 0F2 (1)

dys

= ]"2(y2)aiy1 {%@/2)0 [Fi(y1), F2(y2)]}

0

{ 8 dFl(yl)
OF (1) | 0F2(y2)

diy

= falup) C[Fl(yl)aF2(y2)]} :

O*C [Fi(11), Fo(y)]

= fi(y1) f2(y2) OF (11)0F(12)

= fily1) f2(y2) c[Fi(y1), Fa(y2)] -

donde fi(y1) v f2(y2) son las funciones de densidad marginales de Y7 y Y5, respecti-
vamente; vy ¢ es la funcion de densidad de la cépula. Como consecuencia, se tiene que
la funcién de densidad condicional de Y5 dada Y] puede convenientemente expresarse
de la siguiente forma:

f 1, 1)

foz l9) = filyr)

= faly2) c[F1(y1), Fa(y2)]- (4.3)
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4.1.2. Familias de Cépulas Paramétricas

Si se tiene una coleccién de copulas, entonces, como una consecuencia del teorema
de Sklar, automaticamente se tiene una coleccién de distribuciones bivariadas o mul-
tivariadas con cualesquiera distribuciones marginales que se desee. Claramente esto
puede ser ttil en modelado y simulacién. Ademas, la naturaleza no paramétrica de
la dependencia entre dos variables aleatorias es expresada por la cépula. Por esto, es

conveniente tener una variedad de cépulas a nuestra disposicién.

Las dos clases de copulas de un parametro mas frecuentemente usados son las
copulas elipticas y las copulas Arquimedianas. Una cépula eliptica es la correspon-
diente a una distribucién eliptica; es decir, aquellas cuya funcion de densidad tiene
contornos que son elipses concéntricos con excentricidad constante. Estas copulas se

construyen por medio del método de inversion via (4.2).

Dentro de las copulas elipticas, una familia importante es la Gaussiana o normal

bivariada, que tiene la forma
Cp(v1,v2) = B[ (01), @7 (w2)],  (v1,02)" € (0,1)7, (4.4)

donde ®, es la funcién de distribucién normal bivariada con media (0,0)7 y varianza
comun 1, por lo que la matriz de varianza-covarianza es igual a la matriz de correlacion
R, que es una matriz no singular de 2 x 2 cuyos elementos fuera de la diagonal
principal son los coeficientes de correlacién de Pearson p € (—1,1), y los elementos
en la diagonal principal son iguales a uno. ®~! es la funcién inversa de la funcién de
distribucién normal estandar ®. La funcién de densidad de la cépula esta dada por

G2[® H(v1), D (v2)]
¢[@~(v1)] @[P (v2)]’

donde ¢ es la funcién de densidad normal estandar y ¢ es la funcién de densidad

Cp(vla UQ) =
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normal bivariada definida como
1
bo(z) = (21) Y R| 2 exp {—§ZTR1Z} , z’ € R.

Notese que si Y] y Ys estan normalmente distribuidas, la funcion de densidad conjunta
resultante generada con la cépula Gaussiana se reduce a la funcién de densidad normal

bivariada usual.

Conforme a la ecuacién (4.3) se tiene que la funcién de densidad condicional de

Y, dada Y; correspondiente a la cépula Gaussiana estd dada por

G2 [ (Fi (1)), 27" (Fa(12))]
¢ [P (Fi(11))] @ [®~1 (Fa(y2))]

Después de algo de algebra laboriosa se puede demostrar que

fop(ya | 1) = % eXp{—% {(521__7/);1)2 - 83] }

donde s; = ®~'[(F;(y;)] para i =1,2.

f2\1(y2 | yl) = f2(y2)

El uso de la copula Gaussiana bivariada es atractivo ya que codifica la depen-
dencia en la misma forma en que la distribucién normal bivariada lo hace usando el
parametro de dependencia p, con la diferencia de que lo hace para variables aleatorias
con cualesquiera marginales arbitrarias. Esta cépula tiene la capacidad de capturar

el rango completo de dependencia ya que C_y =W, Cy =11y C; = M.

Por otro lado, las cépulas Arquimedianas tienen un amplio rango de aplicaciones
en el modelado estadistico por varias razones: (1) la facilidad con la cual pueden
ser construidas; (2) la gran variedad de estructuras de dependencia presentes en las
familias de copulas que pertenecen a esta clase; y (3) las varias propiedades deseables
que poseen los miembros de esta clase. El término “Arquimediano” fue introducido
por Ling (1965) ya que esta clase de cépulas satisfacen el axioma Arquimediano para

los niimeros reales positivos en su propia version.
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Asi como la cépula TI(u,v) = uv puede expresarse como el producto de sus ar-
gumentos y funciones de copula pueden expresarse como el producto de funciones
de sus argumentos ¢[C(u,v)] = ¢(u)p(v) para alguna funcién ¢(t), también una
funcion de cépula puede expresarse como la suma de funciones de sus argumentos
©o[C'(u,v)] = p(u)+p(v) para alguna funcién ¢(t). Como el interés primordial es tener
una expresién que pueda ser usada para la construccién de cépulas, se requiere resolver
la relacién p[C(u, v)] = ¢(u) + ¢(v) para C(u,v), esto es, C(u,v) = ¢ Hp(u) + ¢ (v)],

1

donde ¢! es la funcién inversa de . Dicho esto, se obtiene (y se puede probar) el

siguiente resultado.

Una copula Arquimediana tiene la forma

Ca(vla U2) = 9071 [SO(UI) + QO(UZ)] ) (Ula U2)T € (01 1)21 (4'5)

donde « es el pardmetro de dependencia y ¢ es una funcién continua, decreciente y
convexa ¢ : (0,1] — [0,00) | p(1) = 0, llamada generador de la cépula C. Un genera-
dor determina tinicamente una cépula Arquimediana. Por lo tanto, esta representacién

ayuda a identificar la forma de la copula.

Algunas propiedades algebraicas de una cépula Arquimediana C' con generador ¢

son:
w C es simétrica; C(vy,v9) = C(vg,v1) YV vg,ve € (0,1).
» C es asociativa; C[C(vy,v2), w] = Cluy, C(v, w)] ¥V vy, v9,w € (0, 1).
= Si k> 0 es una constante, entonces kg es también un generador de C'.
En la Tabla 4.1 se muestran diferentes generadores junto con el rango de su

parametro de dependencia, que determinan familias importantes de cépulas Arqui-

medianas de un parametro.
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Tabla 4.1: Familias de cépulas Arquimedianas de un parametro.

Generador ¢(t) | Paradmetro « Cépula Cq (v1,v2) Casos especiales
1 —log t No aplica V1V3 I
2 1—t No aplica méx{vi+v2—1,0} w
1/
3 (—log t)* a>1 exp{—[(— log v1)*+4(— log ’Ug)a] a} C1=1, Coo=M
4 =1 a>0 (0] ¥ vy *—1)" /e Co=TI, Coo=M
5 —log[1—(1—t)*] a>1 1—[(1=v1)*+(1—v2)* —(1—v1 )* (1 —vg)*] 1/ C1=M, Coo=M
xp(at)—1 1 [exp(avy ) —1][exp(avy)—1] — —
6 flog% a #0 - Elog{1+ lexp(a)71 2 C_oo=W, Co=II
Coo=M

Nota: La cépula M no es Arquimediana.

La familia 3 fue introducida por Gumbel (1960), por lo que muchos autores se
refieren a ella como la familia Gumbel. Sin embargo, dado que el nombre de Gumbel
estd asociado a otra familia Arquimediana que también aparece en Hougaard (1986),
Hutchinson y Lai (1990) se refieren a ella como la familia Gumbel-Hougaard.

La familia 4 fue presentada por Clayton (1978), Oakes (1982, 1986), Cox y
Oakes (1984), y Cook y Johnson (1981, 1986). Genest y MacKay (1986) le llama-
ron la familia Cook-Johnson generalizada; Hutchinson y Lai (1990) le llamaron la
familia Pareto; mientras que Genest y River (1993) le llamaron la familia Clayton.

La familia 5 es presentada en Joe (1993, 1997), y aparece en Frank (1981).

La familia 6 es la familia Frank, la cual es introducida en Frank (1979) en un
contexto no estadistico. Algunas de las propiedades estadisticas de esta familia fueron

presentadas en Nelsen (1986) y Genest (1987).
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4.1.3. Medidas de Dependencia

La estructura de dependencia entre variables aleatorias representada por las copulas
permite un camino facil en el estudio de las medidas de dependencia o asociaciéon
entre dichas variables aleatorias. Existen varias formas de describir y medir esta de-
pendencia. En lo que respecta al término de “coeficiente de correlacion”, generalmente
en la literatura es aplicado para referirse a una medida de dependencia lineal entre
variables aleatorias como es el caso del coeficiente de correlaciéon de Pearson, mientras
que el término de “medida de dependencia” es usado para las medidas tales como la
tau de Kendall y la rho de Spearman, las cuales “miden” una forma de dependencia

conocida como concordancia.

De manera informal, un par de variables aleatorias son concordantes si valores
grandes (pequenos) de una de ellas tienden a estar asociados con valores grandes
(pequenos) de la otra. Es decir, sean (z;,y;) y (z;,y;) dos observaciones de un vector
(X,Y) de variables aleatorias continuas. Se dice que (x;,y;) ¥ (%}, y;) son concordantes
siz; <xjyy <y, 0x; >x;y Yy > y;. Similarmente, se dice que (x;,v;) v (x},;)
son discordantes si x; < T; y y; > Yj, 0 ; > x; ¥ y;i < y;. Alternativamente, (x;, ;) y

(z;,y;) son concordantes si (z;—z;)(y;—y;) > 0y discordantes si (z; —z;)(y;—y;) < 0.

1. Coeficiente de correlacion de Pearson
Esta medida de dependencia lineal es la forma mas tradicional para evaluar la
asociacion entre dos variables aleatorias continuas Y; y Y5 en una distribucion
bivariada. Se define como

Cov(Y7,Y3)
[Var(Y;) Var(Y3)]'/2

(4.6)

El uso del coeficiente de correlacién de Pearson es conveniente pues es muy fécil

de calcular y es una medida natural de dependencia en distribuciones elipticas;
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de hecho, a menudo es usado en la familia Gaussiana o normal bivariada. Sin
embargo, para algunos casos de parejas aleatorias continuas cuyas distribuciones
no son elipticas, la utilidad de este coeficiente es dudosa pues su valor depende
no solo de la copula sino también de las distribuciones marginales, por lo que

es afectado por cambios de escala no lineales.

La tau de Kendall

La versiéon muestral de esta medida de dependencia se define en términos de la
concordancia como sigue: Sea {(z1,y1), (z2,¥2),- .., (Zn, Yn)} una muestra alea-
toria de n pares de observaciones de un vector (X,Y’) de variables aleatorias
continuas; y sean ¢y d el niimero de pares concordantes y discordantes, respec-

tivamente. Entonces, la tau de Kendall para la muestra se define como

c—d_ c_d
c+d c+d ec+d

T =

Equivalentemente, 7 es la probabilidad de concordancia menos la probabilidad
de discordancia para un par de observaciones (z;,y;) y (x;,y,) que son elegidas
aleatoriamente de la muestra. Por lo que la versién poblacional de la tau de
Kendall para un vector (X,Y") de variables aleatorias continuas con funcién de
distribucién conjunta F' se define en base a dicha diferencia. Sean (X,Y7) y
(X3, Y3) vectores aleatorios independientes e idénticamente distribuidos, cada
uno con funcién de distribucion conjunta F'. Entonces, la tau de Kendall para

la poblacion se define como
= 2Pr[(X; — X5)(Y1 —Y5) > 0] — 1. (4.7)

Se puede demostrar que si X y Y son variables aleatorias continuas cuya cépula

de un pardmetro es Cy, entonces en términos de la copula la tau de Kendall
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poblacional para X y Y se expresa como
= 4/ (w1, 09) dCo (01, 1) — 1, (4.8)
12
donde dC\,(v1,ve) = co(v1, v2)dvdus.

En caso de que C, sea una cépula Arquimediana generada por ¢, entonces la

tau de Kendall esta dada por

Ta=1+14 /0 z,((?) dt. (4.9)

La tau de Kendall 7 € [—1,1] con 7 = 0 si X y Y son variables aleatorias

independientes.

La rho de Spearman

Al igual que la tau de Kendall, la version poblacional de esta medida de depen-
dencia estd basada en concordancia y discordancia. Para obtenerla, sean ahora
(X1,Y7), (X2,Y3), v (X3,Y3) tres vectores aleatorios independientes con una
funcién de distribucién conjunta comin F'. Entonces la rho de Spearman po-
blacional se define como proporcional a la probabilidad de concordancia menos
la probabilidad de discordancia para los dos vectores (X1,Y]) v (X3, Y3); es de-
cir, un par de vectores con las mismas marginales, pero un vector tiene funcion

de distribucién F', mientras las componentes de los otros son independientes:
p = 3{Pr{(Xy = X3)(V1 = ¥3) > 0] = Pr[(Xy — Xp) (V1 — ¥5) <0}, (4.10)

donde 3 es un coeficiente de normalizacién. (Se pudo haber usado el par (X3, Y3)
igual de bien). Se puede demostrar que si X y Y son variables aleatorias conti-
nuas cuya copula de un parametro es C,, entonces en términos de la copula la

rho de Spearman poblacional para X y Y se expresa como

Po = 12 // V109 dCy (v1,v9) — 3 = 12/ Co(v1, v3)dvduy — 3. (4.11)
2 2
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En la Tabla 4.2 se muestran algunas familias de cépulas junto con las medidas de

dependencia tau de Kendall y rho de Spearman correspondientes. En el caso de la

familia Frank se usan las funciones llamadas “Debye”, definidas como

tk

k xr
Di(x) = F/O S

y

kx
E+1°

para k =1, 2.

Tabla 4.2: Familias de cépulas y sus medidas de dependencia.

Familia | Pardmetro | tau de Kendall 7 | rho de Spearman p
Normal -1 < p < 1| (2/7) sen—1(p) (6/7) sen—1(p/2)
Gumbel a>1 (a—1)/« Sin forma cerrada
Clayton a>0 a/(a+2) Forma complicada
Frank a#0 1-2[Dy(—a)-1] 1-22[Dy(—a)—D1(-a)]

Un punto a destacar de la tabla anterior es que hay una relacion uno-a-uno entre el

parametro de dependencia y las correspondientes medidas de dependencia. Ademas,

podemos ver que las familias Clayton y Gumbel sélo permiten modelar dependencia

positiva, mientras que las familias Normal y Frank permiten modelar dependencia

tanto positiva como negativa.

En la Tabla 4.3 se dan los valores de los parametros de dependencia de algunas

familias de copulas que corresponden a valores dados de la tau de Kendall y de la

rho de Spearman de 0 a 1 en incrementos de 0.1. Algunos valores se obtienen por

integracion numérica simple o doble, o por medio de simulacién por el método de

Monte Carlo. De los valores de estas tablas se sugiere que la rho de Spearman es

mayor que la tau de Kendall para estas familias.
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Tabla 4.3: Valores de los pardmetros de dependencia de algunas familias de cépulas.

7 Normal Frank Clayton Joe Gumbel
0.0 0 0 0 1 1
0.1 0.156 0.91 0.22 1.19 1.11
0.2 0.309 1.86 0.50 1.44 1.25
0.3 0.454 2.92 0.86 1.77 1.43
0.4 0.588 4.16 1.33 2.21 1.67
0.5 0.707 5.74 2.00 2.86 2.00
0.6 0.809 7.93 3.00 3.83 2.50
0.7 0.891 114 4.67 5.46 3.33
0.8 0.951 18.2 8.00 8.77 5.00
0.9 0.988 20.9 18.0 14.4 10.0
1.0 1 00 00 00 00
p Normal Frank Clayton Joe Gumbel
0.0 0 0 0 1 1
0.1 0.105 0.60 0.14 1.12 1.07
0.2 0.209 1.22 0.31 1.27 1.16
0.3 0.313 1.88 0.51 1.46 1.26
0.4 0416 2.61 0.76 1.69 1.38
0.5 0.518 3.45 1.06 1.99 1.54
0.6 0.618 4.47 1.51 2.39 1.75
0.7 0.717 5.82 2.14 3.00 2.07
0.8 0.813 7.90 3.19 4.03 2.58
0.9 0.908 12.2 5.56 6.37 3.73
1.0 1 00 00 00 00
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4.2. Modelo de Transicion de Primer Orden

Para series de tiempo con variables respuesta normales, un modelo estandar es el
autorregresivo (AR). Para series de tiempo con variables respuesta no-normales, un
modelo estandar es el de transicion cuya estructura es la de una cadena de Markov.
Un modelo de transicién de primer orden con cualesquiera distribuciones marginales
univariadas dadas se puede construir por medio de una cépula bivariada. De hecho,
esta es una de las aplicaciones mas importantes de las copulas. Esto se puede ver
como una generalizaciéon del modelo AR(1) que admite cualquier marginal posible,
va que AR(1) apareceria como un caso especial de una cépula normal bivariada que

permite s6lo marginales normales.

Mas aun, para un analisis de regresion de datos multivariados, la media marginal es
de primordial interés y siempre se espera que sea modelada como una funcién explicita
de las variables explicativas. Esto es lo que motiva el desarrollo de distribuciones
multivariadas que puedan disponer de marginales dadas. Para ello la cépula es el
método idéneo ya que permite la construccion de distribuciones multivariadas a través

de marginales de forma cerrada, sobre todo para distribuciones discretas.

Para construir un modelo de transicién de primer orden para respuestas discretas
tales como Y; y Y5, primero se aplica la derivada de Radon-Nikodym a la ecuacion

(4.1) para obtener la funcién de densidad conjunta de (Y7, Y3) expresada como:

fly,90) = ZZ(—l)j+k C(v1j,v21), (4.12)

donde v;; = Fi(y;) y vi2 = F;(y; — 1). Al desarrollar las sumatorias de la ecuacién

anterior, tenemos que
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f(yl, y2) = C(Uu, U21) - C(Un, U22) - 0(012, U21) + 0(012, 022)
= C[Fi(n), F2(y2)] — ClFi(y1), Fo(y2 — 1)] —
ClFi(y1 — 1), Fa(y2)] + C[Fi(y1 — 1), Fa(y2 — 1)]. (4.13)

Como consecuencia, se tiene que la funcién de densidad condicional de Y; dada Y;

puede convenientemente expresarse de la siguiente forma:

f(y1,y2)
fl(yl)
= {C[Fi(y1), Fa(y2)] — ClFi(y1), Fa(y2 — 1)] —

ClFi(yr — 1), Fa(y2)] + ClFi(yn — 1), Fa(y2 — D]}/ f1(1). (4.14)

f(w2ln)

En caso de que ambas respuestas Y; (i = 1,2) sean variables aleatorias binarias,

sus funciones de densidad marginales son

. e 1l—p; ¢ y,=0
. ) — .yz a1y — 7 7
) =p2 1=y = {7

mientras que sus funciones de distribuciéon marginales son

0 oy < 0
Fily)=< 1—-p; : 0 <y <1
1 Doy = 1

Entonces, de la ecuacién (4.13) y tomando en cuenta las propiedades de una cépula
bivariada, las funciones de densidad conjunta de (Y7, Y5) respecto a las cuatro posibles

combinaciones de valores que pueden tomar ambas variables son

f(0,0) = C(1—=p1,1 —py)—C(1—py,0)—C(0,1—ps)+ C(0,0)

= C(]- - P, 1 _pQ)a
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= 1—171—0(1—291,1—172);

f(1,0) = C(1,1—=po) —C(1,0) = C(1 = p1,1 —pg) + C(1 —p1,0)

= 1—py—C(1—pi,1—po),

f(1,1) = C(1,1)=C(1,1—py) —C(1—p1, 1)+ C(1 —p1,1 — po)
= 1-(1-=p)—(1=p) +C(L—p1,1—pa)

= pr+p—1+C(1—p1,1—py).

Para hacer uso de este modelo en un analisis de regresiéon, una manera conveniente
de incluir variables explicativas x; en el modelo marginal es por medio de la funcién
de enlace probit, lo cual implica que probit(u;) = @7 '(p;) = B7x; o p; = ®(B"x;).
Usando la propiedad de simetria de la funcion de distribuciéon normal estandar se
tiene que 1 — p; = ®(—B7x;). Por otro lado, si se elige a la cépula Gaussiana con

parametro de dependencia p como cépula del modelo, entonces obtenemos

Co(1—p1,1—py) = D@ (1 —p1),® '(1—p2)]
= 0 {07 [®(-B"x1)], 27 [®(~B"x2)]}
= ‘bQ(—BTXl, _/BTXQ)-

En general, la funcién de densidad conjunta para dos respuestas (Y;_1,Y;) queda

como
( ¢2(—BTXt71, —BTXt) Y1 =0,y =0
‘I’(—BTth) - @2(—BTXt71, —IBTXt) Yy =0,y =1
f(ytflayt) = 9 - - T
‘I’(—B Xt) - @2(—5 X1, —0 Xt) =Ly =0
\ (I)(:@Txt—l) + ‘I)(:@Txt) -1+ (1)2(—,3Txt—1, —BTXt) iy =Ly =1
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Como consecuencia, se tiene que las probabilidades de transicion de y;_; a y; estan

dadas por sus correspondientes funciones de densidad condicional de Y; dada Y;_; de

la siguiente forma:

(

(

p?(ft)fl ye f(yt|yt_1) = (
(

Txi1) @ w1 =0, 45=0
Xi—1) @ Y1 =0, yp=1
F =1, 9) [ ®(Bx4-1) Sy =1, y=0

\ (=N /(I’ /BTthl) =1,y =1

Entonces, matriz de transicién que esta representada por una cadena de Markov

binaria entre los tiempos ¢ — 1y ¢ con ¢ > 1 es de la forma

t t
Ph POy

t t
pig P

PO —

mientras que el vector de probabilidades marginales queda como

d(—BTx
p" = [p((f) P ] . donde  pf) = { @EﬁTxt)t)

Para estimar tanto los coeficientes de regresién 3 como el pardmetro de dependen-

cia p por maxima verosimilitud, primero debera establecerse cual es la contribucién

de cada sujeto a la funcion de verosimilitud. Si se retoma como ejemplo ilustrativo y

objetivo de este trabajo a la base de datos de exposicion al sol de los ninos, vemos

que hay respuestas faltantes que se tienen que tomar en cuenta para determinar la

contribucion de estos sujetos a la funcion de verosimilitud. Dicha base de datos con-

siste de n sujetos con la posibilidad de tres respuestas cada uno igualmente espaciadas

en el tiempo y;1, Y2, i3 para el i-ésimo sujeto, ademas de las variables explicativas

correspondientes.
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Sea L = H?Zl L; la funcién de verosimilitud, L; es la contribucién a la misma del
i-ésimo sujeto que dependiendo de sus respuestas (“na” indica una respuesta faltante)

toma las formas siguientes:

Respuestas | Contribucién L;
Yir Yiz Yis | F(yin) F(ya2lvin) f(vis|yie) = fWirs viz) f (Yiz, viz) [ f (yi2)

yir Yz na | f(ya) f(yielya) = f(yir, vi2)
na Yz Yis | f(i2) f(yislyiz) = (2, vis)
yin na yis | f(ya) f(yislya)

yia nana | f(yn)

na yY;2 na f(yn)

na na yis | f(yis)

Aunque no se indic6 explicitamente, en cada funcién de densidad de la tabla
anterior se incluyen las variables explicativas presentes y pasadas. En el caso especial
de la secuencia de respuestas 1;1, na, ¥;3, las funciones de densidad condicional entre
respuestas no adyacentes f(y;s|y;1) son las probabilidades de transicién py,, ., que a su
vez son los elementos de la matriz de transicién correspondiente P13 = P@PG), En
cuanto a la estimacién del parametro de dependencia p, por conveniencia se estimé el

parametro arctanh(p) que toma valores en R para asegurar que —1 < p < 1.

Dado que este modelo de transicién basado en cépulas en no lineal, es necesa-
rio usar métodos numeéricos para obtener los estimadores de méaxima verosimilitud
MLE’s. Para el calculo de la copula Gaussiana por medio de la funcién de distri-

bucién normal bivariada se utilizé la funcién pmnorm implementada en la biblioteca
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mnormt del paquete estadistico R. Ademas, se usé la funcién nlm del mismo paquete

para minimizar la funcién —logL = —3%"" , logL;.

Para identificar las variables explicativas apropiadas a ser incluidas en el modelo,
se considera el criterio de informacidn bayesiano (BIC) como el criterio principal para
la eleccién del modelo y se compara con el criterio de informacion de Akaike (AIC).

Ambos criterios se definen como
AIC = -2log L+ 2 n,,
BIC = —2log L+ n, log(n;),

donde n, denota el nimero de pardmetros en el modelo y n, el nimero total de
observaciones no faltantes. El modelo elegido es aquel para el cual alguno de ambos

criterios es el menor.

4.3. Diagnésticos

Las suposiciones hechas acerca de un modelo de transicion en particular pueden ser
revisadas por medio del calculo de los residuales de cuantiles aleatorizados propuestos
por Dunn y Smyth (1996). Bajo el modelo asumido, tales residuales se distribuyen
normalmente y se encuentran invirtiendo la funcién de distribucién condicional ajus-
tada para cada valor de la variable respuesta. Después, sélo algunas graficas simples
son necesarias para revisar que dichos residuales son valores observados de variables
aleatorias independientes y con una distribucién normal estdndar, ademas de indicar

la calidad del ajuste.

Si el modelo de transicion es para respuestas discretas, la funcién de distribucion

condicional de Y; dada Y;_; esta dada por

F(yt|yt—1) = {C[F(yt—l)aF(yt)] - C[F(?Jt—l - 1), F(yt)]}/f(yt—l)- (4-15)
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En caso de que las respuestas Y;_; y Y; sean binarias, las funciones de distribucién

condicional respecto a las cuatro posibles combinaciones de valores son

F(0[0) = [C(1 =pe—1,1=p) = C(0,1—=py)]/(1 = p—1)

= C(l =pi1,1—=p)/(1 = pi-1),

FO[1) = [C(1,1=p) = C( =pra, 1 =pi)]/pea

= [1 — Dt — C(l — P, 1 _pt)]/ptfla

FU0) = [C(=pi1,1) = C(0,D]/(L = piy)

= (1=p=)/(I =pq) =1,

FAL) = [C1,1) = C1 = prr, D]/pra

= ptfl/ptfl =1.

Usando la funcién de enlace probit en el modelo marginal y la copula Gaussiana

( Do(—BT %41, —BTx1) /P (=BT x4-1) cy—1 = 0,4, =0
[‘I)(_BTXt) - (DQ(_:@TXt—la —,BTXt)]/(P(BTXt—l) -1 =Ly =0
F(yt|yt—1) =
1 1 =0y =1
. =Ly =1

Si el modelo de transicién es para respuestas discretas, los residuales de cuantiles
aleatorizados estdn definidos como r; = ®~1(u;), donde u; es un valor aleatorio de una
distribucién uniforme en el intervalo (ay, by] con a; = F(y; — Vyi—1) v by = F(yi|ys—1)-
Para la primera observaciéon de cada sujeto a3 = F(y; — 1) y by = F(y1), y en

consecuencia



y =0 = a;=0 y b=1-—p =&-8"x),
n=1 = a=1-p=0-B"x) vy b =1
Para las siguientes observaciones de cada sujeto
Y1=0, =0 = a,=0 y b =d(-B"x1,-8"x)/P(-B"x,_1),
poa =0, ;=1 = a,=(-B"x-1,—B"'x) /(B x—1) vy b =1,

Yyo1=1,3=0 —= a=0y

by = [(b(_:@Txt) - (bQ(_BTXt—la _BTXt)]/q)(:@TXt—I)a

=1, yu=1 — a = [(I)(_IBTXt) - ‘I’z(—BTthl, _/BTXt)]/(I)(IBTthl) y
bt =1.

58
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4.4. Aplicacién al Ejemplo Ilustrativo

Continuando con el andlisis de la base de datos de exposicién al sol de los nifios, en

primer lugar se ajustaran diversos modelos con cépulas de estructura independiente

(p=0).

Modelo: tiempo * Tratamiento

Parametro Estimador Error Est. ValorP — 1.C.95% —
Intercepto 1.42289 0.13062 0.00000 1.16687 1.67891
tiempo -0.36216 0.05876 0.00000 -0.47732 -0.24699

Tratamiento 0.12868 0.19176 0.50219 -0.24717  0.50454
tiempo:Trat 0.02947 0.08549 0.73033 -0.13810  0.19704

Modelo: tiempo + Tratamiento

Parametro Estimador Error Est. ValorP — 1.C.95% —
Intercepto 1.39409 0.10005 0.00000 1.19799 1.59018
tiempo -0.34827 0.04269 0.00000 -0.43194 -0.26460

Tratamiento 0.19045 0.06839 0.00536 0.05641  0.32450

Modelo: tiempo

Pardmetro  Estimador Error Est. ValorP — I1.C.95% —

Intercepto 1.47965 0.09542 0 1.29263 1.66668

tiempo -0.34577  0.04258 0 -0.42923 -0.26232
Modelo: Tratamiento

Pardmetro Estimador Error Est. ValorP — I1.C.95% —

Intercepto 0.68697 0.04592 0.00000 0.59696 0.77699

Tratamiento 0.17887 0.06715 0.00773 0.04726  0.31048

Modelo: nulo
Pardametro  Estimador FError Est. ValorP — 1.C.95% —

Intercepto 0.77219 0.03344 0 0.70664  0.83774




modelos con cépulas de estructura dependiente AR(1).

Modelo: tiempo * Tratamiento
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Tomando los niveles de significancia del 1%, 5% y 10 % como referencias estdnda-
res, y segun los reportes anteriores de ajuste de los modelos, ambas variables explica-
tivas tiempo y Tratamiento son estadisticamente significativas atn al 1%, mientras

que la interaccion entre ellas no lo es ni siquiera al 10 %. Ahora se se ajustaran los

Pardmetro Estimador Error Est. ValorP — I1.C.95% —
Intercepto 1.39596 0.12779 0.00000 1.14549 1.64643
tiempo -0.34386 0.05507 0.00000 -0.45181 -0.23592
Tratamiento 0.14142 0.18761 0.45097 -0.22629  0.50913
tiempo:Trat 0.02034 0.08000 0.79935 -0.13647 0.17714
arctanh(p) 0.64221 0.06573 0.00000 0.51338 0.77103
p 0.56640 — — 0.47257  0.64753
Modelo: tiempo + Tratamiento
Pardmetro Estimador Error Est. ValorP — I1.C.95% —
Intercepto 1.37604 0.10066 0.00000 1.17876  1.57333
tiempo -0.33428 0.04007 0.00000 -0.41281 -0.25574
Tratamiento 0.18435 0.08183 0.02426 0.02397 0.34472
arctanh(p) 0.64220 0.06571 0.00000 0.51341 0.77100
p 0.56640 — — 0.47259  0.64751
Modelo: tiempo
Pardmetro  Estimador Error Est. ValorP — I1.C.95% —
Intercepto 1.45861 0.09371 0 1.27493  1.64228
tiempo -0.33148 0.03990 0 -0.40968 -0.25328
arctanh(p) 0.64896 0.06566 0 0.52026 0.77766
p 0.57097 — — 0.47790 0.65136
Modelo: Tratamiento
Pardmetro Estimador Error Est. ValorP — I1.C.95% —
Intercepto 0.70104 0.05525 0.00000 0.59275 0.80932
Tratamiento 0.16853 0.08010 0.03538 0.01153 0.32553
arctanh(p) 0.60937 0.06318 0.00000 0.48553 0.73320
p 0.54368 — — 0.45066 0.62502
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Modelo: nulo

Pardmetro  Estimador Error Est. ValorP — I1.C.95% —
Intercepto 0.78183 0.04009 0 0.70326 0.86041
arctanh(p) 0.61574 0.06311 0 0.49204 0.73944
p 0.54816 — — 0.45584 0.62881

Segin los reportes anteriores de ajuste de los modelos, la variable explica-
tiva tiempo sigue siendo estadisticamente significativa atin al 1%, mientras que
Tratamiento ahora sélo lo es al 5% y la interaccién entre ellas no lo es ni siquiera al
10 %. Comparando estos resultados con los resultados proporcionados por el ajuste de
los modelos con cépulas de estructura independiente, podemos ver que el hecho de no
haber tomado en cuenta la dependencia entre respuestas provoco que se sobreestimara

la significancia estadistica de la variables explicativa Tratamiento.

Con respecto a los valores estimados del parametro de dependencia p, es intere-
sante observar como permanecen en el mismo rango sin ser afectados por el conjunto
de variables explicativas incluidas en el modelo. Para probar la significancia de p
es posible realizar una prueba de hipétesis con la hipotesis nula Hy : p = 0, que
corresponde al modelo independiente, contra la hipdtesis alternativa H; : p # 0, que
corresponde al modelo AR(1); por las propiedades de las muestras grandes como en
este caso, la hipotesis nula es rechazada dado que ninguno de los intervalos de con-
fianza de p incluyen al cero. Por lo tanto, la dependencia entre respuestas adyacentes

es significativa y el parametro p debe ser tomado en cuenta.
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En la Tabla 4.4 se muestran los valores de las deviancias, AIC’s y BIC’s reportados

durante el ajuste de los modelos anteriores con ambas estructuras de dependencia.

Tabla 4.4: Deviancias, AIC’s y BIC’s de diferentes modelos.

Independiente AR(1)
Modelo Deviancia  AIC BIC Deviancia  AIC BIC
tiempo * Trat 1768.57 1776.57 1798.44 1660.45 1670.45 1697.79
tiempo + Trat 1768.69 [1774.69] [1791.09 | 1660.52 [1668.52] 1690.39

tiempo 1776.47 1780.47 1791.40 1665.59 1671.59 |1688.00
Tratamiento 1837.06 1841.06 1852.00 1732.30 1738.30 1754.70
nulo 1844.18 1846.18 1851.65 1736.72 1740.72 1751.66

De la tabla anterior se puede observar que de acuerdo al criterio AIC el modelo
de mejor ajuste para ambas estructuras de dependencia es el que incluye tanto al
tiempo como al Tratamiento sin su interaccién. Lo mismo sucede si se usa el criterio
BIC con la estructura independiente. Sin embargo, con la estructura de dependencia
AR(1) el criterio BIC elige como el modelo de mejor ajuste aquel que sélo incluye al

tiempo como variable explicativa con efectos realmente significativos.

Si se elige al modelo tiempo+Trat con estructura de dependencia AR(1), entonces
las probabilidades marginales y de transicién estimadas y su intervalo de confianza
del 95% para el grupo de control estan dadas por los siguientes vectores marginales

y matrices de transicién.



0.149
(0.094,0.222)

(3) [ 0.354
— | (0.210,0.524)

0.579
(0.475,0.679)

0.180
(0.110,0.272)

0.490
(0.337,0.645)

0.331
(0.197,0.489)

P13 -

0.851
(0.778,0.906) | °

0.646 .
(0.476,0.790) |

0.421
(0.321,0.525)

0.820
(0.728,0.890) |

0.510
(0.355,0.663)

0.669
(0.511,0.803) |
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L (2) 0.240 0.760
P =1 (0.144,0.362) (0.638,0.856) | °
0.659 0.341
B (0.538,0.768)  (0.232,0.462)
B 0.258 0.742 ’

(0.155,0.385) (0.615,0.845)

Mientras que para el grupo intervenido, las probabilidades marginales y de transicién

estimadas y su intervalo de confianza del 95 % estdn dadas por los siguientes vectores

marginales y matrices de transicion

0.110
(0.048,0.215)

0.289
(0.125,0.514)

0.534
(0.392,0.673)

0.143
(0.064,0.265)

0.428
(0.236,0.637)

0.271
(0.119,0.481)

0.890
(0.785,0.952)

0.711
(0.486,0.875)

0.466
(0.327,0.608)

0.857
(0.735,0.936) |

0.572
(0.363,0.764)

0.729

(0.519,0.881) |

0.814

- (2) 0.186
(0.647,0.920) | °

P =1 (0.080,0.353)

0.615 0.385
5O (0.453,0.763)  (0.237,0.547)
B 0.214 0.786

(0.096,0.378)  (0.622,0.904)
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Al comparar las probabilidades anteriores entre el grupo de control y el grupo
intervenido, se ve que hay muy poca diferencia entre ellas. Ademas, el hecho de que
la variable Tratamiento sea significativa al 5% pero no al 1%, hace pensar que para
efectos practicos el tratamiento pudo no haber tenido realmente efectos significativos.
En consecuencia, y tomando en cuenta el criterio BIC, con cierta seguridad se puede
elegir como modelo de mejor ajuste aquel que sélo incluye a la variable tiempo con
estructura de dependencia AR(1). Es decir, al menos si hay evidencia suficiente de
que la proporcion de respuestas favorables durante el experimento va decreciendo
con el tiempo. Entonces, bajo esta especificacién, las probabilidades marginales y de
transicion estimadas y su intervalo de confianza del 95 % estan dadas por los siguientes

vectores marginales y matrices de transicion

oy _ [ 0130 0.870 o _ [ 0213 0.787
P =1 (0.082,0.193) (0.807,0918) [* P T | (0.128,0.324) (0.676,0.872) | °
o _ [ 0321 0.679 .
P =1 (0.189,0.482) (0.518,0.811) |°
0.560 0.440 T 0.640 0.360
5O (0.460,0.658)  (0.342,0.540)  pw_ (0.522,0.748)  (0.252,0.478)
0.161 0.839 0.235 0.765
(0.098,0.244)  (0.756,0.902) | (0.140,0.354)  (0.646,0.860)
0.462 0.538
15 (0.315,0.613) (0.387,0.685)
a 0.300 0.700
(0.177,0.450)  (0.550,0.823) |

Recordando que una respuesta favorable de los padres es aquella en la que si evita-
ron la exposicion al sol del nino, mientras que una respuesta desfavorable es aquella en
la que no lo evitaron; de las probabilidades de transicién anteriores se puede concluir

que: (1) los padres con respuestas desfavorables durante cierto afno, casi se dividieron
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por igual con respuestas desfavorables y favorables al ano siguiente, por lo que su
contribucion a la dependencia entre respuestas es relativamente pequena, aunque ain
en sentido positivo; y (2) en promedio el 80 % de los padres con respuestas favorables
durante cierto ano, mantuvieron sus respuestas en el mismo sentido al ano siguiente,
por lo que la dependencia positiva entre respuestas se debe a su contribucion en buena

medida.

Por otro lado, cuando la suposiciéon de que un modelo de transicién sigue una
estructura de dependencia especifica es cuestionable, es posible realizar un analisis
grafico para determinar que tal estructura de dependencia esta siendo capturada por
los datos. Para ello se grafica el perfil de la funcion log-verosimilitud con respecto al
parametro de dependencia p. Cuando se centra la atencion a la forma local de dicho
perfil en la vecindad de p = p, y si la curva es muy plana, entonces el punto maximo
podria depender sensiblemente de cualquier marginal, lo cual indica que la estructura

de dependencia describe a los datos pobremente, Copas (1997).

En la Figura 4.3 se presenta el perfil de la funcién log-verosimilitud con respecto
al parametro de dependencia p para el modelo de transiciéon con variable explicativa
tiempo y cépula de estructura dependiente AR(1). Se puede observar que la curva
es “bien comportada” en el sentido de que su forma no es nada plana para valores
cercanos al maximo, por el contrario, su forma se asemeja mas a una cuadratica. Por lo

tanto, se puede concluir que la estructura elegida AR(1) captura bien la dependencia.

Respecto a los diagnésticos de las suposiciones hechas acerca del modelo de tran-
sicién con la variable explicativa tiempo y coépula de estructura dependiente AR(1),
en la Figura 4.4 se presentan las graficas de los residuales de cuantiles aleatoriza-
dos en cuanto a su distribucion. Las formas de estas graficas sugieren que el modelo

propuesto ajusta los datos razonablemente bien.
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Figura 4.3: Perfil de la funcién log-verosimilitud con respecto al pardmetro p.
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Capitulo 5

Consideraciones Finales

Como pudimos constatar en el capitulo anterior, la gran ventaja del uso de las cépulas
en el modelado multivariado es que es un método muy general y flexible que nos
permite obtener simultdneamente durante el mismo proceso de ajuste tanto los modelo
marginales como los modelo de transicion, mientras que el método de GEE propuesto
en el capitulo 2 sélo es 1util para obtener modelos marginales y el método de GLM

propuesto en el capitulo 3 sélo lo es para obtener modelos de transicion.

Ademas, y con respecto a los modelos marginales, la primera ventaja del método
de copulas sobre el método de GEE es que es menos dependiente de suposiciones; por
ejemplo, el manejo de datos faltantes con cépulas es menos restrictivo ya que basta
con que el proceso que los genera sélo sea aleatorio, mientras que con GEE tiene que
ser completamente aleatorio. De hecho, cuando se ajusté el modelo con cépulas se
supuso que el proceso que genera los datos faltantes es aleatorio, ya que la razén de
que los datos falten en ciertos momentos es independiente del tipo de respuesta en
estos momentos. Con esto se valida o justifica el ajuste del modelo con GEE, ya que
si se comparan los reportes de ambos ajustes podemos ver que los resultados son muy

parecidos como se reproduce a continuacién.
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GEE Cépulas
Parametro Estimador E. E. Valor P Estimador E. E. Valor P
Intercepto 1.376 0.093 0.000 1.376 0.101 0.000
tiempo -0.333 0.036 0.000 -0.334 0.040 0.000
Tratamiento 0.189 0.085 0.026 0.184 0.082 0.024

Una segunda ventaja del método de cédpulas sobre el método de GEE es que co-
mo el primero esta basado en verosimilitud nos permite hacer una serie de inferencias
como probar suposiciones, realizar diagnodsticos, etc., mientras que con GEE no es po-
sible, es limitado, o poco claro. Por poner un ejemplo, para la eleccion entre modelos
que incluyen diferentes variables explicativas, se cuenta con criterios bien establecidos
y relativamente ficiles de calcular que dependen de la deviancia, como lo son el AIC
y el BIC, mientras que GEE cuenta con un criterio reciente que es una generalizacion
del AIC basado en cuasi-verosimilitud identificado como QIC, pero que es computa-
cionalmente costoso, a tal grado de que la mayoria del software estadistico comercial

no lo tiene implementado internamente.

Sin embargo, hay que reconocer que la principal ventaja de GEE sobre métodos
basados en verosimilitud como el que aqui se propone, es que computacionalmente es
mas simple de implementar, y por lo tanto, més rapido de ejecutar. Aunque algunos
estadisticos son criticos con el método GEE por su falta de una funcién de verosimi-
litud, otros no ven esto como algo problematico, ya que ellos consideran a GEE mas

como un método de estimacion que como un modelo propiamente dicho.

Por otro lado, y con respecto a los modelos de transicion, la ventaja del método
de copulas sobre el método de GLM propuesto en el capitulo 3, es que este 1ltimo no

permite el manejo de datos faltantes.

Diferentes familias de copulas, ademas de la Gaussiana, pueden también ser usadas

en el modelado multivariado. Sin embargo, puede haber diferencias considerables en
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las formas de las distribuciones condicionales generadas por el modelo de cépula
discretizado. Por ello es importante elegir correctamente una familia de cépulas y
una distribucién marginal por cada distribucién condicional en el modelo. Cémo hacer
esto de la mejor manera permanece alin como una pregunta abierta. Por lo que, como
siempre, es muy importante probar la validez del modelo propuesto antes de hacer

cualquier inferencia.

Aunque el método presentado aqui esta enfocado a datos igualmente espaciados,
los modelos con copulas Gaussianas discretizados se prestan para analizar datos lon-
gitudinales cuando cada sujeto es observado en diferentes momentos no igualmente
espaciados. Si la suposicion de dependencia tipo Markov permanece plausible, la me-
todologia puede ser modificada para permitir un espaciado temporal general. Este

aspecto requiere aun investigacion adicional.

En principio, es posible extender el modelo de transicién basado en cépulas des-
crito anteriormente a representaciones de mayor orden. Sin embargo, en la practica
esto puede ser bastante laborioso y computacionalmente costoso. Un método mas
parsimonioso que una cadena de Markov totalmente paramétrica puede ser el modelo
de mezclas de distribuciones de transicion (MTD) de orden p introducido por Raf-

tery (1985), el cual estd caracterizado por la siguiente funcién de densidad condicional

p
F@elve1s - vp) = wi Fre(valyis),
k=1

donde Y7 _ wr =1y wy > 0parak =1,...,p. El desarrollo y uso préctico de este

modelo de mezclas de Raftery se propone para un proyecto de investigacion posterior.



Apéndice A

Programa en R

A continuacion se presenta el programa desarrollado en el paquete estadistico R para
ajustar los modelos marginales y de transicion de primer orden por medio de la cépula

bivariada Gaussiana.

I'ibrary(mmornt)

shade <- read.tabl e("shade.txt", header =F)
nanmes(shade) <- c("id","tine","treat", "response")
m ogL <- function(p,Y, X){

B <- p[l:dimX)[2]]

r <- tanh(p[din(X)[2]+1])

R<- mtrix(c(l,r,r,1),2,2)

Y1l <- numeric(); Pl <- Y1, f1<- Yl f12 < V1

Y2 <- Y1; P2 <- Y1, f2 < Y1, f23 <- Y1
Y3 <- Y1; P3 <- Yl; f3 <- Y1l f31 < Y1l
Li <- VY1l

M <- is.na(y)
j <0
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for(h in 1:(length(Y)/3)){

c <- 0

k << 3* h- 2

i f(MK]==F & M k+1]==F & M k+2] ==T){

o<

+ 1

i f(Y[k]==0 & Y[ k+1]==0)
f12[j] <- pmornm(c(-Xk,]% 9B, - X[ k+1, ] % 9B), var cov=R)

el se i

f(Y[k]==0 & Y[ k+1] ==1)

f12[j] <- pnorm(-Xk,] % 9%B) -

el se i

pmorm(c(- X[k, ] % 9B, - X[ k+1, ] % %B), var cov=R)

f(Y[k]==1 & Y[ k+1] ==0)

f12[j] <- pnorm(- X k+1,]% 9B) -

el se i

pmornm(c(- X[k, ] % 9B, - X[ k+1, ] % %B) , var cov=R)

f(Y[ k] ==1 & Y[ k+1]==1)

f12[j] <- pnorm(X[k,]%WuB) + pnorm( X[ k+1,]%%B) - 1 +

Lifjl
}

pmornm(c(- X[k, ] % 9B, - X[ k+1, ] % ¥B) , var cov=R)

< f12[]]

else if(Mk]==F & M k+1]==T & M k+2] ==F){

o<

Y1[j]
P1[j]
f1[j]

pl <-
p2 <
p3 <-

Cl2 <-
Cc23 <-

p00. 12
p10. 12
p01. 12
pll. 12

+1

<- Y[ K]
<- pnornm( X[ k, ] % %B)
<- PL[jI7YI[j]*(1-PI[j])~(2-Y1[]])

pnor m( X[ k, ] % 9B) ; gl <- 1 - p1
pnorm( X[ k+1, ] % 9B); g2 <- 1 - p2
pnorm( X[ k+2,] % 9B); 93 <- 1 - p3

pmorn(c(- X k, 1% 9B, - X[ k+1, ] % 9B) , var cov=R)
pmorn(c(- X k+1,] % 9B, - X[ k+2, ] % 9B) , var cov=R)

<- C12 / q1

<- (g2 - C12) / p1

<- (gl - C12) / q1

<- (1-91l - g2 + C12) / p1
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}

p00.23 <- C23 / @2

p10.23 <- (g3 - C23) / p2

p01.23 <- (g2 - C23) / g2

pl1.23 <- (1 - g2 - g3 + C23) / p2

p00. 13 <- p00. 12*p00. 23
p10.13 <- pl10.12*p00. 23
p0l1.13 <- p00.12*p0l. 23
pll.13 <- pl10.12*p0l. 23

p01. 12*p10. 23
pll. 12*p10. 23
p01. 12*p11. 23
pll. 12*pi11. 23

+ + + +

i f(Y[K]==0 & Y[k+2] ==0)
£31[j] <- p00.13

el se if(Y[k]==0 & Y[k+2]==1)
f31[j] < poOl.13

el se i f(Y[k]==1 & Y[ k+2] ==0)
£31[j] <- p10.13

el se i f(Y[k]==1 & Y[ k+2]==1)
£31[j] <- pil.13

Lifjl < f1[j] * £31[j]

else i f(Mk]==T & M k+1]==F & M k+2] ==F){

j <= j +1

i f(Y[k+1]==0 & Y[ k+2] ==0)
f23[j] <- pmorm(c(- X[ k+1, ] % 9B, - X[ k+2,] % ¥B), var cov=R)

el se if(Y[k+1] ==0 & Y[ k+2] ==1)
f23[j] <- pnorn(-X k+1,]%%B) -
pmornm(c(- X[ k+1,] % 9B, - X[ k+2, ] % 9B) , var cov=R)

el se if(Y[k+1]==1 & Y[ k+2] ==0)
f23[j] <- pnorn(-X k+2,1% %B) -
pmorn(c(- X[ k+1, ] % 9B, - X[ k+2, ] % ¥B) , var cov=R)

else if(Y[k+1l]==1 & Y[ k+2] ==1)
f23[j] < pnorm( X[ k+1,]9%9%B) + pnornm( X[ k+2,]%%B) - 1 +
pmorm(c(- X[ k+1,] % 9B, - X[ k+2, ] % 9B) , var cov=R)

Li[j] < f23[j]
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else i f(Mk]==F & M k+1]==T & M k+2] ==T){
j < +1
Yi[j]
P1[j]
f1[j]

Li[j] < f1[j]
}

el se i f(Mk]==T & Mk+1]==F & M k+2] ==T){

AN
'

Y[ k]
pnor m( X[ k, ] 9% 9B)
PL[JIAYL[j]*(1-P1[j])~(1-Y1[]])

ANVAY
(A

o< j+1

Y2[j] <- Y[k+1]
P2[j]1 <- pnorm X[ k+1,] % 9B)
f2[j] P2[j17Y2[1*(1-P2[j])"(1-Y2[]])

A
'

Lifj] < f2[j]
}

else if(MKk]==T & M k+1] ==T & M k+2] ==F) {

j o <-j +1
Y3[j] <- Y[k+2]
P3[j] <- pnorm X[ k+2,] % 9B)
f3[j1 < P3[jI7Y3[j]1*(1-P3[j1)"(1-Y3[]])
Li[j] < f3[j]
}
el se{
jo < +1
Y2[j Y[ k+1]

] <
P2[j] <- pnorm X[ k+1,] % 9%B)
f2[j] < P2[j]~Y2[j]*(1-P2[j])"(1-Y2[]])

for(i in k:(k+1)){
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i f(Y[i]==0 & Y[i+1] ==0)

if(c==1)
f12[j] <- pmorn(c(-X[i,]% 9B, - X[i+1,] % %B), var cov=R)
el se
f23[j] <- pmorm(c(-X[i,]%wWuB, -Xi+1,]% 9B), var cov=R)
else if(Y[i]==0 & Y[i+1]==1)
if(c==1)
f12[j] <- pnorm(-X[i,] W uB) -
pmornm(c(-X[i,]%W 9B, - X[i+1,] % 9%B), var cov=R)
el se
f23[j] <- pnorm(-Xi,]%wuB) -
pmorm(c(-X[i,]% 9B, - X[i +1,] %W ¥B), var cov=R)
else if(Y[i]l==1 & Y[i+1] ==0)
if(c==1)
f12[j] <- pnorm(-Xi+1,]%9%B) -
pmorm(c(-X[i,]% 9B, - X[i +1,] % ¥B), var cov=R)
el se
f23[j] <- pnorm(-X[i+1,]%%B) -
pmorm(c(-X[1,]% 9B, - X[i +1,] % ¥B), var cov=R)
else if(Y[i]==1 & Y[i+1]==1)
if(c==1)
f12[j] <- pnorm(X[i,]%%B) + pnorm(X[i+1,]%uB) - 1 +
pmorn(c(-X[i,]% %, - X[i+1,] % %B), var cov=R)
el se
f23[j] <- pnorm(X[i,]%%B) + pnorm(X[i+1,]%uB) - 1 +
pmorm(c(-X[i,]% 9B, - X[i +1,] % ¥B), var cov=R)
}
Li[j] <- f12[j] =* f23[j] I f2[j]
}
}
- sum(log(Li))
}
nd <- nodel.matrix(~ tine, data=shade)
np <- dimnd)[2]+1
mMe <- nln(f=mogL, p=rep(0, np), Y=shade$response, X=nd, hessi an=T)
Est <- nle$estinate; E. E <- sqrt(diag(sol ve(m e$hessian)))
V.z <- Est/E. E V.P <- 2*(1-pnorm(abs(V.z)))
L.B <- Est-1.96*E. E; U B <- Est+1.96*E. E

I6)



rho
LBr
UBr

mL
Dev
ai c
bi c

<-

tanh( Est [ di m(nd) [ 2] +1])
tanh(L. B[ di m( nd) [ 2] +1])
tanh(U. B[ di m(md) [ 2] +1] )

| engt h(shade$r esponse[!is. na(shade$response)])

m e$ni ni mum
2*mLL

Dev + 2*np

Dev + np*l og(N)

print(data.frane(Paranmeter = c("Intercept”,"time","arctanh(rho)"),

Esti mate = round(Est,5), Std.Err = round(E.E,5),
z.value = round(V.z,5), P.value = round(V.P,5),
LB. 95 = round(L.B,5), UB.95 = round(U. B, 5)))

print(data.frame(Paranmeter = c("rho"),

Esti mate = round(rho,5),
LB. 95 = round(LBr,5), UB.95 = round(UBr,5)))
cat ("\'nmLL: ", nLL," Devi ance: ", Dev, " AlC ", aic," BIC",bic,"\n")

cat ("\nNunber of iterations:", n e$iterations)
cat ("\nOptim zation process code:", m e$code, "\ n\n")
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