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Resumen

El presente trabajo tiene como propoésito realizar un estudio to-
pologico de las llamadas variedades integrales en el problema de los
3-cuerpos en el espacio tridimensional; estudio que obtiene sus resul-
tados en forma directa del anélisis que en este mismo documento se
realiza, sobre las variedades integrales en el problema de los n—cuerpos
en el plano y en el espacio tridimensional.

Haciendo uso de herramientas de varias ramas de las matematicas
como el célculo de variaciones, las geometrias diferencial y riemanniana
y la topologia algebraica, entre otras, se logra hacer una explicacion
de los métodos y relaciones utilizadas para establecer los resultados
que son el centro de éste documento.

Un caso particular en el estudio general de este trabajo es cuando
se analizan 3 cuerpos en el espacio tridimensional. Si consideramos
entonces 3 numeros reales y positivos, mi, ms, ms3, que representan
las masas de 3 particulas puntuales, el espacio de configuracion del
problema de los 3—cuerpos en el espacio tridimensional, con centro de
masa en el origen, es el subconjunto M \ A del espacio lineal

3
M = {(21, 2, 23)e(R?)* | Y myz; = 0}
i=0
donde A, estara definida por la ecuacion (2.5). La energia total, el
momento angular, la energia cinética y la energia potencial, se definen
por medio de las expresiones (2.6), (2.7), (2.8) y (2.9) respectivamente.



2 RESUMEN

La energfa cinética K(z,v) = 3 >.", mz;v; define una métrica
riemanniana en el espacio M, y denotamos por S a la esfera unitaria
en M respecto a la norma inducida.

El resultado principal que le da nombre al trabajo se establece de
la siguiente manera (véase Teorema 5.4).

TEOREMA 0.1. Para el problema de tres cuerpos en el espacio con
masas arbitrarias, los grupos de homologia del espacio S, \ A con
coeficientes en 7, son L, Z.® L D 7L y 7 ® Z en dimensiones 0, 2 y 4
respectivamente. La otros grupos de homologia con coeficientes en Z.
para este espacio son triviales.



Introduccion

El problema de los n—cuerpos consiste en determinar la trayectoria
de n particulas de masas puntuales y variables, sujetas tinicamente a
su mutua atraccion gravitacional, dicho problema fue planteado por
[sac Newton y através de los siglos ha sido abordado por multiples
investigadores desde variados angulos. Este trabajo presenta el anéli-
sis de uno de esos acercamientos, propuesto por S. Smale en [5] y [6],
y también de las ideas de H. Cabral en [1]; describir la topologia del
espacio de las posibles soluciones al problema, es el angulo de acerca-
miento.

El presente trabajo estd organizado en 6 capitulos, el primero de

los cuales es destinado a nombrar los preliminares necesarios para el
estudio que se realiza en capitulos posteriores. En este capitulo se tra-
tan temas como definiciones y ejemplos de variedades diferenciales, de
aplicaciones suaves entre variedades, grupos de Lie y sus respectivas
algebras de Lie, haces fibrados, ademas de los conceptos de grupos de
homologia, que pertenecen al érea de la topologia algebraica.
El segundo capitulo se centra en elementos del calculo de variaciones,
donde se presenta el planteamiento de las ecuaciones de movimiento
del problema de los n cuerpos, en un espacio euclidiano tridimensio-
nal, desde un punto de vista lagrangiano; también son definidas las
variedades integrales, que son el objeto principal de estudio en el pre-
sente trabajo.
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En el tercer capitulo nos enfocamos al analisis de soluciones espe-
ciales en el problema de los n cuerpos, tales soluciones especiales son,
las configuraciones centrales, los equilibrios relativos y las llamadas
soluciones homogréficas.

En el cuarto capitulo se muestran las técnicas de S. Smale dadas
en [6] y [5] para el estudio de las variedades integrales en el plano.
Tales ideas, cristalizadas en dos Teoremas, seran de suma importancia
para el estudio posterior realizado para el caso espacial.

El capitulo quinto tiene como objeto principal el desarrollo de las
técnicas mostradas en el capitulo cuatro, extendiéndolas al caso del
problema espacial. Posteriormente, se particulariza para el caso en
que n = 3. Esto es, el estudio se restringe a tinicamente tres cuerpos
en el espacio tridimencional.

Finalmente, el capitulo 6 es destinado a las conclusiones y proyec-
ciones del trabajo.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se establecen los elementos necesarios basicos para
realizar el estudio de las wvariedades integrales invariantes del proble-
ma de tres cuerpos en un espacio euclidiano tridimensional. Las refe-
rencias bésicas para profundizar en los elementos mencionados son [2]

y [3]-

1.1. Elementos de la Topologia Diferencial

Mencionamos a continuaciéon los elementos que ocuparemos de la
rama de la Geometria, llamada la Topologia Diferencial.

1.1.1. Variedades Diferenciables

DEFINICION 1.1. Un espacio topologico M es llamado una va-
riedad topoldgica de dimension n, si para cada punto p del espacio,
existe un conjunto abierto U C M conteniendo al punto p (llamado
también una vecindad del punto en la variedad), homeomorfo a un
dominio V' de un espacio euclideano R". Esto es, si existe un homeo-
morfismo (aplicacion continua con inversa continua) ¢ : U — V entre
tales conjuntos (Véase la figura 1.1).

5
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Figura 1.1: Variedad n dimensional

Consecuentemente, si M es una variedad topolégica de dimension
n, podemos encontrar un sistema de conjuntos abiertos {U;}, i € I
con U; C M y un sistema de homeomorfismos ¢; : U; — V; C R” de
tal forma que la coleccion | J,,{U;} cubre a M. La pareja formada por
(U;, ¢;) es llamada una carta de la variedad M y al conjunto de cartas
{(Ui, vi)} que cubren a M se le llamara un Atlas para la variedad.

Si consideramos un sistema coordenado cartesiano (z1,...,x,) en
R™, entonces para cualquier punto p € U; C M, las mismas coorde-
nadas cartesianas del punto ;(p) € V; pueden ser consideradas como
una parametrizacion de la vecindad del punto p. En otras palabras, di-
chas coordenadas son consideradas coordenadas locales alrededor del
punto p en U;.

EJEMPLO 1.2. Consideremos la esfera unitaria de dimensiéon n, S™
definida como el conjunto de puntos en (zy,...,7,11) € R™ que
satisfacen la ecuacion

Los conjuntos,

Ut = {(x17 s 7xn+1) € Snlxl > O}

(2
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Ui ={(z1,...,2p41) € S"|2; <0}

(véase la figura 1.2) que son conjuntos abiertos relativos en la esfera,
la cubren, y definimos entonces los homomorfismos

SOf(iEl, oy Tpg1) = 05 (T1, - Tpgr) = (T4, i1, Tig s - Tpgl)

los cuales son las proyecciones sobre la i-ésima coordenada.

Se puede comprobar mediante calculos directos que (U;, ;) es un
atlas para la esfera unitaria, lo cual le hace una variedad topoldgica
de dimensiéon n.

Y

—

—_——_—

(X1, X1 Xiv1,.. Xn)

Figura 1.2: S™

DEFINICION 1.3. Una variedad diferenciable, es una variedad to-
pologica que ademas satisface la siguiente condicion.

Para cualquier par de sistemas coordenados (U;, ¢;), (Uj, ¢;), si el
conjunto U; N U; es no vacio, es posible escribir en tal intersecciéon un
sistema coordenado en términos del otro de forma biyectiva y diferen-
ciable mediante la aplicacion

Y; o 901_1 : QOZ_l(UZ N UJ) — (,OJ_I([]Z N Uj),
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la cual es llamada un cambio diferenciable de coordenadas en U; N U;
(véase la figura 1.3).

Figura 1.3: Variedad diferenciable

EJEMPLO 1.4. Sea () una superficie de dimensiéon k£ en un espa-
cio euclideano de dimension n, definida mediante las siguientes n — k
ecuaciones:

fi(ZEl, e ,.Z’n) =0
donde f; : R® — R para i = 1,...,n — k y que ademas, la matriz
a—i tiene rango n — k en cada punto. Entonces, tal superficie es una
Ly

variedad diferenciable.

Demostracion. Sea p = (x1,...,2,) un punto sobre la superficie, por

hipotesis —Z(p) tiene rango n — k. Sea Jj,_; ., el menor formado

ko
(9:1:j

por las colunmas j; ... j,_r, cuyo determinante es distintno de cero,

por el teorema de la funcién implicita existe un abierto U;, _; _, al-
rededor del punto (yi,...,yx) = (z1,..., %)y, ..., Zj, ..., %), donde
los elementos con subindice j; parai =1,...,n —k se omiten. Debido

a que lo anterior se puede hacer para cada punto, concluimos que la
superficie puede ser cubierta por abiertos de la forma Uj, _; ,, esto
significa que la superficie {2 es una variedad diferenciable.
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O

DEFINICION 1.5. Una subvariedad diferenciable N de una varie-
dad diferenciable M, es un subconjunto de tal variedad, que bajo la
topologia inducida, es también una variedad diferenciable.

EJEMPLO 1.6. Sea M una variedad diferenciable, entonces cual-
quier subconjunto abierto N C M es una subvariedad diferenciable de
M de la misma dimension.

EJEMPLO 1.7. M(n,R) el espacio vectorial de matrices de n x n
con coeficientes en R., forma una variedad diferenciable de dimension
2
n-.
Debido a que la funcién determinante es diferenciable (por ser po-
linomial en las entradas de una matriz) y ademés como R\ {0} es un

conjunto abierto de R, tenemos que
GL(n,R) = {A € M(n,R)|det A # 0} = det ' {R\ {0}}

llamado el grupo (con la multiplicacién matricial ordinaria) lineal ge-
neral de matrices invertibles es un subconjunto abierto de M(n,R), lo
que le hace una subvariedad diferenciable de tal espacio, de dimensién

n?.

EJEMPLO 1.8. Consideremos los grupos de transformaciones (con
la multiplicacion matricial usual) siguientes:

SL(n,R) ={A € M(n,R)|det A =1},
llamado el grupo lineal especial de matrices el cual tiene dimension

n?—1.

O(n,R) = {A € GL(n,R)|AAT = I},

n(n—1) '

llamado el grupo ortogonal de dimension —=

SO(n,R) ={A € O(n,R)|det A = 1},
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n(n—1) '

llamado el grupo especial ortogonal cuya dimension es —=

Estos conjuntos constituyen ejemplos importantes de variedades
diferenciables, con las dimensiones mencionadas, puesto que son su-
perficies en un espacio euclidiano de la dimension dada y que satisfacen
las condiciones del Ejemplo 1.4.

Por ejemplo, tomemos a SL(n,R) y sea la funcion real suave

f:MnR)—R

definida por
f(A) =det A—1,

con A € M(n,R) matriz arbitraria, con entradas reales a;;.

Entonces, SL(n,R) es el conjunto cero de f, ya que
f(A)=0<«<= A e SL(n,R).

Por otro lado, que la hipersuperficie SL(n, R) sea no singular, equi-
vale a que en cada punto de la misma se cumple que gradf # 0. Pero

af  OdetA
8@@' n 8aij
gradiente se anula en algiin punto A, tal matriz no sera invertible. Esto

implica que los puntos de SL(n,R) forman una variedad diferenciable
en M(n,R) = R".

es el cofactor de a;; en la matriz A. Por lo que si el

Anélogamente, se puede comprobar que los otros subgrupos antes
mencionados, son variedades diferenciables con la dimensién corres-
pondiente dada.

Abusando de la notacion escribiremos por comodidad para los sub-

grupos O(n,R) = O(n) y SO(n,R) = SO(n).
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1.1.2. Puntos y valores regulares de aplicaciones
suaves entre variedades

DEFINICION 1.9. Sea U C R” un conjunto abierto. Una funcion
f U — R™ se llamara suave si tiene derivadas parciales continuas
de todos los 6rdenes.

DEFINICION 1.10. Dadas dos variedades M, N, una transforma-
cion f: M — N se llamara suave en el punto p si para cada pareja de
cartas (U, ) alrededor de p en M y (V, ) alrededor de f(p) en N, la

transformacion representante
frvofop™ o) = (V)

es suave como una aplicacion entre espacios euclidianos. A una trans-
formacion f : M +— N que es suave en cada punto simplemente se
le llamara suave. No es dificil ver que la definicion no depende de la
eleccion de las cartas escogidas (véase [2]).

No es dificil probar que con la definiciéon 1.10 las cartas de una
variedad diferenciable M™ resultan por si mismas funciones diferen-
ciables de la variedad en el espacio euclidiano R™ que la parametriza.

DEFINICION 1.11. Una transformacion suave f : M + N entre
variedades, se llama difeomorfismo, si dicha transformacion es biyec-
tiva, y su inversa es suave también.

EJEMPLO 1.12. Consideremos a la esfera S* = {(z,y, z) € R3|z? +
y>+2% =1} y al elipsoide N = {(z,y, 2) € R3|2—§+z—j+i—§ = 1}, donde
a, b, c son constantes distintas de cero. Entonces la aplicacion f : S? —
N, definida como f(z,y, z) = (az, by, cz) es un difeomorfismo.

Una manera mas simple de estudiar a una variedad diferenciable
es considerarla como un subconjunto encajado (sin autointersecciones)
dentro de algtin espacio euclidiano apropiado donde se puedan consi-
derar objetos geométricos. El siguiente resultado nos dice que esto
siempre es posible (véanse [2] y [4] ).
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TEOREMA 1.13. (de encaje de Whitney) Toda variedad variedad
diferenciable M™ puede ser encajada (mediante una aplicacion inyec-
tiva) en el espacio euclidiano R*" 1.

Utilizando este resultado se pueden definir objetos de una forma
més simple.

DEFINICION 1.14. Sea M C R* una variedad diferenciable de
dimension n contenida en un espacio euclidiano de dimensiéon k, con
n > k y sea un punto p € M. El vector v serda un vector tangente a la
variedad M en el punto p, si existe una curva suave v : (—¢,€) — M,
que satisface y(0) = p y v/(0) = v.

DEFINICION 1.15. El conjunto de todos los vectores tangentes a
una variedad diferenciable M en un punto p, es llamado el espacio
(vectorial real) tangente de la variedad M en el punto x y es denotado
mediante T},(M).

No es dificil ver que para cada p € M, la dimension de T,,(M) es n.

Ampliamos ahora el concepto de diferencial, al contexto de varieda-
des diferenciables. Para ello, sea f : M — N una funcién diferenciable.
Si M es una variedad diferenciable y (U, ) es una carta alrededor de
p € M, es decir, ¢~1(0) = p, podemos definir una funcion lineal dy;*,
que aplica el espacio tangente T,(M) en el espacio tangente Ty (N).

DEFINICION 1.16. Sean M, N dos variedades diferenciables con
cartas locales ¢, 1 alrededor de p y f(p) respectivamente. Para una
funcion suave f : M — N entre ellas, a la que asociamos la represen-
tante f como en la definiciéon 1.10. Se define la funciéon lineal

dfy : Tp(M) = Ty (N)
mediante la composicion

df, = dipg ' o dfy o dp,*
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No es dificil ver que esta definicion no depende de la eleccion de las
cartas (Véase [2]).

DEFINICION 1.17. Para una funcién suave f : M +— N entre
variedades, un punto y € N es un valor regular de f, si la diferencial
df, : T,(M) — T,(N) es suprayectiva en cada punto p donde f(p) =y

Se define entonces el conjunto de wvalores criticos de la funcion f
como el conjunto de valores no regulares de f.

DEFINICION 1.18. Dada una funcion suave f : M — N entre va-
riedades, denotamos por X(f), al conjunto de bifurcacion de f, donde
y ¢ X(f) significa que f~!(y) es una variedad y existen un conjunto
abierto U C N al rededor de y y una aplicion g : f~1(U) — f~1(y),
tal que la aplicacion h : f~1(U) — U x f~!(y), definida por h(z) =
(f(x),g(z)), es un difeomorfismo.

Siy ¢ X(f) se dird que f es localmente trivial en y. Es decir, el con-
junto de bifurcacion contiene a los puntos donde f no es localmente
trivial.

Mostramos a continuacién un criterio para obtener subvariedades
diferenciables a partir de los valores regulares de una funcién suave
entre dos variedades (véase [4]).

TEOREMA 1.19 (De la imagen inversa). Si y es un valor reqular
de f : M — N, entonces la imagen inversa [~'(y) es una subvariedad
de M con dimension dim f~1(y) = dim M — dim N

EJEMPLO 1.20. Consideremos O(n,R) y también a S(n,R) defini-
do como el conjunto de matrices simétricas de n x n, la cual es una
subvariedad de M (n, R) difeomorfa localmente a R¥, donde k = @
Sea f: M(n,R) — S(n,R), transformacion suave definida mediante

F(A) = AAT

Entonces, O(n,R) = f~1(I), por lo que para mostrar que O(n,R)
es una variedad, se necesita mostrar que / es un valor regular de f.
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Para ello, calculamos

dfa(B) = lfm, o LAHE-E)

s
(A+sB)(A+sB)T—AAT

= lim,_,g 3
= lim,_,o(BAT + ABT + sBBT)
BAT + ABT
La matriz I es un valor regular de f siy solosi dfs : TaM(n,R) —
TtayS(n, R) es suprayectiva para toda A € O(n,R). Bajo las identifi-
caciones Ty M (n,R) = M(n,R) y T¢4)S(n,R) = S(n,R), es necesario
mostrar que, para cualquier matriz C' € S(n,R), existe una matriz
B € M(n,R) que satisface la ecuacion

dfa(B) =C

o equivalentemente,
BAT + ABT = C.
c+CT

Puesto que C' es simétrica, escribimos C' = == y despejando a
B obtenemos B = %CA, por lo que

df4(B) = (%CA) AT+ A (%CA)T
1
5 (
2

lo que indica que la matriz B es la que requeriamos. Esto es, se ha
demostrado que I es un valor regular de f, lo que implica que O(n,R)
es una subvariedad de M (n,R) de dimension @

Un resultado sobre una propiedad genérica de los valores regulares
de una funcion suave es el siguiente (véase [2]).
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TEOREMA 1.21 (Lema de Sard). Si f : M — N es una transfor-
macion suave entre variedades, entonces casi todo punto (respecto a la
medida de Lesbeque) de N es un valor regular de f. En otras palabras,

el conjunto de los valores criticos de f tiene medida de Lebesque cero
en N.

DEFINICION 1.22. Dada una variedad diferenciable M, el haz tan-
gente a dicha variedad, es la variedad diferenciable definida por

TM = {(z,0)lc € M, ¢eT.(M)}.

EJEMPLO 1.23. El haz tangente al espacio euclidiano R" es el es-
pacio lineal

T(R") =R" x R™.
DEFINICION 1.24. Sea M una variedad diferenciable, una métrica
Riemanniana es una aplicaciéon que a cada punto p € M asocia en el
espacio T,(M) una forma cuadratica (g; ;) positiva definida, la cual
varia suavemente en cada punto.

DEFINICION 1.25. Una variedad Riemanniana es una variedad
diferenciable M en la que cada espacio tangente es equipado con una
métrica riemanniana g = (g; ;).

EJEMPLO 1.26. El espacio euclidiano R" es una variedade Rieman-
ninana, con la métrica usual g;; = 0;;.

EJEMPLO 1.27. La esfera unitaria S?, centrada en el origen de R3,
es una variedad Riemanniana, ya que, utilizando la parametrizacion
con coordenadas cogeograficas (¢, 0), la métrica en éstas coordenadas

es 20
sen 0

DEFINICION 1.28. Dada una variedad Riemanniana M con métri-
ca g, el haz tangente unitario a dicha variedad, es una nueva variedad
diferenciable

S(M) ={(z,§) e T(M) | [[gllg =1}
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EJEMPLO 1.29. El haz tangente unitario a R™ con la métrica eu-
clidiana ordinaria es

S(R™) = R™ x S"*
1.1.3. Grupos de Lie y sus Algebras de Lie

Dada una variedad diferenciable G que ademés tiene una estruc-
tura de grupo, ligamos a ella las siguientes aplicaciones

0:G—= G, plg)=g" (1.1)
v:GxG— G, Y(g,h)=gh. (1.2)

DEFINICION 1.30. Una variedad diferenciable G' es llamada un
grupo de Lie, si las funciones ¢, 1) definidas como en (1.1) y (1.2) en
términos de su estructura de grupo, son suaves.

EJEMPLO 1.31. Los siguientes grupos de transformaciones ( ya
mencionados en el ejemplo 1.7):

GL(n,R) ={A € M(n,R)|det A # 0}
SL(n,R)={A € M(n,R)|det A =1}

O(n,R) = {A € GL(n,R)|AAT = I}

son grupos de Lie bajo la operaciéon de producto matricial, dado que
ésta satisface lo requerido por la definicion 1.30.

DEFINICION 1.32. Un espacio vectorial V, sobre un campo K, en
el cual se ha definido una operacion [...] : V x V — V que satisface
las siguientes propiedades para cualesquiera vectores £,7,(,8 € V' y
cualquier escalar o € K,
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1.
[ + 3, n] = a[&, ] + [B, 7]
2.
(€, an + 6] = al€, 1] + [¢, O]
3.
4.
[ [0, ¢l + (€, & ml] + [, [€, €] = O
es llamado una Algebra de Lie. El corchete |...] que define la operacion

es llamado comunmente el conmutador de Lie.

EJEMPLO 1.33. Un algebra V de operadores lineales puede ser
transformado en un algebra de Lie, definiendo el corchete de Lie me-
diante

[A,B] = AB — BA. (1.3)

De ésta manera el espacio de matrices reales M (n,R), forma una
algebra de Lie bajo el conmutador de matrices (1.3)

EJEMPLO 1.34. Se puede verificar directamente que el espacio de
los campos vectoriales en R™ es un algebra de Lie, con respecto al
conmutador

9,

_ o

donde & = (&) y n = (n;) son cualquier par de campos vectoriales.

DEFINICION 1.35. Dado un grupo de Lie G con elemnto neutro
denotado por e, su espacio tangente en la identidad T,(G), es llamado
el dlgebra de Lie de G (Véase 2] parte II).
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EJEMPLO 1.36. Como ejemplo de algebras de Lie de un grupo de
Lie, enlistamos:

sl(n,R) ={A € M(n,R)|tr(A) =0}
el cual es el algebra del Lie del grupo de Lie SL(n,R). Igualmente,

so(n,R) = {A € M(n,R)| AT = —A}

es el algebra de Lie del grupo de Lie SO(n,R) de las matrices ortogo-
nales con determinante uno.

En cada algebra de Lie, mencionada en éste ejemplo, el corchete
es el conmutador de matrices (1.3).

Mostremos ésto para sl(n,R), por lo cual consideramos una curva
A(t) en SL(n,R) que satisface que A(0) = I, por lo que tenemos que

d d
0= & (et AW oo = tr (5 (ADo

ésto es, el vector tangente tiene traza cero. Inversamente, si Y es una
matriz arbitraria de traza cero y si construimos la curva A(t) = I+tY,
obtenemos:

det A(t) = det(I +tY) = I + t(tr(Y)) + o(t) = I + o(t).

Por lo que al tiempo cero el vector Y estd en el espacio tangente a
SL(n,R) en la identidad.

Diremos que el grupo de Lie GG actiia sobre la variedad M, si existe
una aplicaciéon suave T': Gx M +— M, que dependede g € Gy x € M,
definida mediante

(9, 2) = Ty(x)
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que asocia a cada elemento g € G un difeomorfismo 7T, de M en si
mismo y que ademas
Ty, = T,1} para cualquier pareja g¢,h € G

EJEMPLO 1.37 (Flujo de un sistema de ecuaciones diferenciales or-
dinarias auténomo). Sean, un subconjunto abierto U de una variedad
M, z=(x1,...,2,) €Uy

F=(fi,....fn): U~ TM.

una aplicacion suave (campo vectorial en M). Escribimos la ecuacion
diferencial ordinaria asociada a F' con condicién inicial como (proble-
ma de Cauchy)

= F(x); x(ty) = xo

Si se denota por ¢(t,x) = ¢(x) la solucion que satisface (0, z) =
x, la aplicacion
o Rx M M

es llamada el flujo de la ecuacion diferencial y satisface

(Pt—i-r(x) = ¥r 0 QOt(J?),
lo cual define la accion del grupo de Lie (R, +) en la variedad M.

EJEMPLO 1.38. Una acciéon de SO(3,R) en R?

T:S0(3,R) x R* — R?

esta determinada mediante la rotacion propia del espacio,

(9,2) = ga.
Analogamente la accion de SO(2,R) en R?

T:S0(2,R) x R? s R?
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estard determinada mediante,

(9,2) — g

la cual representa rotaciones propias en los elementos de R2.

1.1.4. Haces Fibrados

Damos la definicién de uno de los objetos geométricos mas impor-
tantes de este trabajo.

DEFINICION 1.39. Un haz fibrado es un objeto formado por:

1. Una variedad diferenciable F/, llamada el Espacio total
2. Una variedad diferenciable M, llamada el Espacio base

3. Una aplicaciéon suave y suprayectiva p : F +— M, llamada la
Proyeccion del haz, cuyo diferencial debe tener rango maximo
n = dimM en cada punto.

4. Una variedad diferenciable F' llamada Fibra.

5. Un grupo de Lie G de transformaciones suaves (difeomorfismos)
de F'. Dicho grupo es llamado la estructura del espacio fibrado.

Con la propiedad de que dado = € M, existe una vecindad abierta
U, C M y un difeomorfismo ¢, : F' x U, + p~'(U,) que satisface
PPy, x) = x., es decir el siguiente diagrama conmuta

con Proys(y, z) = z.
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=

Figura 1.4: Haz fibrado

EJEMPLO 1.40. Una clase importante de haz fibrado, es un haz
vectorial. En éste caso, la fibra es R" y el grupo GG que actiia en cada
fibra del haz es un subgrupo del grupo de Lie GL(n,R).

1.2. Elementos de la Topologia Algebraica

En ésta seccion introducimos los elementos de Topologia algebrai-
ca, necesarios para el analisis topolégico que haremos a las variedades
integrales tratadas en el presente trabajo.

1.2.1. Grupo Fundamental de una variedad topo-
légica
DEFINICION 1.41. Una homotopia suave (suave a trozos, conti-

nua) de una aplicacion f : N — M entre variedades, es una aplicacion
suave (suave a trozos, continua)
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F:NxIeM  I=]0,1]
con la propiedad de que F(z,0) = f(z) para todo punto = € N.

Se dice que cada una de las aplicaciones f;(z) = F(x,t) es homo-
topica a la aplicacion inicial f = fj.

Dos funciones f, g estarén relacionadas homotopicamente si existe
una homotopia entre ellas. Esta relacion es de equivalencia, y las clases
de dicha relacion son llamadas clases de homotopia. En la figura 1.5
se muestra una homotopia de aplicaciones del circulo en un espacio de
dimension mayor a dos, es decir, una homotopia de curvas cerradas.

Figura 1.5: Curvas homotopicas.

EJEMPLO 1.42. Sean dos funciones, fy, fi : R — R con reglas de
correspondencia

fo(x) = =.
fi(z) = 2%

Definimos entre ellas la siguiente aplicacion, la cual se puede verificar
directamente que es una homotopia

F:[0,1] x R R,
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F(t,x) = (1 — t)x + t2*.

En otras palabras, la funciéon cuadrética y la identidad son homotopi-
cas.

DEFINICION 1.43. Dos variedades diferenciables M, N son homo-
topicas, o tienen el mismo tipo de homotopia si existen funciones

f:M—N

g: N— M

tales que las funciones compuestas fo gy go f son homotopicas a las
funciones identidad correspondientes.

EJEMPLO 1.44. El conjunto R? \ {2 puntos} tiene el mismo tipo
de homotopia que S?V S?, que es el conjunto formado por dos esferas
que se intersecan en un unico punto y que es llamado, el ramillete de
dos esferas.

2 2
SVvS
Figura 1.6: Ramillete de esferas de dimension dos S? Vv S?

DEFINICION 1.45. Una subvariedad diferenciable N de una varie-
dad diferenciable M es llamada una retraccién fuerte de M si existe
una funcion suave F': M x [0, 1] — M, tal que:

» F(z,0) =z, para todo x € M
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» F(z,1) € N, para todo © € M
» F(a,t) =a, paratodoa e N ytel[0,1]

Notemos que si existe una retraccion fuerte entre dos variedades
diferenciables M y N, éstas tendréan el mismo tipo de homotopfa.

EJEMPLO 1.46. El espacio S™ es una retraccion fuerte del conjunto
R"*1\ {0}. Para mostrar eso consideremos la funcion f : R"™\ {0} —
S™ definida mediante f(x) = -£:. A continuaciéon consideramos la

IEIN
retraccion
H: (R™1\0) x [0,1] — R™'\ {0},

tx
H(.?Z,t) = m + (1 —t)x,

la cual evidentemente satisface lo requerido.

DEFINICION 1.47. Sea M una variedad diferenciable y una apli-
cacion suave f: S +— M, con f(1) = g, donde zq € M. Definimos el
grupo fundamental de la variedad M respecto al punto base xg, deno-

tado por 71 (M, ), como el grupo formado por las clases de homotopia
de f.

Si podemos encontrar una trayectoria continua v entre puntos ar-
bitrarios xg, x1 de una variedad diferenciable M (la cual se diré conexa
por trayectorias), entonces se induce un isomorfismo entre los grupos
fundamentales puntuales,

Vs - 7T1(M, l’o) — 7T1(M, xl)

(véase [2], parte II) Lo que nos dice que si M es una variedad diferen-
ciable conexa por trayectorias, el grupo fundamental es independiente
del punto base y es denotado simplemente por m (M).
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Un resultado inmediato nos dice que dos variedades topologicas
conexas por trayectorias que son homeomorfas tiene el mismo grupo
fundamental. Ciertamente el reciproco de esta afirmaciéon no se cumple
como lo muestra el siguiente Ejemplo.

EJEMPLO 1.48. El grupo fundamental de R" es 71 (R") = {1} para
cualquier entero positivo n, pero el espacio R*¥ no es homeomorfo al
espacio R! si k # [, debido al Teorema de invarianza de dominio.

EJEMPLO 1.49. El grupo fundamental de la circunferencia unitaria
St es m(SY) =Z

EJEMPLO 1.50. El grupo fundamental de T? es m(T?) = Z?

Los ejemplos anteriores son extensamente tratados en [2]| parte II.

Una de las caracteristicas, mas importantes y apreciadas del grupo
fundamental es que se comporta bien respecto a las homotopias, esto
es:

TEOREMA 1.51. El grupo fundamental es invariante bajo homo-
topia. Esto es, si dos variedades tienen el mismo tipo homotdpico,
entonces tienen el mismo grupo fundamental (Véase [2], parte II).

EJEMPLO 1.52. m(R"\ {0}) = m(S"!), pues R" \ {0} y S"!

tienen el mismo tipo de homotopia.

1.2.2. Grupos de Homologia de una variedad topo-
logica

Otro concepto topologico importante fuertemente ligado al de ho-

motopia de una variedad topologica es el de las clases de homologia

de tal variedad. Mencionamos aqui apenas la homologia simplicial,

la cual para las caracteristicas de nuestras varidades coincide con las
homologias singular y celular estudiadas extensamente en el tomo III

de[2].
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DEFINICION 1.53. Dado A C R”, la envoltura convexa de A es la
interseccion de todos los conjuntos convexos en R™ que contienen a A.

DEFINICION 1.54. Un r — simplejo T en R™ es la envoltura con-
vexa de una coleccion de r + 1 puntos {zg,...,z,} en R" tales que
{z1 — x0,...,2, — xo} es un conjunto linealmente independiente.

OBSERVACION 1.55. Notese que el 1 — simplejo es un segmento
de recta, el 2 — simplejo es un triangulo, etcétera.

PROPOSICION 1.56. Si el r — simplejo Y es la envoltura convexa
de {xo,...,x.}, entonces, todo punto de Y, tiene una unica y distinta
representacion en la forma Y o t;x;, donde 0 <t; y > . _ t; = 1.
Los puntos z; son llamados los vértices de T (véase [9]).

Si los vértices de T tienen un orden especifico, entonces T es un
simplejo ordenado. Sean, T un r — simplejo ordenado con vértices

{l’o, o ,ZE’T} y o = {(to, . ,tr) S RT+1| Zg:()ti =1, 0< tz}

Si definimos una funcién f : o, — T mediante

f(to, Ce ,tr) = th%
i=0

entonces f es un homeomorfismo.

De ésta manera, denotaremos en adelante al simplejo de dimensién
7 COMO U,.

DEFINICION 1.57. Sea M una variedad diferenciable. Un r —

stmplejo singular en M es un encaje continuo
¢:o.— M

Es decir, el conjunto ¢ = ¢(o,) C M es homeomorfo a o,.
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DEFINICION 1.58. Si ¢ es un r—simplejo singular, e i es un entero
tal que 0 < i < r, definimos 0;(¢) un (r — 1) — simplejo singular en
M, mediante

8i¢(t07 s 7t7‘—1) = gb(th o tie, 07 iy 7t7"—1)
y 0;(¢) es llamado la i-ésima cara del r — simplejo ¢.

DEFINICION 1.59. Un grupo abeliano G es libre si existe un con-
junto A C G tal que, cada g € GG tiene una tnica representacion

g:an-x

donde n, es un entero igual a cero excepto para un nimero finito de
x € A.
El conjunto A es llamado una base para G.

EJEMPLO 1.60. (Z,+) es un grupo abeliano libre, pues el conjunto
{1} es una base.

Si M es una variedad diferenciable, se define el espacio S, (M)
como el grupo abeliano libre cuya base es el conjunto de todos los
r — simplejos de M. Un elemento de S,(M) es llamado una r —
cadena singular de M, y tiene la forma

Cr:2n¢-¢
¢

donde ng es un entero igual a cero excepto para un ntmero finito de
cadenas ¢.

DEFINICION 1.61. Se define el operador frontera entre los grupos
de cadenas S, (M) y S,—1(M)

0: ST(M) = Sr—l(M)
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mediante la relacion

1=0

DEFINICION 1.62. Para el operador 0 mencionado, el conjunto de
los r — ciclos de S, (M), se define como

Z,(M) = {ce S,(M) | a(c)=0}

y a cada elemento de este conjunto se le llama también una cadena
cerrada en M.

DEFINICION 1.63. El conjunto de los elementos exactos de S, (M),
se define como

B.(M)={deS.(M) | 3 e€S.1(M) con d=09(e)}

Notemos que B,.(M) y Z.(M) son subgrupos de S, (M) (que es un
grupo libre abeliano aditivo) pues

d(c+b) = 9(c) + 9(b)

para cualesquiera ¢,b € S, (M), ademas de que se puede verificar di-
rectamente que B,.(M) es un subgrupo normal de Z,.(M).

DEFINICION 1.64. El cociente de los grupos

Zr(M)

HT<M) = BT(M)

es llamado el r—ésimo grupo de homologia de M, cuyos elementos son
llamados clases de homologia.

Es claro que dos ciclos son homadlogos, si su diferencia es un ele-
mento frontera, es decir una r-cadena exacta.
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Ya que para r = 0 no tiene sentido hablar de ciclos exactos, se
define el grupo cero de homologia de una variedad como su ntmero de
componentes conexas, es decir,

Hy(M) = ntimero de componentes conexas de (M).

Ahora definiremos lo que es una sucesion de grupos abelianos y
homomorfismos, concepto que nos ayudara a calcular indirectamente
los grupos de homologia de las variedades integrales mencionadas.

DEFINICION 1.65. Una sucesion (tripleta) de grupos abelianos y
homomorfismos

A-L.p . ¢

se llamaré exacta si el conjunto imagen de f coincide con el ntcleo del
homomorfismo g, esto es,

Im(f) = ker(g)

DEFINICION 1.66. Una sucesiéon de grupos abelianos y homomor-
fismos

fi f2 fn

f3 fn—l

Gy G Gs Gn

se llamara exacta si, cada tripleta es exacta.

EJEMPLO 1.67. Si la sucesion de grupos abelianos y homomorfis-
mos

0—=A—t~B— 0

es exacta, entonces f es un isomorfismo.

El siguiente teorema, enuncia una de las caracteristicas més im-
portantes de los grupos de homologia, de espacios homotdpicos
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TEOREMA 1.68. El r-ésimo grupo de homologia de una variedad
topoldgica se conserva bajo homotopia, es decir, si dos variedades tie-
nen el mismo tipo de homotopia, entonces tienen el mismo r-ésimo
grupo de homologia.

EJEMPLO 1.69. Debido a que R™\ {0} y S"~! tienen el mismo tipo
de homotopia, por el Teorema 1.68 se sigue que ambos espacios tiene
los mismos grupos de homologia, es decir,

H,(R"\ {0}) = H,(S"™)
para todo entero positivo r.

EJEMPLO 1.70. Ya se mencioné en el Ejemplo 1.44 que los conjun-
tos R3\ {2 puntos} y S?V S? formado por dos esferas que se intersecan
en un tnico punto (ramillete de dos esferas) tienen el mismo tipo de
homotopia. Consecuentemente, por el Teorema 1.68, se tiene que sus
grupos de homologia son isomorfos, es decir, para cualquier r entero
no negativo se cumplen las igualdades

H,(R®\ {2 puntos}) = H,(S*V S?).



Capitulo 2

Elementos del calculo de
variaclones

2.1. Formulacién Lagrangiana de las ecua-
ciones de movimiento

Sean M una variedad y T'M el haz tangente a dicha variedad;
dados cualesquiera dos puntos p = (z},...,z)) y ¢ = (22,...,22) fijos
en la variedad M, consideramos el conjunto de todos los arcos suaves

voxy = x4(t), a<t<b

que unen a los dos puntos, es decir, z;(a) = z}, z;(b) = z2.

Sea L : TM +— R, una aplicacién suave. Para cada arco suave v
definimos

sti= | " L(a(t), () dt 2.1)

una funcional que le asocia el nimero S[v] y que es llamada la funcional
de accion.

31
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TEOREMA 2.1 (véase [2]). Sea S el funcional (2.1), si S alcanza un
valor real minimo sobre todos los arcos suaves que unen a dos puntos
arbitrarios fijos p,q, en el arco 7y, : x; = x;(t). Entonces a lo largo del
arco v, se satisfacen las relaciones

d (0L oL

llamadas las Ecuaciones de Fuler-Lagrange, donde

oL  0L(x,§) e
oi;  o¢ &

d4(oLy_ oL PL
dt (‘)x, N 05185] K 8@8% Tile=i

La soluciones de las ecuaciones (2.2) son llamados los arcos extre-
males o simplemente los extremales de la funcional S.

DEFINICION 2.2. La funciéon L = L(z,¢) = L(x, 1) es llamada el
Lagrangiano de la acciéon S.

Introducimos la terminologia convencional:

» La energia del sistema denominada por F es definida mediante

L L
0Ly, 0L

E:L(x,i)IE(xaf):giag. ot;

» El momento esta determinado por las ecuaciones

oL oL
O 04

Di
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m La fuerza se define mediante

oL
(9xi

fi=

Consecuentemente, las ecuaciones de Euler-Lagrange (2.2) asocia-
das a las extremales se pueden escribir en la forma méas simple

= fz

2.2. El problema de n-cuerpos

Después de la breve explicacion sobre los elementos del calculo de
variaciones necesarios, comenzamos la formulaciéon Lagrangiana del
problema de los n- cuerpos con posiciones de la particulas puntuales
en r; € R3, las cuales estan moviéndose bajo la influencia de fuerzas
gravitacionales newtonianas, considerando para ello el Lagrangiano

donde {(, ), representa el producto interno (métrica euclidiana) en R3 y
U(z) es la funcion potencial gravitacional. Tal campo escalar depende
unicamente de la posicion, y esta definida mediante la relacion

U(z)=Y T . (2.3)

i=1 (Ti — 15,25 — %’ﬁ

Habiendo definido de ese modo el Lagrangiano, obtenemos la fuerza
del sistema mediante el sistema

oL "9 mim; _omymy (axi
8xk ;8:@ ((;pi—mj71'i 2) Z sz_xg|’3 J) 8xk

]

axj
8$Ck

)
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Particularmente, para el caso k =i se tiene el sistema

8L - m;m;

a_%:fz‘:z

—

2 o — a1

que nos provee las ecuaciones de movimiento de n-particulas en el

espacio moviendose bajo la influencia del mencionado potencial (2.3).
Esto es, las ecuaciones de movimiento de Newton estan dadas por

el sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden

.. LU
m;x; =

(z; — ). (2.4)

— ||z — ]

Por otro lado, si consideremos la variacién
n .

— == m;——a;

8xk 2 —1 ZaZBk "

1=

al tomar k = ¢ obtenemos,

el cual es llamado el momento.

Dado que en un planteamiento Lagrangiano, la energia total del
sistema esta definida mediante

oL
= .i’_._

Obtenemos para este Lagrangiano, la siguiente expresion para la
energia
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mym;
E= Zm’x’ mz__zml‘”’ i — ZH:E Z_;H
i j

es decir,
Y Y
C |EAAl

2.3. Variedades integrales de un problema
de n—cuerpos

En el problema de los n—cuerpos, uno de los objetivos consiste en
encontrar las soluciones planteadas por las ecuaciones de movimiento
de Newton, de un sistema de n particulas puntuales, con masas no
necesariamente iguales, que son afectadas tinicamente por las fuerzas
de atraccion existentes entre ellas, es decir, describir el movimiento de
dichas particulas.

Dados n numeros reales y positivos, mq,...,m,, que representan
las masas de n particulas puntuales, consideramos el espacio de confi-
guracion del problema de los n—cuerpos en el espacio tridimensional,
con centro de masa

D i1 i T

D i1 M
en el origen de coordenadas, como el subconjunto M \ A del espacio
lineal

M = {(z1,...,2,) € (R*)"| Zmzx, =0},

donde
A= UAM’ 1<, Az‘j = {IL’ € M|$l = J,’j} (25)
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es el conjunto singular (de colisiones) del problema.

La energia E y el momento angular J del sistema son entonces
definidos en (M \ A) x M mediante:

E(z,0) = K(v) + V() (2.6)
y n
J(z,v) = Z Mz A g, (2.7)
donde, l::
K(v) = %;miw (2.5)
y

Vig)=—-Y Jlﬂ (2.9)

son la energia cinética y potencial respectivamente del problema (véa-
se [2]).

Una integral de movimiento, es una funciéon real definida en el
espacio de configuraciéon que cuando se evalta a lo largo de las curvas
soluciones del problema (2.4) resultara constante. Ejemplo de ellas,
son el momento angular, la energia y el centro de masa (véase [2]).

DEFINICION 2.3. Para la aplicacién
I=(E,J):(M\A)xMr—RxR?
definida mediante
I(x,v) = (E(z,v), J(z,v))
llamamos a los espacios

I, =1"(c,p) (2.10)
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contenidos en (M \ A) x M las variedades integrales invariantes del
problema de los n-cuerpos en el nivel de energia fijo £ = ¢ y momento
angular también fijo J = p.

Por el Teorema de Sard 1.21, para casi toda pareja de valores
(c,p) € R x R? (en el sentido de la medida de Lebesgue), el conjunto
I., definido en (2.10) es una variedad diferenciable de codimension 4
en (M \ A) x M, es decir, es una subvariedad de dimension 2n — 4 de
tal espacio fase.

Un calculo directo nos demuestra que las funciones (2.6), (2.7),
(2.8) ¥ (2.9) son invariantes bajo el grupo de isometrias SO(3), lo cual
implica directamente que las variedades integrales /., también lo son.
Este hecho puede ser usado para reducir el estudio del problema a
dimensiones menores (véase [6]).
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Capitulo 3

Soluciones especiales del
problema de n-cuerpos

Mostramos en este capitulo algunos tipos de soluciones del pro-
blema de n-cuerpos, las cuales aparecen de manera natural segin las
transformaciones conformes de la geometria (conforme) propia del es-
pacio euclidiano.

En otras palabras, segiin el Teorema de Liouville (véase [2]) cada
una de tales transformaciones es la composicion de isometrias del espa-
cio con homotecias e inversiones. Cada una de estas tultimas transfor-
maciones genera soluciones distinguidas del problema (2.4) las cuales
tienen también un nombre distinguido en la litetratura cléasica.

3.1. Configuraciones Centrales

Comenzamos por mostrar las soluciones de (2.4) asociadas a las
homotecias y llamadas configuraciones centrales.

Consideramos un punto 2o € R \ A. Llamamos a zy una confi-
guracion central del problema de los n—cuerpos, si existe una funciéon
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r: R+ R (con r(t) > 0 para toda t), tal que la funcion
2(t) = r(t)zo

es también una soluciéon del problema de los n-cuerpos, es decir, satis-
face la ecuacion (2.4).

En virtud de que z() es una solucién y utilizando la homogeneidad
de grado —1 del potencial obtenemos,

\YA%4
rmzy = VV(TZ()) = gzo)
r
Aqui,
v
ox1
VV(r) =1 :
oV
OTn
es el vector gradiente y
ma 0 0
0 mo 0
m = .
my

es la matriz diagonal de masas.

Usando nuevamente la homogeneidad del potencial y multiplicando
por 2zl obtenemos ahora

—V(z
P20 mzy = rg 0).
Poniendo A = 2‘;((?;’0)), podemos escribir 7 = —7% de modo que

reformulamos la ecuacién de movimiento en la forma

m VWV (z) + Az = 0. (3.1)
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3.1.1. El caso de una configuracién de Euler

Las configuraciones centrales tienen la importancia de que nos per-
miten crear soluciones nuevas de manera explicita al problema de los
n- cuerpos, pues es bien sabido que la ecuaciéon (2.4) es de dificil so-
lucién. Para evidenciar ésto, daremos una pequena revision al caso de
una configuracion de Euler.

Sea zg = (z1, 29, 23), donde las particulas estan en orden sobre una
linea, ésto es, sin pérdida de generalidad, z; < z5 < z3 en R.

En éste caso

miMms mims moms
V(ZO) = )
|21 — 22| |21 — 23] |z -2
entonces
aV(Zo) . mi1me mims
821 N ’Zl —22‘2 ’Zl —23‘2,
8V(zo) . mi1Mmeo moms
822 ’Zl —22‘2 |22—23‘2
y
8V(Zo) . mims moms
623 N |21 —Z3|2 |22—23|27
de modo que
1 8V(Zo) . mo i ms
ma @Zl N |Zl —ZQ|2 |Zl —Z3|2,
1 8V(z0) o mq + ms3
mo 822 N ‘Zl —22’2 ‘22—23’27
y
1 8V(zo) mq mso

ms 823 B |21 - 23‘2 B ’22 — Z3|2.
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De la ecuacion (3.1) deducimos que

ma ms

Az =0

|Zl — 22|2 + |Zl — 23|2 + 21 9
my ms

— Azo =0

’21 — Z2|2 + |22 — Z3|2 + Z9 )
Y m m
1 2

— — Azg = 0.

|21 — 23] %—%P+Z3
De lo cual se obtiene
mi + Mo ms ms

0 = )\(ZQ —Zl) —

B N P R P e
my + mg ma ma

0 = )\(23—Zl>

- |Zl - Z3|2 N |Z2 - Z3|2 N |Zl - Zz|2'

(3.2)

Si hacemos x = z3 — 21, y = 23 — 21, el sistema (3.2) toma la forma

my + Mma ms ms

Ar — + - — = 0,
|| lz—yl? |y?

/\y - mi +2m3 _ Mo - m22 —
WP =y I

(3.3)

Si eliminamos A del sistema (3.3) y utilizamos la variable proyectiva

w = J se obtiene la ecuaciéon polonomial de quinto grado
x

(my +mo)w® +  (3my + 2my)2* + (3my + my)2®
—(3ms +mso)2? — (3ms + 2mg)z — (m3 +msy) =0
(3.4)

Una solucion positiva de la ecuacion (3.4) determinara una confi-
guracion central de tres cuerpos colineal. Es posible mostrar mediante



CAPITULO 3. SOLUCIONES ESPECIALES DEL PROBLEMA DE
n-CUERPOS 43

métodos estdndares que tal ecuacion tiene tnicamente una raiz real
positiva w . De hecho, si m; < mg, entonces w > 1, mientras que si
my > mg, entonces w < 1.

Estas son de las primeras soluciones explicitas para el problema de
3 cuerpos.

3.2. Equilibrios relativos

El segundo ejemplo de soluciones naturales del problema (2.4) son
aquellas que se obtienen de hacer actuar el grupo de transformaciones
isométricas SO(3) dentro del espacio total de soluciones. Tal tipo de
soluciones recibe el nombre distinguido de equilibrios relativos.

Una configuracion zy € R3" \ A es llamada un equilibrio relativo
del problema de los n—cuerpos, si para un subgrupo a un parametro
A(t) € SO(3) con A(0) = I, la funcion

2(t) = A(t)zg

es una solucion del problema (2.4).

Notese que

AZO = . (35)

Sustituyendo (3.5) en la ecuacion (2.4) obtenemos
Amzy = AVV (%)

o bien,

A" M Amzy = VV (2).
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Consideremos la matriz W(t) = A~'A, la cual pertenece a so(3) (el

dlgebra de Lie del grupo SO(3) segtin el Ejemplo 1.36) debido a que
A € s0(3).
Asi, podemos escribir

0 —wWs Wa
W(t) = W3 0 —wy |,
—W2 w1 0

matriz a la que podemos asociar un vector w(t) = (wy,wy, w3) € R3
en virtud de que so(3) = R?, como algebras de Lie. Tal isomorfismo de
Algebras de Lie es de modo que dado x € R?, la asociacion se realiza
mediante la igualdad

Wze=wAuz.

El vector w(t) tiene entonces la interpretacion de un vector de veloci-
dad angular.
Calculamos

W=A"A—(A"TAA A= AT A-W?,

lo que implica que ) '
AT A=W+ W?

y dada la forma de W obtenemos que

—(’UJ% + ’UJ%) —wg + wiwo u')2 + wiws
—1 % . .
ATA = | w3+ wiwe  —(w? +wi) —wy + wows
—wWy +wiwsg Wi + WaWs3 —(w% + w%)

Se mostrara que w(t) es un vector constante, lo cual implicaria que
A(t) es una rotacion uniforme alrededor de un eje fijo.

Sabemos que
A_IAZQZ' = m_1VV(zo) = cte.

Consideramos entonces tres casos.



CAPITULO 3. SOLUCIONES ESPECIALES DEL PROBLEMA DE

n-CUERPOS 45
1. Los vectores 2g1, ..., 2o, generan el espacio R3.
2. Los vectores 2g1, ..., zon generan el espacio R2.
3. Los vectores zpq, . .., 20, generan el espacio R.

En el primero de esos casos, A~ A es una matriz constante, puesto
que es lineal y permanece fija para alguna base de R3. Supongamos
ahora que los 2; generan a R?, entonces, la matriz A1 A es constante
sobre R? y aplica a R? en sf mismo, por lo que toma la forma

i 11 Ci2 X
AilA = |Co1 Co9g9 X
0 0 =x

Comparando con la formula (3.2) obtenemos los sistemas

2 2 .
Wo + Wy = —C11, —W3 —+ W1Wy = C19

2 2 :
w1 + Wy = —C22, W3 + wWiwe = Co1.

De lo cual se sigue que la matriz A A tiene la forma

. cn ¢z 0
A_lA = | C21 C22 0 = cte.
0 0 C33

Finalmente, si los vectores zp; € R son colineales, podemos asumir
w(0) = (woz1, 0, wo3), entonces, en virtud de que A(0) = I, las velocida-
des iniciales 2;(0) = w(0) A zg;, estan en R?, de modo que todo el movi-
miento se realiza en R? y se deduce entonces que w(t) = (0,0, ws(t)).
Ademas, como A~ A debe aplicar R en R concluimos que

—w? 0 0

ATTA=1] 0 —w? 0| = cte.
0 0 0
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Después de analizar los tres casos, podemos concluir que el vector
w(t) es constante.

Como ya sabemos que w(t) = wy = cte., podemos asumir sin
pérdida de generalidad que wy = (0,0, k), y entonces, en todos los
casos,

R 0 0
A'A=10 k%2 0| = cte.
0 0 0

De la ecuacion (3.2), se sigue que las aceleraciones estan en el
plano y que el primer caso considerado es imposible. Ahora, dado que
20 € R2, reemplazamos a A~* A por —k2I y mostramos que 2 satisface
la relacion

m_IVV(Z()> + /\Z() = 0,
donde \ = k2 > 0.

De este modo, hemos mostrado que un equilibrio relativo es una
solucion plana de (3.1).

Por otro lado, dado un equilibrio relativo, obtenemos una solucién
periddica del problema de los n- cuerpos, que rota de manera rigi-
da alrededor del centro de masa con un periodo 27“ Para ejemplificar
tenemos las configuraciones centrales colineales de Euler. Lagrange
descubri6é que los triangulos equilateros son equilibrios relativos del
problema de 3-cuerpos, para una elecciéon arbitraria de las masas.

3.3. Soluciones homograficas

Combinando las soluciones de configuracion central y de equilibrio
relativo, podemos construir soluciones mas generales, las cuales son
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llamadas soluciones homogrificas y tienen el tipo
z(t) = r(t)A(t)zo (3.6)

donde r(t) > 0 es una funcion real suave, A(t) € SO(3) es una isome-
tria 'y 2o € M.

Sustituyendo la relacion (3.6) en la ecuaciéon (2.4) obtenemos la
relacion de homografia para una soluciéon, dada por

P2+ 2FW + A7 A)zg = MTIVV (%) (3.7)
donde W = A~1A.

Notese que en las soluciones homograficas tenemos dos casos sim-
ples

= Si A(t) =1, W(t) =0, obtenemos una solucéon del tipo configu-
racion central.

» Sir(t) = cte = 1, estamos en el caso de un equilibrio relativo.

Consideremos la matriz del lado izquierdo de la ecuacion (3.7):

i —r(ws + w?) —7rg — 2rws + rwiwy Ty + 21wy + rwiws
B(t) = r? | iz + 2rws + rwiwy i —r(w? + w?) —ry — 2wy + rwgws
—Ty — 27 we + rwiws Ty + 27w + rwsws i —r(w? + w3)

donde, w(t) = (wy,wsy, ws) es el vector de velocidad angular asociado
a la matriz antisimétrica W (t).

Suponiendo que los vectores zi, ..., zon generan R? o R3, la res-
triccion de la matriz B a R?, tendria la forma

C11 Ci2 %
B = Co1 Co9 *
* * ok
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lo cual implica directamente que

Co9 — C11 — 7"3111% — T3U)§

3
Cig +c1 = 2riwjws

de donde se sigue que los vectores r*/%w; y r3/?w, son constantes.

En el caso en que 21, ..., 2o, generan a R3, podemos asumir que
w(0); = 0 = w(0)y y asi 73/2w(t); = 0 = r3?w(0);, parai = 1,2. En el
caso en que 2gi, . . ., 2on generan R, las entradas Bs; y Bs; se anulan,
dicha condicién se puede reescribir matricialmente, usando el hecho
de que r3/?w; es constante, de la siguiente manera,

%7" rws | |wy 10
rws —%7‘“ Wo 0

Por esto se tiene que wy; = 0 = wy 0 bien 7 = 0 = w3. Observemos
que en el dltimo de estos dos casos tendriamos el comportamiento de
un equilibrio relativo.

Hemos mostrado que w tiene la forma w(t) = (0,0, ws(t)), de donde
se deduce que la matriz tiene la forma canénica

cosf(t) —sinf(t) 0
sinf(t) cosf(t) O
0 0 1

y w3(t) = 0(t), 1o que nos da una nueva expresion para la matriz B de
tipo
i—r0? —r—270 0
Bt)=7r*|r+2/0 F—1rf> 0
0 0 r

Usando el momento angular, se puede mostrar que las entradas
de la matriz B, son nulas fuera de la diagonal y que r%0 = ¢ = cte.,
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ademaés, de la ecuacion Bzy = m~'VV (z), se sigue, en todos los casos,

que la entrada Bp; es constante, por lo que, existe un escalar A, tal
que

P—rf> 0 0] [-A

Bty=r*| 0 i-r> 0| |0

0 0 7 0

(3.8)

S > O
* O O

En el caso en que los vectores zp; generen al espacio R3, la matriz
B es constante y tenemos de (3.8) que

?F=c33 v r0?=70C

Ya que de hecho sabemos que 720 = cte = ¢, entonces tenemos dos
posibilidades,

mC=c¢C= 9 — 07
= 7(t) = cte.
El segundo caso implica que ¥ = 0, lo que como consecuencia

inmediata tiene que Bss = 0 y asi B aplicaria sobre R2. Por otro lado,
de la relacion Bzy = m~!'VV/(z) se deduce que la configuracion z,
seria plana, lo que es una contradiccion.

Consecuentemente, las tinicas soluciones homogréficas con configu-
raciones no planas, son las soluciones que colapsan homotéticamente
a configuraciones centrales.
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Capitulo 4

Problema de los n—cuerpos en
el plano

Ahora damos un esbozo del estudio topolégico de las variedades
integrales en el problema de los n—cuerpos en el plano realizada por
Smale en [5] y [6]. Los teoremas y resultados aqui mencionados seran
de vital importancia en el desarrollo del caso espacial en el presente
trabajo.

4.1. Teoremas y resultados para el espacio
bidimensional

Dados n ntmeros reales y positivos, myq, ..., m,, que representan
las masas de n particulas puntuales, consideramos el espacio de con-
figuracion del problema de los n—cuerpos en el espacio bidimensional

R?, con centro de masa en el origen, como el subconjunto M \ A del
espacio lineal

M = {(x1,...,2z,) € (R?)"] me =0}

51
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donde A esta definido por la ecuacion (2.5).
La energia F'y el momento angular J son definidos en (M \ A) x M
mediante las ecuaciones (2.6) y (2.7).

La energfa cinética K(z,v) = 3>, mz;v; define una métrica
riemanniana, y denotamos por Sy a la esfera unitaria en M respecto a
la norma inducida, es decir,

lz]le = VK (z, x).

Consideramos la aplicacion
I=(E,J):  M\A)xM—RxR
definida mediante
I(z,v) = (E(z,v), J(x,v))

v a los espacios I, = I"!(c¢,p) como las variedades integrales del
problema de los n cuerpos (véanse los Teoremas 1.21 y 1.19).

Denotamos también con E(Sy) al haz vectorial (véase el Ejemplo
1.40) sobre Sy con fibra E,, donde para cada z € Sy, tal fibra esta
definida mediante E, = J;1(0) y denotamos también por S(FE(Sy)) al
haz unitario, como en la Definicién 1.28.

Para el problema de los n-cuerpos en el espacio bidimensional con
masas positivas arbitrarias my,...,m,, se tiene el siguiente Teorema

(véase [6]):

TEOREMA 4.1. En el problema de los n—cuerpos, para una eleccion
arbitraria de las masas, bajo el supuesto de que p =0, se tiene,

a) Para cada ¢ > 0 existe una aplicacion
e Iy S(E(Sk\ A)) x RT

que es un difeomorfismo entre tales espacios.
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b) Para cada ¢ < 0 existe una aplicacion
et Loy = E(Sk \ A)
que es un difeomorfismo entre tales espacios.

Mds atn, tal familia de difeomorfismos es suaves en el pardmetro de
energia c

Demostracion. Primero, haremos la sencilla pero muy tutil identifica-
cion de M \ {0} con RT x Sy mediante el difeomorfismo

o (mk, ﬁ) (4.1)

mismo que identifica a los espacios M \ A con Rt x (S \ A)

Consideramos primeramente el caso cuando ¢ > 0, p = 0. Haciendo
uso de tal identificaciéon podemos escribir

Iy ={(t,z,v) € RT x (Sp \ A) x M|v € J;*(0), K(v) = c— V(tz)}

donde K (v) y V(z), la energia cinética y la potencial, estan determi-
nadas por las ecuaciones (2.8) y (2.9).
Asi, definimos el difeomorfismo buscado

e Iy S(E(Sk\A)) x RT

v
pell 2,v) = (W)

lo que prueba la parte a).

mediante

Si consideramos ahora ¢ < 0 y p = 0 y definamos la aplicacion

t1:(—00,0) X (Sx \A) —» R
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implicitamente como

t1(c,z) = Viez)
quedando caracterizada por V (t1(cz)z) = ¢, debido a que

Ve V) V)
th Vica) V(2

V(tlz) =

y donde, por comodidad hemos escrito t; = ti(c, z). Por lo anterior
reescribimos

I, = {(t, 2,0)|0 < t < ti(c2),v € J1(0),K(v) = c — V(tz)}
y entonces, definimos finalmente el siguiente difeomorfismo

Vet Loy — E(Sk\ A)

mediante

oe(t, z,v) = v,
lo cual prueba la parte b) mencionada y concluye la prueba del Teo-
rema. [

Otro resultado importante es el siguiente.

TEOREMA 4.2. En el problema de los n—cuerpos en el plano, para
una eleccion arbitraria de las masas, y bajo el supuesto de que ¢ > 0,
p # 0, existen difeomorfismos (suaves en ¢,p)

Oep + Lep = E(Sk \ A)
Demostracion. Sea la aplicacién
to: R x (Sp\ A) x (R\ {0}) = R
definida implicitamente mediante

‘/;J(tO(Ca Zap)a Z) =C
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Esto es,

2 2
p V(2) p
p(to2) =Vllo2) + a5 = 57 Y IR (er) ~ ©

lo cual implica que

2c
parac >0y
_ P
tyg =
4V (2)
para ¢ = 0.

Tales relaciones definen una funcion suave entre los puntos (¢, z, p)
y [0, 00) (véase Definicion 1.10).

Consecuentemente, podemos escribir a las variedades integrales co-
mo

I, ={(t,z,v) € R" x (Sp \ A) x M |to(c,z,p) <t < o0,

ve ), K()=c—V(t)}.

Sean, D el subconjunto de RT x (S, \ A) x (R\ {0}) x R para el
cual ty(c, z,p) <ty una aplicacion suave

A D—R

con las siguientes propiedades.

= )\ es la identidad en alguna vecindad de la frontera de D (i.e
t=to)
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» \?(c—V,(tz)) es una funcién monotona y estrictamente creciente
de t que tiende a infinito cuando t tiende a infinito.

» \ es SO(3)-invariante, donde tal grupo actiia sobre S\ A en la
manera usual (véase ejemplo 1.38) y trivial en otro caso.

Del trabajo de Smale [6] utilizamos el campo vectorial tangente y
suave «, definido sobre M \ Ay caracterizado por

= op(z) € I (p)
w a,(z) L JH0), Vee M\A.

Utilizaremos el siguiente Lema para finalizar la prueba del Teorema
4.2.

LEMA 4.3. Se cumple la relacion
K(Mv = ay(t2)) = (e = Vy(t2))

Demostracion. Primero consideremos la cadena de igualdades
J(tz,v — ap(tz)) = Z tzi A (0 — (0p(t2)))s
= X:tzz/\vZ thz (ap(t2)))i
= ()’
las cuales se siguen debido a que v, a,(tz) € J;;'(0).

Tal cadena de igualdades implica que

v — a,(tz) € J,H(0).
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Por otro lado, se cumple la siguiente cadena de igualdades

K —oy(tz)) = K(v—au(tz),v— ay(tz))
= K(v—op(tz),v) — K(v—op(tz), a,(tz))
= K(v) — K(ay(tz),v)

debido a que a,(tz) L J;'(0) y v — a,(tz) € J'(0).
Por otro lado, en virtud de que

K (v — ap(t2), ap(t2)) = K (v, 0p(t2)) — K (ap(t2)) = 0,

obtenemos
K(v, ap(tz)) = K(ap(t2))

lo que implica que

K(v—ap(tz)) = K(v) = K(ap(tz))

Por lo anterior y dado que K es homogenea de grado 2, se concluye
la prueba del lema. O

Concluimos la demostracion del Teorema 4.2, usando oy, y A, defi-
niendo la aplicacion ¢, : I, — E(Sk \ A) mediante
Vep(t, 2,0) = A(t, 2,0)v — a,(tz)

que sustentada en las propiedades de A\ y el Lema 4.3, satisface las
propiedades requeridas. O
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Para concluir la seccién resumimos los resultados sobre la Topolo-
gia de las variedades integrales del problema de n—cuerpos en el plano
con el siguiente cuadro ilustrativo.

1., ~ (difeomorfo)

c>0 c<0
=0 S5\ A) xR | B(5,\ A)
p#0 E(S\ A)

El caso en que p # 0y ¢ < 0, es tratado en [1], a donde el lector
interesado puede dirigirse.

4.2. Variedades integrales en el problema
de Kepler.

Dadas dos particulas puntuales, con masas mq,ms, en el espacio
Euclidiano R2, el espacio fase del problema de dos cuerpos en el plano
bidimensional, con centro de masa en el origen, es el subconjunto M\ A
del espacio lineal

M = {(Il, 1‘2) € (R2)2|m1x1 + Moxy = O}
donde A = {(z1,22) € M|z, = 22} = {0}.
Como notacion, usaremos = = (x1,xs), para referirnos a una pareja

que se encuentre en (R?)?

La energia E' y el momento angular J del sistema, son definidos en
M\ A x M, mediante,

E(z,v) = K(v) + V(x) (4.2)

J(x,v) = myxy A vy + maza A vy (4.3)
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respectivament, donde,
K(v) = E 2 2 4.4
(v) = 2(m1|v1\ + ma|va|”) (4.4)

es la energia cinética y

—mims

V(z) (4.5)

B \113'1 — T2
el potencial del problema. Definimos
ZNY = 21Y2 — 221,

para z,y € R%
Dada la aplicacion
I=(E,J): M\AXM—RxR
definida mediante
I(z,v) = (E(z,v), J(x,v))
llamamos como antes, a las imagenes inversas

[71(c,p) =1,

las variedades integrales invariantes del problema de dos cuerpos en el
plano, para niveles fijos de energia £ = ¢ y momento angular J = p.
Para ejemplificar el uso de los teoremas 4.1 y 4.2, enunciamos sin
demostracion el siguiente

TEOREMA 4.4 (Véase |5]). En el problema de 2-cuerpos, para una
eleccion arbitraria de las masas:

a) Cuando p#0
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= Sic>0,
entonces I, ~ St xR,

» S < op? <0,
entonces I, ~ St x St
» SipPe< S,
se tiene I, = 0.
b) Cuando p=0

s Sic<O,
entonces I, ~ St x R.

s Sic>0,
se tiene ]cp:bﬂXSOXR

Ahora verificaremos que las variedadades integrales, son las que
se enuncian en el Teorema 4.4, haciendo uso de los teoremas 4.1 y
4.2,comenzamos por caracterizar a los haces. Primero, dado que el
conjunto singular es

A = {0}

tenemos que

N —

Sy = {(.Tl,l'g) eM | (m1]x1|2 +m2|$2\2) = 1} =Sk \ A

Notemos que

— X1 = —T2 (46)

— U1 = —V2 (47)
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son relaciones entre las posiciones y velocidades, que son determinadas
por el hecho de elegir el centro de masa situado en el origen.

Si (x1,22) € Sk, entonces 1 (my|z1]? + mo|ze|?) = 1 y usando la
ecuacion (4.6), obtenemos

2
a1 = ———

m
m1+m_;

lo que ubica a x; en un circulo.

Al calcular, J(x,v) y usando las ecuaciones (4.6),(4.7), llegamos a

la ecuaciéon
mo + my

s =

Como deseamos caracterizar el haz vectorial £(Sy), que tiene fibra
E. = J71(0), para cada z € Sy, igualamos J(x,v) con 0, es decir

mixy N\ 1.
ma

(m2 + my

)mlxl /\Ul =0
ma

y puesto que los elementos x; estdn en un circulo, podemos hacer la
identificacion

E(Sy) = E(Sk\ A) = S' xR,

por lo que
S(E(Sp\ A)) = 8" x S,

Consecuentemente hemos mostrado, segin los teoremas 4.1 y 4.2
que

a) Parap#0

= Sic >0, entonces I, ~ E(sp \ A) = S' x R.
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b) Parap=0
» Sic<0,l,~FE(s\A)=S"xR.

» Sic>0,1,~S(E(s;\A) xR=28"x85"xR.
que es lo que se postula en el Teorema 4.4, obtenido por Smale.

Notese que en el caso de p # 0, son excluidos los casos que no son
tratados en éste trabajo, pero el lector interesado, puede dirigirse a [5]

y [6]

4.3. Variedades integrales en un problema
del Cometa

Consideramos el problema de cuatro particulas en el plano eucli-
diano bidimensional, con masas m; = ms =1, mg =aymy =y
cuyas posiciones en el plano son

X1 = (z1,72)

Xy = (—Il, xz)

X3 = (0,z3) (4.8)
Xy = (0,24).

Este es llamado, el problema del cometa con dos masas iguales a
1, dicho problema tiene momento angular cero, por lo que el estudio
de las variedades integrales, se restringira al caso en que el momento
angular p es igual a cero.

Consideremos el siguiente cambio de coordenadas
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= Ii.
= I3 — X4.
zZ = X3 — I3.

Bajo el cambio de coordenadas, el potencial y la energia cinética
tienen respectivamente, las siguientes expresiones

1 200 206 af

_Uu3:55+wﬁ+wf%¢@—yy+ﬂ+"?' (4.9)

B(2+ a)y? — 4Bazy + 2(a + B)2>
2+ +2)

K(X)= + 2% (4.10)

Y el espacio fase toma la forma
Q={X = (v,y,2) € Rz >0,y > 0z € R},
noétese que todas las colisiones han sido eliminadas del espacio.

La energia esta definida del modo usual E(X, V) = K(V)+U(X);
enunciamos ahora el siguiente resultado, que caracteriza la topologia
de las variedades integrales del problema del cometa que estamos tra-
tando

TEOREMA 4.5. En el problema del cometa con dos masas iquales
a 1, las variedades integrales 1o (superficies de energia), satisfacen

a) Para ¢ <0
Iy ~R*x D?

b) Parac>0
Iy~ R x S?
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Demostracion. Primero, si ¢ < 0, entonces, para cada X que satisfaga
que ¢ > U(X), K(V) = E(X,V) — U(X) es una 2-esfera, S?, por
lo que I es un haz pinchado S? sobre {X|c > U(X)} y puesto que
g—g > 0, por el teorema de la funcién implicita, podemos parametrizar
a x, en términos de y y de z, ésto es, el espacio de configuracion es
homeomorfo a un abierto simplemente conexo de R2, que es a su vez
homeomorfo a R?, por lo que Iy ~ R? x D3,

Ahora, si ¢ > 0, no existe ninguna restricciéon para X, por lo que
]CO ~ R? x 52. ]



Capitulo 5

Variedades invariantes del
problema de los n—cuerpos en
el espacio

Este capitulo contiene los resultados principales del trabajo pues
en él se generalizan las técnicas presentadas en el capitulo anterior,
para el estudio de la representacion topoldgica de las variedades in-
tegrales cuando las masas estdn contenidas en un espacio euclideano
tridimensional. Se presentan pues, el planteamiento del problema y
los principales Teoremas, mismos que seran de vital importancia, en
la subseccion 5.1.1 donde se realiza la particularizaciéon al problema
de los 3—cuerpos.

Consideramos nuevamente n nimeros reales y positivos, my, ..., m,,
para representar las masas de n particulas puntuales del problema
Newtoniano (2.4) y definimos de manera analoga a la seccion anterior,
el espacio de configuracion del problema de los n—cuerpos en el espacio
tridimensional, con centro de masa en el origen, como el subconjunto

65
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M\ A del espacio lineal

M = {(x1,...,2,) € (R®)"| me =0}

donde A, el conjunto de colisiones del problema, esté definido por la
ecuacion (2.5).

La energia total £ y el momento angular J son definidos sobre
(M \ A) x M mediante las ecuaciones (2.6) y (2.7) respectivamente,
mientras que las energfas cinética K (z,v) y potencial V(z), estan de-
terminadas por las ecuaciones (2.8) y (2.9).

Nuevamente, la energfa cinética K(z,v) = § > i, m;z;v;, define
una métrica riemanniana para nuestro espacio y denotamos, como an-
tes, por Sy a la esfera unitaria en M respecto a la norma inducida,

|z[lx = /K (x, x).

Consideramos la aplicacion
I=(E,J): (M\A)x M~ RxR?
definida mediante la regla
I(z,v) = (E(z,v), J(x,v))

y llamamos, como en el capitulo anterior, a los espacios I, = (¢, p)
las variedades integrales del problema de los n—cuerpos en el espacio
tridimensional.

Para el problema de los n-cuerpos en el espacio tridimensional con
masas positivas arbitrarias my, ..., m,, se tiene el siguiente resultado
(véase [1]):

TEOREMA 5.1. Las aplicaciones

e: ET'R7) = R x (Sp\A) x M,
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definida por

ap(a:,v):<E(:v,v) ° v),

7ma

Y ETHRT) = RY < (Sp\ &) x (M \ {0}),
definida mediante
(x,v) = (E(:c,v), m, |a:\kv>

son difeomorfismos entre los espacios correspondientes. Esto implica
que,

= (a) El congunto de bifurcacion de la energia total es, > (E) = {0}
(véase Definicion 1.18).

» (b) Andlogamente, el conjunto de bifurcacion del momento an-
gular (véase la Definicion 1.18) es

> () =o.

Demostracion. Primero usamos el difeomorfismo (4.1) para identificar
el espacio M \ A con RT x (S, \ A) (adaptando a M y A correspon-
dientemente) y escribimos (¢, z, v) para los puntos de R x (S, \ A) x M.

Asi, expresamos las aplicaciones ¢ y 1 respectivamente, en la for-
ma:
o(t, z,v) = (E(tz,v), z,v)
W(t, z,v) = (E(tz,v), z,tv)
Puesto que E~1(R™) y E~'(RT) son subvariedades (véase defini-

cion 1.5) abiertas de RT x (S \ A) x M, y las aplicaciones ¢ y 1 son
suaves, construimos la aplicacion

¢ R x (SR \A)x M+ E"HR")
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mediante la regla
¢(C727 U) = (t7 Z? U)?
donde t es la solucion de la ecuacion E(tz,v) = ¢; es decir t =
V(z)
c— K(v)

, y analizamos entonces las composiciones p o ¢ y ¢ o .

Primeramente, sea (c,z,v) € R™ x (S, \ A) x M. Entonces se
tendria

(90 © ¢)(C, Zs U) = SO(QS(C’ 2 U))

= M z,0)
c— K@)
V(z)
- (E(C — K(U)z,v),z,v>
= (¢ z,v),
debido a que
E(C Y;gv)z,v) = K@)+V (c Y;EU) z)
= K(v)+° ;Z §“>V(z)

= C.

que

(pow)(t,z,v)
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o bien,
t=t.

de donde concluimos que ¢ es la inversa de ¢, es decir, ¢ = L.

Construimos ahora la aplicacion

X :RT x (S \A) x (M\ {0}) — E~1(R")

1
X(C,Z,U) = (t,Z, ;U) )

donde t es la soluciéon positiva de la ecuacion E (tz, %v) = c¢. Es decir,

mediante la regla

- lc (V) + V720) + 4K () )
es una funcion de (c,z,v) en RT x (S, \ A) x (M \ {0}), por lo que

(XO¢)(t,Z,U) - X(¢(t»Z,U))
= x(E(tz,v),z,tv)

( : )
= T,2,—tv |,
T

siendo 7 la solucion positiva de E(7z, tv) = E(tz,v).

Vamos ahora a mostrar que 7 = t. Para (¢, z,v) fijo, consideramos
la funcion

t 1 1
g(s)=FE (sz, gv> = ?K(tv) + gV(z)

definida para s > 0, la cual es una funcién estrictamente decreciente
en una region en la cual es positiva. Esto implica que g(7) = g(t) =
E(tz,v) > 0 con lo que se sigue que 7 = t.

Con lo anterior hemos demostrado que las aplicaciones ¢ y ¢ son
difeomorfismos ( véase definicion 1.11).
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La conclusion de que > (E) = 0 se debe a que las aplicaciones
construidas inducen difeormorfismos de E~!(c) a (Sx \ A) x M para
el caso c < 0y de E7'(c) a (Sk\ A) x (M \ {0}) para el caso ¢ > 0, y
estos espacios no son difeomorfos, lo que prueba el primer inciso.

Mostraremos ahora que J es localmente trivial (véase Definicion
(1.18)) en cada p # 0. Primero escogemos una vecindad abierta U de

bren S? y una aplicacion suave 3 : U — SO(3) tal que

Esto es, tomamos una seccion local 8 en ﬁ de la aplicacion

a:S0(3) = S%
dada por
alg) =g
Pl

Sea W C R? el subconjunto abierto definido mediante

W:{q#0| %GU},

y consideremos la funcién positiva real valuada

a: W RY a(q):%.

Observamas que a(SO(3) - q) = a(q).
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Escribimos ahora

a(z,v) = a(J(z,v))

pta0) =5 (56 )

y construimos la siguiente aplicacion suave
g JH (W)= T (p)
definida mediante la regla
g(z,v) = B(z,v)"" - (z,a(z, v)v)
la cual nos ayuda a definir la aplicaciéon importante
h: JYW) =W x J(p)

dada por
h(z,v) = (J(z,v), g(x,v)).
Demostraremos que dicha aplicacién A es un difeomorfismo, para
lo cual, consideremos la funcién

0 : W x J Y p)— JHW)

ol53,0) = 8 (ﬂ) - (m %) |

Sea un punto (z,v) € J~Y(W) (llamaremos J(x,v) = ¢), entonces,
mediante un calculo directo tenemos

(poh)(z,v) = Mﬂ%@y@&ﬁ
= M%ﬂG%) (z,a(q)v))

- (7)o (i) e

= (z,v).

dada por
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Sea ahora un elemento (r;x,v) € W x J~*(p) y consideremos la com-
posicion

(hop)rizie) = b5 () (o)

8 (—) ﬁw,x,v)
) T
_ G%me)z@mw%

o=nh"

la cual prueba que

Consecuentemente h es un difeomorfismo que se mantiene incluso
en W x (M \ A) x M, lo que implica que J es localmente trivial para
todo p # 0 y prueba la parte (b) del Teorema. ]

Mostramos una tabla a manera de resumen para la topologia de
las variedades no singulares totales de la energia del sistema.

(Espacio) | ~ (difeomorfo a)

E7'R™) |R™ x (Spg\A)x M

E~NRY) [RT x (Sk\A) x (M {0}),
Esta tabla define la estrategia a seguir para caracterizar topologica-
mente a las variedades invariantes integrales del sistema (2.4) cuando
los valores son no singulares.

5.1. El caso de energia negativa ¢ < 0 y
momento angular nulo p =0
Considerando la Tabla de arriba, iniciamos el estudio topolégico de

las variedades invariantes I, considerando inicialmente el caso cuando
la energia total ¢ del sistema es negativa y el momento angular p = 0.
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TEOREMA 5.2. Si la energia es negativa ¢ < 0, entonces la varie-
dad integral invariante 1., tiene el mismo tipo de homotopia (véase
Definicion 1.43) que el conjunto Sk \ A.

Ademds, Sk \ A es difeomorfo a un haz fibrado Q(S?) (véase Definicion
1.39) sobre S%, con fibra

Qn ={ye R\0)"? |y ¢ A vy #mvi}

con n € S?.

Demostracion. (a) Notemos que la aplicacion
¢:EHR) =R x (S \A) x M
definida mediante
o(z,v) = (E(x,v),i,v)
]
induce un homeomorfismo de I en el espacio
Jo={(z,v) € (Sx \ A) x M|J(z,v) =0}

y Jo tiene a (Si \ A) como una retraccion fuerte (véase la Definicion
1.45). Esto, puesto que podemos considerar la aplicacion

H:(Se\A)x M x[0,1] = (Se \ A) x M

definida mediante
H(Zu v, 8) = (Z’ (1 - S>U)

la cual es continua y aplica el conjunto Jy x [0, 1] en Jy ya que

H(z,v,0) = (z,v)
H(z,v,1) = (z,0)
H(z,0,s) = (2,0)
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para toda s € [0, 1].

Se concluye que H es una retraccion fuerte de Jy a (Si \ A) x 0,
espacio que puede ser identificado con (S \ A).

(b) Afirmamos que Sj, \ A es difeomorfo a un haz fibrado Q(S?)
(véase Definicion 1.39) sobre S?, con fibra

Qn ={ye R\N0)"?|y¢ A y #mVi}

con 1, € S%.

Para probar esto consideremos la aplicacion
T: M (R
definida por

T(xy,...,2p) = (T1 — Ty oo, Tpo1 — Tp).

n—1 m;
i=1 my

Dado que Y ", m;z; = 0, se sigue que » x; = x, y entonces

podemos reescribir a 7' como

nflm nflm

i i

T(xy,...,2,) = £L‘1—|—E —xi,...,xn_1+2 T
'1m” ilmn
1= =

la cual tiene representaciéon matricial no singular. En otras palabras,
T es isomorfismo.

La transformacion T induce una nueva aplicacion
7:(Sp\A) = {€€ (P N\ A) |wi; £ 0Vi} =W

definida por
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Sean u € Wy A € R tales que Au € T'(Sy, \ A), entonces, existe un
tnico z € (Sp\A) tal que T'(z) = Au con lo que z = XT!(u) = 77 (u).

Hemos construido la inversa para 7 y por la suavidad de las fun-
ciones 7 es un difeomorfismo. Construimos un difeomorfismo

p: Wi Q(S%) = {n€ S x (R°\0)" | n¢ A}
que definimos segtn la relacion p(§) = é—l‘ con & = (&,...,&n-1)-

Asi, Q(S?) es un haz fibrado sobre S? con la aplicaciéon proyeccion
n(n) = m, y fibra, el espacio @,,, ya descrito. Mostraremos que m
es localmente trivial, escogiendo para cada n; € S%, un subconjunto
abierto U alrededor de n; en S? y una aplicaciéon suave

p:U+— SO(3)
tal que () - m = 1, para 1 € U.

Definimos entonces el difeomorfismo h : 771 (U) — U x Q,,, me-
diante

h(77177727 e 77]1171) = (771;5(77/1)71 “12, ... 76(771)71 ' nn71)7

lo cual prueba el Teorema. ]

Otro resultado mas geométrico sobre la topologia de I.o para el
caso considerado es el siguiente.

TEOREMA 5.3. I, ¢ < 0, tiene el mismo tipo topologico que el
espacio F(S?) x R"™! donde F(S?) es un haz fibrado topoldgico sobre
S2 con fibra

F={(u,y,\) € (R*)" 2x(R*)" 2xR"? | Zui/\yi = 0y se satisface la propiedadd}
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donde la propiedad o establece que

w=u; para tF#j =N F N

En particular, sin > 3, I, ¢ < 0 no es una variedad. Sin = 2, I
es difeomorfa a S* x R.

Demostracion. Ademas del difeomorfismo T : M +— (R?)"~! conside-
rado en el Teorema 5.2, haremos uso de ¥ : M +— (R*)"! que es
definido mediante W(vy,...,v,) = (myv1,...,My_10,_1). Definimos
ademas, Ji(n, w) = 3.7 mi A w; para n,w € (R*)" ! y calculamos

n—1

L(T(@), ¥w) = 3 (e — ) Amgo

=1

n—1 n—1
i=1 i=1
n—1

= J(z,v) —mna:n/\vn—Zmixn/\vi

i=1

n
= J(z,v) —z, A Zmivi.
i=1

Con lo que hemos mostrado que Jy(7(z), ¥(v)) = J(z,v).
Construimos ahora un difeomorfismo
S\ A x M= {(n,w) € 8% x (R*\ {0})" % x (R?)"™ | n ¢ A}
definido como (z,v) = (p7(z), ¥(v)), que aplica a

Jo={(z,v) € Sk\A X M | J(z,v) =0}
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en el espacio topologico

N = {(n,w) € (8% x R*\{0})"*\ A) x (R*)""" | Ji(n,w) = 0}.

Descomponemos ahora a n;, con ¢ = 2,...,n — 1y a w; con j =
1,...,n—1 alo largo de 7, y de su complementeo ortogonal ni, y
tenemos que

ni=Nm+n, N=mn-m

wj = pjm + Wi, py = w;

Por un célculo directo obtenemos

n—1
Ji(n,w) = Zm/\wi
i=1

n—1

= mAw + Z()\i'fh + ;) A (pm + w))
i—2

n—1 n—1

= mAW +m A Y () — ) + > Aw;
=2 =2

n—1 n—1

= m A (W) + Zo\iw; — ;) + ZU; A w;.

i=2 i=2
Notamos que la condicion J;(n, w) = 0, es equivalente a

n—1

wy = Z(Azwé—umz’-)) (5.1)

i=2
n—1

0 = an/\wg.
i=2

La regla de correspondencia (n,w) = (1, ny, wi, A\, i), define una
aplicacion suave f del espacio S? x (R3)"2 x (R3)"~! en S% x (R3)" 2 x
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(R*)"2 x R"2 x R"~!. Por otro lado, dado un punto (1,77, wi, \;, it;)
en el segundo producto, podemos tomar w} como en la ecuacion (5.1)
y usar la forma en que descompusimos 7; y w;, para determinar un
punto (7, w), lo que definiria una funciéon suave g, en sentido contrario
af.

Debido a la descomposicion que hicimos de 7, las condiciones n ¢ A
y n; # 0 para toda j, son equivalentes a

Me=1, con T#Es =N FEA
=0 =\N#0 y 1

que es la propiedad ¢.
Tomemos ahora el espacio F/(S?) = {(n,n/,w’, \) € S? x (R3)"2 x
(R3)"2 x R"2 |}, w) € n, SO0 mh Aw, = 0y se satisface 6}.

Si restringimos a N y a F'(S5?) x R"™!, las aplicaciones f y g, resul-
tan ser inversas, por lo que dichos espacios son homeomorfos. Esto sig-
nifica que tanto .Jy, como Iy, son homeomorfos al espacio F'(S?) xR L.
Pero, si consideramos la aplicacion proyeccion I(n, ', w’, \) = ny,
nos daremos cuenta de que F(S?) x R"™! es un haz fibrado sobre
S? con fibra F = {(u,y,\) € (R?)" 2 x (RH" 2R | Y u; Ay; =
0 y se satisface la propiedad d}, donde la propiedad § es respecto
a uy A, lo que concluye con la demostracion de la primera parte del
Teorema.

Supongamos ahora que n > 3 y tomemos A\’ € R" 2 tal que
1 < A} ..., )\ ,. Entonces existe una bola abierta B en R"™2 cen-
trada en \° y tal que 1 < A,...,\,_2, para toda A € B. Por lo
tanto {(u,y,\) € F|\ € B} = C x B, donde C esta definido como
C = {(u,y) € (R?))" 2 x (R*)" 2| Y u; Ay; = 0},lo cual implica que
en algiin punto, el espacio Iy, ¢ < 0 tiene la estructura topologica del
espacio C' x R?"~! el cual no es una variedad diferenciable.
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Por otro lado, para el caso n = 2, entonces N = {(n,w) € 5% x
R3 | n Aw = 0}, que es difeomorfo a S? x R?, lo cual se comprueba
usando la aplicacion (n, w) — (n,n-w), que es la trivializacion del haz
lineal N sobre la esfera de dimension dos S2.

]

5.1.1. El caso del problema espacial de los 3—cuerpos.

Un caso particular en el estudio anterior es aquel en que inicamen-
te se analizan 3 cuerpos en el espacio tridimensional. Consideramos
entonces 3 numeros reales y positivos, mi, ms, ms3, que representan
las masas de 3 particulas puntuales, el espacio de configuracion del
problema de los 3—cuerpos en el espacio tridimensional, con centro de
masa en el origen, es el subconjunto M \ A del espacio lineal

M = {(z1, w2, 25)e(R*)?| Y " myz; = 0}

=0

donde A, como en anteriores secciones, estara definida por la ecuaciéon
(2.5), andlogamente la energia total, el momento angular, la energia
cinética y la energia potencial, se definen por medio de las expresiones
(2.6),(2.7), (2.8) v (2.9) respectivamente.

El resultado fundamental de este trabajo, el cual es una consecuen-
cia del Teorema 5.2 para este niimero de particulas, es el siguiente.

TEOREMA 5.4. Para el problema de tres cuerpos en el espacio con
masas arbitrarias, los grupos de homologia del espacio Sy \ A con
coeficientes en 7 son L, Z B L B L y Z B Z en dimensiones 0, 2 y 4
respectivamente. La otros grupos de homologia con coeficientes en 7
para este espacio son triviales (véase la Definicion 1.64).

Demostracion. Para este caso n = 3, por el Teorema 5.2, la fibra es
F =R3\ {2 puntos}, que tiene el mismo tipo de homotopia que el
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espacio S% V S? (véase el Ejemplo (1.44)), por lo que los grupos de
homologia de F' son Z, Z & Z en dimensiones 0 y 2 respectivamente,
y en cualquier otro caso 0 (véase |2, parte III).

Para calcular entonces los grupos de homologia del espacio S \ A
con coeficientes en Z consideramos la proyecciéon p : £ — S™ del haz
fibrado £ sobre la esfera S™ con fibra F'.

Por el Teorema de Wang (véase |7]), existe una sucesion exacta
(véase la Definicion 1.66) de los grupos de homologia con coeficientes
en 7,

o Hy(F)—=H,(E)—H,_(F)—=H,_(F)—. ..

Aplicando directamente este resultado a nuestro caso obtenemos
la sucesion exacta

—H(Q)——Ho(F)——H;1(F)——H1(Q)—=H,3(F)—
donde Q = Q(S?).

Si consideramos | = 3 obtenemos,
—— H(Q)—=Hy_5(F)——H 1 (F)—=H;_1(Q)—H,_(F)—

o equivalentemente, la sucesion recortada

0— =7 & Z—>Hy(Q)—=Z—=0

Puesto que Z es un moédulo libre, la sucesion exacta implica que
H(Q)=ZaZoZ.

Si consideramos ahora [ = 5 obtenemos la sucesién exacta corta

o0, sustituyendo los grupos respectivos,
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de donde se infiere (véase el Ejemplo 1.67) que Hy4(Q) = Z & Z.
Esto termina la prueba del Teorema. O
Mostramos el siguiente cuadro para ilustrar los grupos de homolo-

gia de Sk \ A obtenidos en el Teorema 5.4 para el caso del problema
de 3-cuerpos en el espacio.

Cason =3
Dimension | Grupo de Homologia de Si. \ A
0 Z
2 DL DL
4 AW/
otro caso | 0

5.2. El caso de energia positiva ¢ > 0 y mo-
mento angular no nulo p # 0

Analizamos el caso simple de la topologia de las variedades inte-
grales I, cuando la energfa c es positiva y el momento angular es no
trivial p # 0.

TEOREMA 5.5. La aplicacion I = (E,J) : (M\ A) x M — R x R3
es localmente trivial en la region 4-dimensional RY x (R3\ {0}).

Demostracion. Consideremos la aplicacion
idx J:Rx (M\A)x MR xR,

dada por
(t,2,0) > (£, J(2,v).

Entonces, I = (id x J) o, donde 1 es el difeomorfismo definido en
el Teorema 5.2. Puesto que J es localmente trivial, para toda p # 0,
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tenemos que J es localmente trivial en R? \ {0}, por lo que id x J es
localmente trivial sobre RT x (R3\ {0}) y al ser ¢ un difeomorfismo,
se tiene que I es localmente trivial en R* x (R3\ {0}), lo cual concluye
directamente la demostracién del Teorema. O



Capitulo 6

Conclusiones y Proyecciones

En este trabajo se realiz6 un analisis topodlogico de las varieda-
des integrales en el problema de los n cuerpos, mostrando resultados
expuestos en los teoremas 4.1, 4.2, para el caso plano y los Teoremas
5.2, 5.3 y 5.5, para el caso espacial y ciertos valores de la energia y
momento angular. Ademaés de la particularizacion hecha a cuando con-
sideramos tres cuerpos unicamente, y de la cual se obtiene el Teorema
5.4.

De dichos resultados se puede concluir la estructura global de las va-
riedades integrales del problema de los n cuerpos, en los casos plano,
espacial y el particular al caso de tres cuerpos en el espacio, con algu-
nas salvedades referentes a la energia y el momento angular.

En particular para las variedades integrales en el problema espacial de
tres cuerpos, fue posible determinar su tipo homotoépico, ademas de
sus grupos de homologia, gracias a la particularizacion de las técnicas
y resultados para el caso general, dando asi una descripcion de su es-
tructura que fue el objeto del presente trabajo.

Es importante recalcar que la conexion entre varias ramas de la ma-
tematica redunda en un mayor dominio y comprension de un tema
a tratar, ademas de la ventaja evidente que brinda el tener miltiples
puntos de vista y opciones de analisis para un mismo problema, tenien-
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do eso en mente estudiar el problema de caracterizar las variedades
integrales en un espacio curvado, donde no esté definido el centro de
masa, parece logico y desafiante como un proyecto a futuro.
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