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Resumen

En este trabajo estudiamos las propiedades de transporte electrónico en sistemas

mesoscópicos cuánticos de tipo baĺıstico. Consideramos la propagación de electrones

en modelos unidimensionales y bidimensionales, 1D y 2D, respectivamente. En am-

bos casos los potenciales considerados son del tipo de delta de Dirac. En el modelo

1D estudiamos la propagación de electrones a lo largo de una recta, mientras que en

2D la propagación se realiza sobre la superficie de un cilindro circular. En este últi-

mo caso los potenciales están centrados en posiciones fijas en la dirección del eje del

cilindro, pero con opacidades que son funciones de la posición angular; en particular,

estudiamos potenciales cuya forma nos ha llevado a llamarlos flores de Dirac. En 1D

encontramos la función de onda y los coeficientes de reflexión y transmisión, además

de calcular diferentes tiempos de transporte: tiempo de retardo de Wigner, tiempo

de transmisión, tiempo de reflexión y tiempo de estad́ıa. En 2D también calcula-

mos los coeficientes de transmisión y reflexión, ahora de una manera numérica que

asegura la conservación de corriente de probabilidad con gran exactitud. En ambos

modelos estudiamos la entroṕıa binaria de Shannon, a la cual logramos interpretar

como una longitud rećıproca media de dispersión.



Caṕıtulo 1

Introducción

En 1959, Richard Feynman ofreció una plática titulada There’s Plenty of Room at the

Bottom (hay mucho espacio en el fondo), donde especuló sobre la manipulación de la

materia a escalas tan pequeñas que los fenómenos cuánticos seŕıan dominantes. Esta

plática es ahora legendaria pues detonó la búsqueda de procesos de miniaturización.

Desde ese entonces, el progreso de la electrónica ha ido de lo grande a lo muy pe-

queño. A partir de la introducción del circuito integrado a finales de los 50, el número

de transistores que se pueden colocar en un dispositivo electrónico ha sido aproxi-

madamente cuadruplicado cada tres años, al igual que la velocidad de cálculo [1,2].

Esto nos lleva a uno de los inventos más importantes de nuestro tiempo, la compu-

tadora, basada en dispositivos electrónicos cuya funcionalidad depende de fenómenos

cuánticos, lo cual ha permitido incrementar de manera espectacular nuestra capaci-

dad para obtener, almacenar, transmitir y procesar información.

Hoy en d́ıa, la capacidad para manejar grandes cantidades de datos, aśı como la

tremenda velocidad con la que trabaja una computadora de última generación, la

hace muy superior a cualquiera de las primeras computadoras de escritorio que apa-

recieron 1974; este notable progreso no hubiera sido posible sin el avance en la fabri-

cación de alambres muy pequeños aśı como la comprensión de los fenómenos clásicos

y cuánticos que suceden en la materia condensada, en particular en materiales se-

miconductores. De hecho, vivimos rodeados por todo tipo de materiales finamente

estructurados, diseñados con propiedades eléctricas y magnéticas que literalmente
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se pueden fabricar para realizar algún tipo de función espećıfica.

Con esta continua reducción de escala, los efectos cuánticos se han vuelto dominan-

tes, trayendo consigo grandes desaf́ıos a nivel de investigación básica, aśı como opor-

tunidades para desarrollar nuevos instrumentos. Cuando los procesos electrónicos se

llevan a cabo en estructuras macroscópicas uno puede describir qué está pasando

utilizando f́ısica clásica; sin embargo, cuando el tamaño del sistema se vuelve muy

pequeño, de dimensiones nanométricas, los efectos cuánticos juegan un papel muy

importante [2, 3].

En general, un conductor describe un comportamiento clásico cuando sus dimen-

siones son mucho más grandes que las siguientes longitudes caracteŕısticas: i) la

longitud de onda de De Broglie; ii) el camino libre medio, y iii) el camino libre

medio inelástico a lo largo del cual se destruye la coherencia de fase.

Estas longitudes dependen en general de la composición del material que se estudia,

su temperatura, y los campos eléctricos y magnéticos aplicados. Sin embargo, gracias

a las muy avanzadas técnicas de microfabricación, hoy en d́ıa es posible construir

sistemas con dimensiones mucho más pequeñas que estas longitudes caracteŕısticas

y por lo tanto, surgen fenómenos que son necesariamente cuánticos que, sin duda,

determinan el transporte electrónico en estos sistemas [1, 4–6].

Aunque esta reducción de escala ha sido impulsada por el desarrollo tecnológico,

también ha tenido implicaciones en problemas fundamentales de la f́ısica de materia

condensada en general, ya que abre la posibilidad de probar conceptos y métodos de

la teoŕıa cuántica en f́ısica, bioloǵıa, qúımica, medicina y otras ciencias e ingenieŕıas

que, en su conjunto, hoy denominamos Nanociencia, en particular cuando estos

sistemas son coherentes.

La nanociencia es un campo multidisciplinario que abarca todas aquellas actividades

de investigación centrada en objetos cuyas dimensiones caracteŕısticas son del orden

de 10−9 m, llamadas nanométricas. Actualmente, la importancia de la nanociencia

proviene de la unión de tres nuevos desarrollos cient́ıficos y tecnológicos: novedo-

sas herramientas de caracterización, técnicas avanzadas de fabricación y un mejor

entendimiento de las ciencias básicas a esas escalas [3].
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Para entender mejor las nanoestructuras, conviene verlas como sistemas espacial-

mente confinados en una o más direcciones. El movimiento de los electrones en

estas direcciones está cuantizado, resultando en efectos observables incluso a nivel

macroscópico que son llamados efectos de cuantización por tamaño.

A este tipo sistemas se les conoce como sistemas mesoscópicos, en los cuales los

efectos cuánticos son dominates pues existe coherencia de fase, son grandes desde

el punto de vista microscópico (∼ 10 Å) pero muy pequeños respecto a sistemas

macroscópicos. En general, los sistemas mesoscópicos son ideales para estudiar el

transporte electrónico cuántico [2]. Estos sistemas se construyen a partir de modelos

simples de alambres y puntos cuánticos.

En el caṕıtulo 2 presentamos la descripción del transporte en términos de propieda-

des de dispersión del sistema bajo estudio y los conceptos y métodos más generales

para estudiar el transporte electrónico cuántico. En el caṕıtulo 3 analizamos los con-

ceptos definidos en el segundo caṕıtulo para el caso de sistemas unidimensionales con

potenciales tipo delta de Dirac, mientras que en el caṕıtulo 4 vemos estos mismos

conceptos pero ahora aplicados al transporte de electrones a un sistema bidimensio-

nal, en el cual los electrones se mueven sobre la superficie de un cilindro. Finalmente

se establecen las conclusiones y perspectivas de este trabajo.
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Caṕıtulo 2

Conceptos básicos de la teoŕıa de

transporte electrónico cuántico

En este caṕıtulo presentamos la descripción del tranporte electrónico cuántico por

medio de la propiedades de dispersión del sistema. Por tanto, mostramos los con-

ceptos y métodos más relevantes del estudio de estas propiedades a través de una

discusión de sistemas unidimensionales, los cuales incluyen la matriz de dispersión

S, la matriz de transferencia M , el coeficiente de transmisión T , el coeficiente de

reflexión R y diversos tiempos de transporte.

2.1. El transporte electrónico y su relación con

problemas de dispersión

En la década de los ochentas, Rolf Landauer propuso que la conductancia de un

alambre electrónico diminuto pod́ıa estudiarse a través de la transmitancia de los

electrones por el sistema. En la configuración usual donde se usan dos sondas para

medir el voltaje entre dos puntos de un alambre (ver la figura 2.1), la conductancia

G resulta ser la razón de los coeficientes de transmisión T y el coeficiente de reflexión

R del sistema; esto es [7, 8],

G =
2e2

h

T

R
, (2.1)
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V

T · ji

R · ji

ji

µ1 µ2

V

T · ji

R · ji

ji

µ1 µ2

Figura 2.1: Medición de la resistencia en las configuraciones de cuatro puntos (izquierda) y de
dos puntos (derecha).

donde e2/h se conoce como cuanto de conductacia y el factor 2 que aparece enfrente

se debe a las dos polarizaciones del esṕın. En cambio en la configuración de dos

puntos, donde la medición se hace entre los reservorios electrónicos, la conductancia

es proporcional a T solamente,

G =
2e2

h
T. (2.2)

Por lo tanto, es de interés analizar los coeficientes de transmisión y de reflexión, a

los que nos referiremos como coeficientes de transporte.

2.2. Los coeficientes de transporte y la conserva-

ción de corriente

Como es bien conocido, la dinámica cuántica de una part́ıcula está dada por la

ecuación de Schrödinger:

− ~2

2m
∇2 Ψ(~x, t) + V (~x) Ψ(~x, t) = i~

∂

∂t
Ψ(~x, t). (2.3)

Si el potencial V (~x) es real, el hamiltoniano es hermitiano y la corriente de proba-

bilidad se conserva. La conservación local de probabilidad se expresa a través de la

ecuación de continuidad [9, 10],

∇ ·~j(~x, t) +
∂ρ(~x, t)

∂t
= 0, (2.4)

6



2.2. LOS COEFICIENTES DE TRANSPORTE Y LA
CONSERVACIÓN DE CORRIENTE

�jr
�jt

�ji

n̂

Figura 2.2: Esquema que ilustra los coeficientes de trasmisión y reflexión debido a la superficie
de separación de dos medios distintos.

donde ρ(~x, t) y ~j(~x, t) son la densidad de probabilidad y la densidad de corriente de

probabilidad, respectivamente, dadas por

ρ(~x, t) = Ψ∗(~x, t)Ψ(~x, t), (2.5)

~j(x, t) = − i~
2m

[Ψ∗(~x, t)∇Ψ(~x, t)−Ψ(~x, t)∇Ψ∗(~x, t)] . (2.6)

En el caso estacionario la solución a la ecuación de Schrödinger es de la forma

Ψ(~x, t) = ψ(~x) e−iEt/~, (2.7)

donde ψ(~x) es solución de la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo:

− ~2

2m
∇2 ψ(~x) + V (~x)ψ(~x) = E ψ(~x), (2.8)

de manera que las densidades ρ y ~j se vuelven independientes del tiempo; es decir,

ρ(~x) = ψ∗(~x)ψ(~x), (2.9)

~j(x) = − i~
2m

[ψ∗(~x)∇ψ(~x)− ψ(~x)∇ψ∗(~x)] . (2.10)

Por tanto, en el caso estacionario la ecuación de continuidad se reduce a

∇ ·~j(~x) = 0, (2.11)

que expresa la conservación de flujo o de corriente de probabilidad.

Consideremos dos regiones separadas por una superficie en la cual incide una co-

rriente representada por ~ji(~x), como se muestra en la figura 2.2. Para este proceso

7
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de dispersión, definimos los coeficientes de transmisión y de reflexión en dirección

de la normal a la superficie, respectivamente, como

T =
~jt(~x) · n̂
~ji(~x) · n̂

y R =
~jr(~x) · n̂
~ji(~x) · n̂

, (2.12)

donde ~jt(~x) y ~jr(~x) son los flujos de probabilidad transmitido y reflejado, respecti-

vamente.

2.3. Matriz de dispersión S

Ahora consideremos que tenemos una región finita de potencial en una dimensión

V (x), como el que se muestra en la figura 2.3. En la región (I), (x < x1), y en la región

(II), (x > x2), las funciones de onda ψ(x) son ondas planas puesto que V (x) = 0.

Clásicamente, un electrón es incapaz de atravesar una barrera de potencial, si su

enerǵıa es menor que la altura de la barrera; sin embargo, en mecánica cuántica

el electrón puede atravesar la barrera de una lado a otro, este fenómeno se conoce

como efecto túnel.

(I) (II)

x1 x2

V (x)

Figura 2.3: Potencial V (x) de alcance finito en una dimensión.

La matriz de dispersión S es un concepto de gran importancia pues nos permite

obtener las amplitudes de las ondas salientes o dispersadas, en base a como son

modificadas las amplitudes de las ondas entrantes al dispersor [10].

Consideremos el caso más general, el cual se muestra en la figura 2.4. La solución a

8
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la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo (2.8) en las regiones (I) y (II)

es

ψ(x) =

a
+
1 eikx + a−1 e−ikx (x < x1),

a+2 eikx + a−2 e−ikx (x > x2),
. (2.13)

donde a+1 y a−2 son las amplitudes de las ondas entrantes, mientras que a−1 y a+2 son

las salientes, con k2 = 2mE/~2. Estas amplitudes están relacionadas por la matriz

de dispersión S de la siguiente maneraa−1
a+2

 = S

a+1
a−2

 =

S11 S12

S21 S22

a+1
a−2

 . (2.14)

x

V (x)

a−1 e
−ikx

a−2 e
−ikxa+1 e

ikx

a+2 e
ikx

1 2

Figura 2.4: Dispersión en una dimensión. Caso general.

Ahora consideremos las dos posibles situaciones f́ısicas que se muestran en la figu-

ra 2.5. Por un lado, en (a) tenemos una onda incidiendo por la izquierda, dando

lugar a una onda transmitida hacia la derecha y otra reflejada hacia la izquierda,

cuyas amplitudes llamamos t y r, respectivamente. Por otro lado, en (b) ahora la

onda incidente lo hace por la derecha, dando lugar a una onda transmitida hacia

la izquierda y la onda reflejada por la derecha, siendo t′ y r′ las amplitudes de

transmisión y reflexión correspondientes [10].

En resumen, las soluciones en las regiones donde el potencial es cero, son

Caso (a):

ψ+(x) =

eikx + re−ikx (x < x1)

teikx (x > x2)
(2.15)

9
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(a) x

V (x)

eikx teikx

re−ikx

(b) x

V (x)

t′e−ikx

r′eikx

e−ikxt′e−ikx

r′eikx

Figura 2.5: Dispersión en una dimensión. Con una onda plana a) incidiendo por la izquierda con
amplitudes a+1 = 1, a−1 = r, a+2 = t y a−2 = 0, y b) incidiendo por la derecha con amplitudes
a+1 = t′, a−1 = 0, a+2 = 1 y a−2 = r.

Caso (b):

ψ−(x) =

t
′e−ikx (x < x1)

e−ikx + r′eikx (x > x2)
(2.16)

donde ψ+(x) y ψ−(x) representan las soluciones cuando la onda incidente viene por

la izquierda o la derecha, respectivamente. Las amplitudes de las onda dispersadas

son cantidades complejas en general y, por lo tanto se pueden escribir como

t = |t|eiφt , r = |r|e−iφr

t′ = |t′|e−iφt′ , r′ = |r′|eiφr′
. (2.17)

Debido a que la ecuación de Schrödinger es lineal, cualquier combinación de solu-

ciones es también una solución, por lo que la solución más general está dada por

ψ(x) = a+I ψ+(x) + ψ(x) = a−IIψ−(x), (2.18)

Al comparar (2.18) con (2.13), vemos que

ψ(x) =

a
+
I e

ikx + (a+I r + a−IIt
′)e−ikx = a+I e

ikx + a−I e
−ikx (x < x1)

(a+I t+ a−IIr
′)eikx + a−IIe

−ikx = a+IIe
ikx + a−IIe

−ikx (x > x1)
, (2.19)

por lo tanto a−1
a+2

 =

r t′

t r′

a+1
a−2

 , (2.20)

10
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es decir, la matriz S está dada por

S =

r t′

t r′

 , (2.21)

que al ser unitaria [2]

S†S = I, (2.22)

nos indica que

|t|2 + |r|2 = |t′|2 + |r′|2 = 1,

rt′∗ + t∗r′∗ = 0,
(2.23)

con lo que se asegura la conservación de corriente. Además, si existe invarianza de

reversibilidad temporal (TRI, por sus siglas en inglés), se cumple que

SS∗ = I; (2.24)

con esta condición, y la de unitariedad se tienen que S es una matriz simétrica [2,10].

2.4. Matriz de transferencia M

Otra manera muy utilizada para relacionar las amplitudes de las ondas en un pro-

blema de dispersión es a través de la matriz de transferencia M , la cual relaciona

las amplitudes de las ondas de un lado de la región de dispersión con las del otro

lado. Por lo que, de la figura 2.4, tenemos que

a+2
a−2

 = M

a+1
a−1

 =

M11 M12

M21 M22

a+1
a−1

 . (2.25)

Una manera de determinar los coeficientes de M es considerando que existe TRI;

por lo que, si ψ(x) es solución a la ecuación de Schrödinger en la región, también lo

es ψ∗(x), por lo que

11



CAPÍTULO 2.

a−∗2
a+∗2

 = M

a−∗1
a+∗1

 =

M11 M12

M21 M22

a−∗1
a+∗1

 . (2.26)

Dado que el dispersor no se altera con esta operación, el sistema f́ısico no cambia y,

por lo tanto, la matriz M es la misma. Al reordenar la ecuación (2.26) y tomando

el complejo conjugado se obtiene también que

a+2
a−2

 =

M∗
22 M∗

21

M∗
12 M∗

11

a+1
a−1

 . (2.27)

Ecuación que al compararse con (2.27) da que

M22 = M∗
11, M21 = M∗

12, . (2.28)

por lo que M tiene la siguiente forma general

M =

M11 M12

M∗
12 M∗

11

 . (2.29)

Al considerar el caso (a) de la Figura 2.5, tenemos ahora que

t
0

 =

M11 M12

M21 M22

1

r

 , (2.30)

y, entonces

r = −M21

M22

, t =
1

M22

. (2.31)

Con estas relaciones obtenemos la forma final y más útil de la matriz de transferencia:

M =

 1
t∗
− r∗

t∗

− r
t

1
t

 . (2.32)

12
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Si ahora escribimos las funciones de la región 1 en términos de las de la región 2 y

realizamos el mismo análisis, tenemos que

a+2
a−2

 = M ′

a+1
a−1

 =

 1
t′∗

− r′∗

t′∗

− r′

t′
1
t′

a+1
a−1

 . (2.33)

Nótese que en la matriz M ′ las amplitudes de transmisión y reflexión son las del

caso de incidencia por la derecha, ver Figura 2.5 (b). Esta matriz es la inversa de

M ; al comparar las ecuaciones (2.26) y (2.33), llegamos a que la matriz M ′ está

relacionada con M de la siguiente manera

M ′ =

M ′
11 M ′

12

M ′∗
12 M ′∗

11

 =

 1
t′∗

− r′∗

t′∗

− r′

t′
1
t′

 =

 M11 −M∗
12

−M12 M∗
11

 =

 1
t∗

r
t

r∗

t∗
1
t

, (2.34)

es decir M ′
11 = M11 y M ′

12 = −M∗
12, por lo que

t′ = t, r′ = − t

t∗
r. (2.35)

Vemos aśı que las amplitudes de transmisión inicidiendo por la izquierda o por la

derecha son iguales entre śı; mientras que las de reflexión difieren por una fase, pero

la conservación de corriente sigue siendo válida como era de esperarse. Por lo que

MM ′ = I, (2.36)

y además se cumple que [2]

detM = 1. (2.37)

El hecho de que las amplitudes de reflexión r y r′ difieran por un factor de fase

está relacionado directamente con la forma del potencial; analicemos la Figura 2.5

la part́ıcula incidente por la izquierda no siente el mismo efecto del potencial que la

que incide por la derecha, en otras palabras hay una diferencia en el camino óptico

que recorren ambas part́ıculas antes de ser reflejadas por completo. En el caso de

13



CAPÍTULO 2.

un potencial simétrico las amplitudes de reflexión son idénticas entre śı: r = r′ [11].

2.5. Coeficientes de transmisión y reflexión

Hasta ahora hemos hablado de las amplitudes de transmisión y reflexión y la conser-

vación de corriente pero no hemos mencionado de dónde sale esta consideración. A

partir de la definición de densidad de corriente, ecuación (2.6), es posible definir tres

densidades de corriente: ji, jt y jr relacionados con las ondas incidente, transmitida

y reflejada, respectivamente. Con las que se obtienen los coeficientes de transmisión

(T ) y reflexión (R):

T =
jt
ji

y R =
jr
ji
. (2.38)

Estos coeficientes cumplen con T + R = 1, la cual equivale a la conservación de

corriente, o en general de unitariedad; esto quiere decir que cada part́ıcula incidente

será transmitida o reflejada con una probabilidad T o R respectivamente. Conti-

nuando con el caso de la Figura a 2.5, se obtiene que los coeficientes de tranmisión

y reflexión son:

T =
(~k/m)|t|2

~k/m
= |t|2, (2.39)

R =
(~k/m)|r|2

~k/m
= |r|2. (2.40)

Este caso es muy sencillo, ya que consideramos que el potencial a la izquierda y a la

derecha del dispersor es el mismo. Sin embargo, esto no siempre es aśı; el caso más

general considera una onda que viaja por una región donde el potencial es V1, y se

transmite a otra región donde el potencial es V2, en este caso las ondas dispersadas

de transmisión y reflexión tienen diferentes vectores de onda, como se muestra en la

Figura 2.6. Una situación análoga ocurre en óptica, cuando una haz de luz viaja de

un material con un ı́ndice de refracción n1 a otro con n2.
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(I) (II)

V (x)

x
reik1x

aeik1x

teik2x

V1

V2

Figura 2.6: Transmisión y reflexión: Caso general.

Entonces, al aplicar las definiciones (2.38) se obtiene la forma más general para los

coeficientes de transmisión y reflexión es decir:

T =
(~k2/m)|t|2

~k1/m
=
k2
k1
|t|2, (2.41)

R =
(~k1/m)|r|2

~k1/m
= |r|2. (2.42)

2.6. Tiempos de transporte

Otro concepto importante para el transporte electrónico cuántico está relacionado

con el tiempo que un electrón puede estar en diferentes regiones del espacio. La

pregunta: ¿Cuánto tiempo tarda una part́ıula dentro de la barrera antes de ser

transmitida o reflejada? no es nueva y ha sido ampliamente discutida en la literatura

pues ha sido dif́ıcil alcanzar consensos sobre que significan los muy diferentes tiempos

que han sido identificados como relevantes (Eisbund,1948; Bohm,1951;Wigner,1955)

[12–14].

Diferentes propuestas han sido estudiadas; recordemos que tanto en mecánica cuánti-

ca como en mecánica clásica el tiempo es un parámetro y no una variable canónica,

lo que lleva a grandes dificultades. Al no existir un operador para el tiempo el cálcu-

lo de tiempos para diversos procesos ha llevado a introducir diversos tiempos cuya

15
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interpretación está sujeta a debate. En este trabajo sólo mencionamos algunos de

estos tiempos y no discutimos las dificultades que cada uno implica.

2.6.1. Tiempo de retardo de Wigner

Uno de los tiempos más estudiados es el llamado tiempo de retardo de Wigner, el

cual fue propuesto en 1955 para un canal de dispersión [14] y que fue extendido

para multiples canales en 1960 por Smith [15]. En general, el tiempo de retardo de

Wigner mide el corrimiento de fase de la onda incidente inducido por el dispersor,

respecto al caso libre; es decir, se comparan las fases de la onda dispersada y la

onda inicidente [12, 14–16]. Se define el tiempo de retardo de Wigner, τW , como la

derivada de la fase de la onda dispersada respecto a la enerǵıa

τW = ~
∂φ

∂E
, (2.43)

o bien, en términos del vector de onda k como

τW =
m

~k
∂φ

∂k
, (2.44)

Aśı pues, podemos definir los tiempos de retardo de Wigner tanto en transmisión

como en reflexión, de la manera siguiente

τWT
=
m

~k
∂φt
∂k

, (2.45)

para transmisión, y

τWR
= −m

~k
∂φr
∂k

(2.46)

para reflexión, donde (~k/m) está relacionado con una velocidad de fase [12].
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2.6. TIEMPOS DE TRANSPORTE

2.6.2. Densidad de estados

En nuestro trabajo es muy importante tener presente las relaciones que existen entre

las amplitudes de transmisión y reflexión que se cuantifican a través de la matriz de

dispersión S que ya hemos estudiado en secciones anteriores. Además, las fases de

dispersion, sea de transmisión o reflexión, nos dan información cuantitativa sobre la

densidad de estados, N(E), también llamada densidad total, de una manera que ha

sido muy claramente estudiada, en particular, por Avishai y Band [17], en donde se

demuestra que

π[N(E)−N0(E)] =
dφt
dE

, (2.47)

donde N0(E) es la densidad de estados en una dimensión para el caso de part́ıcula

libre.

De tal manera, que es posible relacionar la ecuación anterior con la ecuación (2.45)

π[N(E)−N0(E)] =
~k
m
τWT

. (2.48)

Con esto vemos que el tiempo de retardo de Wigner nos proporciona información

acerca de la diferencia de densidad de estados.

2.6.3. Tiempo de transmisión, reflexión y estad́ıa

En esta sección presentamos los tiempos de transmisión, reflexión y estad́ıa intro-

ducidos por Goto, Iwamoto, M de Aguino, Aguilera-Navarro y Kobe [18]; a partir

de definir la velocidad que relaciona las densidades de probabilidad y de corriente

de probabilidad a través de la expresión siguiente

v(x, t) ≡ j(x, t)

ρ(x, t)
, (2.49)

de manera análoga a la velocidad para un fluido.

17
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Llamaremos tiempo de transmisión al tiempo que tarda una part́ıcula en atravesar la

barrera. El cual, en este caso se define como el rećıproco de la velocidad de campo de

la part́ıcula, ecuación (2.49), integrado sobre el ancho de la barrera. Ademas, como

se mencionó anteriormente, para estados estacionarios la densidad de probabilidad

es independiente del tiempo y por lo tanto la densidad de corriente es constante.

Con esto la expresión para el tiempo de transmisión esta dado por

τT =

∫
B

dx

v(x)
=

1

jt

∫
B

ρ(x)dx, (2.50)

donde la integral es la propabilidad de encontrar a la part́ıcula dentro de la barrera.

P =

∫
B

ρ(x)dx (2.51)

Además de las ecuaciones (2.38) tenemos que jt = ~kT/m; con esto la ecuación

(2.50) queda

τT =
m

~kT
P. (2.52)

De aqúı, vemos que si part́ıcula tiene una probabilidad muy pequeña de ser trans-

mitida le tomará más tiempo atravesar la barrera [18].

De manera similar, definiremos el tiempo de reflexión

τR =
m

~kR
P. (2.53)

El cual nos dice el tiempo que tarda la part́ıcula en ser reflejada por completo. Es

importante aclarar que estos tiempo no son puramente cuánticos, ya que se utilizó

un argumento semiclásico para definir la velocidad.

Otro tiempo muy estudiado en la literatura es el tiempo de estad́ıa (dwell time)

[13, 15]; y está relacionado con el tiempo que permanece la part́ıcula dentro de la

barrera sin importar como escapa. En este caso utilizamos el mismo argumento para

determinar los tiempos de transmisón y reflexión [18]; de tal manera que el tiempo
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2.7. ENTROPÍAS Y LONGITUDES DE DISPERSIÓN

de estad́ıa se define como la probabilidad de encontrar a la part́ıcula en la barrera

entre la corriente incidente, es decir

τD =
m

~k

∫
B

ρ(x)dx =
m

~k
P. (2.54)

Vemos que cuando el coeficiente de transmisión es 1 las ecuaciones (2.52) y (2.54)

son las mismas, es decir los tiempos de transmisión y de estad́ıa son iguales; en

este caso el coeficiente de reflexión es cero, es decir la part́ıcula está en un estado

resonante o cuasi-ligado, entonces el tiempo de reflexión es infinito. En cambio, si el

coeficiente de reflexión es 1, (2.53) y (2.54) son iguales. Los tiempos de transmisión,

reflexión y estad́ıa están directamente relacionados con la conservación de corriente

y debido a eso se cumple que:

1

τD
=

1

τT
+

1

τR
(2.55)

2.7. Entroṕıas y longitudes de dispersión

En esta sección estudiamos la entroṕıa binaria de Shannon en términos de los coefi-

cientes de transmisión y dispersión. Primeramente, la entroṕıa de transmisión está

dada por

ST = −T log2 T, (2.56)

mientras que la entroṕıa de reflexión es

SR = −R log2R, (2.57)

por lo que la entroṕıa binaria de Shannon es entonces igual

STOTAL = ST + SR. (2.58)
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En general, esta entroṕıa [19] se interpreta como una medida de localización espacial;

entre mayor sea STOTAL el sistema está menos localizado y viceversa, lo cual ha sido

estudiado en diferentes sistemas entre los que cabe mencionar [20]

Nosotros intentaremos dar una interpretación en este sentido, en la cual la entroṕıa

binaria de Shannon es una longitud inversa media en dispersión. Para llegar a esta

interpretación seguimos una serie de conceptos básicos que nos llevaron a definir la

longitud en transmisión y la longitud en reflexión, de una manera que se detalla a

continuación.

Primeramente notemos que los coeficientes de trasnmisión y reflexión dependen de

la enerǵıa de los electrones incidentes, y de la forma y extensión del dispersor. En

general, cuando la enerǵıa de una part́ıcula es muy grande el efecto del dispersor es

mı́nimo y, por lo tanto, la probabilidad de transmisión tiende a uno; en contraste,

si la enerǵıa es muy baja tenderá a cero. Cuando la transmisión es cero, el electrón

no puede cruzar el dispersor y queda confinada al lado por donde se incide; por otra

parte, cuando la transmisión es uno la función de onda está extendida a lo largo de

todo el espacio.

Existe además la muy interesante situación de resonancia que se da cuando el coefi-

ciente de transmisión tiende a uno para algunas enerǵıas bien definidas del sistema,

las cuales son llamadas enerǵıas resonantes. Para estas enerǵıas el dispersor es trans-

parente de manera efectiva. Los correspondientes estados son llamados resonantes

o cuasi ligados, los cuales se deben a la interferencia constructiva de reflexiones

múltiples dentro del dispersor. Además sabemos que estos estados corresponden con

los estados ligados del sistema cuando éste está perfectamente confinado; cuando

se estudia el transporte dependiente del tiempo, se observa que en estos estados el

electrón pasa un tiempo muy grande dentro del dispersor [21]

Consideremos ahora sistemas 1D con un gran número de dispersores dispuestos a lo

largo del sistema; existen dos situaciones extremas: sistemas ordenados y sistemas

desordenados.

En el primer caso, sistemas ordenados, los dispersores son del mismo tipo entre śı, es

decir, tenemos un cristal ideal, para los cuales es conocido que el espectro energético

se compone de bandas de conducción bien diferenciadas entre śı; los estados en
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2.7. ENTROPÍAS Y LONGITUDES DE DISPERSIÓN

estas bandas están extendidos por todo el sistema por igual y, naturalmente, la

transmisión a través del sistema es perfecta [22]

En contraste, los sistemas desordenados presentan el fenómeno de localización de

Anderson [23], cuya esencia es que, a pesar de que la densidad de estados sea dife-

rente de cero, sin importar la enerǵıa, los electrones están espacialmente confinados

dentro de una región finita cuya extensión se llama longitud o rango de localización.

En este caso, si la longitud del sistema es mayor que el rango de localización, el

coeficiente de transmisión tiende a cero. En resumen, para un sistema desordenado

con N dispersores se tiene que [23]

< TN >= exp−2N/ξ, (2.59)

donde ξ es el la longitud de localización adimensional, ya que se utiliza alguna lon-

gitud a t́ıpica del sistema como unidad de longitud. El principal resultado obtenido

es que ξ es siempre diferente de cero para sistemas 1D para cualquier grado de

desorden. Al considerar todo esto, definimos ahora dos longitudes en dispersión pa-

ra sistemas con un sólo dispersor; la longitud en transmisión, ξT , y la longitud en

reflexión, ξR, respectivamente son:

ξT = − 2

log2 T
, (2.60)

y

ξR = − 2

log2R
. (2.61)

por lo que la entroṕıa binaria también la podemos definir en términos de estas

longitudes de dispersión

ST =
2T

ξT
, (2.62)

SR =
2R

ξT
. (2.63)

S = ST + SR. (2.64)
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En transmisión vemos que si T = 1, y por lo tanto R = 0 entonces ST = 0 y tenemos

también que ξT diverge, es decir, la longitud efectiva de transmisión es infinita, la

part́ıcula siempre es transmitida y por lo tanto el dispersión. Sin embargo, si T = 0,

ξT = 0 por lo tanto no hay transmisión.
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Caṕıtulo 3

Transporte electrónico cuántico:

Una dimensión

En este caṕıtulo analizamos dos casos particulares unidimensionales que son de

interés básico pues proporcionan información de propiedades importantes que son

la base para entender las situaciones más complejas que se presentan en sistemas de

dos o más dimensiones; además, permiten cálculos anaĺıticos en la mayoŕıa de los

casos [9, 12].

En el primer caso que consideramos en este caṕıtulo estudiamos una part́ıcula en

presencia de una barrera delta de Dirac; mientras que en el segundo, hay dos barreras

delta de igual opacidad, que están separadas por una distancia L entre śı.

En ambos casos, resolvemos la ecuación de Schrödinger para obtener los coeficientes

de transmisión y reflexión, aśı como los diferentes tiempos de transporte que discuti-

mos en el caṕıtulo anterior. Además, en el caso de la doble barrera delta presentamos

también las entroṕıas de dispersión.

3.1. Barrera delta

Consideremos una part́ıcula moviéndose sobre el eje x con un potencial dado por

V (x) = βδ(x), donde definimos a β como la opacidad de la barrera. La ecuación
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(2.8) queda

− ~2

2m

∂2

∂x2
ψ(x) + βδ(x)ψ(x) = Eψ(x). (3.1)

En este caso el sistema no cuenta con una unidad de longitud natural, es por ello

que proponemos el cambio de variable z = x/a0, donde a0 es un radio de Bohr, por

lo que de la ecuación (3.1) obtenemos

− ~2

2ma20

∂2

∂z2
ψ(z) +

β

a0
δ(z)ψ(z) = Eψ(z), (3.2)

la cual es adimensional.

Por la naturaleza de la función delta, sabemos que δ(z) = 0 para z 6= 0, en cuyo

caso tenemos una part́ıcula libre y, por lo tanto, las funciones de onda a la izquierda

y a la derecha del potencial delta están dadas por

ψI(z < 0) = A+eikz + A−e−ikz,

ψD(x > 0) = B+eikz +B−e−ikz,
(3.3)

donde k =
√

2ma20E/~2.

Estas soluciones deben ser continuas en z = 0,

ψI(z = 0−) = ψD(z = 0+), (3.4)

y además, la derivada cumple con una condición de continuidad que obtenemos a

continuación. Integrando la ecuación (3.2) desde un punto x = 0− a x = 0+, se

obtiene que

−∂ψ
D(z)

∂z

∣∣∣∣
z=0+

+
∂ψI(z)

∂z

∣∣∣∣
z=0−

+ αψD(0) = 0 (3.5)

donde α ≡ 2ma0β/~2; es un factor de opacidad y también es adimensional.

Consideremos el caso mostrado en la figura 3.1, en donde se tienen dos regiones para
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3.1. BARRERA DELTA

describir un estado estacionario; en la región a la izquierda de la barrera se tiene la

superposición de una onda incidente de amplitud 1 con una onda reflejada, mientras

que en la región a la derecha, sólo se tiene una onda transmitida, de tal manera que

las funciones de onda para cada región son

ψI(z) = eikz + re−ikz,

ψD(z) = teikz.
(3.6)

teikz

reikz

Onda incidente

Onda reflejada

Onda transmitida

α

z < 0,ψI(z) z > 0,ψD(z)

z = 0

Figura 3.1: Barrera delta. La función de onda por la izquierda de la barrera tiene amplitudes
A+ = 1 y A− = r; mientras que por la derecha B+ = t y B− = 0.

Al aplicar las condiciones de frontera (3.4) y (3.5), obtenemos dos ecuaciones lineales

para t y r,

1 + r = t,

−ikt+ ik(1− r) + αt = 0,
(3.7)

cuya solución es

t =
2k

2k + iα
=

1

1 + (iα/2k)
, (3.8)
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r =
−iα

2k + iα
=
−(iα/2k)

1 + (iα/2k)
. (3.9)

De donde se sigue que los coeficientes de transmisión y reflexión son

T = |t|2 =
1

1 + (α/2k)2
=

(2k/α)2

1 + (2k/α)2
, (3.10)

R = |r|2 =
(α/2k)2

1 + (α/2k)2
=

1

1 + (2k/α)2
, (3.11)

que claramente satisfacen la condición de conservación de corriente,

T +R = 1. (3.12)

En la figura 3.2 se presentan las gráficas para las expresiones (3.10) y (3.11) respecto

a k, con α = 1.

Figura 3.2: Coeficientes de transmisión y reflexión para una barrera tipo delta de Dirac.

Vemos que el coeficiente de transmisión T → 1 conforme vamos aumentando la

enerǵıa, mientras que R → 0, pues en este caso el efecto de la barrera se vuelve

despreciable.

Recordemos que t y r también pueden escribirse en términos de sus fases y amplitu-

des; basta con escribirlas como z = a+ ib, por lo que la amplitud es |z| =
√
a2 + b2,

mientras que la fase es φ = arctan (Im(z)/Re(z)), y entonces las fases de transmisión

y reflexión respectivas son:
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3.1. BARRERA DELTA

φt = tan−1
(
− α

2k

)
, (3.13)

φr = tan−1
(
−2k

α

)
. (3.14)

Estas fases cumplen con la condición tanφt tanφr = −1. Con estas expresiones

anaĺıticas podemos calcular los tiempos de retardo de Wigner, tanto para trans-

misión, como para reflexión de acuerdo a lo definido en el caṕıtulo 2.6; ecuaciones

(2.45) y (2.46). Los tiempos de retardo de Wigner para un barrera delta son entonces

τWT
=
ma20
~k

α/2k2

1 + (α/2k)2
,

τWR
=
ma20
~k

2/α

1 + (2k/α)2
.

Definimos la cantidad τ0 = ma20/~, para escribir las ecuaciones anteriores como

τWT
= τWR

= τ0
1

k

2/α

1 + (2k/α)2
, (3.15)

de donde se sigue que τ0 es la unidad de tiempo de nuestro sistema.

Como nuestro análisis es más general en la figura 3.3 graficamos la razón entre

τWT
/τ0 y τWR

/τ0 respecto a la enerǵıa.

Para el caso de una barrera delta tenemos que los tiempos de retardo de Wigner

para transmisión y reflexión son iguales entre śı. Esto quiere decir que la acción de

la barrera delta en las fases es la misma sin importar si la part́ıcula es transmitida

o reflejada en correspondecia a un dispersor de ancho nulo. Además, para enerǵıas

muy pequeñas estos tiempos se vuelven más largos.
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Figura 3.3: Tiempos de retardo para transmisión y para reflexión para el caso de una barrera
delta.

3.2. Doble barrera delta en una dimensión

Ahora analizamos cuando el dispersor consiste de dos deltas de Dirac separadas una

distancia L entre śı. Sea el potencial

V (x) = β1δ(x) + β2δ(x− L), (3.16)

donde β1 y β2 son las respectivas opacidades de las deltas. Entonces, la ecuación de

Schrödinger independiente del tiempo es

− ~2

2m

∂2

∂x2
ψ(x) + (β1δ(x) + β2δ(x− L))ψ(x) = Eψ(x). (3.17)

A diferencia del caso anterior, ahora podemos tomar L como unidad de longitud con

el fin de adimensionalizar la ecuación anterior. Entonces con z = x/L tenemos que

− ∂2

∂z2
ψ(z) +

2mL

~2
(β1δ(z) + β2δ(z − 1))ψ(z) =

2mL2E

~2
ψ(z). (3.18)

Nótese que esta ecuación es completamente similar a (3.1), por lo tanto, la forma

de las soluciones serán parecidas entre śı.

En este caso tenemos tres regiones que describen un mismo estado estacionario de

interés, a través de la superposición de estados correspondientes a ondas viajeras

28



3.2. DOBLE BARRERA DELTA EN UNA DIMENSIÓN

L

teikz

z = 0 z = 1

α1 α2

reikz C(−)e−ikz

C(+)eikz

Figura 3.4: Doble barrera delta.

que se propagan de izquierda a derecha y de derecha a izquierda. En la región I

se tiene una onda incidente de amplitud 1 con una onda reflejada; en la región II

tenemos una onda que viaja de izquierda a derecha, eikz, y otra que viaja de derecha

a izquierda, e−ikz, cuyas correspondientes amplitudes denotamos por C+ y C(−); por

último, en la región III se tiene la onda transmitida, figura 3.4. Entonces para cada

región la función de onda está dada por

Ψ(z < 0) = eikz + re−ikz,

Ψ(0 < z < L) = eikzC(+) + e−ikzC(−),

Ψ(z > L) = eikzt,

(3.19)

en este caso k =
√

2mL2E/~2.

Estas ecuaciones deben cumplir las condiciones de frontera, (3.4) y (3.5), en z = 0

y z = 1, por lo que

1 + r − (C(+) + C(−)) = 0,

−ik(C(+) − C(−)) + ikr + α1(C
(+) + C(−)) = 0

C(+)eik + C(−)e−ik − teik = 0,

−ikteik + ik(C(+)eik − C(−)e−ik) + α2te
ik = 0,

(3.20)
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donde α1 = 2mLβ1/~2 y α2 = 2mLβ2/~2; de donde se obtiene que

r =
2ik(α1 + α2e

2ikL − α1α2 + α1α2e
2ikL)

4k2 + 2ik(α1 + α2)− α1α2 + α1α2e2ikL

t =
4k2

4k2 + 2ik(α1 + α2)− α1α2 + α1α2e2ikL

C(+) = − 2k2 + ikα2

α1(2ik − α2 + α2e2ikL)

C(−) =
ikα2e

2ikL

α1(2ik − α2 + α2e2ikL)

. (3.21)

Las amplitudes de transmisión y reflexión son t y r, respectivamente, y por lo tanto

los coeficientes de transmisión y reflexión son

T = |t|2, (3.22)

R = |r|2, (3.23)

tomando α1 = α2 = α, estos coeficientes quedan expresados como

T =
16k4

(4k2 + α2)4 + 4α2(4k2 − α2) cos 2k + 16kα3 sen 2k
, (3.24)

R =
4α2(2k cos k + α sen k)2

(4k2 + V 2)4 + 4α2(4k2 − α2) cos 2k + 16kα3 sen 2k
. (3.25)

En la figura 3.5 se presentan los coeficientes T y R para diferentes valores de α, en las

gráficas (a) y (b) tenemos el casos de α = 1, en este caso observemos como la doble

barrera es casi transparente para la part́ıcula conforme aumentamos la enerǵıa; sin

embargo, si aumentamos α el efecto de cuasi-confinamiento entre las dos barreras se

vuelve más evidente, y se aprecian mucho mejor los estados cuasi-ligados, como se

muestra en el resto de las gráficas de esta misma figura, para los casos de α = 5 y

α = 10.

Los máximos en las gráficas del coeficiente de transmisión T representan las reso-

nancias del sistema, estados cuasi-ligados para las enerǵıas correspondientes; para

estas enerǵıas la part́ıcula permanece un tiempo muy largo dentro del pozo antes
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3.2. DOBLE BARRERA DELTA EN UNA DIMENSIÓN

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 3.5: (a) Coeficiente de transmisión T y (b) Coeficiente de reflexión R para α = 1, (c)
Coeficiente de transmisión T y (d) Coeficiente de reflexión R para α = 5, (e) Coeficiente de
transmisión T y (f) Coeficiente de reflexión R para α = 10.

de ser transmitida y este tiempo está relacionado con el rećıproco del ancho de la

resonancia [11,21].

Es importante notar que en la región entre las dos barreras el espectro de enerǵıas

está relacionado con el de un pozo infinito de potencial

En =
~2π2n2

2mL2
, (3.26)

siendo la diferencia que en la doble barrera delta, las paredes permiten que la part́ıcu-

la sea transmitida y reflejada; entonces existen estados llamados cuasi-ligados o re-

sonantes, los cuales ocurren cuando la enerǵıa es cercana a la de algún eigenestado

del pozo infinito de potencial. Este fenómeno es análogo al de un interferómetro
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de Fabry-Pérot estudiado en óptica f́ısica. Los estados resonantes tienen una firma

muy especial: T ≈ 1. La ventaja de tratar problemas en una dimensión es que por lo

general se pueden obtener expresiones anaĺıticas de los coeficientes de transmisión y

reflexión; ya encontramos las amplitudes de la función de onda en cada región, aśı

como los coeficientes de transmisión y reflexión. Además, los tiempos de retardo de

Wigner como función de los parámetros del sistema están dados por las siguientes

expresiones

τWT
= τ0

α3(8k2 − (α− 2)α2 + α(−4k2 + (α− 2)α) cos 2k − 4k(α− 1)α sen 2k

k(8k4 + 4k2α2 + α4 − α2(α2 − 4k2) cos 2k + 4kα3 sen 2k)
,

(3.27)

τWR
= τ0

α2(4k4 + α3 + 2k2α(α + 2)− α3 cos 2k + 2kα2 sen 2k)

4k(4k2(k2 + α2) cos2 k + 4kα3 cos k sen k + (4k4 + α4) sen2 k)
, (3.28)

donde τ0 es nuestra unidad de tiempo, como lo vimos la sección anterior, sin embargo

es importante tener en cuenta que en este caso nuestro sistema si cuenta con una

longitud natural, la distancia L entre las deltas, y por tanto la forma de este τ0 para

este caso tiene la forma

τ0 = mL2/~ (3.29)

Como ya mencionamos el tiempo de retardo de Wigner refleja el cambio de la fase

al cruzar la barrera con respecto a la fase de la onda cuando no hay dispersor. En

la figura 3.6 se presentan tres casos: α = 1, α = 5 y α = 10, como se hizo en

la sección anterior para los coeficientes de transmisión y reflexión. Lo primero que

podemos observar en estas gráficas es que estos tiempos tienen un máximo en las

enerǵıas resonantes, lo que nos indica que en estos estados cuasi-ligados la fase de la

función de onda tiene un mayor corrimiento. La ĺınea punteada de las gráficas es la

densidad de estados en una dimensión para part́ıcula, 1/k, aśı que también podemos

concluir que los tiempos de retardo de Wigner son proporcionales a la densidad de

estados; por lo tanto, en las resonancias se acumulan un mayor número de estados

y el tiempo de retardo se ve incrementado.

Uno de los problemas en mecánica cuántica es que no hay un operador que defina

el tiempo, y por ello se pueden definir tiempos de transporte de diferentes maneras;

aśı que ahora veamos el comportamiento de los tiempos de estad́ıa, transmisión y
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(a)

(b)

(c)

Figura 3.6: Tiempos de retardo de Wigner para la doble barrera con (a) α = 1, (b) α = 5 y (c)
α = 10. N0 representa la densidad de estados en una dimensión cuando no hay potencial.

reflexión definidos en el caṕıtulo anterior, ecuaciones (2.54), (2.52) y (2.53).

En la figura 3.7 se muestran las gráficas para estas ecuaciones, en las cuales es fácil

apreciar que cuando el coeficiente de reflexión es igual a 0, es decir, en los estados

cuasi-ligados, el tiempo de reflexión se vuelve infinito y por tanto los tiempos de

transmisión y estad́ıa son iguales, ecuación (2.55). Si el coeficiente de reflexión es 1,

el tiempo de transmión se vuelve infinito y en este caso los tiempos de reflexión y

de estad́ıa son iguales.
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(a)

(b)

(c)

Figura 3.7: Tiempos de transmisión, reflexión y estad́ıa para la doble barrera delta
de Dirac con (a)α = 1, (b)α = 5 y (c)α = 10

3.3. Entroṕıa en una dimensión

En esta sección presentamos un conjunto de resultados para las entroṕıas de disper-

sión introducidas en el caṕıtulo 2, en donde vemos que la interpretación en términos

de localización del sistema resulta ser de utilidad.

En la figura 3.8 graficamos las entroṕıas ST , SR y STOTAL para diferentes valores de

α, aśı como las respectivas longitudes de dispersión. En ella es posible observar que

cuando se tiene un mı́nimo en las entroṕıas la longitud en transmisión ξT se va a
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infinito, mientras que la longitud en reflexi’on ξR es cero.

Además en la figura 3.9, observamos que los máximos de T coincidan con los mı́ni-

mos de STOTAL, o bien, estos máximos corresponden a una longitud en transmisión

infinita. De tal manera que la part́ıcula está menos localizada en los estados cuasi-

ligados en los cuales sabemos que la part́ıcula emplea un tiempo largo, tiempo de

resonancia, en la zona dispersión.

Además, podemos observar que la entroṕıa STOTAL es máxima cuando T = R = 1/2.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 3.8: Entroṕıas y longitudes de dispersión para la doble barrera delta con (a)-(b) α = 1,
(c)-(d) α = 5 y (e)-(f) α = 10.
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(a)

(b)

(c)

Figura 3.9: Entroṕıa STOTAL y coeficiente de transmisión T con (a) α = 1, (b) α = 5 y (c)

α = 10.
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Caṕıtulo 4

Transporte electrónico en sistemas

mesoscópicos confinados sobre

superficies ciĺındricas circulares

En este caṕıtulo estudiamos un sistema mesoscópico de electrones que se mueven

libremente sobre la superficie de un cilindro de radio ρ0, en presencia de potenciales

tipo delta de Dirac en la dirección axial, y con amplitudes moduladas en la variable

angular en general, espećıficamente analizamos potenciales tipo flores de Dirac.

4.1. Barrera delta sobre la superficie del cilindro

Consideramos primero el caso más general sobre la superficie de un cilindro de radio

ρ0, en presencia de un potencial V (ϕ, z′) cuya forma es

V (ϕ, z′) = δ(z′ − z0)v(ϕ), (4.1)

donde en este caso v(ϕ) es arbitrario.

La ecuacion de Schrödinger independiente del tiempo, ahora en dos dimensiones, y



4.1. BARRERA DELTA SOBRE LA SUPERFICIE DEL CILINDRO

Figura 4.1: Una barrera tipo delta de Dirac en la dirección z

en coordenadas ciĺındricas circulares, se escribe como

− ~2

2m
∇2Ψ(ϕ, z′) + V (ϕ, z′)Ψ(ϕ, z′) = EΨ(ϕ, z′), (4.2)

donde ∇2 ≡ [ ∂
2

∂z2
+ 1

ρ20

∂2

∂ϕ2 ]; cuyas eigenfunciones y enerǵıas cuando V (ϕ, z) = 0 son

Ψl(ϕ, z
′) =

eikzz
′
eilϕ√

2π
= 〈ϕ|λ〉 eikzz′ y E =

~2k2z
2m

+
~2l2

2mρ20
. (4.3)

Al graficar E respecto a kz con una l dada, se obtienen las curvas de enerǵıa, figura

4.2; es decir, E = El(kz). De tal manera que, cada nivel energético está asociado a

un canal o modo transversal determinado por Ψl(ϕ, z
′).

E

kz

|l| = 0

|l| = 1

|l| = 2

|l| = 3

Figura 4.2: Curvas de enerǵıa E = El(kz) para una part́ıcula moviéndose sobre la
superficie de un cilindro.
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Clásicamente, si el momento angular lz de Ψl(ϕ, z
′) es cero, la part́ıcula sigue una

trayectoria en ĺınea recta paralela al eje z, (ver figura 4.3); en este caso la dirección

esta determinada sólo por el signo del momento lineal pz, es decir, cuando pz > 0 la

part́ıcula viaja en dirección paralela al eje positivo de z, mientras que cuando pz < 0

lo hará en sentido opuesto.

ρ0 ẑ

Figura 4.3: Trayectoria clásica de una part́ıcula moviéndose sobre la superficie del
cilindro con pz > 0 y lz = 0.

Cuando lz 6= 0, Ψl(ϕ, z
′) describe una trayectoria en forma de hélice que se enreda

a la derecha o a la izquierda dependiendo del signo de los momentos pz y lz, figura

4.4b. Si consideramos pz > 0, cuando lz > 0 la trayectoria gira en sentido contrario

a las manecillas del reloj, es decir se enreda hacia la izquierda, mientras que cuando

lz < 0 la trayectoria gira en sentido a las manecillas del reloj, por lo tanto en este

caso la hélice se enreda hacia la derecha.

ρ0 ẑ

(a) lz > 0

ρ0 ẑ

(b) lz < 0

Figura 4.4: Trayectorias clásicas de una part́ıcula moviéndose sobre la superficie del cilindro con
pz > 0 y lz 6= 0.
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En el análisis cuántico obtienen estas trayectorias cuando se considera la evolución

temporal de Ψl(ϕ, z
′), es decir Ψl(ϕ, z

′; t) = Ψl(ϕ, z
′)e−iEt/~, lo cual no es el propósi-

to de este trabajo pero resulta muy útil tenerlas presente.

Cuando el potencial V (ϕ, z′), (4.1), está presente y considerando el cambio de va-

riable z = z′/ρ0 en la ecuación (4.2) se tiene

−[
∂2

∂z2
− ∂2

∂ϕ2
]Ψ(ϕ, z) + w(ϕ)δ(z − z0)Ψ(ϕ, z) = εΨ(ϕ, z), (4.4)

donde

ε =
2mρ20
~2

E, w(ϕ) =
2mρ20
~2

v(ϕ)

ρ0
, (4.5)

además, de la ecuación (4.3) se observa que si el momento angular y la enerǵıa están

dados es posible determinar kz, de la siguiente manera

kz =
√
ε− l2 = kl. (4.6)

Entonces, como vimos para el caso en una dimensión, lejos de la delta la solución

coincide con la part́ıcula libre, por lo tanto para un momento angular y una enerǵıa

dados se tiene

Ψε
l (ϕ, z) =

1√
2π

eilϕ(eiklzA
(+)
l + e−iklzA

(−)
l ). (4.7)

Esta solución debe cumplir las siguientes condiciones de frontera en la posición

longitudinal del potencial, es decir en z = z0

Ψ(ϕ, z−0 ) = Ψ(ϕ, z+0 ) (4.8)

−∂Ψ

∂z

∣∣∣∣
z+0

+
∂Ψ

∂z

∣∣∣∣
z−0

+ w(ϕ)Ψ(z0) = 0. (4.9)
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Identificamos aśı dos regiones importantes, figura 4.5. En la región I se tiene la

superposición de la onda que incidente con momento angular λ y la onda refleja-

da, mientras que en la región II se tiene la onda transmitida. Es importante tener

presente que las ondas de dispersión pueden transmitirse o reflejarse a través de

cualquier otro estado, no necesariamente lo harán por el canal |λ〉.

(I) (II)

|λ〉

z0 = 0

Figura 4.5: Regiones de dispersión sobre la superficie del cilindro.

Onda Incidente:

Ψλ(ϕ, z) = 〈ϕ|λ〉 eikλz (4.10)

Onda Reflejada:

Ψλ(ϕ, z) =
∞∑

l=−∞

〈ϕ|l〉 e−iklzA(−)
l,λ (4.11)

Onda Transmitida:

Ψλ(ϕ, z) =
∞∑

l=−∞

〈ϕ|l〉 eiklzB(+)
l,λ (4.12)

Entonces la función de onda total para cada una de las regiones para z 6= 0 son

Ψε
λ(ϕ, z < 0) = 〈ϕ|λ〉 eikλz +

∞∑
l=−∞

〈ϕ|l〉 e−iklzA(−)
l,λ , (4.13)

Ψε
λ(ϕ, z > 0) =

∞∑
l=−∞

〈ϕ|l〉 eiklzB(+)
l,λ . (4.14)

Como ya sabemos la función de onda y su derivada deben ser continuas en la frontera,

para ello aplicamos las ecuaciones (4.8) y (4.9) en z0 = 0
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〈ϕ|λ〉+
∞∑

l=−∞

〈ϕ|l〉A(−)
l,λ =

∞∑
l=−∞

〈ϕ|l〉B(+)
l,λ , (4.15)

ikl

∞∑
l=−∞

〈ϕ|l〉B(+)
l,λ −ikλ 〈ϕ|λ〉+ikl

∞∑
l=−∞

〈ϕ|l〉A(−)
l,λ −

∞∑
l=−∞

w(ϕ) 〈ϕ|l〉B(+)
l,λ = 0. (4.16)

Para resolver este sistema de ecuaciones utilizamos el método de acoplamiento de

modos (Mode Matching Method, MMM), el cual consiste en multiplicar las ecua-

ciones (4.15) y (4.16) por 〈ϕ|m〉∗ e integrar sobre ϕ, después de lo cual obtenemos

que

δm,λ + δm,lA
(−)
m,λ = δm,lB

(+)
m,λ (4.17)

ikmδm,lB
(+)
m,λ − ikmδm,λ + ikmA

(−)
m,λ −

∞∑
l=−∞

wm,lB
(+)
l,λ = 0 (4.18)

donde

wm,l = 〈m|w(ϕ)|l〉 , (4.19)

representan la amplitud de probabilidad de transición entre los estados angulares m

y l, lo cual nos indica que existe un proceso de acoplamiento de modos.

Despejando A
(−)
m,λ de (4.17) y sustituyendo en (4.18), se obtiene

∞∑
l=−∞

(2ikmδm,l − wm,l)B(+)
l,λ = 2ikmδm,λ (4.20)

o bien,

M |Bλ〉 = 2ikλ |Vλ〉 , (4.21)

con

Mm,l = 2ikmδm,l − wm,l. (4.22)

La ecuación (4.21) representa un sistema infinito de ecuaciones lineales algebraicas.

Nuestro propósito es determinar las amplitudes A
(−)
m,λ y B

(+)
m,λ, para esto es necesario

truncar el sistema y resolverlo numéricamente, asegurando una buena convergencia.

Una vez que se obtienen estas amplitudes estudiamos las propiedades de transporte

electrónico de este sistema.

43
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Ahora, con la solución (4.7) y la relación (4.6) es posible identificar dos casos:

1) Si l2 < ε entonces kl es real y por lo tanto la solución Ψε
l (ϕ, z) oscila, es decir

las funciones de onda son ondas planas, lo que permite que el canal |l〉, puede

transmitirse a través de la barrera; entonces se dice que el canal es conductor.

2) Si l2 > ε entonces kl es compleja dando lugar a exponenciales reales en la

Ψε
l (ϕ, z) que decrecen, a este tipo de soluciones se les conoce como ondas

evanescentes. En este caso el canal |l〉 no conduce.

Regresando al caso de la figura 4.5, tenemos una part́ıcula incidiendo por un ca-

nal |λ〉, el cual es conductor (λ2 < ε); pero que al ser dispersado por la barrera la

part́ıcula se transmite o refleja por cualquier canal debido al acoplamiento entre los

canales generado por wm,λ. Es decir, wm,λ representa una amplitud de probabilidad

de que una part́ıcula incidiendo en la región de dispersión por el canal |λ〉 se trans-

mita o se refleje por el canal |m〉. Esta es la principal diferencia entre los casos de

potenciales tipo delta en una dimensión y en dos dimensiones. Recordemos que en

nuestro modelo la part́ıcula incidente puede ser elásticamente dispersada hacia cual-

quier de los canales o modos, sean conductores o evanescentes, ya que esta conserva

su enerǵıa inicial en todo momento.

De aqúı la importancia de los casos 1) y 2) mencionados arriba, ya que si la onda se

acopla a un estado con menor enerǵıa que la inicial, el canal seguirá siendo conductor;

mientras que si lo hace a un estado con mayor enerǵıa que la inicial el estado será

evanescente, la onda experimenta un proceso de tunelaje.

Todo lo anterior afecta la posible trayectoria de la part́ıcula al atravesar la región

de dispersión, se dice el potencia cambia la quiralidad del sistema.

Los coeficientes de transmisión y reflexión para cada posible canal conductor inci-

dente están dados por las siguientes expresiones

Tλ =
λmax∑

l=−λmax

kl|Bl,λ|2
kλ

, (4.23)
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Rλ =
λmax∑

l=−λmax

kl|Al,λ|2
kλ

, (4.24)

mientras que el coeficiente de transmisión y reflexión totales, son iguales a la suma

de las expresiones anteriores

T=

λmax∑
l=−λmax

Tλ, (4.25)

R =
λmax∑

l=−λmax

Rλ, (4.26)

con |λmax| = [
√
ε].

Los coeficientes de transmisión y reflexión para cada canal conductor deben cumplir

que Tλ +Rλ = 1 y por tanto los coeficientes totales con T +R = N , lo cual asegura

la condición de unitariedad y la conservación de corriente.

Identificamos con λ a un estado conductor, estos estados están acotados por la

enerǵıa total del sistema. Para que un estado sea conductor se tiene que cumplir que

λ2 < ε, entonces |λmax| = [
√
ε]; es decir, |λmax| está determinada por la parte entera

de
√
ε y los estados o canales conductores del sistema son −λmax 6 λ 6 λmax.

El número total de canales conductores para cierto valor de ε está determinado por

Ncond = 2|λmax|+ 1. (4.27)

Como se mencionó anteriormente, la ecuación (4.21) representa un número infinito

ecuaciones lineales acopladas, es decir la matriz M contiene un número infinito de

elementos.

Para poder resolver aproximadamente el sistema realizamos un proceso de trunca-

miento en el cual el tamaño de la matriz M es de Nmax ×Nmax, donde

Nmax = 2Ncond + 1. (4.28)

Esta condición se escoge con el fin de asegurar una buena convergencia.
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4.2. Modulación con una flor de Dirac

A continuación analizamos el mismo caso de tener un potencial tipo delta de Dirac

en la dirección axial, ecuación (4.1), pero ahora con un potencial w(ϕ) espećıfico,

(4.29); al cual identificamos a partir de aqúı como flores de Dirac de la siguiente

forma:

w(ϕ) = α

∞∑
l=−∞

eiqlϕ−ilγ

l2p + 1
, (4.29)

donde α es la amplitud, q determina el número de pétalos, γ es el ángulo de desfase

y p es un número entero.

Si graficamos este potencial, en coordenadas polares, dejando fijos todos los paráme-

tros excepto q, ver figura 4.6, es posible notar que el potencial tiene una forma

sugestiva de los pétalos de una flor.

En este caso, para resolver aproximadamente la ecuación (4.21) los coeficientes wm,l

son

wm,n = α
ei
m−n
q

γ

(m−n
q

)2p + 1
, (4.30)

En la figura 4.7 se muestran las gráficas de los coeficientes de transmisión y reflexión

para los primeros 5 posibles canales incidentes, en este caso en el que el potencial

w(ϕ) es una flor de Dirac con dos pétalos.

Al observar la figura 4.8 vemos que la condición anterior para el tamaño de la

matriz M nos da una buena convergencia, ya que se cumple exactamente la condición

T + R = Ncond. Si se aumenta el número de pétalos de la flor, figura 4.9 y figura

4.10, ahora con cinco pétalos vemos que el comportamiento de los coeficientes de

transmisión y reflexión Tλ y Rλ, es similar.

46
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.6: Flores de Dirac variando el parámetro q. (a)q = 2, (b)q = 3, (c)q = 4 y
(d)q=5. En todos los casos a = 3, p = 4 y γ = 0.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 4.7: (a) Coeficiente de transmisión Tλ y (b) Coeficiente de reflexión Rλ para α = 1, (c)
Coeficiente de transmisión Tλ y (d) Coeficiente de reflexión Rλ para α = 5, (e) Coeficiente de
transmisión Tλ y (f) Coeficiente de reflexión Rλ para α = 10 para los primeros 5 posibles canales
incidentes, con una flor de Dirac con dos pétalos donde p = 4, γ = 0.
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(a)

(b)

(c)

Figura 4.8: Coeficientes de transmisión y reflexión totales con (a) α = 1, (b) α = 5 y (c) α = 10
para una flor de Dirac con dos pétalos p = 4, γ = 0.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 4.9: (a) Coeficiente de transmisión Tλ y (b) Coeficiente de reflexión Rλ para α = 1, (c)
Coeficiente de transmisión Tλ y (d) Coeficiente de reflexión Rλ para α = 5, (e) Coeficiente de
transmisión Tλ y (f) Coeficiente de reflexión Rλ para α = 10 para los primeros 5 posibles canales
conductores incidentes, con una flor de Dirac con cinco pétalos donde p = 4, γ = 0 y diferentes α.
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(a)

(b)

(c)

Figura 4.10: Coeficientes de transmisión y reflexión totales con (a) α = 1, (b) α = 5 y (c) α = 10
para una flor de Dirac con cinco pétalos donde p = 4 y γ = 0.
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4.3. Modulación con dos flores de Dirac

Ahora analicemos el caso donde el potencial tiene la forma

V (ϕ, z) =

δ(z)w1(ϕ) z0 = 0,

δ(z − L)w2(ϕ) z1 = L,
(4.31)

Figura 4.11: Dos barreras tipo flor de Dirac.

Siguiendo el mismo desarrollo que en la sección 4.1, podemos identificar tres regiones

sobre la superficie del cilindro, figura 4.12; en la región I se tiene la onda incidente

con momento angular λ y las ondas reflejadas por la primera barrera, en la región

II las ondas que atravesaron la primera barrera y las ondas reflejadas por la segun-

da barrera, finalmente en la región III sólo se tienen las ondas que atravesaron la

segunda barrera. De tal manera que las funciones de onda para cada región son
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I II

Lz
0

z
1

|λ

III

Figura 4.12: Regiones de dispersión sobre la superficie del cilindro en presencia de
dos flores de Dirac.

Región I

Ψλ(ϕ, z < 0) = 〈ϕ|l〉eikλz +
∞∑

l=−∞

〈ϕ|l〉e−ikλzA(−)
l,λ (4.32)

Región II

Ψλ(ϕ, 0 < z < L) =
∞∑

l=−∞

〈ϕ|l〉eikλzC(+)
l,λ +

∞∑
l=−∞

〈ϕ|l〉e−ikλzC(−)
l,λ (4.33)

Región III

Ψλ(ϕ, z) =
∞∑

l=−∞

〈ϕ|l〉eikλzB(+)
l,λ (4.34)

Al aplicar las condiciones de frontera (4.8) y (4.9) se tiene un sistema de 4 ecua-

ciones con 4 incógnitas, A
(−)
l,λ , B

(+)
l,λ , C

(+)
l,λ y C

(−)
l,λ ; y siguiendo el procedimiento com-

pletamente análogo al caso de una flor de Dirac, es decir, utilizamos el método de

acoplamiento de modos (MMM) para reducir el sistema. Entonces, obtenemos que

−
∞∑

l=−∞

w
(1)
m,lA

(−)
l,λ +

∞∑
l=−∞

(2ikmδm,l − w(2)
m,le

iklL)e−ikmLB
(+)
l,λ = 2ikmδm,λ + w

(1)
m,λ (4.35)

−
∞∑

l=−∞

(2ikmδm,l − w(1)
m,l)A

(−)
l,λ + eikmL

∞∑
l=−∞

w
(2)
m,le

iklLB
(+)
l,λ = −w(1)

m,λ (4.36)
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donde

w(1)
m,n = α

e
im−n
q1

γ1

(m−n
q1

)2p + 1
,

w(2)
m,n = α

e
im−n
q2

γ2

(m−n
q2

)2p + 1
,

. (4.37)

Las ecuaciónes (4.35) y (4.36) se escribe en forma matricial como

Mg |Aλ, Bλ〉 = |Vλ〉 , (4.38)

donde Mg es una matriz compuesta por 4 matrices diferentes

Mg =

−W(1) M2e
−ikmL

−M1 W(2)eikmL

 , (4.39)

con

M1m,l = 2ikmδm,l − w(1)
m,l,

M2m,l = 2ikmδm,l − w(2)
m,l,

W
(1)
m,l = w

(1)
m,l,

W (2)m,l = w
(2)
m,l.

(4.40)

Estas ecuaciones representan un sistema infinito de ecuaciones lineales acopladas; el

cual resolveremos numéricamente mediante un proceso de truncamiento similar al

caso de un barrera, sección 4.1.

En este caso la matriz es un poco más compleja que la M, compuesta por 4 ma-

trices diferentes cuyos tamaños están determinados como en el caso anterior por la

condición de

Nmax = 2Ncond + 1. (4.41)
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4.3. MODULACIÓN CON DOS FLORES DE DIRAC

4.3.1. Dos flores de Dirac en fase

En esta sección se presentan diferentes gráficas para el caso de tener las dos Flores

de Dirac en fase, con γ = 0.

En las figuras 4.13, 4.15, 4.17 y 4.19, se observan las gráficas del coeficiente de

transmisión Tλ para los primero cinco canales incidentes posibles considerando en

cada caso que ambas flores tienen 2, 3, 4 y 5 pétalos, respectivamente; en todos las

gráficas se observa que si se incide en alguno de los canales λ = ±1, λ = ±2, se

tiene la misma probabilidad de transmisión y también el mismo momento angular,

es decir, la quiralidad no se ve afectada en estos casos. Si observamos los coeficientes

wm,l tenemos que para el caso de dos pétalos todos los canales están acoplados;

conforme vamos aumentando el número de pétalos estos se van desacoplando. Por

ejemplo, para enerǵıas pequeñas con tres pétalos se desacoplan los canales λ = ±1;

con 4 pétalos están desacoplados λ = ±1 y λ = ±2; con 5 pétalos se tienen λ = ±1,

λ = ±2 y λ = ±3 desacoplado y aśı sucesivamente. Al considerar las dos flores sobre

la superficie del cilindro tenemos un acoplamiento efectivo, que está mayormente

determinado por el acoplamiento de la primera flor. Esto último lo podemos observar

a detalle en los casos de la figura 4.21, con 2 y 3 pétalos, y figura 4.23, con 5 y 2

pétalos. En la figura 4.21 todos los canales están acoplados, mientras que en la figura

4.23 se desacoplan los canales λ = ±1, λ = ±2 y λ = ±3. Además vemos que la

probabilidad de transmitirse, si se incide en alguno de los canales λ = ±1, λ = ±2,

sigue siendo la misma entre |λ|, aśı como la conservación de quiralidad para cada

canal. En todos los casos vemos que cumplen con conservación de corriente, figuras

4.14, 4.16, 4.18, 4.20, 4.22 y 4.24.
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(a)

(b)

(c)

Figura 4.13: Coeficiente de transmisión Tλ con (a) α = 1, (b) α = 5 y (c) α = 10 para los
primeros 5 posibles canales conductores incidentes, con dos flores de Dirac con dos y dos pétalos
respectivamente donde p = 4, γ1 = 0, γ2 = 0.
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(a)

(b)

(c)

Figura 4.14: Coeficientes de transmisión y reflexión totales con (a) α = 1, (b) α = 5 y (c) α = 10
para dos flores de Dirac con dos y dos pétalos respectivamente donde p = 4 y γ1 = 0, γ2 = 0.
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(a)

(b)

(c)

Figura 4.15: Coeficientes de transmisión Tλ con (a) α = 1, (b) α = 5 y (c) α = 10 para los
primeros 5 posibles canales conductores incidentes, con dos flores de Dirac con tres y tres pétalos
respectivamente donde p = 4, γ1 = 0, γ2 = 0.
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(a)

(b)

(c)

Figura 4.16: Coeficientes de transmisión y reflexión totales con (a) α = 1, (b) α = 5 y (c) α = 10
para dos flores de Dirac con tres pétalos cada flor donde p = 4 y γ1 = 0, γ2 = 0.
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(a)

(b)

(c)

Figura 4.17: Coeficientes de transmisión Tλ con (a) α = 1, (b) α = 5 y (c) α = 10 para los
primeros 5 posibles canales conductores incidentes, con dos flores de Dirac con cuatro pétalos
cada una, donde p = 4, γ1 = 0, γ2 = 0.
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(a)

(b)

(c)

Figura 4.18: Coeficientes de transmisión y reflexión totales con (a) α = 1, (b) α = 5 y (c) α = 10
para dos flores de Dirac con cuatro pétalos cada una, donde p = 4 y γ1 = 0, γ2 = 0.
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(a)

(b)

(c)

Figura 4.19: Coeficientes de transmisión Tλ con (a) α = 1, (b) α = 5 y (c) α = 10 para los
primeros 5 posibles canales conductores incidentes, con dos flores de Dirac con cinco cada una
donde p = 4.
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(a)

(b)

(c)

Figura 4.20: Coeficientes de transmisión y reflexión totales con (a) α = 1, (b) α = 5 y (c) α = 10
para dos flores de Dirac cinco pétalos cada una, donde p = 4 y γ1 = 0, γ2 = 0.
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(a)

(b)

(c)

Figura 4.21: Coeficientes de transmisión Tλ con (a) α = 1, (b) α = 5 y (c) α = 10 para los
primeros 5 posibles canales conductores incidentes, con dos flores de Dirac con dos y tres pétalos
respectivamente donde p = 4, γ1 = 0, γ2 = 0.
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(a)

(b)

(c)

Figura 4.22: Coeficientes de transmisión y reflexión totales con (a) α = 1, (b) α = 5 y (c) α = 10
para dos flores de Dirac con dos y tres pétalos respectivamente donde p = 4 y γ1 = 0, γ2 = 0.
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(a)

(b)

(c)

Figura 4.23: Coeficientes de transmisión Tλ con (a) α = 1, (b) α = 5 y (c) α = 10 para los
primeros 5 posibles canales conductores incidentes, con dos flores de Dirac con cinco y dos pétalos
respectivamente donde p = 4, γ1 = 0, γ2 = 0 y diferentes α.
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(a)

(b)

(c)

Figura 4.24: Coeficientes de transmisión y reflexión totales con (a) α = 1, (b) α = 5 y (c) α = 10
para dos flores de Dirac con cinco y dos pétalos respectivamente donde p = 4 y γ1 = 0, γ2 = 0.
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4.3.2. Dos flores de Dirac con desfase

En esta sección analizamos lo que ocurre entre los canales cuando agregamos un

desfase entre las dos flores. Para ello, utilizamos los casos de la sección anterior, en

todos la primera flor tiene γ1 = 0; y para la segunda γ2 6= 0.

En las figuras 4.25 y 4.26 se consideran dos y tres pétalos en cada flor respectiva-

mente, mientras que en la figura 4.29 la primera flor tiene 2 pétalos y la segunda 3

pétalos. En estos casos vemos que la probabilidad de transmitirse ya no es la misma

entre los canales λ = ±1 y λ = ±2 cuando la segunda flor está desfasada. Este

cambio en el coeficiente de transmisión también está relacionado con la quiralidad

de cada canal, ya que el desfase de la segunda flor no cambia el acoplamiento en-

tre los canales, pero si induce un cambio en el camino óptico de la part́ıcula y por

ende en las interferencias dadas entre las dos flores por las múltiples reflexiones. En

este caso, tenemos nuevamente una situación similar a la de un interferómetro de

Fabry-Pérot.

Conforme aumentamos el número de pétalos con sus respectivos desfases, vemos que

el coeficiente de transmisión no cambia tanto, como en los casos anteriores, entre

los canales λ = ±1 y λ = ±2. Esto se debe a que, como ya vimos entre mayor sea

el número de pétalos del potencial, hay menos canales acoplados, debido a que el

cambio inducido por el desfase de la segunda flor es menor. Especialmente en la

figura 4.27 con 4 pétalos para cada flor, 4.28 con 5 pétalos para cada cada flor y 4.30

con 5 y 2 pétalos respectivamente, tenemos que los canales λ = ±1 y λ = ±2 están

desacoplados completamente y por ello el desfase es despreciable dando lugar a un

cambio mı́nimo en la quiralidad de cada par de canales.
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(a)

(b)

(c)

Figura 4.25: Coeficientes de transmisión Tλ con (a) γ2 = 0, (b) γ2 = π/4 y (c) γ2 = π/2 para los
primeros 5 posibles canales conductores incidentes, con dos flores de Dirac dos pétalos cada una
donde p = 4, γ1 = 0 y α = 10.
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(a)

(b)

(c)

Figura 4.26: Coeficientes de transmisión Tλ (a) γ2 = 0, (b) γ2 = π/3 y (c) γ2 = π/6 para los
primeros 5 posibles canales conductores incidentes, con dos flores de Dirac con tres pétalos cada
una, donde p = 4, γ1 = 0 y α = 10.
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(a)

(b)

(c)

Figura 4.27: Coeficientes de transmisión Tλ (a) γ2 = 0, (b) γ2 = π/4 y (c) γ2 = 3π/4 para los
primeros 5 posibles canales conductores incidentes, con dos flores de Dirac con cuatro pétalos
cada una, donde p = 4, γ1 = 0 y α = 10.
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(a)

(b)

(c)

Figura 4.28: Coeficientes de transmisión Tλ (a) γ2 = 0, (b) γ2 = 2π/10 y (c) γ2 = 6π/10 para
los primeros 5 posibles canales conductores incidentes, con dos flores de Dirac cinco pétalos cada
una, donde p = 4, γ1 = 0 y α = 10.
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(a)

(b)

(c)

Figura 4.29: Coeficientes de transmisión Tλ (a) γ2 = 0, (b) γ2 = π/3 y (c) γ2 = π/2 para los
primeros 5 posibles canales conductores incidentes, con dos flores de Dirac con dos y tres pétalos
respectivamente, donde p = 4, γ1 = 0 y α = 10.
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(a)

(b)

(c)

Figura 4.30: Coeficientes de transmisión Tλ (a) γ2 = 0, (b) γ2 = π/4 y (c) γ2 = π/2 para los
primeros 5 posibles canales conductores incidentes, con dos flores de Dirac con cinco y dos pétalos
respectivamente donde p = 4, γ1 = 0 y α = 10.
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4.3.3. Entroṕıas

De manera similar al caso de la doble barrera delta de Dirac visto en caṕıtulo2,

tenemos las entroṕıas de reflexión, transmisión y la total. Las cuales en este caso

están dadas como

STλ = −Tλ log2 Tλ, (4.42)

SRλ = −Rλ log2Rλ, (4.43)

y por lo tanto la entroṕıa total

Sλ = STλ + SRλ . (4.44)

Vemos que ahora las entroṕıas corresponden al posible canal incidente, considerando

que puede ser dispersada a cualquier otro canal, figuras 4.31, 4.32, 4.33, 4.34, 4.35

y 4.36.

Es posible hacer un análisis similar al caso de la doble barrera Delta en una dimen-

sión, comparando la entroṕıa y el coeficiente de transmisión; sólo que en este caso

se comparan Sλ y Tλ. En la figuras 4.37 y 4.38se observan estas gráficas para el caso

λ = 0, para dos flores de Dirac con dos pétalos cada una y p = 4, γ1 = γ2 = 0,

α = 1; se puede apreciar que el comportamiento es similar al caso en una dimensión.

Cuando Sλ tiene un mı́nimo, Tλ tiene un máximo; además, los máximos en la en-

troṕıa ocurren cuando Tλ = 1/2

Si aumentamos la opacidad de la delta, ahora consideramos α = 10, figura 4.38; en

este caso si la transmisión se encuentra por debajo de 1/2 ya no se cumple que los

mı́nimos Sλ corresponden a máximos de Tλ.
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(a)

(b)

(c)

Figura 4.31: Entroṕıas Sλ con (a) γ2 = 0, (b) γ2 = π/4 y (c) γ2 = π/2 para los primeros 5
posibles canales conductores incidentes, con dos flores de Dirac con dos pétalos cada una, donde
p = 4, γ1 = 0, α = 10.
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(a)

(b)

(c)

Figura 4.32: Entroṕıas Sλ con (a) γ2 = 0, (b) γ2 = π/6 y (c) γ2 = π/3 para los primeros 5
posibles canales conductores incidentes, con dos flores de Dirac con tres pétalos cada una, donde
p = 4, γ1 = 0, α = 10.
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(a)

(b)

(c)

Figura 4.33: Entroṕıas Sλ con (a) γ2 = 0, (b) γ2 = π/4 y (c) γ2 = 3π/4 para los primeros
5 posibles canales conductores incidentes, con dos flores de Dirac con cuatro pétalos cada una,
donde p = 4, γ1 = 0, α = 10.
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(a)

(b)

(c)

Figura 4.34: Entroṕıas Sλ con (a) γ2 = 0, (b) γ2 = 2π/10 y (c) γ2 = 6π/10 para los primeros 5
posibles canales conductores incidentes, con dos flores de Dirac con dos pétalos cada una, donde
p = 4, γ1 = 0, α = 10.
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(a)

(b)

(c)

Figura 4.35: Entroṕıas Sλ con (a) γ2 = 0, (b) γ2 = π/3 y (c) γ2 = π/2 para los primeros 5 posibles
canales conductores incidentes, con dos flores de Dirac con dos y tres pétalos respectivamente,
donde p = 4, γ1 = 0, α = 10.
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(a)

(b)

(c)

Figura 4.36: Entroṕıas Sλ con (a) γ2 = 0, (b) γ2 = π/4 y (c) γ2 = π/2 para los primeros 5 posibles
canales conductores incidentes, con dos flores de Dirac con cinco y dos pétalos respectivamente,
donde p = 4, γ1 = 0, α = 10.
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Figura 4.37: Comparación de Sλ y Tλ para la λ = 0 con dos flores de Dirac con dos pétalos
cada una, donde p = 4, γ1 = 0, α = 1.

Figura 4.38: Comparación de Sλ y Tλ para la λ = 0 con dos flores de Dirac con dos pétalos
cada una, donde p = 4, γ1 = 0, α = 10.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones y perspectivas

Los sistemas mesoscópicos son ideales para estudiar el transporte electrónico cuánti-

co, su estudio ha permitido importantes avances cient́ıficos y tecnológicos que en ge-

neral reflejan los llamados efectos de cuantización por tamaño. En este trabajo hemos

estudiado el transporte cuántico en modelos particulares de sistemas mesoscópicos

de una y dos dimensiones.

En el caso unidimensional, estudiamos la propagación cuántica de un electrón a lo

largo de una ĺınea recta para dos modelos particulares, en los cuales el potencial

de dispersión es una o dos barreras, tipo delta de Dirac, respectivamente. La gran

ventaja de estos modelos es que todos los cálculos son anaĺıticos. Se obtuvo la función

de onda, los coeficientes de transmisión y reflexión, aśı como también el tiempo de

retardo de Wigner y los tiempos de reflexión, transmisión y estad́ıa. Además, se

calculó la entroṕıa binaria de Shannon y se introdujo el concepto generalizado de

longitudes de dispersión.

El caso con dos deltas convino interpretarlo como un pozo de potencial opaco que, al

no ser infinito, permite transmisión y reflexión de tal forma que da origen a estados

cuasi-ligados, también llamados resonantes, los cuales ocurren para ciertas enerǵıas.

La firma particular de estos estados es que cerca de las enerǵıas resonantes el co-

eficiente de transmisión T → 1. En este caso, el tiempo de retardo de Wigner tiene

máximos que se relacionan con los de la densidad de estados; es decir, en resonan-

cia la part́ıcula tiene un mayor retardo pues explora un mayor número de estados.
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También calculamos los tiempos de transmisión, reflexión y estad́ıa. Observamos

que cuando el coeficiente de reflexión R = 0, el tiempo de reflexión tiende a infinito

y por lo tanto los tiempos de transmisión y estad́ıa son iguales entre śı, tendiendo a

su valor mı́nimo; cuando el coeficiente de reflexión R = 1, el tiempo de transmisión

tiende a infinito y por lo tanto los tiempos de reflexión y estad́ıa son iguales entre

śı que, además tienden también a su valor mı́nimo.

También estudiamos la entroṕıa binaria de Shannon para los modelos unidimensio-

nales; la calculamos usando los coeficientes de transmisión y reflexión. Observamos

que los mı́nimos de esta entroṕıa coinciden con los máximos del coeficiente de trans-

misión. En base a nuestros resultados, se dio una nueva interpretación de esta en-

troṕıa, para lo cual se introdujo el concepto de longitudes de dispersión; dado esto,

se interpreta ahora a la entroṕıa como una longitud rećıproca media de dispersión, la

cual está en correspondencia con la interpretación de la entroṕıa como una medida

de localización.

Para el modelo bidimensional, consideramos que el electrón se propaga como una

onda cuántica sobre la superficie de un cilindro circular recto; calculamos los coefi-

cientes de transmisión y reflexión y la entroṕıa. Los potenciales son ahora del tipo

delta de Dirac que, en particular, adoptan una forma que llamamos flores de Dirac.

En estos potenciales la opacidad asume una forma con regiones de mayor o menor

intensidad que dan origen a fenómenos de difracción marcados por la quiralidad in-

ducida por el acoplamiento entre los diferentes estados transversales de propagación.

En este caso, la región entre las deltas es equivalente a un pozo bidimensional opaco

en cuyas paredes se mezclan los modos transversales, tal como se cuantifica a través

de las amplitudes de probabilidad de transición entre los estados de propagación li-

bre en la dirección transversal al eje del cilindro. La solución para la función de onda

se obtuvo numéricamente pues el electrón puede propagarse a través de un número

infinito de canales. El cálculo que realizamos conserva la corriente de probabilidad

con gran precisión.

La propagación bidimensional está dominada por las amplitudes de probabilidad de

transición entre los estados transversales, con lo cual se tienen que estos, al estar

o no acoplados, influyen dando un efecto de quiralidad en la propagación cuántica.

También se calcularon coeficientes de reflexión y transmisión para diferentes estados
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incidentes, aśı como la entroṕıa de Shannon, con resultados cuya interpretación

corresponde a lo observado en el caso unidimensional.

El estudio de estos sistemas se puede extender, sin duda alguna, tanto para sistemas

en una y dos dimensiones, para incluir diferentes efectos de potenciales eléctricos

y magnéticos. Además, de manera tal vez más importante, se deben analizar las

longitudes de dispersión definidas en este trabajo, aśı como la interpretación de la

entroṕıa de Shannon como una longitud rećıproca media de dispersión, utilizando

otros sistemas que nos permitan desarrollar una intuición más profunda sobre el

significado de todos estos conceptos, aśı como su relación con la entroṕıa de Shannon

vista como una medida de localización espacial.

85



Bibliograf́ıa

[1] David Ferry and Stephen Marshall Goodnick. Transport in nanostructures.

Number 6. Cambridge university press, 1997.

[2] Keith Barnham and Dimitri Vvedensky. Low-dimensional semiconductor struc-

tures: fundamentals and device applications. Cambridge University Press, 2008.

[3] Quang Ho-Kim, Narendra Kumar, and Chi-Sing Lam. Invitation to contempo-

rary physics. World Scientific, 2004.

[4] Yoseph Imry. Introduction to mesoscopic physics. Oxford University Press,

1997.

[5] Supriyo Datta. Electronic transport in mesoscopic systems. Cambridge univer-

sity press, 1997.
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[10] Pier A. Mello and Narendra Kumar. Quantum transport in mesoscopic systems:

complexity and statistical fluctuations, a maximum-entropy viewpoint. Num-

ber 4. Oxford University Press on Demand, 2004.

[11] John H Davies. The physics of low-dimensional semiconductors: an introduc-

tion. Cambridge university press, 1997.

[12] W van Dijk and KA Kiers. Time delay in simple one-dimensional systems.

American journal of physics, 60(6):520–527, 1992.

[13] EH Hauge and JA Støvneng. Tunneling times: a critical review. Reviews of

Modern Physics, 61(4):917, 1989.

[14] Eugene P Wigner. Lower limit for the energy derivative of the scattering phase

shift. Physical Review, 98(1):145, 1955.

[15] Felix T Smith. Lifetime matrix in collision theory. Physical Review, 118(1):349,

1960.

[16] Christophe Texier. Wigner time delay and related concepts application to trans-

port in coherent conductors. Physica E: Low-dimensional Systems and Nanos-

tructures, 2015.

[17] Y Avishai and YB Band. One-dimensional density of states and the phase of

the transmission amplitude. Physical Review B, 32(4):2674, 1985.

[18] Mario Goto, Hiromi Iwamoto, Valdir C Aguilera-Navarro, Donald H Kobe,

et al. Relationship between dwell, transmission and reflection tunnelling times.

Journal of Physics A: Mathematical and General, 37(11):3599, 2004.

[19] Claude E Shannon. A mathematical theory of communication. Bell System

Technical Journal, 27:379–423, 623–656, 1948.

[20] H. H. Corso, E. Castaño, H. G. Laguna, R. P. Sagar, et al. Measuring

localization-delocalization phenomena in a quantum corral. Journal of Mat-

hematical Chemistry Journal of Mathematical Chemistry, 51(1):179–193, 2013.

[21] Gordon A Baym. Lectures on quantum mechanics. Benjamin, 1969.

87



BIBLIOGRAFÍA
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