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Resumen

En este trabajo estudiamos las propiedades de transporte electrénico en sistemas
mesoscopicos cuanticos de tipo balistico. Consideramos la propagacién de electrones
en modelos unidimensionales y bidimensionales, 1D y 2D, respectivamente. En am-
bos casos los potenciales considerados son del tipo de delta de Dirac. En el modelo
1D estudiamos la propagacién de electrones a lo largo de una recta, mientras que en
2D la propagacion se realiza sobre la superficie de un cilindro circular. En este ulti-
mo caso los potenciales estan centrados en posiciones fijas en la direccién del eje del
cilindro, pero con opacidades que son funciones de la posiciéon angular; en particular,
estudiamos potenciales cuya forma nos ha llevado a llamarlos flores de Dirac. En 1D
encontramos la funcién de onda y los coeficientes de reflexién y transmision, ademés
de calcular diferentes tiempos de transporte: tiempo de retardo de Wigner, tiempo
de transmision, tiempo de reflexion y tiempo de estadia. En 2D también calcula-
mos los coeficientes de transmisiéon y reflexion, ahora de una manera numérica que
asegura la conservacion de corriente de probabilidad con gran exactitud. En ambos
modelos estudiamos la entropia binaria de Shannon, a la cual logramos interpretar

como una longitud reciproca media de dispersion.



Capitulo 1

Introduccion

En 1959, Richard Feynman ofrecié una platica titulada There’s Plenty of Room at the
Bottom (hay mucho espacio en el fondo), donde especul6 sobre la manipulacién de la
materia a escalas tan pequenas que los fenémenos cuanticos serian dominantes. Esta

platica es ahora legendaria pues detono la bisqueda de procesos de miniaturizacion.

Desde ese entonces, el progreso de la electronica ha ido de lo grande a lo muy pe-
queno. A partir de la introduccion del circuito integrado a finales de los 50, el nimero
de transistores que se pueden colocar en un dispositivo electrénico ha sido aproxi-

madamente cuadruplicado cada tres anos, al igual que la velocidad de calculo [1,2].

Esto nos lleva a uno de los inventos mas importantes de nuestro tiempo, la compu-
tadora, basada en dispositivos electronicos cuya funcionalidad depende de fenémenos
cuanticos, lo cual ha permitido incrementar de manera espectacular nuestra capaci-

dad para obtener, almacenar, transmitir y procesar informacion.

Hoy en dia, la capacidad para manejar grandes cantidades de datos, asi como la
tremenda velocidad con la que trabaja una computadora de ultima generacién, la
hace muy superior a cualquiera de las primeras computadoras de escritorio que apa-
recieron 1974; este notable progreso no hubiera sido posible sin el avance en la fabri-
cacion de alambres muy pequenos asi como la comprensién de los fenémenos clasicos
y cuanticos que suceden en la materia condensada, en particular en materiales se-
miconductores. De hecho, vivimos rodeados por todo tipo de materiales finamente

estructurados, disenados con propiedades eléctricas y magnéticas que literalmente
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se pueden fabricar para realizar algiun tipo de funcién especifica.

Con esta continua reduccion de escala, los efectos cuanticos se han vuelto dominan-
tes, trayendo consigo grandes desafios a nivel de investigacion bésica, asi como opor-
tunidades para desarrollar nuevos instrumentos. Cuando los procesos electrénicos se
llevan a cabo en estructuras macroscépicas uno puede describir qué estd pasando
utilizando fisica clasica; sin embargo, cuando el tamano del sistema se vuelve muy
pequeno, de dimensiones nanométricas, los efectos cuanticos juegan un papel muy

importante [2,3].

En general, un conductor describe un comportamiento clasico cuando sus dimen-
siones son mucho més grandes que las siguientes longitudes caracteristicas: i) la
longitud de onda de De Broglie; ii) el camino libre medio, y iii) el camino libre

medio inelastico a lo largo del cual se destruye la coherencia de fase.

Estas longitudes dependen en general de la composicién del material que se estudia,
su temperatura, y los campos eléctricos y magnéticos aplicados. Sin embargo, gracias
a las muy avanzadas técnicas de microfabricacion, hoy en dia es posible construir
sistemas con dimensiones mucho més pequenas que estas longitudes caracteristicas
y por lo tanto, surgen fenémenos que son necesariamente cuanticos que, sin duda,

determinan el transporte electrénico en estos sistemas [1,4-6].

Aunque esta reducciéon de escala ha sido impulsada por el desarrollo tecnolégico,
también ha tenido implicaciones en problemas fundamentales de la fisica de materia
condensada en general, ya que abre la posibilidad de probar conceptos y métodos de
la teoria cuantica en fisica, biologia, quimica, medicina y otras ciencias e ingenierias
que, en su conjunto, hoy denominamos Nanociencia, en particular cuando estos

sistemas son coherentes.

La nanociencia es un campo multidisciplinario que abarca todas aquellas actividades
de investigacion centrada en objetos cuyas dimensiones caracteristicas son del orden
de 107 m, llamadas nanométricas. Actualmente, la importancia de la nanociencia
proviene de la unién de tres nuevos desarrollos cientificos y tecnoldgicos: novedo-
sas herramientas de caracterizacién, técnicas avanzadas de fabricaciéon y un mejor

entendimiento de las ciencias bésicas a esas escalas [3].
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Para entender mejor las nanoestructuras, conviene verlas como sistemas espacial-
mente confinados en una o maés direcciones. El movimiento de los electrones en
estas direcciones esta cuantizado, resultando en efectos observables incluso a nivel

macroscdpico que son llamados efectos de cuantizacién por tamaino.

A este tipo sistemas se les conoce como sistemas mesoscopicos, en los cuales los
efectos cuanticos son dominates pues existe coherencia de fase, son grandes desde
el punto de vista microscépico (~ 10 A) pero muy pequenos respecto a sistemas
macroscépicos. En general, los sistemas mesoscopicos son ideales para estudiar el
transporte electrénico cuantico [2]. Estos sistemas se construyen a partir de modelos

simples de alambres y puntos cuanticos.

En el capitulo 2 presentamos la descripcion del transporte en términos de propieda-
des de dispersion del sistema bajo estudio y los conceptos y métodos mas generales
para estudiar el transporte electrénico cuantico. En el capitulo 3 analizamos los con-
ceptos definidos en el segundo capitulo para el caso de sistemas unidimensionales con
potenciales tipo delta de Dirac, mientras que en el capitulo 4 vemos estos mismos
conceptos pero ahora aplicados al transporte de electrones a un sistema bidimensio-
nal, en el cual los electrones se mueven sobre la superficie de un cilindro. Finalmente

se establecen las conclusiones y perspectivas de este trabajo.



Capitulo 2

Conceptos basicos de la teoria de

transporte electrénico cuantico

En este capitulo presentamos la descripcion del tranporte electronico cuantico por
medio de la propiedades de dispersion del sistema. Por tanto, mostramos los con-
ceptos y métodos méas relevantes del estudio de estas propiedades a través de una
discusion de sistemas unidimensionales, los cuales incluyen la matriz de dispersion
S, la matriz de transferencia M, el coeficiente de transmision 7', el coeficiente de

reflexién R y diversos tiempos de transporte.

2.1. El transporte electrénico y su relacion con

problemas de dispersion

En la década de los ochentas, Rolf Landauer propuso que la conductancia de un
alambre electronico diminuto podia estudiarse a través de la transmitancia de los
electrones por el sistema. En la configuracién usual donde se usan dos sondas para
medir el voltaje entre dos puntos de un alambre (ver la figura 2.1), la conductancia
G resulta ser la razén de los coeficientes de transmision 7"y el coeficiente de reflexion

R del sistema; esto es [7,8],

G=" " (2.1)
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Ji T j;

K1 H2 H1 H2

Figura 2.1: Medicién de la resistencia en las configuraciones de cuatro puntos (izquierda) y de
dos puntos (derecha).

donde €?/h se conoce como cuanto de conductacia y el factor 2 que aparece enfrente
se debe a las dos polarizaciones del espin. En cambio en la configuracion de dos
puntos, donde la medicién se hace entre los reservorios electrénicos, la conductancia
es proporcional a T' solamente, 0

e

G="-T. (2.2)

Por lo tanto, es de interés analizar los coeficientes de transmision y de reflexion, a

los que nos referiremos como coeficientes de transporte.

2.2. Los coeficientes de transporte y la conserva-

cion de corriente

Como es bien conocido, la dindmica cuantica de una particula esta dada por la
ecuacion de Schrodinger:
i V2U(Z,t) + V(Z) U(Z,1) 'hﬁm(ﬂt) (2.3)
-—— z, )V (x,t) =ih—V(Z,t). .
2m ot
Si el potencial V(Z) es real, el hamiltoniano es hermitiano y la corriente de proba-
bilidad se conserva. La conservacién local de probabilidad se expresa a través de la

ecuacién de continuidad [9, 10],

—0, (2.4)



2.2. LOS COEFICIENTES DE TRANSPORTE Y LA
CONSERVACION DE CORRIENTE

\ -
Jr e e

Figura 2.2: Esquema que ilustra los coeficientes de trasmisién y reflexién debido a la superficie
de separacién de dos medios distintos.

donde p(Z,t) y j(#,t) son la densidad de probabilidad y la densidad de corriente de

probabilidad, respectivamente, dadas por

p(Tt) = W(ZH)U(T 1), (2.5)
jlz,t) = —%[m*(f,t)vwf,t)—\If(f,t)v\lf*(f,t)]. (2.6)

En el caso estacionario la solucion a la ecuacion de Schrodinger es de la forma
V(T 1) = (@) e, (2.7)

donde 9 (Z) es solucién de la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo:

P G2 (@) + V@) (@) = @), (2.8)

2m

de manera que las densidades p y j se vuelven independientes del tiempo; es decir,

o) = @) (29)
@) =~ W @VHE@ ~ Y@V @) (210)

Por tanto, en el caso estacionario la ecuacién de continuidad se reduce a
V-5(#) =0, (2.11)

que expresa la conservacion de flujo o de corriente de probabilidad.

Consideremos dos regiones separadas por una superficie en la cual incide una co-

rriente representada por j;(Z), como se muestra en la figura 2.2. Para este proceso

7
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de dispersion, definimos los coeficientes de transmision y de reflexién en direcciéon

de la normal a la superficie, respectivamente, como

p MO0 g MO0 212
Ji(@) - 7i(%
donde j:(f) y jr(f) son los flujos de probabilidad transmitido y reflejado, respecti-

vamente.

2.3. Matriz de dispersién S

Ahora consideremos que tenemos una regién finita de potencial en una dimension
V(z), como el que se muestra en la figura 2.3. En la regién (I), (z < x1), y en la region
(I), (x > x9), las funciones de onda (z) son ondas planas puesto que V(x) = 0.
Clasicamente, un electron es incapaz de atravesar una barrera de potencial, si su
energia es menor que la altura de la barrera; sin embargo, en mecanica cuantica
el electrén puede atravesar la barrera de una lado a otro, este fenémeno se conoce

como efecto tunel.

V(z) (IT)

Y

X1 T2
Figura 2.3: Potencial V(z) de alcance finito en una dimensién.

La matriz de dispersién S es un concepto de gran importancia pues nos permite
obtener las amplitudes de las ondas salientes o dispersadas, en base a como son

modificadas las amplitudes de las ondas entrantes al dispersor [10].

Consideremos el caso més general, el cual se muestra en la figura 2.4. La solucién a



2.3. MATRIZ DE DISPERSION S

la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo (2.8) en las regiones (I) y (II)
es
+ L ikx — —ikx
aye™ 4+ aje (x < 1),
P(z) = _ _ : (2.13)
azy et +aye T (2> 1),
donde af y a5 son las amplitudes de las ondas entrantes, mientras que a; y a5 son

las salientes, con k* = 2mFE /h?. Estas amplitudes estéan relacionadas por la matriz

de dispersion S de la siguiente manera

- + +
L= — . (2.14)
Ay Ay Sgl SQQ Ay
V()

a?reikz (l._;ﬁ ik

<« <«

— > —>

alfefzki ag»cikr

1 2 T

Figura 2.4: Dispersién en una dimensién. Caso general.

Ahora consideremos las dos posibles situaciones fisicas que se muestran en la figu-
ra 2.5. Por un lado, en (a) tenemos una onda incidiendo por la izquierda, dando
lugar a una onda transmitida hacia la derecha y otra reflejada hacia la izquierda,
cuyas amplitudes llamamos ¢ y 7, respectivamente. Por otro lado, en (b) ahora la
onda incidente lo hace por la derecha, dando lugar a una onda transmitida hacia
la izquierda y la onda reflejada por la derecha, siendo ¢ y r’ las amplitudes de

transmisién y reflexién correspondientes [10].

En resumen, las soluciones en las regiones donde el potencial es cero, son

Caso (a):

el 4 re7ike (1 < 1)
bale) = (2.15)

teihe (x > x9)
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> >
> >

(a) r (b) x

Figura 2.5: Dispersién en una dimensién. Con una onda plana a) incidiendo por la izquierda con

amplitudes af =1,a =, 0L2+ =1ty a; =0,y b) incidiendo por la derecha con amplitudes

+ - + - —
a] =t',a; =0,a3 =1lyay =r1.

Caso (b):

t'e ik (r < x1)

bo@=4 (216)

e*lkx + 7,,lelkge (ZL’ > x2>
donde ¥ (x) y 1_(z) representan las soluciones cuando la onda incidente viene por
la izquierda o la derecha, respectivamente. Las amplitudes de las onda dispersadas
son cantidades complejas en general y, por lo tanto se pueden escribir como

t=|tle, r=|rle’'*

(2.17)

t/ — |t'|e_i¢f’, 7”, — |T/|ei¢r/‘

Debido a que la ecuacién de Schrodinger es lineal, cualquier combinacion de solu-

ciones es también una solucién, por lo que la solucion mas general esta dada por

U(z) = af vy (z) +(z) = agb_(z), (2.18)

Al comparar (2.18) con (2.13), vemos que

+ ikx + — 1 ,—ikx + ikx — ,—tkx
af € + (afr + apt’)e ™ = af "™ 4+ af e (x < 1)
h(x) = ;o (219)

+ — 1 pikx — ,—tkx _ ,+ ikx — ,—tkx
(af t + agr’)e™ + age™™ = afje™™ + aje (x> x1)

por lo tanto

ay r ot af
= ", (2.20)
ay t ay

10
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es decir, la matriz S estd dada por

rot
S = , (2.21)
t
que al ser unitaria [2]
STS =1, (2.22)

nos indica que
2 2 72 72
1+ [P = [+ 17 =1,
(2.23)
rt"™ + ™" =0,
con lo que se asegura la conservacién de corriente. Ademds, si existe invarianza de

reversibilidad temporal (TRI, por sus siglas en inglés), se cumple que
SS* =1, (2.24)

con esta condicién, y la de unitariedad se tienen que S es una matriz simétrica [2,10].

2.4. Matriz de transferencia M

Otra manera muy utilizada para relacionar las amplitudes de las ondas en un pro-
blema de dispersion es a través de la matriz de transferencia M, la cual relaciona
las amplitudes de las ondas de un lado de la region de dispersion con las del otro

lado. Por lo que, de la figura 2.4, tenemos que

at at My, M at
O o R T p (2.25)
Ay CL; M21 M22 CL;

Una manera de determinar los coeficientes de M es considerando que existe TRI;
por lo que, si ¢(x) es solucién a la ecuacién de Schrédinger en la regién, también lo

es Y*(x), por lo que

11
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a ™ a;” My M a;*
I IV e L. (2.26)
aj” al™ My Mo a;”

Dado que el dispersor no se altera con esta operacion, el sistema fisico no cambia vy,
por lo tanto, la matriz M es la misma. Al reordenar la ecuacién (2.26) y tomando

el complejo conjugado se obtiene también que

as M5, M5 af
=0 R (2.27)
) My, My aq
Ecuacién que al compararse con (2.27) da que
Msy = My, My = M7, - (2.28)
por lo que M tiene la siguiente forma general
My M
M=|"" TR (2.29)
My, My
Al considerar el caso (a) de la Figura 2.5, tenemos ahora que
t My, M 1
_ 11 12 ’ (2.30)
0 Mgl M22 r
y, entonces
r=—— t=—-: 2.31
Mso Moo (2:31)

Con estas relaciones obtenemos la forma final y mas 1til de la matriz de transferencia:

1o
M=|" T (2.32)
it

12
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Si ahora escribimos las funciones de la region 1 en términos de las de la region 2 y

realizamos el mismo analisis, tenemos que

+ + 1 r'* +
a a ey — T a
1 1% 1% 1
=M =" . (2.33)
_ _ r —
(y a, - 7 ay

Nétese que en la matriz M’ las amplitudes de transmisién y reflexién son las del
caso de incidencia por la derecha, ver Figura 2.5 (b). Esta matriz es la inversa de
M; al comparar las ecuaciones (2.26) y (2.33), llegamos a que la matriz M’ estd

relacionada con M de la siguiente manera

M, M L - My =M Lo
M = 11 12 = — H Pl Cl(234)
My My —7 7 —Mp My o1
es decir M7, = My, y Mj, = —Mj,, por lo que
/ / t
=t r'= e (2.35)

Vemos asi que las amplitudes de transmision inicidiendo por la izquierda o por la
derecha son iguales entre si; mientras que las de reflexion difieren por una fase, pero

la conservacion de corriente sigue siendo véalida como era de esperarse. Por lo que
MM =1, (2.36)

y ademds se cumple que [2]

det M = 1. (2.37)

El hecho de que las amplitudes de reflexién r y 7’ difieran por un factor de fase
estd relacionado directamente con la forma del potencial; analicemos la Figura 2.5
la particula incidente por la izquierda no siente el mismo efecto del potencial que la
que incide por la derecha, en otras palabras hay una diferencia en el camino éptico

que recorren ambas particulas antes de ser reflejadas por completo. En el caso de

13
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un potencial simétrico las amplitudes de reflexién son idénticas entre si: r = [11].

2.5. Coeficientes de transmision y reflexién

Hasta ahora hemos hablado de las amplitudes de transmision y reflexién y la conser-
vacion de corriente pero no hemos mencionado de dénde sale esta consideracién. A
partir de la definicién de densidad de corriente, ecuacién (2.6), es posible definir tres
densidades de corriente: j;, j; v j,» relacionados con las ondas incidente, transmitida
y reflejada, respectivamente. Con las que se obtienen los coeficientes de transmision

(T) y reflexion (R):

r=2 4y R=%L (2.38)

Ji Ji
Estos coeficientes cumplen con T+ R = 1, la cual equivale a la conservacién de
corriente, o en general de unitariedad; esto quiere decir que cada particula incidente
sera transmitida o reflejada con una probabilidad T o R respectivamente. Conti-

nuando con el caso de la Figura a 2.5, se obtiene que los coeficientes de tranmision

y reflexién son:

(Taks/m) [t}

T 1t[2, (2.39)
_ (k/m)r*
R= Ty Ir|=. (2.40)

Este caso es muy sencillo, ya que consideramos que el potencial a la izquierda y a la
derecha del dispersor es el mismo. Sin embargo, esto no siempre es asi; el caso mas
general considera una onda que viaja por una regién donde el potencial es Vi, y se
transmite a otra region donde el potencial es V5, en este caso las ondas dispersadas
de transmisién y reflexion tienen diferentes vectores de onda, como se muestra en la
Figura 2.6. Una situacién analoga ocurre en 6ptica, cuando una haz de luz viaja de

un material con un indice de refraccién n; a otro con ns,.

14
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Figura 2.6: Transmisién y reflexién: Caso general.

Entonces, al aplicar las definiciones (2.38) se obtiene la forma més general para los

coeficientes de transmisién y reflexién es decir:

(ko /m)lt?

T — = Z|t? 2.41

hky/m k’1’ B ( )
(hky/m)|r|? 9

— A/ L B ) 2.42

R hky/m I ( )

2.6. Tiempos de transporte

Otro concepto importante para el transporte electrénico cudntico esté relacionado
con el tiempo que un electron puede estar en diferentes regiones del espacio. La
pregunta: ;Cuéanto tiempo tarda una partiula dentro de la barrera antes de ser
transmitida o reflejada? no es nueva y ha sido ampliamente discutida en la literatura
pues ha sido dificil alcanzar consensos sobre que significan los muy diferentes tiempos
que han sido identificados como relevantes (Eisbund,1948; Bohm,1951;Wigner,1955)
[12-14].

Diferentes propuestas han sido estudiadas; recordemos que tanto en mecanica cuanti-
ca como en mecanica clasica el tiempo es un parametro y no una variable candnica,
lo que lleva a grandes dificultades. Al no existir un operador para el tiempo el calcu-

lo de tiempos para diversos procesos ha llevado a introducir diversos tiempos cuya
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CAPITULO 2.

interpretacion estd sujeta a debate. En este trabajo s6lo mencionamos algunos de

estos tiempos y no discutimos las dificultades que cada uno implica.

2.6.1. Tiempo de retardo de Wigner

Uno de los tiempos mas estudiados es el llamado tiempo de retardo de Wigner, el
cual fue propuesto en 1955 para un canal de dispersion [14] y que fue extendido
para multiples canales en 1960 por Smith [15]. En general, el tiempo de retardo de
Wigner mide el corrimiento de fase de la onda incidente inducido por el dispersor,
respecto al caso libre; es decir, se comparan las fases de la onda dispersada y la
onda inicidente [12,14-16]. Se define el tiempo de retardo de Wigner, Ty, como la

derivada de la fase de la onda dispersada respecto a la energia

Tw = hg—g, (2.43)

o bien, en términos del vector de onda k como

m O¢
= —— 2.44
Asi pues, podemos definir los tiempos de retardo de Wigner tanto en transmision

como en reflexion, de la manera siguiente

m gy
= —— 2.45
A T (2.45)
para transmision, y
m O¢,
= —— 2.46
"We T TR ok (2.46)

para reflexién, donde (hk/m) estd relacionado con una velocidad de fase [12].
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2.6. TIEMPOS DE TRANSPORTE

2.6.2. Densidad de estados

En nuestro trabajo es muy importante tener presente las relaciones que existen entre
las amplitudes de transmision y reflexion que se cuantifican a través de la matriz de
dispersién S que ya hemos estudiado en secciones anteriores. Ademas, las fases de
dispersion, sea de transmisién o reflexién, nos dan informacién cuantitativa sobre la
densidad de estados, N(F), también llamada densidad total, de una manera que ha
sido muy claramente estudiada, en particular, por Avishai y Band [17], en donde se

demuestra que

dgy

"N (B) - No(E)] = %,

(2.47)

donde Ny(F) es la densidad de estados en una dimensién para el caso de particula

libre.

De tal manera, que es posible relacionar la ecuacién anterior con la ecuacion (2.45)

r(N(E) ~ No(B)] = oy, (2.48)

Con esto vemos que el tiempo de retardo de Wigner nos proporciona informacion
acerca de la diferencia de densidad de estados.

2.6.3. Tiempo de transmisiéon, reflexion y estadia

En esta seccion presentamos los tiempos de transmision, reflexion y estadia intro-
ducidos por Goto, Iwamoto, M de Aguino, Aguilera-Navarro y Kobe [18]; a partir

de definir la velocidad que relaciona las densidades de probabilidad y de corriente

de probabilidad a través de la expresion siguiente

v(x,t) =

(2.49)

de manera analoga a la velocidad para un fluido.

17



CAPITULO 2.

Llamaremos tiempo de transmisién al tiempo que tarda una particula en atravesar la
barrera. El cual, en este caso se define como el reciproco de la velocidad de campo de
la particula, ecuacién (2.49), integrado sobre el ancho de la barrera. Ademas, como
se menciond anteriormente, para estados estacionarios la densidad de probabilidad
es independiente del tiempo y por lo tanto la densidad de corriente es constante.

Con esto la expresion para el tiempo de transmision esta dado por

TT:/BUC(Zi) = %/Bp(x)dx, (2.50)

donde la integral es la propabilidad de encontrar a la particula dentro de la barrera.

P:/Bp(x)dx (2.51)

Ademés de las ecuaciones (2.38) tenemos que j; = hkT/m; con esto la ecuacién

(2.50) queda

m
7 = ——P. 2.52
T = (2.52)
De aqui, vemos que si particula tiene una probabilidad muy pequena de ser trans-

mitida le tomard més tiempo atravesar la barrera [18].

De manera similar, definiremos el tiempo de reflexion

m
=——P 2.53

= hkR (2:53)

El cual nos dice el tiempo que tarda la particula en ser reflejada por completo. Es

importante aclarar que estos tiempo no son puramente cuanticos, ya que se utilizé

un argumento semiclasico para definir la velocidad.

Otro tiempo muy estudiado en la literatura es el tiempo de estadia (dwell time)
[13,15]; y esta relacionado con el tiempo que permanece la particula dentro de la
barrera sin importar como escapa. En este caso utilizamos el mismo argumento para

determinar los tiempos de transmisén y reflexion [18]; de tal manera que el tiempo
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2.7. ENTROPIAS Y LONGITUDES DE DISPERSION

de estadia se define como la probabilidad de encontrar a la particula en la barrera

entre la corriente incidente, es decir

m m
D=7 Bp(x)dx = %P. (2.54)

Vemos que cuando el coeficiente de transmisién es 1 las ecuaciones (2.52) y (2.54)
son las mismas, es decir los tiempos de transmision y de estadia son iguales; en
este caso el coeficiente de reflexién es cero, es decir la particula estd en un estado
resonante o cuasi-ligado, entonces el tiempo de reflexién es infinito. En cambio, si el
coeficiente de reflexion es 1, (2.53) y (2.54) son iguales. Los tiempos de transmision,
reflexion y estadia estan directamente relacionados con la conservacion de corriente

y debido a eso se cumple que:

== (2.55)

2.7. Entropias y longitudes de dispersion

En esta seccién estudiamos la entropia binaria de Shannon en términos de los coefi-
cientes de transmisién y dispersion. Primeramente, la entropia de transmisiéon estéa

dada por

Sy =—Tlog, T, (2.56)

mientras que la entropia de reflexién es

Sr = —Rlog, R, (2.57)

por lo que la entropia binaria de Shannon es entonces igual

StoTtar, = St + Sg. (258)
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En general, esta entropia [19] se interpreta como una medida de localizacién espacial;
entre mayor sea Storar, €l sistema estda menos localizado y viceversa, lo cual ha sido

estudiado en diferentes sistemas entre los que cabe mencionar [20]

Nosotros intentaremos dar una interpretacion en este sentido, en la cual la entropia
binaria de Shannon es una longitud inversa media en dispersion. Para llegar a esta
interpretacion seguimos una serie de conceptos bésicos que nos llevaron a definir la
longitud en transmision y la longitud en reflexion, de una manera que se detalla a

continuacion.

Primeramente notemos que los coeficientes de trasnmision y reflexiéon dependen de
la energia de los electrones incidentes, y de la forma y extension del dispersor. En
general, cuando la energia de una particula es muy grande el efecto del dispersor es
minimo y, por lo tanto, la probabilidad de transmision tiende a uno; en contraste,
si la energia es muy baja tendera a cero. Cuando la transmisién es cero, el electron
no puede cruzar el dispersor y queda confinada al lado por donde se incide; por otra
parte, cuando la transmision es uno la funcién de onda esté extendida a lo largo de

todo el espacio.

Existe ademas la muy interesante situacién de resonancia que se da cuando el coefi-
ciente de transmision tiende a uno para algunas energias bien definidas del sistema,
las cuales son llamadas energias resonantes. Para estas energias el dispersor es trans-
parente de manera efectiva. Los correspondientes estados son llamados resonantes
o cuasi ligados, los cuales se deben a la interferencia constructiva de reflexiones
multiples dentro del dispersor. Ademas sabemos que estos estados corresponden con
los estados ligados del sistema cuando éste estd perfectamente confinado; cuando
se estudia el transporte dependiente del tiempo, se observa que en estos estados el

electrén pasa un tiempo muy grande dentro del dispersor [21]

Consideremos ahora sistemas 1D con un gran nimero de dispersores dispuestos a lo
largo del sistema; existen dos situaciones extremas: sistemas ordenados y sistemas

desordenados.

En el primer caso, sistemas ordenados, los dispersores son del mismo tipo entre si, es
decir, tenemos un cristal ideal, para los cuales es conocido que el espectro energético

se compone de bandas de conduccion bien diferenciadas entre si; los estados en
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2.7. ENTROPIAS Y LONGITUDES DE DISPERSION

estas bandas estan extendidos por todo el sistema por igual y, naturalmente, la

transmision a través del sistema es perfecta [22]

En contraste, los sistemas desordenados presentan el fenémeno de localizacion de
Anderson [23], cuya esencia es que, a pesar de que la densidad de estados sea dife-
rente de cero, sin importar la energia, los electrones estan espacialmente confinados
dentro de una region finita cuya extension se llama longitud o rango de localizacion.
En este caso, si la longitud del sistema es mayor que el rango de localizacién, el
coeficiente de transmisién tiende a cero. En resumen, para un sistema desordenado

con N dispersores se tiene que [23]

< Ty >=exp —2N/E, (2.59)

donde € es el la longitud de localizaciéon adimensional, ya que se utiliza alguna lon-
gitud a tipica del sistema como unidad de longitud. El principal resultado obtenido
es que & es siempre diferente de cero para sistemas 1D para cualquier grado de
desorden. Al considerar todo esto, definimos ahora dos longitudes en dispersion pa-
ra sistemas con un sélo dispersor; la longitud en transmision, &, v la longitud en

reflexion, £, respectivamente son:

2
= —— 2.60
&r log, T" ( )
y
2
= — . 2.61
€r log, (2.61)

por lo que la entropia binaria también la podemos definir en términos de estas

longitudes de dispersion

5p= 2L (2.62)
&

Sp =28 (2.63)
&r

S = Sr + Sa. (2.64)
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En transmisién vemos que si 7' = 1, y por lo tanto R = 0 entonces Sr = 0 y tenemos
también que &p diverge, es decir, la longitud efectiva de transmisién es infinita, la
particula siempre es transmitida y por lo tanto el dispersion. Sin embargo, si T' = 0,

&r = 0 por lo tanto no hay transmision.
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Capitulo 3

Transporte electréonico cuantico:

Una dimension

En este capitulo analizamos dos casos particulares unidimensionales que son de
interés basico pues proporcionan informacién de propiedades importantes que son
la base para entender las situaciones mas complejas que se presentan en sistemas de
dos o mas dimensiones; ademas, permiten calculos analiticos en la mayoria de los

casos [9,12].

En el primer caso que consideramos en este capitulo estudiamos una particula en
presencia de una barrera delta de Dirac; mientras que en el segundo, hay dos barreras

delta de igual opacidad, que estdan separadas por una distancia L entre si.

En ambos casos, resolvemos la ecuaciéon de Schrodinger para obtener los coeficientes
de transmision y reflexion, asi como los diferentes tiempos de transporte que discuti-
mos en el capitulo anterior. Ademas, en el caso de la doble barrera delta presentamos

también las entropias de dispersion.

3.1. Barrera delta

Consideremos una particula moviéndose sobre el eje x con un potencial dado por

V(z) = Bo(x), donde definimos a B como la opacidad de la barrera. La ecuacién
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(2.8) queda

h2 32
_— =F . 1
() + o)) = B () (3.1)
En este caso el sistema no cuenta con una unidad de longitud natural, es por ello

que proponemos el cambio de variable z = x/ag, donde ag es un radio de Bohr, por

lo que de la ecuacién (3.1) obtenemos

0w+ Lsye) = B, (3.2)

2mad 022 ag

la cual es adimensional.

Por la naturaleza de la funcién delta, sabemos que §(z) = 0 para z # 0, en cuyo
caso tenemos una particula libre y, por lo tanto, las funciones de onda a la izquierda

y a la derecha del potencial delta estan dadas por

w[(z < O) :AJreikz_i_Afefikz’

. . (3.3)
YP(x > 0) = Btel** 4 Bme 72,
donde k = \/2ma3E/h?.
Estas soluciones deben ser continuas en z = 0,
Pz =07) =y (z=07), (3.4)

y ademads, la derivada cumple con una condiciéon de continuidad que obtenemos a
continuacién. Integrando la ecuacién (3.2) desde un punto z = 0~ a x = 0, se

obtiene que

0P (2)

o' (2)
0z +

z=07* 0z

+ay?(0) =0 (3.5)

z=0
donde o = 2map3/h?%; es un factor de opacidad y también es adimensional.
Consideremos el caso mostrado en la figura 3.1, en donde se tienen dos regiones para
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3.1. BARRERA DELTA

describir un estado estacionario; en la region a la izquierda de la barrera se tiene la
superposicion de una onda incidente de amplitud 1 con una onda reflejada, mientras
que en la region a la derecha, sélo se tiene una onda transmitida, de tal manera que

las funciones de onda para cada regiéon son

’QDI(Z) — eikz + ,r,e—ikz’

| (3.6)
@Z)D(Z) — telkz‘
(87
eikz teikz
Onda incidente —>> : —>  Onda transmitida
|
Onda reflejada  <«—— |
etk |
|
|
2< 00 (2) 1| 2>0,0"(2)
7=

Figura 3.1: Barrera delta. La funcién de onda por la izquierda de la barrera tiene amplitudes
At =1y A~ = r; mientras que por la derecha B* =ty B~ = 0.

Al aplicar las condiciones de frontera (3.4) y (3.5), obtenemos dos ecuaciones lineales

para t y r,

14+7r=t,
(3.7)
—ikt +ik(1 — 1)+ at =0,
cuya solucién es
2k 1
¢ (3.8)

T 2%k +ia 1+ (i/2k)

25



CAPITULO 3.

. a2k
2k +ia 1+ (ia/2k)
De donde se sigue que los coeficientes de transmision y reflexion son
1 2k /a)?
T = |t = __(@k/a) (3.10)
1+ (a/2k)? 14 (2k/a)?
2k)? 1
B2 = - 3.11
I = T e2hE T 1T @ (3:11)
que claramente satisfacen la condicién de conservacién de corriente,
T+R=1. (3.12)

En la figura 3.2 se presentan las graficas para las expresiones (3.10) y (3.11) respecto

ak,cona=1.

o 5 10 15 20
k

Figura 3.2: Coeficientes de transmisién y reflexién para una barrera tipo delta de Dirac.

Vemos que el coeficiente de transmision 7' — 1 conforme vamos aumentando la
energia, mientras que R — 0, pues en este caso el efecto de la barrera se vuelve

despreciable.

Recordemos que ¢ y r también pueden escribirse en términos de sus fases y amplitu-
des; basta con escribirlas como z = a + ib, por lo que la amplitud es |z| = va? + b?,
mientras que la fase es ¢ = arctan (Im(z)/Re(z)), y entonces las fases de transmisién

y reflexion respectivas son:
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3.1. BARRERA DELTA

Q@
o =tan! (=), (3.13)
2k
¢, = tan™! (——) : (3.14)
a
Estas fases cumplen con la condiciéon tan ¢;tan ¢, = —1. Con estas expresiones

analiticas podemos calcular los tiempos de retardo de Wigner, tanto para trans-
misién, como para reflexion de acuerdo a lo definido en el capitulo 2.6; ecuaciones

(2.45) y (2.46). Los tiempos de retardo de Wigner para un barrera delta son entonces

ma3  o)2k?
7—VVT - )
Rk 1+ (aj2k)

ma3 2/«

hk 1+ (2k/a)?

TWR

Definimos la cantidad 7o = ma?/h, para escribir las ecuaciones anteriores como

1 2/«

T3 T+ (2k /) (3.15)

TwWr = Twg =

de donde se sigue que 7 es la unidad de tiempo de nuestro sistema.

Como nuestro andlisis es mas general en la figura 3.3 graficamos la razon entre

Twy/To Y Twy/To respecto a la energia.

Para el caso de una barrera delta tenemos que los tiempos de retardo de Wigner
para transmision y reflexién son iguales entre si. Esto quiere decir que la accién de
la barrera delta en las fases es la misma sin importar si la particula es transmitida
o reflejada en correspondecia a un dispersor de ancho nulo. Ademads, para energias

muy pequenas estos tiempos se vuelven més largos.
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10
o8 |

.
04 _____ T |
02\ {

00 T— -

Figura 3.3: Tiempos de retardo para transmisién y para reflexién para el caso de una barrera
delta.

3.2. Doble barrera delta en una dimension

Ahora analizamos cuando el dispersor consiste de dos deltas de Dirac separadas una

distancia L entre si. Sea el potencial

V(z) = Bi6(z) + B26(x — L), (3.16)

donde 81 v B2 son las respectivas opacidades de las deltas. Entonces, la ecuacion de

Schrodinger independiente del tiempo es

h? 02
o a2 (x) + (B16(x) + B20(x — L)Y (x) = Evp(z). (3.17)
A diferencia del caso anterior, ahora podemos tomar L como unidad de longitud con

el fin de adimensionalizar la ecuacién anterior. Entonces con z = z/L tenemos que

82

022

(2)+ 22 (316(z) + iz — D)is(z) = 2

W(z). (3.18)
Nétese que esta ecuacién es completamente similar a (3.1), por lo tanto, la forma
de las soluciones seran parecidas entre si.

En este caso tenemos tres regiones que describen un mismo estado estacionario de

interés, a través de la superposicion de estados correspondientes a ondas viajeras
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aq a9
eikz O(+)eikz ik
— — te
E—
. { . |
T,ezkz | C(—)e—zkz I
| |
| |
| |
| |
7=10 z=1
L

Figura 3.4: Doble barrera delta.

que se propagan de izquierda a derecha y de derecha a izquierda. En la regién I
se tiene una onda incidente de amplitud 1 con una onda reflejada; en la regién II

tenemos una onda que viaja de izquierda a derecha, e?*?, y otra que viaja de derecha

a izquierda, e~**?, cuyas correspondientes amplitudes denotamos por C* y C); por

ultimo, en la regién III se tiene la onda transmitida, figura 3.4. Entonces para cada

regiéon la funcion de onda esta dada por

U(z < 0) =e* +re 7,
V(0 <z < L) =0 4720 (3.19)
U(z > L) =%,

en este caso k = \/2mL2E/h?.

Estas ecuaciones deben cumplir las condiciones de frontera, (3.4) y (3.5), en z = 0

y z =1, por lo que

1+7—(CH+00)) =0,

—ik(CH — CN +ikr + ay (CH + 0 =0
CHelk 4 0F)e™F — telk = 0,

—ikte 4+ ik(CHek — CHe ) 4 aytel® = 0,

(3.20)
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donde ay = 2mLB,/h* y as = 2mLf,/h?; de donde se obtiene que

Qik(al + 06262ikL — Qg + 06104262ikL)

- 4k2 + QZk(Oél + CKQ) — Qg + OélOégeka

B 4k?
T 2z’k(§‘1 +02) —anon + arapett (3.21)
o _ 2k* + ikovo
a1(2ik — g + ape?itl)
o) _ ikope?kl

o (2ik — g + ape?iklD)
Las amplitudes de transmision y reflexiéon son t y r, respectivamente, y por lo tanto

los coeficientes de transmision y reflexién son
T = |t]? (3.22)

R=r|? (3.23)

tomando a; = ap = «, estos coeficientes quedan expresados como

16k*
T= 24
(4k? + o2)* + 402(4k? — a?) cos 2k + 16ka® sen 2k’ (3:24)
R 402 (2k cos k + asen k)? (3.25)

(4k? + V2)4 + 4a?(4k? — o?) cos 2k + 16kas sen 2k

En la figura 3.5 se presentan los coeficientes T'y R para diferentes valores de «, en las
graficas (a) y (b) tenemos el casos de v = 1, en este caso observemos como la doble
barrera es casi transparente para la particula conforme aumentamos la energia; sin
embargo, si aumentamos « el efecto de cuasi-confinamiento entre las dos barreras se
vuelve mas evidente, y se aprecian mucho mejor los estados cuasi-ligados, como se
muestra en el resto de las graficas de esta misma figura, para los casos de a =5y

a = 10.

Los maximos en las graficas del coeficiente de transmisiéon 7' representan las reso-
nancias del sistema, estados cuasi-ligados para las energias correspondientes; para

estas energias la particula permanece un tiempo muy largo dentro del pozo antes
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1.0F ‘ ‘ ‘ 3 1.0F ‘ ‘ ‘ b 4
0.8- (a) 0.8F ( )
0.6F 1 0.6F
= ~
04t 1 04f
0.2¢ b 02f
0.0F ‘ ‘ ‘ J 0.0F
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k k
1.0F ‘ ‘ ‘ 4 1.0F ‘ ‘ ‘ g
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0.6F . 0.6F
= ~
04f . 04f
0.2¢ h 02L
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1.0F ‘ ‘ ‘ g 1.0F ‘ ‘ ‘ 1
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Figura 3.5: (a) Coeficiente de transmisién Ty (b) Coeficiente de reflexién R para o = 1, (c)
Coeficiente de transmisién T' y (d) Coeficiente de reflexiéon R para o = 5, (e) Coeficiente de
transmisién Ty (f) Coeficiente de reflexién R para a = 10.

de ser transmitida y este tiempo estd relacionado con el reciproco del ancho de la

resonancia [11,21].

Es importante notar que en la regién entre las dos barreras el espectro de energias
esta relacionado con el de un pozo infinito de potencial

h?r?n?

= — 2
" 2mlL?’ (3:26)

siendo la diferencia que en la doble barrera delta, las paredes permiten que la particu-
la sea transmitida y reflejada; entonces existen estados llamados cuasi-ligados o re-
sonantes, los cuales ocurren cuando la energia es cercana a la de algtin eigenestado

del pozo infinito de potencial. Este fenémeno es analogo al de un interferometro
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de Fabry-Pérot estudiado en optica fisica. Los estados resonantes tienen una firma
muy especial: '~ 1. La ventaja de tratar problemas en una dimensién es que por lo
general se pueden obtener expresiones analiticas de los coeficientes de transmision y
reflexion; ya encontramos las amplitudes de la funcién de onda en cada regién, asi
como los coeficientes de transmisién y reflexién. Ademas, los tiempos de retardo de
Wigner como funcién de los pardmetros del sistema estan dados por las siguientes

expresiones

(8K — (o — 2)a? + a(—4k?* + (o — 2)a) cos 2k — 4k(a — 1)asen 2k
k(8k* + 4k2a? + ot — a?(a? — 4k?) cos 2k + 4ka? sen 2k)

TWT = 70

(3.27)

a?(4k* + ® + 2k%a(o + 2) — o cos 2k + 2ka” sen 2k) (3.28)

TWr = T0 4k (42 (k2 + o2) cos? k + 4ka? cos ksen k + (4k* + a*) sen? k)’

donde 7y es nuestra unidad de tiempo, como lo vimos la seccién anterior, sin embargo
es importante tener en cuenta que en este caso nuestro sistema si cuenta con una
longitud natural, la distancia L entre las deltas, y por tanto la forma de este 7y para

este caso tiene la forma

70 = mL*/h (3.29)

Como ya mencionamos el tiempo de retardo de Wigner refleja el cambio de la fase
al cruzar la barrera con respecto a la fase de la onda cuando no hay dispersor. En
la figura 3.6 se presentan tres casos: @ = 1, « = 5y a = 10, como se hizo en
la seccion anterior para los coeficientes de transmisién y reflexién. Lo primero que
podemos observar en estas gréaficas es que estos tiempos tienen un méaximo en las
energias resonantes, lo que nos indica que en estos estados cuasi-ligados la fase de la
funcion de onda tiene un mayor corrimiento. La linea punteada de las graficas es la
densidad de estados en una dimensién para particula, 1/k, asi que también podemos
concluir que los tiempos de retardo de Wigner son proporcionales a la densidad de
estados; por lo tanto, en las resonancias se acumulan un mayor nimero de estados

y el tiempo de retardo se ve incrementado.

Uno de los problemas en mecanica cuantica es que no hay un operador que defina
el tiempo, y por ello se pueden definir tiempos de transporte de diferentes maneras;

asi que ahora veamos el comportamiento de los tiempos de estadia, transmision y
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Figura 3.6: Tiempos de retardo de Wigner para la doble barrera con (a) a =1, (b) a =5y (c)
a = 10. Ny representa la densidad de estados en una dimensién cuando no hay potencial.

reflexién definidos en el capitulo anterior, ecuaciones (2.54), (2.52) y (2.53).

En la figura 3.7 se muestran las graficas para estas ecuaciones, en las cuales es facil
apreciar que cuando el coeficiente de reflexién es igual a 0, es decir, en los estados
cuasi-ligados, el tiempo de reflexion se vuelve infinito y por tanto los tiempos de
transmision y estadia son iguales, ecuacion (2.55). Si el coeficiente de reflexion es 1,
el tiempo de transmién se vuelve infinito y en este caso los tiempos de reflexiéon y

de estadia son iguales.
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e
| (a)
3] ]
2|
1|
0= 2 4 6 8 10
k
| (b)
3 ]
2|
O T
k
| (c)
30 ]
2|
ol 2 i e 810
k

Figura 3.7: Tiempos de transmisién, reflexién y estadia para la doble barrera delta
de Dirac con (a)a =1, (b)a =5y (c)a =10

3.3. Entropia en una dimension

En esta secciéon presentamos un conjunto de resultados para las entropias de disper-
sion introducidas en el capitulo 2, en donde vemos que la interpretacion en términos

de localizacién del sistema resulta ser de utilidad.

En la figura 3.8 graficamos las entropias Sr, Sg v Storar para diferentes valores de
a, asi como las respectivas longitudes de dispersion. En ella es posible observar que

cuando se tiene un minimo en las entropias la longitud en transmision &£ se va a
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3.3. ENTROPIA EN UNA DIMENSION

infinito, mientras que la longitud en reflexi’on £g es cero.

Ademas en la figura 3.9, observamos que los méaximos de T coincidan con los mini-
mos de Storar, 0 bien, estos maximos corresponden a una longitud en transmision
infinita. De tal manera que la particula estd menos localizada en los estados cuasi-
ligados en los cuales sabemos que la particula emplea un tiempo largo, tiempo de

resonancia, en la zona dispersién.

Ademds, podemos observar que la entropia Storar, es méxima cuando 7 = R = 1/2.
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Figura 3.8: Entropias y longitudes de dispersién para la doble barrera delta con (a)-(b) «
(¢)-(d) a =5y (e)-(f) a = 10.
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Figura 3.9: Entropfa StoTaL y coeficiente de transmisién 7' con (a) a

a = 10.
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Capitulo 4

Transporte electréonico en sistemas
mesoscopicos confinados sobre

superficies cilindricas circulares

En este capitulo estudiamos un sistema mesoscopico de electrones que se mueven
libremente sobre la superficie de un cilindro de radio pg, en presencia de potenciales
tipo delta de Dirac en la direccion axial, y con amplitudes moduladas en la variable

angular en general, especificamente analizamos potenciales tipo flores de Dirac.

4.1. Barrera delta sobre la superficie del cilindro

Consideramos primero el caso més general sobre la superficie de un cilindro de radio

po, en presencia de un potencial V' (yp, z') cuya forma es

Vi, 2') = 6(z' — z0)v(e), (4.1)

donde en este caso v(p) es arbitrario.

La ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo, ahora en dos dimensiones, y



4.1. BARRERA DELTA SOBRE LA SUPERFICIE DEL CILINDRO

o

7

2o

Figura 4.1: Una barrera tipo delta de Dirac en la direccién z

en coordenadas cilindricas circulares, se escribe como

h2
_%vgqj((pvzl) + V((,D,Z,)\I/(QD7Z/) = E\II((,D,Z,)7 (42)

2 2 . . ,
donde V2% = [687 + %%]; cuyas eigenfunciones y energias cuando V'(p, z) = 0 son

eikz 2! eiltp

V2r

R*k? RA

= (p|A) &= E .
(Pl e™= g om 2

Ui(p, 2) = (4.3)

Al graficar F respecto a k, con una [ dada, se obtienen las curvas de energia, figura
4.2; es decir, £ = Ej(k,). De tal manera que, cada nivel energético esta asociado a

un canal o modo transversal determinado por ¥;(¢p, z/).

\ E

N
>

k.

Figura 4.2: Curvas de energia E = FEj(k,) para una particula moviéndose sobre la
superficie de un cilindro.
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CAPITULO 4.

Clasicamente, si el momento angular [, de ¥,;(¢p, 2’) es cero, la particula sigue una
trayectoria en linea recta paralela al eje z, (ver figura 4.3); en este caso la direccién
esta determinada sélo por el signo del momento lineal p,, es decir, cuando p, > 0 la
particula viaja en direccion paralela al eje positivo de z, mientras que cuando p, < 0

lo hara en sentido opuesto.

Y

Po

Figura 4.3: Trayectoria clasica de una particula moviéndose sobre la superficie del
cilindro con p, >0y [, = 0.

Cuando 1, # 0, V;(p, 2') describe una trayectoria en forma de hélice que se enreda
a la derecha o a la izquierda dependiendo del signo de los momentos p, y [, figura
4.4b. Si consideramos p, > 0, cuando [, > 0 la trayectoria gira en sentido contrario
a las manecillas del reloj, es decir se enreda hacia la izquierda, mientras que cuando
[, < 0 la trayectoria gira en sentido a las manecillas del reloj, por lo tanto en este

caso la hélice se enreda hacia la derecha.

(a)l, >0

(b) 1, <0

Figura 4.4: Trayectorias cldsicas de una particula moviéndose sobre la superficie del cilindro con
p. >0yl #0.
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4.1. BARRERA DELTA SOBRE LA SUPERFICIE DEL CILINDRO

En el analisis cuantico obtienen estas trayectorias cuando se considera la evolucion
temporal de W;(ip, 2'), es decir ;(p, 2/;t) = ¥;(p, 2 )e " E4" 1o cual no es el propdsi-

to de este trabajo pero resulta muy ttil tenerlas presente.

Cuando el potencial V (¢, 2’), (4.1), esta presente y considerando el cambio de va-

riable z = 2’/py en la ecuacién (4.2) se tiene

0? 0?
—[@ - a—(pz]‘lf(% z) +w(p)d(z — 20)¥(p, 2) = €¥(p, 2), (4.4)
donde
2mpj 2mpg v(p)
— ) 4.5

ademds, de la ecuacién (4.3) se observa que si el momento angular y la energia estan

dados es posible determinar k., de la siguiente manera

kb, =Ve— 2=k, (4.6)

Entonces, como vimos para el caso en una dimension, lejos de la delta la solucién
coincide con la particula libre, por lo tanto para un momento angular y una energia

dados se tiene

1 o
Vi(p,2) = —27Te‘l@(elklZAl(+) +e iz A), (4.7)

Esta solucion debe cumplir las siguientes condiciones de frontera en la posicion

longitudinal del potencial, es decir en z = 2,

U(p,2) = ¥, ) (4.8)
ov ov
= . + 5, - + w(p)¥(z9) = 0. (4.9)
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CAPITULO 4.

Identificamos asi dos regiones importantes, figura 4.5. En la regién I se tiene la
superposicion de la onda que incidente con momento angular A y la onda refleja-
da, mientras que en la region II se tiene la onda transmitida. Es importante tener
presente que las ondas de dispersion pueden transmitirse o reflejarse a través de

cualquier otro estado, no necesariamente lo haran por el canal |\).

A
RY;
—

z —
<« —_— >
<«

i 0=0 iy

Figura 4.5: Regiones de dispersién sobre la superficie del cilindro.

Onda Incidente:

Ua(p,2) = (p|A) e (4.10)
Onda Reflejada:
Ua(p,2) = Y (pll)e Al (4.11)
l=—00
Onda Transmitida: -
Ui(p.2) = > (pll)et=B}) (4.12)
l=—00

Entonces la funcién de onda total para cada una de las regiones para z # 0 son

Wi(p, 2 < 0) = (A) ™ + 37 (pliy e T2A[), (4.13)
l=—00
W(p2>0)= Y (pll) =B}, (4.14)
l=—00

Como ya sabemos la funcion de onda y su derivada deben ser continuas en la frontera,

para ello aplicamos las ecuaciones (4.8) y (4.9) en zp =0
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4.1. BARRERA DELTA SOBRE LA SUPERFICIE DEL CILINDRO

) + 37 (el A = S (el B, (4.15)
l=—00 l=—00
ik Y (ell) B =ik (0l N +ik > (o) A = S w(e) (ll) B = 0. (4.16)
l=—00 l=—00 l=—00

Para resolver este sistema de ecuaciones utilizamos el método de acoplamiento de
modos (Mode Matching Method, MMM), el cual consiste en multiplicar las ecua-

ciones (4.15) y (4.16) por {p|m)" e integrar sobre ¢, después de lo cual obtenemos

que
S + Omg A\ = 6,005 (4.17)
ik Oma BS\ = kb + ik AL — > waa By =0 (4.18)
l=—00
donde
Wiy = (mlw(@)|l), (4.19)

representan la amplitud de probabilidad de transicién entre los estados angulares m

y [, lo cual nos indica que existe un proceso de acoplamiento de modos.

Despejando Afgz\ de (4.17) y sustituyendo en (4.18), se obtiene

[e o]

20k 0m 1 — Wiy B = 20k 0m 4.20
) ) l,)\ )

l=—00
o bien,

M |[By) = 2tk Vi), (4.21)

con

MmJ = 2ka5m,l — Wm,1- (422)

La ecuacion (4.21) representa un sistema infinito de ecuaciones lineales algebraicas.

(+)

1> Para esto es necesario

. . . (-)
Nuestro propésito es determinar las amplitudes Am Ay B
truncar el sistema y resolverlo numéricamente, asegurando una buena convergencia.
Una vez que se obtienen estas amplitudes estudiamos las propiedades de transporte

electréonico de este sistema.
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CAPITULO 4.

Ahora, con la solucién (4.7) y la relacién (4.6) es posible identificar dos casos:

1) Sil? < e entonces k; es real y por lo tanto la solucién W§(yp, 2) oscila, es decir
las funciones de onda son ondas planas, lo que permite que el canal |I), puede

transmitirse a través de la barrera; entonces se dice que el canal es conductor.

2) Si [? > ¢ entonces k; es compleja dando lugar a exponenciales reales en la
Us(¢, z) que decrecen, a este tipo de soluciones se les conoce como ondas

evanescentes. En este caso el canal |I) no conduce.

Regresando al caso de la figura 4.5, tenemos una particula incidiendo por un ca-
nal [)\), el cual es conductor (A% < €); pero que al ser dispersado por la barrera la
particula se transmite o refleja por cualquier canal debido al acoplamiento entre los
canales generado por w, . Es decir, w,, \ representa una amplitud de probabilidad
de que una particula incidiendo en la regién de dispersién por el canal |\) se trans-
mita o se refleje por el canal |m). Esta es la principal diferencia entre los casos de
potenciales tipo delta en una dimensién y en dos dimensiones. Recordemos que en
nuestro modelo la particula incidente puede ser elasticamente dispersada hacia cual-
quier de los canales o modos, sean conductores o evanescentes, ya que esta conserva

su energia inicial en todo momento.

De aqui la importancia de los casos 1) y 2) mencionados arriba, ya que si la onda se
acopla a un estado con menor energia que la inicial, el canal seguira siendo conductor;
mientras que si lo hace a un estado con mayor energia que la inicial el estado sera
evanescente, la onda experimenta un proceso de tunelaje.

Todo lo anterior afecta la posible trayectoria de la particula al atravesar la regiéon

de dispersion, se dice el potencia cambia la quiralidad del sistema.

Los coeficientes de transmisién y reflexién para cada posible canal conductor inci-

dente estan dados por las siguientes expresiones

A
max k,’l|Bl7A|2
l:_)\maz
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4.1. BARRERA DELTA SOBRE LA SUPERFICIE DEL CILINDRO

A
mazx k’l’Al7A‘2
l:_)\maz

mientras que el coeficiente de transmision y reflexion totales, son iguales a la suma

de las expresiones anteriores

)\maz

- ) T, (4.25)

I=—Amaz

A7r7.n.:L‘

R= > Ry, (4.26)

l=—Amaz

con |Apmaz| = [Vl

Los coeficientes de transmisién y reflexién para cada canal conductor deben cumplir
que T\ + Ry = 1 y por tanto los coeficientes totales con T'4+ R = N, lo cual asegura

la condicion de unitariedad y la conservacién de corriente.

Identificamos con A a un estado conductor, estos estados estan acotados por la
energia total del sistema. Para que un estado sea conductor se tiene que cumplir que
A2 < €, entonces |Anaz| = [V€]; es decir, [A\az| estéd determinada por la parte entera

de /€ y los estados o canales conductores del sistema son —Aae < A < Mnae-

El nimero total de canales conductores para cierto valor de € estd determinado por

Ncond = 2’)\ma1" + 1. (427)

Como se mencioné anteriormente, la ecuacién (4.21) representa un nimero infinito
ecuaciones lineales acopladas, es decir la matriz Ml contiene un ntmero infinito de

elementos.

Para poder resolver aproximadamente el sistema realizamos un proceso de trunca-

miento en el cual el tamano de la matriz M es de Npue X Nppaz, donde

Nopaw = 2Noong 4+ 1. (4.28)

Esta condicion se escoge con el fin de asegurar una buena convergencia.

45



CAPITULO 4.

4.2. Modulaciéon con una flor de Dirac

A continuacién analizamos el mismo caso de tener un potencial tipo delta de Dirac
en la direccién axial, ecuacién (4.1), pero ahora con un potencial w(yp) especifico,
(4.29); al cual identificamos a partir de aqui como flores de Dirac de la siguiente
forma:

00 Co
elqlcp ily

w(p) = Z 1 (4.29)

l=—00

donde « es la amplitud, ¢ determina el nimero de pétalos, v es el angulo de desfase

y p es un nuimero entero.

Si graficamos este potencial, en coordenadas polares, dejando fijos todos los parame-
tros excepto ¢, ver figura 4.6, es posible notar que el potencial tiene una forma

sugestiva de los pétalos de una flor.

En este caso, para resolver aproximadamente la ecuacién (4.21) los coeficientes wy,

son

eim;n
m—n\2 )
(m=my + 1

Y

(4.30)

Wiy p = Q1

En la figura 4.7 se muestran las graficas de los coeficientes de transmisién y reflexion
para los primeros 5 posibles canales incidentes, en este caso en el que el potencial

w(p) es una flor de Dirac con dos pétalos.

Al observar la figura 4.8 vemos que la condicién anterior para el tamano de la
matriz M nos da una buena convergencia, ya que se cumple exactamente la condicién
T + R = Ncyng- Si se aumenta el numero de pétalos de la flor, figura 4.9 y figura
4.10, ahora con cinco pétalos vemos que el comportamiento de los coeficientes de

transmision y reflexion Ty y Ry, es similar.
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(a) i (b)

© (d)

Figura 4.6: Flores de Dirac variando el pardmetro q. (a)g =2, (b)g =3, (c)g =4y
(d)q=>5. En todos los casos a =3, p=4y v = 0.
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Figura 4.7: (a) Coeficiente de transmisién T y (b) Coeficiente de reflexién Ry para a = 1, (c)
Coeficiente de transmisién Ty y (d) Coeficiente de reflexién Ry para a = 5, (e) Coeficiente de
transmisién Ty y (f) Coeficiente de reflexién Ry para a = 10 para los primeros 5 posibles canales
incidentes, con una flor de Dirac con dos pétalos donde p =4, v = 0.
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o )

k

Figura 4.8: Coeficientes de transmisién y reflexién totales con (a) o =
para una flor de Dirac con dos pétalos p =4, v = 0.
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A=0

A=1l =-=-=-- A=— A=2 A=—

Figura 4.9: (a) Coeficiente de transmisién T y (b) Coeficiente de reflexién Ry para a = 1, (c)
Coeficiente de transmisién Ty y (d) Coeficiente de reflexién Ry para a = 5, (e) Coeficiente de
transmisién Ty y (f) Coeficiente de reflexién Ry para o = 10 para los primeros 5 posibles canales
conductores incidentes, con una flor de Dirac con cinco pétalos donde p = 4, v = 0 y diferentes a.
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Figura 4.10: Coeficientes de transmisién y reflexién totales con (a) a =1, (b) a =5y (¢) a = 10
para una flor de Dirac con cinco pétalos donde p =4y v =0.
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4.3. Modulacion con dos flores de Dirac

Ahora analicemos el caso donde el potencial tiene la forma

0(z)wn 2o = 0,
Vip,z) = Fnle) ’ (4.31)

0(z = L)wy(p) 2 =L,

2D

Do

Figura 4.11: Dos barreras tipo flor de Dirac.

Siguiendo el mismo desarrollo que en la seccién 4.1, podemos identificar tres regiones
sobre la superficie del cilindro, figura 4.12; en la regién I se tiene la onda incidente
con momento angular A y las ondas reflejadas por la primera barrera, en la regiéon
IT las ondas que atravesaron la primera barrera y las ondas reflejadas por la segun-
da barrera, finalmente en la regién III sélo se tienen las ondas que atravesaron la

segunda barrera. De tal manera que las funciones de onda para cada regién son
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Figura 4.12: Regiones de dispersion sobre la superficie del cilindro en presencia de
dos flores de Dirac.

Regién I
Uy (p, 2 < 0) = (p|l)e™ 4 Z <g0|l)e_ik*ZA§;\) (4.32)
l=—00

Regién 11

Ua(p,0 <z <L) =Y (o)™ CT + Y (elhe ™ CY (4.33)
l=—0c0 l=—o00

Region 111

Ua(p2) = Y (el By (4.34)
l=—00

Al aplicar las condiciones de frontera (4.8) y (4 9) se tiene un sistema de 4 ecua-
ciones con 4 incégnitas, Al(;), B, K), a +) y Cz 15 v siguiendo el procedimiento com-
pletamente analogo al caso de una ﬂor de Dirac, es decir, utilizamos el método de

acoplamiento de modos (MMM) para reducir el sistema. Entonces, obtenemos que

- Z wi A + Z 2ikmOm — wioye™ )T L B = ik 8,0 + wlly (4.35)
l=—00 l=—00
Z (2ikm Oy — wi)) A + el Z we®ME B =~ (4.36)
l=—00
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donde o
1 q 0%
wh =g 2 1
m,n (mq;n)Zp + 1’
o . (4.37)
ol
wl), = TRy
"
Las ecuaciénes (4.35) y (4.36) se escribe en forma matricial como
M, [Ax, By) = [Va) (4.38)

donde M, es una matriz compuesta por 4 matrices diferentes

_W(l) M267ikmL
M, = | : (4.39)
_Ml W(2)ezkmL

con

)L m,l’
My, , = 2ikbp) — W), (@.a0)
1 1 ’
Wa) = wh),
W(2)m [ — wg)l

Estas ecuaciones representan un sistema infinito de ecuaciones lineales acopladas; el
cual resolveremos numeéricamente mediante un proceso de truncamiento similar al

caso de un barrera, seccién 4.1.

En este caso la matriz es un poco mas compleja que la M, compuesta por 4 ma-
trices diferentes cuyos tamanos estan determinados como en el caso anterior por la

condicién de

Niaz = 2Neona + 1. (4.41)
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4.3. MODULACION CON DOS FLORES DE DIRAC

4.3.1. Dos flores de Dirac en fase

En esta seccion se presentan diferentes graficas para el caso de tener las dos Flores

de Dirac en fase, con v = 0.

En las figuras 4.13, 4.15, 4.17 y 4.19, se observan las graficas del coeficiente de
transmision T para los primero cinco canales incidentes posibles considerando en
cada caso que ambas flores tienen 2, 3, 4 y 5 pétalos, respectivamente; en todos las
graficas se observa que si se incide en alguno de los canales A = +1, A = 42, se
tiene la misma probabilidad de transmisién y también el mismo momento angular,
es decir, la quiralidad no se ve afectada en estos casos. Si observamos los coeficientes
W, tenemos que para el caso de dos pétalos todos los canales estan acoplados;
conforme vamos aumentando el nimero de pétalos estos se van desacoplando. Por
ejemplo, para energias pequenas con tres pétalos se desacoplan los canales A = +1;
con 4 pétalos estan desacoplados A = 1 y A = 4+2; con 5 pétalos se tienen A = +1,
A = £2y A = 43 desacoplado y asi sucesivamente. Al considerar las dos flores sobre
la superficie del cilindro tenemos un acoplamiento efectivo, que esta mayormente
determinado por el acoplamiento de la primera flor. Esto tltimo lo podemos observar
a detalle en los casos de la figura 4.21, con 2 y 3 pétalos, y figura 4.23, con 5 y 2
pétalos. En la figura 4.21 todos los canales estan acoplados, mientras que en la figura
4.23 se desacoplan los canales A = £1, A = +2 y A = 4+3. Ademads vemos que la
probabilidad de transmitirse, si se incide en alguno de los canales A = £1, A = 42,
sigue siendo la misma entre |A|, asi como la conservacién de quiralidad para cada
canal. En todos los casos vemos que cumplen con conservacion de corriente, figuras

4.14, 4.16, 4.18, 4.20, 4.22 v 4.24.
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Figura 4.13: Coeficiente de transmisién Ty con (a) a = 1, (b) @ = 5 y (¢) a = 10 para los
primeros 5 posibles canales conductores incidentes, con dos flores de Dirac con dos y dos pétalos
respectivamente donde p =4, 1 =0, v = 0.
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Figura 4.14: Coeficientes de transmisién y reflexién totales con (a) a =1, (b) a =5y (¢) a = 10
para dos flores de Dirac con dos y dos pétalos respectivamente donde p =4y v; =0, 72 = 0.
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Figura 4.15: Coeficientes de transmisién Ty con (a) a = 1, (b) @ = 5y (c) a = 10 para los
primeros 5 posibles canales conductores incidentes, con dos flores de Dirac con tres y tres pétalos
respectivamente donde p =4, v, =0, v = 0.
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Figura 4.16: Coeficientes de transmisién y reflexién totales con (a) a =1, (b) a =5y (¢) a = 10
para dos flores de Dirac con tres pétalos cada flor donde p=4y v, =0, v = 0.
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Figura 4.17: Coeficientes de transmisién Ty con (a) a = 1, (b) @ = 5y (c) a = 10 para los
primeros 5 posibles canales conductores incidentes, con dos flores de Dirac con cuatro pétalos
cada una, donde p =4, v =0, v2 = 0.
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Figura 4.18: Coeficientes de transmisién y reflexién totales con (a) a =1, (b) a =5y (¢) a = 10
para dos flores de Dirac con cuatro pétalos cada una, donde p=4y v, =0, 72 = 0.
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Figura 4.19: Coeficientes de transmisién T con (a) a = 1, (b) @ = 5y (c) a = 10 para los
primeros 5 posibles canales conductores incidentes, con dos flores de Dirac con cinco cada una
donde p = 4.
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Figura 4.20: Coeficientes de transmisién y reflexién totales con (a) a =1, (b) a =5y (¢) a = 10
para dos flores de Dirac cinco pétalos cada una, donde p =4y v =0, v = 0.
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Figura 4.21: Coeficientes de transmisién Ty con (a) a = 1, (b) @ = 5y (c) a = 10 para los
primeros 5 posibles canales conductores incidentes, con dos flores de Dirac con dos y tres pétalos
respectivamente donde p =4, v, =0, v = 0.

64



4.3. MODULACION CON DOS FLORES DE DIRAC

N W A NN
L B B B

7F -
o (b)
5t RSO
. ;

3t orozosnenoeee :

2 |

O" | , . . . .
00 05 10 15 20 25 30

k

7,‘ ‘,
6l (c)
. ;

3t et e e :

2 |

Figura 4.22: Coeficientes de transmisién y reflexién totales con (a) a =1, (b) a =5y (¢) a = 10
para dos flores de Dirac con dos y tres pétalos respectivamente donde p =4y v =0, vo = 0.
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Figura 4.23: Coeficientes de transmisién Ty con (a) @ = 1, (b) @ = 5 y (¢) a = 10 para los
g

primeros 5 posibles canales conductores incidentes, con dos flores de Dirac con cinco y dos pétalos
respectivamente donde p = 4, v; = 0, y5 = 0 y diferentes «.
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Figura 4.24: Coeficientes de transmisién y reflexién totales con (a) a =1, (b) a =5y (¢) a = 10
para dos flores de Dirac con cinco y dos pétalos respectivamente donde p =4y v; =0, 72 = 0.
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4.3.2. Dos flores de Dirac con desfase

En esta seccién analizamos lo que ocurre entre los canales cuando agregamos un
desfase entre las dos flores. Para ello, utilizamos los casos de la secciéon anterior, en

todos la primera flor tiene v; = 0; y para la segunda ~5 # 0.

En las figuras 4.25 y 4.26 se consideran dos y tres pétalos en cada flor respectiva-
mente, mientras que en la figura 4.29 la primera flor tiene 2 pétalos y la segunda 3
pétalos. En estos casos vemos que la probabilidad de transmitirse ya no es la misma
entre los canales A = +1 y A = +2 cuando la segunda flor estd desfasada. Este
cambio en el coeficiente de transmision también esta relacionado con la quiralidad
de cada canal, ya que el desfase de la segunda flor no cambia el acoplamiento en-
tre los canales, pero si induce un cambio en el camino 6ptico de la particula y por
ende en las interferencias dadas entre las dos flores por las multiples reflexiones. En
este caso, tenemos nuevamente una situacion similar a la de un interferémetro de

Fabry-Pérot.

Conforme aumentamos el nimero de pétalos con sus respectivos desfases, vemos que
el coeficiente de transmisién no cambia tanto, como en los casos anteriores, entre
los canales A = £1 y A = £2. Esto se debe a que, como ya vimos entre mayor sea
el numero de pétalos del potencial, hay menos canales acoplados, debido a que el
cambio inducido por el desfase de la segunda flor es menor. Especialmente en la
figura 4.27 con 4 pétalos para cada flor, 4.28 con 5 pétalos para cada cada flor y 4.30
con 5 y 2 pétalos respectivamente, tenemos que los canales A = +1 y A = 42 estan
desacoplados completamente y por ello el desfase es despreciable dando lugar a un

cambio minimo en la quiralidad de cada par de canales.
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A=0

P R A=—] ——— A=2 A=—2

Figura 4.25: Coeficientes de transmisién Ty con (a) y2 = 0, (b) 72 = 7/4 y (c) 72 = m/2 para los
primeros 5 posibles canales conductores incidentes, con dos flores de Dirac dos pétalos cada una
donde p=4, v =0y a = 10.
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Figura 4.26: Coeficientes de transmisién Ty (a) 72 = 0, (b) 72 = 7/3 y (¢) 72 = 7/6 para los
primeros 5 posibles canales conductores incidentes, con dos flores de Dirac con tres pétalos cada
una, donde p=4, v1 =0y a = 10.
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Figura 4.27: Coeficientes de transmisién T (a) y2 = 0, (b) 72 = /4 y (c) y2 = 37/4 para los
primeros 5 posibles canales conductores incidentes, con dos flores de Dirac con cuatro pétalos
cada una, donde p =4, v =0y a = 10.
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Figura 4.28: Coeficientes de transmisién Ty (a) y2 = 0, (b) 72 = 27/10 y (¢) 72 = 67/10 para
los primeros 5 posibles canales conductores incidentes, con dos flores de Dirac cinco pétalos cada
una, donde p=4, v1 =0y a = 10.
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Figura 4.29: Coeficientes de transmisién Ty (a) 72 = 0, (b) 72 = 7/3 y (¢) 72 = 7/2 para los
primeros 5 posibles canales conductores incidentes, con dos flores de Dirac con dos y tres pétalos
respectivamente, donde p =4, vy =0y a = 10.
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Figura 4.30: Coeficientes de transmisién Ty (a) 72 = 0, (b) 72 = /4 y (c) 72 = 7/2 para los
primeros 5 posibles canales conductores incidentes, con dos flores de Dirac con cinco y dos pétalos
respectivamente donde p =4, y3 =0y a = 10.
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4.3.3. Entropias

De manera similar al caso de la doble barrera delta de Dirac visto en capitulo2,
tenemos las entropias de reflexion, transmisién y la total. Las cuales en este caso

estan dadas como

ST)\ = —T/\ 10g2 T)\, (442)
SRA = —R,\ 10g2 R)U (443)

y por lo tanto la entropia total
S\ = S, + Sg,. (4.44)

Vemos que ahora las entropias corresponden al posible canal incidente, considerando
que puede ser dispersada a cualquier otro canal, figuras 4.31, 4.32, 4.33, 4.34, 4.35
y 4.36.

Es posible hacer un anélisis similar al caso de la doble barrera Delta en una dimen-
sion, comparando la entropia y el coeficiente de transmisién; sélo que en este caso
se comparan Sy y T). En la figuras 4.37 y 4.38se observan estas gréaficas para el caso
A = 0, para dos flores de Dirac con dos pétalos cada una y p = 4, 73 = v = 0,
«a = 1; se puede apreciar que el comportamiento es similar al caso en una dimension.
Cuando S, tiene un minimo, 7T} tiene un maximo; ademas, los maximos en la en-

tropfa ocurren cuando T = 1/2

Si aumentamos la opacidad de la delta, ahora consideramos a = 10, figura 4.38; en
este caso si la transmisién se encuentra por debajo de 1/2 ya no se cumple que los

minimos Sy corresponden a maximos de 7).
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A=0 A=1 ==--=-- A=—1 A=2 A==2

Figura 4.31: Entropias Sy con (a) y2 = 0, (b) 72 = 7/4 y (¢c) 72 = /2 para los primeros 5
posibles canales conductores incidentes, con dos flores de Dirac con dos pétalos cada una, donde
p=4,v =0, a=10.
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Figura 4.32: Entropias Sy con (a) y2 = 0, (b) 72 = 7/6 y (¢c) 72 = /3 para los primeros 5
posibles canales conductores incidentes, con dos flores de Dirac con tres pétalos cada una, donde
p=4,v =0, a=10.
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A=0 A=1 ----- A=-1 A=2 A=-2

Figura 4.33: Entropfas Sy con (a) 72 = 0, (b) 72 = 7/4 y (c) 72 = 37/4 para los primeros
5 posibles canales conductores incidentes, con dos flores de Dirac con cuatro pétalos cada una,
donde p =4, v; =0, a = 10.
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A=0

Figura 4.34: Entropfas Sy con (a) y2 = 0, (b) 72 = 27/10 y (c) 72 = 67/10 para los primeros 5
posibles canales conductores incidentes, con dos flores de Dirac con dos pétalos cada una, donde
p=4,v =0, a=10.
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A=0 A=1 ----- A=-1 A=2 A=-2

Figura 4.35: Entropias Sy con (a) y2 = 0, (b) 72 = 7/3 y (¢) 72 = 7/2 para los primeros 5 posibles
canales conductores incidentes, con dos flores de Dirac con dos y tres pétalos respectivamente,
donde p =4, v; =0, a = 10.
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A=0

A=1 ----- A=-1 A=2 A=-2

Figura 4.36: Entropias Sy con (a) 72 = 0, (b) 72 = 7/4y (c) 42 = 7/2 para los primeros 5 posibles
canales conductores incidentes, con dos flores de Dirac con cinco y dos pétalos respectivamente,
donde p =4, v; =0, a = 10.
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Figura 4.37: Comparacién de Sy y T para la A = 0 con dos flores de Dirac con dos pétalos
cada una, donde p=4, v =0, a = 1.
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Figura 4.38: Comparacién de Sy y T\ para la A = 0 con dos flores de Dirac con dos pétalos
cada una, donde p =4, y1 =0, a = 10.
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Capitulo 5

Conclusiones y perspectivas

Los sistemas mesoscopicos son ideales para estudiar el transporte electronico cuanti-
co, su estudio ha permitido importantes avances cientificos y tecnolégicos que en ge-
neral reflejan los llamados efectos de cuantizacion por tamano. En este trabajo hemos
estudiado el transporte cuantico en modelos particulares de sistemas mesoscopicos

de una y dos dimensiones.

En el caso unidimensional, estudiamos la propagacion cuantica de un electrén a lo
largo de una linea recta para dos modelos particulares, en los cuales el potencial
de dispersién es una o dos barreras, tipo delta de Dirac, respectivamente. La gran
ventaja de estos modelos es que todos los calculos son analiticos. Se obtuvo la funcién
de onda, los coeficientes de transmision y reflexién, asi como también el tiempo de
retardo de Wigner y los tiempos de reflexién, transmision y estadia. Ademds, se
calcul6 la entropia binaria de Shannon y se introdujo el concepto generalizado de

longitudes de dispersion.

El caso con dos deltas convino interpretarlo como un pozo de potencial opaco que, al
no ser infinito, permite transmisién y reflexion de tal forma que da origen a estados
cuasi-ligados, también llamados resonantes, los cuales ocurren para ciertas energias.
La firma particular de estos estados es que cerca de las energias resonantes el co-
eficiente de transmisién 7" — 1. En este caso, el tiempo de retardo de Wigner tiene
maximos que se relacionan con los de la densidad de estados; es decir, en resonan-

cia la particula tiene un mayor retardo pues explora un mayor nimero de estados.
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También calculamos los tiempos de transmisién, reflexién y estadia. Observamos
que cuando el coeficiente de reflexién R = 0, el tiempo de reflexién tiende a infinito
y por lo tanto los tiempos de transmision y estadia son iguales entre si, tendiendo a
su valor minimo; cuando el coeficiente de reflexion R = 1, el tiempo de transmision
tiende a infinito y por lo tanto los tiempos de reflexion y estadia son iguales entre

si que, ademas tienden también a su valor minimo.

También estudiamos la entropia binaria de Shannon para los modelos unidimensio-
nales; la calculamos usando los coeficientes de transmision y reflexién. Observamos
que los minimos de esta entropia coinciden con los maximos del coeficiente de trans-
misién. En base a nuestros resultados, se dio una nueva interpretacion de esta en-
tropia, para lo cual se introdujo el concepto de longitudes de dispersion; dado esto,
se interpreta ahora a la entropia como una longitud reciproca media de dispersion, la
cual esta en correspondencia con la interpretacion de la entropia como una medida

de localizacion.

Para el modelo bidimensional, consideramos que el electrén se propaga como una
onda cuéantica sobre la superficie de un cilindro circular recto; calculamos los coefi-
cientes de transmisién y reflexion y la entropia. Los potenciales son ahora del tipo
delta de Dirac que, en particular, adoptan una forma que llamamos flores de Dirac.
En estos potenciales la opacidad asume una forma con regiones de mayor o menor
intensidad que dan origen a fenémenos de difraccion marcados por la quiralidad in-
ducida por el acoplamiento entre los diferentes estados transversales de propagacion.
En este caso, la regién entre las deltas es equivalente a un pozo bidimensional opaco
en cuyas paredes se mezclan los modos transversales, tal como se cuantifica a través
de las amplitudes de probabilidad de transicién entre los estados de propagacion li-
bre en la direccion transversal al eje del cilindro. La solucién para la funcion de onda
se obtuvo numéricamente pues el electréon puede propagarse a través de un nimero
infinito de canales. El célculo que realizamos conserva la corriente de probabilidad

con gran precision.

La propagacion bidimensional estda dominada por las amplitudes de probabilidad de
transicion entre los estados transversales, con lo cual se tienen que estos, al estar
o no acoplados, influyen dando un efecto de quiralidad en la propagaciéon cuantica.

También se calcularon coeficientes de reflexién y transmision para diferentes estados
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incidentes, asi como la entropia de Shannon, con resultados cuya interpretacion

corresponde a lo observado en el caso unidimensional.

El estudio de estos sistemas se puede extender, sin duda alguna, tanto para sistemas
en una y dos dimensiones, para incluir diferentes efectos de potenciales eléctricos
y magnéticos. Ademas, de manera tal vez mas importante, se deben analizar las
longitudes de dispersion definidas en este trabajo, asi como la interpretacion de la
entropia de Shannon como una longitud reciproca media de dispersion, utilizando
otros sistemas que nos permitan desarrollar una intuicién mas profunda sobre el
significado de todos estos conceptos, asi como su relacion con la entropia de Shannon

vista como una medida de localizacién espacial.
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