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Resumen.

Esta tesis es un estudio del problema restringido de 3 cuerpos constrenido al circulo
unitario.

Se analiza el problema de 2 cuerpos constreniido al circulo unitario. Se muestran
la dindmica global del problema y las soluciones explicitas determinadas para todo
tiempo, después de haber regularizado simplécticamente las ecuaciones de movimiento
respectivas. Se expone una forma general de regularizar todas las singularidades debidas
a colisiones binarias en problemas restringidos de 3 cuerpos constrenidos a una recta o
a un circulo. Esta regularizacion es simpléctica, aun cuando las singularidades no son
fijas. Se divide el problema restringido de 3 cuerpos en el circulo unitario en cuatro
casos, segun las soluciones que sigan los cuerpos primarios en el problema respectivo de
2 cuerpos. Asi se establecen los subproblemas eliptico, parabdlico, hiperbdlico restringido
de 3 cuerpos en el circulo unitario y el caso de dos centros fijos. Se muestra la dinamica
global para el subproblema de dos centros fijos, para cualquier valor de las masas en
los cuerpos primarios. Se describe la dindmica global para los subproblemas eliptico e
hiperbélico restringidos, para el caso particular en que los cuerpos primarios tienen la
misma masa. Se describen soluciones peridédicas para el subproblema eliptico restringido
cuando los cuerpos primarios tienen la misma masa, indicando el periodo.






Abstract.

This thesis talks about the restricted 3—body problem constrained to unit circle.

The 2-body problem constrained to unit circle is studied. By regularizing the respec-
tive equations of motion, the global dynamics is shown and the explicit solutions for
all time are given. A general form of regularization for all singularities due to binary
collisions in restricted 3-body problems, constrained to either a straight line or a circle,
is shown. This regularization is symplectic, even though the singularities are not fixed.
The restricted 3-body problem on the unit circle is divided in four cases, according to
the motion of primary bodies in the respective problem of 2-bodies. Thus the elliptic,
parabolic, hyperbolic restricted case and the one with two fixed centers are stated. The
global dynamics for the case with two fixed centers is shown, for any value in the mass of
primary bodies. The global dynamics for the elliptic and hyperbolic restricted case are
depicted, when the value in the mass of primary bodies are the same. Periodic solutions
for the elliptic restricted case are constructed, giving the period, when the value in the
mass of primary bodies are the same.






Introduccion.

El marco del presente trabajo es el problema de n cuerpos. Esto es considerar n
cuerpos puntuales (n € N) en el espacio euclideano R? que se mueven bajo la ley de
gravitacién universal. Las ecuaciones de movimiento para los n cuerpos estan dadas por
la segunda ley de Newton como

n

mx; = Fi(xq,...,%,) = Z

=1,

Gmym;(x; — x;) i=1,2.....n. (1)

[1¢j =

La funcién F; es la fuerza total ejercida sobre el i-ésimo cuerpo debido a los n —
1 cuerpos restantes. La masa del i-ésimo cuerpo es m; con posicién x; € R? en el
tiempo t € R. La aceleracién es %; € R? y la constante de gravitacién universal es
G. La métrica || - || es la euclideana. Una solucién al problema de los n cuerpos seria
x(t) = (x1(t),...,x,(t)) € R® tal que satisfaga el sistema (1).

El vector fuerza lo definimos como el negativo del gradiente de una funciéon llamada

potencial, es decir, F = —VV. El potencial que corresponde al sistema (1) es
m;m;
V(X1 ,%,) = =Gy ot (2)
2 Tl — x|

El tinico problema de n cuerpos completamente resuelto es para n = 2: el problema de
2 cuerpos. Isaac Newton, en 1687, exhibi6 en su obra “Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica” que todas las soluciones corresponden a las cénicas. En esta obra, I.
Newton abordo en el libro I, en la proposicion 66, en sus 22 corolarios, el caso n = 3:
el problema de 3 cuerpos. Este problema sigue abierto en la actualidad en el sentido
de encontrar las soluciones explicitas a las respectivas ecuaciones (1) dadas cualesquier
condiciones iniciales. La importancia de este problema no sélo radica en la simplicidad
de su planteamiento y en la complejidad de su solucién, sino que ha sido el motivo de
gran desarrollo de nuevas teorias cientificas a lo largo de mas de 300 anos, como es el
caso de la teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales. Las soluciones explicitas
mas conocidas son las homogrdficas, aquellas que conservan la configuracién inicial
de los cuerpos salvo rotaciones y homotecias (si ¢, es fijo, una solucién homografica
estd dada como x;(t) = p(t)R(t)x;(t,) para i = 1,2, 3, siendo p(t) € R una homotecia y
R(t) € (R?)3 una rotacion).

Debido a la dificultad para encontrar soluciones al problema de 3 cuerpos se han
tratado modelos mas sencillos, siendo uno de los mas estudiados el problema restringido
de 3 cuerpos descrito por primera vez por Euler en 1772 [31] (capitulo 1). Este problema
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consiste en determinar el movimiento de un cuerpo con una masa muy pequena respecto
de las masas de los otros dos cuerpos, a los que llamamos cuerpo secundario y cuerpos
primarios respectivamente; de esta manera los primarios siguen el problema de 2 cuerpos
ya que no son afectados por la presencia del cuerpo secundario, mientras que el movi-
miento de éste se encuentra determinado por la atraccion gravitacional que ejercen los
primarios. En particular, Euler consider6 que los primarios seguian orbitas circulares
(como una solucién al problema de 2 cuerpos) y que el cuerpo secundario se movia en
el mismo plano que los primarios. Ain cuando este planteamiento es més sencillo, en
la actualidad sélo se cuentan con algunas soluciones particulares y resultados parciales
sobre la dindmica de este problema.

Problema.

El objeto de estudio en este trabajo es el problema restringido de 3 cuerpos con la
constriccién de movimiento al circulo unitario, denotado por S*. Reducir el movimiento
al conjunto compacto S* es resultado de una constriccién holonémica al movimiento en
el plano R2. A este planteamiento lo llamamos problema restringido de 3 cuerpos en S*.

El objetivo es determinar la dinamica del cuerpo secundario en el
problema restringido de 3 cuerpos en S'.

Para estudiar la dindamica del cuerpo secundario es necesario conocer la dinamica de
los cuerpos primarios, por lo que el primer problema que abordamos en esta tesis es el
problema de 2 cuerpos en S?.

Motivacion.

Las ecuaciones (1) describen bien el comportamiento de los cuerpos en el universo a
escalas observables, es decir, a distancias en las que el universo es considerado como el
plano euclideo R? o el espacio euclideo R3, atin cuando el espacio estuviera curvado.

La constriccién de movimiento de los cuerpos a S! no es una restriccién artificial
en el sentido de que representa un modelo basico para cierto tipo de configuraciones.
Esto es que podemos considerar un cuerpo de masa grande al centro de S* y cuerpos de
masa mucho menor (del mismo orden) en S'; asf la magnitud de la fuerza gravitacional
ejercida por este cuerpo de masa grande es del mismo orden para todos los cuerpos que
estdan en S'. El cuerpo al centro de S' mantiene a los demds cuerpos en S' a través
del tiempo y estos ultimos no afectan la posicién del primero, quedando por analizar la
dinamica que surge de las fuerzas gravitacionales entre los cuerpos que se encuentran
en S'. Estudio de configuraciones centrales como propone D. Saari en [28] (pp. 130 -
136) y movimientos coorbitales de satélites pueden ser algunas de las aplicaciones de
la presente investigacion. También seria posible estudiar dinamicas de cuerpos que se
encuentran cercanas a movimientos circulares en el universo, como menciona R. Broucke

et. al. en [5, 6].
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El planteamiento que hacemos en esta tesis es original en el sentido de que no existe
publicacién que contenga investigacion acerca de éste.

Trabajos relacionados.

Son tres los espacios de curvatura constante: la esfera SV, el espacio euclideano R¥
y la pseudoesfera H”, espacios de dimensién N de curvatura 1, 0 y —1 respectivamente.
Hay trabajos de investigacion sobre problemas de n cuerpos dispuestos en espacios de
curvatura constante, pero el planteamiento es diferente del que se presenta en esta tesis.
Para entender la diferencia de planteamientos distinguimos dos casos.

s Problema sin constriccion: se considera el problema de n cuerpos en espacios de
curvatura constante con la ley gravitacional intrinseca al espacio.

s Problema con constriccion: se considera el problema de n cuerpos en espacios de
curvatura constante con la ley gravitacional intrinseca al espacio con la constricciéon
de movimiento a S*, siendo S! el circulo de radio uno en cada uno de los espacios.

Mostramos esta clasificacién en el cuadro 1 en la que consideramos espacios de dimensién
dos, es decir, S?, R? y H?2.

S? R? H?

sin constricciéon

con constriccion

Cuadro 1: Problema de 2 cuerpos en S?, R? y H? con y sin constriccion a S*.

En todos los casos del cuadro 1 representamos el problema de n cuerpos dispuesto
sobre una curva, asi:

= en el renglén “sin constriccion”, el problema de n cuerpos estd dispuesto en una
geodésica del espacio correspondiente, es decir, en S', R y H! respectivamente;
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= en el renglén “con constriccion”, el problema de n cuerpos estd dispuesto en el
espacio correspondiente con la constriccién de movimiento a S!, siendo S! un
subconjunto del espacio.

En lo que sigue analizamos brevemente cada caso.

Problema sin constriccion.

La ley de gravitacién universal intrinseca a cada uno de los espacios mencionados
se obtiene a partir de un potencial definido para una particula en un campo de fuerza
central (campo simétrico respecto de un punto fijo) en S?, R® y H3, que cumple dos
condiciones:

1. Es una funcién armonica, es decir, satisface la ecuacion de Laplace AV = 0
(notacién en el espacio euclideano).

2. Satisface el teorema de Bertrand: toda érbita acotada es cerrada ([1] pp. 112-116,
[14] pp. 729-734).

Estas dos condiciones las satisface la funcién

V(x):—ﬁ, x € R3 (3)

que es el potencial (2) para una particula en un campo de fuerza central en R?, donde
v > 0 es una constante que depende de las masas de los cuerpos y de la constante de
gravitacién universal. Asi, las funciones que cumplen las condiciones 1 y 2 en S® y H? se
consideran la extensién de (3) a espacios de curvatura constante distinta de cero. Estas
son

Vi(0) = —acotf, a>0, V_1(0) = —fcothf, (>0, (4)

para S? y H? respectivamente. La variable 6 es la longitud de arco del centro de atraccién
a la particula. Para los problemas situados en una y dos dimensiones se ocupan los
mismos potenciales (3) y (4) reducidos a la dimensién necesaria. En [16, 14] esta la
deduccion de los potenciales Vi y V_; a partir de la ecuacion de Laplace y del teorema
de Bertrand. En el cuadro 2 relacionamos los potenciales a cada uno de los casos
presentados.

El estudio de problemas de n cuerpos en espacios de curvatura constante se remonta a
Nikolai Lobachevsky en 1835, quien trabajé en el espacio H?, [21]. De manera indepen-
diente y al mismo tiempo, Janos Bolyai hacia lo mismo, [3]. Por otra parte, Joseph
Serret hizo lo propio para el espacio S? en el afio de 1860, [29]. Para 1903, Liebmann
demostré que V_; y Vi son efectivamente una extension del teorema de Bertrand para
espacios de curvatura 1y —1 [20]. La mayor parte de la investigacion se desarrollé para los
espacios S? y H?, pudiéndose generalizar los resultados a mayores dimensiones. En [33],
[10] y [4] podemos encontrar el desarrollo sobre este tipo de planteamientos, ademads de
un detallado marco histérico. En particular, en [8] se dan las soluciones para el problema
de Kepler (problema de 2 cuerpos con uno de los cuerpos fijo) en los espacios S? y HZ.

12



S? R? H?

sin constriccién | V4(0) = —acot O V(z) = —% V_1(0) = —f coth 6

con constriccion Viz)=-2- 1

Cuadro 2: Potenciales para el problema de fuerza central. Los casos que mo han sido
estudiados en la literatura los dejamos como espacios en blanco.

Problemas restringidos de 3 cuerpos en R se han considerado en muchas investigacio-
nes, pero estos siguen siendo temas de investigacion ya que tampoco han tenido una
respuesta positiva en términos de obtener las soluciones explicitas a las respectivas
ecuaciones. Los casos que més se asemejan a nuestro planteamiento son los subproblemas
elipticos en R, es decir, aquellos en los que los cuerpos primarios siguen trayectorias
elipticas, porque son movimientos acotados respecto de la posicién. Por ejemplo, en [22]
se muestra que el problema no es integrable cuando las masas de los primarios son muy
distintas entre si. Otro caso eliptico en R se encuentra en [17] y [15] donde se logra
describir en términos generales la dinamica del problema después de haber realizado
varios cambios de variables y dindmica simbdlica.

Problema con constriccion.

Hasta donde sabemos, este caso no se encuentra reportado en la literatura como
tal. El problema que nos ocupa es el subcaso particular “con constriccién en R?”. El
potencial que consideramos es el dado en (3) con la constriccién de movimiento a S, es

decir,
i

\/5\/1 —cosx

donde x € [0,27] es el angulo entre los cuerpos medido en el sentido de las manecillas
del reloj.

El potencial (5) no es el que usamos a lo largo del presente trabajo, estudiamos el
problema con la funcién

‘/;onst(x) = - Y > 07 (5)

g g
V(I):_;_Qﬁ—x’ (6)

siendo x la longitud de arco del centro de atracciéon al cuerpo en el sentido de las
manecillas del reloj. El potencial (6) est4 definido en (0, 27). A partir de que S* = R /2,
identificamos los extremos del dominio de V. Las gréaficas de los potenciales V,y,s v
V' se muestran en la figura 1 en la que podemos observar que ambas funciones son
esencialmente las mismas cualitativamente hablando. De esta manera elegimos V' para
trabajar porque los calculos algebraicos son mas sencillos.
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'
Veonst(X) = V(X) = A4

V2 (1 - Cos(x)) X 27 —X
Veonst V
2r 2r
on X on %
-2/ -2
(a) Gréfica del potencial Vs (). (b) Gréfica del potencial V (x).

Figura 1: Grdficas de los potenciales Vipnsi() y V(z).

Ademsds, decimos que el potencial (6) es una extensiéon natural del potencial (3) a S*
por la razén que en seguida explicamos. Si extendemos la definicién del potencial (6) a
los conjuntos de curvatura constante positiva (circulos de radio r > 0, S!) tenemos

2 v
Vi) = —— — ——. 7
(z) re  r(2r—x) 0
Por otro lado, S} = {(u,w) € R*|u* 4+ w? = r? ,r > 0}. Substituyendo en (7) la longitud
de arco rx por el calculo explicito sobre S! obtenemos

2 2
fou 1—1—(—@) ds 27Tr—f0u\/1+(\/7jfsz)ds
M M
-- - o ®

7 arcsin % 27r — rarcsin %

Viu) = — 7 7

Hacemos el limite » — oo sobre el potencial (8) y escribimos

lim V (u) = M .

r—00 Uu
En el proceso limite, el conjunto S} se transforma en una linea recta y el potencial V en
el potencial cldsico de Newton. Es por esta razén que decimos que (6) es una extensién
natural del potencial (3) definido sobre los conjuntos de una dimensién de curvatura
constante positiva.

En el cuadro 3 mostramos las graficas de los potenciales asociados a cada uno de los
casos. Para todos estos potenciales observamos en comun la singularidad en 0 (o en 27)
correspondiendo a colisiones entre los cuerpos. En particular ponemos atencién en los
casos “sin constriccién en S'”y “con constriccién en R?”, el cuerpo libre se mueve S! y
en S! respectivamente y la singularidad que existe en 7 para el primer caso hace que
ambos problemas sean diferentes.
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S2 ]R2 H2

V1(6) = - a cot (6) Vo) = -2 V_1(6) = —f coth (6)
Vi V_1 V_1
2 / 2 2
—r/2 T o = T X -nt/2 r 0
' ' 5 S S /Hi’" .
sin constriccion
voo=-2-_7
X 2x-X

con constriceion

Cuadro 3: Grdficas de los potenciales asociados al problema de fuerza central. Los casos
que no han sido estudiados en la literatura los dejamos como espacios en blanco.

Contenido.

= Capitulo 1: introducimos aspectos generales que se manejan a lo largo del trabajo:
sistemas hamiltonianos, transformaciones simplécticas, problema de n cuerpos,
singularidades, colisiones y regularizaciones, problema de Kepler, problema restrin-
gido de 3 cuerpos, funciones elipticas de Jacobi, teoria de Floquet e hiperbolicidad
de trayectorias.

» Capitulo 2: presentamos el problema de dos cuerpos en S*. Damos una clasifica-
cién de todos los tipos de movimientos para el potencial V(x). Regularizamos
la singularidad que presentan las ecuaciones de movimiento mediante un cambio
simpléctico en las variables. Posteriormente mostramos el espacio fase definido para
todo tiempo. Damos las soluciones explicitas al problema para todos los niveles
de energia, distinguiendo tres grandes familias: soluciones elipticas, parabdlicas e
hiperbolicas, segin el nivel de energia, ademas de una posicion de equilibrio. Este
problema, naturalmente integrable, lo comparamos con el péndulo simple en el
plano al concluir el capitulo.

s Capitulo 3: damos una técnica de regularizaciéon que se puede aplicar a todo
problema restringido de 3 cuerpos en la recta R o en el circulo S* (del cuadro 1 el
caso “sin constriccion en R?”y el caso “con constriccién en R?”). Esta regularizacion
evita las singularidades debidas a colisiones dobles en las que participa el cuerpo
secundario y lo hace a través de un cambio en las variables, conservando el caracter
hamiltoniano de las ecuaciones. Asi, aunque las colisiones no se den en puntos
fijos, es decir, a pesar de que las singularidades dependen del tiempo, obtenemos
un hamiltoniano regularizado en todas las singularidades debidas a las colisiones
binarias y que sigue representando la energia total del sistema.
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» Capitulo 4: presentamos el problema restringido de 3 cuerpos en S!'. Damos
una clasificacion de cuatro problemas, segin las soluciones que sigan los primarios
(obtenidas en el capitulo 2). De este modo contamos con los problemas eliptico,
parabolico e hiperbolico, ademas del problema con dos centro fijos. Analizamos
todas las posibles colisiones (dobles y triples) que pueden llevarse a cabo y regulari-
zamos (usando las técnicas del capitulo 3) de manera global y simpléctica todas las
singularidades debidas a colisiones dobles y dos singularidades debidas a colisiones
triples de las ecuaciones de movimiento. Esto lo hacemos para cualquier subproble-
ma del problema restringido de 3 cuerpos en S, obteniendo un hamiltoniano que
describe la dinamica de la particula secundaria hasta el momento en que ocurra
una colisién triple en particular aquélla en la que la masa sencundaria se encuentra
entre los primarios. Analizamos la presencia de soluciones lineales, mostrando su
existencia inicamente para el caso simétrico en las masas, correspondiendo a una
posicién de equilibrio (solucién denotada por «y(7)). Concluimos el capitulo con
la compactacién del espacio fase extendido, correpondiente al campo determinado
por las respectivas ecuaciones auténomas.

» Capitulo 5: abordamos el problema restringido de 3 cuerpos en S! con dos centro
fijos. Mostramos la integrabilidad de este problema y con ello la dindmica global del
sistema. Este resultado es valido para cualquier valor de las masas en los cuerpos
primarios.

= Capitulo 6: abordamos el caso particular de masas iguales en los primarios,
esto es el problema simétrico restringido de 3 cuerpos en S!. Para los problemas
respectivos simétrico eliptico y simétrico hiperbolico mostramos que la trayectoria
~(7) posee una dicotomia exponencial en el sistema linealizado en el campo vecto-
rial. Con esto exhibimos la estructura hiperbdlica de ~(7), una trayectoria que
comienza y termina en colisién triple en el espacio fase extendido compacto logrado
en el capitulo 4. Como consecuencia mostramos la existencia de variedades bidimen-
sionales estable e inestable que se intersectan transversalmente a lo largo de la
trayectoria con estructura hiperbodlica. Posteriormente analizamos el campo vecto-
rial en el espacio compacto y junto con la regularizacién de las ecuaciones realizada
en el capitulo cuarto, damos la dindmica global para estos problemas. También
mostramos la existencia de soluciones periddicas para el subproblema simétrico
eliptico, calculando el periodo correspondiente.

s Capitulo 7: terminamos con un capitulo que resume los resultados obtenidos a
lo largo de la presente investigacion y alguna lineas de investigacion para el futuro
que nos ayudaran a comprender mejor las distintas dinamicas que se presentan en
este tipo de problemas.
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Capitulo 1

Preliminares.

El primer capitulo lo dedicamos a presentar los conceptos y las teorias que aplicamos
en la presente investigacion, asi como la notacién que utilizamos para ésta. Este primer
capitulo lo dividimos en secciones que facilitaran la lectura de los siguientes capitulos.

Los problemas que abordamos en el presente trabajo pertenecen a una clase especial
de sistemas de ecuaciones diferenciales, los sistemas hamiltonianos, alrededor de los
cuales hay una gran teoria desarrollada. Aqui mostramos solamente los conceptos y
resultados mas conocidos que se utilizaran en lo que sigue. Presentamos una breve
explicacion sobre transformaciones simplécticas que seran de gran importancia en el
analisis de los sistema hamiltonianos. Explicamos brevemente el problema de n cuerpos,
las colisiones entre particulas y las singularidades en las respectivas ecuaciones diferencia-
les. Una técnica empleada en esta investigacién para el andlisis de singularidades es la
reqularizacion de ecuaciones, la cual presentamos en este capitulo también. Planteamos
y hacemos una revision general del problema de Kepler y mostramos algunos resultados
que nos ayudaran a comprender resultados posteriores. El planteamiento del problema
restringido de 3 cuerpos lo incluimos en este capitulo de conceptos generales, siendo este
problema definido en un espacio compacto el objeto principal de investigacién. Hacemos
una breve introduccién a funciones elipticas y a los resultados que nos son de utilidad.
Al final, explicamos brevemente la teoria de Floquet y una técnica para evidenciar la
estructura hiperbolica de trayectorias dependientes del tiempo.

1.1. Sistemas hamiltonianos.

Un sistema hamiltoniano es un sistema de 2n ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden con la siguiente estructura:

q = Hp, (1.1)
p - _an

donde q,p* € Ry H = H(q, p,t) es una funcién real derivable definida en un abierto
de R™ x R™ x R, conocida como funciéon de Hamilton o hamiltoniano. Las expresiones

Las variables en “negritas”se refieren a vectores, de lo contrario se refieren a escalares.
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H, vy H, se refieren a VqH = (0H/0qy,...,0H/0q,) y Vo H = (0H/Op1, . ..,0H/0py).
El vector q se llama wvector posicion y el vector p se llama vector momento; ambos
vectores se llaman variables conjugadas. La variable t se llama tiempo y el punto sobre
las variables conjugadas en (1.1) indica la derivada respecto de t. Los vectores deben su
nombre a la interpretacion fisica en los problemas clasicos.

Un sistema escrito en coordenadas generalizadas es aquel que esta definido en las
coordenadas necesarias y suficientes para describir el sistema. Consideramos que el
sistema (1.1) proviene de un sistema escrito en coordenadas generalizadas (forma Lagran-
giana), correspondiendo éstas al vector posicién; las ecuaciones (1.1) estdan escritas
en forma hamiltoniana, siendo (q,p) las variables conjugadas y q las coordenadas
generalizadas. El ntimero de coordenadas generalizadas es conocido como el ntimero
de grados de libertad, en otras palabras, el sistema (1.1) tiene n grados de libertad.
El espacio de las coordenadas generalizadas es llamado espacio de configuracion y lo
denotamos por Q. Por ultimo, el espacio donde viven las variables conjugadas es el
espacio fase.

Si renombramos z = (q,p) como un vector en R?" y nombramos por J la matriz

( _O; é" ), siendo [, la matriz identidad de tamano n x n y 0, la matriz nula del

mismo tamano, entonces las ecuaciones (1.1) se pueden reescribir en forma compacta
como

i = JV,H(z,1). (1.2)

La matriz J es conocida como la matriz candnica y V,H = (Hqy, Hp). Si H = H(z),
es decir, si la funcién de Hamilton no depende explicitamente de la variable tiempo,
entonces se dice que los sistemas hamiltonianos son auténomos, de otra forma son
llamados no autonomos.

Definicién 1.1 Si F : R*™ — R es una funcién tal que es constante a lo largo de
las soluciones de (1.2), es decir, £ F(z(t)) = 0, entonces se dice que F es una primera
integral.

En otras palabras, si F' es una primera integral, la solucién z(t) vive en una superficie
de dimensién 2n — 1 para todo tiempo donde esté definida y por lo tanto, F'~1(c) es un
conjunto invariante para (1.2) para cada valor regular ¢ de F. Asi, sabemos que las
soluciones se encuentran en un espacio de dimensiéon menor en donde estan definidas las
ecuaciones. Mas aun, si existieran F}, Fs, ..., F5, 1 primeras integrales independientes,
la interseccién entre éstas definirian las soluciones de (1.2). En particular, si dH/dt = 0,
entonces el hamiltoniano es una primera integral.

Los sistemas de ecuaciones que se analizan en este trabajo pertenecen a aquellos que
se rigen por la segunda ley de Newton (sistemas mecdnicos). La fuerza sobre cada una
de las particulas depende de su posicion y en ciertos casos también depende del tiempo.
Asi, la ecuacion de movimiento en forma vectorial que describe estos sistemas es

F(x,t) = Mx. (1.3)
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En esta ecuaciéon M es la matriz diagonal cuadrada de tamano n, cuyas entradas
corresponden a las masas de las particulas involucradas; x € R" es el vector posicién de
las particulas y F es la funcién que representa la fuerza total del sistema, con dominio en
Q x R. La igualdad (1.3) es un sistema de n ecuaciones diferenciales de segundo orden.
Las fuerzas que rigen estos sistemas se derivan de una funcion V' definida en el espacio
Q x R. La relacion entre la funcién V', llamada funcion potencial con la funcion F es
F(x,t) = —V4V(x,t). Con esta relacién y efectuando los cambios de variables x = q y
q = M~!'p, la ecuacién (1.3) queda escrita como

q = M'p, (1.4)
p = _qu(qat)7

un sistema de 2n ecuaciones diferenciales de primer orden. Este sistema posee la estructura
del sistema (1.1) y tiene como hamiltoniano la funcién

H(q,p,t) = %pTM‘lp +Via,t). (1.5)
Para los sistemas mecanicos, el hamiltoniano corresponde a la energia total del sistema,
es decir, es la suma de energia potencial V(q,t) y energia cinética T'(p) = %pTM_lp.

En el caso de que el hamiltoniano H no dependa explicitamente del tiempo, este es
una primera integral, por tanto la energia es una primera integral o también llamada
constante de movimiento (h = T'+V es constante). Los sistemas cuya energia se conserva
a través del tiempo se llaman sistemas conservativos, siendo sistemas hamiltonianos
auténomos.

Para los sistemas auténomos, dado que T > 0, esta definida para cada valor de la
energia h la regién dada por el conjunto {q € R"|h > V(q)}, llamada region de Hill.
Esta region determina el tipo de movimientos en el espacio de configuraciones, es decir,
clasifica las soluciones en acotadas o no acotadas en el vector posicion, segtin el nivel
de energia que se fije. Al subconjunto de la region de Hill cuyos elementos satisfacen
h = V(q) se le conoce como el conjunto de velocidad cero, ya que en estas posiciones la
energia cinética es nula.

Por ultimo, una propiedad de los sistemas hamiltonianos auténomos es la reversibili-
dad, es decir, que si (q(t),p(t)) es una solucién para (1.1), entonces (q(—t), —p(—t))
también es solucién del mismo sistema. En particular, para los sistemas mecanicos
auténomos, si q(t) intersecta al conjunto de velocidad cero en dos puntos distintos,
resulta que (q(t), p(t)) es una solucién periédica para (1.4) por la propiedad de reversibi-
lidad.

Una teorfa mas completa y detallada para esta seccion se puede encontrar en [25]
(pag. 1 - 32) y [32] (pp. 43 - 97).

1.2. Transformaciones simplécticas.

Un sistema hamiltoniano tiene una estructura muy especial y no todo cambio de
coordenadas respeta esta estructura. Un tipo particular de transformaciones si preservan
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el caracter hamiltoniano, éstas son las transformaciones simplécticas y a continuacién
las definimos. Comencemos por definir lo que es una matriz simpléctica, que seria el caso
mas sencillo, cuando el cambio de coordenadas es lineal.

Definicién 1.2 Una matriz constante B € Mo, x0,(R) es simpléctica si BTJB = J.

La matriz J es la matriz candnica que describimos en la seccién anterior y el superindice
T indica la transposiciéon de la matriz B.

Se puede mostrar que si B es simpléctica, entonces det(B) = 1, lo que indica que
la matriz simpléctica es invertible, preserva volumen y orientacién. Pero los cambios
de variables no son lineales necesariamente y pudieran ser dependientes del tiempo. La
siguiente definicion extiende la anterior para matrices cuyas entradas son funciones.

Definicién 1.3 Sea E : O — R?", con O abierto en R*™ x R, una funcion derivable
dada por E(z,t) = (. La transformacion E es simpléctica si para cada (z,t) € O, el
jacobiano de E respecto de z es una matriz simpléctica, es decir, si la derivada de E

dada por
9B, .. OB

821 822n
OB . OFEom
821 62211

cumple (D,E)T J(D,E) = J, ¥(z,t) € O.

Supongamos que E es simpléctica, entonces existe su inversa local ya que el jacobiano
de E para cada punto en O es una matriz simpléctica y por lo tanto invertible. La
inversa de E' la denotamos por Z, o sea E(Z((,t),t) = ¢, la cual es una transformacién
simpléctica también. Se puede mostrar que la composicién de transformaciones simpléc-
ticas también es simpléctica.

El cambio de coordenadas en el hamiltoniano original define la nueva funcién

H(C,t) = H(Z((,1),t).

Por otro lado, derivando respecto del tiempo la transformacion £ obtenemos

¢ = D)+ (D.E)
_ %_f(z, t) + (D,E)JV.H(z,1)
B T
OF oH or
= E(Z’t)+(DZE)J<8—C(C’t)g(Z’t)>
OF -
= 5 (1) pricy TIVH (€, 1),

lo que nos dice que si E es independiente del tiempo, entonces el sistema hamiltoniano
(1.2) se transforma en el nuevo sistema

¢ = JVH( ), (1.6)
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con hamiltoniano H((,t) = H(Z(C,t),1).

En el caso que la transformacion E dependiera del tiempo, se puede mostrar que si
el conjunto Oy = {¢ : ((,t) € O} es un bola abierta en R?", entonces existe una funcién
derivable R : O — R, llamada funcion resto, tal que

oF
ZZZ(C,t)

Asi tenemos un nuevo sistema hamiltoniano, donde la funcién de Hamilton respectiva
esta dada por

H(¢,t) = H(Z((,t),t) + R(C, 1) -

Teorema 1.1 Toda transformacion simpléctica convierte un sistema hamiltoniano en
otro sistema hamiltoniano.

Véase [25] (pp. 87 - 108) para un mejor entendimiento.

1.3. Problema de n cuerpos.

Dentro de los sistemas mecanicos que se describen en la seccion 1.1 se encuentran los
conformados por n cuerpos en el espacio euclidiano (R?) moviéndose debido tinicamente
a las fuerzas de atraccion gravitacional existentes entre estos. Suponemos que el i-ésimo
cuerpo tiene masa m; concentrada en un sélo punto, en su centro de masa. El problema
de n cuerpos consiste en describir la dindmica de cada una de las particulas puntuales.

La posicién de la i-ésima particula la denotamos por x; € R3 y a partir de la segunda
ley de Newton dada por (1.3), la ecuacién que dicta su movimiento es

n

. Gmym;(x; — X;
miX; = Fi(Xq,...,X,) = Z 77|1|)7;I”'LJEX;('||3X ) ) (1.7)
j=Lj#i o
siendo F; la fuerza total que recibe esta particula ? y || - || indica la norma euclideana.
El sistema (1.4) para la particula i-ésima es
1
i = —DPi, 1.8
q P (1.8)
: ~ Gmim;(q; —q;
P: = Z H ']E ]'H3 ) :_qu'v(q)v
j=1,j#i 4~

para el cual hemos definido el momento de la particula i-ésima como p; = m;q;.
En notacién corta, el vector posicién del sistema es x = (x;,...,%,) € R y
definimos la funcién potencial como
n

V) = - S S (1.9)

(S I =il

2«Algo ocurre como si la materia atrajera a la materia en direccién proporcional al producto de sus
masas e inversamente proporcional al cuadrado de sus distancias”...Newton, Principia, 1687.
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Asi, la ecuacién de movimiento MX = —V,V (x) es la forma vectorial para el problema
de n cuerpos y su forma hamiltoniana es

q = Mp, (1.10)
p = _qu(q) )
donde M = diag(my, mq, my, ma, Mo, Mg, ..., My, My, my) y el vector momento del siste-
ma es p = Mq. La funcién de Hamilton corresponde a
H(q,p) = T(p)+V(a), (1.11)

. , sy 2
definiendo la energia cinética como T'(p) = >, —“2111'_ :
- T

Como mencionamos en la secciéon 1.1, encontrar primeras integrales nos ayuda a
reducir de dimension los sistemas de ecuaciones y en algunas ocasiones hasta encontrar
la solucién. Bruns [7] demostré a finales del siglo XIX que el problema de n cuerpos
posee 10 primeras integrales independientes entre si y no mas, teniendo como sistema de
referencia el espacio euclideo. Por esta razén, para el caso n = 2 es posible encontrar la
solucion explicita del problema, como lo eshozamos en la seccién 1.5, pero para n > 2 el
problema esta abierto, en el sentido de encontrar las soluciones explicitas al problema,
dada cualquier condicion inicial.

En esta seccién s6lo mencionamos estas 10 constantes de movimiento, pero pueden
consultarse [25] (pp. 17 - 19) y [2] (p. 177 - 191) para una mayor comprensién. Las
primeras tres primeras integrales estan determinadas por el momento lineal total definido
como P = p;+...4p,, ya que a partir de (1.8), obtenemos que P = 0. De aqui, podemos
determinar otras tres cantidades que se conservan, ya que si definimos el centro de masa
del sistema como C = (myq; + ... +m,q,)/ S, m;, entonces (3.1, m;)C = P. Esto
quiere decir que el centro de masa tiene un movimiento uniforme rectilineo. Otras tres
constantes de movimiento son las que se obtienen al calcular el momento angular total,
definido como L = """ | q; X p;. Por ultimo, la energia total (el hamiltoniano H) es la
décima constante de movimiento.

1.4. Singularidades, colisiones y regularizaciones.

El espacio de configuracién para el sistema (1.10) estd en R3" méas no es este
mismo espacio. De hecho, si algiin denominador de la funcién potencial dada en (1.9)
se hace cero, el teorema de existencia y unicidad de Cauchy® no se cumple y por lo
tanto no podemos asegurar la existencia de soluciones para todo tiempo. Las siguientes
definiciones fijan estas ideas.

Definicién 1.4 Dada la ecuacion x = f(x,t) con x € R™, si para algin t; no podemos
asegqurar la existencia de solucion, entonces se dice que el sistema %X = f(x,t) presenta
una singularidad en t1 y la ecuacion diferencial es llamada singular.

3Teorema de existencia y unicidad de Cauchy: si el campo vectorial f(x, ) es continuo respecto
de t y x en un abierto O de R x R™ y 9f/0x existe y es continua en O y sea (t,,%,) € O, entonces
existe € > 0 y una unica funcién definida en (¢, — €,t, + €) tal que es solucién al problema x = f(x,t)
con valor inicial x(¢,) = x,.
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El sistema (1.10) presenta varias posibles singularidades. Definimos los conjuntos

Aj; ={q € R*|q; = q;}

y la unién de todos éstos como

A A lo llamamos el conjunto de singularidades del sistema (1.10), ya que contiene todos
aquellos puntos donde el potencial (1.9) no esté definido y por tanto cumple la definicién
1.4. De esta forma Q = R3" \ A. Hacemos la notacién de que A no representa colisiones
entre las particulas solamente, como explicamos a continuacion.

Un estudio sistematico de las singularidades en el problema de n cuerpos comenzé con
Painlevé a finales del siglo XIX. El mostré en [26], que si r(¢) es una solucién para el
sistema (1.10) con una singularidad en ¢, € R, entonces r(t) — A cuando t — ;.
Pero habra que notar que pudieran ocurrir dos casos: por un lado podria suceder que
r(t) — q, € A o podria ocurrir que el limite no exista. La siguiente definicién introduce
un nombre especial para el primer caso de singularidades.

Definicién 1.5 Si para t — t1 la posicion de las n masas puntuales tienden a limites
bien definidos en los cuales al menos dos son iquales, se dird que hay una colision en ty.
Es decir, habrad colision si para algiun tiempo al menos dos cuerpos se encuentran en la
misma posicion.

Painlevé fue quien cuestioné por primera vez sobre si todas las singularidades en el
problema de n cuerpos son debidas a colisiones. El mismo Painlevé mostré que para
n = 3 todas las singularidades corresponden a colisiones. Posteriormente se mostraron
resultados parciales, tal como que el conjunto de condiciones iniciales que llevan a
colisién en un tiempo finito tiene medida de Lebesgue cero, dado por Saari en [27].
También, el mismo autor mostré en [28] que todas las singularidades son debidas a
colisiones si las n particulas consideradas se encuentran en una linea recta. Pero fue
casi cien anos después que Xia en [35] respondié a la pregunta de Painlevé, mostrando
la existencia de una pseudocolision (sugerencia de Poincaré seguida por Painlevé para
nombrar las singularidades no debidas por colisién) en el caso n = 5. Este resultado se
generalizd posteriormente para n > 5. Antes, para el caso n = 4, Mather y McGehee en
[24] mostraron la existencia de pseudocolisiones, pero habiendo regularizado previamente
una infinidad de colisiones binarias en un problema colineal de cuerpos.

La pregunta inmediata que surge es sobre la posibilidad de dar una extensién natural
de las soluciones que acaban en una singularidad, mediante algiin cambio de variables o
algiin otro recurso matematico y asi extender el dominio de las soluciones.

Definicién 1.6 Supongamos que se tiene la ecuacion x = f(x,t), x € R™. Se dice que
es reqular en el punto (X,,t,) si f y 0f /0x son funciones continuas y acotadas para todo
punto (x,t) contenido en un abierto donde se encuentre (X,,t,).

Definicién 1.7 El procedimiento de convertir en reqular una ecuacion diferencial singu-
lar se llama reqularizacion.

27



En [30] (pp. 6 - 35) y [31] (pp. 70 - 125) hay un gran desarrollo sobre regularizaciones
referentes al problema de n cuerpos. Por otro lado, Marchal en [23] dio una clasificacién
de éstas, diciendo que en general pueden ser de dos tipos: tipo Siegel o analitica y
tipo Easton o topolégica. Este tltimo tipo de regularizaciéon aprovecha la estructura del
retrato fase, ya que se trata de dar una continuacion siguiendo las soluciones regulares
vecinas. En lo que sigue y en las secciones posteriores haremos uso de las regularizaciones
tipo Siegel.

Debemos mencionar que no todas las singularidades son regularizables, pero aquellas
debidas a colisiones binarias (colisién entre dos cuerpos) si lo son, es decir, es posible
continuar las soluciones de tal manera que las colisiones entre dos particulas deje de ser
un punto singular para convertirse en un punto regular en las ecuaciones respectivas.
Como afirma Szebehely en [31] (pdg. 71), estas singularidades no son del tipo esencial
por lo que pueden ser eliminadas con un cambio adecuado en las variables. Para los
propositos de este trabajo nos basta con entender este tipo de regularizaciones, ya que
las ecuaciones que se consideraran posteriormente involucran problema de n cuerpos en
espacios unidimensionales, donde todas las singularidades son debidas a colisiones entre
los cuerpos.

En forma general, la regularizacién consiste de una transformaciéon en el vector
posiciéon

q = f(w) (1.12)
y otra en la variable independiente tiempo

dt

— = 1.1

L= gw (113)

definiendo un nuevo sistema en términos del nuevo vector posicién w y del nuevo tiempo
7. De la ecuacién de la energia (1.11) entendemos la razén de ser del cambio en el tiempo.
En otras palabras, si q — A;;, para alguna i y j distintas, entonces V(q) — —oo y por lo
tanto T'(p) — o0; en particular ||p|| — co. Esto es, la velocidad entre las particulas que
van a colisién crece indefinidamente y con la introduccién del nuevo tiempo 7 lo que se
logra es “frena” el movimiento de tal suerte que la velocidad en la colisién esté acotada.

Como se encuentra en la literatura, en este trabajo distinguimos entre regularizaciones
locales y reqularizaciones globales, siendo las primeras las que convierten una singularidad
en un punto regular en las ecuaciones y las segundas las que convierten mas de una
singularidad en puntos regulares con el mismo cambio de variables. Aunque en ambas
se aplican operaciones localmente, el termino “global”hace referencia a la utilizacién de
una sola transformacion para dos o mas singularidades.

En capitulos posteriores se presenta una discusion sobre la relacion que puede existir
entre las funciones f y g. Pero en la siguiente seccién aplicamos un par de regularizaciones
clasicas, con lo que ilustraremos el funcionamiento de (1.12) y (1.13).

1.5. Problema de Kepler.

Histéricamente el primer caso del problema de n cuerpos que se estudié fue, natural-
mente, para n = 2, el problema de 2 cuerpos, teniendo gran relevancia ya que es el inico
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caso del que se conocen todas las soluciones. Las ecuaciones de movimiento que describen
el problema de 2 cuerpos estan dadas por (1.7) y (1.8) y es un sistema hamiltoniano con
6 grados de libertad.

A partir de las 10 primeras integrales expuestas en la seccién 1.3, este problema
puede ser reducido a un problema de un grado de libertad, en donde finalmente por
cuadraturas se puede resolver. Para los fines de este trabajo, en esta seccién se desarrolla
de manera muy breve esta reduccién y nos enfocamos al caso colineal que posteriormente
describimos. En [32] (pp. 244 - 289) y [2] (pp. 125 - 176) se desarrolla ampliamente el
problema de 2 cuerpos.

Para conocer las soluciones al problema de 2 cuerpos basta con conocer las soluciones
al correspondiente problema de fuerza central. En otras palabras, colocamos sobre uno
de los dos cuerpos el origen de coordenadas y determinamos la dindmica del cuerpo que
queda libre respecto del fijo. Esto se puede hacer ya que se puede reescribir el problema
de 2 cuerpos en las coordenadas centro de masa y vector relativo (vector que une ambos
cuerpos) y sabemos que el centro de masa del sistema es una constante de movimiento
y de esta manera queda por resolver el sistema para el vector relativo, donde la fuerza
parte de uno de los cuerpos. Este planteamiento se conoce como el problema de Kepler.
Determinamos este problema por la ecuacién de movimiento

.. q

donde q € R? representa la posicién de la particula libre, el cuerpo fijo estd en el origen
y 0 < 7 € R es una constante que incluye la constante de gravitacion universal y las
masas de los dos cuerpos. El sistema (1.14) es de 3 grados de libertad, habiendo reducido
en 3 los grados de libertad del problema original, gracias al vector centro de masa y por
ende, al vector momento lineal total. Haciendo p = q, el hamiltoniano asociado a (1.14)
es

1 v
H = —|Ipl - — = 1.1
(a.p) = 5lPI = o = 1. (1.15)

que corresponde a la energia total del sistema y sabemos que es una constante de
movimiento, como se explico en la seccion 1.3. También se mencioné que el momento
angular se conserva, lo que significa que el vector q x p es constante en todo momento,
restringiendo a q y a p al mismo plano durante todo el movimiento. Nuevamente se ha
reducido el nimero de grados de libertad, ya que de los 3 que se tenian, ahora estamos en
un sistema hamiltoniano de 2 grados de libertad. Finalmente, utilizando a coordenadas
polares, la ecuacién (1.15) queda

Hmanmzzéﬁﬂw%ﬁ—% (1.16)
_ L, L2 T
= 5(“@)‘?—“

donde L es el momento angular. Ya que el momento angular es una constante, la ecuacion
anterior sélo depende de r y su respectiva velocidad, que nos ubica en un sistema de 1
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grado de libertad. La funcién (1.16) no es hamiltoniana, pero sigue siendo una primera
integral y por ello la seguimos nombrando como la ecuacion de la energia.
Segtn el valor de L distinguimos dos casos:

1. Si L # 0, estamos en el llamado problema de Kepler en el plano y como se muestra
en [32] (pp. 244 - 289), dependiendo del valor de la energia h, las soluciones
corresponden a las cénicas segin la siguiente tabla:

4

h=—3= —— circulo,
—% <h<0 +— elipse,
h=20 —— pardbola,
h >0 ——  hipérbola.

Para este caso, aunque H presente una singularidad para r = 0, las soluciones estan
bien definidas para todo tiempo y para valores h > —v*/(2L?). En otras palabras,
si el momento angular es diferente de cero, no hay colision entre los cuerpos.

2. Si L =0, estamos en el llamado problema de Kepler colineal, donde la ecuacion de
la energia respectiva es
Hir#) = 22— 2 — j. (1.17)
’ 2 r
Como el momento angular es cero, el movimiento no sélo se lleva a cabo en un
plano, sucede sobre una linea recta y por lo tanto, a diferencia del caso anterior,
aqui todas las 6rbitas son de colisién. Es decir, la singularidad r = 0 en (1.17)
representa un problema para la determinacion de las soluciones para todo tiempo.
En este caso, la primera integral (1.17) sigue siendo una funcién de Hamilton para
el sistema

q =D, p = _7/q )
donde hicimos ¢ = 7y p = 7. Asi, el hamiltoniano (1.17) queda

1
Map) =50 =0 =h (1.18)

con una singularidad en ¢ = 0 (A = {q|¢ = 0}).

En la figura 1.1 mostramos el espacio fase a partir de (1.18) y podemos distinguir
distintos tipos de érbitas segin el nivel de energia. Siguiendo con la notaciéon dada en el
caso L # 0 tenemos la siguiente clasificacion:

h <0 +— orbitas elipticas,
h=0 +— orbitas parabdlicas,
h>0 +— orbitas hiperbolicas,
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Figura 1.1: Espacio fase del problema de Kepler.

y para cualquier caso, mientras ¢ — 0, resulta que p — +oo cuando t — t1, t; € R
(tiempo de colision).

Evidentemente, la singularidad ¢ = 0 corresponde a la colisién entre los dos cuerpos,
por lo que es posible regularizar las ecuaciones y asi continuar las soluciones para todo
tiempo. Siguiendo los cambios (1.12) y (1.13), la nueva velocidad obtenida w’ = dw/dt
esta relacionada con la original como

dg df dw df dwdr df 1

P=% " dwdt ~ dwdrdt  dwglw)"

y de esta manera, el cambio de variables es

(4,p) = B(w, w') = <f(w) 4 iw'> | (1.19)

" dw g(w)

El hamiltoniano (1.18) lo escribimos en las nuevas variables, con h fijo y obtenemos la
primera integral

1({df 1 /2_L_
5 <%mw> =h. (1.20)

Sélo basta elegir adecuadamente las funciones f y ¢ para cambiar la singularidad en
un punto regular. La eleccién de estas funciones depende del objetivo en las nuevas
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soluciones. En esta seccion mostramos dos de las regularizaciones mas comunes para
este tipo de problemas. Un estudio completo sobre regularizaciones y otras técnicas en
el problema de Kepler estd en [18] y en [31].

1. Sundman fue de los precursores en regularizaciones y el propuso en 1912 un cambio
de variables dado como f(w) = wy g(w) = w para este problema. Asi, la expresién

(1.20) queda
2
Liw) -
2\ w

y multiplicando por el factor w? esta tultima ecuacién, obtenemos la constante de
movimiento regularizada

T
w

1
§(w')2 — yw = hw?. (1.21)

2. Por otro lado, quiza la regularizacién mas estudiada, el cambio de variables esta da-
do por f(w) = w? y g(w) = w?, conocida como regularizacién de Levi-Civita
(1906). La ecuacién de la energia (1.20) queda

, 2
w w

y multiplicando por el factor w? se logra la primera integral regularizada
2(w')? — v = hw?. (1.22)

En la figura 1.2 vemos los espacios fase obtenidos a partir de las ecuaciones (1.21) y
(1.22). En ambos casos notamos que la singularidad ¢ = 0 en (1.18) se ha convertido
en puntos regulares en (1.21) y (1.22). La primera diferencia que observamos entre
estas regularizaciones es la velocidad de las particulas en la colision; mientras
la velocidad es cero para la regularizacion de Sundman, para la regularizacién
de Levi-Civita la velocidad en la colisién es distinta de cero. Pero la diferencia
mas relevante estda en el cardcter simpléctico de una de las regularizaciones. Si
redefinimos f(w) = f(w)/2 en la regularizacién de Levi-Civita, resulta que es
una transformacién simpléctica y esto, segiin vimos en la seccién 1.2, preserva el
cardcter hamiltoniano de las ecuaciones y por lo tanto, la expresién (1.22) es el
hamiltoniano regularizado del problema de Kepler.

Es posible encontrar una expresion analitica de las soluciones del problema regulari-
zado a partir de (1.21) y de (1.22), pero en este escrito solamente nos enfocamos
en sus caracteristicas cualitativas. El punto regular que representa la colisién
entre las particulas posibilita la continuacién de manera natural de las érbitas
en el espacio fase. Aprovechamos la ecuacion de la energia respectiva y asociamos
una orbita que va a colision con una que viene de colisién en el mismo nivel de
energia h, representando un rebote elastico en la colision. De hecho, clasificamos

32



(a) Regularizacién tipo Sundman. (b) Regularizacién tipo Levi-Civita.

Figura 1.2: Fspacios fase reqularizados del problema de Kepler.

las soluciones obtenidas, como lo hicimos anteriormente. Las soluciones parabdélicas
(para h =0) y las soluciones hiperbdlicas (para h > 0) son no acotadas; estas
soluciones representan para las particulas una sola colisiéon y tanto antes como
después de este instante, las particulas no regresan, escapan. Por otra parte, las
soluciones elipticas (para h < 0) son periddicas y acotadas, es decir, las particulas
colisionan peridédicamente y no escapan.

El problema de Kepler no tiene soluciones de equilibrio y tanto para el caso planar
como para el caso colineal el espacio de configuraciones Q no esta acotado para h > 0.

1.6. Problema restringido de 3 cuerpos.

Uno de los problemas mas famosos en Matematicas es sin duda el problema de 3
cuerpos, un problema abierto en el sentido de obtener soluciones explicitas dada cualquier
condicién inicial. Las ecuaciones que describen este problema estdan dadas por (1.7) y
(1.8), siendo un sistema hamiltoniano de 9 grados de libertad. Dada la complejidad
de este problema se consideran problemas reducidos, aunque no menos complicados de
estudiar. El problema reducido “clasico”corresponde a un caso limite para tratar de
obtener resultados que ayuden a mostrar la dindmica de 3 cuerpos bajo las fuerzas de
gravitaciéon newtonianas. Este caso considera una de las masas despreciable respecto
de las otras dos, llamada masa infinitesimal o cuerpo secundario, de tal suerte que
no interviene en la dinamica de las otras dos, denominadas como masas o cuerpos
primarios, pero éstas si determinan la dindmica de la masa infinitesimal. En otras
palabras, las masas primarias presentan la dindmica del problema de 2 cuerpos y el
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objetivo es determinar la dindmica de la masa infinitesimal. Este planteamiento es el
problema restringido de 3 cuerpos.

Dependiendo de la dindmica de las masas primarias se obtienen distintas clases de
problemas restringidos de 3 cuerpos, siendo el caso mas estudiado el propuesto hace
méas de 200 anos por Euler (1772). El consideré que las masas primarias se mueven en
orbitas circulares alrededor de su centro de masa con velocidad angular constante y la
masa infinitesimal confinada a moverse en el mismo plano determinado por las primarias.
Este problema es conocido como el problema restringido de 3 cuerpos, aun cuando en
realidad es el caso circular del problema restringido de 3 cuerpos.

Las ecuaciones de movimiento que rigen el problema restringido de 3 cuerpos provie-
nen de las ecuaciones del problema de 3 cuerpos en las que hacemos el limite mg — 0,
donde m; y mqy son las masas de los cuerpos primarios. Las posiciones x; y X, correspon-
den a los cuerpos primarios y la masa infinitesimal se denota por m con posicién x.
Las ecuaciones de movimiento para el problema restringido de 3 cuerpos quedan de la
siguiente manera:

mz(X2 - Xl)

& , 1.23
e (1.23)
. my(X; — Xz)

i i — %) 1.24
S [T (1.24)
i mubasx) | mx - %) (1.25)

[ = %[> flxe = x|

Notemos que las ecuaciones (1.23) y (1.24) son las respectivas del problema de 2 cuerpos
y queremos determinar las soluciones de (1.25) dada una solucién de (1.23) y (1.24).
En [31] se encuentra un desarrollo completo de este problema. Aqui sélo definimos y
planteamos esta clase de problemas para entender la notacién y la dificultad de los
problemas que componen este trabajo, pero hay mucha investigacién sobre este tema.

1.7. Funciones elipticas de Jacobi.

Hablar de sistema mecanicos es hablar de cierto tipo de funciones, cuyo origen
estd fuertemente ligado a este tipo de sistemas, en particular al péndulo simple. En
el presente trabajo estas funciones aparecen de manera natural y dado que para los
objetivos de la investigacion las funciones elipticas sélo son una herramienta, en esta
seccion las definimos brevemente y presentamos algunos resultados que utilizamos en lo
que sigue. Para mds detalles sobre este tema recomendamos consultar [19].

Cualquier funcion definida en el campo de los complejos, que sea doblemente periddica
de tal forma que la razon entre los periodos sea un niimero complejo y que sea regular
(u holomorfa) excepto en un conjunto discreto donde presente polos es llamada funcidn
eliptica. De la misma manera en la que aparecen las funciones elipticas en el siguiente
capitulo, asi las definimos en esta seccién. Para definir estas funciones restringimos el
dominio al campo de los ntimeros reales, aprovechando la propiedad de que las funciones
elipticas mandan reales a reales.
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La funcion llamada seno eliptico es la inversa de la funciéon en forma de integral dada
por

-1 —u = v 1
sn”(z, k) = /0 NG kztz)dt, (1.26)

llamada integral eliptica incompleta de primera especie. Su inversa, la funcién seno
eliptico, es sn(u, k) = x. La funcién llamada coseno eliptico también estd definida en
términos de la inversa de una funcion en forma de integral, es decir,

P 1
en” (2, k) =u= /x NI kzt)dt, (1.27)

y asi, el coseno eliptico es cn(u, k) = z. Tanto para (1.26) como para (1.27) tenemos
funciones multivaluadas porque estamos hablando de funciones periddicas, entonces se
considera 0 < z <1y 0 <wu < K (més adelante se entiende esta eleccién). El parametro
k es conocido como el mddulo y k € (0,1); por otra parte k> = 1 — k? y es llamado el
mddulo complementario y por consecuencia k' € (0,1). Otra forma comin de definir las
funciones elipticas es la dada por Legendre, que resulta del cambio de variable t = senf
en (1.26) quedando

sn”!(seng, k) = /¢ __ (1.28)
’ 0 1 — k2sen2f '

El periodo del seno eliptico sobre el campo de los reales es 4K y del coseno eliptico
es 4K también. Ambas funciones no tienen polos para u € R y sus ceros son u = 2mK
para el seno eliptico y u = (2m+1) K para el coseno eliptico. Ambas funciones satisfacen
la identidad

sn’u + cn’u = 1 (1.29)

y en particular se conocen los valores sn(K, k) = 1y cn(0,k) = 1. El valor K depende
del valor del médulo y esta dado por

K (k) = sn (1, k) = /1 i - / R —
’ o (1 —8)(1— k%2 o V1 —Fk%sen?d’

llamada integral completa de primera especie. Ademéas se cumplen los limites

lim sn(u, k) = senu, lim sn(u, k) = tanh u,
k—0 k—1
lim en(u, k) = cosu, lim en(u, k) = sech u,
k—0 k—1

y ésta es una de las razones por las que se les denomina funciones elipticas, porque
en cierto sentido conectan las funciones circulares (trigonométricas) con las funciones
hiperbélicas. También cumplen las simetrias sn(u, k) = sn(u+4K, k) y en(u, k) = en(u+
4K, k). En la figura 1.3 se grafican estas funciones para diferentes valores del médulo k.
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b4 2
_1f -1
(a) Gréficas de sn(u, k). (b) Gréficas de en(u, k).
0.
1
\\\ k
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0 s 2n

(c) Graficas de dn(u, k).

Figura 1.3: Grdficas de las funciones elipticas sn, cn y dn para varios valores del modulo

k.

Una tercera funcion eliptica de Jacobi basica es la definida como

dn(u, k) = \/1 — k2sn2(u, k), (1.30)

es decir, aquella que satisface la identidad

dn®(u, k) + k*sn*(u, k) = 1. (1.31)
De hecho, a partir de la identidad (1.29) y de la anterior (1.31) sabemos que

dn’(u, k) — k*en®(u, k) = k2. (1.32)

A partir de estas identidades es facil conocer las propiedades de la funcién dn. Tiene
periodo 2K (dn(u,k) = dn(u + 2K, k)) sobre el campo de los reales, sus ceros son
u= (2m + 1)K y satisface los limites

limdn(u, k) =1, lim dn(u, k) = sechu .
k—0 k—1

En la figura 1.3 también se muestran las graficas de dn para distintos valores del médulo

k.

36



Las funciones que resultan de derivar e integrar las funciones elipticas antes definidas,
las enlistamos a continuacién:

%sm(u, k) = cn(u,k)dn(u, k), (1.33)
/sn(u, k)du = %ln(dn<u7 k) — ken(u, k)),

d

@cn(u, k) = —sn(u,k)dn(u, k),

1
/cn(u,k:)du = Earcsen(ksn(u,k:)),

%dn(u, k) = —K’sn(u,k)en(u, k),

/dn(u,k)du = arcsen(sn(u, k)).

Por ultimo, un resultado que nos sera de mucha utilidad se refiere a la definicion de
las funciones elipticas en el caso en que el médulo es mayor que uno. En otras palabras,
si k > 1 se cumple la siguiente igualdad:

1 1
sn(u, k) = 75D <k:u, E) = ’CSH(%,K) , (1.34)

donde hemos definido K = 1/k.

1.8. Teoria de Floquet.

La Teoria de Floquet estudia sistemas de la forma
x = A(t)x, (1.35)

siendo x € R" y A(t) una matriz de tamano n X n cuyas entradas son funciones
continuas de ¢ y tal que A(t) = A(t + T) para alguna 7" > 0. Es decir, esta teoria
trata sistemas lineales homogéneos no auténomos, peridédicos en el tiempo. Para una
mayor comprension, sugerimos consultar [9] (pag. 145 - 224) y [11] (pdg. 103 - 116).
El resultado principal de la Teoria de Floquet habla sobre la forma canodnica de la
matriz fundamental de soluciones para sistemas de la forma dada en (1.35). Afirma que
las soluciones son combinaciones lineales periddicas de soluciones de un sistema lineal
autéonomo. Para llegar a este resultado, primero revisemos el siguiente teorema.

Teorema 1.2 §i C' es una matriz de tamano n X n y no es singular, entonces existe
una matriz B (quizd compleja) de tamario n x n tal que e? = C. Si C' es una matriz real
de tamano n X n y no es singular, entonces existe una matriz real B de tamano n X n
tal que e? = C?.

A partir de este teorema, se enuncia el teorema de Floquet.
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Teorema 1.3 (Teorema de Floquet) Si X (t) es una matriz fundamental de soluciones
para el sistema (1.35), entonces para toda t € R

Xt+T)=XtXH0)X(T).
Mas ain, existe una matriz B (quizd compleja) tal que
e’ = X7H0)X(T)

y una matriz P(t) dependiente de t (quiza compleja) periddica, de periodo T, tal que
X(t) = P(t)eP?, para toda t € R. También, existe una matriz real R y una matriz real
Q(t) dependiente de t peridédica, de periodo 2T, tal que X (t) = Q(t)ef, para toda t € R.

De esta manera, conocemos la forma de las soluciones al sistema (1.35). Pero podemos
saber mas sobre las soluciones a estas ecuaciones. Supongamos que X (f) es una matriz
fundamental como se ha expuesto antes y sea v un vector en R”. La solucién para (1.35)
con condicién inicial x(t,) = v estd dada por X (¢)X!(¢,)v. Si este vector inicial lo
movemos en tiempo un perfodo, obtenemos otro vector dado por X (t,+T)X ~(t,)v. De
esta manera, estamos definiendo un operador

vo— X, +T)X '(t,)v,

llamado el operador de monodromia. En particular, sit, = 0, el operador de monodromia
es X(T)X 1 (0)v. Los valores propios del operador de monodromia se conocen como los
multiplicadores caracteristicos asociados al sistema (1.35). En el siguiente resultado se
habla sobre la naturaleza de los multiplicadores caracteristicos.

Proposicién 1.1 Considérese el sistema (1.35), los siguientes enunciados son verdade-
r0S.

1. Cada operador de monodromia es invertible.

2. Todos los operadores de monodromia tienen los mismos valores propios. En particu-
lar, hay n multiplicadores caracteristicos, tomando en cuenta multiplicidad.

La primera parte de la proposicién 1.1 implica que ningin multiplicador puede ser cero
y la segunda parte de ésta significa invarianza respecto de t,.

Un namero complejo p se llama exponente caracteristico o exponente de Floquet del
sistema (1.35) si e#? = p, siendo p un multiplicador caracteristico. Se hace la notacién
de que si p es un exponente caracteristico, entonces p+ 27ik /T también lo es, para cada
k € 7Z. En el siguiente resultado se muestra la relacién entre los valores propios de una
matriz y los valores propios de la exponencial de la misma matriz o alguna potencia de
ella.

Teorema 1.4 Si A es una matriz de tamano n X n y Ai,..., A\, son sus valores propios
(tomando multiplicidad), entonces \¥, ... \F son los valores propios de AF yer ... et
son los valores propios de e.
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Con este teorema en mente, el siguiente es un resultado muy importante, ya que
relaciona los exponentes y multiplicadores caracteristicos con las soluciones del sistema
que nos interesa resolver.

Lema 1.1 Si p es un exponente caracteristico para el sistema (1.85) y X(t) es una

matriz fundamental de soluciones, entonces X (t) = P(t)e!P, tal que u es un valor propio
de B.

Asi, con el lema 1.1 ya tenemos una idea de como deben ser las soluciones respecto
de los valores propios de la matriz B. De hecho, en el siguiente teorema se da la forma
explicita de las soluciones, cuando se conocen los valores propios de dicha matriz.

Teorema 1.5 Si A\ es un multiplicador caracteristico del sistema (1.35) y e’ = ),
entonces existe una solucion no trivial (quizd compleja) de la forma

x(t) = e'p(t),
donde p(t) es una funcion periddica, de periodo T. Mds ain, x(t +T) = Axz(t).

Finalmente, para poder crear una base de soluciones del sistema (1.35), necesitamos
independencia lineal. Los multiplicadores caracteristicos nos ayudaran para esto.

Teorema 1.6 Supongamos que \1 y Ao son multiplicadores caracteristicos para el sistema
(1.35) y que ju1 y po son exponentes caracteristicos, tales que A\ = e1T y Xy = 2T, Si
A1 # Ao, entonces ezisten funciones periddicas pi(t) y pa(t), de periodo T, tal que

zi(t) =e'pi(t) oy aa(t) = ep(t)
son soluciones linealmente independientes.

De esta forma, si logramos conocer los exponentes de Floquet asociados al sistema
(1.35), practicamente tenemos una buena idea sobre la estabilidad de dichas soluciones.
Del teorema 1.3 sabemos que e? = X~1(0)X(T) y eligiendo de manera conveniente
X(0) = I, tenemos que e’? = X(T). Entonces, el problema de conocer la estabilidad de
las soluciones se reduce a conocer los valores propios de la matriz X (7'), lo cual no es
facil, ya que no conocemos a priori la matriz fundamental de soluciones.

Otro resultado muy importante en la teoria de sistemas lineales homogéneos no
auténomos periddicos es el conocido teorema de Liouville. Lo incluimos en esta seccion
aun cuando el teorema no necesita periodicidad en el sistema, es decir, es valido para
sistemas de la forma

x = A(t)x, (1.36)

donde x € R" y A(f) es una matriz de tamano n X n cuyas entradas son funciones
continuas de ¢, pero que no son necesariamente periodicas.
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Teorema 1.7 (Teorema de Liouville) Suponga que X (t) es una matriz fundamental
para el sistema (1.36) en un intervalo abierto J. Sit, € J, entonces

det(X (t)) = det( X(to))effo tr(A(s))ds
donde det( ) es el determinante y tr(-) es la traza.

Aplicando este teorema a sistemas de la forma dada en (1.35), obtenemos un par de
resultados importantes sobre los multiplicadores y exponentes caracteristicos asociados.

Corolario 1.1 Consideremos el sistema (1.35) y supongamos que la matriz fundamental
de soluciones estd dada por P(t)e'®, entonces

Sm= g [y (Lo = b

k=0 T Jo k=0 ’

donde py, = e*+T.

1.9. Hiperbolicidad de trayectorias.

Dado el sistema x = f(x), con x € R", se dice que una solucién de equilibrio x,
(punto de equilibrio) es hiperbélico si ninguno de los valores propios de Df(x,) tiene
parte real igual a cero. Esta idea es resultado del anélisis del comportamiento del campo
vectorial linealizado alrededor del punto de equilibrio. Es decir, es resultado del analisis
de los valores propios y de los espacios propios que posee una matriz constante asociada
al campo vectorial linealizado.

Lo que consideramos en esta secciéon es la determinacién de la estructura hiperbdlica
para 6rbitas dependientes del tiempo y para esto sugerimos revisar [34] (pp. 52 - 59).
Consideramos sistemas de la forma

x = f(x,1), (1.37)

donde x € U C R", U es un conjunto abierto y t € R. Asumimos que f es continua en ¢,
para todat € Ry C" (r > 1) en x. Asi, para la validez de los teoremas de existencia y
unicidad a ecuaciones diferenciales ordinarias, todas las derivadas parciales de f respecto
de x son continuas y acotadas uniformemente en K x R, donde K es un subconjunto
compacto de U.

En caso de que el sistema lineal asociado a una trayectoria del sistema (1.37) sea
dependiente del tiempo, la estabilidad local del sistema no se puede determinar a partir
de los valores propios asociados. Una forma (la que presentamos en esta seccién) es por
medio de la determinacion de una dicotomia exponencial.

Definiciéon 1.8 Consideramos la ecuacion diferencial lineal dependiente del tiempo
y = Ay, (1.38)
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cony € R™ y A(t) una matriz de tamano n xn continua en t € R. Supongamos que X (t)
es la matriz fundamental de soluciones de (1.38) (X(0) = I). Consideramos que || - ||
es una norma en R™. Decimos que el sistema (1.38) posee una dicotomia exponencial si
existe una proyeccion P (P2 = P) y constantes Ky, Ko, A1, Ao > 0, tales que

IX®)PX 7 ()] < Kye ™07 i >0y,
IX(#)(I — P)X Hty)|| < Kpet0) ¢t <ty

Con el concepto de dicotomia exponencial podemos decir cuando las trayectorias
dependientes del tiempo presentan estructura hiperbodlica.

Definicién 1.9 Supongamos que y(t) es una trayectoria para el sistema (1.37). Decimos
que Y(t) es una trayectoria con estructura hiperbélica si el sistema lineal asociado

y = Dxf(’y(t% t)y )
posee una dicotomia exponencial.

Si reescribimos el sistema (1.37) como un sistema auténomo y suponemos que y(t)
es un punto de equilibrio hiperbdlico para este sistema, entonces I'(t) = (y(¢),t) es una
trayectoria con estructura hiperbdlica para el sistema

x = f(x,t), (1.39)
t = 1.

La estructura hiperbdlica de I'(¢) significa la presencia de espacios propios a esta
trayectoria en el sistema linealizado. El siguiente teorema da informacion sobre la existen-
cia de variedades invariantes para el sistema (1.39).

Definimos la seccién transversal ¥, = {(x,t) € U x R|t = t,} en el espacio fase
extendido que corresponde al sistema (1.39). Asi, I'(¢) intersecta a ¥; en el punto
(7(to),t,). Posteriormente definimos una bola de radio € centrada en 7(t,), como subcon-
junto de ¥, , que denotamos como D,(t,). De esta manera,

to€R

es una vecindad de forma tubular de la trayectoria ['() en el espacio fase extendido.

Teorema 1.8 Consideramos el sistema (1.39) y la drbita con estructura hiperbolica I'(t)
para el mismo sistema. Existe una variedad W (I'(t)) (variedad local estable de I'(t))
C" de dimension k+ 1, una variedad W} (I'(t)) (variedad local inestable de I'(t)) C” de
dimension n — k + 1 y un g, > 0 suficientemente pequeno tal que para € € (0,¢,):

1. Wg (I'(t)) es invariante en el tiempo en sentido positivo y W (I'(t)) es invariante
en el tiempo en sentido negativo.
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2. W (L(t)) y Wi (T'(t)) se intersectan a lo largo de I'(t) y el dngulo formado entre
las variedades es distinto de cero y alejado de este valor de manera uniforme para
toda t € R.

3. Cada trayectoria en Wi (T'(t)) puede ser continuada hasta la frontera de N(T'(t))
en tiempo negativo y cada trayectoria en W' (I'(t)) puede ser continuada hasta la
frontera N_(T'(t)) en tiempo positivo.

4. Las trayectorias que comienzan en W (I'(t)) en el instante t = t,, tienden a I'(t)
en forma exponencial e=*(t —t,) cuando t — oo y las trayectorias que comienzan
en W (L(t)) en el instante t = t,, tienden a T'(t) en forma exponencial e |t —t,|
cuando t — oo, para alguna A > 0.

5. Cualquier trayectoria en No(I'(t)) que no esté en W _(T'(t)) ni en W (T'(t)) dejard
NZ(T(t)) en tiempo positivo y negativo.

Las variedades globales estable e inestable para el sistema (1.39), denotadas por
We(L(t)) y W*(I'(t)) respectivamente, se obtienen dejando evolucionar el tiempo en las
trayectorias en W (I'(¢)) en sentido negativo y en sentido positivo para las trayectorias
en Wi (I'(2))-
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Capitulo 2

Problema de 2 cuerpos en S*.

Planteamos el problema de 2 cuerpos en S' y analizamos cualitativamente su dindmi-
ca. Las ecuaciones de movimiento respectivas presentan una singularidad, la cual evita
tener soluciones bien definidas para todo tiempo. Con el fin de obtener éstas de manera
explicita y definidas para todo tiempo, regularizamos el problema. La regularizacion que
hacemos conserva el caracter hamiltoniano de las ecuaciones de movimiento, es decir,
la regularizacién es simpléctica. De esta manera, presentamos la dindmica global del
sistema y las soluciones explicitas, las cuales son necesarias para estudiar el problema
restringido de 3 cuerpos en St en el siguiente capitulo.

Al final de este capitulo, discutimos sobre la relacién que guardan las ecuaciones de
movimiento del problema estudiado con las del péndulo simple en el plano.

2.1. Planteamiento.

Consideramos dos cuerpos de masa puntuales m; y msy en el plano, restringidos a
moverse en el circulo de radio uno S! bajo la ley de gravitaciéon universal. Las fuerzas
de atraccién las consideramos en ambos sentidos de cada cuerpo y extendidas sobre S?,
como lo mostramos en la figura 2.1. Colocamos S* en el centro del plano euclideano y
siguiendo la segunda ley de Newton, escribimos las ecuaciones de movimiento para estos
dos cuerpos en coordenadas polares para R? como

ma(0y — 61) B me[2m — (02 — 61)]
(0 — 6:)3 27 — (02 — 01)]3
(= 02) | mal2m— (6~ 1)
(0 — 01)3 27 — (02 — 01)]3

0, (2.1)

b, =

Las variables dependientes 6,60, € [0, 27| se miden en el sentido de las manecillas del
reloj a partir del eje y positivo y son las coordenadas de posiciéon de los cuerpos con
masas my y me respectivamente. La métrica que consideramos es la longitud de arco.
Cada punto sobre las variables indica d/dt. Ademads, sin perder generalidad, suponemos
que 6y < 65 en todo momento (véase la figura 2.1). La constante de gravitacién universal
la consideramos igual a 1. Las ecuaciones (2.1) describen un sistema mecanico. El
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subconjunto S' de R? es homeomorfo al intervalo [0, 27] con los extremos identificados
(S* 220, 27])).

Sl S . ~j\
V;

P @
II 61 ‘."0 \\
! L \
I \ 02 ‘.

I
.‘ .
A ]
\ @
N 7 Mmp
\\~ ,/ /
~~ o - —”

Figura 2.1: Problema de 2 cuerpos en S?.

Convertimos el sistema (2.1) en uno que describe un problema de fuerza central. Para
esto definimos la coordenada correspondiente al centro de masa como

9cm = (m191 + m292)/M

y la coordenada relativa como

0=0,—0,.
El sistema (2.1) en estas nuevas coordenadas se simplifica al siguiente sistema:
O = 0, (2.2)
0 = —— 4+ —+= 2.3
FEAR T (23)

con M = my + my. La ecuacién (2.2) indica que el centro de masa es una constante
de movimiento. El problema de 2 cuerpos en S! descrito por (2.1) se convirtié en un
problema de fuerza central, al que llamamos de manera natural el problema de Kepler
en S1. Este describe un sistema constituido por un cuerpo fijo de masa M y un cuerpo
libre. La ecuacién (2.3) no esta definida para § = 0 y 6 = 27w, que representan la misma
posicién para el cuerpo libre, por lo que el espacio de configuracion Q para el sistema
(2.2)-(2.3) es [0,27] N A, donde A = {0 € [0,27]|0 = 0,0 = 27} es el conjunto de
singularidades.

A partir de la naturaleza del conjunto S' podemos definir de manera natural otro
centro de masa, es decir,

HCmf = [m1(91 — 271') + m292]/M (24)

44



al que llamamos el centro de masa ficticio. De hecho,

2mmy
ecm = Hcm - ) 2.
! i (2.5)

por lo que basta considerar 6., para el desarrollo posterior.

A partir de la ecuacién (2.2) escribimos las ecuaciones de movimiento para los cuerpos
de masa my y ms en términos del angulo relativo al centro de masa, es decir, definimos
Oy = 61 — O, ¥ Ocrny, = 02 — 0., v asi, obtenemos las respectivas ecuaciones de
movimiento con centro en el centro de masa,

. 3 3
ecml = T 9 9 e 2 (26)
Ve V[ 4 0]
mi mi
by = — ! : .
M2 (0ema)”  ME[Z57 + Ocrm,

Este sistema esta definido para (Ocm,, Oem,) € (—2752,0) x (0,27751).
Si realizamos los cambios de variables 0., = —52% ¥ Ocm, = 57 en el sistema (2.6),
tenemos las ecuaciones

TR

2 (2r—1x)?’
S MM
YT TR T e

que son las mismas que la ecuacién (2.3) del problema de Kepler en S*. Por lo tanto en
lo que sigue estudiamos la ecuacion (2.3).

Como es usual, hacemos el cambio de variables § = z y § = y, con el fin de reescribir
la ecuacién (2.3) como un sistema hamiltoniano de un grado de libertad

i =y, (2.7)
M M

P TE

Este sistema es auténomo y por tanto, la funcion de Hamilton, la energia total del
sistema, es una primera integral dada por la funcién H : U C R? — R,

H =y - — — 2.8
(@y) =5y —— 55—, (2.8)
con dominio U = Q@ x R = (0,27) x R. La energia cinética y la energia potencial
corresponden a las funciones T: R — Ry V : Q@ — R definidas como

T(y)=vy*/2 vy V(ﬁ)z—%— M

x 2r—x

En otras palabras, H(z,y) = T(y) + V(z) = h es una constante de movimiento. Como
todo sistema hamiltoniano auténomo, el sistema (2.7) es reversible, es decir, estd en
involucién bajo la aplicacién G(x,y) = (x, —y).
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Figura 2.2: Retrato fase del problema de Kepler en S*.

2.2. Analisis cualitativo del problema de Kepler en
St

A partir de la ecuacién (2.8) obtenemos el espacio fase que se muestra en la figura
2.2. La primera observacién que hacemos es la existencia de soluciones para cualquier
valor h € R, como ocurre en el problema de Kepler colineal (capitulo 1, seccién 1.5).
Estudiando el espacio fase, distinguimos tres grandes familias de orbitas segin el nivel
de energia y la existencia de un punto de equilibrio. Imitando la notacion del problema
de Kepler, nombramos a las orbitas como elipticas, parabolicas e hiperbdlicas, ademas
del punto de equilibrio.

» Existe un sélo punto de equilibrio dado por (x4, Yeq) = (7, 0) en el nivel de energia
h=—-2M/m.

» Las orbitas elipticas estan caracterizadas por la existencia de un unico t, en el
intervalo en el que estédn definidas, tal que y(t,) = 0, es decir, la velocidad es cero
solamente en ese instante. Estas érbitas ocurren para h < —2M /7.

» Las 6rbitas parabdlicas estan caracterizadas por los limites (z(),y(t)) — (Teqs Yeq)
cuando t — 400, es decir, son asintéticas en el tiempo al punto de equilibrio. Estas
érbitas suceden para h = —2M /7.

» Las drbitas hiperbolicas estan caracterizadas por y(t) > 0 6 y(t) < 0 para todo
tiempo t en el que estan definidas, es decir, son crecientes o decrecientes en posicion.
Estas érbitas ocurren para h > —2M /.
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Todas las orbitas, exceptuando el punto de equilibrio, no son acotadas en la coordena-
da velocidad, es decir, cuando =z — 0 (x — 27 ), sucede que y — +o00. Este comporta-
miento obedece a que la ecuacién (2.8) presenta la singularidad z = 0 (z = 27)
correspondiendo a la colision del cuerpo libre con el cuerpo fijo de masa M por un
lado (z — 0) y por el otro (z — 27). La colisién siempre sucede en un tiempo .
(tiempo de colision) finito para cualquier valor de h, es decir, para cualquier tipo de
6rbita. La razén la exponemos en seguida. De la ecuacién (2.8) tenemos que

y—\/_\/h+—+ M

2r —x

y recordamos que y = dz/dt, por lo tanto integramos de ambos lados de la igualdad

ant erior para Ob‘ ener
h 27rM to

2ms—s2

donde z(t,) = x,. Por otra parte, sabemos que lim;_, x(t) = 0 (lim;_, x(t) = 27 ) para
algin ¢, € RU {—o00,4+00}. Aplicando estos limites a la igualdad anterior obtenemos

00> lim / = lim V2(t — t,) = V2(t. — t,) .
x—>0 :E—>27r 2w M t—tc
h+ 2ms—s2

Por tanto t. € R, es decir, las soluciones (x(t),y(t)) estdn definidas para intervalos
maximos, subconjuntos estrictos de R, para cualquier valor de h. Por eso decimos que
las soluciones (del tipo eliptico, parabdlico e hiperbélico) no se encuentran definidas para
todo tiempo, tienden a la singularidad en un tiempo finito.

Con el fin de obtener soluciones bien definidas para todo tiempo hacemos un cambio
de variables junto con un cambio en el tiempo, para regularizar el hamiltoniano (2.8).

2.3. Regularizacién del problema de Kepler en S'.

Notamos en la seccién anterior que (z(t), y(t)) — (0, 2o00) ((z(t),y(t)) — (27, £o0))
cuando t — t. € R, lo que significa que las soluciones sélo se encuentran definidas en un
intervalo acotado de tiempo, recordando que el espacio de configuracién Q es acotado.
La regularizacién nos permite continuar las soluciones, convirtiendo las singularidades
de la ecuacién (2.8) en puntos regulares. Mas adelante interpretamos fisicamente estos
puntos regulares.

La regularizaciéon que hacemos a continuacién, como explicamos en el capitulo 1 en
la seccién 1.4, controla la variable velocidad conforme t se aproxima a t. (conforme los
cuerpos se aproximan a colisién). Esto se logra mediante un cambio en las coordenadas
posicién y velocidad y un cambio en el tiempo. Siguiendo [31], el cambio de variables
que hacemos tiene la forma

dx dx

r = f(q), %IQ(Q)E,
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con f,g : R — R. Este cambio incluye la reparametrizacion del tiempo, es decir,
dt/dr = g(q). Asumimos que las funciones f y g son al menos C'. Asi, el cambio de
coordenadas estd dado por la transformacién £ : R? — Q x R,

_ _ r 4
(z,y) = E(q,p) = (f(Q)>g(q) dq>, (2.9)

donde ¢ es la nueva posicion y p es la nueva velocidad. El nuevo tiempo 7 corresponde
a la reparametrizacion de t. Este cambio de coordenadas £ no necesariamente preserva
la estructura hamiltoniana del sistema. Para que esto ocurra, las funciones f y g deben
estar estrechamente relacionadas, como lo mostramos en el siguiente resultado.

Lema 2.1 La transformacion E es una reqularizacion simpléctica para el hamiltoniano
(2.8) si las funciones f: [-5,5] — Q y g:[~5,5] — R estan definidas como
fla)=mseng+m y  glg) = (1 — sen’q).

Demostracion. Calculamos el jacobiano de E, obteniendo

4 0
dq
DB = ( d (Lﬁ) 1 d ) :
dg \ 9(q) dg 9(q) dq
Siguiendo la definicién 1.3, para que la transformacién E sea simpléctica, debe cumplirse
la igualdad (D) E)"J(Dgp»E) = J y como consecuencia debe satisfacerse la relacién

(4) ~ o o0

Por otra parte, tomamos un valor de la energia h fijo en (2.8). En este nivel de energia
introducimos la transformacién E e incluyendo la relacién (2.10), logramos la nueva
ecuacion de la energia

H(E(q,p)) =

—h. (2.11)

Ahora definimos la nueva relacién

9(q) = f(q)(2m — f(q)) - (2.12)

Multiplicamos la expresion (2.11) por el factor g(q) (reparametrizacién del tiempo) para
eliminar la singularidad y asf obtenemos la ecuacién de la energia (2.11) sin singularidad,
es decir,

57 —2nM = hf(q)(2n — f(g)). (2.13)
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Ahora sustituimos ¢(q) dado en (2.12) en la ecuacién diferencial (2.10) para obtener
explicitamente la funcién f(q), asi

(j—f;) — f(g)2n — F(0))
df (q)

-/ Jiwer ) "

= —arecsen (

—2f(§7)r+ 2%) _y

Resulta la funcién f : [-F, 7] — Q como estd definida en el lema, f(q) = mseng + 7.
La funcién g : [-3,5] — [0, 7] la obtenemos sustituyendo f(g) en (2.12), por lo tanto

g(q) = m*(1 — sen?q).

Sustituimos las funciones f(q) y g(g) en (2.13) para mostrar que hemos obtenido la
nueva ecuacion de la energia regularizada

L 2 2

5P — 27 M = hr*cos”q. (2.14)
La relacién (2.14) satisface p — +2v/ M7 cuando ©z — —7/2 (z — —m/2) para todo
valor de h € R. En otras palabras, la transformacién F dada en (2.9), con las funciones
f(q) vy g(q) como se obtuvieron, es

p(mcosq) p
E(q,p) = _DATENG)) ——
(q,p) (wsenq +, 21— sen2q)) (ﬂsenq +, o —— q))

Esta transformacién convierte la singularidad (0, £00) € R x (R U {+£oo}) (identificada
con (2m,+o00) € R x (RU{£o0})) en los puntos regulares (—7/2,£2vVM7) € R x R
(identificados con (—7/2,£2vM7) € R x R) para todo h € R.

O
Siguiendo el lema 2.1, el nuevo hamiltoniano que define el problema de Kepler en S !
regularizado, estd dado por la funcién H : [-7, 5] X R — 0,
. 1
Hy(q,p) = §p2 —27M — hrcos’ g = 0. (2.15)

Este es un nuevo hamiltoniano fijo en el nivel de energia cero para cada valor fijo h en la
ecuacion (2.8). El nuevo espacio de configuracién O es [—7/2,7/2]. El correspondiente
espacio fase estd en la figura 2.3, que explicamos en la seccion 2.5. Lo que abordamos en
la siguiente seccion es la obtencién de las soluciones explicitas para el problema descrito
por (2.15).

49



2.4. Soluciones al problema de Kepler en S' regulari-
zado.

Las soluciones de la ecuacién diferencial (2.15) estédn en términos de funciones elipticas,
cuya definicién y breve explicacién se encuentra en el capitulo 1 en la seccién 1.8.

Para determinar las soluciones, aplicamos separacion de variables a la ecuacion (2.15)
y obtenemos

p=/2027M + hr?cos? q) .
Sabemos que p = dgq/dT, por lo que la igualdad anterior la escribimos como
dg
V227 M + hr? cos? q)
dg
\/27T\/(2M + hm)(1 — (Mﬂrhw)senzq)

dr =

e integrando la iltima expresién obtenemos una integral eliptica incompleta de primera

especie, dada por
4 d
V2rV2M + har = / . —
o V1 — k2sen?r

con k? = hr/(2M + hr) y q(0) = 0. Para que la integral anterior tenga sentido es
necesario que 0 < k < 1, es decir, es necesario que h > 0. Si este es el caso, entonces

seng = sn(vV2rv2M + har, k). (2.16)

Para los casos h < 0 resulta que k£ € (R~ (0,1)) y por lo tanto, la integral eliptica
incompleta de primera especie no estd bien definida. Hacemos una traslacion en la
coordenada posicion g + 3 = ¢'. Aplicamos la traslacién en (2.15) y obetenemos el
nuevo hamiltoniano

~ 1
Hy(q,p) = §p2 —27M — ha’sen*§ =0, (2.17)
y de este modo el nuevo espacio de configuracién O es [0, 7]. Nuevamente aplicamos
separacién de variables a la ecuacién (2.17) y tenemos

p = /2(2mM + hr?sen?q)

de donde obtenemos
T = dg
V227 M + hr?sen?q)

Integramos la 1iltima expresion para conseguir

NTMT = /q~ __dar (2.18)

)
1 — k2sen?r

!Las traslaciones son transformaciones simplécticas.
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con k* = —hw/2M. Asf, las soluciones a (2.17) dependen de resolver la integral dada en
(2.18), la cual es una integral eliptica incompleta de primera especie para 0 < k < 1.
Como k depende del parametro h, dividimos en varios casos.

» Sihe(—2M/m,0), entonces k € (0,1), por lo que la solucién a la ecuacién (2.17)
es

seng = sn(2vVrMT, k). (2.19)

s Para h = 0 resulta que k = 0, por lo que hacemos el limite sobre la funcién seno
eliptico cuando el médulo tiende a cero, es decir, (2.18) es equivalente a

seng = sen(2vVwMT). (2.20)
s Para el valor h = —2M /7 resulta que k = 1 y de la misma forma que en el caso

anterior, hacemos el limite sobre la funcion seno eliptico cuando el médulo tiende
a uno, obteniendo

seng = tanh(2v7MT). (2.21)
En este mismo caso estd la tinica solucién de equilibrio, dada por ¢(7) = 7/2.

» Por tltimo, si h €< —2M /7, entonces k > 1. Utilizamos la transformacién sobre
el médulo £ =1/k y asi K € (0,1) y a partir de la igualdad (1.34), obtenemos

seng = sn(2VrMT, k) (2.22)
_ KSH(L’WMTJc>
K
= (w2 ).
—hm —hm

Como las funciones (2.15) y (2.17) son primeras integrales para el sistema, las cuales
son equivalentes salvo la traslacion ¢ — ¢ — m/2, encontramos las soluciones como
funciones de 7, para cada valor fijo de la energia h. Una vez que conseguimos las
soluciones de la ecuacién (2.17), las soluciones a la ecuacién (2.15) estdn dadas por
q(t) = q(7) — 3.

Con las soluciones definidas en ciertos intervalos de tiempo podemos extender la
dindmica para todo tiempo y esta extension consiste en “pegar”soluciones: una solucion
que termina en el instante t. con otra que empieza en t., en el mismo nivel de energia h.
Sélo existen dos maneras de “pegar”’las soluciones; la primera de éstas es imitando un
rebote eldstico para el cuerpo libre y la segunda es continuando el movimiento a través
del cuerpo fijo, como si no existiera ningiin impedimento para continuar su trayectoria.

Dependiendo del tipo de “pegado” que realicemos es la regularidad de la regularizacion.
Si hacemos la continuacion de las soluciones simulando un rebote elastico entre las masas
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la regularizacion es de clase C solamente. Esto por que la solucién es continua para todo
tiempo respecto de la posicion, pero su primera derivada no lo es justo en el “pegado”ya
que, al representar un rebote, el signo de la velocidad del cuerpo en movimiento cambia
instantaneamente. Por otra parte, si continuamos las soluciones como si atravesaramos
el cuerpo fijo, la regularizacién resulta ser al menos C'. Como no consideramos este
planteamiento en el presente trabajo no ahondamos mas en el tema.

Congruentes con la interpretacion fisica del problema, escribimos las soluciones con
el “pegado”’que involucra a los rebotes elasticos. Para continuar las soluciones en este
sentido, explotamos las simetrias y periodicidades de las funciones elipticas. Ademas,
tenemos presente que la funcién raiz cuadrada y la inversa de la funcién seno son
funciones multivaluadas; seleccionamos previamente el rango adecuado: el intervalo [0, 00)
es el rango para la raiz cuadrada y [—7/2,7/2] es el rango para la inversa de la funcién
seno. Como lo hicimos en la seccién 2.2, clasificamos las soluciones segtn el valor de h.

1. Para h > —2M /7 obtenemos las soluciones que llamamos soluciones hiperbdlicas,
dadas por tres tipos de funciones que denotamos por qg1, qu2 ¥ qus3-

» Sihe(—2M/7,0), siguiendo (2.19),

[ arcsen (sn(Q\/WT, \/T”r)) TE A,
—arcsen <sn (2\/7%7‘, \/T”T» g , si 7€ Ane,
—arcsen(sn( — 2T MT, @)) +3, si 7€ Bnu,

\ arcsen(sn<—2\/m7', \/T”r» -5, sl TEBj.

= Si h =0, de la expresién (2.20),

q2(7) = arcsen(sen(2vV7MT)),

wl:\
wn
—

qm (7) =

para toda 7 € R.
m Sih e (0,00), de la expresién (2.16),

qus(T) = arcsen(sn(@x/ﬁnﬂﬁ))

para toda 7 € R.

2. Para h = —2M /7 obtenemos las soluciones que llamamos soluciones parabdlicas,
que a partir de (2.21) son de dos tipos, que denotamos por gp; y por ¢ps:

(7) = arcsen(tanh(2vwMT)) — %, si 7 € [0,00),
IPINT) = arcsen(tanh(—2v7MT)) — %, T € (—00,0],

(r) = —arcsen(tanh(2v7MT)) + 35, si 7€[0,00),
4P2RT) = —arcsen(tanh(—2v7MT)) + 5, si 7€ (—o0,0].

Ademas, en este nivel de energia estd la tnica solucion de equilibrio, q(T7) = 0 para
toda 7 € R.
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3. Para h € (—oo, —2M/7), obtenemos las soluciones que llamamos soluciones elipti-
cas, dadas a partir de (2.22), las cuales pueden ser de dos tipos, que denotamos

POr ge1 Y qE2:

arcsen( %sn(m/—ﬂw, E—%)

)=3. s ored,

qE1 (7') =
arcsen( E—%fsn( — v/ —2hT, %)) — 35, sl TEDB,.
y
oM oM .
—arcsen( _—hﬂsn<7rx/—2h7‘, _—hﬂ)> + 3, sio T€EA,,
QE2(7-) - 2M 2M s
—arcsen( _—hﬂsn< — v/ —2hT, _—hﬂ> +3, si TEB,

Definimos los intervalos

Am = [QmTh, (2m + 1)Th, Bm = [(2m — I)Th, 2mTh],
A1 = [2m(T/2),2m(T/2) + Ty /4], Az = 2m(T,/2) + T, /4, (2m + 1)T}, /2],
By = [(2m — 1)T3,/2,2m(Ty/2) — Ty /4], Bma = [2m(T,/2) — Ti/4,2m(Ty/2)],

donde m € Z y T}, el periodo correspondiente de cada solucion, segtin el nivel de energia
en el que esta definida.

Los periodos T}, los calculamos mediante una integral eliptica completa de primera
especie (véase la seccién 1.8) y a continuacién proporcionamos el calculo respectivo para
obtener el periodo,

( 2 2 a0 . oM
T st he (o0, —2F),
2 27 do . oM
1= Vb iohe (=550,
\/7_T> si h= 0,
4 27 a0 .
V2r2M~+hr fo \/1_2A}Th w20’ si he (O, OO)

\

Mas adelante, en la seccion 2.6, explicamos el comportamiento cualitativo de cada
una de las soluciones. Para finalizar esta seccién, a manera de resumen, escribimos los
resultados obtenidos hasta el momento.

Teorema 2.1 El problema de Kepler en S' presenta las siguientes soluciones, segin el
niwel de energia h:

» Soluciones elipticas qg1(T) Yy qra(T) para h € (—oo, —2M/7), con periodo T},.

» Soluciones parabélicas qp1(T) y qpa(T) y la solucion de equilibrio q(T) = 0 para
h=—-2M/m.

» Soluciones hiperbolicas qu1(T), qua2(T) y qus(T) para h € (—2M /7, 00), con periodo
1},

53



2.5. Analisis caulitativo del problema de Kepler en
S regularizado.

Realizando el “pegado”de soluciones que involucra a los rebotes elasticos, observamos
que el sistema determinado por la ecuacién (2.15) presenta movimientos periddicos
siempre que h # —2M /m. Es decir, tanto las soluciones hiperbdlicas como las elipticas
son soluciones periddicas.

= Las soluciones hiperbdlicas representan movimientos del cuerpo libre con un recorri-
do completo del circulo entre cada rebote con el cuerpo fijo.

= Las soluciones elipticas representan movimientos del cuerpo con un recorrido menor
a la mitad del circulo entre cada rebote con el cuerpo fijo.

Las tnicas soluciones no periddicas son las parabdlicas, que representan movimientos del
cuerpo libre asintéticos al punto de equilibrio para tiempo infinito (positivo y negativo),
rebotando una sola vez el cuerpo libre con el cuerpo fijo.

0
q

(a) Retrato fase. (b) Cilindro infinito abierto con dos
puntos en la frontera.

INIER
NIN F

Figura 2.3: Orbitas del problema de Kepler en S* regqularizado.
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En la figura 2.3 mostramos el espacio fase de las orbitas determinadas por las
soluciones al problema de Kepler en S* regularizado. El espacio fase estd definido en
{(-3:3) xR} u{(-5.2/7M) (-5, -2V . (5,2 . (5.2 ) |
La estructura topoldgica del espacio fase corresponde a un cilindro infinito abierto con
dos puntos en la frontera, como mostramos en la figura 2.3.

2.6. Soluciones del problema de 2 cuerpos en S' regu-
larizado y su dinamica cualitativa.

Conocemos ¢(7) para cada nivel de energfa en el problema de Kepler en S* regulariza-
do y por consiguiente podemos mostrar las soluciones para el sistema (2.6), pero regulari-
zado. Recordamos que el sistema (2.6) es el problema de 2 cuerpos en S! con centro en
el centro de masa, por lo que definimos las respectivas variables regularizadas con origen
en el centro de masa:

ma mi
Gemy (T) = —M(J(T% Qems (T) = MQ(T)' (2.23)
Sabemos que el espacio de configuracién para ¢ es Q = [—7/2,7/2], entonces los

respectivos espacios de configuracion para qen,, ¥ para ¢.m,, corresponden a los intervalos
[—(mam)/(2M), (mom)/(2M)] v [—(mam)/(2M), (my7)/(2M)]. Pero estos espacios de
configuracion estan sobrepuestos debido a la regularizacién realizada. Ademas el centro
de masa del sistema (2.6) estd, después de la regularizacién, en 7/2 (—n/2). Por estas
razones trasladamos (2.23) sobre S! para que correspondan fisicamente con los espacios
de configuracion respectivos a 6., v 0em, mencionados en la seccion 2.1. Asi definimos

s mso ™ my
= Gem —(1-— ) :cm__<]-_ )a
©=a 1+2< M Yo 2T e T M

por lo tanto,
T /My — Mo\ T ™ T /M1 — M2
welz(Fa)sl v ee[-53(7)])
Las colisiones suceden en el centro de masa (cm) fijo en /2 (—7/2) y en el centro
de masa ficticio (¢cmf) ubicado en (7/2)[(my — ma)/M]. Véase la figura 2.4.

Finalmente podemos enunciar un teorema que engloba todos los resultados anteriores
y que muestra explicitamente las soluciones al problema de 2 cuerpos en S* regularizado.

Teorema 2.2 El problema de 2 cuerpos en S* con centro de masa fijo tiene las siguientes
soluciones:

n(r) = G+ 5 (- 57).

w(r) = T -3(1-57).

siendo q(7) la solucién al problema de Kepler en S' reqularizado del teorema 2.1.
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Figura 2.4: Problema de 2 cuerpos en S* regularizado con centro en el centro de masa

(ecm).

La dindmica en el problema de 2 cuerpos en S* regularizado consiste de movimientos
periédicos en el caso en que ¢(7) es cualquier solucién hiperbdlica (¢(7) = qgi(7) con
i =1,2,3) o eliptica (¢(7) = qgi(7), i = 1,2), ademds de que ¢(7) puede ser la solucién
de equilibrio.

= En el caso en que la solucién ¢(7) es hiperbdlica, significa que los cuerpos rebotan en
el centro de masa y recorren en direcciones opuestas S! hasta rebotar nuevamente
en el centro de masa ficticio, después regresan en direcciones opuestas al centro de
masa otra vez y repiten el movimiento indefinidamente.

» El caso en que la solucion ¢(7) es eliptica, representa para los cuerpos dos clases
de movimientos y en ambos casos, los cuerpos rebotan periédicamente recorriendo
menos de la mitad del espacio S!' entre cada rebote. Una clase de movimiento
es cuando la colisién sucede en el centro de masa (cuando ¢(7) = ggi(7)) y la
otra clase de movimiento es cuando la colision sucede en el centro de masa ficticio

(cuando q(7) = qga(7)).

» La solucién de equilibrio ¢(7) = 0 representa posiciones fijas (posiciones de equili-
brio) para todo tiempo para los dos cuerpos. La posicién fija para el cuerpo de
masa m;y es (7/2)(1 —ms/M) y para el cuerpo de masa my es (—m/2)(1 —my /M),
las cuales son posiciones diametralmente opuestas.

Por otro lado, si la solucién ¢(7) fuera parabdlica, entonces los movimientos de
los cuerpos son asintéticos a las posiciones de equilibrio de estos para tiempo infinito
(positivo o negativo), existiendo un rebote en todo el movimiento. Y de igual manera
que ocurre con las soluciones elipticas, hay dos clases de movimientos, dependiendo del
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lugar donde se lleva a cabo el rebote elastico. Por un lado en el centro de masa del
sistema (cuando ¢(7) = ¢p1(7)) y por otro lado en el centro de masa ficticio (cuando
q(7) = qpa(7)).

De esta forma, tenemos descrita la dinamica global de los cuerpos que conforman el
problema de 2 cuerpos en S! regularizado.

2.7. El péndulo simple en el plano.

Planteamos de manera breve el péndulo simple en el plano, para explicar la relacién
existente entre éste y el problema de Kepler en S regularizado. Sugerimos revisar [32]
(pp- 98 - 156) para un estudio mas completo sobre el péndulo simple.

El péndulo simple en el plano consiste de un cuerpo puntual de masa m sometido a
la fuerza de gravedad y en la que no se consideran otro tipo de fuerzas, con la restriccion
de movimiento a un plano. Este cuerpo se encuentra suspendido en el extremo de una
cuerda inextendible de longitud [ y de masa despreciable, cuyo otro extremo se encuentra
fijo; véase la figura 2.5. Este es un sistema mecanico conservativo y escribimos la ecuacién
de la energia correspondiente:

%ml292 +mgl(l —cosf) = E. (2.24)
La posicion del cuerpo de masa m estd dada por el angulo 6 € (—m, 7] medido a partir
de un eje vertical y en sentido contrario a las manecillas del reloj, como se muestra
en la figura 2.5. La velocidad respecto del tiempo esta indicada por el punto sobre 6.
La constante E corresponde a la energia del sistema y g corresponde a la constante de
gravedad, que en adelante la consideramos igual a 1.

.
.
-y
Pl nial

- ~
’ H ~
g : AN
/7 : AN
Y : \
/ : \
1 : \
] : \
I : 1
----- : ----------------------- O CRRRELLELEELEELELEELED }
PR 1
\ el
\ 0 T /
\\ :
N : , m
~ : ’
S /’,

Figura 2.5: El péndulo simple en el plano.
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Manipulamos algebraicamente la ecuacién (2.24) y utilizamos la identidad trigonomé-
trica cos A = 1 — 2sen?(A/2), para obtener

1., 1 20\ _ E—ml
29 l(l 2sen (2))— - (2.25)

Hacemos los cambios de variables ¢ = 6/2 y p = ¢ para escribir (2.25) como un sistema
hamiltoniano, con funcién de Hamilton H : @ x R — R,

1 1 E

H = p?4 —sen?g =
(¢:p) Pt gpsente = s

(2.26)

donde el espacio de configuracién Q es (—m/2,7/2].

Teorema 2.3 El problema de Kepler en S' regularizado es un péndulo simple en el
plano para cada nivel de energia h.

Demostracion. Comparamos la ecuacién (2.17) correspondiente al problema de Kepler
en S! regularizado con la ecuacién (2.26) correspondiente al péndulo simple. Ambas
estan definidas para ¢ € [—7/2,7/2]. Si en la ecuacién (2.26) hacemos las sustituciones
l=-1/(2hn?), E = 2M?*/h*7® y m = M obtenemos la ecuacién (2.17). En otras
palabras, para cada valor fijo h en (2.17) estamos representando un péndulo simple
en el plano con longitud de cuerda | = —1/(2hx?), con energia E = 2M?/h*m® y con
masa m = M.

Definimos las funciones [ : R\ {0} — R~ {0}, £ : R~ {0} — (0,00) y también
T:R~ {0} = (R~ {0}) x (0,00) como

l(h):—ﬁlﬂz, E(h):iQ—]\ig y 1) = (). Bh)).

La funcién T es biyectiva porque la funcién I(h) es biyectiva y E(h) es sobreyectiva.
Asi estamos mostrando que para cada valor de la energia h en el problema de Kepler en
S1 regularizado estd asociado un tnico péndulo simple en el plano en un nivel de energia
E.

Partimos en tres casos.

s Caso h < 0. Para cada valor h tenemos un péndulo simple en el plano de masa M,
con longitud de cuerda [ = —1/(2h7?) y nivel de energia F = 2M?/h?r3.

= Caso h > 0. En este caso también tenemos un péndulo simple, pero invertido. Para
entender esto, recordemos que las coordenadas en las que esta definido el péndulo
simple son las coordenadas polares, donde la distancia al polo (origen radial) es
constante, correspondiendo a la longitud de la cuerda. De esta forma, la ecuacién
(2.17) determina un péndulo simple con longitud de cuerda negativa. Si bien, esto
no tiene sentido fisico, en términos matematicos si lo tiene. El cuerpo suspendido
de la cuerda se encuentra en el punto diametralmente opuesto al correspondiente
[ = | —1/(2hx?)| con energia E = 2M?/h*m®. En otros términos, la gréafica de la
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funcién F(q) = (sen®q)/2l, que hace las veces de potencial en la ecuacién (2.26),
se invierte respecto del eje ¢, por lo que los puntos maximos ahora son minimos
y los puntos minimos ahora son maximos. Esto impacta en la estabilidad de los
puntos de equilibrio, convirtiendo en inestable el punto estable y viceversa.

Caso h = 0. Este es un caso degenerado que separa los dos casos anteriores. Como
en h = 0 las funciones [(h) y F(h) no estan definidas, tomamos los limites h — 0%
y h — 07. De esta manera, | — —oo y [ — +00 respectivamente y £/ — +00. Esta
informacién en la ecuacién (2.17) nos dice que el cuerpo de masa en el problema de
Kepler en S! regularizado se mueve con velocidad angular constante. En la ecuacién
(2.26), estos datos eliminan a F'(g), es decir, hacen cero la funcién relacionada con
el potencial del sistema. Esto quiere decir que el péndulo no estaria sujeto a ninguna
fuerza y por lo tanto el movimiento es uniforme en la coordenada angular.
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Capitulo 3

Regularizacion global y simpléctica
en espacios unidimensionales de
curvatura 0 6 1.

En este capitulo presentamos una generalizacion de la regularizaciéon simpléctica
utilizada en el capitulo anterior para el problema de 2 cuerpos en S'. Esta regularizacion
funciona para las singularidades debidas a colisiones binarias que se presentan en una
clase especial de problemas restringidos de 3 cuerpos con la caracteristica de que preserva
la estructura hamiltoniana del problema. Las colisiones binarias que se regularizaran son
aquellas en las que interviene el cuerpo con masa infinitesimal con alguna de los cuerpos
primarios, en donde todos los cuerpos estan constrenidos a moverse en un espacio de
una dimensién con curvatura 0 6 1 (recta o circulo).

3.1. Problema restringido de 3 cuerpos en espacios
de dimensién uno con curvatura 0 6 1.

Comenzamos planteando el problema de n cuerpos, como esté definido en el capitulo
en la seccion 1.3, es decir, consideramos el sistema

al Gmim;(x; — X;)
mi%; = Z e (3.1)
A I =l
J=137#i
parai=1,2,--- ,n (n € N), donde || - || indica una norma adecuada.

La regularizacion que desarrollamos a continuacion la aplicamos para el movimiento
de la masa infinitesimal en el problema restringido de 3 cuerpos, como esta definido en
el capitulo 1 seccién 1.6, dispuesto en un espacio de una dimensién con curvatura 0 6 1.
De esta forma estamos estudiando el problema restringido de 3 cuerpos planteado en
una linea recta o en un circulo de radio uno. Siguiendo (3.1) escribimos la ecuacién de
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movimiento para la particula infinitesimal, con posiciéon z, como

K K+L
y m;(2;(t) — x) mi(z — x;(t))
— A A A 3.2
LT —eF 2 Te-nF 32
=1 j=K+1
Las funciones x;(t), 7 = 1, ..., K+ L, son las posiciones de los cuerpos primarios definidas

previamente. Todas las variables estan en R y por lo tanto podemos suponer, sin perder
generalidad, que

l’l(t) 2 Ce Z I’K(t) Z X Z I’K+1(t) Z e 2 ZL’K+L(t),

con K € {0,1,2} y L € {2 — K,2}. Hacemos y = & para escribir (3.2) como un sistema
hamiltoniano con la funcién de Hamilton H : R x R x R — R como

y2 K s K+L me
u N oomi _ e 3.3

Enfatizamos que debido a que el problema estd en un espacio unidimensional es
posible distinguir entre fuerzas positivas y fuerzas negativas como esta en la ecuacion
(3.2) y en este sentido, la energia potencial en el hamiltoniano (3.3) dada por la funcién
V:RxR—R,

K . K+L .

Viz. t) = — E - E -

(z,1) — i(t) —x r—x;(t)’
i=1 i=K+1

estd compuesta por dos sumas, una formada por todos los términos que se derivan de las
fuerzas positivas actuando sobre la particula infinitesimal y otra formada por aquellos
términos que provienen de las fuerzas negativas.

Ahora evidenciamos que las ecuaciones que acabamos de escribir efectivamente repre-
sentan las ecuaciones de movimiento para el problema que nos concierne, ya sea en una
recta (la recta real R) o en un circulo de radio uno (S*).

= Si el problema se encuentra dispuesto en la recta R, el cuerpo de masa infinitesimal
es atraido por cada cuerpo primario en una sola direccién; los cuerpos primarios
con posicién z;, © = 1,..., K, atraen en direccion positiva al cuerpo secundario y
los cuerpos primarios z;, j = K +1,..., K+ L, lo hacen en direccién negativa. En
este caso L = 2 — K y la métrica que consideramos es la norma euclideana; véase
la figura 3.1.

» Si el problema estd dispuesto en S', el cuerpo secundario es atraido hacia dos
direcciones por cada cuerpo primario, debido a la naturaleza del espacio, tal como
hicimos en el planteamiento del problema de 2 cuerpos en S* en el capitulo 2
(véase la figura 3.1). Asi, cada cuerpo primario atrae en sentido positivo y en
sentido negativo al cuerpo secundario. En otras palabras, la fuerza total que actia
sobre la masa infinitesimal debido al cuerpo primario de masa m; estd compuesta
por dos fuerzas, una positiva y otra negativa, dadas por

_zj—z o 2r—(z;()—z) ,
g\ g = ‘
22 - 2n—(z—w;(t)) '
" ||9E—90jj(t)||3 T m; HQW—(:B—:E;(t))HS x;(t) < .
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Si hacemos los cambios y;(t) = z;(t) junto con yy(t) = x;(t)—27 0 yx(t) = 27+x;(t)
con los subindices adecuados, obtenemos dos términos como los que estan en la
ecuacion (3.2). En este caso, las variables z; estan medidas en radianes, la norma
corresponde a la longitud de arco, K = 2 y por lo tanto L = 2. Ademads, en
las ecuaciones (3.2) y (3.3) las masas my y my aparecen dos veces, pero con otro
subindice, pero sabemos que m; = mg3 y my = my, a partir de (3.4).

R
@ O O
X X Xo(t)
(a) En R. (b) En S*.

Figura 3.1: Lineas de accion de las fuerzas para el problema de 3 cuerpos restringido en
R y en S*.

Aclaramos que la forma en la que planteamos las lineas de accién de las fuerzas,
como estan representandas en la figura 3.1, no es unica. La discusién sobre la eleccién
del potencial en el hamiltoniano 3.3 estd en la introduccién de este trabajo.

3.2. Regularizacién global y simpléctica.

El objetivo en este capitulo es la regularizacién del hamiltoniano (3.3) de forma global
y simpléctica. El espacio de configuracién para el cuerpo secundario es @ = W~ A, con
W un subconjunto conexo de R o de S! segiin sea el caso (Q C R o Q C S! segiin sea el
caso). El conjunto de singularidades estd dado por A ={z|lr =x;,i=1,...,. K+ L} y
este conjunto contiene tanto las singularidades debidas a colisiones dobles como aquellas
que son debidas a colision triple. Las singularidades que removemos son las que provienen
de colisiones dobles, es decir, haremos un conjunto regular el conjunto definido como
Ak g1 = {z]r = rx 02 = Tx4+1}, sabiendo que Ak k11 C A. Escribimos nuevamente
el conjunto de singularidades debidas a colisiones dobles, pero ahora hacemos evidente
la dependencia explicita respecto del tiempo,

Ag k() ={z|r = 2x(t) 0o v = 211 (t) },

62



enfatizando que este conjunto depende de las posiciones que presentan los cuerpos
primarios en el tiempo t.

El término “global” en este contexto significa que mediante una transformacién de
coordenadas convertimos todas las singularidades de interés, es decir, aplicamos la misma
operacion para todas las singularidades. El término simpléctico significa que conservamos
la estructura hamiltoniana de las ecuaciones. Realmente, lo que hacemos es convertir
las singularidades en puntos regulares, simulando un rebote elastico entre los cuerpos
o suponiendo que no existe impedimento para continuar el movimiento en la misma
direccién, pegando las soluciones que terminan en colisiéon con las soluciones adecuadas
que comienzan en expulsiéon. De esta forma, vamos a poner especial atencion en los
términos que contienen Ty y Zx 11 en el hamiltoniano (3.3), porque en estos términos se
encuentran las singularidades que vamos a tratar.

Al igual que hicimos en el capitulo anterior, retomamos las ideas que se muestran en
[31]. Comenzamos introduciendo el cambio de variables donde incluimos la dependencia
explicita del tiempo, porque a diferencia de lo que hicimos en el capitulo 2 seccion 2.3,
las singularidades dependen explicitamente del tiempo. El cambio estd definido por las
funciones f: O xR —-Ryg: QxR — R como

dx dx
= t — = t)—. 3.5
o= vy =gl (35)
La segunda ecuacién en (3.5) indica una reparametrizaciéon del tiempo, es decir,
dt
— = t). 3.6

Suponemos que las funciones f y ¢ son al menos de clase C*. Directamente escribimos
la transformacion de coordenadas £ : Q x R x R — R x R como

of  of
E t) = t t)| = - = . .
(2,9,t) (ﬂx,%g@,)<8xy+é%>> (¢:p) (3.7)
Ahora (g, p) son las nuevas coordenadas, posicién y velocidad, para el cuerpo secundario

en el nuevo tiempo s.

Teorema 3.1 La transformacion E es una reqularizacion global y simpléctica para el
hamiltoniano H dado por (3.83) si las funciones g: Q xR —-R y f: Q xR — R estin
definidas como

g(,t) = a(zg () — 2)*(x — x4 (1))

dx
o= [
V(1)
para valores a, § € {0,1,...}, cona+ >0 ya>D0.

Demostracion. Comenzamos por mostrar que la transformacion F es simpléctica. Denota-
mos por J la matriz simpléctica y por D(,,)E la matriz jacobiana de E, entonces

0 1 o o
J = , D FE = * v .
(—10) ) (%@@w@%+%ﬂg@ﬁ%)
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Siguiendo la definicién 1.3, la transformacion E es simpléctica si y solamente si se cumple
(D@ E)' J(D(zyyE) = J, donde (-)” significa la transpuesta de la matriz. Operando
esta condicién sabemos que E es simpléctica si se cumple la relacion

[g] o) =1,

por tanto,

/ dx

t)= | —.

V(1)

Una vez que la condicién de simplecticidad ha quedado establecida, podemos hablar de
la inversa de F (localmente), aquella transformacién Z : R x R x R — Q x R tal que

Z(E(x,y,t),t) = (x,y). Luego introducimos el cambio de variables en el hamiltoniano
(3.3) obteniendo el nuevo hamiltoniano H : R x R x R — R,

H(q.p,s) = H(Z(q, +R(q p.t) (3.8)
- H<f 1 g(f— l(q t),t) g(ffl(q7t)7t)7t> + R(Q7p7 t)
2
_ 1 _of i
K K+L

‘Zxxt)—f @)~ 2 Fian—m@ T Her)

i=1 t i=K+1 (q’ t) o xl(t)

La funcién resto R(q,p,t) (R: R xR x R — R) se agrega ya que la transformacién E
depende explicitamente del tiempo ¢ (véase el capitulo 1 la seccién 1.2). Es importante
resaltar que el nuevo hamiltoniano depende del nuevo tiempo s, manteniendo en mente
la relacion (3.6).

Definimos la nueva relacion

g(,t) = a(zk (t) — 2)*(x — 2 (1)

Multiplicamos la ecuacién (3.8) por el factor g(x,t) para obtener la regularizacién del
hamiltoniano ‘H. Para facilitar la manipulaciéon algebraica introducimos la notacion

A= (zx(t) = g, 1) y B= (g, 1) = zxs(t)), ast

2
aAaBﬁH(q,p,s)=%+ aA“B°p or 1 5 (aA*B)? (af>

P ot ot
B 1 gAe Bﬁml Igf A BﬁmZ
i=1 zi(t) - (4:7) i=K+2 = — zi(t)

— mgaA®"'B7 — mK+1aAaBﬁ—1 +aA"B R(q,p,1).
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Pasando todos los términos del lado derecho de la tultima igualdad obtenemos un nuevo
hamiltoniano regularizado en el nivel fijo de energia cero, es decir, la nueva funcién

H - Qx]Rx]R—>Oes

2
~ 2 1
0=H(q,ps) =2 + iaAQO‘B?ﬁ (a_f> +ane g, 2f

2 ot P
K-1
A*BPm;
_ Aa—lBﬁ _ AaB,B—l o a 7
e e Z zi(t) = (g, 1)
K+L
AO‘Bﬁ i
- L GA°BOR(q,p,t) — aABH(q,p,5). (3.9)
i=K+2 ‘f - zl( )

El espacio de configuraciéon Q@ = W ~ A quedé transformado en 0.

Hemos quitado las dos singularidades debidas a colisiones binarias con una sola
transformacién de variables, por eso decimos que E es global. El nuevo hamiltoniano H
depende del hamiltoniano anterior H que no es una primera integral.

El dltimo paso es la determinacion de la funcion resto. A partir de la seccién 1.2
sabemos que

oF
E(Jra Y, t)

= Jv R q7 p’t ,
(z,9)=Z(q,p,t) (a.p) ( )

por lo que basta hacer los calculos indicados y obtenemos

OFE. oF
(z.y)=Z(g:p;t) (z.y)=Z(g:p;t)

+/(@%</ OF; o t)]dq>>dp+0(t), (3.10)

ot
donde E(x,y,t) = (Ei(x,y,t), Es(z,y,t)) y C(t) es una constante de integracion.

—(z,9,1)

O

De esta manera, la ecuacién (3.9) describe la dindmica para el cuerpo secundario para
todo tiempo, mientras que no ocurran mas que colisiones binarias entre los primarios y
el cuerpo de masa despreciable.

El siguiente corolario muestra los tipos de transformaciones que se obtienen al variar
los valores de los parametros a y 3 en el teorema 3.1.

Corolario 3.1 Con las mismas hipotesis del teorema 3.1:

m Sia=0yf=106a=1yp =0, entonces la transformacion E determina una
reqularizacion del tipo Levi-Civita.

w Siao =1y =1, entonces la medida de Lebesgue del nuevo espacio de configuracion
Q es finito. Mds aiin, QO = [—n/2,7/2].
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» Para cualquier otra eleccion, la medida de Lebesgue del nuevo espacio de configura-
cion Q es infinita y p — 0 cuando ¢ — +00(—00).

Demostracion. Escribimos las funciones f y ¢ definidas en el teorema 3.1. Para distinguir
facilmente cada uno de los casos usamos la notacién f, 3 y gq.g segin los valores a y 3.
Dividimos en tres partes la demostracion.

1. Sia=0ypB=16a=1y (=0, las funciones son

2y/alwx (H)—)

gro(z,t) = aleg(t) —x),  fro(,t) = -2
go’l(l”t) - CL(I’ - xK+1(t))> fO,l(x>t) = @ .

Escribimos la funcién inversa de f1 y de fo1 y las componemos con la funciones
910 Y go1 respectivamente como sigue:

_ ad? _ a2
f1,01(q,t) = —2% + 2k (1) 91,0(f1,5(q,t),t) =,
foila.t) = +aga(t) goa(foila.t),t) =4L.

Salvo traslaciones (xx(t) en el primer caso y xx41(t) en el segundo caso) y homote-
cias (el factor a*/4 en ambos casos), la transformacién de coordenadas del teorema
3.1 es la misma transformacién de Levi-Civita, que esta expuesta en el capitulo 1
seccion 1.5. Agregamos las traslaciones porque no regularizamos en el origen, ya que
las singularidades dependen del tiempo. La homotecia es porque la transformacién
tiene el caracter simpléctico.

2. Sia=1y p =1, las funciones son
gz, t) = aleg(t) —z)(z — 2xn(t)),
fia(z,t) = —sen™ (xK(t) o (t) 23:)

T (t) — 241 (t)

La funcién fi(x,t) es continua para r € (Tx41,2x). Ademads, se satisfacen las
expresiones

, v / T
lm fi1(z,t) = 5 7 lim  fi1(z,t) = —5
T=Tg T=Tpe g
por lo tanto f : @ x R — Q, donde Q@ = [—7/2,7/2] es el nuevo espacio de

configuracion para la coordenada posicion q.

3. Supongamos que a = 2 y = 1, entonces las funciones son

g21(x,1) = a(wx (t) — 2)*(z — 2x (1)

f2 1(I T,) = —1 In \/$ - xK-i—l(t) - \/Z’K(t) — I’K+1(t)
o \/a\/xK(t) — r41(t) \/x—$K+1(t)+\/xK(t) )

La funcién fo1(x,t) es continua para x € (xx41, i) y son verdaderas las expresiones
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= f2,1($6,t) — +o00 cuando z — Thes

» fo1(z,t) — 0 cuando v — x} ;.

Por lo tanto, el nuevo espacio de configuracion para q es Q= [0, +00).

Andlogamente hacemos para el caso @ = 1y 3 = 2, obteniendo que el nuevo
espacio de configuracién para g es @ = (—o0, 0].

Para los demas casos, distinguimos tres argumentos.

a) Para o > 2, con f = 1, sabemos que go1(x,t) > gapg(x,t) para = en
una vecindad de xj y una vecindad de xx4;. Esto implica que fo;(z,t) <
fap(z,t) para z en las vecindades mencionadas. Por lo tanto se satistacen las
desigualdades

im foi(2,t) < Hm fop5(z,1)

Hm for(z,t) < Mmoo fo ().

Z‘—>SCK+1 Z‘—>SCK+1

Por consecuencia, el espacio de configuracién contiene al espacio de configura-
cién del caso a =2, = 1.

b) Para § > 2 con a = 1 se sigue un razonamiento analogo al caso (a) con las
funciones ¢y 2(z,t) v fi2(z,t).

c) Paraa> 1y > 1 tenemos que

T du
lim f(z,t) = lim —— =+
T—T g =T Ja, \/ g(u, t)
y . J
° U
lim f(z,t) = lim —— =00,
w—”ﬁkﬂ m_’x}ﬂ Y/ g(u> t)

con x, € (Tx41, 2k ). Por lo tanto Q = (—o0, +00).

Finalmente, para todos los casos tales que o+ (> 2, hacemos ¢ — foo (z — zx
J’_ .7 . — _l’_

0r — Ty, ) en la ecuacién (3.9). Sabemos que si * — xx 0 x — T, entonces

A — 0"y B — 07 en la ecuacién (3.9). Recordamos que esta ecuacién esta

regularizada, por lo que todos los términos estan acotados. Asi concluimos que

p—0.

0

El primer caso presente en el corolario 3.1 ha sido ampliamente estudiado y un

ejemplo se encuentra en [22]. Una primera aplicacién del segundo caso la hicimos en el
capitulo anterior para el problema de 2 cuerpos en S' y lo aplicamos nuevamente en
el problema restringido de 3 cuerpos en S*, problema que abordaremos en el siguiente
capitulo.
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Antes de concluir este capitulo, hacemos notar que si se conociera el movimiento de
n—1 particulas en una recta o circulo siguiendo tinicamente la segunda ley de Newton, el
estudio realizado en este apartado seria muy 1til para el estudio del respectivo problema
restringido de n cuerpos en R o en S*.
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Capitulo 4

Problema restringido de 3 cuerpos
en S1.

A partir de este capitulo estudiamos el tema central del presente trabajo, el problema
restringido de 3 cuerpos en S*. Iniciamos planteando el problema y damos una clasifica-
cién de cuatro familias de subproblemas, segin la trayectoria que siguen los cuerpos
primarios en el problema de 2 cuerpos en S!, el cual estudiamos completamente en el
capitulo 2.

Después de analizar todas las posibles colisiones que se pueden llevar a cabo en el
problema restringido de 3 cuerpos en S*, aplicamos la regularizacién global y simpléctica,
desarrollada en el capitulo 3, a las ecuaciones que determinan el problema para obtener
un hamiltoniano que describe la dindmica de la masa infinitesimal para todo tiempo en
el que no ocurra una colisién total que no pueda ser regularizable.

Posteriormente investigamos sobre la existencia de soluciones lineales en este proble-
ma y finalizamos con la compactacion del espacio fase respectivo a las ecuaciones de
movimiento auténomas.

4.1. Planteamiento.

Consideramos tres cuerpos puntuales de masas my, mo y m constrenidos a moverse
en el circulo de radio uno S' (centrado en el plano euclideano) bajo la influencia de
la ley de gravitacién universal. Ademds, consideramos que el valor de la masa m es
despreciable respecto de las otras dos, como definimos los problemas restringidos de 3
cuerpos en el capitulo 1 seccion 1.6. De esta manera, los cuerpos de masas my y meo
conforman el problema de 2 cuerpos en S! y los tres cuerpos conforman el problema
restringido de 3 cuerpos en S! y el objetivo es determinar la dindmica para el cuerpo de
masa infinitesimal.

Siguiendo la segunda ley de Newton y el planteamiento que se presentd en el capitulo
3 seccion 3.1, escribimos la ecuacién de movimiento para el cuerpo de masa m,

my my mo mo

noo_ .
= 3+ DR R

0—6,)2 2r—(0—-0)72 (0—10,) (4.1)
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donde suponemos que el valor de la constante de gravitacién universal es uno. Las
variables 6, 05 y 0 representan las posiciones de los cuerpos de masas my, ms y m
respectivamente y 61,02,0 € [0,27]. Las comas (") sobre las variable § denotan la
derivada respecto del tiempo cada una. Las fuerzas entre los cuerpos se extienden sobre
S1, en ambas direcciones, como lo mostramos en la figura 4.1.

Sl -

»~ Sso.o M
~ |®) '
l, . \
/ 01 \

/ " \

1 : \
1 . \
I \\ 1
I . 1
\ //ZQ '
\ Ky V2 )
\ S0 ’

/

\ 5
\ N ' U
\ N . 4
Q\ . '/
C " e = rr‘z
m \+

Figura 4.1: Problema restringido de 3 cuerpos en S*.

El sistema (4.1) lo reescribimos como un sistema con el centro de masa de los cuerpos
fijo, es decir,
m m ma ma

T o= (1 — x)? N [T — (q1 — )] - (z — qo)? + m— (2 — )2 . (4.2)

Sabemos que el centro de masa para este sistema de cuerpos depende de m; y meo
solamente, por que m es despreciable. Por esta razén la ecuacién (4.2) estd escrita en
las coordenadas correspondientes a los cuerpos primarios que describen el problema de
2 cuerpos en S! regularizado con el centro de masa fijo. Asi, la ecuacién (4.2) esté en
términos de ¢; y ¢o, que son las coordenadas de posicion de los cuerpos de masas my y
ms. La variable x define la posicién del cuerpo secundario en el intervalo [—m /2, 7w/2],
ya que es el intervalo donde estan definidas ¢; y ¢o, que son variables regularizadas. La
derivada respecto del tiempo 7 la denotamos por (). Observemos la figura 4.2 para una
mejor comprension.

Con el fin de reducir parametros, hacemos la masa total igual a uno, definiendo
my=pymg=1—pu,conp € (0,1). Las variables ¢; y ¢2 son funciones ya conocidas y
estan dadas en el teorema 2.2 y son dependientes de la variable independiente 7. Ahora
definimos & = y para escribir la ecuacién (4.2) como un sistema hamiltoniano de un
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grado de libertad no autéonomo, es decir,

o=y, (4.3)
g = P _ P 1= n I—p
((r)—2)? [r—(q(r) =) (2—-q()? [—(-q)?

con la respectiva funcién de Hamilton H : @ x R x R — R,

R 1 o l-p 1—p
Heyn =g~ @m0 1—a@ —@-a@) oY

El espacio de configuracién es Q = [—7/2,7/2] \ A, donde

AlT)={zlzr=q(1),2=q@(1),z=q(t) — 7,0 = ¢(7) +7}.

El conjunto de singularidades es dependiente de la variable 7.
Del teorema 2.2, en el sistema (4.3) y en la funcién (4.4), las posiciones de los cuerpos
primarios estan dadas por las funciones

(1) ==L =p)r(7) + pm/2,  qo7) = pr(r) = (7/2)(1 = p),

donde la solucién al problema de Kepler en S! regularizado la denotamos por 7(7) (antes
q(7)) en este capitulo.

Segiin la solucién que representa 7(7) para el problema de Kepler en S* regularizado
es el tipo de problema que se establece en el sistema (4.3). Asi, clasificamos en cuatro
subproblemas el problema restringido de 3 cuerpos en S':

/2 ((=—n/2)

Figura 4.2: Problema restringido de 3 cuerpos en S* con centro de masa (cm) fijo.
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» Llamamos problema hiperbdlico restringido de 3 cuerpos en S* si r(7) es una
solucion hiperbélica.

» Llamamos problema parabélico restringido de 3 cuerpos en S* si r(7) es una
solucién parabdlica.

» Llamamos problema eliptico restringido de 3 cuerpos en S* si r(7) es una solucién
eliptica.

» Llamamos problema restringido de 3 cuerpos en S* con dos centros fijos si () es
la solucién de equilibrio.

4.2. Colisiones regularizables.

De la expresiéon (4.4), sabemos que el hamiltoniano que describe la dindmica del
problema restringido de 3 cuerpos en S* es

y 1t 1t

2 (- —r A=) +52-—p) e
_ 1—p B 1—u
P G T e R (A e

H(z,y;7) =

Esta funcién proviene de la segunda ley de Newton F'(z,7) = m, es decir,

_ mp _ mp
He ) S G == P [0 ) + 50—+ 2P
m(1 — p) m(1 — p)

G pr(n + 30— mP GO m o

4.6)

donde F' : Q@ x R — R es la funcién que representa la fuerza total sobre el cuerpo
secundario. Las funciones (4.5) y (4.6) presentan varias singularidades. Estas singularida-
des son debidas a colisiones entre los cuerpos; de hecho

A = A(T)

= {l’|[)j = u§—(1—,u)7“(7‘), —(1—M)T(7) 9 (2—#),#7“(7‘)

™

> (=p), S (1) ur(r)
(4.7)

El conjunto de singularidades indica que el sistema de cuerpos puede presentar colisiones

dobles y triples, en las que participa el cuerpo secundario y los cuerpos primarios.

Recordamos que los cuerpos primarios se mueven en orbitas regularizadas, por lo que

las colisiones que estudiamos son en las que participa el cuerpo secundario.
Analizamos por separado las colisiones dobles y las colisiones triples.
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1. Las colisiones dobles ocurren cuando el cuerpo secundario esta en la misma posicién
de uno y sélo uno de los cuerpos primarios, es decir, cuando z = 5 — (1 — p)r(7)
o cuando x = pr(7) — 5(1 — ), para algin 7, correspondiendo a la colisién con el
cuerpo primario de masa g y con el de masa 1 — u respectivamente. Expandiendo
en serie de Taylor la funcién (4.6) alrededor del valor 2 = pu% — (1 —pu)r(7) tenemos
que

mu m(l—p) md—p) mp

Flz,7) = 5 — 5 + 5 — — (4.8
R TR R AR
+0O (m — ,ug + (1 — ,u)r(T))
y alrededor del valor z = pr(7) — §(1 — i) obtenemos
m(l—p) my mu
Flz,7) = — 5 + 5 — 3 4.9
T e P G G
+w + O(z — pr(7) + g(l - ,u))

Las funciones (4.8) y (4.9) indican que mientras el cuerpo secundario estd muy
cerca de alguno de los cuerpos primarios, predomina una fuerza sobre las demas
y ésta es una de las fuerzas que ejerce el cuerpo primario mas cercano. Por lo
tanto, basta modificar este término para regularizar las singularidades debidas a
las colisiones binarias.

2. Las colisiones triples ocurren cuando los tres cuerpos se encuentran en la misma
posiciéon. Por la disposicién de las masas en el problema, existen tres posibles
colisiones triples.

a) Dos de las colisiones triples suceden en el centro de masa, cuando uno de los
cuerpos primarios queda entre los dos cuerpos restantes.

b) La otra posible colisién triple ocurre en el centro de masa ficticio, cuando la
masa secundaria queda entre los cuerpos primarios.

El caso (a) se refiere al momento en que los cuerpos primarios estédn colisionando
en m/2 (—m/2), o sea, cuando r(1,) = —m/2 para algin 7.. Esto convierte a la
funcién (4.6) en la siguiente

m m
2 2
T T
G-2)" (G+a2)
la cual es la fuerza que ejerce un cuerpo de masa 1 fijo en el centro de masa sobre el
cuerpo secundario. En otras palabras, este tipo de colisiones “asemejan” colisiones

dobles y la funcién (4.10) da lugar a un problema de 2 cuerpos en el circulo (no
necesariamente de radio 1), donde todas las colisiones son regularizables. El caso

F(z,71.) = (4.10)
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(2) no es regularizable por la siguiente razén: la colisién se lleva a cabo en la
posiciéon (2u — 1)7/2, por eso en ese instante r(7,) = 7/2 para algin 7, y se
tiene que x = ¢ = q2 = (2 — 1)7/2. Resulta que lim, ../, (2u—1)r/2 F (2, 7) N0
estd determinado y por lo tanto no podemos controlar la velocidad del cuerpo
secundario en este tipo de colisiones con el mecanismo desarrollado hasta ahora.

4.3. Regularizacion.

En esta seccion mostramos la transformacion de la funcién (4.5) en otra que no
presenta singularidades debidas a las colisiones binarias y a las colisiones triples en el
centro de masa (las que se asemejan a las colisiones binarias), para poder interpretar las
colisiones como rebotes elasticos entre los cuerpos. De esta forma podemos continuar el
movimiento del cuerpos con masa despreciable hasta el momento en el que ocurra una
colision total en el centro de masa ficticio.

Los denominadores que se anulan por la colisién binaria entre el cuerpo de masa
infinitesimal con alguno de los cuerpos primarios son (¢;(7) — z) y (x — g2(7)) en (4.4),
es decir, los denominadores que indefinen el hamiltoniano (4.5) son [u§ — (1 —p)r(7) — 2|
y [# — pr(7) + 5(1 — p)]. La transformacién que hacemos regulariza la funcién (4.5) de
manera global.

El cambio de coordenadas que realizamos es

dx dx
q_.f(x>7-)a y E_g(xﬂ-)%a

donde incluimos, como lo hicimos en el capitulo 3 seccién 3.2, un cambio en la coordenada
independiente en la segunda ecuacion, es decir, dr/ds = g(x, 7). Hacemos la notacién de
que este cambio de variables depende explicitamente del tiempo, ya que es necesario que
éste haga regulares puntos singulares que dependen de 7, como lo senalamos al definir
A = A(T) en (4.7). Asi, la transformacion que aplicamos es F: @ x R x R — R x R,

of  of
E _ hCl L = ) 4.11
(z,y,7) (f(x,f),g(xm)(axwr 87>> (¢:p) (4.11)
Las nuevas coordenadas (g, p), posicién y velocidad, estan definidas en el nuevo tiempo
S.

Lema 4.1 La transformacion E dada en (4.11) es simpléctica y es una regularizacion
global para el hamiltoniano (4.5), si las funciones

f:OxR—[-7/2,7/2], g:QxR—=R

estan definidas como

f(x,7) = arcsen (2I _ (2/”;_ (5 + 7"(7))) ’

5 —r(7)

g@,7) = (15— (L= pr(r) =) (A= —pr(r) +2).
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Demostracion. Este es un caso particular del teorema 3.1. Primero observamos que el

hamiltoniano (4.5) estd escrito como el hamiltoniano mas general (3.3) con K = 2 y

L = 2. La transformacion (4.11) es la misma transformacién (3.7) del teorema 3.1.
Seleccionamos a =1, a =1y =1 en el teorema 3.1 e identificamos

tx(r) =pg5 —L=pr(r),  axn()=pr(r) - 1 p)

| N

para definir la funcién

g(@.7) = (1 = (L= pr() =) (A= wF = pur(r) + 7).

Luego, la funcién f definida en el lema se obtiene al resolver la ecuacién diferencial
dada en el teorema 3.1, es decir,

fle.7) = /%

Por el teorema 3.1, sabemos que definidas asi las funciones f y g, la transformacién
FE dada en (4.11) es una regularizacién global y simpléctica para el hamiltoniano (4.5).

_ Por 1ltimo, por el corolario 3.1 (segundo inciso) sabemos que f: Q x R — Q, con
3 = [~n/2,7/2).

O

Aplicando las funciones dadas en el lema 4.1 en la expresién (3.9) obtenemos el

hamiltoniano (4.5) regularizado como una nueva funcién H : Q@ x R x R — 0 definida
como

0="H(q,p,s) = 11—6(sen2q — 1)(7 — 2r(7))? (H — Elg.p.7) - (senq — 1)4(le —2r(1))
A(p—1) in el

(1 + seng)(m — 2r(7‘))+7r(3 + senqg) — 2(seng — 1)r(7‘)+7r(senq —3) — 2(1 + seng)r(7)
~ sec’ g(=8pcos g + cos® g(1 — 2 + seng) (7 — 2r(7))f(7))2) (4.12)

8(m —2r(1))?

donde la funcién resto, que calculamos a partir de (3.10), es

-
R(q,p,t) = L(T)(secq — 2usecq + tanq)+
m—2r(T)
1, 1 1 ) 2
16" (1) + 3_27”"(7) - 1—67”(7')7“(7') (cos” ¢ — 4senq + 8useng — sen”q) + C(7).
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La transformacién E que aplicamos establece como nuevo espacio de configuracion
Q= [—7/2, /2] para el cuerpos secundario, pero recordamos que lo es hasta el instante
en el que ocurra una colision triple en el centro de masa ficticio. Aunque aparentemente
Q es el mismo que tenfamos antes de regularizar el hamiltoniano (4.5), no es asi. En
este nuevo sistema coordenado, los cuerpos primarios se encuentran fijos en la frontera

del espacio de configuracion, precisando ¢;(7) = 7/2 y ¢2(7) = —7/2. De este modo, las
colisiones binarias entre la masa infinitesimal con cada uno de los primarios se llevan a
cabo en las posiciones fijas ¢ =7/2y ¢ = —7/2.

Finalmente, sustituyendo la funcién resto R(q, p, 7) en (4.12), obtenemos el hamilto-
niano que describe la dindamica de la masa infinitesimal en el problema restringido de
3-cuerpos en S' regularizado,

H(q,p,s) = 5—12 (32(7r —2r(7))* cos? qC (1) — 32(m — 2r(7))? cos® ¢H

—128(seng — 1)(p® + 7(p — 1) — 2(u — 1)7(7)) + 128(1 + senq) (p® — mp + 2ur (7))
_128(m —2r(7))’pcos’q  128cos’ g(pu — 1)(m — 2r(7))?
m(3 +senq) — 2(seng — 1)r(7)  7(seng — 3) — 2(1 + senq)r(7)
+ 2(m — 2r(7))? cos® q(3 + 8(p — 1)p)7*(7)

+ (7 — 2r(7))? cos? q(cos 2q — 4senq + Susenq) (7 — 27"(7))7'"'(7)) =0. (4.13)

De esta forma, hemos obtenido el hamiltoniano que describe la dinamica del problema,
convirtiendo las colisiones binarias entre el cuerpo secundario con cada uno de los
primarios en rebotes elasticos, continuando el movimiento hasta la posible colisiéon triple.
Mas atn, hemos regularizado las singularidades debidas a las colisiones triples que
suceden en el centro de masa, porque

, 1 ) _ 1
lim  H(q,p,s) = ~(p* - 2um), lim  H(g,p,s) = —(p*+2m(p—1)),
r(T)—=3.4—7% 2 r(r)——3.4——3% 2

son cantidades bien definidas. Por esto decimos que el hamiltoniano (4.13) describe la
dindmica de la masa infinitesimal hasta la posible colisién triple en el centro de masa
ficticio.

En el siguiente resultado “validamos” el planteamiento y la regularizacién que realiza-
mos, porque afirmamos que el hamiltoniano (2.15) del problema de Kepler en S* regulari-
zado es un caso particular del hamoltoniano (4.13).

Corolario 4.1 El hamiltoniano (4.13) generaliza el hamiltoniano (2.15).

Demostracion Hacemos 1 = 0. Con esto anulamos la intervencién de uno de los cuerpos
primarios, quedando un problema de dos cuerpos. De hecho, como quedan un cuerpo
primario (ahora de masa 1) y el cuerpo secundario (que no afecta la dindmica del
primario), el sistema restringido de 3 cuerpos en S! se ha reducido a un problema de
Kepler en S*.
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El hamiltoniano (4.13) esta construido tomando en cuenta el centro de masa fijo, por
lo que el cuerpo primario debe estar en esta posicién, asi consideramos r(7) = —m/2.
Por ultimo, elegimos C(7) = 0. Sustituyendo estos valores en (4.13) obtenemos

2 2
% — T — 7TZHcos2qEO
2 2
— %—2(%)—(%) Hcos’ g =0
p?
= §—2A—A2Hcos2q50,
con A = /2. Como r(7) = —m/2 para todo 7, entonces H es una constante. La masa

total del sistema es M = 1.
Hacemos una comparacién con la ecuacién (2.15) y concluimos que son la misma,
salvo por la constante A.

O

En lo que sigue mostramos algunos resultados generales sobre la dindmica de la masa
infinitesimal en cualquiera de los cuatro problemas definidos al final de la seccién 4.1.
A partir de (4.13) sabemos que el cuerpo secundario colisiona con velocidad distinta de
cero con cualquiera de los cuerpos primarios por separado y en la colisién triple en el
centro de masa, mientras que lo hace con velocidad cero en la colision triple en el centro
de masa ficticio.

Corolario 4.2 En el problema restringido de 3 cuerpos en S* reqularizado, todas las
colisiones se llevan a cabo con wvelocidad finita distinta de cero, excepto en la colision
triple en el centro de masa ficticio.

Demostracion. En el hamiltoniano (4.13) sustituimos ¢ = 7/2 y ¢ = —7/2 que son
las posiciones en las que se llevan a cabo las colisiones binarias con los cuerpos de
masa (1 y 1 — p respectivamente. De esta manera, sabemos que la velocidad del cuerpo
secundario en la colisién con el cuerpo primario de masa p es p = /u(m — 2r(7)) (v
p = —+/pu(m — 2r(7)) es la velocidad con la que rebota) y la velocidad en la colisién con el
cuerpo primario de masa 1—pesp = —/(1 — p)(7 — 2r(7)) (yp = V(1 — p) (7 — 2r(7))
es la velocidad con la que rebota).

A partir de estos célculos, haciendo (1) = —n/2, sabemos que la velocidad en la
colisién triple en el centro de masa es p = /27 (y p = —/2mu es la velocidad con la
que rebota) o p = —/27(1 — p) (y p = +/27(1 — p) es la velocidad con la que rebota),
segtin el lado donde colisione la masa infinitesimal. Si el cuerpo primario de masa p
queda entre las otras dos, entonces la velocidad es p = ++/27u y si el cuerpo primario
de masa 1 — p queda entre las otras dos, entonces la velocidad es p = +4/27(1 — p).

Por el contrario, si hacemos r(7) = 7/2, sabemos que la velocidad en la colisién triple
en el centro de masa ficticio es 0.
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4.4. Sobre la existencia de soluciones lineales.

En esta seccién buscamos las soluciones més simples que puede haber, ademés de
las soluciones de equilibrio. Nos cuestionamos sobre la existencia de movimientos en
los que la masa infinitesimal presenta velocidad constante. En el siguiente resultado
resolvemos esta cuestién para cualquiera de los 3 problemas definidos en la seccion 4.1.
No consideramos el caso de dos centros fijos, el cual desarrollamos completamente en el
capitulo 5.

Lema 4.2 En los casos hiperbdlico, parabolico y eliptico, el problema restringido de 3
cuerpos en S tiene una tnica solucion lineal si y sélo si p=1/2.

Demostracion. Suponemos que r(7) es una solucién eliptica, parabdlica o hiperbdlica del
problema de 2 cuerpos en S*!, dada en el teorema 2.2.
Supongamos que existe una solucién lineal

(%o(7), 4o(7)) = (a7 + b, a)

con a y b constantes, que satisface el sistema (4.3). El sistema (4.3) lo escribimos como

T =uy, y=F(z,r(1),p), (4.14)
donde

@ @ I—p I—p
P = G = @@ -aP G- - aP
a(r) = =1 —wr(r) + pur/2y q(t) = pr(r) — (7/2)(1 — p). Sustituimos la solucién
(2o(T), Yo(7)) en el sistema (4.14 y tenemos que 0 = ¢, = F(x,(7),¢(7), ) para todo
tiempo 7. Como I esta acotada a lo largo de esta solucién, las soluciones lineales no
representan colisiones de la masa infinitesimal con alguno de los cuerpos primarios, es
decir, |z,(7) — ¢;(7)| > 0 para todo 7, con i = 1,2, mientras no suceda colisién triple en

el centro de masa ficticio.

En lo que sigue, partimos en tres bloques la demostracién. Los bloques agrupan
tipos de movimientos de los cuerpos primarios, abarcando todos los casos entre los tres
bloques.

= Del teorema 2.2 sabemos que existe 7, tal que r(7.) = —7/2 para las soluciones
elipticas del tipo gg1, para las soluciones parabdlicas del tipo ¢p; y para todas las
soluciones hiperbdlicas. Es decir, ¢;(7) = 7/2 y ¢2(7:) = —7/2, lo que significa

que los cuerpos primarios se encuentran en colisién binaria en el centro de masa.
En particular F(z,(7y), —7/2, i) = 0, implica que z,(7.) = 0.

Partimos en dos casos, segun el valor de a.

e Si a # 0, entonces la solucién lineal es z,(7) = ar + b. Esto implica la
existencia de un tiempo de colisién 7, > 7, tal que ¢;(7.) = z,(7.) para alguna
o ambas ¢ = 1,2; la masa infinitesimal estd en colisién con los primarios.
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Por lo que mencionamos anteriormente, la colision no puede ser doble. Si la
colisién es triple, entonces por simetria de la dinamica de los cuerpos primarios
existe 7_. < T, para el cual los cuerpos vuelven a colision triple, o decir que
01(7-e) = 01(7e) = @a(72) = @a(—c). Entonces g;(7_) = 2,(7_), o que implica
que x,(7_c) = Zo(7.), lo que tampoco puede ser posible por la linealidad de
zo(7). Por lo tanto no puede ser que a # 0.

e Sia =0, entonces z,(7) = b. Pero sabemos que z,(7.) = 0, lo que fija el valor
b=0.Y F(0,r(7),p) = 0siysolosip=1/2.

= Para las soluciones elipticas del tipo qgs, expresadas en el teorema 2.2, sabemos
que existe un 7, y un 7_, tales que ¢1(7_4) = ¢1(7) = ¢2(7a) = @2(7-0) = T —7/2
de tal forma que no ocurre asi para cualquier otro 7 en (7_,, 7,). Es decir, 7_, es el
tiempo en el que los cuerpos estan en colision triple en el centro de masa ficticio,
transcurre el tiempo y 7, es el siguiente tiempo en el que vuelven a estar en colision
triple los tres cuerpos. De esta forma z,(7,) = z,(7_o) = 7 — 7/2.

De igual manera que hicimos en el caso anterior, partimos el siguiente razonamiento
en dos casos, segun el valor de a.

e Si a # 0, entonces no podria suceder que x,(7,) = x,(7_,) por la linealidad

de z,(7).
e Si a = 0, entonces z,(1) = b = mu — 7/2. Pero vimos al principio de la
demostracion que g, = F(x,(7),r(7),n) = 0, para cualquier 7, entonces

0=0b=mp —m/2 que ocurre si y sélo si p=1/2.

= Supongamos que r(7) es del tipo gpy. Partimos en dos casos el razonamiento
nuevamente.

e Sia # 0, por la linealidad de la funcién z,(7), existe 7, tal que ¢ (1) = x,(7s),
porque ¢;(7) esta acotada superiormente. Pero no puede ser por que seria una
colisién doble.

e Sia =0, entonces z,(r) = by como q1(7) — 7 —7/2, go(7) — 7 — 7/2
cuando 7 — 00, entonces b = mu — /2 porque ¢;(7) > x,(T) > qo(7T) para
todo 7. Y como vimos que debe cumplirse 9, = F(z,(7),r(7), ) = 0 para
todo tiempo 7, entonces 0 = b = mu — w/2 que se cumple si y sélo si p = 1/2.

Por lo tanto la unica solucién lineal (z,(7),y,(7)) es (0,0) si y sélo si u = 1/2
U

A partir del lema 4.2, podemos hablar sobre la existencia de soluciones de equilibrio
para el problema, como una consecuencia inmediata.

Corolario 4.3 FEl problema restringido de 3-cuerpos en S* en el caso hiperbdlico, parabd-
lico y eliptico presenta un unico punto de equilibrio para cada r(T), dada en el teorema
2.2, si y solamente si p=1/2.
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A esta drbita especial la denotamos por

~v(1) = (0,0) (4.15)

de aqui en adelante.

4.5. Compactaciéon del espacio fase.

El sistema hamiltoniano asociado a (4.5) es

T = vy, (4.16)
g = H _ H
(ng — (M =pr(r) —x)* [ —p)r(r) + 52— p) + 2
1—pu 1—p

=@+ 30— 0P T B+ W)+ () =P

Con el fin de estudiar el espacio fase determinado por el sistema no auténomo (4.16),
aumentamos en uno la dimensién de éste, considerando el tiempo como una variable
dependiente. Asi obtenemos el sistema auténomo

T = vy, (4.17)
g = H _ H
(n5 = (A =pr(r) —2)? (1= p)r(r) + 52 = p) + 2]
1—p 1—p

@+ 30—E Bt +u) —af’
7 = 1.

El sistema (4.17) esta definido para

(z,y,7) € (q2(7), 1 (7)) X R x (7_1,71),

donde

w(r) = —(U—pr(D)+p5 v @) =) - S0 -p).

Las cotas para el tiempo dependen del problema restringido de 3 cuerpos que considere-
mos, como estan establecidos en la seccion 4.1. Debido a que posteriormente consideramos
la regularizacion de la seccién 4.3 para las colisiones que asi lo permiten, las cotas para
la variable 7 las establecemos suponiendo que el movimiento se puede continuar hasta
la aparicién de una colision triple en el centro de masa ficticio, cuando asi sucede.

1. En el problema eliptico hay dos casos, como explicamos en el capitulo 2 seccion
2.6.

= Por un lado, si 7(7) es de la forma g¢g;, las cotas son infinitas, debido a
que no hay colision triple en el centro de masa ficticio. Como el movimiento
de los cuerpos primarios es periédico, elegimos las cotas de tal forma que
abarcamos un sélo periodo en el tiempo, asi el movimiento de los cuerpos
primarios comienzan y terminan en instantes de velocidad cero.
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= Por otro lado, si 7(7) es de la forma ggo, las cotas en el tiempo son finitas,
porque hay colisién triple en el centro de masa ficticio. Asi, la dinamica de
los cuerpos primarios comienzan y terminan en colision triple en el centro de
masa ficticio.

2. En el problema parabdlico también hay dos casos que consideramos.

= Por un lado suponemos que r(7) es de la forma gp; correspondiendo a cotas
infinitas, ya que el movimiento de los cuerpos primarios no es periédico y no
hay colisién triple en el centro de masa ficticio.

= Por otro lado consideramos que 7(7) es de la forma gps, en el cual distinguimos
dos subcasos por la presencia de colisién triple en el centro de masa ficticio.

e Consideramos la cota 7_; infinita negativa, mientras que 77 es finita,
porque que los cuerpos primarios comienzan el movimiento en los puntos
de equilibrio y terminan en la colisién triple en el centro de masa ficticio.

e Consideramos la cota 7_; finita y la otra 7y como infinita positiva, porque
los cuerpos primarios comienzan en colisién triple en el centro de masa
ficticio y terminan en las posiciones de equilibrio.

3. En el problema hiperbdlico las cotas son finitas y abarcan un periodo en el tiempo
de los cuerpos primarios, de tal forma que estos comienzan y terminan en colisién
triple en el centro de masa ficticio.

La compactacion del espacio fase la hacemos para estudiar las propiedades de la
dindmica global del sistema (4.17), que abordamos en el capitulo 6. Para esto, un cambio
en la variable velocidad y y otro en el tiempo en el sistema (4.17) es suficiente. Primero
hacemos el cambio y = tanv para obtener

T = tanwv,

— Lo + 1-np cos® v
(= () + 20— ) B0+ ) + pr(r) — af? |
T = 1.
Segundo, hacemos el cambio en el tiempo
dr s 2 s 2
= (- -a) (A= Fe-se) @y

(=) + 501 u>)2(g<1 b 0)+ pur(r) — )

para regularizar las singularidades. El sistema (4.17), después de los dos cambios mencio-
nados queda definido para

™

-S-w--wrn+ug |, ve | =35 v reunl

T € |:LLT(T) 5 5 53
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y el sistema definido en un espacio compacto y regularizado “en lo posible” queda

¥ = senw (ug — (1= p)r(r) — x)2((1 —p)r(T) + E(? — )+ a:)z
Ta-m) (50w () — )

2 2
S = (u((l—u)r(TH 1) (20w 4 prlr) — )

(a: — pr(7) +

= (ph — =) = 2) (1= @) + 5@ =) +2) (S04 + pr(r) )

=) (65— =) = 2) (1= e+ F2 = ) +0) (o= )+ S0 - ) )
7= (W3- - —2) (- w4 e +e)

(a: — pr(7) + g(l - ,u)>2<g(1 +p) + pr(r) — a:)zcosv.

En este sistema, d/ds esta denotada por ("). El campo vectorial definido por (4.19) es
C', para cualquier I, respecto de x y de v y es C° respecto de 7 porque dr/dr no existe
en los instantes en que suceden los rebotes elasticos entre los cuerpos primarios.

Con la frase “en lo posible”nos referimos a la posibilidad de continuar el movimiento
a través de una colision, lo cual no lo es en el caso de colisiones triples en el centro de
masa ficticio. En las figuras 4.3, 4.4 y 4.5 se pueden ver las regiones en las que estan
definidos los espacios fase compactos segin el problema que consideramos. En todos los
casos, las singularidades debidas a colisiones dobles y colisiones triples en el centro de
masa se han convertido en puntos de equilibrio, por lo que todas las aristas en cada regién
son un continuo de estos (indicados por lineas formadas por esferas negras en las figuras
4.3, 4.4 y 4.5). Las caras de las regiones son conjuntos invariantes para el flujo, donde
éste es paralelo a uno de los ejes coordenados (lo indicamos por lineas paralelas en las
figuras 4.3, 4.4 y 4.5). En las caras donde no hay lineas paralelas el flujo es transversal,
que corresponde a la direccién del flujo respecto de la componente 7. En esta seccion no
abordamos el estudio del campo vectorial determinado por (4.19) porque lo hacemos,
para un caso particular, en el capitulo 6.
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(a) Caso qg1- (b) Caso qga.

Figura 4.3: Regiones del espacio fase compacto en el problema eliptico (para p = 1/4).
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(a) Caso gp1. (b) Caso gpo.

Figura 4.4: Regiones del espacio fase compacto en el problema parabdlico (para p = 1/4).
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(b) Caso qma.
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(c) Caso qus.

Figura 4.5: Regiones del espacio fase compacto en el problema hiperbélico (para p = 1/4).

84



Capitulo 5

Problema restringido de 3 cuerpos
en S! con dos centros fijos.

En este capitulo abordamos el problema restringido de 3 cuerpos en S' con dos
centros fijos. Mostramos las ecuaciones de movimiento. Nos basamos en los resultados
obtenidos en el capitulo 4 y escribimos el hamiltoniano asociado regularizado. Realizamos
un andlisis cualitativo del problema, presentando la dindmica global del sistema, para
cualquier valor de las masas en los primarios.

5.1. Planteamiento.

Uno de los cuatro problemas del problema restringido de 3 cuerpos en S* corresponde
al caso cuando los cuerpos primarios se encuentran en la posicién de equilibrio para el
problema de 2 cuerpos en S* (definido en el capitulo 4 seccién 4.1). Siguiendo los teoremas
2.1y 2.2 hacemos r(7) = 0 en (4.13) para obtener el hamiltoniano regularizado asociado
al problema restringido de 3-cuerpos en S' con dos centros fijos,

1
32

47 (3 + seng — 2usenq)

17 — cos(2q) =0 (5.1)

H(q,p) =

2
. r _ Ly
5 (32 + Hm) v Hr* cos(2q) +

La primera observacion que hacemos es para distinguir el caracter autonomo de
este hamiltoniano, ya que no hay dependencia explicita del tiempo porque los cuerpos
primarios estan en posiciones fijas. Por esta misma razon H, energia total del sistema, es
una constante de movimiento para el sistema. Por ende, el subproblema que estudiamos
en este capitulo es integrable.

El sistema hamiltoniano correspondiente a (5.1) es de un grado de libertad y posee
una constante de movimiento, por lo que es un sistema integrable. El hamiltoniano
depende (5.1 depende de dos parametros, la energia H y el valor de la masa p. En lo que
sigue, mostramos la dindmica global del problema desde el punto de vista cualitativo.
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5.2. Puntos de equilibrio.

Comenzamos buscando las soluciones mas sencillas, las soluciones de equilibrio, para
entender la dindamica global del sistema. Para esto, describimos el conjunto de velocidad
cero para el cuerpos secundario a partir de la ecuacién (5.1),

T —32(5 + cos 2q — 4senq + 8usengq)
4z =0 = . 5.2
{qe [ 2’2} ) p=0"n 7(1 + cos 2q)(17 + cos 2q) (52)

Este conjunto relaciona las posiciones en las que la velocidad de la masa infinitesimal m
es cero en el nivel de energia H y el pardmetro de la masa de los cuerpos primarios p
para el que suceden. De hecho, por el teorema de la funcién implicita escribimos H como
una funcién de la variable ¢ y del pardmetro p, es decir, H : (=7 /2,7/2) x (0,1) — R,

—32(5 + cos 2q — 4senq + 8usenq)

Hg, 1) = (1 4 cos2q)(17 + cos 2q)

(5.3)

En la figura 5.1 mostramos la gréfica correspondiente a H(q, i), que es una funcién
continua. En el siguiente resultado hacemos uso de esta funcion.

Figura 5.1: Grdfica de la funcion H(q, p).

Proposicién 5.1 El problema restringido de 3 cuerpos en S' con dos centros fijos tiene
un unico punto de equilibrio (q,,0) para cada valor de u, € (0,1); para cada valor
Qo € (—7/2,7/2), existe un unico valor p, para el cual q, define un punto de equilibrio.

Demostracion. Derivamos H(q, i), dada en (5.3), respecto de ¢ e igualamos a cero y por
el teorema de la funcién implicita definimos la funcién p: (—7/2,7/2) — (0, 1),

—4(cos(q/2) — sen(q/2))°(3 + seng)
28 cos 2q + 3 cos(4q) — 103 ’

1(q) =
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Figura 5.2: Grdfica de la funcion ji,(q,).

cuya grafica esta en la figura 5.2. Esta funcion relaciona la posiciéon ¢ con el valor y en
donde la energia del sistema no cambia. Llamamos ¢, y u, a estos valores particulares
que ocurren en H.,. En otras palabras, ¢, y jt, son los valores para los cuales existen
posiciones de equilibrio y se dan para el nivel de energia correspondiente He,.

Mostramos en seguida que la relacién p,(g,) es una funcién biyectiva, para demostrar
la unicidad de las posiciones de equilibrio y el valor de p. La funcién p(g) continua y es
inyectiva. Es inyectiva porque

dpo 24 cos® g, (3 + senq, ) (90 — 6 cos 2q, — 31seng, + sen3q,)
dg, (3 cos4q, + 28 cos 2q, — 103)?

<0,

para todo ¢, € (—m/2,7/2). Ademds, es sobreyectiva porque
Hm,r to(go) = 1 y h,mﬂ to(qo) = 0.
Jo——75 qo— o

O

Asi queda demostrada la existencia y unicidad de las posiciones de equilibrio g, para
cada valor de (.

5.3. Orbitas elipticas, parabdlicas e hiperbdlicas.

Sabemos, por la proposicién 5.1, que el conjunto

T
E:{ 0y Mo (__7_) 71
(40, Ho) € (=525 ) x (0,1)
estd conformado por aquellos pares ordenados (q,, jt,) tales que

OH . OH .
a—q(q,u)ZO si (gu) €Ey a—q(q,u)%U siV(g, ) ¢ B

fho = M(qo)}
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Definimos el siguiente par de conjuntos abiertos que indicamos en la figura 5.2,

I = {(q,u) € (—gg) x (0,1) ‘u<uo(qo)}a

= {@me(=55)x0.0]n>nla)}

Proposicién 5.2 Para cada p € (0,1) fijo, el conjunto de velocidad cero (5.2) consta
de dos elementos si H < Heq, un elemento (posicion de equilibrio) si H = Heq y €s vacio

st H > Heq.

Demostracion. Supongamos que j, € (0,1) es un valor fijo. Escribimos, a partir de la
funcién H(q, p) dada en (5.3),

OH _8(—senbq — 19sendq — 274senq — 6(1 — 2u) cos 4g — 56(1 — 2pu) cos 2q — 412 4 206)
dq mecos3 q(17 4 cos 2q)?

Si (q,p) € I, entonces OH/Jq > 0y si (¢, u) € I1, entonces OH/0q < 0. Tomando en
cuenta estas desigualdades y la proposicién 5.1, concluimos que la funcién H(q, i) es
estrictamente creciente para ¢ € (—m/2,q,), estrictamente decreciente para q € (q,, 7/2)
y cuando ¢ = q,, la funcién H alcanza su valor maximo (véase la figura 5.1).

Por otra parte,

lm H(g,p) = —00 vy lim_H(q, p) = —oo0.

q—35 q——35

Como H(q,p) es una funcién continua, entonces para H < H,, el conjunto de
velocidad cero tiene dos elementos, en cambio, si H > H,,, este conjunto carece de
elementos y si H = H,,, el conjunto tendria exactamente un elemento, correspondiendo
a la posicién de equilibrio.

O

A partir de la reversibilidad del problema y de las dos proposiciones anteriores, vamos
a describir el espacio fase para la masa infinitesimal m. Recordamos que la regularizacién
realizada en el capitulo 4, nos permite interpretar las colisiones como rebotes elasticos
y continuar en este sentido los movimientos.

Fijamos el valor de p, € (0,1). Distinguimos tres familias de 6rbitas, dependiendo
del nivel de energia (véase la figura 5.3).

1. Consideramos H > H.,, para el cual no hay puntos de equilibrio y ademas p # 0
para todo tiempo s. Esto significa que la masa infinitesimal m viene de un rebote
elastico con uno de los cuerpos primarios, sigue su trayectoria recorriendo todo
el espacio en un mismo sentido hasta rebotar eldsticamente con el otro cuerpo
primario para luego volver a rebotar con el primer primario y asi sucesivamente.
A este tipo de movimiento lo llamamos de tipo hiperbdlico.
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Figura 5.3: Espacio fase reqularizado del problema de 3-cuerpos en S' con dos centros
fijos.

2. Consideramos ‘H = H.,, donde las érbitas presentan p # 0 para todo tiempo s,
exceptuando la posicién de equilibrio que se encuentra en este nivel de energia. Esto
significa que la masa infinitesimal m parte asintoticamente del punto de equilibrio
en tiempo infinito, rebota eldsticamente con alguno de los cuerpos primarios y
regresa al punto de equilibrio asintéticamente en tiempo infinito. A este tipo de
movimientos los llamamos de tipo parabdlico.

3. Consideramos 'H < H., y sabemos que p = 0 para algtn tiempo s, ademas de que
en estos niveles de energia no hay posiciones de equilibrio. Esto representa para la
masa infinitesimal m un movimiento en el cual rebota con alguno de los cuerpos
primarios constantemente sin llegar a pasar la posicion de equilibrio. A este tipo
de movimientos los llamamos del tipo eliptico.

5.4. Dinamica global.

El siguiente resultado explica la dindmica global de la masa infinitesimal para el
problema que estamos analizando. El espacio fase correspondiente estd en la figura 5.3.

Teorema 5.1 EIl problema restringido de 3 cuerpos en S' con dos centros fijos requlari-
zado presenta las siguientes soluciones, dependiendo del nivel de energia como sigue:

» soluciones del tipo eliptico para H < Heq,

soluciones del tipo parabdlico y un punto de equilibrio para H = Heq v
» soluciones del tipo hiperbolico para H > Heq,

para cada p € (0,1).
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Como ya mencionamos al comienzo de este capitulo, este sistema es integrable, pero
no contamos con las soluciones explicitas. Es muy probable que éstas no se puedan
obtener mediante operaciones algebraicas analizando la ecuacion 5.1.

Tres comentarios a partir del teorema 5.1.

1. Este teorema tiene sentido para cualquier valor de p € (0,1), por lo tanto para
cada valor u, los espacios fase resultantes son topolégicamente conjugados entre
si.

2. Este problema del restringido de 3 cuerpos en el circulo tiene un conjunto de
orbitas periddicas no numerable para cada valor de p, correspondientes a las érbitas
del tipo eliptico e hiperbdlico, ademas de la posicion de equilibrio. Las orbitas
periddicas ocurren para cualquier nivel de energia H, excepto para el valor H,,.

3. Mostramos la dinamica global para este problema, después de haber regularizado
global y simplécticamente el respectivo hamiltoniano en el capitulo 4.
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Capitulo 6

Problemas restringido simétrico
hiperbdlico y restringido simétrico
eliptico de 3 cuerpos en 5.

Abordamos el caso simétrico en las masas de los cuerpos primarios en el problema
restringido de 3 cuerpos en S*. Consideramos p = 1/2 en las ecuaciones (4.3), obteniendo
el sistema correspondiente al problema restringido simétrico de 3 cuerpos en S*,

T =y, (6.1)
2 1/2 12 1/2

VT - @ -oF G-a@l  F-@-amP

Las funciones ¢1(7) v ¢o(7) estan determinadas en el teorema 2.2; pueden representar
soluciones hiperbdlicas, parabdlicas o elipticas. El caso de dos centros fijos ya se estudio en
el capitulo 5 y por lo tanto, no lo abordamos aqui.

Mostramos la existencia de una orbita con estructura hiperbélica para los problemas
restringido simétrico eliptico y restringido simétrico hiperbélico de 3 cuerpos en S?,
asi como la existencia de variedades estable e inestable asociadas a dicha érbita. Estas
variedades se intersectan de manera transversal y caracterizan el espacio fase en cuatro
grandes regiones que determinan la dindmica global de estos problemas.

Por ultimo, mostramos la existencia de 6rbitas periddicas para el problema restringido
simétrico eliptico de 3 cuerpos en S*.

6.1. Trayectoria con estructura hiperbdlica.

Antes de comenzar el andlisis recordamos que para el problema restringido simétrico
el centro de masa ficticio estd en la posicién = = 0 (diametralmente opuesto al centro
de masa).

El sistema correspondiente al problema simétrico restringido de 3 cuerpos en S!
definido en un espacio compacto lo obtenemos a partir del sistema (4.19), donde sustitu-
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imos el valor y = 1/2, obteniendo asi

Este sistema esta definido para

E1()7r1()+7r c T T el ]
x (1) — =, —=7(7) + — v - =, = TE [T 4, T
2 12 1) 272] 7 Ll

es decir, estd definido en un conjunto compacto. La derivada, denotada por ('), es
respecto del tiempo s. Recordamos que 7 es una funcién del tiempo s determinada por

dr/ds = (%—%r(ﬂ—z) (%T(T)—l—%—l-z) ([L’—%T’(T)—l—%) (%4—%7’(7’)—1’) cos v,

que se obtiene del reescalamiento en el tiempo en (4.18). El campo vectorial definido en
(6.2) es C" (r > 1) respecto de x y v, mientras que es C respecto de s.

El sistema (6.2) es simétrico respecto de V(z,v) = (—z,—v) y por lo tanto, si
(o(8),v,(8)) es solucién, entonces (—z,(s), —v,(s)) también lo es.

La 6rbita de equilibrio v(7), dada en el corolario 4.3, es una trayectoria en el espacio
para el sistema (6.2), que denotamos por I'(s) = (0,0, 7(s)). Esta trayectoria representa
para el cuerpo secundario una posicién fija en el transcurso del tiempo y es una solucién
para (6.2) que no presenta colisiones binarias. Mas atn, I'(s) es una trayectoria de
colisién-expulsion (empieza en expulsién y termina en colisién) para cualquier problema
restringido simétrico hiperbdlico, para los problemas restringidos simétricos parabdlico
y eliptico en el caso de que ¢(7) es de la forma gps(7) y qra(T) respectivamente (véase el
capitulo 2, seccién 2.4). Si g(7) es de la forma gpy(7) 0 gp1(7) (véase el capitulo, seccién
2.4), entonces la trayectoria I'(s) no presenta ningin tipo de colisién.
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Lo que mostramos a continuacién es la estructura hiperbdlica de la trayectoria I'(s)
que implica la existencia de conjuntos invariantes en el espacio fase correspondientes a

(6.2).

Teorema 6.1 La trayectoria I'(s) tiene estructura hiperbdlica para los problemas restrin-
gidos simétricos hiperbdlico vy eliptico de 3 cuerpos en S*.

Demostracion. Supongamos que r(7) es una solucién hiperbdlica o eliptica (soluciones
periddicas en el tiempo) dada en el teorema 2.2.

A partir de la definicién 1.9, sabemos que estudiar la estructura hiperbdlica de una
orbita requiere el estudio del campo vectorial linealizado alrededor de dicha orbita.
La orbita a tratar es J(s) = (0,0), dada en el corolario 4.3. El campo vectorial que
analizamos es el definido en (6.2) en el caso no auténomo, es decir, no incluimos la
tercer componente 7, que representa el tiempo reparametrizado. De esta manera, el
campo vectorial lineal no auténomo alrededor de (s) es

l,/
A(S) = D(x,v) ( v )
(z,0)=(%(s))

o= (5-) (1)

9(s) = (%—@)4()%—%@)—#2(%_@) (z)%rJr@)At

y 7(s) = r(7(s)). Como r(7) es periddica respecto de 7, entonces 7(s) es periédica
respecto de s y por lo tanto la matriz A(s) también lo es.
Lo que hacemos en seguida es mostrar es que el sistema lineal asociado

donde

v

y = A@s)y, yz(l“) (6.4

posee una dicotomia exponencial. De la definicién 1.8 sabemos que es necesario conocer
las soluciones del sistema (6.4), en otras palabras, necesitamos conocer X (s), una matriz
fundamental de soluciones. Como el sistema (6.4) es periddico en s, la teoria de Floquet
nos sirve para conocer la naturaleza de las soluciones del sistema en cuestion.

Notamos que tr(A(s)) = 0 y por el corolario 1.1 tenemos que pip2 = 1y que
A1+ Ao =0, siendo p; y po los multiplicadores caracteristicos y A\; y Ay los exponentes
correspondientes. A partir de esto, \; = —\y y por esta razén hay dos posibles escenarios:
A €Ro A € C\R. En lo que sigue mostramos que el segundo caso no es posible.

Supongamos que \; = a; + ib; (a1,b; € R), entonces a; = 0, porque los valores
propios complejos son pares conjugados y porque A\ = —Xy. Asi, Ay = iby y Ay = —ib;.
A continuacién escribimos el sistema (6.4) como una ecuacién diferencial ordinaria de
grado dos, es decir,

"= f(s)§' = fs)g(s)¢ =0, (6.5)
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con ¢ = x. Por el teorema 1.5 una solucion a la ecuacién (6.5) seria

&(s) = pl(s)e’\15 = p1(s)(cos(bys) + isen(bys)),

siendo p;(s) una funcién periddica. Definimos las funciones reales u(s) = p;(s) cos(bys)
y v(s) = p1(s)sen(bys), entonces &;(s) = u(s) + iv(s). Sustituimos la solucién & (s) en la
ecuacion (6.5) y obtenemos las siguientes ecuaciones

u’(s) = f(s)u'(s) — f(s)g(s)u(s) = 0,
v"(s) = f'(s)v'(s) — f(s)g(s)v(s) = O,
que se obtuvieron separando la parte real y la parte imaginaria resultantes. Multiplicando

la primera ecuacién por v(s), la segunda por —u(s) y sumando ambas ecuaciones resulta
que

u’(s)o(s) = v"(s)u(s) — f'(s)v(s)u'(s) + f'(s)v"(s)u(s) = 0.

Agrupando los términos convenientemente obtenemos una nueva ecuacién diferencial

T ()5) = o (ul) + S Suls) — ) () =0,

es decir,

y por lo tanto
f(s) =Inv'(s)u(s) —v(s)u'(s)| + C,

donde C' es una constante de integracién. Sustituyendo las funciones u(s) y v(s) como
se definieron antes, llegamos a que f(s) = In(p?(s)|b1|).
Nuevamente, por el teorema 1.5, otra solucién al sistema (6.4) es

£5(s) = pa(s)e™™* = py(s) cos(—bys) + isen(—bys),

donde py(s) es una funcién periédica. Definimos las funciones reales @(s) = pa(s) cos(—by )
y 0(s) = pa(s)sen(—bys), entonces &a(s) = u(s) + i0(s). Hacemos el mismo calculo que
hicimos para &;(s) y llegamos a que f(s) = In(p2(s)|b1]).

Partimos en dos casos, segun si p; y po son funciones reales o complejas.

» p1(s),p2(s) : R — C (asumiendo algunos valores en C \ R). Esto no puede ser
porque f(s) es una funcién real.

» p1(s),p2(s) : R — R. Tampoco puede suceder y a continuacién lo justificamos.
Recordamos el teorema 1.7 (teorema de Liouville) y aprovechamos el hecho de que
tr(A(s))=0, para establecer que | X (s)| = 1. Por otra parte, escribimos X (s) pues
£1(s) = pr(s)eM® y &(s) = pa(s)e™1% son dos soluciones linealmente independien-
tes, como lo establece el teorema 1.6. Asi,

X(s) = ( pi(s)e™ pa(s)e— 1 ) |

ibyp1(s)es + ph(s)e™®*  —ibipa(s)e” S + ph(s)e 1
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lo que implica que [X(s)| = —2ibipi(s)p2(s) + pi(s)pa(s) — pi(s)pa(s). Como
supusimos que p;(s) y p2(s) son funciones reales, entonces |X(s)| no puede ser
1 para todo s € R debido al término imaginario —2ibyp;(s)pa(s).

Asi, establecemos que A; es un valor real. De esta forma escribimos una matriz
fundamental para el sistema (6.4) como sigue:

X(S) _ pl( ) Ars p2( ) Ars
)\1])1(8)6)\18 +p/1(8>€)\18 —>\1p2(8)€_)\18 +p/2(8>€_>\18

y calculamos su inversa como

X_l(S) _ —>\1p2(8)6_)‘15—|—p,2(8)€_)‘18 —p2(8)6_)‘15
—Mpi(s)ets —pi(s)eMs  pi(s)es )7

Recordamos que el objetivo es mostrar que el sistema (6.4) posee una dicotomia exponen-

cial. Ya conocemos X (s) y eligiendo P como la matriz ( ) hacemos los calculos

01
marcados en la definiciéon 1.8. Por un lado,

X(s)PXHty)

_ ( —pa(s)e™ 15 (Aipy (t) e + pi (t)eh) pa(s)e 2 15py (ty )™ )
(Mapa(s)e ™ = ph(s)e 1) (Aipr (t)eM™ + pli(tr)eM™)  (=Aipa(s)e ™ + ph(s)e™1)ps (t1)eM™
_ ( —pa(s) (apn (B) + i (0))e 01 Pa()ps (1) )
(A1pa(s) — ph(8))(Aip1(ty) + p(t1))e™ME=1) (= Xipa(s) + ph(s))pi(ty)e M=)

t1)
())pa(t1) ) ¢

—Al(s—tl)

)+
_ < —pa(s)(Aapi(tr) + pi(t)) pa(s)pa(
(Aip2(s) = pay(s))(Aapi (t1) + pi(E1)) (= /\1p2( )+ ph

y por otro lado
X(s)(I = P)X ()
B ( pi(s)e? s (Mipa(t1) — ph(tr))e M pi(s)eMpy(ty)e Mh )
(Aip1(s) +pi(s))e Als()\1p2(151) ph(t1))e ™ (Api(s) + pi(s))eM pa(ty)e Mt
( )

B ( Pu(s)(aps(ty) - p2(tl))6A1 =) pi(s)pa(ty)ets—h )
(Aapi(s) + ph(s)) (Aapa(te) — ph(£2))eM = (Apa(s) + pi (s))pa(tr)eM 5710

_ ( p1(s)(Aipa(t1) — pa(th)) p1(s)pa(ts) )eAl(s—tl)
(>\1p1(8)+p3(3))(>\1p2(t1) pa(t))  (Aipa(s) + pi(s))pa(ta) '

Como las funciones pi(s) y p2(s) son periddicas, entonces existen constantes K7,
Ky > 0 tales que
X (s)PX (1)

H —pa(s )(Alpl(tl) +pi(t1)) p2(s)pa(
(A1p2(s) — py(s))(Mpi(tr) +pi(t1)) (= >\1p2( ) + P

S Kle—)\l (s—t1)

t1)
(s))p1(t1)

e—)\l (s—tl)
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1X(s)(I = P)X~ (1)

H p1(s)(Aipa(t1) — pa(t)) p1(s)p2(ts)
(AMp1(s) +pi(s)(Mpa(t1) — pa(t1))  (Aapi(s) + pi(s))pa(t)

S K26)\1 (s—t1) ’

A1 (S—tl)

(&

donde || - || es una métrica para matrices.

Como hemos mostrado, segun la definicién 1.8, el sistema (6.4) posee una dicotomia
exponencial. Finalmente, por la definicién 1.9, la trayectoria I'(s) tiene estructura hiper-
bélica.

O

6.2. Dinamica global.

A partir del teorema 1.8, una consecuencia inmediata de la estructura hiperbdlica
de la trayectoria I'(s) es la existencia de una variedad local estable W7 (I'(s)) y otra
variedad local inestable W} (I'(s)), en una vecindad de forma tubular de la trayectoria
['(s). Estas variedades de dimensién 2 se intersectan de manera transversal a lo largo
de T'(s). Como explicamos en el capitulo, en la seccién 1.10, estas variedades locales se
pueden extender en el tiempo (en sentido positivo y negativo) para obtener las variedades
estable W*(I'(s)) e inestable W*(I'(s)) de manera global; en otras palabras

Wor(s) = [ {@6), 0(), 7(9)|(2(s0), 0050, 7(50)) € Wi (D(5))

s<So

w(r(s) = [ {(@(s),0(s), 7(5)| (250, vs0), 7(50)) € Wik(T(s)) }
$>So
El campo vectorial determinado por (6.2) es un caso particular del campo vectorial
definido en (4.19) y por lo tanto hereda sus propiedades. El espacio fase (extendido en el
tiempo) compacto tiene por fronteras los planos determinados por v = 7/2, v = —7/2,
T =17, T =71y las superficies = 1r(7) = 5 y * = —1r(7) + I. En la figura 6.1
mostramos los cinco posibles escenarios que abarca el teorema 6.1 para el espacio fase

compacto: cuando ¢(7) = qg1(7), ¢(7) = qr2(7) v ¢(7) = qua(7) para a = 1,2, 3.
En cualquiera de los cinco casos representados en las figuras 6.1, las superficies
determinadas por los conjuntos

A = {(:B,U,T) GR?’v:g},

B = J(z,u,71 GR?’v:——},

Cc = {:EUT GR?’:L':—%T(T)‘I’%},
3 1 s
(x,v,7) ER’|x = =r(T) — = ¢,
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(e) Caso qms.

Figura 6.1: Regiones compactas para los espacios fase (extendidos en el tiempo) para el
problema restringido simétrico eliptico e hiperbélico de 3 cuerpos en S*.
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son conjuntos invariantes para el flujo de (6.2) (estdn indicados con lineas paralelas en
las figuras 6.2). De hecho, el flujo en A y B es paralelo al eje z y el flujoen C'y D es
paralelo al eje v.

Las aristas que resultan de las itersecciones de las fronteras antes mencionadas son
conjuntos continuos de puntos de equilibrio (estdn indicados como lineas formadas de
puntos en las figuras 6.1). Los conjuntos ANC, AND, BNC'y BN D son continuos de
puntos de equilibrio.

Construimos un conjunto de secciones transversales al eje 7. Definimos

Yoo =A{(z,v,7) € R3|7‘ =7},

entonces el conjunto

U =

To1<7*<n

es el espacio fase compacto que hemos estado analizando. En las ecuaciones (6.2) obser-
vamos que 7 > 0, lo que significa que el flujo determinado por estas ecuaciones es
transversal a ¥+ para toda 7" € [T_1, 1], excepto en la frontera del espacio compacto.
Para entender la dindmica de la masa infinitesimal en los problemas que nos ocupan
introducimos algunas definiciones para caracterizar diferentes clases de movimientos.

s Llamamos solucion eliptica simétrica a toda aquella solucion que para todo tiempo
s cumple que z(s) # 0 y v(s) # 0 excepto para un unico s, tal que v(s,) = 0.
Es decir, la masa infinitesimal nunca pasa por el centro de masa ficticio y para un
unico instante tiene velocidad cero.

» Llamamos solucion hiperbolica simétrica a toda solucién que para un tnico tiempo
s, cumple que z(s,) = 0y que el resto del tiempo s resulte que v(s) # 0. Es decir, la
masa infinitesimal describe una trayectoria que no cambia de signo en la velocidad
y si pasa en un unico instante por el centro de masa ficticio.

» Llamamos solucion parabolica simétrica a toda aquella solucion que para toda s
sucede que v(s) # 0y x(s) # 0, ademés de que z(s) — 0 cuando s — +oo. En
otras palabras, el cuerpo secundario no pasa en ningin momento por el centro de
masa ficticio y tiene velocidad positiva o negativa a lo largo del tiempo, ademas
de que llega asintéticamente (en el tiempo) a la posicién de equilibrio.

Con el andlisis que hemos realizado hasta ahora planteamos el siguiente resultado
que trata sobre la dinamica de la masa infinitesimal en los casos eliptico e hiperbdlico
del problema simétrico restringido de 3 cuerpos en S*.

Proposicién 6.1 Cada solucion a los problemas restringidos simétricos eliptico e hiper-
bélico de 3 cuerpos en S* es alguna de las siguientes:

» solucion de equilibrio con estructura hiperbolica,

= solucion eliptica simétrica,
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c) Caso qp1. (d) Caso qme.

(e) Caso qus.

Figura 6.2: Campo vectorial en la frontera y la trayectoria T'(s).
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W (5)) W3 (5))

Figura 6.3: Variedades estable e inestable a I'(s) y los planos X y V.

= solucion parabdlica simétrica o

= solucion hiperbolica simétrica.

Demostracion. Sabemos que la solucién de equilibrio (extendida en el tiempo) I'(s)
tiene estructura hiperbdlica, por el teorema 6.1 (representada en las figuras 6.2). Como
consecuencia sabemos de la existencia de las variedades W*(I'(s)) y W*(I'(s)), las cuales
se intersectan transversalmente a lo largo de I'(s), como lo mostramos en la figura 6.3.

Hacemos una particién en 4 del espacio fase (extendido) compacto, sin considerar la
frontera determinada por las superficies A, B, C' y D mencionadas anteriormente. Esta
particién la definimos mediante dos planos: uno determinado por la ecuacién x = 0 (que
denotamos por X) y otro determinado por la ecuacién v = 0 (que denotamos por V).
Estos dos planos son secciones transversales para el flujo porque

r=0,v>0 = 2'>0,7/=0,7>0,
r=0,v<0 = 2<0,V=0,7>0,
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que verifica que X es transversal al flujo y

r>0,v=0 = 2/=0,V>0,7>0,
r<0,v=0 =2=0,v<0,7>0,

que verifica que V' es transversal al flujo (véase la figura 6.3). Denotamos por I, I, I1]
y IV las 4 partes de la particion como sigue:

I = {(z,v,7) €R*|2>0,v>0},
II = {(z,v,7) €eR*|z<0,v>0},
I = {(z,v,7) €R’|x<0,v<0},
v = {(z,v,7) €R*|z>0,v<0}.

Escribimos el sentido del flujo en cada una de las 4 partes de la particién

I = 2/ >0ydv >0,
Il = 2 >0y <0,
Il = 2 <0y <0,
IV = 2/ <0y?d >0.

A partir de que las fronteras del espacio fase compacto A, B, C' y D son conjuntos
invariantes para el flujo vectorial, que las aristas ANC, AND, BNC, BN D son
conjuntos de un continuo de puntos de equilibrio y que los planos X y V' son secciones
transversales para el flujo, entonces sabemos que:

s ¢l flujo en I proviene de I atravesando el plano X y proviene de I'V atravesando
el plano V; el flujo no sale de I,

s ¢l flujo en I sale por el plano X hacia I y sale por el plano V hacia I11,

s ¢l flujo en I11 proviene de I atravesando el plano V' y proviene de IV atravesando
el plano X; el flujo no sale de 11y

» el flujo en IV sale por el plano V hacia I y sale por el plano X hacia I11.

A partir de aqui describimos la dindamica del cuerpo secundario segun el andlisis
cualitativo del campo vectorial que hemos realizado. Consideramos una condicién inicial
(%0, Vo, Tp) = (2(0),v(0),7(0)) en I y como I es un conjunto invariante, entonces la
solucién (z(s), v(s), 7(s)), con la condicién inicial dada, tiende al conjunto ANC' cuando s
tiende a 4-00. Para conocer la solucién (z(s), v(s), 7(s)) en tiempo negativo consideramos
tres casos.

1. La solucién proviene de I1, es decir,
{(x(s),v(s),T(s)) s < sx,2(sx) = o} c 1l

El tiempo sx es el instante en el que la solucién atraviesa el plano X. Ademas,
(z(s),v(s),7(s)) tiende a AN D cuando s tiene a —oo.
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2. La solucion proviene de IV es decir,

{(x(s),v(s),T(s)) s < sy, u(sy) = o} IV

El tiempo sy es el instante en el que la solucién atraviesa el plano V. Ademas,
(z(s),v(s),7(s)) tiende a BN C cuando s tiende a —o0.

3. Si la solucién no proviene de I1 ni de IV, entonces

{(:E(S),U(S),T(S))‘s e R} C WH(I(s)).

Asi, (z(s),v(s),7(s)) tiende a ANC' cuando ¢ tiende a ooy (x(s),v(s), 7(s)) tiende
a I'(s) cuando s — —o0.

Recordamos el cardcter simétrico del sistema (6.2) respecto de la simetria dada por
U(z,v,7) = (—x,—v,7), lo que implica que si (x,(s),v,(s),7(s)) es solucién, entonces
(—xo(8), —vo(s), 7(s)) también lo es. De esta forma, el estudio cualitativo de las soluciones
que se encuentran en /[ es el mismo que hicimos para las soluciones en I.

Sélo falta determinar la evoluciéon de las soluciones con condicién inicial dada por
(o, Vo, To) = ((0),v(0),7(0)) € II (la dindmica en IV es la misma de I[ salvo la
simetria W). La solucién puede abandonar IT por el plano X hacia I y por el plano V'
hacia 11, pero estas soluciones las acabamos de describir (salvo una reparametrizacién
en el tiempo). Si la solucién no sale de 11, entonces

{(:L’(s),v(s),T(s))‘s € R} C WH(I(s)).

Asi, la solucién tiende a AN D cuando s — —oo, mientras que la solucién tiende a I'(s)
cuando s — o0.

Ahora sabemos que las variedades invariantes W*(I'(s)) y W*(I'(s)) parten en cuatro
regiones invariantes el espacio fase compacto de (6.2), porque W#*(I'(s)) conecta I'(s) con
ANDycon BNCy W*“TI(s)) conecta a I'(s) con ANC y con BN D. Estas regiones
contienen las distintas clases de trayectorias.

= Las soluciones que se encuentran en el espacio acotado por el plano A y las
variedades W*(I'(s)) y W*(I'(s)) presentan las caracteristicas de las soluciones
hiperbdlicas simétricas. Ocurre lo mismo para las soluciones que se encuentran en
el espacio que delimitan el plano B y las variedades W*(I'(s)) y W*(I'(s)), también
son soluciones hiperbodlicas simétricas.

» Las soluciones que se encuentran en el espacio acotado por el plano C' y las
variedades W*(I'(s)) y W*(I'(s)), asi como las que se encuentran dentro del espacio
delimitado por el plano D y las variedades W*(I'(s)) y W*(I'(s)) presentan las
caracteristicas de las soluciones elipticas simétricas.

» Las soluciones que viven en las variedades W*(I'(s)) y W*(I'(s)) son las que
corresponden a las soluciones parabdlicas simétricas.
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La proposicién 6.1 trata sobre el comportamiento global de las soluciones gracias a
la particién que se genera por las variedades estable e inestable de la trayectoria I'(s).
En el sistema (6.2) todas las singularidades son puntos de equilibrio que permiten la
definicion de soluciones para todo tiempo s, pero impiden la continuacién del movimiento
después de cada colisién. Aun asi, las soluciones descritas determinan la dinamica de la
masa infinitesimal entre colisiones. Todos los movimientos son movimientos de expulsion-
colisién.

= La solucion eliptica simétrica indica que si la masa infinitesimal no tiene suficiente
energia, ésta no alcanza el centro de masa ficticio y regresa a la colision de la cual
viene originalmente con alguno de los dos cuerpos primarios.

= La solucion hiperbdlica simétrica indica que si masa infinitesimal tiene suficiente
energia, entonces el cuerpo logra alejarse de la colision con un cuerpo primario y
sigue su trayectoria hasta colisionar con el otro cuerpo primario, pasando por el
centro de masa ficticio.

= La solucion parabdlica simétrica indica que la masa infinitesimal tiene la energia
necesaria para escapar de la colision con alguno de los cuerpos primarios, pero no
la energia suficiente como para pasar por el centro de masa ficticio, acercandose a
éste asintoticamente en el tiempo.

La compactacién del espacio fase extendido no nos permite conocer el comportamiento
de la masa infinitesimal después de una colisién, pero si permite conocer la dinamica
fuera de estos puntos. En lo que sigue, consideramos el problema restringido simétrico de
3 cuerpos en S' regularizado para continuar las soluciones simulando un rebote eléstico
en el lugar de la colision. A partir de (4.13), sabemos que el hamiltoniano asociado es

H(q,p,s)

= 5% ( — 32H cos? g(m — 2r(7))% + 64(seng — 1)(—2p* + 7 — 2r(7))

64 cos? q(m — 2r(7))?
3 +senq) — 2(—1 + senq)r(7)

+ 128(1 + sengq) <p2 - g + 7’(7‘)) T

64 cos® g(m — 2r(7))?
(=3 4 senq) — 2(1 + seng)r(7)

+ 2cos? q(m — 2r(7))*7(7)?

+ cos? q cos(2q) (7 — 27’(7))37"(7')) =0, (6.6)
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con el respectivo sistema hamiltoniano,

q =p
, 7 cos q(m? — 4r(7)?) 7 cos q(m? — 4r(7)?)

p= (m(3 + senq) — 2(seng — 1)r(7))? B (m(—3 + senq) — 2(seng + 1)r(7))?

<sen(4q)(7r—2r(7))3f(7') +sen(2q)(m—2r(7))*(—=32H+27(7)* + (7r—27°(7‘))7"(7'))) )
(6.

1

512
7)

donde r(7) es una solucién para el problema de Kepler en S* dada en el teorema 2.1.
En (4.13) hicimos C(7) = 0, (es una constante de integracién) y las derivadas respecto
del tiempo s estdn denotadas por ('). Este sistema nos permite controlar el movimiento
cerca de la colision y completamos esta informacién con la obtenida a partir del teorema
6.1.

Las soluciones del teorema 6.1 preservan sus caracteristicas en las coordenadas regula-
rizadas, porque la transformacién de coordenadas realizada por el lema 4.1 es mondtono
creciente para el caso simétrico en las masas. De hecho, la transformacién es

(.y)= B (¢,p,7) = <¥ (g B MT))’ cos q(7r4f 27’(7‘)))

y por ende, preserva el orden tanto en posiciones como en velocidades.
A partir del teorema 6.1 y del hamiltoniano (6.6) conocemos la dindmica global de
los problemas restringidos simétricos hiperbélico y eliptico de 3 cuerpos en S*.

s La solucién de equilibrio indica que la masa infinitesimal estd en la posicion
(G0 Po) = (0,0) para todo tiempo.

= La solucion eliptica simétrica indica que la masa infinitesimal colisiona repeti-
damente con uno de los cuerpos primarios y nunca pasa por el centro de masa
ficticio.

= La solucion parabdlica simétrica indica que la masa infinitesimal colisiona una sola
vez con alguno de los cuerpos primarios y llega asintéticamente (en el tiempo) a
la posicion de equilibrio en tiempo positivo y negativo.

= La solucién hiperbdlica simétrica indica que la masa infinitesimal colisiona alterna-
damente con los cuerpos primarios y entre cada colisién pasa por el centro de masa
ficticio.

Resumimos todo lo anterior en uno de los resultados mas importantes del presente
trabajo.

Teorema 6.2 Los problemas restringidos simétricos eliptico e hiperbolico de 3 cuerpos
en St reqularizados presentan:

» una solucion de equilibrio (q,, p,) = (0,0),
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= soluciones simétricas elipticas,
= soluciones simétricas parabolicas y
= soluciones simétricas hiperbolicas.

Estas son todas las soluciones y estdan definidas para todo tiempo.

6.3. Soluciones periddicas.

Probamos la existencia de soluciones periddicas en el tiempo para la masa infinitesimal
cuando los cuerpos primarios siguen soluciones elipticas.

Lema 6.1 El problema restringido simétrico eliptico de 3 cuerpos en S' reqularizado
presenta soluciones simétricas elipticas y simétricas hiperbolicas que son periddicas, de
periodos que son maltiplos respecto del periodo determinado por las trayectorias de los
cuerpos primarios, incluso del mismo periodo.

Demostracion. El razonamiento lo partimos en dos partes y consideramos 7(7) una
solucion eliptica de periodo T' como esta en el teorema 2.1. Asi, ¢;(7) v g2(7) son
soluciones elipticas para los cuerpos primarios (teorema 2.2) de periodo T cada una.

» Construccién de las soluciones simétricas hiperbdlicas periodicas.

Suponemos que (g.($), p«(s)) es una solucién hiperbélica simétrica para el sistema
(6.7), con las condiciones iniciales ¢,(0) = 0 y p,(0) > 0. Ademds, suponemos que
en ese momento los cuerpos primarios se encuentran en colision en el centro de masa
(7/2). Para esta solucion existe s; > 0 tal que g.(s1) = 7/2 y p«(s) > 0 para todo
s € (0, s1), es decir, que la masa infinitesimal estd en colisién con el cuerpo primario
con posicién ¢q;. Por continuidad respecto de condiciones iniciales, elegimos una
solucién (gor(s), par(s)) tal que tenga las mismas condiciones iniciales y ademés
que cumpla gor(s1) = 7/2y ¢1(m1) = 0 (71 = 7(s1)), es decir, que en el momento de
la colisién, el cuerpo primario tenga velocidad cero, de tal forma que ¢;(7) # 0 para
T € (70, 7). Utilizando la simetria en las masas de los cuerpos primarios, existe
un tiempo s_; < 0 tal que la masa infinitesimal colisiona con el cuerpo primario
con posiciéon ¢o cuando éste tiene velocidad cero, es decir, gor(s—1) = —7/2 y
G2(7-1) = 0 (7_1 = 7(5_1)). Asi, tenemos una solucién definida para s € [s_1, s1]
que representa un periodo (7") en tiempo para los cuerpos primarios.

Pero sabemos que el sistema (6.7) es simétrico respecto de W, por lo que continuamos
esta solucién para s € [sq, $9], de tal forma que gop(s2) = —7/2 y Go(72) = 0
(12 = 7(s2)). En otras palabras, tenemos una solucién que sale de colisién con el
cuerpo primario con posicién ¢o, sigue su trayecto hasta colisionar con el cuerpo
primario con posicion ¢;, rebota y recorre el mismo trayecto en sentido contrario
hasta volver a colisionar con el cuerpo primario con posicién ¢s. Todas las colisiones
se llevan a cabo cuando los cuerpos primarios tienen velocidad cero.
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Seguimos esta forma de construccién y completamos la solucion (gar(s), par(s))
para todo tiempo s. Esta es una solucién periddica de periodo 27" (en el tiempo
7).

De la misma manera, construimos soluciones periédicas de periodo 2nT; es decir,

que mientras la masa infinitesimal recorre una vez su trayectoria, los cuerpos
primarios recorren su trayectoria 2n veces.

» Construccién de las soluciones simétricas hiperbdlicas periodicas.

Suponemos que (q.(s),p«(s)) es una solucion eliptica simétrica de (6.7) con las
condiciones iniciales ¢, (0) > 0y p,(0) = 0. Ademds suponemos que en ese momento
los cuerpos primarios estdn en colisién en el centro de masa (7/2). Entonces
existe s; > 0 tal que q.(s1) = ¢i(71) (71 = 7(s1)). Por continuidad respecto de
condiciones iniciales, elegimos una solucién (gr(s), pr(s)) que tenga las mismas
condiciones iniciales y que ademds ¢.(s1) = ¢1(71) con ¢;(m1) = 0. Por simetria,
existe s_; tal que la solucién satisface q.(s_1) = ¢1(7-1) con ¢1(7—1) = 0 (donde
71 = 7(s_1) ). Asi tenemos definida una solucién para s € [s_1, $1] que indica un
periodo (7T') para el tiempo en los cuerpos primarios.

Continuamos la solucién para todo tiempo s y hemos construido una solucion
periédica de periodo T' (en el tiempo 7).

De esta manera también construimos soluciones de periodo nT', es decir, que
mientras la masa infinitesimal recorre una vez su trayectoria, los cuerpos primarios
recorren n veces su trayectoria.

A todas estas soluciones agregamos aquellas que tienen las mismas caracteristicas
con la condicién inicial simétrica ¢,(0) < 0y p,(0) = 0 y su existencia se debe a la
simetria W.

Asi, hemos mostrado soluciones elipticas simétricas periddicas de periodo nT" con y
soluciones hiperbdlicas simétricas periddicas de periodo 2nT.
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Capitulo 7

Conclusiones y perspectivas.

1. Problema de 2 cuerpos en S'. Consideramos dos cuerpos de masa puntual siguiendo
la Ley de Gravitacién Universal, constrenidos en su movimiento a un circulo de
radio uno. Llamamos a este planteamiento el problema de 2 cuerpos en S*.

= Mostramos la dinamica global de los dos cuerpos. Clasificamos
todas las soluciones de las ecuaciones de movimiento en elipticas,
parabdlicas e hiperbdlicas, ademas de una posicion de equilibrio.

= Obtuvimos todas las soluciones de manera explicita y mostramos
que estan bien definidas para todo tiempo. Calculamos el periodo
de las soluciones periddicas en el tiempo.

Las soluciones explicitas (para cualquier valor de la energia) las obtuvimos después
de haber regularizado la singularidad fija en las ecuaciones de movimiento del
sistema con origen en uno de los dos cuerpos. La singularidad fue removida mediante
un cambio en las coordenadas posicién y velocidad, asi como un cambio en el
tiempo. Al regularizar, conservamos la estructura hamiltoniana de las ecuaciones.
Clasificamos todas las soluciones obtenidas como elipticas, parabdlicas, hiperbdlicas
y una solucién de equilibrio. El hamiltoniano regularizado del sistema con origen
en uno de los cuerpos corresponde, para cada valor de la energia, al hamiltoniano
de un péndulo simple en el plano.

2. Regularizacion global y simpléctica en espacios unidimensionales de curvatura cons-
tante 0 ¢ 1. Consideramos tres cuerpos de masa puntual siguiendo la ley de
gravitacion universal y constrenidos en su movimiento a una linea recta infinita
o a un circulo de radio uno. Uno de los cuerpos posee un valor de masa despreciable
respecto de los valores de masa de los otros dos cuerpos, llamados cuerpos primarios.
Asi, los cuerpos primarios forman el problema de 2 de cuerpos en la recta o
en el circulo, ya que su dindmica es indepediente de la presencia del cuerpo de
masa despreciable. El movimiento de este tltimo cuerpo estda gobernado por el
movimiento de los primeros dos. Este planteamiento, llamado problema restringido
de 3 cuerpos en R y en S', presenta en sus ecuaciones de movimiento singularidades
debidas a colisiones dobles y triples, que no necesariamente suceden en puntos fijos.
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= Presentamos un método para regularizar las ecuaciones de movi-
miento correpondientes a los problemas restringidos de 3 cuerpos
en una linea recta o en un circulo unitario.

= La regularizacion remueve todas las singularidades debidas a colisio-
nes dobles y en algunos casos las colisiones triples.

= La regularizacion es simpléctica (preserva la estructura hamiltoniana
de las ecuaciones).

La regularizacién consiste de un cambio en las coordenadas (posicién y velocidad)
dependiente del tiempo y de un reescalamiento del tiempo. Aun cuando la trans-
formacion es dependiente del tiempo, ésta preserva la estructura hamiltoniana de
las ecuaciones y remueve todas las singularidades debidas a colisiones dobles. Este
método admite como caso particular la regularizacion del tipo Levi-Civita.

Problema restringido de 3 cuerpos en S'. Establecimos el problema restringido de
3 cuerpos en S*.

= Determinamos la existencia de una tinica soluciéon de equilibrio que
ocurre si y solamente si las masas de los cuerpos primarios son
iguales.

= Mostramos que no existen soluciones lineales en el tiempo.

Clasificamos en cuatro casos el problema restringido de 3 cuerpos en S', el subpro-
blema eliptico, parabdlico e hiperbélico restringido de 3 cuerpos en S* y el subpro-
blema restringido de 3 cuerpos en S* con dos centros fijos, segtin las soluciones que
sigan los cuerpos primarios en el problema de 2 cuerpos en S!. Regularizamos de
manera global y simpléctica las ecuaciones correspondientes al problema, siguiendo
el desarrollo del punto 2. Mostramos que no hay soluciones lineales (en el tiempo)
para los subproblemas elipticos, parabdlicos e hiperbdlicos restringidos, excepto
cuando las masas de los cuerpos primarios son iguales y la solucion es de equilibrio.
También mostramos que la ecuacién de la energia regularizada asociada al problema
admite como caso particular la ecuacion de la energia regularizada del problema
de 2 cuerpos en S'. Hicimos una compactacién, mediante cambios de variables, del
campo vectorial extendido determinado por las ecuaciones de movimiento.

Problema restringido de 3 cuerpos en S' con dos centros fijos Estudiamos el
subproblema con dos centros fijos, es decir, cuando los cuerpos primarios siguen la
solucién de equilibrio en el problema de 2 cuerpos en S!.

= Describimos la dinamica global del sistema. Clasificamos todas las
soluciones, para cualquier valor de las masas de los cuerpos prima-
rios, en soluciones elipticas, parabdlicas, hipérbolicas y una posicion
de equilibrio.

Determinamos la integrabilidad del problema restringido de 3 cuerpos con dos
centros fijos. A partir de la ecuacién de la energia regularizada, determinamos la

108



dinamica global del sistema para todo tiempo. Hicimos una clasificacién de todas
las soluciones del problema. La dindmica presentada es valida para cualquier valor
en las masas de los cuerpos primarios. La dinamica global se obtuvo del analisis de
las propiedades geométricas de la ecuacion de la energia. Ain cuando el problema
es de un grado de libertad integrable, las soluciones explicitas no se pueden obtener
por medio de la manipulacion algebraica de las ecuaciones.

5. Problemas restringido simétrico hiperbdlico y restringido simétrico eliptico de 3
cuerpos en S'. Analizamos los subproblemas hiperbélico y elipticos restringidos,
en el caso particular en que el valor de las masas en los cuerpos primarios es 1/2.

= Demostramos que la solucién de equilibrio del problema restringido
de 3 cuerpos en S! tiene estructura hiperbélica para los casos en que
los cuerpos primarios presentan movimientos elipticos e hiperbdlicos.

= Determinamos la dinamica global de los problemas restringido simé-
trico hiperbélico y restringido simétrico eliptico de 3 cuerpos en S*.

= Mostramos la existencia de soluciones peridédicas para el problema
restringido simétrico eliptico, indicando el periodo correspondiente.

Analizamos la solucién de equilibrio del problema restringido de 3 cuerpos en S! y
mostramos que posee estructura hiperbdlica en el espacio fase extendido, cuando
los cuerpos primarios estan en movimientos elipticos o hiperbélicos. A partir de este
resultado y del estudio geométrico del campo vectorial determinamos la dindmica
global para el cuerpo de masa despreciable para los problemas restringido simétrico
hiperbdlico y restringido simétrico eliptico de 3 cuerpos en S*. Después de aplicar
la regularizacion del punto 2 a las ecuaciones, extendimos la dindmica a través
de las colisiones, clasificando todas las soluciones (definidas para todo tiempo)
en: soluciones elipticas simétricas, parabdlicas simétricas e hiperbédlicas simétricas
y una solucion de equilibrio. Mostramos la existencia de soluciones periédicas e
indicamos su periodo para el problema restringido simétrico eliptico de 3 cuerpos
en S!, siendo soluciones del tipo elipticas simétricas e hiperbdlicas simétricas.

En esta investigacion se lograron resultados importantes. Un entendimiento completo
sobre la dindmica del problema de 3 cuerpos en S!' estd en proceso. Esto se logra
realizando la investigacion en las siguientes direcciones:

= Estudio de la colision triple en el centro de masa ficticio.
» Perturbacion en el valor de las masas para el caso simétrico.
= Introduccién de dindmica simbélica.

s Realizacion de simulaciones numéricas.
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