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Asesor: Dr. Ernesto Pérez Chavela
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Resumen.

Esta tesis es un estudio del problema restringido de 3 cuerpos constreñido al ćırculo
unitario.

Se analiza el problema de 2 cuerpos constreñido al ćırculo unitario. Se muestran
la dinámica global del problema y las soluciones expĺıcitas determinadas para todo
tiempo, después de haber regularizado simplécticamente las ecuaciones de movimiento
respectivas. Se expone una forma general de regularizar todas las singularidades debidas
a colisiones binarias en problemas restringidos de 3 cuerpos constreñidos a una recta o
a un ćırculo. Esta regularización es simpléctica, aún cuando las singularidades no son
fijas. Se divide el problema restringido de 3 cuerpos en el ćırculo unitario en cuatro
casos, según las soluciones que sigan los cuerpos primarios en el problema respectivo de
2 cuerpos. Aśı se establecen los subproblemas eĺıptico, parabólico, hiperbólico restringido
de 3 cuerpos en el ćırculo unitario y el caso de dos centros fijos. Se muestra la dinámica
global para el subproblema de dos centros fijos, para cualquier valor de las masas en
los cuerpos primarios. Se describe la dinámica global para los subproblemas eĺıptico e
hiperbólico restringidos, para el caso part́ıcular en que los cuerpos primarios tienen la
misma masa. Se describen soluciones periódicas para el subproblema eĺıptico restringido
cuando los cuerpos primarios tienen la misma masa, indicando el peŕıodo.
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Abstract.

This thesis talks about the restricted 3–body problem constrained to unit circle.
The 2–body problem constrained to unit circle is studied. By regularizing the respec-

tive equations of motion, the global dynamics is shown and the explicit solutions for
all time are given. A general form of regularization for all singularities due to binary
collisions in restricted 3-body problems, constrained to either a straight line or a circle,
is shown. This regularization is symplectic, even though the singularities are not fixed.
The restricted 3–body problem on the unit circle is divided in four cases, according to
the motion of primary bodies in the respective problem of 2-bodies. Thus the elliptic,
parabolic, hyperbolic restricted case and the one with two fixed centers are stated. The
global dynamics for the case with two fixed centers is shown, for any value in the mass of
primary bodies. The global dynamics for the elliptic and hyperbolic restricted case are
depicted, when the value in the mass of primary bodies are the same. Periodic solutions
for the elliptic restricted case are constructed, giving the period, when the value in the
mass of primary bodies are the same.
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Introducción.

El marco del presente trabajo es el problema de n cuerpos. Esto es considerar n
cuerpos puntuales (n ∈ N) en el espacio euclideano R3 que se mueven bajo la ley de
gravitación universal. Las ecuaciones de movimiento para los n cuerpos están dadas por
la segunda ley de Newton como

miẍi = Fi(x1, . . . ,xn) =
n
∑

j=1,j 6=i

Gmimj(xj − xi)

||xj − xi||3
, i = 1, 2, . . . , n . (1)

La función Fi es la fuerza total ejercida sobre el i-ésimo cuerpo debido a los n −
1 cuerpos restantes. La masa del i-ésimo cuerpo es mi con posición xi ∈ R3 en el
tiempo t ∈ R. La aceleración es ẍi ∈ R

3 y la constante de gravitación universal es
G. La métrica || · || es la euclideana. Una solución al problema de los n cuerpos seŕıa
x(t) = (x1(t), . . . ,xn(t)) ∈ R3n tal que satisfaga el sistema (1).

El vector fuerza lo definimos como el negativo del gradiente de una función llamada
potencial, es decir, F = −∇V . El potencial que corresponde al sistema (1) es

V (x1, . . . ,xn) = −G
∑

i<j

mimj

||xi − xj ||
. (2)

El único problema de n cuerpos completamente resuelto es para n = 2: el problema de
2 cuerpos. Isaac Newton, en 1687, exhibió en su obra “Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica”que todas las soluciones corresponden a las cónicas. En esta obra, I.
Newton abordó en el libro I, en la proposición 66, en sus 22 corolarios, el caso n = 3:
el problema de 3 cuerpos. Este problema sigue abierto en la actualidad en el sentido
de encontrar las soluciones expĺıcitas a las respectivas ecuaciones (1) dadas cualesquier
condiciones iniciales. La importancia de este problema no sólo radica en la simplicidad
de su planteamiento y en la complejidad de su solución, sino que ha sido el motivo de
gran desarrollo de nuevas teoŕıas cient́ıficas a lo largo de más de 300 años, como es el
caso de la teoŕıa cualitativa de las ecuaciones diferenciales. Las soluciones expĺıcitas
más conocidas son las homográficas, aquellas que conservan la configuración inicial
de los cuerpos salvo rotaciones y homotecias (si to es fijo, una solución homográfica
está dada como xi(t) = p(t)R(t)xi(to) para i = 1, 2, 3, siendo p(t) ∈ R una homotecia y
R(t) ∈ (R3)3 una rotación).

Debido a la dificultad para encontrar soluciones al problema de 3 cuerpos se han
tratado modelos más sencillos, siendo uno de los más estudiados el problema restringido
de 3 cuerpos descrito por primera vez por Euler en 1772 [31] (caṕıtulo 1). Este problema
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consiste en determinar el movimiento de un cuerpo con una masa muy pequeña respecto
de las masas de los otros dos cuerpos, a los que llamamos cuerpo secundario y cuerpos
primarios respectivamente; de esta manera los primarios siguen el problema de 2 cuerpos
ya que no son afectados por la presencia del cuerpo secundario, mientras que el movi-
miento de éste se encuentra determinado por la atracción gravitacional que ejercen los
primarios. En particular, Euler consideró que los primarios segúıan órbitas circulares
(como una solución al problema de 2 cuerpos) y que el cuerpo secundario se mov́ıa en
el mismo plano que los primarios. Aún cuando este planteamiento es más sencillo, en
la actualidad sólo se cuentan con algunas soluciones particulares y resultados parciales
sobre la dinámica de este problema.

Problema.

El objeto de estudio en este trabajo es el problema restringido de 3 cuerpos con la
constricción de movimiento al ćırculo unitario, denotado por S1. Reducir el movimiento
al conjunto compacto S1 es resultado de una constricción holonómica al movimiento en
el plano R2. A este planteamiento lo llamamos problema restringido de 3 cuerpos en S1.

El objetivo es determinar la dinámica del cuerpo secundario en el
problema restringido de 3 cuerpos en S1.

Para estudiar la dinámica del cuerpo secundario es necesario conocer la dinámica de
los cuerpos primarios, por lo que el primer problema que abordamos en esta tesis es el
problema de 2 cuerpos en S1.

Motivación.

Las ecuaciones (1) describen bien el comportamiento de los cuerpos en el universo a
escalas observables, es decir, a distancias en las que el universo es considerado como el
plano eucĺıdeo R2 o el espacio eucĺıdeo R3, aún cuando el espacio estuviera curvado.

La constricción de movimiento de los cuerpos a S1 no es una restricción artificial
en el sentido de que representa un modelo básico para cierto tipo de configuraciones.
Esto es que podemos considerar un cuerpo de masa grande al centro de S1 y cuerpos de
masa mucho menor (del mismo orden) en S1; aśı la magnitud de la fuerza gravitacional
ejercida por este cuerpo de masa grande es del mismo orden para todos los cuerpos que
están en S1. El cuerpo al centro de S1 mantiene a los demás cuerpos en S1 a través
del tiempo y estos últimos no afectan la posición del primero, quedando por analizar la
dinámica que surge de las fuerzas gravitacionales entre los cuerpos que se encuentran
en S1. Estudio de configuraciones centrales como propone D. Saari en [28] (pp. 130 -
136) y movimientos coorbitales de satélites pueden ser algunas de las aplicaciones de
la presente investigación. También seŕıa posible estudiar dinámicas de cuerpos que se
encuentran cercanas a movimientos circulares en el universo, como menciona R. Broucke
et. al. en [5, 6].
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El planteamiento que hacemos en esta tesis es original en el sentido de que no existe
publicación que contenga investigación acerca de éste.

Trabajos relacionados.

Son tres los espacios de curvatura constante: la esfera SN , el espacio euclideano RN

y la pseudoesfera HN , espacios de dimensión N de curvatura 1, 0 y −1 respectivamente.
Hay trabajos de investigación sobre problemas de n cuerpos dispuestos en espacios de
curvatura constante, pero el planteamiento es diferente del que se presenta en esta tesis.
Para entender la diferencia de planteamientos distinguimos dos casos.

Problema sin constricción: se considera el problema de n cuerpos en espacios de
curvatura constante con la ley gravitacional intŕınseca al espacio.

Problema con constricción: se considera el problema de n cuerpos en espacios de
curvatura constante con la ley gravitacional intŕınseca al espacio con la constricción
de movimiento a S1, siendo S1 el ćırculo de radio uno en cada uno de los espacios.

Mostramos esta clasificación en el cuadro 1 en la que consideramos espacios de dimensión
dos, es decir, S2, R2 y H2.

S
2

R
2

H
2

sin constricción

con constricción

Cuadro 1: Problema de 2 cuerpos en S2, R2 y H2 con y sin constricción a S1.

En todos los casos del cuadro 1 representamos el problema de n cuerpos dispuesto
sobre una curva, aśı:

en el renglón “sin constricción”, el problema de n cuerpos está dispuesto en una
geodésica del espacio correspondiente, es decir, en S1, R y H1 respectivamente;
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en el renglón “con constricción”, el problema de n cuerpos está dispuesto en el
espacio correspondiente con la constricción de movimiento a S1, siendo S1 un
subconjunto del espacio.

En lo que sigue analizamos brevemente cada caso.

Problema sin constricción.

La ley de gravitación universal intŕınseca a cada uno de los espacios mencionados
se obtiene a partir de un potencial definido para una part́ıcula en un campo de fuerza
central (campo simétrico respecto de un punto fijo) en S3, R3 y H3, que cumple dos
condiciones:

1. Es una función armónica, es decir, satisface la ecuación de Laplace △V = 0
(notación en el espacio euclideano).

2. Satisface el teorema de Bertrand: toda órbita acotada es cerrada ([1] pp. 112-116,
[14] pp. 729-734).

Estas dos condiciones las satisface la función

V (x) = − γ

||x|| , x ∈ R
3 , (3)

que es el potencial (2) para una part́ıcula en un campo de fuerza central en R3, donde
γ > 0 es una constante que depende de las masas de los cuerpos y de la constante de
gravitación universal. Aśı, las funciones que cumplen las condiciones 1 y 2 en S3 y H3 se
consideran la extensión de (3) a espacios de curvatura constante distinta de cero. Éstas
son

V1(θ) = −α cot θ , α > 0 , V−1(θ) = −β coth θ , β > 0 , (4)

para S
3 y H

3 respectivamente. La variable θ es la longitud de arco del centro de atracción
a la part́ıcula. Para los problemas situados en una y dos dimensiones se ocupan los
mismos potenciales (3) y (4) reducidos a la dimensión necesaria. En [16, 14] está la
deducción de los potenciales V1 y V−1 a partir de la ecuación de Laplace y del teorema
de Bertrand. En el cuadro 2 relacionamos los potenciales a cada uno de los casos
presentados.

El estudio de problemas de n cuerpos en espacios de curvatura constante se remonta a
Nikolai Lobachevsky en 1835, quien trabajó en el espacio H3, [21]. De manera indepen-
diente y al mismo tiempo, János Bolyai haćıa lo mismo, [3]. Por otra parte, Joseph
Serret hizo lo propio para el espacio S2 en el año de 1860, [29]. Para 1903, Liebmann
demostró que V−1 y V1 son efectivamente una extensión del teorema de Bertrand para
espacios de curvatura 1 y −1 [20]. La mayor parte de la investigación se desarrolló para los
espacios S2 y H2, pudiéndose generalizar los resultados a mayores dimensiones. En [33],
[10] y [4] podemos encontrar el desarrollo sobre este tipo de planteamientos, además de
un detallado marco histórico. En particular, en [8] se dan las soluciones para el problema
de Kepler (problema de 2 cuerpos con uno de los cuerpos fijo) en los espacios S2 y H2.
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S2 R2 H2

sin constricción V1(θ) = −α cot θ V (x) = − γ
|x| V−1(θ) = −β coth θ

con constricción V (x) = −γ
x
− γ

2π−x

Cuadro 2: Potenciales para el problema de fuerza central. Los casos que no han sido
estudiados en la literatura los dejamos como espacios en blanco.

Problemas restringidos de 3 cuerpos en R se han considerado en muchas investigacio-
nes, pero estos siguen siendo temas de investigación ya que tampoco han tenido una
respuesta positiva en términos de obtener las soluciones expĺıcitas a las respectivas
ecuaciones. Los casos que más se asemejan a nuestro planteamiento son los subproblemas
eĺıpticos en R, es decir, aquellos en los que los cuerpos primarios siguen trayectorias
eĺıpticas, porque son movimientos acotados respecto de la posición. Por ejemplo, en [22]
se muestra que el problema no es integrable cuando las masas de los primarios son muy
distintas entre śı. Otro caso eĺıptico en R se encuentra en [17] y [15] donde se logra
describir en términos generales la dinámica del problema después de haber realizado
varios cambios de variables y dinámica simbólica.

Problema con constricción.

Hasta donde sabemos, este caso no se encuentra reportado en la literatura como
tal. El problema que nos ocupa es el subcaso particular “con constricción en R2”. El
potencial que consideramos es el dado en (3) con la constricción de movimiento a S1, es
decir,

Vconst(x) = − γ√
2
√

1 − cos x
, γ > 0 , (5)

donde x ∈ [0, 2π] es el ángulo entre los cuerpos medido en el sentido de las manecillas
del reloj.

El potencial (5) no es el que usamos a lo largo del presente trabajo, estudiamos el
problema con la función

V (x) = −γ

x
− γ

2π − x
, (6)

siendo x la longitud de arco del centro de atracción al cuerpo en el sentido de las
manecillas del reloj. El potencial (6) está definido en (0, 2π). A partir de que S1 ∼= R/2π,
identificamos los extremos del dominio de V . Las gráficas de los potenciales Vconst y
V se muestran en la figura 1 en la que podemos observar que ambas funciones son
esencialmente las mismas cualitativamente hablando. De esta manera elegimos V para
trabajar porque los cálculos algebraicos son más sencillos.
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Π 2Π
x

-2

2

Vconst

VconstHxL =
-Γ

2 H1 - Cos HxLL

(a) Gráfica del potencial Vconst(x).

Π 2Π
x

-2

2

V

VHxL = -
Γ

x
-

Γ

2 Π - x

(b) Gráfica del potencial V (x).

Figura 1: Gráficas de los potenciales Vconst(x) y V (x).

Además, decimos que el potencial (6) es una extensión natural del potencial (3) a S1

por la razón que en seguida explicamos. Si extendemos la definición del potencial (6) a
los conjuntos de curvatura constante positiva (ćırculos de radio r > 0, S1

r ) tenemos

Vr(x) = − γ

rx
− γ

r(2π − x)
. (7)

Por otro lado, S1
r = {(u, w) ∈ R

2|u2 + w2 = r2 , r > 0}. Substituyendo en (7) la longitud
de arco rx por el cálculo expĺıcito sobre S1

r obtenemos

V̂ (u) = − γ

∫ u

0

√

1 +
(

s√
r2−s2

)2

ds

− γ

2πr −
∫ u

0

√

1 +
(

s√
r2−s2

)2

ds

= − M

r arcsin u
r

− M

2πr − r arcsin u
r

. (8)

Hacemos el ĺımite r → ∞ sobre el potencial (8) y escribimos

ĺım
r→∞

V̂ (u) = −M

u
.

En el proceso ĺımite, el conjunto S1
r se transforma en una ĺınea recta y el potencial V̂ en

el potencial clásico de Newton. Es por esta razón que decimos que (6) es una extensión
natural del potencial (3) definido sobre los conjuntos de una dimensión de curvatura
constante positiva.

En el cuadro 3 mostramos las gráficas de los potenciales asociados a cada uno de los
casos. Para todos estos potenciales observamos en común la singularidad en 0 (o en 2π)
correspondiendo a colisiones entre los cuerpos. En particular ponemos atención en los
casos “sin constricción en S1”y “con constricción en R2”, el cuerpo libre se mueve S1 y
en S1 respectivamente y la singularidad que existe en π para el primer caso hace que
ambos problemas sean diferentes.
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S2 R2 H2

sin constricción

Π-Π�2
Θ

-2

2

V1

V1HΘL = - Α cot HΘL

Π-Π�2
x

-2

2

V-1

V-1HΘL = -
Γ

x

Π-Π�2
Θ

-2

2

V-1

V-1HΘL = -Β coth HΘL

con constricción

Π 2Π
x

-2

2

V

VHxL = -
Γ

x
-

Γ

2 Π - x

Cuadro 3: Gráficas de los potenciales asociados al problema de fuerza central. Los casos
que no han sido estudiados en la literatura los dejamos como espacios en blanco.

Contenido.

Caṕıtulo 1: introducimos aspectos generales que se manejan a lo largo del trabajo:
sistemas hamiltonianos, transformaciones simplécticas, problema de n cuerpos,
singularidades, colisiones y regularizaciones, problema de Kepler, problema restrin-
gido de 3 cuerpos, funciones eĺıpticas de Jacobi, teoŕıa de Floquet e hiperbolicidad
de trayectorias.

Caṕıtulo 2: presentamos el problema de dos cuerpos en S1. Damos una clasifica-
ción de todos los tipos de movimientos para el potencial V (x). Regularizamos
la singularidad que presentan las ecuaciones de movimiento mediante un cambio
simpléctico en las variables. Posteriormente mostramos el espacio fase definido para
todo tiempo. Damos las soluciones expĺıcitas al problema para todos los niveles
de enerǵıa, distinguiendo tres grandes familias: soluciones eĺıpticas, parabólicas e
hiperbólicas, según el nivel de enerǵıa, además de una posición de equilibrio. Este
problema, naturalmente integrable, lo comparamos con el péndulo simple en el
plano al concluir el caṕıtulo.

Caṕıtulo 3: damos una técnica de regularización que se puede aplicar a todo
problema restringido de 3 cuerpos en la recta R o en el ćırculo S1 (del cuadro 1 el
caso “sin constricción en R2”y el caso “con constricción en R2”). Esta regularización
evita las singularidades debidas a colisiones dobles en las que participa el cuerpo
secundario y lo hace a través de un cambio en las variables, conservando el carácter
hamiltoniano de las ecuaciones. Aśı, aunque las colisiones no se den en puntos
fijos, es decir, a pesar de que las singularidades dependen del tiempo, obtenemos
un hamiltoniano regularizado en todas las singularidades debidas a las colisiones
binarias y que sigue representando la enerǵıa total del sistema.
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Caṕıtulo 4: presentamos el problema restringido de 3 cuerpos en S1. Damos
una clasificación de cuatro problemas, según las soluciones que sigan los primarios
(obtenidas en el caṕıtulo 2). De este modo contamos con los problemas eĺıptico,
parabólico e hiperbólico, además del problema con dos centro fijos. Analizamos
todas las posibles colisiones (dobles y triples) que pueden llevarse a cabo y regulari-
zamos (usando las técnicas del caṕıtulo 3) de manera global y simpléctica todas las
singularidades debidas a colisiones dobles y dos singularidades debidas a colisiones
triples de las ecuaciones de movimiento. Esto lo hacemos para cualquier subproble-
ma del problema restringido de 3 cuerpos en S1, obteniendo un hamiltoniano que
describe la dinámica de la part́ıcula secundaria hasta el momento en que ocurra
una colisión triple en particular aquélla en la que la masa sencundaria se encuentra
entre los primarios. Analizamos la presencia de soluciones lineales, mostrando su
existencia únicamente para el caso simétrico en las masas, correspondiendo a una
posición de equilibrio (solución denotada por γ(τ)). Concluimos el caṕıtulo con
la compactación del espacio fase extendido, correpondiente al campo determinado
por las respectivas ecuaciones autónomas.

Caṕıtulo 5: abordamos el problema restringido de 3 cuerpos en S1 con dos centro
fijos. Mostramos la integrabilidad de este problema y con ello la dinámica global del
sistema. Este resultado es válido para cualquier valor de las masas en los cuerpos
primarios.

Caṕıtulo 6: abordamos el caso particular de masas iguales en los primarios,
esto es el problema simétrico restringido de 3 cuerpos en S1. Para los problemas
respectivos simétrico eĺıptico y simétrico hiperbólico mostramos que la trayectoria
γ(τ) posee una dicotomı́a exponencial en el sistema linealizado en el campo vecto-
rial. Con esto exhibimos la estructura hiperbólica de γ(τ), una trayectoria que
comienza y termina en colisión triple en el espacio fase extendido compacto logrado
en el caṕıtulo 4. Como consecuencia mostramos la existencia de variedades bidimen-
sionales estable e inestable que se intersectan transversalmente a lo largo de la
trayectoria con estructura hiperbólica. Posteriormente analizamos el campo vecto-
rial en el espacio compacto y junto con la regularización de las ecuaciones realizada
en el caṕıtulo cuarto, damos la dinámica global para estos problemas. También
mostramos la existencia de soluciones periódicas para el subproblema simétrico
eĺıptico, calculando el peŕıodo correspondiente.

Caṕıtulo 7: terminamos con un caṕıtulo que resume los resultados obtenidos a
lo largo de la presente investigación y alguna ĺıneas de investigación para el futuro
que nos ayudarán a comprender mejor las distintas dinámicas que se presentan en
este tipo de problemas.
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Caṕıtulo 1

Preliminares.

El primer caṕıtulo lo dedicamos a presentar los conceptos y las teoŕıas que aplicamos
en la presente investigación, aśı como la notación que utilizamos para ésta. Este primer
caṕıtulo lo dividimos en secciones que facilitarán la lectura de los siguientes caṕıtulos.

Los problemas que abordamos en el presente trabajo pertenecen a una clase especial
de sistemas de ecuaciones diferenciales, los sistemas hamiltonianos, alrededor de los
cuales hay una gran teoŕıa desarrollada. Aqúı mostramos solamente los conceptos y
resultados más conocidos que se utilizarán en lo que sigue. Presentamos una breve
explicación sobre transformaciones simplécticas que serán de gran importancia en el
análisis de los sistema hamiltonianos. Explicamos brevemente el problema de n cuerpos,
las colisiones entre part́ıculas y las singularidades en las respectivas ecuaciones diferencia-
les. Una técnica empleada en esta investigación para el análisis de singularidades es la
regularización de ecuaciones, la cual presentamos en este caṕıtulo también. Planteamos
y hacemos una revisión general del problema de Kepler y mostramos algunos resultados
que nos ayudarán a comprender resultados posteriores. El planteamiento del problema
restringido de 3 cuerpos lo incluimos en este caṕıtulo de conceptos generales, siendo este
problema definido en un espacio compacto el objeto principal de investigación. Hacemos
una breve introducción a funciones eĺıpticas y a los resultados que nos son de utilidad.
Al final, explicamos brevemente la teoŕıa de Floquet y una técnica para evidenciar la
estructura hiperbolica de trayectorias dependientes del tiempo.

1.1. Sistemas hamiltonianos.

Un sistema hamiltoniano es un sistema de 2n ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden con la siguiente estructura:

q̇ = Hp , (1.1)

ṗ = −Hq ,

donde q,p1 ∈ Rn y H = H(q,p, t) es una función real derivable definida en un abierto
de R

n × R
n × R, conocida como función de Hamilton o hamiltoniano. Las expresiones

1Las variables en “negritas”se refieren a vectores, de lo contrario se refieren a escalares.
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Hq y Hp se refieren a ∇qH = (∂H/∂q1, . . . , ∂H/∂qn) y ∇pH = (∂H/∂p1, . . . , ∂H/∂pn).
El vector q se llama vector posición y el vector p se llama vector momento; ambos
vectores se llaman variables conjugadas. La variable t se llama tiempo y el punto sobre
las variables conjugadas en (1.1) indica la derivada respecto de t. Los vectores deben su
nombre a la interpretación f́ısica en los problemas clásicos.

Un sistema escrito en coordenadas generalizadas es aquel que está definido en las
coordenadas necesarias y suficientes para describir el sistema. Consideramos que el
sistema (1.1) proviene de un sistema escrito en coordenadas generalizadas (forma Lagran-
giana), correspondiendo éstas al vector posición; las ecuaciones (1.1) están escritas
en forma hamiltoniana, siendo (q,p) las variables conjugadas y q las coordenadas
generalizadas. El número de coordenadas generalizadas es conocido como el número
de grados de libertad, en otras palabras, el sistema (1.1) tiene n grados de libertad.
El espacio de las coordenadas generalizadas es llamado espacio de configuración y lo
denotamos por Q. Por último, el espacio donde viven las variables conjugadas es el
espacio fase.

Si renombramos z = (q,p) como un vector en R2n y nombramos por J la matriz
(

0n In

−In 0n

)

, siendo In la matriz identidad de tamaño n × n y 0n la matriz nula del

mismo tamaño, entonces las ecuaciones (1.1) se pueden reescribir en forma compacta
como

ż = J∇zH(z, t) . (1.2)

La matriz J es conocida como la matriz canónica y ∇zH = (Hq, Hp). Si H = H(z),
es decir, si la función de Hamilton no depende expĺıcitamente de la variable tiempo,
entonces se dice que los sistemas hamiltonianos son autónomos, de otra forma son
llamados no autónomos.

Definición 1.1 Si F : R2n −→ R es una función tal que es constante a lo largo de
las soluciones de (1.2), es decir, d

dt
F (z(t)) = 0, entonces se dice que F es una primera

integral.

En otras palabras, si F es una primera integral, la solución z(t) vive en una superficie
de dimensión 2n − 1 para todo tiempo donde está definida y por lo tanto, F−1(c) es un
conjunto invariante para (1.2) para cada valor regular c de F . Aśı, sabemos que las
soluciones se encuentran en un espacio de dimensión menor en donde están definidas las
ecuaciones. Más aún, si existieran F1, F2, . . . , F2n−1 primeras integrales independientes,
la intersección entre éstas definiŕıan las soluciones de (1.2). En particular, si dH/dt ≡ 0,
entonces el hamiltoniano es una primera integral.

Los sistemas de ecuaciones que se analizan en este trabajo pertenecen a aquellos que
se rigen por la segunda ley de Newton (sistemas mecánicos). La fuerza sobre cada una
de las part́ıculas depende de su posición y en ciertos casos también depende del tiempo.
Aśı, la ecuación de movimiento en forma vectorial que describe estos sistemas es

F(x, t) = M ẍ . (1.3)
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En esta ecuación M es la matriz diagonal cuadrada de tamaño n, cuyas entradas
corresponden a las masas de las part́ıculas involucradas; x ∈ R

n es el vector posición de
las part́ıculas y F es la función que representa la fuerza total del sistema, con dominio en
Q× R. La igualdad (1.3) es un sistema de n ecuaciones diferenciales de segundo orden.
Las fuerzas que rigen estos sistemas se derivan de una función V definida en el espacio
Q × R. La relación entre la función V , llamada función potencial con la función F es
F(x, t) = −∇xV (x, t). Con esta relación y efectuando los cambios de variables x = q y
q̇ = M−1p, la ecuación (1.3) queda escrita como

q̇ = M−1p , (1.4)

ṗ = −∇qV (q, t) ,

un sistema de 2n ecuaciones diferenciales de primer orden. Este sistema posee la estructura
del sistema (1.1) y tiene como hamiltoniano la función

H(q,p, t) =
1

2
pT M−1p + V (q, t) . (1.5)

Para los sistemas mecánicos, el hamiltoniano corresponde a la enerǵıa total del sistema,
es decir, es la suma de enerǵıa potencial V (q, t) y enerǵıa cinética T (p) = 1

2
pT M−1p.

En el caso de que el hamiltoniano H no dependa expĺıcitamente del tiempo, este es
una primera integral, por tanto la enerǵıa es una primera integral o también llamada
constante de movimiento (h = T +V es constante). Los sistemas cuya enerǵıa se conserva
a través del tiempo se llaman sistemas conservativos, siendo sistemas hamiltonianos
autónomos.

Para los sistemas autónomos, dado que T ≥ 0, está definida para cada valor de la
enerǵıa h la región dada por el conjunto {q ∈ Rn|h ≥ V (q)}, llamada región de Hill.
Esta región determina el tipo de movimientos en el espacio de configuraciones, es decir,
clasifica las soluciones en acotadas o no acotadas en el vector posición, según el nivel
de enerǵıa que se fije. Al subconjunto de la región de Hill cuyos elementos satisfacen
h = V (q) se le conoce como el conjunto de velocidad cero, ya que en estas posiciones la
enerǵıa cinética es nula.

Por último, una propiedad de los sistemas hamiltonianos autónomos es la reversibili-
dad, es decir, que si (q(t),p(t)) es una solución para (1.1), entonces (q(−t),−p(−t))
también es solución del mismo sistema. En particular, para los sistemas mecánicos
autónomos, si q(t) intersecta al conjunto de velocidad cero en dos puntos distintos,
resulta que (q(t),p(t)) es una solución periódica para (1.4) por la propiedad de reversibi-
lidad.

Una teoŕıa más completa y detallada para esta sección se puede encontrar en [25]
(pág. 1 - 32) y [32] (pp. 43 - 97).

1.2. Transformaciones simplécticas.

Un sistema hamiltoniano tiene una estructura muy especial y no todo cambio de
coordenadas respeta esta estructura. Un tipo particular de transformaciones si preservan
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el carácter hamiltoniano, éstas son las transformaciones simplécticas y a continuación
las definimos. Comencemos por definir lo que es una matriz simpléctica, que seŕıa el caso
más sencillo, cuando el cambio de coordenadas es lineal.

Definición 1.2 Una matriz constante B ∈ M2n×2n(R) es simpléctica si BT JB = J .

La matriz J es la matriz canónica que describimos en la sección anterior y el supeŕındice
T indica la transposición de la matriz B.

Se puede mostrar que si B es simpléctica, entonces det(B) = 1, lo que indica que
la matriz simpléctica es invertible, preserva volumen y orientación. Pero los cambios
de variables no son lineales necesariamente y pudieran ser dependientes del tiempo. La
siguiente definición extiende la anterior para matrices cuyas entradas son funciones.

Definición 1.3 Sea E : O −→ R2n, con O abierto en R2n × R, una función derivable
dada por E(z, t) = ζ. La transformación E es simpléctica si para cada (z, t) ∈ O, el
jacobiano de E respecto de z es una matriz simpléctica, es decir, si la derivada de E
dada por

DzE =







∂E1

∂z1
· · · ∂E1

∂z2n

...
. . .

...
∂E2n

∂z1
· · · ∂E2n

∂z2n






,

cumple (DzE)T J(DzE) = J , ∀(z, t) ∈ O.

Supongamos que E es simpléctica, entonces existe su inversa local ya que el jacobiano
de E para cada punto en O es una matriz simpléctica y por lo tanto invertible. La
inversa de E la denotamos por Z, o sea E(Z(ζ, t), t) = ζ , la cual es una transformación
simpléctica también. Se puede mostrar que la composición de transformaciones simpléc-
ticas también es simpléctica.

El cambio de coordenadas en el hamiltoniano original define la nueva función

H̃(ζ, t) := H(Z(ζ, t), t) .

Por otro lado, derivando respecto del tiempo la transformación E obtenemos

ζ̇ =
∂E

∂t
(z, t) + (DzE)ż

=
∂E

∂t
(z, t) + (DzE)J∇zH(z, t)

=
∂E

∂t
(z, t) + (DzE)J

(

∂H̃

∂ζ
(ζ, t)

∂E

∂z
(z, t)

)T

=
∂E

∂t
(z, t)

∣

∣

∣

z=Z(ζ,t)
+ J∇ζH̃(ζ, t) ,

lo que nos dice que si E es independiente del tiempo, entonces el sistema hamiltoniano
(1.2) se transforma en el nuevo sistema

ζ̇ = J∇ζH̃(ζ, t) , (1.6)
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con hamiltoniano H̃(ζ, t) = H(Z(ζ, t), t).
En el caso que la transformación E dependiera del tiempo, se puede mostrar que si

el conjunto Ot = {ζ : (ζ, t) ∈ O} es un bola abierta en R2n, entonces existe una función
derivable R : O −→ R, llamada función resto, tal que

∂E

∂t
(ζ, t)

∣

∣

∣

∣

∣

z=Z(ζ,t)

= J∇ζR(ζ, t) .

Aśı tenemos un nuevo sistema hamiltoniano, donde la función de Hamilton respectiva
está dada por

H̃(ζ, t) = H(Z(ζ, t), t) + R(ζ, t) .

Teorema 1.1 Toda transformación simpléctica convierte un sistema hamiltoniano en
otro sistema hamiltoniano.

Véase [25] (pp. 87 - 108) para un mejor entendimiento.

1.3. Problema de n cuerpos.

Dentro de los sistemas mecánicos que se describen en la sección 1.1 se encuentran los
conformados por n cuerpos en el espacio euclidiano (R3) moviéndose debido únicamente
a las fuerzas de atracción gravitacional existentes entre estos. Suponemos que el i-ésimo
cuerpo tiene masa mi concentrada en un sólo punto, en su centro de masa. El problema
de n cuerpos consiste en describir la dinámica de cada una de las part́ıculas puntuales.

La posición de la i-ésima part́ıcula la denotamos por xi ∈ R3 y a partir de la segunda
ley de Newton dada por (1.3), la ecuación que dicta su movimiento es

miẍi = Fi(x1, . . . ,xn) =
n
∑

j=1,j 6=i

Gmimj(xj − xi)

||xj − xi||3
, (1.7)

siendo Fi la fuerza total que recibe esta part́ıcula 2 y || · || indica la norma euclideana.
El sistema (1.4) para la part́ıcula i-ésima es

q̇i =
1

mi
pi , (1.8)

ṗi =

n
∑

j=1,j 6=i

Gmimj(qj − qi)

||qj − qi||3
= −∇qi

V (q) ,

para el cual hemos definido el momento de la part́ıcula i-ésima como pi = miq̇i.
En notación corta, el vector posición del sistema es x = (x1, . . . ,xn) ∈ R

3n y
definimos la función potencial como

V (x) = −
n
∑

16i<j6n

Gmimj

||xj − xi||
. (1.9)

2“Algo ocurre como si la materia atrajera a la materia en dirección proporcional al producto de sus
masas e inversamente proporcional al cuadrado de sus distancias”...Newton, Principia, 1687.
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Aśı, la ecuación de movimiento M ẍ = −∇xV (x) es la forma vectorial para el problema
de n cuerpos y su forma hamiltoniana es

q̇ = M−1p , (1.10)

ṗ = −∇qV (q) ,

donde M = diag(m1, m1, m1, m2, m2, m2, . . . , mn, mn, mn) y el vector momento del siste-
ma es p = M q̇. La función de Hamilton corresponde a

H(q,p) = T (p) + V (q) , (1.11)

definiendo la enerǵıa cinética como T (p) =
∑n

i=1
||p||2
2mi

.
Como mencionamos en la sección 1.1, encontrar primeras integrales nos ayuda a

reducir de dimensión los sistemas de ecuaciones y en algunas ocasiones hasta encontrar
la solución. Bruns [7] demostró a finales del siglo XIX que el problema de n cuerpos
posee 10 primeras integrales independientes entre śı y no más, teniendo como sistema de
referencia el espacio eucĺıdeo. Por esta razón, para el caso n = 2 es posible encontrar la
solución expĺıcita del problema, como lo esbozamos en la sección 1.5, pero para n > 2 el
problema está abierto, en el sentido de encontrar las soluciones expĺıcitas al problema,
dada cualquier condición inicial.

En esta sección sólo mencionamos estas 10 constantes de movimiento, pero pueden
consultarse [25] (pp. 17 - 19) y [2] (p. 177 - 191) para una mayor comprensión. Las
primeras tres primeras integrales están determinadas por el momento lineal total definido
como P = p1+. . .+pn, ya que a partir de (1.8), obtenemos que Ṗ = 0. De aqúı, podemos
determinar otras tres cantidades que se conservan, ya que si definimos el centro de masa
del sistema como C = (m1q1 + . . . + mnqn)/

∑n
i=1 mi, entonces (

∑n
i=1 mi)Ċ = P. Esto

quiere decir que el centro de masa tiene un movimiento uniforme rectiĺıneo. Otras tres
constantes de movimiento son las que se obtienen al calcular el momento angular total,
definido como L =

∑n
i=1 qi × pi. Por último, la enerǵıa total (el hamiltoniano H) es la

décima constante de movimiento.

1.4. Singularidades, colisiones y regularizaciones.

El espacio de configuración para el sistema (1.10) está en R3n, más no es este
mismo espacio. De hecho, si algún denominador de la función potencial dada en (1.9)
se hace cero, el teorema de existencia y unicidad de Cauchy3 no se cumple y por lo
tanto no podemos asegurar la existencia de soluciones para todo tiempo. Las siguientes
definiciones fijan estas ideas.

Definición 1.4 Dada la ecuación ẋ = f(x, t) con x ∈ Rm, si para algún t1 no podemos
asegurar la existencia de solución, entonces se dice que el sistema ẋ = f(x, t) presenta
una singularidad en t1 y la ecuación diferencial es llamada singular.

3Teorema de existencia y unicidad de Cauchy: si el campo vectorial f(x, t) es continuo respecto
de t y x en un abierto O de R × Rn y ∂f/∂x existe y es continua en O y sea (to,xo) ∈ O, entonces
existe ε > 0 y una única función definida en (to − ε, to + ε) tal que es solución al problema ẋ = f(x, t)
con valor inicial x(to) = xo.
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El sistema (1.10) presenta varias posibles singularidades. Definimos los conjuntos

∆ij = {q ∈ R
3n|qi = qj}

y la unión de todos éstos como
∆ = {∪i<j∆} .

A ∆ lo llamamos el conjunto de singularidades del sistema (1.10), ya que contiene todos
aquellos puntos donde el potencial (1.9) no está definido y por tanto cumple la definición
1.4. De esta forma Q = R3n r∆. Hacemos la notación de que ∆ no representa colisiones
entre las part́ıculas solamente, como explicamos a continuación.

Un estudio sistemático de las singularidades en el problema de n cuerpos comenzó con
Painlevé a finales del siglo XIX. Él mostró en [26], que si r(t) es una solución para el
sistema (1.10) con una singularidad en t1 ∈ R, entonces r(t) → ∆ cuando t → t1.
Pero habrá que notar que pudieran ocurrir dos casos: por un lado podŕıa suceder que
r(t) → qo ∈ ∆ o podŕıa ocurrir que el ĺımite no exista. La siguiente definición introduce
un nombre especial para el primer caso de singularidades.

Definición 1.5 Si para t → t1 la posición de las n masas puntuales tienden a ĺımites
bien definidos en los cuales al menos dos son iguales, se dirá que hay una colisión en t1.
Es decir, habrá colisión si para algún tiempo al menos dos cuerpos se encuentran en la
misma posición.

Painlevé fue quien cuestionó por primera vez sobre si todas las singularidades en el
problema de n cuerpos son debidas a colisiones. El mismo Painlevé mostró que para
n = 3 todas las singularidades corresponden a colisiones. Posteriormente se mostraron
resultados parciales, tal como que el conjunto de condiciones iniciales que llevan a
colisión en un tiempo finito tiene medida de Lebesgue cero, dado por Saari en [27].
También, el mismo autor mostró en [28] que todas las singularidades son debidas a
colisiones si las n particulas consideradas se encuentran en una ĺınea recta. Pero fue
casi cien años después que Xia en [35] respondió a la pregunta de Painlevé, mostrando
la existencia de una pseudocolisión (sugerencia de Poincaré seguida por Painlevé para
nombrar las singularidades no debidas por colisión) en el caso n = 5. Este resultado se
generalizó posteriormente para n > 5. Antes, para el caso n = 4, Mather y McGehee en
[24] mostraron la existencia de pseudocolisiones, pero habiendo regularizado previamente
una infinidad de colisiones binarias en un problema colineal de cuerpos.

La pregunta inmediata que surge es sobre la posibilidad de dar una extensión natural
de las soluciones que acaban en una singularidad, mediante algún cambio de variables o
algún otro recurso matemático y aśı extender el dominio de las soluciones.

Definición 1.6 Supongamos que se tiene la ecuación ẋ = f(x, t), x ∈ Rm. Se dice que
es regular en el punto (xo, to) si f y ∂f/∂x son funciones continuas y acotadas para todo
punto (x, t) contenido en un abierto donde se encuentre (xo, to).

Definición 1.7 El procedimiento de convertir en regular una ecuación diferencial singu-
lar se llama regularización.
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En [30] (pp. 6 - 35) y [31] (pp. 70 - 125) hay un gran desarrollo sobre regularizaciones
referentes al problema de n cuerpos. Por otro lado, Marchal en [23] dio una clasificación
de éstas, diciendo que en general pueden ser de dos tipos: tipo Siegel o anaĺıtica y
tipo Easton o topológica. Este último tipo de regularización aprovecha la estructura del
retrato fase, ya que se trata de dar una continuación siguiendo las soluciones regulares
vecinas. En lo que sigue y en las secciones posteriores haremos uso de las regularizaciones
tipo Siegel.

Debemos mencionar que no todas las singularidades son regularizables, pero aquellas
debidas a colisiones binarias (colisión entre dos cuerpos) śı lo son, es decir, es posible
continuar las soluciones de tal manera que las colisiones entre dos part́ıculas deje de ser
un punto singular para convertirse en un punto regular en las ecuaciones respectivas.
Como afirma Szebehely en [31] (pág. 71), estas singularidades no son del tipo esencial
por lo que pueden ser eliminadas con un cambio adecuado en las variables. Para los
propósitos de este trabajo nos basta con entender este tipo de regularizaciones, ya que
las ecuaciones que se considerarán posteriormente involucran problema de n cuerpos en
espacios unidimensionales, donde todas las singularidades son debidas a colisiones entre
los cuerpos.

En forma general, la regularización consiste de una transformación en el vector
posición

q = f(w) (1.12)

y otra en la variable independiente tiempo

dt

dτ
= g(w) (1.13)

definiendo un nuevo sistema en términos del nuevo vector posición w y del nuevo tiempo
τ . De la ecuación de la enerǵıa (1.11) entendemos la razón de ser del cambio en el tiempo.
En otras palabras, si q → ∆ij , para alguna i y j distintas, entonces V (q) → −∞ y por lo
tanto T (p) → ∞; en particular ||p|| → ∞. Esto es, la velocidad entre las part́ıculas que
van a colisión crece indefinidamente y con la introducción del nuevo tiempo τ lo que se
logra es “frena” el movimiento de tal suerte que la velocidad en la colisión esté acotada.

Como se encuentra en la literatura, en este trabajo distinguimos entre regularizaciones
locales y regularizaciones globales, siendo las primeras las que convierten una singularidad
en un punto regular en las ecuaciones y las segundas las que convierten más de una
singularidad en puntos regulares con el mismo cambio de variables. Aunque en ambas
se aplican operaciones localmente, el termino “global”hace referencia a la utilización de
una sola transformación para dos o más singularidades.

En caṕıtulos posteriores se presenta una discusión sobre la relación que puede existir
entre las funciones f y g. Pero en la siguiente sección aplicamos un par de regularizaciones
clásicas, con lo que ilustraremos el funcionamiento de (1.12) y (1.13).

1.5. Problema de Kepler.

Históricamente el primer caso del problema de n cuerpos que se estudió fue, natural-
mente, para n = 2, el problema de 2 cuerpos, teniendo gran relevancia ya que es el único
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caso del que se conocen todas las soluciones. Las ecuaciones de movimiento que describen
el problema de 2 cuerpos están dadas por (1.7) y (1.8) y es un sistema hamiltoniano con
6 grados de libertad.

A partir de las 10 primeras integrales expuestas en la sección 1.3, este problema
puede ser reducido a un problema de un grado de libertad, en donde finalmente por
cuadraturas se puede resolver. Para los fines de este trabajo, en esta sección se desarrolla
de manera muy breve esta reducción y nos enfocamos al caso colineal que posteriormente
describimos. En [32] (pp. 244 - 289) y [2] (pp. 125 - 176) se desarrolla ampliamente el
problema de 2 cuerpos.

Para conocer las soluciones al problema de 2 cuerpos basta con conocer las soluciones
al correspondiente problema de fuerza central. En otras palabras, colocamos sobre uno
de los dos cuerpos el origen de coordenadas y determinamos la dinámica del cuerpo que
queda libre respecto del fijo. Esto se puede hacer ya que se puede reescribir el problema
de 2 cuerpos en las coordenadas centro de masa y vector relativo (vector que une ambos
cuerpos) y sabemos que el centro de masa del sistema es una constante de movimiento
y de esta manera queda por resolver el sistema para el vector relativo, donde la fuerza
parte de uno de los cuerpos. Este planteamiento se conoce como el problema de Kepler.
Determinamos este problema por la ecuación de movimiento

q̈ = −γ
q

||q||3 , (1.14)

donde q ∈ R3 representa la posición de la part́ıcula libre, el cuerpo fijo está en el origen
y 0 < γ ∈ R es una constante que incluye la constante de gravitación universal y las
masas de los dos cuerpos. El sistema (1.14) es de 3 grados de libertad, habiendo reducido
en 3 los grados de libertad del problema original, gracias al vector centro de masa y por
ende, al vector momento lineal total. Haciendo p = q̇, el hamiltoniano asociado a (1.14)
es

H(q,p) =
1

2
||p||2 − γ

||q|| = h , (1.15)

que corresponde a la enerǵıa total del sistema y sabemos que es una constante de
movimiento, como se explicó en la sección 1.3. También se mencionó que el momento
angular se conserva, lo que significa que el vector q × p es constante en todo momento,
restringiendo a q y a p al mismo plano durante todo el movimiento. Nuevamente se ha
reducido el número de grados de libertad, ya que de los 3 que se teńıan, ahora estamos en
un sistema hamiltoniano de 2 grados de libertad. Finalmente, utilizando a coordenadas
polares, la ecuación (1.15) queda

H(r, θ, ṙ, θ̇) =
1

2

(

ṙ2 + r2θ̇2
)

− γ

r
(1.16)

=
1

2

(

ṙ2 +
L2

γ2r2

)

− γ

r
= h ,

donde L es el momento angular. Ya que el momento angular es una constante, la ecuación
anterior sólo depende de r y su respectiva velocidad, que nos ubica en un sistema de 1
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grado de libertad. La función (1.16) no es hamiltoniana, pero sigue siendo una primera
integral y por ello la seguimos nombrando como la ecuación de la enerǵıa.

Según el valor de L distinguimos dos casos:

1. Si L 6= 0, estamos en el llamado problema de Kepler en el plano y como se muestra
en [32] (pp. 244 - 289), dependiendo del valor de la enerǵıa h, las soluciones
corresponden a las cónicas según la siguiente tabla:

h = − γ4

2L2 7−→ ćırculo,

− γ4

2L2 < h < 0 7−→ elipse,
h = 0 7−→ parábola,
h > 0 7−→ hipérbola.

Para este caso, aunque H presente una singularidad para r = 0, las soluciones están
bien definidas para todo tiempo y para valores h ≥ −γ4/(2L2). En otras palabras,
si el momento angular es diferente de cero, no hay colisión entre los cuerpos.

2. Si L = 0, estamos en el llamado problema de Kepler colineal, donde la ecuación de
la enerǵıa respectiva es

H(r, ṙ) =
1

2
ṙ2 − γ

r
= h . (1.17)

Como el momento angular es cero, el movimiento no sólo se lleva a cabo en un
plano, sucede sobre una ĺınea recta y por lo tanto, a diferencia del caso anterior,
aqúı todas las órbitas son de colisión. Es decir, la singularidad r = 0 en (1.17)
representa un problema para la determinación de las soluciones para todo tiempo.
En este caso, la primera integral (1.17) sigue siendo una función de Hamilton para
el sistema

q̇ = p , ṗ = −γ/q ,

donde hicimos q = r y p = ṙ. Aśı, el hamiltoniano (1.17) queda

H(q, p) =
1

2
p2 − γ

q
= h, (1.18)

con una singularidad en q = 0 (∆ = {q|q = 0}).

En la figura 1.1 mostramos el espacio fase a partir de (1.18) y podemos distinguir
distintos tipos de órbitas según el nivel de enerǵıa. Siguiendo con la notación dada en el
caso L 6= 0 tenemos la siguiente clasificación:

h < 0 7−→ órbitas eĺıpticas,
h = 0 7−→ órbitas parabólicas,
h > 0 7−→ órbitas hiperbólicas,
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p

h<0

h=0

h>0

Figura 1.1: Espacio fase del problema de Kepler.

y para cualquier caso, mientras q → 0, resulta que p → ±∞ cuando t → t1, t1 ∈ R

(tiempo de colisión).
Evidentemente, la singularidad q = 0 corresponde a la colisión entre los dos cuerpos,

por lo que es posible regularizar las ecuaciones y aśı continuar las soluciones para todo
tiempo. Siguiendo los cambios (1.12) y (1.13), la nueva velocidad obtenida w′ = dw/dτ
está relacionada con la original como

p =
dq

dt
=

df

dw

dw

dt
=

df

dw

dw

dτ

dτ

dt
=

df

dw

1

g(w)
w′ ,

y de esta manera, el cambio de variables es

(q, p) = E(w, w′) =

(

f(w),
df

dw

1

g(w)
w′

)

. (1.19)

El hamiltoniano (1.18) lo escribimos en las nuevas variables, con h fijo y obtenemos la
primera integral

1

2

(

df

dw

1

g(w)
w′

)2

− γ

f(w)
= h . (1.20)

Sólo basta elegir adecuadamente las funciones f y g para cambiar la singularidad en
un punto regular. La elección de estas funciones depende del objetivo en las nuevas
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soluciones. En esta sección mostramos dos de las regularizaciones más comunes para
este tipo de problemas. Un estudio completo sobre regularizaciones y otras técnicas en
el problema de Kepler está en [18] y en [31].

1. Sundman fue de los precursores en regularizaciones y el propuso en 1912 un cambio
de variables dado como f(w) = w y g(w) = w para este problema. Aśı, la expresión
(1.20) queda

1

2

(

w′

w

)2

− γ

w
= h ,

y multiplicando por el factor w2 esta última ecuación, obtenemos la constante de
movimiento regularizada

1

2
(w′)2 − γw = hw2 . (1.21)

2. Por otro lado, quizá la regularización más estudiada, el cambio de variables está da-
do por f(w) = w2 y g(w) = w2, conocida como regularización de Levi-Civita
(1906). La ecuación de la enerǵıa (1.20) queda

2

(

w′

w

)2

− γ

w2
= h ,

y multiplicando por el factor w2 se logra la primera integral regularizada

2(w′)2 − γ = hw2 . (1.22)

En la figura 1.2 vemos los espacios fase obtenidos a partir de las ecuaciones (1.21) y
(1.22). En ambos casos notamos que la singularidad q = 0 en (1.18) se ha convertido
en puntos regulares en (1.21) y (1.22). La primera diferencia que observamos entre
estas regularizaciones es la velocidad de las part́ıculas en la colisión; mientras
la velocidad es cero para la regularización de Sundman, para la regularización
de Levi-Civita la velocidad en la colisión es distinta de cero. Pero la diferencia
más relevante está en el carácter simpléctico de una de las regularizaciones. Si
redefinimos f̂(w) = f(w)/2 en la regularización de Levi-Civita, resulta que es
una transformación simpléctica y esto, según vimos en la sección 1.2, preserva el
carácter hamiltoniano de las ecuaciones y por lo tanto, la expresión (1.22) es el
hamiltoniano regularizado del problema de Kepler.

Es posible encontrar una expresión anaĺıtica de las soluciones del problema regulari-
zado a partir de (1.21) y de (1.22), pero en este escrito solamente nos enfocamos
en sus caracteŕısticas cualitativas. El punto regular que representa la colisión
entre las part́ıculas posibilita la continuación de manera natural de las órbitas
en el espacio fase. Aprovechamos la ecuación de la enerǵıa respectiva y asociamos
una órbita que va a colisión con una que viene de colisión en el mismo nivel de
enerǵıa h, representando un rebote elástico en la colisión. De hecho, clasificamos
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(b) Regularización tipo Levi-Civita.

Figura 1.2: Espacios fase regularizados del problema de Kepler.

las soluciones obtenidas, como lo hicimos anteriormente. Las soluciones parabólicas
(para h = 0) y las soluciones hiperbólicas (para h > 0) son no acotadas; estas
soluciones representan para las part́ıculas una sola colisión y tanto antes como
después de este instante, las part́ıculas no regresan, escapan. Por otra parte, las
soluciones eĺıpticas (para h < 0) son periódicas y acotadas, es decir, las part́ıculas
colisionan periódicamente y no escapan.

El problema de Kepler no tiene soluciones de equilibrio y tanto para el caso planar
como para el caso colineal el espacio de configuraciones Q no está acotado para h > 0.

1.6. Problema restringido de 3 cuerpos.

Uno de los problemas más famosos en Matemáticas es sin duda el problema de 3
cuerpos, un problema abierto en el sentido de obtener soluciones expĺıcitas dada cualquier
condición inicial. Las ecuaciones que describen este problema están dadas por (1.7) y
(1.8), siendo un sistema hamiltoniano de 9 grados de libertad. Dada la complejidad
de este problema se consideran problemas reducidos, aunque no menos complicados de
estudiar. El problema reducido “clásico”corresponde a un caso ĺımite para tratar de
obtener resultados que ayuden a mostrar la dinámica de 3 cuerpos bajo las fuerzas de
gravitación newtonianas. Este caso considera una de las masas despreciable respecto
de las otras dos, llamada masa infinitesimal o cuerpo secundario, de tal suerte que
no interviene en la dinámica de las otras dos, denominadas como masas o cuerpos
primarios, pero éstas si determinan la dinámica de la masa infinitesimal. En otras
palabras, las masas primarias presentan la dinámica del problema de 2 cuerpos y el
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objetivo es determinar la dinámica de la masa infinitesimal. Este planteamiento es el
problema restringido de 3 cuerpos.

Dependiendo de la dinámica de las masas primarias se obtienen distintas clases de
problemas restringidos de 3 cuerpos, siendo el caso más estudiado el propuesto hace
más de 200 años por Euler (1772). Él consideró que las masas primarias se mueven en
órbitas circulares alrededor de su centro de masa con velocidad angular constante y la
masa infinitesimal confinada a moverse en el mismo plano determinado por las primarias.
Este problema es conocido como el problema restringido de 3 cuerpos, aún cuando en
realidad es el caso circular del problema restringido de 3 cuerpos.

Las ecuaciones de movimiento que rigen el problema restringido de 3 cuerpos provie-
nen de las ecuaciones del problema de 3 cuerpos en las que hacemos el ĺımite m3 → 0,
donde m1 y m2 son las masas de los cuerpos primarios. Las posiciones x1 y x2 correspon-
den a los cuerpos primarios y la masa infinitesimal se denota por m con posición x.
Las ecuaciones de movimiento para el problema restringido de 3 cuerpos quedan de la
siguiente manera:

ẍ1 =
m2(x2 − x1)

||x2 − x1||3
, (1.23)

ẍ2 =
m1(x1 − x2)

||x1 − x2||3
, (1.24)

ẍ =
m1(x1 − x)

||x1 − x||3 +
m2(x2 − x)

||x2 − x||3 . (1.25)

Notemos que las ecuaciones (1.23) y (1.24) son las respectivas del problema de 2 cuerpos
y queremos determinar las soluciones de (1.25) dada una solución de (1.23) y (1.24).
En [31] se encuentra un desarrollo completo de este problema. Aqúı sólo definimos y
planteamos esta clase de problemas para entender la notación y la dificultad de los
problemas que componen este trabajo, pero hay mucha investigación sobre este tema.

1.7. Funciones eĺıpticas de Jacobi.

Hablar de sistema mecánicos es hablar de cierto tipo de funciones, cuyo origen
está fuertemente ligado a este tipo de sistemas, en particular al péndulo simple. En
el presente trabajo estas funciones aparecen de manera natural y dado que para los
objetivos de la investigación las funciones eĺıpticas sólo son una herramienta, en esta
sección las definimos brevemente y presentamos algunos resultados que utilizamos en lo
que sigue. Para más detalles sobre este tema recomendamos consultar [19].

Cualquier función definida en el campo de los complejos, que sea doblemente periódica
de tal forma que la razón entre los peŕıodos sea un número complejo y que sea regular
(u holomorfa) excepto en un conjunto discreto donde presente polos es llamada función
eĺıptica. De la misma manera en la que aparecen las funciones eĺıpticas en el siguiente
caṕıtulo, aśı las definimos en esta sección. Para definir estas funciones restringimos el
dominio al campo de los números reales, aprovechando la propiedad de que las funciones
eĺıpticas mandan reales a reales.
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La función llamada seno eĺıptico es la inversa de la función en forma de integral dada
por

sn−1(x, k) = u =

∫ x

0

1
√

(1 − t2)(1 − k2t2)
dt , (1.26)

llamada integral eĺıptica incompleta de primera especie. Su inversa, la función seno
eĺıptico, es sn(u, k) = x. La función llamada coseno eĺıptico también está definida en
términos de la inversa de una función en forma de integral, es decir,

cn−1(x, k) = u =

∫ 1

x

1
√

(1 − t2)(k′2 + k2t)
dt , (1.27)

y aśı, el coseno eĺıptico es cn(u, k) = x. Tanto para (1.26) como para (1.27) tenemos
funciones multivaluadas porque estamos hablando de funciones periódicas, entonces se
considera 0 ≤ x ≤ 1 y 0 ≤ u ≤ K (más adelante se entiende esta elección). El parámetro
k es conocido como el módulo y k ∈ (0, 1); por otra parte k′2 = 1 − k2 y es llamado el
módulo complementario y por consecuencia k′ ∈ (0, 1). Otra forma común de definir las
funciones eĺıpticas es la dada por Legendre, que resulta del cambio de variable t = senθ
en (1.26) quedando

sn−1(senφ, k) =

∫ φ

0

dθ√
1 − k2sen2θ

. (1.28)

El peŕıodo del seno eĺıptico sobre el campo de los reales es 4K y del coseno eĺıptico
es 4K también. Ambas funciones no tienen polos para u ∈ R y sus ceros son u = 2mK
para el seno eĺıptico y u = (2m+1)K para el coseno eĺıptico. Ambas funciones satisfacen
la identidad

sn2u + cn2u = 1 (1.29)

y en particular se conocen los valores sn(K, k) = 1 y cn(0, k) = 1. El valor K depende
del valor del módulo y está dado por

K(k) = sn−1(1, k) =

∫ 1

0

dt
√

(1 − t2)(1 − k2t2)
=

∫ π
2

0

dθ√
1 − k2sen2θ

,

llamada integral completa de primera especie. Además se cumplen los ĺımites

ĺım
k→0

sn(u, k) = senu, ĺım
k→1

sn(u, k) = tanh u ,

ĺım
k→0

cn(u, k) = cos u, ĺım
k→1

cn(u, k) = sech u ,

y ésta es una de las razones por las que se les denomina funciones eĺıpticas, porque
en cierto sentido conectan las funciones circulares (trigonométricas) con las funciones
hiperbólicas. También cumplen las simetŕıas sn(u, k) = sn(u+4K, k) y cn(u, k) = cn(u+
4K, k). En la figura 1.3 se grafican estas funciones para diferentes valores del módulo k.
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Figura 1.3: Gráficas de las funciones eĺıpticas sn, cn y dn para varios valores del módulo
k.

Una tercera función eĺıptica de Jacobi básica es la definida como

dn(u, k) =
√

1 − k2sn2(u, k) , (1.30)

es decir, aquella que satisface la identidad

dn2(u, k) + k2sn2(u, k) = 1 . (1.31)

De hecho, a partir de la identidad (1.29) y de la anterior (1.31) sabemos que

dn2(u, k) − k2cn2(u, k) = k′2 . (1.32)

A partir de estas identidades es fácil conocer las propiedades de la función dn. Tiene
peŕıodo 2K ( dn(u, k) = dn(u + 2K, k) ) sobre el campo de los reales, sus ceros son
u = (2m + 1)K y satisface los ĺımites

ĺım
k→0

dn(u, k) = 1 , ĺım
k→1

dn(u, k) = sech u .

En la figura 1.3 también se muestran las gráficas de dn para distintos valores del módulo
k.
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Las funciones que resultan de derivar e integrar las funciones eĺıpticas antes definidas,
las enlistamos a continuación:

d

du
sn(u, k) = cn(u, k)dn(u, k), (1.33)

∫

sn(u, k)du =
1

k
ln(dn(u, k) − kcn(u, k)),

d

du
cn(u, k) = −sn(u, k)dn(u, k),

∫

cn(u, k)du =
1

k
arcsen(ksn(u, k)),

d

du
dn(u, k) = −k2sn(u, k)cn(u, k),

∫

dn(u, k)du = arcsen(sn(u, k)).

Por último, un resultado que nos será de mucha utilidad se refiere a la definición de
las funciones eĺıpticas en el caso en que el módulo es mayor que uno. En otras palabras,
si k > 1 se cumple la siguiente igualdad:

sn(u, k) =
1

k
sn

(

ku,
1

k

)

= Ksn

(

u

K ,K
)

, (1.34)

donde hemos definido K = 1/k.

1.8. Teoŕıa de Floquet.

La Teoŕıa de Floquet estudia sistemas de la forma

ẋ = A(t)x , (1.35)

siendo x ∈ Rn y A(t) una matriz de tamaño n × n cuyas entradas son funciones
continuas de t y tal que A(t) = A(t + T ) para alguna T > 0. Es decir, esta teoŕıa
trata sistemas lineales homogéneos no autónomos, periódicos en el tiempo. Para una
mayor comprensión, sugerimos consultar [9] (pág. 145 - 224) y [11] (pág. 103 - 116).
El resultado principal de la Teoŕıa de Floquet habla sobre la forma canónica de la
matriz fundamental de soluciones para sistemas de la forma dada en (1.35). Afirma que
las soluciones son combinaciones lineales periódicas de soluciones de un sistema lineal
autónomo. Para llegar a este resultado, primero revisemos el siguiente teorema.

Teorema 1.2 Si C es una matriz de tamaño n × n y no es singular, entonces existe
una matriz B (quizá compleja) de tamaño n×n tal que eB = C. Si C es una matriz real
de tamaño n × n y no es singular, entonces existe una matriz real B de tamaño n × n
tal que eB = C2.

A partir de este teorema, se enuncia el teorema de Floquet.
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Teorema 1.3 (Teorema de Floquet) Si X(t) es una matriz fundamental de soluciones
para el sistema (1.35), entonces para toda t ∈ R

X(t + T ) = X(t)X−1(0)X(T ) .

Más aún, existe una matriz B (quizá compleja) tal que

eTB = X−1(0)X(T )

y una matriz P (t) dependiente de t (quizá compleja) periódica, de peŕıodo T , tal que
X(t) = P (t)eBt, para toda t ∈ R. También, existe una matriz real R y una matriz real
Q(t) dependiente de t periódica, de peŕıodo 2T , tal que X(t) = Q(t)eRt, para toda t ∈ R.

De esta manera, conocemos la forma de las soluciones al sistema (1.35). Pero podemos
saber más sobre las soluciones a estas ecuaciones. Supongamos que X(t) es una matriz
fundamental como se ha expuesto antes y sea v un vector en Rn. La solución para (1.35)
con condición inicial x(to) = v está dada por X(t)X−1(to)v. Si este vector inicial lo
movemos en tiempo un peŕıodo, obtenemos otro vector dado por X(to +T )X−1(to)v. De
esta manera, estamos definiendo un operador

v 7→ X(to + T )X−1(to)v ,

llamado el operador de monodromı́a. En particular, si to = 0, el operador de monodromı́a
es X(T )X−1(0)v. Los valores propios del operador de monodromı́a se conocen como los
multiplicadores caracteŕısticos asociados al sistema (1.35). En el siguiente resultado se
habla sobre la naturaleza de los multiplicadores caracteŕısticos.

Proposición 1.1 Considérese el sistema (1.35), los siguientes enunciados son verdade-
ros.

1. Cada operador de monodromı́a es invertible.

2. Todos los operadores de monodromı́a tienen los mismos valores propios. En particu-
lar, hay n multiplicadores caracteŕısticos, tomando en cuenta multiplicidad.

La primera parte de la proposición 1.1 implica que ningún multiplicador puede ser cero
y la segunda parte de ésta significa invarianza respecto de to.

Un número complejo µ se llama exponente caracteŕıstico o exponente de Floquet del
sistema (1.35) si eµT = ρ, siendo ρ un multiplicador caracteŕıstico. Se hace la notación
de que si µ es un exponente caracteŕıstico, entonces µ+2πik/T también lo es, para cada
k ∈ Z. En el siguiente resultado se muestra la relación entre los valores propios de una
matriz y los valores propios de la exponencial de la misma matriz o alguna potencia de
ella.

Teorema 1.4 Si A es una matriz de tamaño n×n y λ1, . . . , λn son sus valores propios
(tomando multiplicidad), entonces λk

1, . . . , λ
k
n son los valores propios de Ak y eλ1 , . . . , eλn

son los valores propios de eA.
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Con este teorema en mente, el siguiente es un resultado muy importante, ya que
relaciona los exponentes y multiplicadores caracteŕısticos con las soluciones del sistema
que nos interesa resolver.

Lema 1.1 Si µ es un exponente caracteŕıstico para el sistema (1.35) y X(t) es una
matriz fundamental de soluciones, entonces X(t) = P (t)etB, tal que µ es un valor propio
de B.

Aśı, con el lema 1.1 ya tenemos una idea de como deben ser las soluciones respecto
de los valores propios de la matriz B. De hecho, en el siguiente teorema se da la forma
expĺıcita de las soluciones, cuando se conocen los valores propios de dicha matriz.

Teorema 1.5 Si λ es un multiplicador caracteŕıstico del sistema (1.35) y eµT = λ,
entonces existe una solución no trivial (quizá compleja) de la forma

x(t) = eµtp(t),

donde p(t) es una función periódica, de peŕıodo T . Más aún, x(t + T ) = λx(t).

Finalmente, para poder crear una base de soluciones del sistema (1.35), necesitamos
independencia lineal. Los multiplicadores caracteŕısticos nos ayudarán para esto.

Teorema 1.6 Supongamos que λ1 y λ2 son multiplicadores caracteŕısticos para el sistema
(1.35) y que µ1 y µ2 son exponentes caracteŕısticos, tales que λ1 = eµ1T y λ2 = eµ2T . Si
λ1 6= λ2, entonces existen funciones periódicas p1(t) y p2(t), de peŕıodo T , tal que

x1(t) = eµ1tp1(t) y x2(t) = eµ2tp2(t)

son soluciones linealmente independientes.

De esta forma, si logramos conocer los exponentes de Floquet asociados al sistema
(1.35), prácticamente tenemos una buena idea sobre la estabilidad de dichas soluciones.
Del teorema 1.3 sabemos que eTB = X−1(0)X(T ) y eligiendo de manera conveniente
X(0) = I, tenemos que eTB = X(T ). Entonces, el problema de conocer la estabilidad de
las soluciones se reduce a conocer los valores propios de la matriz X(T ), lo cual no es
fácil, ya que no conocemos a priori la matriz fundamental de soluciones.

Otro resultado muy importante en la teoŕıa de sistemas lineales homogéneos no
autónomos periódicos es el conocido teorema de Liouville. Lo incluimos en esta sección
aún cuando el teorema no necesita periodicidad en el sistema, es decir, es válido para
sistemas de la forma

ẋ = A(t)x , (1.36)

donde x ∈ Rn y A(t) es una matriz de tamaño n × n cuyas entradas son funciones
continuas de t, pero que no son necesariamente periódicas.
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Teorema 1.7 (Teorema de Liouville) Suponga que X(t) es una matriz fundamental
para el sistema (1.36) en un intervalo abierto J . Si to ∈ J , entonces

det(X(t)) = det(X(to))e
∫ t

to
tr(A(s))ds

donde det( · ) es el determinante y tr( · ) es la traza.

Aplicando este teorema a sistemas de la forma dada en (1.35), obtenemos un par de
resultados importantes sobre los multiplicadores y exponentes caracteŕısticos asociados.

Corolario 1.1 Consideremos el sistema (1.35) y supongamos que la matriz fundamental
de soluciones está dada por P (t)etB, entonces

n
∑

k=0

µk =
1

T

∫ T

0

tr(A(t))dt

(

n
∏

k=0

ρk = e
∫ T

0
tr(A(t))dt

)

,

donde ρk = eµkT .

1.9. Hiperbolicidad de trayectorias.

Dado el sistema ẋ = f(x), con x ∈ Rn, se dice que una solución de equilibrio xo

(punto de equilibrio) es hiperbólico si ninguno de los valores propios de Df(xo) tiene
parte real igual a cero. Esta idea es resultado del análisis del comportamiento del campo
vectorial linealizado alrededor del punto de equilibrio. Es decir, es resultado del análisis
de los valores propios y de los espacios propios que posee una matriz constante asociada
al campo vectorial linealizado.

Lo que consideramos en esta sección es la determinación de la estructura hiperbólica
para órbitas dependientes del tiempo y para esto sugerimos revisar [34] (pp. 52 - 59).
Consideramos sistemas de la forma

ẋ = f(x, t) , (1.37)

donde x ∈ U ⊂ Rn, U es un conjunto abierto y t ∈ R. Asumimos que f es continua en t,
para toda t ∈ R y Cr (r ≥ 1) en x. Aśı, para la validez de los teoremas de existencia y
unicidad a ecuaciones diferenciales ordinarias, todas las derivadas parciales de f respecto
de x son continuas y acotadas uniformemente en K × R, donde K es un subconjunto
compacto de U .

En caso de que el sistema lineal asociado a una trayectoria del sistema (1.37) sea
dependiente del tiempo, la estabilidad local del sistema no se puede determinar a partir
de los valores propios asociados. Una forma (la que presentamos en esta sección) es por
medio de la determinación de una dicotomı́a exponencial.

Definición 1.8 Consideramos la ecuación diferencial lineal dependiente del tiempo

ẏ = A(t)y , (1.38)
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con y ∈ Rn y A(t) una matriz de tamaño n×n continua en t ∈ R. Supongamos que X(t)
es la matriz fundamental de soluciones de (1.38) (X(0) = I). Consideramos que || · ||
es una norma en Rn. Decimos que el sistema (1.38) posee una dicotomı́a exponencial si
existe una proyección P (P 2 = P ) y constantes K1, K2, λ1, λ2 > 0, tales que

||X(t)PX−1(t1)|| ≤ K1e
−λ1(t−t1) , t ≥ t1 ,

||X(t)(I − P )X−1(t1)|| ≤ K2e
λ2(t−t1) , t ≤ t1 .

Con el concepto de dicotomı́a exponencial podemos decir cuándo las trayectorias
dependientes del tiempo presentan estructura hiperbólica.

Definición 1.9 Supongamos que γ(t) es una trayectoria para el sistema (1.37). Decimos
que γ(t) es una trayectoria con estructura hiperbólica si el sistema lineal asociado

ẏ = Dxf(γ(t), t)y ,

posee una dicotomı́a exponencial.

Si reescribimos el sistema (1.37) como un sistema autónomo y suponemos que γ(t)
es un punto de equilibrio hiperbólico para este sistema, entonces Γ(t) = (γ(t), t) es una
trayectoria con estructura hiperbólica para el sistema

ẋ = f(x, t) , (1.39)

ṫ = 1 .

La estructura hiperbólica de Γ(t) significa la presencia de espacios propios a esta
trayectoria en el sistema linealizado. El siguiente teorema da información sobre la existen-
cia de variedades invariantes para el sistema (1.39).

Definimos la sección transversal Σto ≡ {(x, t) ∈ U × R|t = to} en el espacio fase
extendido que corresponde al sistema (1.39). Aśı, Γ(t) intersecta a Σto en el punto
(γ(to), to). Posteriormente definimos una bola de radio ε centrada en γ(to), como subcon-
junto de Σto , que denotamos como Dε(to). De esta manera,

Nε(Γ(t)) ≡
⋃

to∈R

(Dε(to), to)

es una vecindad de forma tubular de la trayectoria Γ(t) en el espacio fase extendido.

Teorema 1.8 Consideramos el sistema (1.39) y la órbita con estructura hiperbólica Γ(t)
para el mismo sistema. Existe una variedad W s

loc(Γ(t)) (variedad local estable de Γ(t))
Cr de dimensión k + 1, una variedad W u

loc(Γ(t)) (variedad local inestable de Γ(t)) Cr de
dimensión n − k + 1 y un εo > 0 suficientemente pequeño tal que para ε ∈ (0, εo):

1. W s
loc(Γ(t)) es invariante en el tiempo en sentido positivo y W u

loc(Γ(t)) es invariante
en el tiempo en sentido negativo.
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2. W u
loc(Γ(t)) y W s

loc(Γ(t)) se intersectan a lo largo de Γ(t) y el ángulo formado entre
las variedades es distinto de cero y alejado de este valor de manera uniforme para
toda t ∈ R.

3. Cada trayectoria en W s
loc(Γ(t)) puede ser continuada hasta la frontera de Nε(Γ(t))

en tiempo negativo y cada trayectoria en W u
loc(Γ(t)) puede ser continuada hasta la

frontera Nε(Γ(t)) en tiempo positivo.

4. Las trayectorias que comienzan en W s
loc(Γ(t)) en el instante t = to, tienden a Γ(t)

en forma exponencial e−λ(t − to) cuando t → ∞ y las trayectorias que comienzan
en W u

loc(Γ(t)) en el instante t = to, tienden a Γ(t) en forma exponencial e−λ|t− to|
cuando t → ∞, para alguna λ > 0.

5. Cualquier trayectoria en Nε(Γ(t)) que no esté en W s
loc(Γ(t)) ni en W u

loc(Γ(t)) dejará
Nε(Γ(t)) en tiempo positivo y negativo.

Las variedades globales estable e inestable para el sistema (1.39), denotadas por
W s(Γ(t)) y W u(Γ(t)) respectivamente, se obtienen dejando evolucionar el tiempo en las
trayectorias en W s

loc(Γ(t)) en sentido negativo y en sentido positivo para las trayectorias
en W u

loc(Γ(t)).
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Caṕıtulo 2

Problema de 2 cuerpos en S1.

Planteamos el problema de 2 cuerpos en S1 y analizamos cualitativamente su dinámi-
ca. Las ecuaciones de movimiento respectivas presentan una singularidad, la cual evita
tener soluciones bien definidas para todo tiempo. Con el fin de obtener éstas de manera
expĺıcita y definidas para todo tiempo, regularizamos el problema. La regularización que
hacemos conserva el carácter hamiltoniano de las ecuaciones de movimiento, es decir,
la regularización es simpléctica. De esta manera, presentamos la dinámica global del
sistema y las soluciones expĺıcitas, las cuales son necesarias para estudiar el problema
restringido de 3 cuerpos en S1 en el siguiente caṕıtulo.

Al final de este caṕıtulo, discutimos sobre la relación que guardan las ecuaciones de
movimiento del problema estudiado con las del péndulo simple en el plano.

2.1. Planteamiento.

Consideramos dos cuerpos de masa puntuales m1 y m2 en el plano, restringidos a
moverse en el ćırculo de radio uno S1 bajo la ley de gravitación universal. Las fuerzas
de atracción las consideramos en ambos sentidos de cada cuerpo y extendidas sobre S1,
como lo mostramos en la figura 2.1. Colocamos S1 en el centro del plano euclideano y
siguiendo la segunda ley de Newton, escribimos las ecuaciones de movimiento para estos
dos cuerpos en coordenadas polares para R2 como

θ̈1 =
m2(θ2 − θ1)

(θ2 − θ1)3
− m2[2π − (θ2 − θ1)]

[2π − (θ2 − θ1)]3
, (2.1)

θ̈2 = −m1(θ2 − θ1)

(θ2 − θ1)3
+

m1[2π − (θ2 − θ1)]

[2π − (θ2 − θ1)]3
.

Las variables dependientes θ1, θ2 ∈ [0, 2π] se miden en el sentido de las manecillas del
reloj a partir del eje y positivo y son las coordenadas de posición de los cuerpos con
masas m1 y m2 respectivamente. La métrica que consideramos es la longitud de arco.
Cada punto sobre las variables indica d/dt. Además, sin perder generalidad, suponemos
que θ1 < θ2 en todo momento (véase la figura 2.1). La constante de gravitación universal
la consideramos igual a 1. Las ecuaciones (2.1) describen un sistema mecánico. El
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subconjunto S1 de R2 es homeomorfo al intervalo [0, 2π] con los extremos identificados
(S1 ∼= [0, 2π]).

S1

Θ1

Θ2

m1

m2

Figura 2.1: Problema de 2 cuerpos en S1.

Convertimos el sistema (2.1) en uno que describe un problema de fuerza central. Para
esto definimos la coordenada correspondiente al centro de masa como

θcm = (m1θ1 + m2θ2)/M

y la coordenada relativa como
θ = θ2 − θ1 .

El sistema (2.1) en estas nuevas coordenadas se simplifica al siguiente sistema:

θ̈cm = 0 , (2.2)

θ̈ = −M

θ2
+

M

(2π − θ)2
, (2.3)

con M = m1 + m2. La ecuación (2.2) indica que el centro de masa es una constante
de movimiento. El problema de 2 cuerpos en S1 descrito por (2.1) se convirtió en un
problema de fuerza central, al que llamamos de manera natural el problema de Kepler
en S1. Éste describe un sistema constituido por un cuerpo fijo de masa M y un cuerpo
libre. La ecuación (2.3) no está definida para θ = 0 y θ = 2π, que representan la misma
posición para el cuerpo libre, por lo que el espacio de configuración Q para el sistema
(2.2)-(2.3) es [0, 2π] r ∆, donde ∆ = {θ ∈ [0, 2π]|θ = 0, θ = 2π} es el conjunto de
singularidades.

A partir de la naturaleza del conjunto S1 podemos definir de manera natural otro
centro de masa, es decir,

θcmf = [m1(θ1 − 2π) + m2θ2]/M (2.4)
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al que llamamos el centro de masa ficticio. De hecho,

θcmf = θcm − 2πm1

M
, (2.5)

por lo que basta considerar θcm para el desarrollo posterior.
A partir de la ecuación (2.2) escribimos las ecuaciones de movimiento para los cuerpos

de masa m1 y m2 en términos del ángulo relativo al centro de masa, es decir, definimos
θcm1 = θ1 − θcm y θcm2 = θ2 − θcm y aśı, obtenemos las respectivas ecuaciones de
movimiento con centro en el centro de masa,

θ̈cm1 =
m3

2

M2
(

θcm1

)2 − m3
2

M2
[

2πm2

M
+ θcm1

]2 , (2.6)

θ̈cm2 = − m3
1

M2
(

θcm2

)2 +
m3

1

M2
[

2πm1

M
+ θcm2

]2 .

Este sistema está definido para (θcm1 , θcm2) ∈ (−2πm2

M
, 0) × (0, 2πm1

M
).

Si realizamos los cambios de variables θcm1 = −m2

M
x̄ y θcm2 = m1

M
ȳ en el sistema (2.6),

tenemos las ecuaciones

¨̄x = −M

x̄2
+

M

(2π − x̄)2
,

¨̄y = −M

ȳ2
+

M

(2π − ȳ)2
,

que son las mismas que la ecuación (2.3) del problema de Kepler en S1. Por lo tanto en
lo que sigue estudiamos la ecuación (2.3).

Como es usual, hacemos el cambio de variables θ = x y θ̇ = y, con el fin de reescribir
la ecuación (2.3) como un sistema hamiltoniano de un grado de libertad

ẋ = y , (2.7)

ẏ = −M

x2
+

M

(2π − x)2
.

Este sistema es autónomo y por tanto, la función de Hamilton, la enerǵıa total del
sistema, es una primera integral dada por la función H : U ⊂ R

2 → R,

H(x, y) =
1

2
y2 − M

x
− M

2π − x
, (2.8)

con dominio U = Q × R = (0, 2π) × R. La enerǵıa cinética y la enerǵıa potencial
corresponden a las funciones T : R → R y V : Q → R definidas como

T (y) = y2/2 y V (x) = −M

x
− M

2π − x
.

En otras palabras, H(x, y) = T (y) + V (x) ≡ h es una constante de movimiento. Como
todo sistema hamiltoniano autónomo, el sistema (2.7) es reversible, es decir, está en
involución bajo la aplicación G(x, y) = (x,−y).
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0 Π 2 Π

0

x

y h < -
2 M

Π

h > -
2 M

Π

h = -
2 M

Π

Figura 2.2: Retrato fase del problema de Kepler en S1.

2.2. Análisis cualitativo del problema de Kepler en

S1.

A partir de la ecuación (2.8) obtenemos el espacio fase que se muestra en la figura
2.2. La primera observación que hacemos es la existencia de soluciones para cualquier
valor h ∈ R, como ocurre en el problema de Kepler colineal (caṕıtulo 1, sección 1.5).
Estudiando el espacio fase, distinguimos tres grandes familias de órbitas según el nivel
de enerǵıa y la existencia de un punto de equilibrio. Imitando la notación del problema
de Kepler, nombramos a las órbitas como eĺıpticas, parabólicas e hiperbólicas, además
del punto de equilibrio.

Existe un sólo punto de equilibrio dado por (xeq, yeq) = (π, 0) en el nivel de enerǵıa
h = −2M/π.

Las órbitas eĺıpticas están caracterizadas por la existencia de un único t∗ en el
intervalo en el que están definidas, tal que y(t∗) = 0, es decir, la velocidad es cero
solamente en ese instante. Estas órbitas ocurren para h < −2M/π.

Las órbitas parabólicas están caracterizadas por los ĺımites (x(t), y(t)) → (xeq, yeq)
cuando t → ±∞, es decir, son asintóticas en el tiempo al punto de equilibrio. Estas
órbitas suceden para h = −2M/π.

Las órbitas hiperbólicas están caracterizadas por y(t) > 0 ó y(t) < 0 para todo
tiempo t en el que están definidas, es decir, son crecientes o decrecientes en posición.
Éstas órbitas ocurren para h > −2M/π.
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Todas las órbitas, exceptuando el punto de equilibrio, no son acotadas en la coordena-
da velocidad, es decir, cuando x → 0 (x → 2π ), sucede que y → ±∞. Este comporta-
miento obedece a que la ecuación (2.8) presenta la singularidad x = 0 (x = 2π )
correspondiendo a la colisión del cuerpo libre con el cuerpo fijo de masa M por un
lado (x → 0 ) y por el otro (x → 2π ). La colisión siempre sucede en un tiempo tc
(tiempo de colisión) finito para cualquier valor de h, es decir, para cualquier tipo de
órbita. La razón la exponemos en seguida. De la ecuación (2.8) tenemos que

y =
√

2

√

h +
M

x
+

M

2π − x

y recordamos que y = dx/dt, por lo tanto integramos de ambos lados de la igualdad
anterior para obtener

∫ x

xo

ds
√

h + 2πM
2πs−s2

=

∫ t

to

√
2dr ,

donde x(to) = xo. Por otra parte, sabemos que ĺımt→tc x(t) = 0 ( ĺımt→tc x(t) = 2π ) para
algún tc ∈ R ∪ {−∞, +∞}. Aplicando estos ĺımites a la igualdad anterior obtenemos

∞ > ĺım
x→0(x→2π)

∫ x

xo

ds
√

h + 2πM
2πs−s2

= ĺım
t→tc

√
2(t − to) =

√
2(tc − to) .

Por tanto tc ∈ R, es decir, las soluciones (x(t), y(t)) están definidas para intervalos
máximos, subconjuntos estrictos de R, para cualquier valor de h. Por eso decimos que
las soluciones (del tipo eĺıptico, parabólico e hiperbólico) no se encuentran definidas para
todo tiempo, tienden a la singularidad en un tiempo finito.

Con el fin de obtener soluciones bien definidas para todo tiempo hacemos un cambio
de variables junto con un cambio en el tiempo, para regularizar el hamiltoniano (2.8).

2.3. Regularización del problema de Kepler en S1.

Notamos en la sección anterior que (x(t), y(t)) → (0,±∞) ( (x(t), y(t)) → (2π,±∞) )
cuando t → tc ∈ R, lo que significa que las soluciones sólo se encuentran definidas en un
intervalo acotado de tiempo, recordando que el espacio de configuración Q es acotado.
La regularización nos permite continuar las soluciones, convirtiendo las singularidades
de la ecuación (2.8) en puntos regulares. Más adelante interpretamos f́ısicamente estos
puntos regulares.

La regularización que hacemos a continuación, como explicamos en el caṕıtulo 1 en
la sección 1.4, controla la variable velocidad conforme t se aproxima a tc (conforme los
cuerpos se aproximan a colisión). Esto se logra mediante un cambio en las coordenadas
posición y velocidad y un cambio en el tiempo. Siguiendo [31], el cambio de variables
que hacemos tiene la forma

x = f(q) ,
dx

dτ
= g(q)

dx

dt
,
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con f, g : R → R. Este cambio incluye la reparametrización del tiempo, es decir,
dt/dτ = g(q). Asumimos que las funciones f y g son al menos C1. Aśı, el cambio de
coordenadas está dado por la transformación E : R2 → Q× R,

(x, y) = E(q, p) =

(

f(q),
p

g(q)

df

dq

)

, (2.9)

donde q es la nueva posición y p es la nueva velocidad. El nuevo tiempo τ corresponde
a la reparametrización de t. Este cambio de coordenadas E no necesariamente preserva
la estructura hamiltoniana del sistema. Para que esto ocurra, las funciones f y g deben
estar estrechamente relacionadas, como lo mostramos en el siguiente resultado.

Lema 2.1 La transformación E es una regularización simpléctica para el hamiltoniano
(2.8) si las funciones f : [−π

2
, π

2
] → Q y g : [−π

2
, π

2
] → R están definidas como

f(q) = πsenq + π y g(q) = π2(1 − sen2q) .

Demostración. Calculamos el jacobiano de E, obteniendo

D(q,p)E =

( df
dq

0
d
dq

(

p
g(q)

df
dq

)

1
g(q)

df
dq

)

.

Siguiendo la definición 1.3, para que la transformación E sea simpléctica, debe cumplirse
la igualdad (D(q,p)E)T J(D(q,p)E) = J y como consecuencia debe satisfacerse la relación

(

df

dq

)2

= g(q) . (2.10)

Por otra parte, tomamos un valor de la enerǵıa h fijo en (2.8). En este nivel de enerǵıa
introducimos la transformación E e incluyendo la relación (2.10), logramos la nueva
ecuación de la enerǵıa

H(E(q, p)) =
1

2

p2

g(q)
− 2πM

f(q)(2π − f(q))
= h . (2.11)

Ahora definimos la nueva relación

g(q) = f(q)(2π − f(q)) . (2.12)

Multiplicamos la expresión (2.11) por el factor g(q) (reparametrización del tiempo) para
eliminar la singularidad y aśı obtenemos la ecuación de la enerǵıa (2.11) sin singularidad,
es decir,

1

2
p2 − 2πM = hf(q)(2π − f(q)) . (2.13)
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Ahora sustituimos g(q) dado en (2.12) en la ecuación diferencial (2.10) para obtener
expĺıcitamente la función f(q), aśı

(

df

dq

)2

= f(q)(2π − f(q))

⇒
∫

df(q)
√

f(q)(2π − f(q))
= q

⇒ −arcsen

(−2f(q) + 2π

2π

)

= q .

Resulta la función f : [−π
2
, π

2
] → Q como está definida en el lema, f(q) = πsenq + π.

La función g : [−π
2
, π

2
] → [0, π2] la obtenemos sustituyendo f(q) en (2.12), por lo tanto

g(q) = π2(1 − sen2q).
Sustituimos las funciones f(q) y g(q) en (2.13) para mostrar que hemos obtenido la

nueva ecuación de la enerǵıa regularizada

1

2
p2 − 2πM = hπ2 cos2 q . (2.14)

La relación (2.14) satisface p → ±2
√

Mπ cuando x → −π/2 (x → −π/2 ) para todo
valor de h ∈ R. En otras palabras, la transformación E dada en (2.9), con las funciones
f(q) y g(q) como se obtuvieron, es

E(q, p) =

(

πsenq + π,
p(π cos q)

π2(1 − sen2q)

)

=

(

πsenq + π,
p

π(1 − cos q)

)

.

Esta transformación convierte la singularidad (0,±∞) ∈ R × (R ∪ {±∞}) (identificada
con (2π,±∞) ∈ R × (R ∪ {±∞}) ) en los puntos regulares (−π/2,±2

√
Mπ) ∈ R × R

(identificados con (−π/2,±2
√

Mπ) ∈ R × R ) para todo h ∈ R.

❑

Siguiendo el lema 2.1, el nuevo hamiltoniano que define el problema de Kepler en S1

regularizado, está dado por la función Ĥ : [−π
2
, π

2
] × R → 0,

Ĥh(q, p) =
1

2
p2 − 2πM − hπ2 cos2 q ≡ 0 . (2.15)

Este es un nuevo hamiltoniano fijo en el nivel de enerǵıa cero para cada valor fijo h en la
ecuación (2.8). El nuevo espacio de configuración Q̂ es [−π/2, π/2]. El correspondiente
espacio fase está en la figura 2.3, que explicamos en la sección 2.5. Lo que abordamos en
la siguiente sección es la obtención de las soluciones expĺıcitas para el problema descrito
por (2.15).
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2.4. Soluciones al problema de Kepler en S1 regulari-

zado.

Las soluciones de la ecuación diferencial (2.15) están en términos de funciones eĺıpticas,
cuya definición y breve explicación se encuentra en el caṕıtulo 1 en la sección 1.8.

Para determinar las soluciones, aplicamos separación de variables a la ecuación (2.15)
y obtenemos

p =
√

2(2πM + hπ2 cos2 q) .

Sabemos que p = dq/dτ , por lo que la igualdad anterior la escribimos como

dτ =
dq

√

2(2πM + hπ2 cos2 q)

=
dq

√
2π
√

(2M + hπ)
(

1 −
(

hπ
2M+hπ

)

sen2q
)

e integrando la última expresión obtenemos una integral eĺıptica incompleta de primera
especie, dada por

√
2π

√
2M + hπτ =

∫ q

0

dr√
1 − k2sen2r

,

con k2 = hπ/(2M + hπ) y q(0) = 0. Para que la integral anterior tenga sentido es
necesario que 0 < k < 1, es decir, es necesario que h > 0. Si este es el caso, entonces

senq = sn(
√

2π
√

2M + hπτ, k) . (2.16)

Para los casos h ≤ 0 resulta que k ∈ (R r (0, 1)) y por lo tanto, la integral eĺıptica
incompleta de primera especie no está bien definida. Hacemos una traslación en la
coordenada posición q + π

2
= q̃1. Aplicamos la traslación en (2.15) y obetenemos el

nuevo hamiltoniano

H̃h(q̃, p) :=
1

2
p2 − 2πM − hπ2sen2q̃ ≡ 0 , (2.17)

y de este modo el nuevo espacio de configuración Q̃ es [0, π]. Nuevamente aplicamos
separación de variables a la ecuación (2.17) y tenemos

p =
√

2(2πM + hπ2sen2q̃) ,

de donde obtenemos

dτ =
dq

√

2(2πM + hπ2sen2q̃)
.

Integramos la última expresión para conseguir

2
√

πMτ =

∫ q̃

0

dr√
1 − k2sen2r

, (2.18)

1Las traslaciones son transformaciones simplécticas.
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con k2 = −hπ/2M . Aśı, las soluciones a (2.17) dependen de resolver la integral dada en
(2.18), la cual es una integral eĺıptica incompleta de primera especie para 0 < k < 1.
Como k depende del parámetro h, dividimos en varios casos.

Si h ∈ (−2M/π, 0), entonces k ∈ (0, 1), por lo que la solución a la ecuación (2.17)
es

senq̃ = sn(2
√

πMτ, k) . (2.19)

Para h = 0 resulta que k = 0, por lo que hacemos el ĺımite sobre la función seno
eĺıptico cuando el módulo tiende a cero, es decir, (2.18) es equivalente a

senq̃ = sen(2
√

πMτ) . (2.20)

Para el valor h = −2M/π resulta que k = 1 y de la misma forma que en el caso
anterior, hacemos el ĺımite sobre la función seno eĺıptico cuando el módulo tiende
a uno, obteniendo

senq̃ = tanh(2
√

πMτ) . (2.21)

En este mismo caso está la única solución de equilibrio, dada por q̃(τ) ≡ π/2.

Por último, si h ∈< −2M/π, entonces k > 1. Utilizamos la transformación sobre
el módulo K = 1/k y aśı K ∈ (0, 1) y a partir de la igualdad (1.34), obtenemos

senq̂ = sn(2
√

πMτ, k) (2.22)

= Ksn

(

2
√

πMτ

K ,K
)

=

√

2M

−hπ
sn

(

π
√
−2hτ,

√

2M

−hπ

)

.

Como las funciones (2.15) y (2.17) son primeras integrales para el sistema, las cuales
son equivalentes salvo la traslación q 7→ q̃ − π/2, encontramos las soluciones como
funciones de τ , para cada valor fijo de la enerǵıa h. Una vez que conseguimos las
soluciones de la ecuación (2.17), las soluciones a la ecuación (2.15) están dadas por
q(τ) = q̃(τ) − π

2
.

Con las soluciones definidas en ciertos intervalos de tiempo podemos extender la
dinámica para todo tiempo y esta extensión consiste en “pegar”soluciones: una solución
que termina en el instante tc con otra que empieza en tc, en el mismo nivel de enerǵıa h.
Sólo existen dos maneras de “pegar”las soluciones; la primera de éstas es imitando un
rebote elástico para el cuerpo libre y la segunda es continuando el movimiento a través
del cuerpo fijo, como si no existiera ningún impedimento para continuar su trayectoria.

Dependiendo del tipo de “pegado”que realicemos es la regularidad de la regularización.
Si hacemos la continuación de las soluciones simulando un rebote elástico entre las masas
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la regularización es de clase C0 solamente. Esto por que la solución es continua para todo
tiempo respecto de la posición, pero su primera derivada no lo es justo en el “pegado”ya
que, al representar un rebote, el signo de la velocidad del cuerpo en movimiento cambia
instantáneamente. Por otra parte, si continuamos las soluciones como si atravesáramos
el cuerpo fijo, la regularización resulta ser al menos C1. Como no consideramos este
planteamiento en el presente trabajo no ahondamos más en el tema.

Congruentes con la interpretación f́ısica del problema, escribimos las soluciones con
el “pegado”que involucra a los rebotes elásticos. Para continuar las soluciones en este
sentido, explotamos las simetŕıas y periodicidades de las funciones eĺıpticas. Además,
tenemos presente que la función ráız cuadrada y la inversa de la función seno son
funciones multivaluadas; seleccionamos previamente el rango adecuado: el intervalo [0,∞)
es el rango para la ráız cuadrada y [−π/2, π/2] es el rango para la inversa de la función
seno. Como lo hicimos en la sección 2.2, clasificamos las soluciones según el valor de h.

1. Para h > −2M/π obtenemos las soluciones que llamamos soluciones hiperbólicas,
dadas por tres tipos de funciones que denotamos por qH1, qH2 y qH3.

Si h ∈ (−2M/π, 0), siguiendo (2.19),

qH1(τ) =































arcsen
(

sn
(

2
√

πMτ,
√

−hπ
2M

))

− π
2
, si τ ∈ Am1 ,

−arcsen
(

sn
(

2
√

πMτ,
√

−hπ
2M

))

+ π
2
, si τ ∈ Am2 ,

−arcsen
(

sn
(

− 2
√

πMτ,
√

−hπ
2M

))

+ π
2
, si τ ∈ Bm1 ,

arcsen
(

sn
(

− 2
√

πMτ,
√

−hπ
2M

))

− π
2
, si τ ∈ Bm2 .

Si h = 0, de la expresión (2.20),

qH2(τ) = arcsen(sen(2
√

πMτ)) ,

para toda τ ∈ R.

Si h ∈ (0,∞), de la expresión (2.16),

qH3(τ) = arcsen
(

sn
(√

2π
√

2M + hπτ,

√

hπ

2M + hπ

))

,

para toda τ ∈ R.

2. Para h = −2M/π obtenemos las soluciones que llamamos soluciones parabólicas,
que a partir de (2.21) son de dos tipos, que denotamos por qP1 y por qP2:

qP1(τ) =

{

arcsen(tanh(2
√

πMτ)) − π
2
, si τ ∈ [0,∞) ,

arcsen(tanh(−2
√

πMτ)) − π
2
, si τ ∈ (−∞, 0] ,

y

qP2(τ) =

{

−arcsen(tanh(2
√

πMτ)) + π
2
, si τ ∈ [0,∞) ,

−arcsen(tanh(−2
√

πMτ)) + π
2
, si τ ∈ (−∞, 0] .

Además, en este nivel de enerǵıa está la única solución de equilibrio, q(τ) = 0 para
toda τ ∈ R.
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3. Para h ∈ (−∞,−2M/π), obtenemos las soluciones que llamamos soluciones eĺıpti-
cas, dadas a partir de (2.22), las cuales pueden ser de dos tipos, que denotamos
por qE1 y qE2:

qE1(τ) =







arcsen
(√

2M
−hπ

sn
(

π
√
−2hτ,

√

2M
−hπ

))

− π
2
, si τ ∈ Am ,

arcsen
(√

2M
−hπ

sn
(

− π
√
−2hτ,

√

2M
−hπ

))

− π
2
, si τ ∈ Bm .

y

qE2(τ) =







−arcsen
(√

2M
−hπ

sn
(

π
√
−2hτ,

√

2M
−hπ

))

+ π
2
, si τ ∈ Am ,

−arcsen
(√

2M
−hπ

sn
(

− π
√
−2hτ,

√

2M
−hπ

))

+ π
2
, si τ ∈ Bm .

Definimos los intervalos

Am = [2mTh, (2m + 1)Th, Bm = [(2m − 1)Th, 2mTh],
Am1 = [2m(Th/2), 2m(Th/2) + Th/4], Am2 = [2m(Th/2) + Th/4, (2m + 1)Th/2],
Bm1 = [(2m − 1)Th/2, 2m(Th/2) − Th/4], Bm2 = [2m(Th/2) − Th/4, 2m(Th/2)],

donde m ∈ Z y Th el peŕıodo correspondiente de cada solución, según el nivel de enerǵıa
en el que está definida.

Los peŕıodos Th los calculamos mediante una integral eĺıptica completa de primera
especie (véase la sección 1.8) y a continuación proporcionamos el cálculo respectivo para
obtener el peŕıodo,

Th =































2
π
√
−2h

∫ 2π

0
dθ

√

1− 2M
−hπ

sen2θ
, si h ∈

(

−∞,−2M
π

)

,

2√
π

∫ 2π

0
dθ√

1−−hπ
2M

sen2θ
, si h ∈

(

− 2M
π

, 0
)

,
√

π , si h = 0 ,
4√

2π
√

2M+hπ

∫ 2π

0
dθ

√

1− hπ
2M+hπ

sen2θ
, si h ∈ (0,∞) .

Más adelante, en la sección 2.6, explicamos el comportamiento cualitativo de cada
una de las soluciones. Para finalizar esta sección, a manera de resumen, escribimos los
resultados obtenidos hasta el momento.

Teorema 2.1 El problema de Kepler en S1 presenta las siguientes soluciones, según el
nivel de enerǵıa h:

Soluciones eĺıpticas qE1(τ) y qE2(τ) para h ∈ (−∞,−2M/π), con peŕıodo Th.

Soluciones parabólicas qP1(τ) y qP2(τ) y la solución de equilibrio q(τ) ≡ 0 para
h = −2M/π.

Soluciones hiperbólicas qH1(τ), qH2(τ) y qH3(τ) para h ∈ (−2M/π,∞), con peŕıodo
Th.

53



2.5. Análisis caulitativo del problema de Kepler en

S1 regularizado.

Realizando el “pegado”de soluciones que involucra a los rebotes elásticos, observamos
que el sistema determinado por la ecuación (2.15) presenta movimientos periódicos
siempre que h 6= −2M/π. Es decir, tanto las soluciones hiperbólicas como las eĺıpticas
son soluciones periódicas.

Las soluciones hiperbólicas representan movimientos del cuerpo libre con un recorri-
do completo del ćırculo entre cada rebote con el cuerpo fijo.

Las soluciones eĺıpticas representan movimientos del cuerpo con un recorrido menor
a la mitad del ćırculo entre cada rebote con el cuerpo fijo.

Las únicas soluciones no periódicas son las parabólicas, que representan movimientos del
cuerpo libre asintóticos al punto de equilibrio para tiempo infinito (positivo y negativo),
rebotando una sola vez el cuerpo libre con el cuerpo fijo.

- Π2 0 Π

2

-2 Π

0

2 Π

q

p h < -
2 M

Π

h > -
2 M

Π

h = -
2 M

Π

(a) Retrato fase. (b) Cilindro infinito abierto con dos
puntos en la frontera.

Figura 2.3: Órbitas del problema de Kepler en S1 regularizado.
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En la figura 2.3 mostramos el espacio fase de las órbitas determinadas por las
soluciones al problema de Kepler en S1 regularizado. El espacio fase está definido en
{(

−π

2
,
π

2

)

× R

}

∪
{(

−π

2
, 2
√

πM
)

,
(

−π

2
,−2

√
πM

)

,
(π

2
, 2
√

πM
)

,
(π

2
,−2

√
πM

)}

.

La estructura topológica del espacio fase corresponde a un cilindro infinito abierto con
dos puntos en la frontera, como mostramos en la figura 2.3.

2.6. Soluciones del problema de 2 cuerpos en S1 regu-

larizado y su dinámica cualitativa.

Conocemos q(τ) para cada nivel de enerǵıa en el problema de Kepler en S1 regulariza-
do y por consiguiente podemos mostrar las soluciones para el sistema (2.6), pero regulari-
zado. Recordamos que el sistema (2.6) es el problema de 2 cuerpos en S1 con centro en
el centro de masa, por lo que definimos las respectivas variables regularizadas con origen
en el centro de masa:

qcm1(τ) = −m2

M
q(τ) , qcm2(τ) =

m1

M
q(τ) . (2.23)

Sabemos que el espacio de configuración para q es Q̂ = [−π/2, π/2], entonces los
respectivos espacios de configuración para qcm1 y para qcm2 corresponden a los intervalos
[−(m2π)/(2M), (m2π)/(2M)] y [−(m1π)/(2M), (m1π)/(2M)]. Pero estos espacios de
configuración están sobrepuestos debido a la regularización realizada. Además el centro
de masa del sistema (2.6) está, después de la regularización, en π/2 (−π/2). Por estas
razones trasladamos (2.23) sobre S1 para que correspondan f́ısicamente con los espacios
de configuración respectivos a θcm1 y θcm2 mencionados en la sección 2.1. Aśı definimos

q1 = qcm1 +
π

2

(

1 − m2

M

)

y q2 = qcm2 −
π

2

(

1 − m1

M

)

,

por lo tanto,

q1 ∈
[π

2

(m1 − m2

M

)

,
π

2

]

y q2 ∈
[

− π

2
,
π

2

(m1 − m2

M

)]

.

Las colisiones suceden en el centro de masa (cm) fijo en π/2 (−π/2) y en el centro
de masa ficticio (cmf) ubicado en (π/2)[(m1 − m2)/M ]. Véase la figura 2.4.

Finalmente podemos enunciar un teorema que engloba todos los resultados anteriores
y que muestra expĺıcitamente las soluciones al problema de 2 cuerpos en S1 regularizado.

Teorema 2.2 El problema de 2 cuerpos en S1 con centro de masa fijo tiene las siguientes
soluciones:

q1(τ) = −m2

M
q(τ) +

π

2

(

1 − m2

M

)

,

q2(τ) =
m1

M
q(τ) − π

2

(

1 − m1

M

)

,

siendo q(τ) la solución al problema de Kepler en S1 regularizado del teorema 2.1.
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S1

q1 q2

m2

m1

Π�2 H=-Π�2L

cm

0

Figura 2.4: Problema de 2 cuerpos en S1 regularizado con centro en el centro de masa
(cm).

La dinámica en el problema de 2 cuerpos en S1 regularizado consiste de movimientos
periódicos en el caso en que q(τ) es cualquier solución hiperbólica (q(τ) = qHi(τ) con
i = 1, 2, 3) o eĺıptica (q(τ) = qEi(τ), i = 1, 2), además de que q(τ) puede ser la solución
de equilibrio.

En el caso en que la solución q(τ) es hiperbólica, significa que los cuerpos rebotan en
el centro de masa y recorren en direcciones opuestas S1 hasta rebotar nuevamente
en el centro de masa ficticio, después regresan en direcciones opuestas al centro de
masa otra vez y repiten el movimiento indefinidamente.

El caso en que la solución q(τ) es eĺıptica, representa para los cuerpos dos clases
de movimientos y en ambos casos, los cuerpos rebotan periódicamente recorriendo
menos de la mitad del espacio S1 entre cada rebote. Una clase de movimiento
es cuando la colisión sucede en el centro de masa (cuando q(τ) = qE1(τ)) y la
otra clase de movimiento es cuando la colisión sucede en el centro de masa ficticio
(cuando q(τ) = qE2(τ)).

La solución de equilibrio q(τ) ≡ 0 representa posiciones fijas (posiciones de equili-
brio) para todo tiempo para los dos cuerpos. La posición fija para el cuerpo de
masa m1 es (π/2)(1−m2/M) y para el cuerpo de masa m2 es (−π/2)(1−m1/M),
las cuales son posiciones diametralmente opuestas.

Por otro lado, si la solución q(τ) fuera parabólica, entonces los movimientos de
los cuerpos son asintóticos a las posiciones de equilibrio de estos para tiempo infinito
(positivo o negativo), existiendo un rebote en todo el movimiento. Y de igual manera
que ocurre con las soluciones eĺıpticas, hay dos clases de movimientos, dependiendo del
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lugar donde se lleva a cabo el rebote elástico. Por un lado en el centro de masa del
sistema (cuando q(τ) = qP1(τ)) y por otro lado en el centro de masa ficticio (cuando
q(τ) = qP2(τ)).

De esta forma, tenemos descrita la dinámica global de los cuerpos que conforman el
problema de 2 cuerpos en S1 regularizado.

2.7. El péndulo simple en el plano.

Planteamos de manera breve el péndulo simple en el plano, para explicar la relación
existente entre éste y el problema de Kepler en S1 regularizado. Sugerimos revisar [32]
(pp. 98 - 156) para un estudio más completo sobre el péndulo simple.

El péndulo simple en el plano consiste de un cuerpo puntual de masa m sometido a
la fuerza de gravedad y en la que no se consideran otro tipo de fuerzas, con la restricción
de movimiento a un plano. Este cuerpo se encuentra suspendido en el extremo de una
cuerda inextendible de longitud l y de masa despreciable, cuyo otro extremo se encuentra
fijo; véase la figura 2.5. Este es un sistema mecánico conservativo y escribimos la ecuación
de la enerǵıa correspondiente:

1

2
ml2θ̇2 + mgl(1 − cos θ) = E . (2.24)

La posición del cuerpo de masa m está dada por el ángulo θ ∈ (−π, π] medido a partir
de un eje vertical y en sentido contrario a las manecillas del reloj, como se muestra
en la figura 2.5. La velocidad respecto del tiempo está indicada por el punto sobre θ.
La constante E corresponde a la enerǵıa del sistema y g corresponde a la constante de
gravedad, que en adelante la consideramos igual a 1.

S1

m
Θ

l

Figura 2.5: El péndulo simple en el plano.
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Manipulamos algebraicamente la ecuación (2.24) y utilizamos la identidad trigonomé-
trica cos A = 1 − 2sen2(A/2), para obtener

1

2
θ̇2 − 1

l

(

1 − 2sen2

(

θ

2

))

=
E − ml

ml2
. (2.25)

Hacemos los cambios de variables q = θ/2 y p = q̇ para escribir (2.25) como un sistema
hamiltoniano, con función de Hamilton H : Q× R → R,

H(q, p) =
1

2
p2 +

1

2l
sen2q =

E

4ml2
, (2.26)

donde el espacio de configuración Q es (−π/2, π/2].

Teorema 2.3 El problema de Kepler en S1 regularizado es un péndulo simple en el
plano para cada nivel de enerǵıa h.

Demostración. Comparamos la ecuación (2.17) correspondiente al problema de Kepler
en S1 regularizado con la ecuación (2.26) correspondiente al péndulo simple. Ambas
están definidas para q ∈ [−π/2, π/2]. Si en la ecuación (2.26) hacemos las sustituciones
l = −1/(2hπ2), E = 2M2/h2π3 y m = M obtenemos la ecuación (2.17). En otras
palabras, para cada valor fijo h en (2.17) estamos representando un péndulo simple
en el plano con longitud de cuerda l = −1/(2hπ2), con enerǵıa E = 2M2/h2π3 y con
masa m = M .

Definimos las funciones l : R r {0} → R r {0}, E : R r {0} → (0,∞) y también
T : R r {0} → (R r {0}) × (0,∞) como

l(h) = − 1

2hπ2
, E(h) =

2M2

h2π3
y T (h) =

(

l(h), E(h)
)

.

La función T es biyectiva porque la función l(h) es biyectiva y E(h) es sobreyectiva.
Aśı estamos mostrando que para cada valor de la energia h en el problema de Kepler en
S1 regularizado está asociado un único péndulo simple en el plano en un nivel de enerǵıa
E.

Partimos en tres casos.

Caso h < 0. Para cada valor h tenemos un péndulo simple en el plano de masa M ,
con longitud de cuerda l = −1/(2hπ2) y nivel de enerǵıa E = 2M2/h2π3.

Caso h > 0. En este caso también tenemos un péndulo simple, pero invertido. Para
entender esto, recordemos que las coordenadas en las que está definido el péndulo
simple son las coordenadas polares, donde la distancia al polo (origen radial) es
constante, correspondiendo a la longitud de la cuerda. De esta forma, la ecuación
(2.17) determina un péndulo simple con longitud de cuerda negativa. Si bien, esto
no tiene sentido f́ısico, en términos matemáticos si lo tiene. El cuerpo suspendido
de la cuerda se encuentra en el punto diametralmente opuesto al correspondiente
l = | − 1/(2hπ2)| con enerǵıa E = 2M2/h2π3. En otros términos, la gráfica de la
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función F (q) = (sen2q)/2l, que hace las veces de potencial en la ecuación (2.26),
se invierte respecto del eje q, por lo que los puntos máximos ahora son mı́nimos
y los puntos mı́nimos ahora son máximos. Esto impacta en la estabilidad de los
puntos de equilibrio, convirtiendo en inestable el punto estable y viceversa.

Caso h = 0. Este es un caso degenerado que separa los dos casos anteriores. Como
en h = 0 las funciones l(h) y E(h) no están definidas, tomamos los ĺımites h → 0+

y h → 0−. De esta manera, l → −∞ y l → +∞ respectivamente y E → +∞. Esta
información en la ecuación (2.17) nos dice que el cuerpo de masa en el problema de
Kepler en S1 regularizado se mueve con velocidad angular constante. En la ecuación
(2.26), estos datos eliminan a F (q), es decir, hacen cero la función relacionada con
el potencial del sistema. Esto quiere decir que el péndulo no estaŕıa sujeto a ninguna
fuerza y por lo tanto el movimiento es uniforme en la coordenada angular.

❑
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Caṕıtulo 3

Regularización global y simpléctica
en espacios unidimensionales de
curvatura 0 ó 1.

En este caṕıtulo presentamos una generalización de la regularización simpléctica
utilizada en el caṕıtulo anterior para el problema de 2 cuerpos en S1. Esta regularización
funciona para las singularidades debidas a colisiones binarias que se presentan en una
clase especial de problemas restringidos de 3 cuerpos con la caracteŕıstica de que preserva
la estructura hamiltoniana del problema. Las colisiones binarias que se regularizarán son
aquellas en las que interviene el cuerpo con masa infinitesimal con alguna de los cuerpos
primarios, en donde todos los cuerpos están constreñidos a moverse en un espacio de
una dimensión con curvatura 0 ó 1 (recta o ćırculo).

3.1. Problema restringido de 3 cuerpos en espacios

de dimensión uno con curvatura 0 ó 1.

Comenzamos planteando el problema de n cuerpos, como está definido en el caṕıtulo
en la sección 1.3, es decir, consideramos el sistema

miẍi =

N
∑

j=1,j 6=i

Gmimj(xj − xi)

‖xj − xi‖3
, (3.1)

para i = 1, 2, · · · , n (n ∈ N), donde ‖ · ‖ indica una norma adecuada.
La regularización que desarrollamos a continuación la aplicamos para el movimiento

de la masa infinitesimal en el problema restringido de 3 cuerpos, como está definido en
el caṕıtulo 1 sección 1.6, dispuesto en un espacio de una dimensión con curvatura 0 ó 1.
De esta forma estamos estudiando el problema restringido de 3 cuerpos planteado en
una ĺınea recta o en un ćırculo de radio uno. Siguiendo (3.1) escribimos la ecuación de
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movimiento para la part́ıcula infinitesimal, con posición x, como

ẍ =

K
∑

i=1

mi(xi(t) − x)

|xi(t) − x|3 −
K+L
∑

j=K+1

mi(x − xj(t))

|x − xj(t)|3
. (3.2)

Las funciones xi(t), i = 1, . . . , K+L, son las posiciones de los cuerpos primarios definidas
previamente. Todas las variables están en R y por lo tanto podemos suponer, sin perder
generalidad, que

x1(t) ≥ . . . ≥ xK(t) ≥ x ≥ xK+1(t) ≥ . . . ≥ xK+L(t),

con K ∈ {0, 1, 2} y L ∈ {2 − K, 2}. Hacemos y = ẋ para escribir (3.2) como un sistema
hamiltoniano con la función de Hamilton H : R × R × R → R como

H(x, y, t) =
y2

2
−

K
∑

i=1

mi

xi(t) − x
−

K+L
∑

i=K+1

mi

x − xi(t)
. (3.3)

Enfatizamos que debido a que el problema está en un espacio unidimensional es
posible distinguir entre fuerzas positivas y fuerzas negativas como está en la ecuación
(3.2) y en este sentido, la enerǵıa potencial en el hamiltoniano (3.3) dada por la función
V : R × R → R,

V (x, t) = −
K
∑

i=1

mi

xi(t) − x
−

K+L
∑

i=K+1

mi

x − xi(t)
,

está compuesta por dos sumas, una formada por todos los términos que se derivan de las
fuerzas positivas actuando sobre la part́ıcula infinitesimal y otra formada por aquellos
términos que provienen de las fuerzas negativas.

Ahora evidenciamos que las ecuaciones que acabamos de escribir efectivamente repre-
sentan las ecuaciones de movimiento para el problema que nos concierne, ya sea en una
recta (la recta real R) o en un ćırculo de radio uno (S1).

Si el problema se encuentra dispuesto en la recta R, el cuerpo de masa infinitesimal
es atráıdo por cada cuerpo primario en una sola dirección; los cuerpos primarios
con posición xi, i = 1, . . . , K, atraen en dirección positiva al cuerpo secundario y
los cuerpos primarios xj , j = K +1, . . . , K +L, lo hacen en dirección negativa. En
este caso L = 2 − K y la métrica que consideramos es la norma euclideana; véase
la figura 3.1.

Si el problema está dispuesto en S1, el cuerpo secundario es atráıdo hacia dos
direcciones por cada cuerpo primario, debido a la naturaleza del espacio, tal como
hicimos en el planteamiento del problema de 2 cuerpos en S1 en el caṕıtulo 2
(véase la figura 3.1). Aśı, cada cuerpo primario atrae en sentido positivo y en
sentido negativo al cuerpo secundario. En otras palabras, la fuerza total que actúa
sobre la masa infinitesimal debido al cuerpo primario de masa mj está compuesta
por dos fuerzas, una positiva y otra negativa, dadas por

Fj(x, xj(t)) =







mj
xj(t)−x

||xj(t)−x||3 − mj
2π−(xj(t)−x)

||2π−(xj(t)−x)||3 xj(t) ≥ x,

−mj
x−xj(t)

||x−xj(t)||3 + mj
2π−(x−xj(t))

||2π−(x−xj(t))||3 xj(t) ≤ x.
(3.4)
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Si hacemos los cambios yi(t) = xj(t) junto con yk(t) = xj(t)−2π o yk(t) = 2π+xj(t)
con los sub́ındices adecuados, obtenemos dos términos como los que están en la
ecuación (3.2). En este caso, las variables xj están medidas en radianes, la norma
corresponde a la longitud de arco, K = 2 y por lo tanto L = 2. Además, en
las ecuaciones (3.2) y (3.3) las masas m1 y m2 aparecen dos veces, pero con otro
sub́ındice, pero sabemos que m1 = m3 y m2 = m4, a partir de (3.4).

xx1HtL x2HtL

R

(a) En R.

S1

x2HtL x1HtL

x

(b) En S1.

Figura 3.1: Ĺıneas de acción de las fuerzas para el problema de 3 cuerpos restringido en
R y en S1.

Aclaramos que la forma en la que planteamos las ĺıneas de acción de las fuerzas,
como están representandas en la figura 3.1, no es única. La discusión sobre la elección
del potencial en el hamiltoniano 3.3 está en la introducción de este trabajo.

3.2. Regularización global y simpléctica.

El objetivo en este caṕıtulo es la regularización del hamiltoniano (3.3) de forma global
y simpléctica. El espacio de configuración para el cuerpo secundario es Q = W r∆, con
W un subconjunto conexo de R o de S1 según sea el caso (Q ⊂ R o Q ⊂ S1 según sea el
caso). El conjunto de singularidades está dado por ∆ = {x|x = xi, i = 1, . . . , K + L} y
este conjunto contiene tanto las singularidades debidas a colisiones dobles como aquellas
que son debidas a colisión triple. Las singularidades que removemos son las que provienen
de colisiones dobles, es decir, haremos un conjunto regular el conjunto definido como
∆K,K+1 = {x|x = xK ox = xK+1}, sabiendo que ∆K,K+1 ⊂ ∆. Escribimos nuevamente
el conjunto de singularidades debidas a colisiones dobles, pero ahora hacemos evidente
la dependencia expĺıcita respecto del tiempo,

∆K,K+1(t) = {x|x = xK(t) o x = xK+1(t)} ,
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enfatizando que este conjunto depende de las posiciones que presentan los cuerpos
primarios en el tiempo t.

El término “global” en este contexto significa que mediante una transformación de
coordenadas convertimos todas las singularidades de interés, es decir, aplicamos la misma
operación para todas las singularidades. El término simpléctico significa que conservamos
la estructura hamiltoniana de las ecuaciones. Realmente, lo que hacemos es convertir
las singularidades en puntos regulares, simulando un rebote elástico entre los cuerpos
o suponiendo que no existe impedimento para continuar el movimiento en la misma
dirección, pegando las soluciones que terminan en colisión con las soluciones adecuadas
que comienzan en expulsión. De esta forma, vamos a poner especial atención en los
términos que contienen xK y xK+1 en el hamiltoniano (3.3), porque en estos términos se
encuentran las singularidades que vamos a tratar.

Al igual que hicimos en el caṕıtulo anterior, retomamos las ideas que se muestran en
[31]. Comenzamos introduciendo el cambio de variables donde incluimos la dependencia
expĺıcita del tiempo, porque a diferencia de lo que hicimos en el caṕıtulo 2 sección 2.3,
las singularidades dependen expĺıcitamente del tiempo. El cambio está definido por las
funciones f : Q× R → R y g : Q× R → R como

q = f(x, t) y
dx

ds
= g(x, t)

dx

dt
. (3.5)

La segunda ecuación en (3.5) indica una reparametrización del tiempo, es decir,

dt

ds
= g(x, t). (3.6)

Suponemos que las funciones f y g son al menos de clase C1. Directamente escribimos
la transformación de coordenadas E : Q× R × R → R × R como

E(x, y, t) =

(

f(x, t), g(x, t)

(

∂f

∂x
y +

∂f

∂t

))

= (q, p). (3.7)

Ahora (q, p) son las nuevas coordenadas, posición y velocidad, para el cuerpo secundario
en el nuevo tiempo s.

Teorema 3.1 La transformación E es una regularización global y simpléctica para el
hamiltoniano H dado por (3.3) si las funciones g : Q× R → R y f : Q× R → R están
definidas como

g(x, t) = a(xK(t) − x)α(x − xK+1(t))
β y f(x, t) =

∫

dx
√

g(x, t)
,

para valores α, β ∈ {0, 1, . . .}, con α + β > 0 y a > 0.

Demostración. Comenzamos por mostrar que la transformación E es simpléctica. Denota-
mos por J la matriz simpléctica y por D(x,y)E la matriz jacobiana de E, entonces

J =

(

0 1
−1 0

)

, D(x,y)E =

( ∂f
∂x

∂f
∂y

∂
∂x

[

g(x, t)
(

y ∂f
∂x

+ ∂f
∂t

)]

g(x, t)∂f
∂x

)

.

63



Siguiendo la definición 1.3, la transformación E es simpléctica si y solamente si se cumple
(D(x,y)E)T J(D(x,y)E) = J , donde (·)T significa la transpuesta de la matriz. Operando
esta condición sabemos que E es simpléctica si se cumple la relación

[

∂f

∂x

]2

g(x, t) = 1,

por tanto,

f(x, t) =

∫

dx
√

g(x, t)
.

Una vez que la condición de simplecticidad ha quedado establecida, podemos hablar de
la inversa de E (localmente), aquella transformación Z : R × R × R → Q× R tal que
Z(E(x, y, t), t) = (x, y). Luego introducimos el cambio de variables en el hamiltoniano
(3.3) obteniendo el nuevo hamiltoniano H : R × R × R → R,

H(q, p, s) := H(Z(q, p, t), t) + R(q, p, t) (3.8)

= H
(

f−1(q,t), p√
g(f−1(q,t),t)

− ∂f
∂t

√
g(f−1(q,t),t),t

)

+ R(q, p, t)

=
1

2

(

p
√

g(f−1(q, t), t)
− ∂f

∂t

√

g(f−1(q, t), t)

)2

−
K
∑

i=1

mi

xi(t) − f−1(q, t)
−

K+L
∑

i=K+1

mi

f−1(q, t) − xi(t)
+ R(q, p, t).

La función resto R(q, p, t) (R : R × R × R → R) se agrega ya que la transformación E
depende expĺıcitamente del tiempo t (véase el caṕıtulo 1 la sección 1.2). Es importante
resaltar que el nuevo hamiltoniano depende del nuevo tiempo s, manteniendo en mente
la relación (3.6).

Definimos la nueva relación

g(x, t) = a(xK(t) − x)α(x − xK+1(t))
β .

Multiplicamos la ecuación (3.8) por el factor g(x, t) para obtener la regularización del
hamiltoniano H. Para facilitar la manipulación algebraica introducimos la notación
A = (xK(t) − f−1(q, t)) y B = (f−1(q, t) − xK+1(t)), aśı

aAαBβH(q, p, s) =
p2

2
+ aAαBβp

∂f

∂t
+

1

2
(aAαBβ)2

(

∂f

∂t

)2

−
K−1
∑

i=1

aAαBβmi

xi(t) − f−1(q, t)
−

K+L
∑

i=K+2

aAαBβmi

f−1(q, t) − xi(t)

− mKaAα−1Bβ − mK+1aAαBβ−1 + aAαBβR(q, p, t).
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Pasando todos los términos del lado derecho de la última igualdad obtenemos un nuevo
hamiltoniano regularizado en el nivel fijo de enerǵıa cero, es decir, la nueva función
H̃ : Q̃ × R × R → 0 es

0 ≡ H̃(q, p, s) =
p2

2
+

1

2
aA2αB2β

(

∂f

∂t

)2

+ aAαBβp
∂f

∂t

− mKaAα−1Bβ − mK+1aAαBβ−1 −
K−1
∑

i=1

aAαBβmi

xi(t) − f−1(q, t)

−
K+L
∑

i=K+2

aAαBβmi

f−1(q, t) − xi(t)
+ aAαBβR(q, p, t) − aAαBβH(q, p, s) . (3.9)

El espacio de configuración Q = W r ∆ quedó transformado en Q̃.
Hemos quitado las dos singularidades debidas a colisiones binarias con una sola

transformación de variables, por eso decimos que E es global. El nuevo hamiltoniano H̃
depende del hamiltoniano anterior H que no es una primera integral.

El último paso es la determinación de la función resto. A partir de la sección 1.2
sabemos que

∂E

∂t
(x, y, t)

∣

∣

∣

(x,y)=Z(q,p,t)
= J∇(q,p)R(q, p, t),

por lo que basta hacer los cálculos indicados y obtenemos

R(q, p, t) = −
∫

(

∂E2

∂t
(x, y, t)

∣

∣

∣

∣

∣

(x,y)=Z(q,p,t)

)

dq +

∫

(

∂E1

∂t
(x, y, t)

∣

∣

∣

∣

∣

(x,y)=Z(q,p,t)

)

dp

+

∫

(

∂

∂p

(

∫

[

∂E2

∂t
(x, y, t)

∣

∣

∣

∣

∣

(x,y)=Z(q,p,t)

]

dq

))

dp + C(t), (3.10)

donde E(x, y, t) = (E1(x, y, t), E2(x, y, t)) y C(t) es una constante de integración.

❑

De esta manera, la ecuación (3.9) describe la dinámica para el cuerpo secundario para
todo tiempo, mientras que no ocurran más que colisiones binarias entre los primarios y
el cuerpo de masa despreciable.

El siguiente corolario muestra los tipos de transformaciones que se obtienen al variar
los valores de los parámetros α y β en el teorema 3.1.

Corolario 3.1 Con las mismas hipótesis del teorema 3.1:

Si α = 0 y β = 1 ó α = 1 y β = 0, entonces la transformación E determina una
regularización del tipo Levi-Civita.

Si α = 1 y β = 1, entonces la medida de Lebesgue del nuevo espacio de configuración
Q̃ es finito. Más aún, Q̃ = [−π/2, π/2].
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Para cualquier otra elección, la medida de Lebesgue del nuevo espacio de configura-
ción Q̃ es infinita y p → 0 cuando q → +∞(−∞).

Demostración. Escribimos las funciones f y g definidas en el teorema 3.1. Para distinguir
fácilmente cada uno de los casos usamos la notación fα,β y gα,β según los valores α y β.
Dividimos en tres partes la demostración.

1. Si α = 0 y β = 1 ó α = 1 y β = 0, las funciones son

g1,0(x, t) = a(xK(t) − x), f1,0(x, t) = −2
√

a(xK (t)−x)

a
,

g0,1(x, t) = a(x − xK+1(t)), f0,1(x, t) =
2
√

a(x−xK+1(t))

a
.

Escribimos la función inversa de f1,0 y de f0,1 y las componemos con la funciones
g1,0 y g0,1 respectivamente como sigue:

f−1
1,0 (q, t) = −aq2

4
+ xK(t) g1,0(f

−1
1,0 (q, t), t) = a2q2

4
,

f−1
0,1 (q, t) = aq2

4
+ xK+1(t) g0,1(f

−1
0,1 (q, t), t) = a2q2

4
.

Salvo traslaciones (xK(t) en el primer caso y xK+1(t) en el segundo caso) y homote-
cias (el factor a2/4 en ambos casos), la transformación de coordenadas del teorema
3.1 es la misma transformación de Levi-Civita, que está expuesta en el caṕıtulo 1
sección 1.5. Agregamos las traslaciones porque no regularizamos en el origen, ya que
las singularidades dependen del tiempo. La homotecia es porque la transformación
tiene el carácter simpléctico.

2. Si α = 1 y β = 1, las funciones son

g1,1(x, t) = a(xK(t) − x)(x − xK+1(t)) ,

f1,1(x, t) = −sen−1

(

xK(t) + xK+1(t) − 2x

xK(t) − xK+1(t)

)

.

La función f1,1(x, t) es continua para x ∈ (xK+1, xK). Además, se satisfacen las
expresiones

ĺım
x→x−

K

f1,1(x, t) =
π

2
y ĺım

x→x+
K+1

f1,1(x, t) = −π

2
,

por lo tanto f : Q × R → Q̃, donde Q̃ = [−π/2, π/2] es el nuevo espacio de
configuración para la coordenada posición q.

3. Supongamos que α = 2 y β = 1, entonces las funciones son

g2,1(x, t) = a(xK(t) − x)2(x − xK+1(t))

y

f2,1(x, t) =
−1

√
a
√

xK(t) − xK+1(t)
ln

∣

∣

∣

∣

∣

√

x − xK+1(t) −
√

xK(t) − xK+1(t)
√

x − xK+1(t) +
√

xK(t) − xK+1(t)

∣

∣

∣

∣

∣

.

La función f2,1(x, t) es continua para x ∈ (xK+1, xK) y son verdaderas las expresiones
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f2,1(x, t) → +∞ cuando x → x−
K ,

f2,1(x, t) → 0 cuando x → x+
K+1.

Por lo tanto, el nuevo espacio de configuración para q es Q̃ = [0, +∞).

Análogamente hacemos para el caso α = 1 y β = 2, obteniendo que el nuevo
espacio de configuración para q es Q̃ = (−∞, 0].

Para los demás casos, distinguimos tres argumentos.

a) Para α > 2, con β = 1, sabemos que g2,1(x, t) ≥ gα,β(x, t) para x en
una vecindad de xk y una vecindad de xK+1. Esto implica que f2,1(x, t) ≤
fα,β(x, t) para x en las vecindades mencionadas. Por lo tanto se satistacen las
desigualdades

ĺım
x→x−

K

f2,1(x, t) ≤ ĺım
x→x−

K

fα,β(x, t)

y
ĺım

x→x+
K+1

f2,1(x, t) ≤ ĺım
x→x+

K+1

fα,β(x, t) .

Por consecuencia, el espacio de configuración contiene al espacio de configura-
ción del caso α = 2, β = 1.

b) Para β > 2 con α = 1 se sigue un razonamiento análogo al caso (a) con las
funciones g1,2(x, t) y f1,2(x, t).

c) Para α > 1 y β > 1 tenemos que

ĺım
x→x−

K

f(x, t) = ĺım
x→x−

K

∫ x

xo

du
√

g(u, t)
= +∞

y

ĺım
x→x+

K+1

f(x, t) = ĺım
x→x+

K+1

∫ xo

x

du
√

g(u, t)
= −∞ ,

con xo ∈ (xK+1, xK). Por lo tanto Q̃ = (−∞, +∞).

Finalmente, para todos los casos tales que α + β > 2, hacemos q → ±∞ (x → x−
K

o x → x+
K+1 ) en la ecuación (3.9). Sabemos que si x → x−

K o x → x+
K+1 entonces

A → 0+ y B → 0+ en la ecuación (3.9). Recordamos que esta ecuación esta
regularizada, por lo que todos los términos están acotados. Aśı concluimos que
p → 0.

❑

El primer caso presente en el corolario 3.1 ha sido ampliamente estudiado y un
ejemplo se encuentra en [22]. Una primera aplicación del segundo caso la hicimos en el
caṕıtulo anterior para el problema de 2 cuerpos en S1 y lo aplicamos nuevamente en
el problema restringido de 3 cuerpos en S1, problema que abordaremos en el siguiente
caṕıtulo.
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Antes de concluir este caṕıtulo, hacemos notar que si se conociera el movimiento de
n−1 part́ıculas en una recta o ćırculo siguiendo únicamente la segunda ley de Newton, el
estudio realizado en este apartado seŕıa muy útil para el estudio del respectivo problema
restringido de n cuerpos en R o en S1.

68



Caṕıtulo 4

Problema restringido de 3 cuerpos
en S1.

A partir de este caṕıtulo estudiamos el tema central del presente trabajo, el problema
restringido de 3 cuerpos en S1. Iniciamos planteando el problema y damos una clasifica-
ción de cuatro familias de subproblemas, según la trayectoria que siguen los cuerpos
primarios en el problema de 2 cuerpos en S1, el cual estudiamos completamente en el
caṕıtulo 2.

Después de analizar todas las posibles colisiones que se pueden llevar a cabo en el
problema restringido de 3 cuerpos en S1, aplicamos la regularización global y simpléctica,
desarrollada en el caṕıtulo 3, a las ecuaciones que determinan el problema para obtener
un hamiltoniano que describe la dinámica de la masa infinitesimal para todo tiempo en
el que no ocurra una colisión total que no pueda ser regularizable.

Posteriormente investigamos sobre la existencia de soluciones lineales en este proble-
ma y finalizamos con la compactación del espacio fase respectivo a las ecuaciones de
movimiento autónomas.

4.1. Planteamiento.

Consideramos tres cuerpos puntuales de masas m1, m2 y m constreñidos a moverse
en el ćırculo de radio uno S1 (centrado en el plano euclideano) bajo la influencia de
la ley de gravitación universal. Además, consideramos que el valor de la masa m es
despreciable respecto de las otras dos, como definimos los problemas restringidos de 3
cuerpos en el caṕıtulo 1 sección 1.6. De esta manera, los cuerpos de masas m1 y m2

conforman el problema de 2 cuerpos en S1 y los tres cuerpos conforman el problema
restringido de 3 cuerpos en S1 y el objetivo es determinar la dinámica para el cuerpo de
masa infinitesimal.

Siguiendo la segunda ley de Newton y el planteamiento que se presentó en el caṕıtulo
3 sección 3.1, escribimos la ecuación de movimiento para el cuerpo de masa m,

θ′′ = − m1

(θ − θ1)2
+

m1

[2π − (θ − θ1)]2
− m2

(θ − θ2)2
+

m2

[2π − (θ − θ2)]2
, (4.1)
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donde suponemos que el valor de la constante de gravitación universal es uno. Las
variables θ1, θ2 y θ representan las posiciones de los cuerpos de masas m1, m2 y m
respectivamente y θ1, θ2, θ ∈ [0, 2π]. Las comas ( ′′ ) sobre las variable θ denotan la
derivada respecto del tiempo cada una. Las fuerzas entre los cuerpos se extienden sobre
S1, en ambas direcciones, como lo mostramos en la figura 4.1.

S1

Θ1

Θ2

m1

m2

Θ

m

Figura 4.1: Problema restringido de 3 cuerpos en S1.

El sistema (4.1) lo reescribimos como un sistema con el centro de masa de los cuerpos
fijo, es decir,

ẍ =
m1

(q1 − x)2
− m1

[π − (q1 − x)]2
− m2

(x − q2)2
+

m2

[π − (x − q2)]2
. (4.2)

Sabemos que el centro de masa para este sistema de cuerpos depende de m1 y m2

solamente, por que m es despreciable. Por esta razón la ecuación (4.2) está escrita en
las coordenadas correspondientes a los cuerpos primarios que describen el problema de
2 cuerpos en S1 regularizado con el centro de masa fijo. Aśı, la ecuación (4.2) está en
términos de q1 y q2, que son las coordenadas de posición de los cuerpos de masas m1 y
m2. La variable x define la posición del cuerpo secundario en el intervalo [−π/2, π/2],
ya que es el intervalo donde están definidas q1 y q2, que son variables regularizadas. La
derivada respecto del tiempo τ la denotamos por (˙). Observemos la figura 4.2 para una
mejor comprensión.

Con el fin de reducir parámetros, hacemos la masa total igual a uno, definiendo
m1 = µ y m2 = 1 − µ, con µ ∈ (0, 1). Las variables q1 y q2 son funciones ya conocidas y
están dadas en el teorema 2.2 y son dependientes de la variable independiente τ . Ahora
definimos ẋ = y para escribir la ecuación (4.2) como un sistema hamiltoniano de un
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grado de libertad no autónomo, es decir,

ẋ = y , (4.3)

ẏ =
µ

(q1(τ) − x)2
− µ

[π − (q1(τ) − x)]2
− 1 − µ

(x − q2(τ))2
+

1 − µ

[π − (x − q2(τ))]2
,

con la respectiva función de Hamilton H : Q× R × R → R,

H(x, y; τ) =
y2

2
− µ

q1(τ) − x
− µ

π − (q1(τ) − x)
− 1 − µ

x − q2(τ)
− 1 − µ

π − (x − q2(τ))
. (4.4)

El espacio de configuración es Q = [−π/2, π/2] r ∆, donde

∆(τ) = {x|x = q1(τ), x = q2(τ), x = q1(τ) − π, x = q2(τ) + π} .

El conjunto de singularidades es dependiente de la variable τ .
Del teorema 2.2, en el sistema (4.3) y en la función (4.4), las posiciones de los cuerpos

primarios están dadas por las funciones

q1(τ) = −(1 − µ)r(τ) + µπ/2 , q2(τ) = µr(τ) − (π/2)(1 − µ) ,

donde la solución al problema de Kepler en S1 regularizado la denotamos por r(τ) (antes
q(τ)) en este caṕıtulo.

Según la solución que representa r(τ) para el problema de Kepler en S1 regularizado
es el tipo de problema que se establece en el sistema (4.3). Aśı, clasificamos en cuatro
subproblemas el problema restringido de 3 cuerpos en S1:

S1

q1 q2

1-Μ

Μ

x

m

Π�2 H=-Π�2L

cm

0

Figura 4.2: Problema restringido de 3 cuerpos en S1 con centro de masa (cm) fijo.
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Llamamos problema hiperbólico restringido de 3 cuerpos en S1 si r(τ) es una
solución hiperbólica.

Llamamos problema parabólico restringido de 3 cuerpos en S1 si r(τ) es una
solución parabólica.

Llamamos problema eĺıptico restringido de 3 cuerpos en S1 si r(τ) es una solución
eĺıptica.

Llamamos problema restringido de 3 cuerpos en S1 con dos centros fijos si r(τ) es
la solución de equilibrio.

4.2. Colisiones regularizables.

De la expresión (4.4), sabemos que el hamiltoniano que describe la dinámica del
problema restringido de 3 cuerpos en S1 es

H(x, y; τ) =
y2

2
− µ

µπ
2
− (1 − µ)r(τ) − x

− µ

(1 − µ)r(τ) + π
2
(2 − µ) + x

− 1 − µ

x − µr(τ) + π
2
(1 − µ)

− 1 − µ
π
2
(1 + µ) + µr(τ) − x

. (4.5)

Esta función proviene de la segunda ley de Newton F (x, τ) = mẍ, es decir,

F (x, τ) =
mµ

(µπ
2
− (1 − µ)r(τ) − x)2

− mµ

[(1 − µ)r(τ) + π
2
(2 − µ) + x]2

− m(1 − µ)

(x − µr(τ) + π
2
(1 − µ))2

+
m(1 − µ)

[π
2
(1 + µ) + µr(τ) − x]2

, (4.6)

donde F : Q × R → R es la función que representa la fuerza total sobre el cuerpo
secundario. Las funciones (4.5) y (4.6) presentan varias singularidades. Estas singularida-
des son debidas a colisiones entre los cuerpos; de hecho

∆ = ∆(τ)

=
{

x|x = µ
π

2
−(1−µ)r(τ),−(1−µ)r(τ)−π

2
(2−µ), µr(τ)−π

2
(1−µ),

π

2
(1+µ)+µr(τ)

}

.

(4.7)

El conjunto de singularidades indica que el sistema de cuerpos puede presentar colisiones
dobles y triples, en las que participa el cuerpo secundario y los cuerpos primarios.
Recordamos que los cuerpos primarios se mueven en órbitas regularizadas, por lo que
las colisiones que estudiamos son en las que participa el cuerpo secundario.

Analizamos por separado las colisiones dobles y las colisiones triples.
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1. Las colisiones dobles ocurren cuando el cuerpo secundario está en la misma posición
de uno y sólo uno de los cuerpos primarios, es decir, cuando x = µπ

2
− (1− µ)r(τ)

o cuando x = µr(τ)− π
2
(1− µ), para algún τ , correspondiendo a la colisión con el

cuerpo primario de masa µ y con el de masa 1− µ respectivamente. Expandiendo
en serie de Taylor la función (4.6) alrededor del valor x = µπ

2
−(1−µ)r(τ) tenemos

que

F (x, τ) =
mµ

(

x − µπ
2

+ (1 − µ)r(τ)
)2 − m(1 − µ)

(

π
2
− x
)2 +

m(1 − µ)
(

π
2

+ x
)2 − mµ

π2
(4.8)

+O
(

x − µ
π

2
+ (1 − µ)r(τ)

)

y alrededor del valor x = µr(τ) − π
2
(1 − µ) obtenemos

F (x, τ) = − m(1 − µ)
(

x − µr(τ) + π
2
(1 − µ)

)2 +
mµ

(

π
2
− x
)2 − mµ

(

π
2

+ x
)2 (4.9)

+
m(1 − µ)

π2
+ O

(

x − µr(τ) +
π

2
(1 − µ)

)

.

Las funciones (4.8) y (4.9) indican que mientras el cuerpo secundario está muy
cerca de alguno de los cuerpos primarios, predomina una fuerza sobre las demás
y ésta es una de las fuerzas que ejerce el cuerpo primario más cercano. Por lo
tanto, basta modificar este término para regularizar las singularidades debidas a
las colisiones binarias.

2. Las colisiones triples ocurren cuando los tres cuerpos se encuentran en la misma
posición. Por la disposición de las masas en el problema, existen tres posibles
colisiones triples.

a) Dos de las colisiones triples suceden en el centro de masa, cuando uno de los
cuerpos primarios queda entre los dos cuerpos restantes.

b) La otra posible colisión triple ocurre en el centro de masa ficticio, cuando la
masa secundaria queda entre los cuerpos primarios.

El caso (a) se refiere al momento en que los cuerpos primarios están colisionando
en π/2 (−π/2 ), o sea, cuando r(τc) = −π/2 para algún τc. Esto convierte a la
función (4.6) en la siguiente

F (x, τc) =
m

(

π
2
− x
)2 − m

(

π
2

+ x
)2 , (4.10)

la cual es la fuerza que ejerce un cuerpo de masa 1 fijo en el centro de masa sobre el
cuerpo secundario. En otras palabras, este tipo de colisiones “asemejan”colisiones
dobles y la función (4.10) da lugar a un problema de 2 cuerpos en el ćırculo (no
necesariamente de radio 1), donde todas las colisiones son regularizables. El caso
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(2) no es regularizable por la siguiente razón: la colisión se lleva a cabo en la
posición (2µ − 1)π/2, por eso en ese instante r(τc) = π/2 para algún τc y se
tiene que x = q1 = q2 = (2µ − 1)π/2. Resulta que ĺımr→π/2,x→(2µ−1)π/2 F (x, τ) no
está determinado y por lo tanto no podemos controlar la velocidad del cuerpo
secundario en este tipo de colisiones con el mecanismo desarrollado hasta ahora.

4.3. Regularización.

En esta sección mostramos la transformación de la función (4.5) en otra que no
presenta singularidades debidas a las colisiones binarias y a las colisiones triples en el
centro de masa (las que se asemejan a las colisiones binarias), para poder interpretar las
colisiones como rebotes elásticos entre los cuerpos. De esta forma podemos continuar el
movimiento del cuerpos con masa despreciable hasta el momento en el que ocurra una
colisión total en el centro de masa ficticio.

Los denominadores que se anulan por la colisión binaria entre el cuerpo de masa
infinitesimal con alguno de los cuerpos primarios son (q1(τ) − x) y (x − q2(τ)) en (4.4),
es decir, los denominadores que indefinen el hamiltoniano (4.5) son [µπ

2
−(1−µ)r(τ)−x]

y [x − µr(τ) + π
2
(1 − µ)]. La transformación que hacemos regulariza la función (4.5) de

manera global.
El cambio de coordenadas que realizamos es

q = f(x, τ), y
dx

ds
= g(x, τ)

dx

dτ
,

donde incluimos, como lo hicimos en el caṕıtulo 3 sección 3.2, un cambio en la coordenada
independiente en la segunda ecuación, es decir, dτ/ds = g(x, τ). Hacemos la notación de
que este cambio de variables depende expĺıcitamente del tiempo, ya que es necesario que
éste haga regulares puntos singulares que dependen de τ , como lo señalamos al definir
∆ = ∆(τ) en (4.7). Aśı, la transformación que aplicamos es E : Q× R × R → R × R,

E(x, y, τ) =

(

f(x, τ), g(x, τ)

(

∂f

∂x
y +

∂f

∂τ

))

= (q, p). (4.11)

Las nuevas coordenadas (q, p), posición y velocidad, están definidas en el nuevo tiempo
s.

Lema 4.1 La transformación E dada en (4.11) es simpléctica y es una regularización
global para el hamiltoniano (4.5), si las funciones

f : Q× R → [−π/2, π/2] , g : Q× R → R

están definidas como

f(x, τ) = arcsen

(

2x − (2µ − 1)(π
2

+ r(τ))
π
2
− r(τ)

)

,

g(x, τ) =
(

µ
π

2
− (1 − µ)r(τ) − x

)(

(1 − µ)
π

2
− µr(τ) + x

)

.
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Demostración. Este es un caso particular del teorema 3.1. Primero observamos que el
hamiltoniano (4.5) está escrito como el hamiltoniano más general (3.3) con K = 2 y
L = 2. La transformación (4.11) es la misma transformación (3.7) del teorema 3.1.

Seleccionamos a = 1, α = 1 y β = 1 en el teorema 3.1 e identificamos

xK(τ) = µ
π

2
− (1 − µ)r(τ) , xK+1(τ) = µr(τ) − (1 − µ)

π

2

para definir la función

g(x, τ) =
(

µ
π

2
− (1 − µ)r(τ) − x

)(

(1 − µ)
π

2
− µr(τ) + x

)

.

Luego, la función f definida en el lema se obtiene al resolver la ecuación diferencial
dada en el teorema 3.1, es decir,

f(x, τ) =

∫

dx
√

g(x, τ)

=

∫

dx
√

(

µπ
2
− (1 − µ)r(τ) − x

)(

(1 − µ)π
2
− µr(τ) + x

)

= arcsen

(

2x − (2µ − 1)(π
2

+ r(τ))
π
2
− r(τ)

)

.

Por el teorema 3.1, sabemos que definidas aśı las funciones f y g, la transformación
E dada en (4.11) es una regularización global y simpléctica para el hamiltoniano (4.5).

Por último, por el corolario 3.1 (segundo inciso) sabemos que f : Q × R → Q̃, con
Q̃ = [−π/2, π/2].

❑

Aplicando las funciones dadas en el lema 4.1 en la expresión (3.9) obtenemos el
hamiltoniano (4.5) regularizado como una nueva función H̄ : Q̃ × R × R → 0 definida
como

0 ≡ H̄(q, p, s) =
1

16
(sen2q − 1)(π − 2r(τ))2

(

H− R(q, p, τ) − 4µ

(senq − 1)(π − 2r(τ))

− 4(µ − 1)

(1 + senq)(π − 2r(τ))
+

4µ

π(3 + senq) − 2(senq − 1)r(τ)
+

4(µ − 1)

π(senq − 3) − 2(1 + senq)r(τ)

− sec4 q(−8p cos q + cos2 q(1 − 2µ + senq)(π − 2r(τ))ṙ(τ))2

8(π − 2r(τ))2

)

, (4.12)

donde la función resto, que calculamos a partir de (3.10), es

R(q, p, t) =
2pṙ(τ)

π − 2r(τ)
(sec q − 2µ sec q + tan q)+

(

1

16
ṙ2(τ) +

1

32
πr̈(τ) − 1

16
r(τ)r̈(τ)

)

(cos2 q − 4senq + 8µsenq − sen2q) + C(τ).
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La transformación E que aplicamos establece como nuevo espacio de configuración
Q̃ = [−π/2, π/2] para el cuerpos secundario, pero recordamos que lo es hasta el instante
en el que ocurra una colisión triple en el centro de masa ficticio. Aunque aparentemente
Q̃ es el mismo que teńıamos antes de regularizar el hamiltoniano (4.5), no es aśı. En
este nuevo sistema coordenado, los cuerpos primarios se encuentran fijos en la frontera
del espacio de configuración, precisando q1(τ) ≡ π/2 y q2(τ) ≡ −π/2. De este modo, las
colisiones binarias entre la masa infinitesimal con cada uno de los primarios se llevan a
cabo en las posiciones fijas q = π/2 y q = −π/2.

Finalmente, sustituyendo la función resto R(q, p, τ) en (4.12), obtenemos el hamilto-
niano que describe la dinámica de la masa infinitesimal en el problema restringido de
3-cuerpos en S1 regularizado,

H̄(q, p, s) =
1

512

(

32(π − 2r(τ))2 cos2 qC(τ) − 32(π − 2r(τ))2 cos2 qH

− 128(senq − 1)(p2 + π(µ − 1) − 2(µ − 1)r(τ)) + 128(1 + senq)(p2 − πµ + 2µr(τ))

− 128(π − 2r(τ))2µ cos2 q

π(3 + senq) − 2(senq − 1)r(τ)
− 128 cos2 q(µ − 1)(π − 2r(τ))2

π(senq − 3) − 2(1 + senq)r(τ)

+ 2(π − 2r(τ))2 cos2 q(3 + 8(µ − 1)µ)ṙ2(τ)

+ (π − 2r(τ))2 cos2 q(cos 2q − 4senq + 8µsenq)(π − 2r(τ))r̈(τ)

)

≡ 0. (4.13)

De esta forma, hemos obtenido el hamiltoniano que describe la dinámica del problema,
convirtiendo las colisiones binarias entre el cuerpo secundario con cada uno de los
primarios en rebotes elásticos, continuando el movimiento hasta la posible colisión triple.
Más aún, hemos regularizado las singularidades debidas a las colisiones triples que
suceden en el centro de masa, porque

ĺım
r(τ)→−π

2
,q→π

2

H̄(q, p, s) =
1

2
(p2 − 2µπ) , ĺım

r(τ)→−π
2
,q→−π

2

H̄(q, p, s) =
1

2
(p2 + 2π(µ − 1)) ,

son cantidades bien definidas. Por esto decimos que el hamiltoniano (4.13) describe la
dinámica de la masa infinitesimal hasta la posible colisión triple en el centro de masa
ficticio.

En el siguiente resultado “validamos” el planteamiento y la regularización que realiza-
mos, porque afirmamos que el hamiltoniano (2.15) del problema de Kepler en S1 regulari-
zado es un caso particular del hamoltoniano (4.13).

Corolario 4.1 El hamiltoniano (4.13) generaliza el hamiltoniano (2.15).

Demostración Hacemos µ = 0. Con esto anulamos la intervención de uno de los cuerpos
primarios, quedando un problema de dos cuerpos. De hecho, como quedan un cuerpo
primario (ahora de masa 1) y el cuerpo secundario (que no afecta la dinámica del
primario), el sistema restringido de 3 cuerpos en S1 se ha reducido a un problema de
Kepler en S1.
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El hamiltoniano (4.13) está construido tomando en cuenta el centro de masa fijo, por
lo que el cuerpo primario debe estar en esta posición, aśı consideramos r(τ) ≡ −π/2.
Por último, elegimos C(τ) ≡ 0. Sustituyendo estos valores en (4.13) obtenemos

p2

2
− π − π2

4
H cos2 q ≡ 0

=⇒ p2

2
− 2
(π

2

)

−
(π

2

)2

H cos2 q ≡ 0

=⇒ p2

2
− 2A − A2H cos2 q ≡ 0 ,

con A = π/2. Como r(τ) = −π/2 para todo τ , entonces H es una constante. La masa
total del sistema es M = 1.

Hacemos una comparación con la ecuación (2.15) y concluimos que son la misma,
salvo por la constante A.

❑

En lo que sigue mostramos algunos resultados generales sobre la dinámica de la masa
infinitesimal en cualquiera de los cuatro problemas definidos al final de la sección 4.1.
A partir de (4.13) sabemos que el cuerpo secundario colisiona con velocidad distinta de
cero con cualquiera de los cuerpos primarios por separado y en la colisión triple en el
centro de masa, mientras que lo hace con velocidad cero en la colisión triple en el centro
de masa ficticio.

Corolario 4.2 En el problema restringido de 3 cuerpos en S1 regularizado, todas las
colisiones se llevan a cabo con velocidad finita distinta de cero, excepto en la colisión
triple en el centro de masa ficticio.

Demostración. En el hamiltoniano (4.13) sustituimos q = π/2 y q = −π/2 que son
las posiciones en las que se llevan a cabo las colisiones binarias con los cuerpos de
masa µ y 1 − µ respectivamente. De esta manera, sabemos que la velocidad del cuerpo
secundario en la colisión con el cuerpo primario de masa µ es p =

√

µ(π − 2r(τ)) (y

p = −
√

µ(π − 2r(τ)) es la velocidad con la que rebota) y la velocidad en la colisión con el

cuerpo primario de masa 1−µ es p = −
√

(1 − µ)(π − 2r(τ)) (y p =
√

(1 − µ)(π − 2r(τ))
es la velocidad con la que rebota).

A partir de estos cálculos, haciendo r(τ) = −π/2, sabemos que la velocidad en la
colisión triple en el centro de masa es p =

√
2πµ (y p = −√

2πµ es la velocidad con la
que rebota) o p = −

√

2π(1 − µ) (y p =
√

2π(1 − µ) es la velocidad con la que rebota),
según el lado donde colisione la masa infinitesimal. Si el cuerpo primario de masa µ
queda entre las otras dos, entonces la velocidad es p = ±√

2πµ y si el cuerpo primario
de masa 1 − µ queda entre las otras dos, entonces la velocidad es p = ±

√

2π(1 − µ).
Por el contrario, si hacemos r(τ) = π/2, sabemos que la velocidad en la colisión triple

en el centro de masa ficticio es 0.

❑
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4.4. Sobre la existencia de soluciones lineales.

En esta sección buscamos las soluciones más simples que puede haber, además de
las soluciones de equilibrio. Nos cuestionamos sobre la existencia de movimientos en
los que la masa infinitesimal presenta velocidad constante. En el siguiente resultado
resolvemos esta cuestión para cualquiera de los 3 problemas definidos en la sección 4.1.
No consideramos el caso de dos centros fijos, el cual desarrollamos completamente en el
caṕıtulo 5.

Lema 4.2 En los casos hiperbólico, parabólico y eĺıptico, el problema restringido de 3
cuerpos en S1 tiene una única solución lineal si y sólo si µ = 1/2.

Demostración. Suponemos que r(τ) es una solución eĺıptica, parabólica o hiperbólica del
problema de 2 cuerpos en S1, dada en el teorema 2.2.

Supongamos que existe una solución lineal

(xo(τ), yo(τ)) = (aτ + b, a) ,

con a y b constantes, que satisface el sistema (4.3). El sistema (4.3) lo escribimos como

ẋ = y, ẏ = F (x, r(τ), µ) , (4.14)

donde

F (x, r(τ), µ) =
µ

(q1(τ) − x)2
− µ

[π − (q1(τ) − x)]2
− 1 − µ

(x − q2(τ))2
+

1 − µ

[π − (x − q2(τ))]2
,

q1(τ) = −(1 − µ)r(τ) + µπ/2 y q2(τ) = µr(τ) − (π/2)(1 − µ). Sustituimos la solución
(xo(τ), yo(τ)) en el sistema (4.14 y tenemos que 0 = ẏo = F (xo(τ), q(τ), µ) para todo
tiempo τ . Como F está acotada a lo largo de esta solución, las soluciones lineales no
representan colisiones de la masa infinitesimal con alguno de los cuerpos primarios, es
decir, |xo(τ)− qi(τ)| > 0 para todo τ , con i = 1, 2, mientras no suceda colisión triple en
el centro de masa ficticio.

En lo que sigue, partimos en tres bloques la demostración. Los bloques agrupan
tipos de movimientos de los cuerpos primarios, abarcando todos los casos entre los tres
bloques.

Del teorema 2.2 sabemos que existe τ∗ tal que r(τ∗) = −π/2 para las soluciones
eĺıpticas del tipo qE1, para las soluciones parabólicas del tipo qP1 y para todas las
soluciones hiperbólicas. Es decir, q1(τ∗) = π/2 y q2(τ∗) = −π/2, lo que significa
que los cuerpos primarios se encuentran en colisión binaria en el centro de masa.
En particular F (xo(τ∗),−π/2, µ) = 0, implica que xo(τ∗) = 0.

Partimos en dos casos, según el valor de a.

• Si a 6= 0, entonces la solución lineal es xo(τ) = aτ + b. Esto implica la
existencia de un tiempo de colisión τc > τ∗ tal que qi(τc) = xo(τc) para alguna
o ambas i = 1, 2; la masa infinitesimal está en colisión con los primarios.
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Por lo que mencionamos anteriormente, la colisión no puede ser doble. Si la
colisión es triple, entonces por simetŕıa de la dinámica de los cuerpos primarios
existe τ−c < τ∗ para el cual los cuerpos vuelven a colisión triple, o decir que
q1(τ−c) = q1(τc) = q2(τc) = q2(τ−c). Entonces qi(τ−c) = xo(τ−c), lo que implica
que xo(τ−c) = xo(τc), lo que tampoco puede ser posible por la linealidad de
xo(τ). Por lo tanto no puede ser que a 6= 0.

• Si a = 0, entonces xo(τ) = b. Pero sabemos que xo(τ∗) = 0, lo que fija el valor
b = 0. Y F (0, r(τ), µ) = 0 si y sólo si µ = 1/2.

Para las soluciones eĺıpticas del tipo qE2, expresadas en el teorema 2.2, sabemos
que existe un τa y un τ−a tales que q1(τ−a) = q1(τa) = q2(τa) = q2(τ−a) = πµ−π/2
de tal forma que no ocurre aśı para cualquier otro τ en (τ−a, τa). Es decir, τ−a es el
tiempo en el que los cuerpos están en colisión triple en el centro de masa ficticio,
transcurre el tiempo y τa es el siguiente tiempo en el que vuelven a estar en colisión
triple los tres cuerpos. De esta forma xo(τa) = xo(τ−a) = πµ − π/2.

De igual manera que hicimos en el caso anterior, partimos el siguiente razonamiento
en dos casos, según el valor de a.

• Si a 6= 0, entonces no podŕıa suceder que xo(τa) = xo(τ−a) por la linealidad
de xo(τ).

• Si a = 0, entonces xo(τ) = b = πµ − π/2. Pero vimos al principio de la
demostración que ẏo = F (xo(τ), r(τ), µ) = 0, para cualquier τ , entonces
0 = b = πµ − π/2 que ocurre si y sólo si µ = 1/2.

Supongamos que r(τ) es del tipo qP2. Partimos en dos casos el razonamiento
nuevamente.

• Si a 6= 0, por la linealidad de la función xo(τ), existe τ∗ tal que q1(τ∗) = xo(τ∗),
porque q1(τ) está acotada superiormente. Pero no puede ser por que seŕıa una
colisión doble.

• Si a = 0, entonces xo(τ) = b y como q1(τ) → πµ − π/2, q2(τ) → πµ − π/2
cuando τ → ∞, entonces b = πµ − π/2 porque q1(τ) ≥ xo(τ) ≥ q2(τ) para
todo τ . Y como vimos que debe cumplirse ẏo = F (xo(τ), r(τ), µ) = 0 para
todo tiempo τ , entonces 0 = b = πµ−π/2 que se cumple si y sólo si µ = 1/2.

Por lo tanto la única solución lineal (xo(τ), yo(τ)) es (0, 0) si y sólo si µ = 1/2

❑

A partir del lema 4.2, podemos hablar sobre la existencia de soluciones de equilibrio
para el problema, como una consecuencia inmediata.

Corolario 4.3 El problema restringido de 3-cuerpos en S1 en el caso hiperbólico, parabó-
lico y eĺıptico presenta un único punto de equilibrio para cada r(τ), dada en el teorema
2.2, si y solamente si µ = 1/2.
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A esta órbita especial la denotamos por

γ(τ) = (0, 0) (4.15)

de aqúı en adelante.

4.5. Compactación del espacio fase.

El sistema hamiltoniano asociado a (4.5) es

ẋ = y , (4.16)

ẏ =
µ

(µπ
2
− (1 − µ)r(τ) − x)2

− µ

[(1 − µ)r(τ) + π
2
(2 − µ) + x]2

− 1 − µ

(x − µr(τ) + π
2
(1 − µ))2

+
1 − µ

[π
2
(1 + µ) + µr(τ) − x]2

.

Con el fin de estudiar el espacio fase determinado por el sistema no autónomo (4.16),
aumentamos en uno la dimensión de éste, considerando el tiempo como una variable
dependiente. Aśı obtenemos el sistema autónomo

ẋ = y , (4.17)

ẏ =
µ

(µπ
2
− (1 − µ)r(τ) − x)2

− µ

[(1 − µ)r(τ) + π
2
(2 − µ) + x]2

− 1 − µ

(x − µr(τ) + π
2
(1 − µ))2

+
1 − µ

[π
2
(1 + µ) + µr(τ) − x]2

,

τ̇ = 1 .

El sistema (4.17) está definido para

(x, y, τ) ∈ (q2(τ), q1(τ)) × R × (τ−1, τ1) ,

donde
q1(τ) = −(1 − µ)r(τ) + µ

π

2
y q2(τ) = µr(τ) − π

2
(1 − µ) .

Las cotas para el tiempo dependen del problema restringido de 3 cuerpos que considere-
mos, como están establecidos en la sección 4.1. Debido a que posteriormente consideramos
la regularización de la sección 4.3 para las colisiones que aśı lo permiten, las cotas para
la variable τ las establecemos suponiendo que el movimiento se puede continuar hasta
la aparición de una colisión triple en el centro de masa ficticio, cuando aśı sucede.

1. En el problema eĺıptico hay dos casos, como explicamos en el caṕıtulo 2 sección
2.6.

Por un lado, si r(τ) es de la forma qE1, las cotas son infinitas, debido a
que no hay colisión triple en el centro de masa ficticio. Como el movimiento
de los cuerpos primarios es periódico, elegimos las cotas de tal forma que
abarcamos un sólo peŕıodo en el tiempo, aśı el movimiento de los cuerpos
primarios comienzan y terminan en instantes de velocidad cero.
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Por otro lado, si r(τ) es de la forma qE2, las cotas en el tiempo son finitas,
porque hay colisión triple en el centro de masa ficticio. Aśı, la dinámica de
los cuerpos primarios comienzan y terminan en colisión triple en el centro de
masa ficticio.

2. En el problema parabólico también hay dos casos que consideramos.

Por un lado suponemos que r(τ) es de la forma qP1 correspondiendo a cotas
infinitas, ya que el movimiento de los cuerpos primarios no es periódico y no
hay colisión triple en el centro de masa ficticio.

Por otro lado consideramos que r(τ) es de la forma qP2, en el cual distinguimos
dos subcasos por la presencia de colisión triple en el centro de masa ficticio.

• Consideramos la cota τ−1 infinita negativa, mientras que τ1 es finita,
porque que los cuerpos primarios comienzan el movimiento en los puntos
de equilibrio y terminan en la colisión triple en el centro de masa ficticio.

• Consideramos la cota τ−1 finita y la otra τ1 como infinita positiva, porque
los cuerpos primarios comienzan en colisión triple en el centro de masa
ficticio y terminan en las posiciones de equilibrio.

3. En el problema hiperbólico las cotas son finitas y abarcan un peŕıodo en el tiempo
de los cuerpos primarios, de tal forma que estos comienzan y terminan en colisión
triple en el centro de masa ficticio.

La compactación del espacio fase la hacemos para estudiar las propiedades de la
dinámica global del sistema (4.17), que abordamos en el caṕıtulo 6. Para esto, un cambio
en la variable velocidad y y otro en el tiempo en el sistema (4.17) es suficiente. Primero
hacemos el cambio y = tan v para obtener

ẋ = tan v ,

v̇ =

(

µ

(µπ
2
− (1 − µ)r(τ) − x)2

− µ

[(1 − µ)r(τ) + π
2
(2 − µ) + x]2

− 1 − µ

(x − µr(τ) + π
2
(1 − µ))2

+
1 − µ

[π
2
(1 + µ) + µr(τ) − x]2

)

cos2 v ,

τ̇ = 1 .

Segundo, hacemos el cambio en el tiempo

dτ

ds
=

(

µ
π

2
− (1 − µ)r(τ) − x

)2(

(1 − µ)r(τ) +
π

2
(2 − µ) + x

)2

(4.18)

(

x − µr(τ) +
π

2
(1 − µ)

)2(
π

2
(1 + µ) + µr(τ) − x

)2

cos v ,

para regularizar las singularidades. El sistema (4.17), después de los dos cambios mencio-
nados queda definido para

x ∈
[

µr(τ) − π

2
(1 − µ),−(1 − µ)r(τ) + µ

π

2

]

, v ∈
[

− π

2
,
π

2

]

y τ ∈ [τ−1, τ1]
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y el sistema definido en un espacio compacto y regularizado “en lo posible”queda

x′ = senv
(

µ
π

2
− (1 − µ)r(τ) − x

)2(

(1 − µ)r(τ) +
π

2
(2 − µ) + x

)2

(4.19)
(

x − µr(τ) +
π

2
(1 − µ)

)2(π

2
(1 + µ) + µr(τ) − x

)2

,

v′ =

(

µ
(

(1 − µ)r(τ) +
π

2
(2 − µ) + x

)2(

x − µr(τ) +
π

2
(1 − µ)

)2(π

2
(1 + µ) + µr(τ) − x

)2

−µ
(

µ
π

2
− (1 − µ)r(τ) − x

)2(

x − µr(τ) +
π

2
(1 − µ)

)2(π

2
(1 + µ) + µr(τ) − x

)2

−(1 − µ)
(

µ
π

2
− (1 − µ)r(τ) − x

)2(

(1 − µ)r(τ) +
π

2
(2 − µ) + x

)2(π

2
(1 + µ) + µr(τ) − x

)2

+(1 − µ)
(

µ
π

2
− (1 − µ)r(τ) − x

)2(

(1 − µ)r(τ) +
π

2
(2 − µ) + x

)2(

x − µr(τ) +
π

2
(1 − µ)

)2
)

cos3 v ,

τ ′ =
(

µ
π

2
− (1 − µ)r(τ) − x

)2(

(1 − µ)r(τ) +
π

2
(2 − µ) + x

)2

(

x − µr(τ) +
π

2
(1 − µ)

)2(π

2
(1 + µ) + µr(τ) − x

)2

cos v .

En este sistema, d/ds está denotada por ( ′ ). El campo vectorial definido por (4.19) es
C l, para cualquier l, respecto de x y de v y es C0 respecto de τ porque dr/dτ no existe
en los instantes en que suceden los rebotes elásticos entre los cuerpos primarios.

Con la frase “en lo posible”nos referimos a la posibilidad de continuar el movimiento
a través de una colisión, lo cual no lo es en el caso de colisiones triples en el centro de
masa ficticio. En las figuras 4.3, 4.4 y 4.5 se pueden ver las regiones en las que están
definidos los espacios fase compactos según el problema que consideramos. En todos los
casos, las singularidades debidas a colisiones dobles y colisiones triples en el centro de
masa se han convertido en puntos de equilibrio, por lo que todas las aristas en cada región
son un continuo de estos (indicados por ĺıneas formadas por esferas negras en las figuras
4.3, 4.4 y 4.5). Las caras de las regiones son conjuntos invariantes para el flujo, donde
éste es paralelo a uno de los ejes coordenados (lo indicamos por ĺıneas paralelas en las
figuras 4.3, 4.4 y 4.5). En las caras donde no hay ĺıneas paralelas el flujo es transversal,
que corresponde a la dirección del flujo respecto de la componente τ . En esta sección no
abordamos el estudio del campo vectorial determinado por (4.19) porque lo hacemos,
para un caso particular, en el caṕıtulo 6.
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(a) Caso qE1. (b) Caso qE2.

Figura 4.3: Regiones del espacio fase compacto en el problema eĺıptico (para µ = 1/4).

(a) Caso qP1. (b) Caso qP2.

Figura 4.4: Regiones del espacio fase compacto en el problema parabólico (para µ = 1/4).
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(a) Caso qH1. (b) Caso qH2.

(c) Caso qH3.

Figura 4.5: Regiones del espacio fase compacto en el problema hiperbólico (para µ = 1/4).
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Caṕıtulo 5

Problema restringido de 3 cuerpos
en S1 con dos centros fijos.

En este caṕıtulo abordamos el problema restringido de 3 cuerpos en S1 con dos
centros fijos. Mostramos las ecuaciones de movimiento. Nos basamos en los resultados
obtenidos en el caṕıtulo 4 y escribimos el hamiltoniano asociado regularizado. Realizamos
un análisis cualitativo del problema, presentando la dinámica global del sistema, para
cualquier valor de las masas en los primarios.

5.1. Planteamiento.

Uno de los cuatro problemas del problema restringido de 3 cuerpos en S1 corresponde
al caso cuando los cuerpos primarios se encuentran en la posición de equilibrio para el
problema de 2 cuerpos en S1 (definido en el caṕıtulo 4 sección 4.1). Siguiendo los teoremas
2.1 y 2.2 hacemos r(τ) = 0 en (4.13) para obtener el hamiltoniano regularizado asociado
al problema restringido de 3-cuerpos en S1 con dos centros fijos,

H̄(q, p) =
p2

2
− 1

32
π(32 + Hπ) − 1

32
Hπ2 cos(2q) +

4π(3 + senq − 2µsenq)

17 − cos(2q)
= 0. (5.1)

La primera observación que hacemos es para distinguir el carácter autónomo de
este hamiltoniano, ya que no hay dependencia expĺıcita del tiempo porque los cuerpos
primarios están en posiciones fijas. Por esta misma razón H, enerǵıa total del sistema, es
una constante de movimiento para el sistema. Por ende, el subproblema que estudiamos
en este caṕıtulo es integrable.

El sistema hamiltoniano correspondiente a (5.1) es de un grado de libertad y posee
una constante de movimiento, por lo que es un sistema integrable. El hamiltoniano
depende (5.1 depende de dos parámetros, la enerǵıa H y el valor de la masa µ. En lo que
sigue, mostramos la dinámica global del problema desde el punto de vista cualitativo.
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5.2. Puntos de equilibrio.

Comenzamos buscando las soluciones más sencillas, las soluciones de equilibrio, para
entender la dinámica global del sistema. Para esto, describimos el conjunto de velocidad
cero para el cuerpos secundario a partir de la ecuación (5.1),

{

q ∈
[

− π

2
,
π

2

] ∣

∣

∣
p = 0, H =

−32(5 + cos 2q − 4senq + 8µsenq)

π(1 + cos 2q)(17 + cos 2q)

}

. (5.2)

Este conjunto relaciona las posiciones en las que la velocidad de la masa infinitesimal m
es cero en el nivel de enerǵıa H y el parámetro de la masa de los cuerpos primarios µ
para el que suceden. De hecho, por el teorema de la función impĺıcita escribimos H como
una función de la variable q y del parámetro µ, es decir, H : (−π/2, π/2) × (0, 1) → R,

H(q, µ) =
−32(5 + cos 2q − 4senq + 8µsenq)

π(1 + cos 2q)(17 + cos 2q)
. (5.3)

En la figura 5.1 mostramos la gráfica correspondiente a H(q, µ), que es una función
continua. En el siguiente resultado hacemos uso de esta función.

Figura 5.1: Gráfica de la función H(q, µ).

Proposición 5.1 El problema restringido de 3 cuerpos en S1 con dos centros fijos tiene
un único punto de equilibrio (qo, 0) para cada valor de µo ∈ (0, 1); para cada valor
qo ∈ (−π/2, π/2), existe un único valor µo para el cual qo define un punto de equilibrio.

Demostración. Derivamos H(q, µ), dada en (5.3), respecto de q e igualamos a cero y por
el teorema de la función impĺıcita definimos la función µ : (−π/2, π/2) → (0, 1),

µ(q) =
−4(cos(q/2) − sen(q/2))6(3 + senq)2

28 cos 2q + 3 cos(4q) − 103
,
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Figura 5.2: Gráfica de la función µo(qo).

cuya gráfica está en la figura 5.2. Esta función relaciona la posición q con el valor µ en
donde la enerǵıa del sistema no cambia. Llamamos qo y µo a estos valores particulares
que ocurren en Heq. En otras palabras, qo y µo son los valores para los cuales existen
posiciones de equilibrio y se dan para el nivel de enerǵıa correspondiente Heq.

Mostramos en seguida que la relación µo(qo) es una función biyectiva, para demostrar
la unicidad de las posiciones de equilibrio y el valor de µ. La función µ(q) continua y es
inyectiva. Es inyectiva porque

dµo

dqo

= −24 cos5 qo(3 + senqo)(90 − 6 cos 2qo − 31senqo + sen3qo)

(3 cos 4qo + 28 cos 2qo − 103)2
< 0,

para todo qo ∈ (−π/2, π/2). Además, es sobreyectiva porque

ĺım
qo→−π

2

µo(qo) = 1 y ĺım
qo→π

2

µo(qo) = 0.

❑

Aśı queda demostrada la existencia y unicidad de las posiciones de equilibrio qo para
cada valor de µo.

5.3. Orbitas eĺıpticas, parabólicas e hiperbólicas.

Sabemos, por la proposición 5.1, que el conjunto

E =
{

(qo, µo) ∈
(

−π

2
,
π

2

)

× (0, 1)
∣

∣

∣
µo = µ(qo)

}

está conformado por aquellos pares ordenados (qo, µo) tales que

∂H
∂q

(q, µ) = 0 si (q, µ) ∈ E y
∂H
∂q

(q, µ) 6= 0 si ∀(q, µ) /∈ E .
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Definimos el siguiente par de conjuntos abiertos que indicamos en la figura 5.2,

I =
{

(q, µ) ∈
(

− π

2
,
π

2

)

× (0, 1)
∣

∣

∣
µ < µo(qo)

}

,

II =
{

(q, µ) ∈
(

− π

2
,
π

2

)

× (0, 1)
∣

∣

∣
µ > µo(qo)

}

.

Proposición 5.2 Para cada µ ∈ (0, 1) fijo, el conjunto de velocidad cero (5.2) consta
de dos elementos si H < Heq, un elemento (posición de equilibrio) si H = Heq y es vaćıo
si H > Heq.

Demostración. Supongamos que µo ∈ (0, 1) es un valor fijo. Escribimos, a partir de la
función H(q, µ) dada en (5.3),

∂H
∂q

=
8(−sen5q − 19sen3q − 274senq − 6(1 − 2µ) cos 4q − 56(1 − 2µ) cos 2q − 412µ + 206)

π cos3 q(17 + cos 2q)2
.

Si (q, µ) ∈ I, entonces ∂H/∂q > 0 y si (q, µ) ∈ II, entonces ∂H/∂q < 0. Tomando en
cuenta estas desigualdades y la proposición 5.1, concluimos que la función H(q, µ) es
estrictamente creciente para q ∈ (−π/2, qo), estrictamente decreciente para q ∈ (qo, π/2)
y cuando q = qo, la función H alcanza su valor máximo (véase la figura 5.1).

Por otra parte,

ĺım
q→π

2

H(q, µ) = −∞ y ĺım
q→−π

2

H(q, µ) = −∞ .

Como H(q, µ) es una función continua, entonces para H < Heq el conjunto de
velocidad cero tiene dos elementos, en cambio, si H > Heq, este conjunto carece de
elementos y si H = Heq, el conjunto tendŕıa exactamente un elemento, correspondiendo
a la posición de equilibrio.

❑

A partir de la reversibilidad del problema y de las dos proposiciones anteriores, vamos
a describir el espacio fase para la masa infinitesimal m. Recordamos que la regularización
realizada en el caṕıtulo 4, nos permite interpretar las colisiones como rebotes elásticos
y continuar en este sentido los movimientos.

Fijamos el valor de µo ∈ (0, 1). Distinguimos tres familias de órbitas, dependiendo
del nivel de enerǵıa (véase la figura 5.3).

1. Consideramos H > Heq, para el cual no hay puntos de equilibrio y además p 6= 0
para todo tiempo s. Esto significa que la masa infinitesimal m viene de un rebote
elástico con uno de los cuerpos primarios, sigue su trayectoria recorriendo todo
el espacio en un mismo sentido hasta rebotar elásticamente con el otro cuerpo
primario para luego volver a rebotar con el primer primario y aśı sucesivamente.
A este tipo de movimiento lo llamamos de tipo hiperbólico.
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Figura 5.3: Espacio fase regularizado del problema de 3-cuerpos en S1 con dos centros
fijos.

2. Consideramos H = Heq, donde las órbitas presentan p 6= 0 para todo tiempo s,
exceptuando la posición de equilibrio que se encuentra en este nivel de enerǵıa. Esto
significa que la masa infinitesimal m parte asintóticamente del punto de equilibrio
en tiempo infinito, rebota elásticamente con alguno de los cuerpos primarios y
regresa al punto de equilibrio asintóticamente en tiempo infinito. A este tipo de
movimientos los llamamos de tipo parabólico.

3. Consideramos H < Heq y sabemos que p = 0 para algún tiempo s∗, además de que
en estos niveles de enerǵıa no hay posiciones de equilibrio. Esto representa para la
masa infinitesimal m un movimiento en el cual rebota con alguno de los cuerpos
primarios constantemente sin llegar a pasar la posición de equilibrio. A este tipo
de movimientos los llamamos del tipo eĺıptico.

5.4. Dinámica global.

El siguiente resultado explica la dinámica global de la masa infinitesimal para el
problema que estamos analizando. El espacio fase correspondiente está en la figura 5.3.

Teorema 5.1 El problema restringido de 3 cuerpos en S1 con dos centros fijos regulari-
zado presenta las siguientes soluciones, dependiendo del nivel de enerǵıa como sigue:

soluciones del tipo eĺıptico para H < Heq,

soluciones del tipo parabólico y un punto de equilibrio para H = Heq y

soluciones del tipo hiperbólico para H > Heq,

para cada µ ∈ (0, 1).
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Como ya mencionamos al comienzo de este caṕıtulo, este sistema es integrable, pero
no contamos con las soluciones expĺıcitas. Es muy probable que éstas no se puedan
obtener mediante operaciones algebraicas analizando la ecuación 5.1.

Tres comentarios a partir del teorema 5.1.

1. Este teorema tiene sentido para cualquier valor de µ ∈ (0, 1), por lo tanto para
cada valor µ, los espacios fase resultantes son topológicamente conjugados entre
śı.

2. Este problema del restringido de 3 cuerpos en el ćırculo tiene un conjunto de
órbitas periódicas no numerable para cada valor de µ, correspondientes a las órbitas
del tipo eĺıptico e hiperbólico, además de la posición de equilibrio. Las órbitas
periódicas ocurren para cualquier nivel de enerǵıa H, excepto para el valor Heq.

3. Mostramos la dinámica global para este problema, después de haber regularizado
global y simplécticamente el respectivo hamiltoniano en el caṕıtulo 4.
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Caṕıtulo 6

Problemas restringido simétrico
hiperbólico y restringido simétrico
eĺıptico de 3 cuerpos en S1.

Abordamos el caso simétrico en las masas de los cuerpos primarios en el problema
restringido de 3 cuerpos en S1. Consideramos µ = 1/2 en las ecuaciones (4.3), obteniendo
el sistema correspondiente al problema restringido simétrico de 3 cuerpos en S1,

ẋ = y , (6.1)

ẏ =
1/2

(q1(τ) − x)2
− 1/2

[π − (q1(τ) − x)]2
− 1/2

(x − q2(τ))2
+

1/2

[π − (x − q2(τ))]2
.

Las funciones q1(τ) y q2(τ) están determinadas en el teorema 2.2; pueden representar
soluciones hiperbólicas, parabólicas o eĺıpticas. El caso de dos centros fijos ya se estudió en
el caṕıtulo 5 y por lo tanto, no lo abordamos aqúı.

Mostramos la existencia de una órbita con estructura hiperbólica para los problemas
restringido simétrico eĺıptico y restringido simétrico hiperbólico de 3 cuerpos en S1,
aśı como la existencia de variedades estable e inestable asociadas a dicha órbita. Estas
variedades se intersectan de manera transversal y caracterizan el espacio fase en cuatro
grandes regiones que determinan la dinámica global de estos problemas.

Por último, mostramos la existencia de órbitas periódicas para el problema restringido
simétrico eĺıptico de 3 cuerpos en S1.

6.1. Trayectoria con estructura hiperbólica.

Antes de comenzar el análisis recordamos que para el problema restringido simétrico
el centro de masa ficticio está en la posición x = 0 (diametralmente opuesto al centro
de masa).

El sistema correspondiente al problema simétrico restringido de 3 cuerpos en S1

definido en un espacio compacto lo obtenemos a partir del sistema (4.19), donde sustitu-
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imos el valor µ = 1/2, obteniendo aśı

x′ = senv

(

π

4
− 1

2
r(τ) − x

)2(
1

2
r(τ) +

3π

4
+ x

)2(

x − 1

2
r(τ) +

π

4

)2

(6.2)

(

3π

4
+

1

2
r(τ) − x

)2

,

v′ =
1

2

[

(

1

2
r(τ) +

3π

4
+ x

)2(

x − 1

2
r(τ) +

π

4

)2(
3π

4
+

1

2
r(τ) − x

)2

−
(

π

4
− 1

2
r(τ) − x

)2(

x − 1

2
r(τ) +

π

4

)2(
3π

4
+

1

2
r(τ) − x

)2

−
(

π

4
− 1

2
r(τ) − x

)2(
1

2
r(τ) +

3π

4
+ x

)2(
3π

4
+

1

2
r(τ) − x

)2

+

(

π

4
− 1

2
r(τ) − x

)2(
1

2
r(τ) +

3π

4
+ x

)2(

x − 1

2
r(τ) +

π

4

)2
]

cos3 v ,

τ ′ =

(

π

4
− 1

2
r(τ) − x

)2(
1

2
r(τ) +

3π

4
+ x

)2(

x − 1

2
r(τ) +

π

4

)2(
3π

4
+

1

2
r(τ) − x

)2

cos v . (6.3)

Este sistema está definido para

x ∈
[

1

2
r(τ) − π

4
,−1

2
r(τ) +

π

4

]

, v ∈
[

− π

2
,
π

2

]

y τ ∈ [τ−1, τ1] ,

es decir, está definido en un conjunto compacto. La derivada, denotada por ( ′ ), es
respecto del tiempo s. Recordamos que τ es una función del tiempo s determinada por

dτ/ds =

(

π

4
−1

2
r(τ)−x

)2(

1

2
r(τ)+

3π

4
+x

)2(

x−1

2
r(τ)+

π

4

)2(

3π

4
+

1

2
r(τ)−x

)2

cos v ,

que se obtiene del reescalamiento en el tiempo en (4.18). El campo vectorial definido en
(6.2) es Cr (r > 1) respecto de x y v, mientras que es C0 respecto de s.

El sistema (6.2) es simétrico respecto de Ψ(x, v) = (−x,−v) y por lo tanto, si
(xo(s), vo(s)) es solución, entonces (−xo(s),−vo(s)) también lo es.

La órbita de equilibrio γ(τ), dada en el corolario 4.3, es una trayectoria en el espacio
para el sistema (6.2), que denotamos por Γ(s) = (0, 0, τ(s)). Esta trayectoria representa
para el cuerpo secundario una posición fija en el transcurso del tiempo y es una solución
para (6.2) que no presenta colisiones binarias. Más aún, Γ(s) es una trayectoria de
colisión-expulsión (empieza en expulsión y termina en colisión) para cualquier problema
restringido simétrico hiperbólico, para los problemas restringidos simétricos parabólico
y eĺıptico en el caso de que q(τ) es de la forma qP2(τ) y qE2(τ) respectivamente (véase el
caṕıtulo 2, sección 2.4). Si q(τ) es de la forma qP1(τ) o qE1(τ) (véase el caṕıtulo, sección
2.4), entonces la trayectoria Γ(s) no presenta ningún tipo de colisión.
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Lo que mostramos a continuación es la estructura hiperbólica de la trayectoria Γ(s)
que implica la existencia de conjuntos invariantes en el espacio fase correspondientes a
(6.2).

Teorema 6.1 La trayectoria Γ(s) tiene estructura hiperbólica para los problemas restrin-
gidos simétricos hiperbólico y eĺıptico de 3 cuerpos en S1.

Demostración. Supongamos que r(τ) es una solución hiperbólica o eĺıptica (soluciones
periódicas en el tiempo) dada en el teorema 2.2.

A partir de la definición 1.9, sabemos que estudiar la estructura hiperbólica de una
órbita requiere el estudio del campo vectorial linealizado alrededor de dicha órbita.
La órbita a tratar es γ̂(s) = (0, 0), dada en el corolario 4.3. El campo vectorial que
analizamos es el definido en (6.2) en el caso no autónomo, es decir, no incluimos la
tercer componente τ , que representa el tiempo reparametrizado. De esta manera, el
campo vectorial lineal no autónomo alrededor de γ̂(s) es

A(s) = D(x,v)

(

x′

v′

)

∣

∣

∣

∣

∣

(x,v)=(γ̂(s))

=

(

0 f(s)
g(s) 0

)

,

donde

f(s) =

(

π

4
− r̂(s)

2

)4(
3π

4
+

r̂(s)

2

)4

,

g(s) = 2

(

π

4
− r̂(s)

2

)4(
3π

4
+

r̂(s)

2

)

+ 2

(

π

4
− r̂(s)

2

)(

3π

4
+

r̂(s)

2

)4

y r̂(s) = r(τ(s)). Como r(τ) es periódica respecto de τ , entonces r̂(s) es periódica
respecto de s y por lo tanto la matriz A(s) también lo es.

Lo que hacemos en seguida es mostrar es que el sistema lineal asociado

y′ = A(s)y , y =

(

x
v

)

(6.4)

posee una dicotomı́a exponencial. De la definición 1.8 sabemos que es necesario conocer
las soluciones del sistema (6.4), en otras palabras, necesitamos conocer X(s), una matriz
fundamental de soluciones. Como el sistema (6.4) es periódico en s, la teoŕıa de Floquet
nos sirve para conocer la naturaleza de las soluciones del sistema en cuestión.

Notamos que tr(A(s)) = 0 y por el corolario 1.1 tenemos que ρ1ρ2 = 1 y que
λ1 + λ2 = 0, siendo ρ1 y ρ2 los multiplicadores caracteŕısticos y λ1 y λ2 los exponentes
correspondientes. A partir de esto, λ1 = −λ2 y por esta razón hay dos posibles escenarios:
λ1 ∈ R o λ1 ∈ C r R. En lo que sigue mostramos que el segundo caso no es posible.

Supongamos que λ1 = a1 + ib1 (a1, b1 ∈ R), entonces a1 = 0, porque los valores
propios complejos son pares conjugados y porque λ1 = −λ2. Aśı, λ1 = ib1 y λ2 = −ib1.
A continuación escribimos el sistema (6.4) como una ecuación diferencial ordinaria de
grado dos, es decir,

ξ′′ − f ′(s)ξ′ − f(s)g(s)ξ = 0 , (6.5)
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con ξ = x. Por el teorema 1.5 una solución a la ecuación (6.5) seŕıa

ξ1(s) = p1(s)e
λ1s = p1(s)(cos(b1s) + isen(b1s)) ,

siendo p1(s) una función periódica. Definimos las funciones reales u(s) = p1(s) cos(b1s)
y v(s) = p1(s)sen(b1s), entonces ξ1(s) = u(s) + iv(s). Sustituimos la solución ξ1(s) en la
ecuación (6.5) y obtenemos las siguientes ecuaciones

u′′(s) − f ′(s)u′(s) − f(s)g(s)u(s) = 0 ,

v′′(s) − f ′(s)v′(s) − f(s)g(s)v(s) = 0 ,

que se obtuvieron separando la parte real y la parte imaginaria resultantes. Multiplicando
la primera ecuación por v(s), la segunda por −u(s) y sumando ambas ecuaciones resulta
que

u′′(s)v(s) − v′′(s)u(s) − f ′(s)v(s)u′(s) + f ′(s)v′(s)u(s) = 0 .

Agrupando los términos convenientemente obtenemos una nueva ecuación diferencial

d

ds

(

u′(s)v(s) − v′(s)u(s)
)

+ f ′(s)(v′(s)u(s) − v(s)u′(s)) = 0,

es decir,
d
ds

(u′(s)v(s) − v′(s)u(s))

u′(s)v(s) − v′(s)u(s)
= f ′(s)

y por lo tanto
f(s) = ln |v′(s)u(s) − v(s)u′(s)| + C,

donde C es una constante de integración. Sustituyendo las funciones u(s) y v(s) como
se definieron antes, llegamos a que f(s) = ln(p2

1(s)|b1|).
Nuevamente, por el teorema 1.5, otra solución al sistema (6.4) es

ξ2(s) = p2(s)e
−λ1s = p2(s) cos(−b1s) + isen(−b1s) ,

donde p2(s) es una función periódica. Definimos las funciones reales û(s) = p2(s) cos(−b1s)
y v̂(s) = p2(s)sen(−b1s), entonces ξ2(s) = û(s) + iv̂(s). Hacemos el mismo cálculo que
hicimos para ξ1(s) y llegamos a que f(s) = ln(p2

2(s)|b1|).
Partimos en dos casos, según si p1 y p2 son funciones reales o complejas.

p1(s), p2(s) : R → C (asumiendo algunos valores en C r R). Esto no puede ser
porque f(s) es una función real.

p1(s), p2(s) : R → R. Tampoco puede suceder y a continuación lo justificamos.
Recordamos el teorema 1.7 (teorema de Liouville) y aprovechamos el hecho de que
tr(A(s))=0, para establecer que |X(s)| = 1. Por otra parte, escribimos X(s) pues
ξ1(s) = p1(s)e

λ1s y ξ2(s) = p2(s)e
−λ1s son dos soluciones linealmente independien-

tes, como lo establece el teorema 1.6. Aśı,

X(s) =

(

p1(s)e
ib1s p2(s)e

−ib1s

ib1p1(s)e
ib1s + p′1(s)e

ib1s −ib1p2(s)e
−ib1s + p′2(s)e

−ib1s

)

,
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lo que implica que |X(s)| = −2ib1p1(s)p2(s) + p1(s)p
′
2(s) − p′1(s)p2(s). Como

supusimos que p1(s) y p2(s) son funciones reales, entonces |X(s)| no puede ser
1 para todo s ∈ R debido al término imaginario −2ib1p1(s)p2(s).

Aśı, establecemos que λ1 es un valor real. De esta forma escribimos una matriz
fundamental para el sistema (6.4) como sigue:

X(s) =

(

p1(s)e
λ1s p2(s)e

−λ1s

λ1p1(s)e
λ1s + p′1(s)e

λ1s −λ1p2(s)e
−λ1s + p′2(s)e

−λ1s

)

y calculamos su inversa como

X−1(s) =

(

−λ1p2(s)e
−λ1s + p′2(s)e

−λ1s −p2(s)e
−λ1s

−λ1p1(s)e
λ1s − p′1(s)e

λ1s p1(s)e
λ1s

)

.

Recordamos que el objetivo es mostrar que el sistema (6.4) posee una dicotomı́a exponen-

cial. Ya conocemos X(s) y eligiendo P como la matriz

(

0 0
0 1

)

hacemos los cálculos

marcados en la definición 1.8. Por un lado,

X(s)PX−1(t1)

=

(

−p2(s)e
−λ1s(λ1p1(t1)e

λ1t1 + p′1(t1)e
λ1t1) p2(s)e

−λ1sp1(t1)e
λ1t1

(λ1p2(s)e
−λ1s − p′2(s)e

−λ1s)(λ1p1(t1)e
λ1t1 + p′1(t1)e

λ1t1) (−λ1p2(s)e
−λ1s + p′2(s)e

−λ1s)p1(t1)e
λ1t1

)

=

(

−p2(s)(λ1p1(t1) + p′1(t1))e
−λ1(s−t1) p2(s)p1(t1)e

−λ1(s−t1)

(λ1p2(s) − p′2(s))(λ1p1(t1) + p′1(t1))e
−λ1(s−t1) (−λ1p2(s) + p′2(s))p1(t1)e

−λ1(s−t1)

)

=

(

−p2(s)(λ1p1(t1) + p′1(t1)) p2(s)p1(t1)
(λ1p2(s) − p′2(s))(λ1p1(t1) + p′1(t1)) (−λ1p2(s) + p′2(s))p1(t1)

)

e−λ1(s−t1)

y por otro lado
X(s)(I − P )X−1(t1)

=

(

p1(s)e
λ1s(λ1p2(t1) − p′2(t1))e

−λ1t1 p1(s)e
λ1sp2(t1)e

−λ1t1

(λ1p1(s) + p′1(s))e
λ1s(λ1p2(t1) − p′2(t1))e

−λ1t1 (λ1p1(s) + p′1(s))e
λ1sp2(t1)e

−λ1t1

)

=

(

p1(s)(λ1p2(t1) − p′2(t1))e
λ1(s−t1) p1(s)p2(t1)e

λ1(s−t1)

(λ1p1(s) + p′1(s))(λ1p2(t1) − p′2(t1))e
λ1(s−t1) (λ1p1(s) + p′1(s))p2(t1)e

λ1(s−t1)

)

=

(

p1(s)(λ1p2(t1) − p′2(t1)) p1(s)p2(t1)
(λ1p1(s) + p′1(s))(λ1p2(t1) − p′2(t1)) (λ1p1(s) + p′1(s))p2(t1)

)

eλ1(s−t1).

Como las funciones p1(s) y p2(s) son periódicas, entonces existen constantes K1,
K2 > 0 tales que

||X(s)PX−1(t1)||

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−p2(s)(λ1p1(t1) + p′1(t1)) p2(s)p1(t1)
(λ1p2(s) − p′2(s))(λ1p1(t1) + p′1(t1)) (−λ1p2(s) + p′2(s))p1(t1)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

e−λ1(s−t1)

≤ K1e
−λ1(s−t1)
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y
||X(s)(I − P )X−1(t1)||

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

p1(s)(λ1p2(t1) − p′2(t1)) p1(s)p2(t1)
(λ1p1(s) + p′1(s))(λ1p2(t1) − p′2(t1)) (λ1p1(s) + p′1(s))p2(t1)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

eλ1(s−t1)

≤ K2e
λ1(s−t1),

donde || · || es una métrica para matrices.
Como hemos mostrado, según la definición 1.8, el sistema (6.4) posee una dicotomı́a

exponencial. Finalmente, por la definición 1.9, la trayectoria Γ(s) tiene estructura hiper-
bólica.

❑

6.2. Dinámica global.

A partir del teorema 1.8, una consecuencia inmediata de la estructura hiperbólica
de la trayectoria Γ(s) es la existencia de una variedad local estable W s

loc(Γ(s)) y otra
variedad local inestable W u

loc(Γ(s)), en una vecindad de forma tubular de la trayectoria
Γ(s). Estas variedades de dimensión 2 se intersectan de manera transversal a lo largo
de Γ(s). Como explicamos en el caṕıtulo, en la sección 1.10, estas variedades locales se
pueden extender en el tiempo (en sentido positivo y negativo) para obtener las variedades
estable W s(Γ(s)) e inestable W u(Γ(s)) de manera global; en otras palabras

W s(Γ(s)) =
⋃

s6so

{

(x(s), v(s), τ(s))
∣

∣

∣
(x(so), v(so), τ(so)) ∈ W s

loc(Γ(s))
}

,

W u(Γ(s)) =
⋃

s>so

{

(x(s), v(s), τ(s))
∣

∣

∣
(x(so), v(so), τ(so)) ∈ W u

loc(Γ(s))
}

.

El campo vectorial determinado por (6.2) es un caso particular del campo vectorial
definido en (4.19) y por lo tanto hereda sus propiedades. El espacio fase (extendido en el
tiempo) compacto tiene por fronteras los planos determinados por v = π/2, v = −π/2,
τ = τ1, τ = τ−1 y las superficies x = 1

2
r(τ) − π

4
y x = −1

2
r(τ) + π

4
. En la figura 6.1

mostramos los cinco posibles escenarios que abarca el teorema 6.1 para el espacio fase
compacto: cuando q(τ) = qE1(τ), q(τ) = qE2(τ) y q(τ) = qHa(τ) para a = 1, 2, 3.

En cualquiera de los cinco casos representados en las figuras 6.1, las superficies
determinadas por los conjuntos

A =

{

(x, v, τ) ∈ R
3
∣

∣

∣
v =

π

2

}

,

B =

{

(x, v, τ) ∈ R
3
∣

∣

∣
v = −π

2

}

,

C =

{

(x, v, τ) ∈ R
3
∣

∣

∣
x = −1

2
r(τ) +

π

4

}

,

D =

{

(x, v, τ) ∈ R
3
∣

∣

∣
x =

1

2
r(τ) − π

4

}

,
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(a) Caso qE1. (b) Caso qE2.

(c) Caso qH1. (d) Caso qH2.

(e) Caso qH3.

Figura 6.1: Regiones compactas para los espacios fase (extendidos en el tiempo) para el
problema restringido simétrico eĺıptico e hiperbólico de 3 cuerpos en S1.
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son conjuntos invariantes para el flujo de (6.2) (están indicados con ĺıneas paralelas en
las figuras 6.2). De hecho, el flujo en A y B es paralelo al eje x y el flujo en C y D es
paralelo al eje v.

Las aristas que resultan de las itersecciones de las fronteras antes mencionadas son
conjuntos continuos de puntos de equilibrio (están indicados como ĺıneas formadas de
puntos en las figuras 6.1). Los conjuntos A∩C, A∩D, B ∩C y B ∩D son continuos de
puntos de equilibrio.

Construimos un conjunto de secciones transversales al eje τ . Definimos

Στ∗ = {(x, v, τ) ∈ R
3|τ = τ ∗} ,

entonces el conjunto
⋃

τ−1≤τ∗≤τ1

Στ∗

es el espacio fase compacto que hemos estado analizando. En las ecuaciones (6.2) obser-
vamos que τ ′ ≥ 0, lo que significa que el flujo determinado por estas ecuaciones es
transversal a Στ∗ para toda τ ∗ ∈ [τ−1, τ1], excepto en la frontera del espacio compacto.

Para entender la dinámica de la masa infinitesimal en los problemas que nos ocupan
introducimos algunas definiciones para caracterizar diferentes clases de movimientos.

Llamamos solución eĺıptica simétrica a toda aquella solución que para todo tiempo
s cumple que x(s) 6= 0 y v(s) 6= 0 excepto para un único s∗ tal que v(s∗) = 0.
Es decir, la masa infinitesimal nunca pasa por el centro de masa ficticio y para un
único instante tiene velocidad cero.

Llamamos solución hiperbólica simétrica a toda solución que para un único tiempo
s∗ cumple que x(s∗) = 0 y que el resto del tiempo s resulte que v(s) 6= 0. Es decir, la
masa infinitesimal describe una trayectoria que no cambia de signo en la velocidad
y śı pasa en un único instante por el centro de masa ficticio.

Llamamos solución parabólica simétrica a toda aquella solución que para toda s
sucede que v(s) 6= 0 y x(s) 6= 0, además de que x(s) → 0 cuando s → ±∞. En
otras palabras, el cuerpo secundario no pasa en ningún momento por el centro de
masa ficticio y tiene velocidad positiva o negativa a lo largo del tiempo, además
de que llega asintóticamente (en el tiempo) a la posición de equilibrio.

Con el análisis que hemos realizado hasta ahora planteamos el siguiente resultado
que trata sobre la dinámica de la masa infinitesimal en los casos eĺıptico e hiperbólico
del problema simétrico restringido de 3 cuerpos en S1.

Proposición 6.1 Cada solución a los problemas restringidos simétricos eĺıptico e hiper-
bólico de 3 cuerpos en S1 es alguna de las siguientes:

solución de equilibrio con estructura hiperbólica,

solución eĺıptica simétrica,
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(a) Caso qE1. (b) Caso qE2.

(c) Caso qH1. (d) Caso qH2.

(e) Caso qH3.

Figura 6.2: Campo vectorial en la frontera y la trayectoria Γ(s).
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Figura 6.3: Variedades estable e inestable a Γ(s) y los planos X y V .

solución parabólica simétrica o

solución hiperbólica simétrica.

Demostración. Sabemos que la solución de equilibrio (extendida en el tiempo) Γ(s)
tiene estructura hiperbólica, por el teorema 6.1 (representada en las figuras 6.2). Como
consecuencia sabemos de la existencia de las variedades W s(Γ(s)) y W u(Γ(s)), las cuales
se intersectan transversalmente a lo largo de Γ(s), como lo mostramos en la figura 6.3.

Hacemos una partición en 4 del espacio fase (extendido) compacto, sin considerar la
frontera determinada por las superficies A, B, C y D mencionadas anteriormente. Esta
partición la definimos mediante dos planos: uno determinado por la ecuación x = 0 (que
denotamos por X) y otro determinado por la ecuación v = 0 (que denotamos por V ).
Estos dos planos son secciones transversales para el flujo porque

x = 0 , v > 0 ⇒ x′ > 0 , v′ = 0 , τ ′ > 0 ,

x = 0 , v < 0 ⇒ x′ < 0 , v′ = 0 , τ ′ > 0 ,
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que verifica que X es transversal al flujo y

x > 0 , v = 0 ⇒ x′ = 0 , v′ > 0 , τ ′ > 0 ,

x < 0 , v = 0 ⇒ x′ = 0 , v′ < 0 , τ ′ > 0 ,

que verifica que V es transversal al flujo (véase la figura 6.3). Denotamos por I, II, III
y IV las 4 partes de la partición como sigue:

I = {(x, v, τ) ∈ R
3 | x > 0 , v > 0} ,

II = {(x, v, τ) ∈ R
3 | x < 0 , v > 0} ,

III = {(x, v, τ) ∈ R
3 | x < 0 , v < 0} ,

IV = {(x, v, τ) ∈ R
3 | x > 0 , v < 0} .

Escribimos el sentido del flujo en cada una de las 4 partes de la partición

I =⇒ x′ > 0 y v′ > 0 ,
II =⇒ x′ > 0 y v′ < 0 ,
III =⇒ x′ < 0 y v′ < 0 ,
IV =⇒ x′ < 0 y v′ > 0 .

A partir de que las fronteras del espacio fase compacto A, B, C y D son conjuntos
invariantes para el flujo vectorial, que las aristas A ∩ C, A ∩ D, B ∩ C, B ∩ D son
conjuntos de un continuo de puntos de equilibrio y que los planos X y V son secciones
transversales para el flujo, entonces sabemos que:

el flujo en I proviene de II atravesando el plano X y proviene de IV atravesando
el plano V ; el flujo no sale de I,

el flujo en II sale por el plano X hacia I y sale por el plano V hacia III,

el flujo en III proviene de II atravesando el plano V y proviene de IV atravesando
el plano X; el flujo no sale de III y

el flujo en IV sale por el plano V hacia I y sale por el plano X hacia III.

A partir de aqúı describimos la dinámica del cuerpo secundario según el análisis
cualitativo del campo vectorial que hemos realizado. Consideramos una condición inicial
(xo, vo, τo) = (x(0), v(0), τ(0)) en I y como I es un conjunto invariante, entonces la
solución (x(s), v(s), τ(s)), con la condición inicial dada, tiende al conjunto A∩C cuando s
tiende a +∞. Para conocer la solución (x(s), v(s), τ(s)) en tiempo negativo consideramos
tres casos.

1. La solución proviene de II, es decir,
{

(x(s), v(s), τ(s))
∣

∣

∣
s < sX , x(sX) = 0

}

⊂ II

El tiempo sX es el instante en el que la solución atraviesa el plano X. Además,
(x(s), v(s), τ(s)) tiende a A ∩ D cuando s tiene a −∞.
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2. La solución proviene de IV , es decir,

{

(x(s), v(s), τ(s))
∣

∣

∣
s < sV , v(sV ) = 0

}

⊂ IV

El tiempo sV es el instante en el que la solución atraviesa el plano V . Además,
(x(s), v(s), τ(s)) tiende a B ∩ C cuando s tiende a −∞.

3. Si la solución no proviene de II ni de IV , entonces

{

(x(s), v(s), τ(s))
∣

∣

∣
s ∈ R

}

⊂ W u(Γ(s)) .

Aśı, (x(s), v(s), τ(s)) tiende a A∩C cuando t tiende a ∞ y (x(s), v(s), τ(s)) tiende
a Γ(s) cuando s → −∞.

Recordamos el carácter simétrico del sistema (6.2) respecto de la simetŕıa dada por
Ψ(x, v, τ) = (−x,−v, τ), lo que implica que si (xo(s), vo(s), τ(s)) es solución, entonces
(−xo(s),−vo(s), τ(s)) también lo es. De esta forma, el estudio cualitativo de las soluciones
que se encuentran en III es el mismo que hicimos para las soluciones en I.

Sólo falta determinar la evolución de las soluciones con condición inicial dada por
(xo, vo, τo) = (x(0), v(0), τ(0)) ∈ II (la dinámica en IV es la misma de II salvo la
simetŕıa Ψ). La solución puede abandonar II por el plano X hacia I y por el plano V
hacia III, pero estas soluciones las acabamos de describir (salvo una reparametrización
en el tiempo). Si la solución no sale de II, entonces

{

(x(s), v(s), τ(s))
∣

∣

∣
s ∈ R

}

⊂ W s(Γ(s)) .

Aśı, la solución tiende a A∩D cuando s → −∞, mientras que la solución tiende a Γ(s)
cuando s → ∞.

Ahora sabemos que las variedades invariantes W s(Γ(s)) y W u(Γ(s)) parten en cuatro
regiones invariantes el espacio fase compacto de (6.2), porque W s(Γ(s)) conecta Γ(s) con
A ∩ D y con B ∩ C y W u(Γ(s)) conecta a Γ(s) con A ∩ C y con B ∩ D. Estas regiones
contienen las distintas clases de trayectorias.

Las soluciones que se encuentran en el espacio acotado por el plano A y las
variedades W s(Γ(s)) y W u(Γ(s)) presentan las caracteŕısticas de las soluciones
hiperbólicas simétricas. Ocurre lo mismo para las soluciones que se encuentran en
el espacio que delimitan el plano B y las variedades W s(Γ(s)) y W u(Γ(s)), también
son soluciones hiperbólicas simétricas.

Las soluciones que se encuentran en el espacio acotado por el plano C y las
variedades W s(Γ(s)) y W u(Γ(s)), aśı como las que se encuentran dentro del espacio
delimitado por el plano D y las variedades W s(Γ(s)) y W u(Γ(s)) presentan las
caracteŕısticas de las soluciones eĺıpticas simétricas.

Las soluciones que viven en las variedades W s(Γ(s)) y W u(Γ(s)) son las que
corresponden a las soluciones parabólicas simétricas.
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❑

La proposición 6.1 trata sobre el comportamiento global de las soluciones gracias a
la partición que se genera por las variedades estable e inestable de la trayectoria Γ(s).
En el sistema (6.2) todas las singularidades son puntos de equilibrio que permiten la
definición de soluciones para todo tiempo s, pero impiden la continuación del movimiento
después de cada colisión. Aún aśı, las soluciones descritas determinan la dinámica de la
masa infinitesimal entre colisiones. Todos los movimientos son movimientos de expulsión-
colisión.

La solución eĺıptica simétrica indica que si la masa infinitesimal no tiene suficiente
enerǵıa, ésta no alcanza el centro de masa ficticio y regresa a la colisión de la cual
viene originalmente con alguno de los dos cuerpos primarios.

La solución hiperbólica simétrica indica que si masa infinitesimal tiene suficiente
enerǵıa, entonces el cuerpo logra alejarse de la colisión con un cuerpo primario y
sigue su trayectoria hasta colisionar con el otro cuerpo primario, pasando por el
centro de masa ficticio.

La solución parabólica simétrica indica que la masa infinitesimal tiene la enerǵıa
necesaria para escapar de la colisión con alguno de los cuerpos primarios, pero no
la enerǵıa suficiente como para pasar por el centro de masa ficticio, acercándose a
éste asintóticamente en el tiempo.

La compactación del espacio fase extendido no nos permite conocer el comportamiento
de la masa infinitesimal después de una colisión, pero si permite conocer la dinámica
fuera de estos puntos. En lo que sigue, consideramos el problema restringido simétrico de
3 cuerpos en S1 regularizado para continuar las soluciones simulando un rebote elástico
en el lugar de la colisión. A partir de (4.13), sabemos que el hamiltoniano asociado es

H̄(q, p, s) =
1

512

(

− 32H cos2 q(π − 2r(τ))2 + 64(senq − 1)(−2p2 + π − 2r(τ))

+ 128(1 + senq)
(

p2 − π

2
+ r(τ)

)

− 64 cos2 q(π − 2r(τ))2

π(3 + senq) − 2(−1 + senq)r(τ)

+
64 cos2 q(π − 2r(τ))2

π(−3 + senq) − 2(1 + senq)r(τ)
+ 2 cos2 q(π − 2r(τ))2ṙ(τ)2

+ cos2 q cos(2q)(π − 2r(τ))3r̈(τ)

)

≡ 0, (6.6)
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con el respectivo sistema hamiltoniano,

q′ = p

p′ =
π cos q(π2 − 4r(τ)2)

(π(3 + senq) − 2(senq − 1)r(τ))2
− π cos q(π2 − 4r(τ)2)

(π(−3 + senq) − 2(senq + 1)r(τ))2

+
1

512

(

sen(4q)(π−2r(τ))3r̈(τ)+sen(2q)(π−2r(τ))2(−32H+2ṙ(τ)2+(π−2r(τ))r̈(τ))
)

.

(6.7)

donde r(τ) es una solución para el problema de Kepler en S1 dada en el teorema 2.1.
En (4.13) hicimos C(τ) ≡ 0, (es una constante de integración) y las derivadas respecto
del tiempo s están denotadas por (′). Este sistema nos permite controlar el movimiento
cerca de la colisión y completamos esta información con la obtenida a partir del teorema
6.1.

Las soluciones del teorema 6.1 preservan sus caracteŕısticas en las coordenadas regula-
rizadas, porque la transformación de coordenadas realizada por el lema 4.1 es monótono
creciente para el caso simétrico en las masas. De hecho, la transformación es

(x, y) = E−1(q, p, τ) =

(

senq

2

(π

2
− r(τ)

)

,
4p

cos q(π − 2r(τ))

)

y por ende, preserva el orden tanto en posiciones como en velocidades.
A partir del teorema 6.1 y del hamiltoniano (6.6) conocemos la dinámica global de

los problemas restringidos simétricos hiperbólico y eĺıptico de 3 cuerpos en S1.

La solución de equilibrio indica que la masa infinitesimal está en la posición
(qo, po) = (0, 0) para todo tiempo.

La solución eĺıptica simétrica indica que la masa infinitesimal colisiona repeti-
damente con uno de los cuerpos primarios y nunca pasa por el centro de masa
ficticio.

La solución parabólica simétrica indica que la masa infinitesimal colisiona una sola
vez con alguno de los cuerpos primarios y llega asintóticamente (en el tiempo) a
la posición de equilibrio en tiempo positivo y negativo.

La solución hiperbólica simétrica indica que la masa infinitesimal colisiona alterna-
damente con los cuerpos primarios y entre cada colisión pasa por el centro de masa
ficticio.

Resumimos todo lo anterior en uno de los resultados más importantes del presente
trabajo.

Teorema 6.2 Los problemas restringidos simétricos eĺıptico e hiperbólico de 3 cuerpos
en S1 regularizados presentan:

una solución de equilibrio (qo, po) = (0, 0),
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soluciones simétricas eĺıpticas,

soluciones simétricas parabólicas y

soluciones simétricas hiperbólicas.

Éstas son todas las soluciones y están definidas para todo tiempo.

6.3. Soluciones periódicas.

Probamos la existencia de soluciones periódicas en el tiempo para la masa infinitesimal
cuando los cuerpos primarios siguen soluciones eĺıpticas.

Lema 6.1 El problema restringido simétrico eĺıptico de 3 cuerpos en S1 regularizado
presenta soluciones simétricas eĺıpticas y simétricas hiperbólicas que son periódicas, de
peŕıodos que son múltiplos respecto del peŕıodo determinado por las trayectorias de los
cuerpos primarios, incluso del mismo peŕıodo.

Demostración. El razonamiento lo partimos en dos partes y consideramos r(τ) una
solución eĺıptica de peŕıodo T como está en el teorema 2.1. Aśı, q1(τ) y q2(τ) son
soluciones eĺıpticas para los cuerpos primarios (teorema 2.2) de peŕıodo T cada una.

Construcción de las soluciones simétricas hiperbólicas periódicas.

Suponemos que (q∗(s), p∗(s)) es una solución hiperbólica simétrica para el sistema
(6.7), con las condiciones iniciales q∗(0) = 0 y p∗(0) > 0. Además, suponemos que
en ese momento los cuerpos primarios se encuentran en colisión en el centro de masa
(π/2 ). Para esta solución existe s1 > 0 tal que q∗(s1) = π/2 y p∗(s) > 0 para todo
s ∈ (0, s1), es decir, que la masa infinitesimal está en colisión con el cuerpo primario
con posición q1. Por continuidad respecto de condiciones iniciales, elegimos una
solución (q2T (s), p2T (s)) tal que tenga las mismas condiciones iniciales y además
que cumpla q2T (s1) = π/2 y q̇1(τ1) = 0 (τ1 = τ(s1)), es decir, que en el momento de
la colisión, el cuerpo primario tenga velocidad cero, de tal forma que q̇1(τ) 6= 0 para
τ ∈ (τ0, τ1). Utilizando la simetŕıa en las masas de los cuerpos primarios, existe
un tiempo s−1 < 0 tal que la masa infinitesimal colisiona con el cuerpo primario
con posición q2 cuando éste tiene velocidad cero, es decir, q2T (s−1) = −π/2 y
q̇2(τ−1) = 0 (τ−1 = τ(s−1)). Aśı, tenemos una solución definida para s ∈ [s−1, s1]
que representa un peŕıodo (T ) en tiempo para los cuerpos primarios.

Pero sabemos que el sistema (6.7) es simétrico respecto de Ψ, por lo que continuamos
esta solución para s ∈ [s1, s2], de tal forma que q2T (s2) = −π/2 y q̇2(τ2) = 0
(τ2 = τ(s2)). En otras palabras, tenemos una solución que sale de colisión con el
cuerpo primario con posición q2, sigue su trayecto hasta colisionar con el cuerpo
primario con posición q1, rebota y recorre el mismo trayecto en sentido contrario
hasta volver a colisionar con el cuerpo primario con posición q2. Todas las colisiones
se llevan a cabo cuando los cuerpos primarios tienen velocidad cero.
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Seguimos esta forma de construcción y completamos la solución (q2T (s), p2T (s))
para todo tiempo s. Esta es una solución periódica de peŕıodo 2T (en el tiempo
τ).

De la misma manera, construimos soluciones periódicas de peŕıodo 2nT , es decir,
que mientras la masa infinitesimal recorre una vez su trayectoria, los cuerpos
primarios recorren su trayectoria 2n veces.

Construcción de las soluciones simétricas hiperbólicas periódicas.

Suponemos que (q∗(s), p∗(s)) es una solución eĺıptica simétrica de (6.7) con las
condiciones iniciales q∗(0) > 0 y p∗(0) = 0. Además suponemos que en ese momento
los cuerpos primarios están en colisión en el centro de masa (π/2 ). Entonces
existe s1 > 0 tal que q∗(s1) = q1(τ1) ( τ1 = τ(s1) ). Por continuidad respecto de
condiciones iniciales, elegimos una solución (qT (s), pT (s)) que tenga las mismas
condiciones iniciales y que además q∗(s1) = q1(τ1) con q̇1(τ1) = 0. Por simetŕıa,
existe s−1 tal que la solución satisface q∗(s−1) = q1(τ−1) con q̇1(τ−1) = 0 (donde
τ−1 = τ(s−1) ). Aśı tenemos definida una solución para s ∈ [s−1, s1] que indica un
peŕıodo (T ) para el tiempo en los cuerpos primarios.

Continuamos la solución para todo tiempo s y hemos construido una solución
periódica de peŕıodo T (en el tiempo τ).

De esta manera también construimos soluciones de peŕıodo nT , es decir, que
mientras la masa infinitesimal recorre una vez su trayectoria, los cuerpos primarios
recorren n veces su trayectoria.

A todas estas soluciones agregamos aquellas que tienen las mismas caracteŕısticas
con la condición inicial simétrica q∗(0) < 0 y p∗(0) = 0 y su existencia se debe a la
simetŕıa Ψ.

Aśı, hemos mostrado soluciones eĺıpticas simétricas periódicas de peŕıodo nT con y
soluciones hiperbólicas simétricas periódicas de peŕıodo 2nT .

❑
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Caṕıtulo 7

Conclusiones y perspectivas.

1. Problema de 2 cuerpos en S1. Consideramos dos cuerpos de masa puntual siguiendo
la Ley de Gravitación Universal, constreñidos en su movimiento a un ćırculo de
radio uno. Llamamos a este planteamiento el problema de 2 cuerpos en S1.

Mostramos la dinámica global de los dos cuerpos. Clasificamos
todas las soluciones de las ecuaciones de movimiento en eĺıpticas,
parabólicas e hiperbólicas, además de una posición de equilibrio.

Obtuvimos todas las soluciones de manera expĺıcita y mostramos
que están bien definidas para todo tiempo. Calculamos el peŕıodo
de las soluciones periódicas en el tiempo.

Las soluciones expĺıcitas (para cualquier valor de la enerǵıa) las obtuvimos después
de haber regularizado la singularidad fija en las ecuaciones de movimiento del
sistema con origen en uno de los dos cuerpos. La singularidad fue removida mediante
un cambio en las coordenadas posición y velocidad, aśı como un cambio en el
tiempo. Al regularizar, conservamos la estructura hamiltoniana de las ecuaciones.
Clasificamos todas las soluciones obtenidas como eĺıpticas, parabólicas, hiperbólicas
y una solución de equilibrio. El hamiltoniano regularizado del sistema con origen
en uno de los cuerpos corresponde, para cada valor de la enerǵıa, al hamiltoniano
de un péndulo simple en el plano.

2. Regularización global y simpléctica en espacios unidimensionales de curvatura cons-
tante 0 ó 1. Consideramos tres cuerpos de masa puntual siguiendo la ley de
gravitación universal y constreñidos en su movimiento a una ĺınea recta infinita
o a un ćırculo de radio uno. Uno de los cuerpos posee un valor de masa despreciable
respecto de los valores de masa de los otros dos cuerpos, llamados cuerpos primarios.
Aśı, los cuerpos primarios forman el problema de 2 de cuerpos en la recta o
en el ćırculo, ya que su dinámica es indepediente de la presencia del cuerpo de
masa despreciable. El movimiento de este último cuerpo está gobernado por el
movimiento de los primeros dos. Este planteamiento, llamado problema restringido
de 3 cuerpos en R y en S1, presenta en sus ecuaciones de movimiento singularidades
debidas a colisiones dobles y triples, que no necesariamente suceden en puntos fijos.
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Presentamos un método para regularizar las ecuaciones de movi-
miento correpondientes a los problemas restringidos de 3 cuerpos
en una ĺınea recta o en un ćırculo unitario.

La regularización remueve todas las singularidades debidas a colisio-
nes dobles y en algunos casos las colisiones triples.

La regularización es simpléctica (preserva la estructura hamiltoniana
de las ecuaciones).

La regularización consiste de un cambio en las coordenadas (posición y velocidad)
dependiente del tiempo y de un reescalamiento del tiempo. Aún cuando la trans-
formación es dependiente del tiempo, ésta preserva la estructura hamiltoniana de
las ecuaciones y remueve todas las singularidades debidas a colisiones dobles. Este
método admite como caso particular la regularización del tipo Levi-Civita.

3. Problema restringido de 3 cuerpos en S1. Establecimos el problema restringido de
3 cuerpos en S1.

Determinamos la existencia de una única solución de equilibrio que
ocurre si y solamente si las masas de los cuerpos primarios son
iguales.

Mostramos que no existen soluciones lineales en el tiempo.

Clasificamos en cuatro casos el problema restringido de 3 cuerpos en S1, el subpro-
blema eĺıptico, parabólico e hiperbólico restringido de 3 cuerpos en S1 y el subpro-
blema restringido de 3 cuerpos en S1 con dos centros fijos, según las soluciones que
sigan los cuerpos primarios en el problema de 2 cuerpos en S1. Regularizamos de
manera global y simpléctica las ecuaciones correspondientes al problema, siguiendo
el desarrollo del punto 2. Mostramos que no hay soluciones lineales (en el tiempo)
para los subproblemas eĺıpticos, parabólicos e hiperbólicos restringidos, excepto
cuando las masas de los cuerpos primarios son iguales y la solución es de equilibrio.
También mostramos que la ecuación de la enerǵıa regularizada asociada al problema
admite como caso particular la ecuación de la enerǵıa regularizada del problema
de 2 cuerpos en S1. Hicimos una compactación, mediante cambios de variables, del
campo vectorial extendido determinado por las ecuaciones de movimiento.

4. Problema restringido de 3 cuerpos en S1 con dos centros fijos Estudiamos el
subproblema con dos centros fijos, es decir, cuando los cuerpos primarios siguen la
solución de equilibrio en el problema de 2 cuerpos en S1.

Describimos la dinámica global del sistema. Clasificamos todas las
soluciones, para cualquier valor de las masas de los cuerpos prima-
rios, en soluciones eĺıpticas, parabólicas, hipérbolicas y una posición
de equilibrio.

Determinamos la integrabilidad del problema restringido de 3 cuerpos con dos
centros fijos. A partir de la ecuación de la enerǵıa regularizada, determinamos la
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dinámica global del sistema para todo tiempo. Hicimos una clasificación de todas
las soluciones del problema. La dinámica presentada es válida para cualquier valor
en las masas de los cuerpos primarios. La dinámica global se obtuvo del análisis de
las propiedades geométricas de la ecuación de la enerǵıa. Aún cuando el problema
es de un grado de libertad integrable, las soluciones expĺıcitas no se pueden obtener
por medio de la manipulación algebraica de las ecuaciones.

5. Problemas restringido simétrico hiperbólico y restringido simétrico eĺıptico de 3
cuerpos en S1. Analizamos los subproblemas hiperbólico y eĺıpticos restringidos,
en el caso particular en que el valor de las masas en los cuerpos primarios es 1/2.

Demostramos que la solución de equilibrio del problema restringido
de 3 cuerpos en S1 tiene estructura hiperbólica para los casos en que
los cuerpos primarios presentan movimientos eĺıpticos e hiperbólicos.

Determinamos la dinámica global de los problemas restringido simé-
trico hiperbólico y restringido simétrico eĺıptico de 3 cuerpos en S1.

Mostramos la existencia de soluciones periódicas para el problema
restringido simétrico eĺıptico, indicando el peŕıodo correspondiente.

Analizamos la solución de equilibrio del problema restringido de 3 cuerpos en S1 y
mostramos que posee estructura hiperbólica en el espacio fase extendido, cuando
los cuerpos primarios están en movimientos eĺıpticos o hiperbólicos. A partir de este
resultado y del estudio geométrico del campo vectorial determinamos la dinámica
global para el cuerpo de masa despreciable para los problemas restringido simétrico
hiperbólico y restringido simétrico eĺıptico de 3 cuerpos en S1. Después de aplicar
la regularización del punto 2 a las ecuaciones, extendimos la dinámica a través
de las colisiones, clasificando todas las soluciones (definidas para todo tiempo)
en: soluciones eĺıpticas simétricas, parabólicas simétricas e hiperbólicas simétricas
y una solución de equilibrio. Mostramos la existencia de soluciones periódicas e
indicamos su peŕıodo para el problema restringido simétrico eĺıptico de 3 cuerpos
en S1, siendo soluciones del tipo eĺıpticas simétricas e hiperbólicas simétricas.

En esta investigación se lograron resultados importantes. Un entendimiento completo
sobre la dinámica del problema de 3 cuerpos en S1 está en proceso. Esto se logra
realizando la investigación en las siguientes direcciones:

Estudio de la colisión triple en el centro de masa ficticio.

Perturbación en el valor de las masas para el caso simétrico.

Introducción de dinámica simbólica.

Realización de simulaciones numéricas.
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[22] J. Llibre y E. Pérez-Chavela. Transversal homoclinic orbits in the collinear restricted
three-body problem, Journal of Nonlinear Science, 1-10 (2005).

[23] C. Marchal. Regularization of the singularities of the n-body problem, Aplications of
Modern Dynamics to Celestial Mechanics and Astrodynamics, 201-236 (1982).

[24] J. Mather y R. McGehee. Solutions of the collinear four body problem which become
unbounded in finite time, Lectures Notes in Physics 38, Springer (1975).

[25] K. R. Meyer y G. R. Hall. Introduction to hamiltonian dynamical systems and the
N-body problem, Springer-Verlag (1992).
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