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1.1. - L-OIXJCCION 

Uno de los f e i h n o s  que ocurre en los flujos de fiuidos,cuyas velocidades 
myores que l a  velccihd del sonido (flujos supersÓNcos) es la presemcia l e  

í 

( onda de c:?oquo. 

Lac ondas de ckque, son fekmenos fuera de equilibrio, las cuales ocurren 
ejemplo en vuelos supersónicos, explosiones, descargas eléctricas, etc. ias 

investigaciones que se han realizado p a  e l  mejor entendimiento de su es+amc9x- 
pa, han sido tanto t&icas c m  experimentales. 

I . El t n t d e n t o  teórico m a l i z a r  la estructura de las ondas de ckqce 
ha sido a través de dos puntos de Vista, los cuaies son: El enfoque fenmidÓóg 

00, prtlenao e s c m  t e  de las ecuaciones de &vier-Stckes, y e l  enfoque d 

la teo& cinéti 3 ,  cuyo punto de partida es l a  ecuación de DoltpMnn. 

Ds los ecti;dios realiudos desde e l  punto de vista fencmenológico p o c ! m  
citar por ejc@o e l  m j o  de Becker (l), quien obtuvo la solución de las ea 
cionec dc ?íav;er-Stokes, cmciderandc xicamente a los coeficientes de viscclei. 
dad /", y coih'uctivi3idad t&mica 9 L~~ constantes. El obtuvo una ex'prssión . 
ra 14 vel&dad en la región ds  la onda de chcqus, y a pirtir de ésta c b t w o  t 
bi&i ura expresión pwa la arich,ura de la  misra. S i n  embargo estos cálculos fu 
ron mj3raeos pcr Timoas ( 2 )  quien intK>dujo en sus cálculos la dependencia rn 
la tcrperatura de los coeficientes de transporte p '1 Q. 
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Por otro lado, se ha eatado de deno t r a r  hasta ahora que las solucicms de 

nm crítico. Por ejemplo, para e l  i&i-cxJo de’ Grad de los trece mnentos, la  E 
1UC;Ón a l a  ecuación de Boltmann existe sólo ‘hasta e l  n&em de Mach M= 1 . E j .  

-11 H. Holway, Jr. (7) iUn mostrado a través de arginaentos matcm%tkos qce l a  
solución de l a  ecuación (1 . b l t m  a l  problema de oncias de choque, no conveqe 
para nheroc de Mach myores que M= 1.851. En el m&odo’uscuaO por Chapm-3&og, 
el cual es parecido a l  &todo de Grad para resolver la d 6 n  de Boltxrann, se 
rnuestra que la solución a primer orden, que comespode a las ecuac5ones de -- 
NsviuLStokes exisre p a ~  t a b s  los n h m s  de Mach. Sin enkaqp la soluci6n a 
segundo o&en (Ecuaciones de Burnett) , no existe para nihmx de Nach m~‘yores 
que M= 2.1. Así que parece razonable pensar que torrado la C o l k Ó n  a d e r e i  sg 
periorec, e l  n h . m  de Mach puede demecw hasta e l  nh.er0 -te dado ~r ‘ --.-- 
M- 1.851. Este criterio de convergencia’de las soluciones a la ecuaci6n dc! -- 
bitznurui es imprtante, ya que es una ayuda pwa evitar &culos innecesúrios. 
Ad&s de que parece presentar un límite de apiicabilidzd dc teorías “Lineales“ 

en l a  descripción de los efectos producidos pcr dichas ondas @fr. García b l í n  

a c i 6 n  c!e B o l t m ,  existen solanen e para n f h m s  de Ha& c que Cn 
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€31 este trabajo se estudia la estructura de las ondas de ckque decdc d 7 -  

-- punto de vista kanemlÓgico, toi?.zndo en cuenta aigunos resultados de la t,xr,a 
cinética. E l  objetivo princip31 es intr=ducir en las ecuaciones hidrodin%6cay 
los t&ms de Emet t ,  y con elio tratar de lograr una mejor descripción de La 
estructm de l a  onda de ciioque. 

B-I e l  capítulo I se ds UM CefiniciÓn general de UM oriiia de ckque. Se es- 
tabiecen las ecuacioiies hirkdxaru . cas de conservacih del flujo de msa, m.entc 

y energía en UM cLbensiÓn en su forma general.. Enseguida se supone la descrin-- 
ci6n de la onda de choque en su estado estacionario; y de las ecuzcionec qce pe- 

d t z n  se desprecian los efectos r]isi-pativos de t a l  manera que l a  onda de C?oque 
se &fiesta sobiente c m  una discontix. .id nntdt ica .  

. * .  

> .  m ei capítdo ii, los efectos disiptivoc se t m  en cuenta en las ecua- 
&ones de conservación del flujo de masa, m t o  y energía; y ccw consecuencia . 

, I 

! loa coeficientes de viscosidad y ,  y de conductividad t%ca 3 
nuestros cálculos se efectuar&  pa^ un gas IIIoMtcmico. ya que para d í cb  gas se . 1  

Lcs coeficientes de -- 1 

.trancprte).L,-3son en gensal funciones de l a  texpratura y d-s la densidad. Si? 
emtargo, solamente tm-s en cwnta la dependencia en l a  temperatura de di -- 
chos coeficientes. 

de eiio a v e  una esiructura de ia onda de cheque. Se considera Únicamente a 

sabe que e l  coeficiente de viscosidad volum6trica &o. 

.I debieo a que 
1 

I 

La soiución a lac ecuaciones de Na&r-Stokes se 0btier.e siguiendo e l  &to- 
do de h 2 a u  (91, e l  cal consisite escencidlmente en e l  des&llo de la dife?- 
rencia ( E  - GI )., donde es la  energfa i r i t m  específica i%~i en ki región - 
de. &que y es '2 encrU,h interm es-cíficl l d  antes del Ckque, y cle 

la diferencia ip -.p, 1 , donde p es l a  presión local; en serie de potencias de 
las cantidades ( V - VI  ) y (s  -s, ), es &CY. tc~a-~do a l  volíxen y a la er4.tr\3pza 
específica local. cam varhbles indeyendientes. E l  orden de apmx!haciÓn quue se 
concidera es haasta se@D orden en la chcerencia (V - V, ). Se obtiene una ecua- 
ción df-ncial c p  describe :a estriztura de l a  onda de c-ue, cuya: coiucizn 

m s  da el perfil del volben, y por l o  tmto e l  p e r f i l  de l a  dmsidad de l a  onda 
de chape. De esta expesión para el ce-fil se obtiene u w  e:rresiÓn Fi la an- 

churz de l a  rZ%m. 

6, 

, f 
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Esta ecuaCiÓn contiene témkK de terrer orden de corrección u las ecw& 
Burne t t  d e l  m i m  d e n .  Estaros in teresa  - cienes de Navier-Stokes, y t% 

dos Únicarente en la saluci6n de la ecuación diferencial 
d e n  que contiene solamente los t&%ms de Emmett, de imnera que se p m p n e  

un método apmxiniado para recoiverla. ia saiución apmhda ccanienza con ia 50- 

=Ón de Landau, e l  sigtx'.ente t&mino de la solución involucra un &metro de 

pequeñez que contiene escericialmente los t6nnbos de wnnett. La soluciÓn d e s m i  - 
be el perfil d e l   vol^ y Ge la densidad de la onda de chpsue en el &&en de 

Bunistt. 

lineal de segundo 

i a 
4 

Observanws tmbién que la expresión para la anchm es la n&sm para l a  ob- ; 

tenida en e l  r$gh-m de N-S a segundo d e n  en (V - VI). Fh&e!!te se escribe 
la  re lac ión  explícita  pa^ e l  p e r f i l  .de la densidad p e l  caso parzEicUiar de 

M gas W M t 6 X i C O  -fedo. 

Para concluir ,  en e l  capítulo IV se cmpra el resultado obtenido de 12 an- 
chum con otros recuitados teóricos, así - tarhi& con los resultados aymi- 
neiitales. U s  perfiles eyactos y apxhzdos de :!-S, así qm tznbién e l  perfil 

Oe E u m e t t  se a m p r a n  con el experhento para a l m s  n i k e o s  de i k h  ,dados 
p ~ r  1.55, 1.75, 2-05, 3.38 y 3.8. 

Para i q  .mch.jra, se ok=rva que ia  cunca.dancia con ciigums trabajos teóri- 
Cos y con los datos d e l  experhento es solameite para n ¿ . f s  de Mach cercanos a 

uno. En cuanto 51 p f i l  fie la d e n s i h d  relativa de la oda de c m u e  el -fa i 
f 

D= todo en la r.-giÓn de baja densic'cil cie l a  arda do chape, Sin embarg: 
ewctc 6e N-S C ~ E X ~ + % I  ccn e l  cyx~2*.czto TN jcy quz su solución a-&&; SO- 1' 

tl -=: 
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fade Burnett coltmtente se ajusta &or en ?.a reg:& de alta densidad. .. 

r.2.- ondils de choque débiles en e l  Ce Euler, despreciardo efectos - 
irreversibles. 

Eh general wa onda de ckque es UIU perturbad& en l a  cud. las pmi&- 
- d a  ¿e un gas c3;nbian en f c m  ixusca en un intmalo  de distancia c i t y  pqx2m. 

En este tratajo estamos interesados en describir a una onda de c-ie e.. su 

&a* estaciom-io. De rrioclo que conc ide rms  3 un sistema de coardenadac que 
se meve junto con la onda de cheque e3 M sola dhcción; p r  lo consiguiente 

los f l u j o s  de las cantidades 
& d e  I)r es la posición de la 
.-u velocidad mnstante de l a  
d Ó n  de la onda de ch&e en 
el2a. 

cor?c&entes sa?& funciones de la variable X-x-Ut 

onda de choque con respecto am sicterra f i j a ,  U es 
onda de ckque, t es e l  tiempo y x es l a  pxi- 
e l  sistema de coordemchs que se mueve junto COR -- 

En general, para h s  flujos en urn dimewíón, las ecuaiiones hidrOdi&~icas . de ConCwaciÓn del flujo de msa, mento  y e n d a  son: 

donde u es la velocidad hidrodinánica. es la energía interna ecpecífim 1 6  

la densidad. Tcniando en cuenta tmb& lzsrelacicnes de I'avier-Stokes para e l  
tenssr Pxx y e l  flujo de calor e( cwo: 



donde p es l a  presión 1-1, R la const-lrite universa l  dc l o s  gases y 
de las capcidüdsc d o r í f i c a s  

la ra&n 
Ce y C, xqxxtivmente. 

EII esta sección vanos a de’spreckr 10s t&zr&rios cpe in\&ucran la  viscosi-- 
dad y l a  cor?ductividad téxxioa y c c . 3  c-cr.secE?!oncia de e l lo  l a  onda de chque si- 
&fiesta por sí nisnia L%TO urd dircui-rtiriuidad r:2te&tics. 
las ec&ciones hidrOOin&icas (I,l)-(It3) par?. e: esta& estacionario en este ca - 
SO particular son: 

h s  soldones de 

Yu2= de , 

(1.7) 

(1.8) 

donde hemos usado la transfomciÓn sx-3, pm obt-ne? u= u-U, donde fl es 

la velocidad de la onda de choque erl el. s i c t e n  .‘e coordcii,das que se meve jun- 
to con ella. 

k s  ecuaciones anteriolnes se puzi;z esczrihir, cum: 
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dc;tde ?, es la presión local en l a  región an.tes de la superficie de dismntfnui - * 

. &&y p es ia presión local en la  rvgion posterior. 
5. 

.- contir.uidad en la  censidüd d e l  f lu jo  de energía 

(I. 11) 

donde 
nuit!ad,.yCJ%es l a  ertal$a en l a  región posterior.  

, cr, l a  entalpía  locdl en la región antes de l a  superficie de disconti-  

Ia discontinuidad en las cantidzdec p , p ,  etc. ; se pueden ver cuaiitativa- 
mente en la  figura 1. 

r 

I 
O 

> 
x 0 

Fig.  1. 
donde los índices 1 y 2 se ref ieren a &c lados de la superficie de disconti-- 
nuic?ad. Ei estado d e l  gas 1 recibe e l  nanbre de frente de choque, mientras que 
e l  estaeo 2 ,  e l  respaldo de chape. 

~e ias nusve CaritidacIes p, , >z , 9, , fzctc. @ m s  reducir a seis con ei 
USO &e l a  relación téxxx!i&iica. e n r e  c3 , 
nos es suficienre especificar t r cc  ds lac a t i ¿ a d e s  en términos de las tres 
restantes.. Cs inuy usual espu f i ca r  a l a  Imsiclad y a l a  presión p, en e l  esta- 

do del gas 1, y un pribetro a d i c i o m l  que i d m t i f i c a  la intensidad de la onda 
de chcq~e, CCXQ por eje-plo, la pre.;iÓn p 

y f. Entonces de dichas ecilacio-- 

. a 
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para la diferencia de ve1,midides 

(1.13) 

~ 

usando relación d = 6 +pv, l a  ecuación anterior es ahara 

(1.15) 

Las ecuacior,es (1.14) Ó (1.15) son conocidas caw la,adi&tica de &que 

Ó adiabética de Hugoniot-Rankine, por analogía con la adiabátíca de Poisson de 
l a  terrrsstática, excepto que la adi&tica de choque ~ 1 0  se puede escribir c m  
f(p.V)= cte. 

explícitamente sin especificar l a  ecuación de estado y las propiedades terrnodina _ I  

micas. Ia Eicfiabacíca de choque se representa gráficamente en la fig. 2 

(ver Landau, pág. 321). ias m s  eclfaciones no se pueden resolve 
. c  

t 
1 
i 

1 3 

V 

F\q. 2 .  



1,3,- Características de las oncias de choque débiles. 

1 

1 

i 

Una on& de cbque débil, es aquella en l a  cual las diccontinuidades de a- 
& m> de las cat2dzdtc caw la  presién, densidad, entropía, etc. se c o n z i i c m  
pgGhcas. U;.a de lac cmctcrísticas de lac ondas de choque débiies es la s ig i en  - 
te: 
ces a -ti? 6e la  ecuxi6ri (I.l?) hacerros un desarrollo de p M términos de 
(va - v, I y ( 5%- 51). tmardo a? menta hicanente hast3 e l  primer orden en -- 

S i  considcrams a las difexxncias í p L  - p, 1 ;I (V, - Vj ) pequeñas, erton- 

s 

La Ensivada se e*¿alÚa en el pnto 1, donde la entropía específica 
ta te  con e l  valor 5,. Lac velmidrdes en ésta apmxhaciÓn mx - yales, puesto 

que V I  y V, son del mism d e n  de rrz@Stcd en dicha apmdmciÓn, es decir; 

es cons- 

vlsv, =v , de m e a  que: 

luego entonces, la  velocidad de pmpagacién de UM oM3a de CMUC da51 a p~ine- 
pa apmxhxi6n, es la  velccid2d del sonido, y las propiedadea del gas son h.s 
mimas en anboc iados de la suprf icic de discontinuidad. 

La ctr3. macterística de las ondas de &que débiles,, es que a partir de 

LI a&&tici de c h q ~ s ,  e l  clnbio en l a  crilrqía. 5, SI ? a trii;& de la SL=- 
f ic io  Ce disontinuidxi, sin tmar 'en cuenta lcs efectos disipativos, es de tc- 
cfi" c r l n  relativo a l a  dkcor;tir.ui+id en ;a px-esi6n o bien, en e l  volhen. Esto 
puG¿e vense en la si,+ents fcma: .. . 

-. 10 - 
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(i.17) 

T d i t ; n ,  (3s- 51 ', es de Lercw orden relativo a l a  discontinuidad en e l  volb,en. 

Pcr otm lado se &he ~ ' .  :e , en tcdos los casos que' se kq investigado l a  -- 
~,?r.~.;i5ilii:-~d o adiabáticn:gkdec;.ece con un amento en la presión, a decir 

que ($\>o. S i n  a m o  esto no es upa diacian t- 'ca y no puede obte- 
ner-.e <!.-3 ,-;grmEin-tos tem&F:.%cos. Dtl modo que ea principio es posible que . 

s a  negativo. E l  signo &? (L) se d e t d m  por argumentos de estabilid-d de 
honda  de chcqw, 10s ckies rñ> trat,lrenOs en este trabajo. Fh lo sucesiw, a 

:menDs que se diga io co:::tr;TTio, supomiraras que e l  sigm de(=) ES positivo. 

. .  

2 3  

711 5 

. 2P 5 
2% Swpniendo rp~[s~bO*.~ m-ro consecuencia de gue en ma o& de cmue de 

cuaicj.$er instsnsli..32 5 - 5  , necesmiainente se tiene que : 

(1.19) 

(1.20) 

(1.221 

('1.22) . 
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- 11.1.- P e r f i l  y ¿ ~ ~ ~ h u r a  de ondas de ciwcue débiles cn e l  ~ & h e n  de Favier- 
I 

Sto!:es . 

m las secciocts del cspítulo dn-krior, hems estu&ado a lac ondas de c b  

qGe cam su-ficies ?e disccntinuidad de anc!ura cero. En esta sección nuestro 
OSjrtivs es &ora, cossi2ere.r l a  estruclx-z de 1.7.~ on,&s de choqJe y de!&% a 
10s procesos disipxivos , las d2scontinui6aUUes i 
ccumea-~ en form gra?xil, en UM regi6n de archma finita, do&e esta anchwa 
d i m h u l e  conforne la mgnitud de las discontinui&&c amsnta. 

I 
I 

?as cantidades concernientes I 
I 
I 

üebid9.a que las ondas.de chape fuertes causan un considerüble incrmento I en la tenpmtura del gas, la esmctura de l a  onda de chcque s e6  función de 13 
teqxra*a, dependiendo del orden de apmxhaciÓn que se considere para su estu - I dio. i . 

En e l  dssarrollo de esta secci6n v m s  a considerar fomo hems dicb ante-- 
riorr?etto, que los coeficientes de tMIlSpcrto son hicma?te funciones de l a  -- 
t eqem m a ,  es deck;r(T) y )](Ti ). y que e l  orden do apmxhci6n que vmnos a 

consi+rar será a se5piido orden en la  diferercia 
bi& rpo e l  ccefici-nte de volhmsidad vol&trica 'g -0. 

I 

( ~ - 1 ~ 4  1. Zstms suponiendo La2 

La densiead del flujo de msa es: 
i 

- 12 - 1 
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(11.2) 

dondeqsx=$/$ es l a  ccwnenete )(x del  tenso? dc esfilerzos viscosos de ---- 
acue&o c m  (I.’+) 

La densidad del f lujo de enwga ser;: 

(11.3) 

s i d G J =  ‘3”/” $1 Flujo Se -gis debido a las fricciones internas, y 

q2<=-9dL 
! dñ 

e: flujo de mwgía-d<l>ido a la conducción ténnica. 

Antes de continuar en e l  d e s m l l o  de este izakajo es precSso recordar que 

( ve?? Vhiti-am, píg. 187-190). Sin pmbargo la  canpara-- 

lac ecuaciones (1I.t)- (11.3) se pueden integiur en f o m  exacta, para el caso 
partialar en quc 

cion con‘nuestms xsLitados se hará a i  f iml  de .este capítulo: P . 3  

Abra bien, para calcular las conctantes, tomwems en cuenta que a grandes 
distaricias de l a  o& de chque, lac cantidades termodin&icas con constantes, I 

es decir; sori indeperdientes de la  psición. i 

(11.4) 

(11.5) 
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i 

I 
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i 
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i 

I 
I 

, ¡  
I 
1 

y de acuerbo con la relación te+nodinhica d = + pV tenemos 

LO a x  aqenta e l  d e n  de FeqUeñeZ en 
una m * d d  &is, así que la d-ivada - ser2 de segundo orden, y por lo tanto 
&-VI) $$ os de t m e r  orden; de tal mariera que pOaemos anitirlo. Luego la ecua- 
ción (11.7) m s  qdda con?o 

$.?cc' 
Por otro lado, la  derivada con 

¿X  

en e l  m¿en de acroxirraci6n que estamos considerando, los dos primeros t&minos 

se Due& escribi;? c ~ m  

I 
de (Ti.?) condcca a l  t&?dno de seguruio orden T (s-s,). A d d s  la derivaia I 

(if.9) 

. 14 - 

(IT. 101 
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(11.23) 

. ( 1 T . P )  

- 15 -. 
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en e l  régimen de Yavier-Stokes a scgunc'o orden en (V-v, ) es: 

(11.15) 

i 
I 
I 

-1 
I 

1 
I 

~e esta ecuación, vemos que s g~mdt 's  distancias en ambos lados me la o& 

&=Q . A t d e s  dicimcias e l  voiúmen es V, 6 vZ . iuego entorces 

cm&Ztica en 11 time ceros en V, y Vz , lo cual es consisten5e con las con- dX dc chcy:? 

diciones iiiptxstas en un principio. La solución de la ecuación 

pnde a 
(11.15) C G ~ S - -  

(11.16) 

tornsndo a x o =O, y despejando (V-Vl) y se obtiene e l  perf i l  de v o l h n  de la on- 
da de choque; el cual está dado por 

donde hems definieo a 

. (11.17) 

- 15 - 

(11.13) 
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de la cm1 v m s  que, e1 ad50 total oi~. . i -~e mL& cie.~icIo y.= -ú-y . x= ú: 
, . .. 

El &io en In entmpfa se obtien- c - i i  CI1,lO) y (11.17) dmdo cccio resulta - 
'do que 

(11.20) 

- 4 



La representación que usa Landau pzxa obtener l a  ecuación diferencial qi:r 
& Z * i k  la estmctura de la O F . ~  d2 choque en las variables (~,PI, donde s es 
la a ~ m p i a  espec2fica local, y p es la pre?ión. S i n  e&irgoy msotros h a s  
t-30 la  representorión (s,V), siendo V e i  voiímen específico. -a poder 05ee- 

emcta, y con los resultados expehntoles.  

. 
. -. .- 

1 

e l  p e r f i l  de la  densidad de onda de c:mAue, y así  caqrar con la  solución 

11.2.- Definición de la  a?.fr.ura de l a  o@ de cmue y su &cdo ei el  r& 
gimen di- Xavier-Stokes. 

La definición de la anchwa de-la onda de cheque que vanos a tomar, es la 
misnn usada por otros investiEadores, CCBPQ por ejmplo: ilang chang (3)  y H.W. 

Liepram (51, Mott-Smith (41, etc. cuya expresión es: 

.' 

(Ii.21) 

&xx!e(YGt son las velocidades antes y después de h or& & cfi'4ile,y i&J dx 

la -diente &ma de la velocidad. S i n  m&rgo l a  ecuación (11.21) ss puede e2 
mi35 6e 0-a manera, usancio i a  reiacijn j= Pf y así  que 

(11.22) 

- 18 - 

(11.23) 



A = z ~  1 

I 
I donde G se obtiene de l a  ecw.uÓn (11.19). De ~ ~ n e r a  que 
I 

I 

, 

(11.25) 
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de acxs?.?.o con las ecuaciones (11.23) y (11.29) podems escribir la  anchra ccm3 

(11.30) 

(11.31) + 

la i n t e sa l  

(11.32) 

(11.33) 
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@ donde n,= es l a  demidad num&ica de partícu- 

r, es la zata de una rnl&d% y f t  es ld de isidad d d  gas en l a  región a??-- 

x,= 
lhx6'Vd$7 

las, 
t e s  de la onda de ehque .  Por lo  tpmto, la e;-r ?siÓn v a  l a  viscos?üid P : 

así que intrwiuclendo esta e> 

32) ten3ms 

- ión en i a  ecuación para ia anchna -dada en íIi. 

(11.351 

(11.36) 



11.3.- Casos especiales p3z-d e l  p e r f i l  y 13 anChUra de la onda de ckqce,en . el ~~~~ de %vier-Stokes. 

resultcU3s obt&&s en lac secciones Üntwiores pjra e l  peFfil y la an - 
en e l  &&en de Navier-Stokes y a s e x .  churj. Ce l a  onda de c h g ~ z  son vdlid3r 

do arda de aFaximciÓn en (V-Vq5. Rxx?z V Q . ~  a aplicar estos resultados a un 
caso T A r t i c W ,  c m  pr ejetpio, L~I gas perfect9 rorattímicco. 

* re i a  ecuxijn de estzdo ?e un gas pwfecto, se tiene 

(11.37) 

(11.38) 

- Z L  - 

(11.33) 



Para la expmsl8n d e l  psi? de l?, densidad r e l a t i v a  e c c r i b h s  de a c u e  
do con (11.19) 

(11.41) 

donde intxduc¿.?-- 1-4 constwite c en e l  argmento ,  con el f i n  de que en x-O, se 
tenga p e  f- 31 

Pa- S \  
= t/z , así que e i  vzlor de la constante >c es 

Y 

. 

- ?3 - 





(11.50) 

! 

la constante 8 se eG-je, de tal  m n - a  que en x=O , qt='/t , finalmente, l a  solu - 
cion (11.49) se puede escribir ccmo 
.::w.. .. 

_...*,. 
3. 

o bien en témino de l a s  cantidades de (11.50) 

- 2 5  .- 
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111.1,- P e r f i l  y anchurz dn andas de chcquc! en el.r&imen de Burnett 

Nuestro ~mpk i t z  &OF-) es estudiar e l  efecto de las  ecuaciones constitu- 
tivas de R u r n í 3 t t  en e l  perfil v la anchura dela onda de choque, &piendo ei me 
todo analítico de iard~u. E l  orden de aprox*:aciÓ,n que v m s  a.considwm en e2  
ta  sección, swá de tercer orden en la diferencia de (V-V,), luego entonces, - 
t e n m ’ s  t6rmims de tcrcer odnn en las ecuaciores de Eurnett y tanbien tb- 
minos de tercer orden en las ecuac:i.cnes de ;:zvier-Stoks. 

. 1 _ _  

Se &pone nuevamnte l a  continuidad del f lujo de.msa, mento  y energía a 
trav& de la  onda de &que, pero ahom tmrido en cuenta en los f h j o s  de rrsrnen - 

en la tgnppsatura de los copficien‘cec de traiisprte P ( T )  y lhT). 

4 to y energía los téminos de Emmett. mevaente ‘supr;eims sólo la  dependencia 

. ’ RI e l  desarrollo s i s t d t i c o  que se sigue; se obtiene UM ecus&Ón di.t-e -- 
renda que teescribe la  estructura de l a  o h  de ckque en el siguiente orden de 

aP- * L  ción. .~ 

111.2.- Ecuaciones de h e t t  

Nuevurtsnte para 12 continuidad del flujo,,de IN- es: 

p a t i  e l  f lujo de m.ento se tiene lo  s i y i m t e :  

1 

I 
I - 26 - 



(111.3) 

I 
(111.4) 

(111.5 ) 

'r 



esa- . í '> :m~ ahora lac definiciows de los tensorPs que intervienen en (111.6) 

Y (III.~), donde e l  índice ( 0 )  cie;rifica tensor sin traza. 

- 28 - 



donde los coeficientes de Burnett est& dados p r  (ver C h a v  y Cowl ing ,  A. 

luego entonces 
! 

(111.16) 

(111.?7) 

n - L 9  - 



I 



donde hews usado e l  hecfx, de quo &! = L(V-V,] . 8% ¿A e 



- -  . 



podams ver, esta ecuacjón es un p~y3 ir& genera1 que l a  ohtmida en e l  ~3 

pítulo anterior, l a  cual se obtiene de (111.32) ccm caso pwticular camdo 10s 
coeficientes 

- 

6 = hh = 6 2 ; :O . 
De acudo con las ecuacionec (SI1.29) - (111.31) V~ITQS que N 8 , y N 2  

dependen de los coeficientes de transFrte. & y 6, dependen de la  ecuación de 
estado, y 0 de l os  t&minos de Eurnett. En e l  orden de apmximciÓn en que l a  
ecuación (111.31) se corstruyÓ6, ,Ni representan t&minos de segundo &en,N?,& 
y8representon térninos de tercer orden. N2 corrcspnde una corrección a tercer 
arden en e l  &ginen de Navier-Stokes. En todos l o s  c a s o s t ~ s  coeficientes son 
constantes, y est& expresados en una fonra &s geneyal. 

. .  

? 

'! 
111.3.- P e r f i l  de la onda de clwue en e l  &.egimen de Burnett 

Querenos aho~~~encontrar l a  solución de l a  ecuación, diferencial (IIIi32) 
suponiendo que los coeficientes Na y 
orden a las ecuaciones 'de &vier-Stokes son nulos, pero que e l  coeficiente 
que contiem-los tihninos de 2me t t  es diferente de cero. ia razón de hacer 
esto es wr 2 shplicidad mte&itica, aunque tarando e l  caso contrario, es doe& 
&-B=Oyhr,& ::...:intos de c m ,  ce pueC.e ohicner urn soluci6n exacta de l a  ecua-- 
ci6n diti;-nci.=l resultzttc'; S i n  sikiw~i, 10s &c_:ilos son tediosos y FOP t a l  m - 
tivo, los detalles F a  su e s a d i o  re eFt::t:!wm yni tratujos psteriores. 

que corresponden a la co&ecciÓn de tercer 
-- 

- -. 

. 

--u3 - 
3 
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(IiI.33) 

(111.35) 

cc~li3 POJams ver es ui ecrración diferencial no l i n ea l  de segundo orden, cuya 
solución se rmiwne de ia  siguiente fcm2: 

. (111.36) 

donde 

caso cn que b=O, e l  cual correcpde a l a  solución de Landau dada anteriomente 

Por ' 

b es e l  p&metm de pequ&,ez, y 2 ,  es la soluci6n de (111.35) para el 

de tal rra:era q,ue 

m x  .37)  

(III. 38) 
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donde 

(111. L ! l )  

(111.42) 

.. Y 

(111.43) 



Esta solución debe cumplir con las condicimes impuestas a grandes bistan- 

cias de la onda de choque, es decir cuado hacems tender a x a t0D debems 
tener que, e l  volhen debe temiex a ‘Ix y VI respectivamente. Estas condiciones 
se satisfacen puesto que 

U t y por lo t z t o  ?+ \i , V 3  V I cuxdo x+- SQ res-ctiv-mente. 

I - - -  .- entonces auto&ticmc:-ito A- o. VA5 
VI 4 2  

- 36 - 
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(III.4E) 

siendo zo  13 solucl6n de Lancxu, y ./ 
maxim tmmwms upa deriva&.&s de (111.48) e igualanms a cero de m e r a  q u i  

i solución eIII.44). Para calcular e l  -- 
c 

(111.49 ) 
cuyo resultado conZ1uce a ia si'guiente ecuación 

.. 

de este resultaCo @ m s  ver que, im posible raíz- exacta es pcl~ x=O, es d& 
I 

ciorde t-encxs lc~I.?zaoi a la onda de ckque. Así que lapndiente meXima or x=ü 
es : 

(111.51 1 

- 37 - 

(111.52 1 



. 

. .  
(III.57f 

que correspnde a l  p-fil de l a  densic2d relativa de l a  onda del cilcque para 
iin gas rorut&iico perfecto, en el &gimen de Gurnett, Este resultado será c w -  
rad3 con el experinento, 

.' 
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tanto 



(EJ.:) d 
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