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PARTE I : 

SOLUCIONES EXACTAS A LA TEORIA DE GRAVEDAD EN TRES DI- 
’ MENSIONES CON TERMINO TOPOLOGICO DE MASA. 

i 
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INTRODUC : I O N  

La motivac46n de este trabajo está basada en el inte-- 
rés existente en modLLos de gravitación de baja dimensionalidad 
( n ~ 4  ) como medio tara entender adecuadamente el modelo de C U ~  

tro dimensiones. 

Sin embargo, la teoria de Einstein para dimensinali-- 
dad nd4 tiene serias dificultades. En n-3 la teoria no tiene 
dinámica y para n=1,2 la teoria no existe. 

Deser, Jackiw y Templeton propusieron en 1982 una teo- 
ria de'gravitación en tres dimensiones, la cual, mediante la adi - 
ción de un término topológico de masa,que da un grado de liber-- 
tad de espín 2 masivo, pretende en principio superar las dificul - 
tades de la teoria de Einstein convencional. Recientemente Henne 
aux, realizó la cuantización exacta del modelo de Jackiw para la 
gravedad de dos dimensiones. 

; 
- 

Nuestro interés en este trabajo es buscar soluciones - 
exactas de la teoria en tres dimens.oaes antes mencionada. Elegi 
mos la mCtrica de Kerr-Schild pare inalizar esta nueva teoria, - 
debido a que nos interesan soluciones del tipo de hoyo negro y - 
del tipo de onda plana, las cuale:; son tipicas de esta clase de 
métricas en 4 -  dimensiones. 



1.1 TEORIA DE EIMSTEIN FN ESPACIO-TIEMPO TRIDIMENSIO-- 

A primera vista, la ley de la gravitación de Einstein 

parece trabajar en cualquier número de dimensiones; ya que dicha 
teoria puede formularse en términos de un número pequefJo de pos- 

tulados, los cuales son independientes de la dimensionalidad del 
espacio-tiempo. Sin embargo, un an&lisis.m&s detallado revela -- 
que para n<‘b la teoria tiene serias dificultades. Esto puede - 
sentirse contando les componentes algebraicamente independientes 
del tensor de curvatura ?,apBs , del tensor de Ricci y del tensor 
de Einstein c, como se muestra en la siguiente tabla: V 

I 
DIMENSION I 

- r- - -  
I 



Para n22 , el tensor ( e  Ricci puede ser expresado - 
en términos del tensor de Einstein y ambos tienen por tanto el - 
mismo número de componentes 

- 

Para n=4 , el tensor de Einstein a s í  como el de Xicci 

tienen diez componentes algebraicamente independientes, mientras 
el tensor de curvatura tiene veinte. Para n=3, sin embargo, e ’  
tensor de Einstein, el de Ricci y el de curvatura tienen el mis- 

número de’componentes independientes 6 .  Esto Indica que el -- 
tensor de curvatura puede ser expresado bien sea en términos del 
de Einstein ¿ bien en términos del de Ricci. A s i :  

~ i 

Para n=2 , el tensor de Ricci no puede ser expresado en t&rmi-- 
nos del de Einstein. El tensor de curvatura así como el escalar 
de curvatura tienen una sola componente. Esto indica que tanto - 
el tensor de Riemann como el de Ricci pueden ser expresados en - 
términos del escalar de curvatura 



Como conscuencia de ( 1 . 5  ) ,  el tensor de Einstein -- 
se anula idénticamente en dos dimensioncs. 

La menor dimensión en la cual la teoria de Einstein -- 
tiene sentido es por tanto 11x3 . Sin embargo las ecuaciones --- 
( 1.2  ) y ( 1 . 3  ) nos previenen de que la teoría tiene caracte- 
rístecas no esperadas. Veamos algunas: 

1.- El espacio-tiempo es localmente plano fuera de la materia. 

En el vacío. sabemos que G , ~ , , = O  de manera que en vir - 
tud de ( 1.3 

I Esto significa que el espacio-tiempo es localmente plano fuera - 
i 
I t 
i 
1 

de la materia en tres dimensiones. Una partícula de prueba en re - 
p o s o ,  fuera de un cuerpo central, no sufre aceleración. Dos cuer 
pos separados por el vacío se mueven uniforme y rectilíneamente 
sin saber uno acerca de la existencia del otro. Existen sin em-- 
bargo efectos globales producidos por un cuerpo central en ei es - 
pacio-tiempo circunvecino. 

2 . -  La materia curva el espacio solo localmente. 

- D e  las ecuaciones ( 1 . 1  ) y ( 1 . 3  ) se deduce que 

El tensor de curvatura está completamente determinado por la dis - 
tribución local de materia. 

3.- El campo gravitacional no tiene grado6 de libertad dinhi-- 
cos. 

Debido a la ecuación ( 1 . 7  ) la curvatura está total-- 
mente determinada por la distribución local de materia. El espa- 
cio-tiempo fuera de la materia es por tanto plano. Cuando la d i 2  
tribución de materia cambia en una región. no hay propagación &e 

efectos de curvatura a otras regiones, e s  decir, no existen on-- 



das gravitacionales. R1 teasor de Weyl, el cud1 en espacios-tie- 
pos de mayor dinensiocalidsd, ?.'leva la información acerca de la 
parte de la curvatura no deterninada localmente por la materia, 
se anula en tres dimensiones. La ecuacibn ( 1.3 ) e s  una reex- ! 

, presidn de este hecho. 

4 . -  No existe límite newtonfano. 
La teoria de la gravitacidn de Newton en tres dimensi- 

nee, predice un potencial gravitacional logarítmico fuera de la 
materia. Una partícula de prueba cerca de un cuerpo central, se 
acelera en la teoria de Newton. Por esta razón, la teoria de New 
ton no puede ser obtenida como caso límite de la teoria de 
Einstein en un esparcio-tiempo tridimensional , en virtud t e  que 
como ee dijo en 1, las efectos gravitacionales en la teorin de - 
Einstein no ee propagan fuera de la materia , las particulas de- 
prueba no experimentan aceleracidn en espacios-tiempos de dimen- 
sionalidad 3. 

5.- No existen agujeros negros en tree dimcnaionee. 

i -  

i 
I 

i 
; 

1 Al no existir efectos gravitatorios fuara de la mate-- 
ria, la luz emitida por las estrellas eecapará siempre a infini- 

I 

I '  t o .  

i 
! .. .. 

i 



1.2 GRAVITACION EN TRES DIMENSIONES CON TERMINO TOPO- 
LOGICO DE MASA. 

Seria conveniente tener una teoría de gravitación en - 
tres dimensiones, la cual no adolezca de los problemas de la -- 
teoria de Einstein normal. Recientemente, Deser, Jackiw y Temple 
ton han construído teorías de norma y gravitación en es?aii,os d e  

dimensionalidad impar que poseer. términos de masa explLr1 + ~ , j  d , ~  

origen topológico. 

.- 

En particular, propusieron una teoría de gravitación - 
en tres dimensiones, la cual mediante la adición de un término 
topológico de masa que da un grado de libertad de espín 2 masivo 
pretende superar las dificultades de la teoría de Einstein con-- 
vencional. 

Para explic'ar las modificaciones, examinemos algunos - 
hechos geom8tricos, válidos en un número cualquiera de dimensio- 
nes d. 

'El tensor de curvatura contiene toda la información a- 
cerca de la curvatura del espacio y puede ser expresado para --- 
da3 en términos del tensor de Ricci ?,..O. del escalar de curva- 

llamado tensor de Weyl - tura R y del tensor sin traza c 
ó tensor conforme. 

" V P  * 

El tensor de Weyl existe solo para d>3 y se anula pa - 
ra 
traza del tensor de curvatura, sino que tambikn contiene 1a-t.prg 
piedades conformes de la métrica. .s6ypo es invariante ante una - 
redefinición conforme de la métrica ( 3  -g<ai&,+) y se anula si 
y solo s í  la mbtrica es conformalmente plana ( 3  ,,- f ~ & , ~ ) .  

d-3. Desempefia un papel dual: no solamente es la parte'sin 

re 

- d  4 C I  e 
r: .., ,.. cr,.or..?-...~r..... --..~ ."-- .. . 



En d=3 el tensor de curvatura, no tiene parte sin -- 
traza y ~ ~ ~ , . 4 u  se anula idénticamente. De manera que podemos ex- 
presar el tensor de curvatura en términos del de Einstein como - 
"irnos en la sección anterior: 

Sin embargo, existe otro tensor, el cual reemplaza ai 
tensor d e  Weyl y que contiene las propiedades conformes de la m& 
trica tridimensional. 

El tensor de segundo rango 

donde 

( 1.10)  

tiene la propied'ad de anularse si y solo si la tres-metrica es - 
conformalmente plana y no se altera bajo una redefinición confoL 
me de la métrica. Este censor es llamado análogo tridimensional 
del tensor de Weyl Ó tensor de Cotton-York. 

Este tensor Cr3.es manifiestamente simátrico: 

( 1 . 1 2  ) 

es el tensor comptetamente anrisimétrico, fOrSOZa-- 'r" corno& E 
mente c?" tiene que ser un tensor simétrico. 

Además, GrU es un tensor sin traza y es covariantemeg 
t e  conservado ( cumple con las identidades de Bianchi ). La de- . 



de estas propiedades está en el apéndice. - ,  

En las ecuaciones de campo, el tensor de Cotton-York - 
complementa al de Einstein, pero ya que es un orden superior en 
las derivadas respecto a q y ,  la constante de proporcionalidad 
debe tener dimensiones de masa inversa. Así, llegamos a la si--- 
guiente modificación a la teoria de Einstein en ausencia d e  fue’? _- 
tes y constante cosmológice. 

- 
Las ecuaciones de campo anteriores, qimplemente expre- 

san un balance entre el tensor de Einstein y el tensor de ------ 
Cotton-York. En ausencia de fuentes implican que el escalar de - 
curvatura se anula .( y a  que CP”no tiene traza ). Así, podemos 
reescribir -Ide la siguiente manera: 

( 1.14 ) 

El tensor de Cotton-York‘ Cr3puede obtenerse variando 
una acción, la cual se agrega a la acción de Einstein. De manera 

I que la acción total es 

( 1.15 ) 

Las ecuaciones de campo ( 1.13 1 :;e obtienen de la variación de 
esta acción. 

El caracter masivo de la teoria puede verse ’iterando 
las ecuaciones de campo, con lo cu31 se obtiene 



( 1 . 1 6  ) 

I 

I 

En e l  l i m i t e  l i n e a l i z a d o ,  e l  l ado  derecho de e s t a  ecuación se a- 

n u l a ,  e l  operador d i f e r e n c i a l  e s  precisamente e l  D'alarnbertiano 

de  e spac i o  p lano y l a  curvatura  s a t i s f a c e  l a  ecuación de K l e i n -  

Go rdon  con masa ( \ y \ ) .  W6tese que aún cuando l a  ecuación d e  -- 
es  de t e r c e r  orden en l a s  d e r i v a d a s ,  l a  propaga  

no tenemos c o n t r o l  sobre  
3 vu campo para  

ci6n e s  c au sa l  y no t aqu i ón i c a  aunque 

I e l  s i g n o  de 

. 



APENDICE  1.1 
ob 

C no tiene traza 

A .  

I 

E s  posible demostrar que 

S U S t .  



APENDICE 1 .2  
a b  C es covariantemente constante 

f 





- 
I1 FORMALISMO DE LAS TRIADAS 

En cada punto del e;paciD-tiernpo tridimensional, intrg 
duc-mos una triada de tres ve¿to'es independientes Q- r . La trig 
da dual Qa se define mediante as siguientes relaciones 

Y 

Los índices latinos son los índices de la triada, etiquetan 10s 
diferentes vectores de la misma. LOS indices griegos son índices 
tensoriales. Ambos adoptan los valores 2, 3, 4 .  

Un tensor TC';". se relaciona con sus componentes tria- .. 
'diales mediante las siguientes relaciones 

( 2.2.) 

Los indices tensoriales se sub-en y bajan mediante los 
tensores metricos 3 
las componentes sobre la triada del tensor métrico Jab 3 . 

3ra y lcs indices triadiales mediante -- 
.ah Y? ' 

\ 

La derivada direccional a lo largo de un vector de la 
triada es 



i Las componentes en la triada de una deriv ! ariante son: 

y están dadas por 

donde son los coeficj s-ites de rotacibn de Ricci 

i 

los cuales son el análogo de los s í m b o l o s  de Christoffel en este 
formalismo. 

El conmutador de dos derivadas direccionales a lo lar- 
go de l a  triada es 

, ..i 

Los vectores de la triada determinan las formas dife-- 
renciales lineales 

en términos de la cual la forma métrico está dada por 

í 2.8 1 

El producto exterior o de Grassman de dos formas dife- 
renciales lineales. 



.- ...... 

está definido como 

La derivada exterior de las 1- formas s e  define 

. Los coeficientes de rotación y las componentes en la - 
triada del tensor de curvatura determinan las formas 

9 c 

= T b c  a ( 2.10 ) 

( 2.11 ) 

las cuales se relacionan a las formas de la triada mediante las 

f6rmulas de Cartan 

( 2.12 ) 

( 2.13 ) 

Las ecuaciones ( 2 . 1 2  ) determinan la parte antisimk 

determina la parte simétrica de los coeficientes de rota- 
ción 

9 trics rLbel de los coeficientes de rotación. El hecho de que 3-b;- =.O 

( 2 . 1 4  ) 

Q 
l a s  expresiones para vtbe, y y (-b>c. determinan todos los coefi 

tientes de rotación y las ecuaciones (2.13) determinan todas las 
- 
. 



componentes del tensor de curvatura. 

En nuestro caso, tenemos triadas rígidas, de tal mane- 
ra que gab ron constantes. Entonces l o s  coeficientes de rotación 
Son antisimétricos en los primeros dcs índices y están determina 

dos mediante ( 2.10 ) por 
- 

( 2 . 1 5  ) 

r Usaremos una triada nula 0, en espacio-tiempo tridi-- 
mensional con signatura ( -, -, + 1. SUS productos escalares es - 

L tando dados por 
I 

I i t' I - - CL, & b y  = ko:Lq 
- 3 Q k  ( 2.16 ) 

los índices numéricos se refieren a índices triadiales, los cua- 
les son subidos 6 bajados haciendo la permutacián 2,3.4+2,-4.-3 

en dichos índices. 



b I11 METHICAS DE KERR - SCHILD - 

Estas métricas son iiiteresantes en cuatro dimensiones, 
debido a que admiten la existencia de agujeros negros Y ondas - 
gra~itacionales. Por esta razón, estudiaremos estas métricas en 

espacio - tiempo tridimensional para ver el efecto del térmi- 
no topológico de masa. 

Consideraremos espacios-tiempos tridimensionales, dos 
de existen coordenadas en las cuales la métrica tiene la forma - 

‘ i  
! i  

donde 2pG es la métrica de Minkowski en coordenadas cartesianas 
y &,. es un vector nulo 

puesto que para estas.estas métricas -g=l 

3 
de manera que-a es nulo tarrbién respecto a la métrica de ------ 
Minkowski 

r 

Escogiendo coordena3as nulas en el espacio de Minkows- 
ki tales que 



Un campo g ene r a l  de d i r e c c i o n e s  r e a l e s  nu l a s  en e l  es -  

pac io  de Minkowski, c o n s i s t e n t e  con ( 3 . 2  ) y ( 3.4 ) e s t á  d a  

do  Por 

- 

donde 

da de v e c t o r e s  s e  complete con 

Y e s  una f u n c i á n  a r b i t r a r i a  de l a s  coordenadas .  L~ tris- 

t a l e s  que 

La base  dua l  e s  

Ca lcu lando  l o s  c o e f i c i e n t e s  de r o t a c i ón  de R i c c i  

! s e  o b t i ene  l a s  formes 

( 3.10 ) 

. 
i r  

, 



. 

I 

de donde los coeficientes de ,otaciÓn son 

4 -LA,, 2 
L 2  = T.== 

2 4 - M \ S  - L,z T J s =  Y 2 3  - 
= - 3,z 2 - F 3  

T 4 %  - Z-L 

3 z L\-lt4- l.\% r 2 1  7 4 %  = 

y:, - 

z 

I - y z 4  = - A \ ,  

4 - 3 3 3  = - U \ A  

- - u \, 3' 

32 

3 

4 - -  

Ahora pasamos a calcular las dos formas de curvatura, 
utilizando la segunda fórmula de Cartgn ( 2.13 ) se obtiene 

1 

, 

.x . . i *~V*ar~y- . .  :.-. ..... , 

.. . I ... .,.._ .. ._:- - 

. 
nci 



.. . 

I 

! 

Una vez conocido el tensor de Riemann es inmediato cal 
i cular el tensor de RiGci, puesto que 4 



" , I t .  ' f . _ . l i . i ' .  

,<. , de'tal manera que las componemtes del tensor de Ricci son: f 

S o l o ' n o s  falta calcular el tensor de Cotton-York para 
poder escribir las ecuaciones de campo. Para ésto usamos su 
nicibn y el hecho de que para las métricas en consideración 
Esto es 

i 
J- 3 1 

defi 
-8-1 

así tenemos que 



2 3 + 
donde debido a que R=O ( R,+ R,+ R,=O ) s e  usó el hecho tie que 

QZ2 = 223, 

Nbtemos que puesto que c = cz= 0 entonces 

de manera que, Vamos por tanto, a tener una ecuación repetida. * 

Las identidades de Bianchi para el tensor de Ricci -- 
son : . 

. \ -  

Estamos ya listos para escribir las ecuaciones de cam- 
PO 



Las expresiones zz i) 

Los conmutadores de l a s  derivadas direccionales a lo - 

y v i )  son la misma ecuación deb& 

do a que R,,= 2ña y C = 2C”+. 

largo de la triada son:  

2 



I 

I Tenemos así, plantead3 el caso general para la métrica 
d e  Kerr-schild en l a  teoria de gravitacibn con término topolbgi- 
co  de'masa. El siguiente paso e s  entonces encontrar soluciones a 

ecuaciones. 

! 

f 

2 



t 
* _  

I_ * 

IV SQLVCiONES 

En analogía con el caso cuadridimensional nos concen-- 

traremos al caso 

! 

esto quiere decir que consideraremos curvas geodésicas nulas, -- 
tangentes a e, = -e . 3 :  

Para este caso tenemos que: 

t) Los coeficientes de rotación son 

ii) Los conmutadores para las derivadas direccionales se reducen 
a 

. 
n r. 



iii) Utilizando los conmutadores para las derivadas direcciona-- 
l e s ,  podemos escribir el tensor de Riemman para este caso de la 

1 ,iguiente manera 
- AY3\ - L L) + A A  3 + 

= 2 4 2 2 4  - - 1, b L  2 

2 324 

I 
+ 2L\,zLs - Lb22  

3 4 = -  2 3 x 4  - - k 4 4  
3 4 3 4  . 

t 

iv) Así, el tensor de Ricci queda de la siguiente manera 



. .  

v) El tensor de Cotton-York para este caso es I 
\ 

vi) Las ecuaciones de campo nos quedan 

vii) Por Último tenemos las identidades de Bianchi para el ten-- 
*or de Ricci 



“iii) Puesto que’ R=O tenemos que 

2 



IV.1 

E l  c a s o  Yt f  O no e s  i n t e r e s a n t e  deb ido  a que nos con- 
\ 

I 
duce a e s p a c i o  p lano  como veremos a cont inuación:  

De l a  ecuación de campo e )  0 se t i e n e ,  usando e l  hecho de 

w e  h,,= y,, h 'Z  
1 

=> 

tenieniio en cuenta  v i i i )  de l a  pág ina  a n t e r i o r  concluimos que 
I 

h A  = O 

de manera que como A,% # 0 

L A  - O  

por l o  t an to  s e  t i e n e  que 

Fijemonos ahora  en l a  ecuación de campo a ) .  Es ta  se reduce,debi- 

do a que R,,= O a 

R * p  O = R s , .  

I 

Ex p i í c i t amen t e 

entonces 

Por Ú l t imo,  examinando l a  ecuación d )  s e  t i e n e  que é s t a  s e  re -  

duce a 



I 

así podemos escribir 

En conclusión, como R a b  = O el espacio es plano 

c 

3 1  



Examinemos ahora el caso Y,,= O , con 

esto es, el caso para el cual e4= -e 3 no tiene distorción. 

Para este caso: 

examinando los conmutadores para las derivadas direcciones tene- 

mos 

Las Únicas componentes del tensor de. Ricci distintas de cero son 
I b,. .~ *e. .. 

‘ 2  /I 
122 I3 1 ,.. 

~ 

sabemos ademds.de la condición de que el escalar de curvatura -- 
R I. O que h,,,= O 

Las ecuaciones de campo para este caso son 

Escribiendo explícitamente la ecuación a) se tiene 

De manera que esta ecuación se satisface idénticamente 



podemos e s c r i b i r l a  como s i gue  c1 

haciendo 2 = z  , 2\&= O = 2 => ZIZ L3 

a s í ,  e s c r i b imos  l a  ecuación de l a  s i g u i e n t e  manera 

- La soiuc' ión a e s t a  ecuación e s  



Hemos introducido .las funciones arbitrarias Cl,' C,, - ~. ' 

T. con las restricciones =L,Z = G , a = O  y cz,g4 =O . Dichas fUc . .  

I 

t i  

cione.s..lebeñ -ademAs .'satisfacer. la 'ecuacibñ ' c)' de la :pagina 32;:: 
q U e; 1. es I. s 

1 1  

-. , 5 

I 

En lugar de intentar la biisqueda de soluciones para este nuevo - 
sistema. hemos preferldo examinar algunos casos particulares 10s 
cualeij .se a m s t r a n  -ea las secciones siguientes.. - .  t 



IV.3' 

Caso estático 

Buscamos ahora la solución al caso en el cual no hay - 
en el tiempo, manteniendo las restricciones y,4 = 0 . 

= O del caso anterior. 

El hecho de no existir variación en el tiempo implica 
# que3,=-%( de ( 3.5 ) ) ,  de manera que esta es la condici¿n pa 

ra que la solución sea estática. Esta condición adicional impli- 

ca que la función Y es una constante: 
la base del dual para este caso es 

tenemos que 

3,z =O 

por tanto, como (32/2 + 4 + O se tiene que 9,,3 5 O 

Con esto, examinemos Y.,3 para determinar su valor 

Por io tanto Y es una constante. 

Las  componentes del tensor de Ricci para el caso está- 
tico son entonces 



Cambiando las variables l I f l  por G , G  mediante 1 3  - -  
transformación 

G=<--!p 

tenemos que 

puesto'que Y cte. Entonces 

Invirtiendo la transformación 

L de manera que podemos escribir la 3, como 

a 

c I .  



. Estamos en Pos jc+Ón de e se - r i b i r  l a s  ecuaciones  de cam- ., 

en nue s t r a s  nuevas v a r i a b l e s  y r J s o l v e r l a s .  

es  d e c i r .  l i n e a l  e n 7 ; .  

sust i tuyendo l a  h de l a  ecuación a i i t e r i o r  

entonces se t i e n e  que 

ato\ = adV+ b con a , b  cons tantes  , 

en donde 

entonces l a  ecuación queda como 



I Calculando el miembro derecha de la ecuación. 
.,, ..,>. 

haciendo 

nuestra ecuación queda como 

La solución a la ecuación homogénea es 

r= Ab-)= %a- +-f.m+l$ 

I La solución .particular a nuestra ecuación se obtiene - 
utilizando el método de variación de pardmetros y es 

%- Por io tanto la solución general. al caso estático es 



Esta solución no es satisfactoria en el sent:'.;io , j e  q i ;e  

h no tiende a cero eri infi- no es asintbticamente plana ya que 

nito. 

. 



Examinaremos -e-l .caso . -  Y = cte; h h ( 2 )  : En .este .casoi ' .  
, .  

solo R,,= h,2z es distinto de cero, y solo una ecuación de cam- 
po queda por satisfacer, la cual e s  

1 6 explicitamente 

Como h = h ( 2 )  , SUS derivadas en las direcciones 3 y 4 se 
anulan, e s  decir i 

I . con la condición adicional de que' 

la soluci.Ón a la ecuación de campo es 

La solución general que cumple tambien con la condición adicio-- 

Esta solución es muy parecida a la onda plana conven-- 
cionai. ! 

! 



Onda Plana 

. ... 

Cualquier 'espacio-tiempo que admite un vector nulo Q 

- covariantemente constante 
- O  k., la 

e s  llamado onda gravitacional con frente de onda plan(:,. l,a n , é t r i  

ca entonces, e s  posible escribirla en la forma 

. .  E.n nuestro caso seguiremos la analogía con el caso --- 
4-dimensional; la métrica es de la forma 

z 
2 2 15 = ~ 1 -  ~ L , U L , V  + 2LQ 

en donde 

es un vector nulo por construcción. 
Tomando el límite y--* O ,  

1 = + I +  G2 Lu + h* 

el vector nulo 9. se reduce a 

y cumple con la condición de ser covarianteinente constante como 
se muestra en el apéndice a esta sección. De esta manera, identi 
ficando h = -H nuestra métrica se escribe como 

que es la métrica de onda plana. 

Veamos, cual es la forma de H = H(\,U) para nuestras 
ondas planas. 

En este caso, las Únicas componentes del tensor de --- 
Ricci, distintas de cero son 

Así, las ecuaciones de campo se escriben explícitamente como 

Ó bien L ,244  = 0 



Ó bien 

j La base dual para este caso e s  

Introduciendo el hecho de que h = h ( r) 1 L 
l ciones de campo se reducen a: 

n)  se cumple idénticamente 

e ua-- 



haciendo l a  i d e n t i f i c a c i ó n  = ?h - tenemos que 
a\ 

de manera que 

es d e c i r  

Reso lv iendo l a  ecuación s e  t i e n e  que 

donde 
b i t r a r i a s  de v .  

< e s  una cons tante  y donde C ( v ) , ) I ( v )  son funciones  a r -  

donde L.. e C v 5  , '\r cW) funciones  a r b i t r a r i a s  
I 

O ( = c  

4:: 



APENDICE IV .5  

I\=W e s  covar iantemente  constante  

ya  que l a s  TI’ son c e r o  en e s t e ‘ c a s o  

Ya que si” e s  nu lo  puesto  quc 

I 3 9,p. =z$ L v  = o por const rucc ión  

. -. 9. = 1 w e s  covariaútctmente constante .  



Enprimer lugar, se plaritearon lad ecuaciones genera-- 
les para la métrica de Kerr-Schild, definida como \5=  I$ -2Lul-J- i -  

2 2 

2 3 
+zkCdt) , en donde asji$+$,,La -C LDV , en la teoria de gr-,vedaJ 
en tres dimensiones con término topológico d e  ma5a de Deser, --. 
Jackiw y Templeton. 

En analogía con el caso cuadridimensional impusTinos la 
restricción 3,;". Vimos que el caso Y,,== O , O no es intere - 
sante,'puesto que nos conduce a espacio plano. 

A continuación examinamos el caso 5,- O, Y,, O, e i  

cual nos llevó a una solución muy complicada, la cual no e s  posi 

ble escribirla en términos de  funciones elementales y por tanto 
es difícil de manejar. 

- 

En seguida analizamos el caso estático. e s  decir, cuan - 
do la métrica no depende del tiempo. Encontramos una solución, - 
la cual no es  satisfactoria en el sentido de que no es asintóti- 
camente plana,.de manera que no constituye una buena analógia pa 
ra un hoyo negro: 

Se examinó también, el c a s o  particular Y - cte. --- 
h = h(2). resultando la solución muy semejante a la onda plana - 
convencional. 

Por Último tratamos e l  caso de la onda plana, siguien- 
do la analogía con el caso de cuatro dimensiones y encontramos - 
una solución a este capo. 

En conclusión, hemos mostrado que la gravedad en tres 
dimensiones con término topológico de masa admite soluciones e-- 
xactas del tipo de opda plana. 
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INTRODUCCION 

A falta de una teoría cuántica unificada de Gravita--- 
ción y las otras interacciones, es válido considerar una teoría 
semiclásica: Gravitación clásica y otros campos cuánticos. LOS - 
campos cuánticos se pueden considerar a dos niveles 1' y 2 a  --- 
cuantización. 

Las ecuaciones de los campos en espacios-tiempos cur-- 
vos, son solubles exactamente en muy pocos casos. Por esta razón, 
es conveniente, si buscamos soluciones exactas para las ecuacio- 
nes de los campos, tratar con espacios-tiempos con alto grado de 
simetría. 

En nuestro caso, trataremos con el campo de Dirac en - 
1'  cuantización, en el universo de Godel. El universo de Godel, 
es un universo homogéneo con propiedades interesantes: 

a) Es solución de las ecuaciones de Einstein con cons- 
tante cosmológica. para un fluido perfecto cuya ecuación de esta 
do es ?EO . - 

b) Es a causal, ya que permite la existencia de geodé- 
sicas temporaloides cerradas. 

c )  Tiene más de un vector de Killing temporaloide, lo 
cual da lugar, al hacer la segunda cuantización a dos cuantiqa-- 
ciones inequivalentes. 

Debe notarse que puesto que el universo de Godel es  e= 
i tático no es un modelo físico aceptable del universo real. 
1 





El puente conceptual entre las teorías especial y gene 
ral de la relatividad es el principio de equivalencia, el cual - 
establece la indistinguibilidad local de los efectos gravitacio- 
nales y celerativos. 

- 

1 

Dadas las ecuaciones. de relatividad especial, que go- 
biernen al sistema en ausencia de gravitación, podemos determi-- 
nar los efectos de ésta en el sistema usando el principio de co- 
variancia general en dichas ecuaciones. Esto sería suficiente si 
todas las cantidades de interés físico tuvieran propiedades de - 
transformación tensoriales. Sin embargo, la teoría cuántica-rela 

tivista del electrón, propuesta por Dirac a principios de siglo, 
introdujo un nuevo objeto: el espinor de 4-componentes cuyas pro 
piedades de transformación son más complicadas que las de un ten - 
sor. Ampliando el principio de covariancia general para incluir 
cantidades c o n  transformaciones de espín es posible hacer que la 
ecuación de Dirac sea compatible con la relatividad general. 

i 
- i 

t 

.A 

. 



. .  

- 
I 1.2  ECUACION DE D’IRAC CENPRkLMENTE CCVARIANTE 
1 

En espacio-tiempo plano la ecuación de Dirac para una 
partícula de masa m está dada por 

donde las matrices obedecen la regla de anticonmutación 

aquí rb es la métrica de Lorentz diagonal. - 
Indices repetidos se suman a menos que se especifique lo contra- 
rio. Indices latinos del principio del alfabeto se usan para can 
tidades de espacio-tiempo plano y para índices tetradiales. To-- 
man los valores O, 1, 2, 3. Indices griegos se utilizan para -- 
cantidades generalmente covariantes y toman los valores O ,  1 ,  2, 

( -1. 1, 1, 1 ) 

- 

3 .  Indices latinos de la mitad del alfabeto ( i, j, k,... ) e= 
tbn reservados para ser índices espaciales y toman los valores - 1 

1 

i 
i 

1 ,  2, 3. 

Para generalizar una ecuación covariante de Lorentz c c  
mo ( 1.1 ) a la relatividad general usamos el principio de cova 
riancia general: sustituimos Tab con 3,,,, todas las deriva-- 
das normales por derivadas covariantes y los tensores de Lorentz 
por objetos que se transforman como tensores Ó densidades tenso- 
riales bajo transformaciones generales de coordenadas. Sin embaf 
go este método tiene que modificarse cuando tratamos con objetos 
que se transforman como espinores. 

I 

1 
1 Las matrices 8 constantes, del espacio-tiempo plano 

%. 4 se reemplazan por matrices g I x )  , dependientes de las coorde- 

i 

nadas, que satisfacen la regla de anticonmutación 



... .. 
'.. . ,  

A : 

la cual es la generalización de ( 1.2 ) usando el principio de - ..  

! 
I 

, I  
, 

! 

i 

i 
! 

t 
i 

I i 
I i 
: 

covariancia general. 

Se introduce además las co~exiones afines espinoriales rv(x). Son matrices definidas mediante la siguiente relación 

i 1.5 1 

donde los paréntesis cuadrados significan conmutador y 10s índi- 
ces de las 

Yo-  
\!' Sueron bajados con el tensor métrico 3 

La derivada covariante, de un campo espinorial 4 (x)  
está definida como 

Estamos listos para escribir la versión generalmente - 
covárrante de la ecuación de Dirac ( 1.1 ) 

( 1.7 

Para relacionar las matrices 8 (x) dependientes de - - '  

las coordenadas con las matrices '$ constantes del espacio-tieE 
PO plano se introducen un campo tetradial, esto es, un conjunto 
de cuatro vectores definidos por 

La tétrada también satisface la relación 

h r  
son objetos covariantes bajo transformaciones generales de - 

coordenadas en su índice y covariaute de Lorentz en su indice 
a. 

Se sigue de las ecuaciones ( 1.2 ), ( 1.3 ). ( 1.8 ) 

que las matrices s(%) generalizadas se relacionan con las 
constantes de la siguiente manera 



( 1.10 ) . 

Para obtener una expresión explícita para la conexión 
espinorial, sustituimos en ( 1.5 ) la ecuación ( 1.10 ) , mu1 
tiplicamos por h,, y usando la ecuación ( 1.9 ) obtenemos 

- 

Utilizando las propiedades algebraicas de las matrices 
de Dirac puede verse que la tiene que ser proporcional al -- 
conmutador de las matrices . Se puede probar que r 

de donde 

donde 

( 1-12 ) 

( 1.12a ) 

( 1.13 ) 



1.3 TETRADAS EN EL ESPACIO-TIEMPO 

En cada punto en un espacio-tiempo Riemanniano, debido 
al principio de equivalencia, podemos construir un marco de refe 
rencia localmente plano como un conjuhto de diferenciales Lorent 
zianas dxo. En el mismo punto tenemos también coordenadas gene- 
rales xt* asociadas con la métrica  VU (x), cuyas diferencla-- 
les d x r  están relacionadas con dxQ mediante la siguiente re-- 

gla 

- 

- 

( 1 . 1 4  ) 

I 
L las h Q  ( x )  con a= O, 1 ,  2. 3 son los cuatro vectores tetra-- 

diales en el espacio-tiempo de Riemann. Ellas relacionan cantidg 
des teosoriales en el espacio-tiempo de Riemann con cantidades - 
en el marco Lorentziano local. 

Las thtradas s610 es posible definirlas en cada punto, 
a menos que el ten puesto que no existe un mapeo global 

sor de curvatura sea cero y el espacio-tiemplo plano. 
xq-xp - 

Las relaciones fundamentales que proporcionan la es--- 
tructura tetrhdica del espacio-tiempo son: 

( 1 . 1 5  ) 

( 1.16 ) ! 

-. 



ti 
,. 

Y con bb APENDICE 1.1 Dependencj a de r 
Sabemos que 

1 .I 

La base para las matrices de 4 x 4 son las 16 matrices siguien - 
tes : 

y = =  I L\ 

Ya que 

1 

Examinemos los conmutadores [r.+ k,"] para, de acuerdo con 
la condición anterior, determinar cuales de l o s  coeficientes - 
A, B, C ,  D. E, son distintos de cero 

I 
I 
I 
I 



A Esto implica que A = B I D I E = O 

Ya que solo 



11 METODO GEODESIC0 LAGRANGIANo ? 

T'vp deben -- 
calcularse antes de que podamos escribir las ecuaciones; de las - 
geodbsicas 

Normalmente pensamos que las conexiones 

c 2.1 ) 

Sin embargo, el argumento ".lede invertirse: una vez escritas las 
ecuaciones de las geodésicCLs, los coeficientes de conexión se _ _  1 pueden leer de ellas. 

Para calcular las ecuaciones geodksicas, solo es nece- 
sario recordar que una geodésica es una curva parametrizada que 
extremiza la integral 

en el sentido 

En aplicaciones prácticas de este principio variacio-- 
1 nal, el primer paso es reescribir ( 2 . 2  ) en la forma más sim-- 

ple posible, introduciendo los valores específicos de la 3 r ~  
para el problema en consideración. Si ,nuestro. interés es en las 
geodésicas es posible reconocer constanzes de movimiento aún sin 
llevar a cabo ninguna variación. Si el propósito es calcular las 

se procede a variar respecto a cada coordenada, obtenien- 
dose cuatro ecuaciones. A continuacjón <ie rearreglan las ecua--- 
ciones, de tal manera que sea de l a  fririna ( 2.1  ) . Consecuente 
mente, las v+, se leen inmediatamente, son los coeficientes en 
estas cuatro ecuaciones. 



. 

I11 CONSTRUCCION DE LA ECUACION DE D IRAC  P A R A  EL UNI-  
VERSO DE GODEL ( i n g r e d i e n t e s ) .  

1 

3.1 INTRODUCCION  

E l  un ive r so  de Godel e s  una s o l uc i ón  a l a s  ecuaciones  

de E i n s t e i n ,  con constante  cosmolÓ8ica d i s t i n t a  de c e r o ,  cuya -- 
fuente  e s  po l vo .  Su geometria e s t á  d e s c r i t a  por e l  elemento de - 
l í n e a  ' 

donde a e s  un p i rametro  r e l ac iona ,do  con l a  v o r t i c i d a d  del  f l u i  

do .  
- 

De manera que l a  mét r i ca  e s  

y su. i n v e r s a  e s  

\ 2sr 

3 . 2  CONEXIONES AFINES ( C h r i s t o f f e l e s  ) 

U t i l i z a n d o  e l  método geodés i co - i ag rang i ano  se c a l cu l an  

E l  l a g r ang i ano  a soc i ado  a i  un ive r so  de Godel es 
10s  s ímbolos  de C h r i s t o f f e l  Ó conexiones  a f i n e s .  



d - .:i 

la condición &X=O implica que 

Aplicando la condición anterior a t obtenemos que 

.I 
a y  .- 

4 - t - a ~  + D + e  & = O  

hacíkndolo para r obtenemos 

! 

para (9 

( 3.10 ) 

Despejando 6; de* ( 3.8 ) y sustituyendo en ( 3.10 ) obtenemos 

que 
, 

( 3.11 ) 

-. 
Despejando t de ( 3.11 ) y sustituyendo en ( 3.8 ) se tiene 

que 

( 3.12 ) 

Así, las ecuaciones de las geodésicas en el universo - 
de Godel son: 



i 

i ( 

Por lo tanto, las coiiexiones afines son 

( 3.12 ) 

( 3.13 ) 

( 3.14-) 

3.3 TETRADAS 

Una tétrada para la métrica de Godel esta dada por 

1 donde las &: son deltas de Kronnecker. 



APENDICE 3.3.1 

1' 

I " 

I 

f 



3.4 CONEXIONES AFINES ESPINORIALES 

de ( 3.15 ) se concluye que 

- - 0  

de  manera que 

( 3.15 ) 

( 3.19 ) 

( 3.20 ) 

j u t i l i z a n d o  ( 3.14 1 , ( 3.15 ) y ( 3.17 ) en l a  e xp r e s i ón  . an t e - .  
' r i o r  obtenemos . 

De l a  misma forma 

( 3.21 } 

( 3.25 ) 



Por ú l t imo  

( 3.26 ) 

de ( 3.17 ) ‘Y ( 3.14 ) se  observa  que 

\ “hL ) >S  - 0  

por l o  t a n t o  

( 3.28 ) 

En resumen: l a s  conoxiones  a f i n e s  e s p i n o r i a l e s  son 

( 3.23 ) 

( 3.26 ) 

( 3.28 ) 

3.5  MATRICES D L  D I R A C  

Las  ma t r i c e s  de D i r a c  de  ezpnclo-tiempo cu rvo  s e  r e l a -  

cionan con l a s  d e  espacio-tiempo plano de acuerdo con 



u t i l i z a n d o  ( 3.15 ) en ( 3.29 ) tenemos 

de manera que 

En l a - r e p r e s e n t a c i ó n  e s tanda r  Ó de D i r a c  

. en donde 

' I . 0  

( 3.35 ) 

( 3.36 ) 

Y 

( 3.37 ) 

con 

Sust iyendo ( 3.36 ) y ( 3 . 3 7  ) en ( 3 . 3 5  ) s e  t i e n e  

que 

( 3.39 ) 



3.6 DERIVADA COVARiANTE ESPIMORIAL 

i 

La derivada covariante de uu' campo espinorial $ Ck. \ 
est& de finida como 

JrJ, =pp - Y y \ k  

Utilizando ( 3.21 1, ( 3.23 ) ,  ( 3.26 ) y ( 3.28 ) 

las derivadas covariantes espinoriales 

T7&+ = - k5 Y P b  f) 4 
t -  $2 fy + 4 

o,+ = +,, 4 

= b,&) 9 
& Q 2' \g'b'g(-' \G 

3.7 CONDICION SUBSIDIARIA 

( 1.6 1 

se  o b t i e n e n  

( 3.40 ) 

Trataremos el caso del neutrino ( m=O ) ;  en este ca-- 
s o ,  el espín del neutrino es antiparalelo a su momento, de mane- 
ra que la función de onda '$ satisface la condición 

La matriz xs está definida en espacio-tiempo plano cg 
m o  

en espacio-tiempo curvo como 

( 3.42 ) 

( 3.43 ) 

Para encontrar como se relacionan, usaaos en ( 3.43 ) io si-- , 

guiente: 



Po r  l o  t an to  

x, = &* - 

( 1.10' ) 

( 3.44 ) 

( 3.45 ) - 

A . con t inuac i ón ,  examinaremos que r e s t r i c c i o n e s  impone 
sob re  l a  f unc i ón  de onda, e l  hecho de que s a t i s f a g a  l a  cond ic ión  

a d i c i o n a l  ( 3.41 ) ' 

usando ( 3.38 ) y ( 3.39 ) tenemos que 

( '  3.46 ) 

a s í  

( 3.48 ) 

donde 

- - 0  f, '2, de (3.48 ) se o b t i e n e  que 

es  d e c i r  

Y ,  = 2 =Y ( 3.49 ) - a 



( 3.50 ) 

donde 2 es  u n  e sp ino r  de dos componentes. 



IV ECUACION DE DIRAC UNIVERSO DE GODEL 

La ecuación de Dirac generalmente covariante es 

explícitamente 

utilizando las expresiones ( 3.31-34 1 Para las matrices de Di- 
rac. así como las ( 3.40 ) para Las derivadas covariantes, la 

\ ecuación de Dirac queda 
It 

Se tratará el caso del neutrino ( m=O ). Incorporando 
( 3.39 ) en ( 4 . 2  ) así como la condición m-O tenemos 

o bien, sustituyendo ( 3.50 ) 



i ..i 

De donde se obtiene la ecuación 
- 

( 4 . 5  ) 
dos veces. 

Proponemos una solución de la forma 
- o , a ( ~ C + Q Q  +'et\ 

sustituyendola en la ecuación tenemos que ésta se reduce a 

L 
a 

haciendo T(')= y sustituyendo las expresiones ( 3.38 ) 

- 
de las matrices de Pauli, nuestra ecuación se transforma en dos 
ecuaciones. que son 

sustituyendo en ( 4 . 9  ) y rearreglando se obtiene la ecuación 

-2-v - cry 
+ a3, - 2 a 2 9 ' e  + ( ~ z - 4 c 3 \ 1 c i ' l d  + 

* o2 (k -w - ( 4.10 ) 

Haciendo el cambio de variable 
- av 

k =' &= 
( 4 . 1 1  ) 

la ecuación ( 4.10 ) queda como 



en donde 

( 4 . 1 3  ) 

Para resolver esta ecuación, examinemos los casos asiz 
tóticos. 

,c$zllk 
c&& Q entonces 

como queremos que la solución decaiga a cero en el infinito, 
escogemos - e - GB1, 

d+L 
entonces C, - X c;il-xzq = o  

x' 
2 en donde e<Cd+~\ = ), de manera que ( 4 . 1 4  ) 

& = L ( L % i z ' )  ( b .15  ) 
2 

La solución será oscilatoria cuando 

lr=-4w)! - -  x" CiDYl * - 21 's  x X Z  w 4 0  
( 4 . 1 6  ) 

es decir, para valores de x en el rango 

'- la solución será oscilatoria. 
Puesto que x es real 

2 L  o <  52u+- x' 4 

lo cual implica que 

( 4 . 1 8  ) 



Definiendo -. una nueva variable 

un parámetro a determinar. la ecuación de Dirac 
transforma a 

( 4 . 1 2  ) se -- 

. donde 2 + (”/.) = c7(.%> 

Esta ecuación se puede convertir a $a ecuación con---- 
fluente hipergeométrica. Hagamos 

( 4 . 2 2  ) 

donde OL está determinada por ( 4 . 1 4  1. A s í  f satisface‘ la e- 
cuación confluente hipergeométrica 

si 

Las dos soluciones independientes son 

( 4 . 2 3  ) 

( 4 . 2 4  ) 

( 4.25 ) 

La combinación lineal de estas soluciones, que satisfa 
ce las condiciones a la frontera usuales, esto es. que z&\-.L 0 

cuando V e  2- , e s  la función de Kummer. Dicha combinacibn l& 
rreal es 



con x n e g a t i v a .  

Por i o  t an to ,  l a  so luc ión  e s  

Examinando e l  comportamiento a s i n t ó t i c o  
- - a  -'v/z 

Z(V--) - - a  ( 4.28 ) 

b - - - O  ( 4.29 ) 
%-Sa* -U/z 

;I (u-+-) - y 
de manera que s e  s a t i s f a c e n  l a s  cond ic iones  a l a  f r o n t e r a  . 

Es i n t e r e s a n t e  comparar e s t o s  r e s u l t a d o s  con l a s  geodk 

s i c a s  n u l a s  en e l  un ive r so  de Godel puesto  que e l  neut r ino  s e  -- 
propaga  a l o  l a r g o  de geodés i cas  nu l a s .  Notemos l a  e x i s t e n c i a  de 

t r e s '  v e c t o r e s  de K i l l i n g  DL .Da ,3, . S i  kr e s  un vectpr  tangen 

t e  a l a  geodés i ca  nu l a ,  entonces sus componentes c ova r i an t e s  a - 
l o  l a r g o  de una geodés i ca  nu l a  f i j a  t i enen  un v a l o r  .constante .  - 
Haciendo 

' ( 4.30 ) K&=-TO = - ya \ 

r y deb ido  a que u uy =O 

nente r e s t a n t e  u L U, , entonces 

obtenemos una ecuación para  l a  compo-- 
v L 

o b i en  en té.rminos de x 

( 4.31 1 

una s o l u c i ó n  r e a l  e s  p o s i b l e  solamente s i  
Vfl 



2 2  

( 4.32 ) 

Es interesante notar la similitud entre esta ecuación ( 4.32 ) 

y ( 4.16 ) 

La diferencia está en los terminos El y - e k - 4  ausentes en 
( 4.32 ) ,  esto se puede atribuir al hecho de que el primer cálcu 
io es más preciso que este último, el cual es precisamente una - 
aproximación óptica. 

si en esta Última ecuación hacemos u*?, I I =  pa 1 '= ' 3  

a 8) 

- 

Sin embargo, en el limite de altas frecuencias ( w -- 
grande ) los resultados son idénticos. 

Por Último, calculemos la otr, solución. Sabemos de -- 
( 4.8 ) que 

= 2, (Q - a v  \ L. 5 6 bien, en términos de x ,  con >L 

Sustituyendo en la ecuación anterior ( 4.27 ) y 
el hecho de que 

tenemos que 

la cual cumple también con las condiciones a la frontera. 
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