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SOLUCION NUMERICA de las
ECUACIONES de NAVIER STOKES por el
METODO de DESCOMPOSICION de
OPERADORES

1 Introduccién

Entre las 4reas de la simulacién numérica de fluidos, con mayor empuje, se en-
cuentra el estudio de las ecuaciones de Navier-Stokes. La solucién numérica
de estas ecuaciones tiene una gran umportancia en las aplicaciones indus-
triales. Ademds, los métodos numéricos para resolverlas, con frecuencia, for-
man una parte bdsica de resolvedores para ecuaciones que modelan el flujo de
fluidos mds complejos o mds generales como, por ejemplo, los fluidos nonew-
tonianos viscopldsticos de Bingham, los cuales tienen gran importancia en la
industria petrolera, y los fluidos cuyo flujo esta modelado por la aproximacién
de Boussinesq.

El método de descomposicién de operadores es una técnica muy poderosa en
la resolucién de ecuaciones diferenciales parciales dependientes del tiempo,
especialmente de tipo nolineal o acopladas a ciertas restricciones, el cual
permite resolver los problemas asociados con ellas, descomponiéndolos en
varios problemas mds simples. En la literatura se encuentra un buen mimero
de este tipo de métodos aplicables a dos operadores. Sin embargo, el estudio
de esquemas de descomposicién de operadores aplicables a tres o mds de ellos
no es tan abundante.




En este trabajo:

* Se estudia un método de descomposicién de operadores, de primer
orden, que permite descomponerlos en tres o mds de ellos (el cual ya ha sido
aplicado s la solucién de las ecuaciones de Bingham), aplicdndolo a la solucién
de las ecuaciones de Navier-Stokes.

* Se resuelve, con ese método el problema de la simulacién del flujo
de un fluido en una cavidad cuadrada cuya pared superior se desplaza a la
derecha con velocidad unitaria.

* Con ese método de primer orden se resuelve ademds el problema
de la inyeccién doble también en una cavidad cuadrada.

*  Se resuelven los dos problemas antes referidos con el método teta.

- * Se resuelven los subproblemas que resultan al aplicar estos méto-
dos, utilizando un método de gradiente conjugado para los problemas de
tipo Stokes, y un método de punto fijo para los problemas elipticos de tipo
nolineal.

*  Se estudia la eficiencia relativa del método de primer orden y del
método teta, comparando la rapidez con la que resuelven el problema de la
cavidad cuadrada. También se determina que tan fina puede ser la malla
espacial, y que tan grande se puede tomar la longitud del incremento del
tiempo, de manera que se obtenga convergencia con esos métodos.

2 Ecuaciones de Navier Stokes

2.1 Flujo newtoniano

Dado el flujo de un fluido en una regién Q@ C RN (N = 2,3) coneza simple,
abiertay con frontera T’ de Lipschitz (suave por partes), con X = (Z1, T2, T3)
se representard un punto cualquiera de { y con o = (0;;) se representard
el tensor de esfuerzos cuyas componentes son



011y T2 T3
o = Ti2 022 To3

Ti3 T23 O33

Los elementos de ese tensor que estan fuera de su diagonal principal (es-
fuerzos cortantes) estan asociados con las distorciones de los elementos (por-
ciones) del fluido, y los elementos de la diagonal principal (esfuerzos nor-
males) solamente cambian el volumen de los mismos sin alterar su forma
y estan relacionados con la presién hidrostdtica p del fluido. En realidad,
puede demostrarse que la presién promedio en cada punto del fluido puede
obtenerse mediante la siguiente expresién:

P=<(011+ 09+ 033)

Wi

Por lo anterior, se acostumbra descomponer el tensor de esfuersos en la si-
guiente forma:

-p 0 0O on+p Ti2 T13
o=|0 —-p 0 + | 712 O +p T

0 0 -—p T13 T23 O33+p
o0, usando una notacién mds compacta:
o=-pl+0o,

en donde, p = p(x,t) representa el campo escalar de presiones. FEl
tensor —pl determina los cambios de volumen de los elementos del fluido,
mientras que el tensor o' determina los cambios de forma (distorsiones) de
esos elementos. |

Con D se representard el tensor de deformacién cuyas componentes, en
el caso Q C R?, son:




D- %(V+VT)u=

([ Om 1(owm  Oup) 1(0uw  Ous)
3:1:1 2 6172 62?1 2 621,'3 6:1:1
| 1 [0uy | Ou Ous 1 (Ouy  Ous
- 2 (B:L‘l + _6;2_) 81‘2 2 (61‘3 + 81'2) ’ (21) \
Ous | Ow) 1 (us  Ous Ous
Bml 6.’1,'3 2 61‘2 6333 3.’!,'3

endonde, enelcasoenelque Q C R3, u = u(x,t) = {u1{x,t), us(x,t),us(x,t)}
es el campo de velocidades del fluido. El tensor D se puede escribir con ayuda
del Jacobiano
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como sigue:

D=Vu—-w,
en donde, el tensor Vu incluye los cambios de vohimen mientras que w incluye
las distorsiones.
Se llama fluido newtoniano a cada fluido cuya ley constitutiva (férmula

que relaciona el tensor o’ con el tensor de deformaciones D) tenga la siguiente
forma:

o' = 2uD,

en donde p representa la lamada viscocidad dindmica, misma que relaciona
la velocidad relativa entre las capas del fluido con el esfuerzo cortante que
aparece entre ellas.

Lo anterior implica que, en el caso de los fluidos newtonianos, el tensor de
esfuerzos se puede escribir como sigue:

o=-pl+2uD=—pl+p (V+Vu (2.2)

Como se verd en el siguiente inciso, esta ecuacién se requiere para obtener
las ecuaciones que modelan los flujos de fluidos newtonianos.

2.2 Obtencidn de las ecuaciones de Navier Stokes
2.2.1 Ihtroduccién

Las ecuaciones de Navier Stokes (|8}, pags. 141-162)

%t—u—uAu+(u~V)u+Vp:f, en Q=0x%x(0,T7), T>0, (2.3

V.ua=0 en Q, (2.3)2




modelan el flujo de los fluidos newtonianos, viscosos, incompresibles e isotér-
micos. Enel casoenelque Q C B3, f = f(x) = {f1(x), f2(x), fa(x)} representa .
la lamada fuerza de volumen (fuerzas externas por unidad de masa) que ac-
tia sobre el fluidoy (0,7) es el intervalo de tiempo durante el cual ocurre
el flujo.

La ecuacién (2.3), se llama ecuacién de continuidad y no es otra cosa que
la forma diferencial de la ley de conservacidén de la masa aplicada al campo
de velocidades de un fluido incompresible cualquiera.

La ecuacién (2.3), se obtiene a partir del principio de conservacion del
momento (segunda ley de Newton escrita en términos del momento lineal,
segin la cual, la suma de todas las fuerzas que actdan sobre una particula es
igual a la derivada temporal del momento lineal de la particula); la cual, en
el caso de de un sistema termodindmico cualquiera (porcién de materia con
fronteras bien definidas a través de las cuales no fluye materia), limitado por
la suferficie 0N y con densidad p, toma la siguiente forma:

///npfdv-{—//ma'ndSzb%///npudV, (2.4)

en donde, la primera integral es igual a la fuerza total externa que actia
sobre el fluido, la segunda integral es igual a la fuerza total que actia sobre
la superficie del sistema (en ella, o representa el esfuerzo en la frontera del
sistema y n representa la normal unitaria externa de la superficie 90Q) y la
tercera integral representa el momento lineal total del sistema. Aplicando el
teorema de la divergencia a la integral superficial, se obtiene:

//mandS:// Veoav 25)

Lo cual, conjuntamente con la ecuacién (2.4) implica lo siguiente:

R s

Como la ecuacién anterior se debe cumplir para todo sistema termodindmico,
de clla se infiere lo siguiente (se supuso p constante):




D
p—ﬁ‘-tf—pf—v.a=o (2.7)

Tal ecuacién es la llamada ecuacion de Cauchy para fluidos incompresibles.
Por otro lado, segiin la regla de la cadena, la aceleracién a del fluido (derivada
respecto al tiempo de la velocidad u = u(x,t) = {ui(x,t), ua(x,t),us(x,t)})
se obtiene como sigue:

@—4_ aUdJIl + 8uda:2+ Buda:;, _
ot Bxl dt 3182 dt 6.’1,‘3 dt -

D
a=r u(zy, T2, 73,t) =

- 5t- +u18:1:1_ + u23w2 +u38x3

__611 +u- (a(ula Uz, ’U;3)

~ (u-V)usd® |

at .

Si se sustituye lo anterior en la ecuacién (2.7) y se toma en cuenta (2.2), se
obtiene:

Du

P i =P [(u-V)u+ 5‘32] =pf+V-0 =pf+V-(—pl +p (Vu+V'u)) =

ot
=pf —Vp+uV-Vu+ V. (Vu) =

= pf — Vp+ pAu (2.9)

Para obtener lo anterior se tomé en cuenta lo siguiente:
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La ltima igualdad es consecuencia de (2.3)2. De (2.9), después de reordenar
términos y dividir entre p, se obtierie:

ou pu 1
— ——Aut+(u-V)u+-Vp=1
& p ( | ) VP

Si se considera que — = v es la llamada viscocidad cinemdtica y se sustiyuye

p por % , se obtiene finalmente (2.3),.




Introduciendo como unidades para medir distancia y velocidad, una dis-
tancia L y una velocidad V, caracteristicas del problema de que se trate
(lo cual determina como unidad para medir tiempo T' = L/V), y haciendo
los cambios de variables W' = u/V, X' = x/L y t' = t/T, se obtienen las
ecuaciones de Navier-Stokes en forma adimensional (independiente de las
unidades de medicién), si en ellas se sustituye v con el lamado nimero de
Reynolds: '

La modelacién del flujo de un fluido determinado requiere, ademds de las
ecuaciones (2.3), del establecimiento de condiciones iniciales

u(x,0) =ug(x), paratodo x€R, con V-u=0 (2.10)

y de condiciones de frontera convenientes. Los siguientes tipos de condiciones
de frontera son de especial interés:

2.2.2 Condiciones de frontera tfpo Dirichlet

u=g(x,¢) para x €l y t>0, (2.11)

2.2.3 Condiciones de frontera mixtas

u =g (x,1t), para x €l'y y t>0, (2.12),
du -
v —mp =g para x€l'l' y t>0, (2.12)2




en donde Iy y Iy representan dos subconjuntos disjuntos de I' tales
que ['qUTy =T, n representa la normal unitaria exterior de I' y la
derivada en la direccién de n estd dada por

d
d—E = (Vuy -n,Vu, - n, Vus - n)

En €l caso en el que ni entra m sale fluido a través de T, son suficientes las
condiciones de frontera tipo Dirichlet. En toda pared impermeable u-n = 0.
Si la pared est4 en reposo, por exigencias de la teoria de la capa limite de
fluidos viscosos (condicién de no deslizamiento de fluidos viscosos), u-t =0
(t representa el vector unitario de la tangente de la frontera). Por otro lado,
si la frontera es impermeable y se encuentra en reposo u = 0, y si la pared
es impermeable y estd en movimiento u = g.

3 Problema variacional y método del elemento
finito

3.1 Introduccién

Se llama problema variacional, a cada problema que consista en encontrar la
funcién ug en la cual un funcional determinado F' : V — R, F = F (u) (en
donde V es algiin espacio de funciones), adquiere caracteristicas determinadas
(como tener su valor minimo, por ejemplo); o la funcién 1y que hace que
un funcional determinado H:VxV —>R, H=H{(u,v), seaigual
a otro funcional G : V — R, G = G(v), paracada v € V. Muchos
problemas de ecuaciones diferenciales se pueden replantear, en forma equi-
valente, como problemas variacionales. La reformulacién de los problemas
de ecuaciones diferenciales como problemas equivalentes de la segunda forma
antes mencionada, se llama formulacién débil de los mismos, cuando tales
problemas no admiten ser planteados también en la primera forma.

10




El espacio-V de las formulaciones variacionales y débiles es, en general,
de dimensién infinita (las funciones de V' no se pueden definir mediante una
cantidad finita de variables), en cuyo caso, tales problemas no siempre se
pueden resolver en forma exacta. Se llama método del elemento finito a un
método que permite buscar soluciones aprorimadas y discretas, de las for-
mulaciones variacionales y débiles, de problemas de ecuaciones diferenciales,
dentro de espacios V;, de dimensién finita (un espacio de polinomios).

Por ejemplo, se puede demostrar que el problema que consiste en encon-

trar una funcién u € V  que tenga segunda derivada continua y satisfaga
el siguiente problema de frontera:

W' (z) = fl@), O<z<l,
u(0) = u(l)=0, '

es equivalente al problema de minimizacién que consiste en encontrar
u € V tal que, para el funcional

F:V — R, F(v)=—§—(v’,v’)—(f(v)—'u), (v,u):/()v(x)u(a:)_dx,

se cumpla que

. F(u) < F(v) para todo v € V;

y es equivalente también al problema variacional que consiste en encon-
trar w€V tal que

(,v') = (f,v) paratodoveV

Figure 1:

11




Para encontrar una solucién aprozimada y discrela de esos problemas
(es decir para encontrar los valores aproximados de © en un conjunto dis-
cretode M +1 puntos del intervalo [0,1]), por el método del elemento
finito ([4]), usando funciones de interpolacion lineales por trozos (en el caso
general se utilizan polinomios), se procede como sigue: mediante M + 2 pun-
tos cualesquiera xp,Z;,...Ta,ZTay1, Sedivide ese intervalo en M+
1 subintervalos Ij = (l'j._l,.’lfj) de medidas h_,' = I; —
zj1, j=1,2,...,M+1, respectivamente; luego se define el espacio de
funciones

Voo vives lineal sobre cada subintervalo I;, es continua sobre [0, 1]
h— y satisface v (0)=v(1)=0

1<G<M+1
ximado discreto (método de Ritz) que consiste en encontrar wun € Vi, tal
que

en donde (h, = max {h; }) , ¥ seresuelve el problema variacional apro-

F(up) < F(v) para todo v € Vj

o se resuelve el problema variacional aproximado discreto (Amétodo de Gar-
lekin) que consiste en encontrar up € Vi, tal que

(u,, ) = (f,v) para. toda v € V.
Como el conjunto de funciones

(P]e‘/'h j:17'(')M7

_J1 si 1=

constituye una base del espacio vectorial V},, cualquiera de los dos problemas
aproximados antes referidos se reduce al problema de resolver un sistema
de ecuaciones lineales. Los problemas de ecuaciones diferenciales se pueden
resolver numéricamente utilizando métodos de diferencias finitas ([7]). Aqui
se resolvieron mediante el método del elemento finito porque, aunque este
método es mds dificil de aplicar, en general, es mds poderoso.

tales que
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3.2 Formulacién variacional de las ecuaciones de Navier-

Stokes

Definiendo los siguientes espacios de tipo Sobolev, para el caso en el que
QC R%:

Vo= {u|ue H (2)’, u=0sobre I'\} = Hy(Q)? (3.1)
V, = {u|ue H (9)*, u=go sobre I}, | (3.2).
en donde
1 ou :
HQ)={u:Q—R|u, 5o (Q), i=1,2}, (3.3)
Hy() = {u € H'(Q) | u = 0 sobre T}, (3.4)

Si g es suficientemente suave, entoncm V, no es vacio y, mediante el uso
de la notacién

dxr = d.’El d.'L'g’

se puede probar que: para toda funcion u€ H 1(Q)? = HY(Q) x HY(Q), toda
funcién v€ Vg y para toda p € L% (), se cumplen las llamadas férmulas
(identidades) de Green:

/Au-vd:cz/%-vdf-/Vu-Vvdm, (3.5)
/Vp vda:—/pn vdl — /pV-vd:z:, (3.6)
| - 1] o
en donde:
_ 0’11,1 5’&2
V-u= Bz, + B2 (3.7)

13
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Observese que la regién de integracién de una de las integrales es solamente
una parte ['y de T, porque v pertenece a V.

Para obtener una formulacién variacional de las ecuaciones (2.3) con las
condiciones de frontera (2.12) , se multiplica (2.3), por una funcién de prueba
cua.lqmera vE V), y se integra sobre (), para obtener ([2], pags. 416-431):

/—- -vdr — U/Au-vd:c—}-/(u-V)u-vdI‘—/Vp-vdx:/f-vd:z;
Q

Q Q - Q
(3.8)

Usando (3.6) y (3.7) :

/~ vdx+u/Vu Vvd:c-u/— vdI‘+/(u-V)u-vdF+

-l—/pn-vdl"*/pv-vda::/f-vda: (3.9)
o

'y Q2
Asi que, multiplicando (2.3), por ¢ € L? () e integrando, y tomando en
cuenta las condiciones de frontera (2.12), se infiere que la velocidad u y la
presién p que satisfacen las ecuaciones (2.3) con las condiciones de frontera

(2.12), satisfacen también la siguiente formulacién débil de ese problema:

encontrar  {u(t),p(t)} € Vo x L*(Q), tal que

VveVy, y VYqe H'(Q), secumpla:

14




/aat—g-vd:L'+I//Vu-Vvda:+/(u-V)u-vdI‘—/pV-vd:c:
Q Q

Q Q

=/f'vdx+/g1-vd1" (3.10)1

Q m

/qV-udm=0 (3.10),
Q
La formulacién débil anterior vale para todo ¢t > 0. M4s adelante se mostrard
como discretizar la derivada temporal de u en la ecuacién (3.10),

3.3 Espacio de discretizacién para el método del ele-
mento finito

Dada una regién cualquiera () de R? limitada por una linea poligonal y dada
una triangulacién cualquiera 75, de esa regién para elemento finito (conjunto
de tridngulos K, Ks, . . ., K,,, que sin traslaparse y sin que el vértice de alguno
de ellos descanse en el lado de otro, cumplen Q2 = K; U K, U ... U K,,; para
ello, si es necesario, I' se aproxima mediante una poligonal. h representa
la longitud médxima de los tridngulos de esa triangulacién), si con Py se
representa el espacio de todos los polinomios de grado menor o igual que k;
entonces se definen los siguientes conjuntos:

H, = {"ph eC’ (ﬁ) | ¥y 7€ P1, VT € 77:} ) (3.11)
Vi={vi|vieC®(Q) xC°(Q), Vnlre P, x Py YT €T}, (3.12)
Vgn = {Vi € Vi | Vi = gp sobre T}, (3.13)

Von = {Vh €Vy l vy = ( sobre Po} s (314)

en dode, T, es 1a triangulacién de ) obtenida a partir de 7 al unir con rectas
los puntos medios de los lados de cada T' € 7. Los espacios Vyp, Vor vy Hy,

aproximan los espacios V,, Vo y H?, respectivamente, al aplicar el método
del elemento finito (véanse (3.1), (3.2) y (3.3)).

15




4 Esquemas de descomposicién de operadores
para discretizacién del tiempo

El método de descomposicién de operadores es una técnica muy poderosa en
la resolucién de ecuaciones diferenciales parciales dependientes del tiempo,
especialmente de tipo nolineal o acopladas a ciertas restricciones, el cual per-
mite resover los problemas asociados con ellas, descomponiéndolos en varios
problemas m4s simples. Fn seguida se describen algunos de los esquemas de
descomposicién de operadores, mds importantes ([6], pags. 113-126).

4.1 Esquema de Peaceman-Rachford

Dado el siguiente problema de valor inicial con condiciones de frontera tipo
Dicichlet ([3), pags. 222-226):

w+Au)=f en Qx(0,T), T>0, (4.1)
u(z,0) = ug (4.1),
u=g sobre I, (4.1)3

endonde Q C R2, A es un operador de un espacio de Hilbert H en &l
mismo, formado solamente por operadores de derivacién espacial, ug € H
representa al valor inicial de u y f representa el término fuente; si A se
puede descomponer en la suma de dos operadores A; y A,, tales que

A = Al + Ag, (42)

entonces el método de Peaceman Rachford proporciona un esquema de dis-
cretizacién en el tiempo, de dos pasos, definido de la manera siguiente:

16




Cada intervalo de tiempo [nAt, (n + 1) At] se divide en dos subintervalos
de igual longitud At/2. Luego, dado u® = uy, paracada n >0, conu®
conocido, calcular sucesivamente u™Z y u"*!, en donde u* = u(z, kAt),
mediante:

P%}:QE + A (un+%) + 4, (u") = 43, (4:3):
o™t = g"+% sobre I'
y
%1_21_1 A () 4 @) =, @)
™t = gntl sobre I,

en donde At (positivo) representa el paso de discretizacion del tiempo, u™*?
representa una aproximacién de u[(n + ¢) At] y f"*? = f [(n + q) At]. Como
puede verse, una vez que se divide el operador A y que se divide el intervalo
de tiempo [nAt, (n + 1) At] en dos subintervalos de igual longitud At/2, en
el primer subintervalo la aplicacién de A; se hace implicitamente y la de A,
explicitamente y, luego, en el segundo subintervalo se invierte esa forma de
aplicacién de A; y de A,. - :

Eiste esquema es de dos pasos, no permite descomponer el operador A en
més de dos operadores y, aunque es de segundo orden e incondicionablemente
estable, no siempre permite obtener las soluciones estacionarias.

4.2 Método teta

Este método fue ideado para evitar la debilidad del método de Peaceman-
Rachford para obtener soluciones estacionarias. A diferencia del esquema de

Peaceman-Rachford, el cual es de dos pasos, el método teta puede ser de tres
o de cinco pasos ([3], 228-232).

17




4.2.1 Caso de tres pasos

En este caso, el método teta requiere de tres constantes cuyos valores

9=2—2‘/§, a=2-v2 y B=v2-1,

se determinan de tal manera que se consiga, entre otras cosas, que el método
sea de segundo orden de precisién; y, para resolver el problema de valor
inicial (4.1), el operador A se descompone en la suma de dos operadores
A; y Ay, en la siguiente forma:

A= aA; + A, (4.4)

después, cada intervalo de tiempo [rAt, (n + 1) At] se divide en tres subinter-
valos, dos de igual longitud ©At (el primero y el dltimo) y otro de longitud
(1—26). Luego, dado u® = u,, paracada n >0, con u” conocido,
calcular sucesivamente u"*® u"t1-® y y"t! mediante:

un+9 —u"

—onr T A (u™€) + 4y () = £, (4.5)1
un+9 — gn+9 sobre F,
urti-© _ ynte nt1-e nto nt1-6
(1—26)At +A2-(11 )+A1 (u )=f , (45)2
u‘n+l—9 — gn+1—6 ’ sobre P,
u*t! — gnt-9 ntl n+1-© +1
eAt + Al(u ) -+ A2 (11 ) = fn 3 (45)3
un+l — gn+1 sobre 1-\’

en donde At (positivo) representa el paso de discretizacion del tiempo, u™*?
representa una aproximacién de u[(n + q) At] y f**? = f [(n + ¢) At]. Este
esquema es de fres pasos y no permite descomponer el operador A en mds
de dos operadores, es de sequndo orden en el tiempo e incondicionablemente
estable y permite capturar las soluciones estacionarias.
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4.2.2 Caso de cinco pasos

En este caso:

e=1—§, o173  _36-1

3 2 0-1

cada intervalo de tiempo [nAt, (n + 1) At] se divide en cinco subintervalos
de longitudes: ©At, ©'At, OAL, ©'At, OAL; luego, dado u® = ug, para
u‘n+6, un+9+9/’

B=1-0

cada n >0, conu” conocido, calcular sucesivamente
!
utt0+0  ynt1-€ y yrtl mediante:

un+9 —u” n+0 n +6 »
u"t® = g"t® sobre T,
unte+e’ _ yrte n+0+6’ n+O 646’
gar — tA () +a o) = e, ),
ante+e _ gn+e+e' sobre T,

unt2e+e’ _ ntete’ : , , ,
+ Al un+26+6 Y+ A un+6+6 — fn+29+9 4.6
2 ] 3

OAL

art2ete _ gn+ze+e’ sobre T,

utH-© _ ynt2e+e’ )
oA + A, (un+1—9) + A, (un+26+9) =0 (46),

u'n+l—9 — gn+1—9 sobre P,
un+1 _ un+1—6 L e 1
OAL +A1(u"+ )+A2 ('lln+ - ) =fn+ s (46)5
u™t! = gnt! sobre I,
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4.2.3 Aplicacién a la simulacién de un fluido newtoniano

Al aplicar el esquema de descomposicién de operadores (4.5) con la
descomposiciéon:

Ai(u) = ——gAu—i— (u-Viu

14
wo=( 7277 ).

con las condiciones iniciales (2.10) y con las condiciones de frontera (2.12),
a la solucién de las ecuaciones de Navier Stokes (2.3), las dos dificultades
principales de tal problema (el término no lineal y la condicién de incompre-
sibilidad) se desacoplan y se obtienen los tres problemas siguientes:

Dado w® = wy, paracada n > 1, con u® conocido, calcular
sucesivamente {u™*®,p"*®}, u"t1-® y {w"* p"*} mediante:

n+6 n

E—é—Ar;u————aﬂAu"*e-{—Vp"Jre = "4 f0Au" (0" V)u" en Q, (47);
v u"t® =0 en Q, (4.7),
u™t® =g"t®  gsobre Iy, (4.7)3

nte n+® __ _nt+tO Bu

sobre I'y, (4.7)4
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ant1-© _ ynte

— BOAUTI® 4 (urti-O. Y)urtl-© — frii-o,

(1-20) At
adAu™t® —Vp**®  en Q, (4.8),
a0 = g™t1=®  gobre Ty, (4.8),
n+1-6 Junte

ﬂt‘}——an—— =gt L np"t® — o 3 sobre I';, (4.8)3

a1 g Z:H_e _ adAut 4 Vg - fn hy
BIAUHI® — (010 . y)u"t1-® en. Q, (4.9)
V-u"t'=0 enQ, (4.9),
u™t =g™!  sobre Ty, (4.9)3
aﬁ&la:rl —np"t! =gt — ,Bﬂgu—:;%l——j sobre I'y, (4.9),

Después de aplicar el método de punto fijo a los problemas elipticos (4.7)
y (4.9), y el del gradiente conjugado al problema tipo Stokes (4.8), se for-
mulan los problemas variacionales correspondientes de los dos problemas
resultanfes, y se discretizan los problemas variacionales asi obtenidos por
elemento finito (véanse las secciones (7) y (8)).

4.3 Esquema de descomposicién de operadores, de primer
orden.

Este método no requiere linealidad de los operadores, es sencillo de aplicar y
permite descomponer los operadores en més de dos operadores. Su desventaja
radica en que, por ser de primer orden en el tiempo, se obtienen buenos
resultados solamente si el paso en el tiempo es relativamente pequeno.
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4.3.1 Caso de descomposicién en dos operadores

Dado el problema de valor inicial (4.1), si A se puede descomponer en la
suma de dos operadores A; y A,, tales que
A=A+ A, (410)

entonces el método en cuestién proporciona un esquema de discretizacién en
el tiempo, de dos pasos, que consiste en lo siguiente:

Dado uw® = uy, paracada = > 0, con u" conocido, calcular
. ~ 1 ~ .
sucesivamente u"t2 y 0", mediante:

E'i;t:“_" + A4 ("3) =0, (410
ﬁ,ﬁ% _ gﬁ+% sobre I"
y
a™H ;tﬁnw‘% + Ap(ut) = o+ (4.11),

artl = gnt! sobre I,

~ en donde At (positivo) representa €l paso de discretizacién del tiempo y arta

representa un valor auziliar de u en un momento intermedio entre nAt y
(n + 1) At, no perteneciente a la malla. :

4.3.2 Caso de descomposicién en tres operadores

Dado el problema de valor inicial (4.1), si A se puede descomponer en la
suma de tres operadores A;, Ay y As, tales que

A=A+ Ay + A, (4.12)
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entonces el método en cuestién proporciona un esquema de discretizacién en
el tiempo, de tres pasos, que consiste en lo siguiente:

Dado u® = uy, paracada n > 0, con u® conocido, calcular
- ~ 1 ~ 2 -
sucesivamente "3, u"t3 y u"*!, mediante:

@A—;_ut + A (@"3) =0, (4.13),
ot = g""’% sobre I,
ﬁn+%Atﬁ"+% + a3y =0, (4.13),
antd = g"+% sobre I,
att! — anti
A ARG =, (413)s
gt = gnt! sobre I,

en donde At (positivo) representa €l paso de discretizacion del tiempo y
"3 y "3 representan valores auxiliares de u en momentos intermedios
entre nAt y (n + 1) At, no pertenecientes a la malla.

4.3.3 Determinaciéon del orden del método

La solucién general exacta de (4.1); depende de la forma del operador A;
sin embargo, integrando esa ecuacién con respecto al tiempo, en el caso
homogéneo, y utilizando el operador de H en H definido mediante la siguiente
expresién:

F = exp(—tA) =1 —tA+ %t2A2+... (4.14)
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se obtiene
u(x,t) = exp [-tAju(x,0) =
1, 13,3
= I——tA+§tA —-gt"’A +.--lu(x,0), (4.15)

ya que (recuerdese que se supuso que f = 0y que A es un operador formado
solamente por operadores de derivacién espacial, véase (4.1)):

Su (x,t)
ot

— AR (x,0)] + tA%u (x,0)] - —12-t2A3 fa (%, 0)] 4 -+~ =
= —A [u (x,0) — tAfu(x,0)] + %tzAz[u(x, 0)] —-- ] =

= —-A [I—tA+%t2A2 - ] u(x,0) =
— —Aexp[-tAu (x,0) = ~Alu (x,0]

Lo cual implica que u(x,t) es una solucién de (4.1);. Por otro lado, de
(4.11),:

vt - ut 4 A4y (@) =0

(I + At4)) T3 =u" (4.16)

Anislogamente, de (4.11),, en el caso homogéneo:

(I + AtAy) u™ = @3 (4.17)

Sustituyendo (4.17) en (4.16):
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(I +AtA) &5 = (I + AtAy) (I + Atdy) u™H! = u”

De donde, multiplicando ambos lados por (I + AtAg)_l (I + AtAy) 1

u™tt = (I + AtAy)™ (I + At4,) ~tu® (4.18)

Es decir, para el valor de la solucidn general aprorimada de (4.1); en t"*!,
en el caso homogéneo, se cumple lo siguiente:

Ure = Uaproz [X,(n+1)At] =

(I+ AtAy)™" (I+ At4;) u?,, =

aprox

= (I+AtA)™" (I + AtA;) Mgpro (X, nAL)

l

Trasladando el origen del sistema de coordenadas temporalesa t" = nAt,se
obtiene:

t"=nAt=0, t""'=(n+1)At=At

Waproz (X, At) = (I + AtAg)™" (I + AtA;) ~ugpror (X,0) (4.19)

Si se considera que:

I+ AtA) ' = [IF AtA+ (At)* A2 F (A)° A3 ], (4.20)

lo cual se puede comprobar multiplicando ambos lados por (I + AtA), en-
tonces el esarrollando en serie de Taylor de ugyrqr (X, At) se puede obtener a
partir de (4.19) como sigue:
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Ugpror (X, At) =

= [I-AtAy + (At)? A2~ -] [T - AtA; + (At)? AT — -] Ugpros (X, 0)
[T — (A1 + A) At + (At)® (A2 + A Ay + AL) + - - -] gprow (%,0) =
= [I— AtA+ (At)? (A2 + A1 Ay + A2) + -+ -] Ugprow (%,0) =

Comparando esta expresién con (4.15), se concluye que el desarrollo de
Maclaurin de la solucidn general aprozimada de (4.1), obtenida con el método
en cuestién, coincide hasta el término de primer orden (segundo de la serie),
con el desarrollo de Taylor de la solucion general exacta y que, por ello, este
método es tiene una precisién de primer orden.

4.3.4 Aplicacién a la simulacién de un fluido newtoniano

Al aplicar el esquema de descomposicién de operadores de primer_tsrden
(4.10)-(4.11) con la descomposicién:

Ai(u) = —-gAu + (u-Viu

v
=720

con las condiciones iniciales (2.10) y con las condiciones de frontera (2.11),
a la solucién de las ecuaciones de Navier Stokes (2.3), las dos dificultades
principales de tal problema (el término no lineal y la condicién de incompre-
sibilidad) se desacoplan y se obtienen los dos problemas siguientes:

Dado u® =ug, paracada n >0, con u™ conocido, calcular sucesiva-
~. 1 .
mente u"'37 y {u"*,p"*!'} mediante:

26




1

a"tz — "
AT EH.VEi =0 a0 (421,
s = gnta sobre I (4.21)2
y

! — gt

AL - gAu"Jrl +Vptl = en Q, (4.22),
R O B

V-u""'=0 en, (4.22)2

u"t!' =gt sobreT. (4.22);

Después de aplicar el método de punto fijo al problema eléptico (4.21)
y el del gradiente conjugado al problema tipo Stokes (4.22), se formulan los
problemas variacionales correspondientes de los dos problemas resultantes,
y se discretizan los problemas variacionales asi obtenidos por elemento finito
(véanse las secciones (7) y (8)).

4.4 Método de Dyakonov

El método de Dyakonov consiste en aplicar dos veces el esquema de descom-
posicién de operadores de primer orden descrito en la seccién (4.3), como se
muestra en los siguientes incisos. Este método se puede aplicar a cualquier
cantidad finita de operadores y es de sequndo orden.
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4.4.1 Caso de descomposicién en dos operadores

Dado el problema de wvalor inicial (4.1), si A se puede descomponer en
dos operadores A; y A, que satisfagan (4.2), entonces se puede obtener un
esquema de discretizacién de cuatro pasos, de la variable temporal de ese
problema, como sigue:

Dado w® = uwy, paracada n > 0, con u” conocido, calcular
. ~ntl ~ngl ~ppd .
sucesivamente u"ti, u"t3, a"t¢ y u™t!, mediante:

* Primer ciclo (explicito en la incégnita)

entl o
u +;t— u %Al(u") -0, (4.23),
@+i =gt sobrel,

Tt —antr 1 o s
A ) =, (429)
@i =g"1  sobreT,

* Segundo ciclo (implicito en la incégnita)

ﬁn+% gty 1 i B
T + §A2(un+4) = 0, (424)1
"t =g"ti  sobreT,

n4l _ ~n+§ 1
‘—‘——Z;—i +5 A = (4.24),

a*t! = g™ sobrel,

en donde At (positivo) representa el paso de discretizacidn del tiempo y
avti §tE y ™4, representan valores augiliares de u en momentos inter-
medios entre nAt y (n + 1) At, no pertenecientes a la malla.
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4.4.2 Caso de descomposicién en tres operadores

Dado el problema de wvalor inicial (4.1), si A se puede descomponer en tres
operadores A;, Ay y As, cuya suma sea igual a A, entonces se puede obtener
un esquema de discretizacién de seis pasos, de la variable temporal de ese
problema, como sigue:

Dado u® = ug, para cada n >0, con u® conocido, calcular sucesiva-
~ 1l ~ 1l ~ 1 ~ 2 5 .
mente u"ts, u"ts, ™, a"ts, a"ts y u"t!, mediante:

* Primer ciclo (explicito en la inc6gnita)

~n+%At_ u” N %/h(un) —0, (4.25)
At = g"+% sobre T,
ﬁ_”%_;tﬁ + % Ay (@) = 0, (4.25),
a5 =g"%  gobreT,
arts — gty g . - .
~ +5 Ag(T+3) = fs, (4.25)3
ate = g"+% ‘sobre T,

Segundo ciclo (implicito en la incégnita)

~ 2 ~ 1
u’n+ 3 — un+

2 1, , .2
N + 5 A (B +3) =0 (4.26),

ot 2 2
u"ts = g'ts sobre T,
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uts — gt

1, s
= 3+-2-A2(u"+a)=0 (4.26)

~ntd 5
u*te = g"te sobre T,

ntl _gnts 1
LF—G + §A1 (u"“) = f"+1 (426)3

a"t! = g™ sobreT,

en donde At (positivo) representa el paso de discretizacion del tiempo y
S, TS, A, ants y i"+8, representan valores auxiliares de u en
momentos intermedios entre nAt y (n + 1) At, no pertenecientes a la malla.

4.4.3 Determipacién del orden del método

Los célculos se hacen para el caso de descomposicién en dos operadores. De
(4.23)11

S —ut %AtAl(u") —0

vt = (I - %AtAl) u (4.27)

Andlogamente, de (4.23), , (4.24), y (4.24),, en el caso homogéneo, se obtiene
respectivamente lo siguiente:

T = (I — -;—AtAz) uti (4.28)
~n+l 1 ~nt3 .

2= |14+ EAtAz u 4 (429)
arti = (1 + %AtAl) ut! (4.30)




Sustituyendo (4.27) en (4.28):

~n+

u

IJIH

(1 - —AtAg) (1 - %AtAl) u” (4.31)

Multiplicando ambos lados de (4.30) por (I + AtAg) y tomando en cuenta
la ecuacién (4.29):

<I+ AtAz) nti (I+%AtA2) (I+%AtA1) u™t — gty
Despejando u™*! :

-1 -1
l.lln-*‘1 = (I + %AtAl) (I + %AtA2) ﬁn+% (4.32)

Sustituyendo (4.31) en (4.32)

n+l1 _

-1 -1
(1 + %AtAI) (1 + %Auh) (1 - %AtA2) (1 - %AtAl) u (4.33)

Trasladando el origen del sistema de coordenadas temporales at™ = nAt, en
forma similar a como se hizo en el inciso (4.3.3), se obtiene:

Wopror (X, At) =

—1 -1
(I + %At/h) (I + %AtAg) (I — -;—AtAz) (I — %AtAl) Uaproz (X, 0)
(4.34)
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Desarrollando en serie de Taylor y tomando en cuenta que (véase (4.20)):
1 -1 1 1,, .2 12
I:I:EAtAg = I:FQAtA;—{-E(At)A,-:F--- ,
se obtiene la expresién siguiente:

Ugproe (X, At) =
1 -1 1 -t 1 1

I+ 'éAtAl I+ -2-AtA2 I—- §AtA2 I— —2'AtA1 Ugprox (X,O) =

[I — AtA; — AtAy + 2-;- (At) A; Az + % (At)? A2 + % (At)? A2 + .. ] Ugprozr (X,0) =
1
= [I — At (A1 +A2) + 5 (At)® (A2 +2A24% + A7) + "']“apm (x,0) =
- [1 —AtA+ % (A A% + - ] Uspros (X, 0)

Es decir:

o (0,88 = [T 8644 5 (80 44 |ty (,0) (4.35)

Comparando esta expresién con (4.15), se concluye que el desarrollo de
Maclaurin de la solucidn general aprozimada de (4.1); obtenida con el método
en cuestién, coincide hasta el término de segundo orden (tercero de la serie)
con el desarrollo de Maclaurin de la solucidn general exacta y que, por ello,
este método tiene una precisidn de segundo orden.
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4.4.4 Aplicacién a la simulacién de un fluido newtoniano

Al aplicar el esquema de descomposicién de operadores (4.23)-(4.24) con la
descomposicién:

174
Ay (u) = ( ‘5@1.1:Vp )

Ay(u) = ——g-Au+ (u-V)u

con las condiciones de iniciales (2.10) y con las condiciones de frontera (2.11),
a la solucién de las ecuaciones de Navier Stokes (2.3), las dos dificultades
principales de tal problema (el término no lineal y la condicién de incompre-
sibilidad) se desacoplan y se obtienen los dos problemas siguientes:

Dado u° = uy, paracada n > 0, con u® conocido, calcular
. Cmemal apyl o~ 8 .
sucesivamente u"te, "'z, 4"t4 y {u"t!, p"*}, mediante:

* Primer ciclo (explicito en la incégnita)

ati—u v, 1,
Vour=0 (4.36),
i% =g"ts  sobreT (4.36);
y

I —uttt oy, 0 1, 1 A
i AU S Vet =0 e 0, (437)

"t = g2 sobreT, (4.37),
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* Segundo ciclo (implicito en la incégnita)

uu+%_i‘in+% V. . .3 1. .3 — .3
T —_ ZAu""‘Z + E(u"+4 . V)u"+2 =0 en () (438)1
=gt sobreT. (4.38)2

y
a™! — iy 1

S - Awt vt = e, (439),
V.u"tl =0 ' (4.39),
u™t! =g™!  gobreI’. (4.39);

Después de resolver los problemas (4.36) y (4.37) como problemas explici-
tos que son, y después de aplicar el método de punto fijo al problema elfptico
(4.38) y el del gradiente conjugado al problema tipo Stokes (4.39), se for-
mulan los problemas variacionales que corresponden a cada uno de los dos
problemas que resultan de la aplicacién de esos métodos, y se discretizan,
mediante elemento finito, los problemas variacionales asi obtenidos (véanse
secciones (7) y (8)).

5 Solucién del problema eliptico, no lineal,
de adveccién-difusién, por el método itera-
tivo de punto fijo.

Para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes con condiciones de frontera
tipo Dirichlet por los métodos de descomposicién de operadores, por cada
subintervalo del tiempo [nAt, (n+ 1)At], se tiene que resolver uno o varios
subroblemas espaciales no lineales de tipo elfptico (problemas de adveccion-
difusion) de la siguiente forma (véase el subproblema (4.21)):

34




au—pAu+ (u-Viu=f en Q, (5.1)

u=g sobre T, (5.1)y

en donde ([9], pags. 18-31), en el caso del método de primer orden y descom-
posicién en dos operadores, a = 1/At, p=v/2, u= uti, f= u"/At y
g =g""3, la funcién u = u(x,y) =(ui(z, y), us(z,y)) solo depende de las

coordenadas espaciales y las funciones f y g son funciones dadas y definidas
en Q y I, respectivamente. Introduciendo

R(u) = (af — pA)u+ (u-Viu-f (5.2)

_y considerando que para la solucién x* de (5.1) se cumple

R(u*) =0, (5.3)

se infiere que se cumple también:

(aI — pA)u*=(al — pA)u*—R{u*) (5.4)
o, multiplicando por (al — pA)~1:
u* =u* — (al — pA) 'R(u*); (5.5)

lo cual implica que, en cada subintervalo del tiempo [nAt, (n + 1)At], (5.1)
se puede resolver mediante el siguiente algoritmo iterativo de punto fijo:

Dado u® =u", para m > 0 (se elige m para no confundirla con el orden
n de la iteracién temporal), resolver hasta convergencia

u™! =u™ - p(al — pA)'R(u™) en 9, (5.6);
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u™ = g™ sobreT, (5.6),

luego se toma u(*tV/2m+1) — y™+l (véase 4.21), se hace m = m + 1 y se
regresa a (5.6);. k

El problema (5.6) se resuelve mediante el siguiente esquema discreto de
elemento finito ([10], pags. 9—10), el cual se obtuvo considerando que (5.6),
se puede escribir como sigue:

(al — pA) (W™ —u™) = (al - pA)(W™) = —pR(u™)

y permite determinar, en el caso del método de primer orden y descom-
posicién en dos operadores, para el valor (n + %) At del tiempo y para
cada valor de m, los valores de la (m + 1)-ésima aproximacién de la funcién
u=u -[x, v, (n + -;—) At] , €n los puntos de la malla espacial, a partir de los
valores de la m-ésima aproximacién de esa funcién ([10], pags. 9-10): -

Dado vl € Vg, para m > 0, resolver hasta convergencia:
Encontrar wi* € Vo, tal que V 2z € Vop,

a/w}"‘ - zpdz + p/ Vwy - Vzpdz = —Ra(uy), (5.Th
Q Q |
u™t = u - pw™, (5.7)2
en donde:
Ryp(uy') =

= a/uh"‘-zh d:z:—l—u/Vu},"-Vzh dm+/(u},"-V)u},"-zh dx—/fh-zh dzr (5.8);
Q Q )

2
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y (véase la seccién (5)): Ty, representa la triangulacidn de § utilizada para
aproximar la presién; h representa la longitud del mayor lado de los tridngulos
de 7y; Pk es el espacio de los polinomios de grado menor o igual a k;

H} = {4, € C°Q) | ¥y, |[7€ P1, VT € Tp} (5.8)2

es el espacio de funciones utilizado para aproximar la presién; T se define
como la triangulacién de Q que se obtiene, a partir de 7}, uniendo los puntos
medios de cada uno de sus tridngulos;

Vi = {Vh I Vi € Co(ﬁ) X Co(ﬁ),vh ITE p] X 'Pl, VT € i;;} (58)3

es el espacio de funciones utilizadas para aproximar la velocidad (lo cual im-
plica que la malla de la velocidad es dos veces mds fina que la correspondiente
a la presién);

Vo ={Vh € V), =g, sobreT'} ' (5.8)4

y Vo = {Vh €V, ‘ vy = 0 sobre F} (58)5

- 6 Solucién del problema tipo Stokes por el
método del gradiente conjugado

6.1 Algoritmos b4dsicos

Para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes con condiciones de frontera
tipo Dirichlet por los métodos de descomposicién de operadores, por cada
subintervalo del tiempo [nAt, (n+ 1)At], se tiene que resolver uno o varios
subroblemas espaciales tipo Stokes [problema (2.1) sin el término no lineal o
término de adveccion ([9), pags. 32-50), el cual modela flujos de fluidos de
gran viscocidad] de la siguiente forma (véase el subproblema (4.22)):
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au—pAu+Vp=f en Q, (6.1),
V:-u=0 en Q, (6.1)2
u=g  sobreT, (6.1);

en donde, en el caso del método de primer orden y descomposicién en dos
1 v u” :

E) g = 57 u=u”+11 f=f“+l+_1 gzgn+1?
y f y g representan funciones dadas. Se puede demostrar quesi f y g
son suficientemente suaves, entonces ese problema tiene solucién tnica en

V, x H'(Q).

operadores, a =

Ese tipo de problemas se puede resolver discretizdéndolos directamente
mediante elemento finito y resolviendo los sistemas de ecuaciones resultantes
por el método del gradiente conjugado ([5], pags. 241-261), pero es m4s
conveniente usar el siguiente algoritmo iterativo:

Dado p° € L*(Q), entonces, para m > 0 (se elige m para no con-
fundirla con el orden n de la iteracién temporal), calcular u™ y p™*! a
partir de p™, como sigue:

au™ — pAu™ =f —Vp™  en Q, (6.2)1
u" =g  sobrel, (6.2),
Pt =p" —pVu™ (6.2)3

Este algoritmo converge en (H(Q))V x L2(Q) para 0<p< 21—%—‘ Y,
aunque, en general es lento, trabaja bien con mimeros de Reynolds modera-

dos. Sin embargo, sus propiedades de convergencia se pueden mejorar usando
el siguiente algoritmo de gradiente conjugado:
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* Paso cero (inicializacién)
Dado  p° € L}(Q), calcular:
au® — pAu® =f—-Vp®  en Q, (6.3),
uw=g sobreT, (6.3)2

A partir del valor de u® asf obtenido, definir (solamente en la i)ﬁmera :
iteracién):

Luego, para m > 0, dados {p™,u™,¢g™,w™}, calcular

" m+1l am+1 +1 . .m+1 - .
{u™, g™, p™t umt, g™t w™ 1} como sigue:

* Primer paso (descenso)
Resolver:

au™ — pAT" = ;V'w"‘ en Q, (6.4);
u" =0  sobre F; (6.4)2

considerar:
gr=v.-u" (6.5)

y calcular:
o ”gm”%ﬂ(n) (6.6)

T @ 1 g var Pz’
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Pt =p" — pu™, (6.7)
u™t =u™ - p, 0", (6.8)
gt =g" = pug™ (6.9)

g™ L2

190 za e

caso contrario:

Si

< ¢, entonces tomar u = u™t!, p = p™*! y terminar; en

* Segundo paso (cdlculo de la nueva direccién de descenso)

Calcular:
g™ | F2 ey
Y = —————”gmnz s (6.10)
L3 ()
actualizar w™ mediante:
wm—H — gm+1 4 ,mem, (611)

luego se toma uPti™t) = y™+! (véase 4.22), se hace m = m+ 1y se
regresa a (6.4).

6.2 Esquema del elemento finito

El problema (6.3)-(6.11) se resuelve mediante el siguiente esquema discreto
del elemento finito, el cual permite determinar, en el caso del método de
primer orden y descomposicién en dos operadores, para el valor (n+ 1) At
del tiempo y para cada valor de m, los valores de la (m + 1)-ésima aproxi-
macién de la funcién u= u(z,y, (n + 1) At], en los puntos de la malla espa-
cial, a partir de los valores de la m-ésima aproximacién de esa funcién:
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* Paso cero (inicializacion)

Dado 1} € H}, encontrar ul) € Vg, tal que Y v, € Vi,

=]

a/uh-vhdx+ap/Vu2-Vvhdm = /fh-v,,dz-l—/pgv-vhdx—
Q

Q Q Q

—/gh . vhdI‘

I';

en donde (véase la seccién (5)) 7;, representa la triangulacion de Q utilizada
para aproximar la presién, h representa la longitud del mayor lado de los
tridngulos de 7, Pk es el espacio de los polinomios de grado menor o igual
aky

Hy = {4, € C°(Q) | ¥y, lre P1, VT € Tp}

es €l espacio de funciones utilizado para aproximar la presién. T se define
como la triangulacién de Q) que se obtiene, a partir de 7}, uniendo los puntos
medios de cada uno de sus tridngulos y

Vi = {vi | va € C°(Q) x C°(Q), vy, |r€ Py x Py, VT € Tp}

es el espacio de funciones utilizadas para aproximar la velocidad (es decir,
la malla de la velocidad es dos veces mds fina que la correspondiente a la
presién).

Luego, a partir del valor de u® asi obtenido, definir (solamente en la primera
iteracién):

g=Vv-u) y wp=gh

¥, para m > 0, dados {p}',uy’, gy, wi'},

41




-=m m-+1 m+1 1 1 -
calcular {1y, g7, pp ', uptt, gt wi*} como sigue:
* Primer paso (descenso)

Encontrar ul) € Vg, tal que Vv, € Vg,

a/ﬁ},"-Vvhdm+u/Vﬁ},"-Vv,,dz=/W,,"'V-vhda:,
Q Q Q

considerar
=V
y calcular
/ 9n 9 dx
Q

P = T @+ p Vo Pz

m+l _ .m m
Py =DPn — PuWs,
m+l __ ..m —=m
uh - uh PmBy
m+l __ m —m
9w = 9n — PmTh -

entonces tomar u, = ujt!,

” gm-H "L’(Q) / . g;l"+1g,':‘+ld.’n
= < €
0 —
lg “Lzm) / g2%dz
Q

DPr = p;,"“ y terminar; en caso contrario:

7
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* Segundo paso (cdlculo de la nueva direccién de descenso)

Calcular:

/ ghm+lghm+1d$

Yom = =5
" Jogrondz
ctualizar w};® mediante:
wptt =gt oy,

hacer m =m 4 1 y regresar al primer paso.

7 Resultados

7.1 Fluido en una cavidad con pared mévil

Este problema de prueba se refiere al flujo que ocurre en una cavidad cuadrada
con lados de longitud unitaria, cuando su tapa se mueve con velocidad uni-
taria. Se supone que el fluido estd inicialmente en reposo; es decir, se
supone "u(x,0) =0 paratodo z €. Enestecaso, 0 =(0,1)x(0,1),
I'={[0,1] x [0,1]} /Q y las condiciones de frontera son las siguientes:

1 s2 y=1, 0<z<l1
en cualquier otro punto de T’

u-gla)-{

El problema se resolvié para mimeros de Reynolds de 100, 400 y 1000;
primero con el método teta y luego con el de primer orden, utilizando una
malla de 32 x 32 nodos (véase la figura 44) para calcular las presiones y
una de 63 X 63 nodos para calcular las velocidades. En ambos casos se
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utilizé6 At = 0.00005 y un tiempo total de t = 36 unidades de tiempo, con
lo cual se alcanzé el estado estacionario. En las figuras (2) a la (19) se
muestran los diagramas de lineas de flujo, de isobaras y de contornos de
velocidad, asi obtenidos. La validez de los resultados obtenidos se determiné
comparandolos con los reportados en ({1}).

7.2 Inyeccién doble en una cavidad cuadrada

Este segundo problema de prueba se refiere al flujo que ocurre en una cavi- -
dad cuadrada con lados de longitud unitaria cuando se inyecta fluido por
dos orificios de uno de sus lados y sale fluido por dos orificios del lado
opuesto, como se muestra en la figura (45). Los orificios son de 1/16 de
ancho, los chorros de entrada tienen una inclinacién de 45°, uno estd in-
clinado a la izquierda y el otro a la derecha. Se supone perfiles de ve-
locidad parabélicos y que el fluido est4 inicialmente en reposo; es decir, se
supone u(x,0) =0 paratodo = € Q. En este caso, 2 =(0,1) x (0,1),
'={[0,1] x [0,1]} /2 y las condiciones de frontera son las siguientes:

g(.’l,'],.’lfz)zo st 1'1-‘—'061

g(x,1)=0 si 0<z<1/3, 19/48<z,<29/48, 2/3<z;<1

1 1 1 19 1 19

1) =-1024{ —, — S} (=2 - <z < —
g(z1,1) 10 { 5 2}(271 3) (48 xl) st 3__1:1_48
! 2 <

1 29 29 2

1) = —10244 —,—— 8 (2 _ -2 2D <2

sty =00 { 7o} (5-m) (2 -5)  # Feoss
.1 15
g(z1,0)=0  si ES%SI—
1y, (1

1
1) = —~1024 — ; < < —
g (z1,1) 0 {0 \/5}:1:1 (16, zl) si 0<z; < T

15 . 15
g(JII]A,O) —1024{ \/_.} (1 .’L‘l) (.’E] 16) 81 E < I <1

El problema se resolvié para nidmeros de Reynolds de 100, 400 y 800,
con el método de descomposicién de operadores, utilizando una malla de
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61 x 61 nodos para calcular las presiones y de 121 x 121 nodos para calcular
las velocidades. Se utilizé6 At = 0.0005 y un tiempo total de t = 12 unidades
de tiempo, con lo cual se alcanzé el estado estacionario. En la figuras (20) a
la (26), se muestran los diagramas de lineas flujo, de isobaras y de contornos
de vorticidad, asi obtemidos. También se analizé, para el caso Re = 800, la
evolucién del flujo hasta alcanzar el estado estacionario. Los resultados de
ese anélisis se muestran en las figuras (27) a (43).

8 Conclusiones

Para realizar este trabajo, se implementaron programas de cémputo que
permiten resolver las ecuaciones de Navier-Stokes mediante dos métodos
de descomposicién de operadores: el llamado método teta y un método de
primer orden. Para ello, se resolvieron los subproblemas que resultan al
aplicar estos métodos, utilizando un método de gradiente conjugado para
los problemas de tipo Stokes, y un método de punto fijo para los problemas
elipticos de tipo nolineal.

Los programas obtenidos se aplicaron a la simulacién del flujo en una
cavidad cuadrada con tapa deslizable y al flujo de inyeccién doble en una
cavidad cuadrada. Se encontré que utilizando malla espacial gruesa de 16x16
nodos, se consigue convergencia con el método teta pero no con el de primer
orden. Utilizando una malla gruesa de 32x 32 nodos se consigue convergencia
con el método de primer orden.

Se estudié la eficiencia relativa del método de primer orden y del método
teta, semicuantitativamente, comparando el tiempo requerido por una PC
determinada para resolver hasta alcanzar los estados estacionarios, con cada
uno de esos dos métodos, el problema de la cavidad con tapa deslizable. Se
encontré que el tiempo requerido por cada uno de ellos es del mismo orden,
cuando se corren con la misma malla y con el pismo paso de discretizacién del
tiempo At. Sin embargo, como el método teta puede resolver los problemas
con mallas mé&s gruesas que las requeridas por el de primer orden y, por ser de
segundo orden, puede resolver los problemas con At mayor que el requerido
por el de prmer orden, el método teta es més eficiente que el de primer orden.
La ventaja del método de primer orden radica en que permite descomponer
los operadores en mds de dos operadores, lo cual no es posible con el método
teta.
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Figure 2: Lineas de flujo obtenidas con el método teta, Re = 100, malla
gruesa de 32 x 32 nodos, At = 0.00005 y ¢ = 36.

Figure 3: Lineas de fluyjo obtenidas con el método de primer orden ,
Re = 100, malla gruesa de 32 x 32 nodos, At = 0.00005 y ¢t = 36.
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Figure 4-; Isobaras pbtenidas con el método teta, Re = 100, malla gruesa
de 32 x 32 nodos, At = 0.00005 y t=36.

Figure 5: Isobaras obtenidas con el método de primer orden, Re = 100,
malla gruesa de 32 x 32 nodos, At = 0.00005 y t=36.
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Figure 6: Contornos de vorticidad obtenidos con el méfodo teta, Re = 100,
malla gruesa de 32 x 32 nodos, At = 0.00005 y t=36.

F igur.e. 72 Contornos de vorticidad obtenidos cop el método de primer
orden, Re = 100, malla gruesa de 32 x 32 nodos, At = 0.00005 y ¢=36.
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Figure 8: Lineas de flujo pbtenidas con el método teta, Re = 400, malla
gruesa de 32 x 32 nodos, At = 0.00005 y t=36.

Figure 9: Lineas de fluyjo obtenidas con el método de Primer orden,
Re = 400, malla gruesa de 32 x 32 nodos, At = 0.00005 y t = 36.

50




Figure 10: Isobaras pbtenidas con el método teta, Re = 400, malla gruesa
de 32 x 32 nodos, At =0.00005 y ¢ =36.
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Figure 11: Isonaras obtenidas con el método de primer orden, Re = 400,
malla gruesa de 32 x 32 nodos, At = 0.00005 y ¢t = 32.
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Figure 12. Contornos de vorticidad obtenidos con el método teta, Re = 400,
malla gruesa de 32 X 32 nodos, At = 0.000056 y t=36.

o o o
A - =
S S
— ok
B S = T T

Figure 13: Contornos de vorticidad obtenidos con el método de primer
orden, Re = 400, malla gruesa de 32 x 32 nodos, At = 0.00005 y t = 36.
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Figure 14: Lineas de flujo qbtenidas con el método teta, Re = 1000, malla
gruesa de 32 x 32 nodos, At = 0.00005 y ¢t = 36.

Figure 15:  Lineas de flujo obtenidas con el método de primer orden,

Re = 1000, malla gruesa de 32 x 32 nodos, At = 0.00005 y t=36.
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Figure 16: Isobaras\obtenidas con el método teta, Re = 1000, malla gruesa
de 32 x 32 nodos, At = 0.00005 y t=36.

Figure 17: Isobaras obtenidas con el fnétodo de primer orden, Re = 1000,
malla gruesa de 32 x 32 nodos, At = 0.00005 y t= 36.
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Figurel18s Contornos de vorticidad obtenidos con el método teta, Re = 1000,
malla gruesa de 32 x 32 nodos, At = 0.00005 y t=36.
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Contornos de vorticidad obtenidos cory el método de primer

orden, Re = 1000, malla gruesa de 32 x 32 nodos, At = 0.00005 y t = 36.

Figure 19:




Figure 20: Lineas de flujo - obtenidas con el método de primer orden,
Re = 100, malla gruesa de 61 x 61 nodos, At = 0.00005 y t=36.

Figure 21: Lineas de flujo obtenidas cony el método de primer orden,
Re = 400, malla gruesa de 61 x 61 nodos, At = 0.00005 y ¢t = 36.
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Figure 22: Isobaras obtenidas con el método de primer orden, Re = 100,
malla gruesa de 61 x 61 nodos, At =0.00005 y t= 36.

Figure 23. Isobaras obtenidas cop el método de primer orden, Re = 400,
malla gruesa de 61 X 61 nodos, At = 0.00005 y ¢t=36.
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Contornos de vorticidad obtenidos con el método de primer

100, malla gruesa de 61 x 61 nodos, At

Figure 24,
orden, Re
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Contornos de vorticidad obtenidos con el método de primer

orden, Re = 400, malla gruesa de 61 X 61 nodos, At = 0.00005 y t = 36.

Figure 25:




el método de primer orden,

0.00005 y t=36.
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At

Lineas-de flujo  obtenidas

Re = 800, malla gruesa de 61 x 61 nodos

Figure- 26:

Figure 27:

Lineas de flujo obtenidas con el método de primer orden,

Re = 800, malla gruesa de 61 x 61 nodos, At = 0.00005 y t=1.5.
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- Figure 28: Isobaras obtenidas con el método de primer orden, Re = 800,
malla gruesa de 61 x 61 nodos, At = 0.00005 y t=36.
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Figure 29. Isobaras obtenidas con el método de primer orden, Re = 800,
malla gruesa de 61 x 61 nodos, At = 0.00005 y ¢=1.5.
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Figure 30: Contornos de vorticidad obtenidos con el método de primer
orden, Re = 800, malla gruesa de 61 x 61 nodos, At = 0.00005 y ¢t =36.

Figure 33. Contornos de vorticidad obtenidos con el método de primer

orden, Re = 800, malla gruesa de 61 x 61 nodos, At = 0.00005 y t=1.5.
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Lineas de flujo obtenidas con el método de primer orden,

Figure 2z.
Re =

800, malla gruesa de 61 x 61 nodos, AF =0.00005 y t

Eineas de flujo obtenidas con el método de primer orden,

Figure 33:

Re = 800, malla gruesa de 61 x 61 nodos, At ¥ 0.00005 y t=45.
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Figure :34: Isobaras obtenidas con el método de primer orden, Re = 800,
malla gruesa de 61 x 61 nodos, At =0.00005 y t=3.
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Figure 35: Isobaras obtenidas con el método de primer orden, Re = 800,
malla gruesa de 61 x 61 nodos, At = 0.00005 y ¢t=4.5.
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Figure 36: Contornos de vorticidad obtenidos con el método de primer
orden, Re = 800, malla gruesa de 61 x 61 nodos, At = 0.00005 y t=3.
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Figure 37: Contornos de vorticidad obtenidos con el método de primer

orden, Re = 800, malla gruesa de 61 x 61 nodos, At = 0.00005 y t=4.5.
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Figure 38: Lineas de flujo obtenidas con el método de primer orden,
Re = 800, malla gruesa de 61 x 61 nodos, Af =0.00005 y t=6.
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Figure  39: FLineas de flujo obtenidas con el método de primér orden,
Re = 800, malla gruesa de 61 x 61 nodos, At =0.00005 y t=09.
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Figure 40: Isobaras obtemidas con el método de primer orden, Re = 800,
malla gruesa de 61 X 61 nodos, At = 0.00005 y t=6.

Figure 41: Isobaras obtenidas con el método de primer orden, Re = 800,
malla gruesa de 61 x 61 nodos, At = 0.00005 y t=09.
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Figure 42: Contornos de vorticidad obtenidos con el método de primer
orden, Re = 800, malla gruesa de 61 x 61 nodos, At = 0.00005 y t==6.
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Figure 43: Contornos de vorticidad obtenidos con el método de primer

orden, Re = 800, malla gruesa de 61 x 61 nodos, At =0.00005 y t=09.

67




Figure 44: Malla de 32 x 32 Nodos.
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Figure45: Inyeccién doble en cavidad cuadrada.
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