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SOLUCIóN NUMÉNCA de l a s  
ECUACIONES de NAVIER STOKES por el 

MÉTODO de DESCOMPOSICIÓN de 
OPERADOFU3S 

1 Introducción 

Entre las Areas de la simulación  numérica  de  fluidos,  con mayor empuje, se en- 
cuentra el estudio  de las ecuaciones  de  Navier-Stokes. La solución nGérica 
de estas ecuaciones  tiene  una  gran  importancia  en l a s  aplicaciones  indus- 
triales. Adem&, los métodos  numéricos para resolverlas,  con  frecuencia, for- 
man  una parte básica de  resolvedores para ecuaciones  que  modelan  el  flujo  de 
fluidos m& complejos o mzís generales como, por ejemplo,  los  fluidos  nonew- 
tonianos  viscopl&ticos  de  Bingham,  los  cuales  tienen gran importancia en la 
industria petrolera, y los  fluidos  cuyo  flujo esta modelado  por la aproximación 
de bussinesq. 

El método  de  descomposici6n  de  operadores es una técnica muy  poder-  en 
la resolución  de  ecuaciones  diferenciales  parciales  dependientes  del  tiempo, 
especialmente  de tipo nolineal o acopladas a ciertas restricciones, el cual 
permite  resolver los problemas asocidos con ellas, descomponiéndolos  en 
varios problemas m& simples. En  la literatura se encuentra un buen  número 
de este tipo de  métodos  aplicables  a dos operadores. Sin embargo,  el  estudio 
de esquemas de  descomposición  de  operadores  aplicables a tres o más  de ellos 
no es tan abundante. 
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En este trabajo: 

* Se estudia un método  de  descomposici6n de  operadores,  de  primer 
orden,  que  permite  descomponerlos  en tres o m& de  ellos  (el  cual  ya  ha  sido 
aplicado S la solución  de las ecuaciones  de  Bingham) , aplidndolo a la soluci6n 
de h s  ecuxiones de  Navier-Stokes. 

* Se resuelve,  con ese método el problema  de la simulación  del  flujo 
de  un  fluido  en una cavidad  cuadrada  cuya pared superior se desplaza  a la 
derecha  con  velocidad unitaria. 

* Con ese método  de  primer  orden se resuelve  además el problema 
de la inyecci6n  doble  también  en  una cavidad cuadrada. 

* Se resuelven los dos  problemas antes referidos con el método teta. 

* Se resuelven los  subproblemas  que  resultan al aplicar  estos méte 
dos,  utilizando un método de  gradiente conjugado para los problemas de 
tipo Stokes, y un método  de  punto fijo para 1- problemas elípticos de tipo 
noliieal. 

* Se estudia la eficiencia  relativa  del  método  de  primer  orden  y  del 
mktodo teta, comparando la rapidez  con la que  resuelven  el  problema  de la 
cavidad  cuadrada:  También se determina  que tan fina  puede ser la malla 
espacial,  y que tan grande  se  puede  tomar la longitud  del  incremento  del 
tiempo, de  manera  que se obtenga  convergencia  con esos métodos. 

2 Ecuaciones de Navier Stokes 

2.1 Flujo newtoniano 

Dado el flujo  de un  fluido  en  una  región R c RN (N = 2,3) conexu simple, 
abierta y con  frontera r de Lipschitz (suave  por partes), con x = ( 2 1 ,  z2, z3) 

se representaá un punto  cualquiera de R y con u = (oij) se representas 
el tensor de esfuerzos cuya3 componentes  son 
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Los elementos  de ese tensor que estan fuera  de su diagonal  principal (es- 
fuerzos  cortantes) estan asociados con las distorciones  de  los  elementos  (por- 
ciones)  del  fluido, y los  elementos  de la diagonal  principal (esfuerzos  nor- 
males) solamente  cambian  el volumen  de  los mismos sin alterar su  forma 
y estan relacionados  con la presidn  hidrosthtica p del  fluido. En realidad,. 
puede  demostrarse  que la presidn  promedio en cada punto  del  fluido  puede 
obtenerse mediante la siguiente exprmiicin: 

Por lo anterior, se acostumbra  descomponer el tensor  de  esfuersos  en la si- 
guiente  forma: 

o, usando  una  notación  m&  compacta: 

u = -pI + ut, 

en  donde, p = p(x,t) representa el campo escalar de presiones. El 
tensor -PI determina  los cambios de  volumen  de l o s  elementos  del  fluido, 
mientras  que el tensor o' determina  los  cambios  de  forma  (&torsiones)  de 
esos elementos. 

Con D se representaá el tensor de deformación cuyas  componentes, en 
el caso R c R3, son: 
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1 
2 

D = -(V + VT)u = 

en  donde,  en elcaso en el que R c R3, u = u(x, t )  = (u~(x, t ) ,  %(x, t ) ,  u3(x, t ) }  
es el campo de  velocidades  del  fluido. El temor D se pude escribir con ayuda 
del Jacobian0 

de la velocidad u, y del tensor: 

W =  

O 

O 

O 
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como sigue: 

en  donde,  el  tensor Vu incluye  los  cambios  de  vollimen  mientras  que w incluye 
las distorsiones. 

Se llama fluido newtoniano a cada fluido  cuya ley constitutiva (f6rmula 
que  relaciona  el  tensor u' con el tensor de  deformaciones D) tenga la siguiente 
forma: 

d = 2pD, 

en  donde p representa la llamada wiscocidad dinúmica, misma  que  relaciona 
la velocidad  relativa  entre  las capas del  fluido  con  el  esfuerzo cortante que 
aparece  entre  ellas. 

Lo anterior  implica  que, en el caso de  los  fluidos  newtonianos, el  tensor de 
esfuerzos se puede escribir como  sigue: 

Como se ver6  en el  siguiente  inciso, esta ecuación  se requiere para  obtener 
las ecuaciones  que  modelan  los  flujos  de  fluidos  newtonianos. 

2.2 Obtención de las  ecuaciones de Navier Stokes 

2.2.1 Introducción 

Las ecuaciones de Nawier Stokes ([8], pas.  141-162) 

al 
at 
" vAu+(u-V)u+Vp=f, en & = O x  (O,T), " > O ,  (2.3)1 

V.u=O en Q, 
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modelan el flujo  de los fluidos netdonianos, wiscosos,  incomps-esibles e isotér- 
micos. Enelcasoenelque CI c R3, f = f(x) = {f i (x) ,   f2(x) ,  f3(x)} representa 
la llamada fuerza de volumen (fuerzas externas por unidad  de  masa)  que ac- 
túa sobre  el  fluido y (O, T) es el intervalo de  tiempo  durante el cual Ocurre 
el  flujo. 

La ecuación (2.3)2 se llama ecuación de continuidad y no es otra cosa que 
la forma  diferencial  de la ley de conservación de la musa aplicada al campo 
de  velocidades  de un fluido  incompresible  cualquiera. 

La ecuaci6n (2.3), se obtiene a partir del principio de consernación del 
momento (segunda ley  de  Newton escrita en thninoe del momento lineal, 
según la cud, la suma de todas las fuerzas que actúan sobre una partfcula es 
igual a la derivada temporal del momento lineal de la part.tcula); la cual, en 
el caso de  de un sistema termodiniimico cualquiera  (porci6n  de  materia  con 
fronteras  bien defbidas a travh de las cuales no  fluye materia), limitado por 
la suferficie X2 y con densidad p, toma la siguiente forma: 

en  donde, la primera  integral es igual a la fuerza  total externa que actúa 
sobre el fluido, la segunda  integral es igual a la fuerza  total que  actzia-  sobre 
la superficie del sistema  (en ella, cr representa el esfuerzo  en la frontera  del 
sistema y n representa la normal  unitaria  externa de la superficie iMz) y la 
tercera integral  representa el momento lineal total  del sistema Aplicando  el 
teorema de la divergencia a la integral  superficial, se obtiene: 

J J  m 

Lo cual, conjuntamente con la ecuación (2.4) implica lo siguiente: 

Como la ecuación anterior se debe  cumplir para todo sistema termodinrimico, 
de ella se  infiere lo siguiente (se supuso p constante): 
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Du 
P D t -  

p f - V . a = O  

Tal ecuaci6n es la llamada ecuación de  Cauchy  para fluidos inwrnpmsibles. 
Por otro lado, según la regla de la cadena, la aceleraci6n a del fluido (derivada 
respecto al tiempo de la velocidad u = u(x, t )  = (u1(x, t ) ,  u ~ ( x ,  t ) ,  u3(x, t ) ) )  
se obtiene cnmo sigue: 

D ¿3U du dxl ¿3U dx2  dx3 =-+--+--+--- 
a - D t  " u x27 t ,  dt axl dt ax2 dt dx3 dt 

- 

al al au ¿3U 
- " +u~---++-+u3-= at ax1  ax2  ax3 

Si se sustituye lo anterior en la ecuación (2.7) y se toma en cuenta (2.2), se 
obtiene: . 

( u . V ) u + -  =pf+V*a=pf+V. ( -pI+p(Vu+V~U))  = "I at 

=pf-Vp+pAu 

Para obtener lo anterior se tom6 en cuenta lo siguiente: 
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La última igualdad es consecuencia de (2.3)2. De (2.9), despub de reordenar 
tkrminos y dividir entre p,  se obtiene: 

- - " " a u + ( u ~ V ) ~ + - V p - f  al 1 
% P  P 

Si se considera  que - = u es la llamada viscocidad cinernútica y se sustiyuye 

p por - , se obtiene findxrlente (2.3)1. 

P 
P P 

P 
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Introduciendo  como unidada para medir distancia y velocidad, una dis- 
tancia L y una velocidad V ,  caracteristicas del  problema  de  que se trate 
(lo cual  determina como unidad  para  medir  tiempo T = L/V) ,  y  haciendo 
los cambios  de  variables u' = u / V ,  x' = x / L  y t' = t /T,  se obtienen las 
ecuaciones de Navier-Stokes  en forma adirnensional (independiente  de las 
unidades  de medición), si en ellas se sustituye v con el llamado nzimen, de 
Reynolds: 

LU Re = - 
v 

La modelación  del flujo de un fluido  determinado  requiere,  adem&  de l a s  
ecuaciones (2.3), del  establecimiento  de condiciones  iniciales 

u(x,O)  =%(x), para todo x E 0, m V.% = O (2.10) 

y  de condiciones  de frontera convenientes. Los siguientes  tipos  de  condiciones 
de  frontera  son  de  especial  interés: 

2.2.2 Condiciones de frontera tipo Dirichlet 

2.2.3 Condiciones de frontera mixtas 

(2.11) 



en  donde ro y l?l representan dos subconjuntos ciisjjjmltos  de l? ta les  
que ro U I’l = r, n reprw,nt,a la normal unitaria exterior de J? y la 
derivada  en la dirección  de n está dada  por 

d u  
- = (Vu1 n,Vw n, Vu3 n) dn 

En el caso en el que ni entra ni sale fluido a través  de I?, son suficientes  las 
condiciones  de frontera tipo Dirichlet . En toda pard impermeable u n = O. 
Si la pared es6 en  reposo,  por  exigencia9 de la teoría de la capa límite de 
fluidos viscosos (condición  de  no  deslizamiento  de  fluidos visemos), u t = O 
(t representa  el  vector  unitario  de la tangente de la frontera).  Por otro lado, 
si la frontera es impermeable y se encuentra  en  reposo u = O, y si la pared 
es imperrneable y en  movimiento u = go. 

3 

3.1 

Problema variacional y método del elemento 
finito 

Introducción 

L% llama problema variacionnl, a cada problema  que consista en encontrar  la 
función  en la cual un funcional  determinado F : V + R, F = F (u) (en 
donde V es ale’í espacio  de  fimciones),  adquiere características determinadas 
(como  tener  su  valor e o ,  por ejemplo); o la función  que  hace  que 
un funcional  determinado H : V X V --+ R, H = H (u, w )  , sea igual 
a otro funcional G : V --j R, G = G ( w ) ,  para cada w E V. Muchos 
problemas  de  ecuaciones  diferenciales se pueden replantear, en  forma equi- 
valente, como problemas  variacionales.  La  reformulación  de  los  problemas 
de  wuaciones  diferenciales  como  problemas  equivdentes  de la segunda forma 
antes mencionada, se llama form;trlacidn, d6hd de los mismos, cuando kales 
problemas  no  &ten  ser  planteados  también en la primera  forma. 
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El espacio V de las formulaciones  variacionales y dkbiles es, en general, 
de  dimensi6n infinita (las funciones  de V no se pueden definir  mediante  una 
cantidad finita de variables), en  cuyo caso, tales problemas  no  siempre se 
pueden  resolver  en  forma exacta. Se llruna mdtodo  deb elemento finito a un 
mktodo  que  permite  buscar  soluciones aproximadas y discretas, de las for- 
mulaciones  variacionales y dkbiles,  de  problemas  de  ecuaciones  diferenciales, 
dentro  de espacios V h  de  dimensi6n finita (un espacio  de  polinomios). 

Por ejemplo, se puede  demostrar  que el problema  que  consiste en  encon- 
trar una funci6n u E V que  tenga .segunda derivada  continua y satisfaga 
el siguiente  problema  de  frontera: 

u”(..) = f(x), o < x < 1,. 
u(0) = u(l) = o, 

es equivalente al problema  de  minimizaci6n  que consiste en encontrar 
u E V tal que, para el funcional 

F (u) 5 F (u) para todo v E V ;  

y es equivalente  también al problema  variacional  que  consiste  en encon- 
trar u E V tal que 

(u’, u‘) = (f, u) para todo v E V 

Figure 1: 
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Para encontrar una solución aproziczmada y discreta de esos problemas 
(es decir para encontrar  los  valores  aproximados  de u en un conjunto dis- 
creto de M + 1 puntos del intervalo [O, l]), por  el mktodo del elemento 
finito ([4]), usando funciones de interpolación lineales por trozos (en el caso 
general se utilizan  polinomios), se procede como sigue:  mediante M + 2 pun- 
tos cualesquiera xo, 21,. . . z M ,   X M  I 1, se divide ese intervalo  en M + 
1 subintervalos I j  := ( Z j - 1 , Z j )  de  medidas hj := xj - 
x j - 1 ,  j = 1,2, . . . , M + 1, respectivamente;  luego se define  el  espacio  de 
funciones 

v : es lineal sobre cada subintervalo Ij, es continua  sobre [O, 11 
y satisface w (O) = v (1) = O v h  := 

en  donde h := max { h j } )  , y se resuelve  el  problema  variacional  apro- 

rdmado discreto (método 'de Ritz) que consiste en encontrar u h  E fi tal 
que 

( 1<j<M+1 

F (Uh)  L F (w)  para todo w E v h  

o se resuelve el problema  variacional  aproximado  discreto (método de Gur- 
lekin) que consiste en encontrar u h  E v h  tal que 

(u;, u') = (j, u) para  toda v E Vh. 

Como el conjunto de  funciones 

p j ~ V h ,  j=1 ,  ..., M ,  

tales c p r :  

constituye  una base del  espacio  vectorial Vh, cualquiera  de  los  dos  problemas 
aproximados antes referidos  se  reduce al problema  de  resolver un sistema 
de  ecuaciones lineales. Los problemas  de  ecuaciones  diferenciales se pueden 
resolver  numéricamente  utilizando métodos de diferencias  finitas ([7]).  Aquí 
se resolvieron mediante el m6todo del elemento  finito porque, aunque este 
método es m& difícil de aplicar, en general, es más poderoso. 
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3.2 Formulaci6n variacional de las ecuaciones de Navier- 
Stokes 

v g = { U I U E H 1 ( Q ) 2 ,  u=gosobreI'o},  (3.2) 

en  donde 

HA(Q) = {U E H 1 ( 0 )  I U = O sobre I?}, (3.4) 

Si go es suficientemente  suave,  entonces V, no es vacío y, mediante el u s o  
de  la  notación 

se puede  probar  que: para  toda funcion UE H 1  (Q)2 = H1(R) X H1(R), toda 
función VE V o  y para toda p E L2 (O) ,  se cumplen las  ama ad as fómuZas 
(identidades) de Green: 

S R S 
S R S r1 S R 

Vu*Vvdx ,  

rl R 

V p . v d x =   p n a v d r -   p V - v d x ,  

en donde: 

(3-5) 
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Observese que la regi6n  de  integraci6n  de  una  de las integrales es solamente 
una parte I'l de I?, porque v pertenece a Vo. 

Para obtener  una fomulacidn variacional de las ecuaciones (2.3) con las 
condiciones  de  frontera (2.12) , se multiplica (2.3), por una  funci6n  de  prueba 
cualquiera VE Vo y se integra  sobre $2, para obtener ([2], pas. 416431): 

J 2 - v d z - v   A u Q v d x +   ( u . V ) u . v d r "   V p . v d x =  f - v d x  
R S R S n n J R 
Usando (3.6) y (3.7) : 

Así que,  multiplicando (2.3), por q E L2 ($2) e  integrando, y tomando  en 
cuenta las condiciones  de  frontera (2.12), se infiere  que la velocidad u y la 
presión p que satisfacen las ecuaciones (2.3) con las condiciones  de  frontera 
(2.12) , satisfacen  también la siguiente  formulación  débil  de ese problema: 

encontrar {u (t) ,p (t)} E V, x L~ ($21, tal que 

V v E Vo y 'dq E H 1  (O) ,  se cumpla: 
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J ~ . v d x + v / V u . V v d x + / ( u - V ) u . v d r -  al p V . v d x =  

R R J 
$2 R 

R 
La formdaci6n d6bd anterior vale  para  todo t > O. M& adelante se mostrara 
como discretizar la derivada  temporal  de u en la ecuaci6n (3.10) 

3.3 Espacio de discretización para el método del  ele- 
mento finito 

- Dada una  región  cualquiera L! de R2 limitada  por  una línea poligonal y dada 
una triungulucidn cualquiera Th de esa región  para  elemento finito (conjunto 
de  tri&ngulos K1, K2, . . . , K,, que sin traslaparse y sin que el vértice  de alguno 
de ellos descanse  en  el  lado  de otro, cumplen S1 = Kl U K2 U . . . U K,; para 
ello, si es necesario, I' se aproxima  mediante  una  poligonal. h representa 
la longitud  máxima  de  los  triángulos  de esa triangulación), si con Pk se 
representa el espacio de  todos  los  polinomios de grado  menor o i g u a l  que k ;  
entonces se definen los siguientes  conjuntos: 

V 0 h  = {vh E vh I v h  = 0 sobre ro} , (3.14) 
en  dode, es la triangdaci6n de $2 obtenida  a partir de al u n i r  con rectas 
los puntos  medios  de  los  lados  de cada T E Z. Los espacios Vgh, Vo, y H i ,  
aproximan los espacios V g ,  V o  y HI, respectivamente, al aplicar el rnktodo 
del  elemento  finito (vknse (3.1), (3.2) y (3.3)). 
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4 Esquemas de descomposición de operadores 
para discretización del tiempo 

El método  de  descnmposici6n  de  operadores es una tknica muy  poderosa  en 
la resoluci6n  de  ecuaciones  diferenciales  parciales dependientes  del  tiempo, 
especialmente  de tipo nolined o acopladas a ciertas restricciones, el cual per- 
mite resover los problemas asociados con ellas, descomponiéndolos  en varios 
problema5  m&  simples. En seguida se describen algumos  de los esquemas  de 
descomposici6n  de  operadores,  más  importantes (161, pap. 113-126). 

4.1 Esquema de Peaceman-Rachford . 

Dado el siguiente problema  de  valor inicial con condiciones  de frontera tipo 
Dicichlet ([3], pags. 222-226): 

ut+ A(u) = f  en R x  (O,T), T > 0 ,  (4.1)1 

u = g sobrer, ( 4 . 9 3  

en  donde R c R2, A es un operador  de un espacio  de  Hilbert H en él 
mismo, formado solamente  por  operadores  de derivacidn espacial, E N 
representa al valor inicial de u y f representa el término fuente; si A se 
puede  descomponer  en la suma  de  dos  operadores Al y A2, tales que 

entonces el mktodo  de  Peaceman  Rachford  proporciona un esquema  de dii- 
cretizaci6n en el  tiempo, de  dos  pasos,  definido  de la manera  siguiente: 
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Cada intervalo  de  tiempo [nAt, (n + 1) At] se  divide en dos  subintervalos 
de igual longitud At /2 .  Luego, dado u* = q,, para cada n 2 O, con u" 
conocido, calcular sucesivamente U"++ y un+1, en  donde uk = u(z, k a t ) ,  
mediante: 

Y 

un+l - un+3 + Al + A2 (u"") = Pfl, 
A t / 2  

un+l = gn+l sobre I?, 

en  donde At (positivo)  representa el paso de  discretizacidn del tiempo, u"+Q 
representa  una  aproximación  de u[ (n + 4)  At] y f"+p = f [ (n + 4) At]. Como 
puede  verse,  una vez que se divide el operador A y que se divide  el  intervalo 
de tiempo. [nAt, (n + 1) At] en  dos  subintervalos  de igual longitud At/Z, en 
el primer  subintervalo la aplicaci6n  de Al se hace implfcitamente y la de A2 
explfcitamente y, luego,  en el segundo  subintervalo se invierte esa forma de 
aplicación  de Al y de A2. 

€ & t e  esquema es de dos pasos, no  permite  descomponer  el  operador A en 
m& de dos operadores y, aunque es de segundo  orden e incon.dicionablem,ente 
estable, no siempre  permite  obtener  la3  soluciones  estacionarias. 

4.2 Método teta 

Este mbtodo  fue  ideado para evitar la debilidad  del  mbtodo  de  Peaceman- 
Rachford  para  obtener  soluciones  estacionarias. A diferencia  del  esquema  de 
Peaceman-Rachford,  el  cual es de  dos pasos, el  método teta puede ser de tres 
o de cinco  pasos ([3], 228-232). 
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4.2.1 Caso de tres pasos 

En  este caso, el  mktodo teta requiere  de  tres  constantes cuyos valores 

se determinan  de tal manera  que se consiga, entre otras cosas, que  el  m6todo 
sea de segundo orden de  precisión; y, para resolver el problema  de  valor 
inicial (4.1), el operador A se descompone en la suma de  dos  operadores 
Al y A2, en la siguiente forma: 

A = aAl+ PA2, (4.4) 
después, ca,da intervalo  de  tiempo [nAt, (n + 1) At] se divide  en tres subinter- 
valos, dos  de igual longitud @At (el primero y el último) y otro de longitud 
(1 - 263). Luego, dado u' = Q, para cada n 2 O, con u" conocido, 
Calcular sucesivamente un+", un+l-" y un+' mediante: 

U"+" - u" 
@At + Al (U"'") + A2 (u") = P+", 

(1 - 2e) At 

 un+^ - un+l-e 
@At + A1(Un'l) + A2 = fn+l, (4.5)3 

un+l = gn+' sobre I?, 

en  donde At (positivo)  representa el paso  de  discretización del tiempo, u"+* 
representa una aproximación  de u[ (n + q)  At] y f"+* = f [(n + q) At]. Este 
esquema es de tres pasos y no  permite  descomponer el operador A en m& 
de  dos  operadores, es de segundo  orden en el tiempo e incondicionablemente 
estabEe y permite captura- l a s  soluciones estacionarias. 
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4.2.2 Caso de cinco pasos 

En este caso: 

@=l"- & 1 - 3 8  3 8 - 1  
3 7  2 7  8 - 1  

g' = a!= y P = l - a ;  

cada intervalo de tiempo [nAt, (n + 1) At] se divide  en cinco subintervalos 
de longitudes: QAt,  @At,   Qat,  @'At, 8At ;  luego, dado u' = IQ-,, par: 
cada 7~ >_ O, con un conocido, d c d a  sucesivmrlerlte un+e7 un+e+e 
un+2e+e' un+l-e 

7 y un+' mediante: 

un+e - un 

@At + Al + A 2  (U") = f'+e, 

= gn+e+e' sobre r, 

un+2Bt0 ' = gn+2e+e' sobre I?, 

un+- - - gn+- sobre I?, 
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4.2.3 Aplicaci6n a la simdaci6n de un fluido newtoniano 

Al aplicar  el  esquema  de  descomposición  de operadores (4.5) con la 
descomposición: 

Al(u) = --AU + (U V)U 
v 
2 

con las condiciones  iniciales (2.10) y con las condiciones  de  frontera (2.12), 
a la soluci6n de las ecuaciones  de  Navier  Stokes (2.3), l a s  dos  dificultades 
principales  de tal problema  (el  tkrmino  no lineal y la condición  de  incompre- 
sibilidad) se desacoplan y se obtienen l o s  tres problemas  siguientes: 

Dado U' = w, para  cada n 2 1,  con un conocido, calcular 
sucesivamente P ~ + ~ } ,  y {un+',pn+'} mediante: 

Un+e - u" 

0At  -at9A~"+~+Vp"+~ = P+e+/3t9Aun-(un-V)un en R, (4.7)' 

V .  un+e = O en R, (4.712 
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(1 - 2 8 )  At 

08 
&n+l-e 

n+l-e  
&n+0 

dn = g1 + npn+e - sobre rl, ( 4 4 3  dn 

,p+l - un+l-e 

8At - ~#Au"+' + Vp"+l = p+l+ ' 

Después de  aplicar el método  de punto fijo a los  problemas elfpticos (4.7) 
y (4.9), y el  del gmdiente conjugado al problema tipo  Stokes (4.8), se for- 
mulan  los problemas wnm'ncionnle.~ correspondientes  de los dos problemas 
resultanks, y se discretizan los problemas  variacionales así obtenidos  por 
elemento  finito (véanse las secciones (7) y (8)). 

4.3 Esquema de descomposición de operadores, de primer 
orden. 

&te método  no  requiere linealidad de  los  operadores, es sencillo  de  aplicar y 
permite  descomponer los operadores  en  m&  de dos operadores. Su desventaja 
radica en que, por  ser  de  primer  orden  en el tiempo, se obtienen  buenos 
resultados  solamente  si  el  paso  en el tiempo es relativamente  pequeño. 
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4.3.1 Caso de  descomposición en dos  operadores 

Dado el problema  de valor inicial (4.1), si A se puede  descomponer  en la 
Suma de dos operadores Al y A2, tales que 

A = Al + A2, (4.10) 

entonces el mktodo  en  cuesti6n  proporciona un esquema  de discretizacih en 
el tiempo,  de dos pasos, que consiste en lo siguiente: 

Dado u' = ~0, para cada n 2 O, con un conocido, calcular 
sucesivamente ~ n + 3  y ~ n + l ,  mediante: 

Gn+$ - un 

At + Al(P'4) = O,  

Y 

Gn+l - - gn+l sobre I ' ,  

en  donde At (positivo)  representa  el paso de  discretización  del  tiempo y 2"'; 
representa un valor auxiliar de u en un momento  intermedio  entre nAt y 
(n + 1) At, no  perteneciente a la malla. 

4.3.2 Caso de  descomposicih  en tres operadores 

Dado el  problema  de valor inicial ( 4 4 ,  si A se puede  descomponer  en la 
suma de tres operadores Al, A2 y AS, tales que 
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eatoncm d mCtdo en cuestiiin  proporciona nn q u e m a  dci discxeti7aciiin  en :.' 

el tiempo, de tres pasos, que consiste en lo siguiente: 

Dado u* = w, pya  cada n 2 O, con u" conocido, calcular 

sucesivamente ~n+;, G ~ + S  y un+', mediante: 

;In++ - un 

At 
+ Al(Gn+i) = O, 

en  donde At (positivo)  representa  el paso de discretizacidn del tiempo y 

entre nAt y (n + 1) At, no pertenecientes a la malla. 
Gn+Q y u -,+$ representan valores amiliares de u en  momentos inter&dios 

4.3.3 Determinación  del  orden  del  método 

La solucidn  general a c t a  de (4. depende  de la forma del  operador A; 
sin  embargo,  integrando esa ecuación  con respecto al tiempo, en el caso 
homogéneo, y utilizando  el operador de H em H definido  mediante la siguiente 
expresi6n: 



se obtiene 

u (x, t )  = exp [-tA] u (x, O )  = 

...I u(x,O), (4.15) 

ya  que  (recuerdese  que se supuso que f O y que A es un operador formado 
solamente por operadores de  derivaci6n  espacial, v k  (4.1)): 

&.I t ,  = -A[u (x, O ) ]  + tA2[u (x, O)] - 2t 1 2  A 3 [u (X, O)] + = a 
= - A  [u (x, O )  - tA[u (x, O ) ]  + - t A [u(x, O ) ]  - - * -1 = 

1 2  2 

2 

- t  1 2  A 2 - u(x,O) = 
2 1 

Lo cual  impiica  que u (x, t )  es una soluci6n  de (4.1)1. Por otro lado, de 

Análogamente,  de (. 

( I  + AtA1) 6"'; = U" 

4.11)2, en  el caso hornogdneo: 

( I  + AtA,) un+' = G"+; 

Sustituyendo (4.17) en (4.16): 

(4.16) 

(4.17) 
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De donde,  multiplicando  ambos  lados  por (I + AtA4-l ( I  + AtA1) -' : 

un+ 1 
apr- = hprm [x, (n + l )At]  = 

= ( I  + AtA2)-' ( I  + AtA1) - - 
= ( I  + AtA,)-' ( I  + AtAl) ( X ,  nAt) 

Trasladando  el  orígen  del  sistema  de  coordenadas  temporales a tn = nAt , se 
obtiene: 

tn = nAt = O ,  tn+l = (n + 1)At = At 

Si se considera  que: 

( I  f AtA)-' = [I AtA + (At)2 A2 (A¿)3 A3 - -1 , (4.20) 

lo cual se puede comprobar multiplicando  ambos  lados  por (I + AtA), en- 
tonces  el  esarrollando  en  serie de Taylor de uaPGZ (x, At) se puede obtener a 
partir de (4.19) como  sigue: 
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= [I - AtA2 + (At)2 4 - -3 [ I  - AtA1+  (At) 2 2  A, - - - -3 hwoz (x, O )  

= [I  - (A,  + A2) At + (At)2 (A; + AlA2 + Ai)  + -1 ( X ,  O )  = 

= [I - AtA + (At)2 (A: + AlAz + 4) + e] (X, O) = 

Comparando esta expresi6n  con (4.15), se concluye  que  el  desarrollo de 
Maclaurin de la solucidn  generub aprozicimada de (4.1)1 obtenida  con  el  método 
en cuesti6n,  coincide hasta el t6rmino de primer  orden  (segundo  de la serie), 
con  el  desarrollo  de  Taylor  de la solucidn general exacta y que,  por  ello,  este 
mkttono es tiene una prmisihn de primer ortten. 

4.3.4 Aplicaci6n a la simulaci6n de un fluido newtoniano 

Al aplicar  el  esquema  de  descomposici6n  de  operadores  de  primer  orden 
(4.10)-  (4.11) con la descomposici6n: 

A,(u) = --AU U + (U V)U 
2 

con las condiciones iniciales (2.10) y con las condiciones  de  frontera (2.11), 
a la soluci6n  de las ecuaciones  de  Navier  Stokes (2.3), las dos  dificultades 
principalles  de tal problema  (el  término  no lineal y la condición  de  incompre- 
sibilidad) se desacoplan y se obtienen los dos  problemas  siguientes: 

Dado u' = Q, para  cada n 2 O, con u" conocido, calcular sucesiva- 
mente fin++ y {un+l ,pn+l)  mediante: 
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1 1 sobre I?, (4.21)2 
U -n+?i = gn+? 

Y 

v un+' = O en R, (4.22)2 

un+l = gn+l sobre I?. (4.22)3 

Despuh  de  aplicar el método  de punto fijo al problema elt'ptico (4.21) 
y el  del gradiente  conjugado al problema tipo Stokes (4.22), se formulan los 
problemas 'vuriacionales correspondientes  de los dos  problemas resultantes, 
y se discretizan los problemas  variacionales así obtenidos  por elemento finito 
(v-e las secciones (7) y (8)). 

4.4 Método de Dyakonov 

El método  de Dyakonov consiste  en  aplicar dos veces el  esquema  de  descom- 
posición de operadores  de  primer  orden descrito en la secci6n (4.3), como se 
muestra  en los siguientes incisos. Este mhtodo se pude aplicar a cualquier 
cantidad finita de  operadores y es de segundo orden. 
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4.4.1 Caso de  descomposici6n en dos operadores 

Dado  el  problema  de valor  inicial (4.1), si A se puede  descomponer  en 
da  operadores Al y A2 que satisfagan (4.2), entonces se puede  obtener un 
q u e m a  de  discretizacih de cuatro  pasos, de la variable  temporal de ese 
problema,  como  sigue: 

Dado uo = w, para Gag, n 1 O, con un conocido,  calcular 
sucesivamente ~ n + i ,  ~ n +  3, íín+z y un+', mediante: 

* Primer ciclo  (explicit0 en la indgnita) 

p + +  - 1 
At 2 

+ -Al(un) = O, 

* segundo ciclo  (.implícito en la incógnita) 

Gn+i - ?in++ 1 3 

At 2 
+ -Aa(íP+a) = o, 

- cn+2 1 

At 2 
+ -A1($+') = P+l. 

(4.2311 

(4.24)2 

en  donde At (positivo)  representa  el paso de discretizacidn del tiempo y 
Gn+a, Gn+- y Gn+Z, 3 representan valores  auxiliares de u en  momentos  inter- 

medios entre nAt y (n + 1) At, no pertenecientes a la malla. 
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4.4.2 Caso de descomposición  en  tres  operadores 

Dado el  problema de valor inicial (4.1), si A se puede  descomponer  en tres 
operadores Al, A2 y A3, cuya suma sea igual a A, entonces se puede  obtener 
un esquema de  discretizaci6n  de seis pasos, de la variable  temporal de ese 
problema,  como  sigue: 

* Primer  ciclo  (explícito en la indgnita) 

* Segundo  ciclo  (implícito  en la incógnita) 



en  donde At (positivo)  representa  el paso  de  discretizucidn del tiempo y 
Gn++,   f in+;   Gn+f ,  ?;n+$ y u -n+ i, representan  valores auxiliares de u en 

momentos intermedios entre nAt y (n + 1) A t ,  no pertenecientes a la malla. 

4.4.3 Determinacidn del orden del mbtodo 

?;n+i = (I - ,*tn,) 1 u" 

en  dos  operadores.  De 

(4.27) 

Análogamente,  de (4.23), , (4.24), y (4.24),, en el caso homogéneo, se obtiene 
respectivamente lo siguiente: 

(4.28) 

(4.29) 

(4.30) 

30 



Sustituyendo (4.27) en (4.28): 

(4.31) 

Multiplicando ambos lados de (4.30) por I + -AtA2 y tomando  en  cuenta C )  

Despejando u"+' : 

un+' = (I + ZAtA,)-l  1 (I + +A,)-' Gn+$ (4.32) 

Sustituyendo (4.31) en (4.32) 

(I + i At,,)-' ( I  + iAtA,)-' (I - iA tA2)  (I - i A t A l )  U" (4.33) 

Trasladando  el  origen  del sktema de coordenadas  temporales a tn = nAt, en 
forma similar a como  se hizo en  el  inciso (4.3.3), se obtiene: 

(4.34) 
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Desarrollando  en  serie  de  Taylor y tomando  en  cuenta  que ( v h e  (4.20)): 

.se obtiene la q r & h  siguiente: 

( I  + iA tA1) - l  ( I  + ( I  - 2AtA2) 1 (I - ,AtAl) 1 (X, o) = 

= [r-At(Al+A2)+2(At)2(A~+2A:A:+&)+...].~pr,(x,0)= 1 

Ek decir: 

(4.35) 

Comparando esta srpresi6n con (4.15), se concluye  que el desarrollo  de 
Maclaurin de la solucidn general aproximada de (4.1)1 obtenida con el  método 
en  cuestidn,  coincide  hasta  el término de  segundo  orden (tercero  de la serie) 
con  el  desarrollo  de M a c l a 6  de la solucidn generub ezucta y que,  por  ello, 
este  método  tiene  una precisidn de segundo orden. 
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4.4.4 Aplicaci6n  a  la  simulaci6n de un fluido newtoniano 
.. , 

Al aplicar el  esquema  de  descompmici6n  de operadores (4.23)-(4.24) con la 
dacompiciiin: 

con las condiciones  de  iniciales (2.1 O) y con  las  condiciones  de  frontera (2.1 1) , 
a la soluci6n de  las  ecuaciones  de  Navier Stokes (2.3), las  dos  dificultades 
principales  de tal problema (el término no lineal y la condición  de  incompre- 
sibilidad) se desacoplan y se obtienen  los  dos  problemas  siguientes: 

* Primer  ciclo  (explícito en la indgnita) 

?;n+i - Un U 1 
At 4 2 

- -Aun + -Vpn = O 

Y 
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* W n d o  ciclo (implícito en la indgnita) 

un+l = ga+l sobre I? . (4.39)3 

Despuh  de resolver los problemas (4.36) y (4.37) como problemas q l t c i -  
tos que son, y después  de aplicar el mhtodo  de punto fijo al problema  eliptico 
(438) y el del gmdiente conjugado al problema tipo Stokes (4.39), se for- 
mulan los problemis variacionales que  corresponden a cada uno de los dos 
problema9  que resultan  de la aplicaci6n  de m métodos, y se dixretizan, 
mediante elemento finito, los problenias  variacíondes así obtenidos (vhnse 
secciones (7) y (8)). 

5 Solución  del problema elíptico, no lineal, 
de advecci6n=difusiÓn, por el método itera- 
tivo de punto fijo. 

Para resolver las &uaciones de  Navier-Stokes  con  condiciones  de  frontera 
tipo Dirichlet por los mktodcs de  descomposici6n  de  operadores,  por cada 
subintervalo  del  tiempo [mat, (n + l)At], se tiene que  resolver uno o varios 
subroblemas espaciales no lineales  de  tipo  elfptico (problemas  de advección- 
difusidn) de la siguiente forma ( v h e  el subproblema (4.21)): 
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au-pAu + (u. V)u = f en R, ( 5 4 1  

en donde ([9], pags. 18-31), en el caso del  m6todo  de  primer  orden y descom- 
posición en dos operadores, a = l/At, p = u/2 ,  u = un+q, f = un/At y 
g = gn+-i , la función u = u(x, y) =(u~(z, y), ~ ( z ,  y)) solo depende  de las 
coordenadas  espaciales y las funciones f y g son  funciones dadas y definidas 
en R y I", respectivamente.  Introduciendo 

1 

1 

R(u) = (a1 - ~ A ) u  + (U * V)U - f 

y considerando  que para la solución x* de (5.1) se cumple 

R(u*) = O, 

se infiere  que se cumple  también: 

(a1 - ~ A ) u * = ( u ~  - /LA)u*-R(u*) 

o, multiplicando por (a1 - PA)-': 

lo cual implica  que, en cada subintervalo  del  tiempo [nAt, (n + l )At ] ,  (5.1) 
se puede  resolver  mediante  el  siguiente  algoritmo iterativo de punto fijo: 

Dado u' =un, para m 2 O (se elige m para no  confundirla  con  el  orden 
n de la iteración temporal), resolver hasta convergencia 

urn+' = urn - ~ ( U I  - p ~ ) - l ~ ( U m )  en R, (541 

35 



luego se toma u(~+'/~!"+') = urn+' (v& 4-21}, se hace m = m + 1 y se 
regresa a (5.6)1. 

El problema (5.6) se resuelve  mediante  el  siguiente  esquema  discreto  de 
elemento finito ([lo], pas. 9-  lo), el  cual se obtuvo  considerando  que (5.6)1 
.se p d e  wxihir como signe: 

y permite determinar, en el caso del rn&odo de  primer  orden y descom- 

posici6n  en  dos  operadores, para el  valor At del  tiempo y para 

cada valor  de m, los valores  de la (m + l)-&ima aproxjmaci6n de la funci6n 

, en los  puntos  de la malla espacial, a partir de los 

valores  de la m.&ima  aproximaci6n  de esa funci6n ([lo], pa@. 410): . 

Dado u: E V g h ,  para m 2 O ,  resolver  hasta  convergencia: 
Encnntmr wr E V m ,  tal q w  Q z h  E h h ,  

n 

en donde: 
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y ( v b  la secci6n (5)): % representa la triangulacidn de R utilizada para 
aproximar la presihn; h representa la longitud  del  mayor lado de los trizíngths 
de x; Pk es el espacio  de  los polinomios de grado menor o igual a k; 

es el espacio  de  funciones  utilizado para aproximar la presi6n; se define 
como la triangulacidn de R que se obtiene, a partir de %, uniendo l o s  puntos 
medios de cada uno de sus triAngulm; 

es el espacio  de  funciones  utilizadas  para  aproximar la velocidad (lo cual im- 
plica que la malla de la velocidad es dos  veces m& fina  que la correspondiente 
a la presi6n); 

6 Solución  del problema tipo Stokes por el 
método del gradiente conjugado 

6.1 Algoritmos básicos 

Para resolver las ecuaciones  de  Navier-Stokes  con  condiciones  de  frontera 
tipo Dirichlet  por  los  mktodos  de  descomposici6n  de  operadores,  por cada 
subintervalo  del  tiempo [nAt, (n + I)At], se tiene que  resolver uno o varios 
subroblemas  espaciales  tipo  Stokes [problema (2.1) sin el thnino no lineal o 
término de  advección ([9], pas. 32-50), el  cual  modela  flujos  de  fluidos  de 
gran viscocidad]  de la siguiente  forma  (véase el subproblema (4.22)): 
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au-pAu+Vp=f en 0, 

u = g  sobrer, (6.1)3 

en  donde,  en el caso del m&odo  de  primer  orden y descomposici6n  en dos 
1 U Un 

operadores, a = - p = - u = un+', f = P+'+ - 
At ' 2' At ' 

g = g+l, 

y f y g representan  funciones dadas. Se puede  demostrar  que  si f y g 
son  suficientemente  suaves,  entonces ese problema  tiene  solucidn úníca en 
Vg x H1 (O). 

Ese tipo de  problemas se puede  resolver  discretizzindolos  directamente 
mediante  elemento h i t o  y resolviendo los sistemas  de  ecuaciones  resultantes 
por el m6todo del p d i e n t e  conjugado ([5], pa@. 241-261), pero es m& 
conveniente usar el  siguiente  algoritmo  iterativo: 

Dado po E L2(R), entonces,  para m 2 O (se elige m para no  con- 
fundirla con  el  orden n de la iteracidn  temporal),  calcular u" y pm+l, a 
partir  de p", como  sigue: 

au" - pAu" = f - Vp" en R, (6.2)1 

u" = g sobre I' ,  (642 

P"+l "p - m -pv.um (6.2)3 

&te algoritmo converge en (H1(R))N x L2(R) para O < p < 2- P .  y, 

aunque, en general es lento, trabaja bien con números  de  Reynolds  modera- 
das. Sin embargo, sus propiedades  de convergencia se pueden mejorar usando 
el signiente  algoritmo de gradiiente conjm~ado: 
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* Paso cero (inicialización) 

Dado po E Li(R), calcular: 

auo - pAuo = f - Vpo en R, (6.311 

u = g  s o b e r ,  O 
(6.3)2 

Luego,  para m 2 O, dados {pm, u", gm, wm}, calcular 
{-, u g  -, pm+l, urn+', gm+l, wm+l} como sigue: 

* Primer paso (descenso) 

Resolver: 

y calcular: 

ü"' = O sobre I"; 

considerar: 
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* Segunda paso (dculo  de la nueva  direccidn de descenso) 

CalCUlZU: 

(6.10) 

mtualiiar ?um mediante: 

Wm+l - m+l 
- 9  +ymwm, (6.11) 

6.2 Esquema del  elemento  finito 

El problema (6.3)-( 6.11) se resuelve  mediante el siguiente esquema discreto 
del elemento  finito, el cual permite  determinar,  en el caso del m&odo de 
primer  orden y descomposici6n  en  dos  operadores, para el valor (n + 1) At 
del  tiempo y para cada valor  de m, los valores de la (m + l)-&ima aproxi- 
maci6n  de la funci6n u= u [x, y, (n + 1) At] , en los puntos  de la m d u  espa- 
cial, a partir de las d o r e s  de la m-ésima aproximacidn  de esa funci6n: 



* Paso cero (inicialización) 

Dado pz E Hi7 encontrar u: E v g h ,  tal que V v h  E V O h 7  

en  donde  (v- la sección (5)) 7,, representa la triangulacidn de S2 utilizada 
para aproximar la praibn, h mpwentcs la longitud  del mayor lado de  los 
triAngulos  de s7 Pk es el espacio  de  los  polinomios  de grado menor o igual 
a k Y  

es el espacio  de  funciones  utilizado para aproximar la presión. % se define 
como la triangulacidn de fl que se obtiene, a partir de 7 h ,  uniendo  los  puntos 
medios de cada uno de sus triAngu1o.s y 

es el  espacio  de  funciones  utilizadas para aproximar la velocidad (es decir, 
la malla de la velocidad es dos  veces más h a  que la correspondiente a la 
presión) - 

Luego, a partir del valor de uo así obtenido,  definir  (solamente en la primera 
iteración) : 
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{q, E, p:+l, u:+’, g:+’, w:+l) como  sigue: 

* Primer paso (descenso) 

Encontrar u: E Vm, tal que Q vh E Voh 

considerar 

y calcular 
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* Segundo paso (dculo de la nueva direccidn de descenso) ** I 

calcular: 

ctualizar w r  mediante: 

hacer m = m + 1 y regresar al primer  paso. 

7 Resultados 

7.1 Fluido en una cavidad con pared móvil 

Este problema  de  prueba se refiere al flujo que ocurre en  una  cavidad  cuadrada 
con  lados de  longitud unitaria, cuando su tapa mueve  con  velocidad uni- 
taria. Se supone  que el fluido esta inicialmente en reposo; es decir, se 
supone % u(x, O) = O para todo z E a. En este caso, R = (O,  1) x (O, I), 
I' = {[O, 11 X [O, 11) /R y las condiciones de  frontera  son las  siguientes: 

El problema se resolvió  para  números  de  Reynolds  de 100, 400 y 1000; 
primero  con el mittodo teta y luego  con  el  de  primer  orden,  utilizando  una 
malla  de 32 X 32 nodos ( v d e  la figura 44) para calcular la7 presiones y 
una de 63 X 63 nodos para calcular  las velocidades. En ambos casos se 
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u t W  A t  = 0.00005 y un tiempo total de t = 36 unidades de tiempo, con 
lo cual se d a m 6  el estado estacionario. En las figuras (2) a la (19) se 
muestran los diagramas  de líneas de flujo, de isobaras y de  contornos  de 
velocidad, así obtenidos. La validez  de los resultados  obtenidos se determind 
comparándolos  con los reportados  en ([l]) . 

7.2 Inyeccidn  doble en una  cavidad cuadrada 

%te  segundo  problema  de  prueba se refiere al flujo  que  ocurre  en una eavi- 
dad cwdrda con lados de  longitud unitaria cuando se inyecta fluido por 
dos  orificios  de uno de sus lados y sale fluido  por  dos  orificios  del lado 
opuesto,  como se muestra en la figura (45). Los orificios  son  de 1 /16 de 
ancho, los chorros de  entrada  tienen una inchacidn de 45”, uno estA in- 
clinado a la izquierda y el otro a la derecha. Se supone perfiles de  ve- 
locidad  parab6licos y que  el  fluido est& jnicialmwte en  repom; es decir, se 
supone u(x, O) = O pura tudo x E R. En este caso, R = (O, 1) x (O, I ) ,  
I? = {[O, 11 X [O, 11) /R y las condiciones  de  frontera  son las siguientes: 

g (21,x2) = o si x1 = o b 1. 

1 19 
3 -  

g ( q ,  1) = -1024 

g(x1, l )  = -1024 (1 -1) (; -x1) (21” ;) si - 29 < x  < 2 
J z ,  Jz 48 - I - 3  

El problema se  resolvi6 para números de Reynolds de 100, 400 y 800, 
con el método de  descomposici6n  de  operadores,  utilizando una malla de 
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61 X 61 nodos para calcular las presiones  y  de 121 X 121 nodos para calcular 
las velocidades. Se utiliz6 A t  = 0.0005 y un tiempo total de t = 12 unidades 
de tiempo, con lo cual se alcanz6 el estado estacionario. En la figuras (20) a 
la (26), se muestran los diagramas  de líneas flujo,  de isobaras y de  contornos 
de vorticidad, así obtenidos.  También se analiz6, para el caso Re = 800, la 
evoluci6n  del flujo hasta alcanzar  el  estado  estacionario. Los resultados  de 
ese análisis se muestran  en las figuras (27) a (43). 

8 Conclusiones 

Para realizar este trabajo, se implementaron  programas  de dmputo que 
permiten  resolver las ecuaciones  de  Navier-Stokes  mediante  dos  métodos 
de  descomposici6n  de  operadores: el llamado método teta y un  método  de 
primer  orden. Para ello, se resolvieron los subproblemas  que  resultan al 
aplicar estos métodos,  utilizando un  método  de  gradiente  conjugado para 
los problemas  de tipo Stokes, y un método  de  punto fijo para  los  problemas 
elípticos  de tipo nolineal. 

Los programas obtenidos se aplicaron a la simulaci6n  del  flujo en una 
cavidad  cuadrada  con tapa deslizable  y al flujo de  inyecci6n  doble  en una 
cavidad cuadrada. Se encontr6  que  utilizando  malla  espacial  gruesa  de 16x 16 
nodos, se consigue  convergencia  con el mktodo teta pero no con el de  primer 
orden. IJtilizando ma m,& grima dc 32 X 32 nodm se consigne  cmnvcrgencia 
con el método  de  primer  orden. 

Se estudi6 la eficiencia  relativa  del  método  de  primer  orden  y  del  método 
teta, semicuantitativamentt, comparando  el  tiempo  requerido  por una PC 
d e t e h d a  para resolver  ha5ta alcanzar los ed,ados estacionarios, con cada 
uno de esos dos  métodos, el problema  de la cavidad  con tapa deslizable. Se 
encontr6  que  el  tiempo  requerido  por cada uno de  ellos es del  mismo  orden, 
cuando se corren  con la misma  malla  y  con el pismo paso de discretizaci6n  del 
tiempo At. Sin  embargo,  como el método teta puede  resolver los problemas 
con  mallas  más gruesas que las requeridas  por el de  primer  orden y, por ser de 
segundo orden, puede  resolver los problemas  con At mayor  que el requerido 
por el  de  prmer  orden,  el  método teta es más  eficiente  que  el  de  primer  orden. 
La ventaja del  mktodo de primer orden radica en que permite  descomponer 
los  operadores  en  más  de  dos  operadores, lo cual  no es posible  con  el  método 
teta. 
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Figure 2 cineas de flujo obtenidas con el método teta, Re = 100, malla 
gruesa de 32 x 32 nodos, At = 0.00'005 y t = 36. 
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Figure 3 Líneas de flujo obtenidas  con  el  método de primer orden, 
Re = 100, malla gruesa de 32 x 32 nodos, At = 0.00005 y t = 36. 

47 



O. 

O. 

O. 

O. 

I 

Figure ~ L J  Isobaras pbtenidas con el método teta, Re = 100, m& pesa 
de 32 X 32 nodos, At '= 0.00005 y t = 36. 

Figure 5 :  h b - o b t e n i d m  co el mktodo de primer  orden, Re = 100, 
malla gruesa de 32 X 32 nodos, At = 0.00005 y t = 36. 
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Figure 6 : cbntornos de  vorticicmd  obtenidos  con el m6todo teta, Re = 100, 
malla gruesa de 32 X 32 nodos, At = 0.00005 y t = 36. 
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Figure, 7 : Gntornos de  vorticidad  obtenidos cop el método de  primer 
orden, Re = 100, malla gruesa de 32 X 32 nodos, At = 0.00005 y t = 36. 
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Figure &: Líneas &e ffuJLo pbtenidas con el método teta, Re = 400, malla 
gruesa de 32 x 32 nodas, At = 0.00005 y t = 36. 
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Figure 9 :  Lheas de flujo obtenidas con el mktoclo de  Primer  orden, 
Re = 400, malla gruesa de 32 X 32 nodos, At = 0.00005 y t = 36. 
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Figure 10: Ikobiuas pbtenidas con el método teta, Re = 400, m& gruesa 
de 32 X 32 nodos, At'= 0.00005 y t = 36. 

o ( ,  
O 0.2 0.4 0 . 6  0.8 1 



O 0.2 0.4 0.6 0.8 1 

Figure 12 : Cbnbm de vorticichd obtenidos  con el método teta, Re = 400, 
malla gruesa de 32 X 32 nodos, At F 0.00005 y t = 36. 
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Figure 13: Contornos de vorticidatl obtenidos cop el  mktodo  de primer 
orden, Re = 400, malla  gruesa de 32 X 32 nodos, At = 0.00005 y t = 36. 
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Figwe 14: Lineas de e qbtenidas con el método teta, Re = 1000, m d a  
pesa de 32 x 32 nodos, At = 0.00005 y t = 36. 
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Figure 15 Líneas de fhjo obtenidas con el  mktodo  de  primer  orden, 
Re = 1000, malla gruesa de 32 x 32 nodos, At = 0.00005 y t = 36. 
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Figure 16 : hbztras,obtenidas con el método teta, Re =- 1000, malla gruesa 
de 32 X 32 nodos, At = 0.00005 y t = 36. 
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Figure 17 : Isobaras obtenidas mq el m6todo  de primer orden, Re = 1000, 
malla gruesa de 32 X 32 nodos, At F 0.00005 y t = 36. 
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Figurelo; ContoFnosde  vorticidadobtenidos  con el  método teta, Re = 1000, 
malla gruesa de 32 X 32 nodos, At = 0.00005 y t = 36. 
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Figure 19:  Contornos &e vortieidad  obtenidos "01 el  método  de  primer 
orden, Re = 1000, malla gruesa de 32 x 32 nodos, At = 0.00005 y t = 36. 
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Figure 20: Líneas de %o obtenidas coq el  m6todo  de primer orden, 
Re = 100, d a  gruesa de 61 X 61 nodos, At = 0.00005 y t = 36. 

Figure 2 1 :  Líneas de h j o  obtenidas COT el método de primer orden, 
Re = 400, malla gruesa de 61 X 61 nodos, At = 0.00005 y t = 36. 
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Figure 22: h b o - d a s  “op el método de  primer  orden, Re = 100, 
malla gruesa de  61 X 61 nodos, At = 0.00005 y t = 36. 
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Figure 2 3 :  h b a r a s  obtenids cop el mktodo de primer orden, Re = 400, 
malla gruesa de 61 X 61  nodos, At’= 0.00005 y t = 36. 
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Figure 24: Contornos de  vorticidad  obtenidos  con  el  método  de primer 
orden, Re = 100, malla gruesa de 61 X 61 nodos, At = 0.00005 y t = 36. 
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Figure 25: Contornm  de  vorticidad  obtenidos con el  mktodo  de primer 
orden, Re = 400, malla gruesa de 61 X 61 nodos, At = 0.00005 y t = 36. 
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FigtKe 26 : Lfneas-de ílujo obkedas co el mktodo de  primer  orden, 
Re = 800, malla gruesa de 61 X 61 nodos, At P = 0.00005 y t = 36. 
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Figure 2 7 :  Líneas de flujo obtenidas con el mktodo de primer  orden, 
Re = 800, malla  gruesa de 61 X 61 nodos, At y 0.00005 y t = 1.5. 
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Figure 28: con el método de  primer  orden, Re = 800, 
maUa gruesa de 61 X 61 nodos, At = O.OOoQ5 y t = 36. 
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Figwe 29 : idaras obtenidas con el m & d o  de prímer orden, Re = 800, 
malla gruesa de 61 X 61 nodos, At = 0.00005 y t = 1.5. 
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Figure 30: Contornos  de  vorticidad  obtenidos  con  el  método  de  primer 
orden, Re = 800, malla gruesa de 61 X 61 nodos, At = 0.00005 y t = 36. 
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Figure 31 : Contornos  de  vorticidad  obtenidos  con el método  de primer 
orden, Re = 800, malla gruesa de 61 x 61 nodos, At = 0.00005 y t = 1.5. 
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F i e  22 : Líneas de h j o  obknidak con  el método de- primer  orden, 
Re = 800, malla  gruesa de 61 X 61 nodos, AF = 0.00005 y t = 3. 
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Figure 33:  Líneas  de flnjo obtenidas con  el método de primer orden, 
Re = 800, malla  gruesa de 61 x 61 nodos, At 0.00005 y t = 4.5. 

62 



i 

O 0 . 2  0.4 0.6 0.8 1 

Figure !X: Isobaras obtenidas  con  el  método  de  primer  orden, Re = 800, 
malla gruesa de 61 X 61 nodos, At = 0.00005 y t = 3. 
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Figure 35:  Isobaras obtenidas con el método  de  primer  orden, Re = 800, 
malla gruesa de 61 X 61  nodos, At = 0.00005 y t = 4.5. 
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Figure 3 6 :  Contornos  de  vorticidad  obtenidos  con el- método  de  primer 
orden, Re = 800, malla gruesa de 61 X 61 nodos, At = 0.00005 y t = 3. 

Figure 3 7 :  Contornos  de  vorticidad  obtenidos  con  el  m6todo  de primer 
orden, &e = 800, malla gruesa de  61 X 61  nodos, At = 0.00005 y t = 4.5. 
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Figure 38:  Líneas de. flujo obtenidas eon el  método  de  primer  orden, 
Re = 800, malla  gruesa de 61 X 61 nodos, A = 0.00005 f 
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y t = 6 .  

Figme . 3 9 :  fimeas de hjo obtenidas q n  el método  de  primer  orden, 
Re = 800, malla gruesa de 61 x 61 nodos, At = 0.00005 y t = 9. 
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Figure -40: Isobaras obtenidas con el método de primer orden, Re = 800, 
malla gruesa de 61 X 61 nodos, At = 0.00005 y t = 6. 
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Figure 4 1 :  Isobaras obtenidas  con  el m6todo de  primer  orden, Re = 800, 
malla gruesa de 61 x 61 nodos, At = 0.00005 y t = 9. 
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Figure 42: Contornos  de  vorticidad  obtenidos  con  el  método  de  primer 
orden, Re = 800, malla gruesa de 61 X 61 nodos, At = 0.00005 y t = 6. 
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Figure 4 3 :  Contornos  de  vorticidad  obtenidos  con  el  mktodo  de  primer 
orden, Re = 800, malla  gruesa de 61 x 61 nodos, At = 0.00005 y t = 9. 

67 



Figure 44:  Malla de 32 x 32 Nodos. 
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Figure45 : Inyección doble en cavidad  cuadrada. 
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