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Resumen

El objetivo de esta tesis es estudiar el problema de estabilizacién de reactores quimicos continuos
con control lineal cldsico Proporcional-Integral (PI). La motivacién surge del hecho que a pesar
de que el control lineal se utiliza ampliamente en la industria, sus propiedades de robustez y es-
tabilidad no se han estudiado formalmente. El estudio sistemético del control lineal para la clase
particular de reactores quimicos que se tratan permite, (i) explicar rigurosamente sus propiedades
de robustez, y (ii) explorar la posibilidad de mejorar su construccién y funcionamiento. Los proce-
sos quimicos considerados incluyen sistemas de dimensién finita e infinita. La primera parte de la
tesis -el caso de dimensi6n finita- considera reactores continuos de tanque agitado (CSTR). Bajo
algunas hipétesis moderadas, se prueba que la estabilizacién global de la dindmica de reactores
quimicos se puede obtener via control de temperatura con compensacién clasica PI. La prueba
se basa en resultados estdndares de la teoria de estabilidad de sistemas no lineales perturbados
singularmente. El caso de estudio sobre un modelo de un CSTR con tres puntos de equilibrio,
uno de ellos inestable, se usa para ilustrar los resultados encontrados. La segunda parte de la
tesis trata el problema de control lineal en sistemas de dimensién infinita, en particular, se estudia
el control frontera en reactores tubulares. Bajo hipétesis razonables de suavidad, estabilidad a
lazo abierto, y medidas retardadas, se prueba que un control lineal con accién integral conduce a
regulacién exponencial global de la salida del proceso. La aplicabilidad de los resultados teéricos y
la construccién del esquema de control se ilustran al considerar tres casos de estudio de interés en
la industria quimica, un intercambiador de calor en paralelo a co-corriente, un reactor bioldgico,
y un reactor quimico de flujo tapén.



Linear Control in Continuous Chemical Reactors

by
Héctor Fernando Puebla Niinez

Abstract

Eventhough the linear feedback control is a robust industrial scheme that has
been successfully tested, is widely accepted, and is commonly implemented with
conventional linear P or PI controllers, so far, there is a lack of rigorous results
to back up its regulation and stabilization capabilities. The aim of this work is
study the problem of stabilization of chemical reactors with classical PI control.
The systematic study of the linear control for the class of chemical reactors con-
sidered allows: (i) explain their remarkable robustness property, and (ii) explore
the possibility of improving their construction and functioning. The chemical
processes considered includes both finite and infinite dimensional systems. In
the first part - the finite dimensional case - we consider a continuous stirred tank
reactors (CSTR). Under some mild assumptions, it is proven that global stabi-
lization of the chemical reactor dynamiecs can achieved via temperature control
with classical PI compensation. The prove is based on standard results from
the stability theory of nonlinear singularly perturbed systems. A simulation ex-
ample on a classical CSTR benchmark dating from Aris and Amundson (1958)
is used to illustrate our results. The second part of this work deals with the
boundary control for a class of distributed parameter processes. Under physi-
cally reasonable smoothness, stability and steady-state assumptions, it is proven
that a linear stable controller with integral action yields global exponential reg-
ulation of the process output. The applicability of the theoretical results and
their controller construction schemes are illustrated by considering the control
cases of a heat exchanger, a biochemical reactor and a chemical reactor.
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Prefacio

Es bien conocido que la teorfa de control ha tenido un rol crucial en el progreso de la tecnologia
e industria. Bdsicamente, los sistemas de control en procesos quimicos tienen tres funciones:
seguridad, operabilidad, (i.e., para asegurar que ciertos valores de los pardmetros se mantienen
dentro ciertos rangos de operacién), y controlar la calidad del producto. Existen dos propuestas
principales para el disenio de esquemas de control: control a lazo abierto y control retroalimen-
tado. EI primero de ellos parte de un modelo que se supone perfecto y con base a tal modelo
disenar el control. Sin embargo, los modelos de los procesos quimicos son inciertos y por lo tanto
es mejor trabajar con un modelo que retenga las caracteristicas dominantes del proceso y usar
retroalimentacién para corregir las desviaciones del comportamiento deseado. Los requerimientos
principales para los sistemas de control retroalimentado son estabilidad, desemperio y robustez.
En muchos casos, el disefio de control retroalimentado mas simple y efectivo es el control lineal.
El control lineal es facil de implementar y es una de las estrategias de control més usadas en
aplicaciones industriales. De hecho, se conoce bien que en el &mbito industrial el control lineal ha
demostrado una gran flexibilidad, capacidades de estabilizacién, buen desempefio y robustez. Sin
embargo, hasta el mejor conocimiento del autor, en la literatura cientifica en ingenieria quimica,
no se encuentran resultados formales que respalden tales observaciones. Sin hacer uso de termi-
nologia técnica, el problema de control se puede identificar al hacer referencia a la cita “en la
practica funciona, pero, ;y en la teoria?”.

El objetivo de esta tesis es estudiar formalmente el problema de estabilizacién de reactores
quimicos continuos con control lineal. Bésicamente, esta tesis describe un marco de andlisis de
estabilidad el cual se puede usar para proporcionar informacién sobre el desempefio de reactores
quimicos controlados. En esta tesis se explotan las caracteristicas dominantes de los modelos

de los reactores qufmicos controlados en conjuncién con resultados de estabilidad de sistemas
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perturbados singularmente y funciones de energia. Asi, esta tesis describe un trabajo que se sitia
entre la teorfa de control (andlisis de estabilidad) y el control de procesos quimicos. Como se
hace en la mayoria de los trabajos de control, aqui solo se proporciona una breve descripcién del
modelo matemadtico para cada problema de control que discutimos. Las dreas de modelamiento y
simulacién de procesos quimicos son muy vastas y merecen estudios extensos que estdn fuera de
los objetivos principales de esta tesis. Por otro lado, el material matematico que se usa en esta
tesis es estdndar y esta disponible en la literatura cientifica.

Finalmente, en cuanto a la presentacién del texto, esta tesis fue escrita en el procesador
Scientific WorkPlace, las figuras capturadas en Origin, y las simulaciones numéricas se realizaron

en Visual Fortran.
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Capitulo 1

Introduccion General

1.1 El control lineal de procesos quimicos

Los controladores lineales, incluyendo el proporcional-integral (PI), son los controladores domi-
nantes en la mayoria de los procesos quimicos industriales préacticos. Su popularidad se debe a su
robustez en un amplio rango de condiciones de operacién, la simplicidad de su estructura, la famil-
laridad de disenadores y operadores con los algoritmos lineales, no es costosa su implementacién
y funcionan razonablemente bien en la mayoria de sistemas de control industriales. La principal
desventaja del controlador PI/PID es que generalmente su disenio y andlisis no se basa en el mod-
elo del proceso a controlar (sin embargo, puede considerarse una ventaja en procesos quimicos
muy complejos). Esto es, el conocimiento de la dindmica del proceso (e.g., tiempo muerto o no
linealidades), no se usa explicitamente en la ley de control.

A pesar de su popularidad, en la literatura cientifica en ingenieria quimica, hasta el mejor
conocimiento del autor, no se encuentra reportado un andlisis formal que respalde sus capaci-
dades de robustez y estabilizacién en procesos quimicos. Una posible razén para la ausencia
de formalidad se puede identificar con la falta de un andlisis de estabilidad del sistema a lazo
cerrado resultante que retenga las caracteristicas dindmicas dominantes del proceso controlado.
Tradicionalmente, el diseno y anélisis del control lineal en procesos quimicos se ha basado en
aproximaciones lineales a la dindmica del sistema, ya sea mediante el uso de modelos lineales sim-
ples identificados de datos del proceso o que surgen de la linealizacién de los términos no lineales.

Esto conduce eventualmente a resultados de estabilidad locales. En principio, un anélisis formal
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que incluya las no linealidades inherentes en los procesos quimicos controlados debe (i) propor-
cionar mejoras en el diseno de control y (ii) conducir a resultados que respalden las propiedades

en lazo cerrado observadas.

1.2 Objetivos de la tesis

En esta tesis el interés de investigacién principal es estudiar el control lineal en reactores quimicos
continuos. Los reactores quimicos continuos se adoptan practicamente en todas las industrias
quimicas a gran escala. En general, esto implica reducir costos debido a que se eliminan opera-
ciones, tales como el repetido llenado y vaciado de reactores lote (batch), y ademds, permiten una
mejor constancia en las condiciones de reaccién.

El objetivo principal de esta tesis es estudiar formalmente la estabilizacion de reactores quimi-
cos continuos con control lineal. Los objetivos particulares de esta tesis son tres. Primero, analizar
el sistema en lazo cerrado, que resulta entre el proceso quimico y un control lineal, en un marco
de andlisis no lineal, explotando ademds las caracteristicas dominantes de los modelos dindmicos
de los reactores quimicos considerados. Segqundo, identificar las condiciones de estabilidad que re-
sultan del andlisis no lineal, de forma que permitan proporcionar mejoras a los disenios de control
lineales estudiados. Finalmente, demostrar la aplicabilidad prictica de los resultados encontrados
en distintos casos de interés industrial.

Basicamente, en esta tesis se establecen resultados de estabilidad global del control lineal en dos
clases de reactores quimicos; reactores continuos de tanque agitado y reactores continuos tubulares.
Los puntos clave para el andlisis de estabilidad son; (1) la estructura del modelo matematico del
reactor quimico a controlar, (2) resultados de estabilidad de sistemas perturbados singularmente,
y el uso de funciones de energfa (en reactores tubulares). El método de perturbaciones singulares
es valioso en el andlisis de sistemas en los cuales el orden dindmico cambia como el resultado de
despreciar algunos elementos, o hacer algunas simplificaciones. Para un punto de equilibrio dado
se puede establecer propiedades de estabilidad asintética, si el sistema original cumple algunas
condiciones. Por otro lado, el método que se basa en el estudio de funciones de energia para
ecuaciones diferenciales parciales (PDE) no lineales se ha empleado ampliamente en estudios que

se ocupan de la estabilidad, existencia global, y comportamiento asintético de soluciones.
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1.3 Bosquejo de la tesis

Esta tesis se divide en dos partes, la primera trata con el control lineal en reactores continuos de
tanque agitado' y la segunda trata el control lineal de reactores tubulares®. La primera clase de
reactores son procesos de dimensién finita, la segunda clase son procesos de dimensién infinita.
La diferencia entre ambos casos se puede establecer como sigue. En general, un sistema quimico
homogéneo se puede caracterizar localmente por la velocidad, las concentraciones de todas las
especies quimicas, y una propiedad termodindmica, tal como la temperatura. Estas variables se
denominan variables de estado. Un sistema distribuido esta especificado completamente por los
valores de las variables de estado en cada punto del sistema, en tanto que un sistema uniforme, se
especifica por los valores de las variables de estado en un punto simple. La evolucién de sistemas
con cambio quimico se describe por las ecuaciones de conservacién de momento, energia, y masa
de cada especie quimica. Es decir, las variables de estado satisfacen ecuaciones diferenciales
apropiadas. El espacio en cual la variable de estado existe se denomina el espacio-estado. Para

un sistema de dimensién infinita el espacio-estado correspondiente es de dimensién infinita.

1.3.1 Parte I. Control Lineal de CSTR

Un tipo de reactor que se usa ampliamente en la industria es el de tanque agitado, en el cual
existe un flujo continuo del material reactante. Este reactor se conoce como Reactor Continuo de
Tanque Agitado (CSTR). En esta parte de la tesis se estudia la estabilidad del control lineal en
CSTR. Con base a un analisis no lineal de estabilidad, se derivan resultados para asegurar que
un control lineal (construido sobre el modelo no lineal completo) conduce a un sistema en lazo
cerrado donde el estado a controlar es un atractor estable tinico. El tratamiento se hace para una
clase de funcionalidades de reaccién que consideran caracteristicas esenciales que pertenecen a una
clase importante de reactores industriales, 7.e., fenémenos de ignicién-extincién, multiplicidad a

lazo abierto y operacién en puntos inestables a lazo abierto.

'Los resultados de esta parte, con modificaciones menores, fueron publicados con el titulo, “On classical PI
control of chemical reactors”, co-autorado con José Alvarez-Ramirez, en la revista Chemical Engineering Science,
v.56, no. 5/6, pp. 2110-2121 (2000).

?Los resultados de esta parte, con algunas modificaciones, fueron publicados con el titulo “Linear boundary
control for a class of nonlinear PDE processes”, co-autorado con José Alvarez-Ramirez y Jestis A. Ochoa-Tapia, en
la revista Systems & Control Letters, v. 44, pp. 395-403 (2001).

17




En el Capitulo 2 se presenta la motivacién para estudiar el control lineal para el CSTR con-
siderado y se establece el objetivo de esta parte de la tesis. En el Capitulo 3 se discuten las
simplificaciones y consideraciones principales del modelo del CSTR a estudiar. En el Capitulo
4 se presenta el andlisis lineal y no lineal del CSTR controlado con el control lineal clasico PI.
El Capitulo 5 presenta algunos resultados numéricos sobre el caso de estudio de un CSTR que
presenta tres estados estacionarios, uno de ellos inestable. Finalmente, el Capitulo 6 presenta

algunas conclusiones del control lineal en CSTR.

1.3.2 Parte I1. Control Lineal de Sistemas de Parametros Distribuidos
(DPS)

Teéricamente, todos los sistemas fisicos son DPS. Solo a través de algiin tipo de simplificaciones,
tales como el mezclado perfecto en un tanque agitado, se obtienen modelos de pardmetros concen-
trados para la dindmica de los fenémenos fisicos. Los reactores tubulares se caracterizan por una
dimensionalidad infinita, es decir, requieren de ecuaciones diferenciales parciales (PDE) para de-
scribir adecuadamente su comportamiento. La descripcion y el anédlisis correcto de un controlador
asociado a un proceso de pardmetros distribuidos debe ser en términos de ecuaciones diferenciales
parciales con acciones de control que se apliquen en el dominio espacial completo (control dis-
tribuido) o en la frontera del proceso (control en frontera). La restriccién més importante para el
control retroalimentado de DPS es que el algoritmo debe ser de dimensién finita con el fin de que
sea implementable en la practica con un mimero finito de actuadores y sensores. En esta parte de
la tesis se estudia el control lineal de DPS, para los cuales la entrada manipulada actia en la fron-
tera del dominio espacial. El resultado principal muestra que si el proceso que se describe por PDE
es estable exponencialmente, tiene el signo de la ganancia definido y posiblemente con mediciones
de salida retardadas, un compensador lineal PI con ganancias bajas se puede usar para conducir
a una operacion estable con regulacién exponencial de la salida. A pesar de que aqui se tratan
sistemas estables, se espera que un esquema de control retroalimentado tenga mejores propiedades
que un control a lazo abierto, el cual es incapaz de, por ejemplo, rechazar perturbaciones aditivas
a la entrada de la planta.

El Capitulo 7 presenta la motivacién para estudiar el control en frontera de DPS, una breve

discusién sobre el estado del arte en el control de sistemas de pardmetros distribuidos, y define el
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objetivo de esta parte de la tesis. En el Capitulo 8 se introduce la clase de DPS que se tratan con
las consideraciones pertinentes. En el Capitulo 9 después de enunciar el problema de control, se
establecen los resultados que se derivan del andlisis de estabilidad no lineal sobre la clase de DPS
que se consideran. El Capitulo 10 presenta varias simulaciones numeéricas para 3 casos de estudio
para mostrar las aplicaciones potenciales de los resultados de estabilidad encontrados. Finalmente
en el Capitulo 11 se proporcionan las conclusiones sobre el control lineal en frontera para la clase
de DPS considerados.

El Capitulo 12 cierra la tesis con conclusiones generales de la tesis e identifica algunas lineas de
investigacién abiertas para trabajo futuro sobre el estudio del control lineal en procesos quimicos.
Finalmente, la seccién de apéndices presenta algiin material 1itil que se usa a través del texto

principal.
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Parte 1

Control Lineal de Reactores Continuos

de Tanque Agitado
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Capitulo 2

Introduccion

Por lo general, los reactores continuos de tanque agitado (CSTR) se operan cerca de o en puntos
de equilibrio inestables, que corresponden a una produccién éptima del proceso [1]. Aun cuando
el punto de equilibrio sea estable a lazo abierto, este puede ser muy sensible a cambios de carga
(e.g., cambios en las condiciones de alimentacién). Debido a que los CSTR son cominmente la
parte central de un proceso quimico completo, el control de la operacién del CSTR ha sido uno
de los problemas mds importantes en la industria quimica.

La regulacién de temperatura es la operacién de control més sencilla de los CSTR. La mayoria
de controladores de temperatura en la industria quimica son controladores PI cldsicos [1,2]. Exis-
ten muchas razones para esto, incluyendo sus antecedentes de operacién probada, el hecho que se
entiende bien el funcionamiento por parte de los técnicos, operadores industriales y personal de
mantenimiento. Ademads, en muchas aplicaciones, el hecho que un controlador PI disenado ade-
cuadamente y bien sintonizado logre o exceda los objetivos de control. Un controlador industrial
PI tiene muchas ventajas adicionales que lo hacen préctico para la operaciéon de un CSTR. Por
ejemplo, cuenta con interrupcién automédtica y manual, seguimiento del punto de referencia (set
point) y modos manuales de emergencia.

Basicamente, el controlador PI para regulacién de temperatura se disena en base a una lineal-
izacion alrededor del punto de equilibrio de operacién. El diseno y andlisis de controladores PI
para la estabilizacién y regulacién de CSTR se origino en el trabajo de Aris y Amundson [3] en los
cincuentas, y ha dado lugar, desde entonces, a una literatura abundante y numerosas aplicaciones

exitosas. Sin embargo, existen preguntas tedricas importantes que todavia estdn abiertas. Una
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de ellas, la cual es el objetivo de esta parte de la tesis, es la capacidad del controlador PI cldsico
(lineal) para dar resultados no-locales sobre la estabilizacién de CSTR. De hecho, de la literatura
cientifica en ingenieria quimica existente, hasta el mejor conocimiento del autor, los resultados
que existen sobre el controlador cldsico PI en CSTR son de naturaleza local.

El objetivo en esta parte de la tesis es estudiar el problema de estabilizacién de reactores
quimicos con el controlador cldsico P1. Rigurosamente hablando, se ha probado que si la dindmica
isotérmica es asintética globalmente estable, la estabilizacién global de la dindmica del reactor
quimico se logra via compensacién de temperatura con el controlador cldsico PI. Ademads, los
mecanismos de la estabilizacién con el control cldsico PI se discuten considerando el marco de
analisis no lineal propuesto. En especifico, se muestra que la accién integral puede verse como un

mecanismo de adaptacién que actia a lo largo de una cierta localizacién de puntos de equilibrio.
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Capitulo 3

Preliminares

Notacién. R y R son respectivamente el conjunto de nimeros no negativos y positivos; ||z||

es la norma euclidiana del vector z, y  denota la derivada respecto al tiempo dz/dt.

3.1 Consideraciones generales sobre el modelamiento de

CSTR

En el CSTR los reactivos se introducen y los productos se extraen simultdneamente y en forma
continua. Por lo general, se considera que un CSTR es homogéneo y por lo tanto se modela
sin variaciones espaciales en la concentracion, temperatura o velocidad de reaccién en todo el
recipiente. De hecho la consideracién mds importante en relacién a la dindmica del CSTR es que
ocurre un mezclado perfecto dentro del reactor. Esto significa que las propiedades de la mezcla
reactante se consideran uniformes en cualquier parte dentro del recipiente de reaccién y por lo
tanto son idénticas a las propiedades de la corriente de salida. Otra consideracién importante
es que la corriente de entrada se mezcla instantdneamente con la mezcla presente en el reactor.
En la préctica, si un elemento de material reactante que entra se distribuye uniformemente por
todo el tanque en un tiempo mucho més corto que el tiempo de residencia promedio en el tanque,
entonces el tanque se puede considerar bien mezclado. Existen interacciones complejas entre los
fenémenos de transporte y las cinéticas de reaccién que caracterizan esta clase de reactores y
determinan su desempeno. El modelamiento de los mecanismos cinéticos y los fenémenos de

transferencia de calor ha sido una édrea de investigacién activa en ingenierfa quimica en anos
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Figura 3-1: Diagrama esquemiético del CSTR.

recientes. Desafortunadamente en muchos casos la estructura de la cinética de reaccién continua
aun siendo incierta. En forma similar a otros trabajos de investigacién en esta drea, en esta tesis
se introducen algunas consideraciones en un intento de reducir la complejidad del modelo. En

particular se considera lo siguiente:

e Existe una uniformidad completa de la concentracién y temperatura dentro del reactor.

El volumen del reactor y de la chaqueta son constantes.

La dindmica de la chaqueta de enfriamiento es despreciable.

Las entalpias de reaccién son independientes de la temperatura, positivas para reacciones

endotérmicas y negativas para reacciones exotérmicas.

Las capacidades calorificas son constantes.

La Figura 3.1 presenta el diagrama esquematico del CSTR. Para la descripcién de la dindmica
del reactor quimico se usa el formalismo hecho previamente en la literatura [4], [5], [6]. Por
conveniencia, se describe el modelo de CSTR basico, sus propiedades generales y consideraciones

como en Viel et al., [7].
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3.2 Modelo matematico del CSTR

Considérese un CSTR en el cual un conjunto de m reacciones con n componentes (n > m) se lleva
a cabo. Si el reactor esta mezclado perfectamente, la dindmica esta gobernada por las siguientes

ecuaciones (derivadas de balances de masa y energifa):

¢ =06(cin—c)+ Er(c,T) y

T =0T —-T)+ Hr(c,T) +v(u—T) &
Donde ¢ € R" es el vector de concentraciones de las especies quimicas involucradas, ¢;, € R" es
el vector de concentraciones de alimentacién constantes y no negativas, 7' € R es la temperatura
del reactor, Ti, € R es la temperatura de alimentacién constante y no negativa, r(c,T) € R™ es
el vector de cinéticas de reaccién, E € R™ x R™ es la matriz estequiométrica, H € R™ es el vector
de entalpias de reaccién constantes, # y v € R son respectivamente la rapidez de dilucién y el
pardmetro de transferencia de calor y u es la temperatura de chaqueta, la cual se toma como la
entrada de control.

En el modelo se supone que el tiempo de residencia 1/6 y el coeficiente de transferencia de
calor v se conocen con exactitud. En algunos casos (e.g., reactores de polimerizacién) v cambia
con variaciones de concentracién y temperatura. La matriz estequiométrica, esta asociada a la
estequiometria de la reaccién, la cual indica las relaciones algebraicas que se aplican a cambios de
composicién, sin considerar las velocidades de estos cambios.

El primer termino a la derecha en el modelo (1) es la pérdida de calor total debido al flujo de
reactantes y la salida de productos; el segundo termino es la expresién de velocidad de reaccién,
y el tercer termino en la segunda ecuacién se debe al enfriamiento/calentamiento de la mezcla
reactante por la chaqueta de enfriamiento. El calor que se remueve a través de la pared del reactor
es proporcional al drea de la pared y a la diferencia en temperatura entre la mezcla reactante y
un medio de enfriamiento que circula a través de la chaqueta. En la practica el procesos de
extraccién de calor se regula al manipular la velocidad del fluido de enfriamiento. En muchos
casos la dindmica de la chaqueta es rdapida en comparacién con la dindmica del reactor, y, por lo
tanto, la velocidad del fluido de enfriamiento se enlaza a la temperatura de la chaqueta. Asi, la
esencia del problema de control se retiene si la temperatura de enfriamiento u, se considera como

la variable manipulada.
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El modelo cinético bésico para procesos isotérmicos toma la siguiente forma

T'Zkgl_‘[(:?'
i

donde ¢; son las concentraciones de los reactantes involucrados en la reaccién, ky es la constante
cinética, y «; estdn definidos como el orden de la reaccién con respecto al i — ésimo reactante.
Para reacciones elementales, los ordenes de reaccién son iguales a los coeficientes estequiométricos.

Para reacciones no-isotérmicas, la expresién usada mas comiinmente para expresar la depen-

dencia con respecto a la temperatura T es la ley de Arrhenius, via la constante cinética
ko = exp(—€a/R,T)

donde £4 > 0 es una energia de activaciéon y R, > 0 es la constante universal de los gases.

Es bien conocido que la relacién exponencial de la velocidad de reaccién r(c,T), con respecto
a la temperatura del reactor es una de las no linealidades principales. Como una consecuencia
de la no linealidad de la cinética de reaccién, el CSTR puede desplegar una gran variedad de
comportamientos dindmicos, desde multiplicidad de estados estacionarios, oscilaciones sostenidas

(3], y atractores extrafos [8].

3.3 Hipdtesis generales sobre el modelo del CSTR

Cualquier modelo cinético debe en principio se consistente con la conservacion de especies atémi-
cas, la no-negatividad de las concentraciones y temperatura, y la primera y segunda ley de la
termodindmica. El primer requisito se considera con la matriz estequiométrica. La primera ley de
la termodindmica se incluye en la ecuacion de energfa. El requerimiento que la cinética quimica
obedezca la segunda ley de la termodindmica es muy restrictivo, debido a que este involucra expre-
siones para la entropia, potenciales quimicos, etc., los cuales no se conocen para todos los sistemas.

La no-negatividad de la concentracién y temperatura se asegura con las siguientes hipétesis:

Hipétesis A. (Principio de conservacion de masa). Eriste un vector positivo w € R™ tal que

wTE =0.
Hipétesis B. (Condicion de Lipschitz). El vector r(c,T) es continuamente diferenciable (i.e.,
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r(c,T) € C'), no negativo, acotado y v(c,T) = 0 para toda T < 0. Como una consecuencia ,

eriste una constante positiva k. tal que

Ir(c, T) —r(c, W)|| < ki

T —T,|, paratodo (¢,7) e QA xR

En particular, la condicién de Lipschitz en el termino de reaccién, se satisface si este posee
derivadas continuas. Como una consecuencia del teorema del valor medio, un estimado de la

constante k, se puede tomar como max rycaxrs, ||07(c, T)/0T||.

La Hipdtesis A implica que el sistema de reaccién conserva la masa, asf la igualdad wE = 0
establece que lo que se produce por el sistema de reaccién no es mayor que lo que se consume [9].
Con base en la Hip6tesis A, se puede establecer el siguiente resultado sobre el acotamiento de las

concentraciones en un reactor quimico descrito por el modelo (1) [7],

Lema 1. (Acotamiento uniforme ). Bajo la Hipétesis A, el vector de concentraciones c(t) per-
manece no negativo para toda t > 0 si ¢(0) > 0 y, ademds, admite como un dominio invariante
positivo al conjunto compacto ) = {c ER":c>0, wle< wTC,-n} . Asi, el vector de concentra-

ciones estd acotado uniformemente con respecto a la trayectoria de temperatura.

El Lema 1 es una consecuencia de la Hipétesis A. Ademids, w” ¢ < wT8(c;, — ¢) (debido a que
wlEr(c,T) =0y w'e < w'e;y,) implica la invarianza positiva del conjunto Q. En el resto de esta
parte de la tesis el vector de concentraciones c se restringe al conjunto acotado (2. En este caso,

en que la velocidad de dilucién @ es cero en (1), entonces w” ¢ = wT Er(e,T) = 0, esto implica la

conservacién de la masa. Fisicamente, el acotamiento del dominio (2, se debe a la conservacién de
las especies quimicas y la energia y la no-negatividad de las variables ¢ y T

La Hipétesis B se satisface por la mayorfa de las reacciones quimicas industriales [4]. Para
T = 0, r(c,0) implica que no hay actividad de la reaccién en la temperatura del cero absoluto
(Kelvin), de acuerdo con el principio termodindmico de que una reaccién quimica no puede ocurrir
en el cero absoluto. Se puede mostrar que la Hip6tesis B se satisface cuando las funciones k;(T)
estdn dadas por la ley de Arrhenius. De hecho, en este tipo de reacciones, se puede suponer que
la velocidad de reaccién r(c,T') es separable r(c,T') = r(c)r(T"). Debido a que r(c) es una funcién
continua y ¢ esta acotada, es suficiente mostrar que para T' € [0, +oc] r(T') esta acotada. De la

ley de Arrhenius r(T) = k; exp(—e;/T') tal que 0 < r(T') < k;. por lo tanto, r(c)r(T) esta acotada
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y tiene derivadas continuas.

Se supone ademds que el sistema (1) satisface la siguiente hipétesis.
Hipétesis C. (Hipdtesis de fase-minima). Las dindmicas isotérmicas ¢ = 0(ci, — c) + Er(c,T*)
son asintdtica globalmente y exponencial localmente estables (respecto al conjunto ) en el punto

de equilibrio ¢* € Q.

Esta hipétesis establece que las concentraciones de los n componentes de la mezcla reactante
alcanzan su valor en estado estacionario cuando la temperatura estd en su valor en estado esta-
cionario. Asf, la Hipétesis C asegura que se puede establecer una relacién para Ceq €n términos de
Teq (i.€.,ceq = k(T,,) € C'). Como una consecuencia de la Hipétesis C, se asegura la convergencia
de la dindmica interna al punto de equilibrio ¢* € Q. Ademds, la dindmica isotérmica coincide
con la dindmica cero del mapa entrada-salida u — T' (ver [7]).

Varios sistemas de reacciones quimicas industriales son de fase-minima en el sentido de la
Hipétesis C [10], [11], incluyendo reacciones catliticas de la industria petroquimica. Por medio
del teorema de deficiencia cero, Feinberg [10] ha mostrado que un gran conjunto de redes de
reaccién quimicas que ocurren en un CSTR isotérmico tiene un punto de equilibrio tinico (un
atractor global), es decir, satisfacen la Hip6tesis de fase minima C, que incluyen redes reversibles
débiles con cinética de accién de las masas. En términos aproximados, el teorema de deficiencia
cero afirma que, al menos cuando la cinética es de accién de la masas, no se debe de esperar un
comportamiento exético (e.g., miiltiples estados estacionarios, estados estacionarios inestables, y
trayectorias de composicién periédicas) que resulte de las ecuaciones diferenciales que se derivan
de una red de deficiencia cero.

Debe notarse que a pesar de la estabilidad asintética global en la condicién isotérmica, la
dindmica total del reactor a lazo abierto puede tener puntos de equilibrio inestables, debido a
la interaccién con la dindmica de la temperatura. La operacién del punto de equilibrio (c*,T™)
puede corresponder a un punto de equilibrio inestable con rendimiento o productividad 6éptima

del proceso, de aqui, la necesidad de un control retroalimentado estabilizante.



Capitulo 4

Control Lineal del CSTR

4.1 EIl problema de control

El problema que se abordard en esta parte de la tesis es la estabilizacién retroalimentada del

modelo CSTR (1) con el controlador clésico PI:
4
u=ﬁ+Kp(T*—T)+K;f(T*~T(o*))dcr (2)
0

donde 7™ > 0 es el punto de referencia de temperatura, 7 > 0 es una temperatura de chaqueta
nominal y constante, Kp v K son respectivamente las ganancias proporcional e integral. Las
mediciones de temperatura se obtienen facil y econémicamente en aplicaciones industriales. Por
otro lado, las mediciones de concentracién raramente se hacen por que los dispositivos de medi-
cién (e.g., cromatégrafos) son costosos y comminmente inducen grandes retardos en la entrada
de los lazos de control. Esta es una de las razones para explicar el hecho que el control PI con

retroalimentacién de temperatura se use ampliamente en aplicaciones industriales para el control

de CSTR .

4.2 Analisis lineal de estabilidad

Como motivacién para el anélisis de estabilizacién global con el control PI del modelo no lineal del
CSTR (1), en esta seccién se proporciona un resultado de estabilizacién en un marco de anélisis

lineal [3].
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Tradicionalmente, el anédlisis de estabilidad de CSTR con compensacién PI se ha abordado via
un analisis lineal. En la vecindad N(c¢*,T*) del punto de equilibrio (¢*,T™), se puede obtener una

version entrada-salida lineal del modelo (1) via una linealizacién local:

donde AT'(s) y Au(s) denotan variables de desviacién, s = d/dt, B(s) = b,s" 4+ b,_1s" '+ ...+ by
y A(s) = s" + a,s" + ... + ap. En virtud de la Hipétesis C, B(s) es un polinomio Hurwitz
(Apéndice B).

Se puede mostrar que la ganancia de alta frecuencia es b, = 7 > 0 y en general ap # 0. De

hecho, en control de procesos es muy comiin ajustar una funcién de transferencia de la forma

K
s+ 771

Gls)=

a la respuesta escaléon. Donde K es la ganancia del proceso en estado estacionario, y 7 es la
constante de tiempo a lazo abierto. Muchos procesos quimicos (e.g., columnas de destilacién,
intercambiadores de calor, y CSTR[1]) se pueden modelar por la funcién de transferencia anterior.
En este caso, b, = K,y ap = 77 ..

Sea AT, (s) una trayectoria de referencia pre-establecida. Se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 1. Eristen dos constantes KB y KP** > 0 tal que, para toda Kp > K" y
0 < K; < K, el CSTR controlado via accion PI (1)-(2) es asintdticamente estable con respecto
a las condiciones iniciales en N(c*,T*). Ademds, AT(t) — AT.(t) conforme t — oo (i.e., sin
desviacion de estado estacionario).

Prueba. Si bien la prueba se hace con herramientas esténdares y resultados del andlisis lineal, y
en cierto sentido es directa, estd se explicard con el fin de ilustrar las caracteristicas principales
de la compensacién PI; es decir, estabilizacién con compensacién proporcional y eliminacién de la

desviacién en estado estacionario con compensacion integral.

1) Estabilizacién via compensacién proporcional. Bajo compensacién proporcional pura, la sefial
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de transferencia AT (s)/AT,(s) es

AT(s) _ KpB(s)

AT.(s)  A(s)+ KpB(s)

Entonces, la serial de transferencia AT (s)/AT,(s) es estable si y solo si el polinomio carac-
teristico A(s)+ KpB(s) = 0 es Hurwitz. Debido a que b,, > 0y B(s) es Hurwitz, un anélisis
directo de localizacién de raices (Apéndice A) muestra que existe una constante K»™, no
necesariamente positiva, tal que A(s) + KpB(s) = 0 es Hurwitz. Ademads, en el caso que

A(s) sea no-Hurwitz (i.e., sistema a lazo abierto inestable), entonces K™ > 0.

2) Eliminacién de la desviacion en estado estacionario con compensacién integral. Una desventaja
de la compensacién proporcional pura es que se presenta desviacién en estado estacionario.
De hecho, si ag # 0 se tiene que AT'(0)/AT,.(0) = Kpby/(ag+ Kpby) # 1. Esta desviacién en
estado estacionario puede reducirse, pero no eliminarse, con ganancias proporcionales muy
altas. Esto es, AT(0)/AT,(0) — 1 conforme Kp — 0o. No obstante, en la préctica el retroal-
imentado excesivo de la alta-ganancia no es recomendable, debido a que esto puede conducir
a efectos a lazo-cerrado indeseables, tales como la amplificacién de ruido de medicién y la
excitaciéon de dindmicas de alta-frecuencia. Para evitar el uso de ganancias proporcionales
excesivamente altas, se propone la adicién de una accién integral. En tal caso, la senal de

transferencia AT'(s)/AT,(s) esta dada por

AT(S) - (KPS + K})B(S)
AT.(s) _ 5A(s) + (Kps + K1)B(3)

Se nota que AT(0)/AT,(0) = 1, asi que se elimina la desviacién en estado estacionario.
Ahora el CSTR controlado (1)-(2) es asint6ticamente estable si y solo si el polinomio sA(s)+
(Kps+ K;)B(s) = 0 es Hurwitz. Se puede volver a escribir este polinomio como s(A(s) +
KpB(s)) + K;B(s) = 0. De este modo, debido a que A(s) + KpB(s) = 0 es un polinomio
Hurwitz para Kp > K& de los resultados en Smith [12] se puede concluir que existe una
K= > 0 tal que s(A(s) + KpB(s)) + K;B(s) = 0 es Hurwitz para toda 0 < K; < K.

Esto concluye la prueba. B

Observacién 1. Debido a que Kp > K& y 0 < K; < K se requieren en la Proposicién
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1, el controlador PI cldsico de CSTR se puede ver como un tipo de ganancias PI de compen-
sacion “proporcional-alta” mds “integral-baja” (HPLIC) para garantizar la estabilizacion local en

N(c*,T*) sin desviacion en estado estacionario.

Aunque las metodologias de andlisis lineal estdn bien establecidas y son poderosas, la principal
desventaja es que conducen solo a resultados de naturaleza local. De esta manera, el andlisis lineal
solo garantiza estabilidad para puntos suficientemente cercanos al punto de operacién (¢*,7*).
Un estimado para las cotas del dominio de atraccién del origen del sistema linealizado se puede
obtener del teorema de linealizacién del método de Liapunov. Un problema abierto sobre la
estabilizacién PI de CSTR, que proviene de los resultados de Aris y Amundson (3|, es como
extender los resultados enunciados en la Proposicién 1 dentro de un marco de andlisis no lineal
con el objetivo de obtener resultados de estabilizacién global. Basicamente, es el tema que se
aborda en esta parte de la tesis.

En la siguiente seccién, se proporciona un marco de andlisis no lineal para probar que las
propiedades de estabilizacién locales con el controlador PI que se establecen en la Proposicién 1
se pueden extender en forma global. Bédsicamente, se probard que el HPLIC conduce a estabilidad

asintotica global del modelo CSTR (1) respecto al punto de operacién (c*, 7).

4.3 Analisis no-lineal de estabilidad

4.3.1 Control proporcional

Al seguir pasos andlogos a los descritos en el andlisis lineal, y como un paso preliminar para
estudiar la estabilizacién de CSTR con compensacién PI, en esta seccién se trata el problema de
estabilizacién de CSTR con retroalimentacién proporcional pura. Bédsicamente, en esta seccién se
muestra que un retroalimentado proporcional con ganancia suficientemente grande, es capaz de
proporcionar estabilizacién global de CSTR alrededor de un punto de equilibrio tinico.

Se considera el modelo de CSTR (1) bajo retroalimentacién proporcional pura

u=T+ Kp(T* - T) +v (3)

donde v es una constante positiva, que se usara mas adelante para incluir la parte integral en el
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control lineal PI. Observar en la Ec. (3) que @ + v se puede tomar como una entrada de control
“nominal” bajo compensacién proporcional pura. En esta seccién, se muestra que la primera parte
de la prueba de la Proposicién 1 se cumple globalmente respecto al dominio © x R..

Proposicién 2. Sea Kp™ <4 (k. |H|| — @ — ~)/~. Para toda Kp > K&® el CSTR controlado

(1), (3) tiene un punto de equilibrio Wnico (Ceq,Teq) € 2 X Ruo. Ademds, (ceq, Tey) €s asintdtico
globalmente estable y exponencial localmente estable respecto al dominio € x Rg.
Prueba. i) Unicidad del punto de equilibrio (ceq,Teq) € © X R5p. En virtud de la Hipétesis C, el

conjunto de ecuaciones algebraicas
O(Cin — Ceq) — Er(Ceqy Teg) =0 (4)

tienen solucién unica c., = k(T.,) € C'. Si esta relacién se usa con la ecuacién de temperatura

de equilibrio T, y el control proporcional u

0 = 8(Tin — Teg) + H r(k(Teq), Teg) + (u — Te,)

u = U+ Kp(T" —Teg) + v
la temperatura de equilibrio T, satisface la relacién
—(0+ 7+ VKp)Teg + B1(v) + H'1(5(Teg), Teg) = 0= f(Tey) (5)

donde 3, (v) = 0T;, + y(KpT* + v +71) > 0.

Las soluciones de (5) se pueden interpretar geométricamente como las intersecciones entre la
linea recta L(T,q;v) = —(0 4+ v+ vKp)Teq + 5,(v) y la curva no lineal N(T.,) = HTr(k(Tey), Teq)-
Fisicamente, la igualdad L£(T.,;v) = N(T.,) puede definir uno o mas estados estacionarios en
los puntos de interseccién donde el calor generado por el termino de reaccién es igual al calor
removido por el sistema de enfriamiento y el calentamiento de los reactantes. Por la Hipé6tesis B
(2.€.,7(K(Teq), Teq) = 0 para toda T, < 0) y debido a que 8 + v+ vKp > 0y (,(v) > 0 se tiene
que L(T.4;v) = N(T,,) solo si T, > 0. Esto muestra que las soluciones de (5) son fisicamente
factibles.

Por un caso especial del teorema del valor medio, la funcién f(T.,) puede solo ser igual a
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cero en dos valores diferentes de T,,, si esta funcién tiene una derivada cero sobre el rango de
temperatura de equilibrio T, de interés. Se tiene que cualquier criterio que hace que df (T,,)/dT.,

no sea cero es suficiente para garantizar una solucién unica de la Ec. (5). Asi,

df (Teq)
dT.,

=—(0+vy+vKp)+ HTr'(ﬁ(TEq), Taa)

Debido a que 6 + v +vKp > 0, con Kp > Kg™ y de la Hipétesis B (i.e., 7' (k(Tey), Teq) = kr), la
ecuacién (5) tiene solucién tnica.

Considere el siguiente mapeo:

o N(Teq) + B4 (v)
Tiiag) = e AL (©)
entonces
’d:rmq) _ ‘ N'(Teg)
dTeq 0+ v+ ’}’KP

donde N'(T,q) = dN (T.y)/dTeq = HT [(dr/dceq)(dk(Tey)/dTeq) + (dr/dT.,)] . Debido a que 7(c, T) €
C', la Hipdtesis B implica que N(T,,) < ||H|| k.. Por lo tanto para K, > A3

N'(Teg)

<1

T (T.,)
T

Se deduce que (6) es una contraccién. La prueba se completa al aplicar el Teorema del Mapeo de
Contraccién (Apéndice B) y al observar que T(T,,) € C' con respecto a c., = k(Ty,) y Tey. De

este resultado, se concluye la existencia de una funcién y € C? tal que

donde 7(v) es la solucién para (5).
ii) Estabilidad exponencial global del punto de equilibrio (cl,,T.,)" = x(v). Se puede escribir
el CSTR (1), (3) controlado como

¢ =06(cin—c)+ Er(c,T)
P = -0 +v+vKp)(T - Teq) + HT r(e, T)~ T(Cequeq)]
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Al considerar la funcién cuadrética V' = (T'—T,,)*/2. La derivada de V a lo largo de las trayectorias

de (8) conduce a

Vi =—(0+7+vKp)(T = Tg)* + (T — To) H [r(c, T) — 7(Ceqy Tug)]
< =0+ +7Kp)(T — Teg)* + || H|| k(T — Toq)?
=—(0+7+vKp— || H| k) (T — Tey)?

<0, para todo (¢,T) € 2 xR

La prueba se puede concluir al invocar el Principio de Invarianza de LaSalle [13] (Apéndice B) y
la Hipétesis C de fase-minima. La estabilidad exponencial local se deduce de la Hipétesis C y el

hecho que V(3)< 0 en la coordenada 7'. B

El mapa n : R — R es el mapa entrada-salida en estado estacionario del CSTR controlado
(1),(3) cuando v se toma como la entrada de control y la temperatura 7" se toma como la salida

regulada. El siguiente resultado establece que no existe multiplicidad de entrada para Kp > K&

Corolario 1. La funcién n(v) (ver Ec. (7)) se incrementa mondtonamente.
Prueba. De la Ec. (5), y debido a que la Hipétesis B implica N(T,,) < ||H|| k, se obtiene que
para toda Kp > K®'" (Proposicién 2)

dﬂ(v) _ i > 2 >
dv 6 +~+vKp—N'(Ty) ~ O0+~v+vKp— ||H| kr

0

asf que 7)(v) es una funcién que se incrementa monétonamente. l

Observacién 2. La Ecuacion (5) corresponde a la denominada relacion de Van Heerden [3], [14].
A esta ecuacion se le puede dar una interpretacion fisica. El término L(T.q;v) proporciona la
velocidad de eliminacion de calor por el sistema de enfriamiento y al calentar los reactantes. FEl
término N (T,,) proporciona la velocidad de generacion de calor debido a la actividad de reaccion.
En un punto de equilibrio, las dos velocidades deben ser iguales. Por otro lado, un estado esta-
cionario inico se puede asequrar fisicamente cuando la pendiente de la linea de calor removido
(i.e., 0+~ +vKp), es mayor que la pendiente de la linea de calor generado (Hr'(k(Teq), Tuy)),

en el rango de temperatura de interés.

35



Desviacién en estado estacionario

En general, (ceq,Teq) # (c*, 7). De hecho, el control proporcional (3) y el CSTR (1) conducen a

0 = G(Tz - Teq) + HTT(ceq: Teq) - '7Teq Y [ﬂ +v+ KP(T, - Teq)]

entonces, la igualdad (ceq, Teq) = (¢*, T*) se puede lograr si
i4+v=T"—~v" [G(T,-n -T*)+ HTT(C*,T*)] (9)

Sin embargo, en varios casos industriales el vector de cinéticas de reaccién r(c,T) se conoce
? ?
pobremente o en otros casos es desconocido, asi que r(c*,T*) no se puede calcular con exactitud.

Esto induce un desviacién en estado estacionario

A= (AT, A)T eR* xR
donde A, -t e =ity y No el T.q. Se puede calcular A de la siguiente forma. Debido a que

(Ceq, Teq) satisface

K = _f},—lKgl [B(T; - T;q) - ’Y’I;q + HTT(CEQ,Teq) + (T + U)]
tenemos que A satisface las ecuaciones algebraicas

Ay = —x(Ay) + ¢ (10
Dy =T —(0+~+7Kp)"' [HTR(A1, As) + B4 (v)]

donde 5(Ay) & k(T* — Ay) y R(A1, Ag) % r(c* = Ay, T* — Ay). En virtud de la Proposicién 2, el
conjunto de ecuaciones algebraicas (10) tiene solucién tinica. Como en el marco de anilisis lineal

de estabilidad (Sec. 4.1), se tiene que la desviacién en estado estacionario tiende a cero conforme

Kp — o0.

Proposicién 3. La desviacion en estado estacionario A — 0 conforme Kp — oc.

36




Prueba. De (10) y la definicién de 3,(v), se tiene lo siguiente

HTR(Ay, Ay) + B, (v)

lim Ag = T"— lim

Kp—oo Kp—oo 9+'Y+‘7KP
. . HTR(A1,A2) + 0T +y(KpT* + v +7)
= T — lim
= P T IREL g

Kp—oo ’YKP

Por otro lado,

KEToo A = A:r_r}o [—&(T* — Ay) + 7]
= Ali,IBo [—&(T") + 7]
= lim [-c"+¢]=0
A3—0

Esto prueba que el error en estado estacionario A tiende a cero conforme Kp — oo. B

Observacién 3. De la Ec. (9) se puede obtener un valor para la entrada nominal u. De hecho,
s1 5 > 0 es un estimado del pardmetro de transferencia de calor ~ y si el vector de cinéticas de

reaccion r(c,T) se desconoce, se puede tomar u = T* — 5 20(T;, — T*).

Como en el caso del andlisis lineal, la desviacién en estado estacionario se puede reducir, pero
no eliminar, via control con ganancia proporcional alta. Como se discutié antes, las ganancias
altas excesivas altas no son recomendables, debido a que se pueden amplificar los efectos del ruido
de medicién y de la dindmica no modelada.

De los resultados en las proposiciones 1 y 2 se puede observar que no se requieren ganancias
proporcionales excesivas altas para lograr la estabilizacién (sin considerar la desviacién en estado
estacionario). La condicién en la Proposicién 1 proporciona un estimado bastante conservador
del limite inferior de la ganancia proporcional que se requiere via andlisis lineal. La Proposicién 2
proporciona un estimado de la ganancia proporcional que asegura que no existe multiplicidad de
entrada para Kp > K%', De hecho,

in def |[H| kr — 6 —
Kmin %! 1A . v

(11)

Al seguir ideas tradicionales, como en el andlisis lineal, en la siguiente seccién se introduce una
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accion integral para remover la desviacién en estado estacionario.

4.3.2 Control proporcional-integral

En el andlisis anterior, se tomo a v como un parametro constante. En esta seccién, este parametro

se toma para el diseno de la compensacion integral:
pi= (T —T) (12)

donde K; > 0 es la ganancia integral.

Teorema 1. Considere el controlador PI cldsico

u =ﬂ+Kp(T*—T)+??
(13)
v =K (T*-T)

con Kp > K%', Eriste un K" > 0 tal que el CSTR controlado (1),(13) es asintdtico globalmente
y exponencial localmente estable en la posicion de equilibrio (c*,T*) € Q x Ry, para todo 0 <
Ky = K==,

Prueba. Para probar el resultado, se hace uso de una técnica de transformacién de lazo que se

describe en [15]. Las ecuaciones que describen el sistema en lazo cerrado son

¢ =6(cin—c)+ Er(c,T)
T =0Tm—-T)+HTr(c,T) =T +vKp(T* = T) + yv + 71 (14)
v =Ki(T*-T)

El desplazamiento del punto de equilibrio al origen se describe a continuacién. Primero, se define
v* que satisface la relacion

T" =n(v") (15)

y la funcién ¢ como

p(v) = K(n(v")) (16)
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Observar que ¢(v) € C'. Ahora, se definen las nuevas variables

o) = c(t) - p(u(t)
y(t) =T(t) - n(o(t)) (17)

w(t) =v(t) —v*
Al usar z(t), y(¢) y w(t) como variables de estado, la Ec. (14) es

z =0(cin—2—p(w+v)) + Ep(z,y,w)
+K 1 Dyp(w +v*) [y + n(w + v*) — n(v*)]

Yy =—(0+7+7Kp) [y +n(w+ )]+ H p(z,y,w) + By (w + v*) (18)
+KDyn(w +v*) [y + n(w + v*) — n(v”)]

w =—Kily+n(w+v*) —nv*))

donde Dy,p(w + v*) = dp(w + v*) /0w, Dyn(w + v*) = dn(w + v*)/ow y
o2,y ) =7 (2 + plw + 1),y + 1w + 7)) (19)

Las condiciones iniciales para el sistema (18) estdn dadas por z(0) = ¢(0) — ¢(v(0)), y(0) =
T'(0) — n(v(0)) y w(0) = v(0) — v*. Debido a que r(c,T’) € C', la solucién (z(t),y(t), w(t)) de (18)
esta definida tinicamente para toda t > 0.

Se puede comprobar que la Proposicién 2 y la igualdad y., + n(weq + v*) — n(v*) = 0 impli-
can que el origen es el punto de equilibrio wdnico de (18). Ademads, debido a que r(c,T) € C*,
(2(t),y(t),w(t)) — (0,,0,0) conforme t — oo implica que (c(t),T'(t)) — (c*,T*) conforme t — oo.
Por lo tanto, esto es suficiente para probar la convergencia asintética (z(t), y(t), w(t)) — (0,,0,0).

Sea 7 </ Kt la nueva escala de tiempo, z.e., 7 es un tiempo lento comparado a ¢t. Tomando a

las variables z, y, y w, en la nueva escala de tiempo:

zp(1) = 2(1/KJ)
Ypo(17) =y(7/K1) (20)
wp(T) :w(T/KI)
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Se denota z}, a dz,/dr, etc. En esta nueva escala de tiempo, se puede volver a escribir (18) como

K1z, =0(cin — 2, — p(wp + ) + Ep(2p, Yp, wp)
+ K1 Dup(wy +v*) [yp + n(wp + v*) — n(v7)]

Kry, =—(0+~v+7Kp) [yp + n(wp + v*)] + HT p(2p, yp, wp) + By (wp + v¥) (21)
+EK 1 Dun(wp +v°) [yp + n(wp + v*) — n(v7)]

w;, = —yp — N(wp + v*) + n(v*)

Bésicamente, las Ecs. (18) y (21) describen las mismas dindmicas pero en diferentes escalas de
tiempo, entonces, como en (18), el origen es el punto de equilibrio tnico de (21). Para valores
suficientemente pequenos de K; > 0, el sistema estd en la forma estandar de perturbacién singular
(15, [16] (Apéndice B), donde (27,y)T € R™ x R es el vector de variables rdpidas, w € R es la
variable lenta y K; > 0 es el pardmetro de perturbacién.

Si en (18), K; = 0, entonces w(t) + v* = v(0) para toda t > 0, se tiene

z =0 (cin— 2z —(v(0))) + Ep(z,y,v(0) —v*)

y =—(0+7+7Kp)ly+nv(0)]+ H p(z,y,v(0) — v*) + B,(v(0))

(22)

Este sistema (22) con v(0) tratado como un pardmetro fijo se denomina el sistema de capa-limite
[15] del sistema perturbado singularmente (21). El sistema (22) se puede escribir en la forma (8)
con (Ceq, Teg)” = x(v(0)), de forma que la Proposicién 2 implica que (22) es asintético globalmente
y exponencial localmente estable para toda Kp > K&

Sien (21) K; = 0, entonces se obtiene el sistema reducido [16] del sistema perturbado singu-
larmente (21):

wy, = 7(v") = n(wp +v7) (23)

Con respecto a este sistema, existe una constante positiva ¢ tal que la solucién de (23) satisface

que para toda w,(0) € R y para toda 7 > 0
lwp (7, wp(0))| < |wp(0)] exp(—67) (24)
De hecho, al tomar la funcién cuadrética P(w,) = wf,, la derivada P(24)a lo largo de la trayectoria
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de (24) esta dada por

Paay= 2w, [n(v") — n(w, + v*)]

Debido a que 7(v) es una funcién que se incrementa monétonamente (Corolario 1), (i.e., —(n(wp +
v*) — n(v*)) = —éw) se obtiene
Pegy< —26w?

Por lo tanto, de la definicién de P(w,), se tiene que

& (up(r, w(0))* < ~26 (1, (. w,(0)))’

lo cual conduce a la desigualdad (24). Esto prueba que el sistema reducido (23) es exponencial
globalmente estable.

En este punto, se ha probado que el sistema a lazo cerrado (21) cumple todas las consideraciones
del Teorema 2 en Hoppensteadt [16]. Por consiguiente, existe una K™ > 0 tal que para toda
K; € (0,K7*), el punto de equilibrio (¢*,7*) del CSTR controlado via compensacién PI es

asintético globalmente y exponencial localmente estable. Esto concluye la prueba. B

Observacién 4. Del andlisis de estabilidad antes descrito, se puede interpretar a la accidn
integral v = K;(T* — T) como un tipo de compensacion adaptable lenta, donde la variable v(t)
proporciona un estimado asintdtico de la constante en estado estacionario desconocida (ver Ec.
(9) T* =" [0(Tin = T*) + Hr(c", T*)] — .

Observacién 5. En linea a las técnicas de linealizacion entrada-salida [17), el andlisis de esta-
bilidad descrito en esta parte de la tesis proporciona una extension natural del compensador PI
cldsico. De hecho, si la temperatura de alimentacion T, se mide y ¥ > 0 es un estimado del
parametro de transferencia de calor v, se puede tomar una entrada nominal variante en tiempo;
es decir, u = T — 5 Y(T,, — T'). En este caso, los resultados de esta parte de tesis también son
vdlidos. Observar que u =T — 5 ' (Ti, — T) se puede ver como una pre-compensacién para la

velocidad de remocion de calor debida al calentamiento de reactantes y el sistema de enfriamiento.

Observacién 6. Con base al cambio de coordenadas (17) y la estructura de perturbacion sin-
gular del CSTR controlado (21), se puede hacer una interpretacion geométrica de la estructura

PI cldsica. Debido a que el subsistema lento en (21) corresponde a la accién integral v(t) =
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K; fot(T* — T(0))do, en tiempos cortos O(Kj) se tiene que v(t) =~ v(0). Por lo tanto, el subsis-
tema rdapido en (21) corresponde al CSTR controlado bajo retroalimentacidn proporcional casi pura
uw="u+ Kp(T*—T)+v(0) para tiempos del orden de O(Ky). Se conoce que el subsistema rdpido
(22) es asintético globalmente estable alrededor del punto de equilibrio x(v(0)) (Proposicién 2). En
virtud del cambio de coordenadas (17), las cuales miden la distancia desde la trayectoria de estado
fisica (c(t),T(t))T hasta la localizacion de puntos de equilibrio x(v), las trayectorias controladas
via compensacion PI convergen a una vecindad del punto de equilibrio x(v(0)). A largo plazo, la
accion integral v(t) = K; f; (T* — T(0))do actualiza lentamente el valor v(t), en tal forma que la
trayectoria controlada (c(t), T(t))T se desliza asintdticamente a lo largo de la curva de localizacion
de raices x(v(t)) para alcanzar el punto de equilibrio deseado (c*,T*)". De esta forma, como se
discutié en la Observacion 4, la accion integral K fJ(T* —T(o))do también se puede interpretar

como un tipo de esquema de adaptacion a lo largo de la curva x(v).

Observacién 7. Se debe hacer énfasis que la condicion 0 < K; < K™ en el Teorema 1 es
solamente suficiente. De hecho, en el caso de estudio que se presenta en el siguiente capitulo se
muestra que la estabilidad asintética global se puede obtener aun cuando K; — oo. Sin embargo,
la estimacién de K para casos espectficos no es un tema facil, asi, el resultado en el Teorema

1 se debe ver como un resultado de robustez.
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Capitulo 5

Caso de Estudio

En este capitulo se ilustran los resultados del analisis derivados en el capitulo previo con un
ejemplo cldsico; el CSTR estudiado por Aris y Amundson [3]. El caso de estudio consiste de una
reaccién altamente exotérmica e irreversible de primer-orden A — Productos. Si ¢ € R se usa para
denotar la concentracién de la especie quimica A, el modelo se puede describir con la Ec. (1)
con E = [-1], r(¢,T) = kocexp(—E./R,T), donde &, > 0 es la energia de activacién y R, es
la constante universal de los gases. Para 6 = 1, ¢™ = 1, T"™ = 1, kg = exp(25), &,/R, = 10,
H =200, v =1y u = 350, el CSTR presenta tres puntos de equilibrio [3]. Uno de esos puntos de
equilibrio, localizado en (0.5,400), es inestable (tipo silla).

Se considera que el objetivo de control es estabilizar el CSTR en el punto de operacién in-
estable (¢*,T*) = (0.5,400). En este caso, la Hipétesis C se satisface. De hecho, las dindmicas
isotérmicas ¢ = 0(c;, — ¢) — kocexp(—E&,/RyT™) son lineal y asintéticamente estables con respecto
al punto de equilibrio ¢* = f¢;,, /[0 + ko exp(—E./R,T*)]. Por lo tanto, en virtud del Teorema 1,
la estabilizacién exponencial local y asintética global se puede obtener con el control cldsico PI
con valores suficientemente grandes de la ganancia proporcional Kp > 0 y valores suficientemente
pequenos de la ganancia integral K; > 0 .

Se considera primero el CSTR controlado bajo ganancia proporcional pura u = u + K,(T* —
T)+v, donde v € R, se utiliza (ver Ec. (3)). Un estimado de K#'™ = (k. ||H|| — 6 —v)/~ se puede
obtener (ver Proposicién 2), donde N'(T.,) = H [(dr/dcey)(dk(T.y)/dTeq) + (dr/dT.,)]. Debido
a que la Hipétesis B implica que N'(T,,) < ||H|| k., entonces al tomar la igualdad en la expresién

anterior con 7(Ceq, Teg) = KkoCeq €XP(—Ea/RgTeq) ¥ K(Teq) = Ocin/ [0+ ko exp(—Ea/ RyTeq)], se obtiene
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Figura 5-3: Retrato-fase (¢(t),T(t)) para el CSTR controlado bajo retroalimentado proporcional
puro con v =0, u = 360 y Kp = 6.

Kpn ~ 58. De acuerdo con la Proposicién 2, el CSTR bajo la retroalimentacién proporcional
anterior tiene un punto de equilibrio vnico para cualquier 7 +v € Ry Kp > Kp™".

La Figura 5.1 presenta el diagrama de Van Heerden para v = 0, @ = 350 y tres valores
diferentes de Kp. Debido a que @ = 350 corresponde al valor nominal actual de la entrada de
control, (0.5,400) es siempre un punto de equilibrio para cualquier Kp > K2, Esto es, conforme
Kp se incrementa, la linea de remocién de calor £(T,,; v) gira en sentido contrario a las manecillas
del reloj con el punto (0.5,400) como pivote fijo. Este no es el caso si © # 350. La Figura 5.2
presenta el diagrama de Van Heerden para v = 0, u = 360 y los tres valores diferentes de Kp como
en la Figura 5.1. Observar que, conforme Kp se incrementa, la linea de remocién de calor £(T.,; v)
gira en sentido contrario a las manecillas del reloj sin pivote fijo. Esto es, el punto (0.5,400) ya
no es el punto de equilibrio del CSTR controlado y, por lo tanto, se presenta la desviacién en
estado estacionario. Sin embargo, como se predice por la Proposicién 2, la desviacion en estado
estacionario disminuye conforme Kp se incrementa.

La Figura 5.3 presenta el retrato-fase (¢(t), T'(t)) para el CSTR controlado bajo retroalimentado
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proporcional puro con v = 0, @ = 360 y Kp = 6. Debido a que Kp > K" se obtiene estabilidad
asintética global respecto al punto de equilibrio x(0) =~ (0.468,402) (Proposicién 2). Para eliminar
la desviacién en estado estacionario (0.5,400)-(0.468,402), se usa una accién integral simple con
ganancia integral suficientemente pequena K;. La Figura 5.4 presenta el retrato-fase (c(t),7°(t))
para el CSTR controlado con K; = 0.5. A excepcién de una vecindad del punto de equilibrio
deseado (0.5,400), el retrato-fase con el control PI es el mismo al retrato-fase con control propor-
cional puro. De hecho, en una vecindad de (0.5,400), la accién integral rectifica las trayectorias
para alcanzar el punto de operacién deseado (ver los detalles en el la insercién). Aun mads, las
trayectorias primero convergen dentro una vecindad al punto de equilibrio anterior (0.468,402),
y se “deslizan” dentro una vecindad de una curva para alcanzar el punto de equilibrio (0.5,400).
Como se discutié en la Observacion 6, tal curva de deslizamiento corresponde a la localizacién de
puntos de equilibrio x(v) (ver Figura 5.5). Este fenémeno se puede apreciar mejor en la Figura
5.6 donde se toma u = 400 K.

Del anélisis lineal se obtiene un estimado de K™, es decir KEJ5, (ver Seccion 4.2). En el punto
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de operacién (0.5,400), la linealizacién local conduce a la funcién de transferencia (Apéndice A)

AT s+ 2

Au  s2—225s—225

El polinomio caracteristico en lazo-cerrado bajo retroalimentado proporcional puro es s + (Ky—
2.25)s + (2Kp — 2.25) = 0. Por lo tanto, KP}}, = 2.25 es suficiente para obtener estabilizacién
local. Sin embargo, la condicién Kp > 2.25 no es suficiente para obtener estabilizacién global. De
hecho, la Figura 5.7 presenta el retrato-fase (¢,7T) para Kp = 3.0, K; = 0.5 y u = 370, lo cual
muestra que las trayectorias controladas con condiciones iniciales lejos del punto de operacién que
se desea (0.5,400) son atrapadas por un ciclo limite estable. La insercién en esta figura muestra
una trayectoria convergente, lo cual demuestra que el controlador PI con el conjunto de pardmetros
de control que se establecen antes es un estabilizador local. Esta simulacién ilustra el hecho que
los estimados del andlisis lineal no son suficientes para obtener estabilizacién global, es decir, solo
proporcionan un estimado de la ganancia proporcional, para obtener resultados de estabilidad local.
Sin embargo, el estimado KF" ~ 5.8 del anélisis no lineal puede ser conservativo. La Figura 5.8
presenta el retrato-fase para Kp = 4.0, de la cual es evidente que se puede obtener estabilizacién
global PI del CSTR para Kpj» < Kp < Kp™.

Para ilustrar el hecho que K7 puede ser muy grande (ver Observacién 7), la Figura 5.9
presenta el retrato-fase para un valor grande de la ganancia integral; K; = 100. Se puede ver que
se obtiene estabilizacién asintética global con este valor grande de K.

Los resultados en las Figuras 5.3, 5.4, 5.6, 5.8, y 5.9, muestran que para preservar la propiedad
de estabilidad global alrededor de la referencia T = 400.0, se presentan excursiones de temperatura
muy grandes. Esto se debe a las limitaciones del sistema de enfriamiento para remover el calor
generado por la reaccién. Si no se puede anadir o remover calor suficientemente rapido del CSTR,
entonces el volumen del proceso se debe disminuir hasta que la transferencia de calor ocurra a
una velocidad adecuada. Asi, es necesario considerar una accién adicional con el fin de enfriar el

reactor. Una posibilidad factible es disminuir la cantidad de reactante alimentada al reactor con

el fin de reducir las velocidades de reaccion, y por lo tanto, el calor que se genera.
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Capitulo 6

Conclusiones

En esta parte de la tesis se ha estudiado la estabilidad del CSTR controlado bajo compensacién
de temperatura PI cldsica. Al explotar la estructura de los modelos de CSTR y al usar resultados
de estabilidad de sistemas no lineales perturbados singularmente, se prueba que la estabilizacién
asint6tica global de CSTR se puede obtener con un compensador de ganancia proporcional alta més
ganancia integral baja. Ademads, las consideraciones fundamentales que soportan este resultado
son moderadas y realistas.

Se ha demostrado que el control lineal retroalimentado PI para la regulacién de temperatu-
ra tiene propiedades de estabilidad no-locales, lo cual respalda las propiedades en lazo cerrado
observadas en la industria al usar este tipo de controladores con una sintonizacién adecuada.

Los resultados de las simulaciones numéricas sobre el CSTR exotérmico de Aris y Amundson
3], muestran que para preservar la propiedad de estabilidad global, se puede requerir un esfuerzo
de control excesivo, el cual origina grandes excursiones de temperatura, las cuales desde una
perspectiva industrial no son aceptables. Esta condicién de operacién en reactores industriales
se puede relajar al introducir variables manipulables extras para compensar las limitaciones del
intercambio de calor.

Algunos problemas précticos con respecto al control PI cldsico necesitan un estudio adicional.

En particular,

e 1o existen estimados globales eficientes del funcionamiento,

e las propiedades de estabilidad bajo saturaciones en la entrada de control se deben establecer,
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e los efectos de dindmicas no-modelada de alta-frecuencia (e.g., dindmica de actuadores ) sobre

las propiedades de estabilizacién PI global se deben estudiar.

El uso de esquemas mas sofisticados, como los que se basan en la teoria de control moderna de
sistemas no lineales [18], [6], [7], ha resuelto satisfactoriamente los puntos anteriores. Sin embargo,
la motivacién inherente de estudiar formalmente los alcances y limitaciones del control lineal se

debe a su estructura tan simple y su aceptacién en la practica industrial.
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Capitulo 7

Introduccion

Muchos procesos en ingenierfa qufmica son esencialmente sistemas de pardmetros distribuidos
(DPS) por que se describen adecuadamente por ecuaciones diferenciales parciales (PDE). Esto
significa que se caracterizan por una dimensionalidad infinita, con tiempos de retardo largos, vari-
ables y desconocidos debido a los fenémenos de difusién y conveccién inherentes en tales procesos.
Procesos quimicos representativos que se modelan por DPS incluyen reactores bioquimicos [1],
procesos de extraccién de vapor [2], transporte reactivo biolégico cerca de pozos de inyeccién (3],
separacién cromatogréfica (4], reactores quimicos [5], y procesos de extruccién en polimeros[6].
La mayorfa de las técnicas practicas de control para DPS se basan en modelos ad hoc de
parametros concentrados espacio-estado o entrada-salida simples. Por lo general tales aproxima-
ciones son inadecuadas para disenos de control y andlisis de estabilidad de DPS, debido a que
estos modelos de pardmetros agrupados ignoran la naturaleza espacial variante del DPS, perdien-
do caracteristicas intrinsecas de los sistemas originales. Por lo tanto, la descripcién y el anélisis
correcto del sistema de control asociado con DPS debe ser en términos de PDE, con acciones de
control que estén distribuidas sobre el dominio espacial total (control distribuido), que se apliquen
en la frontera del dominio espacial (control frontera), o que se activen solo en puntos especificos
de este dominio (control puntual). El diseno de control y el andlisis de estabilidad para DPS son
problemas complicados para los académicos y los ingenieros de control industriales 7], (8], [9].
Varias propuestas se han realizado para desarrollar un marco que unifique la sintesis y el
andlisis de controladores retroalimentados para DPS que toman en cuenta la naturaleza no lineal

y distribuida de esta clase de procesos. El uso de linealizacién de términos no lineales para obtener

o6



un DPS lineal y después aplicar algin método de control para DPS lineales es ineficiente debido
a las severas no linealidades, ya que ésto garantiza solo estabilidad local [10]. Chen y Chang
[11] propusieron el uso de técnicas de descomposicién espectral para desarrollar modelos de orden
reducido para procesos no lineales difusién-conveccién, al explotar la propiedad de separacién
de escalas de tiempo de los operadores elipticos. Este concepto se extendié por Christofides y
Daoutidis [8], [12] y Christofides [13] para desarrollar controladores retroalimentados estabilizantes
de dimensién-finita para sistemas de control distribuidos. Especificamente, ellos proporcionaron
una propuesta rigurosa y sistemadtica para disenar controladores no lineales y analizar la dindmica
a lazo cerrado resultante. Pruebas numeéricas extensivas han demostrado la eficacia del diseno
de control propuesto y la propuesta del andlisis de estabilidad. Ejemplos de aplicacién de estas
técnicas de control incluyen el control de temperatura en el proceso de crecimiento del cristal
Czochralski [14], control de la distribucién de tamanos en un cristalizador continuo [15] y un
reactor de aerosol de titania [16]. Con una perspectiva elegante y diferente, Alonso e Ydstie [17]
y Alonso et al. [18] usaron conceptos de pasividad y termodindmica para disenar controladores
estabilizantes para una clase de DPS. La principal conclusién de sus resultados es que cualquier
proceso quimico se puede estabilizar por control PID lineal distribuido a condicién de que la
localizacién de actuadores y sensores sea adecuada.

El problema de control frontera de DPS ha recibido mucho menor atencién que el control
distribuido. La principal dificultad asociada con el control frontera de DPS deriva del hecho de
que las acciones aplicadas en la frontera tienen solo efectos de control indirecto en el dominio
del sistema [9]. Ejemplos de procesos industriales con acciones de control en la frontera del
sistema son reactores bioquimicos [1], extraccién de vapor (2|, transporte reactivo bioldgico cerca
de pozos de inyeccién [3], separacién cromatogréfica [4] y reactores quimicos [5]. En la literatura de
ingenieria de procesos, pocos articulos han aparecido que tratan el problema de control frontera.
En particular, Olivei [19] presenté una aplicacién de la regulacién de temperatura en procesos
de crecimiento de cristales. Hanczyc y Palazoglu [20] aplicaron control de modo deslizante a un
reactor tubular isotérmico. Desafortunadamente, el control de modo deslizante es discontinuo, lo
cual, en la préctica, puede conducir a efectos de estabilidad y de funcionamiento adversos (e.g.,
amplificacién severa de ruido). Olmstead y Schmitendorf [21] usaron control éptimo con aplicacién
al problema cldsico de conduccién de calor puro. A pesar de que la propuesta de control 6ptimo

conduce a resultados de estabilidad global, estos controladores dan una légica de interrupcién
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compleja y no garantizan propiedades de robustez en lazo cerrado, debido a la ausencia de una
caracterizacion adecuada de incertidumbres. Gundepudi y Friedly [5] usaron teorfa de control
geomeétrico para tratar el diseno de control de velocidad para una clase de DPS hiperbdlicos no
lineales. El control retroalimentado resultante es una dindmica inversa no lineal la cual hace uso
de la cancelacién exacta de las no linealidades. Chakravarti y Ray [22] usaron identificacién en
linea de funciones singulares, las cuales capturan la naturaleza variante espacial de DPS. La idea
principal para el andlisis de la operacién y el diseno de control es usar modelos aproximados, con
base a las funciones singulares. En este caso, se us6 la dindmica de un reactor quimico tubular
para ejemplificar sus resultados.

Estos resultados constituyen avances interesantes, en el sentido que muestran como el diseno
del control frontera para procesos de pardmetros distribuidos puede mejorarse, atin con lo hecho
usando técnicas de control avanzado lineal o no lineal. Sin embargo, para el desarrollo de una
metodologia de disenio de control con un procedimiento sistemético de construccién-sintonizado
y con un riguroso respaldo teérico con ideas de control constructivo desarrolladas recientemente,
los siguientes puntos deben de tratarse: la condicién de estabilidad robusta a lazo cerrado, su
relacién con el esquema de sintonizado de las ganancias, la identificacién y caracterizacién de los
compromisos desempeno-robustez fundamentales que respaldan el funcionamiento robusto, y las
propiedades de estabilidad robusta.

Desde el punto de vista de aplicacién, muchos DPS en la industria quimica y bioquimica se han
resuelto en forma eficiente al usar control lineal, incluyendo compensadores P1/PID tradicionales.
Sin embargo, a pesar del funcionamiento exitoso industrial del control lineal, hasta ahora en
la literatura cientifica sobre control de procesos quimicos, no se encuentran resultados rigurosos
reportados que respalden esta capacidad de regulacion.

En objetivo de esta parte de la tesis, es usar un marco de sistemas no lineales, para disenar
y estudiar el control en frontera lineal PI en una clase de DPS no lineales. En particular, se
prueba que si el proceso de pardmetros distribuidos no-lineal es estable exponencialmente y tiene
un mapa entrada-salida estrictamente mondétono, entonces un controlador retroalimentado simple
PI de ganancias bajas, conduce a una regulacién asintética global y exponencial local de la salida.
A pesar que se tratan sistemas estables, un control retroalimentado tiene mejores propiedades
que el control a lazo abierto, el cual es incapaz por ejemplo, de rechazar perturbaciones aditivas

a la entrada de la planta. El andlisis de estabilidad, conduce a una construccién sistematica del
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controlador, a un criterio de estabilidad en lazo cerrado, y a una explicacién del comportamiento
dindmico en lazo cerrado. La aplicabilidad de los resultados tedricos y la construccién de los
esquemas de control se ilustran al considerar tres casos de interés en la industria quimica: un
intercambiador de calor, un reactor bioquimico y un reactor quimico de flujo tapén con reacciones

paralelas.
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Capitulo 8

Preliminares

Notacién. H (I,,R") es un espacio de Hilbert de dimensién infinita, de funciones vectoriales de
dimensién n definido sobre el dominio I, = [2;, 23] C R, donde z € I, es la coordenada espacial;
0, € H (I.,R") es la funcién cero. ; para la funcién g(y); Dg(yo) denota la derivada de Fréchet
de g evaluada en yp; para la funcién f(z,y), Dy f(zo,y0) (D2f(z0,30)) denota la derivada de f
con respecto a la primera (segunda, respectivamente) variable evaluada en (zg,yy); |f| denota la
norma Euclidiana del vector f € R™; ||f|| denota la norma sobre L3(1,), i.e., ||f||* = flz |f?dz, v

E(f,t) = 3 |If(t)|]? es la energia de f(t). Finalmente, 27 denota la transpuesta de z.

8.1 Consideraciones generales sobre DPS

Los sistemas fisicos que aparecen en la naturaleza son comiinmente de caracter distribuido. Es
decir que las variables de estado dependen de las variaciones espaciales y temporales y los modelos
matemadticos que describen estos fenémenos involucran PDE. Los sistemas de PDE no lineales
surgen frecuentemente en el modelamiento de procesos difusién-conveccién-reaccion (e.g., reactores
de cama empacada y de cama fluidizada). Ejemplos de DPS en ingenieria quimica incluyen
reactores de cama empacada o tubulares, procesos de calentamiento metalirgicos, reactores de
cama fluidizada y procesos de extruccién en polimeros [6].

Los procesos quimicos de pardmetros distribuidos tipicos se describen por PDE de primer
y segundo orden, que se clasifican cominmente en tres categorias: hiperbdlicas, parabdlicas y

elipticas. Los sistemas de PDE hiperbdlicos se caracterizan por un carédcter altamente oscilatorio,
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con frecuencias altas, velocidad de propagacion finita y ausencia de suavidad. Los sistemas de PDE
parabdlicos tienen propiedades de regularidad y espectrales diferentes a las ecuaciones hiperbélicas,
y se caracterizan por tener modos de alta frecuencia estables [23].

Todas las PDE de primer orden son hiperbdlicas (e.g., reactores de flujo tapén (PFTR)). La
denominada ecuacién de calor y los reactores con dispersién axial son parabélicos. Estos sistemas
se describen en estado estacionario por ODE (donde la variacién de las variables de estado es
solo en una direccién de las coordenadas espaciales), o PDE (cuando la variacién de las variables
de estado es en mas de una direccién). Las ODE del estado estacionario del modelo distribuido
uni-dimensional puede ser un problema de valor inicial (e.g., modelos de flujo tapén) o problemas
de valor en la frontera en dos puntos (e.g., modelos con dispersién axial sobreimpuesta al flujo
tapén). Las ecuaciones que describen la dindmica de procesos distribuidos son invariantemente
PDE.

Es 1itil recordar que el estado estacionario de un sistema de parametros concentrados es un
punto en el espacio estado, que se define por la solucién de un conjunto de ecuaciones diferenciales
algebraicas que surgen cuando las derivadas respecto al tiempo son cero. En DPS el estado
estacionario debe ser una funcién de la posicién espacial, debido a que esta es la solucién de
un conjunto de ODE. Para un PFTR se puede mostrar que solo son posibles perfiles tinicos en
estado estacionario [24]. Cuando existe un retromezclado de masa y calor, existe la posibilidad de
miiltiples estados estacionarios [25]. El retromezclado puede resultar del reciclo fisico o por efectos
difusionales o dispersivos (i.e., reactores con dispersién axial). Para el modelo de dispersién axial
con una reaccién simple se han desarrollado condiciones suficientes para la unicidad, al utilizar
métodos de punto fijo, teoremas de comparacién, teorfa de bifurcacién y funciones de Liapunov
[25].

La ausencia de una teorfa de PDE suficientemente general y desarrollada apropiadamente que
cubra tépicos como: existencia, unicidad, regularidad, etc., ha sido el principal obstdculo para
desarrollar y analizar esquemas de control para DPS [23]. Por otro lado, la complejidad de los
modelo de PDE y las dificultades de tratar con espacios de dimensién infinita pueden conducir
a disenos de control imprécticos o imposibles de construir (dentro del marco de la tecnologia
actual). En general, para disenos de esquemas de control, se prefiere hacer uso de sistemas
de pardmetros concentrados, que se obtienen mediante alguna simplificacién, a usar modelos de

pardmetros distribuidos, sin embargo, esto no es posible sin perder caracteristicas intrinsecas del
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sistema original de DPS (e.g., sistemas hiperbélicos).

En anos recientes, se han desarrollado resultados para PDE que tienen implicaciones practicas
en el desarrollo y andlisis de esquemas de control para DPS [23]. En particular, en esta parte
de la tesis se hace uso del método de funciones de energia [26] y de la teoria de sistemas per-
turbados singularmente [27], para el estudio del control lineal en frontera para una clase de DPS

exponencialmente estables.

8.2 Modelo matematico de DPS

Se consideran procesos una entrada una salida (SISO) descritos por PDE cuasi-lineales en una

dimension espacial con la siguiente representacion estado-espacio:

2
dat) . _p e ldadl | p T8 | fefea)e) (1 @)
Ov(z,t) 0v(z,t) 0%v(z,t)
5 = —-—’u(z,t)T + D, 5,2 (1 (b))
con salida controlada
yr = he(c(z,t)) € R (2)

salida medida
Ym = (Y, )"

= [ha(c(z,t))T, h,,.(c(z,t))]T cRe xR

condiciones frontera

t
Alc(zl:t)'f‘BlaC(;;,) = C
t
AQC(ZQ,i)‘f‘Bga—C(gz’—) = s (3)
y
ov(z,t
G,1U(t)+b1 UE_;; ) — ’Yl
d ®
agv(zz,t)—%bz—?% = v, (4)
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y la condicién inicial:

c(z,0) = co(2)
v(z,0) = wvo(2) (5)

donde ¢ € H (I,,R") es el vector de variables de proceso, v € H (I.,R) es la velocidad del fluido,
t € Ry es el tiempo, la condicién frontera u(t) = v(z1,t) € R denota la variable manipulada,
D. € R™™" es la matriz de coeficientes de dispersién, f(c,z) € R™ y h(c) son funciones no
lineales C', % y g% denotan a los operadores diferenciales de derivadas espaciales de primer y
segundo orden, y A;, Az, By, By y By son matrices de dimensién adecuada. En particular, By
es una matriz diagonal con By igual a cero o uno. Un cero, y un 1 indican que no existe (e.g.,
puramente difusivo) o existe conveccién de la i-ésima variable del proceso, respectivamente.

Las condiciones frontera (3) y (4) son muy generales. En particular, se tienen los siguientes
casos: (i) condicién frontera de Dirichlet si B; = 0; (ii) condicién frontera de Newman si A; =
C; = 0, y (#41) la condicién frontera de Danckwerts. Ademads, la posibilidad que el sistema de
Ecs. (1)-(5) pueda admitir condiciones frontera en dos puntos separados (e.g., procesos a contra-
corriente) se captura por la condicién frontera (3) evaluada en z; y z».

El modelo de la Ec. (1) describe procesos difusién-conveccién-reaccién para los cuales el
coeficiente de difusién/dispersién es independiente de las variables del proceso. En el modelo (1)
v(z,t) es la aceleracién local de la particula del fluido en un punto fijo del espacio. En la Ec. (1
(a)) el primer termino a la derecha es el termino convectivo de la 7 — esima variable del proceso; el
segundo termino se debe a efectos de difusién o dispersién y finalmente, el tercer termino incorpora
las no linealidades del proceso (e.g., el termino de reaccién). En la Ec. (1 (b)) el termino dv/0z
predice como difiere el flujo de una localizacién espacial a la siguiente en el mismo instante de
tiempo.

Observacién 1. Varios procesos en ingenierta quimica se controlan en la practica al manipular la
velocidad de flujo. Por otro lado, cuando el fluido es un liquido, es razonable considerar velocidad
casi infinita para las perturbaciones de flujo: v(z,t) = u(t). En tal caso, el modelo del proceso (1)

se puede escribir como

0%c(z,t)

0z2

+ f(e(z,t), 2)
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Este caso se encuentra en bio-reactores cortos para tratamiento de aguas residuales. En esta parte
de la tesis, tal clase de problemas de control se considera como control en frontera debido a que el
controlador actiia finalmente en una frontera del proceso. En este sentido, tal problema de control
es andlogo al de controlar reactores quimicos tubulares via manipulaciones de la temperatura de
chaqueta (frontera) [28]. En este caso, los balances de masa y energia conducen a las siguientes

PDE para la dindmica de la concentracién ¢(z,t) € H (I.,R) y temperatura T'(z,t) € H (I.,R"):

Z z ’
6<§9t,t) = el 6§(az,t) 4 Dg%:;’t) + Erls(z,1),T(z,1))
2
‘Mg—’ ) - —mﬂ% + DT% +AHT7(5(2,1), T(2,1)) + (u(t) — T(z,t))

donde &£ es la matriz estequiométrica, r(s,7T") es el vector de velocidades de reaccion, AH es el
vector de calor de reaccién, v > 0 es el parametro de transferencia de calor, y u(t) es la temperatura
de chaqueta. A pesar de que esta clase de DPS no se estudia en esta tesis, el control de esta clase
de problemas puede analizarse también con las técnicas que se presentan aqui en tanto se cumplan
consideraciones similares a las antes descritas. Los biofiltros para el control de la contaminacién
en el aire y agua constituyen otros problemas de control en frontera interesantes. En este caso,
el objetivo de control es regular la concentracién del contaminante en el efluente a través de
manipulaciones de la velocidad del vapor[29].

Observaciéon 2. Si f(c,z) es una funcion lineal y el fluido es incompresible, el problema de
control es no lineal (bi-lineal) debido al producto entre la variable v y la derivada espacial de c,
i.e., vic/0z.

Observacién 3. En esta parte, se considera que el proceso descrito por el sistema de PDE (1)-
(5) tiene una solucion inica, la cual es continuamente diferenciable, aiin bajo los controladores
desarrollados mas adelante. La verificacion de diferenciabilidad de las soluciones de las PDE es
un problema dificil en general [30]. Sin embargo, como se discutird mas adelante, la ausencia de
diferenciabilidad de la solucion no tiene una consecuencia real en el diseno de control. De hecho,
la consideracion de diferenciabilidad es una consideracion técnica que se requiere en el andlisis de

estabilidad.
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8.3 Hipdtesis generales sobre el modelo de DPS

Por simplicidad en la presentacion, y sin pérdida de generalidad, se considera el caso donde D,, = 0
(sin dispersion de fluido) y condicién frontera de velocidad v(z;,t) = u(t). Ademds, en la parte

restante de la tesis se usard la siguiente notacién !

2
Alen) -8, 4 DTS 1o (6 (@)
Fife,0) S —v5 (6 (b))

Siu=1u > 0 es una velocidad frontera constante, la velocidad en estado estacionario v satisface
v = u. Entonces, el punto de equilibrio ¢ satisface la relacién Fi(¢,u) = 0. Se considera ademds
que el proceso no lineal descrito por (1)-(3) satisface las siguientes hipétesis.

Hipétesis 1. (Velocidad en estado estacionario, REE). El proceso se opera dentro el régimen de
velocidad en estado estacionario I, = [Patia, Vinas )y CON Pimaze > Vi 2 0.

Hipétesis 2. (Salida retardada, SR). La salida Ym = hm(c) = [ha(c)T.hr(c)}T se mide con
tiempo de retardo tg > 0.

Hipétesis 3. (Funciones Lipschitz, FGL). Las funciones C', f(¢) y hm(c) son globalmente
Lipschitz. Esto es, existen dos constantes positivas oy y o, tal que |Df(z)| < ay y |Dh(c)| < an,
para toda z € H (I,,R**1).

Hipétesis 4. (Punto de equilibrio tinico, EU). Exziste una funcién C', go : R x I, — H (I,,R")

tal que para toda u € I,,

Fi(¢,u) =0siysolosigo(a) =¢

y |Digo| < ag, para toda T € I,. Esto significa que toda entrada constante u € I, el sistema
(1)-(5) tiene un punto de equilibrio tinico © = go(u).

Hipétesis 5. (Mapa monétono, MM). El mapa ho gy : © — h(go(u)) es una biyeccion de I,
sobre la imagen(h o gy). Esto es, cada salida en estado estacionario y = h(go(u)) se alcanza por
una y solamente una entrada del proceso constante u. Entonces, el mapa ho gy : u — h(go(Q)) es
estrictamente creciente o estrictamente decreciente en el domino de operacion I,.

Hipétesis 6. (Estabilidad exponencial uniforme global, GUES). Para toda entrada constante

!Por simplicidad, en el resto de la tesis se omiten los argumentos espaciales z y de tiempo t.

65



u € I, y toda condicién inicial zo € H (I,,R™'), la solucion z(t,zo, ) es exponencial uniforme
globalmente estable (GUES) (uniforme en la entrada constante u). Esto es, existen dos constantes

positivas p y o tal que

E(z(t,z0,u) — goo(®);t) < pE(zo — go,(T); t) exp(—at)

donde = = (e, )T y go.a(W) e (go(@),w). Entonces, la energia de la variable de perturbacion

z(t, 2o, U) — go,a(U) decae al menos exponencialmente en el tiempo (ver [26]).

Los siguientes comentarios respecto a las hipétesis 1 — 6 son pertinentes:

Procesos estables a lazo abierto. El modelo (1)-(5) con las Hipétesis 1 a 6 describe procesos
estables a lazo abierto con acciones de control sobre la salida regulada v, y las salidas adicionales
Yo retardadas por fenémenos de difusién-conveccion. Las condiciones de estabilidad, suavidad, y
medidas retardadas son necesarias para la discusién y las pruebas de los resultados que se derivan
en el siguiente capitulo. Estas no son restriccién severas, debido a que en general, procesos como
difusién, calentamiento, y una gran parte de procesos quimicos son estables. De hecho, la mayorfa
de los procesos quimicos descritos por difusién y conduccién de calor son disipativos, y por lo tanto
estables a lazo abierto. Las reacciones quimicas exotérmicas pueden introducir inestabilidades en
puntos de operacién estacionarios particulares y pueden no ser estables a lazo abierto. En general,
existe un compromiso entre los efectos disipativos (difusién/conduccién de calor) y los efectos no
disipativos (reaccién quimica) [18].

Medidas retardadas e intermedias. La salida medida y,, = h,.(c) incluye a la salida regulada
Yr = hr(c) y un conjunto finito de mediciones adicionales y, = h,(c) € R*, a = m — 1.Se
pueden ver a y, = h,(c) ¥ ¥a = ha(c) como las medidas principal y secundarias, respectivamente.
Las medidas secundarias se retroalimentan cominmente para anadir algin amortiguamiento en
el lazo de control [31]. El tiempo de retardo es una caracteristica comiin de muchos procesos
industriales. Este ocurre normalmente en situaciones de control de procesos quimicos debido
al tiempo necesario para completar un andlisis de composicién y ademds surge cuando los DPS
se aproximan con modelos de orden bajo con retardo. En particular, para la clase de sistemas
(1)-(5) considerados en este caso se puede deber a dos contribuciones: (i) la relacién entre la
entrada de control (velocidad de entrada) y la salida del sistema, y (ii) tiempo para efectuar

la medida de la salida. Por ejemplo, la regulacién de composicién en reactores quimicos puede
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modelarse dentro este marco. De hecho, las mediciones de composicion se efectian por dispositivos
de medicién (e.g., equipo cromatogréfico), en tanto que las mediciones de temperatura pueden
considerase para retroalimentacion como salidas secundarias. El control directo de la temperatura
de salida de reactor se conoce que es dificil en muchos sistemas, debido a que estos sistemas pueden
exhibir tiempos muertos grandes y respuestas inversas. Ademads, el reactor tubular empacado
tiene un tiempo muerto grande entre un cambio en la temperatura de entrada y su efecto sobre
la temperatura de salida debida a la inercia térmica del empacado.

Multiplicidad de entrada y estabilidad exponencial. La Hipétesis 6, establece que el proceso a lazo
abierto es estable exponencialmente. Esta es una consideracién moderada, de hecho, la mayoria
de los procesos industriales descritos por PDE son exponencialmente estables alrededor de un
punto de equilibrio tnico. Tervo y Nihtila [32] y Winkin et al., [33] han demostrado la estabilidad
exponencial para dos clases de reactores quimicos tubulares. Tervo y Nihtila[32]|, probaron la
estabilidad exponencial de la solucién en estado estacionario para una PDE no-lineal que describe
el comportamiento de un reactor de cama empacada de parametros distribuidos. Winkin et al.,
[33] han mostrado que los reactores de flujo tapén y dispersién axial que involucran reacciones
secuenciales, para los cuales la cinética solo depende de la concentracion de los reactantes involu-
crados en la reaccién, son estables exponencialmente. La Hipétesis 5, establece que en el rango
de operacion I, = [Vmin, Umax|, N0 existe multiplicidad de entrada. Esto es particularmente impor-
tante en reactores quimicos con productos intermedios. Si la Hipétesis 5 no se cumple, al usar
una funcién de saturacion sobre la entrada de control, se puede restringir el rango de operacién
I,, de modo que no se presenten multiplicidades.

Observacién 4. La verificacion a priori de las hipdtesis 4 a 6 puede en principio realizarse al
utilizar andlisis no lineal en dimensidn infinita [26]. Sin embargo, en la mayoria de situaciones
prdcticas estos cdlculos son dificiles de ejecutar. En la practica, las hipdtesis 4 y 5 se pueden
verificar de simulaciones o datos experimentales. Por otro lado, la Hipdtesis 6 se puede verificar
a través de simulaciones numéricas.

Observacién 5. Bdasicamente, la Ec. (1 (b)) representa un modelo aprorimado del campo de
velocidad del fluido a lo largo del proceso (i.e., una ecuacién del tipo Burgers para conveccion no

lineal). Ademds, se ha considerado que el momentum se desacopla del resto del campo de estado.

A pesar de que se pueden usar modelos mds sofisticados para describir el campo de velocidad,

la Ec. (1 (b)) retiene las caracteristicas bdsicas para el diserio de control y andlisis; es decir, las
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perturbaciones en el campo de velocidad de alimentacion u(t) se transportan a lo largo del proceso,
lo cual introduce un retardo inicial en la accién de control. Estos fendmenos de transporte son
particularmente importantes en reactores quimicos y biogquimicos con una fase gas/vapor (ver por
ejemplo [34]). Sin embargo, los resultados de control en esta parte de la tesis se cumplen para
modelos de flujo de fluidos mds completos, siempre y cuando se cumplan las hipdtesis de estado
estacionario, estabilidad y suavidad descritas antes.

Observacién 6. Se puede considerar el término viscoso en la Ec. (1b), que usa el modelo de
Burgers. Este término anade efectos de amortiguamiento en frentes de choque en el campo de
velocidad®. Sin embargo, contrario al conocimiento convencional, el desemperio no se mejora
necesartamente al anadir un amortiguamiento positivo, y de hecho, existen muchos casos en los

cuales el desempeno se degrada.

?Comunicacién Personal, Felipe Lépez Isunza, (2001).
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Capitulo 9

Control Lineal de DPS

9.1 Problema de control

Dado el sistema (1-3), la salida medida y,, = h.,(c) y la sefial de referencia y; € imagen(h, o go),
disenar un control retroalimentado lineal de salida de dimension finita u = F(y,) al manipular
la velocidad en frontera u(t) = v(z1,t) tal que el sistema extendido que incluye la dindmica del
sistema y el control lineal sea asintética globalmente estable alrededor de ¢* € H (I.,R"). donde
c* = go(u*) y u* satisfacen h(go(u*)) = y™.

El control retroalimentado lineal es un esquema industrial robusto que se ha probado exi-
tosamente, se acepta ampliamente, y se implementa comminmente con controladores PI y PID
convencionales. De hecho, comiinmente los controladores retroalimentados lineales se usan en la
practica para regular la operacién de la clase de DPS definidos por las Ecs. (1)-(5). En particular,
esta parte de la tesis se concentra en controladores retroalimentados lineales de la salida medida

con la siguiente estructura retroalimentada tipo PI:

Retroalimentado regularizante
i

Retroalimentado estabilizante — e ; -
——
wmvit  KraGo- )+ Koyt —w) + Kiy [ (65 - u()dr 7
0

donde vy € I, es una velocidad nominal de pre-compensacién (de-bias), J, € R™ es un valor
nominal (constante) de las mediciones secundarias adicionales y,, K, = (K},, Kp,)T € R™ es
una ganancia retroalimentada de la salida medida y,,, v K;, € R es una ganancia integral que

corresponde a la salida regulada y,. Cuando K, = 0, el retroalimentado lineal es un control PI
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estdndar de la salida regulada y,. De esta forma, el controlador retroalimentado es un control PI
extendido con accién proporcional que actia sobre la salida medida completa y,,,, y retroalimentado
integral que actia solamente sobre la salida regulada y,.

Algunos comentarios respecto al esquema de control son pertinentes.
Dimension finita del controlador. La hipétesis de dimensionalidad finita de la entrada y la salida es
natural desde un punto de vista ingenieril. En general, tipicamente existen solamente un numero
finito de entradas de control y mediciones.
Funcion del controlador. Debido a que el proceso a lazo abierto es GUES, el control retroalimentado
se usa para mejorar la estabilidad de los modos estables sensitivos a perturbaciones. La idea
principal en el controlador es que basicamente se esta controlando el estado estacionario del sistema
al seleccionar el valor de referencia y* y las ganancias adecuadas. Bésicamente, la dindmica del
sistema original se acelera con el termino proporcional seleccionado adecuadamente. La funcién de
la parte integral es remover la desviacién en estado estacionario. Por otro lado, el controlador (7)
se puede ver como un controlador multi-lazo (cascada paralelo) [31] que se compone de dos partes:
el servo-compensador (parte integral I, del controlador) y el compensador estabilizante (parte
proporcional P, del controlador). El servo-compensador se construye sobre la base de la senal de
referencia ;. La idea basica del servo-compensador es cambiar el estado estacionario, de modo
que conforme el nuevo estado estacionario se alcanza, la regulacién vy, (¢) — v también ocurre. El
propésito del compensador estabilizante es acelerar, si es posible, la dindmica del sistema.
Regulacion de salida. La salida regulada y, es una funcién de la variable de estado en la corriente
de salida (z = zp,.x). Esta seleccién es bastante commin es situaciones practicas donde la velocidad
de flujo es una eleccién natural como variable de entrada manipulada, debido a que esta afecta
directamente las ecuaciones de variables de estado, y por lo tanto la salida misma [5]. La consid-
eracién que la senal de referencia sea constante no es la mas general. Las referencias sinusoidales
y exponenciales son importantes, sin embargo, la senal de referencia constante es el caso mas
importante y permite desarrollar la teorfa sin complejidad matemética excesiva.
Medidas secundarias. La medicién directa de las concentraciones usualmente implica equipo cos-
toso y tiempo de retardo inaceptables. Ademsds, se conoce bien que la clave para mejorar el
comportamiento de un sistema de control es incorporar mas y mejores mediciones. Desde una
perspectiva practica, la retroalimentacién de medidas secundarias ayuda a reducir constantes de

tiempo internas del proceso. Por otro lado, la localizacién de las medidas secundarias debe elegirse
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de forma que proporcione la informacién mas relevante del proceso al controlador. Por ejemplo,
se conoce que para el caso de un reactor tubular, las mediciones de temperatura se deben localizar
en el drea de mayor temperatura en el reactor [35]. En general, las acciones de control que se
basan en pocas medidas, seleccionadas en forma adecuada, proporcionan un mejor desempeno en
lazo cerrado, sin embargo, este es un tépico dificil que esta fuera de los objetivos de esta tesis.

Propiedades a lazo cerrado. Bajo el control retroalimentado tipo PI (7), las propiedades a lazo-
cerrado globales deseadas incluyen (i) estabilidad entrada-salida, (ii) seguimiento exponencial del

punto de referencia regulado, y (iii) estabilidad interna del lazo de control.

9.2 Analisis no-lineal de estabilidad

En principio, el anilisis de estabilidad debe de proporcionar informacién sobre el desempeno
de control y también conducir a mejoras en los disefios de control en cascada [36]. En esta
seccién se estudia la estabilidad del DPS (1)-(3) en lazo cerrado con el control lineal (7) en
un marco de andlisis de sistemas no lineales. Los pasos para el andlisis de estabilidad son los
siguientes: (i) Probar que las Hip6tesis 4 a 6 son invariantes bajo retroalimentado proporcional.
En particular, probar que bajo el retroalimentado proporcional de ganancia baja, la propiedad
de estabilidad exponencial del sistema descrito por PDE no se altera. (ii) Probar que una accion
integral de ganancia baja proporciona regulacién de la salida regulada y, con estabilidad global
del lazo de control. La idea del andlisis de estabilidad es ver al controlador PI (7) como una
configuracién multi-lazo. En un primer paso, el lazo retroalimentado (secundario) proporcional
se construye al considerar la accién integral como una entrada constante w;, En un segundo
paso, el lazo retroalimentado (principal) se construye al substituir la entrada constante w; por el

retroalimentado K7 , f[: (yr — yr(7))dr.

9.2.1 Control proporcional

Proposicién 1. Sea el sistema (1)-(3), que satisface las Hipétesis 1-6. Si |Kp| es suficientemente

pequenia, entonces el sistema (1)-(3) bajo el retroalimentado proporcional

W = V4. + KP.G(ya = Ya) % KP,r(y: — ) +wy (8)
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y el operador de saturacion-retardo

7 (D (w(t)))

aplicado en la frontera del sistema (1)-(3)

satisface las siguientes propiedades:

Propiedad 1. Eziste una funcién C*, g, : R x I, — H (I, R") tal que para toda w; € R,
Fy(¢,w;) = 0 si y solamente si g,(w;) =¢ (9)

|Dgp| < agp, para toda w; € R. Esto significa que para toda entrada constante w; € R, el sistema
(1)-(3).(10) tiene un punto de equilibrio tinico ¢ = g,(W).
Propiedad 2. El mapa entrada-salida h, o g, : Wy — h,(g,(W;)) es una biyeccion de R sobre la
imagen(h, o g,). Esto es, cada salida en estado estacionario § = h,(g,(w;)) se alcanza por una y
solamente una entrada del proceso constante w;. Entonces, el mapa h, o g, : Wy — h,(g,(W;)) es
estrictamente creciente o estrictamente decreciente en el domino de operacion I,.
Propiedad 3. Para toda entrada constante w; € R, y toda condicion inicial o € H (I,,R™*!), la
energia de la solucion de perturbacion x(t,zo, W) — gpo(W;) decae al menos exponencial uniforme-
mente en tiempo (uniforme en Wy ), donde g2 .(wy) = (92(w;),wy). Esto es, el estado estacionario
92..(W;) es exponencial uniforme globalmente estable.
Prueba. i) Incorporacion del retardo y saturacion de la entrada de control w.

Al usar argumentos de principios de modelo interno para sistemas estables con retardo [37],
el operador de saturacién-retardo o (Dy,(m(y))), incorporado dentro del modelo de la planta

(1)-(3) a través de la condicién frontera (4) como sigue:
v(z21,1) = u(t) = B(w(t)) = o (De,(m(ym))) (10)

permite disenar una funcién retroalimentada no-acotada y libre de retardo w = m(y,,) para

estabilizar el sistema (1)-(3), (10) alrededor de ¢*. De hecho, el operador de retardo actuando



sobre la salida medida y,,

Dty (Ym(t)) = ym(t — ta)

permite escalar a la variable de salida medida y,,, de tal forma que la respuesta a lazo cerrado es
independiente del retardo en la entrada de control [37]. Por otro lado, para toda entrada constante
u € R la funcién de saturacién

c:R— [Umin,vmax]

donde

Vi 1 W S Vs
U(H*) = u* 87 Umin < U < Umax
Vmax tf U 2> Umax
asegura que u € I,,. Observar que la funcién de saturacién o(u) es diferenciable en todas partes,
excepto en los puntos aislados [Vimin, Umax]- A una distancia arbitrariamente pequena § > 0 de estos
puntos se puede tomar una aproximacién-é suave de forma que |05 — o| < 0. Adem4s, para el caso
particular que las salidas se miden sin retardo (e.g., propagacién infinita de velocidad y medidas
instantdneas), la funcién retroalimentada actual toma la forma u = o (m(ym,)) -
ii) Propiedad 1. Para toda w; € R, el estado estacionario (¢(z),v(z)) del sistema (1)-(3), (10)

satisface las relaciones

L 2 d [ve] d%e .
Fi(g,v) = —?+D&'§+f(0)—0 (11)
o _dv
Fy(c,v) = —vd—z = () (12)
con condiciones frontera
.
Ag(z) + B2 _ o
dz
de
AQE(ZQ) + Bs C(Zg) = % (13)
dz
Y
v(z;) =B (KP,G(ya - ha(a) =+ KP,r(y: - hr(é)) + wy) (14)

B (Kpa(Y, — halc)) + Kpr(y; — yr) +wy) i (Dty(vae + Kpa(P, — ha(c)) + Kpr(yr — yr)) + wr)))
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Para cualquier w; € R, sea z(t,zo,w; Kp) la solucién del sistema (1)-(3),(8). Observar que,
z(t, o, wr;0) = z(t,zo,vac + Ws). De (12), se tiene que dv/dz = 0, de forma que o(z) =
B(Kpa(¥, — ha(2)) + Kpr(y; — he(€)) + W;) = constante. Debido a que el sistema (1)-(3) sat-

isface la Hip6tesis 4 (EU), se tiene que ¢ = go(u), de forma que

¢ =19 (¢, Kp) (15)

donde ¥ (¢, Kp) = go (Vac + Kpa(Y, — ha(€)) + Kp,(y: — h-(¢)) +w;). Observar que para Kp =

0, la Ec. (15) tiene una solucién tinica (Hipétesis 4). Se tiene que

DY@, Kp) = —(Dgo) (KpaDhy + Kp,Dh,)
|DI(e, Kp)| < |Kp||Dgo| |Dhml
< |KP| QgoCh,,

< 1 para |Kp| suficientemente pequena.

Debido a que Dgy, Dh, y Dh, estdn acotadas uniformemente con respecto a ¢ (Hipétesis 3 y 4),
se tiene que |DY(¢, Kp)| < 1 para |Kp| suficientemente pequena. Por el Teorema de la Funcién
Inversa Global [38], existe una solucién tinica ¢ = g,(w;), para toda wW; € R, y g,(W;) es una
funcién suave.

ii) Propiedad 2. Por la Hip6tesis 5 (MM), el mapa h, o go : W — h,(go(W)) es una biyeccién
de R sobre su imagen(h, o go), de forma que |Dh,. o go(w)| > 0, para toda w € R. Debido a que
Y = hr (g0 ((vac + Kpa(¥a — ¥a) + Kpr(y; — ¥,) +Wy))], donde g, = h.(T), se tiene que

dy/dw; = (Dh, o Dgo) (—Kp.dy,/dw; — Kp,dy,/dw; + 1)
Consecuentemente, para |Kp| suficientemente pequena,

|dy/dw;| = |(1+ Kp,(Dhy0go))”" [(Dhy 0 go) (1 — Kpady,/dw;)]|
> (14 Kpragion, )™ |Dhy o go| |1 — Kpldy,/dw)|

Debido a que dy, /dw; esta acotada uniformemente para toda w;, esto muestra que dy/dw; nunca

es cero para |Kp| suficientemente pequena, lo cual prueba la Propiedad 2.
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iii) Propiedad 3. El sistema (1)-(3),(10) se puede escribir como

— =F(z), z(z,0) = o(2) (16)

con condiciones frontera

By (z(21,1)) = EB(Kp(y" — H(z(z,1))) +wr)
Ba (z(z2,t)) = 0 (17)

donde y* = (y;,72)", F(z) = (Fi(z), Fa(2))", H(z) = (h(c)",0)7,

e 0z(z,t)

B (z(21,1)) ot Ag1z(21,t) + Ba el i
e o} 1
ﬁz (.T:(Z?"t)) d:f Au,2$(22, t) - BG,Z IE‘;; ) — Ca2

A,1 = diag(Ay, 1), Ags = diag(Ap,0), B,; = diag(B;,0), C,; = diag(C;,0), para i = 1,2,
y E = diag(04,...,0,,1). Considere el sistema (16), (17) con entrada w; € R, y sea W;; =
(1+ KpHgo) 'w;. La solucién de equilibrio de (16), (17) es T = go(w;1). Al trasladar al origen
la solucién de equilibrio, definir la coordenada de desviacién x4 = - go(Wr1) =z — go(1 +

KpHgy) ' (wy), y escribir el sistema (16)-(17) como

%ﬂ = F (24 + go(Wr,1)) , 2a(2,0) = zo(2) — go(Wr,1) (18)

con condiciones frontera

Bl ($d(z1, t) + go(E[,], 2.’1)) = F [B (E[,l) + AB (Id,"’lﬁhl)]

ﬁg(l‘d(ZQ,t)-’rgo(E]‘l,Zg)) =0 (19)
donde

AB (z4,Wy,) =B (Kp(y* — H(za + g0o(Wr1))) + (1 + KpHgo)wr 1 — KpH(go(Wr,1) + za))

—B(Kp(y* — H(za + go(W1,1))) + W)
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En virtud de la Hipétesis 3 (FGL) se obtiene

IA

|AB (24, w;,1)| as |Kp||Hgo(w;,1) — H(go(Wr,1 + za))|

asog | Kp||z4 (20)

A

Observar que z4(z,t) = 0,41(2,t) es la solucién en estado estacionario del sistema (18), (19).
Se sabe por la Hipétesis 6 (GUES) que para toda w;; € R la solucién de equilibrio z4(z,t) =
0n+1(2,t) del sistema (18), (19) con AB (z4(z,t),w;;) = 0 (i.e., Kp = 0) es exponencial uniforme
globalmente estable en la entrada constante w;;. Entonces, la estabilidad exponencial uniforme

del sistema K -perturbado se puede establecer via métodos de energia (ver [26]). B

Los resultados en la Proposicién 1 tienen informacién practica importante para la regulacién
global de DPS con control frontera retroalimentado. Basicamente, la Proposicién 1 establece que,
a pesar de las saturaciones de entrada y las medidas retardadas, el retroalimentado proporcional
de ganancia baja de dimensién finita, no cambia las propiedades estructurales y de estabilidad
de la solucién en estado estacionario; es decir, el sistema a lazo cerrado de dimensidn infinita
correspondiente tiene una solucién tnica, global y exponencialmente estable. Ademads, el mapa
entrada-salida w; — h(g,(w;)) es estrictamente creciente o estrictamente decreciente, lo que
implica que el sistema en lazo cerrado de dimensién infinita no presenta multiplicidades de entrada
(i.e., para cada valor en estado estacionario de la salida regulada h,(g,(w;)), existe una entrada
de control en estado estacionario tnica w;.

Desde un punto de vista préctico, la Proposicién 1 implica que se puede anadir algin amor-
tiguamiento adicional por retroalimentado de estado parcial, sin deterioro de las propiedades de
estabilidad global. Esta es una propiedad importante para aplicaciones de control debido a que,
por ejemplo, un sistema de dimensién infinita tiene un mimero infinito de polos, de modo que la
localizacién arbitraria de los polos no se puede obtener con un controlador de dimensién finita. Por
otro lado, de un andlisis estandar de localizacién de raices se puede concluir que el comportamiento
inestable del sistema controlado se puede obtener para valores grandes de la ganancia proporcional
|Kp| [7]. Esto es debido a que algunos polos a lazo cerrado se aproximan al lado derecho del plano
complejo, conforme |Kp| se incrementa. De esta forma, parece que el control retroalimentado de
ganancia baja es necesario para la mayoria de DPS cuando se usa un controlador de dimensién

finita [7], [9], [39].
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Desviaciéon en estado estacionario

Se ha demostrado que, bajo retroalimentado proporcional suficientemente pequerno, el proceso
(1)-(5) tiene un estado estacionario inico GUES. Debido a que el mapa de salida h es continuo y
satisface |Dh(c)| < ay, para toda entrada constante w; € I, la salida de la planta correspondiente
Ym tiende exponencialmente a la salida constante h(g,(wy)). Por la Propiedad 2, cada salida
en estado estacionario h(g,(w;)) se alcanza por una y solamente una entrada al proceso (1)-(3)
constante w;. Sin embargo, si Wy no es la entrada tal que h.(g,(W;)) = y; , se presenta una
desviacién en estado estacionario |y; — h,(g,(Ws))| # 0. Basicamente, tal desviacién en estado
estacionario se debe a los errores de modelado de la planta real actual. Desde el punto de vista
de control cldsico, parece razonable introducir una accién integral para remover tal desviacién en

estado estacionario.

9.2.2 Control proporcional-integral

Para este fin, considere el control retroalimentado proporcional-integral:

W = Vg t+ KP,a(ya - ya) W KP.r(y: - y'r) + wy
dw .
— = K@ =) wi(0)=0 (21)
donde K, es la ganancia integral. La idea atrds de este control retroalimentado es que la accién
integral w; = Kj, fot(y: — y-(7))dT debe de converger a la entrada en estado estacionario exacta

w; € R y por lo tanto se remueve la desviacién en estado estacionario, i.e., y; — h,(g,(w;)) = 0.

El resultado principal puede establecerse como sigue.
Teorema 1. Considere el proceso (1)-(5) que satisface las Hipdtesis 1-6 y bajo el controlador
PI (21). Si y: € imagen (h, o g,) y signo(K;,) = signo(Dh,(g(u)) y |K;,| es suficientemente
pequeno, entonces existe €™ > 0 tal que, para todo 0 < |Kj,.| < ™, el proceso controlado
(1)-(5), (21) tiene un estado estacionario inico el cual es GUES. Ademds, y,(t) — y! exponen-
cialmente.

Prueba. Se escriben las ecuaciones a lazo cerrado como

ox

o = F(z), 2(z,0) = zo(2)

it




% = Kl,r(y: - hr(c))1 'UJ[(O) =0 (22)

con condiciones frontera

By (z(21,t)) = EB(Kp(y" — H(z)) + wi)
By (z(2,t)) = 0 (23)

Para continuar el anilisis, se traslada primero el estado estacionario al origen. Primero, se define

la entrada en estado estacionario correcta wj por

y" = he(gp(w])) (24)

y entonces se definen las nuevas variables z4 y wy 4 por

Ty = T — gp(wr)

Wrd = w,—w}‘ (25)

Al usar z4 y wrq como variables de estado, el proceso controlado (22), (23) es (por simplicidad

en la notacion, en el resto de la prueba se omite Kp(y* — H(z)) de la condicién frontera (23))

3] g
% = ,F (:L"d + gp(tU[ld + 'w})) — K;Dgp(wj__d + TU_;)Q(.’L‘,;, w;'d)
d
7;’;*“ = K74, wra), wra(0) = —w} (26)

donde Q(z4, wy 4) -} hagp(w}) = hq (gp(wr g + w}) + x4). Las condiciones frontera son

B (za(21,t) + gp(wr g +wi,21)) = EB(wpq+ wy)

182 (Id(ZQJ t) + gp(wf,d 3 w;v 22)) = 0 (27)

Las Propiedades 1 y 2 implican que (z4(2,t), w;a(t)) = (0,41(2),0) es el punto de equilibrio tinico
de (26)-(27). Debido a que h, y g2 son continuas, (z4(z,t),w; 4(t)) = (0n41(z),0) conforme t — oo

implica que y(t) — y* conforme t — oo.
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Sea K; = signo(K;)e, donde € > 0, y sea T %/ £t una nueva escala de tiempo. Con cierto

abuso de notacién, el sistema (26) se puede escribir en la nueva escala de tiempo como

oz * . *
5‘5;'1 = F(2a+ gp(wra +wy)) — esigno(K) Dgy(wra + wi)Qza, wra)
dw , .
d’[j"d = szgno(K;,T)Q(Id, de), 'lU]'d(O) = —wy; (28)
con condiciones iniciales, z4(0) = zo — gp(w]) ¥ wra(0) = —w} y condiciones frontera como en

(27). Para € > 0 suficientemente pequena, el sistema (27)-(28) esta en la forma de perturbacién
singular estdndar donde z,4 y wy 4 son las variables rdpidas y lentas, respectivamente. Por hipétesis,
signo(Kj,) = signo(Dh,(gy(a)) = signo(DH (gp(@)), de forma que la Propiedad 2 implica que el

sistema reducido
dw I

T

3

= sign(K1,)Q0,wra), wra(0) = —wj
es GUES alrededor del origen. Por otro lado, por la Propiedad 3, el sistema de capa limite

6xd

Br = F (24 + gp(wy))

con condiciones frontera

Br (za(z1,t) + gp(wy, 21)) = EB(wy)

By (za(2z2,t) + gp(wy,22)) = 0

es ademas GUES alrededor de la solucion de equilibrio cero. En este punto, se pueden usar
argumentos de teorfa de sistemas perturbados singularmente estdndares (ver por ejemplo [27])
para obtener que existe £™* > (), tal que si £ € (0,e™**), entonces el estado del proceso controlado
descrito por PDE (27)-(28) converge al menos exponencialmente a la solucién cero (0,,41(z),0).
Finalmente, debido a que h, y g, son continuas, se obtiene que y(t) — y*. B

Observacién 7. Rigurosamente hablando, el resultado en el teorema anterior establece que, dado
el proceso descrito por las PDE (1)-(5) que satisface las hipdtesis 1-6 de suavidad, estabilidad, esta-
do estacionario y mediciones retardadas, si las ganancias de control son suficientemente pequenas,
entonces el compensador PI (21) conduce a estabilidad interna global y estabilidad asintética global

con requlacion exponencial local de la salida del proceso y,(t). Aun mas, la propiedad de estabi-
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lidad exponencial del sistema a lazo cerrado garantiza un cierto grado de robustez con Tespecto a
incertidumbres y perturbaciones suficientemente pequenas en los pardmetros del proceso.
Observacién 8. Observar que la consideracion de diferenciabilidad no se requiere para el diserio
de control. De hecho, la diferenciabilidad de soluciones es una consideracion técnica que se requiere
para la propuesta del andlisis de estabilidad particular, la cual hace uso de una transformacion de
coordenadas (25).

Observacién 9. El resultado de requlacion que se establece antes se puede extender al caso de

controladores generales PI de la forma

w = v+ KpaGa(8)(Uo — Ya) + Kp.Gr(5)(yr — yr) + wy
d'lUj

— = K —w), wi(0)=0 (29)

T

donde s = d/dt, y G,(s) y Ga(s) son compensadores estables y propios con G.(0) = 1 y G,(0) = 1.
La prueba se puede hacer al usar ideas andlogas a las que conducen al Teorema 1. La clase de

compensadores (29) incluyen controladores PI desintonizados como el siguiente

C(s) = Cpr(s)GLL(s)

donde Cp(s) es un controlador PI dado como antes y Grp(s) = (tps+1)/(atrs +1), a > 1,
es un compensador adelanto-retardo (led-lag). La meta en este caso es aumentar la cantidad de
accion de control (i.e., ganancias mas altas) a frecuencias bajas sin afectar el comportamiento del
controlador en la vecindad de ciertas frecuencias resonantes. En la practica, es deseable combinar
el ajuste del control a bajas frecuencias para mejorar el desemperio, y a altas frecuencias, el sisterma
se liene que desintonizar para garantizar una estabilidad robusta (loop shaping). FEste tipo de
controladores PI desintonizados se usa cominmente en el control de procesos quimicos y bio-
quimicos (ver, por ejemplo [40]). Por otro lado, G.(r) y G.(s) se pueden ver como pre-filtros
usados para reducir ruido de medicion (de alta frecuencia) o para dar forma a la respuesta deseada

de la salida controlada y,.
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Capitulo 10

Casos de Estudio

En este capitulo, se usan tres casos de estudio: un reactor quimico exotérmico (5], un reactor bio-
quimico, y el intercambiador de calor, para ilustrar el desempeno y los resultados de estabilidad
del control frontera PI que se han estudiado en los capitulos previos. Sin embargo, los resultados
tedricos descritos en el capitulo anterior se aplican para una gran variedad de procesos quimicos

y bio-quimicos (e.g., bio-filtracién [29], y separaciones cromatograficas [4].)

10.1 Intercambiador de calor

Para ilustrar los resultados teéricos, se usa como primer caso de estudio el modelo de un inter-

cambiador de calor a co-corriente con I, = [0, L] y ¢ = (Ty,T2)":

oT; oT 0T,
oT: oT: 0T

con condiciones iniciales T3(z,0) = T o(z) y T2(2,0) = T5(z), y condiciones frontera 71(0,t) =
T in, T2(0,t) = Ty 4, OT1(L,t)/0z = 0y 8T5(L,t)/0z = 0, donde T; y T> son respectivamente las
temperaturas del proceso y el fluido de servicio, v, > 0 es la velocidad del fluido del proceso, u es
la velocidad del fluido del proceso de servicio, 7, > 0 y 7, > 0 son los pardmetros de transferencia
de calor.

Un diagrama esquematico del intercambiador a co-corriente se presenta en la Figura 10.1. En
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Entrada del Fluido Control Lineal
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Ty(z=L)
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de Proceso

Salida del Fluido de Proceso

de Servicio

Figura 10-1: Diagrama esquemadtico del intercambiador de calor.

varios procesos industriales, los esquemas a co-corriente y contra corriente con altas velocidades
de flujo son las condiciones de operacién mds comunes. El objetivo de control es regular la
temperatura del proceso y, = T)(L,t) via manipulacién de la velocidad del fluido del proceso de
servicio u. Para simulaciones numeéricas, se toma el siguiente conjunto de pardmetros: v, = 0.02
ms~, I, =[0,2.5] ms~!, vy, = 0.315 571, v, = 0.195 57}, D; = Dy = 0.001 m2C~'s7 'y T} 4, = 100
C y T2, = 20 C. El proceso se simulo a través del método de diferencias finitas (Apéndice B) con
300 puntos malla espaciales, y las ODE resultantes se integraron con un método Runge-Kutta.
A pesar de que f(c) es una funcién lineal, el problema de control es no lineal (bilineal) debido
al término u%Tz?-. Para mostrar que el sistema (30) pertenece a la clase de DPS que se consideran,
es suficiente mostrar que las Hipétesis 4 a 6 se cumplen. Para cada entrada constante de control
u, el sistema es lineal de modo que tiene una solucién en estado estacionario tinica (T(z), T5(z))

(Hipétesis 4) definida por

dT &*T _
—, dZ‘ + D, dz; +7(T2-T,) = 0 (31)
dTs d*T, L

Por otro lado, la Figura 10.2 muestra que el mapa en estado estacionario entrada-salida 7 — 7,

para u € I,, es estrictamente creciente (i.e., sin multiplicidades de entrada) (Hipétesis 5).
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Figura 10-2: Mapa en estado estacionario entrada-salida para el intercambiador de calor u — 7,..

La verificaciéon de la Hip6tesis 6 involucra cdlculos méds complicados. Primero, se introduce
la variable de desviacién ¢(z,t) = c(z,T) — ©(z), donde &(z) = (T1(2),T2(z))”, de tal forma
que la solucién cero ¢(z,t) = 0 es una solucién a las siguientes que describen la dindmica del
intercambiador en términos de la coordenada de desviacién, i.e.,

dc dc %

= Vo +Des + () (32)

con condiciones frontera homogéneas ¢(0,t) = ¢(L,t) = 0 [41]. En este caso, V = (v,,u)7,
D, = (D1, D)7, y f(€) = —AC, donde

’Y ——
A= 1 T1

—Y2 Y2

Observar que A > 0 (i.e., A es una matriz semi-positiva definida), de modo que su eigenvalor
minimo es Ayin(A) = 0.
Si se considera la funcién de energia E = %||“c'||2 (ver Notacién), al usar la propiedad de

pasividad del operador convectivo V—g—g y el hecho que Apin(A) = 0, se puede demostrar que la

83



45.0

=5 u,=015ms"en t=30.0s
0.0+ S
=]
@ - s
—
2 ars
bt —
g
—
[}
Q B LY o
E B - e
© 3504 2
= o= — 1, =258
5 =
7 ®
8
32.5 E
[+ — .
- S TN T (OSN3
- o L] 10 15 20
Tiempo(s)
300 T L L] LI
0 10 20 30 40 50

Tiempo (s)

Figura 10-3: Respuesta escalén de la temperatura de salida y,(t) = T1(L, ).

derivada en tiempo de E(t) (Apéndice A) a lo largo de las trayectorias de (32) se puede acotar

como (ver Capitulo 2 en [26] y Apéndice B)

dE
T S _2Dcmin7r2E
dt

donde D, i, = min{D;, D>}. Esto muestra que la solucién cero ¢(z,t) = 0 tiende a cero expo-
nencialmente. Por lo tanto, la solucién en estado estacionario actual (7(z), T2(z))7, es GUES.
La Figura 10.3 ilustra este hecho al mostrar la respuesta en escalén de la temperatura de salida
yr(t) = T1(L,t). Se puede ver en la misma figura que la dindmica y,(t) se puede aproximar como
y-(t) = exp(—t/7,), donde 7, = 2.5 s es una constante de tiempo en lazo abierto. B
Para ilustrar los resultados en la Proposicién 1, la Figura 10.4 muestra el comportamiento de
la temperatura de salida regulada y,.(t) = T1(L,t) para y* = 45 C y tres valores diferentes
de la ganancia proporcional Kp,. Se observa que el intercambiador de calor controlado ex-
perimenta un comportamiento inestable conforme la ganancia |Kp,| toma valores mds grandes.
El valor |KE2| ~ —0.02 ms~'C~! se obtuvo a través de simulaciones numéricas. En prin-

cipio, se pueden usar medidas secundarias de temperatura y,, para anadir amortiguamiento
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Figura 10-4: Comportamiento de la temperatura de salida regulada y,.(t) = T1(L, t) para y* = 45
C'y tres valores diferentes de la ganancia proporcional Kp,.

en el lazo de control retroalimentado. Considere el caso con el retroalimentado proporcional
Kpo (Uy — ¥alt)) = Kp, (70.75 — T1(L/2,t)). Esto es, la temperatura del fluido del proceso en la
posicién intermedia z = L/2 se usa como una medida secundaria para retroalimentar. La Figura
10.5 presenta el comportamiento de la temperatura de la salida regulada y,(t) = T1(L,t) para la
misma referencia (y* = 45 C') y tres valores diferentes de la ganancia proporcional Kp,. Se observa
que el comportamiento es mas amortiguado que en el caso anterior y la desviacién a la referencia
es menor, con |Kp,| = —0.005 ms™'C~!. Por supuesto, debido a que las temperaturas del pro-
ceso y del fluido del servicio se pueden medir facilmente, las acciones retroalimentadas miltiples
se pueden incluir en el lazo de control para obtener una respuesta mas rapida con propiedades
aumentadas de robustez. Finalmente, la Figura 10.6 presenta el mapa en estado estacionario
entrada-salida w; — 9,(t) = T1(L,t) con Kp, = —0.005 ms~'C~!' y Kp, = —0.01 ms~'C~!, lo

cual muestra que la propiedad de monéticidad se preserva para valores moderados de |Kp|. B

e Control con un lazo. Varias simulaciones se realizaron para ilustrar la estabilidad y de-

sempeno del sistema controlado cuando solamente la salida regulada y,(t) se retroalimenta.
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Figura 10-7: Temperatura regulada y,(t) y la velocidad de flujo v,(t) para Kp, = —0.002 ms~'C~!
y tres valores diferentes de la ganancia integral K;, (ms™2C1).

La Figura 10.7 muestra la temperatura regulada y,(¢) y la velocidad de flujo vy(t) para
Kp, = —0.002 ms~'C~' y tres valores diferentes de la ganancia integral K;, (ms™2C™1).
Observar que, conforme K, toma valores mds grandes, se obtiene una convergencia més
rapida. Sin embargo, para valores excesivos de la ganancia integral, se presenta un compor-
tamiento oscilatorio. De esta forma, existe una limitacién en la velocidad de convergencia
maxima que se puede obtener del lazo de control cuando se usa solamente la temperatura
regulada 7' (L,t) para retroalimentacién. Para ilustrar el desempeno del controlador bajo
perturbaciones externas, la Figura 10.8 muestra el comportamiento a lazo cerrado bajo una
perturbacién de +15 % en la temperatura de alimentacién T ;, del primer fluido y un cambio
de punto de referencia de y* = 45 C a y* = 35 C, para K;, = —5.625 x 107* ms™2C~'. A
pesar de que el controlador en frontera PI es capaz de rechazar las perturbaciones sin un es-
fuerzo de control excesivo, el desempeno es muy pobre para aceptarse desde una perspectiva

industrial préctica.

e Control multi-lazo. En principio, el retroalimentado de medidas de temperaturas miiltiples

puede acelerar la respuesta del lazo de control. Considere las ganancias del lazo de regu-
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Figura 10-8: Comportamiento a lazo cerrado bajo una perturbacién en la temperatura de ali-
mentacién T ;, del primer fluido y un cambio en escalén del punto de referencia (y* = 35 C).

lacién Kp, = —0.001 ms™'C~!, K;, = —4.5 x 107" ms~2C. Estas ganancias conducen a
comportamiento inestable cuando la configuracién es de un lazo sencillo (ver Figura 10.7).
La Figura 10.9 muestra la temperatura regulada v, (t) y la velocidad de flujo v;(¢) cuando
se retroalimentan hasta 3 temperaturas diferentes de fluido de proceso. Las mediciones de
temperatura se localizan en 2, = 3L/4, 20 = L/2 y 23 = L/4, y los valores de ganancias
correspondientes se proporcionan en la misma figura. Observar que se obtiene una velocidad
de convergencia mds rdapida conforme se retroalimentan las tres medidas adicionales. Desde
una perspectiva del esquema de control en cascada [31], tal mejora en el desempeno se ob-
tiene debido a que las mediciones secundarias que se localizan en las posiciones z; antes de
la posicién regulada z = L reducen el tiempo de respuesta del control a los efectos de las
perturbaciones sobre la salida regulada, de forma que el controlador reduce los efectos de las

perturbaciones via la accién retroalimentada Kp (Y, — ¥a)-
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10.2 Reactor bio-quimico

Un proceso de digestién anaerébico para tratamiento de aguas residuales se usa para ilustrar que
la ausencia de la verificacién de diferenciabilidad no tiene una consecuencia real en el disenio de
control. La digestién anaerébica se lleva a cabo en un bio-reactor tipo fluidizado donde la biomasa
(consorcio de bacterias) se adhiere a un soporte pldstico. Después de un periodo de adaptacién
donde la biomasa alcanza una concentracién y estructura estable, el agua residual se alimenta a
un bio-reactor donde los contaminantes se convierten en gas metano y bi-oxido de carbén [42].
Ademés de la contribucién del término convectivo, el uso de ecuaciones gobernantes de transporte
promediadas para la concentracién del contaminante da lugar al término de difusién-dispersién.

El modelo del proceso se puede describir como sigue:

dc(z,t)  0Oc(z,t) &z, t)
= —v o + D, £ + f(e(z,t)) (33)
donde c¢(z,t) € H (I,,R"), con I, = [0, L], representa la concentracién de contaminante en el

agua residual, f(c) es la velocidad de la bio-reaccién a la cual los contaminantes se convierten en
bio-gas, y D, es el pardmetro de dispersién. Debido a las restricciones fisicas, c(z,t) no puede ser
negativo. Si ¢y es la concentracién de contaminante en el flujo de alimentacién, las condiciones

frontera para este proceso se pueden formular como sigue:

ety = @ (34)
oc(L,t)
0z =0

La funcién de velocidad de bio-reaccién f(c) se modela cominmente como una funcién de Monod

no lineal

Fle)= -2 (35)

donde p .. v K son constantes positivas. Para concentraciones bajas y moderadas, la expresién
de velocidad de bio-reaccién se comporta en forma lineal f(c) = —pue, donde p = p, .. /K. El
objetivo de control es mantener la concentracién del contaminante en el efluente y(t) = ¢(L,t) en
una valor pre-establecido y* por medio de manipulaciones de la velocidad de flujo de alimentacién

v(t). La regulacién eficiente de y(t) es de gran importancia por restricciones de conservacién
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ambiental en aguas residuales industriales y municipales [43]. La Figura 10.10 presenta el diagrama
esquemaético del bio-reactor.

Por simplicidad en el analisis, se considera que f(c) = —pc. Esto es una consideracién razonable
en aguas residuales municipales, las cuales contienen concentraciones de contaminantes cy(t) bajas

a moderadas.

e Solucion en estado estacionario. La solucién en estado estacionario ¢(z) esta dada como la

solucién del la ODE:
d*c(z) de(z) _
D, o Vg, M= 0 (36)

y las condiciones frontera correspondientes

¢0) = ¢ (37)
() _
dz N

Para una constante dada v > 0, las Ecs. (36) y (37) definen un sistema lineal cuya solucién

unica (Hipdétesis 4) esta dada por
(2, ) = exp(v2/2) [aa (7) exp(rz) — z(7) exp(—rz)]

donde r = %\/ﬁg +4D.p,

o (7) = — [(v/2) — r]exp(—rL) .
[(¥/2) + r]exp(rL) — [(v/2) — 7] exp(—rL) f

y a3(v) = ¢f — a1(v). Después de manipulaciones algebraicas, se puede mostrar que
dé(L,v)/dv > 0 para toda 0 < 7 < oo. Esto es, la salida en estado estacionario § = ¢(L,7)
es una funcién estrictamente creciente de la velocidad en estado estacionario v (Hipétesis
5). Fisicamente, esta condicién establece que a velocidades de alimentacién mayores, el
tiempo de residencia de los contaminantes en menor, lo cual conduce a una degradacién de

contaminantes mas baja.

e FEstabilidad de la solucion en estado estacionario. Para estudiar la estabilidad de la solucién

en estado estacionario ¢(z,v), se introduce la variable de desviacién ¢(z,t) = ¢(z,t) —¢(z,7).
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Figura 10-11: (a) Comportamiento del sistema controlado para diferentes valores de £.(b) Mapa
en estado estacionario entrada-salida.

La estabilidad del sistema (33), (34) con f(c) = pc alrededor de la solucién en estado
estacionario ¢(z,7) se puede establecer al investigar la estabilidad de la solucién cero del

sistema [26)]
9c(z,t) _ _tjaE(z,t) 4D 0%¢(z,t)

ot 9z a2 H

con condiciones frontera

70,t) =(L,t) =0

Al usar métodos de energia (Apéndice A), se puede verificar que ‘fi—f < —(m*D.+pu)E, donde

la energfa del proceso es E = £ |é]|*. Consecuentemente, la solucién en estado estacionario
¢(z) es exponencial globalmente estable (Hipétesis 6). Estos resultados implican que la
concentracién del efluente y(t) = ¢(L,t) se puede regular con control lineal equipado con

una accién integral.

e Control en frontera PI. Considere un control PI con Kp = 0.1 m | gr~'h™', K| = eK;

con K; = 024 m [ gr-'h~2, y ty = 0.3 h. Se debe observar que el controlador hace uso
g y
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solamente de la senal medida ¢(L, ), tal que la verificacién de diferenciabilidad de la solucién
c¢(z,t) no se requiere para su implementacién. La Figura 10.11 (a) muestra la respuesta de
la concentracién del efluente controlada ¢(L,t) para y* = 0.3 g [7! y tres valores diferentes
de ¢, y la Figura 10.11 (b) muestra el mapa en estado estacionario 7 — 7, la cual es una
curva estrictamente creciente como se predice. Los pardmetros del proceso son ¢y = 5.0 g
I iy = 00, By = 0B m B L L =1 w0 p = 30 52, v D =01 o™ 5, Para
valores pequenos de ¢, la concentracion del efluente converge a la composicién del efluente
pre-establecida y* = 0.3 ¢ [7!. Sin embargo, para € > £pax CON Emax =~ 8.56 el proceso

controlado presenta un comportamiento inestable.

10.3 Reactor quimico de flujo tapén

Un reactor quimico de flujo tapén que se describe con un modelo hiperbélico (i.e., D. = 0),
reportado previamente por Gundepudi y Friedly [5], se usa como un segundo caso de estudio.
Reacciones consecutivas A - B 2 C ocurren bajo condiciones no-isotérmicas en el reactor
rodeado por una chaqueta de enfriamiento. Una corriente de solucién que consiste del reactante
A puro a una concentracion ¢4, y temperatura Tj, entra al reactor en z = 0. La chaqueta de
enfriamiento se mantiene a una temperatura constante 7T,,. Bajo las consideraciones estdndar de
modelamiento [34], las ecuaciones del modelo que representan los balances de material y energia
en el reactor con la condicién frontera en z = 0 corresponden a las PDE de la forma considerada
en las Ecs. (1)-(5) con ¢ = (4,¢5: T)7, in = (C4n) 0, Tin)7,

~ki

fle)=| k(% — kol

(=AH/0cp)kr(y + (—AHy/ ecp)kalp + (Uwn/ecp) (T = T)

k1 = ki exp(—Ey/RT) y ko = kogexp(—E2/RT). Aqui, (4 v (g representan las concentraciones
de A y B dentro del reactor, respectivamente, y T' representa la temperatura del reactor. Los
valores de los pardmetros del proceso se muestran en la Tabla 10.1 y un diagrama esquemdtico
del proceso se presenta en la Figura 10.12.

El objetivo de control es regular la concentracién del producto deseado B en la corriente de
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Tabla 10.1: Parametros del reactor quimico de flujo tapén

SAin | 1 kmolm =3

SBin | 0 kmolm™3

Ton | 208 K

T 500 K

ko | 11 m3s kmol™?

koo | 172.2 m3s kmol™!

E; 4180 kJ kmol K1

E, 34833 kJ kmolK !

p 1000 kg m™*

C, | 1kJ kg 1K

AH, | 418000 kJ kmol ' K~*
AH, | 418000 kJ kmol ' K1
U, |281TeIm K s
L 10m

salida y,(t) = (g(L,t). Existen cuatro alternativas para la variable manipulada; temperatura de
entrada, concentracién de entrada, temperatura en la pared y la velocidad de flujo. La temperatura
en la pared influye en la temperatura en todo el reactor y es una buena eleccién cuando se trata
de controlar la temperatura méxima del reactor o el rendimiento global a la salida del reactor.
La temperatura de pared tiene poco efecto en la localizacién del punto caliente. Por otro lado, la
temperatura de entrada y la velocidad de flujo pueden afectar en forma importante la localizacién
del punto caliente. El uso de la concentracién de entrada como variable de control tiene la ventaja
de que el efecto de la accién de control es més rdpida, pero tiene la desventaja que su influencia
sobre la velocidad de reaccién no es tan fuerte como la temperatura!. En este caso se considera
a la velocidad de flujo v(¢) como la variable manipulada. Se considera que las mediciones de
composicién se obtienen con un tiempo de retardo t; = 60 s, y que las medidas de temperatura
se obtienen sin retardo. Por otro lado, la concentracién y,(t) = (g(L,t) se toma como la medida
principal, v las temperaturas intermedias en varias posiciones axiales diferentes se toman como

medidas secundarias.

e Mapa en estado estacionario entrada-salida. La Figura 10.13 muestra la variacién de la salida
yr en estado estacionario con la velocidad de flujo v. Debido a los efectos competitivos

de las dos reacciones consecutivas [34], existen dos valores en estado estacionario de la

!Comunicacién personal, Felipe Lépez Isunza (2001).
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Figura 10-14: Respuesta en escal6n de la concentracién de salida de B y,.(t) = (g(L, ).

velocidad de flujo que corresponden a un valor dado de 7, = Cz(L). Esto significa que la
Hipétesis 5 no se satisface en el rango de velocidad de flujo completo. Sin embargo, si el
rango se restringe a I, = [0,2.9] ms™!, el mapa 7 — ¥, es estrictamente creciente (i.e.,
sin multiplicidades de entrada). De esta forma, las Hipétesis 4 y 5 se cumplen. Por otro
lado, las simulaciones numéricas en la Figura 10.14 muestran que las dindmicas del reactor
son estables exponencialmente alrededor de un punto de equilibrio uinico (Hipétesis 6). En
virtud del Teorema 1, si la velocidad de flujo v se restringe a tomar valores en I, = [0,2.9]
1

ms~ ", un control en frontera lineal tipo PI es capaz de estabilizar la concentracién de la

corriente de salida y,(t) = (5(L,t) en un punto de referencia dado y; € imagen(I,).

Perfiles en estado estacionario. La Figura 10.15 muestra el perfil en estado estacionario

para la condicién de operacién v = 0.47 m s

La concentracién Cg(z) alcanza un valor
maximo (= 0.86 kmol m~3) aproximadamente en z = 2 m. Por otro lado, el perfil de
temperatura 7(z) es estrictamente creciente, lo cual muestra la alta exotermicidad de la
reaccién quimica. Control con un lazo. La respuesta escalén que se muestra en la Figura 10.14

se uso para sintonizar un control PI con base a reglas IMC [37]. Debido al retardo inherente
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Figura 10-15: Perfiles de concentracién ((z) y temperatura (7') en estado estacionario.

de los DPS y al retardo de medicién ¢4, la respuesta es lenta, lo cual puede ser inaceptable
desde un punto de vista practico. La Figura 10.16 muestra la dindmica de la concentracién
regulada y,(t) = (5(L,t) para tres valores diferentes de la ganancia proporcional Kp,, y
cuando se presenta un cambio del punto de referencia de + 20% en la concentracién de
entrada ¢ 4,. Se considera el valor de punto de referencia y; = 0.85 kmol m=3 [5]. A pesar
de que el control PI con un lazo sencillo es capaz de llevar a la concentracién de la corriente
de salida al punto de referencia y; = 0.85 kmolm ™3, se presenta un sobredisparo grande que

se induce por la perturbacién en la corriente de entrada.

Control multi-lazo. Como en el caso del intercambiador de calor, se pueden usar medidas
secundarias de temperatura y,(t) para acelerar la dindmica del sistema en presencia de per-
turbaciones externas. Para la misma ganancia integral de las simulaciones en la Figura 10.16
v Kp, = 005 m*kmol~'s™!, la Figura 10.17 presenta la respuesta de la concentracién de
la corriente de salida controlada y,(¢) = (z(L,t) cuando se retroalimentan hasta 3 tem-
peraturas intermedias en el lazo secundario. Estas mediciones se localizan en z; = 3L/4,

zp=L/2y z3 = L/4, y el vector de ganancias correspondiente se proporciona en la misma
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Figura 10-16: Comportamiento de la concentracién de B de la salida regulada y,(t) = (z(L, 1),
para y* = 0.85 kmolm™>, K;, = 0.1 m*kmol~'s™2  y tres valores diferentes de la ganancia
proporcional Kp, (m*kmol='s™1).

figura. Como en las respuestas tipicas del control en cascada, las mediciones secundarias
aumentan las capacidades de rechazo a perturbaciones del lazo de control. Sin embargo, el
retardo de medicién es una fuerte limitacién para reducir efectos adversos de la corriente de
entrada. En esta tesis, para ilustrar la estructura del control, las mediciones de temperatura
secundarias se realizan en posiciones axiales distribuidas equitativamente. Tal seleccién de
posiciones pueden no ser éptimas para introducir la cantidad de amortiguamiento adecuada.
No obstante, este problema de seleccién de estructura merece un estudio sistematico [35], y

no entra en los objetivos de esta tesis.

98




0g50 ]
025
0900
0875

0850

—K,=(0.0.0) ms'K'
---- K, =(0,-01,0)ms'K’
........... K,, =(0.0,-001) ms'k’

—K,=(001,-00125 001) ms'K'

0.825 4

0,800 4

Concentracién de B (kmol m®)

184

144
1.2
1.0

Entrada de control (ms™)

K = 0.1 m'imol's®
K, = 0005 mmol's"

08

Temperatura, T(K)

0 400 600 20
0 0 &0 80
Tiempo (s)

Figura 10-17: Comportamiento a lazo cerrado bajo una perturbacién (+20%) en la concentracién
de alimentacién de A, (4, y un cambio del punto de referencia (y* = 0.80 kmolm™*) cuando se

retroalimentan temperaturas intermedias como un lazo secundario.

99



Capitulo 11

Conclusiones

Varios aspectos de estabilidad del problema de control en frontera de una clase de DPS estables
exponencialmente se han tratado al utilizar una propuesta de dimensién infinita asociada con las
PDE que describen la dindmica de los procesos a controlar. Esta clase de DPS incluye varios
procesos interesantes conveccion-difusién-reaccién en ingenieria quimica, tales como reactores bio-
quimicos [1], extraccién de vapor [2], transporte reactivo biolégico cerca de pozos de inyeccién [3],
separacion cromatografica [4] y reactores quimicos [5].

Especificamente, se ha demostrado que la estabilidad exponencial se preserva cuando se aplica
un retroalimentado de ganancia baja de la salida regulada y de un conjunto finito de estados
medidos. Esta propiedad permite la introduccién de un amortiguamiento adicional para aumentar
el desempeno del sistema sin desventajas serias sobre la dindmica del lazo de control. Ademaés,
se demostré que una accién integral de ganancia baja proporciona seguimiento asintético global y
exponencial local de la salida regulada. De esta forma, la construccién del controlador resultante
es similar a los reportados previamente en disenos de control en cascada, asegurando en este caso la
estabilidad interna y la estabilidad global entrada-salida en la presencia de dindmicas de dimensién
infinita. Esta construccién y caracteristicas de funcionamiento robusto fueron: (i) respaldadas
por una condicién de convergencia robusta conjuntamente con la caracterizacién dindmica a lazo
cerrado, y (ii) corroboradas por la implementacién de disenos de control de lazo sencillo y lazo
muiltiple a un reactor quimico, un reactor bio-quimico y un intercambiador de calor. .

Algunos problemas importantes requieren estudios adicionales. Por ejemplo, hace falta un

procedimiento sistematico de sintonizado para los lazos secundarios. Ademds, el nimero 6ptimo
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y localizacién de medidas secundarias es un problema importante que se debe de tratar para
sistematizar los disenios de control de dimensién finita. Metodolégicamente hablando, esta parte
de la tesis sugiere una forma de proceder en el empleo de técnicas de control avanzadas con
orientacién en estabilidad, para tratar o revisar problemas de control orientados a aplicaciones en

el control de procesos quimicos de pardmetros distribuidos.
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Capitulo 12

Conclusiones Generales y Perspectivas

En esta tesis se han estudiado las propiedades de estabilidad del control lineal en dos clases de
reactores quimicos continuos; CSTR y reactores tubulares (DPS). Para cada clase de reactor a
lazo cerrado estudiado, se proporciona una prueba formal de la capacidad de estabilizacién global
del control lineal. El calificativo global significa que la estabilizacién de la variable controlada
se alcanza sin importar las condiciones iniciales del sistema (localizadas dentro del dominio fisico
de la existencia del sistema). El andlisis de estabilidad proporciona un entendimiento sobre las
posibilidades y limitaciones del retroalimentado lineal con accién integral para las dos clases de
reactores quimicos estudiados. Ademds, la propuesta de esta tesis proporciona un marco para
estudiar los efectos del control integral en la presencia de no linealidades.

La incorporacién de los siguientes puntos en el marco de andlisis desarrollado en esta tesis
permitirian extender el drea de aplicabilidad de los resultados que se obtienen en esta tesis a
procesos reales.

1. Control lineal PI saturado en el CSTR. El estudio de la estabilidad del control PI en
CSTR se realizo bajo la consideracién de que el control no se satura. La saturacién del control
induce una no linealidad adicional que se debe incluir en un andlisis de estabilidad mds completo.
El problema fundamental del control lineal con saturacién se puede asociar a la presencia de
dindmicas complejas que se inducen por la saturacién, lo cual puede conducir a un comportamiento
inestable y/o cadtico del sistema en lazo cerrado.

2. Control lineal PI del CSTR con andlisis de incertidumbres. Con el fin de identificar

criterios de estabilidad robusta en CSTR, que permitan asegurar la estabilidad de un CSTR real,
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la incertidumbre del modelo matematico se debe considerar en el andlisis de estabilidad. En
CSTR las incertidumbres surgen debido a las fluctuaciones en las condiciones del flujo de entrada,
mezclado imperfecto y el conocimiento pobre de los mecanismos de reaccion.

3. Control lineal de DPS distribuido. El estudio de la estabilidad del control lineal en
reactores tubulares con acciones de control distribuidas en el dominio espacial es un problema que
requiere un andlisis de estabilidad formal. Este caso es particularmente importante en algunos
reactores quimicos no isotérmicos donde el controlar la temperatura a la salida del reactor no
necesariamente implica que la temperatura dentro el reactor se mantenga dentro de limites seguros.
En varios reactores industriales, la existencia de fluctuaciones importantes de temperatura dentro
del reactor pueden desactivar catalizadores o causar dano estructural al reactor. Debido a esto,
el problema de control se puede plantear en el control adecuado de los estados dentro y fuera del
reactor, lo cual conduce a un problema de control distribuido espacialmente.

4. Anadlisis del control discreto PI en reactores quimicos continuos. Desde una
perspectiva practica, en muchos procesos quimicos, el control lineal se implementa en dispositivos
digitales, los cuales hacen uso de la versién discreta del control lineal PI. El equivalente discreto

del controlador continuo PI que emplea un esquema de integracién rectangular es:

m, = K.,

n
7
€ A— Z €k
e
Los pardametros K, y 7; son la ganancia del controlador y la constante de tiempo integral. La

eleccién del tiempo de muestreo 7 es un aspecto importante en el diseno de los algoritmos de

control discreto.
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Apéndice A

Material Complementario

A.1 AnaAlisis lineal de estabilidad del CSTR

Linealizacién, funcién de transferencia, y localizacién de raices del CSTR

El proceso de linealizar sistemas no lineales es importante, debido a que esto permite aplicar
numerosos métodos de andlisis lineal que proporcionan informacién acerca del comportamiento de

sistemas no lineales. Un sistema no lineal

se puede reducir a un sistema lineal
z () = A(t)Z(t) + B(t)a(t)

donde A(t) y B(t) son la matrices Jacobianas que se calculan a lo largo de las dos funciones en el

tiempo zo(t) y uo(t).

Linealizacién del CSTR Para el CSTR se tiene

fi = c=0(cin — c) + Ekocexp(—&,/R,T)
fo = T=0(Twm—T)+ AHkocexp(—E,/R,T) + v(u—T)
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y las matrices Jacobianas son

8f/8c 8f,/T | | -2 003125
of/oc dpjor | |20 42 |
df1/u B 0
Of2/u J0.5,400 = 0.5,400

el sistema linealizado es

» -2 —0.03125 0

200 4.25 1
0.5,400

Funcién de transferencia del CSTR La funcién de transferencia del sistema en lazo abierto

es
AT s+ 2

Au 52 —2255—225

Las raices del denominador de la funcién de transferencia se denominan los polos de la funcién de
transferencia. Para el CSTR bajo control proporcional puro, el polinomio caracteristico en lazo
cerrado es

s+ (Kp — 2.25)s + (2Kp — 2.25) = 0.

Un sistema de control es estable si y solo si los polos en lazo cerrado se encuentran en el semiplano
1zquierdo del plano complejo. Un criterio simple, conocido como el criterio de estabilidad de
Routh, permite determinar la cantidad de polos en lazo cerrado que se encuentran en el semiplano

derecho del plano complejo. El criterio de estabilidad de Routh para el CSTR en lazo cerrado es

8 1 2Kp—2.25
st K,—225 0
s 2Kp—2.25

Para que el CSTR sea estable (i.e., todas las raices de la ecuacién caracteristica se encuentran en

el semiplano izquierdo del plano complejo) todos los términos de la primer columna deben de ser
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1Gain: 2.25
\Pole: -0.00753 +1.49i
|Frequency (rad/sec) 1.48

Figura A-1: Gréfica del lugar geométrico de las rafces del CSTR en lazo cerrado.

positivos. Por lo tanto

K,>225

Localizacién de raices Uno de los métodos de diseno retroalimentado mas importantes del
control automdtico cldsico es la teorfa de localizacién de raices, que se basa en la observacién
que en el dominio en frecuencia los polos a lazo cerrado de un sistema varfan desde los polos a
lazo abierto a los ceros a lazo abierto conforme la ganancia se incrementa desde cero a infinito.
La Figura A.1 muestra el diagrama de localizacién de raices que se obtiene con la funcién de

transferencia del CSTR en lazo cerrado.
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A.2 Desigualdades en el método de energia de DPS

Intercambiador de calor

Al usar la variable de desviacion ¢(z,t) = ¢(z,T) —¢(z), la solucién cero ¢(z,t) = 0 es una solucién

a las siguientes ecuaciones que describen la dindmica del intercambiador

dc dc 0%
= = Vg + D + (@) (A1)

&0,t) = FL,t)=0

En este caso, V = (v, %)7, D = (D1, D2)7, ©(z) = (T1(2),T2(2))" y f(¢) = —AC
El método de energia (Apéndice B) se utiliza para investigar la estabilidad de la solucién cero.
Considere la funcién de energfa E = 1 I2]|%, al multiplicar la Ec. (A1) por € e intergrando sobre

(0, L) se obtiene:

L 2~ L
dE _ f cidz = —V/ dz + D, / gL dz — / ¢dz (A2)
dt 0 at 0 0

Al intergrar por partes

_dc B 1., - B
|74 0 cazdz = V2 [*(L) —*(0)] =
L_o% 8z ||?
Dc . del = _Dc 5

A/ 2dz = Al
0

Por lo tanto la Ec. de energia sera

dE az||” 2
= A | R A3
e o (A3)
al usar la desigualdad de Poincaré ,
‘ —az > |||’
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para ¢ con ¢ =0en z =0, L. Al usar esta expresién en (A3) y con £ = 1 I€]|* conduce a

dE _
AFE
= < —2(n*D, + A)

utilizando el hecho que Apin(A) = 0, y tomando el valor minimo de D, iy = min {D;, Dy} > 0 la

derivada se puede acotar como

Ei—E S 2‘:’IrQ'DCl.'nl.l'!'E'
dt

Entonces, |[c|][ — 0 al menos exponencialmente y la solucién cero del sistema (x) es estable.

Reactor Bio-quimico

Considere el sistema

dclz,t dc(z,t 0%¢(z,t ~

con condiciones frontera

20, t) = &(L,t) =

Al usar la variable de desviacién ¢(z,t) = ¢(z,T) —(z), la solucién cero ¢(z,t) = 0 es una solucién

al sistema (A4).

Considere la funcién de energia E = I2]|%, al multiplicar la Ec. (A4) por ¢ e intergrando

sobre (0, L) se obtiene:

L
%: ! cg%dz——' i dz»}»Df c——dz— /OEde (A5)

Integrando por partes

L _oe 1
—?.’fo cgdz = =i [¢*(L) -(0)] =
L 9%
DC L C@dl = —DC 5

L
" / 2dz = pld?
0
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Por lo tanto la Ecuacién de energia (A5) se reduce a

dE oe||? "
P st | S A6
— =D, ||| —ulal (A6)
al usar la desigualdad de Poincaré 5
5| ==
2

para ¢ con ¢ = 0 en z = 0, L. Al usar esta expresién en (A6) y con E = 1 I2]l* conduce a

% < —-2(m’D. + p)E

donde D, > 0y como g = ppo/Ks ¥ bmax ¥ Ks son constantes positiva, |[¢]| — 0 al menos

exponencialmente y la solucién cero del sistema (A4) es estable.
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Apéndice B
Material Matematico Util

El propésito de este apéndice es dar una breve gufa de las técnicas y conceptos que se utilizan en

el desarrollo de las pruebas que se presentan en esta tesis.

B.1 Estabilidad de sistemas dinamicos

Considere el sistema

z= f(t,z),  =(to) =0 (B1)

donde z € R™, t > 0.

Fl sistema definido por (B1) se dice que es auténomo, o invariante en tiempo, si f no depende
de t, y no-auténomo, o variante en tiempo, al contrario. Se dice que es lineal si f(t,z) = A(t)z
para alguna A(,) : Ry — R™" y no lineal de lo contrario.

Sea Bj, la bola cerrada de radio h centrada en 0 en R™. Las siguientes propiedades se dice que

son ciertas:

e localmente, si se cumple para toda z, en alguna bola Bj,.
e globalmente, si se cumple para toda zo € R™.

e uniformemente, si se cumple para toda t > 0.
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Condicién de Lipschitz

La funcién f se dice que es Lipschitz en x si, para algin h > 0,existe un [ tal que

£t 1) — f(E,22)|| < Uljzy — 22 (B2)

para toda ;, z, € By, t > 0. La constante [ se denomina constante de Lipschitz. Las funciones
Globalmente Lipschitz satisfacen (B2) para toda z; o € R". Las funciones que son Lipschitz en
alguna bola cerrada satisfacen (B2) para toda z; 2 € By, con [ dependiendo posiblemente de h.

Si f es Lipschitz en z,entonces esta es continua en z. Por otra parte, si f tiene derivadas
parciales continuas y acotadas en z, entonces esta es Lipschitz. De la teoria de ecuaciones difer-
enciales ordinarias, se sabe que si f esta acotada localmente, y f es localmente Lipschitz en x
implica la existencia y unicidad de las soluciones de (B1) en algiin intervalo de tiempo (siempre y

cuando z € By).

Definiciones de estabilidad

Informalmente, z se denomina un punto de equilibrio estable, si la trayectoria z(t) permanece
cercana a 0 si la condicién inicial z es cercana a 0. Algunas definiciones mas precisas se presentan
a continuacion.

Definicién (Punto de equilibrio). z se denomina un punto de equilibrio de (B1) si f(t,z) =0
para toda t > 0.

Definicién (Matriz Hurwitz). (i) Una matriz A se dice que es Hurwitz si todos sus eigenvalores
tienen parte real negativa. (iz) Un sistema lineal z= Az +b se dice que es estable asintéticamente
alrededor del punto de equilibrio z,, = —A~'b si ||z(t) — z,4|| — 0 conforme t — oo. Si la matriz
A es Hurwitz, el sistema lineal Z= Az + b es estable asintGticamente. (721) Considere el sistema

lineal 7= Az + F(t). La siguiente expresién es una solucién para el sistema anterior

z(t) = exp(At)z(0) + /0 exp(A(t — s))F(s)ds

Si la matriz A es Hurwitz, existen dos mimeros positivos « y A tal que |lexp(At)z(0)|| < & ||z(0)|| exp(—A

Definicién (Estabilidad en el sentido de Liapunov). z = 0 se denomina un punto de
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equilibrio estable de (B1), si, para todo to > 0 y € > 0, existe 6(to, €) tal que
llzol| < 6(to,€) = ||z(t)]| <€ para todo t > ty.

Donde z(t) es la solucién de (B1) iniciando desde z; en ;.

Definicién (Estabilidad uniforme). z = 0 se denomina un punto de equilibrio uniformemente
estable de (B1), si, en la definicién anterior, § se puede elegir independientemente de t;.
Definicién (Estabilidad asintética). z = 0 se denomina un punto de equilibrio asintéticamente

estable de (B1), si

(a) z =0 es un punto de equilibrio estable de (B1),

(b) z = 0 es atractivo, esto es, para todo ty > 0, existe 6(tg), tal que

lzoll < 6 = lim [z(8)]| = 0

Definicién (Estabilidad asintética uniforme). z = 0 se denomina un punto de equilibrio

uniforme asintéticamente estable de (B1), si

(a) z =0 es un punto de equilibrio uniformemente estable de (B1),

(b) la trayectoria x(t) converge a 0 uniformemente en ty;. Més precisamente, existe § > 0 y una

funcién vy(7,z) : Ry x R® — R, tal que lim,_, v ||z(7, z0)|| = 0 para todo zo y

|zoll <6 == |lz(t)|| < (t — to,T0) para todo t > t5 > 0

Definicién (Estabilidad asinética global). z = 0 se denomina un punto de equilibrio asin-
tética globalmente estable de (B1), si este es estable asint6ticamente y lim;_.. ||z(t)|| = 0 para
todo zo € R™.

Definicién (Estabilidad exponencial, velocidad de convergencia). z = 0 se denomina un
punto de equilibrio exponencialmente estable de (B1), si existen m,a > 0 tal que la solucién z(t)

satisface

lz(@)|| < mexp (—a(t - to)) ||zl (B3)
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para toda zg € By, t > to > 0. La constante o se denomina la velocidad de convergencia.

La estabilidad exponencial global significa que (B3) se satisface para cualquier zy € R™.

Estabilidad de Liapunov y el Principio de Invarianza de LaSalle

Teorema (Estabilidad de Liapunov). Sea z = 0 un punto de equilibrio de (B1) y D € R™ un

dominio que contiene a z = 0. Sea V' : D — R una funcién diferenciable continuamente, tal que
V0)=0 y V(@)>0 enD—{0}); V(z)<0 enD
entonces r = () es estable. Ademas, si
v (z) <0 en D

entonces r = 0 es estable asintéticamente.

La condicién 1; (z) < 0 implica que cuando una trayectoria cruza una superficie de Liapunov
V(zx) = c, esta se mueve dentro el conjunto 2. = {z € R"*|V(z) < ¢} y no puede salir nuevamente.
Cuando 1} (z) < 0 la trayectoria se mueve desde una superficie de Liapunov a una superficie de
Liapunov con menor ¢, es decir, la funcién disminuye hasta el origen. Una funcién V(z) > 0
(V(z) < 0) se dice que es positiva definida (negativa definida). Si esta satisface V(z) > 0
(V(z) €0) para z # 0, se dice que es positiva semidefinida (negativa semidefinida). Asi, el origen
es estable si existe una funcién positiva definida continuamente diferenciable V(z) tal que I;' (z)
sea negativa semidefinida, y este es estable asintéticamente si v (z) es negativa definida.

Del teorema anterior, se observa que una funcién que satisface la condicién de estabilidad asin-
tética sobre un dominio D,y si Q. = {z € R"|V(z) < c} esta acotado y contenido en D entonces
cada trayectoria que inicia en €2, permanece en (), (trayectoria invariante) y se aproxima al origen
conforme t — oc. Entonces (). es un estimado de la regién de atraccién.

Teorema (Radialmente no acotado). Sea z = 0 un punto de equilibrio de (B1) y D C R™ un

dominio que contiene a = = 0. Sea V : D — R una funcién diferenciable continuamente, tal que

Vo) = 0 y V(@)>0 en D-{0}

lz@)]| — oco=V(z) <> o0
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l;’(a:) < 0 paratodaz#0

entonces x = 0 es estable asintdtico globalmente.

Si I} (z) <0, no se puede asegurar que la trayectoria se aproxime al origen, para entender la
estabilidad de las trayectoria en este caso, se introduce el Principio de Invarianza de LaSalle.
Teorema (Principio de Invarianza de LaSalle). Sea Q. C D un conjunto compacto que
es invariante positivamente con respecto a (B1). Sea V : D — R una funcién diferenciable
continuamente tal que I;' (z) <0 en 1; (z) < 0. Sea E el conjunto de todos los puntos en §2.
donde I} () = 0. Sea M el conjunto invariante mas grande de E. Entonces cada solucion que
wnicia en ). se aprozima a M conforme t — oo.

Corolario (Estabilidad asintética del origen). Sea z = 0 un punto de equilibrio de (B1). Sea
V : D — R una funcién diferenciable continuamente sobre un dominio D que contiene al origen,
tal que v (z) <0en D. Sea S = {z € R"|V(z) = 0} y suponer que ninguna solucién puede ser
idéntica, mas que la solucién trivial. Entonces el origen es estable asintéticamente.

Corolario (Estabilidad asintética global del origen). Sea z = 0 un punto de equilibrio de
(B1). Sea V : D — R una funcién diferenciable continuamente, radialmente no acotada, positiva
definida tal que v (z) <0enR" Sea S = {z € R*|V(z) = 0} y suponer que ninguna solucién

puede ser idéntica, mas que la solucién trivial. Entonces el origen es estable asintético globalmente.

Lema de Bellman-Gronwall

Sea z(.), a(.), u(.) : Ry = R,. Sea T > 0. Si
z(t) < /t a(r)z(7)dT + u(T) para toda t € [0, T
0

Entonces

z(t) < ./Ut a(r)u(r) (exp /: a(cr)dcr) dr + u(7) para toda t € [0, 7]

Cuando u(.) es diferenciable
i t ) t
z(t) < u(0) exp/ a(o)do +/ u (1) (exp/ a(a)da) dr para toda t € [0, 7]
0 0 T

118



Teorema del Mapeo de Contraccién

El teorema del mapeo de contraccién (o teorema del punto fijo de Banach), se presenta usualmente
en dos formas: la versién global y la versién local. La versién local considera hipétesis mas débiles
que la versién global, y correspondientemente conduce a conclusiones més débiles.

Teorema del Mapeo de Contraccién Global. Sea (X, ||-||) un espacio de Banach, y sea

T : X — X. Suponer que existe una constante fija p < 1 tal que

1Tz —Ty|| < pllz —yll, para toda z,y € X (B4)

Bajo estas condiciones, eriste exactamente un z* € X tal que T'z* = z*. Para cada z¢ € X, la
secuencia {x,} en X definida por

Lyl = Tz,

converge a x*. Ademds,

'

l2" — za|l <

= ITzo — ol| (B5)

Un operador T' que satisface la condicién (B4) se conoce como una contraccién, debido que
las imégenes de dos elementos cualquiera = y y estdn més cercanos a = y y. Ademds, T es una
contraccién global, debido a que (B4) se cumple para todo z,y en el espacio completo X. Un
elemento z € X tal que T'z* = z* se denomina un punto fijo del mapeo T, debido a que z* per-
manece fijo cuando el mapeo T se aplica a este. El Teorema del mapeo de contraccién asegura que
cada contraccién tiene exactamente un punto fijo en X. Ademds, este punto fijo se puede deter-
minar simplemente al tomar cualquier punto arbitrario de inicio zy € X y aplicar repetidamente
el mapeo T a este. Finalmente, (B5) proporciona un estimado de la velocidad de convergencia de

esta secuencia al punto fijo.

Funciones y teorema sobre funciones

Funciones, composicién de funciones y biyeccién. Una funcién es algo que asocia a cada
elemento de un conjunto con un elemento de otro conjunto. La relacién dada por una funcién f
entre a y b (donde a es un elemento en el conjunto A y b un elemento del conjunto B) representada
por el par ordenado < a,b > se denota como f(a) = b, y b se denomina la imagen de a bajo f.

Una funcién f se dice que es uno a uno (inyectiva), si y solo si f(z) = f(y), = y. Una funcién
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f, desde un conjunto A al conjunto B se dice que es sobre (suryectiva), si y solo si para cada
elemento y de B, existe un elemento z en A tal que f(r) = y, esto es, f es sobre si y solo si
f(A) = B. Una biyeccién es una funcién que es sobre y uno a uno. Ademads, cada biyeccién tiene
una funcién llamada la funcién inversa. Si f es una biyeccién desde el conjunto A al conjunto B,
entonces la funcién g se llama la funcién inversa de f, y se denota por f~!, si para cada elemento
y de B, g(y) = z, donde f(z) = y. La composicién de funciones f y g, denotada por f o g, donde
g es una funcién desde el conjunto A al conjunto B, y f es una funcién desde el conjunto B al
conjunto c, es la funcién desde A a C que satisface f o g(z) = f(g(z)) para todo z en A.

El teorema de funcién inversa considera el problema de n ecuaciones en n incégnitas.

Teorema de la Funcién Inversa. Suponer que la funcién

F:R"3z:=(z;...,2,) — F(z) := (Fi(z), ...., Fa(z)) € R"

es C'! en una vecindad de un punto zo. Ademéds suponer que

F(zo) = po
¥
%:l(ﬂ?o) g{’;(ﬂfo)
oF
55 (%0) 1=
$2(z0) - 3E2(20)

es no singular. Entonces, existe una vecindad NN, de zg y una vecindad N, de py tal que F': N, —

N, es uno a uno; i.e., para cada p € N, la ecuacién

F(z)=p

tiene una solucién tinica.




B.2 Método de energia

Con el método de energia se pueden obtener estimados para la solucién sin resolver la ecuacién
original. Esto se hace al derivar una desigualdad diferencial que describe el crecimiento de esta
energia (e.g., la norma L,). Las funciones de energia tienen mucho en comin con el método de
Liapunov. El método de Liapunov es basicamente una generalizacién de la idea que si “alguna
medida de la energia” asociada con el sistema es decreciente, entonces el sistema tenderd a su
equilibrio. Los pasos bdsicos del método de energia son:

1. Diferenciar la energia:
d

= ||u(,t)||g = (ug, u) + (u,u)

2. Substituir u; con la ecuacién diferencial.
3. Aplicar integracién por partes y las condiciones frontera para simplificar y cancelar términos.

Ejemplo. Sea u una solucién a la ecuacién de difusién

ou A%
% = 522 (B6)

donde —co < z < 00, t > 0, y suponer que se desea investigar el comportamiento de u sujeto a la
condicién inicial

u(z,0) = up(x), —00 < T <00 (B7)

y las condiciones frontera

u(0,t) = u(l,t) =0 (B8)

La solucién cero u = 0 es una solucién a (B6), y se desea investigar su estabilidad. La clave del
procedimiento es que para que una solucién (en este caso u = 0) sea estable, ésta debe ser estable
contra cualquier perturbacion a la cual esta pueda estar expuesta. De hecho, se debe sobreentender
que la estabilidad sea en el sentido de la estabilidad asintética, de forma que la solucién cero (B6)
estable, implica que todas las perturbaciones decaen a cero conforme progresa el tiempo. Desde
un punto de vista practico es necesario que las perturbaciones se desvanezcan rapidamente. En
este sentido, el método de energia es muy til debido a que usualmente garantiza un decremento

exponencial.
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Sea u una solucién a (B6), (B8) que satisface el dato inicial arbitrario ug(z). Se define una
energia F(t) por
1
Et) =3 lu(®)]* (B9)

donde ||-|| denota la norma sobre L?(0,1), i.e.,

1
191 = [ fas
0
Al diferenciar E(t) y usar (B6),
a5 _ : / 1 2uzd:.,r'
dt 2/, ot
dE ' Bu bt
E = / ’Ui'a—td.fc = . ‘U@dﬂ'}
Integrando por partes,
. PRI - IR .
0 Yo ™ = 0o Oz oz|, Oz
Por lo tanto, la ecuacién de energia es
dE _||ou* _, (B10)
dt oz|
Al usar la desigualdad de Poincaré
2>
oz| —

para v con u =0 en z = 0,1. Al usar esta ecuacién en (B10) conduce a
 ul? + 272 ul* < 0
dt -

0, equivalentemente,

% (exp (27%t) ||u||2) <0

lo cual conduce a

llu(®)||* < exp (~27°t) [|uol|® (B11)

Entonces, ||u(t)|| — 0 al menos exponencialmente y la solucién a (B6), (B8) es estable.
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B.3 Sistemas perturbados singularmente

El método de perturbaciones singulares! es valioso en el andlisis de sistemas en los cuales el orden
dindmico cambia como el resultado de despreciar algunos elementos, o hacer algunas simplifica-
ciones. Para un punto de equilibrio dado se puede establecer estabilidad asintética, si el sistema
original cumple algunas condiciones.

Considere el sistema

He

= f(z,y) (B12)

ey = g(z,y)

dondez € R*, y € R™, f : R®» x R™ — R", g : R* x R™ — R™. Observar que para cualquier
e distinto de cero, el sistema (B12) consiste de n + m ecuaciones diferenciales. Sin embargo, si

e = 0, el sistema (B12) serd un conjunto de n ecuaciones diferenciales, y m ecuaciones algebraicas,

He
|

f(z,y) (B13)

0 = g(z,y)

Suponer que es posible resolver las m ecuaciones algebraicas en (B13) para obtener una expresién

explicita para y en términos de z, de la forma
y = h(z) (B14)

donde h : R* — R". Entonces, se puede substituir (B14) en (B13) para obtener el conjunto de

ecuaciones diferenciales

z= f(z, h(z)) (B15)

Al colocar £ = 0 en (B12) conduce a una perturbacién singular, debido a que este cambia el orden
del sistema. El sistema (B12) se denomina el sistema completo u original, en tanto que (B15) se

denomina el sistema reducido.

1Esta parte se toma de la referencia; M. Vidyasagar, Nonlinear Systems Analysis, Second Edition, Prentice-Hall,
Englewood Cliffs, New Jersey, 1993.
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Los resultados de sistemas no lineales perturbados singularmente se presentan a continuacién:

Teorema (Perturbacién singular). Considere el sistema

Ne
I

f(z,y) (B16)

ey = g(z,y)

donde f : R* x R™ — R", g : R* x R™ — R™ son diferenciables continuamente y satisfacen

f£(0,0) =0, ¢g(0,0) = 0. Definir

) %
A - — A = —_
! {BI 0,0) * 7 10y] oo

o Bl el
9z | (o0) 9] (0,0

y suponer que Agy es no singular. Bajo estas condiciones, existe una funcion C*' h: R® — R™ tal

que, en alguna vecindad de (0,0),
es la solucion tnica de

Aun mds,

1. Si Agy y Ay — A A5} Ay son Hurwitz, entonces, eziste un gg tal que (0,0) es un equilibrio

estable asintdticamente del sistema (B16) siempre que 0 < £ < &y.

2. Si al menos un eigenvalor de Ay 0 Ay — A12A5;) Agy tiene parte real positiva, entonces eiste

un &g, tal que (0,0) es un equilibrio inestable del sistema (B16) siempre que 0 < € < &o.

En el lenguaje de la teoria de perturbacién singular la matriz A,y se dice que representa la
dindmica répida, en tanto que Ay = A;; — A3 A5} Ay se dice que representa la dindmica lenta.
Por lo tanto, y es comiinmente referida como la variable de estado répida y z como la variable de
estado lenta, y su evolucién en el tiempo esta gobernada por la matriz Aj.

Para los ingenieros de control, los métodos de perturbacion singular legitimizan las simpli-

ficaciones ad-hoc de los modelos dindmicos. Una de tales simplificaciones es despreciar algunas
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constantes de tiempo “pequenas” y parametros “pardsitos” que incrementen el orden dindmico del
modelo. Sin embargo, el disenio que se basa en un modelo simplificado puede resultar en un sistema
lejos del desemperio deseado o en un sistema inestable. Si esto pasa, se necesita una herramienta
que ayude a mejorar el disenio simplificado. Esto es, encontrar un disefio simplificado que capture
los fenémenos dominantes. Los fenémenos que se desprecian, si son importantes, se analizan en
un segundo paso. Esto conduce a que las expansiones asintéticas en series capa limite (“internas”)
y reducidas (“externas”), las cuales son la caracteristica principal de las técnicas de perturbacién
singular, coinciden con las etapas de diseno iniciales. Debido a que la mayoria de los sistemas
de control son dindmicos, la descomposicién en etapas se dicta por una separacién de escalas de
tiempo. Tipicamente, el modelo reducido representa los fenémenos (promedio) més “lentos”, los
cuales en la mayoria de las aplicaciones son dominantes. Los modelos de capa limite involucran
las escalas en tiempo mds répidas y representan desviaciones del comportamiento lento predicho.
Las etapas de diseno posteriores es hacer que las capas limite sean estables asintéticamente, de

forma que tales desviaciones se amortiguen rapidamente.

B.4 Sistemas de dimensién infinita y espacios de Hilbert

En sistemas de dimensién finita de ODE, es estdndar considerar el “espacio fase” y tal vez espacios
de dimensién mayores, cuyas coordenadas estdn dadas por el conjunto de variables dependientes
del tiempo. Una propiedad matemadtica importante de un espacio de dimensién finita E es que
cualquier subconjunto acotado cerrado X de E sera compacto, y esto se explota frecuentemente
en el andlisis de ODE. La caracterizacién mas 1itil de compactez en este contexto es que cualquier
secuencia en X posee una secuencia convergente.

Una de la primeras dificultades a primera vista en el anélisis de PDE es que el espacio fase
es de dimensién infinita y no tiene la propiedad que cualquier subconjunto cerrado acotado es
compacto. La solucién a una PDE a cualquier tiempo ¢ es una funcién f(z) = u(z,t), de modo
que las soluciones se mueven en un espacio de funciones, o simplemente “una funcién espacio”.

Los espacios de funciones tipicas son, por ejemplo: el espacio C°, que consiste de todas las

funciones continuas; el espacio C*, que consiste de todas las funciones que son diferenciables y
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tiene primer derivada continua, y en general
C" ={f:d"f/dz" existe y es continua para 0 <n < r}

Por ejemplo, una eleccién natural para el espacio fase de una PDE difusién-reaccién deberia
ser el espacio de funciones dos veces diferenciables C?, debido a que esta ecuacién involucra
segundas derivadas de u. Sin embargo, para facilitar la comparacién con la teoria de ODE, es mas
itil extender un espacio de funciones suaves, a un espacio de Hilbert, el cual comparte muchas
caracteristicas en comiin con los espacios en R™.

Muchos de los espacios abstractos en el andlisis funcional, surgen al generalizar las propiedades
de R™. Por ejemplo, un espacio métrico se basa en ideas de distancia, y un espacio normado en ideas
de longitud. El concepto de un espacio topolégico surge de las nociones de conjuntos abiertos y
cerrados dentro un espacio métrico. Un espacio de Hilbert se basa sobre las nociones matemaéticas
del producto escalar (punto) y la completez de los espacios Euclidianos. El andlogo del producto
escalar es el producto interno (u,v), y el modulo o norma de u,denotado por ||u||, se deriva (como
para R") del producto interno via ||u||* = (u,u). La completez significa que cualquier secuencia
de Cauchy en H (una secuencia {z,} tal que dado € > 0 existe un ng(€) con ||z, — z,.|| < € para
todo n,m > ng) converge a un punto en H.

El producto interno mas obvio de dos funciones es la integral del su producto,
(u,v) = /u(;r);!'(:rr)dlf'
Jo
la cual genera la norma correspondiente L?,

full = ([ l?® v
JQ

el espacio de funciones que son de cuadrado integrable, es el espacio de Hilbert fundamental para

el estudio de PDE. Para un dominio (2, acotado suavemente en R™, L*(2) se define por

L*(Q) = 'u|/ lu||? dV < oo
Q

y es un espacio de Hilbert cuando se equipa con el producto interno y la norma correspondiente
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antes descritos.

B.5 Algunos teoremas titiles

Teorema de deficiencia cero

Para cualquier red de reaccién de deficiencia cero los siguientes enunciados se cumplen:

(i) Si la red no es débilmente reversible entonces, para cinéticas arbitrarias (no necesariamente
de accion de las masas), las ecuaciones diferenciales para el sistema de reaccién correspondiente no
pueden admitir un estado estacionario positivo (i.e., un estado estacionario en el ortante positivo
de R™).

(i2) St la red no es débilmente reversible entonces, para cinéticas arbitrarias (no necesariamente
de accion de las masas), las ecuaciones diferenciales para el sistema de reaccién correspondiente
no pueden admitir una trayectoria de composicion ciclica a lo largo de las cuales todas las con-
centraciones de las especies sean positivas.

(112) Si la red es débilmente reversible entonces, para cinética de accién de las masas (sin
tomar en cuenta los valores positivos de las constantes de velocidad), las ecuaciones diferenciales
para el sistema de reaccion correspondiente tienen las siguientes propiedades: existe dentro de
cada clase compatible estequiométrica positiva un estado estacionario, el cual es estable asintoti-
camente, y no existe una trayectoria de composicion ciclica no trivial a lo largo de la cual todas

las concentraciones de las especies sean positivas.

Teorema 2 de Hoppensteadt

En Hoppensteadt [16], se estudia la estabilidad de ODE de la forma
dz

dt
dy

= f(t,z,y,€) (B17)

= gt &9, ¢€)

€
dt




donde € es un pardmetro real cercano a cero. En el Teorema 2, se muestra que si el sistema

reducido

dx

0 = g(t,z,vy,0)

es estable, entonces para € > 0 pequerio, el sistema completo (B17) es también estable. Ademds,
el dominio de estabilidad para el sistema completo esta determinado esencialmente por el sistema
reducido (B18) y otro problema auxiliar de orden cero.
Existen dos condiciones de estabilidad las cuales se imponen sobre el sistema (B17). La primera
trata con la estabilidad del problema reducido (B18).
S1. El sistema lineal
dz

E = A(t)Z

donde A(t) = (fe — fy,9,"'9z) (t.2o(t), yo(t),0), es estable asintdtico exponencialmente. La no-
tacion f;,etc., se usa para denotar la matriz Jacobiana (8f;/dz;) etc.

La condicién S1 garantiza que la solucién z = zg(t) de

dx

E = f(t,:[:,é(t,l‘),{})

es asintoticamente estable. La segunda condicién de estabilidad garantiza que las soluciones del
sistema (B17) tienen limite conforme € — 0.
S11. Los eigenvalores de la matriz Jacobiana gy(t,zo(t),yo(t),0) todos tienen parte real menor
que algin numero negativo fijo para todo 0 < t < oo.

Sea el dominio de atraccién denotado por D. Asi, si £ € D, existe una solucién tinica de (B17)
que tiene a § como valor inicial. Ademds, esta solucién se aproxima a zo(t) conforme ¢t — oo. Si

es necesario se restringe el dominio D de forma que los eigenvalores de la matriz

94(0,€, ¢(t,£),0)

tengan parte real negativa para £ € D. Ahora, considere el sistema “rdpido” el cual se obtiene del
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sistema (B17) al colocar t = €7 y con € — 0 :

dy

E—T_ = g(ow€7 qb(oa 5) 5 i Y) O)

La condicién SIT y la restriccién sobre D aseguran que para cada £ € D, la solucién cero de este
sistema es estable asintéticamente. Sea su dominio de atraccién denotado por E.

Teorema 2. Si (z(t,¢€),y(t,€)) y (T(t, €),Y(t,€)) son soluciones del sistema (B17) tal que (z(0, €), y(0, €)
y (7(0,€),7(0,¢€)) definen funciones (£(€),n(e)) y (£(€),7(€)), respectivamente, las cuales son (i)
funciones suaves de € en € = 0, y (ii) satisfacen & = £(0), & = £(0) € D y n(0) € Ee,,
7(0) € Ee , si las condiciones SI y SII se satisfacen, entonces para un € > 0 pequetio, eristen
soluciones sobre el intervalo completo 0 <t < oo, y

lim [(z(t,€),y(t, €)) — (Z(t,€), Y(t,€))] = 0

t—o0

B.6 Meétodos numéricos para PDE

En las dltimas 3 décadas se han desarrollado y mejorado diversos métodos para encontrar solu-
ciones aproximadas a las ecuaciones diferenciales parciales. Entre los métodos de aproximacion,
el método de diferencias finitas, el método de caracteristicas, y los métodos variacionales han
dominado las aplicaciones para los problemas en ingenierfa. En los 1ltimos afios el método de
elemento finito, una derivacién de los métodos variacionales clésicos ha ganado una popularidad
considerable entre los practicantes de matemaéticas aplicadas.

El método de diferencias finitas estd dotado con la simplicidad de su principio (i.e., la repre-
sentacién de las derivadas de una funcién, en términos de series de Taylor finitas), y la facilidad
de formulacién e implementacién sobre computadoras digitales. Las desventajas incluyen: la
dificultad en implementar las condiciones frontera sobre fronteras irregulares, y la dificultad en
representar con precisién dominios irregulares.

Los métodos variacionales cldsicos se basan ya sea en la minimizacién de una funcién cuadrética
asociada con el problema dado, o en la minimizacién del error de aproximacién. A pesar de su
simplicidad y precisién, los métodos variacionales cldsicos no se consideran competitivos con el

método de diferencias finitas, debido esto a la dificultad en construir funciones de aproximacion

129




para dominios irregulares.

Meétodo de caracteristicas El uso préctico del método de caracterfsticas se restringe al caso
donde coeficientes constantes multiplican los términos diferenciales en un conjunto de ecuaciones
diferenciales hiperbélicas. Esto conduce a lineas rectas para las direcciones caracteristicas. Es-
to permite que la ecuacién diferencial parcial sea representada exactamente por una ecuacién

diferencial ordinaria a lo largo de la direccién caracteristica.

Método de colocacién ortogonal La técnica de colocacién ortogonal en su forma més simple
fue desarrollada como una modificacién de los métodos de colocacién. En los métodos de colo-
cacién, los coeficientes de la expansién de las funciones prueba son tipicamente determinados por
principios variacionales o por métodos de residuos pesados. El método de colocacién ortogonal
estd basado sobre la eleccién adecuada de series de prueba para representar la solucién de las
ecuaciones diferenciales parciales. Los coeficientes de las series de prueba se determinan al hacer
cero la ecuacién residual en un conjunto de puntos denominados “puntos de colocacién”, en el
dominio de solucién. La caracteristica del método de colocacién es que expresa las derivadas en
cada punto como una combinacién lineal de los valores en todos los puntos de colocacién en lugar

de solo los puntos vecinos como en el caso de diferencias finitas.

Método de elemento finito El método de elemento finito supera las desventajas de los méto-
dos variacionales cldsicos al buscar soluciones aproximadas sobre una coleccién de subdominios
simples (llamados elementos) sobre los cuales las funciones de aproximacién pueden generarse
sistemdticamente. La coleccion de elementos, llamados una malla de elemento finito, reemplaza
el dominio original a una precisién deseada. Los métodos variacionales, incluyendo el método
de elemento finito, estan basados en enunciados integrales, los cuales se obtienen al multiplicar
la ecuacién con una funcién peso e integrar sobre el dominio. Por lo tanto, no son adecuados
para problemas con gradientes pronunciados o discontinuidades debido a que el método tiende
a suavizar las discontinuidades, lo cual no es deseable cuando se estd interesado en predecir la

magnitud del gradiente.

Colocacién ortogonal sobre elementos finitos La principal limitacién del método de colo-

cacién ortogonal se debe a que los puntos malla se localizan en los ceros de los polinomios or-

130



togonales y éstos no tienen una relacién directa sobre el perfil global. Sin embargo, el método
puede combinarse convenientemente con elementos finitos para dar un método de solucién muy
eficiente y flexible. La atraccién particular de la colocacién ortogonal sobre elementos finitos es
que los puntos de colocacién pueden ser localizados en las regiones més apropiadas. Sin embargo,
mientras es relativamente facil encontrar una combinacién apropiada de elementos finitos y puntos
de colocacién que dan buenos resultados en estado estacionario, para los sistemas dindmicos no es
tan sencillo. Esto se debe al cambio de los perfiles en posicién y tiempo de modo que es necesario

que los elementos finitos se muevan.

B.6.1 Meétodo de diferencias finitas

El método de diferencias finitas trata con puntos especificos dentro un dominio, denominados
puntos malla. El dominio estd dividido en intervalos equidistantes, aunque tal consideracién de
intervalos iguales no es necesaria.

Si se supone que se tiene una funcién continua 6(z), al usar una expansién de Taylor se pueden
deducir férmulas en diferencias para la primer y segunda derivada involucrando solamente los
valores en x;_, z;, y x;41, donde 7 indica el punto malla de la discretizacién. Sea §; = #(z;) al

escribir una serie de Taylor para 6,1, y #;_; conduce a

2 3

0i1 = 0; + 00z + 9:,.'A2—f + 9;”01‘3—”;" + ... (B19)
2 A 3

0;-1 = 0; — 0.Az + 9;“/'\‘2—“‘; = 9;”3—’:’ + ... (B20)

al reordenar y dividir por Az se obtienen dos expresiones para la primer derivada

i1 — 0, Az

LW g e 2
o i+ 0; 51 + (B21)

91' —9-,'_1 Az

bi—bis _p_plz, B22
A:I: 1 L | 2! + ( )

Cada férmula es correcta hasta el orden de Az. Alternativamente, se puede substraer las

ecuaciones (B19), y (B20), reordenar, y dividir por Az para obtener,
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Giv1 — 0 Az
L VL B P 2
5AL 0;+ 0, 3l + (B23)

La cual es correcta hasta el orden de Az?. Al sumar las ecuaciones (B19), y (B20), re-arreglar,

y al dividir por Az? se obtiene una expresién para la segunda derivada

9,‘4_1 - 29, + 9-;_1 o ””2A$2
= =0 +0;' =

+ .. (B24)

El método de diferencias finitas tiene la ventaja de su facil formulacién, sin embargo es necesario
en algunos casos un elevado mimero de puntos malla para obtener una alta precisién. Cuando la
solucién en los puntos malla se conoce, la solucién en otra posicién se encuentra por interpolacién
lineal.

Para el caso de los reactores tubulares, las ecuaciones diferenciales parciales se discretizan
en la posicién espacial, lo cual conduce a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (una
para cada punto malla en cada variable dependiente). Estas ecuaciones pueden ser integradas
por distintos métodos, por ejemplo, esquemas de integracién explicita, tales como los métodos de

Runge-Kutta o Euler mejorado pueden utilizarse.
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