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Resumen

En esta tesis se estudian los sistemas de funciones iteradas, los fractales y los multifractales
para describir de manera cualitativa el comportamiento irregular de sistemas reales. La geometria
fractal es una rama nueva en las matematicas, pero que cuenta con un formalismo riguroso, por esto
empezamos por hacer una descripcién bésica de la topologia en diferentes espacios como R? y el
espacio de direcciones, para luego definir el espacio en el que viven los fractales. Se dan a conocer
las técnicas usadas para crear de forma aproximada fractales determinista y figuras naturales como
el Helecho de Barnsley, este método se llama sistema de funciones iteradas del cual se aplicaran dos
algoritmos, uno llamado determinista y otro de iteracion aleatoria. Los fractales construidos a través
del algoritmo de iteraciones aleatorias pueden estudiarse como sistemas dinamicos cadticos en el
espacio de direcciones. La dimensién fractal es una cantidad positiva no entera asociada tinicamente
a los fractales y que se ha calculado para muchos objetos reales, desde las costas de los paises
hasta los 6rganos humanos. Aqui se muestran las definiciones de dimensiéon fractal y dimension de
Husdorff-Besicovitch. Los sistemas de funciones iteradas por si solos no son suficientes para describir
la compleja irregularidad de los objetos reales como por ejemplo las nubes, las montanas o el ADN,
por esta razon es necesario agregar probabilidades que especifiquen zonas privilegiadas o marginadas.
Para lo cual se estudia brevemente como una herramienta la teoria de la medida, las cadenas de
Markov y los sistemas de funciones iteradas recurrentes como otro método de elaboracién de imagenes.
Finalmente, se hace una descripcion de los multifractales como objetos que tienen una estructura mas
rica que los fractales al poseer todo un espectro de dimensiones fractales que puede incluir dimensiones
enteras y que se pueden construir como sistemas de funciones iteradas con probabilidad, no solo para
obtener imagenes, sino también para describir el comportamiento de magnitudes fisicas como la
distribuciéon de masa o carga y la dispersion de energia en turbulencias completamente desarrolladas.
En conclusién, los fractales y los multifractales exhiben de forma matematica la estructura interna
de objetos reales presentes en la naturaleza por lo que tienen el potencial de convertirse en un
modelo aplicado cotidianamente en la fisica. Este trabajo recopila muchos de los resultados y temas
tratados en la literatura sobre fractales y sistemas dinamicos, pero que no siempre se encuentran
juntos, por ejemplo, los conjuntos de condensacion, el teorema de Eggleston, los sistemas de funciones

iteradas aplicadas a funciones, la multifractalidad y las relaciones con la estadistica de Boltzmann,
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RESUMEN

por lo que la tesis aporta en la manera en la que se abordan los temas los cuales muchas veces
se encuentran de forma separada, de manera formal y matemética y otras veces con enfoques mas
précticos, los tépicos son tratamos (sin extendernos demasiado) desde los dos puntos de vista tanto
formal como aplicativo, por lo que de alguna forma contribuye tanto en completar, unir y agregar
tanto explicaciones como graficos ilustrativos relacionados con los resultados que algunas veces estan

faltantes en la bibliografia.
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Introduccion

Las interpretaciones clasicas de la fisica estaban basadas en fundamentos deterministas. Las leyes
de movimiento de Newton establecieron un conjunto de reglas sencillas que han sido aplicadas hasta la
actualidad para predecir el comportamiento de muchos sistemas fisicos, en especial el de los planetas.
Estos comportamientos son descritos mediante ecuaciones diferenciales y condiciones iniciales, por lo
que el estado futuro de cualquier sistema clasico puede predecirse teniendo solo estos dos elementos.
En algunos casos las ecuaciones tienen soluciones analiticas o exactas, y en otros casos no existen.
Un sistema que arroja soluciones exactas es el problema de dos cuerpos, como el de tierra-luna o
el de sol-tierra, cuya solucién fue encontrada por Isaac Newton, para la cual no se requiere mucho
mas que la aplicacién de la ley de gravitacién. La sencillez de estas leyes también fue una de las
causas del éxito de la teoria, aunque en su momento no fuera posible realizar una demostracién
empirica, Finstein (Einstein y Insfeld, 1986|) sostenia que la ley de inercia era imposible de mostrar
en la practica, puesto que no se puede realizar un experimento ideal; sin embargo, los experimentos
en el espacio han sido satisfactorios. Desde la perspectiva de Newton el movimiento planetario era
perpetuo y siempre ha tenido las mismas caracteristicas, para Henri Poincaré esta estabilidad era
cuestionable. El problema de tres cuerpos puso en evidencia problemas inherentes a la teoria, como
la no solucién de las ecuaciones diferenciales y la imposibilidad de tener condiciones iniciales exactas,

lo que nos lleva al escenario de la impredecibilidad de los sistemas reales.

Los sistemas dinamicos, el caos y los fractales son una especie de trinidad en las matematicas, ya
que son campos de estudio que aparecen juntos frecuentemente en la literatura, ademsds, es la forma
actual de estudiar los sistemas cuyo comportamiento esta descrito por ecuaciones diferenciales que no
son faciles de solucionar y es més practico recurrir a métodos diferentes a los comunes o simplemente
no se pueden solucionar y son altamente sensibles a sus condiciones iniciales. El objetivo de este
trabajo es estudiar principalmente la teoria fractal y multifractal, usada generalmente para describir
objetos geométricamente irregulares (Mandelbrot, 1982), pero que se puede usar para hacer una
descripcion cualitativa de algunos aspectos de la dindmica de sistemas fisicos, biolégicos, geoldgicos,

entre otros, precisamente por tener comportamientos irregulares.

Los primeros capitulos tienen como objetivo mostrar los conceptos matematicos relacionados

con la teoria fractal, complementados con algunos ejemplos de la vida real. Las definiciones y el
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INTRODUCCION

orden temético son tomados mayormente de los libros de Barnsley (Barnsley} |1993), Peitgen (Heinz-
Otto Peitgen y Saupe, 2004), Harte (Harte, 2001) y Beck (Beck y Schlogl, [1993).

En el capitulo uno se resumen conceptos matematicos bésicos relacionados con los espacios métri-
cos y que sirven como base para construir la teoria fractal, con especial importancia la definicion de
la distancia de Hausdorff y el operador de Hutchinson.

En el capitulo dos se definen los sistemas de funciones iteradas (IF'S por sus siglas en inglés) como
un método de construccién de fractales a los que se les llama deterministas. Veremos que las image-
nes producidas con IFS’s pueden ser tanto complicadas y abstractas como naturales y cotidianas
aunque mantengan una estructura irregular, y se describe brevemente el teorema de Collage como
una herramienta para obtener imagenes especificas.

En el capitulo tres se realiza una introduccién a los sistemas dindmicos. Se definen de manera
matematica y se explica a través de ejemplos el concepto de caos y la dinamica en los fractales.

En el capitulo cuatro se hace una introduccion a la dimension fractal y en particular la dimension
de Hausdorff-Besicovitch. La dimension fractal puede ser usada para diferenciar un fractal de otro,
pero existen muchos casos en los que hay una misma dimension para dos fractales diferentes y es
necesario recurrir a otras cantidades para diferenciarlos. La dimension fractal es importante porque
permite encontrar una conexién con la informacién del mundo real, ya que es posible medir la
dimension fractal de muchos objetos o fenémenos naturales cuya forma y comportamiento es irregular.

El objetivo del capitulo cinco es demostrar que la teoria de la medida es una herramienta que
se puede usar tanto en las ciencias como la ingenieria para modelar sistemas e imagenes del mundo
real. En este se discuten aspectos formales de la teoria de la medida asi como también se define
el espacio de las probabilidades. Se estudia al operador de Perron-Frobenius como el operador de
evolucion temporal de las densidades de probabilidad y como el que define las densidades invariantes.
Se describe al ensamble microcanénico de la mecanica estadistica usando medidas de probabilidad
invariantes y densidades invariantes. Se introduce la métrica de Hutchinson como una forma de
calcular distancias entre medidas. Se usa al operador de Markov como una de las formas de definir
y describir el comportamiento de medidas invariantes. Se describen los IFS’s recurrentes como una
extension de los IFS’s con probabilidad, los cuales estan asociados con los procesos de Markov a primer
orden (también llamadas cadenas de Markov), y que permiten obtener una variedad mas amplia de
fractales deterministas. Se hace un pequeno resumen sobre como se usan los IFS’s recurrentes para
simular representaciones del juego del caos de las secuencias de DNA (por sus siglas en inglés).
Finalmente, se estudian los procesos de Markov los cuales estan estrechamente relacionados con el
vector de medida.

Para finalizar, en el capitulo seis se estudia la teoria multifractal, se definieron, por medio de
ejemplos y de manera formal, los conceptos de espectro fractal y dimensién generalizada. Asi mismo,

se realizdé un breve recuento histérico del origen de estos conceptos a través de la teoria de Rényi
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INTRODUCCION

de la informacion. La teoria multifractal es usada para el estudio de la disipacién de energia en
turbulencias completamente desarrolladas, asi como de los sistemas dindmicos. Se muestra a través
del teorema de Eggleston que el intervalo unitario es un multifractal. También se observé que el
espectro multifractal esta relacionado con la dimensién generalizada a través de una transformacion

de Legendre lo que nos conduce a analogias con la mecanica estadistica.
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Capitulo 1

Fundamentos Matematicos de la

Geometria Fractal

Se discutiran algunos conceptos matematicos que son de utilidad a la hora de entender el signifi-
cado de la palabra fractal, su importancia y sus aplicaciones. No se realizard una exposiciéon con toda
la rigurosidad matematica que los temas contienen, por lo que es posible que no se realicen algu-
nas demostraciones y nos enfoquemos mayormente en la visualizacién de los conceptos en diferentes

situaciones o espacios.

1.1. Midiendo la distancia: Espacios métricos

Un primer acercamiento hacia lo que es considerado un fractal, es verlo como un simple subcon-

junto de un espacio.

Definicién 1.1.1. Un espacio X es un conjunto. Los puntos del espacio son los elementos del

conjunto.

De manera informal un espacio es el lugar en el que viven los fractales. Los espacios nos muestran
la estructura que deben tener los puntos que lo componen. El conjunto de los nimeros reales X = R
es un espacio en el que cada “punto” xr € X es un numero real, o un punto sobre una linea.
El plano Euclidiano, X = R? en el que cualquier par de puntos i,z € R representados de la
forma x = (71, 22) son un punto en R? es un ejemplo comtin que se trabaja con frecuencia. Otro
espacio especial por su utilidad es el plano complejo, X = C, en el que cualquier punto x € X esta

representado como

T =x1 + 1T, donde i =+—1

para algin par de nimeros reales z1, x5 € R.



1.1. MIDIENDO LA DISTANCIA: ESPACIOS METRICOS

Los objetos o elementos (nimeros, imagenes, transformaciones, entre otros) en este caso llamados
puntos del espacio, deben pertenecer a un conjunto en el que se pueda medir la distancia entre
cualquier par de estos. Este conjunto debe ser saturado en algin sentido, lo que significa que una
sucesion arbitraria debe satisfacer algunas pruebas que nos muestren la existencia de un limite y que
este esté en el conjunto.

Usamos la notacién “v” que significa “para todo”. También introducimos la notacién A\B que
se entiende como quitar el conjunto B a A es decir A\B = {z € A: zx ¢ B} y también utilizamos

“=" como implicacién.

Definicién 1.1.2. Un espacio métrico (X, d) es un espacio junto con una funcion reald : Xx X — R,
que mide la distancia entre un par de puntos x y y en X. Requerimos que d cumpla los siguientes

ariomas:
1 d(z,y) =d(y,z) Ve,y € X
2 0<d(z,y) <o Vrx,ye X,z #vy
3 d(z,x)=0Vr e X
4 d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) < oo Vr,y,z € X,
a la funcion d se le llama métrica.
Las siguientes son algunas métricas en el espacio X = R:
a d(z,y) = |z — y| (métrica euclidiana)
b d(z,y) =2 |z —y|
c d(z,y) =" —y’|.

En el espacio X = R? (El plano), para cualquier par de puntos P = (x,y), Q = (u,v) en el plano

podemos definir:

a dy(P,Q) = +/(z — u)? + (y — v)? (métrica euclidiana)
b do(P, Q) = max{|r — u|, |y — v|} (métrica maxima)
c di(P,Q) = |r —ul + |y — v| (Métrica de Manhattan).

La figura muestra los tres tipos de métricas en el plano mencionados, se puede ver que cada

métrica cambia la geometria del espacio.
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA CEOMETRIA FRACTAL

Métrica de Manhattan Métrica Euclidianan Métrica méxima
di(P,Q)=|x—u|+ |y — V| dy(P,Q) =V (x—u)? +(y — v)? dx(P, Q) = max{|x —ul, |y —v|}

Figura 1.1: Tres formas de medir la distancia entre dos puntos en el plano y las correspondientes curvas que se encuentran a una distancia
constante del origen.

Definicién 1.1.3. Dos métricas dy y do de un espacio X son equivalentes si existen constantes

0<c <eg < oo tal que
Cld1<x7y) < d2($,y> < C2d1<xay) V(x,y) € Xx X

Una idea subyacente al concepto de métricas equivalentes es que cualquier par de estas dan la
misma nocién de que los puntos estan cerca o que estan alejados. Es como si hubiese una forma
estandar para deformar limitadamente el espacio, por lo cual las distancias estan determinadas tanto

antes como después de la deformacion.

Definicién 1.1.4. Dos espacios métricos (Xi,dy) y (Xa,ds) son equivalentes si existe una funcion

h: X3 — X5 que es uno a uno y sobre (i.e., invertible), tal que la métrica d, en X, definida mediante

dl(ajay) = d?(h(x)v h(y))’ \V/,QT’y € Xy

es equivalente a dy.

Se puede pensar que se requiere que X; y X, estén relacionados mediante una deformacion

limitada del espacio, de forma tal que en ninguna parte haya compresiones o estrechamientos arbi-
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1.2. SUCESIONES DE CAUCHY, LIMITE Y PROPIEDADES DE LOS CONJUNTOS

trariamente largos, ademas no hay sobre posiciones, plegaduras, o desgarres.

Definicién 1.1.5. Una funcién f : X3 — Xy de un espacio métrico (X1,dy) a otro espacio métrico

(Xo,ds) es continua si, para cada € >0 y x € X3, existe un 0 > 0 tal que

di(z,y) <0 = d(f(2), [(y)) <e

Si f es también uno a uno y sobre, y entonces es invertible, y si también la inversa f~' de f es
continua, entonces decimos que f es un homeomorfismo entre X, y Xs. En ese caso decimos que X,

y Xo son homeomorfos.

La afirmacién de que dos espacios son equivalentes métricamente es mucho més fuerte que la
declaraciéon de que estos son homeomorfos: para ser equivalentes debe existir una relacion cercana
entre € y 0 que son independientes de z. El homeomorfismo es la relacion de equivalencia para
propiedades topoldgicas; dos espacios que son homeomorfos son espacios topoldgicos idénticos. Dos
métricas d; y dp en un espacio dado X son topoldgicamente idénticas (definen el mismo espacio
topolégico) si el mapeo identidad ¢ : (X, d;) — (X, dy) dado por ¢(x) = z es un homeomorfismo.

Podemos mostrar que si dos espacios métricos son equivalentes entonces existe un homeomorfismo
entre estos. Si dos espacios métricos son equivalentes, existe un mapeo uno a uno y sobre h : X; — Xy
tal que

crdi(z,y) < da(h(x), h(y)) < c2di(w,y),

la segunda desigualdad implica que si
di(z,y) <6 =¢€/ca = do(h(x),h(y)) < 26 =€

ya que h es invertible, podemos escribir la primera desigualdad como

00 (2),h () < ~dy(e,y)

1

para puntos z,y € Xo. Entonces dy(h™(z),h"*(y)) < € siempre que dy(z,y) < i€, se tiene que h y

su inversa son continuas, por lo tanto A(z) es un homeomorfismo.

1.2. Sucesiones de Cauchy, Limite y Propiedades de los Con-
juntos

Después de hablar de espacios métricos veamos que es el limite de una sucesion y otras propiedades

bésicas que son usadas para describir conjuntos y subconjuntos de los espacios métricos.
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA CEOMETRIA FRACTAL

Definicién 1.2.1. Una sucesion {x,}>2, de puntos en un espacio métrico (X,d) es llamada una
sucesion de Cauchy si, para cualquier nimero dado € > 0, existe un entero N > 0 tal que d(x,,, T,,) <

€ para todo n,m > N.

Magnificacién x24

X16
Sucesién infinita X18 X
de Cauchy 20 X22
. X24
Magnificaciéon x3 e .,
X2 X6 . ..."""“>
XS.X e °
L X23
* {Q'-*.‘A' X21
%5 —— X19
" X X17
X9 —~ X15
X5 X7 T
~—
X3 ~
X5

Figura 1.2: En la imagen se muestran sucesivas magnificaciones de una sucesién de Cauchy, a medida que la sucesién avanza los puntos
estdn cada vez mas cerca.

Los puntos de una sucesion de Cauchy se acercan cada vez mas a medida que la succiéon avanza,
la figura ilustra este comportamiento. Que una sucesién de puntos se acerquen a medida que
se avanza en la sucesion no implica la convergencia a un punto, puesto que este podria no existir,

veamos.

Definicién 1.2.2. Una sucesion de {x,}5°, de puntos en un espacio métrico (X, d) es convergente

a un punto x € X si, para cualquier numero € > 0, existe un entero N > 0 tal que
d(x,,z) <€ Vn > N

en este caso el punto x € X, al cual converge la sucesion, es llamado el limite de la sucesion, y
usamos la notacion

z = lim z,,.
n—oo

El limite de una sucesién convergente {x,}52, tiene esta propiedad: sea

B(z,e) ={y e X :d(z,y) <€}
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la bola cerrada de radio € > 0 centrada en x. Cualquier bola centrada en = contiene todos los puntos

después de algtin indice N, donde N se hace cada vez mas grande a medida que € es mas pequeno.

Teorema 1.2.1. Si una sucesion {x,}5°, de puntos en un espacio métrico (X, d) convergen a un

punto x € X, entonces {x,,}5°, es una sucesion de Cauchy.

Definicién 1.2.3. Un espacio métrico (X,d) es completo si cada sucesion {x,}>2, en X tiene un

limite x € X.

Si {z,}5°, es una sucesiéon de Cauchy de X y si (X,d) es completo entonces existe un punto
x € X tal que, para cada € > 0, B(z, €) contiene infinitos elementos de la sucesién.

El espacio métrico (R, Euclidiana) es un espacio completo. Teniendo en cuenta que cada sub-
conjunto acotado tiene una minima cota superior, lo que implica que para una sucesién mondtona
creciente {l,} que esté acotada superiormente existe un limite. Ya que la cota minima no puede ser
menor que {l,} para cualquier n (la sucesién es creciente) y no existe una distancia minima para
todos los [, se tiene que para cualquier € > 0 existe un N tal que z,, € B(cota minima,€) para
n > N. Usamos esta propiedad para probar completes de (R, d) como sigue: sea ¢; = % y N; para
cada ¢ un nimero tal que N; > N;_; y d(x,, ) < € siempre que n,m > N;. Se sigue que existe un
intervalo de longitud ¢; tal que todos los x,, esta en este intervalo si n > N;. Sea [; la mas grande
de las cotas inferiores del conjunto {z, : n > N;}. La sucesién {l,} es monétona creciente, y estd
acotada por arriba por la minima cota superior del mismo conjunto de los x,, el cual llamaremos L;.
Entonces esta sucesion tiene un limite al que llamaremos z. Exigimos que x sea también el limite de
la sucesién de Cauchy. Dado € > 0, B(z,€) D [l;, L;] para algun i, entonces si n > N;, x,, € B(z,¢€)

que es que z es el limite de {x;} y la sucesién converge. Entonces (R, Fuclidiana) es completo.

Definicion 1.2.4. Sea S C X un subconjunto de un espacio métrico (X,d). Un punto v € X
es llamado un punto limite de S si existe una sucesion {x,}>>, de puntos x, € S\{z} tal que

lim,, o0 T, = T.

Definicién 1.2.5. Sea S C X un subconjunto de un espacio métrico (X,d). La clausura de S
denotada como S, se define S = S U {puntos limite de S}. S es cerrado si contiene todos los puntos

limites, que es, S = S. S es perfecto si es iqual al conjunto de todos sus puntos limite.

Veamos que S = [0,1] es un subconjunto perfecto de (R, Euclidiana). Sea S = [0,1] C(R,
Euclidiana). Sea x € S, y sea a = min(xz,x — 1) tal que si a = 0, entonces x = 1. En otras palabras,
a es la menor distancia a una de las cotas del intervalo. Entonces la sucesion {x, = x + a/2"}>°
se mantiene en S. Dado € > 0 existe un N tal que ¢ > a/2". Esto implica que para n > N,
d(z,z,) = d(x,z —a/2") = a/2" < €, en otras palabras esta sucesién en [0, 1] converge a x, entonces
x es un punto limite. Ya que x es cualquier punto en el conjunto, este consiste enteramente de puntos

limites, es cerrado, y por lo tanto perfecto.
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Sea S un subconjunto del espacio métrico completo (X, d). Entonces (.S, d) es un espacio métrico.
Podemos mostrar que (5,d) es completo si, y solo si, S es cerrado en X. Si (5,d) es completo,
entonces dada una sucesiéon de Cauchy en S, que converge a un punto en S, cada punto limite es el
limite de una sucesiéon convergente en S, y por lo tanto una sucesién de Cauchy en S. S contiene
a sus puntos limites y por lo tanto es cerrado. Ahora bien, suponiendo que S es cerrado, y que sea
{z,,} una sucesién de Cauchy en S, entonces {z,} es también una sucesién de Cauchy en X y existe
un punto z € X tal que {z,,} — x, porque X es completo. Por lo que x es un punto limite para S,

ya que S es cerrado x € X.

Definicién 1.2.6. Sea S C X un subconjunto de un espacio métrico (X, d). S es compacto si cada

sucesion infinita {x,}>2, en S contiene una subsucesion que tiene un limite en S.

Definicién 1.2.7. Sea S C X un subconjunto de un espacio métrico (X, d). S es acotado si eziste

un punto a € X y un numero real R > 0 tal que
d(a,z) < R Vo e S.

Definicién 1.2.8. Sea S C X un subconjunto de un espacio métrico (X,d). S es totalmente acotado
si, para cada € > 0, existe un conjunto de puntos finitos {y1,ya,....., yn} C S tal que siempre que
r € X, d(x,y;) < € para algin y; € {y1,Y2,.....,Yn}. Este conjunto de puntos {yi,ya,.....,Yn} €s

llamado un e-net.

Teorema 1.2.2. Sea (X, d) un espacio métrico completo, y sea S C X. Entonces S es compacto si,

y solo si, es cerrado y totalmente acotado.

Demostracion:

Supongamos que S es cerrado y totalmente acotado. Sea {x;} € S una sucesién infinita de puntos
en S. Ya que S es totalmente acotado encontramos una colecciéon finita de bolas cerradas de radio 1
tal que S esta contenido en la unién de estas bolas. Por el principio del palomar (un par de palomas
ponen huevos en dos buzones = al menos uno de los buzones contiene un gran nimero de palomas
enojadas), una de las bolas By, contiene infinitos puntos x,,. Escogemos N; tal que zx, € B;. Es facil
ver que B NS es totalmente acotado. Entonces podemos cubrir By N.S por medio de un conjunto
de bolas de radio 1/2. Por el principio del palomar, una de las bolas, digamos Bs, contiene infinitos
puntos x,. Seleccionamos Ns tal que xn, € By y No > N;. Continuamos construyendo una secuencia

anidada de bolas,
BiDODB,DODB3sDB,DByDBs DB, DBy DByD>---DB, D"

donde B,, tiene radio Qn—l,l y una sucesion de enteros {N,}22, tal que zn, € B,. Es facil ver que
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{zn, }22,, la cual es una subsucesién de la sucesién original {z,}, es una sucesién en S. Ya que S
es cerrado, y X es un espacio métrico completo, S es también completo. Entonces {x,} converge
a un punto z en S (nétese que x es exactamente ()~ B,. ) Entonces, S es compacto. De forma
contraria, Supongamos ahora que S es compacto. Sea € > (. Supongamos que no existe una e-
net para S. Entonces existe una sucesién infinita de puntos {z;} € S con d(x;,z;) > € para todo
i # j. Pero esta sucesién debe poseer una subsucesién convergente {xy,}. Por el teorema 3.1 esta
sucesion es de Cauchy, y entonces podemos encontrar un par de enteros N; y N; con NN; # N; tal que
d(zn;, Nj) < e. Pero d(zy,, xnj) > €, entonces tenemos una contradiccién. Por lo que debe existir un
e-net. Esto completa la prueba.

La compacidad de un conjunto X en el plano signi-

fica que esta acotado, lo que quiere decir que puede ser
encerrado completamente dentro de un disco lo suficiente-
mente grande, y que ademas, toda sucesion de puntos del
conjunto convergen a un punto en el conjunto, es decir,
que el conjunto es cerrado. De esta manera, una imagen
en el plano, como la que se muestra en la figura[I.3], es un

ejemplo de un conjunto compacto.

Definicién 1.2.9. Sea S C X un subconjunto de un espa-

cio métrico (X, d). S es abierto si para cada x € S existe

un € > 0 tal que B(x,e) ={y € X:d(x,y) < e} CS.

Figura 1.3: Una imagen en el plano es un ejemplo de
un conjunto compacto, en la que los bordes del conjunto
corresponden a la frontera y la parte sombreada a su

torion. Veamos que si (X, d) es un espacio métrico el conjunto

X es abierto y cerrado. Sabemos que si X es cerrado este

debe contener todos sus puntos limite, entonces sea {x,}
una sucesion convergente en X, por definicién existe un x € X tal que {z,} — =, por lo tanto X
es cerrado. Sin embargo, una sucesién de Cauchy no necesita converger. Sea X C Y, tal que Y sea
completo, entonces si {z,} — y ¢ X, la sucesién no converge en X, y y no es un punto limite en
X. Dado que la sucesion es de Cauchy y asta no converge, X no es un espacio métrico completo.
Un ejemplo es X = (0,1). Dado = € X, por definicién B(x,¢) = {y € X : d(x,y) < €}, que es un
subconjunto del espacio X para cualquier €, por lo que X es abierto.

Si (X, d) es un espacio métrico, entonces “S C X es abierto”, es lo mismo que decir "X\ S es
cerrado”. Suponiendo que “S C X es abierto”. Supongamos que {z,} es una sucesién en X\S.
Asumiendo que x € S. Entonces cada bola B(z,€) con € > 0 contiene un punto z, € X\S, lo que
significa que S no es abierto. Esto es una contradiccién. La suposicién es falsa. Por lo tanto z € X\ S
es cerrado. Supdngase que "X\S es cerrado”’. Sea x € S. Queremos mostrar que existe una bola

B(z,€) C S. Asumamos que no hay una bola B(x,€) C S. Entonces para cada enteron = 1,2,3, ....,

8



CAPITULO 1. FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA CEOMETRIA FRACTAL

podemos encontrar un punto z, € B(z, ) N (X\S). Claramente {z,,} es una sucesién en X\S, con
limite z € X. Ya que X\ S es cerrado concluimos que z € X\S. Esto contradice z € S. La suposicién
de que no existe una bola B(z,€) C S es falsa. Por lo tanto existe una bola B(z,e) C S. Por lo tanto
“S es abierto.”

Cada subconjunto acotado S de (R?,, Euclidiana) posee la propiedad de Bolzano-Weierstrass: “To-
da sucesién infinita {z,}>°; de puntos de S contienen una subsucesién que es de Cauchy.” Deducimos
que cada subconjunto acotado y cerrado de (R?, Euclidiana) es compacto. En particular, todo espacio

métrico de la forma (Subconjunto cerrado y acotado R?, Euclidiana) es un espacio métrico completo.

Definicién 1.2.10. Sea S C X un subconjunto de un espacio métrico (X,d). Un punto x € X es un
punto de la frontera de S si para cada nimero € > 0, B(x,¢€) contiene un punto en X\S y un punto

en S. El conjunto de todos los puntos de la frontera es llamada la frontera de S y se denota d.S.

Definicién 1.2.11. Sea S C X un subconjunto de un espacio métrico (X,d). Es un punto interior
de S si existe un nimero € > 0 tal que B(x,€) C S. El conjunto de puntos interiores de S es llamado

el interior de S y se denota S°.

En la figura se observaba un ejemplo de conjunto compacto en el plano. Suponiendo que todo
el espacio X representa al mundo, es decir, en el que el océano es la superficie blanca y el conjunto
compacto (la imagen sombreada) es una isla, la linea costera de esta isla seria la frontera del conjunto,

y la parte sombreada o tierra firme representaria el interior del conjunto.

Definicién 1.2.12. Un espacio métrico (X, d) es conexo si los unicos dos subconjuntos de X que
son simultdneamente abiertos y cerrados son X y 0. Un subconjunto S C X es conexo si el espacio
métrico (S,d) es conexo. S es disconezro si no es conezxo. S es completamente disconexo siempre que

los inicos subconjuntos conexos no vacios de S son los subconjuntos formados por un solo punto.

Definicién 1.2.13. Sea S C X un subconjunto de un espacio métrico (X, d). Entonces S es conexo
por camino si, para cada par de puntos x yy en S, existe una funcion continua f : [0,1] — S, del
espacio métrico (Euclidiano, [0,1]) a un espacio métrico (S,d), tal que f(0) =z y f(1) = y. Tal

funcion es llamada el camino de x ay en S. S es disconexro por caminos si no €s CONEra por caminos.

1.3. El espacio métrico (H(X), h): El espacio donde viven los

fractales

Llegamos al espacio ideal para estudiar la geometria fractal. Se trabajé con algunos espacios
métricos completos tal como (R2, Euclidiana) o (C, esférica), los cuales se denotaban por (X, d).
Cuando se quiera discutir imégenes, dibujos, subconjuntos a blanco y negro en el espacio, sera natural

introducir el espacio H.




1.3. EL ESPACIO METRICO (#(X), H): EL ESPACIO DONDE VIVEN LOS FRACTALES

Definicién 1.3.1. Sea (X,d) un espacio métrico completo. Entonces H denota al espacio cuyos

puntos son los subconjuntos compactos de X diferentes al conjunto vacio.

Cualquier subconjunto de H esta formado por uno o mas subconjuntos compactos de X. En el

espacio X = R? un punto en el espacio H(R?) podria ser representado por una imagen.

@

=

-

Figura 1.4: Curvas de nivel: a). Alrededor de un punto se llené el espacio con curvas de nivel de diferentes colores, las cuales representa
los puntos a una distancia d(z, B) constante. b). Las curvas de nivel para un conjunto compuesto por dos puntos. c). Curvas de nivel para
un conjunto de 10 puntos. d). La curvas de nivel para un conjunto compacto B formado por 1000 punto.

Definicién 1.3.2. Sea (X, d) un espacio métrico completo, x € X, y B € H(X). Se define

d

—~

z, B) = min{d(z,y) : y € B}.

d(xz, B) es llamada la distancia del punto x al conjunto B.
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Con la métrica Euclidiana los puntos equidistantes a un punto forman circunferencias centradas en
el punto, por lo que si el conjunto B = x € R? es un conjunto formado por un solo punto, las curvas de
nivel (conjunto de puntos que estan a una misma distancia de B) son circunferencias, como se muestra
en la figura [1.4. También se muestra como varian las curvas de nivel para un conjunto compuesto
por dos puntos, cerca de cada punto no se observan diferencias, pero a distancias més grandes que la
mitad de la distancia entre los puntos, las curvas interfieren unas con las otras produciendo un patrén
distinto. Este patréon se modifica considerablemente con la cantidad de puntos y su distribucién en

el espacio.

Definicién 1.3.3. Sea (X, d) un espacio métrico completo. Sea A, B € H(X). Se define
D(A, B) = maz{d(z,B) : x € A}.

d(A, B) es llamado la distancia del conjunto A € H(X) al conjunto B € H(X).

En general la distancia d(A, B) # d(B, A), por lo que no es una métrica del espacio H(X).

Definicién 1.3.4. Sea (X, d) un espacio métrico completo. Entonces la distancia de Hausdorff

entre los puntos A y B en H(X) esta definido como

h(A, B) = d(A, B) v d(B, A).

Donde la notacion x \V y representa el mdrimo entre dos nimeros reales x y y.

La distancia de Hausdorff es una métrica para el espa-

cio H(X), por lo que (H(X), h) es un espacio métrico. En
el plano la distancia de Hausdorff h(A, B) es considerada
como la distancia entre dos imagenes o conjuntos compac-
tos Ay B, este concepto se puede visualizar con facilidad
introduciendo el concepto de collar, como una conjunto que
contiene a A junto con todos los puntos que estan a una
distancia € > 0 de la frontera de A como se observa en
la figura [I.5] Asf la distancia de Hausdorff entre dos con-

juntos compactos A y B se determina al encontrar el me-

nor €4 = d(A, B) para un collar de A, tal que este con-
tenga completamente a B, asi mismo, se busca el menor Figura 1.5: El collar de un conjunto compacto en el
espacio R? contiene al conjunto A y ademas a todos los

eg = d(B, A) tal que el collar de B contenga a A, el mayor Puntos que estin a una distancia no mayor a c.

de estos valores es la distancia de Hausdorft h(A, B).
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Un ejemplo ilustrativo se muestra en la figura [1.6] en la cual hay dos conjuntos A y B y sus
respectivos collares, se puede ver que el collar correspondiente al conjunto B contiene a los dos
conjuntos y que €4 > €p, por lo que la distancia de Hausdorff en este caso es h(A, B) = d(A, B) V
d(B,A) = d(B,A) = €4. Para un espacio métrico completo (X, d), el espacio métrico (H(X),h) es
completo, y ademds, si A, € H(X) es una sucesién de Cauchy, entonces

A= lm A, € H(X).

n—oo

El conjunto A estd compuesto por todos los x € X tales que exista una sucesiéon de Cauchy {x, € A,}

que converja a x.

Figura 1.6: La imagen muestra dos conjuntos A, B € X, la distancia de Hausdorff estda dada por el mayor € que absorba al los dos
conjuntos, en este caso el collar del conjunto A contiene a los conjuntos y tiene el mayor e.

1.4. Transformaciones Unidimensionales

En la geometria fractal es posible encontrar formas irregulares y fragmentadas, y otras que pre-
sentan regularidades que se repiten en todas las escalas, estas son tema de estudio de la geometria
fractal determinista. Existen subconjuntos de espacios que pueden ser generados a partir de trans-

formaciones sencillas, o que tienen propiedades invariantes ante estas.
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Definicién 1.4.1. Sea (X,d) un espacio métrico. Una transformacion en X es una funcién f :
X — X que asigna exactamente un punto f(x) € X a cada punto de x € X. Si S € X entonces
f(S) ={f(z) : z € S}. f es uno a uno si x,y € X con f(x) = f(y) implica que x = y. f es
sobre st f(X) = X. f se llama invertible si es uno a uno y sobre: en este caso es posible definir la
transformacion f~': X — X, llamada la inversa de f, mediante f~(y) = x, donde x € X es el

unico punto tal que y = f(x).

Definicién 1.4.2. Sea f : X — X una transformacion sobre un espacio métrico. La iteracion hacia
adelante de f es la transformacién f°" : X — X definida por f°(z) = z, fol(z) = f(x), fo" (z) =
fofM(z) = f(f™(x)) paran=0,1,2,..... si f es invertible entonces la iteracion hacia atrds es la
transformacion fo~™ : X — X definida mediante, f*V(x) = f~Y(z), o™ (x) = (f™) " (z)) para
m=1,2,3,...

Estudiar las transformaciones sera de utilidad para identificar cambios geométricos del espacio
métrico, tales como: estiramientos, encogimientos, doblamientos, desdoblamientos, entre otros. Asi-
mismo, es importante conocer que hacen las transformaciones sobre los conjuntos y como actian

sobre cada punto del conjunto.

1.4.1. El Conjunto de Cantor

El conjunto de Cantor es un subconjunto del espacio métrico ([0, 1],dg), que se obtiene de la
sucesiva eliminacién de intervalos medios. Empezamos con el intervalo unitario, removemos el inter-
valo abierto de longitud 1/3 y centrado en 1/2, entonces eliminamos el tercio medio en los intervalos

remanentes, y asi sucesivamente, como se ve en la figura (1.7, El conjunto tambiés se puede construir

lo

0 1/3 2/3 1
1

I

I3 —_ — —_—— —_—— —_——

la —_ __ —— —— —— —— ——

Is oo —- —— e —— e —— e

Figura 1.7: Construccién del conjunto de Cantor.
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a partir de los conjuntos cerrados anidados de la siguiente manera Iy D [y D Iy D I3 D Iy D I5 D

Ig D> ...D 1, D .., donde:

I =1[0,1],
RviT
n=log]U 53] U 56 U5

I3 = Se construye a partir del conjunto I, se toma cada intervalo por separado, se divide en tercios

y se elimina el intervalo medio en cada uno de los subintervalos y los unimos nuevamente. Definimos
— o0
C=n"ol,

C contiene el punto x = 0, por lo que no es vacid. De hecho C es un conjunto perfecto que contiene

incontables puntos, y es oficialmente un fractal.

Una transformacién afin en R es de la forma f(z) = a-x 4+ b donde a y b son constantes reales.
Partiendo del intervalo I = [0,1], f(I) es un nuevo intervalo de longitud |a|, y trasladado del punto

0 al punto b. Por lo que las transformaciones

1 1 2

f(x)zgl“ f(x):§93+§

sobre el intervalo [0,1], genera el intervalo I; = [0, 5] |J[3, 1], v las transformaciones sucesiva llevan

al conjunto de cantor.

Si se realiza una generalizacion del conjunto de cantor en la que tenemos dos transformaciones

afines de la forma

f(z) =rx fl@)=rz+(1-r)

aplicadas sucesivamente al intervalo [0, 1], y variando r entre 0 y 1/2, obtenemos una “cortina”vertical

como la que vemos en la figura [1.8]

Ha habido conjeturas que sostienen que la seccién transversal radial de los anillos de Saturno son
conjuntos de Cantor (Mandelbrot, 1982; Avron and Simon, 1981; Fridman and Gorkavyi, 1994). Se
han descubierto miles de brechas entre los anillos, las cuales dejan pasar la luz del sol, por lo que
la estructura de los anillos estd compuesta por muchos circulos cercanos cuyos radios coinciden con

puntos en el conjunto de Cantor. Las imagenes obtenidas por la nave espacial Cassini muestran esta

estructura (figura[1.9).
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00 02 04 06 08 10

Figura 1.8: Cortinas de Cantor. Conjuntos de Cantor generados a partir de dos transformaciones afines unidimensionales, y de la variacién
del pardmetro r en el eje vertical.

/

Figura 1.9: Anillos de Saturno. La imagen obtenida por la sonda Cassini deja ver la estructura de los anillos.

1.5. Transformaciones afines en el espacio Euclidiano

Definicién 1.5.1. Una transformacién w : R?> — R? de la forma
w(xy, ry) = (axy + bry + e, cxy + dag + f),

donde a,b,c,d, e, f son nimeros reales, es llamada una transformacion afin (bidimensional).
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A menudo se usara la siguiente notacion que es equivalente:

x a b x e
w(x) =w o - )+ = Az +1t.
To c d To f
) a b . o N
Aqui A = es una matriz real bidimensional de tamano 2 X 2 y ¢ es un vector columna. La
c d

matriz A se puede escribir siempre de la forma

a b r1cosf; —rysinfy

c d 71 sin 81 9 COS 82

donde (r1,6,) son las coordenadas polares del punto (a,c) y (72, (62 + 7/2)) son las coordenadas del

punto (b, d). La transformacién lineal

en R? transforma cualquier paralelepipedo en el plano en otro al cambiar la ubicacién de sus vértices.

r

rn

O

Figura 1.10: Una transformacién afin toma un paralelepipedo en este caso un cuadrado con vértice en el origen, y lo transforma en otro
paralelepipedo.

En general una transformacién afin w(z) = Az +t en R? consiste de una transformacién lineal
que deforma relativamente el espacio como se mencioné anteriormente, seguido por una translacién

producida por el vector t.
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA CEOMETRIA FRACTAL

Definicién 1.5.2. Una transformacion w : R?> — R? es llamada una similitud si es una transforma-

cion afin que tiene una de las formas especificas

T rcosf —rsin6 1 e
w = + = Ax +1t,
Ta rsin@ rcosf Ty f
1 rcosf rsinf T e
T rsin@ —rcos6 Ta f

Para alguna translacion (e, f) € R?, algin mimero real r # 0, y algin dngulo 6, 0 < 0 < 27. 0 es

llamado el angulo de rotacion mientras que r es el factor de escala o escalamiento. La transformacion

lineal
1 rcosf rsinf T
Ry =
To rsinf —rcosf To
es una rotacion y
T 1 0 T
R =
i) 0 —1 i)

es una reflexion.

1.6. El teorema de contraccion de Banach

Definicién 1.6.1. Una transformacion f : X — X sobre un espacio métrico (X, d) es llamada

contractiva o mapeo de contraccion si existe una constante 0 < s < 1 tal que

d(f(zx), f(y)) < s-d(z,y) V&,ye X.

Cualquiera de tales nimeros s es llamado un factor de contraccion de f.

Seria conveniente ser capaz de hablar del nimero més grande y el mas pequeno en una conjunto
de ntimeros reales. Sin embargo, un conjunto tal como S = (—o0, 3) no posee ninguno. Esta dificultad

es superada por la siguiente definicion.

Definicién 1.6.2. Se denota S un conjunto de nimeros reales. Entonces el infimo de S es igual a
—00 s1 .S contiene numeros negativos de magnitud arbitrariamente pequena. De otra forma el infimo
de S =méx{z € R:x < s para todo s € S}. El infimo de S siempre existe a causa de la naturaleza
del sistema de numeros reales, y se denomina inf S. El supremo de S es similarmente definido. Fs
1gual a oo si S contiene numeros positivos de magnitud arbitrariamente grande. De otra forma el

supremo de S = min{x € R: x > s para todo s € S}, es denotado como sup S.
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1.6. EL TEOREMA DE CONTRACCION DE BANACH

Teorema 1.6.1 (Teorema de mapeo de contraccién o de punto fijo de Banach). Sea f: X — X un

mapeo contractivo en un espacio métrico completo (X, d). Entonces f posee exactamente un punto

fijo x5 € X y ademds para cualquier punto x € X, la sucesion fo"(x):n =0,1,2,.... converge a ;.
Que es,

lim f°"(z) = zy, para cada v € X

n—oo

Demostracion: Sea x € X. Sea 0 < s < 1 un factor contractivo para f, entonces

d(f"(x), f" (2)) < s™"d(x, f17 (@) (1.1)

mAn > Sm\/n’ es

(La notacién u A v denota el minimo de un par de nimeros reales u y v. Dado que s
decir, que para m > n, s™ < s", entonces se escoge el mayor factor de contraccién que garantice que
se cumpla la propiedad) para todo m,n = 0,1,2, ..., donde tenemos fijo a x € X. En particular, para

k=0,1,2,..., tenemos

d(x, f*(x)) < d(z, f(2)) + d(f(), () + - -+ d(fF D (), ()
<(
(

14+ s+ s>+ -+ s d(z, f(2))
1

IN

— ) d(z, f(2)),

remplazando en la ecuacién [I.1] obtenemos

d(f*" (@), [ (2)) < s (1 = 5)"Hd(z, f(@)),

de lo cual inmediatamente se sigue que { f°"(x)}>2, es una sucesiéon de Cauchy. Ya que X es completo
esta sucesién de Cauchy posee un limite zy € X y tenemos

lim f"(x) = xy.

n—o0

Ahora mostraremos que z; es un punto fijo de f. Dado que f es contractiva también es continua

y por lo tanto

flxp) = f(lim fo(z)) = lm U (2) = ;.

n—oo n—oo
Finalmente, ;puede haber méds de un punto fijo?. Suponiendo que existe. Sea x; y y; puntos fijos de

f. Entonces vy = f(xy), yr = f(ys), ¥

d(wg,yr) = d(f(zys), flyr)) < sd(zys,yy),

donde (1 — s)d(zs,ys) <0, lo que implica que d(zs,yr) = 0 y entonces zy = y;. Esto completa la

demostracién.
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA CEOMETRIA FRACTAL

Es posible extender estos conceptos al espacio métrico de los fractales (H(X), h(d)) en donde se
satisfacen algunas propiedades importantes. Se puede ver que los mapeos contractivos w : X — X
sobre el espacio métrico (X, d) con factor de contraccién s, son continuos, y ademds, w mapea al
espacio H(X) en si mismo. Sea S un subconjunto no vacié de X, entonces claramente w(S) = {w(x) :
x € S}. Se quiere mostrar que w(S) es compacto. Sea {y, = w(x,)} una sucesién infinita de puntos
en S. Entonces {x,} es una sucesién infinita en S. Ya que S es compacto existe una subsucesién
{zn, } que converge a un punto & € S. Pero la continuidad de w implica que {yn, = f(zn,)} es una
subsucesion de {y,} que converge a § = f(&) € w(S). Vemos que en el caso bidimensional w(B) es la
contraccién de un subconjunto del espacio (X, d), y lo visualizamos como la reduccién o contraccién

realizada a una imagen. El efecto sobre una figura en el plano se muestra en la figura [L.11

Figura 1.11: Ejemplo de imagen reducida por el efecto de w(B)

Podemos definir w : H(X) — H(X) como

w(B) ={w(z):x € B VBecH(X)}

el cual es una contraccién sobre (H(X), h(d)) con factor de contraccion s.

Otra propiedad importante es que para todo subconjunto B, C, D,y E, en H(X)

h(BUC,DUE)<h(B,D)V h(C, E),

(véase la demostracion en (Barnsley|, 2006))) donde como es usual h es la métrica de Hausdorff. Lo

que permite introducir el operador de Hutchinson como un collage de iméagenes obtenido al aplicar

N contracciones a un determinado conjunto o imagen.

Definicién 1.6.3. Sea (X, d) un espacio métrico. Sea {w, : n =1,2,3,..., N} mapeos de contraccion

sobre H(X) Se denota al factor de contraccion de w,, por s, para cadan. Se define W : H(X) — H(X)
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1.6. EL TEOREMA DE CONTRACCION DE BANACH

como el operador de Hutchinson
N
W(B) = w1 (B) Uws(B)U...Uwy(B) = U wy(B) para cada B € H(X).
n=1

Entonces W' es un mapeo de contraccion con factor de contraccion s = méx{s, :n=1,2,..., N}.

E

w2(Ao)

Lk

W]_(Ao) WB(AO)

Ao A1 =W(Ap)

Figura 1.12: La imagen inicial (a la izquierda) es transformada por el operador de Hutchinson W(B) = w1 (B) U w2(B) U ws(B), que
genera una nueva imagen compuesta por copias reducidas de la imagen original. La transformacién wj solo contrae la imagen, mientras
que ws realiza la misma contraccién y traslada la imagen a la esquina superior izquierda, y ws traslada la imagen reducida a la esquina
inferior izquierda

Se puede construir como ejemplo un operador de Hutchinson en el plano real a partir de tres

contracciones,
( ) T 05 0 T 05.1'1
wi\r) = wy = =
) 0 0.5 ) 05372
2 = W2 = = )
To 0 0.5 To 0.5 0.522 + 0.5
(2) i 0.5 0 x1 N 0.5 0.5z1 + 0.5
W3 = W3 = = ,
i) 0 0.5 i) 0 051'2

claramente se tratan de transformaciones afines que realizan una copia de la imagen original, la
reducen y posteriormente trasladan la imagen a otra ubicacion en el plano. La siguiente figura
(1.12)) muestra como una imagen se transforma bajo el efecto del respectivo operador de Hutchinson
W(B) = wy(B)Uws(B)Uws(B). El operador de Hutchinson juega un papel importante en la teoria
fractal determinista, este serd estudiado en el siguiente capitulo.

En este capitulo se resumieron conceptos matematicos relacionados con la geometria fractal. Se
definen los espacios y las métricas, conceptos que sirven como base para construir la teoria relacionada

con los fractales, e introduce los conceptos de conjuntos abiertos, cerrados, compactos, asi como la
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA CEOMETRIA FRACTAL

equivalencia métrica en diferentes espacios. Este andamiaje permite definir el espacio métrico de
mayor importancia en este, el espacio en el que viven los fractales (#, h), cuyos elementos son todos
los subconjuntos compactos diferentes del conjunto vacié de un espacio subyacente dado. También se
define el operador de Hutchinson, utilizado para crear fractales determinista. Finalmente se muestran
en el apéndice algunos programas realizados en lenguaje Python para generar algunas de las imagenes

mostradas en el capitulo.
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Capitulo 2
Sistemas de Funciones Iteradas

En el capitulo anterior se habia definido el operador de Hutchinson, este operador es frecuente-
mente considerado como una analogia de la méquina de copiado, en la que a partir de una imagen
obtenemos una nueva formada por imédgenes reducidas o deformadas de la imagen original al estilo de
un Collage de fotos. Veremos como a través de la repeticién sucesiva de este mecanismo se obtienen
fractales deterministas. También se introducira otro método basado en juegos de azar y aleatoriedad,

el cual facilita y enriquece la obtencion de fractales.

2.1. Sistema de funciones iteradas IFS

Definicién 2.1.1. Un sistema de funciones iteradas consiste de un espacio métrico completo (X, d)
junto con un conjunto finito de mapeos de contraccion w, : X — X, con sus factores de contraccion
respectivos S,, para n = 1,2,..,N. La abreviacion en inglés “IFS” es usada en vez de “iterated
function system”. La notacion para el IFS es {X;w,,n = 1,2,...., N} y su factor de contraccion es

s =méax{s,:n=1,2,...,N}.

Ya se habia visto en el capitulo anterior una manera de construir el conjunto de cantor, mediante la
aplicacién sucesiva de dos transformaciones, a partir de la cuales podemos definir un IFS {R; wy, ws},
con

wy(z) = L wsy(z) = %az + 2

3 3
contracciones en el espacio real unidimensional.

El siguiente teorema resume los principales resultados encontrados hasta el momento para los
IF'S.

Teorema 2.1.1. Sea {X;w,,n = 1,2,..., N} un sistema de funciones iteradas con factor de con-
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2.1. SISTEMA DE FUNCIONES ITERADAS IFS

traccion s. Entonces la transformacion (operador de Hutchinson) W : H(X) — H(X) definida por:

para todo B € H(X), es un mapeo de contraccion sobre el espacio métrico (H(X), h(d)) con factor

contractivo s. Que es

h(W(B),W(C)) <s-h(B,C)

para todo B,C € H(X). Su unico punto fijo, A € H(X), obedece:
N
A=W(A) = Jwn(4),
n=1

y esta dado por A = lim,,_,o. W°"(B) para cualquier B € H(X).
Definicién 2.1.2. El punto fijo A € H(X) descrito en el teorema es llamado el atractor del IFS.

Ya se habia visto el efecto producido por la aplicaciéon del operador de Hutchinson sobre un
conjunto es un espacio dado, ahora la atenciéon se centra en el resultado de la aplicacién sucesiva
del operador de Hutchinson sobre un conjunto. Un IFS de la forma {B;w;,ws, w3}, donde B =

[0,1] x [0,1], y las contracciones:

( ) I 05 0 T 05331
w1(T) = Wy = = ,
) 0 0.5 ) 051’2
w (:C) w il 05 0 s} n 0 051’1
2 = Wz = = )
To 0 0.5 To 0.5 0.522 + 0.5
(2) 1 0.5 0 1 N 0.5 0.521 + 0.5
w1 (T ) = Ws = = ,
i) 0 0.5 i) 0 051’2

utilizadas en el capitulo anterior que tiene como espacio al cuadrado unitario en R?, y operador
de Hutchinson W (B) = w;(B) U ws(B) Uws(B), {Qué ocurre cuando el operador de Hutchinson es
aplicado sucesivamente?. Nuevamente partiendo de una imagen o conjunto inicial (ﬁgura, en este
caso un cuadrado con una letra L en una esquina como una referencia para facilitar la visualizacion
de rotaciones y reflexiones sobre la imagen. Al aplicar el operador de Hutchinson sobre esta imagen
el resultado es una nueva imagen a la que se le aplica nuevamente el operador, asi sucesivamente
después algunas iteraciones llegamos a una imagen a la que la aplicacién del operador no tiene

aparente efecto, esta imagen es un punto fijo y el atractor del IF'S.

24



CAPITULO 2. SISTEMAS DE FUNCIONES ITERADAS

E [
[ [
E & [ L
[ [ L L
Ag A1 =W(Ag) = WOI(AO) A, =W(A,) = W°2(Ao)
[ F] E
L |t | :f
L . | ETTTTErL,
R [ | \ :EPF :EFF
; : daaanaaa thih b,
& &I ll ll Eﬂﬂlll 2[![!‘[!. ;i% ;§%
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| \ \ il 0000 0 0l 0 Bl Bl a3 A
A3 = W(Az) = W°3(Ao) A4 = W(A3) = W°4(Ao) As = W(A4) = W°5(Ao)

-

rrrrrrrr

= W(As) = W°6(Ao)

h
&
|

Figura 2.1: Una variacién del tridngulo de Sierpinski, un IFS con tres transformaciones afines con factor de contraccién s = 1/2. Se
observan las primeras ocho iteraciones del operador de Hutchinson sobre la imagen Ag.

2.1.1. Triangulo de Sierpinski

El ejemplo ilustrado en la figura [2.1| es una variacién del famoso tridngulo de Sierpinski. Este es
un caso particular de atractor que se obtiene a partir de tres transformaciones afines, existen muchos
otros ejemplos que se pueden obtener a través de sistemas de funciones iteradas en R? aplicando

pequenas modificaciones a las transformaciones, algunas de estas se muestran en (figurg2.2)).

Existen muchas formas de transformar un cuadrado a un cuadrado mediante una transformacién
lineal que solo utiliza contracciones, rotaciones y reflexiones. En la figura [2.2] se observa una familia
de IFS’s, todos estdan compuestos por copias reducidas que conservan su posicion dentro del espacio,

pero que estan rotadas o reflejas, estos cambios generan distintas formas de los atractores.
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Figura 2.2: Seis I[FS’s de tres transformaciones. Las imagenes muestran el atractor y la primera transformacién de Hutchinson en la
esquina superior derecha. Estos ejemplos muestran como las variaciones en las transformaciones afines generan distintos atractores.

Cualquiera de las transformaciones de un IFS se pueden escribia de la forma

x a; b I €;
w;(r) = w; = + ;
T2 ¢ d; T2 fi
por lo que cada transformacion estd determinada por los parametros a;, b;, ¢;, d;, e; v f;, estos

parametros se pueden ordenar en tablas para hacer referencia a un mismo IFS, en la tabla se

muestran los parametros de las tres transformaciones del triangulo de Sierpinski.

Tabla 2.1: Pardmetros del IFS de un tridngulo del Sierpinski

w a b ¢ d e f
1 05 0 0 05 0 O
2 05 0 0 05 05 0
3 05 0 0 05 0 05

2.1.2. El helecho de Barnsley

Los sistemas de funciones iteradas también permiten obtener estructuras que se asemejan a los

objetos que se encuentran en la naturaleza, un ejemplo popular en la literatura es el helecho de

26



CAPITULO 2. SISTEMAS DE FUNCIONES ITERADAS

Barnsley, una imagen construida a partir de cuatro transformaciones con los siguientes parametros;

Hay dos formas de llegar al atractor, una de ellas es mostrada en la imagen [2.3] este método es

Tabla 2.2: Pardmetros del IFS de un helecho

w a b c d e f
1 0 0 0O 016 0 O
2 085 0.04 -004 08 0 1.6
3 02 -026 023 022 0 1.6
4 -0.15 028 026 024 0 0.44

llamado el algoritmo determinista, y como se ve en la imagen consiste en aplicar sucesivamente el

operador de Hutchinson a un conjunto compacto dado.

O¢
O .
5y Qn u@
e o
O @ ¢
o a %
| | 1
! |
A =W(Ag) = W°L(A) LAy =W(AL) = WP3(Ag) Az =W(A7) = W°3(Ao)
&7 & e
o
o0 0 o
"' © 0 ¥
o o e T
& ?F_u %_n . Pel ?: n.{‘q)f R
h Y SN
%» a .%Q < A 2 ° g K
ayh G b iy f 4 4 . 2;:‘
@ A o e ﬁ}‘ K
Pl T e jiF
E o0 b /{, 3‘/((.:
Az =W(As) = W°*(Ao) As =W(Ag) = W°3(Ag) Ag = W(As) = W°8(Ap)
& 9
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© w:"i gL ‘-}3} ..'{'"4-‘
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ﬁi:«:‘

A7 =W(Ag) = W°7(A)

IgAa = W(A;) = W°B(A,)

Figura 2.3: El resultado de la iteracién sucesiva del operador de Hutchinson, donde se ilustra la forma de obtener fractales mediante el
algoritmo determinista.
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Otro resultado del IFS es mostrado en la figura [2.4]

esta imagen es un acercamiento borroso y disconexo de

: lo que se supone es un helecho, por lo que es un momento
N oportuno para introducir otro parametro importante en
la construccion de fractales determinista, este parametro
es la probabilidad, la cual estd asociada con otra forma
de obtener fractales, y que se explicara con mayor detalle

mas adelante.

El algoritmo de iteracion aleatoria 6 Juego del Caos
a diferencia del algoritmo determinista no parte de una
imagen completa para construir el fractal, sino que toma
un punto que esté en el espacio (en este caso RQ), y en

cada iteracion es seleccionada una de las transformacio-

nes del IF'S a partir del parametro probabilidad, la cual
es denota como p; y esta asociada con la transformacion
Figura 2.4: Esta figura muestra el resultado del IFS de la

tabla[2.7] w;. La probabilidad indica la frecuencia de visitas que
tiene un punto a un lugar determinado del espacio, la

probabilidad también satisface la igualdad Zf\il p; = 1.

El algoritmo de iteracion aleatoria disminuye considerablemente la cantidad de célculos necesarios
para obtener una imagen del atractor del IFS en comparacién con el algoritmo determinista. En el
caso ejemplificado en la figura el nimero de calculos sigue una ley de potencias, si se parte de
una imagen inicial, por ejemplo un cuadrado, y suponemos que para dibujar este cuadrado solo
es necesario definir sus vértices, al aplicar el operador de Hutchinson la nueva imagen consta de
cuatro nuevos cuadrados por lo que el nimero de vértices aumenta a 4> = 16, para la siguiente
iteracién 4° = 64, y asi sucesivamente, por lo que la regla de potencias que sigue es de la forma
#de puntos en Ay x N", donde N es el nimero de transformaciones y n la iteracién. Siguiendo esta
ley de potencias se puede ver que después de n = 30 el niimero de puntos obtenidos asciende al orden
de =~ 10'8, lo que implica grandes dificultades computacionales. En contraste en el método aleatorio

es posible develar la imagen del atractor con muchos menos puntos, como se ilustra en la figura [2.5]

Si incluimos probabilidades al IFS de la tabla [2.2] como en la tabla [2.3] el atractor obtenido es
considerablemente diferente al que se muestra en la figura como se puede observar en [2.6] este

comportamiento se estudiara con més detalle el capitulo [6]
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Tabla 2.3: Pardmetros del IFS con probabilidad para un helecho de Barnsley.

w a b c d e f D

1 0 0 0 016 0 0 0.01
2 08 0.04 -004 08 0 16 0.85
3 02 -026 023 022 0 16 0.07
4 -0.15 028 026 024 0 0.44 0.07

n=300 n=3000 n=30000 n=300000 n=3000000

Figura 2.5: El algoritmo de iteracién aleatoria para diferentes valores de n.

- -2 [ 2 4

Figura 2.6: Helecho resultante del algoritmo de iteracién aleatoria para el IFS de la tabla
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2.2. El teorema de Collage

El problema inverso a la construccion de fractales deterministas a través de IFS’s,; es el de en-
contrar un conjunto o imagen especifica mediante un IFS adecuado. Supongamos que partimos de
un conjunto dado al cual queremos llegar a través de un IFS, por lo que se le aplica el operador de
Hutchinson a la imagen; si en la primera iteraciéon el resultado es una imagen idéntica a la original,
entonces el correspondiente IFS se puede utilizar para construir la imagen deseada. Por otro lado,
si la imagen obtenida es muy cercana a la inicial, el atractor del IFS por el principio de contraccién

sera una imagen que no estard lejos de la imagen original. La figura
% *%-a
N BN
14 48 A% 3% A%
A 4545 ARy ARFY AR

Atractor

Hutchinson
o,

Inicial

NS
TN

L9449 A48 L4 A48 L4 £ £

Figura 2.7: Los fractales tienen dependencia continua de los pardmetros, en la imagen podemos ver que pequenos cambios en los pardmetros
modifican levemente al atractor.

4

Para explicar en que consiste el Teorema de Collage veamos el ejemplo mostrado en la figura
en ella se puede observar nuevamente como objeto de estudio la imagen bidimensional de un
helecho. El ejercicio consiste en identificar las partes que son copias de la imagen original. En este caso
podemos identificar cuatro copias transformadas Cy, Cy, C5 y Cy, cuya unioén o collage generan una
imagen idéntica o muy cercana a la original. La distancia entre las imagenes es encontrada utilizando
la distancia de Hausdorff entre dos conjuntos. Es apropiado mencionar que la copia C} tiene factor
de contraccion s = 0 en la direccién x por lo que se reduce a una linea, pero sigue siendo una copia
de la imagen original.

El siguiente teorema es central para el diseno de IFS’s cuyos atractores estan cerca de un conjuntos

dados.

Teorema 2.2.1. (El teorema de Collage, (Barnsley 1985b)). Sea (X, d) un espacio métrico
completo. Dado L € H(X), y dado ¢ > 0. Elige un IFS {X;(wo), w1, ws,...,w,} con factor de
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Figura 2.8: El teorema de Collage aplicado al helecho. A la izquierda la imagen original, y a la derecha un collage formado por cuatro
copias C1, C2, C3 y (4, estas copias son obtenidas a través de cuatro transformaciones afines que pertenecen a un IFS.

contraccion 0 < s < 1, tal que

n

h{L | wal)]| <e

n=1
(n=0)

Donde h(d) es la métrica de Hausdorff. Entonces
h(L,A) <e/(1-—s),
donde A es el atractor del IFS. Equivalentemente,

h(L,A)<(1—3s)'h| L, U wy, (L) para todo L € H(X).

n=1

(n=0)

Este teorema dice, que para encontrar un IFS cuyo atractor esté cerca o se parezca a este, se
necesita buscar un conjunto de transformaciones (contracciones que estén dentro del espacio corres-

pondiente), cuya unién esté cerca al conjunto dado.
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Capitulo 3

Caos en Fractales

En el capitulo anterior se vieron dos formas de construir fractales a través de IFS’s. Por un lado,
se daba la denominacion de determinista porque de alguna forma la estructura estaba determinada
completamente por el operador de Hutchinson y en cada iteracion es posible encontrar un conjunto
o imagen definida. Por otro lado, tenfamos un mecanismo en el que se partia de un punto del
espacio y se realizaban iteraciones, aplicando una tunica transformacion del IFS al azar 6 asignando
probabilidades. Este tltimo algoritmo aleatorio deja interrogantes con respecto a la manera en la
que se obtiene el fractal y que papel juega la probabilidad. En este capitulo se definen los sistemas

dinamicos que pueden estar asociados a un IFS y algunas de sus propiedades.

3.1. El Juego del Caos

El algoritmo de iteraciones aleatorias parte de un IFS {X;wy, ws, ..., wy }, con probabilidad p; > 0
asignada a la transformacion w; para ¢ = 1,2,3, ..., N, donde Zf\il p; = 1. Se escoge un g € X'y
después se selecciona recursiva e independientemente los x, € {wi(x,_1), wo(Tp_1),...,wn(Ty_1)}
paran = 1,2,3, .....,, en donde la probabilidad de que se dé el evento x,, es p;. Este proceso crea una
sucesion {z,;0,1,2,3,...}.

Este método fue usado en el capitulo anterior para mostrar como dibujar fractales deterministas a
partir de sistemas de funciones iteradas, ahora la intenciéon es describir como este mecanismo aleatorio
obtiene exitosamente estos atractores y descubrir mas informacion sobre la profunda estructura del
atractor de un IF'S.

Un ejemplo de proceso aleatorio es el Movimiento Browniano, observado por primera vez por
el botdnico Escocés Robert Brown (1773-1858). El movimiento se presenta cuando una particula se
halla en un fluido, es causado por los choques continuos contra las moléculas presentes en él. Se
puede describir el movimiento de la particula paso a paso. Partiendo de un punto en el plano se

selecciona una direccién al azar, se avanza en esa direccion una distancia dada, nuevamente se escoge
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otra direccién, y se avanza otra vez, esto se repite el némero de veces que se desee. La figura [3.1
muestra el resultado que se obtiene al realizar este proceso, el cual se asemeja bastante al que se

observa al ver a través de un microscopio a una particula inmersa en un fluido.

Figura 3.1: Trayectoria del movimiento Browniano, generado después de un millén de pasos.

3.2. La Direccion de los Puntos en un Fractal

Empezamos por considerar informalmente el concepto de direcciéon de puntos sobre el atractor
de un IFS. Esta idea de dar direcciones a cada punto del atractor consiste en seguir la secuencia de
transformaciones que lleva a cualquier conjunto o lugar del espacio. El conjunto de Cantor solo tiene
dos transformaciones, w;(z) = %l‘ y Wy = %x + % Una secuencia infinita de 1’s y 2’s puestos juntos
dan la direcciéon de un punto en el conjunto, esta secuencia depende del orden de las transformaciones
que se realizaron para llegar a este punto. Es importante mencionar la necesidad de que el niimero
de transformaciones sea infinito, puesto que una secuencia finita lleva a un sector del espacio y no
a un punto. En el intervalo w ([0, 1]) = [0,1/3] todos los puntos tienen una direccién que comienza
en 1, para el intervalo construido de la forma ws (w1 ([0,1])) = [2/9,1/3] la direccién correspondiente
empieza en 12. La transformacién ....w;(w;(w;(wi([0,1])))) = 0 lleva a un punto con una tnica
direccién 11111. Todos los puntos del conjunto de Cantor son disyuntos, por lo que solo hay una
direccion para cada punto, y el IFS esta completamente desconectado. Considerando al IFS

1 1 1 1 1.
{C’wl(z) = 52,’(1)2(2) = §Z + 5,11)3(2) - §Z+ 52} .
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CAPITULO 3. CAOS EN FRACTALES

El atractor A de este IFS es un tridngulo de Sierpinski con vértices en (0,0), (1,0), y (0,1). Podemos
dar direcciones a los puntos sobre A de acuerdo a la secuencia de transformaciones que llevan a ellos.

Existen al menos dos puntos en A que tienen dos direcciones, ya que existe un punto en cada uno de

los conjuntos wi (A) Nws(A), wa(A) Nws(A), y ws(A) Nwi(A), como ilustra la figura [3.2]

w
W
W
w

>

-

Jidigdqdgaqgaaid

b,
S R
by Bk,
S B
b, Rb
b bR bR R R
o SnEn BBy B B B B B BB BBy o

Figura 3.2: Algunos puntos en el tridngulo de Sierpinski tienen dos direcciones, mientras otros tienen solo una direccién.

Por otro lado algunos puntos en el tridngulo de Sierpinski tienen solo una direccién tal como son
los vértices (0,0), (1,0), y (0,1). A pesar de que el atractor esta conectado, la proporcién de puntos
con multiples direcciones es "pequena”’, en un sentido en el que no se ha precisado. En casos como
este decimos que el IFS esta solo tocando. Notese que esta terminologia se refiere al IFS en lugar
de su atractor. Otra posibilidad es que el IFS este sobrepuesto, para el cual habra puntos para los
cuales existen mas de una direccién, como serfa el caso del IFS {[0,1], 3z, 3z + 1}, cuyo atractor es

el intervalo unitario A = [0, 1], pero

1 1 11
y los puntos en [1/4,1/4] tienen al menos dos direcciones. En casos como este en los que hay muchos

puntos con varias direcciones se dice que el IFS estd sobrepuesto. La razén por la cual se hace

referencia al IFS y no al atractor es porque un conjunto puede ser el atractor de distintos IFS’s.
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FRACTALES

El espacio de direcciones X = ¥ de N simbolos, en este caso los enteros {0,1,2,..., N — 1},
tienen como puntos palabras o secuencia de simbolos como las mencionadas en la seccién anterior,
por ejemplo, x = 258 1234 (N —2) 70 ...... es una secuencia de simbolos semi-infinita. En
general, un elemento x € X, se puede escribir como & = X1 ToT3T4T5L6TTTILYLIOTILeeeeeee- donde cada

z; ={0,1,2,3,...N — 1}.

Definicién 3.2.1. Sea S un conjunto. S es contable si es vacio o si existe una transformacion sobre

c: 1 — S, donde I es cualquiera de los conjuntos

{1},{1,2},{1,2,3},...,{1,2,3,....,n}, ...... ,
o los enteros positivos {1,2,3,4,....}. S es incontable si no es contable.

Pensamos el conjunto incontable como un conjunto méas grande que uno contable. Vamos a hacer
fundamental uso del espacio de direcciones para formalizar el concepto de direcciones. ;Cuantos

puntos contiene el espacio de direcciones?.
Teorema 3.2.1. El espacio de direcciones de dos o mas simbolos es incontable.

Demostracién: Probemos para el espacio de direcciones de dos simbolos {1,2}. Un elemento
del espacio ) se denota como w = wywaws..., donde cada w; € {1,2}. Se define la transformacién
p: {1,2} — {1,2} por p(1) = 2 y p(2) = 1. Suponiendo que el espacio es contable. Sea c :
{1,2,3,...} = >_ la funcién de conteo. Considerando el punto o € > definido por

0 = 0109203...,

donde o, = p((¢(n)),), y (¢(n)), representa al n-ésimo simbolo de ¢(n). {Cudndo alcanzara la funcién

de conteo a o7 jNuncal, por ejemplo, ¢(3) # o porque los simbolos en la tercera posicién son diferente.

3.3. Transformaciones Continuas del Espacio de Direcciones

a los Fractales

Para formalizar el concepto de direccién y espacio de direcciones se establecen algunas definiciones
que ayudan a construir una transformacién continua ¢ que relacione al espacio de direcciones asociado

a un IFS con el atractor del IF'S.

Definicién 3.3.1. Sea {X : wy,wy, .....,wx} un IFS. El espacio de direcciones asociado con el IFS,

(3,d.), es definido como el espacio de direcciones de N simbolos {1,2,3,..., N}, con la métrica dada
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por
o0

do(w,0) = Z % para todo w,o € X.

n=1
Se puede observar que un punto x € A con direccion w = wywswswy..., tras la transformacién

wj(x) obtendra la direccion @ = jwjwowswy... para j = {1,2,3,..., N}.

Teorema 3.3.1. Sea (X, d) un espacio métrico completo. Sea {X;w, : n = 1,2,...., N} un IFS.
Denotando A como el atractor del IFS. Sea (3,dc) el espacio de direcciones asociado al IFS. Para

cada o e, ne N, yxe X, sea
O(0,n,T) = Wyy O Wyy O Wey O ... O Wy,

entonces

¢(o) = lim ¢(o,n, z)

n—oo

existe, pertenece a A, y es independiente de x € X. Si K es un conjunto compacto de X, entonces

la convergencia es uniforme sobre x € K. La funcion ¢ : ¥ — A es continua y sobre.

Definicién 3.3.2. Sea {X : wy,we,......,wyx} un IFS con el espacio de direcciones asociado X. Sea
¢ X — A la funcion continua del espacio de direcciones sobre el atractor del IFS construida en el

teorema[3.3.1. Una direccion de un punto a € A es cualquier miembro del conjunto

¢~ (A) ={w e X p(w) = a}.

El conjunto es llamado el conjunto de direcciones de A, El IFS estd totalmente desconectado si cada
punto de su atractor posee una unica direccion. El IFS estd solo tocando si no es completamente

desconectado y también si su atractor contiene un conjunto O abierto tal que
i w;(0O)Nw;(0)=0 Vi,je{l,2,3,..,N} coni#j

Un IFS cuyo atractor cumple con (i) y (ii) obedece la condicion de conjunto abierto. El IFS estd

sobrepuesto si no estd solo tocando o desconectado.

Teorema 3.3.2. Sea {X : wy,ws, ..., wy} un IFS con atractor A. El IFS es totalmente disconexo
sty solo si

wi(A)Nwj(A) =0 Vi,je€{1,2,3,...,N} con i#j.

Teorema 3.3.3. Sea ¥ el espacio de direcciones de los N simbolos, {1,2,3,..., N}, y que define dos
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diferentes métricas en > como

- lzi — uil T — Y
die,y) =S I gy = | Y A
1( y) ‘ (N-'-l)z 2( y) — (N—f—l)l
entonces (3,dy) y (3,dy) son espacios métricos equivalentes.

Se muestra que el espacio de direcciones es métricamente equivalente a un conjunto de Cantor to-

talmente desconectado de [0, 1]. Dado un IFS mediante {0, 1]; w,(z) = ﬁx—i— Sgin=12., N}

Entonces
n n+1

Para N = 3 las transformaciones w; = 41137 + %1, Wy = %137 + %, wy = ix + % tienen puntos fijos

} paran =1,2,...,N.

1
37

% y 1 respectivamente, el atractor se muestra en la figura . El atractor es totalmente disconexo.

EEEEEEEEE— SRR EEREEE—— EEREEREER

A 1
12

Wi
N| =
NMw
ol

1
i)
Figura 3.3: Un conjunto de Cantor especial, construido a partir de tres transformaciones.

Para el caso N = 3, el intervalo [0, 411] es eliminado en la primera iteracion, por lo que en el espacio
de direcciones ¥ con g; = {0, 1,2, 3}, los puntos del conjunto tienen direcciones sin o7 = 0, para la
siguiente iteracion también se elimina oy = 0, y asi sucesivamente, entonces ningun digito es cero.
Considerando la transformacién continua ¢ : (X, d.) — (A, Euclideana) se sigue que los dos espacios

asociados son equivalentes.

Definicién 3.3.3. Sea {X : wy, we,.....,wx} un IFS con atractor A, a un punto a € A se le llama
un punto periddico del IFS si existe una secuencia finita de nimeros {o(n) € {1,2,..., N}}F'_| tal
que

a4 = Wg(p) © Wg(P-1) © ... © wU(l)(a).

Si a € A es periodico, entonces el entero P mds pequeno que cumpla la condicion anterior es el

periodo de a.

Entonces un punto en el atractor es periddico si se le pueden aplicar una secuencia de transfor-

maciones especifica que hagan que se regrese al punto. Si a € A es un punto periédico, entonces

o=0(P)o(P—1)o(P—2)..c(1)o(P)o(P —1)o(P —2)...0(1).... = a(P)o(P — 1)o(P — 2)...0(1).

y en consecuencia ¢(o) = lim, . ¢(o,n,a) = a.
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Definicién 3.3.4. Un punto en el espacio de direcciones cuyos simbolos sean periddicos, es llamada
una direccion periodica. Un punto en el espacio de direcciones cuyos simbolos son periodicos después

de algunos de sus simbolos iniciales es eventualmente periodico.

Noétese que el atractor de un IFS es tal que ante la transformacién de Hutchinson W(A) = A, por
lo que cada punto z € A satisface que w;(z) € A, por lo que las transformaciones envian puntos de
Aen A, lo que implica que los puntos del atractor son periédicos, es decir que siempre que se parta

de un punto en el atractor es posible regresar a este mediante transformaciones del IFS.

Teorema 3.3.4. El atractor de un IFS es la clausura de sus puntos periodicos.

3.4. Introduccion a los Sistemas Dinamicos

La intencion de esta seccion es introducir la terminologia asociada con los sistemas dindmicos,

para posteriormente descubrir cudl es la relacién entre estos y los IFS.

Definicién 3.4.1. Un sistema dinamico es una transformacion f : X — X sobre un espacio métrico

(X, d). Es denotado como {X, f}. La érbita de un punto x € X es una sucesion {f™(x)}2

n=0"

Definicién 3.4.2. Sea { X, f} un sistema dindmico. Un punto periddico de f es un punto x € X tal
que f"(x) = x para algin n € {1,2,3,...}. Si x es un punto periddico de f, entonces un entero n tal
que f"(x) =x,n € {1,2,3,...} es un periodo de x, el menor entero es llamado el periodo minimo del
punto periodico x. La orbita de un punto periodico de f es llamado el ciclo de f. El pertodo minimo
de un ciclo es el numero de distintos puntos contenidos en este. Un periodo de un ciclo de f es el

pertodo de un punto en el ciclo.

Definicién 3.4.3. Sea {X, f} un sistema dinamico y sea vy € X un punto fijo de f. El punto xs
es un punto fijo atractivo de f si hay un numero € > 0 tal que la transformacion f envia a la bola
B(zy,€) dentro de st misma, y ademds f es un mapeo contractivo en B(zy,€). Aqui B(xys,e) ={y €

X :d(zys,y) < e€}. El punto x5 es un punto fijo repulsivo de f si existen e >0 y C > 1 tal que

d(f(zy), f(y)) > Cd(xg,y) para todoy € B(xy,e).

Definicién 3.4.4. Sea { X, f} un sistema dinamico. Se le dice punto eventualmente periddico de f

a un punto x € X tal que f™(x) es periddico para algin entero positivo m.

Para representar érbitas podemos tomar como ejemplo al mapa logistico Ly(z) = Az(1 — ),
donde el pardmetro A tiene un rango 0 < A < 4. Las drbitas del sistema dindmico {[0,1], L} se

pueden observar graficando la transformacién Ly(x) y la funcién lineal y = f(z) =  como muestra
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la figura[3.4] La 6rbita del punto zq € [0, 1] para el mapa logistico parte de punto (zo,0), y lo conecta
por una linea recta al punto (zq,x; = Ly(xg)), nuevamente el punto es conectado por una linea recta
horizontal al punto (z1,21), y de este al punto a (xy,z9 = Ly(21) = La2(0)), este proceso puede
continuar indefinidamente.

A=3.50

La(x)

ox

SCIE0

X

Figura 3.4: Diagrama de la érbita del punto zg usando el mapa logistico

Algunas veces se llama punto estable a un punto atractivo e inestable a un punto repulsivo.
La estabilidad de un punto fijo depende de la pendiente de la curva en los puntos fijos zy = 0
y 2y = 1 — § (en el caso del mapa logistico), la cual estd determinada por |Lj(zs)| < 1 para
puntos atractivos (estables) o |L)(xf)| > 1 para repulsivos (inestables). En la figura 3.5 se observan
diferentes érbitas para diferentes A’s. En la figura Se muestra un diagrama de bifurcacién el cual
estd compuesto por las orbitas para valores de A entre 2 y 4. Se puede observar que en principio las
orbitas estan compuestas por un tnico punto, esto quiere decir que se tienen un punto fijo estable.
A medida que X crece se llega al punto en que las 6rbitas se bifurcan, por lo que estan compuestas
por dos puntos, es decir que las érbitas son peridédicas con periodo dos. Si A sigue creciendo se puede
observar que las orbitas siguen bifurcandose haciendo que los periodos aumenten. Hay una secuencia
de bifurcaciones que aparecen cuando A crece hasta A\, =~ 3.57, cuando 0 < A\ < A, L, tiene
diferentes comportamientos: un punto fijo estable en cero, un punto fijo estable diferente de cero o
una orbita estable con periodo 27 donde ¢ es un entero positivo y para A = A\, con A\; < Agy1 < A
Cuando A = A, el atractor es un conjunto de tipo Cantor, el cual se estudiara en el capitulo [0}

Otro ejemplo de estudio es la transformacion de la tienda, este sistema dindamico consiste en
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Figura 3.5: Orbitas para diferentes valores del pardmetro A. En la primera imagen solo hay un punto fijo atractor en = 0, por lo que
las érbitas de todos los puntos se van a cero para A < 1, y para valores de A > 1 existen dos puntos fijos zy = 0 que es evidentemente
repulsivo, y zy =1 — % el cual es atractor si A < 3, y repulsor para 3 < A < 4. Todas las érbitas tienen el mismo nimero de iteraciones.

00
2.00 225

Figura 3.6: Diagrama de bifurcacién para el mapeo logistico con valores de A € [2,4].

41



3.4. INTRODUCCION A LOS SISTEMAS DINAMICOS

estirar y doblar los puntos del intervalo [0, 1], {[0, 1], f} donde

2\x si0<xz<1/2
a(x) =
2M(1—2z) sil/2<2x<1.
El comportamiento de una érbita para A = 1 se ilustra en la figura

A=1.00

08

06

Ta(x)

04

02

00

Figura 3.7: Transformacién de la tienda para un pequenio intervalo. Después de algunas iteraciones el intervalo se empieza a difundir por
gran parte del espacio. En esta imagen se puede observar que el sistema es susceptible a las condiciones iniciales y que pequenas variaciones
generan érbitas diferentes, y que ademds a partir de un conjunto inicial después de algunas iteraciones se interceptard con otros conjuntos
del espacio.

La transformacién logistica y de la tienda son ejemplos de como un pequeno intervalo puede
difundirse en todo el espacio. Si un intervalo abierto inicial I al ser iterado puede eventualmente
llegar a otro intervalo cualquiera J € X, se dice que la iteracion se comporta como una mezcla,

formalmente:

Definicién 3.4.5. Una funcion de mezcla es una funcion f tal que dado un conjunto A (de alguna
clase de conjuntos) y cualquier otro conjunto B de la misma clase, existe un numero entero N tal

que f"(A)N B # 0 para cualquier n > N.

Una propiedad de las mezclas es que existe al menos un punto en el espacio tal que {f™(z) : n =

1,2,3...} es denso, es decir que dado un conjunto abierto O, existe un n tal que f*(z) € O. Cuando
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la funcién tiene esta propiedad, tiene una dérbita densa. Ademads, cuando una iteracion se mezcla por
todo un intervalo, como en algunos casos de la transformacion de la tienda, la sucesién dada por los
puntos xg, x1, o, ... €s arbitrariamente cercana a cualquiera de los puntos del espacio o intervalo, y
se le llama drbita ergddica, teniendo en cuenta que no todos los puntos pueden ser ergddicos, en el
capitulo 5 se complementard este tema. Un ejemplo se muestra en la figura[3.8] la transformacién de

la tienda estira y dobla los puntos de un determinado intervalo para obtener una mezcla.

Inicial 25—
Estirar » >
Doblar = -]
Iteracién 1 = o
Estirar » o—
Doblar - i ]
Iteracién 2 —9 =
Estirar — »
Doblar —e |
Iteracién 3 —_— =
Estirar > .
Doblar ! - ]
Iteracién 4 - P

Figura 3.8: La transformacién de la tienda funciona como un proceso de amasar en el que se estira y se dobla un conjunto hasta lograr
una mezcla. En la gréfica se ven dos puntos de referencias representados por un cuadrado y un circulé sujetos a cuatro iteraciones de la
transformacién de la tienda.

De aqui se pueden agregar tres definiciones para identificar sistemas dinamicos cadticos.

Definicién 3.4.6. Sea (X, d) un espacio métrico, Un conjunto B C X es denso en X si la clausura
de B es igual a X. Una sucesion {x,}>°, de puntos en X es densa en X si para cada punto a € X,
existe es una subsucesion {z,, }°°, que converge a a. En particular una orbita {x,}>2, de un sistema

dinamico {X, f} es denso en X si la sucesion {x,}5°, es densa en X.

Definicién 3.4.7. Un sistema dindmico {X, f} es transitivo, si siempre que U yV sean subconjuntos

abiertos del espacio métrico (X,d), existe un entero finito n tal que U () f*(V) # 0.
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Definicién 3.4.8. Un sistema dindmico {X, f} es sensible a condiciones iniciales si existe 6 > 0

tal que, para cualquier x € X y cualquier bola B(c,€) con radio € > 0, existe y € B(c,€) y un entero

n >0 tal que d(f™(x), f*(y)) > 0.

Definicién 3.4.9. Un sistema dindmico {X, f} es cadtico si; (1) es transitivo, (2) es sensible a

condiciones iniciales, y (3) el conjunto de las drbitas periddicas es denso en X.

3.5. Dinamica en los Fractales

Se resumen algunas de las caracteristicas dinamicas de los elementos que componen un fractal.
Una de ellas es que dado un IFS {X;w,,n = 1,2,3,..., N} con atractor A, si el IFS es totalmente

desconectado, entonces para cada n € {1,2,3, ..., N}, la transformacién w,, : A — A es uno a uno.

Definicién 3.5.1. Sea {X;w,,n = 1,2,3,..., N} un IFS totalmente desconectado con atractor A.

La transformacion de desplazamiento asociada a A es S : A — A definida por
S(a) =w,(a) for a € w,(A),

donde w,, es visto como una transformacion sobre el atractor A. El sistema dindmico {A;S} es

llamado el sistema dindmico de desplazamiento asociado al IFS.

La ﬁguramuestra un fractal A totalmente desconectado cuyo IFS estd dado por {l; wy, ws, w3},
y la 6rbita generada por la transformacién de desplazamiento sobre el punto ay = ¢(13322321222),
tal que S(ag) = S(¢(13322321222)) = a; = $(3322321222), ay = ¢(322321222), a3 = ¢(22321222),
etc., y donde la funcién ¢ : ¥ — A es la funcién asociada al espacio de direcciones. El punto ag es
un punto fijo repulsivo, puesto que cualquier variacion pequena causa cambios grandes en la orbita.
Se puede mejorar la definicién para los IFS sobrepuestos utilizando el concepto de mezcla tratado

en la pasada seccién. Si {X;wy,ws, ..., wx} es un IFS, se define el conjunto M como

M = J(wi(A) Nw;(4)
i#]
la interseccion de los puntos del IFS. Entonces se cumplen las siguientes propiedades: Interior abierto:
Existe un conjunto abierto O con respecto a A, tal que O C M, Entonces el IFS esta sobrepuesto.
Direcciones densas: El IFS estd sobrepuesto si la érbita ¢=*(M) en el espacio de direcciones es densa
bajo la transformacién de desplazamiento. Interiores vacios: Si M no tiene un interior, y el IFS esta

compuesto por transformaciones afines, entonces el IFS esta solo tocando.

Definiciéon 3.5.2. Dos espacios métricos (X1,d1) y (Xa,ds) son topolégicamente equivalentes si

existe un homeomorfismo f : X1 — Xo. Dos subconjuntos S1 C Xq y So C X5 son topoldogicamente
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Figura 3.9: La érbita de un sistema dinamico en un fractal. Este es un ejemplo de una érbita eventualmente periddica.

equivalentes u homeomorfo, si los espacios métricos (S1,dq) y (Se,ds) son topoldgicamente equivalen-

tes. S1 y So son métricamente equivalentes si (S1,dy) y (Sa,da) son espacios métricos equivalentes.

Definicién 3.5.3. Dos sistemas dindmicos {X1; f1} y {Xo; fo}, son equivalentes o topoldgicamente

conjugados, si existe un homeomorfismo 6 : X1 — X5 tal que

fi(zy) =601 o fy00(z1) para todo x, € X,

fo(e) = 0o fy 00 (x3) para todo x5 € Xs.

0(fi(21)) = f2(0(1))

(3.1)

En otras palabras, los dos sistemas dinamicos estan relacionados por el siguiente diagrama con-

45



3.6. LA SOMBRA DE LA DINAMICA DETERMINISTA

6

X1—>X2

f1 f

mutativo: X _9> X, -
Consideremos un ejemplo simple que consiste en encontrar el homeomorfismo 6 : X; — Xj, al

que se le llama funcién conjugada de las transformaciones

fla)y=1=-x2* y gy) =ry(1—y).
utilizando el ansatz
O(y) =ay+0b

y la ecuacién por comparacién de las potencias se obtiene que

00) = (-3 ) 310+ 1

r=(14+4\)"Y2 + 1.

Este es un ejemplo de funciéon conjugada lineal en y. Se puede decir entonces que tanto la transfor-
macion f como g son un mapa logistico pero en diferentes espacios. En el capitulo 5 se muestra un

ejemplo menos trivial.

Teorema 3.5.1. Sea {X;wy,ws,...,wyx} un IFS totalmente desconectado y sea {A;S} el sistema

dindmico de desplazamiento asociado. Sea X el espacio de direcciones de N simbolos asociado y sea

T :% — % definida como
T(010903...) = 020304... para todo 0 = 010903... € X

Entonces los dos sistemas dindmicos {A; S} y{X; T} son equivalentes. El homeomorfismo que provee
esta equivalencia es ¢ : X — A, Como se define en el teorema|3.3.1. Ademds, {a1, as,as, ...,a,} es un
ciclo repulsivo de periodo p para S si, y solo si, {¢(a1), d(a2), p(as), ..., d(a,)} es un ciclo repulsivo

de periodo p para T'.

3.6. La Sombra de la Dinamica Determinista

El objetivo de esta seccion es extender la definicion de sistema dindamico de desplazamiento
asociado a un IFS totalmente desconectado para cubrir los casos solo tocando y sobrepuesto. Sea

{X;wy,ws,...,wy} un IFS; y A su atractor. Asumiendo que w, : A — A es invertible para cada
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n =1,2,...,N, pero el IFS no es totalmente desconectado. Se quiere definir un sistema dindmico
{A; S} andlogo al sistema dindmico de desplazamiento antes definido. Claramente, se debe definir

S(x) =w, (z) donde v € w,(A), pero x ¢ w,(A) para m #n

n

para cadan = 1,2,3, ..., N. Ademds, Al menos una de las intersecciones w,,(A) Nw,(A) es diferente
de vaci6 para algiin m # n. Considerando el sistema dindmico asociado al IFS {[O, 1]; %QE, %ZB + %},
cuyo fractal estd apenas tocando o rozando en 3. Se tiene que la transformacion S(x) = 2z para
T € [0, %) y S(x) =2z — 1 para x € (O, %}, y donde se puede definir S (%) como 0 o 1. La definicién
solo afecta al punto % o cualquier 6rbita que lleve a este, es el caso de los puntos x € [0, 1] cuya

expansién binaria termine en s = ...0111 6 s = ...1000, donde z = »_° | = con s, = {0,1}.

Definicién 3.6.1. Sea {X;wy,wy} un IFS. A el atractor del IFS. Asumiendo que ambas transfor-
maciones wy : A — A ywy : A — A son invertibles. Una secuencia de puntos {x,}22, es una drbita

del sistema dinamico de desplazamiento aleatorio asociado al IFS si

wi () Cuando z, € wi(A) x, ¢ wi(A) Nws(A),
Tny1 = wy ' (z,) Cuando x, € we(A) , ¢ wi(A) Nws(A),
uno de {w; " (x,), wy (x,)} Cuando z,, € wi(A) Nwy(A),

para cada N € {0,1,2,...}. Se usard la notacion x,y1 = S(x,) a pesar de que no estd bien de-
finida la transformacion S : A — A que cumple las condiciones. También se escribe {A; S} para
denotar la coleccion de posibles orbitas definidas, y llamaremos {A; S} como el sistema dindmico de

desplazamiento aleatorio asociado al IFS.

Definicién 3.6.2. El IF'S elevado asociado al IFS {X;wy,we} es el IFS {X X X;y,ws}, donde X

es el espacio de direcciones de dos simbolos {1,2}, y
wy(x,0) = (wi(x),1o) para todo (z,0) € X x 3;

wy(x,0) = (wa(x),20) para todo (z,0) € X x 3.

La proyeccién del atractor del IF'S elevado en el espacio original X es el atractor del IF'S original,
y la proyeccién de A en X es el espacio de direcciones también denotado ¥. Recalcando que ¥ es
equivalente a un conjunto clasico de Cantor, lo que indica que el IFS elevado es completamente

desconectado.

Lema 3.6.1. Si {X;wi,ws} es un IFS con atractor A, y las transformaciones wy; : A — Ay

wy : A — A invertibles. Entonces el IFS elevado asociado es completamente desconectado.

47



3.6. LA SOMBRA DE LA DINAMICA DETERMINISTA

Definicién 3.6.3. Sea {X;wi,ws un IFS. Las dos transformaciones wy; : A — A ywy : A —
A invertibles. Se denota A al atractor del IFS elevado asociado. Entonces el sistema dindmico de
desplazamiento { A, S} asociado con el IFS elevado es llamado el sistema dindmico de desplazamiento

elevado asociado con el IFS.

Notese que

S(z,0) = (w;(z),T(0)) paratodo (X,0) € A,

donde

T(01090304...) = 02030405... para todo o = 01020304... € 3.

Teorema 3.6.1 (El teorema de la sombra). Sea {X;wy,wa} un IFS de transformaciones invertibles
wy y wy y atractor A. {x}>2, cualquier orbita del sistema dindmico de desplazamiento aleatorio
{A;S}. Entonces hay una drbita {2}, del sistema dindmico elevado {A; S} tal que la primera

componente de T,, es x, para todo n.

Un ejemplo es el IFS {R; %% %x + %} . El cual esta sobrepuesto en la regién [%, %} La imagen
muestra al atractor asociado A, y sus proyecciones. El Atractor elevado A es completamente

desconectado y la sombra de las érbitas se proyecta sobre el atractor del IF'S original A.

Teorema 3.6.2. FEl sistema dindmico de desplazamiento asociado a un IFS totalmente desconectado

de dos o mas transformaciones es caotico.

48



CAPITULO 3. CAOS EN FRACTALES

2 Regidon de
sobreposicion

dag

X

Figura 3.10: La figura muestra un IFS elevado compuesto por dos transformaciones {X X X;wi,w2}. En la parte inferior del esquema
estd el atractor A = [0, 1] el cual se obtiene de la proyeccién del sistema dindmico en el eje z, y en el eje ¥ un conjunto de Cantor cldsico.
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Capitulo 4

Dimension Fractal

Existen varios nimeros asociados a los fractales que pueden ser usados para compararlos. Ge-
neralmente estos nimeros hacen referencia a la dimension del fractal. Las dimensiones fractales son
importantes porque pueden ser definidas en conexion con la informaciéon del mundo real, y pueden
ser medidas aproximadamente en experimentos. Por ejemplo, se puede medir la dimension fractal
de la costa de Gran Bretana, su valor esta alrededor de 1.2. La dimensiones fractales pueden estar
relacionadas con objetos como nubes, arboles, costas, plumas, redes neuronales en el cuerpo, polvo
en el aire para algin instante de tiempo, ropa, la distribucién de frecuencias de la luz reflejadas
por una flor, los colores emitidos por el sol, la rugosidad del océano durante una tormenta. Estos
numeros permiten comparar conjuntos del mundo real con fractales obtenidos en el laboratorio, como

el atractor de un IFS. Se restringe la atencion a subconjuntos compactos de espacios métricos.

4.1. La Longitud de las Costas y la Dimensién Fractal

Los intentos realizados para medir la longitud de las costas de los paises han llevado a la conclusion
de que su longitud es infinita. Los métodos implementados han sido diversos, pero todos han llevado a
la misma conclusién (Véase (Mandelbrot, |1982)) ). Uno de estos métodos consiste en recubrir con bolas
de didmetro € la costa de tal forma que el niimero de estas sea el menor posible, se puede obtener una
estimacion de la longitud si se multiplica el nimero de bolas por el diametro. El resultado dependera
de €, y cuando € tienda a cero la longitud diverge a infinito. La forma explicita de la dependencia de
la longitud con € fue encontrada por Richardson (1961). En este caso el resultado fue que la longitud
satisface una ley de potencias de la forma L(¢) = be~I™l, donde L(e) es la longitud y by m constantes.
De aqui se obtiene que L(e) = be™I™ = N(e)e, con N(e) = be ™=1 = b(1/€)'*™ el niimero de bolas

necesarias para adoquinar la costa. Al término D = 1+ m se le conoce como dimensién de Hausdorft
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4.1. LA LONGITUD DE LAS COSTAS Y LA DIMENSION FRACTAL

de las costas, con lo que N (¢) = b(€)™P, y si resolvemos para D encontramos que

~ InN(e) —Inb
b= In(1/e)

teniendo en cuenta que el término lnlaj’e) tiende a cero cuando ¢ — 0. Este ejemplo permite realizar

una definicién intuitiva de la dimension de un fractal.

Definicién 4.1.1. Sea A € H(X) donde (X,d) es un espacio métrico. Para cada € > 0 se denota

N (A, ¢€) el nimero mds pequeno de bolas cerradas de radio € > 0 necesarios para cubrir A. Si

p -t {2

existe, entonces D es llamada la dimension fractal de A. Se usard la notacion D = D(A) para decir

que “A tiene dimension D.”

Es facil ver que la dimension fractal de un punto es cero, ya que solo se necesita un tnico
cubrimiento (bola cerrada), con lo que para cualquier ¢, InAN(A,¢) = mnAN(z) = In1 = 0. Los

siguientes dos teoremas simplifican el calculo de la dimension fractal.

Teorema 4.1.1. Sea A € H, donde (X,d) es un espacio métrico. Sea €, = Cr"™ para los nimeros

reales tales que 0 <r <1y C >0, y el enteron=1,2,3,.... 5i

oo ()

entonces A tiene dimension fractal D.

El siguiente teorema es un caso particular en el que se pasa del tamano € de la cubierta a niimero

de cubiertas de igual tamano y llevando al limite cuando n — oo.

Teorema 4.1.2. Sea A € H(R™), con la métrica Fuclidiana. Al cubrir el espacio R™ con cajas de

lado 1/2™. Sea N,,(A) el nimero de cajas de lado 1/2™ que interceptan al atractor. Entonces

D= i {RN)

es la dimension de A.
Si se considera el triangulo de Sierpinski £, el nimero de cajas necesarias para cubrirlo esta dado

por N, (&) = 3", si el tridngulo estd construida a partir de un IFS con tres transformaciones y n al

nimero de iteraciones, por supuesto siempre es posible llegar a un nimero infinito de cubrimientos,
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CAPITULO 4. DIMENSION FRACTAL

ya que para los IFS n — oo, pero no es necesario llegar a estos extremos. El teorema dice que

pie) = Jn {"657 ) = b {es = g

En donde vemos que desaparece la dependencia de n.

o

3N

b
b

b
b

A

S
S

AN
3N

dq |
A

AL 4404

|
NN
|
S Enb

b,
NS

y
y
v R

Figura 4.1: El ntimero de cajas necesarias para cubrir al tridngulo de Sierpinski depende de n, y es de la forma N = 3". En caso de la
izquierda el espacio se divide en (23)2 = 64 cajas de lado 273, de ellas solo 33 cubren al fractal. A la derecha espacio se divide en (24)2
cajas de lado 274 y solo 3% cubren al fractal. La dependencia con n desaparece en la dimensién fractal.
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4.2. Determinacion Teorica de la Dimension Fractal.

En esta seccién se extiende la definicién de dimensién fractal de la seccion anterior por lo que
ambas son consistentes entre si, para un conjunto dado la dimensién fractal obtenida al usar las dos
definiciones deben ser la misma. Se presenta algunas propiedades de la dimensién fractal que da un

rango de valores permitidos.

Definicion 4.2.1. Sea (X, d) un espacio métrico completo. Sea A € H(X). N (€) denota al nimero

minimo de bolas de radio € necesarias para cubrir A. Si

b=ty g <09

existe, entonces D es llamado la dimension fractal de A. Se usa la notacion D = D(A), y se dice

que “A tiene dimension D.”

Teorema 4.2.1. Sea m un entero positivo; y considerando el espacio métrico (R™, Euclidiana). La
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dimension fractal D(A) existe para todo A € H(R™). Sea B € H(R™) tal que A C B; y sea D(B) la
dimension fractal de B. Entonces D(A) < D(B). En particular 0 < D(A) < m.

El rango de valores que puede tomar la dimensién fractal siempre que se trabaja en el espacio

Euclidiano R™, la dimension fractal existe y toma valores entre 0 y m.

Teorema 4.2.2. Sea m un entero positivo; y considerando el espacio métrico (R™, Euclidiana). Sea

A y B pertenecientes a H(R™). Sea A tal que su dimension fractal estd dada por

Sea D(B) y D(AU B) las dimensiones fractales de B y A U B, respectivamente. Suponiendo que
D(B) < D(A). Entonces D(AU B) = D(A).

Variaciones pequenas en los conjuntos no afectan la dimension fractal. Si la dimensién fractal de

un conjunto en R? es dos entonces agregar elementos de R? no afecta la dimensién.

El siguiente teorema fue introducido inicialmente por (Moran, [1946)), y permite estimar la dimen-

sion fractal para IFS s solo realizando una inspeccion sobre el atractor.

Teorema 4.2.3. Sea {R™;wy,ws, ..., wy} un IFS, y sea A su atractor. Suponiendo que w,, es una
transformacion afin con factor de escala s, para daca x € {1,2,3,...,N}. Si el IFS estd totalmente
desconectado o solamente tocando entonces el atractor tiene dimension D(A), la cual estd dada por

la solucion unica a la ecuacion

N
S fsal?® =1, D(A) € [0,m]

n=1

si el IFS estd sobrepuesto, entonces D > D(A), donde D es la solucion a
N —
D IsalPW =1, D(A) € [0,00).
n=1

El conjunto de Cantor puede ser generado por dos transformaciones, si estas dos transformaciones

tienen el mismo factor de contraccién r tenemos que 2r” = 1 con lo que la dimensién fractal tiene

log 2
log1/r’

la forma Dcantor = despejando obtenemos la dependencia del factor de contracciéon con la
dimensién esto es r = 277. La figura muestra el comportamiento del conjunto de Cantor para

valores de D = [0, 1].
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Figura 4.2: El conjunto de Cantor con N = 2 y la dimensién fractal D variable en el eje vertical.

4.3. La Dimension Fractal de Hausdorff-Besicovitch

La Dimensiéon de Hausdorff-Besicovitch para subconjuntos acotados de R™ introducida en 1918
es otro nuimero real que puede ser usado para caracterizar la compleja geometria de los subconjuntos
acotados de R™. Su definicién es mas compleja y sutil que la de la dimensién fractal. En el espacio
métrico (R™, Euclidiana), donde m es un entero positivo, dado A € R™ acotado. Entonces se define
el diametro de A como

diam(A) = sup{d(z,y) : x,y € A}.

Sean 0 < € < 00, y 0 < p < c0. A es una sucesiéon de subconjuntos {A4; C A}, tal que A = U2, A,.

Entonces se define

M(A,p,€) = inf {i(diam(Ai))p H{A} e A ydiam(A;) <e parai=1,2,3, } :
i=1
Entonces, el infimo se extiende a todo subconjunto acotado de A que tenga didmetro menor que e.
M(A, p,€) es un nimero en el rango de [0,00), los posibles valores son cero, finito, o infinito. Se
define

M(A, p) =sup{M(A,p,e) : e > 0}.
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Entonces para cada p € [0,00) se tiene que M(A,p) € [0, 0).

Definicién 4.3.1. Sea m un entero positivo y A un subconjunto acotado del espacio métrico (R™,

Fuclidiana). Para cada p € [0,00) la cantidad M(A,p) es llamada la medida p-dimensional de

Hausdorff de A.

]

s

Dimensién p

Figura 4.3: Comportamiento de la sucesién en funcién de p para
diferentes valores de n. Para p < In3/1n2 la sucesién es creciente, y
para valores de p > In3/In2 la secuencia es decreciente.

Por ejemplo, el triangulo de Sierpinski £ se
puede cubrir minimamente con 3" tridngulos de
didmetro diamA; = d - 27" donde d es el didme-
tro de £, se tiene entonces un posible infimo de
la forma dP (2%)" La figura muestra el com-
portamiento de esta sucesién para d = 1, cuan-

do (i)n =1, p=

op

In3

5 v la secuencia es inde-

pendiente de n, la linea vertical en p = }E—g di-
vide la secuencia en dos regiones. Para valores
de p < In3/In2 esta secuencia es creciente, por
lo que el valor minimo se encuentra para valo-
res de n fijos, es decir, el infimo se encuentra en
el diametro mas grande posible dentro de ran-
go € > 0 dado, y para valores de p > In3/In2

la sucesion converge a cero para cualquier e.

Entonces la medida p-dimensional de Hausdorff M(4x,p) tiene un valor finito diferente de cero

cuando 2" = 3" en donde el valor de p = In3/In2. El comportamiento de la funcién M(£,p) se

muestra en la figura 4.4}

0 - 7
Dimension p 1585 2

Figura 4.4: Gréfica del la funcién M (p)

La medida p-dimensional de Hausdorff es una
funcién que depende de p cuyo rango se restrin-
ge a tres posibles valores; cero, un valor finito, 6

infinito.

Teorema 4.3.1. Sea m es un entero positivo.
Sea A un subconjunto acotado del espacio métri-
co (R™, Euclidiana). Para funcidn M(£,p) con
p € [0,00), existe un dnico nimero real Dy €

[0, m] tal que

o0 si p<Dgypel0,o00)
M(&a,p) = .
0 si p>Dgype€l0,00)
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El valor real Dy es llamado la Dimension de Hausdorff-Besicovitch del conjunto A y también es
denotado como Dy (A). Esta definicion también satisface la propiedad 0 < Dy (A) < D(A) < m, ya
que la dimensién de Hausdorft-Besicovitch presupone un recubrimiento del conjunto més 6ptimo que

la dimensién fractal.

Teorema 4.3.2. Sea m un entero positivo. Sea {R™; wy,ws,...,wn} un IFS, y A su atractor. Sea
w, con un factor de escala s, para cadan € {1,2,3,...,N}. Si el IFS es totalmente desconectado o
solo estd tocando, entonces la dimension de Hausdorff-Besicovitch Dy (A) y la dimension fractal son

iguales. Entonces D(A) = Dy(A) = D, donde D es la solucién inica de

N
D Isal” =1, Delo,m].
n=1

S7 d es positivo, entonces la medida de Hausdorff-Besicovitch M(A, Dy (A)) es un nimero real posi-

tivo.

La demostraciéon a este teorema se puede encontrar en (Hutchinson, [1981).
Considerando un IFS de cinco transformaciones
tales que los factores de contraccién sean r; =
T = T3 = T4 = 411 yrs = %, en la ﬁgurase
muestra un ejemplo de atractor. La ecuacion de

Moran se reduce a:

IS ORIORNORS

tomando x = (1/2)P y 2% = (1/4), la ecuacién se
convierte en una ecuacién cuadratica de la forma

42?42 = 1, al resolver la ecuacién se obtiene que

la dimensién de Hausdorff-Besicovitch:

| (—1+\/ﬁ> F'igul"a 4.5: Ejemplo de atractor para un IFS de cinco transforma-
n -5 ciones.

l) '
In (2

En este capitulo se hace una introduccion a la dimension fractal y en particular la dimension de

Dy(A) =

Hausdorff-Besicovitch, la cual esté relacionada con la medida de Hausdorff. La dimension fractal pue-
de ser usada para diferenciar un fractal de otro, pero existen muchos casos en los que hay una misma
dimension para dos fractales diferentes y es necesario recurrir a otras cantidades para diferenciarlos.
La dimensién fractal es importante porque permite encontrar una conexién con la informacion del

mundo real, ya que es posible medir la dimension fractal de muchos objetos que se encuentran en la
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4.3. LA DIMENSION FRACTAL DE HAUSDORFF-BESICOVITCH

naturaleza y cuya forma es irregular, como en el caso de la superficie de los pulmones (2.97) 6 cerebro
(2.79), la seccién transversal de una coliflor (2.8), la frontera del movimiento Browniano (1.333), la

costa de irlanda (1.22 £ 0.02), y muchos otros (ver (Wikipedia}, s.f.-a))).
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Capitulo 5
Medidas Invariantes sobre Fractales

En el capitulo dos fue definido un algoritmo de obtencién de fractales por medio de IFS con
probabilidades al que se le llam¢6 algoritmo de iteracién aleatoria. En el capitulo tres se realizé
un resumen sobre los sistemas dinamicos y la dinamica en los fractales, y en el capitulo cuatro se
definieron algunas medidas, como la dimensién y la medida de Hausdorff, que estan asociadas a los
fractales. En este capitulo se profundiza el papel que juega la probabilidad para los fractales y como

deberian ser estas probabilidades para obtener un resultado especifico.

5.1. Introduccion a la Medida Invariante sobre Fractales

En el capitulo tres se mostré un IFS de cuatro transformaciones que lleva al helecho de Barnsley.
Este se obtuvo de dos formas diferentes, en uno de los casos se us6 el algoritmo determinista y
en el otro el aleatorio, se observé que la distribucién de los puntos en los atractores era distinta,
y que para obtener una imagen nitida era necesario asignar una probabilidad especifica para cada

transformacion.

Definicién 5.1.1. Un sistema de funciones iteradas con probabilidades consiste de un IFS
{X; wy,wy, ..., wy}
Junto con un conjunto ordenado de nimeros {p1,ps,...,pn}, tal que
pr+pe+ps+---+pnv=1 yp; >0 parat=1,2,.. N.

La probabilidad p; esta asociada con la transformacion w;. La nomenclatura “IFS con probabi-
lidad” es usada para “sistemas de funciones iteradas con probabilidad.” La notacién completa para

este IF'S es:
{X;wla Wy, ..., WN; P1, P2, -~-apN}

29



5.1. INTRODUCCION A LA MEDIDA INVARIANTE SOBRE FRACTALES

la referencia explicita a las probabilidades pueden ser suprimidas.

En una imagen en blanco y negro las probabilidades p; permiten controlar la distribucién de los
puntos sobre la imagen, si se cuenta la frecuencia relativa de los puntos en cada subconjunto, como
por ejemplo w;(M), se puede establecer una medida sobre el atractor. Esta medida es invariante y
puede ser tomada como el tono de gris de la imagen.

Un ejemplo de un IFS con probabilidad es:
[Cswn(2), wa(2), ws(2), ws(2);0.1,0.2,0.3,0.4},
donde
wi(z) = 0.5z, wy = 0.5z + 0.5,
ws(z) = 0.5z 4 (0.5)i, wy = 0.5z + 0.5+ (0.5)i.

este IFS puede ser representado por la tabla [5.1]

Tabla 5.1: Parametros y probabilidades p de un IFS

w a b ¢ d e f p
1 05 0 0 05 0 0 0.1
2 05 0 0 05 05 0 02
3 05 0 0 05 0 05 03
4 05 0 0 05 05 05 04

El atractor es el cuadrado unitario . Aqui es donde interviene el algoritmo de iteracién aleatoria.
Se escoge un punto inicial, zg € C. Una transformacién es seleccionada al “azar” del conjunto
{w1, wa, w3, ws}. La probabilidad de que se seleccione w; es p;, para ¢ = 1,2, 3,4. La transformacién
es aplicada a zy para generar un nuevo punto z; € C. Nuevamente una transformacién es seleccionada
de la misma manera (independientemente de la seleccién previa), y se le aplica a z; para producir
un nuevo punto 2. El proceso se repite algiin niimero de veces, el resultado es una sucesion finita
de puntos {z, : n = 1,2,...,num} donde num es un entero positivo igual al nimero de iteraciones
ejecutadas. Para simplificar asumimos que zy € B, dado que w;(l) C B parai = 1,2, 3,4, la “6rbita”
esta en WL

Considerando que ocurre cuando aplicamos el algoritmo con los parametros de la tabla [5.1] si el
numero de iteraciones es lo suficientemente grande, el resultado sera una imagen en WM. Cada pixel
del cuadrado W es visitado por la “érbita” {z, : n =1,2,...,num}. La razén con la cual es visitada
una parte de la imagen en B depende de las probabilidades. Si num = 10,000, entonces se espera
que como la imagen en M solo tiene puntos que estan solo tocando, el niimero de puntos en w; (M)
es aproximadamente 1000, en wy (M) ~ 2000, en w3 (M) ~ 3000, y en w, (M) ~ 4000. Esta estimacién

la corrobora la imagen en la que se muestra el resultado para un IFS con los pardmetros de
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CAPITULO 5. MEDIDAS INVARIANTES SOBRE FRACTALES

la tabla y num = 1’000, 000. En b). Se muestra el mismo sistema pero con probabilidades

NuUmero de puntos por regién

400000

350000

300000

250000

200000

150000

100000

50000

w2(A) w3(A)

NUmero de puntos por regién

400000

350000

300000

250000

200000

150000

100000

50000

b). O ) walA) w(A) wa(A)

Figura 5.1: a). Imagen generada con el algoritmo de iteracién aleatoria aplicado a la tabl al lado un diagrama de barras con el nimero
de puntos en la regién w;(A). b). Algoritmo de iteracién aleatoria aplicado a la tabla con diferentes probabilidades. Los atractores
obtenidos tienen texturas diferentes.

diferentes. El resultado es una textura diferente a la obtenida en la imagen anterior, pero en cada
caso el atractor es el mismo, WM. Sin embargo los puntos producidos por el algoritmo de iteracién
aleatorio caen sobre el atractor B con diferentes frecuencias en diferentes lugares.

Sea (X, d) un espacio métrico completo. Sea {X; w1, ..., wy; p1, ..., py } un IFS con probabilidades.
Denotando A como el atractor del IFS. Existe un nimero llamado medida invariante del IF'S, que
se denota por . g asigna “masa” a muchos subconjuntos de X. Por ejemplo, p(A) = 1 es la masa
del atractor y () = 0 es la masa del conjunto vacié. También p(X) = 1, lo que nos dice que la
masa del espacio completo es la misma masa que la del atractor del IFS, que es que toda masa se

localiza en el atractor.

No todos los subconjuntos de X tienen masa asignada. Los subconjuntos de X que tienen masa
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son llamados subconjuntos de Borel de X, denotados como B(X). También, si O es un subconjunto
abierto de X, entonces O € B(X). Entonces hay un nimero muy grande de conjuntos que tienen
masa. Aplicando el algoritmo de iteraciones aleatorias al IFS con probabilidades, se produce una
secuencia de puntos {z,}°°,. Sea N (B,n) = ntmero de puntos en {zg, 21, 22, 23, ..., 2, } N B, para

n =0,1,2,... entonces, casi siempre,

) = i 0 |

esto es, la masa de la bola B es proporcional a los puntos producidos por el algoritmo de iteracién
aleatorio, los cuales viven en B. (Para ser precisos también se requiere que la masa de la frontera de
B sea cero.)

El ejemplo anterior es una forma empirica de definir probabilidades que se puede extender a

N(B,n)
(n+1)

cualquier sistema dindmico. Claramente la cantidad es una frecuencia relativa, y la medida
invariante p es una probabilidad. Se puede hacer una comparacién con la mecanica estadistica en
donde los estados termodinamicos del sistema estan descritos por la distribucion de los microestados,
los cuales son puntos en el espacio de fase que corresponden exactamente a un microestado del sistema
completo en la descripcion clasica o en el espacio de Hilbert de la mecanica cuantica. Es decir, como

en la figura 5.1] el espacio de fase puede ser dividido en celdas con el fin de obtener frecuencias

relativas y sus correspondientes probabilidades.

5.2. Campos y Sigma-Campo

Se realiza una breve introduccion a la teoria de la medida la cual estd estrechamente relaciona-
da con las probabilidades. Aunque esta teoria parezca complicada, proviene de problemas reales y

practicos como el estudiado en la seccién anterior.

Definicién 5.2.1. Sea X un espacio. Denotando F como una clase no vacia de subconjuntos de un

espacio X, tal que
1. ABe F=AUBEeF;
2. Ac F= X\ AeF.
Entonces F es llamado un campo (también se le suele llamar Algebm).

El espacio X € F, puesto que si A € F, X\ A € F, entonces AUX\ A =X € F, yen

consecuencia el conjunto vacié también estd dentro del campo, ya que X \ X =) € F.

62



CAPITULO 5. MEDIDAS INVARIANTES SOBRE FRACTALES

Teorema 5.2.1. Sea X un espacio. Sea G un conjunto no vacio de subconjuntos de X. Sea F
el conjunto de subconjuntos de X que puede ser construido de muchos conjuntos en G usando la

operacion de union, interseccion, y complemento respecto a X. Entonces F es un campo.

La demostracion puede ser consultada en el capitulo nueve(Barnsley, |1993).
Definicién 5.2.2. El campo en el teorema es llamado el campo generado por G.

Para A C X donde X es un espacio, F = {X, A, X \ A, 0} es entonces un campo.
Definicién 5.2.3. Sea F el campo tal que

A; € Fparai€1,2,3,... = UAi e F.
n=1

Entonces F es llamado un o-campo (sigma-campo).

Dado un campo, existe un minimo, o mas pequeno, o-campo que lo contiene.

Teorema 5.2.2. Sea X un espacio y sea G un conjunto de subconjuntos de X. {F, : a € I} denota

el conjunto de todos o-campo en X los cuales contienen a G. Entonces F = Ny Fo €5 un o-campo.

Demostracién: Se debe mostrar que (), Fo €s un o-campo y que para cada a, F, contiene al
conjunto G. Suponiendo que A; es un conjunto tal que A; € N,F,, entonces para cada «, el conjunto
A; € F, y entonces ()=, A; € F,. Suponiendo que A = (), Fa, entonces para cada a, A € Fo y
X\ A € F,. Esto concluye la demostracion.

Definicién 5.2.4. Sea G el conjunto de subconjuntos de X. El o-campo minimo que contiene a G,

definido en el teorema[5.2.9, es llamado el o-campo generado por G.

Definicién 5.2.5. Sea (X, d) un espacio métrico. Se denota B el o-campo generado por los subcon-
juntos abiertos de X. B es llamado el campo de Borel asociado con el espacio métrico. Un elemento

de B es llamado un subconjunto de X.
El siguiente teorema da la motivacién a la forma en la que el campo de Borel fue generado.

Teorema 5.2.3. Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Entonces el campo de Borel asociado es

generado por un conjunto contable de bolas. (Véase (Barnsley, 1993)).

5.3. Medida

Una medida esta definida sobre un campo. A cada miembro le es asignado un ntimero real no
negativo que dice cudl es su “masa”’ o probabilidad dependiendo del caso. En la literatura se sue-
le distinguir entre medidas sobre campos (premedida) y o- campos (medida), esta ambigiiedad es

resuelta por el teorema de extension de Carathéodory.
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Definicién 5.3.1. Una medida u, sobre un campo F, es una funcion real no negativa p : F — [0,00),

tal que siempre que A; € F parai=1,2,3,..., con A;NA; =0 parai# j y U2, Ai € F, tenemos

H (U Ai) = ZM(Ai)-

Definicién 5.3.2. Sea (X, d) un espacio métrico. B denota los subconjuntos de Borel de X. Sea

una medida sobre B. Entonces 1 es llamada la medida de Borel.

Teorema 5.3.1. Sea F un campo y sea i : F — R una medida. Entonces
1. Si B D A, Entonces u(B) = u(B\A) + u(A), para A, B € F;
2. Si BD A, Entonces u(B) > u(A);
3. pu(@) =0
4. SiAye Fparai=1,2,3,..., ylU-, A € F, Entonces p (o, Ai) <> ooy 11(Ay);
5. St {A; € F} obedece Ay C Ay C A3 C ..., y si U Ai € F, entonces lim;_,oo u(A;) =
p(Uisy Ai);
6. Si {A; € F} obedece Ay D Ay D A3 D ..., y si (o Ai € F, entonces lim; oo u(A;) =

(N Ad)-

La demostracién de estas propiedades puede ser consultada en (Juan H, [2010)).

Son importantes las medidas sobre subconjuntos compactos de los espacios métricos tales como
(R? Euclidiana). El o-campo subyacente natural es el campo de Borel, generado por subconjuntos
abiertos del espacio métrico. El siguiente teorema permite trabajar con la restriccion de la medida a

cualquier campo que genere el o-campo.

Teorema 5.3.2 (Carathéodory). u denota la medida sobre un campo F. F denota al o-campo

generado por F. Entonces existe una unica medida fi en F tal que p(A) = 1(A) para todo A € F.

Demostracién: Sea F un campo de subconjuntos de un espacio X, y u la medida sobre el
campo F. La medida exterior p* estd definida para todo A € 2% (donde 2% es la familia de todos

los subconjuntos de X) por la formula:

pr(A) = inf > p(Ey),

donde el infimo se toma sobre todas las cubiertas numerables F,, de A tales que E, € F para cada

n € N. Se dice que un conjunto A C X es u — medible si para cualquier £ € F se cumple

WH(E) = i (AN E) + 1 (B A).
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Sea M(u) la coleccién de todo los conjuntos p-medibles, entonces M (1) es un o-campo que contiene
a F (se demuestra en (Juan H, 2010) pagina 67). El o-campo M (x) también contiene a F que es el
o-campo generado por JF, por lo tanto i es una medida exterior para F. Ya que /i es una medida
definida en M(p), entonces se puede demostrar (ver (Juan H| [2010)) pagina 70) univocamente que

it = p para todo o-campo de medida finita.

Teorema 5.3.3. Sea una medida p sobre un campo F extendida a una medida 1 sobre un o-campo

F que contiene a F. Entonces, para todo A € ﬁ,

i(A) = inf{zu(An) tAc | JA e Fn= 1,2,..} .
n=1 n=1
Definicién 5.3.3. Sea (X, d) un espacio métrico, y sea u una medida de Borel. Entonces el soporte
de p es el conjunto de puntos x € X tal que u(B(x,€)) > 0 para todo € > 0, donde B(x,e) = {y €
X :d(y,x) < €}.

El soporte de una medida es el conjunto en que vive la medida.

Teorema 5.3.4. Sea (X, d) un espacio métrico, y sea p la medida de Borel. Entonces el soporte de

1 es cerrado.

5.4. Integracion

En esta seccién se muestra como realizar integrales con respecto a la medida, con el objetivo de
definir la métrica sobre los espacios cuyos puntos son medidas, este espacio métrico es compacto.
Sea (X, d) es espacio métrico compacto, i la medida de Borel sobre X. Sea f : X — R una funcién

continua. Se explica el significado de las integrales tales que:

/X f(@)dn(z).

Definicién 5.4.1. Reservamos la notacion x4 para la funcion caracteristica del conjunto A C X, la

cudl estd definida como:

1 para z€ A
Xa(z) =
0 para x € x\A

Una funcion f: X — R es llamada simple si se puede escribir de la forma

f(z) = Z yixr, (),
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donde N es un entero positivo, I; € B yy; € R parai =1,2,...N, U\, = X, y , N I; = 0 para
1#£ 7.
Entonces se puede decir que una funcién real en un espacio X cuyo rango es un conjunto finito es

simple. En la ﬁgura se muestra un ejemplo de una funcién simple en el espacio R?, cuyo dominio

es el atractor £ y en el eje Z la funcién simple f(X,Y).

fix, y)

Z=

Figura 5.2: Gréfica de una funcién simple, con en tridngulo de Sierpinski como dominio.

Definicién 5.4.2. La integral (con respecto a p) de una funcion simple es

/X F()du(z) = /X fp = fjwm

Si p es la medida de Borel sobre el intervalo cerrado [0, 1] tal que p(I) = Longitud de I, donde I

es cualquier subintervalo de [0, 1]. Entonces para una funcién constante a trozos con discontinuidades
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finitas, la integral:

/g feyte= [ )it

donde la integral representa el drea bajo la curva f(z). A esta medida p se le suele llamar medida
de Lebesgue. Como ejemplo se puede considerar la funcién de distribucion acumulada o simple-
mente funcion de distribucién, la cual se define como la probabilidad de que una variable aleatoria &

se encuentre en el intervalo [0, x], esto es
Fla) = Prob0 ¢ <o) = [ plaldo= [ pla)du(a)
0 [0,2]

donde p(z) es la densidad de probabilidad, si esta densidad es uniforme entonces F'(x) = x. Cuando

esta distribucién es una funcién simple donde los conjuntos I; son de la forma I, = [%, %] con
i=1{1,2,3,..., N} lalongitud de I; es 6; = 1/N, de manera que los valores de y; satisfagan la relacién

% Zfil y; = 1, con lo que la funcién de distribucion acumulada toma la forma

1 & k-1
i=1

(k=1)
N

donde k hace referencia al intervalo que contenga el valor x, es decir, x € [ ,%} Entonces la

funcién F'(x) es un conjunto de N rectas que unen los puntos:

o] N 2/N 0N | w1y |1
y | 0| /N | r+w)/N | S u/N | Xi w/N | 1

Este resultado nos permite encontrar distribuciones de probabilidad acumulada, en el siguiente

capitulo se aplicara este resultado para el conjunto de Cantor.

Definicién 5.4.3. Sea (X, d) un espacio métrico compacto, B denota el campo de Borel asociado. Sea
p la medida de Borel. Una particion de X es un conjunto de Borel no vacid, {A; € B:i=1,2,.... M },
tal que X = UM, A;, y A;NA;j =0 para i # j.

Teorema 5.4.1. Sea (X, d) un espacio métrico compacto, B denota el campo de Borel asociado. Sea
p la medida de Borel sobre X. Sea f : X — R una funcion continua. (i) Sea n un entero positivo.

Entonces eziste una particion B, = {Anm € B :m = 1,2,.... M(n)} de didmetro 1/n. (ii) Sea

Tpm € Apm param =1,2,3, ..., y define una secuencia de funciones simples porque
M(n)
f'fl<x) - Z f(x”,m)XAn,m(x) bara n = 172737
m=1

Entonces {f,} converge uniformemente a f(z). (iii) La secuencia { [y fu(x)du} converge. (iv) El
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valor del limite es independiente de la secuencia en particular de la particion, y de la eleccion de

Tnm € Anm-

Definicién 5.4.4. El limite en el teorema es llamada la integral de f (con respecto a ). Se

denota mediante

lim fnd,u:/fdu.

5.5. Densidades Invariantes

En la seccién sé hablo de las frecuencias relativas obtenidas por un IFS con una condicién
inicial aleatoria zy. Considérese ahora un ensamble de condiciones iniciales z( y las frecuencias rela-
tivas con las que aparece un valor inicial zy que pertenece a un conjunto A C X. El espacio X puede
ser el espacio de fase de las posiciones y las velocidades de un sistema de particulas, para dar un

ejemplo fisico de sistema dinamico. La medida de la forma

o(A) = / dpo() (5.1)

es llamada la medida de probabilidad de A, en donde py esta definida sobre todo el espacio y es
llamada densidad de probabilidad. Claramente la medida definida en se toma sobre un conjunto
A mientras que la densidad es una funcién de las coordenadas = del espacio de fase. La funcién py(x)
como se vera en el siguiente capitulo, puede ser tanto una funcién continua como una distribucién
de probabilidad con singularidades, en ese caso la funcién de distribucion acumulada no tiene una

funcién de densidad de probabilidad, por esta razén a menudo se utiliza en lugar de 5.1} la integral

po(A) = / dpio(2). (5.2)

Notacion equivalente a [5.1}

Dado una transformacion f, se quiere estudiar cudl es el comportamiento de las érbitas para los
diferentes valores iniciales xq. Sea u, la distribucién de probabilidad correspondiente a la n-ésima
iteracién del mapeo f, en donde pu,(A) es la probabilidad de encontrar el valor x,, de alguna de las

orbitas en el conjunto A del espacio de fase. Se tiene que, para una medida de probabilidad

()= [ dopu(a)

en donde p, es la densidad de probabilidad, se satisface la relacién

1 (A) = (£ (A)). (5.3)
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en donde f71(A) es la preimagen de A. Es decir, el conjunto de puntos tales que para x, € X
f(x,) = x,41 € A. Entonces la frecuencia relativa de z,.; en el conjunto A debe ser igual a la
frecuencia relativa de los x,, € f~(A). La distribucién de probabilidad que no cambia bajo la accién

de f es llamada invariante, y la medida de probabilidad correspondiente satisface la condicion

fin+1(A) = pn(A). (5.4)

Una medida de probabilidad que satisface las condiciones 5.3y [5.4]es llamada medida invariante, en la
siguiente seccidn se extendera esta nocién para IFS s con probabilidad. La densidad de probabilidad
asociada a la medida es una densidad invariante, la cual describe un conjunto de puntos cuya densidad
no cambia en el tiempo, para el caso del espacio de fase, este conjunto es el estado estacionario y en
el caso de los fractales es el atractor del sistema. Se tiene entonces una medida que no depende del
nimero de iteraciones o del tiempo por lo que se denotara a la medida de probabilidad ya no como

{n sino solo como .

La medida invariantes satisfacen la relacién [5.3 para un subconjunto arbitrario A € X esta

relacion en términos de la densidad invariante toma la forma

/A dzp(z) = /f o dp(z).

Se introduce el valor esperado para una funcién de prueba Q(z) con respecto a la densidad invariante

£ COmo:
Q) = /X drp(2)Q(z).

(@) es el valor promedio del observable ). De manera equivalente, usando la medida de probabilidad

se puede escribir
@ = [ du@ta)
b's

por lo que se tienen que

@ = [ du@Qte) = [ autr @) = [ @),

X

Notese que la propiedad de invarianza de la medida hace que el promedio de un operador arbitrario
Q(z) sea igual al promedio de Q(f(z)). En otras palabras, el valor esperado de los observables en un

ensamble invariante es invariante ante la accién de la transformacién f.
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El promedio temporal del observable () con respecto a cierta trayectoria estd definido como

Este promedio temporal es un promedio para un valor inicial dado xg, es decir, el promedio sobre la
orbita.

En el capitulo tres se definieron las mezclas como transformaciones que toman un conjunto
y mediante el uso repetido de la transformacion f se llega a otro conjunto cualquiera del espacio.
Estas mezclas tienen la propiedad, como se menciond, de que las érbitas son arbitrariamente cercanas
a cualquier punto del espacio y por esta razon son llamadas érbitas ergddicas. Para una densidad de
probabilidad inicial suave arbitraria po(z) se tienen que

lim pn(2) = p(2)

n—oo

si f es una mezcla, y en donde p(z) es la densidad invariante natural. Esta densidad es algunas veces

introducida en la fisica como
lim — g oz —=z
N—oo N n

donde §(z — x,) es la funcién delta de Dirac. Las mezclas implican ergodicidad, pero la ergodicidad

no implica necesariamente que la transformacion sea una mezcla.

Definicién 5.5.1. [Ergodicidad] Una transformacion junto con una medida invariante es llama-
da “ergddica” si para cualquier funcion de prueba Q(x) el promedio temporal es iqual al ensamble

promedio:

Q=(Q) (5.5)

La ergodicidad también significa que el promedio temporal no depende de las condiciones iniciales.

5.5.1. Densidades Conjugadas

En el capitulo tres se definieron los espacios métricos conjugados y utilizamos al mapa
logistico como ejemplo, veamos ahora un ejemplo menos trivial, en el que se conjugan las densidades
de probabilidad.

El mapa de Ulam es un mapa logistico para A = 2, este mapeo esta topolégicamente conjugado
con el mapa de la tienda, lo que permite encontrar de forma analitica la densidad invariante natural.

Usando la transformacion de coordenadas

0(y) = —costy = x
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en la transformacién de Ulam f(x) = 1 — 22?2, se puede obtener la transformacién conjugada g(y),
esto es

0(g(y)) = —cosmg(y) =1 — 2cos’ 1y = — cos 21y = — cos (2 — 2y).

Esto se cumple para el mapa de la tienda

2x si0<zx<1/2
g(x) =
21 —2z) sil/2<ax<1.

En este caso la densidad invariante p,(z) de la transformacién f(z) estd conectada con la densidad

correspondiente a la transformacién topolégicamente conjugada g(y) por

py(y) = pe(x)] det DO(y)| (5.6)

en donde det Df(y) es el determinante de la matriz de Jacobi de #(y). En el caso unidimensional

det Dl(y) = j—z. La ecuacion es una expresion para la conservacion de la probabilidad

py(y)dy = pa(z)dz,

para el mapa de la tienda p,(y) = 1. Al derivar

1
y = —arc cos(—x),

se obtiene la densidad invariante natural para el mapa de Ulam

1
o) = S

En la figura se muestra un histograma normalizado del mapa de Ulam y su densidad invariante.

5.6. Operador de Perron-Frobenius

Las transformaciones f en el espacio de fase dan la evolucion temporal de las trayectorias, y las

frecuencias relativas estan relacionadas con la medida g, por la relacion

NN(A,n)_ I

para n grande. Esta es solo una interpretacion intuitiva de la densidad de probabilidad p,.

Definicién 5.6.1 (Operador de Perron-Frobenius). Sea p,, la densidad de probabilidad asociada a la
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Figura 5.3: En la grifica de la izquierda un histograma normalizado de una 6rbita del mapa de Ulam, la érbita tiene un millén de
elementos y las cajas tienen un grosor de 0.001. Se compara con la densidad invariante p. En la derecha el histograma para un mapa
logistico con A = 1.54 con los mismos parametros.

medida de probabilidad p,, el operador lineal L que actia sobre el espacio de las densidades, tal que

Lpn = pnia (5'7>

es llamado operador de Perron-Frobenius, este determina la evolucion temporal de la densidad de

probabilidad.

Restringiéndonos al caso unidimensional se tiene que para un conjunto A = [a,b] con a < b € R,

partiendo de la ecuacion [5.4

b foH(b)
[ depnato) =Y /f ., doa@)

Es importante notar que la preimagen no es tnica y en principio puede estar compuesta por varios
intervalos y puntos. Por ejemplo, el mapa de la tienda siempre tiene dos preimagenes que se pueden
distinguir por medio del subindice o como si se tratase de una direccion. Sustituyendo la variable z

por f71(y) se tiene que

entonces

Por lo que la densidad p,,.1 satisface

Pr+1(2) =
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Entonces el operador de Perron-frobenius L esta dado por

B p(f5 (W)
Lo) = 2 )

sumando sobre todas las preimagenes. De forma compacta se tienen que

Lo) = 3 |JC*(—)| (5.8)

zef~1(y)

Se puede obtener una forma integral mediante el uso de la propiedad de la funcién delta de Dirac

JRCLUOEDS

p(zi)
|9'(2:)]

en donde la suma se realiza sobre todas las raices de g. Con g(z) = y — f(z) tal que = € f~!(y), se

tienen que
Lo(y) = /X dep(x)5(y — f(x))

es la forma integral de la ecuacion Para el caso d-dimensional el operador tienen la forma

zef~(y)

en donde U(z) es el determinante Jacobiano de f(z).

5.6.1. Punto Fijo del Operador de Perron-Frobenius

El operador de Perron-Frobenius puede ser aplicado a una gran variedad de funciones ¢(x) las
cuales no son necesariamente densidades normalizadas. Cualquier funcién ¢ que sea invariante ante
la accién del operador L es una funcién invariante, como si se tratara un punto fijo de un sistema

dinamico.
Las densidades invariantes satisfacen la relacién
Lp(z) = p(x).

La ma&s importante de estas densidades es la densidad invariante natural, determinemos algunas de

estas densidades y su correspondiente operador de Perron-Frobenius.

73



5.6. OPERADOR DE PERRON-FROBENIUS

Mapa de la Tienda

El mapa de la tienda estd dado por la ecuacion

2x si0<z<1/2
g(x) =
2(1—2) sil/2<z<1.

con X = [0,1]. Para un dado y se tienen dos preimagenes f;!(y) = y/2,1 —y/2, con |f'(z)] = 2 se

obtiene que
1

Lp(y) = ply) = 5p (g) + 5P (1 - %) :

para la densidad invariante natural. La solucién a esta ecuacién funcional es p(x) = 1.

Mapa de Ulam

Este mapeo fue discutido en la seccién anterior, en esta ocasion se usara el operador L para llegar
a los mismos resultados. Se tiene que

f(z)=1—22°

en el espacio X = [—1,1]. Su derivada es |f'(x)| = 4]z|, con preimagenes de la forma

fely) == (%)1/2 :

Lp(y)—p(y)_i(&)W{p[(l_Ty)m

Se puede verificar que la solucién es la densidad normalizada

entonces

+p

)

1
ply) = (1 — )2

En general, es dificil encontrar las funciones invariantes o puntos fijos del operador de Perron-
Frobenius, y solo se han encontrado soluciones analiticas para pocos mapeos o transformaciones

cadticas.

5.6.2. Espectro del Operador de Perron-Frobenius

Las densidades invariantes pueden ser vistas como funciones propias del operador de Perron-

Frobenius con valor propio 1. En general las funciones propias o eigenfunciones satisfacen la ecuacion

Lgba(x) = 77a¢a(x)
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donde ¢, es una funcién en el espacio de funciones y 7, sus valores propios. Estas funciones no son
necesariamente densidades, puesto que pueden ser funciones negativas y no estar normalizadas, pero
las densidades pueden ser una combinacion lineal de estas.

La densidad invariante natural es la funcién propia p = ¢q correspondiente al valor propio mas
grande 79 = 1. También el segundo valor propio més grande 7; tiene significado fisico y es responsable
de la aproximacién asintética al punto fijo ¢y. Asumiendo que hay un conjunto completo de funciones
propias ¢, del operador L y una diferencia entre 19 = 1 y ;. Expresando una distribucién inicial pg

arbitraria como una combinacion lineal de funciones propias de L, se tiene
pO(x) = E Ca¢a7
(0%
donde ¢, es un coeficiente. Aplicando el operador L N veces obtenemos que

pn(x) = LY po(a) = Zﬁgca%(@ = codo(z) + Rn,

donde R — 0 para cuando N — oo ya que || < 19 = 1. Por la normalizacién se tienen que c¢q = 1.
El término restante decae como

RNNU{V

cuando N — oo. Entonces 7; determina la aproximacién al estado de equilibrio ¢g. Dependiendo del
espacio de funciones, el operador L puede tener un espectro continuo y mientras exista una diferencia
entre 7y v 71 se pueden aplicar las consideraciones vistas.

Una transformacion es llamada exponencialmente mezclada si su aproximacion asintdtica
decae exponencialmente a la densidad invariante ¢, esto es
e

lpn — ¢o| ~ exp(—YN) = |m

en donde v~! > 0 y es llamado “tiempo de relajacién”.

5.7. El Espacio Métrico Compacto (P(X),d)

En esta seccion se introduce el espacio métrico que justifica lo visto en las anteriores secciones,

en este espacio es donde realmente viven los fractales.

Definicién 5.7.1. Sea (X,d) un espacio métrico compacto. Sea p la medida de Borel sobre X. Si

u(X) =1, entonces p estd normalizada.

Definicién 5.7.2. Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Se denota P(X) como el conjunto de
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medidas de Borel normalizadas sobre X. La métrica de Hutchinson dy sobre P(X) es definida

por;
dy(p,v) = sup{/ fdu —/ fdv: f: X =R, f continua, |f(x)— f(y)| < d(z,y) Vz,y € X},
b'e b

para todo pu,v € P(X).

Teorema 5.7.1. Sea (X, d) un espacio métrico completo. Se denota P(X) de conjuntos de medidas
de Borel normalizadas sobre X y se denota dy la métrica de Hutchinson. Entonces (P(X),dy) es

un espacio métrico compacto.

5.8. Ensamble Microcanonico

Usualmente un ensamble microcandnico es una coleccién de sistemas en donde la densidad de
probabilidad p es constante para cualquier tiempo (Greiner, Neise, y Stocker], |1995) (Pathria y Beale,
2011)). También se puede caracterizar por medio de los valores esperados de los observables, de manera
que asumiendo que (f) corresponde al valor en equilibrio para cada observable f, entonces f es el
llamado ensamble microcanénico o medida microcanénica (de Oliveira y Werlang, [2006)), por lo que
no se entiende al ensamble como una coleccién sino como una medida de probabilidad. En esta
seccion se establecen las analogias entre las medidas de probabilidad, estudiadas anteriormente, y el
ensamble microcanénico de la mecanica estadistica clésica.

El siguiente es un método usualmente llamado particién de grano grueso, que se usa frecuente-
mente en la literatura para obtener densidades de probabilidad, y que también se puede usar para
otro tipo de sistemas como los cudnticos. Considerando N copias idénticas de un sistema cerrado
que interactian entre si, cada uno de los cuales estd caracterizado por un conjunto de parametros,
llamados observable termodindamicos los cuales estan constituidos por las macrovariables o los obser-
vables macroscépicos, por ejemplo (F,V, N), la energia, el volumen y el nimero de particulas en el
sistema (no confundir con nimero de sistemas N'). Cada uno de los sistemas tiene un microestado
en un tiempo fijo z = (¢ = (q1, 92, ---s@un ), P = (P1, P2, -, Pun)) € [ donde T es el espacio de fase y n
es el numero de grados de libertad. El comportamiento de los vectores de posiciéon y momento q y p

estan descritos por las ecuaciones de movimiento de Hamilton

_on o

para un hamiltoniano independiente del tiempo H(x). En general los microestados son todos di-
ferentes, pero siempre deben estar sobre la superficie de energia, es decir, los microestados estan

restringidos en un conjunto compacto del espacio de fase, esto se debe a la conservacién de la energia.

76



CAPITULO 5. MEDIDAS INVARIANTES SOBRE FRACTALES

Se puede hacer una divisién de la hipersuperficie de energia en elementos de igual tamano Aoy,
semejante a la que se usé en la imagen para encontrar frecuencias relativas. Cada uno de estos
elementos de superficie Ag; tienen un numero n; de sistemas. Si estos elementos de superficie se
hacen lo suficientemente pequenos, cada uno de estos corresponderd exactamente a un microestado.

Sin embargo Aog; se construye de tal manera que cubra n; microestados. Entonces se tiene que
i

El nimero que corresponde a la frecuencia relativa n; /A puede ser interpretado como la probabilidad

de que un microestado se encuentre en el elemento Ac;, para A lo suficientemente grande.

El nimero total de formas en las que se pueden distribuir los sistemas en los elementos de superficie
estd dado por la combinatoria % Si la probabilidad de encontrar un sistema en el elemento de
superficie Ao; es w;, entonces la probabilidad de tener exactamente n; sistemas en Ao; es w;", ya
que estos sistemas son estadisticamente independientes. Por esta razon, dada una distribucién de

sistemas {n;} su probabilidad estd dada por

s

M=

%

Utilizando este resultado se puede mostrar que la distribucién de sistemas mas probable sobre la
superficie de energia se da para n,; constante, es decir, para la configuracion en la que todas las
probabilidades ; son iguales, en consecuencia la medida de probabilidad 1 = ), p1; es invariante. Es
importante en este punto notar que los resultados obtenidos son independientes de las condiciones
iniciales.
En el caso de un sistema cerrado p es la densidad del espacio de fase y esta dada por
1

Pem () = pem(q,p) =

en donde o(FE) es el drea superficial, por lo que 1/0(FE) es un factor de normalizaciéon. Una de las
consecuencias de este resultado es que la medida dy = dx = dqdp - Const es la medida de Lebesgue.
A menudo se supone que el espacio de fase accesible es compacto, tal que la medida de Lebesgue
esté normalizada y las funciones constantes sean integrables, por lo que la medida u sobre todo el

espacio corresponde al volumen del espacio de fase.

Dada una condicién inicial gy = (¢,p) € I', también llamada microestado, se asume que el
Hamiltoniano genera una solucién tnica x(t) := T 'z = (q(t),p(t)) para todo t € R y el conjunto
de puntos {z(t) : t € R,z(0) = zo} es la érbita en el espacio de fase. Se asume que esta 6rbita

estd restringida a un conjunto acotado en el espacio de fase, esto es consecuencia de las constantes
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de movimiento como la energia y también de las constricciones. El nimero f(x(t)) describe el valor
del observable macroscépico representado por f, en el instante de tiempo t. En principio diferentes
condiciones iniciales arrojan diferentes valores del observable macroscépico f para diferentes tiempos,
pero si el sistema estd en equilibrio termodinamico la medida debe ser la misma para cada observable,
independientemente de las condiciones iniciales y del instante de tiempo en el que se realice la medida;
esta afirmacion hace parte de los fundamentos de la mecanica estadistica. Medir de forma precisa
el valor de f(z(t)) no es posible, ya que se deben conocer en detalle tanto las posiciones como los
momentos de todas las particulas, entonces se supone que la medida es un promedio temporal de f.

Para un intervalo de tiempo [tg, ¢y + t] el promedio temporal estd dado por

1 to+t
- f(T*x)ds.
tJi,

Dado que los intervalos de tiempo macroscépicos son extremadamente grandes en comparacion con

los microscopicos, en el limite cuando ¢ — oo se tiene que

f(z) :== lim ! t0+tf(T5x)ds

t—oo t to

este limite no depende de las condiciones iniciales. Argumentando que para un intervalo de tiempo
lo suficientemente largo el sistema visita (o al menos pasa arbitrariamente cerca) todos los conjuntos
abiertos del espacio de fase I' durante el proceso de medida, es razonable decir que este limite coincide

con el valor promedio de f sobre I', definiendo este promedio como

() = / f(x)da

donde dz corresponde a la medida de Lebesgue. Entonces regresamos a la hipétesis ergddica [5.5.1]

En cuanto al comportamiento temporal de la densidad, este estd dado por el operador de Perron-

Frobenius, tal que si L'py—y = pi(x) corresponde a la densidad en un tiempo ¢, entonces

/Apt(x)dx

es el nimero promedio de microestados en el conjunto A € I" en el instante ¢; por lo que

/F pr(a)dz = p(T) = 1

para una medida normalizada. El valor de un observable en un tiempo ¢ esta dado por

/F [(@)pul)da.
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Como condicion de equilibrio se dice que

dpi(z)
dt

=0

la derivada total de la densidad del espacio de fase desaparece a lo largo de la trayectoria del espacio
de fase, lo que se conoce como teorema de Liouville. Esto no es extrano teniendo en cuenta los
resultados obtenidos al principio de la seccién en donde p = p; = constante, lo que es equivalente a
la invarianza de la medida de Lebesgue.

Se concluye entonces que en equilibrio la medida de probabilidad debe ser invariante con respecto

a la dinamica, y que el ensamble microcanénico se puede definir asi:

Definicién 5.8.1. Sea Lt el operador que denota el flujo Hamiltoniano. El ensamble microcandénico

es la medida invariante dx.

5.9. Sistemas Dinamicos Disipativos

En la seccion anterior se estudié un tipo de sistema cerrado, el cual no intercambia energia con
el exterior, por lo que su volumen en el espacio de fase se mantiene constante. Pasamos ahora a
considerar sistemas en los cuales en volumen del espacio de fase disminuye hasta desaparecer para
tiempos relativamente largos. Estos sistemas reciben el nombre de disipativos, a los que también se
les puede asignar una medida de probabilidad invariante p y una densidad invariante p que satisface
la ecuacién de Liouville estacionaria (Ramshaw, 2019).

La probabilidad de encontrar un microestado en un conjunto A del espacio de fase I' esta dada
por u(A). En general A es una regién que depende del tiempo por lo que la medida g también debe
depender del tiempo, esta medida dependiente del tiempo se denota como ;. El comportamiento de

i estéd determinado por la relacion

/ ) = /ol (5.9)

suponiendo A a tiempo ¢t = 0, A(t) es el conjunto producto del cambio en el tiempo de A, explicita-
mente T*(A) = A(t). Entonces la probabilidad de que z(t) € A(t) es la misma que la probabilidad

de que ¢ € A. Derivando [5.9| con respecto al tiempo

0 0
E/A(t) dug(x) = a/XA(t)(x)d/Lt(x) =0. (5.10)

Como se ha mencionado, la medida y la densidad pueden ser tanto funciones absolutamente continuas
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como distribuciones. [.9] se puede escribir de formas equivalente

%/dmt(@“(ﬂ(“/‘)dut(@ = 0.

dx A ()

i = 0, entonces aplicando

La funcién caracteristica x 4 () es una funcién constante, por lo que

la regla de la cadena se tienen que

Oxaw) ()

T Vxa (),

en donde Vyxau(x) es una distribuciéon compuesta por funciones delta de Dirac. Sustituyendo en

5.10| e integrando por partes, se tiene que

/A(t) dx {8/}5?) v [/)t(x)jc]} .

Ipi(x)
ot

de donde se infiere que

+ V- [p(@)2] =0

a excepcion de conjuntos de medida de Lebesgue igual a cero. Esta es una ecuacién de Liouville para

una densidad de probabilidad que no es necesariamente una funciéon absolutamente continua.

La ecuacién de Liouville se puede escribir de la forma

donde % = % + 1 -V es la derivada convectiva a lo largo del espacio de fase. Los sistemas disipativos

se pueden definir también por la condicion
lim [ dzpV -2 < 0.
t—o00

Mientras V - & < 0 sea finita la densidad p diverge exponencialmente con un tiempo caracteristico

V-]
Cuando la medida invariante definida por la ecuacion [5.9 no dependa del tiempo, se tiene que

/ ) = [ auta)

donde iy = po = p, lo que es equivalente a p(A(t)) = u(A), Si 1 es una medida independiente del

tiempo, entonces la correspondiente probabilidad también lo es, por lo que pi(z) = p(x) y su derivada
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parcial con respecto al tiempo desaparece y se tiene que la ecuacion de Liouville se reduce a

la cual es véalida para medidas absolutamente continuas como para singulares o distribuciones.

5.10. Operador de Markov: Una Contraccién sobre P(X)

Se denota (X, d) un espacio métrico completo. B denota el subconjunto de Borel de X. Sea

1

w : X — X continua. Entonces uno puede probar que w™ : B — B. Se deduce que si v es una

medida de Borel normalizada sobre X entonces también lo es v o w™!. A su vez, esto implica que la

siguiente funcién definida toma P(X) en s{ misma.

Definicién 5.10.1. Sea (X, d) un espacio métrico compacto y sea P(X) el espacio de medidas de

Borel normalizada sobre X. Sea

{X7 Wy, W2, ..., WN; P1, P2, "'7pN}

un IFS con probabilidades. El operador de Markov asociado con el IFS es la funcion M : P(X) —
P(X) definido por;
M(v) =pwow +pwowy’ +- -+ pyvowy

para todo v € P(X).

Lema 5.10.1. Se denota a M como el operador de Markov asociado con un IFS, como en la definicion

5.10.1. Sea f: X — R o una funcién simple o una funcion continua y v € P(X). Entonces

/X fd(M(u)):iiv;pi /X Fowdy.

Teorema 5.10.1. Sea (X,d) un espacio métrico compacto. Sea

{X7 Wi, Wz, ..., WN; P1, P2, 7pN}

un IFS con probabilidad. Sea s € (0,1) un factor contractivo para el IFS. Sea M : P(X) — P(X) es
el operador de Markov asociado. Entonces M es un mapeo de contraccion, con factor de contraccion

s, con respecto a la métrica de Hutchinson sobre P(X). Que es,

dy(M(v), M(p)) < sdy(v,u)  para todo v, u € P(X).
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En particular, hay una inica medida i € P(X) tal que

M(p) = p.

Demostracién: L denota al conjunto de funciones continuas f : X — R tal que |f(z) — f(y)| <

d(z,y) V x,y € X. Entonces

Ay (M(v), M —sup{/fd /fd feL}

:sup{/Zpifowidu—/Zpifowidu:fGL}.
i=1 i=1

St f=s"3N pifow,entonces fE L. SIL={feL:f= s‘lzfvlpifowi, para algl’m feL}
Entonces se puede escribir que dy (M (v), M(n)) = sup {sffd(M — s [ fd(M fe L}
que Lc L, por consiguiente:

dua(M(v), M(n)) < sdp(v, ).

Definicién 5.10.2. Se denota pu = Zfil pif o w; al punto fijo del operador de Markov, propuesto
por el teorema [5.10.1. p es llamada la medida invariante del IFS con probabilidades.

Esta medida invariante se discutié informalmente en la primera seccién del capitulo.

Considerando el IF'S con probabilidad

{W C R wy, wa, w3, wy; 1, Pa, P3, Pa}

correspondiente al collage que se muestra en la figura a), cuatro transformaciones de contraccién
w; con factor de contraccién s = 1/4 ocupan todo el cuadrado unitario B. ST M es el operador de
Markov asociado, y py € P(X), tal que po(l) = 1. Por ejemplo, 1o podria ser la medida uniforme
para la cual 19(S) es el drea de S € P(H). Observando el comportamiento de la sucesiéon de medidas
{1tn = M°"(110) }, se puede ver que si la medida p; = M(po) es tal que p(w;(M)) = p; parai = 1,2, 3,4,
las medidas asociadas a las regiones ¢ = 1,2, 3,4 dependen del conjunto de probabilidades como se
ilustra la figura[5.4/b). Se deduce que s = M (1) satisface pu(w;ow;(M)) = p;p; parai,j = 1,2,3,4,
y que la distribucién de medidas (probabilidades) es como la que se muestra en la figura c), este
proceso se puede realizar indefinidamente de manera que las regiones se reducen y las medidas
son nuevamente redistribuidas. Rapidamente se entiende la idea del proceso, cuando el operador de
Markov es aplicado, la “masa” en la celda B, ; , = w; ow; o - - - 0wy, es redistribuida entre las celdas
mas pequenas wy (M, ;. 1), wo(M,; 1), ws(M;; 1), v wy(M;; ;). También, la masa de otras celdas es
mapeada a otras subceldas de W, ; , = w; de tal manera que la masa total de B;; , = w; igual a

como estaba antes de que el operador de Markov fuese aplicado. Esta forma de distribucién de “masa”
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Papepa |Pepaps | Papspe  |Papsps  |Pspapa |P3paps | pspspe | papaps

Papa Pap3 P3pPa P3pP3

Papap1  [PaPaP2  [PaPsP1 | PaP3P2  |PsPaP1  [P3PaP2 | P3P3P1 | P3P3P2

Papipa |Papip3 | PapaPa | Papaps  |Pspapa |Pspibs | Papapa | papaps

Pap1 Pap2 P3pP1 P3p2

Pap1py  |Pepip2 | Pap2P1 |Papap2  |Pspapy |P3piPz | P3pap1 | papap:

P1PsPa  |P1Paps [ P1P3Pa | P1P3P3 | P2PaPa [ P2PaPs | P2P3Ps | P2P3P3

P1Pa pP1P3 P2pP4a pP2pP3

P1Pap1  |P1PaP2 | P1P3P1  |PiP3P2  [P2PaP1 | P2PaP2 | P2P3P1 | P2P3P2

Pippa |Pipips |Papape |PiPaps  |Papapa |Papibs | Papapa | Papaps

pP1p1 pP1p2 P2p1 P2P2
c). d).

P1P1P1  |P1P1P2 | P1P2P1 | PiP2P2 | P2P1P1 | P2P1P2 | P2P2P1 | P2P2P2

Figura 5.4: a). Un collage construido a partir del IFS de cuatro transformaciones. En b), ¢), y d) la medida correspondiente a cada regién.

estd definida en una escala cada vez més fina a medida que el operador de Markov es repetidamente
aplicado.

Otra forma de representar el efecto de la aplicacién sucesiva del operador de Markov se muestra en
la figura , cada imagen tiene la misma cantidad de puntos (250.000) de tal forma que la medida p
es invariante bajo la aplicacion del operador. En cada iteracién se puede observar una redistribucién
de los puntos en el espacio, la distribucién dependiente de las probabilidades (p; = 0.4, ps = 0.1, p3 =
0.4,p4 = 0.1), y se puede observar que entre mas se aplique el operador la imagen se acerca mas al
atractor del IFS. De esta manera, la distribucion de “masa’” es definida a escalas cada vez mas finas
a medida que el operador es aplicado repetidamente.

Esta idea también es ilustrada en la figura 5.0, en la cual se ha asignado el valor de la medida de
Markov M a cada regiéon como un tono de gris, de tal forma que el tono de grises (en escala de 0 a
1 donde 0 es el tono menos intenso o blanco y 1 el mas intenso o negro) indica si la probabilidad en

alguna celda es mayor, menor o igual que en otras celdas.

Teorema 5.10.2. Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Sea

{Xv Wy, W, ..., WN; P1, P2, 7pN}
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Figura 5.5: En la figura se muestran ocho imagenes, que muestran el resultado de la aplicacién sucesiva del operador de Markov a

una medida uniforme del espacio B, en cada imagen el nimero total de puntos es el mismo manteniendo la medida invariante, pero la
distribucién de los puntos cambia.

ol
VoYX

Figura 5.6: La secuencia de imagenes ilustran en escala de gris el comportamiento de las medidas para cada regién producidas mediante
aplicacién iterativa del operador de Markov. Las regiones més oscuras corresponden a lugares de mayor probabilidad.

un IFS con probabilidades. Sea ;1 la medida invariante asociada. Entonces el soporte de p es el

atractor del IFS { X;wy, wa, ..., wn}.
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Teorema 5.10.3 (El teorema de collage para la medida). Sea

{X7 Wi, Wz, ..., WN; P1, P2, 7pN}

un IFS con probabilidades. p la medida invariante asociada. Sea s € (0,1) un factor de contraccion

para el IFS. Sea M : P(X) — P(X) el operador de Markov asociado. Sea v € P(X). Entonces

du(v, M(v))

dH(”?M)S (1_5)

De nuevo el teorema de Collage para la medida apunta en la misma direccion del correspondiente
para [FS’s que se estudié en el capitulo 2, en esta ocasion el propdsito es encontrar el conjunto de

probabilidades que puedan llevar a la imagen dada.

5.11. Teorema de Elton

En la primera seccién de este capitulo se habia dado una introduccion a la teoria de la medida y
se obtuvo un resultado en el que la medida dependia del niimero de puntos que estan en una regién

dada, finalmente se tienen las herramientas que llevan al resultado més importante para los IFS con

probabilidad.
Teorema 5.11.1. Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Sea
{ X5 wiswa, ..., wNs P, P2, -, PN}

un IFS con probabilidades. {x,}>°, denota una drbita del IFS producida por el algoritmo de iteracion

aleatoria empezando en xy. Que es,
T = We,, © We,_, O+ 0 We (o),
donde el mapeo es seleccionado independientemente de acuerdo a las probabilidades

p1,D2, -, PN paran =123, ..

Sea 1 la unica medida invariante para el IFS. Entonces con probabilidad uno (que es, para toda la

secuencia de direcciones oy, 09, ... excepto para un conjunto de sucesiones con probabilidad cero),

JirilonL ;f(mk) =/Xf(x)du(w)
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para toda funcion continua f: X — R y para todo xg.

Corolario 5.11.1. Sea B un subconjunto de Borel de X vy sea u(frontera de B)= 0. Sea N'(B,n) =

nimero de puntos en {xg,x1, T2, T3, ...,x,} N B, para n =0,1,2, ... entonces, con probabilidad uno,

u(B) = lim {

n—oo

para todo punto inicial xo. Esto es; la “masa” de B es proporcional al nimero de pasos iterados

cuando se corre el algoritmo de iteracion aleatorio, el cual produce puntos en B.

5.12. Sistemas de funciones iteradas recurrentes

A lo largo de este trabajo se han visto diferentes tipos de IFS’s, se destacan dos tipos: los que

viven en espacios compactos generalmente de R?, como el tridngulo de Sierpinski o el helecho de

Barnsley, v aquellos que estdn en el espacio de todas las medidas de Borel normalizadas P(R?) o

espacio de probabilidades, que se vio en este capitulo.

Se llama a este tipo de IFS’s sistemas fractales, en general los sistemas fractales estan definidos

por los elementos que contiene. Los elementos basicos que deben tener son:

1. Un espacio métrico subyacente (X,d) que se necesita para definir los fractales y el modelo

del sistema. X puede se R?, R?, o un subconjunto de estos espacios, como [0 C R2, que es
un subconjunto acotado y cerrado de R?, usualmente (X,d) es compacto, y sus subconjuntos

acotados también.

. Un espacio de modelos Y = Y(X). Cada punto de Y es un modelo que esta definido a partir del

espacio X. Los fractales generados por el sistema fractal también pertenecen a Y, por ejemplo,
en Y estan los espacios de conjuntos, el espacio de funciones, y los espacios de medidas. También
es necesaria una métrica tal que (X, h) sea un espacio métrico compacto. (H(X), dgausdorff) ¥

(P(X),dy) son un par de ejemplos.

. Un operador de contraccién O que actué sobre el espacio (Y, h), como el operador de Hutchinson

W o el operador de Markov M. Este operador es tal que para un nimero real s con 0 < s < 1

h(O(¢),0()) < s-h(p,0) Vo,0 €Y.

El operador se construye a partir de funciones contractivas elementales que actiian sobre el

espacio subyacente X.

Considérense los siguientes ejemplos:

86



CAPITULO 5. MEDIDAS INVARIANTES SOBRE FRACTALES

Ejemplo 1. El sistema fractal definido por los IFS “s compuestos por transformaciones contracti-
vas que actiian sobre X = [J C R?, en el que el espacio subyacente es (. Los fractales del sistema son
los atractores de todos los IFS’s posibles. El espacio de modelos Y que esta compuesto por todos los
subconjuntos compactos de O, Y = H(X). El operador O estd definido como una funcién O : Y — Y

es definida como
O(Y) = W(Y) = | J{wi(z) : 2 € Y}.

donde w; , para i = 1,2, 3, .., es una transformacioén contractiva que actiia sobre el espacio X.

Ejemplo 2. El siguiente ejemplo de sistema fractal esta definido por los IFS’s compuestos por
transformaciones afines contractivas en el espacio [J C R? y las probabilidades p;. Los fractales de
este sistema son los atractores del operador de Markov. El espacio Y = P(0), es el conjunto de todas
las medidas normalizadas de Borel sobre [I. Por ejemplo, los modelos pueden estar representados
por iméagenes en escala de grises, cuyos tonos estan dados por las medidas de cada subconjunto. El
operador O esta definido igual que el operador de Markov.

Ejemplo 3. Este tltimo ejemplo tiene como espacio al intervalo unitario X = [0,1] € R, con
Y = F = C[0, 1] el espacio de funciones continuas en el dominio [0, 1]. En este sistema los fractales son
funciones de interpolacién fractal que pueden ser generados por transformaciones afines (ver capitulo
6 en (Barnsley, 1993)). El operador O correspondiente a este sistema es una funcién O : Y — Y igual
al operador T': F — F descrito en (Barnsley, 1993).

En esta seccion se agrega un sistema fractal llamado sistema de funciones iteradas recurrentes.

Definicién 5.12.1. Un sistema de funciones iteradas recurrentes consiste de un IFS {X;wy, wo, ..., w, }

gunto con una matriz {p;; € [0,1] : 4,5 =1,2,..., N}, Tal que (i)
Di1+pie+tps+--+on=1 parai=12,...,N

y (1) tal que para cualquier i y j, existe una secuencia finita de enteros k,l,s,...m € {1,2,..,N}

de modo que

PikPriPls * * * Pmj > 0

La probabilidad de transicién para un cierto proceso de Markov de tiempo discreto es p;;, que da
la posibilidad o probabilidad, de moverse del estado ¢ al estado 7, si el proceso estéd en el estado . La
condicién (i) dice que el proceso es estocdstico en las filas: dependiendo en qué estado se encuentra
el sistema hay disponible un conjunto de probabilidades que suman 1, y que describe las posibles
secuencias de estados al que el sistema puede hacer la transicion en el paso siguiente. La condicién
(17) dice que si el sistema estd en el estado i entonces existe una probabilidad finita de alcanzar el
estado j en un numero finito de pasos, para cualquier par de enteros i,j € {1,2,..., N}.

Un IFS con probabilidad proporciona un ejemplo simple de un IFS recurrente. El IFS con pro-

87



5.12. SISTEMAS DE FUNCIONES ITERADAS RECURRENTES

babilidad
{Xa Wy, W2, ..., WN; P1, P2, 7pN}

es en muchas formas lo mismo que el IFS recurrente

{X; Wy, W, ..., WN; (pij)}

donde p;; = p; para todo i,j € {1,2,..., N}.

Diremos que un IFS recurrente es hiperbdlico si el IFS asociado es hiperbdlico, es decir, que
es contractivo con factor de contraccién 0 < s < 1. Restringimos la atencién a IFS recurrentes
hiperbélicas.

Ejemplos de pardmetros para [FS’s recurrentes estdn presentes en la tabla[5.2]y 5.3l En cada caso

el espacio X = R?, y sus transformaciones son afines.

Tabla 5.2: Ejemplo de parametros para un IFS recurrente en el que no todas las transiciones son posibles.

w; a; by ¢ d; €; fi  pa D2 P
1 05 0 0 0.5 0 0 03 07 0
2 05 0 0 05 0 05 0 06 04
3 05 0 0 05 05 05 05 0 0.5

Tabla 5.3: Ejemplo de pardmetros para un IFS recurrente en el que todas las transiciones son posibles.

w; a; by ¢ d; €; fi P DPi2 D3
1 05 0 0 05 0 0 01 03 0.6
2 05 0 0 0.5 0 05 0.1 05 04
3 05 0 0 05 05 05 02 03 0.5

La figura proporciona dos diagramas del proceso de Markov asociado.

Figura 5.7: Proceso de Markov para el IFS recurrente en la tablaen (a) yen (b).

Se dice que el sistema esta en el estado i si la dltima de las transformaciones aplicadas fue w;.
Para el IFS en la tabla[5.2)no es posible nunca aplicar una transformacion ws si el sistema estd en el

estado 1. Tampoco es posible realizar una transicion del estado 2 al estado 1. Para el IF'S recurrente
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en la tabla [5.3) cualquier transformacién puede seguir a cualquier otra transformacién; que es, el
sistema puede transitar de cualquier estado a cualquier otro en un paso.

Un IFS recurrente tiene un atractor tedrico de medida unica. Esta es una medida invariante que
puede ser calculada por medio de un algoritmo de “juego de caos” generalizado. También puede ser

calculado usando una extrana “méquina de copiado.”

5.12.1. Algoritmo de juego de caos para un IFS recurrente

Se presenta un algoritmo para el caso de los pardmetros del IFS recurrente en las tablas[5.2)y [5.3
El algoritmo produce una 6rbita {(z,,y,) : » = 0,1,2,...} que, con probabilidad uno, describe una
unica medida invariante asociada con el IF'S recurrente. La relacién entre las érbitas y las medidas es

igual a lo descrito en las secciones anteriores de este capitulo para el caso de IF'S con probabilidades.

(1) Seleccionar un punto inicial (zg, o) € R% Es deseable que el punto inicial sea tan cercano como

sea posible al atractor.

(2) Seleccionar un estado inicial sy = {1, 2, 3}. Cualquier otro estado en el conjunto {1, 2,3} podria
ser usado. El proceso de Markov asociado con la matriz de transicion (p;;) posee un dnico vector

estacionario (mq,mg, m3) con m; > 0, tal que

3
D mipy =my,  j=1,2,3.

i=1

Si se conoce el vector, entonces es buena idea seleccionar el estado inicial correspondiente al

més grande m;.
(3) Seleccionar s; € {1,2,3} con probabilidad ps,; asociado a la eleccién s = j.
(4) Calcular (x1,y1) = ws, (zo, Yo)-
(5) Seleccionar s, € {1,2,3} con probabilidad ps,; asociado a la eleccién sy = j.

(6) Calcular (xq,y2) = ws, (z1,21).

(2n+1) Seleccionar s, € {1,2,3} con probabilidad ps, ,; asociado a la eleccién s, = j.

(2n+2) Calcular (2, yn) = ws, (Tn—1, Yn—1)-
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El resultado del calculo anterior es una érbita de la forma
Q(num) = {(zp,yn) :n =1,2,...,num}
(Con probabilidad uno) el valor de la medida invariante p € P([0,1] x [0,1]) del IFS recurrente esté

dado por la férmula

lm u(S) = namero de puntos en {S N Q(num)}

num—oo num

para cualquier subconjunto medible S C R2.

La figura [5.8 muestra los resultados obtenidos para las tablas [5.2] y
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Figura 5.8: Resultados obtenidos al aplicar el algoritmo de juego del caos a las tablas y

Tabla 5.4: Pardmetros para un IFS recurrente de cuatro transformaciones.

w; a; by oo d; €; Ji Di1 Di2 Di3 Di4
1 05 0 0 0.5 0 0 0.3 0.5 0.1 0.1
2 05 0 0 05 0 05 01 05 0 0.4
3 05 0 0 05 05 05 0.3 0.3 0.2 0.2
4 05 0 0 05 0.5 0 025 0.25 025 0.25

En la tabla estdn los parametros para un IFS recurrente en el cuadrado unitario, en esta
ocasion se usan cuatro transformaciones, el resultado obtenido se muestra en la figura [5.9, en la de
la derecha se puede observar como estan asignadas las probabilidades en todo el espacio. Se observa

una region en blanco en el atractor a la que le corresponde la probabilidad P,3 = 0, en la que no hay
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Figura 5.9: El Atractor del IFS con los pardmetros de la tabla cada probabilidad afecta una regién especifica en el cuadrado unitario.

ninguna posibilidad de que llegue algiin punto y por lo tanto su medida es cero. Esta region carente

de puntos aparece autosimilarmente en todo el espacio.

Tabla 5.5: Seis conjuntos de probabilidades de transicién para un IFS’s recurrente de cuatro transformaciones.

Nl w; pn p2 Pz pa Nl w; pn p2 Pz pa
1. 1 03 05 0.1 0.1 2. 1 03 05 0.1 0.1
2 03 05 00 O 2 01 05 0 0.4
3 03 03 02 0.2 3 03 03 02 0.2
4 0.25 025 0.25 0.25 4 0.25 025 0.25 0.25
3. 1 03 05 0.1 0.1 4. 1 05 025 0 0.25
2 0.1 05 O 0.4 2 0.1 05 04 O
3 03 03 02 02 3 03 03 02 02
4 05 0 05 0 4 03 05 01 0.1
5. 1 0 0.3 03 04 6. 1 025 0.25 0.25 0.25
2 025 025 0.25 0.25 2 025 025 0.25 0.25
3 025 025 0.25 0.25 3 025 025 0.25 0.25
4 0.25 025 0.25 0.25 4 0.25 025 0.25 0.25

Como ejemplos, en la tabla hay seis conjuntos, cada uno contiene las probabilidades de

transicién para un IFS recurrente con los parametros de [5.4] los atractores se muestran en [5.10]

5.12.2. Algoritmo de Maquina de Fotocopiado

El objetivo de este algoritmo, al igual que el anterior, es encontrar la Unica medida invariante
asociada con un IFS recurrente. El mecanismo consiste en realizar copias reducidas y filtradas de

varias imagenes de entrada y luego unir cada una de estas copias. En la figura [5.11] se muestra en
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Figura 5.10: Cada uno de los atractores corresponde a un conjunto de probabilidades.

que consiste el proceso:
1. Se seleccionan tres imagenes de entrada,

2. a cada una de las imagenes se les aplica las transformaciones wy, ws y ws, las cuales indican a

cudl de las entradas sera asignada la copia, como indican las flechas en la figura [5.11

3. la imagen es filtrada por un factor p;; dependiendo de la entrada ¢ y la transformacién w;, el
filtrado atenta el brillo, la opacidad o transparenta la imagen. Por ejemplo en la entrada
1, es transparentada en tres factores pq1, p12 y p13, cuando alguna de las probabilidades es cero
la imagen desaparece, las copias obtenidas son asignadas a las entradas 1, 2 y 3 dependiendo

de la transformacién w; aplicada.
4. Se unen las copias para obtener una imagen de salida.

5. El proceso se repite hasta obtener una imagen a la salida que sea invariante ante una nueva

ejecucién del proceso.

La transparencia de una imagen depende de las entradas y los factores p;;, por ejemplo, la trans-

parencia de la copia 1 es

copial = p1; X Entradal + po; X Entrada2 + p3; X Entrada3

92



CAPITULO 5. MEDIDAS INVARIANTES SOBRE FRACTALES

Entrada 3
Entrada 3
Entrada 3
Entrada 3

Entrada 2
Entrada 2
Entrada 2
Entrada 2

N
N

Entrada 1

Entrada 1

i
.
Copia reducida | 8

y filtrada | | yfiltrada

El proceso continux
hasta obtener una
imagen invariante/

Entrada 1

CoFia 1
[
Entrada 1

'COpia reducida
y filtrada

'COpia reducida

[ 11
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Figura 5.11: Proceso de obtencién de medidas invariantes. Este proceso funciona como una fotocopiadora con tres unidades de copiado,
las cuales hacen copias reducidas y filtradas de las imégenes para luego mezclarlas en la salida. En esta ilustracion se usé el IFS recurrente
de la tabla cuyo atractor se muestra en la ﬁgura

donde Entradal, 2 y 3 dan la transparencia de cada una de las entradas, para las demdas copias

tenemos que

copta2 = p1o X Entradal 4+ pey X Entrada2 + p3s X Entrada3
copial = p13 X Entradal + pa3 X Entrada2 + p33 X Entrada3.

Finalmente las imagenes son superpuestas y al atractor le corresponde una transparencia dada por
Atractor = copial + copia2 + copia3.

Este ntimero corresponde a las medidas invariantes del sistema, este tema sera tratado en la seccién
sobre vectores de medida en donde se obtiene el operador de Markov para los IFS s como
los de las tablas[5.2) y

5.12.3. Secuencias de ADN e IFS’s Recurrentes

Las representaciones del juego del caos (algoritmo del juego del caos para IFS’s recurrentes) de las

secuencias de DNA han sido usadas para encontrar patrones, que pueden dar informacién contenida

en el DNA (Goldman, 1993). Las secuencias de DNA estdn formadas por sucesiones de las letras

A, C, Gy T, las cuales representan las cuatro subunidades de nucledtidos de una banda (adenina,

citosina, guanina, timina). La manera en la que se obtienen imdgenes a partir de secuencias de DNA
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utilizando el juego del caos, consiste en nombrar cada una de las esquinas de un cuadrado con las
letras A, C, G y T, si la primera letra de la secuencia es, por ejemplo, la letra C, se traza una linea
resta del centro del cuadrado a la esquina correspondiente a esta letra, y se dibuja un punto en la
mitad de esta. Partiendo de este punto se puede trazar otra linea que vaya a la esquina con la segunda
letra en la secuencia, y marcar nuevamente otro punto en el centro de la linea. Este procedimiento
se repite a lo largo de toda la secuencia, los puntos generan una imagen como la que se muestra en

la figura (lado izquierdo) tomada de (Goldman) 1993).

Figura 5.12: Representacién y respectiva simulacién del juego del caos de la secuencia de la regién de beta globina humana. La simulacién
(a la derecha) fue obtenida con los pardmetros de la tabla

Se puede utilizar los IFS’s recurrentes como un modelo simple que simule los resultados obtenidos
en secuencias de ADN como las de la figura La tabla muestra los parametros de un IFS
recurrente, cuyas probabilidades se obtienen al contar el niimero de veces que aparece un dinucleétido

XY (X,Y € {A,C,G,T}) en la secuencia, especificamente la probabilidad Pxy es de la forma;

nxy
Nxa+nxc+Nxg+Nxr

PXY:

con nyy suministrados por (Goldman| [1993) y puestos en la tabla [5.6]

En la figura al lado derecho, estd el resultado de la simulacién, en la que se usaron los
pardmetros de la tabla[5.7 Se puede observar que tanto los resultados originales como la simulacién
comparten el mismo patron.

En la figura se muestra una simulacién con un nimero mayor de puntos, lo que permite

observar que los patrones también estan presentes en los lugares con menor densidad de puntos.
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Tabla 5.6: Niumero de dinucleétidos nxy encontrados en secuencia de la regién de beta globina humana. Los nucleétidos de X en la
primera columna y los de Y en la primera fina.

XN\Y A C G T Total
7239 3658 5227 5945 22069
5166 3293 502 5207 14168
4580 2839 3676 3694 14789
5087 4379 5383 7444 22293

HQAQ»

Tabla 5.7: Parametros para un IF'S recurrente con probabilidades.

w; a; by ¢ d; €; fi DPi1 Di2 Di3 Dia

1 05 0 0 05 0 0 0328 0.166 0.237 0.269
2 05 0 0 05 0 05 0365 0.233 0.035 0.367
3 05 0 0 05 05 05 0309 0192 0.249 0.250
4 05 0 0 05 05 0 0.228 0.197 0.241 0.334

Figura 5.13: Esta imagen es una versién con mayor nimero de puntos (2/000.000) que la simulacién obtenida en la figura del lado
derecho.

5.13. Cadena de Markov

En la seccion anterior se dijo que la probabilidad de transicién de un estado ¢ a un estado j
estd dada por el elemento p;; del IFS’ recurrente, estos p;; son los elemento de una matriz cuadrada

N x N P llamada la Matriz de transicion la cual estd relacionada con las cadenas de Markov. Una
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cadena de Markov es un modelo estocastico que describe una secuencia de posibles eventos en los que
la probabilidad de que cada evento ocurra depende solo del estado alcanzado en el evento anterior.
Para tiempos continuos el modelo se conoce como proceso de Markov (ver (Bishop y Peres| |2017)
y (Wikipediay, [s.f.-b)). Formalmente una cadena de Markov sobre un espacio Y es una secuencia de
variables aleatorias { X, } con valores en Y, con una funcién de transicién p(x,y) : Y x Y — [0, 1] tal

que para todo xg, x1, T, ...,T,_1,2,y € Y la probabilidad condicional sea de la forma
P(Xp1 =yl Xp =2, X1 =201, ..., Xo = T0) = p(z,9)
en el n-ésimo la funciéon de transicién es
P (z,y) = P(X, = y|Xo = 2),
y puede ser calculado de p usando la iteracion

P y) = p(zy)p" (e, y).

zeY

Ademaés p debe satisfacer

> plxy) =1

yey
para cada x € Y. Dado cualquier p con estas propiedades y cualquier estado inicial Xg = p € Y

existe una cadena de Markov correspondiente.

Si el espacio es finito, X; con j = {1,2,3,...N}, la funcién de transicién puede ser representada
por la matriz de transiciéon P, cuyo elementos estan dados por p;; = P(X,+1 = j| X, =) = p(1, J).
ya que cada fila de P suma 1, todos sus elementos son no negativos, y se dice que P es estocastica

en las filas 0 una matriz estocéstica derecha.

Una distribucién estacionaria fi es un vector fila, cuyos elementos son niimeros positivos que entre

si suman 1. Este vector es invariante ante la aplicacion de la matriz de transicion P,
AP = fi.

por lo que fi es un vector propio de P con valor propio 1. En general puede haber varios vectores
propios con valor propio 1. Sin embargo, para matrices con entradas estrictamente positivas, o para
una matriz estocastica aperiédica irreducible, el vector es tinico y se puede calcular encontrando el
limite para cualquier ¢

lim (P");; = p;

k—o0
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donde p; es el j-ésimo elemento del vector fi. Este resultado estd respaldado por el teorema de
Perron-Frobenius. Lo que nos indica que a largo plazo la probabilidad de encontrarce en el estado j

es independiente del estado inicial 7.

La aplicacion de la matriz estocastica a una distribucion de probabilidad redistribuye la “masa” de
probabilidad que se encontraba en la distribucion original preservando la “masa” total. Si el proceso
es aplicado repetidamente la distribucién converge a una distribucion estacionaria para la cadena de
Markov dada. Este proceso se presenta cuando se aplica sucesivamente el operador de Markov sobre

una medida, como se vio en la seccién anterior.

5.14. Teorema de Collage para IFS’s recurrentes

El objetivo de esta secciéon es generalizar la estructura del los IFS’s al caso de IFS’s recurrentes. La
idea es tomar el espacio métrico compacto ya conocido (H, h), en el que H es la familia de todos los
subconjuntos compactos del espacio X y h es la métrica de Hausdorff, y definir un espacio miltiple
compuesto por espacios de este tipo.

Sea (X;,d;) un espacio métrico compacto con j = {1,2,3,...N}, y (H, h;) el espacio métrico
de subconjuntos compactos no vacios con la métrica de Hausdorff. Se define al mapeo W;; : H; —
H; Y(i,j) € I, donde I es un conjunto compuesto por pares de indices con la propiedad de que para
cada i € {1,2,3,...N} existe un j € {1,2,3,..N} tal que (i,5) € I. Ademé&s para todo (i,j) € I y
A, B € H, se tiene que

hi(Wii(A), Wi (B)) < si5h;(A, B)

para algin s;;.

Suponiendo que w; : X — X es un mapeo de contracciéon, X es un espacio compacto y las
probabilidades (p;;) son estocésticas en las filas, esto quiere decir que Zévzlpij = 1. Definiendo
(X;,d;) = (X,d) para cada j, y W;; = {wi(x) :x € S},4,5=1,2,...,N. Sea I(i) = {j : pj; > 0}. Sea

H= Hi X Ho X Hg X - -+ X Hy, con la métrica h definida como

]’L((Al,AQ, ...,AN), (31732, ,BN)) = méx{h](AJ,B])U = 1,2, ,N}

se puede demostrar que el espacio métrico (7:[, dp).

Se puede ver a #H como una pila de planos X;, X5, X3, ..., Xy, de tal forma que un punto en H

tiene N puntos que corresponden a un punto en cada plano. Se define W :H — H como

W(AL Ay, As, o An) = | WAy, (U W4y, [ Wsi(4)), .., Wi (4;)
(N)

FEI(1) FEI(2) FEI(3) jeI
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Para el caso N = 2 este mapeo puede ser escrito como

W Ay B 0 Wi Ay - Wia(Az)
A, Waor Wag A, Wa1 (A1) U Waa(As)

W es un mapeo de contraccién sobre H.

Teorema 5.14.1. W : H — H satisface

h (W(A), W(B)> < sh(A,B) VA, BeH,

donde s = méax{s;;, (i,7) € I}.

La demostraciéon puede ser consultada en (Barnsley} 1993).

Ahora se tiene un sistema fractal con sus tres elementos. Un espacio subyacente X, utilizando
copias de este espacio se crea el espacio de modelos Y = #, y un mapeo de contraccién O = W sobre
# construido a partir de transformaciones elementales que actiian sobre el espacio X. Los puntos fijos
del operador O dan la aproximacion fractal a los modelos. En este caso especifico tiene la siguiente

estructura.

Corolario 5.14.1. Para s < 1 eziste un unico elemento

A - (Al,AQ, ,AN) S 7‘[

tal que
Ai: U Wﬂ(A]) paraizl,Q,S,...,N.

JEIL(7)

es decir, W(A)=A, donde A es el atractor del IFS recurrente.

Corolario 5.14.2 (Teorema de Collage para IFS’s recurrentes). S7 B € H satisface

h=(B,W(B)<e>0

entonces

h(A, B) <

1—s’

donde A es el atractor del IFS recurrente.

Estos resultados se pueden asociar con los resultados obtenidos en la anterior seccién, en la que

las imédgenes se construyen a partir de un punto y las transformaciones de contraccién wis.
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Corolario 5.14.3. Sea {X;w;, (pij),4,j = 1,2,3,