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Prefacio

El estudio de la estructura de fluidos cargados en presencia de campos eléctricos y
magnéticos es una de las dreas de mayor interés actual en la fisica de los liquidos. Por la
naturaleza de estos sistemas las interacciones entre las particulas son de largo alcance,
dando lugar a efectos interesantes no presentes o0 inexistentes en otros sistemas. En esta
tesis nos ocuparemos de las propiedades de estructura de electrolitos confinados en un
capilar cilindrico (Capitulo 1) y alrededor de un electrodo de geometria esférica (Capitulo
2). En el primer caso la herramienta de estudio es la teorfa de ecuaciones integrales de la
mecdnica estadistica llamadas HNC/MSA y PB, mientras que en el segundo caso lo es el
método de Monte Carlo. Los resultados obtenidos por medio de estas teorfas son analizados
y comparados para diferentes condiciones en los dos casos. :
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Introduccién general

Dentro de la gran diversidad de sistemas que existen en la naturaleza, se encuentran los
liquidos y dentro de éstos existe otra gran variedad formada por aquellos en contacto con
particulas diferentes del liquido y que son de gran interés cientifico.Las particulas pueden
ser cuerpos porosos en contacto con un fluido, por ejemplo el paso de agua a través de
arena, mantos acuiferos y de hidrocarburos, materiales cataliticos (zeolitas), y a nivel
microscépico pueden ser los canales iénicos de las membranas celulares, que son poros
macromoleculares que establecen potenciales de membranas, intercambio de sefiales
eléctricas, formas de flujo de iones mensajeros, control de volumen celular y la regulacién
de flujos netos de iones a través de las celulas epiteliales. Como puede observarse se trata
de poros en un medio acuoso, asf por ejemplo las membranas pueden presentarse como una
red o matriz de algin lipido con diferentes sitios de transporte , que serfan los poros o
acarreadores 0 bombas, en donde un poro se entiende como una cavidad dentro de un
material.

Estos sistemas pueden estudiarse suponiendo una aproximacién del poro como un cuerpo
microscépico de geometrfa simple inmerso en un electrolito y considerando que el poro
poseé una cierta carga en su superficie e interacciona con las particulas del fluido, que es el
el modelo que nos ocupard en la primera parte de este trabajo. Si por otra parte suponemos
en lugar del poro una particula cargada inmersa en un electrolito, donde los iones del fluido
son m4s pequefios que esta particula e interaccionan con esta, nos interesard la distribucién
de iones alrededor de la particula por ejemplo coloides que serd el tema de la segunda parte
de esta tesis.

La ecuacién que rige el potencial en una regién del espacio ocupada por una distribucién
de particulas cargadas es la ecuacién de Poisson. Una teorfa cldsica para describir estos
sistemas corresponde a la teorfa de Poisson-Boltzmann que es una relacién que combina la
ecuacién de Poisson con la distribucién de Boltzmann de la siguiente manera, sea la
ecuacién de Poisson

Viy(r) = =24,

tal que y,py; y € corresponde al potencial, la densidad de carga y la constante de
permitividad del medio respectivamente y

Pet = z epszs8s (1),
s

donde ez;,p; y g sonlacarga electrénica y la velencia, la concentracién del bulto y

la funcién de distribucién de los iones de la especie s respectivamente. Si ademds
suponemos que la distribucién de particulas es proporcional al factor de Boltzmann, dado
que suponemos sistemas en equilibrio,

e_esszw(r)

que es la distribucién canénica.Entonces



Pel = zepszse—ezsm’(r)

S

que corresponde a la aproximacién de Poisson-Boltzmann.
este es el origen de la ecuacién de Poisson-Boltzmann.

Esta aproximacién supone que el potencial entre las particulas no s6lo depende de su
interaccién electrostitica sino ademds de efectos de configuracién de las partfculas
cargadas y las cargas se consideran sin tamafio, cosa que si toman en cuenta otras
aproximaciones como es la aproximacién HNC/MSA que toma en cuenta el tamafio de las
partfculas cargadas, y en el caso limite en que tienen radio cero, se reduce a la ecuacién de
PB. La aproximacién de HNC/MSA es m4s complicada pero a la vez m4s realista explica
mejor el fenémeno estudiado.En nuestro caso estas teorfas son aplicadas a un modelo de un
fluido en el cual se encuentra un electrodo inmerso en un electrolito como una particula
gigante con una geometrfa especifica. En este trabajo se estudian dos tipos de electrodos,
uno con una geometria cilindrica y otro con geometria esférica con constante dieléctrica
igual a la del electrolito. En cuanto al electrolito se considera un fluido continuo simétrico,
homogéneo donde el electrodo introduce una inhomogeneidad local en cierta regién del
espacio. Las particulas tienen interacciones de corto y de largo alcance que es conveniente
tomar en cuenta en la aproximacién mds simple posible, considerando adem4s
interacciones por pares de cuerpos usando la aproximacién de Ornstein-Zernike que serd
explicado m4s adelante, utilizando particulas en forma de esferas duras que tome en cuenta
estas interacciones. El estudio de estos sistemas parte inicialmente de modelos lo m4s
sencillos posibles. Aunque el modelo usado en nuestro caso es relativamente sencillo, los
cdlculos de las variables implicadas se complica de manera importante, recurriendo a la
ayuda de técnicas computacionales, que tambien tienen sus complicaciones en terminos de
capacidad y precision.



CAPITULO

1

Capilar Cilindrico

Los materiales porosos en contacto con fluidos han tomado gran importancia en los dltimos
afios!-234, En estos sistemas, la estructura del fluido confinado por el material poroso
determina un gran nimero de propiedades de estos materiales, como por ejemplo el
transporte del fluido a través de ellos. Sistemas particularmente relevantes son los fluidos
cargados, confinados en capilares de diversas geometrias. En esta tesis nos ocuparemos de
estudiar un modelo simple para el caso de una solucién electrolitica confinada por un poro
cargado de geometrfa cilindrica. Este modelo serd resuelto con la teorfa denominada
HNC/MSA (llamada asi por sus siglas en inglés de cadena hipertejida/aproximacién
esférica media). Como resultado de esta teorfa se obtendrd la distribucién de los iones
dentro del poro. En nuestro estudio consideraremos a la solucién electrolitica a través del
llamado modelo primitivo. Los resultados de nuestros cdlculos tedricos se comparardn con
los obtenidos, también por nosotros, con la ecuacién de Poisson-Boltzmann y con los
resultados del modelo canénico de Monte CarloS67. Estos dltimos nos fueron
generosamente proporcionados por el Profesor V. Vlachy, de la Universidad de Ljubljana.

En Bioquimica, Bioffsica y Quimica de coloides, un buen ndmero de sistemas pueden
modelarse como un capilar cilindrico cargado, inmerso en una solucién i6nica, por ejemplo
zeolitas, axones de neuronas, vasos capilares sanguineos, algunos tipos de microelectrodos,
etc. Para el caso de un fluido confinado por un poro, la configuracién de equilibrio
determinard la presién neta sobre la superficie interna del capilar y el flujo del electrolito a
través del poro. En la parte cercana a las paredes del poro cilindrico se forma una
distribucién inhomogenea de iones conocida como doble capa eléctrica (EDL, por sus
siglas en inglés). Esto es, el perfil de densidad de iones cerca de las paredes del poro
caracteriza a la EDL.

La teorfa mds simple para calcular perfiles de densidad de iones cerca de una superficie
cargada es proporcionada por la ecuacién de Poisson-Boltzmann (PB). Para geometria
cilindrica la ecuacién de PB tiene s6lo solucién analitica en su forma linealizadas. Sin
embargo, en su forma diferencial, la ecuacién de PB no lineal ha sido resuelta
numéricamente’ y varias aproximaciones semianaliticas se han propuesto anteriormente10,
En esta tesis nosotros resolveremos la versién integral de esta ecuacién. La versién integral
de la ecuacién de PB tiene varias ventajas y su deducci6n no es evidente. Esto es también
una contribucién de esta tesis. Esta ecuacién tiene algunas limitaciones, que discutiremos
m4s adelante. Una teorfa de mecdnica estadistica mds rigurosa es la de HNC/MSA para un
poro cilindrico, cuya derivacién estd basada en aplicaciones directas de la ecuacién de
Omstein-Zernike (OZ) para fluidos homogeneos, a través del llamado método directo!!12,
Para otras geometrias esta teorfa ya ha sido aplicada. Este es el caso de la distribucién de
iones cerca de una pared plana, cilindrica, esférica y entre dos placas planas
paralelas!314.15.16.17.1819 v comparada con resultados de simulaciones por computadora, con
muy buenos resultados.



1.1) Teoria

El equilibrio mecdnico estadistico de un fluido puede caracterizarse en términos de la
funcién de densidad de probabilidad de n particulas p(l,...,n). Esta funcién da la

probabilidad de encontrar una particula centradaen Ty con orientacién @1, otraen T con
orientacién ®s , ... etc. En su versién reducida esta funcién se expresa como

g(l,...,n)=p(1,...,n)/ pQ)...p(n)

En un niimero importante de fluidos sus moléculas, en promedio, no tienen una orientacién
preferente. Por lo tanto, en ausencia de campos externos, p(i) =p/Q, en donde p esla

densidad uniforme y Q= jdmi. Para un fluido de particulas con simetria esférica, éstas

no tienen una orientacién preferente por pares y g(12) coincide con la funcién promediada
en el 4ngulo de la variable escalar 1 =|f; —Tp|, asf

g(r) = J' p(12)dw da, / p2.

La funcién g(r) se llama a veces funcién de distribucién radial, y puede expresarse en
términos de una funcién h(12) de la siguiente manera g(12)=h(12)+1. A la funcién h(12) se
le conoce como la funcién de distribucién total.

El problema fundamental de la teorfa de liquidos en equilibrio es el de obtener la funcién
de distribucién g(r). Para esto se han desarrollado diversas teorfas. Dentro de éstas, quizds
la m4s intuitiva es la de Born-Green-Yvon?®. Esta teorfa se basa en un balance de fuerzas,
i.e., la fuerza de interaccién neta entre dos particulas del fluido es igual a la suma de la
interaccién de éstas en el vacio mds la interaccién entre ellas a través de las demds
particulas del fluido. El potencial neto o efectivo entre dos particulas del fluido, W(r), se
obtiene de la funcién de distribucién radial ya que

g(r) = exp(-BW(r)) (1)
Que ésto es correcto, es claro de la definicién formal de g(r), i.e.,
jexp(—BUN )dEypp..nn AN

J- exp(—BUN )d-fl ceee d—fN

)

en donde g(1,2,......,s) es la funcién de distribucién de s particulas y Uy es el potencial de
interaccién de las N particulas.. Es claro entonces que W(1,2,......8)) es el potencial de la

fuerza promedio entre las s particulas. Diferenciando la ecuacién (2) con respecto a r;, para
el caso de s=2, obtenemos



~KT9180,2) = 2127 1u(1.2) +p [ 80,2, 9T 3)Fs ©)

la ecuacién (3) forma parte de una jerarqufa y no puede resolverse a menos que se haga una
aproximacién para g(1,2,3). La aproximacién mds comin es la aproximacién de
superposicién de Kirkwood, i.e.,

g8(1,2,3) = g(1,2)g(1,3)g(2,3)

Sustituyendo la Ec. anterior en la Ec. (2) se obtiene
—kTVy1Ing(1,2) = Vqu(l,2) + pj £(1,3)g(2,3)V u(1,3)d7; @)

Esta ecuacién no da resultados satisfactorios en la descripcién del bulto de un ﬂuidb, denso,
sin embargo es una buena aproximacién para fluidos diluidos.

Otra forma de tratar el problema de los fluidos es a través de la ecuacién de OZ. Para un
sitema compuesto de moléculas de una séla especie, esta ecuacién estd dada por

h(12) = c(12) + J' c(1,3)p(3)h(23)d(3).

En donde h(12)=g(12)-1 es la funcién de distribucién total y c(r) es la funcién de
correlacién directa. Si el sistema es homogéneo e isotrépico la ecuacién de OZ se reduce a

h(r) = c(r) + pJ.c(l? — FDh(r’)dF’ )

Si el sistema tiene N particulas de las cuales N; particulas son de la especies 1, Na
particulas son de la especie 2, ....., Ny, particulas son de la especie n. Entonces,

0
2‘ N,

N=)>»N, y xy=x-
v=1

La estructura por pares de la mezcla estd determinada por %n(n+1) funciones de
correlacién total hvu(r) 0 por %n(n+1) funciones de correlacion directa cvu(r), los dos

conjuntos de funciones se unen por -%—n(n+1) ecuaciones acopladas representando una

generalizacién de la relacién de OZ. Si el sistema es homogéneo la generalizacién para un
fluido multicomponente es



' n
o (Fr2) = i)+ D, [ Gl (a3,
A=1
(6)

En donde gy, (r12) =hyy (r12) +1 es la funcién de distribucion radial para las particulas 1
y 2 de las especies Vv y W, respectivamente. C, (r13) es la funcién de correlacién directa
entre las particulas 1 y 3 de las especies A y W,y p; esladensidad de bulto de la
especie A .

Sin embargo, es claro que las ecs. (6) no forman un sistema de ecuaciones compléto, pues
tenemos el doble de incégnitas ( %n(n+1) funciones de correlacién total hvu(r) mds

%n(n+1) funciones de correlacién directa cvu(r) ) que de ecuaciones de OZ. Para resolver

el sistema de ecuaciones de OZ, en el pasado, se han propuesto diversas aproximaciones
para la funcién de correlacién directa.

Si una relacién aproximada entre h(1,2) y ¢(1,2) se acopla con la ecuacién de OZ se obtiene
un sisterma de ecuaciones integrales completo, aunque aproximado. Se han propuesto varias
paroximaciones para c(r), sin que haya una derivacién sélida que la justifique apriori, sf a
posteriori. Una de estas es la aproximacién de Percus-Yevick (PY):

o(r) = (1~ P )g(r) ©)
En términos de W(r), ec. (1), la ec. (7) se expresa como

c(r) - e‘BW(I) - e‘B[W(f)—U(r)]_ (8)

Desarrollando el segundo término exponencial en serie de Taylor y quedandose a primer
orden, de la ec. (8) se obtiene la aproximacién de cadena hipertejida (HNC) :

¢(r) = h(r) - Ing(r) — Bu(r) ®

La ecuacién de PY da buenos resultados para esferas duras, pero es menos satisfactoria
para potenciales de largo alcance. La teorfa HNC es en términos generales mejor que la de
PY y en particular es muy superior para potenciales Coulombianos..

La aproximacién esférica promedio (MSA) es una versién linealizada de la teorfa HNC.
Para potenciales moleculares efectivos que puedan expresarse al menos parcialmente en
términos de un potencial de esfera dura de radio R, se puede derivar esta aproximacién para

(r>R) . Si h(r) es pequeiia comparada con la unidad, entonces desarrollando en serie de
Taylor el Ing(r) =In[1+ h(r)] en la ec. (9) se obtiene

c(r) =-Bu(r), (r>R) (10)



que cuando se acopla con la condicién exacta g(r)=0, para r<R, y la ecuacién de OZ dala
ecuacion integral de MSA. A la ec. (10) se le conoce como la aproximacién de MSA para
c(r). Para esferas duras, MSA y PY son equivalentes.

1.1.1) Ecuacion de HNC/MSA para un cilindro

El sistema que nos interesa estudiar es aquel formado por una solucién electrolitica
confinada por un poro cilindrico cargado uniformemente. Debido a la existencia de carga
eléctrica, las fuerzas de Coulomb dominan en gran medida la estructura del electrolito. Se
ha demostrado en la literatura que un buen modelo para el estudio de este tipo de sistemas
donde se consideran fuerzas de largo alcance y de corto alcance es a través de llamado
modelo primitivo restringido (RPM, por sus siglas en inglés). E1 modelo primitivo
restringido considera a los iones de la solucién electrolitica como esferas duras con carga
ze, inmersos en un medio continuo de constante dieléctrica €, donde el potencial de una
pareja de iones se considera como:

,

u(ri2) =1
2
€°z, 2,
-——a_lz s rip>a

donde e es magnitud de la carga electrénica, z, y z ,la valencia de los iones de la especie k
y 1 respectivamente, a es el didmetro de los iones y ry la distancia entre los centros de las
particulas 1 y 2. Si las diferentes especies de los iones tuvieran diferentes radios tendriamos
al modelo primitivo. Sin embargo en nuestro caso los iones tienen igual didmetro, entonces
a nuestro modelo se le llama modelo primitivo “restringido™ ®. El sistema que se considera
es un electrolito en cuya estructura microscépica sobresalen su tamafio y su carga. En un
elecrolito binario sus valencias se pueden denotar por z, y zEl capilar o poro cilindrico es
de longitud infinita y grosor especifico finito, adem4s la pared del capilar se considera
rigida, con densidad de carga superficial uniforme sobre ambas caras del capilar, ver fig. 1.

Para un sistema multicomponente, la aproximacién de HNC est4 dada por
Cyp(T12) = hvu(i:lz)"lngvu(-le)-Buvu(-flz) (11)

Para un fluido uniforme de moléculas con simetria esférica la ecuacién (11) puede
escribirse como

Cyu(r) =hyy (1) = Ing,,, (r) - Puyy, (r) (12)

de tal manera que, como se dijo antes, linealizando el lado derecho de la ecuacién anterior,
In gvu(r) = hvu (r), se produce la aproximacién esférica media (MSA).

El capilar cilindrico tiene pared de grosor d, con densidades superficiales interna Cin ¥
externa Gy, uniformes; vea la figura 1. La distribuci6n de la doble capa eléctrica?! en la

7



interfase electrolito-sélido ha sido obtenida por diferentes autores para otros sistemas. Por
ejemplo la primera teorfa de doble capa eléctrica (EDL) fue para iones puntuales junto a
una superficie plana. Esta fue propuesta inicialmente por Gouy y Chapman?223, después
Debye-Hiickel?¢ la aplicaron a un sistema de iones puntuales en el bulto. Ambas teorias se
basan en la ec. de PB, en donde sélo se consideran las diferencias de simetria.
Posteriormente aparecen las teorfas para liquidos en el bulto con ecs. integrales como por
ejemplo Born-Green-Yvon? (BGY), Kirkwood?” (K), Modified Poisson-Boltzmann2425
(MPB), Hypernetted Chain?8» (HNC) y Percus-Yevick®% (PY) entre otros.

Las ecuaciones integrales para liquidos en campos externos se obtienen por diferentes
métodos. Bdsicamente son-tres, el de primeros principios (FPM), el asimptético (AM) y el
directo’!3l2 (DM). El FPM se basa en una rederivacién de alguna teoria existente para
liquidos en el bulto. Este método, si bien es general, es muy complicado de aplicar y con
resultados inciertos. E1 AM sdlo sirve para derivar ecuaciones patra fluidos en presencia de
campos externos de geometria plana, es matemdticamente elaborado y se basa en tomar el
limite de radio infinito y concentracién cero para una de las especies del fluido. E1 DM por
otra parte es extraordinariamente simple de utilizar y consiste en tomar el fluido constituido
por N particulas cargadas (n especies diferentes de iones) y una particula de geometria y
dimensiones apropiadas para modelar el campo externo deseado, de tal forma que el
sistema estd formado por N+1 particulas.

El potencial de interaccién total para las N+1 particulas puede expresarse como

N+1

U=Zuij (13)

i<j
donde uy; es el potencial de interaccién entre las particulas iy j.
La ecuacién de OZ para un fluido multicomponente homogéneo de n+1 especies es

n+l

hyj(r2) =cj(rp) + ZPljclj(r13)h1j(r 23)dT3 (14)
=1

Si en esta ecuacién para un fluido homogéneo de n+1 especies se toma el limite en el que la
concentracién de la especie que representa al campo externo, digamos la especie n+1,
tiende a cero, obtenemos una teoria para fluidos inhomogéneos. Después, se sustituye el
potencial de interaccién entre el iésimo i6n y el campo externo. Esto es, la ec. (14) se
reduce a

n
hyj(ry2) = ¢j5(rp2) + ZPIJ-CIj(rB)hlj (rz3)dr3

=1 (13)

en donde ahora la especie i representa al campo externo y el indice j va de 1 hasta n,
representando a las n especies iénicas. De la misma forma la aproximacién de HNC se
reduce a



cij(r12) = hjj(ri2) — In gjj(r12) — Puyj(ry2) (16)

En la ec. (16), uj(r12) es el potencial de interaccion de las moléculas del fluido de especie

j con el campo externo, denotado por i. De manera sintetizada y resumida, de las ecs. (15) y
(16), y después de un pequefio cambio de notacidn, la ecuacién de HNC para una solucién
iénica de n componentes confinada en un capilar cilindrico es

n
gij x)= exp —ﬁuij(x) + zplj.hll(y)clj (s)dV a7
1=1

En donde el indice i representa, en nuestro caso, al capilar cargado y j a los iones dentro del
capilar, x es la distancia del centro del capilar a la particula 2, t es el radio interno del
capilar y s es la distancia de entre las particulas 2 y 3; dV (=df;) se expresa en

coordenadas cilindricas (ver fig.1).

Si en la ecuacion (17) se usa la aproximacién HNC para cj(s) se obtiene la ecuacién

HNC/HNC. si se usa la aproximacién esférica media (MSA), ec.(10) se obtiene la ecuacién
HNC/MSA, ie.,:

n n
gij(x) =exp —Buij + z pljhil (y)cg(s)dv + 2 z]szIJ‘ hy (y)cd (s)dv
1=1 I=1

L 2
—ZE‘:—-ZjZIJ'hil(y)%dV X (18)
I=1

Esta ecuacién se aplica en ambos lados del cilindro, es decir dentro del capilar y por fuera
de éste, al electrolito alrededor del cilindro. En la ec. (18), empleando la aproximacién

esférica media, la funcién de correlacién directa ¢ il (s) esx

822
520 (19)

cji(s) =cg(s) + zjzlcff (s)—

cuyo dltimo término corresponde a una interaccién coulombiana y donde cg(s) y czr (s)

corresponden a una interaccién de corto alcance y una interaccién de alcance intermedio
(short range) respectivamente y estdn dados por

C4(8) =—c1 —6¢ps ——%—nqsz ; 8<0 (20)
e? 2.2
car(s)=-€-§{1-lljr—55+(—ll;—é)—2} ; 550 (1)



tal que para s>a , Cg(S) = CZ’(S) =0 donde n es la densidad reducida del bulto y estd
dada por

n
n=gma’) pr. (223)
I=1
_ a+2m)’ 29b
1 (1_,“)4 ’ ( )
__+gm)’
2=~ (22¢)
3=, (22d)
a
Fa:——21—+% 1+ 2ka, (22¢)
2 _ 4nBe’ )
T
K2 =2 N o (226)
=1
Definiendo
n
Pis(y) = zplhn(}’), (23a)
1=1
n
Pia(y)= Y prziha(y), (23b)
1=1

de la ec. (18) se obtiene

2 .
(0 = exp{ —Bu () + [ g (Ipis(1dv +7; [ F ©pra v+ [Lpsy )dv
] ) ]

(24)

Como ya se dijo, la ec. (24) es la ecuacién de HNC/MSA y se ha demostrado en otros
trabajos, sobre doble capa eléctrica y electrolito en el bulto, que en general es mejor que la
de HNC/HNC, ver la referencia (29). En cuanto al potencial electrostatico, éste dependerd
de la zona en que nos encontremos, dentro o fuera del cilindro, de tal manera que la
interaccién capilar-i6n se obtiene usando la ley de gauss y aplicando las condiciones de
frontera. El potencial de interaccién del ién-cilindro es

4rez;

dnez.
u3(x) =—— [tci +(t+ d)oout]lnx s

g

Gout[t0; + (1 +d)O gy |In e,
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(25)
para x2t+d donde el término Inee se cancela mds adelante y
4mez, 4nez.
(%) = =—[t03y + (t + )Gy JInt - T Gy (t + d) In(LE)

4mez f

t—

[to1n + (t+ d)O gy | Inco, (26)

para 0 < x <t dondeel término Ineo se cancela mds adelante.
Definiendo

Io= [ v, @

y reescribiendo en coordenadas cilindricas :

o0

oo 2r
Iy = | piq(y)yd Id j dz : 28
0 Jpld(y)y y | do \/;2+x2+y2-2xycoscp (28
0 0 —oo
obteniendose;
r I x2+y2+lx2—y2’
I, =4nlnmjdyypid(y)—2njdyym ———— Pidy) (29)
0 0
donde

J. = & =In[z+\/zz+x2+y2—2xycos¢J.
\/z'+x2+y2—2xycos¢

Combinando las ecs.(24), (25), (26), (29) , la ec. (All) del apéndice A y usando
expresiones del apéndice B parac,(s) y cj (s) ,entonces

4nBe’z;
gij(x) = exp{—-%—’[toin +(t+d)Ooy JInx +

[xeypiy+a®+  [Leuypiaay+
t+d+a/2 t+d+a/2

2aBe? T [ eyelcioy?
T fln[ 2! | yPia(y)dy ¢, (30)
0
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para t+d+ Sx<oo y

2

gij(x) = exp{4nﬂ: - [[tcin +(t+d)Ogy | Int + (¢ +d) Ty ln[‘—’;—‘l]] +

[Reuypswiy+ A4 [Loypigrey+
t+d+a/2 t+d+a/2

2 'w X
e ln[x o 'Jypmy)dy}, e
) )

<x<t+2
para 0sx<t+5

en donde los términos que contienen In oo se cancelan exdctamente. Puede observarse que
la estructura del electrolito dentro y fuera del poro estdn acopladas por el dltimo término en
la exponencial de las ecs. (30) y (31). El acoplamiento ocurre porque la densidad de carga
sobre la superficie interna del poro puede no ser exactamente neutralizada por el exceso de
contraiones en la doble capa eléctrica cercana a ésta. Debe cumplirse que las densidades de
carga sobre ¢l interior y el exterior de la superficie del poro estén balanceadas por el exceso
de contraiones en ambas capas, condicién de electroneutralidad. Si la electroneutralidad se
mantiene independientemente en ambas superficies del poro, entonces las ecuaciones no
quedan acopladas. Este es el caso cuando sobre las paredes del cilindro se fija el potencial
electrostdtico y no la carga superficial. Este es el caso que nos ocupard en esta tesis. Asf,
resumiendo, la ecuacién que se va a utilizar, para la funcién de distribucién del perfil de

densidad en la regién x2t+d+3 es;

gij(x) = expi —ePzj@, + j K(x, y)pis(y)dy +2; j' L' (x,y)pia ()dy + AR {,

t+d+a/2 t+d+a/2
(32)
ypara 0<x<t-35;
t—a/2 t—a/2
85(x) =expi-eBriwo + | Kxypu)dy+7 [Luypiaydy+ A},
(33)

donde:
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t+d+a
Ax)=—p _[ch,y)dy ,
t

x>t+d+a/2

x+d+a
A'(x)=-p J.K(x,y)dy.., O>t+a/2
t

(f(x,y) y<x-a
Kx,y)={L(x,y)+1f(x,y) x-a<y<x+a
f(x,y) y>x+a
(f(x,y) y<x-a
" L(x,y) +f(x, x-asy<x+a

Liry)=] T Y
f(x,y) y>x+a
(£ (x,y) y<x-a

: L(x,y)+f'(x, —asy<x+a

R e
f'(x,y) y>x+a

2

2x%y

2(, 2,02 )2 2
Fxy) = 2758'332 ylnl:(t+d) (x +y +lx y D:l

, 2nBe? x2+y2+x2--y2
£ (x,y) = 228 yln[ 2t'2 |

Si se toma el limite en que los iones son puntuales, la ecuacién HNC/MSA se reduce a la
ecuacién no lineal de Poisson-Boltzmann. En este limite AX)=A'(x)=K(x,y)=L(x,y)=0
entonces la Ec. (32) se reduce a

13



g;j(x) = exp{ —ePz;{ pg + 22 Jlﬂ ypxd(}’)dy +

L t+d+3

oo
d

4re

42 | n] g ypia)dy (34)

X

para t+d+-az-_<_XS°°

y la ec. (33) se reduce a

gij(x) = exp{ —efz; W+‘“‘°I1n yPia(y)dy |+

0
-3
e f tn[£|ypia(y)dy., (35)
para 0<x<t-%
donde
oo =2 [In(tthypiq(y)ay, (36)
t+d+3
y o =2 (t+d)Inflg] + 42 Jln )ypld(y)dy, 37
t+d+3

combinando las ecs. (A6), (A9) y (34) y las ecs. (A19) y (35) se llega a que

gij(x) = {-ePz;w(x)}, (38)

que es la ec. integral de PB no lineal y es para ambas regiones. El exceso de carga por
unidad de area adsorbida por la superficie interior del cilindro se define como

t—a/2

qp =2ubn f [2im (%) - Lxdx, (39)
0
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1.1.2) Método Numérico

Las expresiones para los perfiles de densidad reducida (g(r)) son ecuaciones integrales no
lineales y su solucién requiere del uso de métodos numéricos,. Aqui se utiliza el método de
elemento finito? (MEF) en la versién de colocacién, que tiene ciertas ventajas3+35. Este
consiste en reducir un sistema de ecuaciones integrales o diferenciales no lineales a un
sistema de ecuaciones algebraicas no lineales, mediante la divisién del dominio en un
conjunto de subdominios o “elementos” elegidos convenientemente, por ensayo y error. La
versién de colocacién'que serd explicado con mds detalle mds adelante consiste en
seleccionar M puntos x; en un dominio D. La idea principal es que las funciones pueden ser
representadas en términos de funciones base definidas por pedazos sobre subregiones del
dominio llamados elementos finitos y en cada uno de estos subdominios la funcién base
toma una forma sencilla como son polinomios de segundo orden en nuestro caso. Después
de obtener las ecuaciones algebraicas no lineales se aplica algiin método para sistemas no
lineales. Como de las condiciones generales del problema se espera que los perfiles de
densidad tengan mds estructura en las inmediaciones de la pared del capilar y que conforme
nos alejemos de ellas h; (x) tiende a cero o equivalentemente g;(x) tiende a 1, se construye
una malla en que los elementos finitos en las vecindades de la pared sean mis y de menor
tamafio que los correspondientes a distancias lejanas. El dominio de g; (x) o' hy(x) es no

acotado en el exterior del capilar. (t+d +% <x <) . En la parte interior del capilar , el

dominio de g;(x) estd acotadoen 0<x< t—% , y se divide en los intervalos que sean

necesarios. Como las regiones interna y externa del poro son independientes, el grosor
d=R;,-R, , es irrelevante (pues el potencial es el mismo tanto adentro como afuera del poro).

El algoritmo del MEF para la solucién numérica de las ecs. HNC/MSA y PB genera un
sistema de ecuaciones algebraicas en el espacio real. El método de Galerkin es un caso
particular del método de residuos pesados, esta forma mds general es a la vez una técnica
numérica aplicada a la solucién de ecuaciones diferenciales e integrales. Estos residuos
estdn relacionados con la teorfa de 4lgebra lineal de operadores y espacios vectoriales de
funciones propias y valores propios. Supongase que queremos resolver la ecuacién
siguiente

Lu(x) = f(x), (40)

definida sobre un dominio acotado, donde L es un operador (puede ser diferencial o
integral por ejemplo) que actiia sobre una cierta funcién u(x) y f(x) es una funcién dada.La
funcién u(x) puede expresarse como

u =Y cifi(x) 41)
i=1

que es una combinacién lineal de una base completa {¢1(X)} de funciones linealmente

independientes, que satisfagan las condiciones de frontera del problema. Si se construye
una funcién u’(x) aproximada como una combinacién lineal de las funciones base de tal
que

m
wd(x) = ) ci(x)0;x) , (42)

1
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donde el sobreindice a indica una aproximacion, entonces

L (x)-f(x)#0, (43)

podemos definir un residuo R(x) como la diferencia anterior ,

Lu’(x)-f(x) =R(x) , “4)

donde R(x) es diferente de cero en general; si la funcién de prueba fuera la solucién exacta
u(x), entonces el residuo serfa cero, tal que se debe cumplir

jR(x)¢j (x)dx =0, @

para i=1,....m . Las funciones ¢;(x) estdn definidas por pedazos sobre la malla de elemento

finito. La condicién anterior estd relacionada con la ortogonalidad de funciones en un
subespacio de dimensién m. Las m condiciones expresadas en la ecuacién anterior nos
dicen que el residual es cero en el subespacio de dimensién m. En los preocesos de
aproximacién numérica la funcién de prueba estd expresada en términos de un conjunto de
funciones base y los coeficientes de las funciones base en la expresién estdn relacionadas
por la ejecucién de algin esquema para reducir una medida del error de la aproximacién. El
método de residuos pesados consiste en pedir que el residuo se anule en promedio, de
donde se obtienen m ecuaciones junto con las condiciones de frontera para obtener las

incégnitas  cy..que son aproximaciones de los valores de la funci6n solucién h;(x)
evaluados en los nodos de los elementos. A los puntos que marcan la divisién de la
particién se les llama nodos, a las divisiones, elementos y al conjunto malla. E1 método de
residuos pesados provee un criterio para minimizar las funciones residuales.; en la versién
de colocacién de este método los residuales se reducen a cero en los nodos de los
elementos, con

J-R(x)S(x -xdx =0,

i=1,....m

en donde &(x—x)) es la funcién Delta de Dirac y x; es el valor de x en el nodo L

Generalmente se usan funciones base sencillas, por ejemplo definidas por pedazos
(continuas por pedazos), donde un pedazo es un elemento de la malla y que estas funciones

sean tales que los coeficientes c¢; que definen u’(x) coincidan con los valores de la

solucién exacta en los nodos; se seleccionan funciones base cuadriticas en nuestro caso,
proponiendo un polinimio de segundo orden para cada elemento y definiendo un punto
auxiliar dentro del elemento de que se trata, con el objeto de poder evaluar las tres
constantes que aparecen en un polinomio de este tipo (P(x)=Ax+Bx+c). Es mids

conveniente usar una coordenada local &3, como

& — 2X—xi—xd
XXy
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donde x; y x, representan las posiciones del nodo izquierdo y derecho, respectivamente,
que dividen al elemento finito elegido, donde las funciones base*® son

& =1gE-1)
0y (8)=1-¢2

03(8) =18(+1)
para & e[-1,1]. La aproximacién u’(x) para la ec.(40) puede obtenerse con las condiciones
de la ec.(45) para determinar las constantes {ci}. Tomando la ecuacién integral de gij(x)
escrita para hij(x) = gij(x)+1 y considerando que hij(x) = h'ij (x). El uso especifico de
este métod.o se aplica a una ecuacién integral para la funcién h(x) dada como

1+h(x)- exp{W(x) + J.oIo((x,t)h(t)dt} =0, (46)
0

en donde W(x) y K(x,t) son funciones dadas y h(x) tiende a cero cuando x tiende a infinito.
Si h’se expresa de una manera general

m
h'(x)= Y ci0j(x) @7)
j=1
entonces
Rx)=1+h'(x)- exp{W(x) + Jelo((x, t)h’ (t)dt} , (48)
0
o tambien,
m o m
RGO =1+ ) ¢j0j(0) —expl W0 + jo K(x,0 Y ejpj(xdtt, (49)
=1 =1

para este caso especial , las condiciones de ortogonalidad del residuo con las funciones base
son

j d; (x)dx + Ec i j 0;(x)0; (x)dx j E(x:{c o (x)dx =0, (50)
0 1 0 0
tal que i=1,..my E(x;{cy}) estd definido como
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m o0
E(x;{ck }) = exps W(x) + ZCB Jo K(x,0)0p(t)dt (51)
B=1

ademds usando la aproximacién de Swartz-Wendroff* para conocer mis eficientemente los
coeficientes ¢; , que consiste en suponer que

=1

m
E(afex )= D ej({e )by (52)
en donde los nuevos coeficientes e;({cy }) son los valores de la funcién E(x;{cy}) enlos
nodos; tal que ¢;(xy) =8y , es decir vale 1 en el nodo y cero fuera de este dicho de otra
manera vale 1 en el nodo que define el elemento en donde la i-ésima funcién es diferente
de cero.Es importante remarcar que las funciones {q)i(x)} son diferentes de cero sélo
dentro de pequefios subdominios o elementos limitados por los nodos en el dominio total.
Las funciones {q)i(x)} se tomaron de forma cuadrdtica de Lagrange para este caso Dado

que en la ec.(46) se cumple que h(x) tiende a cero cuando x tiende a infinito, el intervalo de
solucién se da como 0 <x<xp,, en donde xp,, se determina por medio de ensayo y

error tal que h’'(xpa,) =0. Después de estas consideraciones la ecuacién (50) puede
escribirse as{

J.(pi(x)dx + Z[Cj -¢j ({ck })] J¢j(x)¢i (x)dx =0, (53)
0 =1 0
con
m
A+ D [es-e({ecd)Bs =o. 54
=1
y
m Ximax
e; ({ck}) = exp W(xj) +Ecﬁj0K(xj’t)¢B (t)ydtp , (55)
B=1
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xmax
A= J(bi(x)dx
0
(56)

xrmx
Bj= J.q>j (x); (x)dx
0

Una vez elegidas las funciones base las ecuaciones de los coeficientes ¢; pueden ser

resueltas mediante el algoritmo de Newton_Raphson para sistemas no lineales
reduciendose a un sistema lineal, que se resuelve por el método de eliminacién
Gaussiana¥-, -
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1.2) Resultados obtenidos y discusidn.

Las figuras numeradas de la 2 a la 23 contienen resultados obtenidos para soluciones de
sales simétricas (1:1 y 2:2) de la funcién de distribucién g, potencial electrostdtico medio
v y densidad de carga ¢ . En ellas se varian los potenciales superficiales y radios del
cilindro, como funcién de la distacia radial de la pared inerna del cilindro a un punto dentro
de éste; para varias concentraciones del electrolito. Todos los cdlculos fueron hechos con
un coeficiente dieléctrico €=78.5, temperatura T=298 K y didmetro de los iones a=4.254,
a excepcién de aquellos que aparecen en la figura 11 en la cual nuestros datos se comparan
con resultados de MC obtenidos con a=4.2A

Los perfiles de densidad de un electrolito 1:1, como funci6én de la distancia a la superficie
del cilindro, estdn dados en las figuras 2 y 3. Los perfiles de densidad estdn trazados en
funcién de la distancia a la superficie del cilindro, en vez de la distacia al eje del cilindro,
por razones de conveniencia. Todas las grificas de perfil de densidad y perfil de potencial
electrostdtico medio usan esta convencién.

En las figuras de perfiles de densidad, en general puede observarse que el perfil de
densidad del contraién de HNC/MSA estd arriba de los resultados de PB en el contacto
(x=a/2) y los cruzan en aproximadamente un didmetro iénico de la superficie. La misma
situacién se observa en otros estudios de EDL para planos, cilindros y esferas.El
cruzamiento de las curvas de HNC/MSA y PB ocurre entre dos y tres radios i6nicos de la
pared, causado probablemente por la dificultad de formar una segunda capa de contraiones
de esfera dura cargada préxima a la pared. Esto no es problema para iones puntuales. Para
una pared con un potencial sobre la superficie dado, el valor de contacto de los contraiones
de la ecuacién de HNC/MSA es en general mayor que los correspondientes a PB, debido a
la contribucién del potencial de interaccién de la esfera dura con la pared. Se espera que
estos dos efectos jueguen un papel mds relevante para el cilindro que para dos placas
paralelas (ranura rectangular) y otros sistemas simples de EDL. En la figura 7 obsérvese
que para un electrolito 2:2 (0.5M) confinado por un poro muy pequefio y altamente
cargado, el efecto anterior se invierte y el nimero de contraiones de contacto es mds bajo
que PB. Lo contrario se ve en la fig.8 para los coiones. Esto implica que aqui el campo
eléctrico en la pared es débil.

La comparacién de las figuras 2 y 3 con las figuras 5 y 6 de la referencia 10, donde
pardmetros iguales son aplicados a la geometrfa de placas paralelas, muestra que el efecto
de la interaccién de la doble capa es amplificado en la geometria cilindrica. Para
HNC/MSA y PB la cantidad de los contraiones de contacto en el cilindro es mucho mayor
que para geometria de placas paralelas. Esta es una conducta contraria a la observada para
el electrolito fuera del cilindro cargado, donde los contraiones de contacto estdn abajo de
los resultados correspondientes a doble capa en superficies planas® (PDL) este ascenso en
el valor de los contraiones de contacto en el caso de HNC/MSA podria ser en parte por el
hecho de que en la geometria cilindrica la interaccién entre el poro y la esfera dura es més
importante. Por otro lado, en ambos casos de HNC/MSA y PB, debido a las diferencias
geométricas entre la ranura entre dos placas y el poro, hay menos contraiones por unidad de
drea de superficie cargada en el cilindro, principalmente a potenciales altos; esto aparece en
la fig. 4, donde se muestra el perfil del potencial electrostdtico medio para los mismos
pardmetros de las figs. 2 y 3 (ver fig7 de ref. 17 al final del apéndice). El potencial
electrostitico medio (MEP) en el contacto, determinard mayormente el nimero de
contraiones de contacto, es mayor para la geometria cilindrica que para la ranura
correspondiente .
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Como la funcién de distribucién de contraiones estd relacionada con el potencial de la
fuerza media entre el cilindro y el i6n se puede ver que los contraiones en la superficie
serdn mucho m4s dificiles de mantener en el poro cilindrico cargado que en una ranura al
mismo potencial. El perfil de densidad de coiones trazado en la fig. 3 muestra grandes
cambios en la estructura de los coiones con el incremento del tamaiio del cilindro. Aunque
la misma conducta general se ve en un poro en forma de ranura, el cambio en el perfil de
densidad con el tamafio del poro es mds grande para el cilindro. Otra diferencia observada

en poros pequefios es que en la funcién de distribucién para 1=4a, ¢l coi6n es excluido en
un factor de dos a tres veces mds fuertemente en el cilindro que en la ranura. En esta
separacién la distribucién de coiones HNC/MSA de las placas o ranura asciende alrededor
de su correspondiente valor en PB cerca del centro del poro de ranura, pero para el cilindro
permanece abajo de la prediccién de PB. Otra semejanza es el factor de volumen excluido
dado que el cambio en el volumen apropiado de los coiones, como el aumento del tamafio
del poro cambia para las dos geometrias. Para esta concentracién de electrolito alta, el
tamafio del cilindro no tiene mucho mds aumento hasta que la doble capa ¢cesa de
sobreponerse (cuando existe electrolito de bulto esencialmente en el centro del poro). Esto
se muestra en la fig. 4 , donde el potencial electrostdtico medio estd trazado en un intervalo
de didmetros de cilindro. Para didmetros del cilindro mayores que S5a el MEP cambia de
signo y baja de cero a una distancia intermedia de la superficie, éste es un resultado que no
puede ser predicho con PB y que ha sido observado en ecuaciones integrales previas, con
funcionales de densidad*+4 y estudios de MC de EDL3%-%,

Los resultados de electrolitos simétricos divalentes se presentan en las figuras de la 5 ala 8,
la funcién de distribucién de contraiones divalentes de HNC/MSA para la solucién diluida
(c=0.005M), estd lejos de su correspondiente resultado de PB a distancias pequeiias de la
superficie pero para poros suficientemente grandes, se cruzan a distancias intermedias y los
valores de PB permanecen abajo de HNC/MSA y convergen al valor del bulto; lo opuesto
se ve en la fig.6 para los coiones. Sin embargo, el cruzamiento de las curvas de PB y
HNC/MSA ocurren para poros mds anchos, esto es un efecto de la concentracién. La
sitnacién es mds compleja para el electrolito divalente (2:2) de concentracién 0.5M
mostrada en las graficas 7 a 9. En este caso los coiones aumentan tanto como si fuera otra
capa, es decir, los contraiones tienen alta concentracién a pequeiias distancias de la
superficie, pero los coiones tienen alta concentracién a distancias intermedias. El efecto
anterior se ve mds claramente para el caso de T=4a, donde la concentracién de coiones es
50% mayor que la concentracién de contraiones en el centro del poro y ademds 50%
mayor que el valor de coiones en el bulto. El incremento de concentracién de coiones para
electrolitos con 2:2 se ha observado por Vlachy y sus colaboradores en sus calculos de
MC#4 . Obsérvese que para t=2a se observa una conducta diferente. En la fig.9 el MEP a
trav€s del poro es trazado para el caso de potencial de 50mV, concentracién de 0.5M y
cargas 2:2, tanto para HNC/MSA como para PB. Existen diferencias grandes entre estos
resultados, donde para algunos radios el potencial cambia de signo respecto de la superficie
del cilindro.

Los resultados para didmetros del poro intermedios (de 2A - 5A aproximadamente)
muestran que para algunos valores de T la mayoria de los poros tienen un MEP que es
opuesto en signo al potencial en la superficie; no sélo las curvas de HNC/MSA y PB
muestran gran diferencia, ademds no siguen el mismo orden en el grupo de didmetros del
poro (ver fig.4 ref 39). El mismo tipo de conducta se observa para dos placas pero en menor
proporcién. En las figuras 10 y 11 se comparan tres teorias, la ecuacién de HNC/MSA |, la
ecuacién de PB y resultados de MC proporcionados por Jannik y Vlachy* ; puesto que la
estructura microscépica del electrolito cerca de una superficie cargada experimentalmente
no es accesible entonces los cdlculos de MC sirven como datos comparativos de la torfa de
doble capa, porque las simulaciones de MC dan esencialmente datos exactos para este
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modelo, con la condicién de densidad de carga superficial constante. Esto se hace para
varios potenciales superficiales en las teorfas HNC/MSA y PB hasta que coincide con los
resultados de MC desde luego con las mismas condiciones en todas las teorfas. En la fig.10
se presentan resultados de las funciones de distribucién de coiones y contraiones en el
electrolito monovalente (1:1). El radio del cilindro es 22.125 A; y se observa que
generalmente las teorfas PB y HNC/MSA van de acuerdo para electrolitos 1:1 diluidos (de
menor molaridad) observdndose s6lo pequefias diferencias. Obsérvese que HNC/MSA
coincide bien con MC en los contraiones mientras que con PB tiene pequefias
discrepancias. En 1a fig.11 hay un caso de electrolito divalente (2:2), con radio 22.1A y
densidad de carga igual al correspondiente de 1:1; en este caso la comparacién con MC no
es muy buena (existen discrepancias), las teorfas de PB y HNC/MSA estdn por abajo de la
teorfa de MC, en el caso de los coiones a distancias intermedias (2A a §
aproximadamente). Pero la teorfa de HNC/MSA coincide mds con MC que PB,
especialmente en la distribucién de contraiones. A distancias pequefias (cercanas a la
superficie) los resultdos de HNC/MSA estdn arriba de PB para los contraiones 'y estin
abajo a distancias grandes (mayores de 6 A aproximadamente.). En la fig.12 se tiene la
grifica de la densidad de carga en la superficie interior del cilindro en funcién del radio del
capilar, para diferentes electrolitos 1:1. Se observa que para PB las curvas son monot6nicas
y para HNC/MSA no lo son, mostrando una dependencia con el radio del cilindro que se
manifiesta m4s cuando el electrolito es mds diluido. Si se compara esta figura con la fig 9
de la referencia 17 (estudio de placas paralelas con HNC, al final del apéndice), muestra
que la geometria cilindrica aumenta el efecto de doble capa.

Las figuras 13 y 14 presentan las gréficas del potencial a la distancia de minimo
acercamiento de los iones como una funcién de la densidad de carga en la superficie. A esta

cantidad frecuentemente se le llama potencial de Helmholtz o potencial { y es importante
en el estudio de los fendmenos electrocinéticos. Las sales en ambos casos son de
0.01M,1:1, los didmetros de los capilares son 17A y 8.5A respectivamente. Las lineas
continua y cortada corresponden a resultados del cilindro de HNC/MSA y PB,
respectivamente. Los puntos grandes y cruces son resultados para un poro de dos placas
planas para HNC/MSA y PB respectivamente. Ademds corresponde a un poro pequefio y se
vé que las diferencias en ambas teorfas se acentian un poco en este electrolito 1:1 diluido,
en donde se espera que la teorfa de PB sea aplicable. Se notan diferencias cualitativas con

HNC/MSA vy el potencial { puede conducir a errores grandes. Si el electrolito es mds
concentrado, como 2:2, los errores serfan mayores. Las diferencias son mayores en el
cilindro que en dos placas. La curvatura de la gréfica correspondiente a HNC/MSA en el
cilindro es mucho mayor que para su equivalente de dos placas, véase ref.39, la curvatura
aumenta cuando la concentracién del electrolito aumenta dentro del capilar.

Otro pardmetro analizado en el capilar es la concentracién promedio de iones dentro de
éste. En las figs. 15 y 16 se presentan las graficas de la concentracién promedio de coiones
y contraiones dentro del capilar como funcién del tamaifio del capilar, para 1.0M en el bulto
del electrolito, con diferentes potenciales superficiales. En general se observa mds
concentracién de contraiones para HNC/MSA que para PB y viceversa para coiones. Las
diferencias aumentan a mayor potencial y radios del capilar entre un poco m4s de uno y
treinta radios i6nicos; se observa que la concentracién del electrolito dentro del cilindro
serd mayor que la de dos placas pero para poros mds pequefios! (ver ref.39). Para capilares
muy pequeiios se ve que es mds dificil tener contraiones acomodados dentro del poro.

En las figs. 17 y 18 se presentan los resultados similares a las dos graficas anteriores pero
para 2:2, y dos diferentes electrolitos; para el caso (a) se tiene 0.005M y 70 mV y (b) 0.5M
y 50 mV, se observa que los valores para coiones son menores en HNC/MSA que para su
correspondiente resultado de PB para poros pequeifios, mientras que para poros grandes es
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al revés en el caso (b), y en el caso (a) las diferencias son muy pequefias pero también
ocurre lo anterior. En el caso de 1:1 los coiones son menores para todos los didmetros. En
la fig.17 es muy marcada la diferencia en en los dos casos para las dos teorias. Es decir,
para el caso mds diluido hay diferencias entre las dos teorias para poros de tamaiio
intermedio. La fig. 19 muestra una gréfica similar a las 4 anteriores pero manteniendo fija
la molaridad 0.005M para un electrolito 2:2, para los contraiones. Al aumentar el potencial
en la superficie el perfil de los coiones tienen cambios minimos, por este motivo no se
presentan. Sin embargo para los contraiones se observa una fuerte dependencia con el
potencial en ambas teorias.

En la teorfa de Gouy-Chapman de la EDL se determina la presi6n neta sobre la superficie
interna del cilindro por la presién ideal kTpg(0). En esta teorfa pg(0) es determinada de la

ecuacién de PB a partir de g, el potencial electrostdtico en el centro del capilar. Aunque
este método para calcular la presién neta es aproximado, se presentan las grificas de
p(0) / p(bulto) en funcién de el radio del cilindro (t(a/2)) y de W en funcién de t(a/2), para
un electrolito 1:1 con 0.01M, para varios potenciales en la superficie. La figura 20 muestra
que la teorfa de PB mantiene un comportamiento monotdnico, a diferencia de los resultados
de HNC/MSA. Para potenciales bajos las teorfas coinciden. Para potenciales mayores hay
un pico hacia abajo para radios del poro intermedios y pequefios, y crece bastante para
radios del capilar ultrafinos, pudlendo ser un intervalo de exclusién de los iones. En la
figura 21 se observa en la misma regién esta conducta, para la densidad y en donde
HNC/MSA tiene un pico hacia abajo, en la fig. 20, en esta grdfica hay un incremento muy
pronunciado en la densidad.

Por dltimo en las figuras 22 y 23 se presentan resultados de la adsorcion de carga negativa
y positiva, g- y g+, como funcién del tamaiio del cilindro, donde se comparan las teorias de
PB y HNC/MSA para las dos geometrias de dos placas planas y cilindrica; la linea continua
y cortada corresponden al cilindro para HNC/MSA y PB respectivamente y los puntos y las
cruces para las dos placas planas de HNC/MSA y PB respectivamente. En la fig.22 se tiene
un electrolito 1:1 con 1.0M con un potencial en la superficie de 105 mV. En este caso el
nimero de contraiones por unidad de area de superficie cargada es mds bajo para geometria
cilindrica, observese que el volumen por unidad de 4rea decrece mds rdpidamente en el
cilindro que en las dos placas, esto conduce a muchas diferencias como en el caso de los
contraiones para HNC/MSA y PB. Para el cilindro, en ambas teorfas, los contraiones de
adsorcién son decrecientes siempre con el tamafio del poro y en las dos placas es al
contrario. Para el caso de 0.005M, 2:2 de la fig.23, se observa el decrecimiento de
adsorcién de contraiones con la disminucién del tamafio para el caso del cilindro, mientras
que la adsorcién en la geometrfa de dos placas con HNC/MSA se mantiene relativamente
constante para t mayor de 2a. En las dos figuras, pero mds claramente en la fig.22, puede
verse que la adsorcién de coiones es mayor para el cilindro que para las dos placas.
Ademds, se observa que la adsorcién es funcién del tamafio del poro, de la geometria, de la
composicién del electrolito y del potencial en la superficie.
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1.3) Conclusiones.

La comparacién de las dos geometrias (dos placas planas y cilindrica) es relativa pero ftil,
aunque para dos placas planas hay bastantes estudios mientras que para el cilindro.y en
particular en el interior de un cilindro hay muy pocos resultados donde se han usado casi
exclusivamente la teorfa de PB y datos de MC (ref. 7). La concordancia de HNC/MSA con
MC en los resultados es buena. La concordancia de HNC/MSA y PB depende del potencial
en la superficie y la composici6n del electrolito. Para todos los potenciales en electrolitos
1:1 diluidos y capilares de tamafio intermedio hay buen acuerdo entre PB Y HNC/MSA. El
radio del cilindro es un pardmetro que muestra que, para poros pequefios es grande la
interacci6n de la doble capa eléctrica. La teoria de PB para el cilindro no parece muy
adecuada para este modelo de esferas con un cierto radio, ademds no tiene mucha
concordancia con la teorfa de MC (ref. 7).

Se observan, al comparar poros planos y cilindricos, diferentes conductas. Como el niimero
de contraiones por unidad de area de la superficie cargada es menor en el cilindro, se

encuentran potenciales { mds grandes, la densidad de contraiones de contacto es mayor y
mds fuerte atraccién de los contraiones a la superficie del cilindro. Aunque el ndmero de
contraiones por unidad de area cargada es menor en el cilindro, la concentracién promedio
es mds alta que en las dos placas. Estos resultados probablemente tienen alguna relacién
con resultados experimentales de sales con paredes cilindricas delgadas que dependan de la
valencia del contraién®. Se puede observar que el tamafio, la concentracién y la carga de
los contraiones, asi como la geometria del poro, son factores que determinan la estructura
de la doble capa eléctrica. El potencial a la distancia de m4ximo acercamiento, a densidad
de carga fija, es una funcién monoténica del inverso del radio del cilindro R-! en la teorfa
de PB. Esto no es necesariamente el caso en HNC/MSA. Los efectos que se observan sélo
en poros de dos placas muy cercanas, se ven en poros cilindricos de didmetros intermedios.
Las teorfas de HNC/MSA y PB difieren para radios del poro m4s grandes en un electrolito
divalente diluido que en un electrolito monovalente diluido, donde nuestros resultados han
mostrado diferencias importantes para radios mds pequefios. El tamafio, la concentracién, la
carga del contraion, asi como la geometria de la pared, el tamafio y la carga del poro son
factores que determinan dominantemente las propiedades del poro. Otra cantidad de interés
que depende de la estructura del electrolito en el poro es la presién neta sobre la superficie
cargada, pues ésta afectaria la estabilidad del poro. Existen trabajos de investigacién
experimentales con poros cilindricos por ejemplo veanse las referenncias 42,43 y 44, que
no se han relacionado todavia con nuestro modelo.
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Pies de Figura

Los iones y contraiones estdn confinados dentro de un poro cilindrico de didmetro < ,
medido en unidades de didmetros i6nicos (a), x” es la distancia de la superficie interior del
cilindro hacia el centro de este (medido en radios i6nicos a/2). En cada figura s6lo se
muestra la mitad del perfil puesto que la otra mitad es simétrica. Las curvas continuas
corresponden a la teorfa de HNC/MSA, las curvas cortadas corresponden a la teorfa de PB.
El orden de los datos que presentan las curvas es el mismo en ambas teorfas. A partir de la
fig 2 se presentan las gréficas de los resultados, donde se indicard que variables
corresponden a los ejes. Los siguientes pardmetros aparecen en todas las gréﬁcas excepto la
fig. 11 donde cambia el valor de a.

e=78.15
T =298°K
a=4.25A

p es la concentracién en el bulto.
Fig.1 Geometria del sistema.

Fig.2 Funcién de distribucién de contraiones g_(x") de un electrolito 1:1, en funcién de
la distancia desde la superficie interior del cilindro al centro x”, definiendo los pardmetros

dl:y, =105mV , p=1.0M.

Fig.3 Funcién de distribucién de coiones g, (x") en funcién de x’, para varios didmetros

del cilindro T, con los mismos pardmetros d1 que en la fig 2, para 1:1, p=1.0M y
Y, =105mV .

Fig.4 El potencial electrostdtico medio W vs la distancia a la superficie interna del
cilindro x”, para varios T y los pardmetros dl.

Fig.5 g_(x") vs x’, para un modelo de elctrolito 2:2, definiendo los pardmetros d2:
Yo =70mV y p=0.005M.

Fig.6 g, (x") vsx”paravarios T con lon pardmetros d2.
Fig.7 g_(x") vsx”con los pardmetros d3: 2:2, y, =50mV , p=0.5M, con varios 7.

Fig.8 g, (x’) vsx” para varios 71 . definiendo los pardmetros d3.

Fig.9 y vs x” para varios T con los pardmetros d3 y el orden de las curvas de PB son
opuestos a los de HNC/MSA.
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Fig.10 g, (x") vs x” donde la linea continua corresponde a HNC/MSA, la linea cortada a
PB y los puntos grandes a MC, de la referencia 20, con 1:1, p=0.1125M,

oy =0.0712¢/ m? .

Fig.11 g, (x") vsx”,con 2:2, a=4.2A, 1 =22.1A con la misma notaci6én que en la figura 9
y los datos de MC de la referencia 20.

Fig.12 Densidad de carga sobre la superficie interior del cilindro oy, , como funcién del
radio del cilindro (en radios iénicos t ), para 1:1, con:

a)p=0.01M, y, = 215mV
b)p=0.1M, 4= 150mV

op=1.0M, y,= 95mV -
linea continua corresponde a HNC/MSA y linea cortada a PB, los puntos representan
corridas individuales de HNC/MSA.

Fig.13 Potencial al plano de mdxima aproximacién de los iones yy como funcién de
O para 1:1, con la notacién siguiente: Linea continua corresponde a HNC/MSA del

cilindro con Tt =4a para el cilindro;linea cortada corresponde a PB del cilindro con
T =4a, los puntos grandes a HNC/MSA del poro de dos placas paralelas con separacién
T = 4a, las cruces a PB, dos placas planas con t=4a .

Fig.14 yy vs Oy, paral:l, T=4a ,con la misma notacién que la fig 13.

Fig.15 La razén de la concentracién promedio de coiones P, entra la concentracién de
coiones del bulto del poro Py, como funcién del radio del cilindro t, para varios
potenciales en la superficie W, , la linea continua corresponde a HNC/MSA y la cortada a

PB para 1:1, p=1.0M.
Fig.16 p_/pyux Vs t con los mismos pardmetros que la fig 15.

Fig.17 P, /Ppuik VS t, para 2:2, con
a) p=0.005M, y, = 70mV

b) p=0.5M, vy, =50mV
con la misma notacién que la fig 15.

Fig.18 P_/ppux Vs t con pardmetros similares a la fig 17

Fig.19 p_/ppux Vs t para 2:2, p=0.005M , con dos potenciales superficiales, y la misma
notacién que la fig 15.

Fig.20 El potencial electrostdtico medio en el centro del poro Y4 en funcidn de t, para
varios potenciales superficiales , 1:1, p=0.01M y la notacién de la fig 15.
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Fig.21 Razén de concentracion total del electrolito en el centro del poro ( pg(0)/ps(bulk) )
entre la concentracién del bulto en funcién de t con a) Wy, =215mV ,b) y,=160mV y
¢) Yo =90mV , con los pardmetros de la fig 20.

Fig.22 Exceso de carga adsorbida (q+ y g-) en funcién de t y separacién de placas paralelas
para 1:1, donde la linea continua corresponde a HNC/MSA, la linea cortada a PB para un
cilindro de radio t, los puntos grandes y las cruces son para HNC/MSA y PB

respectivamente de un poro de dos placas paralelas separadas una distancia 2t con p=1.0M,
Y, =105mV . ‘

Fig.23 Exceso de carga adsorbida (g- y q+) en funcién de t y separacién de placas

paralelas, para 2:2, y, =70mV ,y p=0.005M con la misma notacién que la fig 21.
(nota: existen 2 especies de particulas positivas y negativas). )
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CAPITULO

Particula Coloidal Esférica

El estudio de sistemas formados de particulas agregadas en una solucién electrolitica,
donde estas particulas se consideran de mayor tamafio que las que componen el electrolito
es muy importante. A tales particulas se les conoce como macroparticulas o macroiones. La
estructura de un electrolito alrededor de una particula proteinica y en general de
dispersiones coloidales diluidas de macroiones, en gran parte responsable de efectos por
ejemplo en los experimentos de electroforesis y de titulacién!; la interfase formada por el
coloide o particula proteinica con el liquido que lo rodea es el estudio de este capitulo.
Partiendo del modelo de un electrolito alrededor de una macroparticula cargada (esta Gltima
puede verse como un electrodo), se obtiene la estructura de los iones alrededor de ésta. Los
cdlculos hechos para varias concentraciones de electrolito con diferentes radios y cargas
del macroién se presentan mds adelante utilizando diferentes teorias para su resolucion.
LOs resultados de la ecuacién integral de la aproximacién HNC/MSA, ya descrita en el
capitulo 1, son comparados con resultados de simulaciones con el método de Monte Carlo
(MC), conla ecuacién diferencial de la aproximacién de Poisson-Boltzmann (PB), y con
la ecuacién modificada de Poisson-Boltzman (MPBS). Estos tltimos resultados fueron
proporcionados amablemente por C.W. Outhwaite y L.B. Bhuiyan.

En un fluido un esfuerzo tangencialmente aplicado produce un flujo viscoso dentro del
mismo, microscopicamente el orden espacial de sus moléculas puede ser descrito en
términos de promedios sobre muchas configuraciones diferentes. Estos promedios son
llamados funciones de distribucién y expresan la probabilidad con la cual podemos
encontrar a una molécula a una cierta distancia de otra. En un liquido esta funcién es en
general oscilatoria, irregular y de corto alcance. En una solucién coloidal cada
macroparticula que lo conforma, por su tamafio y su intenso campo de fuerza, induce una
fuerte estructura en las moléculas del solvente que lo rodea; cuando dos o mds de esias
particulas se aproximan entre si, se produce una gran reestructuracién del fluido a su
alrededor, produciendo a su vez cambios en la constitucién de las propias macroparticulas.
Una consideracién importante es aquella en la que el liquido estd polarizado; si las
particulas coloidales o proteinas estan en contacto con un solvente polarizado, éstas se
cargan por el intercambio de los contraiones del solvente ya que los iones de la solucién
serdn atraidos o repelidos hacia ellos. Asi el concepto de la doble capa eléctrica (EDL) estd
definida como la estructura del electrolito alrededor de las macroparticulas en la solucién y
es importante porque si esta estructura es conocida entonces se pueden determinar ciertas

propiedades termodindmicas tales como la cnergfa libre y ¢l potencial { de la

macroparticula en la solucién. Esto nos permitird entender a la vez otros conceptos de la
estructura de las proteinas.

Para ¢l caso de muchas macroparticulas, la interacién de dos de ellas estd determinada por
la interaccién de sus respectivas doble capas eléctricas (EDL). Por otro lado, ha sido
reconocido que la geometria de los macroiones es un pardmetro relevante que tiene que
tomarse en cuenta al considerar el modelo del macroi6n; la geometria més sobresaliente es
la geometria esférica. Dependiendo de la forma geoméltrica que tenga la macroparticula, la
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EDL tomard el nombre de esta forma, por ejemplo, EDL esférica, plana cilincrica
,elipsoidea, etc. La EDL esférica es particularmente importante dado que un gran niimero
de proteinas y particulas coloidales tienen una forma cercana a una esfera, ademds hay
muchos trabajos respecto a este problema; las teorias de HNC/MSA, MPBS5 y el método de
MC, son teorfas para determinar la funcién de distribucién i6nica y/o el potencial
electrostdtico medio en la doble capa eléctrica; la teorfa de Poisson-Boltzmann cldsica
contiene aproximaciones mdés gruesas que los tratamientos anteriores, pues es para un
electrolito de idnes puntuales alrededor de una macroparticula esférica, es decir no toma en
cuenta el tamaifio de los iones. Los sistemas muy diluidos de macroparticulas esféricas
cargadas en soluciones electroliticas simétricas acuosas, ¢s decir soluciones de baja
concentracién de macroparticulas se simulan con ayuda de métodos computacionales y en
particular con el método de MC estandar?? ,

2.1) Teoria

5\
.

La solucién electrolitica se representa por el modelo primitivo restringido es decir los iones
se toman como si fueran esferas duras cargadas con igual didmetro, a, para cationes y
aniones; el solvente tienc una constante dieléctrica uniforme € Para evitar los efectos del
potencial imagen la constante dieléctrica de los iones asf como la de las macroparticulas se
toma igual que la del solvente. Ademés la macroparticula se considera una esfera dura con
su carga localizada en el centro. Los liquidos y fluidoes densos se distinguen de los gases
diluidos por los procesos de colisién y correlaciones de corto alcance; y de los sélidos por
la carencia de procesos de largo alcance y a su estructura estd dominada por los efectos de
“volumen excluido™ asociados con paquetes de particulas con nucleos sélidos (duros,
impenetrables). El electrolito estd formado por N_ aniones y N+ cationes, con cargas z. y
z, respectivamente donde e es la carga del protén. La aproximacidn teérica cldsica estd
basada en la ecuacion de PB. La aproximacién de Poisson-Boltzmann modificada esta
basada en un mejoramiento de la teorfa de PB al incorporar el potencial de fluctuacién, y el
término de volumen excluido en ia funcion de distribucién, y ha sido muy itil en el andlisis
de la doble capa eléctrica plana y el bulto del electrolito?. En una solucién proteinica® o
dispersidn coloidal la interfase formada por el coloide o la proteina con el liquido que lo
rodea es ¢l punto de interés, dado que cuando las proteinas o coloides en este caso
llamados macroparticulas estdn en contacto con un solvente, éstas s¢ cargan por el
reacomodamiento de los contraiones del solvente {(alguna solucién de sal o electrolito,
tambien el liquido se carga localmente); come las moléculas de las proteinas o particulas
coloidales se cargan cuando estdn en contacto con un clectrolito, los iones de la solucién
serdn atraidos o repelidos hacia los macioiones (si es repelido se le llama coién y si es
atraido, contraién). Los cdlculos cldsicos de EDL son con la ecuacién de PB donde los
iones se consideran particulas puntuales , el solventc es un dielectrico uniforme y la
macroparticula una esféra dura cargada uniformemente compuesta del material del
dieléctrico de constante dieléctrica € , ademds la concentracién de macroparticulas se toma
baja para que las interacciones entre ellas sea despreciable. Las aproximaciones mecanico-
estadisticas de la estructura de soluciones electroliticas se han combinado con modelos
simplificados de los sistemas y con aproximaciones mateméticas de este modelo. Una
forma de comparar estos resultados con el experimento s obtener datos “experimentalcs™
de tipo computacional para un modelo elegido que a la vez tiene limitaciones de
computadora y dependerd de la concentracién. Si P es alguna propiedad que puede ser
expresada como una funcién de la configuracién q de las particulas, en un sistema clésico,
el promedio del ensemble candnico es

(P)-*-fp(q)exzv[—BU(q)]dq/’ Q. (1)
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donde B= kl_I , U(q) es la energfa de la configuracién q y Q es la integral configuracional
o funcién de particion;

Q= jexp[—ﬁUm)]dq , @)

Dos métodos son apropiados y han sido ampliamente usados: el método de Monte Carlo y
el método de dindmica molecular. En el método de Monte Carlo este tipo de cdlculos
obtenidos pueden verse como esencialmente resultados exactos, para una ley de fuerzas
intermoleculares dada; con lo cual se elimina la ambigiiedad que se origina en la
interpretacién de datos experimentales de liquidos reales. Su utilidad Gltimamente se apoya
en el hecho de que un sistema que contiene un nimero relativamente pequefio de particulas,
tipicamente de varios cientos, es en muchos casos suficiente para simular el
comportamiento de un sistema macroscépico. Las técnicas de Monte Carlo pueden usarse
para producir cadenas de Markov de configuraciones para las cuales\la frecuencia relativa
de configuracién en la distribucién limite son apropiadamente pesados por el factor de
Boltzmann exp{—PU(q)] para estimar Q. Las expresiones de cimulos® son expresiones
exactas de la energia libre, en términos de funciones pares; en la forma de infinidad de
términos que incluyen "Integrales de Cdmulos”, estos desarrollos pueden mancjarse,
agrupando las contribuciones en varias formas que conducen a una amplia variedad de
serics de desarrollos ordenados en diferentes pardmetros. El proceso de manipulacién se
facilita con la representacién gréfica de integrales de cimulos que permiten clasificar las
variables, las contribuciones y rearreglos de ellos sistemdticamente. El desarrollo de esta
técnica fue debido a Mayer!9, quien usé esto para desarrollos termodindmicos de densidad
(es decir serie del Virial). Con una teorfa satisfactoria de las funciones de correlacién entre
pares, el comportamiento termodindmico del modelo primitivo de electrilitos es accesible a
través del uso de la formulacién de Mayer-McMillan!t!2 que es una aproximacién moderna
de ecuaciones integrales, Algunas estin basadas en las ecuaciones de la jerarquia de
Bogoliubov-Bormn-Green-Yvon o Kirkwood para la funcién de correlacion. La mds pdpular
estd basada en la ecuacién de Ornstein-Zernike, que define 1a funcidén de correlacién directa

ci(r)’.

2.1.1) La ecuacién HNC/MSA

Usando conceptos ya vistos en el primer capftulo se tiene que la ecuacién en la
aproximacién HNC para un sistema multicompuesto de M especies €s

. M
gij(riz) = eXP{_BUij(rlz) + 291 j hj(r13)ey(r3z)dVvs 3)
i=1

i,j=1,..,M

donde hy(ry3) es la funcién de correlacion total y g;;(ry) es la funcién de distribucién
radial para particulas 1y 2 de especies iy j; cy(r3z) es la funcién de correlaci6n directa, pj
es la concentracion en el bulto de la especie 1, u;5(ry) es el potencial de interacei6n y
B=1/KT , donde k esla constante de Boltzmann y T es la temperatura absoluta.
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Las M especies corresponden a esteras duras cargadas de radio R en una disolucién
infinita y considerando que hay n especies idnicas de igual diametro a que conforman el
electrolito; 1a ecuacion (1) es

n
gMJ(I‘) =cxp —Bqu(r)+Ep1JhMl (t)C]j(S)dV:; . (4
=1

j=1...,n

donde r=rqp,t=r13,S =rp3 son las distancias entre las particulas 1y 2,1 y3y2y3

respectivamente, dvy = t2sen8d¢)d6dr es el volumen clemental en coordenadas esféricas
y M=n+1. Tomando el modelo primitivo restringido para representar el electrolito de n
componentes idnicas, la funcién de correlacién i6n- i6n  c¢y(s) estd dada para la
aproximacion MSA con la expresién

cij(s) =cg(s)+ zizjcff(s) - P = L, (5)
con S =0 ,donde
Cy(8) =—cy —6MCys = %n%sg , (6)
Sty €B[1_ 20, T% .
€4 =" s TR T G | 7
para s<a,y
c(s)y=cy(s)=0, (8)

para s>a

donde c¢q,cp y c3 aparecen en el Apéndice D

gy (1) = exp{—Bqu(r) + J-PMs (t)cg(s)dV3 + Zij Ppa (e (8)dV,

R+a/2

j=1,..,n, en las ecuaciones (9) se han usado las definiciones siguientes
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I

Pms (D= D pibyn (0

t=1 . (10)

PMma () = zllpthl (t)
=1

La ec. (9) puede escribirse como

gm; (1) = expq —Pupg (1) + I PMs (DK (1, 1)dt + z4 ijd(t)Kd(r,t)dt

R+a/2 R+a/2
+2; ijd(t)fl(r,t)dt+pA(r)L con j=1,...,n (i1)
R+a/2
y 2
F1(0) = 22 (e gt —fr—yf], (12)

Ks,Kg pueden verse en el Apéndice Dj; para obtener la ec.(11) se hace uso de que

I
Zplzl =0 ; tal que para r<R+a/2, (13)
1=1
y
t)=—
PMms(t) =—p (14)
PMa(D=0

La ccuacion (11) es Ia ecuacién HNC/MSA para la doble capa eléctrica esférica. Dados los
pertiles de densidad iénica, el MEP como funci6n de la distancia a la macroparticula y(r),

y la densidad de carga sobre la superficie de la macroparticula o pueden calcularse por
medio de

ol '2 ‘ |
v =42 oy ]t - S, (15)
T
y
=% f oma (Ot 2t (i5)
R+a/2
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respectivamente. La ecuacién (11) puede resolverse tomando condiciones de frontera tales
como la densidad de carga constante sobre la superficie de la macroparticula & , o el

potencial constante en la superficie y, = y(R), donde
2
‘V(R)=C+M—I§—g[%{*§:%/7l an

El potencial qu(r) del i6n- macroparticula estd dado por

, 4mz eR?
uygy () = —5—=(1) (18)
Asipara © dada, (11) puede escribirse como, A
4mz.eR%c T ) T )
gMj(r) =exp —Bﬁ———(-}—) + J Pms (OK(r, t)dt + z; JpMd(t)Kd(r,t)dt
R+a/2 R+a/2
+zj jphqd(t)fl(r,t)dt+pA(r) , (19)
R+a/2
con j=Il,..,n. Siseusa g constante entonces,
% %
gy = expi-Pezjo + | pis(DK(rdt+2; ijd(r.)Kd(r,t)dc
R+a/2 R+a/2
+2; ijd(t)fz(l', t)dt+pA(r) ¢, (20)
R+a/2
donde
2nBe? :
fz(r,t):—“—Ee——(f)[r+t+lr—tl~—%§], 1)

Si tenemos iones puntuales (es decir a=0), entonces K¢ (r,t) = Kq(r,t) =0

( 2
gmj(1) = BXpi—ﬁ-———m’CR :

()42 JPMd(t)fl(r,t)dt . (22)
R+a/2

con j=1,...n
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gMj(r) = exp{—Bezjwo +Zj JpMd(t)fz(r,t)dtl , (23)
R+a/2 J

con j=1,...n
que es la versién de PB no lineal para EDL con la correcci6én de Stern.

La electroneutralidad en estos sistemas altamente inhommogéneos se mantiene a través de
una carga total electrostdtica nula tal que

N,z,e+N_z_e+4nR%c =0. v (24)

La diferencia entre M. y N, en el electrolito simétrico garantiza la existencia de una carga
neta en el liquido que junto con la carga de la macroparticula da una electroncutralidad
sobre todo el sistema. Un objetivo importante de este trabajo es el estudio de la EDL
alrededor de particulas coloidales en particular EDL aisladas, para comprender !a
interaccién entre EDLs y sistcmas fuera de equilibrio. La mayorfa de los avances tedricos
recientes se han hecho para EDL planos, y dltimamente para el cilindro. Las ecuaciones
integrales y las simulaciones de Monte Carlo se han aplicado a EDL esférica aislada!4!s. En
ese caso, la geometria de la celda usada en el método de MC es una cavidad esférica con la
macroparticula fija en el centro; con tal forma geométrica no se necesita método de imagen
minima, y un sistema de macroparticula real puedc simularse. La aproximacién de la
ecuacién de Poisson-Boltzmann modificada (MPB) o MPBS5 ha sido satisfactoria en ¢l
andlisis de doble capa eléctrica plana'él” y en el bulto del electrolito!®1920 y se desarrolla

continuacion. .

2.1.2) La ecunacion MPBS

Considérese un electrolito alrededor de un macroién esférico solo, sin imagen® . La
ecuacion bdsica que gobierna la distribucién de potencial electrostdtico medio alrededor cel
macroién central fijo de radio R es la ecuacidn de Poisson

V() =-4Ep,, 2.1

£

con

Pc = Zelplgl(r)

I

donde r es la distancia entre el centro del macroién, e, y p; son las cargas y la densidad
del bulto respectivamente, de los iones de especies 1, g, (r) es la funcién de distribucién de
los iones 1, y € es la constante dicléctrica del bulto de la solucién electrolitica®!.

Reescribiendo la carga (Kirkwood?? encontramos que la funcién de distribucién para un
i6n 1 puede expresarse como
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€
£ (1) = La(exp| ~eiPy(r) —B [ 1m(0° = Ghuno ey 22)
0

donde  (i(r)= g?(r) es ¢l término de volumen de exclusién para ¢ =0,
o =9 —% . 0=0(1;2) es el potencial de fluctuacién en r, parauniénienr, vy

t=[fp ~Tj] (r;=f; y ry=To ). Para calcular el potencial de fluctuacién se sigue el andlisis
usado en la EDL plana (ref 15). La cerradura de Loeb?® se usa para obtener un sistema
cerrado de ecuaciones que son linealizadas y resueltas para encontrar una solucion analitica

aproximada de ¢ . En el caso simplificado (sin imagen) el andlisis da

A
.

¢ =B(r)exp(—xa)/t , t>R+%5 (2.3)

donde a es el didmetro de los iones modviies y x es el pardmetro local de Debye-Hiickel
dado por

=Y efpie ) (2.4)
1

El pardmetro B(r) se calcula con la condicién de neutralidad local alrededor del i6n
ep=0en T

[aq)/ands = -“-‘Ls"-"i-Jvzw(wdv 2.5)
N v

donde n es ¢l vector unitario normal a la superficie S apuntando hacia afuera. La superficie
encierra al volumen esférico V de radio a con centro en r, . Para R+ -%— <r< R+3¥?f‘— Ia

esfera excluyente t<a corta a la esfera excluyente r <R+ -g— alrededor del macroién. En

esta situacion se tiene que construir una solucién aproximada para ¢ . Dado que V2 0=0
dentro del volumen excluyente del macroidn se tiene

o

.6)

<

¢ = B(r)exp(-xa)/t, t>a, t<R+% ¢

tal que en t>a las dos soluciones para ¢ son Gnicamente continuas a través de la
frontera en el circulo de interseccién de los dos volimenes de cxclusién. Ademds las dos
soluciones no satisfacen las condiciones de frontera de la continuidad en la derivada
normal; el uso de estas soluciones burdas para ¢ es lamentable pero una solucitn analitica
del problema del potencial fluctuante no es factible. La razén principal de la eleccién de la
solucién aproximada (2.6) es que s6lo se requiere del correcto comportamiento de ¢ en la
vecindad de t=a. Esta eleccién es justificada por el hecho de que en la teorfa de MPB para
EDL plana'? se us6 una solucién del potencial de fluctuacién andlogo. Usando la condicién
de neutralidad (2.5), con las ecs. (2.3) y (2.6) ,se ticne

B= Fexp(ka){% + EIEJ.VVzde} , 2.7)
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donde

F=1/(1+ka) para r>R+3a/2, (2.8)

+ 4
fvzq;dv = i—lra.[u(r +a)+u(r-a)-1 f L(i)ds} : (2.9)
\'% a

r--:

para R+%<r<R+3a/2:

F = 4r/[4r +k(r +3a/2 + R)(r +2/2 —R)] \ (2.10)

r+a
J'Vz‘q;dv = —zrﬂ{au(rﬂt)—j u(s)ds+(r—R——§-)u(r)+
v R+%

2
%{(R— r)? —%}'(R)} (2.11)

con u=ry . Aplicando la segunda identidad de Green a la funcién ¢, en la esfera de radio
a centrada en r; se obtiene quel”

. * - 2 1 *
4r hgq()) —L[(a t)/at]V \de+(a2)L¢ dS (2.12)

Este resultado se cumple tanto para cuando la esfera intersecta el volumen del inacroién asi

como en al volumen de exclusién del macroién, tal que qu) r-Vzsz. Usando las

expresiones (2.3) y (2.6) para ¢ en (2.12) y substituyende para el limite dado por (2.12) en
(2.2) se tiene que

g (1) =L, (r)exp[—([se§ J2ea)(F - F,) - GSBL(U)} : 2.13)
donde

r+a
L(w) = (44, )3 Flu(r +2) + u(r —a)] - [(F 1)/ a] Ju(s)ds ' (2.14)

r—a
u(r)=u(R)+(r—RW'(R), r>R+a/2, (2.15)

Fo=Lim F
[ — oo

donde F esta dado por las ecs, (2.8) y (2.10). En la regién R+a/2<r<R+3a/2 el
operador L(u) es evaluado con el uso de la solucién lineal (2.15). Para evaluar el término de

exclusién {g(r) se usa la jerarquia Bogoliubov-Bom-Green-Yven'” (BBGY), insertando la
cerradura de Loeb en la primera ecuacién de la jerarquia
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(0, r<R+a/2

=<

oo r+a

exp nJ.Zn? j(;x-)(xz ~x2 - az)gt(x)exp[-—ﬁe[(b(x,X)]dde
r t max(R+a/2,r-a)

r>R+a/2 (2.16)
donde

¢(x,X)=(1;2)=(E%)fv*vz\|de, e =0, t=a . (2.17)

es el potencial de fluctuacién en la superficie del volumen de exclusién V* del i6n
descargado 1 y estd dado por las ecs, (2.3) y (2.7) con e; =0. Se pueden hacer otras

aproximaciones para calcular el volumen de exclusi6n pero resuitados de doble capa plana
indican que la formulacién mds exacta estd dada por la teorfa de BBGY (ver refs, 24 y 17).
La teoria de MPB de la doble capa eléctrica esférica estd dada por la combinacién de las
ecs, (2.1), (2.13) y (2.16) ; esta teorfa corresponde a la llamada teorfa MPBS5 de la doble
capa cléctrica plana!” . Esta teorfa se reduce a la ecuacién PB tomando a=0, F=F, y

Ls(r)=1, para r>R+a/2. Laecuacién de la doble capa eléctrica esférica de MPB tiene

caracteristicas que son andlogas a aquellas encontradas por las ecuaciones de MPB para Ia
doble capa plana'’7? y la solucién en el bulto del electrolito!®.

2.1.3) El método de Monte Carlo

El método de Monte Carlo consiste en la generacién de una serie de configuraciones de un
sistema modelo de particulas de manera que asegura que las configuraciones estén
distribuidas en el espacio fase de acuerdo a alguna densidad de probabilidad descrita. El
valor medio de alguna propiedad configuracional es ¢l valor promedio sobre el ensemble
de esa cantidad. En un cdlculo de Monte Carlo cldsico, a un sistema de N particulas
interactuando a través de algun potencial conocido le es asignado un conjunto de
coordenadas iniciales clegidas arbitrariamente; una secuencia de configuraciones de las
particulas es entonces generada por sucesivos desplazamientos aleatorios. No todas las
configuraciones que ocurrén son aceptadas. La decisién de aceptar 0 no aceptar una
configuracién particular se hace de tal manera que asegure que asintticamente, el espacio
de configuracién esté formado de acuerdo a la densidad de probabilidad en equilibrio
apropiada al ensemble elegido. El promedio del ensemble de una funcién de las
coordenadas de la particula, como la energfa potencial, es obtenida como un promedio no-
pesado sobre el conjunto de configuraciones resultante. El impetu de la particula no entra
en los célculos, pues el método no incluye escala en el tiempo y el orden en que las
configuraciones ocurrcn no tiene significado. El método de Monte Carlo ha sido muy
empleado hasta ahora en su forma canénica, los resultados se han obtenido también en
ensembles 1sotérmicos-isobdricos y gran canénico. Si se requieren propiedades estdticas, el
método de MC es frecuentemente mds ttil que Dindmica Molecular, primeramente porque
la temperatura y el volumen (o temperatura y presién en cédlculos de ensemble NPT) son
pardmetros fijos mds convenientes que el volumen y la energfa total.
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En los cdlculos para la doble capa esférica la geometria del método de MC de la celda fue
una cavidad esférica dura con 1a macroparticula fija en el centro.Con tal forma geométrica
no s¢ nccesita método de imagen minima y un sistema de macroparticula real puede
simularse. Para un buen célculo en MC es importante un muestreo adecuado (Hammersley
and Handscomb,1964). Esto significa que las configuraciones deben ser muestreadas en tal
forma que las regiones del espacio de configuracién que hagan la mayor contribucifn a las
integrales del promedio del ensemble, sean también las regiones que son muestradas mds
frecuentemente. El problema de visualizar un esquema para el muestreo del espacio de
configuracién de acuerdo a una distribucién de probabilidad especifica se formula ¢n
términos de la teoria de procesos estadisticos (Wood y Parker,1957,Wood,1968).
Supéngase una secuencia de variables aleatorias, en nuestro caso la variable aleatoria es el
conjunto de todas las coordenadas de las particulas, y el intervalo de las variables es el
espacio de configuracién del sistema. En lugar de hablar del valor de la variable en un
punto particular en la sucesidn, se dird que el sistema ocupa un estado particular en ese
punto. Si la probabilidad de encontrar ¢l sistema en el estado p al “tiempo™ t estd
determinada solamente por el estado que estd ocupado en el tiempo anterior (t-1), la
secuencia se dice forma una cadena de Markov (Feller,1950). El concepto de tiempo sc
introduce solamente para propositos descriptivos, pues no hay conexién con alguna escala
de tiempo molecular, si q,(t) es la probabilidad que el estado n ocurra al tiempo t con

an(t) =1 paratodot
n

el caracter Markoviano del proceso aleatorio puede expresarse

qn(t) = Xpnmqm(t D=1, (3.1
m

donde la probabilidad transicién pp, = prob(n,tjm,t~1) es independiente del tiempo. Si
vemos la distribucién de probabilidad {qn(t)} como un vector columna g(t) y las

cantidades {ppm} como una matriz de transici6n p, la ecuacién (3.1) puede escribirse en
forma compacta

q(©)=pq(t-1), " (3.2)

La ecuaci6n anterior puede generalizarse para la distribucién de probabilidad al tiempo t en
términos de una distribucidn inicial arbitraria q(0);

. q(O=p'q(0),
donde se define p* como el producto de p consigo mismo en el tiempo t. Los elementos

p,(_:r)n de p' se llaman probabilidad de transicién de multipaso de orden t, donde se cumple

O<ppm L zpnm:17
n



(V)

Esto se llama una matriz estocdstica. Si Il = lim p
f—>00 :

existe y es la misma para toda m,

se dice que la cadena de Markov es ergddica. St M= {I‘In} es un vector columna (con
q(0) normalizado), 1a condicién de estado estacionario es:

d

II=lim q()
t—o0
CCu
p =11 (3.3),

Supdngase que el sistema estd en ¢l estado m en un tiempo dado, y se intenta cambiar al
estado n que es adyacente a m. Este es generado desplazando una particula del sistema y el
término "adyacente” indica "no muy diferentc de" (porque el' desplazamiento es

infinitesimal). Sea Cpy, la probabilidad condicional de elegir n como estado de prueba. La
cantidad G, es un elemento de la matriz estocéstica C, con Cpy, =0 para todos los pares
de estados que no son adyacentes. &1 C es simétrica entonces

Pom = Cpm st Ty 20 p,n#m,

I1 .
Pam = Can:; si Iy < Ty,
Pam =1- zpnm . (3.4

Un punto importante es que los limites II, y Il aparecen s6lo en la forma de cociente

I, /Tl La matriz de transicién definida en (3.3) y (3.4) fue propuesta por Metropolis et
al. (1953). Si al tiempo t=0 el sistema est4 en el estado m, el proceso de MC es iniciado
seleccionando una particula i en la celda central de un sistema periddico y desplazando a

ésta de su posici6n inicial T; a la posicién de prueba T+ AT; . El desplazamienio se elige
aleatoriamente tal que AT, =(S1,85,83) donde $4,85YS3  son ndmeros aleatorios

uniformemente distribuidos en (—%%) y & es un pardmetro del cdlculo. El método de

construccion de la configuracién de prueba asegura que Cpyy, tiene el mismo valor para
todos los pares de estados adyacentes y en particular Cp, =Cpyy, - El siguiente paso es
determinar si la configuraciéon de prueba es aceptada o rechazada, sea
AVpyn =Vn((n)—-Vn(m) el incremento en la energfa potencial total de una prueba, de
acuerdo con el criterio de que una configuracion de prueba se acepta incondicionalmente si
AVy es negativa, pero ésta es s6lo aceptada con una probabilidad exp(—BAVy) si AVy
es positiva. En el dltimo caso un nimero aleatorio 0<s<1 es generado. Si
s< exp(—ﬁ,ﬁVN) la configuracién de prueba es aceptada, en caso contrario se rechaza. El

proceso tiene su forma mds simple con esferas duras, las configuraciones de prueba en la
cual dos o mds esferas se superponen o traslapan son rechazadas, otros casos son
aceptados.

La aceptacién de un movimiento significa que el sistema pasa del estado m al tiempo t=1 al
estado n en t=t+1, mientras se rechace significa que el sistema permanece en el estado m

42



=
al iempo t=1. El ciclo se repite muchas veces; en general el nimero tipico de 10°y1 0°
configuraciones son suficientes para determinar las propiedades termodindmicas para
nuestro caso. El método se complica cuando la interaccién de las particulas depende de su
orientacién. En el método de Monte Carlo, las particulas estdn confinadas en una celda
cibica de longitud L. Hay que considerar que?$, se tiene ausencia de superficies
(condiciones de frontera periédicas), las N particulas del muestreo estdn contenidas en una
caja central, pero estdn rodcadas de un arreglo infinito de cajas idénticas, cada una
contenicndo N particulas en cada caja, las N particulas ticnen en cada caja una
configuracién idéntica a la central. Se permiten interacciones entre particulas en diferentes
cajas tal que cada narticula estd inmersa, en principio, en un mar infinito de otras
particulas, usando la aproximacion de imagen minima.

2.1.3.1) Modelo de celda para la doble capa esférica

Una celda de volumen V¢, contiene un macroién fijo de carga Q y un niimero Ni de
pequefios iénes moviles i con carga ze. Se debe cumplir que la celda total sea
electricamente neutra tal que;

Q+eZziNi =0

Este sistema corresponderd a una solucién con concentracidn de macroiones 1/Vc y una
concentracién de idnes

Ci=Ni/VC

El uso del modelo de celda toma en cuenta los efectos de la concentracién de macroiones
colocando un macroién en cada celda. Cuando el volumen de la celda crece, se obtiene el
lfmite de disolucién infinita. Estudios con PB indican que los efectos de concentracién de
macroiones estdn relacionados con la distribucién de contraiones. A pesar de que los
macroiones s¢ repelen entre ellos, la energia libre electrostitica por macroién disminuyc
con ¢l aumento de concentracion de macroiones?”?8. La carga del macroién es tratada de
manera que estd distribuida uniformemente sobre su superfcic. Con el modelo primitivo
podemos escribir que:

[ .
GZZiZj/47'68r Eol‘ij, T3 2R+ RJ

Ui'(l'i':? =4
I oo, rij < Ri + R]

\

donde &€ =¢g.£, es la permitividad dieléctrica del solvente, uy(ry;) es el potencial de
interaccion entre los idnes mévilesy R; y R i son los radios de los i6nes. El potencial de
interacci6n del macroidn-ién pequefio up, (T;) puede escribirse como
ze¢p(T;), T fuera del  macroién
Up, (Fi) =

oo, otro caso
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donde ¢p (r;) es le potencial electrostdtico generado por el macroién.
La funcién de particién configuracional scmicldsica es

R,
Z= J.J‘ f ...chp - zupi +Zuij kT (dr;...dTy
R 2N i

i i>j

donde se ha usado que la celda y los macroiones tiencn una geometria simple. La pared
cargada del macroidn estd localizada a una distancia R, del centro del macroién , a’2 es
el radio de los icnes y R, ¢l el radio de la caja concéntrica al centro macroién Las especies

de iones pequefios tienen radios iguales. El campo fuera de la esfera cargada es el mismo
que para una carga puntual en el centro del macroi6n y la interaccién gntre el id6n pequefio y

el macroidn con potencial up, (7;) se toma donde los iones estdn confinados en la regién
R+a/2<x<R.,deacuerdo con la siguiente figura

El volumen de la caja esférica es V, que conticne N/2 caticnes y N/2 aniones con N iones.
La condicién de frontera “periddica” puede verse como una caja que estd rodeada de un
arreglo infinito de cajas esféricas simples similares, cada una teniendo la misma
configuracién de N particulas como la caja central. Usando el modelo primitivo restringido
con el objeto de estimar la funcién de particion, se necesita la suma U de los potenciales

ujj- El cdlculo de U se hace usando la aproximacion de imagen minima?*452** . Contando
las interacciones 1 y j s6lo una vez tal que

N-1 N
-
U:z Zuij, rijZR+a/2

i j=i+l
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donde se¢ supone que st uy = zizjez/erij ,
Las configuraciones fueron generadas usando probabilidades de transicion de "Metropolis™.

Para obtener las funciones de correlacién par g;(r;) , la frecuencia de ocurrencia de varias
separaciones i6nicas es calculado para obtener la "densidad” idnica a una cierta distancia.
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2.2) Resultados y Discusion.

Los célculos de la teoria de HNC/MSA fueron calculados numéricamente, 1os
cédlculos de MC f{ueron realizados en compaiifa del Dr. Leo Degréve y del Dr. Marcelo
Lozada . El radio de la celda de MC fue elegido por incremento progresivo de su tamaiio y
observando si los perfiles de densidad son estables para condiciones dificiles (como alta
densidad de carga superficial y/o radio de la macroparticule grande y/o valencia del
electrolito alta y/o concentraciones altas), las dimensiones del sistema son tan grandes que
la alta anisotropfa no permite generar muestreo de estados canénicos. En estos casos se
usaron las condiciones periédicas sin imagen de macroparticula, este proceso estd
justificado para sistemas grandes con disolucién finita de macroparticulas. Los valores
tipicos de los radios de la caja MC esférica, en donde la particula central y el fluido estdn
confinados, estdn entre 50 (a bajas densidades) y 20 (a altas densidades) radios i6nicos. El
ndmero total de iones (N, + N. ) varia de 109 (a baja concentraci6n i6nica, radio peguefio) a
1130 (a alta concentracién iénica y R grande). No se¢ usé interrupcién (cut-off) de la
energia usada. El pardmetro de MC (intervalo de distancia donde una nueva posicidn es
intentada) fue ajustado con objeto de observar cerca del 50% de aceptancia. Simulaciones
constituidas de 5 conjuntos independientes de pasos de MC fueron hechas con el objeto de
verificar la reproducibilidad de los resultados. El nimero total de configuraciones
generadas varié de mds de 10 millenes, a baja concentracién, a 3 millones a alta
concentracién. La variancia més grande para la reproducibilidad fue observada cerca del la
distancia de contacto ibn-macroparticula y fue de alrededor de 0.003 y de 0.002 a distancias
grandes.

Se comparan varias propiedades termodindmicas y estructurales dadas por la teoria y por
simulaciones con el método de Monte Carlo, HNC/MSA, PB y MPBS5, estas propiedades,
que son dos de las mds representativas e informativas, son el perfil de densidad reducido de
iones alrededor de una macroparticula, g; (r) y el potencial { de la macroparticula como
una funcién de su densidad de carga superficial & . El subindice j en g;(r) se refiere a las

especies idnicas negativas y positivas, y se ha seguido la convencién de definir { como el
potencial electrostdtico medio W (r) (refs 31,14 y 32), a una distancia i6n-macroparticula

de aproximacién mdxima, es decir { = v (R+a/2). En la fig.1, se presentan los resultados
deMC de { vs o paraunelectrolito 1:1 en ¢l modelo primitivo restringido (RPM).

Los cdiculos se hicieron para dos valores de la concentracion del electrolito: 0.01M y 1.0M,

y dos valores del radio de la macroparticula; 5.0 A y 15.0 A. Los datos de 1a teorfa de MC
son comparados con los datos de las teorfas de PB, HNC/MSA y MPBS. Las coincidencias
de HNC/MSA y MPBS5 con MC son muy buenas. En cambio tiene discrepancias MC con
PB; se pueden, entonces, obtener limites de aplicacion para la hipotesis punto-ion; las
caracteristicas de las curvas pueden verse en términos de que una doble capa eléctrica
(EDL) mds estrecha se establece cuando el tamafio de los iones se toma en consideracién y
entonces se obtienen valores mds bajos de { . En general, los resultados de 1:1 siguen una
pauta similar a la EDL plana. En las figuras 2 y 3 se presentan resultados de los electrolitos
con 2:2 en RPM para R=5A, y 15A respectivamente, los cdlculos son para dos
concentraciones de electrolito 0.005M y 0.5M. Las curvas de HNC/MSA y MPBS5 van de
acuerdo con MC a concentraciones altas y MPBS5 es mejor a 0.005M, sin embargo la teoria
de PB discrepa con MC. Las simulaciones de MC muestran un méximo del potencial {, as{
como también HNC/MSA y MPBS, pero esto no ocurre con los resultados PB. A bajas
concentraciones (p=0.005M), todas las teorfas estdn de acuerdo con los resultados de MC

para ©. pequefia. Se observa también que a mayor densidad de carga superficial las curvas
tanto de HNC/MSA como MPB35, estdn muy cercanas a los puntos de MC y a concetracién
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de 0.005M MPBS esta mds cercana a MC que HNC/MSA. Sin embargo las curvas
HNC/MSA tiencn una conducta no monot6nica; en estudios de EDL en planosl“-?3 y
cilindros® con resultados de HNC/MSA y MC se ha observado un médximo en las gréficas

de € en funcion de ©.

En las figuras 4 a 6 se comparan las funciones de distribucién radial de los iones del
sistema de las teorfas de HNC/MSA y PB con MC, no se tienen resultados de MPBS
disponibles todavia para poder estudiar las caracteristicas de las propiedades
termodindmicas de la EDL esféricas. En la fig. 4 se muestran los resultados para un

electrolito 1:1 con concentracion 1.0M y radio de la macroparticula de 15A y
¢=0.102c/m?. Se observa que las RDFs de HNC/MSA permanecen cercanas a las de MC,
mientras que las curvas de PB no. En la fig.5 se muestran los resultados para un electrolito

de 0.5M y 2:2 con radio de la macroparticula de 15 A y densidad de carga de 0.204C/m?.
Se observa que las curvas de HNC/MSA y MC van muy de acuerdo wPB que difiere de las
dos anteriores, sobre todo cerca de la superficie de contacto. En la fig. 6 los resultados para
un electrolito de 0.005M y 2:2, con densidad de carga de 0.204C/m? y radio de la

macroparticula de 5A. Se observa una situacién similar a la grdfica anterior, sin embargo,
cerca de la superficie de contacto ya hay discrepancias entre las teorfas para el caso de los
coiones.

47



2.3) Conclusiones.

En general se pucde observar que la teorfa de PB no va de acuerdo con HNC/MSA ni con
MC, excepto a concentraciones, carga densidad y radios pequeifios. Las teorias MPBS y
HNC/MSA predicen resultados muy parecidos para 1:1 para diferentes concentraciones del
clectrolito.Los resultados de HNC/MSA y MPB5 muestran buen acuerdo en ciertas
condicioncs para el caso 2:2. Las teorfas PB, HNC/MSA, MPBS van de acuerdo con MC
para radios grandes. A bajas concentraciones de un electrolito 2:2 se notan diferencias en
las tcorfas HNC/MSA, MPBS y MC.

En todos los sistcmas se observé adsorcién positiva o negativa sobre las paredes de las
celdas, eligiéndose distancias adecuadas entre la superficie de la macropaticula y la pared
de la celda en el método de Monte Carlo de tal manera que no haya superposicion de EDL

de las particulas. En lascurvasde { vs o se pueden apreciar diferencias entre PB con
las otras teorfas. Las ecuaciones de MPB y HNC/MSA predicen resultados casi iguales para
electrolitos 1:1 sobre un amplio intervalo de concentracién de electrolito,del tamafio del
coloide y de la carga. Las diferencias ocurren en sales 2:2, a la concentracién 0.005M, para
concentraciéon mds alta (¢c=0.5M) se encuentran resultados cualitativos similares las dos
teorfas HNC/MSA Y PB también se mantienen en estrecho acuerdo cuando R disminuye,
pudiendo ser por reducirse la asimetr{a en la geometria esférica. La teorfa de PB puede ser
util para estudiar electrolitos 1:1, dentro de sus limitaciones, pero para sales con valencias
mayores no es confiable a menos que se tenga densidad superficial de carga y
concentraciones extremadamente bajas. El potencial electrostdtico puede determinarse
principalmente por la densidad de contraiones. Las diferencias entre HNC/MSA y MC
pueden ser importantes como pucde verse en las figuras 2 y 3. Para bajas concentraciones
con 2:2, se presentan diferencias entre si con las teoréas HNC/MSA, MPBS y MC.
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Pies de Figura

Para todas las gréficas se¢ tienen los parimetros

£=78.5
T = 298K
a=4.25A

Fig 1) Potencial de la macroparticula { como funcién de su densidad de carga, R=5 A y

15 A, para 1:1 con c= 0.0IM y 1.0M. Los puntos sélidos son datos de MC, las curvas
continuas corresponden a HNC/MSA | las lineas cortadas a PB y las cruces a MPBS.
\

Fig 2) Potencial electrostdtico promedio a la distancia de méximo acercamiento de los

iones como funcion de la densidad de carga superficial para R=15 A , 2:2, ¢=0.005M y
0.5M , notacioén de las curvas igual a la figl.

Fig 3) Potencial electrostdtico promedio a la distancia de mdximo acercamiento de los

iones como funcion de la densidad de carga superficial , R=15 A , 2:2, ¢=0.005M y 0.5M,
notacién igual a la fig 1.

Fig 4) Perfil dc densidad reducida de coiones y contraiones g4 (r) contra ia distancia a la

superficic de la macroparticula r, con R=15 A (radio del macroién), ¢ =0.102C/m? , las
curvas de arriba son contraiones y las de abajo coiones, c=1.0M y 1:1, 1a notacién es igual
ala fig 1 sin curvas de MPBS.

Fig 5) Funcién de distribucion radial de los contraiones y los coiones en funcién de la
distancia a la superficic del macroién , R=15 A , ¢ =0.204C/ m2 , 2:2,c=0.5M, con
notacion igual a la fig 4.

Fig 6) Funcién de distribuci6n radial de los contraiones y los coiones en funcion de Ia

distancia a la superficie del macroién , R=5 A 2:2, c=0.0(}5‘M, o =0.204C/m? con la
misma notacién cu2 la fig 4.
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APENDICE A

Potencial electrostatico medio para un capilar cilindrico

Para regiones donde hay electrolito el fluido se rige por la ecuacién de Poisson
Viy(x) = - 4204 (x), (AD)

tal que p;4(x) es la densidad i6nica. Por la simetria del problema, esta densidad depende

exclusivamente de la distancia radial x de los iones con respecto al centro del cilindro. Por
otro lado

n
Piay)= 3 przihy(y) (A2)
1=1

Donde no hay carga, el sistema se rige por la ecuacién de Laplace

V2iy(x)=0 (A3)

El laplaciano en coordenadas cilindricas con simetrfa axial y sin dependencia en la
coordenada z , es decir con simetria azimutal (pues se trata de un cilindro infinito) es

2_d® ,1d_1d(.d
vie Lo 14 - LAxg) (Ad)

se considera que el cilindrotiene la misma constante dieléctrica que el electrolito € . Los
nombres para el cilindro utilizados indistintamente a todo lo largo del escrito son poro y
capilar. El espacio est4 dividido en cinco regiones ;

Regién 1).—- =xel0,t-a/2]
. 2).- xeft-a/2t]

’ 3).- xe[tt+d]
(AS)

> 4).- xet+d,t+d+a/2]

. 5).- =xe[t+d+a/2,)

Donde la notacién empleada es la siguiente:
a/2 es el radio de los iones
d es el ancho de la pared del cilindro.
t es la distancia del centro del capilar a la pared interna del cilindro.
x es la distancia del centro del cilindro a cualquier punto en el espacio.

V;(x) es el potencial electrostdtico promedio en la i-ésima regién con j=1, 2,..,5.

Al



@, es potencial sobre la superficie externa del capilar.

@y es el potencial externo a un radio iénico fuera de la pared externa.
V¥, es el potencial en la pared interna.

yy es el potencial a un radio i6nico de la pared interna en el interior del cilindro.
Y4 es el potencial en el centro del cilindro

Ojn densidad de carga en la superficie interior del poro.

Oout densidad de carga en la superficie exterior del poro.

gee carga en el electrolito fuera del poro.

qe carga en la pared exterior del poro.

g;e carga en el elctrolito dentro del poro

q; carga en la pared interior del poro.

La unidad de distancia utilizada para todas las longitudes por convencién estd dada en
radios i6nicos excepto para los iones que estdn medidos en Angstroms. Para cada regi6n se
deben cumplir las condiciones de frontera. Las condiciones de frontera fuera del cilindro en
la regi6n 5 son

V(x =) =0
dy(x —>e0)/dx =0

Con estas condiciones e integrando la ec. (A1) obtenemos

¥s(x)= ie@]:ln(i)ma(y)ydy, (A6)

donde se debe cumplir
Py =VYs(x=t+d+a/2)

de tal manera que

on=4  [n(te22h ey A7)
t+d+a/2

Para encontrar el potencial en la regi6n 4 se tienen las siguientes condiciones de frontera
\p4(t+d+a/2) =\|l5(t+d+a/2)=(pH

dys(x=t+d+a/2) _ y,(x=t+d+a/2)
dx - dx

A2



dy,(x=t+d) _
—& —="E

Ye=Wa(x=t+d)

J;E ods = ﬁtE.;E(‘le +i + Qe )

integrando la ec Al y aplicando las condiciones de frontera, entonces

va=4=  [nzpatysy (3
t+d+a/2

donde

Po=vatrd=2= [i(lpyyey (a9

t+d+a/2
donde se ha usado la condicién de electroneutralidad del sistema; dado por
e +di +die + Gee =0

o en términos de las densidades superficiales:

e[ pia()ydy = ~Gou(t+9) =0 (1), (A10)

(o)

En la regién 3 las condiciones de frontera son

Y4(t+d) =y3(t+d)
(Al1)

E4—Ey= d‘h(?:;Hd)) + W;();Hd) _ 41::83out

tal que integrando la ec. de Laplace se obtiene

4
W3(x) = T2 (1 + d) In(7g ) + 422 j m(l;-))id(y)ydy (A12)
t+d+a/2

donde Wy, = y3(t), entonces

A3



Yo = Qg + g (t+d)1n( ) 4—2‘91!1(&%1) fpid(y)ydy
t+d+a/2

(A13)
0 tambien

4
Vo = oo (t+d)In(ply) + 42 j nlfpaivdy A1
t+d+a/2

usando la condicién de electroneutralidad (A10); puede escribirse como

t-a/2
4
Vo=00 + 2 i(cly)-4=(y) [putrmey (19
0

Para la regién 2 las condiciones de frontera son

Yo () =y3(t) =y,

(A16)
E3-E, = _d“’s((i’f‘)) v, ((;:( 0 _ 41:8%
e integrando la ec. de Laplace se obtiene
t-a/2
y(x) = o + 421n(1) ind(y)ydy A

t-a/2
Wi =Wa(t-2/2) =y, +4%1n(}) ind(y)ydy

Para la regién 1 las condiciones de frontera son
Yy =\y1(t—a/2)
yi(t—a/2)=yy(t—a/2)

dy;(x=t-a/2) _ y,(x=t-a/2)
dx - dx

integrando la ec. de Poisson;

A4



t—-a/2 t—a/2
V1(x) = W, + 42 1n(L) jpid(y)ydy +4me J ln(é)md (y)ydy
0 X

(A19)
con  yg =y1(0)
t—-a/2 (A20)
Ya =y, -4 J. In('yL)Pid(Y)ydy
0

AS



APENDICE B

Expresiones para los kerneles de HNC/MSA para geometria cilindrica

a)-Para el potencial electrostdtico Capilar-I6n: Si se definen tres regiones, una fuera
del cilindro (A), otra en la pared del poro (B) y la dltima dentro del cilindro (C) se tiene:
E, campo en la regién A
Ep campo en la regién B
E¢ campo en la regién C
Ea(x)=2E[(t+a/2)0; +(t+d+a/2)c,]
Ep(x)=4E(t+a/2)o;
Ec(x)=0
t+d+a/2 t+a/2
ujj (x)= —€Z; IE A (x)dx -€z; J‘EB (x)dx ~ ez; J.EC (x)dx
t+d+a/2 t+a/2

41rez

u = ———{(t+a/2)0; +(1+d+a/2)c.|In(t+a/2)

4Amez.
—-——n:z’ (t+d+a/2)o, ln( “;_f;’j‘z{z) [(t +a/2)o;+(t+d+a/2)c,]In(s)

b)- definiendo
A=x*+ y2 - 2xycosd .

Las expresiones para los Kernels en HNC/MSA para el caso de geometria cilindrica y
expresiones adicionales.

L= Jcs(s)pis(Y)dV
(1B)
I, = jcf{ (8)piq ()AV

en coordenadas cilindricas

Bl



o

© 2r
I = ins(y)ydy fd‘b jdzcs(s)
0 0

—OC)

o0 2w oo
I, =z J' Pia (¥)ydy J'dq: j dzc (s)
0 0 -—o
1 .
usando la relacién s=[x2+y2+z2—2xycosq>]2 y la condicién de que

cs(s) ¥y ¢ (s) son cero para s>a, marcando los limites de integracién sobre dz de
acuerdo a

z< \jaz —(xz + y2 —2xycos¢) =z,

(2B)
~25 S 257
ademds
X + y2 —2xycosd < a®
2,2 _,2
o< cos-l(l‘-%-y-i) = 0, (3B)
0<0<9, (4B)
enelintervalo t—a/2<y<t+d+a/2
n
Pis(N==D p1==p ¥ Pia(y)=0 (5B)

1=1
combinando las ecs. (2B), (4B), (5B) con (1B)

t—a/?2 o, z t+d-+a/2 o, 1z,

L =4 J‘ Pis (¥)ydy j d¢ | dzcg(s) - 4p J. ydy J‘ d¢jdzcs(s)
0 0 0 t+a/2 0 0
t-a/2 % 7z
+4 f Pis(Y)ydy d¢szcs(5)
t+d+a/2 b 0

B2



t—-a/2 Z,
I = 4z; J Pld(y)ydyJ.dq)J‘dzc (s)+4z; J Pia (Y)ydy j dq)J.dzc )’
0 t+d+a/2

definiendo K(x,y) como

(0 y<x-—a
¢0 ZO
Kx,y)=13 4yjd¢jdzcs(s) x—a<y<x+a, - (6B)
0 y>x+a
y L(x,y) por
0 y<x-a
L(x,y)=1 4yJ‘d¢J‘dzc§r (s) x—-a<y<x+a, (7B)
0 0
0 y>x+a
se tiene que
t-a/2 t+d+a/2
fdyK(x,y)pls@) P [ayKeuy)+ fdyK(x PPis(y)
t—a/2 t+d+a/2
t-a/2
L=z jdyL(x PPia(y)+7 j YL )Pia(y)
t+d+a/2

estas son las ecuaciones para dentro y fuera del cilindro.
Tomando K(x,y)=L(x,y)=0 para |[x —y|>a , entonces

B3



L= deK(x,y)pB(y)+A(x) t+d+a/2<x<e0

t+d+a/2

I, =z J.dyL(x,y)pid(y) t+d+a/2<x <00

t+d+a/2

para la regidn fuera del cilindro, y

t—-a/2
Il, =4 deK(x,y)pis(y)+A’(x) 0<x<t-a/2
! .
t-a/2 ’
I =z; J-dyL(X,y)Pid(Y) 0<x<t—-a/2
0

para la regién dentro del cilindro, donde

t+d+a/2
A= [#Kexy)

X-a

x+a
y AX)=-p jdyK(x,y)
t—a/2

para obtener K(x,y) y L(x,y) se combinan los resultados de MSA definidos en las ecs. (20
-23b) del capitulo 1 con las ecs. (6B) y (7B) para obtener

(0 y<x-a

9
K(x,y)=) _4yJ-[01]0 +6T102]1+%ﬂ0313]d¢ XxX—asysx+a’
0

0 y>x+a

B4



(0 y<x-—a

L(x,y)= ] 4¢’B
e 7

2r r’
|:J2_1+I“a]0+(1+1~a)211}1¢ x—as<y<x+a

O b, S

0 y>x+a

donde
ZO
Io = J.dz
0

I =\/a2 —x2 —y2 +2xycos

Zy

Jl = JSdZ

0

I = %\/az —x? -y2 + 2xy cosd

2_,2_,2 ’
+%(x2 +y? —2xycosd>)ln[‘/a i +2xycos¢+a}

\/;2 +y?-2xy cos
ZO
J = QSZ-
0

Jy=In \faz—x2—y2+2xycos¢+a
Vx2+y?=2xycosd

b

Z,

J3=J-s3dz
0

BS



3= %[az +%(x2 +y2 —2xycoso ]\/;12 ~x2 —y2 +2xycos¢

3 _1 \/7—x —y?+2xycos+a
+8(x +y? xycos¢) [ TR ——

Six=0 y/o y=0 aec.(3B) diverge. Para este caso las expresiones analiticas para K(x,y) y
L(x,y) son tales que si y=0, para toda x, K(x,y)=L(x,y)=0. Si y # 0 y x=0, K(x,y) =4nyIl,
y L(x,y)=4dryl§y para—a<y<a y son cero en otro caso; donde

Iy = {[01 +3ncaa+ %110333 + %nc.v,ayz]D(y) + [37102}’2 + %ﬂcsy4]E(Y)} ,

=2 B{[zGa 2}GD(y)+[1+;G2 2}E(y)}

donde
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APENDICE C

Breve descripcion del programa de computo

El programa se elabor6 en lenguaje FORTRAN. Que consta del programa principal y 17
subrutinas, para los célculos necesarios en la determinacién de h(x), y 5 subrutinas para
cdlculos adicionales, como son la densidad de carga superficial, la adsorcién isotérmica y
los potenciales en el centro del capilar y en la distancia de médximo acercamiento de los
iones con la pared del capilar. E]l programa principal controla el proceso iterativo de
Newton y envia la secuencia del programa hacia las subrutinas correspondientes de los
cédlculos adicionales. Este programa resuelve numéricamente la ecuacién integral
HNC/MSA para el interior de un capilar cargado a un potencial constante, inmerso en una
solucién electrolitica. El método utilizado es de elemento finito con funciones base
cuadriticas, ciertas integrales se realizan con el método de Gauss y otras por el método de
Simpson. Se comienza a correr el programa con datos que simulan una solucién
aproximada o de prueba. La malla o divisién de los intervalos dentro del cilindro se
construye de tal manera que el radio interno del capilar no necesariamente es un miltiplo
del radio de de los iones (a/2). El programa principal consta de 4 subrutinas principales que
denominamos progl, prog2, etc., hasta prog4.

progl- Envia la secuencia del programa hacia las subrutinas encargadas de construir las
divisiones de la malla, los kerneles y evaluar ¢l error con los datos de prueba.

prog2- Contiene los formatos de salida de las cantidades calculadas y lama a todos los
resultados, produciendo la salida con los resultados finales.

prog3- Solucién del sistema de 2N ecuaciones lineales con 2N+2 incognitas (método de
eliminacién Gaussiana).

progd- Evaluacién de hij(x)

a) evaluacidn del error en cada iteracién.
b) construccion de h(x) de cada iteracidn

C1



APENDICE D

Expresiones para los Kerneles de HNC/MSA para una geometria esférica
n
p= Zpl
I=1
n= na3p /6

¢y =(1+2n)* /a(1-n)*

2
Cy =—(1+%) /a(l—n)4
C3 =¢Cq /33

n
4 2
SIS

i=1
T =5k ((1+2ka)/? - 1)

s2 = r2 + t2 —2rtcosO

para IF=t/20 .

K, (r,t) = =2mt (e +6mcoJy + A nesly)

2nfe?
Kq(r,t) = Ee t2(J—l * (13¥a) Jo+ (l+¥'a)2 T

para [r—t|<a y K (r,t)=Ky4(r,t)=0 con |[r—t|>a
R+a/2
A(r)=—] K(r,t)dt
0

para R+a/2<r<R+3a/2
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-1 1+2 . 1+2‘)
Ji1= oy (a Ir—1

La funcién Kg(r,t) en A(r) puede ser integrada para obtener

A0 =2{1,[$ (2 +12)+ 2meas? - RE)+ 3o - )+

T3[Cll‘ + 6T]C2I'2 + % 1‘4] - 1?4[071 + 6T]Czr + T]C3I‘3] +

2 C3r c
Ts[2ncy +nesr?] - T61‘—23—+T7‘}_03}

R+a/2) ~(r-a)’
T, _{ )1 (r—a)
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