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SUMARIO.

Se presenta un esquema numérico para resolver las ecuaciones que des-
criben el comportamiento del flujo de fluidos viscosos, incompresibles y de-
pendientes del tiempo no térmicos 6 térmicamente acoplados bajo la a-
proximacién de Boussinesq. El esquema combina una descomposicién de
operadores en la discretizacion temporal y elementos finitos lineales en la
discretizacion espacial. Para mostrar la eficiencia del esquema se muestran
resultados de nimeros de Reynolds grandes, hasta Re < 40000, para el caso
de fluidos isotérmicos; con niimeros de Rayleigh grandes hasta Ra < 10® para
el caso térmico, en lo que respecta a conveccién mixta y natural. Esto es,
probamos el esquema para viscosidades muy pequeiias y términos de fuerza
grandes, lo cual no resulta una tarea trivial. A la vez el esquema es capaz de
obtener tales resultados con mallas gruesas, como consecuencia de incorporar
un efecto de upwind en un subpaso de la descomposicién de operadores.
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1. INTRODUCCION

Este trabajo trata sobre la solucién numérica de fluidos incompresibles y
viscosos, dependientes del tiempo. Se considera tanto el caso isotérmico, go-
bernado por las ecuaciones de Navier-Stokes, como el caso térmico, gobernado
por la aproximacién de Boussinesq (Navier-Stokes acoplado ‘casi incompre-
siblemente’ con la ecuacién de temperatura). Ambos modelos se consideran
en términos de las variables primitivas de la velocidad y la presién. La
solucién numérica se basa en un esquema que combina una descomposicién
de operadores en la discretizacién temporal y elementos finitos lineales en la
discretizacion espacial. Con esta discretizacion espacial, el esquema es inde-
pendiente de la geometria del problema, asi como de la dimensién espacial,
debido al uso de métodos iterativos en la solucién de los subproblemas resul-
tantes que finalmente conducen a la solucién de problemas elipticos lineales
y simétricos; sin embargo, nuestros experimentos numéricos se presentan so-
lamente para dimension dos.

Cuando se trabaja con un esquema numérico para el problema completo
de Navier-Stokes y de Boussinesq {dependiente del tiempo) podemos consi-
derar dos situaciones: a) capturar flujos estacionarios, cuando existen, como
el limite cuando ¢ — oo de la solucién del problema no estacionario, b)
estudiar la evolucién de ciertos flujos.

La eficiencia y robustez del esquema numérico se ilustra obteniendo re-
sultados para numeros de Reynolds hasta Re = 40000, para Navier-Stokes,
y hasta nimeros de Rayleigh Ra = 10® para el modelo de Boussinesq; en
ambos problemas usamos la geometria dada por el problema de la cavidad
bidimensional. Manejar este rango de parametros corresponde a considerar
viscosidades muy pequefias y términos de fuerza grandes (en la ecuacién de
momento), lo cual no es trivial, y, por tanto, corresponde a situaciones que
no cualquier esquema numeérico puede manejar. Obtener resultados para tal
magnitud de pardmetros es una necesidad para simular situaciones que co-
rresponden a la realidad; por ejemplo, con respecto a nimeros de Reynolds
grandes se tiene que para el caso de un planeador de una longitud carac-
teristica de .001km y a una velocidad de .001km/seg, el nimero de Reynolds
es Re ~ 7 x 10*, para un automdévil que corre a .003km/seg, Re ~ 6 x 10° y
para aviones a .03km/seg, Re =~ 2 x 107 [1].

La validacién de nuestros resultados se basa en el hecho de que para
nimeros de Reynolds Re < 10000, y hasta cierto grado de mallas no finas,
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hemos obtenido la misma precisién que otros autores obtuvieron con ma-
llas mucho mas finas [2], [3] y [4]. Ademas, cuando el niimero de Reynolds
se incrementa, el esquema numérico no requiere de un tratamiento especial
adicional mds que decrementar el paso de discretizacion temporal, lo cual
es un requisito natural de la dindmica réapida del flujo; dicha dindmica es
congruente también con la aparicién de mas vértices secundarios en los ex-
perimentos numéricos.

Como se menciona en la Sec. 4.6, Navier-Stokes, especificamente dicha
validacién consiste en comparar nuestros resultados provenientes del pro-
blema no estacionario, cuando t — oo con los resultados reportados del
problema estacionario. En tales circunstancias y tomando en cuenta que no
hemos visto resultados del problema estacionario para nimeros de Reynolds
Re > 20000, los resultados que se presentan para Re > 20000 no podemos
decir que correspondan al estado estacionario, sin embargo se puede observar
que la estructura es muy similar al correspondiente estado estacionario para
Re menores. Teéricamente, [5], se sabe que dicho estado estacionario puede
no existir, o no ser \unico, a partir de cierto valor critico Rec; la pregunta
es, cudl es el valor de Rc. Otro camino, mas reciente, dentro del contexto
de sistemas dindmicos de dimensién infinita, es el concepto de atractor (o
atractor universal), [6], lo cual consiste en una estructura mas general del
concepto de variedad central, a la cual debe tender el flujo cuando ¢ — oo,
independientemente de su estructura; aclaramos que ésto es un tépico de
investigacién actual.

La contribucidn de este trabajo consiste en presentar un esquema numérico
capaz de manejar el rango de pardmetros mencionado, usando elementos fini-
tos de bajo orden (lineales) en la discretizacién espacial, usando a la vez
mallas significativamente gruesas; lograr estas cualidades no es usual en un
esquema numérico para esta clase de problemas.

En la literatura se han reportado diversos resultados para nimeros de
Reynolds grandes (Re < 12000) y con un alto grado de precisién, pero u-
sando la formulacién vorticidad-funcién corriente [2], [3], [4], y con mallas
finas. Se sabe que con esta formulacién la condicién de incompresibilidad se
satisface automdticamente y la presién no aparece directamente como una
incognita del problema. Sin embargo, hay que enfrentar la falta de condi-
ciones de frontera para la vorticidad, lo cual es la principal dificultad con esta
formulacién, [7]. En [4] dichas condiciones de frontera se abordan a través de
un operador de frontera, y se reportan resultados para nimeros de Reynolds
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grandes (hasta Re = 12000). Otra forma de abordar este problema, cuando
se discretiza con diferencias finitas, es considerando ciertas expansiones de
Taylor (véase también [7]).

Otros resultados numéricos han sido reportados recientemente en (8], [9],
y [10]. Estos estdn basados en la formulacién de variables primitivas y usan
viscosidad artificial [10], o bien esquemas de upwind de tercer orden [8], [9].
En [10], con viscosidad artificial y multimalla en diferencias finitas obtienen
resultados de alta precisién hasta Re = 15000, pero con mallas muy finas.
Para obtener upwind de tercer orden, Tabata y Fujima en [8], usan la idea
clasica de upwind, pero ademds usan puntos “downwind”; por otro lado,
Kondo et al. [9] usan una funcién de peso modificada, la cual es la suma de
funciones de peso estdndares, y de sus segundas y terceras derivadas. Tanto
en [8] como en [9] se reportan resultados hasta Re = 10000 y se hace uso de
mallas irregulares, refinando la subdivisién en las capas limite.

En [11], se discute la solucién de las ecuaciones de Navier-Stokes en va-
riables primitivas para describir el flujo en dominios complejos: flujo en un
canal alrededor de un cilindro, y alrededor de cilindros rotantes. La idea
principal aqui, después de usar una discretizacién en tiempo de segundo
orden, consiste en transformar la solucién del problema original, en cada nivel
de tiempo, a la solucién de un problema de tipo Stokes mediante un proceso
iterativo de punto fijo; la solucién de este problema tipo Stokes se realiza
mediante un método de penalizacién haciendo uso de elementos finitos de
orden alto en la discretizacién espacial. En este caso se presentan resultados
para Re < 400. '

En [12] también se consideran geometrias andlogas a la anterior y se
discuten diferentes procedimientos de elemento finito, basados en la formu-
lacién vorticidad-funcién corriente y en la formulacién de variables primitivas.
En todas estas formulaciones se usa el método streamline-upwind/Petrov-
Galerkin (SUPG) para evitar oscilaciones espurias en presencia de términos
convectivos fuertes. En la formulacién de variables primitivas se emplean
funciones bilineales por pedazos para la velocidad y funciones lineales por
pedazos para la presién. Cabe mencionar que con esta formulacién (con ele-
mentos triangulares) se usa el esquema-6 de R. Glowinski, [13], [14] , [15] ¥
[16], pero los subproblemas estacionarios correspondientes se resuelven con
técnicas diferentes, entre otras razones, para poder aplicar SUPG. En este
caso también se consideran niimeros de Reynolds pequeiios.



Finalmente, sefialamos que otra metodologia consiste en aplicar dua-
lidad y Lagrangianos aumentados, {17], [18]; sin embargo, como se men-
ciona explicitamente en tales referencias, dichos aspectos, numéricamente,
solamente funcionan para el problema de Stokes o bien para nimeros de
Reynolds moderados en Navier-Stokes. Para probar estabilidad y convergen-
cia, también explicitamente se menciona que los algoritmos que resultan en
términos de la descomposicién de operadores (Peaceman-Rachford, esquema
6 de R. Glowinski, etc) es todavia un problema abierto.

En lo que respecta al modelo de Boussinesq, en [10], [19], [20], [21], [22],
(23] y [24] se reportan resultados numeéricos con un alto grado de precision,
pero usando también mallas finas. En [21] se resuelve un problema de con-
vecci6n mixta en la cavidad con un gradiente de temperatura vertical estable.
Se presentan resultados numéricos para un rango amplio de los parametros,
0 < Ra < 10 y 400 < Re < 3000 usando diferencias finitas. Se identifi-
can asi los elementos dindmicos predominantes para varios regimenes de los
parametros. Se estudian dos casos:

1) Gr/Re? < 1, en el cual las caracteristicas del flujo son similares a los
de la cavidad convencional de un fluido no estratificado, los fluidos estdan bien
mezclados y las variaciones de temperatura son pequeiias.

2) Gr/Re? > 1, en donde la mayoria de las porciones de la parte superior
y central de la cavidad estian estancadas.

Después, para conveccién natural, se resuelve el problema del flujo de un
fluido provocado por fuerzas de flotacién en la cavidad con paredes verticales
calentadas de diferente manera. Este problema es resuelto por FIDAP (un
paquete de elemento finito bastante conocido), el cual tiene un resolvedor
para el modelo de Boussinesq estacionario y usa un método completamente
acoplado; el rango considerado es para nimeros de Rayleigh Ra, 10° < Ra <
108. Para obtener la solucién para Ra = 108, con FIDAP se tiene que realizar
una serie de soluciones para Ra = 103,104 10%, y toma la solucién del Ra
anterior para arrancar el método para un Ra mayor.

FIDAP compara sus resultados con los reportados en [19]; mientras que
[20] y [22] 1o hacen con los resultados reportados por FIDAP; y [24] compara
con los de [20]. Todos estos trabajos, excepto [19] usan la formulacién en va-
riables primitivas (velocidad y presién). La referencia [19] usa la formulacién
vorticidad-corriente estacionaria de Boussinesq.

En [20] el mismo problema es resuelto investigando diferentes esquemas



numéricos, construidos sobre bases iterativas implicitas y semi-implicitas, y
usando el concepto de multiplicador de Lagrange. La cavidad aqui es dis-
cretizada por una malla rectangular de “elementos clasificados”. Usan ele-
mentos bicuadraticos/bilineales para la velocidad y presién respectivamente.
En [24], se presentan resultados usando el método minimos cuadrados de el-
emento finito con elementos bilineales. En [22] se usa un método de descom-
posicién de operadores para fluidos compresibles con nimeros de Rayleigh
grandes.

En [25] se estudia numéricamente la conveccién natural que se manifiesta
en el almacenamiento de granos en silos debido a los gradientes de tempe-
ratura producidos por el calor de respiracién. Se obtienen resultados hasta
Ra = 10%; sin embargo, el modelo (de Boussinesq) con el que se trabaja es
para medios porosos y se emplea la formulacién vorticidad-funcién corriente.
El problema se discretiza mediante colocacién ortogonal con polinomios de
Legendre, y el sistema de ecuaciones no lineales que se obtiene se resuelve
por el método de Newton-Raphson con factorizacién LU.

Como se verd en las Secciones 4.6 y 5.5, los resultados de este trabajo
se obtienen usando mallas significativamente gruesas (con lo cual queremos
decir “significativamente mas gruesas” que las reportadas en la bibliografia
con otros esquemas); el uso de mallas gruesas, manteniendo el grado de
precision que se obtiene con mallas finas, es de gran importancia en lo que a
tiempo de CPU y capacidad de memoria se refiere.

La descomposicién de operadores del esquema numérico que aqui se pre-
senta se basa en una discretizacién temporal de segundo orden y, como otros
métodos de descomposicion de operadores, nos permite desacoplar las dificul-
tades asociadas con la(s) no linealidad(es) en Navier-Stokes (en Boussinesq)
y la condicién de incompresibilidad, reduciendo el problema a la solucién de
una sucesién de subproblemas mds simples en cada nivel de tiempo: proble-
mas de tipo Stokes y problemas tipo conveccién-difusién (transporte).

La solucién de los subproblemas estacionarios anteriores se realiza me-
diante métodos iterativos que conducen a la solucién de problemas lineales
elipticos y simétricos: gradiente conjugado para los problemas de tipo Stokes
y punto fijo para los problemas de tipo transporte.

El antecedente del presente trabajo, de hecho el mds cercano a éste, es
el esquema 6 de R. Glowinski, el cual se basa en una descomposicién de o-



peradores que se obtiene de una discretizacién en tiempo de primer orden, y
subdividiendo cada subintervalo de tiempo en tres subintervalos de diferente
longitud, las cuales se determinan por un parametro 6 cuya eleccién hace que
cuando el problema se restringe a dimensién finita, el esquema resulta ser de
segundo orden en exactitud e incondicionalmente estable. Con esta des-
composicién de operadores se obtienen subproblemas lineales de tipo Stokes
en el primer y tercer subintervalos, y un problema eliptico no lineal sin res-
triccién de incompresibilidad en el subintervalo intermedio. La solucién de
ambos subproblemas se lleva a cabo mediante el método iterativo del gra-
diente conjugado aplicado a una ecuacién funcional satisfecha por la presién
en el caso de los problemas de tipo Stokes, y de un problema equivalente de
optimizacién, que se obtiene con una formulacién de minimos cuadrados, en
el caso del problema eliptico no lineal.

Con la finalidad de lograr un esquema alternativo, en [26] y [27] se pre-
senta una variante del esquema #. Cada subintervalo también se subdivide
en tres subintervalos, pero en este caso de longitud igual. La discretizacién
en tiempo, a diferencia de la de primer orden en el esquema 8, es de segundo
orden (con buen comportamiento para tiempos grandes e incondicionalmente
estable cuando se combina implicitamente con el operador laplaciano [28]).
Los subproblemas que se obtienen en cada nivel de tiempo son del mismo tipo
que en el esquema §. Los subproblemas de tipo Stokes se resuelven también
con gradiente conjugado aplicado a la correspondiente ecuacién satisfecha
por la presién; sin embargo, el subproblema eliptico no lineal, se resuelve
mediante un proceso iterativo de punto fijo, con lo cual se logra un proceso
mas simple y mds barato que el proceso de minimos cuadrados que se usa
en el método §: el proceso iterativo de punto fijo conduce a la solucién de N
problemas elipticos lineales y simétricos en cada iteracién, mientras que cada
iteracién del gradiente conjugado en la formulacién de minimos cuadrados
requiere de la solucién de 3N de dichos problemas.

Con respecto al esquema 6, en [13], [14], [15] y [16] se presentan resulta-
dos para diferentes flujos (inyectores, inyectores dobles, etc.), con diferentes
geometrias; en [14] y [15] se presentan también resultados para flujos com-
presibles. Los numeros de Reynolds considerados varian de Re = 100 a
Re = 1500; Re = 8000, en el caso de inyectores dobles.

Para el problema cldsico de la cavidad, en [26] y [27] se reportan resultados



de alta precisién con Re = 1000, y con Re = 8000 para inyectores dobles.
En ambos casos las mallas que se usan son finas (h, = 1/128). De acuerdo
con los resultados y las mallas empleadas se puede decir que la variante en
[26] y [27] es competitiva con el esquema 6.

En [29] se muestran también resultados para el problema de la cavidad
aplicando un esquema de descomposicién de operadores de 5 pasos, en donde
resultan dos problemas no lineales de tipo eliptico. El primer subproblema no
lineal puede linealizarse y aplicar upwind para controlar oscilaciones espurias
para nimeros de Reynolds grandes, mientras que el segundo subproblema no
lineal que resulta, se resuelve tal cual para preservar la precisién. Se reportan
resultados hasta Re = 10000.

El presente trabajo, en lo que se refiere a las ecuaciones de Navier-Stokes,
es a su vez una variante del esquema en [26] y [27]. Esta vez, el objetivo
es lograr un esquema, de ser posible mds sencillo, capaz de reproducir las
caracteristicas principales del flujo para nimeros de Reynolds grandes (més
grandes que los reportados por la literatura actual, incluyendo los reportados
por la variante en [26] y [27]), empleando para ello mallas gruesas, y por
otro lado, poder extenderlo, con las mismas cualidades, al problema mds
complicado del modelo de Boussinesq.

Tomando en cuenta lo anterior, la variante del esquema reportado en [26]
y [27] consiste en reemplazar el término no lineal por uno lineal haciendo
uso de la velocidad previamente calculada en el subpaso anterior. De hecho
esta idea viene de una observacién de R. Glowinski en relacién al esquema, 0
(recordamos que en este caso se usa una discretizacion en tiempo de primer
orden, aunque globalmente es de segundo orden). Procediendo de esta forma,
en el subintervalo intermedio resulta en lugar del problema eliptico no lineal
un conjunto de problemas (desacoplados) elipticos lineales (no simétricos)
de tipo conveccién-difusién (o de tipo transporte). Entonces, aprovechamos
esta estructura y aplicamos una técnica cldsica de upwind, que para este tipo
de problemas (considerando solamente uno) ha dado excelentes resultados,
tanto en precisién como por su papel de estabilizador para cualquier paso de
discretizacidn h, sin importar el tamafio de la cantidad convectiva dominante.

Desde luego, no habia garantia de que esta cualidad se preservara comple-
tamente para las ecuaciones de Navier-Stokes ya que éste es parte solamente
de un paso del proceso en cada nivel de tiempo; en los otros dos subpa-
sos restantes juega un papel decisivo la restriccién de incompresibilidad. De
hecho, los experimentos numéricos mostraron que no hay problema en el as-
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pecto estabilizador pero si lo hay en precision si la malla es gruesa. Luego,
a esta variante, para ser efectiva agregamos una interpolacién cibica para
iniciar el proceso iterativo de punto fijo para resolver estos subproblemas;
este solo hecho, en relacién a fluidos y a nuestro esquema, cuyo efecto no fue
simple lo aprendimos de [30].

Cabe mencionar que las aplicaciones de upwind en Navier-Stokes, asi
como para el modelo de Boussinesq, han sido pocas (al menos para resultados
con nimeros de Reynolds altos) comparado con lo mucho que se ha hecho
para problemas escalares de transporte. Una idea basica de este trabajo
consistid en realizar un analisis de los esquemas que se habian aplicado a estos
problemas y seleccionar el mejor, el cual resulté ser el esquema de upwind
parcial de Ikeda [31]. Este esquema, bajo ciertas circunstancias, resulta ser
de segundo orden e introduce la minima cantidad de viscosidad artificial
necesaria para preservar el principio del méaximo discreto, el principio de
conservacién de masa discreto, y la convergencia en L*((2).

En [32], se presentan resultados numéricos de alta precision para el pro-
blema cldsico de la cavidad usando el esquema de descomposicién de ope-
radores de 3 pasos, tanto la versién lineal (con upwind) como la no lineal,
asi como también usando el esquema de 5 pasos mencionado previamente en
relacién a [29]. En [32] se incluyen resultados para 1000 < Re < 7500, con
tamafios de malla h, = 1/48 y 1/64 para Re = 1000 y h, = 1/64 y 1/128
para Re = 4000 y 7500. En [33], reportamos resultados para 7500 < Re <
12000 usando la versién lineal y no lineal del esquema de 3 pasos. El A,
usado para Re = 12000 es 1/128. En [34] se presentan resultados numéricos
para numeros de Reynolds en el rango de 400 < Re < 4000 con mallas
hy, = 1/32 para Re = 1000 y h, = 1/48 para Re = 4000; estas mallas son
considerablemente gruesas en relacién a las usuales reportadas para otros
esquemas (Véase la Seccién 4.6).

En [35] presentamos resultados para Navier-Stokes con 15000 < Re <
40000, y el tamafio de malla mds grueso que se usa es de 1/128 la cual es
significativamente mas gruesa que la malla de h, = 516 que emplean Bruneau
et al en [10] para Re = 15000.

En los resultados numéricos de este trabajo presentamos ademads de los ya
sefialados, resultados para Re = 20000, 25000, 30000 y 40000; todos ellos con
h, = 1/128. Con respecto a Re = 40000 se presenta el resultado obtenido a
partir de un Re menor, asi como el obtenido directamente de cero.

Para el caso térmico (Boussinesq) presentamos resultados con 105 < Ra <
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108 con un tamafio de malla h, = 1/16 para conveccién natural; hacemos
notar que esta malla corresponde a 289 nodos mientras que los resultados de
FIDAP para 10° < Ra < 10° corresponden a una malla de 625 nodos usando
144 cuadtrildteros y con una malla més fina cerca de las paredes. Para con-
veccién mixta se muestran resultados también con mallas significativamente
gruesas, incluyendo un resultado en el rango de turbulencia térmica {36], con
una malla significativamente gruesa.

No presentamos en este trabajo ningin estudio de estabilidad y conver-
gencia tedricos del método propuesto, pero, con respecto a estos aspectos,
podemos citar [11], en donde se hace un estudio de la estabilidad para dife-
rentes esquemas de discretizacién en el tiempo, y también propiedades de con-
vergencia de algunos métodos iterativos (método de Newton, cuasi-Newton,
etc). En este caso, no se estd haciendo un estudio sobre esquemas de des-
composicién de operadores. En [37] se hace un estudio sobre la estabilidad
y convergencia del método 8 de R. Glowinski y se muestra con el problema
de la cavidad suavizada que el esquema funciona bien hasta Re = 3200. En
Fernandez-Cara [38] también se presenta un estudio de estabilidad y conver-
gencia de una variante cercana al método 8 de R. Glowinski (no se presentan
resultados numéricos). En [39], [40], [41] y [42], también se presentan re-
sultados de estabilidad y estimaciones de error usando elementos finitos de
orden alto (no se usa descomposicién de operadores).

El presente trabajo estd estructurado de la siguiente manera:

En el Capitulo IT se discuten algunos aspectos tedricos sobre la existencia
y unicidad de la solucién de las ecuaciones de Navier-Stokes y de Boussinesq.
Aqui se introducen los conjuntos y espacios de tipo Sobolev que se requieren
para la discretizacion espacial de tipo elemento finito de dichas ecuaciones es-
tableciéndose ciertas condiciones que deben de cumplir dichos espacios (como
la condicion inf-sup) para que se tenga convergencia a la solucién del pro-
blema variacional asociado. Por ltimo en este capitulo, se hace una breve
descripcién de descomposicién de operadores.

En el Capitulo III se hace un estudio comparativo de diferentes esque-
mas de upwind para resolver problemas de conveccién-difusién. El objetivo
es elegir de entre estos esquemas el mejor, para posteriormente aplicarlo a
los problemas de conveccidn-difusién que surgen en la descomposicién de
operadores tanto de los problemas de Navier-Stokes como del modelo de
Boussinesq.

En el Capitulo IV se describe el esquema de descomposicién de operadores
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aplicado a las ecuaciones de Navier-Stokes. Se discute también la solucién
de los subproblemas estacionarios que surgen de esta descomposicién. Para
los problemas tipo Stokes se discute la ecuacién satisfecha por la presién que
se usa en el método 0 de R.Glowinski y el algoritmo de gradiente conjugado
utilizado para este problema. Para los problemas de tipo conveccién-difusién,
se describe el método iterativo de punto fijo utilizado, resaltando la diferencia
con el de minimos cuadrados utilizado por el método §. Se presentan los
resultados numéricos (lineas de corriente y vorticidad) para el problema de
prueba cldsico de la cavidad. Las mallas utilizadas son gruesas y ademas
regulares, contrastando asi con el tipo de mallas que se reportan usualmente
en la bibliografia las cuales son mallas finas y ademas mas finas cerca de las
paredes de la cavidad.

En el Capitulo V se discute una extensiéon del esquema descrito en el
Capitulo IV para la aproximacioén de Boussinesq. Se presentan resultados
numéricos para conveccién mixta y natural. Para conveccién natural se mues-
tran reultados con nimeros de Rayleigh en el rango de 10° < Ra < 108.

En el Capitulo VI, se presentan algunas conclusiones.

Tomando en cuenta que los resultados de estabilidad en {11] estdn en
términos de una discretizacion espacial arbitraria, y atin cuando no se estd
usando descomposicién de operadores, pero si dependen del niimero de Rey-
nolds, los tomamos como una guia y en el Apéndice A se presentan los
resultados al respecto; y se hace un bosquejo de los resultados mencionados
sobre las pruebas de estabilidad y convergencia.
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2. ANTECEDENTES TEORICOS

2.1. Definicién de los problemas a estudiar

En este capitulo se describen algunos resultados tedricos sobre la exis-
tencia y unicidad de las soluciones de las ecuaciones de Navier-Stokes, asi
como del modelo de Boussinesq. También se discutiran brevemente las ideas
basicas de descomposicién de operadores.

Dada Q C RV(N = 2,3 en la practica) la regién del flujo de un fluido, y
I su frontera (con I' = I'4UT,, T4NT, = @), se consideran los dos problemas
siguientes:

a) Problema de Navier-Stokes. Este problema consiste de las si-
guientes ecuaciones adimensionalizadas que modelan el flujo de un fluido
incompresible, viscoso, isotérmico y dependiente del tiempo

{6u/6t—-vAu+(u-V)u+Vp=f, xe N,t>0, (2.1)

V-u=0, x€ Q, t>0 (condicién de incompresibilidad), (2.2)

a las cuales se les agrega la condicién inicial

u(x,0) = ug(x) en Q (con V- ug = 0), (2.3)

asi como una condicién de frontera adecuada, que por simplicidad la suponemos
de la forma

u=gsobreI‘,t20(/Fg-ndI’=0). (2.4)
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b) Problema de Boussinesq. Este problema consta de las siguientes
ecuaciones, adimensionalizadas que modelan el flujo de un fluido incompre-
sible (bajo la aproximacién de Boussinesq), viscoso, térmico y dependiente
del tiempo

fu/dt — 2Au+ (u-V)u+Vp=:52:Tg, xe€ 2,t>0 (2.5)
V-u=0, x€ Q,t>0 (condicién de incompresibilidad) (2.6)
T/t — 2= AT+ (u-VT=Q, x€ Q,t>0 (2.7)

con condiciones iniciales

u(x,0) = up(x) en Q ( con V-uy = 0), (2.8)

T(x,0) = To(x) en 1, (2.9)

y de frontera dadas por

u=gsobrel",t20(/rg~ndl"=0), (2.10)
T = g sobre Ty, %—S = 0 sobre Ty, (2.11)

Las variables desconocidas u, p y T son los campos de velocidad, presién y
temperatura respectivamente del flujo; @ denota una fuente externa de calor
Con respecto a los pardmetros, Ra es el nimero de Rayleigh, Pr es el nimero
de Prandtl; Re es el nimero de Reynolds, que como se sabe est4 relacionado
con la viscosidad v por '1%2 = v, donde v es la viscosidad. f representa
una densidad de fuerzas externas (fuerzas de gravedad, electromagnéticas,

etc); y, g es el vector de gravedad g =(0,1), en dimensién dos. El término
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X, dw; N pul®
(u-V)u, en general (v-V)w denota el vector {jg 'Ujm‘;}' ; Vu = {9?},‘:1’
i=
2 N — N du;
Au=Viu={Ay},_;,yV-u= {;1 5;;}

La solucién numérica de los problemas anteriores involucra el método de
elemento finito en la discretizacion espacial. Por otro lado, el elemento finito
se aplica a la formulacién variacional (o formulacién débil) del problema
diferencial. Entonces, es necesario definir algunos espacios de funciones de
tipo Sobolev.

2.2. Espacios de tipo Sobolev y Formas Lineales y Multilineales

Denotaremos por L*(2) al espacio de las funciones cuadrado integrables
en el sentido de Lebesque, sobre §2. Dicho espacio estd dotado de un producto
interior y una norma dados por

(p,9) = Japg dx yllqllo = (g, )"/,

respectivamente. Y consideramos el subespacio

5@ ={se 2@)| [ gdx=0};

esto es, L3(12) es el espacio de las funciones cuadrado integrables cuya integral
es cero sobre §).

Hacemos notar que Lg(Q) se usa en relacién con la presién, ya que para
las ecuaciones de Navier-Stokes, la presién puede ser determinada en forma
Unica salvo por una constante.

Para cualquier entero no negativo k se define el espacio de Sobolev

H*Q) = {ve L*Q) | Dv € L¥(Q) para s =0, .k},

donde D denota a todas y cada una de las derivadas de orden s, en el sentido
de las distribuciones. Este espacio estd dotado de la norma
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X 1/2
e = (Ilvil% iy nDSvns) ;

s=1

nétese que HO(Q) = L(N).
En particular, se hace uso frecuente del caso k = 1, esto es,

HY(Q) = {q | q, % € L}(Q),i= 1,...,N},

asi como del subespacio

Hy () = {ve H'(Q) | v=0 sobre T}.

En H}(f) se tiene que
| v = (I Vo IIf)!72,

define una norma, la cual, por la desigualdad de Poincaré, es equivalente a
la norma || - ||; de H*(Q), suponiendo que 2 es acotada en alguna direccién.

Consideraremos también H~1(2) que es el espacio dual de H}(2), el cual,
como se sabe, tiene norma dada por

,’U
Il = sup 2
O£veHL () [ v

Para funciones vectoriales, consideramos los espacios
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1N

H*(Q) = [Hk(Q)_ = {v = (v, v2,...,Un) | v; € H*(Q) parai= 1,..,N},

H{(Q) = [Hé(ﬂ) M= {v = (v, Vg, ..., Un) | vi € HY(Q) parai=1, ..,N},

H(Q) = [£@)]".

Para cualquier entero k > 0, H*({2) estd dotado de la norma

oo = (% 1)

En particular, para las funciones que pertenecen a H°(Q2) = L%(Q) =
[L2(Q)]" se tiene el producto interno y norma dados por

(u,v) = fou-vdx, y|| v |o=(v,v)1/?
respectivamente, donde u - v denota el producto punto (escalar) de uy v en
R™.

Ahora definimos las formas siguientes:

e Lineales:
lg(v) = [of - v dx, para todo v € H}(Q),
con f fija en L?(Q) ; o bien
lg(v) = (£,v), para todo v € H}(Q),

con f fija en H~1(Q2), donde (-,-) denota el apareamiento de dualidad entre
H™H(Q) y Hy(Q).

lrg(v) = 25 fo Tg - vdx, para todo v € H3(Q),
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con T fijaen H'(R) y en donde como recordamos g es es el vector de gravedad
g= (Ov 1)'

e Bilineales:
a(u,v) = u/QVu= Vv dx, para todo u € H'(R) y para toda v € Hy(),

b(u,q) = — /ﬂ qV - u dx, para toda u € HY(Q) y para toda g € L),

1
Pr Re

e(T,0) = /n VT - V8 dx, para todo 8, T € H'(Q).

o Trilineales:

c(w,u,v) = /W . Vu- v dx para toda u,v,w € H'(Q).

d(u,T,8) = /ﬂ Bu- VT dx para todo u € H'(Q) y 8, T € H'(Q).

Recordemos que

% OJu; Ov;
Vu Vv =S 2% 9%
v M Z B:cj (913]',

1,j7=1
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= Ou;
2

w-Vu-v=>3Y wj=—uv.
Ba:j

=1

Usando la forma bilineal b(x, ) definimos el subespacio

Z= {v € H{(Q) | b(v,q) =0 para todo q € Lz(ﬂ)} ,

que consiste de todas las funciones libres de divergencia débil, es decir, fun-
ciones cuya divergencia es cero casi dondequiera.
Ademas consideramos

HL(Q) = {ve H(Q)|v=g sobre T},

V(@) ={ve H(Q) |V v =0},

0,(0) = {9 € H(Q) |0 =g sobre Ty, 2_107, = 0 sobre Pn},

©0(?) = {6 € H'(Q) | 6 =0 sobre T 4} .

Para la discretizacién por elemento finito consideramos una triangulacién
7,. Entonces 7, es la triangulacién que se obtiene de 7, uniendo los puntos
medios de cada uno de los lados de los tridngulos de 7,. Y consideramos
también Py el espacio de polinomios de grado < k. Definimos los siguientes
espacios (y conjuntos) de dimensién finita:
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H™(Q) = {va € C°(Q) | var- € PV T € ™},

N
3

th(Q) — {th(ﬂ)]

th(ﬂ) = {’Uh € CO(Q) ! Upjrr € 'PLV Tr e 7~'h},

AhQ) = [A™Q)],

~

H* Q) = {vh e H*(Q) | v, =g sobre F},

g

S(’)l(Q) = {Qh € CO(Q) l gn1r € P,VTIre Th,/nqhdx = O} ,

a6,

@g(Q) = {0;, € H™M(Q) | 0, = g sobre T4, P 0 sobre T,

Ohs(Q) = {6 € H™(Q) | 8 = 0 sobre T},

Zh = {vh € H{(Q) | b(vh,q1) =0 para todo gy, € SS(Q)}

(2.12)

(2.13)

} , (2.14)

Estos espacios se usan para la discretizacion espacial de la velocidad, de
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la temperatura y de la presién, y puede mostrarse que satisfacen la condicién
del inf-sup (la cual serd discutida en una Seccién posterior). Usualmente
la velocidad se busca en P, y la presién en Py, con lo cual se satisface el
principio discreto de inf-sup. Sin embargo, numéricamente, y basindonos en



el trabajo de R. Glowinski con respecto al método 8, véase por ejemplo [13],
se puede reducir el problema a trabajar solamente con polinomios lineales,
usando para la velocidad una malla dos veces mas fina que la de la presion;
esto es, se trabaja en I:I})h para la velocidad y con H}* para la presién. Para la
discretizacién de Boussinesq, extendemos esta idea usando para la velocidad
y la temperatura la malla que es dos veces mds fina, en este caso también se

satisface la condicién inf-sup, [43].
Para los espacios usuales de Bochner de funciones dependientes también

del tiempo con valores en algiin espacio de Banach X se usa la siguiente
notacién:

20,7 X) = {u|u: (0,T) = X, Ji [u(r)|gdr < oo},

con la modificacién estandar para p = oo.

2.3. Existencia y Unicidad de la Solucién de las Ecuaciones de
Navier-Stokes y del modelo de Boussinesq

2.3.1. Las Ecuaciones de Navier-Stokes

La formulacién variacional del problema (2.1) — (2.4), usando la notacién
dada en la seccién anterior, es la siguiente:

Dado ug € Vo y f € L?(0, +00; L%(2)), encontrar u € L>(0,T; V,), tales
que

(ug, v) + a(u, v) + c(u,u,v) = lg(v),V v € Vi (Q),
u(0) = ug.
Se sabe que en todo intervalo [0,7], si N = 2, la solucién débil u existe y
es Unica para todo tiempo ¢, mientras que para N = 3, sélo existe y es tinica

en un intervalo pequefio de tiempo. Estos resultados pueden encontrarse en
Ladyzhenskaya [44] y Temam [45].

(2.15)

Para evitar las dificultades de la discretizacién en el espacio libre de di-
vergencias V, es conveniente trabajar con la formulacién siguiente, la cual es
equivalente a (2.15) para funciones suficientemente regulares:
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Encontrar u € L*°(0, T; H;), p € L%(f) tales que

(u,v) + a(u,v) + c(u,u,v) + b(v,p) = lg(v),V v € H}(9),
(V-u,q) =0,¥ g€ L¥Q),
U(O) = g,

la cual tiene asociado el problema discreto:

Encontrar uy, € L®(0, T; HI*) y ps € St tales que

(Wen, Va) + a(tn, i) + c(n, U, Vi) + b(Vi, p) = 14(v4),V vi € HI}Q),
(V * Uy, qh) = O’V dn € th(Q))
uh(O) = Upp-

La presién p es nica en L?(Q2)/R en ambas formulaciones.

Hacemos notar que en las formulaciones anteriores, sobre todo en los
problemas discretos, por simplicidad hemos considerado condiciones de fron-
tera de tipo Dirichlet, con I, = @ en I' = Iy U T',,. En [46], se considera el
caso general I' = I'yU T, con condiciones de frontera naturales de velocidad
y presion sobre I'y,.

2.3.2. El Modelo de Boussinesq

La formulacién variacional del problema (2.5) — (2.11) estd dada por:

Dado uy € Vp, encontrar u € L*(0,T;V,), T € L*(0,T; 0,) tales que

(e, v) +a(u,v) +c(u,u,v) =1, (v),V v € Vo(Q),
(T:,0) + e(T,0) + d(u,T,8) = (Q,8),Y 8 € Opy(),

que nuevamente, para evitar el tener que trabajar con el espacio libre de
divergencias Vj el problema a resolver es:

Encontrar u € L*(0,T; H), T € L*(0,T;0,) y p € L(Q) tales que
(u, v) + a(u,v) + b(v,p) + c(u,u,v) = lp,(v),¥ v € H}
(

V-u,q)=0,Vge L*¥N)
(T}, ©) + €(T, ©) + d(u, T, ©) = (Q,0),¥ © € Opa(Q).
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Para este caso, el correspondiente problema discreto estd dado por:

Encontrar u, € L*(0,T; I:I;"),T € L*(0,T;0}) ypr € S¢ tales que

(U, vi) + a{up, vi) + b(vh, pr) + c(Un, un, vi) =l (Va),V v € ﬁ})h,
(V- un,qn) =0,V gx € SE(Y),
(T3, ©r) + €(Th, Or) + d(un, Th, ©1) = (Q, 04),V O € O4,(N).

La existencia y unicidad de las soluciones para el modelo de Boussinesq
pueden ser obtenidas empleando las mismas técnicas que las usadas para la
ecuaciones de Navier-Stokes. Por ejemplo, para conveccién libre, con @ = 0
y Re =1, la unicidad de las soluciones puede ser probada sélo para mimeros
de Rayleigh suficientemente pequefios; véase Lions [47], [45], y Cuvelier [48]
para mayor informacion.

Los espacios de elemento finito para la velocidad y la presién deben ser
escogidos igual que para el caso de las ecuaciones de Navier-Stokes; en parti-
cular, deberan satisfacer la condicién de div-estabilidad. El espacio de ele-
mento finito para la temperatura puede ser escogido de manera que consista
de polinomios por pedazos del mismo grado y con respecto a la misma trian-
gulacién que para las componentes de la velocidad.

2.3.3. La Condicién de Div-estabilidad

Existen ciertas condiciones que deben satisfacer los espacios de elemento
finito, y a pesar de que la mayoria de éstas son satisfechas para cualquier
seleccién de espacios de elemento finito conformes, una de las condiciones
restringe esta eleccién.

Las tres pimeras condiciones que deben de satisfacer los espacios V{ y Sh
son las siguientes:

a) | a(un, Vi) |< Kg | us 1] va |1,V up,vi € Vg. (2.16)
b) [ 6(Vh,qn) IS Ko [ v 1] g |0,V vi € VI, y V g, € SE. (2.17)
C) c(wh,uh,vh) S Ke l u; ‘1' Vh lll Wp l,V Up Vi, W € Vg, (2.18)
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las cuales corresponden a las restricciones en estos espacios de dimensién
finita de las propiedades en los espacios de dimensién infinita.

La cuarta condicién hace uso del espacio discreto Z" de funciones libres
de divergencia débil, asociado con los espacios V§ y Sf con la forma bilineal
b(x,*). En general, Z" ¢ Z, atin cuando V} C H}(Q) y SE(Q) C L§(Q),
o sea, funciones discretas de funciones solenoidales no necesariamente son
solenoidales. Esto es totalmente andlogo al caso de diferencias finitas; una
funcién que satisfaga una aproximacién en diferencias a la condicién de in-
compresibilidad no es, en general, solenoidal. Una medida del angulo entre
los espacios Z" y Z, estd dada por

6" = sup inf |z—24 |1 .
ZhEZH, [Zh]1=1 zeZ

En general, 0 < §* < 1. Se observa que §*= 0 siempre que Z* C Zy §*=1
siempre que z = 0. Luego entonces, si funciones discretas de funciones libres
de divergencia fuesen efectivamente solenoidales, o sea, Z* C Z, entonces
tendriamos "= 0. Se sigue que b(uy,gn) = 0, esto es, la velocidad discreta
u, € Z" es solenoidal. Sin embargo, como en general Z" ¢ Z, div u; # 0
atn en el sentido débil (véase [43]).

Entonces, la cuarta condicién es la condicién de coercitividad débil:

d)  sup (zn,va)/ | Ve 127 |24 |1,V 24 € ZP.
0#£v,eZh

Esta condicidn se sigue ficilmente del hecho de que a(v,v) >, |v[},V v €
H(Q).

La condicién que causa problemas cuando uno escoge los espacios de
elemento finito para los célculos de las ecuaciones de Navier-Stokes tiene la
siguiente formulacién matematica (véase [43])

Dado cualquier g, € SP,

e)  sup (zn,qn)/ | V& 12 Yllanllo,
O;év,,eZ"
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donde la constante v > 0 puede escogerse independiente de h y de la eleccién
particular de g, € S§.

Esta condicién puede ser expresada de forma equivalente como:

Dado cualquier g, € S7, existe vj, € V? distinto de 0, tal que

b(vi,an) = Yllarllo | va |1 -

A esta condicién se le conoce como la condicién de Ladyzhenskaya-
Babuska-Brezzi (o LBB) o la condicion de inf-sup , proveniendo este 1ltimo
nombre de esta tercera formulacién:

Existe v > 0 independiente de % tal que

inf  sup (vi,qn)/(| Vi |1 llanllo) =

0£9hEST gty evh

En términos no muy rigurosos, la condicion de div-estabilidad asegura que
a medida que h — 0, las funciones solenoidales discretas tienden a funciones
solenoidales. Estaremos entonces interesados en casos especiales de espacios
de elemento finito V;* y St para los cuales Z* C Z, tal que b(us,q;) = 0
implique que div u, = 0 casi donde quiera. Para mayor detalle sobre la
condicién de div-estabilidad véase [43].

2.4. Descomposicién de Operadores

Algunas de las ideas bésicas de la descomposicién de operadores fueron de-
sarrolladas por Marchuk [49] en relacién con problemas parabélicos, y puede
considerarse como una generalizacién de los métodos de direcciones alter-
nantes. El método de descomposicién de operadores también se conoce como
método de pasos fraccionarios, [50]. La idea basica:

el intervalo de discretizacién temporal se subdivide en un cierto niimero
de subintervalos, reduciendo el problema a una sucesién de subproblemas més
simples en cada uno de estos subintervalos, habiendo efectuado previamente
una discretizacién adecuada en la derivada temporal.

Sea H un espacio de Hilbert y A un operador de H en H. Consideremos
ahora un problema de valor inicial de la forma
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u, + A(u) = f, (2.19)

u(0) = u,, (2.20)

donde f es un término fuente y ug es el valor inicial.

A continuacién ilustramos la idea bésica de la descomposicién de o-
peradores con un caso sencillo (conocido como descomposicién de Peaceman-
Rachford).

Expresamos A en la forma

A= Ap + Ay, (2.21)

donde cada uno de los operadores A; y Ay son més simples que A y preservan
algunas de sus propiedades. Para ser especificos, subdividimos el intervalo
[nAt, (n + 1)At], en dos de igual longitud, donde At > 0 en el paso de
discretizacién temporal. En el primer subintervalo se toma uno de los o-
peradores, A; o A, implicitamente y el otro explicitamente; en el siguiente
subintervalo se intercambian los papeles. Quedan entonces subproblemas de
la forma:

un+1/2 —u”

Az T (u172) + Ay(u”) = £24172, (2.22)

un+1 _ un-i—l/2

A n+1/2 n+ly _ gn+l
A2 + A;(u )+ Ag(u"h) = 7 (2.23)
donde, como se observa, u;(n+#kAt) lo estamos aproximando con un esquema,
de primer orden de tipo Euler.

Consideremos el caso particular en el que H = RV, y A es una matriz
simétrica y positiva definida de N x N, y descomponemos a A en la forma
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Al = aA7A2 = ﬁA’

con a+f = 1. Entonces, los subproblemas (2.22) y (2.23) conducen a resolver
dos sistemas de ecuaciones lineales, con la misma matriz si @ = 1/2 = (.

Las propiedades sobre estabilidad y exactitud de este esquema se pueden
encontrar en [14], donde también se justifica que esta descomposicién no es
adecuada para problemas rigidos.

La descomposicién de operadores aplicada a la solucién numérica de las
ecuaciones de Navier-Stokes no estacionarias, conduce a la solucién de pro-
blemas mas simples al desacoplar las dificultades asociadas a la no linealidad
y a la condicién de incompresibilidad. Hasta donde sabemos, esta idea fue
usada por primera vez en el método ¢ de R. Glowinski [13], [14], [15], el cual
usa una discretizacién de primer orden en el tiempo de la forma (2.21) y cada
subintervalo [n+ At, (n+ 1) At] se subdivide en tres subintervalos de longitud
diferente, determinada por un pardmetro 6.

Como se observard posteriormente, el método de descomposicién de o-
peradores que es la base de este trabajo, sigue muy de cerca los pasos del
método 8, sin embargo presenta varias diferencias, de tal manera que nos
permite resolver las ecuaciones de Navier-Stokes y el modelo de Boussinesq
con numeros de Reynolds y de Rayleigh grandes, usando mallas gruesas y
conservando exactitud.
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III. SOLUCION DE UNA ECUACION DE TRANSPORTE CON
CONVECCION DOMINANTE MEDIANTE ESQUEMAS DE
UPWIND

En este capitulo se hace un estudio comparativo de diferentes esquemas
numéricos para resolver problemas de conveccién-difusién no estacionarios.
El objetivo de este estudio es seleccionar el mejor de estos esquemas para
aplicarlo en la solucién numérica de las ecuaciones de Navier-Stokes no esta-
cionarias para numeros de Reynolds grandes.

Existen diferentes modelos para fenémenos de difusién en los cuales estd
presente un fluido en movimiento. Este tipo de fenémenos se describen
matematicamente mediante ecuaciones de conveccion-difusion, las cuales son
ecuaciones parabdlicas que involucran derivadas espaciales de primer orden
(término convectivo), y en forma genérica estan dadas por

Oufot — eAu+w.Vu = fen 2 x (0,T),
ulg=0, con T=T x (0,T) (3.1)
u(z,0) = up(z),z € 1,

donde 2 C RN(N = 2,3), con frontera I', y T > 0; ademds w es la velocidad
del fluido y satisface V - w = 0.

Las ecuaciones del tipo (3.1) modelan fenémenos fisicos tales como trans-
porte de calor, de contaminantes, etc. Sabemos que esta clase de ecua-
ciones puede ser resuelta sin dificultad alguna cuando la magnitud de w es
pequeiia comparada con la de €, pero cuando el término convectivo domina,
las ecuaciones tienden a ser hiperbdlicas lo cual no resulta facil de manejar
numeéricamente a menos que se use una malla muy fina o que se haga uso de
esquemas diferentes a los tradicionales.

Una manera de medir la relacién entre w, € y h (tamafio de la malla
espacial), es el nimero de Péclet, que se define como

_vg; medida de )
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Se sabe que la solucién de (3.1) satisface el principio del mdximo. Si el
ndmero de Péclet es “pequefio”, la solucién numérica también lo satisface, sin
ser muy exigentes con el esquema numeérico empleado. Por otro lado, cuando
este niimero es “grande” (mayor que dos), un esquema numérico estandar por
lo regular no preserva este principio, y la correspondiente solucién numérica
presentard oscilaciones fuertes sin significado fisico.

Para resolver numéricamente el problema no estacionario (3.1), aplicamos
en este trabajo una combinacién de diferencias finitas para la discretizacion
en el tiempo y de elemento finito para la discretizacién en el espacio. Haremos
énfasis en una familia de esquemas de elemento finito que preservan el analogo
discreto del principio del maximo. Se pueden aplicar los siguientes tipos de
esquemas para evitar las oscilaciones no fisicas, independientemente de los
valores que tomen w, A, y €.

1. Esquemas de upwind [28],[31], [51].

2. Esquemas de viscosidad artificial [28], [51].

3. El método de las caracteristicas [52].

Dentro de los esquemas que se discutirdan brevemente en este trabajo
estan los de Tabata [28],[51], Bristeau-Glowinski [28],Kanayama [31], el de
upwind parcial de Ikeda [31], y un algoritmo que mezcla el método de las
caracteristicas [52] y el método del elemento finito.

Luego, se describe un algoritmo para resolver el sistema de ecuaciones que
resulta de la discretizacién del problema [53], y en la iltima parte de este
capitulo daremos algunas resultados numéricos obtenidos con los diferentes
esquemas anteriormente mencionados.

3.1. El problema discreto

3.1.1. Discretizacién en el espacio

Considérese el problema (3.1) y su problema variacional asociado dado
por

dado € > 0, encontrar u : [0,T) = u(t) € H}(Q) tal que
(du/dt, ®) + € (Vu, V®) + (Ww.Vu,®) = (f,9),V & € HA(Q), (3.2)
u(x,0) = up(x),x € .
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Sea 75, una triangulacién de elemento finito de §2. Entonces un problema
discreto asociado a (3.2) estd dado por

dado € > 0, encontrar uy : [0,T] = un(t) € H3P(R) tal que

(duh/dt, ‘I’h) + € (Vu;,,V‘I)h) + (W - Vuy, ‘I)h) = (3.3)
(f’ Qh) V@ € H&h(ﬂ)7

uh(x, 0) = Ugh, X € Q

Ahora, tomando ®, € B, donde B = {®},87,...,8}°} es una base de

HIMQ), y No la dimensién de tal espacio, se tiene que este problema es
equivalente a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias dado por

M dU/dt + (¢A+ B)U = F,
{ 84
U(0) = Vo,

donde A es la matriz asociada al laplaciano, B es la matriz asociada al
término convectivo, U € R™ y M es la matriz de masa.

3.1.2 Discretizacién en el tiempo

En esta seccién discutiremos la discretizacion en el tiempo; para ésto,
usaremos el esquema de Gear modificado que consiste en:
Sea At > 0, el tamaiio de paso en el tiempo, entonces

i[_j_ N %Un-{-l — U™ + %Un—l
dt = At ’

en donde U* es una aproximacién para U(kAt).
Entonces, usando esta aproximacién en (3.4) obtenemos

TZ_ZMUM + (eA+ B) U™t = G+,
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donde 1

— U 1ln>1

2
n+l __ 7" ..
Gl = f((n +1)AY) + U — 55 >

Luego, tenemos que resolver, en el tiempo (n+1)At, el sistema algebraico

AU = G, (3.5)

donde

3
A—EM‘FGA'*FB

3.2. Esquemas de Upwind

La idea bésica en un esquema de upwind consiste en aproximar el término
convectivo usando la informacién de atras con respecto a la direccién del flujo
dada por w, para ello se busca modificar la contribucién de la matriz B. Los
esquemas cldsicos efectian la cuadratura sobre dominios cldsicos (sobre la
triangulacién de elemento finito) y no tratan el término convectivo de manera
especial cuando éste empieza a dominar sobre la componente de difusién.

En el caso de los esquemas de upwind que vamos a discutir, es necesario
introducir los conceptos de dominio circuncéntrico y baricéntrico, que son los
dominios que usaran estos esquemas para efectuar la cuadratura numérica.

Definicion 1. Sea 1, una triangulacion de §Q, entonces a cada vértice P;
de cada tridngulo T de la triangulacion T se le asocia

O ={P=(z,y) €T | \(P) > Aj(P), para todos los vértices P; € T, en

donde A; es la coordenada baricéntrica de P con respecto a P; }.

El dominio baricéntrico (); asociado a cada vértice P; se define como la unidn
de los QT que contienen al vértice P..

Definicion 2. A cada vértice P; de cada tridngulo T se le asocia la subdi-
visidn circuncéntrica QF dada por
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3’23’ ={P=(z,y) €T ] I_’;T’SP}_}-’ para todos los vértices Pj € T}.

El dominio circuncéntrico §); asociado con cada vértice P; se define como la
unidn de los () que contienen al vértice P;.

Se define también
f‘,'j =f’.~ﬂfj yliy= f‘ir‘f‘j,
en donde [ y f‘,;son las fronteras de 0 y Q,- respectivamente, y I y f‘j son
las fronteras de €; y Q;, respectivamente.

Y por tiltimo se define

Al ={j#i|FeT,Ten},

Ai={jeAT}.

Notese que

A T
medida de QT = i%l,

donde A(T) es el drea del tridngulo T.

A continuacién se muestran las subdivisiones baricéntrica (izquierda) y
circuncéntrica (derecha), y en la figura 2 se muestran los dominios baricéntrico
(izquierdo) y circuncéntrico (derecho) que resultan de las subdivisiones an-
teriores.
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Fig. 1 Subdivisiones baricéntrica y circuncéntrica respectivamente.




3.2.1. Esquemas de upwind de Tabata y de Bristeau-Glowinski

El esquema de Tabata es aplicado a los dominios baricéntricos de la trian-
gulacién y es de primer orden. Se trata de asignar a cada vértice P; un
tridngulo J;, el cual se escoge de los tridngulos T' € 7, que contengan a F;
como vértice, aquel para el cual se cumpla que S; intersecta al lado opuesto
a P,, donde S; es la recta que comienza en P; y en la misma direccién de —w
(véase figura 3). Una vez localizado el tridngulo Ji1, el elemento B;; de la
matriz B se define como

B;j- érea de Quw(P)V®j |, -

El esquema de Bristeau-Glowinski puede ser visto como una extension del
esquema anterior y es de segundo orden. Sea P; un nodo de la triangulacién
Th, ¥ S; €l segmento de recta que empieza en P; y en la direccién de —w . Se
buscan dos puntos P;; y P;; para aproximar g—:; (o sea el término advectivo
w - Vu) (véase figura 4).

Puesto que u, es continua en £, con los valores en P;, Py y P;s se definen

uio = un(P;), ui = up(Pa), uig = un(Pi).

Ahora se define
Ou hii + hig hia hi
+—(P) & ———ujp — Uil + T Uin,
310( hihio “io hi1(hig — hu)u 1+ hia(hia — hiy) iz

en donde h;; =| P;P;; | y hia =| P;P;z | . En este caso, como puede observarse,
estamos aproximando g—;‘—,(P,-) como la derivada de un polinomio de segundo
orden, definido en el segmento de recta S; y que coincide con uy en P;, Py y
P;3. Para mayor detalle sobre la eleccién de estos puntos véase [28].

3.2.2. Esquema de upwind de Kanayama

Este esquema es de primer orden y se basa en la forma integral del
término convectivo. Dicha forma integral est4 definida sobre el dominio cir-
cuncéntrico.

Dado un punto P;; en f‘ij, se define
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Fig. 3 Triangulo upwind Jj;.

15!

@ = W(Py) Jy,, Bidl = w(P;)(long T'j) 2 7

Ny

donde 10; es la normal unitaria exterior a I';.
Entonces, el término advectivo se aproxima como

nnodos
Pin X Wy {H(@ij)ui + (1 — H(wi;))u; — ui}
Jehi

=1
donde H es la funcién de Heaviside definida por

H(z) = {O para z <0

1 parazxz >0

Entonces, para este esquema, las matrices quedan definidas por:

la matriz M queda definida, al igual que en los esquemas anteriores, como
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Fig. 4 Determinacién de los puntos P, P (Bristeau-Glowinski).
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= (T "
y la matriz B queda como
0.5 k:‘_;“ Wip(H (W) — 1) sii=j,
Bij = § @;;(1— H(dy;)) sij€A,
0 en otro caso.

3.2.3. Esquema de upwind parcial de Ikeda

Los esquemas de upwind involucran una viscosidad adicional, con la ayuda
de la cual, es posible preservar el principio del méximo bajo ciertas condi-
ciones adecuadas de estabilidad y con respecto a una triangulacién de e-
lemento finito de tipo estrictamente agudo, sin ninguna restriccién sobre el
tamafio espacial de las mallas. Esta viscosidad adicional permite ademas, la
obtencién de soluciones razonables. Debe recalcarse que en la mayoria de los
esquemas, la aproximacién de tipo upwind se aplica al término convectivo
completo, y en consecuencia esto puede implicar el agregar més viscosidad
artificial de la necesaria, lo cual puede causar que la solucién se vea afectada
por dicha viscosidad.

El esquema de upwind parcial de Ikeda reduce la cantidad de viscosidad
artificial de manera que la solucién pueda ser reproducida de la forma mas
exacta posible. La idea es dividir el término convectivo w- Vu en dos partes.
De la formulacién variacional del problema discreto, consideramos

,B(W . Vuh,d)h) + (1 -— ﬂ)(w . Vuh,Qh),

con 0 < 8 <1, y aproximamos el término convectivo aplicando upwind (de
Kanayama) , pero s6lo en la primera parte (por eso el nombre de upwind
parcial), mientras que para la aproximacién de la segunda parte se hace uso
de viscosidad artificial (viscosidad artificial de Ikeda, véase [31] pp. 66-67).
El tipo de aproximacién para esta primera parte puede ser como en el
caso del esquema de upwind de Kanayama, y el valor de 3 que se asigna a
cada lado P, P; de cada tridangulo, se define como el valor minimo en el rango
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en el cual el principio del maximo se preserva. Este rango depende del vector
w, la constante difusiva y el tamaifio de la malla espacial.
Sea

(long T';j) = —(V®in, V®;n) P.P;, para j € A,

donde T';; es generalmente un segmento de linea que biseca perpendicular-
mente al lado P;P; del tridngulo.
Entonces definimos

Bi; = (max(0,1 — 2¢(longT';) /(| ¥i; | PF;)) - (3.6)

donde € representa el coeficiente del término difusivo y el valor de §;; re-
presenta la magnitud relativa de tipo aproximacién de tipo upwind para el
término convectivo, la cual disminuye con | w |, & y €. En este caso, W;; es
una aproximacion a la integral

fP'J Wﬁidl—‘)

donde fi; es la normal unitaria exterior a [';
Entonces las componentes de la matriz B asociada al término advectivo
estdn dadas por:

-o.sjezA bu(Bin(1 ~ H(Dix)) +0.5(1 — Ba)) i j =

Bij = { b;(8;(1 — H(a)) +0.5(1 — B;j)) si j € A;
0 en otro caso.

Entonces el valor de 3;; es 6ptimo en el sentido siguiente:

Si el valor de §;; es estrictamente menor que el dado en (3.6), y @;; no
es igual a cero, entonces, A;; + B;; y Aji + B;; (i # j) se convierten en
estrictamente positivas, lo cual resulta una violacién al siguiente

LEMA 1. Sean las componentes (i,i ) de la matriz de masa M positivas
y las otras componentes iguales a cero, y 8 € [0,1]. Si
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i) X7-1(Aij + Bij) =0 parai = 1,..m,

i) Ajj+ B <Oparai=1,.,myj#1,

1n) M,',' - (1 - G)At(A,-j + B{j) = 0 para 1= 1, ym,
entonces la solucién al problema (3.1) satisface el principio discreto del mdximo.
Para la demostracién, véase [31], pp. 47-48. También puede verse que con
estas condiciones, se satisface el principio discreto de conservacion de masa
(véase [31], pp. 71-72).

El esquema anteriormente descrito, para este caso (o en el caso de una
triangulacion del tipo Friedrichs-Keller o sea del tipo diferencias finitas), es

un esquema de segundo orden.
3.3. El Método de las Caracteristicas

Este métcdo toma en cuenta el hecho de que
Ouf/dt+w-Vu

puede ser escrito como %%, la derivada total de u en la direccién del flujo w.
Para calcular la solucién de (3.1) usando este método, se reescribe el
problema en la forma

{ Du/Dt —eLu=fenQx (0,T) ul|g=p, con L=T x(0,7T), (3.7)

u(x,0) = up(x),x € 0.

La ecuacién anterior se discretiza usando un esquema de Euler hacia atrés,
obteniendo

ut(x) — u* (X (x)) /At — eAu™ (X)) = f en
f (o) SR at - cau ) = fn 0x 0Ty

donde para cualquier x € , la curva caracteristica
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X" . [tn’tn+l] — Rd7
es la solucién en t" = nAt al problema de Cauchy
dX"/dt = w(x;1)
{ X*((n + 1)A?) = x. (39)

Es decir, se tienen dos ecuaciones diferenciales ordinarias:

{ dxp/dt = wi(x;t), Xp((n+1)AY) =z;,i=1,2. (3.10)

Si se discretiza la ecuacién en espacio mediante el método de elemento
finito, entonces se puede mostrar que se tienen las siguientes ventajas:

-Estabilidad incondicional para todo € y At.

-Estimaciones de error del orden de

h+ At + h?/At,

con elementos finitos de grado uno (véase [52]).
-Los sistemas lineales que se tienen que resolver son sistemas simétricos.

El esquema anterior es de orden uno; generalizando, si se desea tener un
esquema de orden k, se tiene

(a0u™1(x) + £ e (X () /At — A (x) = f,

con

k k k .
Lo =0, X (=ja;=1y X (=i)e;j=0,2<i<k,
2

donde para cualquier x € {2, la curva caracteristica estd definida de [t""‘“ , t"“}
en R?y es solucién de (3.9). Por ejemplo, para k =2, 09 =3/2, a0y = -2y
Qg = 1 / 2.

En la practica, los pies de las caracteristicas X" (t*7*1), no se calculan
exactamente. Por ejemplo, para k¥ = 2, se define para 1 < j < k, una

aproximacién (z;1, T;2) para X"(t"~7*1), mediante las expresiones
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C_I-Ijl = —jAtwi‘(z), i‘j2= ) —jAtw;(l‘),

donde
k-1 )
wr= Y% Bw ™, i=1,2
j=0

y los coeficientes 3; se encuentran de manera que w} sea una aproximacion
de orden k de w*, o sea,

k-1 k-1 . .
L Bi=Ly X(1+j)f=0, 1Si<k-1
i=0 i=

Por ejemplo. para k=2, 6y =2, f1 = —1.
Ahora, una aproximacion para ﬁ;‘” -1 _@;"j *1 est4 dada por:

g (x) = uttil(x;) si x;€ Q
- 0 en otro caso.
Entonces el esquema queda como:

(W™ (x) + ;":1 a;i"*1(x)) /At — eAum*1(x) = £, en Q x (0, T).
P2

Para k = 2, que fue el esquema utilizado en este trabajo, se tiene que el
error es del orden de

h? + At? + h?/At.
3.4. Solucién del problema discretizado

La solucién del problema (3.1), después de discretizar en espacio y tiempo,

involucra el tener que resolver en cada nivel de tiempo sistemas lineales de
la forma (3.5), esto es, sistemas dados por
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(A+ B)U =G, (3.11)

con A = aM + €A, siendo A la matriz asociada al laplaciano, a = 5—%—;,

y M =matriz de masa (ver seccién 3.1.2). Dicho sistema puede resolverse
usando el método de Gauss-Seidel y también mediante un metodo iterativo
de punto fijo (véase [53]) que a continuacién se describe.

Denotando

R(U) = (A+ B)U - G,

tomando A4 = A + B el problema (3.11) es equivalente a

R(U) =0. (3.12)

Resolvemos (3.12) mediante el método iterativo siguiente:

Dado U® = U™ resolver hasta convergencia

U™ = U™ — pA7'R(U™), p> 0, (3.13)

y tomamos U™t = U = UmHl,

Por lo tanto, en cada iteracién tenemos que resolver un sistema de ecua-
ciones de la forma

AU =F

AUm+1 — AUm — ,DR(U"'),
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con matriz A simétricay definida positiva, ya que A = aM+¢eA. Observamos
que con este método iterativo evitamos la parte no simétrica de A dada por
B.

3.5. Resultados numéricos

En el caso especifico de este trabajo se resolvié el problema (3.1) con
f=1,w=(1,0), y Q la region del canal, descrita en la figura 5), el cual es
un problema prueba muy usado en la bibliografia. Se usé una triangulacién
7, del tipo de diferencias finitas (véase la figura 6).

xll |

Fig. 5. Regién del canal.
Para este problema no se conoce la solucién exacta. Se sabe que la

solucién limite, cuando € — 0, para el problema estacionario estd dada por

w = {x para 0 <z <3, 1<y<?2

z—1 para1 <r<3,0<y<1 (3.14)

(ver figura 7). La dificultad numérica consiste en que esta solucién limite
presenta una discontinuidad interna a lo largo de la linea y = 1 y fenémeno de
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Fig. 6. Triangulacién del tipo diferencias finitas.

capa limite a lo largo de la linea x = 3. Entonces, para probar la efectividad
de los esquemas de upwind discutidos anteriormente hacemos tender ¢ a 0
y t a co. Con esto estamos probando el efecto de conveccién dominante y
el buen comportamiento para tiempos grandes de la discretizacién temporal
que estamos usando.

A continuacién se presentan los resultados obtenidos para diferentes va-
lores de h y de €. Se compara la solucién aproximada obtenida para el
problema estacionario con el correspondiente valor de € y la solucién exacta
para el problema estacionario pero con ¢ = 0 (ya conocida y mostrada en
la figura 7). Las tablas proporcionan entonces la norma dos y la norma
infinito de la diferencia entre el valor de la solucién aproximada obtenida y la
solucion del problema estacionario con € = 0. Como puede notarse a medida,
que se hace tender € a cero, el error se hace més pequefio, lo cual quiere
decir que efectivamente, como era de esperarse, el esquema estd funcionando
perfectamente para valores de € de 10~7 (e incluso para € = 0) y con valores
de h bastante grandes (h = 0.25). Se muestran después también las grificas
de la solucién aproximada para h = 0.25 con ¢ = 1072 y € = 10~7, figuras 8
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y 9 respectivamente.

EPS TABATA-KANAYAMA-CARACT. | IKEDA | BRISTEAU
001 .02960 023739 | .025515
.000001 .0003 .000240 | .000258
.0000001 .000003 .000002 | .000003
TABLA 1. H=0.5 (Norma infinito)
EPS TABATA-KANAYAMA-CARACT. | IKEDA | BRISTEAU
.001 .0381282 .0332322 | .0332602
.000001 .0003851 .0033582 | .0003354
.0000001 .0000038 .0000033 | .0000033
TABLA 2. H=0.5 (Norma L?)
EPS TABATA-KANAYAMA-CARACT. | IKEDA | BRISTEAU
.001 075448 .063801 | .067262
.000001 000780 .000660 | .00692
.0000001 .000008 .000007 | .000007
TABLA 3. H=0.25 (Norma infinito)
EPS TABATA-KANAYAMA-CARACT. | IKEDA | BRISTEAU
.001 1520764 1416091 | .1391192
.000001 .0015693 .0014644 | .0014313
.0000156 .0000146 .000007 | .0000143
TABLA 4. H=0.25 (Norma L?)
EPS TABATA-KANAYAMA-CARACT. | IKEDA | BRISTEAU
.001 0773848 738838 | .755934
.000001 011699 011221 | .011316
.0000001 .000118 .000113 | .000114

TABLA 5. H=0.0625 (Norma infinito)
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EPS TABATA-KANAYAMA-CARACT. | IKEDA BRISTEAU
.001 3.2267888 3.2016309 | 3.1815783
.000001 0474668 0472355 | .0464077
.0000001 .0004770 .0004747 | .0004663

TABLA 6. H=0.0625 (Norma L2)

3.6. Algunas conclusiones sobre los esquemas

Los esquemas de upwind utilizados en este trabajo han sido bastante
precisos y robustos, como puede observarse de los resultados obtenidos. De
hecho el caso w = (1,0) es bastante severo, puesto que en el caso limite
cuando € — 0, como ya se mencioné anteriormente, la solucién estacionaria
presenta una discontinuidad interna y efecto de capa limite en parte de la
frontera.

Cabe hacer notar que en este trabajo se estd usando el esquema de tipo
Gear para la discretizacién en el tiempo, mientras que en la literatura, de lo
que hemos visto reportado hasta el momento, se han usado esquemas tipo 6
(Euler hacia atrds, hacia adelante, Crank-Nicholson). Usamos el esquema de
tipo Gear para aprovechar la ventaja de que se comporta bien para tiempos
grandes cuando se combina implicitamente con el operador laplaciano (ver
[28]).

El esquema iterativo tampoco habia sido usado para resolver este tipo de
problemas. Con dicho esquema obtenemos un sistema con matriz simétrica y
positiva definida. Ademads, este esquema iterativo se puede aplicar también a
problemas més complicados como Navier-Stokes y Boussinesq como se ve en
Cap. IV y V. Claramente, se puede aplicar también Gauss-Seidel al sistema
con la matriz completa, es decir, considerando también la matriz asociada a
la parte advectiva B, con lo cual se resuelve un sistema con una matriz que
no es simétrica, pero diagonalmente dominante estrictamente, por el efecto
upwind.

Ademss, tomando en cuenta la idea del método de las caracteristicas,
donde puede interpretarse que el upwind se estd haciendo indirectamente en
tiempos anteriores, se probé el esquema iterativo tomando (w - Vuj,v;), en
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Fig. 7 Gréfica de la funcién definida en (3.14).
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Fig. 8 Solucién aproximada con € = 0.01 y h = 0.25.
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Fig. 9 Solucién aproximada con e = 1.0E — 7y h = 0.25.
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lugar de (w . Vuﬁ“,vh) pero aplicando un esquema de upwind (o sea, apli-
cando upwind en el tiempo anterior). En este caso se obtuvieron exactamente
los mismos resultados que los mostrados en las tablas, aunque la convergen-

cia fue un poco mas lenta. Esta versién puede ser 1itil para problemas donde
w es variable.
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4. UN ESQUEMA DE DESCOMPOSICION DE OPERADORES
PARA
LAS ECUACIONES DE NAVIER-STOKES

En este Capitulo se discute un método de descomposicién de operadores
que usa una discretizacién de segundo orden para aproximar las derivadas
con respecto al tiempo para la solucién de las ecuaciones de Navier-Stokes
no estacionarias que gobiernan el flujo de fluidos viscosos e incompresibles.
Nuestra meta es resolver este tipo de ecuaciones manejando nimeros de
Reynolds grandes usando mallas gruesas, para lo cual se hace uso del es-
quema de upwind de Ikeda [31], el cual se ha discutido en el Cap. IIL Se
reportan resultados numéricos hasta Re = 40000 usando mallas gruesas y
regilares, lo cual muestra la robustez y estabilidad del esquema.

El esquema a describir consiste de tres pasos en cada intervalo de tiempo.
Se obtienen entonces subproblemas de tipo Stokes para el primer y tercer
subintervalos y un problema no-lineal de tipo eliptico en el segundo subin-
tervalo, del cual a su vez, obtenemos la variante lineal que se usa en este
trabajo; esta variante lineal consiste de problemas de conveccién-difusién (o
de tipo transporte).

La solucién de estos subproblemas se lleva a cabo mediante métodos i-
terativos: gradiente conjugado para los problemas tipo Stokes y un esquema
de punto fijo para los problemas de tipo eliptico. En ambos casos, cada
iteracién conduce a la solucién de problemas elipticos, lineales y simétricos.
En tales condiciones, varias técnicas se pueden emplear para la discretizacion
espacial; en este trabajo usamos la técnica de elemento finito, de hecho,
elementos finitos lineales.

Hasta donde sabemos, la combinacién, en la descomposicién de ope-
radores, de un proceso iterativo de punto fijo para resolver los subproble-
mas de conveccion-difusién, a los cuales a su vez se les aplica una técnica
de upwind apropiada, es una manera nueva para resolver las ecuaciones de
Navier-Stokes.

4.1. Las Ecuaciones de Navier-Stokes
Considérese el siguiente problema: encontrar el campo de velocidades u

y de presién p de un fluido viscoso, incompresible y no estacionario, el cual
es modelado matematicamente por
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(( Qu/dt— AAu+ (u-Viu+Vp=1f, z€ Q, >0, (4.1)
V-u=0, xe€ Q, t>0 (condicién de incompresibilidad) (4.2)

u(x,0) = up(x) en Q { con V- ug = 0), (4.3)

u=gsobrel', t>0(frg-ndl =0), (4.4)

\

donde © C RY(N = 2,3 en la préctica) es la regién de flujo del fluido, y T
es la frontera de §2, Re es el nimero de Reynolds, v = —5—5 es la viscosidad del
fluido.

Como se sabe, las dificultades para resolver este problema son las si-
guientes:

1.- El término no lineal.

2.- La condicién de incompresibilidad dada por (4.2)

3.- Las soluciones para las ecuaciones de Navier-Stokes son funciones vec-
toriales de x y t, cuyas componentes estidn acopladas através del término no
lineal (u- V)u y la condicién de incompresibilidad V -u = 0.

Con la descomposicién de operadores se desacoplan las dificultades aso-
ciadas a la no linealidad y a la condicién de incompresibilidad.

A continuacién comenzamos con la discusién del método.

4.2. El Esquema de Descomposicion de Operadores

Con At > 0 dado, usamos la siguiente aproximacién de segundo orden
para la derivada con respecto a ¢

1.5u™! — 2u” + 0.5u""!
At ’
donde u*es una aproximacién para u(x, kAt).

Dividimos el intervalo [nAt, (n + 1)At] en tres subintervalos de igual lon-
gitud %—‘, entonces el esquema de descomposicién de operadores aplicado a
(4.1)-(4.4), como se menciond en la Introduccién (véase [26] y [27]), estd dado
por:

w(x, (n + 1)At) &

n>1, (4.5)
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Dado u° = uy entonces

. 1 1 2 1
para n > 0, calcular sucesivamente {u™*s, p"*s}, uts, y {u"t}) prti}
mediante

Lsu"td _ouniosund ALt nt+i _
At/3 AU +VpTTE =

fn+% + 2Au" — (un . V)u" en §Q, (46)1
V-u'ts =0en ﬂ,
un+% — g"+% sobre F,

1.5u“+§_§;./"3+§+o.5un — 2Au™tE 4 (uth . V)urtd =
2 1 1
f7+% + LAu™ts — Vptts en Q, (4.6)2

2 2
u™ts = g"*3 sobre T,

psurtioutiiosuntd LA i nl
A3 sAu"" + Vp =

o+l 4 %Au’wg _ (u"'*'% . V)u"+§ en §1, (4.6)3
V.un+1:06n Q,
u"t! = g™t sobre T

Notese que para inicializar el esquema arriba descrito, hay que calcular
{u3,p3} aplicando el método 8 (o cualquier otro método como Euler que
utilice solamente un valor previo) en el subintervalo [0, At'] con At de manera
que At = %At.

Denotando genéricamente por f el lado derecho correspondiente, en cada
paso de tiempo se tiene:

De (4.6); y (4.6)3 tenemos que resolver dos problemas de tipo Stokes de
la forma

au—pAu+Vp=~£fen(,
V.u=0enQ, (4.7

u =g sobre T

y de (4.6)2, un subproblema de tipo eliptico no lineal

au —pAu+ (u-Viu="fen Q,
u=g sobreT,
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con a = 3/(2At),y p=v/2.

Ahora bien, de acuerdo con lo sefialado por R.Glowinski en relacién
con los esquemas de descomposicién de operadores (cf. e.g. [13] ), una
variante lineal para el problema (4.7),, ttil y més barata (en el contexto
de la formulacién de minimos cuadrados de su método ), es usar la ve-
locidad previamente calculada para modificar el término no lineal, o sea,
usar (u™t1/3 . V)u"t?/3 en lugar de (u"*?3. V)u"+?/3 en (4.6),. Entonces,
haciendo uso de esta observacién obtenemos el problema

ou—pAu+ (w-Viju="fenQ, (4.8)
u =g sobre I, ’

con V- w = 0. Obsérvese que (4.8) consiste de un conjunto de N proble-
mas tipo conveccién-difusién ( o de tipo transporte)lineales, a diferencia del
sistema de N problemas elipticos no lineales en (4.7);

En nuestro caso, mas que la ventaja de ser una variante mas barata,
aprovecharemos esta estructura para aplicar una técnica de upwind apropiada
para trabajar con nimeros de Reynolds grandes y al mismo tiempo con mallas
gruesas.

4.3.- Solucién de los Subproblemas Estacionarios

A continuacion se describe la manera de resolver los subproblemas esta-
cionarios que surgen de la descomposicién de operadores, es decir, los pro-
blemas de tipo Stokes y los de tipo transporte.

4.3.1. Solucién de los Problemas de tipo Stokes

Se sabe que la solucién de un problema de tipo Stokes, a pesar de ser un
problema lineal, no es trivial. Existen varias técnicas (penalizacién, método
de compresibilidad artificial de Chorin [43], método de gradiente conjugado
con tamaiio de paso fijo [28], Lagrangianos aumentados y dualidad [17], [18],
etc.). Nosotros hemos seleccionado la técnica de la ecuacién satisfecha por la
presién que se usa en el método 6 de R. Glowinski. Por el comportamiento
global de nuestro método podemos concluir que dicha técnica se desempeiia
eficientemente en este contexto. A continuacién presentamos una descripcién
breve de esta técnica.
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Supongsse  acotado y sea L2 el espacio ortogonal a las constantes en
L?(€)), dado por
13(Q) = {g € *@) [ alz)dz = 0}, (49)
y A: L*(Q) — L?() definido por

Dado q € L?() resolver en (H} ()Y,

au, — pAuy = -Vgen Q, A1
{uq=050breI‘, (4.10)
entonces
Ag=V.-u, (4.11)

Como puede observarse, A es lineal, y

/Aqu:/V-uqu=/uq-ndF=0,
0 Q r
entonces Ag € L2(0)), V g € L%(Q). Ademas, se tiene

Teorema 4.1: El operador A es autoadjunto, fuertemente eliptico, y es un
automorfismo sobre L3.

Para la demostracién de este teorema véase [54], en donde se consideran
condiciones de frontera mas generales.

Sea ugy € (H(Q2))N solucién de

aug — pAug =1 en (Q,
{ uy = g sobre I'; (4.12)
si il = u—1uy, con u solucién de (4.7),, entonces V-t = -=V-ugy Ap = V- i
(puesto que i juega el papel de u, en (4.10) y (4.11)). Luego,
Ap =-V. Uyp. (413)

Esta es la ecuacién funcional satisfecha por la presién [13], y debido a
las propiedades de A podemos resolver dicha ecuacién (y por tanto (4.7))
mediante un algoritmo de gradiente conjugado que a continuacién se describe.
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Paso 0. Inicializacién
Dado p® € L?(f2) resolvemos

au® — pAul = f —Vp® en Q,
w0 =g sobrel.
y hacemos
g0 =V. uO,
w? = ¢°.
Luego, para m > 0 y dados {p™,u™, g™, w™} calculamos

Paso 1. Descenso

ai™ — pAu™ = —Vuw™ en Q,
4™ =g sobrel.

y hacemos

y calculamos

PR s T
fala @ [ ¥4 Vi dz

pm+1 =pm . pm,wm

um-H =u™ — pmam
+1 _ ~m.
gm - gm "ngm,

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)



Si

g™ 2@

<€
lg°ll 2oy
tomamos
u=u™t!
p=p"*!

y terminamos, en caso contrario

Paso 2. Calculo de la nueva direccion de descenso.

= 17 )
9°ll 20
y actualizamos
wm+1 — gm+1 _ ,ymwm

Hacemos m = m + 1 y regresamos al paso 1.

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

4.3.2 Un Proceso Iterativo de Punto Fijo para los Problemas de

Tipo Conveccién-Difusion

Los problemas (4.7)2 y (4.8) son equivalentes a

{R(u)=OenQ, u=g sobrel

{ Rw(u)=0en Q, u=g sobrel,
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respectivamente, donde

R(u) = (al —pA)u+ (u-Vju—f (4.26),

Rw(u) = (ol — pA)u+ (w-Vju—f. (4.26)9

Resolvemos entonces (4.25); y (4.25); en el tiempo (n + 2)At, n > 0,
mediante

1 .
con u®=u™*s resolvemos hasta convergencia

u™ ! = u™ — p(al — pA)"'R(u™) en ; p >0, (4.27);
u™t! = g sobre T '

(=l Rala 020y,
um f—3 g soore 1,

2
: 2 1
y luego en cualquier caso tomamos u"t3 = u™t'.

Considerando (4.26), y (4.26)2 componente a componente, los problemas
(4.27); y (4.27), son equivalentes a

(ol — pA)ulH = (al — pA)ul —pR( ™ en Y p>0, (4.28);
u'"“-g,sobref au>Oez-—1 .=N '
y
(ol — pA)u = (al — pA)ul — pRiw(u™) en Q; p > 0, (4.28)
:"“—g,sobrel‘ a,,u>Oez-1,--~=,N, o
respectivamente.

Observamos que en cada iteracion se tienen que resolver N problemas
lineales desacoplados asociados al operador eliptico lineal al — pA.

Aclaramos que hemos presentado aqui la solucidén por el método iterativo
de punto fijo tanto para la versiéon no lineal (4.7); como para la versién
lineal (4.8), a pesar de que la versi:6n que usamos en este trabajo es la lineal;
hacemos ésto para hacer la correspondiente comparacién con la formulacién
de minimos cuadrados del método 6, ademds de que, como se menciona en
la Introduccién, se ha experimentado también con la versién no lineal y se
tienen resultados reportados en [27], [32] y [33].
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En la formulacién de minimos cuadrados usada por el método 8 de R.
Glowinski para resolver los problemas no lineales de la forma (4.7); en cada
iteracion del método de gradiente conjugado se necesitan resolver 3N proble-
mas elipticos no lineales (como se muestra en [46] por ejemplo); en el caso de
problemas lineales, minimos cuadrados de la forma (4.8) se necesitan resolver
2N problemas elipticos lineales en cada iteracién del algoritmo de gradiente
conjugado (véase [46]).

El proceso iterativo de punto fijo descrito anteriormente, combinado con
la discretizacién en el tiempo de segundo orden dada por (4.5) ha sido apli-
cada éxitosamente en otros problemas escalares dependiente del tiempo y no
lineales (La ecuacién de Kuramoto-Sivashinsky y la ecuacién de Hamilton-
Jacobi [53]). En este trabajo mostramos que este método también trabaja
para problemas vectoriales acoplados y que permite desacoplarlos como las
técnicas de minimos cuadrados lo hacen para problemas analogos relaciona-
dos con el método 8 de R. Golwinski. Se sabe que la discretizacién de segundo
orden en el tiempo dada por (4.5) es incondicionalmente estable y se com-
porta bien a medida que t — oo, cuando se combina implicitamente con el
operador Laplaciano en problemas lineales [28].

Al saber de algunas experiencias en [30], se inicializé el proceso (4.27),
con interpolacién ciibica en el tiempo, es decir, se tomé u® = 4u™ — 6u™"1/3 +
4u"~2/3 — y»=1 en lugar de interpolacién lineal; de esta manera se mejora
la precisién incrementando a su vez el tamafio de la malla en un orden de
magnitud (en potencia de dos).

4.4. Formulacién Variacional y su Discretizacién en el Espacio
por Elemento Finito

Puesto que se hace uso de elementos finitos para la discretizacién espacial,
debemos dar las formulaciones variacionales de los subproblemas obtenidos
y restringir estas formulaciones a los espacios de elemento finito apropiados.
Sea 7, una triangulacién de Q y 7, la triangulacién obtenida de 75 uniendo
los puntos medios de cada T € 7. Entonces, la formulacién variacional del
problema discreto asociado a (4.7); estd dada por
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Encontrar u,, en I:I;h(ﬂ),l)h € Sk(Q) tales que

a(uh,vh) — w(Vug, Vvi) + (Vps,vi) = (f,va) en Q, (4.29),
Vv, € H(l,h(Q)

(V . uh,qh) =0,Vg, € Sg(Q)

y para (4.8), por

a(uh,vh) — u(Vuh, VVL;) + ((Wh . V)uh,vh) = (4.29)2
(f,vi) en Q,Vv, € HN),

con H* v S#(Q) dados por (2.12) y (2.13), respectivamente, en el Capitulo

I1.
Cabe mencionar que al aplicar el algoritmo descrito en la subseccién

(4.3.1), que resuelve la formulacién (4.29); surgen las formulaciones varia-
cionales correspondientes a problemas elipticos lineales y simétricos.

{ encontrar uy, en HL*(Q) tal que

4.5. Esquemas cldsicos de Upwind para problemas tipo
Conveccién-Difusion

Como hemos mencionado en la Introduccién, a diferencia de otros esque-
mas que usan elementos finitos de orden alto, nuestro esquema hace uso de
elementos finitos lineales. Para satisfacer la condicidn Inf-Sup hacemos uso
de dos mallas, siendo la malla para la velocidad el doble de fina que la co-
rrespondiente a la de la presién. Para ser especificos, si denotamos por 7
una triangulacién de §2; la correspondiente triangulacion para la velocidad,
denotada por 7, es aquella que se obtiene de 73, uniendo los puntos medios
de cada tridngulo.

Los N problemas lineales de tipo transporte dados por (4.8) son proble-
mas escalares de la forma

{au-—uAu+w-Vu=fenQ, (4.30)

u =g sobre I,
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con V -w = 0. Estos problemas son de tipo conveccién-difusién, puesto que

representan modelos mateméticos para fenémenos con conveccién y difusion

acoplados e inmersos en un flujo de un fluido incompresible, de velocidad w.
De la condicién de incompresibilidad, tenemos que

/Q(W-Vv)vd:c =0, Vv e H (4.31)

lo cual implica que los resultados cldsicos sobre existencia y unicidad para
problemas variacionales de tipo eliptico son también vélidos en este caso asi
como para los problemas variacionales discretos, puesto que (4.30) se sigue
cumpliendo en Hi* (cf., e.g. [28]).

Atn cuando bajo condiciones suficientes de consistencia y convergencia,
la solucién aproximada converge, en H!, a la solucién del problema (4.30),
como es bien sabido, la solucién numérica , ya sea por diferencias finitas
o por elemento finito, conduce a resultados sin significado fisico cuando el
término advectivo domina al difusivo y se aplica una discretizacion en la
forma estdndar. También se sabe que un remedio para este problema es
el uso de técnicas de upwind (ver e.g. [28], [55]). Hablando en términos
sencillos, el proceso de upwind toma en cuenta la direccién de movimiento
del fluido y utiliza la informacion de atras con respecto a la direccién de dicho
movimiento.

Se ha hecho trabajo considerable usando estas técnicas para este tipo de
problemas, principalmente para fluidos con w constante (ver [28], [30] y [55]),
pero muy poco se ha hecho al respecto para las ecuaciones de Navier-Stokes.
La razén puede ser que las ecuaciones de Navier-Stokes son un sistema no
lineal acoplado con la condicién de incompresibilidad, mientras que los otros
son lineales, escalares y desacoplados de la condicién de incompresibilidad.
Entonces, la instrumentacién o generalizacién de estas técnicas no necesaria-
mente implica la misma eficiencia. En [15] se discute un esquema de upwind
de tercer orden para problemas de la forma (4.7),, sin embargo, los resultados
numeéricos reportados fueron obtenidos a través del método de caracteristicas
de Galerkin.

Lo que reportamos aqui es la aplicacién de una técnica de upwind para
el conjunto de problemas escalares de la forma (4.30) que se obtuvieron de
la descomposicién de operadores aplicada a las ecuaciones de Navier-Stokes.
Nuestros experimentos numéricos muestran que de esta manera es posible
obtener buenos resultados, usando mallas gruesas; enfatizando que son mucho
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més gruesas de lo que se necesitaria si se usara una discretizacion estandar,
como se puede ver por lo reportado en la bibliografia [2], [3] y [4].

El tipo de upwind que se usa en este trabajo en la formulacién variacional
correspondiente a (4.29), es el upwind parcial de lkeda [31], el cual como ya
se ha dicho en el Capitulo anterior preserva el principio del maximo discreto,
el principo de conservacién de masa discreto y la convergencia en Lo (S2).
Para elementos triangulares, este esquema es de segundo orden bajo ciertas
condiciones y es una combinacién de viscosidad artificial y de upwind, {31

loc. cit.].

4.6. Resultados Numéricos

Se aplica el método para el siguiente problema en la cavidad cuadrada.
Q=(0,1) x (0,1) C R?

La condicién de frontera estd dada por v = g sobre I, con

_ | (1,0) sobre T, = {(z,1): 0 <z < 1}, t >0,
g= (0,0) sobreI' = [',,t >0, endonde I'= frontera de Q,

con condicién inicial

_J (1,0) sobre T,
=1 (0,0) en Q-T,.

Denotemos por h, el tamafio de la malla para la velocidad, el cual, recor-
damos, es el doble de fino que el correspondiente a la malla de la presién.
Los resultados que se muestran a continuacién corresponden al estado esta-
cionario (obtenidos de la solucién del problema no estacionario). Compara-
mos nuestros resultados principalmente con los reportados en [2], [3] y [4], los
cuales son resultados de alta precisién obtenidos directamente del problema
estacionario y con la formulacién vorticidad-funcién corriente. Para resolver
los sistemas lineales resultantes usamos una factorizacién de Cholesky. En
relacién con los problemas tipo Stokes usamos el algoritmo de gradiente con-
Jjugado previamente discutido en este Capitulo. Todos los resultados fueron
obtenidos usando la versién lineal con upwind en el problema intermedio de
tipo conveccién-difusién.
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Se muestran resultados para diferentes nimeros de Reynolds con dife-
rentes valores de h,.

En la figura 1 mostramos las lineas de corriente para Re = 1000, con
At = 3k, hy = 5 ¥ 35 ¥ los correspondientes contornos de la vorticidad.

En la figura 2 mostramos las lineas de corriente para Re = 4000 con At =
5550 "o = 7% ¥ a7 v también mostramos los correspondientes contornos de
la vorticidad. Hay que subrayar la aparicién de un pequeiio vértice terciario
en la esquina inferior derecha en las lineas de corriente el cual aparece para
Re = 3200 y Re = 5000 en [2] con mallas més finas (de 257 x 257).

En la figura 3 mostramos las lineas de corriente y los contornos de la
vorticidad para Re = 7500 con At = 7, h, = ¥y h, = g7 los cuales
concuerdan bastante bien con los reportados en [2], con algunas pequefias
diferencias debidas al tamaiio de la malla (una malla de 257 x 257 en [2] vs.
65 x 65 de la nuestra), En este caso observamos la aparicién de un pequeiio
vértice terciario en la esquina inferior izquierda como en [2].

En la figura 4 mostramos las lineas de corriente y vorticidad para Re =
10000 con At = g5, by = & ¥ ho = g5. Estas gréficas coinciden con los
resultados reportados en [2] y [3].

Hasta aqui enfatizamos que los resultados que reportamos coinciden per-
fectamente con los resultados correctos reportados en la bibligrafia.

Los resultados que a continuacion presentamos, no podemos ya compa-
rarlos con los de otros trabajos publicados, puesto que para los pocos que
hemos visto que reportan numeros de Reynolds mayores que 10000, no hay
suficiente evidencia de que representen el flujo correcto. La validacién de
nuestros resultados se basa en el hecho de que para mimeros de Reynolds
mds pequefios, hemos obtenido los mismos resultados correctos y precisos
que otros autores han obtenido con mallas mucho mas finas.

Para nimeros de Reynolds mds grandes el esquema numérico presenta
el mismo comportamiento con respecto al tamafio de las mallas que cuando
se trabaja con nimeros de Reynolds hasta 10000. Ain més, al aumentar
el nimero de Reynolds, no se requiere ningiin tratamiento especial mas que
decrementar el tamafio de paso temporal, lo cual es un requerimiento natural
debido a la dindmica répida del fluido; también es notorio la aparicién de
mas subvdértices secundarios, lo cual es también una consecuencia de dicha
dinamica. Ademds, hay que tomar en consideracién que para Re > 5000 los
resultados pueden depender del método [10] y [23], ¥ que incluso puede no
existir una solucién estacionaria.
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En la figura 5 mostramos las lineas de corriente y vorticidad para Re =
15000 con At = 4_(1)6’ h, = 612 y hy = 515. En [10] se muestran las lineas de
corriente para este nimero de Reynolds (del problema estacionario) con una
malla de 5tz X 3. Nuestros resultados concuerdan perfectamente con los
vértices centrales, a pesar de la gran diferencia en el tamaifio de la malla.

En las figuras 6, 7, 8 y 9 mostramos las lineas de corriente y vorticidad
con At = g para Re = 20000, con h, = 3 ¥ h, = 535, para Re = 25000
y Re = 30000 con k, = 7% y para Re = 40000, h, = g ¥ hy = 735- En
este caso, los resultados para Re = 30000 y Re = 40000 se han obtenido
partiendo de los resultados de un Re menor.

En la figura 10, mostramos el resultado de Re = 40000 habiendo em-
pezado desde cero, con lo cual hacemos una validacién de los resultados
anteriores.

Por otro lado, con los resultados con h, = 1/16 en Fig. 1, con h, = 1/48
en la Fig. 3, con h, = 1/64 en Fig. 3, con h, = 1/96 en Fig. 6, mostramos la
existencia de una malla gruesa dptima por debajo de la cual, principalmente
en la vorticidad, los resultados se empiezan a deteriorar. Como se observa
para las respectivas lineas de corriente dicho deterioro es minimo. Esta ob-
servacién nos lleva a concluir que la malla para h, = 1/128 es casi la éptima
para Re = 30000 y Re = 40000: podemos obtener mejores resultados con
un h, menor pero, principalmente en las lineas de corriente, no se tendran
diferencias cualitativas significativas, en lo que se refiere al miimero de lineas
del vértice central y del niimero de subvértices secundarios.

Finalmente queremos sefialar, que como se discute en [10], el conocimiento
de flujos con nimeros de Reynolds altos puede darnos algunas repuestas sobre

flujos turbulentos.
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Fig. 1 Lineas de corriente y vorticidad para Re=1000 con
Hv=1/16 y Hv=1/32,
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Fig. 2 Lineas de corriente y vorticidad para Re=4000 con

Hv=1/48 y Hv=1/64.

64




40
Ao ) <
20} f

i
) 10

60

50

40

30
20

!
10

4

1] 10 20 30 40 50 60

Fig. 3 Lineas de corriente y vorticidad para Re=7500 con
Hv=1/48 y Hv=1/64.
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Fig. 4 Lineas de corriente y vorticidad para Re=10000
con Hv=1/64 y Hy=1/96.
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Fig. 5 Lineas de corriente y vorticidad para Re=15000
con Hv=1/64 y Hv=1/96.
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Fig. 6 Lineas de corriente y vorticidad para Re=20000

v=1/128.

con Hv=1/96 y H
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Fig. 7 Lineas de corriente y vorticidad para Re=25000
con Hv=1/128.
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Fig. 8 Lineas de corriente y vorticidad para Re=30000
con Hv=1/128.
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1/64 y Hv=1/128.
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Fig. 10 Lineas de corriente y vorticidad para Re=40000
con Hv=1/64 y Hv=1/128 (desde cero).

4.7. Acerca de los Parametros

En esta seccién hacemos algunos comentarios sobre la eleccién y/o com-
portamiento de los pardmetros.

e El paso de discretizacién en tiempo y el tamafio de la malla se tienen
que decrementar a medida que el nimero de Reynolds Re crece. En el primer
caso, por la dindmica rédpida del fluido, y para el segundo, para lograr pre-
cision; sin embargo, en este tltimo, el decremento es en una razén m4s lenta
que en otros esquemas.
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e Respecto a los parametros p y Tol (pardmetro para la tolerancia con
respecto a la precisién), en el método iterativo de punto fijo para resolver el
problema de conveccién-difusién (discutido en la Seccién 4.3.2 ) en el paso
intermedio, se tiene que la rapidez de convergencia crece a medida que p se
toma cercano a uno; para mantener precisién T'ol es mas restrictiva a medida
que Re se incrementa (del orden de 10° a 10'2).

e Para el resultado que se presenta de Re = 40000 desde t = 0, dichos
parametros estan dados (algunos ya mencionados) por h, = 1/128, At =
1/600, p = .98, Tol = 10'2,

e Para los resultados en termofluidos que se presentan en el siguiente
Capitulo, dichos parametros no presentan cambios significativos a los que
hemos seiialado para Navier-Stokes.
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5. UN ESQUEMA DE DESCOMPOSICION DE OPERADORES
PARA FLUIDOS VISCOSOS, INCOMPRESIBLES Y
TERMICOS

En este Capftulo se presenta un esquema numérico para el flujo de fluidos
viscosos, incompresibles, dependientes del tiempo y térmicamente acopla-
dos bajo la aproximacién de Boussinesq. El esquema combina una descom-
posicién de operadores en la discretizacién temporal de segundo orden, y e-
lementos finitos en la discretizacién espacial. Este esquema es una extensién
del que se ha presentado en el Capitulo anterior para fluidos isotérmicos
gobernados por las ecuaciones de Navier-Stokes.

El esquema de descomposicién de operadores nos permite en este caso des-
acoplar las dificultades asociadas con los términos no lineales y la condicién de
incompresibilidad. De manera andloga al caso de Navier-Stokes, se obtienen
problemas tipo Stokes conjuntamente con un problema de advecién-difusion
para la temperatura en el primer y tercer subintervalos, y problemas de tipo
conveccion-difusién tanto para la velocidad como para la temperatura, en el
subintervalo de en medio. En tales circunstancias podemos aplicar la misma
técnica de upwind para la velocidad que se usé en Navier-Stokes y asi poder
manejar nimeros de Rayleigh grandes, o sea, términos de fuerzas externas
grandes en las ecuaciones de momento.

La meta es mostrar que el esquema propuesto es capaz de reproducir
las principales caracteristicas de un fluido térmico usando mallas gruesas,
alcanzando un grado de exactitud que coincide muy bien con resultados re-
portados en [19] ,{20], [10] ,[21], [22], [23] y [24], donde se usan mallas mucho
mas finas. Vale la pena recalcar que el tamaiio de las mallas gruesas es tal
que hace una gran diferencia en tiempo de CPU y ahorro de memoria como
posteriormente podrd verse en los resultados.

Para mostrar la eficiencia del esquema presentamos resultados numéricos
para conveccién mixta (Re # 1) y conveccién natural (o libre, Re = 1) con
nimeros de Rayleigh grandes. Como ya se mencioné en la Introduccién,
ésto no es una tarea trivial ya que corresponde a situaciones con término de
fuerzas externas grande en la ecuacién de momento, el cual depende de la
temperatura y establece en consecuencia el acoplamiento con la ecuacién de
temperatura.
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5.1 Aproximacién de Boussinesq

En la mayoria de las situaciones de la mecdnica de fluidos, una de las
mayores simplificaciones que permite la condicién de incompresibilidad es
el desacoplamiento, de fenémenos dindmicos y térmicos. De esta manera,
es posible resolver para la presién y la velocidad sin tomar en cuenta la
ecuacién de la energia, y resolver esta iltima, sélo si se desea conocer el
campo de temperatura. Sin embargo, hay algunos flujos para los cuales este
desacoplamiento no se justifica, por ejemplo en conveccién libre. En este
caso, los efectos de gravedad y flotacién no pueden ser despreciados. Por
otro lado, y siendo consistentes con la condicién de incompresibilidad, se
pueden hacer algunas suposiciones sobre los fenémenos térmicos que permi-
tan simplificaciones substanciales en el modelo matematico. En este contexto
vamos a considerar el modelo de Boussinesq para flujos de fluidos viscosos,
incompresibles y térmicamente acoplados.

La derivacién de las ecuaciones de Boussinesq [43] estd basada en cuatro
suposiciones acerca de los efectos térmicos y termodindmicos del flujo. La
primera suposicién es que las variaciones de la densidad son despreciables,
excepto por el término de fuerza en la ecuacion de momento, el cual esta dado
por pg, donde p denota la densidad y g denota la constante de acelaracién
debida a la gravedad. Como una simplificacion se puede suponer que la
densidad en el término pg estd dada por p = pg[1 — B(T — Tp)], la cual es
una aproximacion lineal de la ecuacién de estado p = p(7T',p) alrededor de
una temperatura de referencia T a presion constante; pg es la densidad en Ty,
y B es el coeficiente de expansién térmica. También podemos suponer que,
en la ecuacién de energia, uno puede despreciar el término de disipacién de
energia mecanica; y que la viscosidad v, el coeficiente de expansién térmica
B, la conductividad térmica «, y el calor especifico a presién constante €p SON
constantes. Las ecuaciones que resultan de estas suposiciones, considerando
que el fluido es estacionario, son

—vV - (Vu- +(Vu)¥) + ppu- Vu+ Vp = gy [1 — B(T — Tp)] en?  (5.1),

V-u=0, x€ Q, (5.2),
—KAT + pocp(u-V)T=Q, x€ Q. (5.3),
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donde @) denota una fuente de calor.

Si suponemos que hay una escala de longitud ! y una temperatura T; —7g
caracteristicas, inherente al problema, por ejemplo, la distancia y la diferen-
cia de temperatura entre dos paredes, entonces se define el nimero de Prandtl
adimensional Pr = k/c,, el nimero de Grashof como BI3p% | g | (T1 —To) /1%
y el nidmero de Rayleigh Ra = Gr Pr. Si ademds hay una velocidad carac-
teristica U, podemos definir el nimero de Reynolds Re = poUl/v. Si tal es-
cala de velocidad no existe, como en conveccién libre, escogemos U = v/(pol)
(lo cual equivale a Re = 1). Si ademds adimensionalizamos de acuerdo a
gzfl, u « w/U, T « (T = To)/(Ty = To), p « (p— g 7)/(pgU?), ob-
tenemos

1 Ra
—EAU+(H'V)U+Vp—ng, xe Q,t>0 (54),
V.ou=0, x€ Q,t>0 (5.5),
1

Sin embargo, en este trabajo estudiaremos el caso no estacionario, el cual se

describe a continuacidn.

Sea ! C RY(N = 2,3) la regién del flujo, y T su frontera. Las ecuaciones
adimensionalizadas para un fluido térmico dependiente del tiempo bajo la
aproximacion de Boussinesq estdn dadas por:

du 1

a
&——EAU-‘I—(U'V)U-'FVp—ng, xe N,t>0 (57),
V.ou=0, x€ Q,t>0 (5.8),
oT 1
5 " AT+ V)T=0, x€ Q,¢>0 (5.9),

donde u, p y T son la velocidad, presién y temperatura del flujo respectiva-
mente. Ra es el nimero de Rayleigh , Pr es el nimero de Prandtl, y g es el
vector de gravedad g = (0,1). Re es el numero de Reynolds; y, como es bien

sabido, v = -, donde v es la viscosidad.
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La ecuacién de momento (5.7) y la ecuacién para la temperatura (5.9)
deben ser provistas con las condiciones de frontera e iniciales apropiadas,

como por ejemplo

u(x,0) = ug(x), z €2 (V-up=0) (5.10),
T(x,0) = To(x), z € Q (5.11),
u=glsobrel",tZO(/Pgl-ndI"-—-O), (5.12),
T =gy sobreT", t > 0. (5.13).

El acoplamiento entre (5.7) y (5.9) que incluye a Re (Re # 1) corresponde
a conveccién mixta . Como ya hemos dicho, para conveccion natural se
toma Re = 1. Para el modelo de Boussinesq, a las dificultades del problema
de Navier-Stokes le agregamos la del acoplamiento entre (5.7)-(5.8) y (5.9).
A través de un proceso de descomposicién de operadores, desacoplamos las
dificultades asociadas con las no linealidades (de la velocidad y de la tem-
peratura) y la condicién de incompresibilidad.

5.2. El esquema de descomposicion de operadores

Para la discretizacidn en el tiempo, las derivadas temporales u; y 7; son
aproximadas mediante un esquema de segundo orden

1.5+ _9fn 4 0.5fm1
At ’
donde f* es una aproximacién de f en el punto (x, kAt).
Subdividimos el intervalo de tiempo de nAt a (n + 1) At en tres subinter-
valos de igual longitud 4. Y, descomponemos el problema (5.7)-(5.13) en
cada uno de estos subintervalos en la forma siguiente

fi(x, (n +1)At) =

n>1

]

1surtd ouriosutt 4 atd nel
a3 — gAu"Ts + Vptts

;T g + £Au™ — (U - V)u" en Q,
V.u™i=0enQ,

1 n+i
u™s =g, "% sobre T,

(5.14),
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( - 1 1
15Tt _orny0.5T" 8 Apmtl ntl nil
At/3 LAT™ s + (u"Fs - V)T
1 5AT" en Q,

1 n+3
| T"*5 =g, * sobre T,

4
tsuttdourtjosun oy A gn+d nt+d | n+3
A3 %A“ 3";(‘1 3-V)u
Ra Sy — VY = n4
Prm,T"’Lsgz— LAuts — Vp™ts en Q,
2 n+%
u"ts =g, * sobreT,

\

4
157"+ _ormtd 057 n+2 ntd ntd
T3 — EAT™S 4 (u™F5 . V)T+s

{ BAT™5 en Q,
2
Tn+% = g% sobre T,

\

)
1.5u"+1-—21§‘t;3§+0.5u“+§ - gAu"“ +Vprtl =
e T g 4+ 5aunHE - (- Tpt en
V-u"tl'=0enQ,

u™tl = g, "*1 sobre T,

A

\

1.57n+1_orm+% o 5ot A+l nt1 n+l _
~ BAT™ 4 (urHl . V)T =

\ At/3

EAT™5 en Q,

T+ = g8+ sobre T,
1

en donde p = 5 5.

(5.14),

(5.14)3

(5.14)4

(5.14)5

(5.14)5

Denotando genéricamente por f y f los correspondientes lados derechos,

observamos que en cada paso de tiempo tenemos que resolver subproblemas
del siguiente tipo:

En el primer y tercer subintervalos, dos problemas tipo Stokes (como

ou-—f3Au+Vp=~fenQQ,
V-u=0en,

u=g; sobre T,
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y dos problemas lineales de conveccién-difusién para la temperatura

ol —yAT + (u- V)T = f en Q,
(5.16)

T = g9 sobre T,
donde o= (3)(=r), v =4y B =%

En el subintervalo intermedio se tiene un sistema de conveccién-difusién no

lineal
ol —yAT + (u- V)T = f en Q,

T = g9 sobreT, (5.17)
ou— fAu+(w-Viu—cTg="fenQ, o
u=g; sobrel.

— _Ra
donde ¢ = 5 757.

Cabe hacer notar que para problemas de conveccién natural, el esquema
también trabaja si consideramos (w - V)T en lugar de (u- V)T, con w dada
por la velocidad previamente calculada, y si consideramos T como la tem-
peratura previamente calculada en la ecuacién de momento. Sin embargo,
para conveccién mixta, esta forma desacoplada entre energia térmica y mo-
mento no funciona.

5.3. Solucién de los subproblemas discretizados en el tiempo

Como en el caso isotérmico del Capitulo anterior, para resolver los pro-
blemas de la forma (5.15) usamos la técnica eficiente de la ecuacién funcional
satisfecha por la presion, la cual se usa en el esquema 8 de R. Glowinski para
el problema de Stokes correspondiente (cf. e.g. [13], loc. cit); esto es,
aplicamos gradiente conjugado en la formulacién variacional de tal ecuacidn.
Esta técnica resulta también eficiente en el contexto presentado de estos
problemas térmicos. Hasta donde sabemos, ésta es la primera vez que se
hace uso de esta técnica en esta clase de problemas.

Como se describe a continuacidn, para resolver todos los problemas de
adveccion-difusidn, tanto para la velocidad u como para la temperatura T,
es posible aplicar la misma técnica iterativa de punto fijo que se aplica en el
caso isotérmico para la velocidad u.
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Los problemas de la forma (5.16) son equivalentes a
Ry(T) =0en Q,T = fp sobreT, (5.18)
en donde
Ry(T) = (el = vA)T + (W- V)T — f.
Resolvemos (5.18) mediante la técnica iterativa de punto fijo dada por:

con T® = Ty dada, resolvemos hasta convergencia

Tl =T™ — p(al — yA) 1Ry (T™) en Q; p > 0,

(5.19)
Tm+ = £, sobre T,
y luego tomamos T™*3 (o T™+1) = T™H1,
Por otro lado definimos
R(T,u) = (ol = vA)T + (u- V)T ~ f,
v
Rw(u,T) = au - fAu+ (w:V)u-—cTg—f.
Entonces, los sistemas de la forma (5.19) son equivalentes a
R(T,u)=0enQ,
T= b
gs sobre T, (5.20)

Ryw(u,T)=0enQ,
u =g sobreT.

Resolvemos (5.20) mediante el siguente proceso iterativo de punto fijo
acoplado, dado por:
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1 .
con T® = Tm*s y u® = u"ts resolvemos hasta convergencia

T+l = T™ — p(al — yA)LR(T™,u™) en Q,

Tmt! = g, sobre T, (5.21)
u™t! = u™ - p(al — BA) Ry (u™, T™) en Q; p >0, :
u™t! = g, sobre T,

2 2
y luego tomamos T3 = T™+!, u*s = u™tL

Considerando Rw(u,T) en (5.21) componente a componente vemos que
el problema, (5.21) es equivalente a

(al —yA)T™H = (ol — yA)T™ — pR(T™,u™) en §; p >0,
Tm+l = g, sobre T,
(el = BA)ul*! = (al — BA)ul" = pRiw(u™ T™) en Q,

u™*! = g;; sobre T; i =1,---,N.

(5.22)

Asi, en cada iteracién, tenemos que resolver (N+1) problemas lineales asocia
~dos a operadores elipticos simétricos: un problema para el operador ol —~vA
y N para al — 8A. En cada paso de tiempo debemos contar dos problemas
més (uno para cada (5.14); y (5.14)5) en cada iteracién de (5.19) asociado al
operador al — vA.

Para la parte lineal de la velocidad (de tipo convecién-difusién) en (5.17)
usamos también el esquema de upwind parcial de Ikeda de segundo orden
[31], el cual como ya se mencioné en el Capitulo anterior de Navier-Stokes,
introduce la minima cantidad de viscosidad artificial necesaria para preservar
el principio del maximo discreto, la ley de conservacién de masa discreta y
la convergencia en L. (f).

Cabe aclarar que para la forma desacoplada en conveccién natural, el pro-
ceso iterativo (5.22) funciona también en forma desacoplada. A diferencia
de los problemas de Navier-Stokes, los N problemas de conveccién-difusion
lineales escalares desacoplados para la velocidad (con influencia de la tem-
peratura) en (5.17) estdn acoplados con la ecuacién no lineal para la tem-
peratura a través de uy T'. Sin embargo, el upwind trabaja bien ain en dicha
situacién, ésto puede ser porque en cada iteracién de (5.21) estas variables
estdn desacopladas.

Para la discretizacién espacial procedemos en forma andloga a Navier-
Stokes: usamos elementos finitos lineales. Tomando en cuenta que la veloci-
dad u y la temperatura T comparten el mismo orden de regularidad, para
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la velocidad y la temperatura usamos una malla el doble de fina que para la
presion.

5.4. Formulaciéon Variacional y si Discretizacion en el espacio por
Elemento Finito

Puesto que se hace uso de elementos finitos para la discretizacién espacial,
debemos dar las formulaciones variacionales de los subproblemas obtenidos
y restringir estas formulaciones a los espacios de elemento finito apropiados.
Sea 75 una triangulacién de Q y 7, la triangulacién obtenida de 7, uniendo los
puntos medios de cada 7" € 7, como en el caso de Navier-Stokes. Entonces,
la formulacién variacional del problema discreto asociado a (5.15) estd dada
por

encontrar u, € I:I;h(Q), pn € SE(Q) tales que
a(up, Vo) — B(Vun, Vvy) + (Vps, V) =
(f,vr) en Q,V v, € HMQ)

(V- un,qn) =0,V g € S§(9)

y en el caso de (5.16), por

(5.23),

a(Th, ¥n) — v(VTh, Vi) + ((un - V)Th, ¥8) = (5.23),
(f, ¢h),v I/)h € egd(ﬂ)s

y (5.17) por

{ encontrar T € ©4,(Q) tal que

encontrar T € O2)(Q), u, € ITI;"(Q), tales que

&(Th, n) = Y(VTh, Vibu) + ((un - V)Th,tn) =

(f 1n), Y ¥n € ©f,(Q), (5.23)3
a(uh,vh) + B(Vuy, Vvi) + (uh . V)Vh) =

(£, va)V v € HIF(Q).

donde los espacios H"(Q2), S8(2), HIM0), 02,(), B4,(Q), fueron ya de-
finidos en el Capitulo II.
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5.5. Resultados Numéricos

Denotamos por h, el tamafio de la malla para la velocidad y la tempera-
tura, y los resultados mostrados corresponden al estado estacionario (del

problema dependiente del tiempo).

Comparamos nuestros resultados con los reportados en [19], [20], [21],
[22], [23], [24], y [10]. A continuacién damos una descripcion.

Primero resolvemos un problema de conveccién mixta en la cavidad con un
gradiente de temperatura vertical estable reportado en [21], donde se presen-
tan resultados numéricos sobre un amplio rango de valores de los pardmetros,
0 < Ra < 108 y 400 < Re < 3000, usando el paquete de diferencias finitas
MAC. Se estudian dos casos: el caso en el que Gr/Re? < 1, donde las carac-
teristicas del flujo son similares a los de la cavidad convencional de un fluido
no estratificado; los fluidos estdn bien mezclados y las variaciones de tempe-
ratura son pequefias. En el otro caso, cuando Gr/Re? > 1, la mayoria de las
porciones de arriba o de en medio del interior de la cavidad estdn estancadas.

Para el primer caso mostramos las isotermas y las lineas de corriente: En
la figura 1 para Gr = 100 y Re = 1000, con h, = -?;15 En las figuras 2 y 3
para el mismo valor de Gr pero Re = 4000, con h, = 4—18- y Re = 10000, con
h, = &. En [21] para Re = 4000 se usan h, = g ¥ 35;. Hacemos notar
que el caso Re = 10000, en el rango de turbulencia térmica [36], no lo hemos
visto reportado en otra parte.

Para el segundo caso, en la figura 4 mostramos las isotermas y lineas
de corlrierite para Re = 1000 y Gr = 10% con h, = 3. En [21], se usan
ho =54 138 ¥ 356+

Los resultados concuerdan muy bien con los de {21] adn cuando la dife-
rencia en cuanto al tamafio de malla es significativa; alin més, concerniente
al primer caso, como en [32] y [33] no hay evidencia de que nuestro esquema
no pueda reproducir resultados precisos para Re > 10000.

Para conveccién natural, resolvemos el problema de un ” bouyancy driven
flow” en una cavidad cuadrada con paredes verticales calentadas de diferente
manera. Este problema es resuelto por FIDAP, el cual tiene un resolve-
dor para el modelo de Boussinesq estacionario y usa un método acoplado
completamente. Como mencionamos en la introduccién, los rangos para los
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nimeros de Rayleigh son de 10* < Ra < 108, Para obtener la solucién
para Ra = 1000000, FIDAP tiene que realizar una serie de soluciones para
Ra = 1000, 10000, 100000, y toma la solucién del Ra anterior para arrancar
el método para un Ra mayor. La malla usada es irregular y mucho mis fina
que la usada en este trabajo. FIDAP usa 576 elementos rectangulares con
1825 nodos, y nosotros usamos una malla regular muy gruesa con h, = Tlé,
lo cual corresponde a usar 289 nodos.

En las figuras 5, 6, 7, y 8, se muestran las isotermas y las lineas de
corriente para Ra = 10%,108,107 y 108; todas ellas con h, = 5. Los dltimos
resultados muestran que nuestro esquema puede llegar més lejos que FIDAP,
manteniendo la malla significativamente gruesa.

FIDAP compara sus resultados con los reportados en [19]; mientras que
[20] y [22] 1o hacen con los resultados reportados por FIDAP; y [24] com-
para con [20]. Todos estos trabajos, excepto [19] usan la formulacién en
variables primitivas (velocidad y presién). La referencia {19] usa la formu-
lacién vorticidad-funcién corriente estacionaria de Boussinesq.

En [20] se resuelve el mismo problema investigando diferentes esquemas
numeéricos, construidos sobre bases iterativas implicitas y semi-implicitas, y
usando el concepto de multiplicador de Lagrange. La cavidad aqui es cubierta
por una malla rectangular de ” graded elements”. Ellos usan 25x 25 elementos
bicuadraticos/bilineales para la velocidad y presién. En [24], se muestran
resultados usando el método minimos cuadrados de Elemento Finito usando
50 x 50 elementos bilineales. En [22] se usa un método de descomposicién de
operadores para fluidos compresibles con nimero de mach pequeio; la malla
reportada es la misma que la usada por FIDAP.
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5 10 is 20 2% 30 5 10 15 20 25 ao

Fig. 1 Isotermas y lineas de corriente para Gr=100,
Re=1000 con Hv=1/32.

1o 20 30 40

10 20 30 40

Fig. 2 Isotermas y lineas de corriente para Gr=100,
Re=4000 con Hv=1/48.
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Fig. 3 Isotermas y lineas de corriente para Gr=100,
Re=10000 con Hv=1/64.

S 10 15 20 25 30 5 10 is 20 25 30

Fig. 4 isotermas y lineas de corriente para
Gr=10""6, Re=1000 con Hv=1/32.
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Fig. 5 Isotermas y lineas de corriente para
Ra=10**5 con Hv=1/16.
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Fig. 6 Isotermas y lineas de corriente para
Ra=10"*6 con Hv=1/16.

86



|

.
S

\W e

2.5 5

Fig. 7 Isotermas y Itheas de corriente para
Ra=10**7 con Hv=1/16.
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Fig. 8 Isotermas y lineas de corriente
para Ra=10**8 con Hv=1/16.
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VI. CONCLUSIONES

Hemos presentado un esquema numérico para fluidos térmicos /isotérmicos
viscosos, incompresibles y dependientes del tiempo (en variables primitivas),
el cual descompone el problema en una sucesién de subproblemas estaciona-
rios mds simples en cada nivel de tiempo, a través de la discretizacion tem-
poral. La solucién de dichos subproblemas estacionarios, como se ha visto, se
lleva a cabo mediante métodos iterativos que (finalmente), en cada iteracion,
requieren de la solucién de problemas elipticos lineales y simétricos. En estas
condiciones el esquema es independiente de la dimensién espacial.

Se presta especial atencién en este trabajo a la solucién del problema
del subintervalo intermedio, el cual puede ser resuelto como un problema no
lineal o bien como un problema lineal de conveccién-difusién (N problemas
de tipo tansporte). Seleccionando la version lineal, aplicamos un esquema
de upwind que ha resultado ser eficiente para este tipo de problemas es-
calares (cuando se considera solamente uno) independientemente de la can-
tidad de dominancia convectiva y del tamaiio de la malla espacial. Con esto,
el esquema globalmente mantiene esta propiedad (tantc para Navier-Stokes
con respecto al nimero de Reynolds, como para Boussinesq con respecto al
nimero de Rayleigh); sin embargo, al incrementarse dichos parametros, so-
bre todo en Navier-Stokes, los resultados se deterioran (en precisién) a partir
de cierta malla gruesa. La precision se mejora significativamente, incluso
con una malla mds gruesa, inicializando con una interpolacién adecuada el
proceso iterativo de punto fijo (que evita la parte no simétrica) que se aplica
para resolver estos problemas.

Especificamente, como lo muestran los resultados numéricos, la eficiencia
del esquema se muestra al presentar resultados para nimeros de Reynolds
hasta Re = 40000 y para niimeros de Rayleigh hasta Ra = 108 en con-
veccion natural, asi como un resultado en el rango de turbulencia térmica en
conveccién mixta. La contribucién de este trabajo consiste en reportar re-
sultados numéricos para valores de los pardmetros sefialados que sobrepasan
a los usualmente reportados en la bibliografia acompaiiados a la vez de ma-
llas significativamente gruesas; hasta donde sabemos ambos hechos se estan
reportando por primera vez.

Es importante también notar que la estabilidad del esquema se mantiene
atlin si empezamos el cdlculo desde t = 0 independientemente de los valores
de los parametros, lo cual no es usual en otros esquemas numéricos.
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La precision obtenida con mallas significativamente gruesas hace que el
esquema pueda extenderse a fluidos mas complicados que demandan gran
cantidad de memoria, mientras preserven la estructura incompresible; por
ejemplo, fluidos ocednicos, atmosféricos y océano-atmosfera acoplados (des-
pués de aplicar la aproximaciéon de Boussinesq, en océano, y coordenadas
de presién, en atmdsfera) [56], [57], [58]. Lo mismo se puede decir para los
correspondientes problemas de control que también demandan gran cantidad
de memoria [13], [59].
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APENDICE A
ALGUNOS ASPECTOS DE CONVERGENCIA Y
ESTABILIDAD

Consideremos
[ Qu/0t— Au+(u-V)u+Vp=1f, x€ Q,1t>0, (A1)
V.-u=0, x€ Q,t>0 (condicion de incompresibilidad) (A.2)

u(x,0) = uy (4.3)

|l u=0enl,t>0(frg-ndl'=0), (A.4)

En [39], [40], [41] y [42] se presentan resultados tedricos de convergen-
cia y estabilidad (usando esquemas de elemento finito) para el problema no
estacionario de Navier-Stokes (4.1 — A.4), donde ni el nidmero de Reynolds
ni la viscosidad aparecen explicitamente ya que el problema se considera
normalizado respecto a estos parametros.

En {39] se presentan estimaciounes de error de segundo orden para la dis-
cretizacién espacial, manteniendo la variable temporal como variable con-
tinua. La velocidad discreta u,(-,t) y presién pj(t), pertenecen a espacios
de elemento finito Hy, y L, respectivamente; Hy consiste de las funciones
lineales por pedazos (como las usadas para nuestros calculos) y Ly el de
funciones constantes por pedazos. Dichas estimaciones estin dadas por

I (u—un(®)) < B2Cu (), (4.5)

I (0 —=pr)(#) N2y < RCa(t); (4.6)
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las cuales son de orden éptimo con respecto al tamaifio de la malla b, a medida
que h — 0. Suponiendo regularidad apropiada de los datos prescritos ug y
f, se obtienen estimaciones de las constantes que aparecen en (A.5) y (A.6)
dadas por

Ci(t) < KeX, (A7)

Colt) < Kt~ V/2eKt) (A.8)

en cualquier intervalo (0,T) sobre el cual la norma Dirichlet ||Vu(t) ||1» de
la velocidad (o una norma en L” apropiada) permanezca uniformemente aco-
tada. Si los datos f y ug son suficientemente pequerios, entonces Ci(t) y
Cs(t) permanecen uniformemente acotados a medida que ¢ — oo. El com-
portamiento singular del estimado para la presién, Cy(t) ~ t~1/2 a medida
que t = 0, es debido a una dificultad de cardcter técnica, la cual puede ser
inherente al problema. En los casos especiales en que ug = 0y f = 0, se
puede probar que Cy(t) permanece acotado a medida que ¢ — 0.

La presién discreta p, estd determinada s6lo modulo un subespacio Ny
de Ly. El espacio N}, siempre contiene a las constantes reales, R, pero es mds
grande para algunas elecciones de los espacios Hy y L.

En [40] se hacen suposiciones adicionales: que la solucién a ser aproxi-
mada sea estable, y bajo esta suposicién se obtienen cotas uniformes para
Cy(t) y Cy(t) a medida que t — oo, sin requerir que ug y f sean pequefios.
Este tipo de resultados, comenzando por suponer estabilidad de la solucién,
es particularmente importante y 1til al tratar con las ecuaciones de Navier-
Stokes. Esto se debe a que es muy dificil probar estabilidad a partir de
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suposiciones sobre los datos, excepto cuando los datos son lo suficiente-
mente pequefios como para heredar o vincular estabilidad de energia uni-
versal, mientras que por otro lado, en situaciones especiales, atin cuando los
datos no sean pequefios, la estabilidad puede estar fuertemente sustentada
por observaciones experimentales.

En [41] se presentan estimaciones de error de mas alto orden de la forma

I (w = un(®)) l2< R™Ci(2), (A4.9)

I (p = Pr)(#) lle2m < ™1 Co(2); (A.10)

para los espacios de elemento finito H, y Ly, los cuales poseen las corres-
pondientes propiedades de aproximabilidad de orden m, o sea, aquellas tipicas
para Hy y L, consistentes de funciones polinomiales por pedazos de grado
menor o igual a m — 1 y m — 2 respectivamente. De hecho, si uno supone
una solucién suficientemente regular, particularmente que || u{t) ||g= ¥y
|| (t) ||gm-1/r permanezcan acotadas a medida que t — 0, uno puede pro-
bar estas estimaciones de mas alto orden de manera andloga a (A.5) y (A.6).
Sin embargo, estas estimaciones de error requieren de una regularidad de la
solucién que no puede ser supuesta de una manera realista; se caumple sélo en
presencia de condiciones de compatibilidad no locales de varios 6rdenes para
los datos ugy y f, en el tiempo ¢ = 0. Por ejemplo, se muestra que si || u(t) ||
permanece acotada a medida que ¢t — 0, lo cual es necesario para una esti-
macién de error de la forma || (u — u,)(t) ||L2< h3C,uniforme a medida que
t — 0, entonces debe necesariamente existir una solucién pyp € H'(Q2)/R del
problema de Neumann sobredeterminado
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Apg =V - (f(-,0) —ug - Vug) en §, (A.11)

Vo lan= (Aug + £(:,0) — up - Vup) |ag, (A.12)

para la presién inicial. Esto equivale a una condicién de compatibilidad que
debe ser satisfecha por uy y f. Debido a su naturaleza no local, ésto es
virtualmente imposible de verificar para datos dados. En ausencia de tales
condiciones de compatibilidad, estimaciones para la solucién de la forma

I u(t) lgn< ct'™2, (A.13)

I p(2) llgm-1/r< ct'~™?2, (A.14)

para m 2> 2 permanecen validas a medida que ¢t = 0. Lo anterior da la base
para que en [41] se den estimaciones de error de m4s alto orden de la forma
(A.9) y (A.10) con 3 < m < 5, tanto locales como globales. Para las locales
se tiene

Ci(t) < Kr1=m/2(t)ekt, (A.15)

Co(t) < K'rl/z“'"/z(t)em, (A.16)
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con 7 = min{t,1} y 0 < t < T (Teorema 3.1); y para las globales, suponiendo
cierto tipo de estabilidad exponencial en u, con 1 <t < oo (Teorema 3.2).

En [39], [40], y [41], se trata con aproximaciones discretas espacialmenete
y continuas en tiempo. En [42], se estudian aproximaciones completamente
discretas. Como en los casos anteriores se obtienen estimaciones tanto locales
como globales para el error. Se trabaja con un esquema de Crank-Nicolson
para la discretizacién temporal en la aproximacién espacial previa de tipo
Galerkin, usando la regla del trapecio. Para la demostracion de la estimacién
de error global se requiere de una restricién con respecto al tamafo de paso
temporal relativo al tamaifio espacial de la malla. Se llega a estimaciones de
error de la forma

1 Un = un(tn) llL2< (A Fi(tn), (4.17)

| Pa— pulte) llr2/n, < (At) Fa(ts), (A.18)

en donde At es el tamafio de paso en el tiempo y {U,, P,} representa la
solucién totalmente discretizada en el n-ésimo nivel de tiempo ¢, = nAt.
Nuevamente la mayor dificultad aqui es la pérdida de la regularidad de la
solucién a medida que ¢ — 0. Consecuentemente, estimaciones de error
de la forma (A.17) y (A.18) son vilidas sélo como estimaciones de error
suavizadas, salvo que los datos del problema satisfagan (4.11) — (A.12), que
de no tomarse en cuenta, se llega a constantes de error Fy(t) y Fa(t), que se
comportan como ™! y t73/2, a medida que t — 0.

Hasta ahora, no se han obtenido estimaciones de errror de orden éptimo
en el contexto de las ecuaciones de Navier-Stokes, bajo suposiciones realistas
de los datos , con métodos multipaso de orden més alto, métodos de Runge-
Kutta o métodos de pasos fraccionales.
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En [37] se presenta un anilisis de estabilidad y de convergencia para las
ecuaciones de Navier-Stokes no estacionarias totalmente discretizadas me-
diante el método de elemento finito y el esquema 6 de pasos fraccionarios.
El método consiste en la solucién subsecuente del problema de Stokes gene-
ralizado (ecuacién parabdlica lineal con la condicién de incompresibilidad),
la solucién del problema de Burgers regularizado (ecuacién parabdlica no
lineal), y, la correccién de la condicién de incompresibilidad resolviendo nue-
vamente el problema de Stokes generalizado. La idea central detras del uso
de la técnica de gradiente conjugado para la solucién de los problemas de
Stokes y de Burgers es la de evitar el procedimiento de actualizacion de la
ecuacién de Poisson. Se llega en [37] al siguiente

TEOREMA: Supdngase que existe una inica solucién fuerte al pro-
blema de Navier-Stokes (4.1-4.4), con condiciones de frontera Dirichlet ho-
mogéneas, en el intervalo (0,T). Sea 6 € (0,1 — v/2/2), a € (0,1), 6§ €
(0,1/3), y supongamos que el tamafio de paso en el tiempo es At y el tamaiio
de malla espacial h estdn relacionados con los datos mediante las siguientes
condiciones de estabilidad

Ds ((y%;)”‘ (AtS(R))? AT) < (1 - §)bAtav,
en donde,

) AT '..=.| Uy l2
+Ds (4" 0 I + (AS(H)? | wo Pl wo IR + 1 £ fesomaniay)

D ()" (1+ (59)').

S(h) = D3h™!, en el caso conforme,
S(h) = D3h~(1+9) en el caso no conforme

en dos dimensiones y
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S(h) = D4sh~3/2, en 3 dimensiones,

cone>0,D3>0y Dy >0.

entonces
(1) Las funciones u}, 5, pertenecen a un conjunto acotado en L2(0,T; V)N

L=(0,T;[L*()]"), para i = 1,2 y a un conjunto acotado en L?(0,T;Hj) N
L=(0,T;[L*()]"), para i = 3.

(2) Estas funciones convergen fuertemente a la tnica solucién fuerte del
problema de Navier-Stokes (4.1-4.4) en L2(0, T; [H}(Q)]" )N L9(0, T; [L*(Q)]",
para q € (1,00), a medida que (h,At) — 0,4, en el caso de aproximaciones
conformes y en L9(0, T;[L?(2)]"), para ¢ € (2, 00) para el caso no conforme.

Para la demostracién de este teorema véase [37] pp. 13-23.

En [38] se describen resultados sobre convergencia y estabilidad relativos a
dos métodos numéricos para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes no esta-
cionarias. Los algoritmos son de una clase particular en lo que respecta a la
discretizacién temporal ( mds precisamente del tipo Peaceman-Rachford), y
fueron obtenidos mediante una ligera modificacién del tratamiento numérico
del método 6 de R. Glowinski. Se describe primero la discretizacion completa
del problema de Dirichlet homogéneo usando en general, aproximaciones ex-
ternas de los espacios funcionales espaciales involucrados (una eleccién par-
ticular y simple de tal aproximacién es el elemento finito estdndar de La-
grange P, para el campo de velocidades cuando el fluido es bidimensional).
Luego se establecen y prueban la convergencia y la estabilidad y se hacen
algunos comentarios sobre el tratamiento numérico de otras condiciones de
frontera (generalmente no homogéneas). Los resultados teéricos muestran
que tales esquemas son (al menos) condicionalmente estables y convergentes.

En [11] se prueba que los esquemas implicitos de primer y segundo orden
hacia atras para las ecuaciones de Navier-Stokes no estacionarias, las cuales
son incondicionalmente estables, puesto que la solucién permanece acotada
independientemente del tamafio de paso temporal y de la viscosidad. Sin em-
bargo, esto es cierto si se resuelve el problema de manera exacta. De hecho
se introduce inestabilidad numeérica al resolver estos problemas no lineales
usando un método iterativo. En este caso se deben tomar en cuenta las
propiedades de convergencia del método iterativo. Se dan las condiciones
suficientes para que algunos algoritmos iterativos converjan. Estas condi-
ciones son generales, en el sentido de que sélo dependen de los pardmetros de
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las ecuaciones de Navier-Stokes y de los pardmetros de discretizacién. Por
ejemplo, para el Algoritmo SI (ver [11] pp. 28-29), se prueba que el método
iterativo converge si se cumple que

1 4v
a” TP
en donde U >| u} |1 (@)-

Para el método de Newton (véase {11] pp. 29-30), se tiene que el algoritmo
converge cuadraticamente si se cumple la siguiente relacién:

1> 2v
a 14U%

donde U > | up*™ |1 (-
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