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Introducciéon

Al transmitir informacién de una fuente emisora a otra receptora, es im-
portante que el receptor reciba la misma que el emisor envié; si no sucede
asi, que por lo menos sea capaz de detectar los errores que ocurrieron en la
transmision. Aunque se puede ir mas alla de la deteccién, se tiene la capaci-
dad de corregir y recuperar la informacién original, una forma de hacerlo es
por medio de los cédigos detectores-correctores de errores, [1].

Debido a que somos una sociedad de informacion y necesitamos métodos
que garanticen la fiabilidad de esta, el estudio de los codigos detectores-
correctores adquiere gran importancia. C. Shannon (1948) y R. Hamming
(1950) fueron precursores en el estudio de estos cddigos, [26]. Existen dos
grandes grupos de codigos detectores-correctores de errores; los codigos de
bloque y los de cascada. Algunos ejemplos importantes de los de bloque son
los cddigos de Hamming (R.W. Hamming 1950, [28]) y los cddigos Reed-
Solomon (1. Reed y G. Solomon 1960, [29]), mientras que los cddigos de con-
volucion (P. Elias 1955, [9]) son un ejemplo, también importante, de codigos
de cascada.

P. Elias en su articulo “Coding for Noisy Channels” 1955, [9], demostré
que los cédigos lineales en forma de cascada en los canales binarios simétricos
son suficientes para explotar al maximo dicho canal. En este mismo trabajo
se introducen los “Cdédigos de convolucion”, con los cuales es posible el uso de
estos cddigos con longitud de restriccién infinita para transmitir informacion
con una tasa igual a la capacidad del canal con probabilidad cercana a uno
de que ningun simbolo decodificado sea erréneo. Los cédigos de convolucion
fueron introducidos por Elias como una alternativa a los cédigos de bloque,
debido a su simplicidad de generacion y a su pequeno registro de desplaza-
miento [4], [30].

Los codigos de convolucién heredan su nombre de la operacion de convo-
lucion discreta, debido a que se generan a través de esta. Son codigos lineales
que tienen varias similitudes con los cédigos de bloque, aunque difieren en
varios aspectos. A diferencia de los cédigos de bloque, en los cédigos de con-
volucion la codificacién depende tanto de la informacién de entrada como de
informacién almacenada, que se denomina memoria, [3]. En principio, cada
secuencia de longitud b el codificador los transforma en secuencias de longi-



tud ¢, b < ¢, que determina la tasa de transmisién, R = b/c. En la practica,
estas secuencia de informacién estan formadas de bits, es decir, elementos
del campo binario Fy = {0, 1}.

En los cédigos de bloque la distancia minima (de Hamming) proporciona
informacion sobre el nimero de errores que el codigo puede detectar. En el
caso de cédigos de convolucion la distancia libre, d ¢,e, juega un papel similar:
mide la capacidad para decodificar una secuencia de informacion recibida, la
cual puede ser de longitud infinita [3]. En este caso se dird que un cédigo de
convolucién tiene pardmetros (¢, b, m, dfrec).

Por sus carateristicas, los codigos de convolucién resultan muy ttiles en
areas de telecomunicaciones, electronica, actstica, y sistemas de comunica-
cién digital [6], [13]; por ejemplo en comunicaciones inaldmbricas (IMT-2000,
GSM, IS-95), mdviles, satélital y espacial, dispositivos de almacenamiento y
television de alta definicién, entre otros [7], [14], [24].

Los cédigos de convolucién, como muchos otros elementos que tienen apli-
cacién practica, estan sustentados en conceptos matematicos. El proposito de
este trabajo es destacar varios de esos conceptos, particularmente algebrai-
cos, los cuales incluyen la operacion de convolucién, matrices sobre un anillo,
especialmente el anillo de polinomios con coeficientes en un campo finito, de
funciones racionales o bien de series de Laurent. El hecho que el anillo de
polinomios sobre un campo finito es euclideano es de gran relevancia, ya que
entre otras cosas, la forma Normal de Smith de una matriz sobre este anillo
tiene una representacion muy particular y practica.

Al igual que en los cédigos de bloque, en los de convolucién la decodifi-
cacion es de gran importancia. Existen varios métodos, pero en este trabajo
solo mostramos a grandes rasgos el algoritmo de Viterbi (Andrew Viterbi,
1967), [12], que es el método de decodificacién més usado y hasta ahora mas
eficiente en estos codigos. Este algoritmo propone un esquema de maxima
verosimilitud de probabilidad basado en el diagrama de trellis, el algoritmo
de Viterbi encuentra las sucesiones de estados méas probables.

Este trabajo se divide en 4 capitulos, distribuidos de la siguiente manera:
En el primer capitulo se dardn algunos de los antecedentes algebraicos
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bésicos asociados a los codigos de convolucion.

En el Capitulo 2 se define la operacion de convoluciéon discreta, se abordan
los conceptos basicos de los codigos de convolucién, ademés se introduciran

los polinomios generadores, ecuaciones de paridad, y algunas de sus propie-
dades.

Las matrices generadoras, la forma normal de Smith y como esta ayu-
da a reducir el proceso de codificacion son tratadas en el Capitulo 3, donde
ademas se abordan las matrices catastréficas y por qué deben ser evitadas.
Incluyendo como pasar de una matriz con entradas en un anillo polinomial
a una matriz sistematica, que es una matriz con entradas racionales.

Ademas de su descripcion por medio de matrices, los cédigos de convolu-
cion tienen otras representaciones. El capitulo 4 estd dedicado a la construc-
ci6én de varios de estas representaciones por medio de diagramas (de estados).
Los diagramas de trellis también se abordaran, los cuales son de gran impor-
tancia en el algoritmo de decodificacion de Viterbi, con el cual se finalizara.

Por ultimo, se agrega un apéndice en el cual se hacen algunos ejemplos
de codificacion y decodificacion de codigos de convolucion usando MATLAB.

Queda mucho por hacer en el estudio de los fundamentos algebraicos de
los codigos de convolucién, estudio que es relevante, ya que el desarrollo de
la informacién digital y en comunicaciones tiene aplicaciones a necesidades
de la vida actual.



Capitulo 1

Nociones algebraicas basicas
asociadas

En este capitulo recordaremos algunas de las nociones algebraicas bésicas
asociadas a los cédigos de convolucién, debido a que se convierten en herra-
mientas fundamentales para el mejor entendimiento de estos codigos. Entre
estas nociones se encuentran: grupos, anillos, campos, espacios vectoriales y
matrices, ademas de la operacién de convolucion.

1.1. Grupos

En esta seccién se recordaran algunos conceptos basicos de grupos que
incluyen, definicion, homomorfismos, isomorfismos, grupos cocientes, y se
daran algunos ejemplos para ilustrar los conceptos. Para mayores detalles se
puede consultar, por ejemplo, [7], [10], [16].

Un grupo es un conjunto de elementos, GG, en el cual se define una
operacién 7",

x:GxG— G

(91792) — g1 * g2,

tal que se satisfacen las siguientes propiedades:

(i) Asociativa: (g1 * g2) * g3 = g1 * (g2 * g3), para todo g1, g2, g3 € G.



(17) Neutro: existe e € G tal que para todo g € G,
exg=g=g*e.

Al cual se le llama elemento neutro y es tnico.

(i) Inverso: para todo g € G existe g~ € G tal que:
g*gil:e:gfl*g.
Al elemento ¢! se le llama el inverso de g y es tinico.
Si para todo elemento g, h € G se satisface que:
gxh=hxg,

se dice que el grupo G es abeliano o conmutativo.

Si la operacién del grupo se denota por “+ ", (G,+) es llamado grupo
aditivo, en el caso de ser la multiplicacion es un grupo multiplicativo.

El orden, ord(G), de un grupo (G, ) es la cardinalidad del conjunto G la
cual puede ser finita o infinita.

A continuacién se mencionan algunos ejemplos de grupos. Para el proposi-
to de este trabajo los siguientes son importantes. Sea

]FQ = {0, 1},

en este conjunto se pude definir la operacién suma y multiplicacién como en
las siguientes tablas:

+ 101 x |01
0 [0]1 0(0]0
1 11]0 1 |01

En disciplinas como telecomunicaciones, computacién, ingenieria, entre otras
los elementos de [Fy reciben el nombre de bits.



1) (F2,+): la suma de bits.

2) (F3,*), donde F3 =Fy — {0}.

3) (Fy,4), donde F% = {a = (a1, -+ ,a,) : a; € Fy, i = 1,--+ n}: las

n-adas de bits con la operacién suma, coordenada a coordenada: si a,b € F7,
a+b= (a1, - ,a,)+ (b1, - ,bn) = (c1,- -+ ,¢n), ¢ = (a; +b;) € Fy.

4) (Folz], +), donde Foz] = {d>°1, fiz" : fi € Fa}: el conjunto de polinomios
con coeficientes binarios con la operacién usual de suma de polinomios:

s=maz{n,m}

o fat+ Y gt = > hal: figi €Fy by = fi + g € Fa.
i=0 i=0

1=0

5) (Z,+): el grupo de los nimeros enteros con la suma usual.
Los ejemplos anteriores son grupos abelianos.

6) El conjunto de matrices n X n con entradas, por ejemplo en Fy o en Z, con
la operacion de multiplicacion de matrices, es un grupo no-conmutativo.

Un ejemplo importante de grupo es el ciclico. Un grupo (G, *) es ciclico
si existe un elemento g € G tal que cualquier elemento de GG es una potencia
(multiplo) de ese elemento:

G ={(g9) =1{9" :n €L},

al elemento g con esta propiedad se le llama un generador del grupo ciclico.
Un homomorfismo entre grupos (A, +) y (B, %), es una funcién

f : (A7+) — (Ba*)v
que preserva las operaciones de éstos grupos, es decir,

fla+0b) = f(a) = f(b).

Un par de ejemplos de homomorfismo entre grupos son los siguientes:

1)
Fi(R+) — (R %)
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f(z) =€,
donde (R, +) es el grupo aditivo de los nimeros reales y (R*, %) es el grupo
multiplicativo, donde R* = R — {0}. Es inmediato ver que f es un homomor-

fismo: f(x +y) = "™ = ee? = f(x)f(y).

2)
£+ (F3,+) —> (Fafal, +)

flag, a1, ,an_1) — ag + a1 + - - ap_12" ",

si a,b € [Fy,

fla+b) = flag+bo, -+ ,an_1+by_1) = (ao+bo) +- -+ (an_1+by_1)z" ' =
(ap+ -+ ap12™ 1) + (bo + - - 4+ bprz™ 1) = f(a) + f(b).

Obsérvese que en este caso f no es biyectiva. En general cuando la fun-
cién f que define el homomorfismo entre grupos es biyectiva, se dice que es
un isomorfismo, lo que significa que ambos grupos tienen la misma estruc-
tura algebraica, es decir, son isomorfos.

Un par de ejemplos de isomorfismos entre grupos son los siguientes:

1)
fG—G

T —>:1:_1,

G un grupo abeliano. Sean z,y € G tal que con la multiplicacién:

flay) = (zy) =y a7 =27y = f2) fy),

y como f es biyectiva, entonces es un isomorfismo.

2)

Si A es un grupo abeliano finito de orden n, y m.c.d(n, k) =1,
f:A— A

fla) — a",



Ya que
f(ad) — (ad)k — akdanc — akd—i—nc — al =a,

ya que (a°)" = e, donde e es elemento neutro de A, y kd 4+ nc = 1.

Un subconjunto, H de un grupo G, se dice que es un subgrupo de G si
con la misma operacion que G, H es un grupo. Se puede probar que esto
equivale a que:

eq € H

ab™' € H,
para todo a,b € H.

Un ejemplo general de subgrupo. Si k es un entero fijo, entonces:
k7 ={kn:neZ=---,-2k,—k,0,k,2k,---}

es un subgrupo de los enteros bajo la adiciéon. Si k = 0, entonces obtenemos
el subgrupo trivial {0}, mientras que si k& = 1 obtenemos el grupo Z, por lo
cual con k = 1, kZ es un subgrupo propio de Z.

Recordemos que una relacién de egivalencia, R, en un conjunto X es una
relacion entre los elementos de X que satisface las siguientes propiedades:

(1) Reflexividad. zRx.
(1) Simetria. Si xRy, entonces yRz.

(7i7) Transitividad. Si xRy y yRz, entonces xRz, para todo elemento z,y, z €
X.

Six € X, a todos los elementos de X relacionados con x, denotado por
[z], vy se le llama la clase de equivalencia de x:

(2] ={u € X : uRx}.

Cada elemento de este subconjunto es un representante de la clase de equiva-
lencia. Es facil ver que las clases de equivalencia de X forman una particién,
es decir:
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= Son ajenas dos a dos: [z][([y] = 0, si x no esta relacionado con y.

» X = Uxex[ﬂ'

A continuacion se dard un ejemplo de relacion de egivalencia en un grupo
que nos sera de mucha utilidad.

Sean (G, x) un grupo abeliano y H un subgrupo de G.
Decimos que a,b € G estén relacionados aRyb, si a x b~ € H.

Es facil ver que esta es una relacion de equivalencia. A la clase de equiva-
lencia [a] se acostumbra denotarla también por a * H, y se le llama la clase
lateral derecha de a. De manera similar se define la clase lateral izquierda,
H % a, y como el grupo G es abeliano, a *x H = H * a. Al conjunto formado
por las clases de equivalencia se denota por:

G/H={gx+H :geG}.

Veamos un ejemplo que ilustre lo anterior. Sea (Z, +) el grupo aditivo de
los enteros. Para n € Z, definimos:

nZ ={x =nz, z € Z}

Es facil ver que (nZ, +), los miltiplos de n, es un subgrupo de (Z, +). Enton-
ces, x,y € Z estan relacionados si x € (y + nZ), es decir, = estéd relacionado
con y siempre y cuando x — y sea un multiplo de n. Si m € Z su clase de

equivalencia es:
ml={keZ:k—me(n+2)}

y se tiene que
Z/nZ = {[m|;m € Z}.

Dado un entero m es costumbre denotar por 7 a la clase de equivalencia [m)].

Sea (G, *) un grupo. Se dice que un subgrupo H de G es normal en G si
gxH=Hxg
Se puede ver que esta condicion es equivalente a:

g xHxg=H,
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para toda g € G.

En el caso en que el grupo GG sea conmutativo, esta condicion se cumple
trivialmente y por lo tanto todo subgrupo es normal.

Dado que a partir de un grupo abeliano (G, ) y un subgrupo H de
este, se obtiene el conjunto de clases de equivalencia (laterales), es natural
preguntarse si este conjunto de clases de equivalencia G/H es también un
grupo. La respuesta es afirmativa y la operacién entre los elementos de G/H
esta definida de la siguiente manera:

(9H) - (kH) = (g+ k)H
es decir, el producto de dos clases de equivalencia gH y kH es otra clase de

equivalencia la cual es la clase del elemento g * k, es decir, (g * k)H.

Es facil ver que esta operacion esta bien definida, ya que no depende del
representante de la clase, y la pareja (G/H,+) es un grupo (conmutativo si
G lo es), llamado el grupo cociente de G médulo H.

El neutro de este grupo es la clase del neutro e de G: eH. El inverso de
gH es g7 'H.

Para ilustrar el concepto de grupo cociente veamos un ejemplo. Sea (Z, +),
el grupo (aditivo) de los enteros y H = nZ. El grupo cociente es:

Z/nZ = {[m] = {m+ (nZ)} : m € Z}
donde la operacion esta dada por:
m] + [k] ={m+ (nZ)} + {k+ (nZ)} = Im+ k] = {(m+ k) + (nZ)}.

Este grupo cociente es el bien conocido grupo (aditivo) de enteros modulares,
modulo n.

Si ny m son dos entros (se puede suponer que n < m), por el algoritmo
de la division se tiene que

m=nq+nr,;qeZ, 0<r<n-—1

siendo ¢ el cociente y r el residuo.

Por lo tanto, m — r = ngq, es decir, m y r son equivalentes moédulo n
y por consiguiente [m| = [r], es decir, son el mismo elemento en los ente-
ros modulares, y tanto m como r son representantes de esa misma clase de
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equivalencia. Asi, hay tantas clases de equivalencia como residuos, los cuales
dado el médulo n, los residuos son: » = 0,1,...,n — 1. Por consiguiente se
tiene que

Z/TLZ = {[0]7 [1]7 [2]7 o 7[n_ 1]} = {GvTa' N = 1}
0, haciendo abuso de la notacion:
Z/nZ ={0,1,--- ,n—1}.

Obsérvese que Z/27Z = {0, 1} el cual se puede identificar con los niimeros
binarios Fy = {0, 1} introducidos anteriormente.

Otro ejemplo de anillo cociente que es de mucha utilidad es el de los poli-
nomios en una variable con coeficientes en los niimeros reales R, los complejos
C, los binarios F, o0 en general sobre un campo, médulo un polinomio fijo, el
cual se describird a continuacion.

Sea K alguno de los campos mencionados anteriormente y
Kz ={f(z) =ay+amz+ -+ a,2"| a; € K, n € N}

el conjunto de polinomios en la variable x con coeficientes en K, al nimero
natural n se le llama grado del polinomio. Anteriormente se vio que este
conjunto con la operacion suma usual de polinomios en un grupo conmutativo
(aditivo), (K[z],+). Sea f(z) € K|z] un polinomio fijo de grado n. Es facil
ver que

f@)K[z] = (f(z)) = {f(z)g(x) : g(x) € Kz}
es un subgrupo de (K|[z], +).

De manera similar al caso de los enteros Z se puede definir una relacién
de equivalencia usando este subgrupo:

a(x),b(x) € K[z] estan relacionados si y sélo si a(z) — b(z) € f(z)Klz],
es decir, si a(z) — b(x) es un multiplo de f(x).

Es facil ver que esta es una relacion de equivalencia. La clase de equiva-
lencia de a(z) € K|x] médulo f(x), [a(z)], es el subconjunto de K|z] de los

elementos que son equivalentes a a(z), es decir, aquellos b(z) € K|x] tales
que a(z) — b(x) es un multiplo de f(z), en otros términos,

la(z)] = {a(x)+(f(2))} = {b(z) € K[z] : a(z)=b(z) = q(=) [ (2), q(x) € Klz]}.
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A la clase de equivalencia [a(z)] se acostumbra denotarla por a(z). El con-
junto de clases de equivalencia médulo f(z), se denota por:

Klal/ f(2)K[a] = K[z]/{f(2)) = {a(z) - a(z) € K[z]}

Al igual que en el caso de los enteros Z, a este conjunto se le puede dar
estructura de grupo (aditivo) definiendo la operacién de la siguiente manera:

sia(z),b(r) € K[z]/(f(2)),
a(z) +b(x) = az) + b(x).

En este grupo, al igual que en los enteros, también se tiene el algoritmo de la
divisén: si f(x), g(x) € K[z, existen polinomios ¢(x),r(z) € K[z] tales que:

g(z) = q(@)f(z) +r(x), con 0 < grad(r(z)) < grad(f(z)).
Al polinomio ¢(z) se le llama cociente y a r(x) el residuo.

Como consecuencia de esto se tiene que para saber la clase residual (de
equivalencia) de un polinomio a(z) médulo un polinomio f(z) basta dividir
a a(z) por f(z) y ver cual es su residuo, ya que:

a(z) —r(r) = q(z)f(z),

es decir, a(z) y r(z) son equivalentes médulo f(z) y por consiguiente: a(z) =
().

En otras palabras, se toma cualquier representante de la clase a(x) y
cualquier representante de la clase b(x), los cuales son elementos de K[z], se
suman como elementos de K |[x] y se toma el residuo que se obtiene de dividir
esta suma por f(z): si a(z) y b(z) son los representantes de las respectivas
clases,

a(z) +b(z) = q(x) f(x) + r(x),
y a(z) + b(x) = r(x).

Por consiguiente si se toma a f(z) € K[x] de grado n, los elementos de
K[z]/f(z)K]x], es decir, las clases residuales (de equivalencia) médulo f(x),
y dado que el residuo que se obtiene de dividir a un polinomio g(z) por f(x)
tiene grado a lo mas n, y abusando del lenguaje se puede considerar que

K[z)/f(2)K[z] = {ap + a17 + -+ + a2, a; € K},
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recordando que cada uno de estos elementos representa una clase de equiva-
lencia, médulo f(z).

Observaciéon. Tanto en los niimeros enteros como en el caso de los po-
linomios se ha usado el hecho que ambos son grupos aditivos, pero también
poseen la operacion producto, aunque el lector la conoce, no se ha introduci-
do formalmente. Esto se hara en la siguiente subseccion donde se recordara
el concepto de anillo, algunas propiedades y ejemplos.

1.2. Anillos

En esta subseccion se recordaran conceptos basicos de anillos, sobre todo
conmutativos, se daran algunas de sus propiedades y se daran ejemplos que
seran utiles a lo largo del trabajo.

«

La terna (A, +, ) donde A es un conjunto no vacioy “+7, “x”, dos ope-
raciones en A, usualmente llamadas suma y producto, es un anillo, (4, +, )
si satisface las siguientes propiedades:

(1) (A, +) es un grupo (aditivo) conmutativo.

(1) El producto es asociativo: a x (b* ¢) = (a * b) * ¢, para todo a,b,c € A.

(737) El producto es distributivo respecto a la suma: (a +b)*xc=a*xc+bx*c
yax*(b+c)=axb+axc, para todo a,b,c € A.

Si el producto es conmutativo, el anillo es conmutativo. Si existe un ele-
mento e € A tal que exa = ax*e, para todo a € A, se dird que A es un anillo
con identidad.

Algunos ejemplos de anillos conmutativos son:

1) (Z,+,): el anillo de los nimeros enteros con la suma y multiplicacién
usual.

2) (K,+,-): donde K puede ser los nimeros reales R, complejos C, racio-
nales Q o bien los niimeros binarios Fs.
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3) (K[x],+,"): el anillo de polinomios en una indeterminada con coeficientes
en K, donde la operacéon “-7 es el producto usual de polinomios. El caso
K =Ty sera de mucha utilidad en este trabajo.

4) ({ap + a1z + agz? + - : a; € Fa},+,-) El anillo de series de potencias
en una indeterminada x con coeficientes en o, es decir, es el conjunto de
series de potencias con coeficientes binarios, donde la suma y multiplicacion
de los coeficientes se hacen médulo 2.

Acordaremos que, a menos que se diga lo contrario, todos los anillos que
se usaran en este escrito son conmutativos. Un ejemplo de anillo no conmu-
tativo que se usard mas adelante son las matrices con entradas en R, Q, 7Z,
Fy y Fy[z], con las operaciones usuales de matrices. En particular pueden ser
matrices (a;;) € Matyx.(Fa[z]), tal que b < ¢, ya que con la operacién suma
es conmutativo, pero no con el producto, por lo cual (Matyy.(Fs[z]),+, ), es

un anillo con identidad pero no conmutativo.

Un subconjunto B de un anillo A es un subanillo si para todo a,b € B
se tiene quea—be Bya-beB.

Un ideal I de un anillo A es un subconjunto I C A que satisface:

(¢) (I,+) : es un subgrupo aditivo.

(1) Para todo r € I y todo a € A, ra € I.

Sea I un ideal del anillo A. Si existe s € [ tal que {as:a € A} = As=1=
(s), diremos que I es un ideal principal generado por s. Algunos ejemplos
son los siguientes:

1) Sean A =7 e I = nZ, entonces I es un ideal principal de A.

2) Un un anillo A con identidad siempre contiene por lo menos dos idea-
les: {0} que consta tinicamente del elemento 0y A = eA.

3) I ={2n:n € Z} es un ideal de Z.
4)EnZ, (2,5) =(1) =Z,yaque 3-2+ (—1)-5=1.
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Un Dominio entero es un anillo A con identidad 14 # 0, tal que si a,b € A
y a-b =0, entonces a = 0 o b = 0. En un dominio entero A, un elemento
irreducible o primo es un elemento p € A, p # 0,14, tal que siempre que
p=a-bcona,be A, setiene que a o b es la identidad.

Algunos ejemplos de dominio entero son:

1) (Z, +, )

2) (Rv +, )

3) (@ +)

4) (Cv +, )

5) (FQ[SE]v +, )

6) {a+bv2:a,beZ}.

7) Zg, las clases de restos médulo 6 es un anillo conmutativo con unidad,
pero no un dominio entero porque 2 -3 = 0.

Un tipo de anillos de particular importancia para nosotros son los ani-
llos euclidianos. Un anillo euclidiano E es un anillo para el cual existe una
funcion v:

v:E—-{0} — NuU{0},

llamada grado o norma, que satisface:
(i) Para todo a,b € E — {0}, v(a) < wv(a-b).

(i) Dados @ € E y b € E — {0}, existen ¢,r € E, tal que a = bg + 7,
con 0 < v(r) < v(q).

Los anillos euclidianos son aquellos a los que se les puede aplicar el algo-
ritmo de la divisién o algoritmo de Euclides.
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Un ejemplo de anillo euclidiano es el de los numeros enteros (Z,+,-). En
este caso la norma v es el valor absoluto y se tiene que para todo a,b € Z
existen q,r € 7Z tales que:

a=bg+r, 0<r<hb.

Al elemento g se le llama cociente, 7 es el residuo y la pareja (g, r) es unica.
Otros ejemplos de anillos euclidianos son:

1) (Fq[z],+,-): anillo de polinomios con coeficientes en Fy, donde la fun-
cién v es el grado de un polinomio. Si a(x),b(x) € Falz] y n = grad(b(z)) <
grad(a(z)) = m, b(x) # 0, existen r(x) y g(z) en Fylz], tales que:

a(z) = b(x)q(z) + r(z),

donde 0 < grad(r(z)) < grad(b(z)), r(x) es llamado el residuo y ¢(x) el
coclente.

3) (Z[i],+,): los enteros gaussianos son los numeros formados por el con-
junto {a + bi : a,b € Z}, tal que i> = —1, cuyas operaciones son las de los
numeros complejos C y v(a + bi) = a® + b2

4) Los enteros de Eisenstein, Z[w] = {a+bw : a,b € Z}, donde w es una raiz
cibica primitiva de 1, [10].

Un resultado importante que serd de gran utilidad en este trabajo es el si-
guiente:

Teorema ([16], [10]). Todo anillo euclidiano es de ideales principales.

Es decir, en todo anillo euclidiano A, cualquier ideal I esta generado por
un elemento, es decir, es de la forma I = xA = (x) = {za; a € A}.

Observacién. El anillo de polinomios es uno de los que seran de mucha
utilidad en este trabajo. El hecho que es un anillo euclideano, y por conse-
cuencia de ideales principales, es de vital importancia en los resultados que
aqui se presenten, y en general, es de gran utilidad en otras aplicaciones.
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Como en el caso de grupos, los subgrupos normales ayudan a construir el
grupo cociente. En el caso de anillos se usan los ideales para construir el
anillo cociente de la siguiente manera:

A/l ={r+1:re A}

I es un subgrupo de A y como se vio en la subseccion anterior, este conjunto
tiene la estructura de grupo (abeliano), con la suma definida como: (r+ 1)+
(s+1) = (r+s)+1. El elemento neutro respecto a esta operacién es 0+1 = [
y el inverso de r+ I es —r + I. La multiplicacién esta definida de la siguiente
forma:

(r+I)-(s+1)=(rs)+I;r+1,s+1eR/I

Es facil ver que esta operacién no depende de la eleccién de los representantes
r,s,esdecir,sir+1=1r"+1ys+1=s+1, entonces (rs)+1 = (r's") + I.
Con estas operaciones (R/I,+,-) un anillo (conmutativo).

A continuacién se mencionan algunos ejemplos de anillo cociente, el definido
sobre los enteros (racionales) y sobre el anillo de polinomios es de particular
importancia en este trabajo.

Ejemplo. Sea n € Z positivo e I — (n) el ideal generado por n. Como se
mencion6 anteriormente, Z/I = 0=0+1,1=1+1,...,n—1=n—-1)+1
es un grupo aditivo. Si @ y b son dos elementos de este grupo,

@b = ab,

es decir, se toma un representante de la clase @, digamos a, y uno de la clase
b, digamos b, los cuales son elementos de Z, se multiplican como tales y se
reducen médulo n, por ejemplo viendo cual es su residuo al dividirlo por el
modulo n.

Como caso concreto sea I = 6Z, entonces R/l = Z/6Z = {0 = 6Z,1 =
14+ 6Z,2=2+6Z,3=3+6Z,4=4+6Z,5=5+ 6Z}. Por ejemplo para
obtener el producto 4 - 5, se multiplica 4 -5 = 20 y se reduce médulo 6,
20 = (3)(6) + 2, resultando 2.

Un campo F, es un anillo conmutativo (F,+,-), tal que (F,+) y (F*,+,-),
F* =T — {0}, son grupos abelianos y (I, +, ) es un dominio entero. En este
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caso, todos los elementos distintos de cero tienen inverso bajo el producto.
Algunos ejemplos de campos representativos son:

1) (R, +,-): los nimeros reales.
2) (Q, 4+, -): los numeros racionales.
3) (C,+,-): los niimeros complejos.

Los siguientes resultados son interesantes y su demostracién no es dificil
y el lector interesado puede consultar, por ejemplo [6], [10].

Teorema. a) El anillo Z/(n) es un campo con n elementos si y sélo si n
es un numero primo.

b) Si K es un campo, el anillo Kz]/(f(x)) es un campo si y sélo si f(z)
es irreducible.

Recordemos que un polinomio a(z) € K es irreducible si para cualesquiera
dos polinomios b(z), ¢(x) de grado mayor que 1,

a(x) # b(x)c(x).

Algunos ejemplos de polinomios irreducibles son:
1) (2* —2) € Z[x]

2) (2 +x+1) € Fy[z]

3) (z2 +1) € R[z]

1) (a* - 5) € Qla]

5) El campo de las funciones racionales, (Fo(x), 4+, ): sea Fy el campo de los
nimeros binarios, Fo[z] el anillo de polinomios en una indeterminada con coe-
ficientes binario, y sea Fy(z) = {% = h(z) : g(x) # 0, f(x),g(x) € Fy[x]}.
Donde la suma se define como:

flx) @) _ fl2)g'(@) + fx)g(z)

g(x) ~ g'(x) g(x)g'(x)
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y el producto como:

g(z) g'(x)  g(x)g(x)

El inverso de % # 0es %. Es facil ver que con con estas operaciones [Fy(x)

es un campo y se le llama el campo de funciones racionales sobre [Fs.

flz) f=) _ fl@)f(x)
(

6) Sea Fo((x)) = {d o, fix' : f; € Fo, v € Z}. Fo((x)) con la operacién
natural de suma y producto es un anillo conmutativo, y dado que todo ele-
mento no-cero tiene inverso, resulta ser un campo, llamado de las series de
Laurent.

En teoria de cédigos resultan de especial interés los campos con un nimero
finito de elementos, los cuales se llaman campos finitos o campos de Galois
(en honor a E. Galois).

Dominios de factorizacion tinica. Si en un dominio entero A, todo ele-
mento no nulo y diferente de la unidad se puede escribir en forma tnica, salvo
unidades o el orden de los factores, como producto de irreducibles, se dice
que A es un dominio de factorizaciéon unica. En el anillo de enteros Z, todo
entero no cero ni unidad se puede factorizar, en forma tnica, como producto
de potencias de nimeros primos (Teorema fundamental de la aritmética),
[16]. Un ejemplo de dominio de factorizacién tnica es K[x] con K campo.

1.3. Campos finitos

Como se mencioné anteriormente, los campos finitos son de vital impor-
tancia en el estudio de cédigos. A continuacion se darda una construccién de
un campo finito y se veran algunas de sus propiedades.

Sea p un nimero primo y
Fp :Z/pZZ {67T7 D — 1}7

el campo finito (modular) con p elementos.

Sea f(x) € Fp[z] irreducible de grado n y
Fplz]/(f(x)) = {a(z) + {f(z))}, (1.1)
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donde (f(x)) es el ideal generado por el polinomio f(z), el anillo cociente.

Los elementos del anillo Fy[z]/(f(z)) son el conjunto que resulta de apli-
car el algoritmo de la divisién a cualquier polinomio p(x) € F,[z]. En general
tendremos:

p(z) = f(z)q(z) + r(z), (1.2)
para algin ¢(x) € F,[z] y r(z) € F,[z], el grado de r(x) es

0 < grad(r(z)) < grad(f(z)) = n.

Despejando de (1.2)
p(x) —r(x) = f(z)q(z)

que es equivalente a la operacién mddulo, denotada como:

p(z) =r(z) méd f(x).

Los residuos seran los representantes de las clases de equivalencia de polino-
mios, y las clases son equivalentes si al realizar el algoritmo de la divisién
generan el mismo residuo. Estos residuos son precisamente todos los polino-
mios con coeficientes en F,, con grado < n — 1, es decir,

Fola]/(f(@)) = {a0 + @z + aze® + ase® + - + a12" ™ 2 a; € ),

que implica que el anillo F,[z]/(f(x)) tiene p" elementos.

Para que ese anillo cociente sea un campo basta con que f(x) sea un po-
linomio irreducible, ya que si f(z) es irreducible, entonces todo polinomio
g(z) € Fylz], a menos que sea miltiplo de éste, es primo relativo con f(z),
es decir,

(f(x), g(x)) =1,

y mediante el algoritmo extendido de Euclides es posible encontrar una com-
binacién lineal, tal que

L= f(z)k(z) + g(x)l(x)

para k(z) y [(x) en F,[z]; y como estamos trabajando médulo f(z), entonces

1= f(@)k(z) + g(2)i(x) = f(x) - k(z) + g(x) - 1(z)
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que implica que:

T=g() I(z) (1.3)

ya que f(x) - k(z) es la clase del cero, es decir, f(z) = 0, o bien,

f(z)-k(x) =0 méd f(z).

La ecuacion (1.3) indica que para p(x) # 0 en [, [z] existe algin [(z) € F,[z]
tal que [(x) es inverso de p(x), es decir, todo elemento en F,[z] distinto de
cero tiene inverso, por lo cual el anillo cociente es un campo,

T =g(2) - [g(x)]™

donde I(x) = [g(x)]".

A este campo se le denota por F,» y tiene cardinalidad ¢ = p™.

A continuacién se dard la construccion explicita de algunos campos finitos.

Dos propiedades importantes de los campos finitos son:
1. Médulo isomorfismo el campo con ¢ = p™ elementos es 1inico.

2. Si F, es un campo finito, su grupo multiplicativo F; = IF, \ {0} es un
grupo ciclico de orden ¢ — 1. A un generador de este grupo se le llama
elemento primitivo del campo finito.

Ejemplos.

1. Campo de 9 elementos. En este caso ¢ = 9 = 32, por lo tanto p = 3 y
hay que tomar un polinomio irreducible f(z) € Fs[z] de grado 2.
Por ejemplo, un polinomio irreducible de grado 2 sobre F3 (para generar
este campo) es f(z) = 2® + 2z + 2. El lector puede verificarlo.

2. Campo con 8 elementos. Aqui p = 2 y hay que tomar un polinomio
irreducible de grado 3 sobre los niimeros binarios. Sea p(z) = 3 + 2% +
1 € Fy. Es facil ver que este polinomio es irreducible

Folx]/(2® 4+ 22 + 1) = Fys
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a2+ L4+ Lo+ 1,224+ a2}

Qo + a1 + a2a2 = a9+ a1T + aﬁQ =0, a; € Fy,
y se tiene que,

Fs={0,1,0,0% a* + 1,0 +a+ 1,a+1,a* + a}.

Para generar Fg usamos el polinomio f(z) = z® + 22 + 1, que es irreducible
en Fofz] y de grado 3, pero jqué pasa si usamos un g(z) irreducible, tal que

g(x) € Fofz], grad(g(x)) =3y g(x) # f(x)?.

Tomemos g(zr) = 2°® + x + 1 que es un polinomio irreducible en Fy[z] y
hagamos lo mismo que hicimos para Fy[x]/{f(z)).

Para Fy[x]/ (23 + x + 1),
B+r+1=0

es decir, los multiplos de 23 + 2 + 1 estdn en la clase del 0.

Para este campo, cada vez que aparezca el término Z° lo sustituiremos por
T+ 1, yaquesi Z8 +7T + 1 = 0, entonces

P =-T-1=T+1.

Con el ideal generado por ese polinomio tenemos:

Folz] /(2 + 2+ 1) = {0,1,7,22, 2 + 1,22 + x, 22 + o + 1,22 + 1} := T},

F{ se generard de la misma manera que Fg y los elementos de Fg son los
mismos que los de F§, lo que los hace diferentes es su aritmética.

La aritmética de estos campos esta dada por el polinomio que se elige. Para
F} cada vez que nos encontremos con z* sustituiremos por z + 1 y en Fy
cada vez que aparezca x® sustituiremos por z? + 1. Las tablas de suma y

multiplicacion correspondientes son las siguientes:

Para [Fg
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. 0 1 « o a2+1 a2+a+1 a+1 a2+o¢
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 « a2 (¥2+1 a2+a+1 a+1 a2+a
@ 0 @ a? a2+1 o<2+a+1 a—+1 a2+a 1
a? 0 a? a2+1 a2+o¢+1 a+1 a2+a 1 e
a? +1 0 a? +1 a? +a+1 o+ 1 a? +a 1 a o2
a2+a+1 0 a2+a+1 a+1 a2+a 1 @ o2 a2+1
a+1 0 a+1 a2+a 1 @ o2 a“ +1 a2+o¢+1
a2+o¢ 0 a2+a 1 e a? a2+1 a2+o¢+1 a+1
+ 0 1 [ o? o +1 o fa+1 a4+ 1 o? + «
0 0 1 « a? o +1 aZ +a+1 a+1 o +a
1 1 0 a+1 o +1 o? o+« e a?+a+1
[’ e a4+ 1 0 o+ a o+ a+1 a1 1 o2
o? o? o+ 1 o + a 0 1 a4+ 1 o fa+1 e
a? +1 a? +1 o? o +a+1 1 0 [ o? a+1
o ta+1l | a?+a+1 o + o o + 1 o+ 1 a 0 o? 1
a+1 a+1 o 1 oZ4+a+1 o + a o? 0 o? +1
o + o o + a a4 a+1 o2 a a+1 1 aZ 41 0
/
y para [g
. 0 1 «a o? a+1 a2+a a2+a+1 a2+1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 o o? o+ 1 o? + o2+ a+1 a? +1
@ 0 « o? a+1 a2+a a2+a+1 a2+1 1
o2 0 o2 a+1 a2+a a2+a+1 a“ +1 1 «
a+1 0 a+1 a2+a a2+o¢+1 a2+1 1 @ a?
a2+o¢ 0 a2+o¢ a2+a+1 a2+1 1 @ a? a+1
ata+1l | 0| a?+a+1 a? +1 1 o o? o+ 1 o2 +a
a2+1 0 a2+1 1 @ o? a+1 a2+a 02+a+1
+ 0 1 « o2 a+1 o + o a4+ a+1 o +1
0 0 1 (e (e a+1 o + o o +a+1 aZ 41
1 1 0 a+1 o’ 4+ 1 [ o fa+1 o? + o o?
[} ] a+1 0 o? + « 1 o2 aZ +1 o +a+1
o? o? o? +1 o+ a 0 o fa+1 [} a+1 1
a4+ 1 a4+ 1 [e 1 aZ4+a+1 0 a? +1 o? o+ a
o + o o + o aZfa+1 o? a o +1 0 1 a4+ 1
o +a+1 o fa+1 o? + o +1 a4+ 1 o? 1 0 [
a? +1 a? +1 o? o +a+1 1 o? + o a+1 « 0

Se puede ver que Fg = F;, — {0} y F; = Fg — {0} son grupos ciclicos y un
isomorfismo ¢ : Fg" — F¥, estd determinado por:

©(0) =0

p(l) =1
pla) =a
p(a?) = o?

ola+1)=a’+1
pl@*+a)=a’+a+1
pl®+a+1)=a+1

o(a®+1)=a®+a.
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1.3.1. Espacio vectorial

Sea (V,+) un grupo abeliano aditivo y F un campo. Si el mapeo
FxV —V

(a,v) — av,

al que llamaremos multiplicaciéon por escalares, es asociativo en la multipli-
cacion y distribuye la suma para valores del campo y del grupo abeliano
(V,+), entonces diremos que V' es un espacio vectorial sobre el campo F o
un F-espacio y los elementos v € V' son llamados vectores.

Un subconjunto, {vq,---,vx} de V, de vectores diferentes de cero se di-
ce que son linealmente independientes sobre IF, si no es posible encontrar
fi, fa -, fx, € F, con al menos de uno de ellos diferente de cero, tales que:

k
i=1

Un subconjunto de vectores, {vy,--- , v} C V., se dice que es conjunto de
) ) b )

generadores de V', si todo elemento del espacio vectorial se puede escribir

como combinacion lineal de estos vectores

k
V= Zfi'l}i, fz e F.
=1

Si un subconjunto de vectores {vy, - - , v} del espacio V es linealmente inde-
pendiente y generador, diremos que es una base de V. Un espacio vectorial
no necesariamente tiene una tunica base, pero todo espacio vectorial tiene
al menos una base. Si una base de un espacio vectorial es de cardinalidad
finita, cualquier otra base tiene la misma cardinalidad; similarmente si una
base tiene cardinalidad infinita. A la cardinalidad de cualquier base de un
espacio vectoria se le llama dimension del espacio vectorial.

Ejemplos de espacios vectoriales.
1) El conjunto de los polinomios de grado menor o igual que 2 con coefi-
cientes reales,

Py :={ar* + bx +c:a,b,c € R}.
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Este es un R-espacio vectorial, pues podemos sumar dos elementos de Ps
y obtenemos otro elemento del mismo conjunto y de igual manera con la
multiplicacién por un escalar real:

(ax® +br+c) + (d2* +Vx+ ) = (a+d)a> + (b+ )z + (c+ ) € Py,

r € R, r(az® + bz + ) = (raz® + rbx + rc) € P.

El cero del espacio vectorial es el polinomio cero. Una base natural es el con-
junto {1,z,x*}, y el espacio tiene dimensién 3.

2) R" = R x --- xR, con n > 1, R el campo de los nimeros reales. A
este espacio vectorial se le llama el producto cartesiano sobre R. Una base
(natural) esta dada por los vectores (candnicos) e;, ¢ = 1,2, ...,n, donde to-
das las coordenadas de e; son iguales a cero excepto en la entrada ¢ donde
la coordenada es igual a 1. Si en lugar de R se tiene cualquier campo, el
resultado es el mismo.

3) (Fy]x], 4, *): el conjunto de polinomios en una indeterminada x sobre Fa,
ya que andlogamente al ejemplo 1, podemos sumar dos elementos de Fy[x] y
obtenemos otro elemento del mismo anillo y de igual manera con la multi-
plicacién por un escalar, cabe mencionar que este espacio vectorial no tiene
dimension finita.

La dimensién de V sobre F, dimp(V') = k, es el nimero de elementos que
forman cualquier base de V', y toda base tiene el mismo niimero de elementos.
Si k no existe, diremos que V' es de dimensién infinita.

1.4. Forma normal de Smith

La forma normal de Smith permite descomponer una matriz, de tamano
b x c, b < ¢ con entradas en un anillo euclidiano, particularmente con en-
tradas polinomiales, como producto de tres matrices, cuyas caracteristicas
veremos a continuacion. Esta descomposicién, como se vera mas adelante, es
importante para entender con mayor claridad un cédigo de convoluciéon y sus
diagramas asociados. Tal descomposicién se basa en el siguiente resultado
cuyo fundamento algebraico es el algoritmo de Euclides [7], [25]:
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Teorema (Forma normal de Smith). Sea E un anillo euclidiano, G una
matriz no cero b X ¢, b < ¢ con entradas en [E. Entonces,

G = ATB,

donde A y B son una matriz b X by ¢ X ¢, respectivamente con entradas en
E, y I' es una matriz diagonal b x ¢, tal que:

I' = diag(vi, 72, 75,0, ,0).

Los elementos v; € E son diferentes de cero y son tales que ; divide a ~;11
para toda i, 1 < i < s. Estos elementos son llamados los factores invariantes
de G.

Este resultado es particularmente 1til en el caso del anillo de los enteros
y el anillo de polinomios en una indeterminada con coeficientes en un cam-
po, v de particular importancia en este trabajo cuando el campo es finito.

La matriz G no necesariamente es una matriz cuadrada, esta caracteristi-
ca resulta de gran importancia en nuestro caso, debido a que la tasa de un
c6digo de convolucion tiene asociada un tamano de matriz y viceversa, por
lo cual para toda tasa R = b/c, b < ¢, de un cddigo de convolucién podemos
usar la forma normal de Smith.

A continuacion se indican los pasos que conducen a la descomposicion en
la forma normal de Smith de una matriz sobre un anillo euclidiano. Para
una demostracién mas detallada y formal sugerimos al lector consultar por
ejemplo [7], [25].

Método para llevar una matriz G a la forma normal de Smith
Primero consideremos las siguientes tipos de operaciones elementales:

Tipo 1: intercambio de dos renglones (o columnas).

Tipo 2: Multiplicar un renglén (o columna) por un elemento diferente de
cero, en el anillo euclidiano y sumar a otro renglén (o columna).
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Sea la matriz,

g1 G912 913 - Gic
g21 G22 g23 - G2
g31 932 g3z - G3c
G=|"7 "7 77 T =)
gp1 G2 Gv3 " Gbe

de tamano b x c.

Para crear la igualdad entre G y una descomposicion de esta, escribimos
la matriz identidad I, (matriz identidad de tamano b x b) a la izquierda de
la matriz G y a la derecha la matriz I., la multiplicacién de estas matrices
no afecta a G, ya que son matrices identidad,

G = 1.GI,
es decir,
100 - 0 g1 gi2 g1z - Gic 100 O 0
go1 922 G23 - G2 01 0 0 0
010 0
=100 1 0 931 932 933 " g3 001 O 0
‘ ) ) R, 000 1 0
0 00 1 ) '
g1 G2 93 c Gbe 000 -- 0 1

Con estas tres matrices, procedemos a realizar los siguientes pasos:

1. Sin pérdida de generalidad suponemos que g es el minimo de los valores,
dependiendo de en qué anillo euclidiano estemos trabajando es definido éste,
podemos suponer esto ya que por intercambio de renglones y columnas, es
posible llevar el minimo a la entrada superior izquierda.

2. Si hay algtin gy, # 0, k > 1, realizamos el algoritmo de la divisién pa-
ra gix v g1 tal que g1 = qrgin + rix, con 0 <| 115 |<| g11 |, donde | | es la

funcién norma del anillo euclidiano E.

3. Multiplicamos la primera columna de G por (—g¢x) y sumamos a la co-
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lumna k para asi obtener:

gin - g1k — gkdn
g21 - G2k — Gkg21
G = g31 93k — 9kg31
g1 0 Gvk — Gk9n

ésta es una matriz equivalente a G.

En general, cada vez que realicemos una operacion cualquiera, suma, mul-
tiplicacion, también se realizara sobre I, o I., dependiendo si la operacion
es sobre renglén o columna. Si es sobre renglon se hard la misma operacion

Tk
Tok
T3k

Tbk

J1c
G2c
93¢

Juve

sobre I. y si es sobre columna lo reproduciremos sobre 1j,.

Si ri; = 0, repetimos este proceso con otro elemento diferente de cero de
la misma columna, y si ry, # 0 regresamos al paso 1 con la matriz G'.

4. Repitiendo este proceso tantas veces como sea necesario y usando un pro-
ceso analogo sobre la primera columna obtenemos una matriz C' equivalente

aGy G
a1

c— 0

0

5. 5i a1; no divide a algin a;;, sumando el renglén 4 al renglén 1, obtenemos

a1
c=|"
0

y regresamos nuevamente al paso 1.

0

Q22

ap2

Q32

22

ap2

0

a2

Qpe

Qi
A2

Qpc

6. Aplicando repetidamente los pasos del 1 al 5 obtenemos

d11 0
D 0 dyo
0 dp
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donde d,; divide a cualquier entrada d;;.

7. Definimos e; = dy; y regresamos al paso 1 con la matriz
dyo -+ dae

dpp -+ dye

Obteniendo asi una matriz I' equivalente a GG, I' es una matriz diagonal, y
como ya mencionamos, los 7; son elementos diferentes de cero y son llama-
dos los factores invariantes de G y satisfacen que v; divide a 7;,1 para toda
1. Esta diagonalizacion se puede realizar debido a que estamos en un anillo
euclidiano.

Al principio de la secciéon se hizo mencién de las matrices identidad I, e
1., que preservan la invertibilidad pese a las operaciones basicas realizadas
en ellas. Conjuntamente con las operaciones realizadas sobre G se realizan
operaciones sobre [, e I., ya que cuando realicemos una operacién de colum-
nas sobre G aplicamos la misma operacion sobre [, y cuando se haga una de
renglones sobre G realizaremos la misma operacion sobre 1., esto permite que
obtengamos una matriz A equivalente a [, y una matriz B equivalente a I,
de tal forma que se cumpla la igualdad y no sea solamente una equivalencia
de matrices, es decir,

G = AI'B.

A continuacion realizaremos un ejemplo de la forma normal de Smith en el
anillo euclidiano F[z]. Sea la matriz G(z) de tamaij3o 2 x 3, con entradas
en el anillo Fy[z], tal que:

(14 x x 1
G(az)—( | 1+x+:r2>’

necesitamos dos matrices identidad de tama'l'j)%o by c, es decir, I, e I3, la
primera a la izquierda de G(x) y la segunda a la derecha de ésta.

La entrada mas peque'ig)%a de G(x) es 1, asi que llevaremos este elemento
a la parte superior izquierda mediante el intercambio de columnas (la prime-

ra y la tercera),
(1+xw 1 )8‘1)3_( 1 x1+x)

2 2 = 2 2

T 1 I+z+2 10 0 l+z4+22 1 =
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para hacer cero la segunda entrada del primer renglén, y como z(1) = x,

1 z 14z (1) 1 8 B 1 0 14z
1+x+22 1 22 00 1 T \l4z+4+22 14+ 22+23 22

para hacer cero la tercera entrada del primer renglén, y como (1 + x)(1) =
1 + x, entonces:

S O =

O = O

— o +
|

1 0 1+z
l+z+22 14+c+22+23 22

1 0 0
(1—|—m—|—x2 1+x+ 2%+ 23 1—|—x2+x3)
Ahora nos interesa hacer cero el primer término del segundo renglén, esto lo

podemos ver como una operacién sobre las columnas de la matriz. Y como
(I+z+2?)(1) =14z +a?

10 1 0 0 B
142422 1) \1l4+zx+2® 14x+22+2° 1+22+22)

1 0 0

0 1+z+a22+23 1+22+2°
y ahora dividimos 1 + 22 + 2% por 1 + o + 2% 4+ 23, es decir, 1 + 2% + 2% =
(1+ 2+ 2? + 23)1 + x, por lo cual

1 0 0 (1) (i (1] =1 0 0
0 1T+z+a?+a® 1+22+2°) | ] 0 l1+z+z’+2* o
cambiamos de orden la segunda y tercera columna

1 0 0 (1) 8 (1) /10 0
0 1+z+22+2° z 010 “\N0 x 14+zx+22+28

mientras que 1+ + 2% + 23 = z(1 + z + 2?) + 1,
10 0
10 0 ,\ /100
(O x 1—|—x—|—x2+x3> 8 (1) 1+x1—|—1: _(0 x 1)
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nuevamente reordenando las columnas

1 oo\ (L00 100
02 1){09=1g1 2
010

finalmente:

tal que:

que es igual a

( 1 0 1 00 1 0 0 1 0 0 1 00
2)F(x)01 00 1|01 1+z+a?] {0 01
I+z+a® 1 001/ \o10/\oo 1 01 0
1 00 1 0 1+« 1 =z 0O 0 01
x10 1 1 01 0 010 010
0 01 00 1 0 0 1 1 00
donde
1+z T 1
(1—1—901+x2 ?) <(1) (1) 8) 1+a2?2+2° 14a+22+2° 0
T+ x2 14z + 22 0

1.5. Espacio de sucesiones

Sea A una estructura algebraica, grupo, anillo, campo, etc., y A% el con-
junto de funciones:

AT = {9 : Z — A;9(i) = a;}.

Si ¢ € A% la imagen de i € Z se acostumbra denotarla por a; y la funcién v
se identifica con:

a:( y iy G—jq1, 7 , Ao, A1, " " aa'i—laah"'))
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la cual se denomina sucesion sobre A. Es facil ver que con la suma usual de
funciones A% es un grupo.

En este trabajo, particularmente nos interesan las sucesiones binarias, es
decir, cuando A = Zy = Fy = {0, 1}, las cuales pueden ser finitas o infinitas.
Si son finitas las denotaremos con S™(Fs) := {0,1}" o F3, n € N lo cual
significa que son de longitud n, n € N. Si son infinitas las denotaremos con

Seo(F2) :={0,1}o0:
S™(Fq) = {(ag, a1, ,an_1) : a; € Fa},

Soo(F2) = {(-++ ,a—i,a—iy1,- - ,a0,a1,+ ,an, ) a; € Fa}.
Obsérvese que {0,1}" C {0, 1}.

Considérese la siguiente funcién:
¢ : Sn(]FQ) — FQ[I’]

a=(ag,  ,a, 1) —a(x) =ag+ - +a, 12", acS"(Fy).

Es facil ver que ¢ es un homomorfismo inyectivo de Fy-espacios vectoriales,
cuya imagen es el conjunto de polinomios de grado a lo mas n — 1, y por
lo tanto es biyectiva en su imagen. De manera analoga se puede definir un
homomorfismo

Poo  Soo(IFa) — Fa[[2]]
—1
(ao’...’an_l’...)_>a0+...+an_1ajn +’
es decir, a cada sucesién infinita se le asocia una serie de potencias.

Con las funciones ¥ y ¢, a cada sucesion finita de longitud n se le asocia
un polinomio de grado < n — 1; y a toda sucesién infinita se le asocia una
serie de potencia, respectivamente. Estas funciones son de gran importancia
en el desarrollo de este trabajo.

Por otro lado, es importante para este trabajo retomar algunas particu-
laridades en ciertos anillos (varias de estas ya se mencionaron): polinomios,
serie de potencias y series de Laurent, en estos definiremos el momento, el
cual hace referencia al subindice en el cual inicia la sucesion, por ejemplo, un
polinomio:

n

p(z) =ag+ a1z + - - a,z”,
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diremos que inicia en momento ¢ = 0 y representard a una sucesion finita
p = (ap,a,- -+ ,a,), mientras que una serie de potencias

q(x) =ap+arx+---apx" + - -,

inicia en momento i = 0, sin embargo es infinita.
Las series de Laurent son infinitas

r(z)=a-nz ™+ ---+a+amr+--+az"+--,
e inician en el momentoi = —n, n € N, tal que r = (a,, - ,ap, a1, ,ap, - -

El anillo de polinomios Fy[x] estd contenido en el anillo de las series de
Laurent, Fo[z] C Fa((x)).

Para fines practicos y debido a las convenientes propiedades del anillo de
polinomios Fy[x], es preferible trabajar en este que en Fay((x)).

En toda serie de Laurent
w(z) = w_ ™ - F w27 we Fwix + wex® 4w
podemos renombrar las variables como
2 — i
obteniendo:
wogFw_py+ -+ woay T Fwey’ +wir™ Fwpr™ 4w

de cierta manera recorremos el indice en el cual inicia la sucesién y obtenemos
una serie de potencias, las cuales son més convenientes para las aplicaciones
de los codigos de convolucion.
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Capitulo 2

Ecuaciones de paridad y
polinomios generadores

En el capitulo 2 se recordard la operacién de convoluciéon y se definaran
los cédigos de convolucion, se daran sus parametros principales y algunas
de sus propiedades. Se introduciran las ecuaciones de paridad, polinomios
generadores de estos codigos y la relacién entre ellos.

2.1. La operacién de convolucion

Una pregunta natural que surge al hablar de los cédigos de convolucion
es: | Qué relacion tienen los codigos de convolucion con esta operacion?

Para introducir los cédigos de convoluciéon es de gran importancia recordar
la operacion de convolucion, ya que precisamente de ella heredan el nombre.

Frecuentemente, en textos de disciplinas de ingenieria, fisica y matematicas,
podemos encontrar el término convolucion. Es comin encontrar este término
ya que se relaciona con numerosas aplicaciones de estas areas. Por ejemplo:
en el estudio de imagenes digitales, la aplicacién de un filtro espacial a una
imagen se explica por el proceso de convoluciéon que da como resultado la
imagen filtrada; en actstica un eco es la convolucién del sonido original con
una funcion que represente los objetos variados que lo reflejan; en ingenieria
eléctrica, electronica y otras disciplinas, la salida de un sistema lineal ya sea
estacionario o con tiempo-invariante es la convolucion de la entrada con la
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respuesta del sistema a un impulso, por mencionar algunos ejemplos, [21],
[22]. En estos ejemplos se usan sucesiones (cortas o largas) y se tiene la con-
volucion de sucesiones.

A grandes rasgos, diremos que una convolucion, la cual se denota con “x”,
es un operador matematico que transforma dos funciones del mismo tipo, f
y g, en una tercera funcion que en cierto sentido representa la magnitud en
la que se superponen f y g, es decir,

f1t]+ glt] = hlt],

a la funcién f[t] le llamamos de entrada y a g[t] funcién de respuesta, mientras
que a h[t], que esta determinada por la funcién g[t] y la funcién de entrada,
24].

Dependiendo de como sea el dominio, es decir, qué valores puede tomar el
parametro ¢ podemos hablar de convolucién continua o discreta, para el caso
de los codigos de convolucion nos interesa la convolucién discreta.

El dominio de una funcién discreta f es un conjunto numerable (discreto),
es decir,
f:McCcN-— M.

Si F es un conjunto de funciones discretas la operacién de convolucion esta
definida de la siguiente manera:

¥ :FxF—TF

(f,9) — h=fxg,
dada por:
hlt] = flt] * glt] = ) flnlglt —n]

En los codigos de convolucién el mensaje de entrada es la informacion que
deseamos codificar, mientras que la salida es la palabra codificada, por lo cual
veremos a las sucesiones, polinomios o series de potencias como funciones.
Recordemos que las sucesiones pueden ser de longitud finita, no necesaria-
mente de la misma longitud, S"(Fy) := {0,1}" o F5, n € N, y de longitud
infinita, Sy (F2) := {0, 1} .
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Si se estd trabajando en S (F2) , la operacién convolucién es:
* SOO(FQ) X SOO(FQ) — SOO(]FQ)

(u,9) — uxg=n.

donde u = upuius -+, g = gog192--- y

00
V; = E UjGi—j-
=0

Si u, g son sucesiones cortas las cuales se pueden suponer de la misma longitud
completando con ceros,

%0 S"(Fp) x S"(Fy) — S"(Fy),

uxg=uv=u---vs €S"(Fy),

)
v; = E Ujgi,j, 22172,"' , n.
Jj=0

Esta ecuaciéon es de particular interés para nosotros, ya que es la que deter-
mina el nombre de los codigos de convolucion.

En los anillos Fy[x] y Fs[[z]] la convolucién coincide con la multiplicacién de
elementos del anillo. Veremos esto para el anillo Fy[x], el otro caso es andlogo.

Sean a(x) y b(z) dos polinomios cualesquiera en Fy[z], de grado n y m res-
pectivamente, m,n € N, y sin pérdida de generalidad, digamos, que n < m.
Hagamos la operacién producto, que hace a Fylz], junto con la suma un
anillo,

a(x) = ap + ayx + agr® + - apa™,

b(x) = by + bz + box® + - - bya™,
entonces a(x) - b(x) := ¢(z), donde:

m+1 4 +n’

c(z) = co+ 1w + o + - ™ + Copp 1T st Cpapa™

grad(c(z)) =n+ m,
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donde grad(c(x)) es el grado del polinomio ¢(x), y

k
ck:Zaibk_i, k=0,1,---,n+m, k=0,1--- ,n+m.
i=0

Se puede ver que con la operacion de convolucion en las sucesiones finitas,
(S™, +, %), y los polinomios con el producto usal de polinomios, (Fy[z], +,-),
identificando a una sucesién (finita) con un polinomio, ambos anillos son iso-
morfos. Por lo tanto, usar las sucesiones con la convolucion es lo mismo que
usar polinomios con su producto usual.

Mas adelante se vera porque los cédigos de convolucion deben su nombre
a la ecuacion de convolucion discreta:

k
ck:Zaibk,i, k=0,1,--- ,n+m, k=0,1--- ,n+m,
i=0

2.2. (Cdbdigos de convolucion

Sean Fy[z] y Fa[[z]] el anillo de polinomios y de series de Laurent, las
cuales, como se menciond anteriormente se pueden identificar con las suce-
siones binarias cortas y largas respectivamente, y sea Fy(x) el campo de las
funciones racionales.

Definicién. Sea G(z) una matrix b x ¢, b,c € N;b < ¢ con entradas en
el campo de las funciones racionales. El cédigo de convoluciéon C, con matriz
generadora G(z), es la imdgen de la transformacién lineal

G(z) : Fo(z)? — Fy(x)°
u(x) — v(zr) = u(z)G(x).
Es decir,
C = {v(z) € Fa((2)) : v(z) = u(x)G(2), u(x) € F2((2))"},

a G(z) se le llama matriz generadora del c6digo de convolucién C'.

Esta definicién de codigo de convolucion generaliza a los cédigos de blo-
que, ya que se puede tomar F} y FS v la matriz con entradas en F.
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Un ejemplo de una matriz generadora G(x), 2 X 3 es:

T x? 1
Glr) = (1+x 1+ a3 1+x+x2>’

donde, dado cualquier vector de informacion, 1 x 2, u(z) = (u1(z), uz(x)) por
la matriz, es decir,

C =A{v(z) =u(z)G(x) = (vi(x),v2(x),v3(x)) =

(uy(2)2 4+ ug(2) (1 + 2), uy ()2 + ug(2) (1 4+ %), uy ()1 + up(2) (1 + 2 + 2%)}.

Cuando varia el vector de informacién tambi’ig)%n lo hace el vector codificado
(de 3 componentes). Este codigé es de tasa R = 2/3.

2.3. Conceptos preliminares de cédigos de con-
volucién

En esta subseccion veremos los conceptos preliminares de los cddigos de
convolucion, los cuales se iran desarrollando y ejemplificando a lo largo de
las siguientes secciones.

Mencionamos que los mensajes a codificar son polinomios, sucesiones, se-
ries de potencias o series de Lauren, en caso de no ser una sucesién, por
medio de un isomorfismo los podemos ver como sucesiones, cuyas entradas
son bits, bajo esta idea, cuando se codifica por cada b bits de informacion que
entran al codificador convolutivo, el codificador produce ¢ bits de informa-
cion de salida, cuando su matriz generadora es de tamano b x ¢. Lo anterior
determina lo que se llama la tasa del codigo,

R=-,

c
c¢,b e N, b < c. En laimplementacion de los codigos de convolucion general-
mente se usa la desigualdad estricta b < ¢ con b, ¢ pequenas y por lo regular

se codifica bit a bit, es decir,
R=1/c
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Las tasas més comunes encontradas en la practica y en la literatura son

R =3, R= 1y ocasionalmente R = 2

w

Se puede pensar que se tiene una “ventana’de longitud k que cubre los b
bits del codificador mas otra cantidad fija de estos, diremos m de ellos, esta
ventana contiene no solo la informacion que la tasa R proporciona al codifi-
cador, también una cantidad fija de bits necesarios para que la ventana este
llena y pueda darse el proceso de codificacién, lo que implica que la informa-
cion de salida no sélo dependa del niimero de entradas por unidad de tiempo
(indice que mas adelente identificaremos en cada codificador), sino también
del bloque de m bits anteriores, a m le llamaremos la memoria del cédigo.

A k le llamaremos la longitud de restriccién del cédigo de convolucién, y
es un parametro mas, que depende directamente de b, tal que:

b+m =k,

——
por lo cual se satisface k € Ny m < k.
m es un parametro de gran importancia, ya que este permite que la infor-
macién codificada en cada instante, de cierta forma “herede” caracteristicas
generadas por informacién codificada con anterioridad.

Un ejemplo de pardmetros de cédigo de convolucion es (2,1,3), cuya me-
moria es m = 3 y por cada bit que entra al codificador este produce dos bits
de salida, asi que R = 1/2.

Casos particulares son cuando m = 0, k = b, ya que en este caso se tiene
un cédigo de bloque, debido a que la informacién que se procesa no depende
de informacién previa para ser codificada, es decir, la memoria es nula. Otro
caso particular es cuando £k = 1, ya que m = 0 y b = 1, que indica que la
codificacion es bit a bit y la secuencia de informacién no es dividida en blo-
ques, se codifica de una manera continua. Un caso particular mas es cuando
se cumple la igualdad b = ¢, lo que implica R = 1, es decir, que por cada b
bits de informacién tenemos b bits de salida, por ejemplo las tasas R = % y
R = % que generan codigos de bloque.

Generalmente en los codigos de convolucién, con b < ¢, la longitud del
mensaje codificado tienen mayor longitud que el mensaje que se codificé.
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A excepcion de cuando se genera un codigo de bloque.

En general si la secuencia binaria a codificar es de la forma v = uguy - - u;_1 €
IF,, es importante el orden y etiquetamiento de las componentes de estas suce-
siones, lo cual se hace de izquierda a derecha, el primer bit de la izquierda u,
ocupara la posicion 1, el siguiente bit tiene la posicion 2 y asi sucesivamente
hasta llegar a la posicién [—ésima, que es el bit de la derecha u;_1,

Ug Up U2 U1

Otra notacién que es comun usar es:
w(0)u(Lu(2) - u(l = 1),

dependiendo de lo que necesitaremos los etiquetamos de la forma mé&s con-
veniente.

Ahora, supongamos que la ventana que cubre los bits es desplazante y que
como ya se menciond, cubre una cantidad fija de bits, k = b+m, y que pese a
los desplazamientos esta ventana siempre admite el miso nimero de bits. Sin
perdida de generalidad podemos convenir que la ventana se desplaza hacia la
derecha. Esta ventana acordaremos que se desplaza b bits en cada movimien-
to, si b = 1 se codifica bit a bit, que es lo mas usual, pero no necesariamente
b=1.

[lustraremos lo anterior con un ejemplo. Sea el mensaje u = 10011 y el
codificador que usamos tiene una memoria m = 2 y una tasa R = 1/2, es de-
cir, que la ventana se desplazara solamente una posicién en cada movimiento.
La ventana contiene los bits de la memoria y los que entran al codificador
b+m=3=k.

En el primer desplazamiento la ventana cubrird los bits: [ 1 [ 0 | 0 |, en el

segundo desplazamiento mn y finalmente en el tercero | 0 | 1 | 1|

pero de esta manera no estamos codificando el primer ni el ultimo bit, para
codificarlo agregamos bits a la derecha e izquierda del mensaje que deseamos
codificar. Necesitamos bits que no alteren la informacién original, asi que
agregamos tantos ceros a la izquierda y derecha como sean necesarios para
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llenar la ventana, de esta manera podemos codificar el primer y iltimo bit.
En nuestro caso tenemos que agregar 2 bits en cada extremo:

u = 001001100,

y ahora lo podemos ver como u € F3. Efectivamente, los ceros agregados a la
derecha e izquierda del mensaje no afectan la informacion, la transmisién ni
la codificacién de esta, solo la longitud. Por lo tanto la ventana en un inicio

1 = 0 contendra a nn en el primer movimiento ¢ = 1: , en
el segundo i = 2: , después en v = 3 a , posteriormente
eni=4a , el siguiente ¢ = 5: , para finalizar con i = 6:
L[o]o}

Ahora supongamos que tenemos este mismo mensaje con el mismo tamano
de ventana, k = 3, pero con una tasa R = 2/3, b = 2y ¢ = 3, es decir, en
cada desplazamiento entran 2 bits y salen 3, en el primer movimiento entran
dos bits, para llenar la ventana solo tenemos que agregar un cero a la dere-
cha del mensaje u y otro a su izquierda, v = 0100110, entonces, la ventana
inicialmente ¢ = 0 contendra nm enseguida en 7 =1 a nn y
posteriormente en ¢ = 2 a , en este caso solo tenemos tres etapas
de la ventana.

En el primer caso de las ventanas, donde b = 1, siempre hay dos bits que
estuvieron en la ventana anterior, ya que m = 2 es el tamano de la memoria,
en cambio, para b = 2 tenemos que un bit es el que se mantiene de la ventana
anterior, por lo cual m = 1. En general tendremos:

=b+m,
o equivalentemente
m =k —b.
2.4. Polinomios generadores

Toda matriz generadora G(z), bx ¢, de un cédigo de convolucién, asociada
a una tasa R = b/c, en caso de tener entradas racionales puede siempre
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llevarse a una matriz equivalente de entradas polinomiales, es decir,

g1 () gr2(z) -+ gre(z)
G(z) = g2 () gaa2(x) -+ goclw)
g(z) ge2(x) o geelw)

donde cada elemento g;;(z) es un polinomio con coeficientes binarios.

m

9(x) :Zgi$i> meN, g; € Fs.

=0

En particular nos interesan las tasas R = 1/¢, lo que indica matrices genera-
doras de tamano 1 X c:

G(z) = (911(95) giz(x) - glc(x),) .

es decir, ¢ polinomios conforman un codificador, el cual es el encargado de
generar las palabras que conforman el codigo. Para codificar se multiplica
u(z) por cada polinomio generador y posteriormente se concatenan

w(z)gn(z) :=v,(x), n=1,--- ¢,

los polinomios regularmente se acomodan en forma matricial, por lo que el
conjunto de polinomios generadores puede generalizarse como una matriz,
sin embargo es importante mencionarse como otro tipo de codificador, ya
que en la literatura estos son encontrados con frecuencia.

En cada polinomio generador la memoria m coincide con el grado del polino-
mio. Por ejemplo, sea el polinomio generador 1+ 2% + 2% al que denotaremos
con gi(x), la memoria de este polinomio es m = 3, y el mayor grado del
sistema de polinomios es la memoria del codificador.

Se toma el mayor de los grados del conjunto de ecuaciones, ya que la venta-
na tiene que cubrir el mensaje multiplicado por cada uno de los elementos,
incluido el término de mayor grado, pero como esta ventana es fija y la me-
moria es fija, entonces tiene que tomar el tamano de b mas el grado mayor
del polinomio para poder cubrir todos los elementos. Como estos elementos
se llevan generalmente a forma matricial, sucede lo mismo en estas, se toma
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el mayor grado de los polinomios de la matriz.

Ejemplo. El codificador de un cédigo de convolucién de tasa R = 1/3 esta
compuesto por los polinomios:

gi(x) =14z,
g2(x) = 1+ a4+ 2,
gs(x) =+ 2%

y se desea codificar el mensaje u = 101 € F3. Para que la multiplicacién del
mensaje u con los polinomios generadores tenga sentido es necesario multi-
plicar elementos de la misma estructura sobre [y, asi que le asociamos su
elemento correspondiente en Fy[z], es decir, u(z) = 1 + 2%, entonces

vy () r) =14z +2°+2°

u()g1(
va(@) = u()ga(x) = 1+ + a2 + 27,
v3(x) = ulw)gs(x) = 2+ 22 + 2* + 2,
que lo podemos ver como:
u(@)(91(x), g2(2), g3(x)) = (v1(x), va (), vs(x))
=(+z+2*°+2° 1+ax+22+2° x+2°+2°+ %),

al que le podemos asociar v = 1111,111001,01111. Como las longitudes no
son las mismas en los 3 bloques se acostumbra tomar la longitud mayor de
los bloques,

v = 111100,111001,011111.

El grado de los polinomios generadores es 1, 3 y 2 respectivamente, que im-
plica que el codificador tiene memoria 3, ya es el mayor de los grados.

Para distinguir cada uno de los polinomios generadores, los denotaremos
como:

gn() = Zgi(n)xi’ my, = grado(g,(x)), gi(n) €F,,, n=1,2,--- ¢,
i=0

mientras que la memoria del codificador es:

m = maz{my, mg,- -+ , M}
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2.5. Ecuaciones de paridad

Dada una sucesién (corta) u = (ug, 4y, - , Uy otra sucesion fija g =
05 ’ 3

(9o, g1, ,gm), a las cuales le aplicamos la operacién de convolucién, obte-

nemos u % g, que generalmente se expresa como:

pa(i) = gj-uij €Fa,n=12--c (2.1)
j=0

sin embargo, en esta seccion le daremos otra presentacion, a la cual le llama-
remos ecuacion de paridad. Las ecuaciones de paridad representan de manera
directa la ecuacién de convolucion.

En los cédigos de convolucion las ecuaciones de paridad, cada una de ellas
genera un bit de salida por cada b bits que entran al codificador. Estas ecua-
ciones generalmente se usan para tasas R = b/c con b = 1, bit a bit, esto no
quiere decir que para b # 1 no se puedan usar, solamente al usarla hay que
tomar ciertas consideraciones.

En general, para usar las ecuaciones de paridad, si tenemos el mensaje
u = <u07 Uy, U, " -+ 7ul71)7

con una tasa R = b/c, b < ¢, en el primer movimiento entran los primeros b
bits, pero para codificar correctamente todos los u; agregamos a la derecha e
izquierda de u, k — b ceros, es decir, m el tamano de la memoria, para llenar
la ventana
w=(0,-+-,0,up, us, U, -+ ,u;_1,0,+-+,0).
—— ——
k—b k—b

Este cambio no altera la informacién, solo tendra repercusion en la longitud
del mensaje final, ya que este cambio hace que

= Fl2+2k72b7

I+2k—2b __ mal+2m
]F‘2 - ]F2 .

En las ecuaciones de paridad el nimero de ecuaciones esta determinado por
¢, el mismo c de la tasa R = b/c, b =1, (para b # 1 tendremos be ecuaciones)
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y como cada ecuacion genera un bit de redundancia por cada 4, tendremos ¢
bits por cada unidad de tiempo 1.

Haciendo un cambio de variables en (2.1), tal que u = (u(r), u(r+1),--- ,u(n))
y g = (9(0),9(1),---,g(m)), obtenemos:
k—b
pa()) =" g(j) - uli — j) € Fa, (2.2)
=0

que es la convolucién de la sucesién g; = g(i) con la sucesion u; = u(t).

Desarrollando la relacién anterior obtenemos la forma de las ecuaciones de
paridad:

Pa(i) = g(0)u(@) + g(Duli = 1) +--- + g(k = b)u(i — k +b),

los g(j) € Fq son fijos y estan determinados por la sucesién g(j) = ¢(0),--- , g(k—
b), a la que llamamos sucesién generadora. Si i — j < 0 asignamos el valor

u(i —j):=0. (2.3)

En el conjunto de polinomios que determinan un codificador de un codigo
de convolucién (b=1), R = %, el mayor grado de estos es la memoria, en el
conjunto de ecuaciones de paridad, segtin la biyeccién la memoria es el mayor
de los k — b restados en el conjunto de ¢ ecuaciones.

A continuacion realizaremos un ejemplo de un codificador, usando ecuaciones
de paridad y posteriormente probaremos mas formalmente la biyeccion entre
un polinomio generador y una ecuacién de paridad.

Ejemplo: Queremos transmitir el mensaje

u = 11001,

para codificar este mensaje lo haremos bit a bit, b = 1, y por cada bit
que entre al codificador tendremos 3 bits de salida determinados por las
ecuaciones de paridad:

p(1) =u(@) +u(@ — 1)+ u(i — 2),
(1) = u(i) +u(i — 2) + u(i — 3),
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ps(t) = u(i) +u(i = 3),

estas tres ecuaciones conforman el codificador del cédigo de convolucién, y a
cada ecuacion le podemos asociar

p1(i) «— (1,1,1,0)

po(i) «— (1,0,1,1)
ps(i) «— (1,0,0,1)

\
>3
Y

»v2

u —  ud) —® > u(i-1) L u@i-2) —*—»f u(i-3)

Figura 2.1: Diagrama asociado a este codigo.

El sistema lo forman las tres ecuaciones: pi(i),pa2(i) v p3(i), asociado
a una tasa R = 1/3. La tasa R = 1/3 implica que por cada entrada al
codificador obtendremos 3. En el diagrama u = (u(4), u(i—1), u(i—2), u(i—3))
es la informacién que entra al codificador, mientras que las salidas estan
representadas como: v = (v(1),v(2),v(3)), y cada una esta generada por una
ecuacion de paridad. En el diagrama hay cuatro cajas, la primera representa
a u(i), la segunda a u(i — 1), la tercera a u(i — 2) y la cuarta a u(i — 3), la
salida v(1) podemos observar que esta formada por la suma de las cajas u(i),
u(i — 1) y u(i — 2), es decir, esta generada por la ecuacién p; (i), mientras
que v(2) corresponde a la suma de u(i), u(i — 2) y u(i — 3) que se asocian a
la ecuacién po(7), y finalmente v(3) corresponde a la suma de las cajas u(i)
y u(i — 3) que corresponden a la ecuacién p3(i). En este caso, cada conjunto
de u(i), u(i — 1), u(i — 2) y u(i — 3) generan 3 bits. Cada ecuacién genera un
bit por cada u y por cada i.
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Tenemos 3 ecuaciones de paridad y b = 1, entonces la tasa asociada a este
codigo es R = % De las ecuaciones podemos observar que la memoria m = 3
y como b = 1, entonces implica que m + b = 4 = k, ya que la ventana tie-
ne que cubrir el bit entrante en cada movimiento mas los 3 bits de la memoria.

La ventana contendra en un inicio solo al primer bit del mensaje u, para
codificar ese primer bit agregamos k — b = 3 ceros a la izquierda del mensaje
y tres ceros a la derecha, por lo tanto la nueva u es:

00011001000,
que tiene longitud 11=5+3+3=l+ (k — 1)+ (k — 1) =1+ 2k — 2.

La ventana en ¢ = 0 contiene los bits 0001, después se desplazara un lu-
gar a la derecha y contendra otros bits diferentes. La tabla siguiente muestra
los bits que contendra en el tiempo correspondiente

u(i — 3)u(i — 2)u(i — 1)u(s)
0001
0011
0110
1100 (2.4)
1001
0010
0100
1000

|| O | W N~ O

Si aplicamos las ecuaciones de paridad para i = 0, tenemos
p1(0) =u(0) +u(—1)+u(-2)=1+0+0=1,

p2(0) = u(0) +u(=2) +u(=3)=1+0+0=1,
p3(0) =u(0) +u(—=3)=1+0=1,

para 1 =1, nn

m(l)=14+1+0=0,

49



ps(1)=140=1,

para ¢ = 2 la ventana contiene nn y obtenemos 010, con ¢ = 3,

nn produce los bits 101, con i = 4: nn obtenemos
100, para @ = b5, nnn las ecuaciones producen 100, para ¢ = 6,
nnn obtenemos 110, y finalmente i = 7, nmn arroja 011.

Antes de dar el mensaje codificado, veamos que existen dos formas de or-
denarlo.

La primera es,
pi(i), pa(i), ps(i),
donde
(p1(0), p1(1), p1(2), p1(3), p1(4), p1(5), p1(6), p1 (7)) =: P1 (1),

(p2(0),p2(1), p2(2), p2(3), p2(4), P2(5), p2(6), p2(7)) =: Pa(3),
(p3(0),p3(1), p3(2), p3(3),p3(4), p3(5), p3(6), p3(7)) =: P3(3),

Para dar la segunda forma definimos la operacién @: si A = (aq, a9, - , ay)
y B = (by,bs,--- ,b,), entonces:

A® B := (arby, aghy, -+ ,a,by).
Asi,
v =Dpi(i) ®P2(i) D P3(2) = (p1(0)p2(0)p3(0), -~ -, p1(7)p2(7)ps(7)),
que es la codificacion de la palabra u. En nuestro ejemplo:
v = (111011 010 101 100 100 110 011),

que tiene longitud 24 = 3 x (5 + 3). La longitud de la palabra codificada es
relativamente sencillo saberla, ya que por cada bit que entra a cada ecuacién
de paridad genera un bit de salida, tenemos ¢ = 3 de estas, ademas la longitud
del mensaje inicial es [ = 5 y la memoria es m = 3. En general la longitud
del mensaje codificado es:

c(l+m).
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Recapitulemos: para codificar el mensaje u de longitud [/, con un cédigo de
convolucién de tasa R = b/c y con un codificador formado por ¢ ecuaciones
de paridad:

pl@)? T 7pc(i)'

Cada ecuacion de paridad genera un bit por cada b de entrada, pero hay c
ecuaciones, por lo cual por cada b bits obtendremos ¢ bits de salida, que son
los bits codificados.

Ahora veremos como a partir de una matriz generadora podemos pasar a

un sistema de ecuaciones de paridad, es decir, dos codificadores diferentes

son equivalentes. Sea C' un cédigo de convolucién de tasa R = b/c con matriz

generadora G(z) de tamaijto b x c. Por ejemplo si R = 1/3 y G(x):
Gl)=[14+2% 1+, 1+x+27,

ahora bien, a todo mensaje u de longitud(u) = [, le podemos asociar un
elemento u(x) del anillo Fy[x],

-1
u(z) = Z u;x.
=0

Entonces,
u(@)G(z) = v(x) = (v1(2), v2(), v3(2)),
donde vy (z) = u(z)(1+ 2?), vao(z) = u(z)(1 + ) y v3(z) = u(x)(1 + z + 2?).

Efectuado los productos anteriores se tiene:

-1 -1
u(z)(1 + 2?) = u(z) + u(z)z® = Z ujr? + Z w2
=0 =0
-1 -1
w(x)(1+ ) = u(z) +u(z)r = Z ujz’ + Zuja:j“,
=0 =0

-1 -1 -1
u(z)(1+x+2?) = u(z) +u(r)r+u(z)r® = Zujxj+z ujxj+1+z wjr? 2,
=0 =0 =0
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. . ., 1—1 ; —1 . .
e pJt2
Si en la primera expresion, » =0 Ujr? + > =0 UT! T, hacemos cambios de
variable j =i e j =i — 2 en el primer y segundo sumando, respectivamente,

obtenemos:
I+1

-1
i i
g U; T+ E Uj_oX .
i=0 i=2
De forma anéloga:

I+1

-1 I -1 l
E uLr” + E U112, E u;xr + E U1 + g Ui_oX",
=0 i=1 i=0 i=1 i=2

y desarrollamos la primera expresion:

-1 I+1
E w;x'+ E Ui—ox = ugr'+urzt+ - 2t Hugr? u P+ - 4l — 1t
i=0 =2

Como agregar ceros anteriores a ug y posterior a u;_; no afecta la informacion
ni la codificacién, se puede agregar los términos w;z! + w127 v u_ox®+uq 2t
y se obtiene:

0 ! I+1 0 1 2 I+1
upxr? + -+ wrt Fup et Fuox® Fu_rt gt 4 - F w2t
0 1 ! I+1
= (u—2 +ug)z” + (u_1 +ur)x' + -+ (weo + w)z' + (w1 + wpr)z .
Los términos que se preservan en cada sumando son:

Ui + Ui—2, 7 > 0.

Analogamente con las otras dos sumas:

-1 !

i i
E U; x + E Ui 1T
i=0 i=1

0 1 -1 1 2 3 !

= Upx + U + -+ Uu_1T + ugr” + urx” + uex” + -+ -+ U1 x

_ 0 1 -1 ! 0 3 !

= UL F+ WL + U1 T F T F UL+ UXT A+ U T

0 1 ! I+1

= (u_1) +upr” + (uo +ur)x' + -+ + (w1 + w)z' + (g + wgr) ™.
Los términos que se preservan en cada sumando son:

U; + Ui—1, 1 Z 0.
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. -1 i l i I+1 i
Se procede de igual manera con ) ,_jw;x’ + >, w12t + Y .o w07,
u; + w1+ g, 20,
son los términos que se preservan.

Podemos obtener la codificacién con las expresiones:
p(t) = u; +w_e, >0,

(i) = u; +w—y, >0,
p3(t) = w; +u—y + w9, >0,

que con un cambio de notacion, esto debido a que en la literatura general-
mente se encuentran de esta forma, se obtiene:

p1(7) == wu(i) +u(i — 2), i >0,

po(i) == u(i) +u(i — 1), i >0,
ps(i) = u(i) +u(i — 1) +uli —2), i>0.

que son las ecuaciones de paridad que generan el mismo codigo que la matriz
Glx)=[1+2* 1+, 1+x+2%.Sii=0:

w(0) +u(—=2), u(0)+u(—1), u(0)+u(—1)+ u(-2),

sit=1:
w(l) +u(—=1), u(l)+u(0), u(l)+ u(0)+u(-1).

Cada u(7) es la i-ésima posicién del mensaje a codificar, es decir, si tenemos
el mensaje u = ugujus - - - w1 lo veremos como u = u(0)u(1)u(2) - --u(l — 1)
y haremos la respectiva suma que la ecuacién nos indica. Nétese que en la
sucesion no aparecen los términos u(—2),u(—1), u(l) y algunos posteriores,
en estos casos tomaremos estos bits como 0.

En la figura 2.2 se puede observar que u(i) esta representado por la primera
caja, mientras que u(i — 1) por la segunda y u(i — 2) por la tercera caja.
La salida v1 es la suma de las cajas u(i) y u(i — 2), que componen a p (i),
mientras que v2 es la suma de las cajas u(i) y u(i — 1) que componen a ps(7),
y por dltimo v3 es la suma de las cajas u(i), u(i —1) y u(i —2), es decir, p3(1).
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Figura 2.2: Diagrama del sistema asociado

En el ejemplo, las ecuaciones de paridad p; (i) := u(i) + u(i — 2), po(i) =
u(i)4u(i—1),y p3(i) := u(i)+u(i—1)+u(i—2), parai > 0, corresponden a los
polinomios generadores que forman la matriz G(z) = [1+2? 1+z 1+x+2%],
es decir, 1 + 22, 1 + 2 y 1+ z + 22, respectivamente.

Supongamos que el mensaje a codificar es u = 1101, que lo podemos ver
como 00110100 y a su vez como:

u(—2)u(—=1)u(0)u(1l)u(2)u(3)u(4)u(s).

Usando las tres ecuaciones anteriores, para el tiempo ¢ = 0 tendremos los
bits 001 = u_su_jug = u(—2)u(—1)u(—0), por lo cual:

p1(0) = u(i) +u(i —2) =u(0) +u(-2)=1+0=1,

p2(0) =u(i) +u(i—1) =u(0) +u(-1)=1+0=1,
p3(0) =u(i) +u(i— 1) +u(i —2) =u(0) +u(—1)+u(-2)=1+0+0=1,

para p;(1) se usan los bits u_jupu; = 011, de tal forma que pi(1) = 1,
pa(1) = 0y p3(1) = 0, de manera andloga se obtienen los otros bits genera-
dos por pi(2),pi(3),pi(4) y pi(5), i = 1,2,3.

El mensaje v = 1101 codificado con la matriz G(z) = [1+2? 1+z 1+z+2?%:
uw(z)G(r) =1 +z+2)14+22 14z 1+2+2% =
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I4+z+2>+2° 1+22+ 23 +2° 142 +2°),
nétese que p1(0), p2(0) v p3(0) generan los bits correspondientes a los coefi-
cientes de 2°,

(O+a+2°+0-2°40-2* +2° O+0-z+2*+234+0-2*2° O+0-2+0-2>+0-2° +2*+2°),
p1(1), po(1) y p3(1) corresponden a los bits de los coeficientes de x,
(1+@Qz+2*+0-2°+0-2*+2° 1+0-r+2°+2°+0-2*2° 1+@-2+0-274+0-2° +2' +2°),

esto para todos los i.

En general en una matriz generadora de un cédigo de convolucién G(x),
b x c:

g (z) gra(z) -+ gie(z)
Glz) = g2(x) g22(x) -+ gac()
g (x) gb2($) s gbc(i)

supongamos que el grado de los g;;(z), para cada 1 < i < b, es my;, res-
pectivamente, y los mensajes a codificar son matrices de tama’ig}%o 1 x b,
u(x) = (s1(x), so(x), -+, sp(x)), y haciendo abuso de la notacién, para tra-
tar de hacer mas claro los cambios de variables posteriores, los escribiremos

comao:
li—1

si(x) = Zui(r):ﬂ,
r=0
y las ¢ salidas seran de la forma

vj = 51(2)91;(x) + 52(2) 25 (x) + - - + () g5 (),
1 < j < ¢, si sustituimos cada s;(x)

-1 lo—1 Ip—1

v; = Z ur(r)x"grj(z) + Z up(r)a” gaj(z) + -+ + Z up(r)z” g;(),

el grado de los g;;(x) es m;;, respectivamente, cada g;;(z) tiene varios térmi-
nos, que se desarrollaran de manera analoga al ejemplo, aqui solo considera-
remos el término de grado mayor, por lo cual obtenemos

-1 lo—1 Ip—1

v = Z uy (r)x" ™I 4 Z ug(r)z" ™Y 4+ Z up(r)x"z™
r=0 r=0
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l1—1 lo—1 Ip—1

vy = un(P)a T Ry s (r)a Yy ()™
r=0 r=0

haciendo el respectivo cambio de variable en cada sumando, r = ¢ — m;;

li+my;—1 la+moj;—1 lpt+mp;—1
v = E uy (i—my;) '+ E Ug(i—mog;)x' +- - -+ E up(i—my; )2’
i=m1j T=m2; T=mpj

usando el mismo argumento que a las ecuaciones del ejemplo anterior, obte-
nemos:

Ul(i — mlj) + Ug(i — mgj) +---+ ub(i — mbj) = pl(i),
y de igual manera son obtenidas las otras py(7), 1 <t < ¢, en general,
pe(7) = g (i—my;)Fug(i—my;)+- - Fup(i—my;), 1 <i < b, 1< j<e, 1<t < b,

Podemos concluir que a partir de un polinomio, varios de ellos o una matriz
podemos obtenemos una ecuacion de paridad o las respectivas ecuaciones de
paridad asociadas.

2.6. Polinomios generadores obtenidos de ecua-
ciones de paridad

Los polinomios generadores estan directamente relacionados con las ecua-
ciones de paridad, son dos expresiones equivalentes. Los coeficientes del poli-
nomio generador estan ligados con los coeficientes de la ecuacion de paridad
correspondiente, por lo cual no dependen del tiempo, ni de la posicién, a
diferencia de las ecuaciones de paridad.

De un polinomio generador podemos pasar a una ecuacién de paridad y
viceversa, por lo cual diremos que existe una relacién biyectiva

Pu(i) < gn()-

Teniendo ecuaciones de paridad obtenemos los polinomios generadores, la ob-
tencion de estos practicamente es un proceso inverso al anterior. Por ejemplo:
dada la ecuacion de paridad

p1(i) = u(i) +u(i — 1) + u(i — 2),
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esta solo produce un bit por cada i, y la suma de estas produce toda la
codificacién. Si hacemos la suma de ¢ = 0 hasta [ + 1,

I+1

Zx i)+u(i—1)+u(i—2))

I+1 I+1 I+1

- Z u(@)a’ + Z u(i — 1)’ + Zu(z’ — 2

algunos de estos términos son cero, por lo cual los podemos prescindir de
ellos. Quitamos los primeros ceros de cada suma:

I+1 I+1 I+1
Z xi—l—Zu(i—lx%—Z i—2
=0 =1
y si quitamos los iltimos ceros de cada suma
-1 l I+1
= w2+ uli— D'+ u(i—2)z
i=0 i=1 i=2

haciendo los respectivos cambios de variable j =1, j =1 —1y j=1—2:

-1 —11

u(; x] + Z xJH + Z x]+2

= g x]—l—z :E]x—l—z

-1
=Y wu(j)r!(1+x+2?),
j_
recordemos que u(z) = Zi;é u(j)z?, por lo cual:
= u(z)(1+z + 2?),
al polinomio 1 + x + 22 le llamaremos
gl(gj) =1l+z+ $2a
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que es el polinomio generador asociado a la ecuacién de paridad p;(i) =
u(?) +u(i — 1) + u(i — 2). Nétese que la memoria m = 2 coincide en ambas
presentaciones y como 1 + x + 2% esta asociado a u(i) +u(i — 1) + u(i — 2),
entonces corresponden término a término, es decir, 1 corresponde a u(i), = a
u(i — 1)y 2% au(i — 2).

En general dada una ecuacién de paridad
pn(t) = aou(i)+aru(i—1)4agu(i—2)+agu(i—3)+- - -+ag_pu(i—k+>), a; € Fy
su polinomio generador asociado es
gn(x) = ag + a1z + ast? + - 4 ap_pz 7, a; € Fy,
que también tiene asociada la sucesion
gn = (a0, a1, a, a3, -+, ax_y) € FE 0T

donde

m = Mmari<n<cgrad(g,(z)).

En general, el polinomio generador surge de ver a la ecuacion de paridad
como la suma de todos sus términos

-1 l I+1 I+k—b—1
ap Z u(i) ' +a; Z u(i—1)z"+ay Z u(i—2)a'+- - +ap_p Z u(i—k+b)z',
i=0 i=1 =2 i=k—b

haciendo los respectivos cambios de variables j = 4, j =i+ 1, j = i +
2,-+-+,7 =k — b obtenemos:

-1 - -1

1 1-1
ao Z u(j)a’ + a Z u(f)z’* + a Z u(f)x’ T+ ay Z u(f)adTEh
' Jj=0 i=0

=0 =0
-1 -1 -1 -1
= ag Z u(§)a? +a Z u(j)z’x + ay Z u(j)zla® + -+ app Z u(j)al P,
=0 7=0 =0 i=0
factorizando:
L1

u(§)a? (ag + a1z + agx® + - - - + ap_pz™ ),

.
Il
=)
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donde el polinomio generador es
2 k—b
gn(T) = ag + a1 + agx” + -+ + ap_pz" .
Los polinomios generadores g, () tienen exactamente los mismos coeficientes

a; € Fy que su respectiva ecuacién de paridad p,, (7).

En resumen, cada polinomio que es entrada de una matriz generadora de
un codigo de convolucion, determina una ecuacion de paridad; y vicerversa,
cada ecuacién de paridad determina un polinomio que es una entrada de
una matriz generadora del cédigo. Asi que hablar de polinomios generadores
(entradas de la matriz generadora), es lo mismo que hablar de ecuacione de
paridad.

2.6.1. Ejemplos

Ejemplo 1. Dado el mensaje u = 1001 € F3 y el codificador del cédigo
de convolucién, de tasa R = 1/2, el cual determina el cédigo de convolucién:

g =(1,1,1) € F3,
92 - (17 ]-) S F%a

el codificador lo podemos ver como (g1, g2) y si realizamos la convolucién de
u con cada sucesién generadora, obtenemos:

ux g = 111111 € F§,
ux gy = 11011 € F3,
tal que u * g1 = V1 v U * go = Vo,

(v1,v2) = (111111,11011),

que es la codificacion de la palabra wu.

Las sucesiones son la presentaciéon mas natural de codificadores y mensa-
jes a codificar.

Ejemplo 2. A toda sucesién le podemos asociar un polinomio y vicever-
sa. Por lo tanto, sea el mensaje que deseamos codificar,

u(z) =1+ 2%,
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y el codificador de tasa R = 1/2 determinado por el par de polinomios
generadores
g(z) =1+2+ 2%
g2(x) =1+,

realizamos el producto usual de polinomios
u(z)gi(z) = vi (),

u(r)gz2(z) = va(z),

que se puede ver como:

u(r)(g1(2), g2(2)) = (u(z)g1 (), u(z)g2())
=(l+z+2®+a® +a' +2°, T+a+a°+a7)
= (vy(z), va(z)) +— (111111, 11011),

en caso de polinomios
-l Fg[&?] X Fg[%’] — ]Fg[x]

u(z)gn(x) — vp(x).

Ejemplo 3. Usando la ecuacién ZLO uigj(.j_)z-,, que es la equacion de convo-

lucion discreta, tal que vy = 1001, ¢, = g(()l),gg)gél) =111,y g5 = g(()z),gf) =

11, obtenemos
Uél) =1= uogél) =1-1,

v =1 = uggt” +ugl =1-1+0-1,

v =1 =uggd” + gl +usgl’ =1-140-140-1,

vél) =1 :uogél)—l—ulgél) —i—qug) —i—u;:,g(()l) =1-0+0-14+0-1+1-1,
v =1 = uogl" +un gl +usgl” +usgl” +usgl” =1:040-040-141-1+0-1,
Uél) =1= uogél)jtulgil)—i—quél)+ugg§1)+u4g§1)+u5gél) = 1.0+0-04-0-0+1-14-0-1+0-1,

cuando aparecen ui,gj(-l) tal que 4,5 > grad(u(zx)), grad(gi(z)), entonces
Uy, gj(l) = 0.
Anélogamente para go y asi definimos

(v1,v2) == (v(()l)vg)Uél)vél)vfll)vél),vémvf)vémvémvf)) = (111111,11011),
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es decir, v; = vél)vg)vél)vél)vg)vél) y U2 = Ué2)vg2)v§2)vé2)vf).

La longitud del mensaje codificado es diferente en ambas entradas, es impor-
tante establecer la longitud del mensaje. En general tomaremos

L = max{l(vy), - ,l(vn)},

y “completamos” con los ceros a la derecha de cada mensaje hasta igualar a
L. En nuestro ejemplo asociaremos

[(111111) = 6 = {(110110),

l(v1) = U(vg).

La ecuacién de convolucién discreta genera término a término los coeficientes
del polinomio v(z) y de igual manera las coordenadas de la convolucién de
sucesiones. Véanse los 3 ejemplos para comparar.

Para algunas aplicaciones de los cédigos de convolucion se usa lo que lla-
mamos tiempo o momento y denotaremos con ¢. ¢ es un indice entero que
indica que bits o bit es el qué se esta codificando, podemos considerar a ¢ po-
sitivo o negativo segiin en el tiempo que sea requerida iniciar la codificacion.
En algunas situaciones se hace necesario trabajar con subindices negativos
o agregar algunos para “completar” informacion. En las sucesiones identifi-
camos el indice ¢ con los subindices de u y v, por ejemplo si iniciamos en el
tiempo ¢ = 0 tenemos la sucesiones:

U= UgUp - U—1, U E IFIQ,

_ l+m
V= VU1 Upm—1, U € Fg™

Un ejemplo es: si dada la tasa R = 2/3 y queremos iniciar la codificacién en
el tiempo —2, (i = —2), entonces tendremos

U=U_2U_1UgUIUY """ ,

con u; = u§”u§2) para i > —2, u; € F3, (hay dos coordenadas de entrada
debido a que la tasa es R = 2/3 y habran 3 de salida).

La tasa R = 2/3 genera la sucesién

UV =V_20_109V1 """,
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v = v](-l)vj(?)v](-g), v; € F3 para j > —2. Generalmente para la implementa-

cién se inician en un tiempo ¢ = 0, aunque no se descartan tiempos anteriores.

Ahora, un ejemplo iniciando con subindice cero. Dado el mensaje de entrada

u = ugujug - -- y una tasa R = 1/2, el codificador genera dos sucesiones de
salida

o = vél)vil)vél) o
y

o D@

En general, cada una de estas ¢ sucesiones de salida v tiene longitud [ + m,
estas ¢ salidas se “conjuntan” y se tiene la longitud ¢(I + m) de la palabra
codificada:

v e FH™),

es decir, el cédigo de convolucién C' es tal que,

C c Fm.
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Capitulo 3

Matrices generadoras y forma
normal de Smith

Como ya se mencioné antes, las matrices generadoras de los cédigos de

convolucion pueden tener entradas polinomiales, es decir, con elementos en
el anillo IFy[x], o racionales, con entradas en el campo Fo(z). En caso de tener
una matriz generadora con entradas racionales, a través de operaciones ele-
mentales se tiene una matriz equivalente con entradas polinomiales y estas
matrices generan cédigos equivalentes.
Por otro lado, realizar la codificacién del mensaje con una matriz con entra-
das polinomiales resulta mas costoso que hacerlo con una matriz diagonal.
En este capitulo se vera que la forma Normal de Smith permite hacer una
simplificacién en este sentido.

3.1. Matrices generadoras

Como ya se menciond, una matriz generadora G(z) de un cddigo de
convolucién C' con pardmetros (c,b,m), es una matriz de tamano b X c,
b < ¢, con entradas en el campo de las funciones racionales, es decir, G(z) €
Matpx.(F2(x)). Al multiplicar el mensaje de entrada por la matriz generadora
obtenemos la codificacién de dicho mensaje:

u(r) € Fy(z)? y v(z) € Fy(x)°. En general se desea que los renglones de la
matriz G(x) sean linealmente independientes, para que de esta forma sean
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una base del cédigo C' sobre el campo de funciones racionales Fo(x), es decir,
C = Im(G(x)),
y G(z) tendra rango b sobre Fy(x).

En la aplicacién regularmente se usan matrices generadoras G(z) con entra-
das en el anillo de polinomios Fy[z], en ocasiones surgen o son convenientes
las matrices generadoras en el campo de las funciones racionales binarias, y
como Fy[z] C Fy(z) podemos generalizar las matrices generadoras al campo
Fg (.CE)

De igual forma que en los cédigos de bloque (cldsicos), una matriz G(x) de
un c6digo de convolucién es equivalente a otra matriz G’(z) si podemos llevar

G(z) a G'(x) mediante combinacién de las siguientes operaciones (elementa-
les):

i) Multiplicar un renglén (columna) de G(z) por cualquier elemento dife-
rente de cero de Fy(x)

ii) Intercambio de dos renglones (columnas)
iii) Suma de renglones (columnas).

Una matriz equivalente a G(x) también es una matriz generadora, en parti-
cular si en la matriz G(z) se multiplica un renglén por cualquier elemento
diferente de cero en Fy(x), también es una matriz generadora para un cédigo
y se dira que estds generan codigos de convolucién equivalentes. Por ejemplo,
dada la matriz generadora

l+2 14z x+2°
G(x):( x 1+ 22 0 )

v (1 + z) € Fy(z), entonces,

1+ 1+ x+a2?
(1+x)G(x)—(1+x)< . L4 a2 0 >—
1+ 22 1+ 22 4%\,
(x+x2 14+ 2+ 22+ 28 0 =G'(2),
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es decir, todo multiplo de una matriz generadora G(z) también es una matriz
generadora G'(z) de un cdédigo equivalente. Por tal motivo siempre podemos
llevar una matriz generadora con entradas en el campo de las funciones ra-
cionales sobre [Fy a una matriz con entradas polinomiales sobre el campo Fo,
esto lo hacemos multiplicando la matriz G(x) por el minimo comin multiplo
de los denominadores, que también es un elemento de Fy[z|, obteniendo asi

G'(x), G(z) € Mat(Fo(x)) y G'(x) € Mat(Fsy[x]).

Cuando las entradas de una matriz generadora son polinomiales la llama-
remos matriz generadora polinomial o matriz polinomial y cuando son ra-
cionales es una matriz generadora racional o simplemente matriz racional.
Generalmente evitaremos las matrices con entradas racionales, debido a que
para la codificacién resultan més “complejas” que las matrices polinomiales,
agregando que Fy[x] ofrece la generosidad de ser un anillo euclidiano, y esto
nos permite aplicar el algoritmo de la divisién a las entradas de la matriz
generadora polinomial, es decir, aplicar la forma normal de Smith.

Un ejemplo de una matriz con entradas en Fo(z) es

1 1+z x?
_ 1+ 1+z+z? 22
G(.ﬁlf) - 14+z+a? x3

x
14z 1422 1422

el minimo comiin multiplo de los denominadores 1+, 1 + + 22, z + 2%y
1+ 22 es
v+t ot 2 =14 2) (1 +2)z(l + 2+ 2?),

por lo cual una matriz equivalente a G(x) es G'(z), tal que

(T+2)(1+2)z(l+2+2%) Glz) =

, T+ 2t r+a? 43+t 2242t 44"
G'(z) = » 3 4 5 3 5 4 5 6>
r+rt+ax +x r+zr'+tx rr+x+x
es decir, generan codigos equivalentes, y asi obtenemos una matriz cuyas en-
tradas estan en Fy[z]. Diremos que como el grado mayor de los polinomios
de la matriz es 6, entonces la matriz generadora G(z) tiene memoria m = 6,

la memoria es el maximo grado de las entradas de la matriz.

Todo cédigo de convolucion tiene asociada una matriz polinomial y una ma-
triz racional, ya que podemos llevar una matriz generadora polinomial a una
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matriz equivalente generadora racional (mas adelante daremos un ejemplo de
esto) y viceversa. De acuerdo al uso que se le quiera dar elegiremos esta, no
podemos decir que una sea mejor que la otra, ya que depende para que sea
requerida. En nuestro ejemplo la matriz racional asociada al codigo es:

1 x4zt r+a2+ a2+t 2B+t + a8
vt tat s \ @+t +at 405 w4t 405 2t 2t 4 af

= G(x).

En la figura 3.1 se muestra el diagrama asociado a la matriz G'(z). Ge-

> > > v1

A

Y N B i

—>® P > > 3
> ./V A
ul > > > > >

> > > @
A A A
y ) >
u2 —| > > > > > j

Figura 3.1: Diagrama asociado a la matriz G'(x) de tasa R = 2/3.

neralmente podremos asociar un diagrama de este tipo a cualquier matriz
generadora, este diagrama ilustra que por cada dos entradas ul y u2 (que
corresponden a u; y uz) que entran al codificador, este genera tres vl, v2 y
v3 (corresponden a vy, vy y v3), es decir, la tasa asociada es R = 2/3.

Noétese que existen dos renglones de “cajas” , el primero con 5 y el segundo
con 6. La entrada ul esta ligado directamente al primer renglén de la ma-
triz, mientras que u2 al segundo; v1,v2 y v3 las salidas del codificador estan
ligadas tanto al primer renglén como al segundo, podemos decir que son una
combinaciéon de ambos renglones. El grado maximo de primer renglén de la
matriz G'(z) es 5 y del segundo es 6, y cada una de las “cajas” del diagrama
representan un ¢, ¢ > 1, la “caja” mds préxima al mensaje de entrada ul
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representa !, la siguiente “caja” x? y asf hasta la tltima “caja”’ representa
a 2%, esto pasa de la misma manera con el siguiente bloque, hay 6 cajas ya
que el maximo grado es 6.

Veamos que en la figura la salida vl se compone de dos partes, una que
se forma por elementos del primer rengléon y la otra por elementos del segun-
do. Del primer renglén tenemos la suma de la primera caja con la cuarta,
es decir x + 2%, mientras que del segundo renglén tenemos la suma de la
segunda, tercera, cuarta y quinta caja, esto es: 2 4+ 23 4+ 2* 4 2°. Estos dos
polinomios conforman la salida v1, las salidas v2 y v3 tienen una explicacion
analoga.

En general, un diagrama asociado a una matriz tendra tantos renglones de
cajas como renglones la matriz, es decir ¢, y cada renglén del diagrama tendra
tantas cajas como el mayor de los grados de los polinomios del renglon, la pri-
mera caja representa x, la segunda x? y asf sucesivamente (en cada renglén).
Cada polinomio del renglén 1 de la matriz puede escribirse sumando las ca-
jas correspondientes, igualmente para cada rengléon. Mientras que las salidas
estan en términos de todos los renglones de cajas, ya que las salidas suman
columnas, es decir, la salida v1 estara dada por la suma de las columnas co-
rrespondientes al primer polinomio de la columna 1, al primer del polinomio
2 y asi sucesivamente, igual para las columnas vi. Cabe senalar que en los
diagramas al aparecer y referirnos a vi e ui nos referimos a v; e u;, respecti-
vamente.

A cada matriz generadora le podemos asociar un diagrama y de cada diagra-
ma podemos leer una matriz generadora. La tasa de una matriz generadora,
R =b/c, esta ligada directamente al tamano de la matriz, es decir, b X c.

Si
g1 () gra(z) -+ gre(z)
G(z) = 921(2)  gaa(x) -+ gac(x)
9b1($) 9b2($) gbc(l“)

maz{grad(g;;(z))} = m,
grad(u(z)G(z)) = maz{grad(gi;(x)) + grad(ui(z))} = grad(vi(z)),
1<i<bl<j<ec
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gi;(z) son las entradas de la matriz G(x) y u;(x) es cada una de las coorde-
nadas de u(z) = (u1(z), ..., up(x)).

La matriz generadora para un cédigo de convolucién determina la codifi-
cacion, por lo cual la eleccién de esta es muy importante, y cabe mencionar
que existen matrices mas convenientes que otras.

Un ejemplo sencillo de codificacion usando matriz generadora es: dada la
matriz G(z),
Gl)=[1+22+2> 1+2],

\/

\/

b——— V1

ut —I—v

Figura 3.2: Diagrama asociado a la matriz G(z) = [1 + 2 +2® 1+ 2] de
tasa R = 1/2. Este diagrama tiene 3 cajas en un solo renglén, debido que
solo hay una entrada ul y el mayor grado que aparece en la matriz es tres.

\ 4

la memoria de G(x) es m = 3, y el mensaje a codificar es u = 11011, pero
para codificarlo tenemos que llevarlo a su expresién polinomial, es decir,
uw(z) = 14z + 2% + %),

w(z)G(r) =1 +z+ 23 +aY[1+ 22 +2° 1 +2

=(1+z+2>+2°+2° +27 142> +2° +2°) =v(2),

cuyo elemento sobre el campo binario es:
v = (11110101 101101),

v € Fy.
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Las entradas del arreglo v tienen longitud 8 y 5, respectivamente. Tomaremos
la entrada con mayor longitud obtenida y homogeneizaremos la otra entrada,
completando el otro bloque con tantos ceros a la derecha como sean necesarios
para tener bloques de la misma longitud, generalmente se procede de esta
manera para hacer el proceso de decodificacion. Con lo que obtenemos:

v = (11110101 11101000) € F;°,
que lo veremos como
v =1110111100 11 00 10.

Como se explicé al inicio de este trabajo, esta concatenacién es comin en-
contrarla en la literatura.

3.2. Ejemplo de forma normal de Smith

Las matrices generadoras de los codigos de convolucién pueden tener en-

tradas polinomiales, Fy[z], o racionales, Fy(x). Ya mencionamos que en caso
de tener una matriz generadora con entradas racionales, a través de operacio-
nes elementales podemos convertirla en una matriz equivalente con entradas
polinomiales y estas matrices generan cédigos equivalentes.
Realizar la multiplicacién del mensaje por una matriz con todas las entradas
polinomiales resulta mas complicado que multiplicar por una matriz diago-
nal, y esto se traduce en un costo operacional mayor. La forma normal de
Smith ayuda a hacer una simplificacién.

En en capitulo 1 se definié el proceso para llevar una matriz a la forma
normal de Smith, veamos un ejemplo al cual le incluimos en cada paso el
diagrama asociado a la matriz.
Ejemplo: Forma normal de Smith.
Sea la matriz generadora G(z), 2 X 3 que corresponde a un cédigo de ta-
sa R=2/3:

2

x x 1
Glz) = (1+x 1+ 2? 1—|—a:—|—x2> ’

necesitamos dos matrices identidad, de tamano b y ¢, es decir, Iy e I3 a la
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» P
L\

.

|

vyvYy

\
>D

u 1~l_> —_— L —e

- R
u2 ——ifi? —:ili> -————1

Figura 3.3: Diagrama asociado a la matriz G(z), con tasa R = 2/3.

izquierda y derecha de G, respectivamente

G()_lo x 2 1 (1)(1)8
=0 1)Utz 1423 1+2+2a2 001

La entrada més pequena de la matriz G(z) es 1, asi que llevamos este elemento
a la parte superior izquierda mediante el intercambio de columnas

T x? 1 8 (1) (1) - 1 x? T
142 142 14+2+22 10 0 T \l4+x+2? 1423 142

para hacer cero a los dos términos a la derecha del 1 multiplicamos por la
matriz:
2

1 2 x (1] ml 8 B 1 0 x
l4z+22 1+2° 14z 00 1 T \l4+z42%2 1+224+2* 1+2
( ] 0 . ) (1) ‘1) ’
2 2 4
l4+ax+2 14+2°4+2* 142z 00 1
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\4

» V3

> ——————> 2

> by > vl
u14l_> @ 5
?—» —_—— | A
u2 | @ 5 i >

Figura 3.4:

Figura 3.5:

B 1 0 0
T \l4ar+a2? 1422+t 1422428

Ahora nos interesa hacer cero el primer término del segundo renglén, esto lo
podemos ver como una operacién sobre las columnas

1 0 1 0 0
14zxz+22 1) \1+x+22 1+22+2* 1422428

(1 0 0
T\0 14224t 1422+ 28
por el algoritmo de la divisién tenemos que 1+22+2* = (1+2?+23)(1+z)+z,
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Figura 3.6:
»v1
v2
v3
ul —@ p
" >o
¥ =
u2 > »>
Figura 3.7:

notemos que grad(x) < grad(l 4+ z* + 2*), por lo cual multiplicaremos la
tercera columna por (1 4+ z) y sumamos a la segunda columna, para asi
obtener

1 0 0 (1) (1) 8 (10 0
0 1+a2+2* 1+22+28 0 1+z 1 N0z 1422+

nuevamente por el algoritmo de la divisién 1 + 22 + 23 = z(z + 2?) + 1,
donde grad(1l) < grad(z), por lo cual multiplicamos a la segunda columna
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—p ———»@
u2 > i —I

Figura 3.8:

por (z + 2?) y la sumamos a la columna 3,

10 0 é mfo_l()O
0 z 1+22+23 0 1 N0z 1

V2
ul
UZJ—; o

S = O

Figura 3.9:

como z = (z)1 + 0 multiplicamos a la columna 3 por z y la sumamos a la

columna dos, para obtener:

1 00 1
0 =z 1 0
0

8 = O
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u2—e 5

Figura 3.10:

finalmente intercambiamos la columna dos por la columna tres, y esto pro-
duce una matriz diagonal T',

1 00
0 01
»v1
UIL

» V2

o O =
_ o O
O = O
Il
N
O =
—_ O
o O
~_

u2—e 5

Figura 3.11: La salida 3 es la constante 0.

y la matriz G es el producto de las matrices obtenidas, en el mismo orden:
1 00 100 10 0
Gl O E e oo ) (o5 0)[o 1wt
010 0 z 1 0 0 1
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1 0 0
0 1 0
0 1+x 1
1 0 x 1 22 0 00 1
x |0 1 0 0 1 0 01 0],
0 0 1 0 0 1 100
es decir,
x x? 1
(1+1:1+x2 (1)) ((1) (1] 8) 1+224+2% 1+22+2* 0],
x + 22 l+z+2% 0
por lo cual
G(z) = A(x)I'(2)B(x),
tal que

u(z) - G(z) = u(x)(A(@)T'(2) B(z)).

A(x) y B(z) son matrices invertibles ya que inicialmente [, e I, eran matrices
invertibles con determinante 1, y solo se hicieron operaciones bésicas sobre
sus renglones y columnas, adicionalmente A(z) y B(x) tienen determinante
x + 2% y 1 respectivamente.

Una codificacién equivalente a u(x) - G(z) es:

En los diagramas puede verse graficamente como el proceso de la diagonali-
zacion simplifica de gran manera el proceso de codificacién, cada diagrama
representa una matriz, que en todos los casos son equivalentes entre ellas. El
costo de la multiplicacion por esta nueva matriz se reduce de gran manera,
es mas sencillo multiplicar por esta nueva matriz diagonal, equivalente a la
primera.

3.3. DMatrices catastroficas

En general, al elegir una matriz como codificador para un cédigo de con-
volucion hay una clase de matrices generadoras que deben ser evitadas, las
llamadas matrices catastroficas. En esta seccién mostraremos de una forma
breve el problema que surge al usarlas.
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Si u es una sucesién binaria diremos que el peso w es el nimero de coor-
denadas diferentes de 0, es decir, el nimero de 1’s en la sucesién, mientras
que si u(x) es un polinomio, serie de potencias o serie de Laurent sobre Fa,
el peso w de u(x) son los coeficientes diferentes de 0.

Las matrices catastroficas son aquellas matrices que a través de una entrada
de informacién de peso infinito generan una salida codificada de peso finito.

Es preciso que recordemos el concepto de matrices invertibles. Una matriz
G(x) de tamano b x b es invertible si existe una matriz H(x), b x b, tal que:

G(z)H(z) = I(z) = H(z)G(x).

En las matrices generadoras para cédigos de convolucién, debido a que no
son matrices necesariamente cuadradas, b X ¢, b < ¢, no siempre tienen una
matriz inversa, pero para toda matriz G(z), bx ¢ con b < ¢, existe una inversa
derecha.
Una inversa derecha de G(z) es una matriz de tamano ¢ x b que denotaremos
con G'(z), tal que

G(x)G'(x) = I,

En general, G(z) tiene inversa derecha si y sélo si tiene rango b. Si b < cy
G(z) € Mat(Fs[z]) hay varias posibles inversas derechas, es decir, la inversa
derecha G'(x) no es unica.

En general el rango de una matriz es el niimero de renglones linealmente
independientes, en este caso como las entradas de las matrices son polino-
mios, con independencia lineal entenderemos que un renglén no sea producto
de otro de ellos.

Si G(x) tiene rango b, entonces tiene una inversa derecha G’(z). Por otro
lado, toda sucesién u(zx) es una matriz 1 x b, tal que:

uw(z) =u(x) - I = u(z)G(2)G (z) = v(z)G (x).

Ejemplo. Sea la matriz G(x), 2 x 3 de rango 2, con entradas en Fy[z],

T 2 1
G(x):<a:—l—x2 1 0)’
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una matriz que es inversa por la derecha de G(x) es

1 x
G'(x) = T+ 2? 1+22 423,
l+ao+a3+at  2t4a
dado que
1 x
2
G(x)G’(x):(Ifgs2 :”1 é) z + a2 1+ 22 + 23 :(é ?)
l+ao+a3+2t  2t4ab
2127

esta G'(x) no es la inica matriz inversa derecha de G(x), por ejemplo, otra
matriz inversa derecha de G(x) es:

1 1
x + 22 1+ 2+ 22 ,
l+zx+a3+2* z+22+23+ 24

siu(z) = (1 x), entonces

X ZEQ

w6 = o) (, L ) = vk )=o)

1 T
v(2)G(2) = (z+2* +2° z+2° 1) T+ a? 1+ 2% + 23
l+z+a’+a2* 24 4°
= (1 z)=u(x).

Como ya hemos mencionado, las matrices generadoras de un cédigo de con-
volucién las podemos tomar en el campo de las funciones racionales, Fo(z),
aunque generalmente son tomadas en el anillo polinomial Fy[x].

Un caso particular son las funciones racionales, ya que si f(x) € Fqo(z) sa-

bemos que es un cociente p(x)/q(x), donde p(z) y q(x) € Fylx], f(z) =
p(z)/q(x) tiene una expansion en serie de Laurent

flz) = Zfﬂfi, s €7, fi €y,
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que son una serie de potencias, s = 0si ¢(0) = 0, el peso de f(x) es el nimero
de coeficientes diferentes de 0 de la expancion de la serie de Laurent y este
peso puede ser infinito.

Un ejemplo concreto es:

1+=x
1+ 23

w( )=wl+az+a®+a" +a+2" 4+ ) =00

Una matriz G(x) generadora de un cédigo de convolucién (¢, b, m), con en-
tradas en Fy(z) diremos que es catastrofica si existe un mensaje u(x) de peso
infinito, tal que v(z) = u(z)G(z) tiene peso finito, en otro caso es llamada
no catastrofica.

Ejemplo. Sea la matriz
Glx)=[1+x+2° 1+27

una inversa derecha de G(z) es

A
14z

G'(r) = :
1

ysea v/ (z) = (14+x+ 2% 1+ 2?) cuya sucesién asociada es (111, 101), la
cual tiene peso w(u) = 5, por otro lado:

A
14+«

u'(2)G (7)) = (1+x+2° 1+27) :(1+x+x2)1i +(1+2%)(1) =
x
1
1 =
= ' = u(x),
14+ :
=0
cuya sucesion es 11111 - - - tiene peso infinito, es decir u(z) tiene peso finito,

mientras que u'(x) tiene peso infinito, por lo cual G(z) es una matriz ca-
tastrofica.

No es sencillo comprobar la existencia del mensaje u(x) que indica si la matriz
generadora polinomial es catastréfica, afortunadamente, tenemos un teorema
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de Massey y Sain que permite decidir si una matriz generadora polinomial es
catastrofica. Este resultado proporciona dos propiedades equivalentes para
una matriz generadora G(x) de un cédigo de convolucién.

Teorema (Massey-Sain) [11]. Sea G(z) una matriz polinomial generadora
para un cédigo de convolucién. La matriz G(x) es no catastréfica si y sélo si
se cumple cualquiera de las dos condiciones siguientes:

(a) El méximo comun divisor de los b x b menores de G(z) es una potencia
de z.

(b) G(z) tiene una inversa derecha de peso finito.

La matriz G(x) de nuestro ejemplo es catastréfica, usando el teorema de
Massey-Sain lo podemos corroborar,

Glz)=[z+2° 1+a]=[z(1+z) 1+2],

el méximo comun divisor de los menores es (1 + x) que no es una potencia
de x, por lo tanto es una matriz catastrofica.

Un ejemplo de una matriz no catastrofica es

1 T 1+2 0

0 142 =« 1)7
cuyos menores son 1+x, z y 1, el maximo comun divisor es 1 que lo podemos
ver como 2% = 1, por lo cual esta es una matriz no catastréfica.

Las matrices catastroficas generan lo que llamaremos los cédigos catastrofi-
cos, los cuales deben ser evitados ya que generan un niimero infinito de errores
en la decodificacion, a partir de un numero finito de errores en la secuencia
recibida por el decodificador [24].

3.4. Cbdigos sistematicos
Como ya vimos, toda matriz racional la podemos llevar a una matriz

polinomial equivalente, equivalente en el sentido que generan cédigos equiva-
lentes, esto multiplicando el minimo comiin multiplo de los denominadores
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por la matriz. De igual forma podemos llevar una matriz con entradas po-
linomiales a una matriz con entradas racionales, esto con otro tipo mas de
matrices generadoras para cédigos de convolucion, las matrices sistematicas,
cuya principal caracteristica es que la secuencia de entrada u(z) forma parte
de la palabra codificada v(x), esto debido a que la matriz generadora contiene
una submatriz diagonal identidad de tamano b x b, es decir I,,.

Elemplo. Sea G(x) € Mat(Fs[z]), tal que
G(z) = (14+z+2a% 1+2?),

que es una matriz polinomial, es decir, G(x) € Mat(Fy[x]). Si multiplicamos
a G(x) por w, tal que
o Gla) = Cla),
142+ 22
obtenemos a G'(x), que es una matriz equivalente a G(x),y G'(z) € Mat(Fa(x))

G- (1 s222)

En general un codificador convolutivo de tasa R = b/c representado por una
matriz es llamada matriz generadora sistemadatica si cada b secuencias generan
¢ secuencias sin cambios.

Todo cédigo de convolucion tiene una matriz generadora sistemaética, ya que
podemos llevar cualquier matriz generadora a una sistematica. Por medio de
las operaciones bésicas vistas ya en este documento podemos obtener una
matriz equivalente a G(z), G'(z), tal que existan b secuencias identidad y
estas pueden escribirse al inicio de la matriz, es decir,

G(x) = (Ip R(x)),

donde I, es una matriz identidad b x b y R(z) una matriz de tamano b x (c—b)
la cual tiene entradas racionales, aunque las matrices generadoras sistemati-
cas no generan un cédigo propiamente, ya que existen palabras que tendran
peso infinito [7].

En conclusién, todo cédigo convolucional tiene matrices generadoras sis-
tematicas y no sistematicas.
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3.5. Matrices generadoras formadas a partir
de sucesiones generadoras.

Ahora veremos las matrices generadoras asociadas a las sucesiones genera-
doras, ya que a partir de ellas podemos formar una matriz que al multiplicar
el mensaje de entrada por dicha matriz, se obtiene la codificacién del mensaje.
Por ejemplo, si tenemos los polinomios generadores

gi(x) =1 + 1z + 22,
go(z) =1 + 2% + 23,
gs(x) =1+ 3,

0 sus respectivas sucesion:

g =(1,1,1,0) = (g5, g7, gV, o),

2
go = (1,0,1,1) = (9§, ¢\, g2, g,

g3:(1707071) (g[()3)>g§ )795 )791(3 ))7

si queremos por ejemplo codificar el mensaje u = 11001 que tiene longitud 5,
podemos formar una matriz generadora usando las sucesiones asociadas a los
polinomios generadores, para que la multiplicacién tenga sentido el tamano
de esta debe ser determinado por la longitud del mensaje a codificar, por la
memoria m y por el nimero de polinomios o sucesiones, es decir ¢, en este
caso, m =3, c=3 y [ =2>5, y el tamano de la matriz es:

I xc(l+m).

En nuestro ejemplo tenemos una matriz de tamano 5 X 24 cuyas entradas
estdn en el conjunto Mat(Fs) y determina un cédigo C, tal que

C C 3,
dim(C) =5,
y la matriz esta determinada por:
w oo a0 a9 9 g g 0
0 0 0 g g @ 4 g 0
G=]10 0 0 0 0 0 g¢g" ¢? 0|,
o 0 0 0O 0 0 0 o0 0
o 0 0 0 0 0 0 0 g



Si el mensaje fuese por ejemplo de longitud 6, tendriamos que agregar un
renglén mas y el nimero de columnas se modificaria a 27, formando una
matriz 6 x 27, ya que 6 x 3(6 + 3). Ahora bien, si sustituimos los valores de
la matriz tenemos:

()

Il
OO OO
O OO O
O OO O
O OO = =
O OO = O
o OO = O
OO = =
OO = O =
oo~ OO
O = = = O
—o o oo

que es la sucesiéon 111100110011 recorrida 3 lugares en cada renglén. En
general seran ¢ lugares. Si realizamos la multiplicacién comun de matrices,
entrada a entrada u - G, obtenemos

111100110 20---0
0ooo0o1111001---0

(11001)Jo 0 0 0 0 01 1 1 1---0] =111011010101100100110011,
0oo000O0O0O0OO0OO0T1---0
0000O0O0OO0OO0OO0®O0---1

que es el mismo resultado que obtenemos de realizar el mensaje u con los 3
polinomios generadores, esto se puede corroborar en la seccién de polinomios
generadores, que incluye el mismo mensaje asociado a los polinomios gene-
radores.

La matriz G la podemos ver como la composiciéon de 3 matrices: G1, Go
y G5 que estan dadas por:

O I T

gV g 95 0 1 110000
0 g(()l) gil) gél) gél) 0O 0 0 0111000
G = 0 0 g[()1) 951) gél) gi(%l) 0 0 =001 1100
0 0 0 g g Y g g 0001110
0 0 0 0 g(()l) g%l) gél) gél) 0000111

(11001) - Gy = 10011110,
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a2 g g g 0 0 0 0 1011000
0 g ¢ & ¢ 0 0 0 0101100
Go=]0 0 ¢2 ¢@ ¢ ¢®» o ol=|0010110
o 0 0 g((]g) g g g§2) 0 0001011
00 0 0 g g2 ¢& g voo e
(11001) - G, = 11100011,
gD g g® g 0 0 0 0 1001000
0 g((f) g§3) g§3) gé?») 0 0 0 01 00100
=10 o gé?’) g§3) gf’) g§3) o o0l=100100T1P0
0 0 0 g g7 ¢ ¢’ o0 oo bl
0 0 0 0 g(()g) g%g) 953) g§3) 0O 0O0OO0OT1O0PO

(11001) - G5 = 11010001,

cada matriz G; es una matriz circulante y G; € Mat; 11m)(F2). Notese que
cada G; es una matriz de tamano 5 x 8 y cada una de estas contiene a la
sucesion asociada a su respectivo polinomio generador. Son ¢ matrices de
tamafo [ x (I +m).

También podemos notar que con la concatenacion de las tres matrices obte-
nemos una matriz G’ tal que:

G17 G27 G3 = le

la concatenacion la aplicamos respecto a las columnas de las matrices, como
cada G; tiene 8 columnas entonces al concatenar tenemos que G’ es una
matriz de tamano 5 X 24, y precisamente

G'=G.

De igual manera, podemos considerar u - G; = v; ¢ = 1,2,3 y concatenar
U1,V2 y V3,
U1, V2,03 = 0,
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donde v = u - G, por lo cual
10011110 ¢ 11100011 ¢ 11010001 = 111 011 010 101 100 100 110 O11.

En general, estas matrices permiten codificar un mensaje u de longitud [ (o
grado [ — 1), con las sucesiones asociadas a los polinomios generadores

1 1
g1 = (g(() )agg)agé )7 7957?)’
ge = (g(()C)ag§C)aQSC)7' o 79732))’
donde gi(j) eFy, j=1,2,---,¢;i=1,2,--- ;m. Con estos valores podemos
formar la matriz:
1 2 c 1 2 c 1
a9 g§1) 952) g 951) -0
oo o o0 0 g g g g 0

O 0 0 0 0 0 0 0 0 ---g©

que es una matriz [ x ¢(l + m) y la podemos descomponer en ¢ submatrices
circulantes G;, 1 = 1,2,--- , ¢, tal que:

o 9’ ¢ g g 0 0
0 99 o ¢ g - g 0 - 0
Gi=|0 0 g ¢ ¢ o - g 0 |,
o 0 0 0 0 0 0 0 - g¥
cada G; es una matriz [ X (I4+m) y la concatenaciéon Gy, Ga, - - - , G. = G. Estas

matrices nos permite codificar de una manera equivalente a los polinomios
generadores.
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Capitulo 4

Decodificacion

En este capitulo abordaremos el proceso de decodificacion en los coédigos

de convolucion, para esto primero veremos la construccion de los diagramas
de trellis, en particular para cédigos de tasa R = 1/2.
También definiremos el concepto de distancia libre, que es un parametro mas
de los cédigos de convolucién, el cual mide el desempeno de estos. Finaliza-
remos con el algoritmo de Viterbi, que es el método méas popular y eficiente
para la decodificacion de los cédigos de convolucién.

4.1. Diagramas de trellis

A los cédigos de convolucién les podemos asociar varios diagramas como
son el de estados, de ciclos y de trellis, y estos dependen directamente del
codificador, la tasa y la memoria.

El diagrama de trellis es un diagrama en forma de red que caracteriza a su
respectivo coédigo de convolucién, ya que esta disenado para que todas las
palabras del codigo esten representadas por un camino del diagrama.

El diagrama de trellis es la repeticion de otro diagrama, llamado diagrama
de ciclos, este se repite tantas veces como sea necesario, hasta completar la
longitud de las palabras del codigo.

Los diagramas de estados estan formados por 2™ estados, los cuales estan
representados por el conjunto de los elementos del espacio vectorial Fy', es

decir, por:
E :=F ={(aaz - an):a; € Fa},
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siempre partiendo del estado 0 (al cual llamaremos estado inicial) y termi-
nando en este mismo estado. Cada uno de los caminos del trelllis son una
palabra del cédigo de convolucion.

En el caso en que R = 1/¢, de cada estado siempre parten dos lineas que
determinan las ramificaciones, una para el caso de que el bit de entrada al
codificador fuese 0 y otra para el caso de que fuese 1, para b # 1 en lugar de
entrar un bit al codificador entran b y se hacen las posibles 2° combinaciones,
el trellis asociado tiene un mayor nimero de ramificaciones y el proceso de
decodificacion es mas complejo, por la cual esta opcion rara vez es adoptada.

Un diagrama asociado al diagrama de estados es el diagrama de ciclos, el
cual esta directamente relacionado con el primero. Las lineas en un diagrama
de ciclos representan las conexiones del codificador y van de algo que llama-
mos ciclo 7 — 1 hasta el siguiente ciclo ¢ del diagrama y sobre cada una de
estas lineas escribiremos las ¢ salidas.

A cada codificador convolutivo le podemos asociar un diagrama de estados,
uno de ciclos y uno de trellis. Cada tasa tiene asociado un diagrama, el cual
basicamente es el mismo, las conexiones son las mismas, lo que cambia es la
informacion sobre las lineas.

Ejemplo. Sean
p1(3) = u(i) +u(i — 1),
po(i) = u(i) + u(i — 2),

las ecuaciones de paridad que conforman el codificador del cédigo de convo-
lucién de memoria m = 2 y tasa R = 1/2. Y sea u = 11011 el mensaje que
se desea codificar. Mientras que la longitud de restricciéon es k =3 = m + b.
Para usar las ecuaciones de paridad tenemos que agregar dos ceros a la dere-
cha de u y dos ceros a su izquierda, v = 001101100, cuyo registro para cada
tiempo lo podemos ver en la siguiente tabla:
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i | Registro del ciclo | Bits de salida

0 001 11

1 011 01

2 110 11

3 101 10 (4.1)
4 011 01

5 110 11

6 100 01

7 000 00

el registro del ciclo es u(i — 2)u(i — 1)u(i) y los bits de salida son p;(i)ps(7)
generados por los bits en el registro. Para realizar el diagrama de estados
correspondientes este cédigo de pardmetros (2, 1,2) lo haremos paso a paso.

Como ya mencionamos al inicio de esta seccién, para este cédigo (con es-
ta tasa) tendremos 2™ = 22 estados, donde los estados son el conjunto de los
elementos de del espacio vectorial F3,

]Fg = {(07 0)7 (01)7 (17 0)7 (17 1)}7

los elementos de F2 forman una grafica, el diagrama de estados, los cuales
deben iniciar y terminar en el estado 0.

Para la construccién del diagrama de estados de tasa R = 1/2 y m = 2
que implica k = 3, la ventana tiene espacio para cubrir 3 bits que son los re-
gistros del ciclo, cada bit que entra al codificador produce dos bits y desplaza
un bit, es decir, si en la ventana estén los bits b;_1, b;, b;+1 y dejamos entrar
el siguiente bit b;, o forzosamente para que este entre tiene que salir el bit
b;_1, quedando la ventana ocupada por b;, b;i1, bj1o, realizando este mismo
procedimiento, la ventana contiene algo de la forma b;00, 0,01, ;10 o b;11,
ya que son todas las posibles combinaciones.

Los ultimos dos digitos invertidos de la ventana determinan el estado en
el cual nos encontramos y los ultimos dos digitos invertidos de cada uno de
la posible nueva informacién en la ventana determinan a los estados con los
cuales se conecta este. Por ejemplo, si los bits en la ventana son b;00 la ven-
tana contendra 001 o 000 que nos indicard que el estado 00 esta conectado
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con el estado 10 y 00, en el caso de tener b;01 al entrar el nuevo bit podemos
tener 010 o 011, lo que nos indica que el estado 10 esta conectado con 01 y
11. Mientras que b;10 tiene las posibilidades 100 y 101 que nos dice que el
estado 01 se conecta con 00 y 10, las posibilidades para b;11 son 110 y 111
que nos hace conectar a 11 con 01 y 11.

01 10

1|y

Figura 4.1: La informacién que se transmite en este diagrama de estados es
la que varia segun el codificador que usemos.

En los diagramas de estados nos interesa iniciar y finalizar en el estado 0, en
la tabla (4.1) podemos ver que partimos del estado 00 y pasamos al estado
10, enseguida a 11 y pasa al 01, regresamos 10 y va nuevamente 11, vamos
al 01 y terminamos en el 00.

Finalmente en el diagrama de estados agregamos los valores u;/p1(i)p2(i) a
cada conexién con el estado correspondiente, donde u; es el bit perteneciente
al mensaje u que entré al codificador en el ciclo 4, mientras que p; (7)p2(7) son
los bits que se producen por las dos ecuaciones de paridad en ese mismo ciclo.

Con el diagrama de estados podemos realizar el diagrama de ciclos, que
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0/00

4 00
001 "“,‘1/11
0/10 4
<. .....................
1/10
01 frree My > 10
*
o/ 1 1 /01
1My

00
Figura 4.2: Diagrama de estados asociado al cédigo (2, 1, 2).

esta basado en este primero. Listando por duplicado cada estado, en dos
columnas diferentes, a la columna de la izquierda le llamaremos ciclo ¢ — 1,
mientras que a la de la derecha ciclo 7. En la figura 4.3 podemos observar
el acomodo del diagrama de ciclos, en el cual generalmente se quedan en
los extremos (arriba y abajo) los estados que tienen una conexién consigo
mismos (00 y 11).

Del diagrama de estados vemos que el estado 00 se conecta con 00 y 10,
el estado 01 con 10 y 00, el estado 10 con 11 y 01, mientras el estado 11 con
11 y 01, por lo cual, partimos del ciclo 7+ — 1 del estado 00 y este lo conec-
tamos con los estados 00 y 10 del ciclo ¢, el estado 01 con del ciclo i — 1 lo
conectamos con los estados 10 y 00 del ciclo ¢ y de igual manera los otros
dos estados. Finalmente se coloca sobre las lineas la respectiva informacion
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00 00

01 o1

Ciclo i-1 Ciclo i

Figura 4.3:

que ya poseemos en el diagrama de estados, obteniendo asi el diagrama de
la figura 4.4

A su vez, con el diagrama de ciclos podemos obtener el diagrama de tre-
llis asociado al mismo codigo. El diagrama de trellis consiste en repetir el
diagrama de ciclos tantas veces como [ +m (I longitud del mensaje), en este
caso o + 2.

Por ejemplo, una palabra del codigo esta representada por la trayectoria mar-
cada, esta trayectoria muestra u;/p;(i)p2(i), al concatenar los u; obtenemos
el mensaje de entrada 1111100, y al concatenar los p1(i)p2(i) obtenemos la
palabra del cédigo 11 01 00 10 01 11 O1.

Cuando la informacién es enviada por un canal ruidoso, esta posiblemente
recibe una alteracion debido al ruido, el diagrama de trellis ayuda a deter-
minar el camino mas cercano a la informacién enviada.
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00 R X
711 -
0/01

ot % |
110 ’

0/10”
10 4 Y
1701
0/ ..
m S :
1/00

Figura 4.4: Diagrama de ciclos basado en el diagrama de estados de la figura
4.2.

aro oco aro 00
AL o . , o - o ;

v o o o D D
3 1116 110~ L o N - ¢ 7o~ J, 110 ;

i i1, o

o o o

Figura 4.5: Diagrama de trellis asociado al cédigo de convolucién (2,1, 2),
generado por las ecuaciones p; (i) = u(i) + u(i — 1), p2(i) = u(7) + u(z — 2).

Los diagramas de estados, ciclos y trellis para cualquier cédigo (2,b,2) son
el mismo, en el sentido que las conexiones siempre son las mismas, lo que
cambia es la informacion de las lineas, esa informacion es la que genera el
codificador, depende directamente de este.
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Figura 4.6: Ejemplo de una palabra del codigo y representada en el trellis.

N N / / ~ / S / N 1 /
N . “ / N , N , N N /
‘Q 1 S 1. 2 Q v
AN AN N N/ N4 NG N
AN AN S s b 5 N
o . 2(, 2 N 1/, R AN 0/
. N / et / ‘A / NN RN N,
NN N . N . N % e N \\(/ L N L
\\ ~ I,/}\/O . % :X/O . / \)\,1 ANy / ,,1 S PRV IR
N S 2N N . N SN . SN AN VAN AN
10° N T O - - O
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N I \ A \ 2 \ 0 N 1 \
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11 ol Nl Nl Nel R Ne

Figura 4.7: Otra versién més comun del diagrama de trellis (fig 4.6), para el
mismo codigo.

Ejemplo. Tenemos el mensaje u,

u = 1001,

una tasa R = 1/2 y el siguiente par de ecuaciones de paridad:

p1(3) = u(@) +u(i — 1) + u(i — 2), (4.2)

pa(t) = u(i) +u(i —1). (4.3)
como m = 2 tenemos que agregar dos ceros a la derecha de u y dos a la
izquierda, esto para completar la ventana desplazante que tiene longitud 3,
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u = 00100100.

Usando las ecuaciones de paridad obtenemos el mensaje: v = 11 11 10
11 11 10, este ejemplo fue visto en capitulos anteriores el cual para mayor
detalle puede consultarse, y de forma anédloga al ejemplo anterior puede com-
probarse y obtenerse las siguientes conexiones, el estado 00 esta conectado
con 00 y con 01, el estado 01 con 10 y 11, el estado 10 con 01 y 00, mientras
que el estado 11 esta conectado con 11 y 10, que determinan los siguientes
diagramas.

0/10 00 1/11
_______ o1
10 | egpqg o1
* .
0/6*1'.‘ 1 /00
R IRt

b
140/

Figura 4.8: Diagrama de estados, asociado a las ecuaciones de paridad 4.2 y
4.3.

De igual manera que en el ejemplo anterior, del diagrama de estados po-
demos pasar al diagrama de ciclos correspondiente al cédigo, conectando los
ciclos 7 — 1 con los respectivos ciclos de ¢ y posteriormente colocando la in-
formaci'l'g)%n correspondiente sobre las lineas del diagrama.

Del diagrama de ciclos pasamos directamente al diagrama de Trellis.
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1/01 ‘,..’
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1710

Figura 4.9: Diagrama de ciclos asociado al diagrama de estados 4.8.

0/01 p o/d1 p o/61 P 0/01 i 0/01 P 0/01
1710 1710 1710 1710 1710 1710

Figura 4.10: Trellis asociado a las ecuaciones de paridad p; (i) = u(i) + u(i —

1) +u(i—2), pa(i) = u(i) + u(i — 1), la trayectoria marcada es la que corres-
ponde a la palabra 1001.

Aunque no se han definido los diagramas de trellis, ciclos y estados para
matrices, recordemos que tenemos una biyeccién entre los polinomios ge-
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Figura 4.11: Diagrama de estados asociado a la matriz [1 + 2? + 23 1+ z].

neradores y ecuaciones de paridad, las cuales se pueden arreglar en forma
matricial. Por lo cual en la figura 4.11 el diagrama de estados esta definido
por: codificador, tasa y memoria, esta tasa determina una matriz 2 x 3, que
en el diagrama representan 2 entradas y 3 salidas. El nimero de estados es
23 y son el conjunto:

{(aparag) : a; € Fy,i =0,1,2} := £ =3,

card(E) = 2°.

En la figura 4.12 se muestra el diagrama de trellis asociado a la matriz
[1+ 2%+ 2%, 1+ 2], que es equivalente a las ecuaciones de paridad p;(i) =
(i) +u(i — 2) +u(i — 3) y pa(i) = u(i) +u(i — 1).
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Figura 4.12: Diagrama de ciclos asociado al diagrama de estados de la figura
4.11.

4.2. Distancia libre d,,

En los codigos de bloque la distancia de Hamming dy es una funcion que
a cada par de palabras de la misma longitud les asocia el nimero de sus
discordancias,
dy :Fy xFy — N
(v,0") = dg(v,0"),

dp(v,v") = dg((ve, -+ ,vp), (V], -, 0y,)) = |i 2 v # 0,
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01 0/01
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Figura 4.13: Trellis asociado a la matriz G(z)
trayectoria marcada es el mensaje 11011.

1+22+2> 1+1 La

la minima de estas distancias la llamamos distancia minima,
. / / /
Apin = min{dy(v,v") 1 v,0" € C, v #v'}.

La distancia minima ayuda a determinar una cota superior para la capacidad
de correccion de errores, e, de dichos cédigos:

Algo similar sucede en los codigos de convolucién. Como toda serie de Laurent
f(z) € Fo((x)), puede expresarse como un cociente de polinomios

f(z) = p(x)/q(x),
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donde p(x) y q(x) € Fylx], q(x) # 0, y viceversa, en estos casos el peso w de
f(z) lo definimos como el nimero de coeficientes no ceros en la expansién
de la serie de Laurent f(z). Este peso puede ser infinito [3], en particular un
polinomio tendra peso finito.

El peso de una n-tupla de un elemento de v(z) € Fo(x)™, v(z) = (vi(2), -+ ,va(2)),
es la suma de los pesos de cada una de las componentes, mientras que la dis-
tancia entre dos elementos v(z),v'(x) € Fo(z)" es definida como w(v(x) —

V(@)

La distancia libre dfre. de un cédigo de convolucién, C, es definido como
la minima de las distancias de Hamming y coincide con la definicién de la
distancia minima de los cédigos de bloque,

dfree = min{dy(v(x),v'(z)) : v(z),v'(x) € C, v(z) #v'(x)},

dfree = min{w(v(z)) : v(z) € C,v(z) # 0}.

Del mismo modo que en un cédigo de bloque, en los cuales la distancia mini-
ma determina una cota superior de correccion de errores, en los codigos de
convolucioén la distancia libre df,.. es la que determina la maxima capacidad
de correccién de errores. Todo codigo de convolucion es capaz de corregir

hasta:
dfree —1

[T]a
3], [19], [23].

Por ejemplo, supongamos que tenemos un cédigo [2,1,3] con df.e. = 5, este
es capaz de corregir a lo mas 2 errores por cada 8 bits.

La cantidad de simbolos corregidos depende directamente de la distancia
libre, entre mayor sea esta mayor correccién de errores tiene el codigo, por
tal motivo es de gran importancia encontrar codigos con la mayor distancia
libre posible.

En general no es sencillo determinar la distancia libre de un cédigo de convo-
lucién, la cual puede ser calculada por aproximaciones, aunque lo mas certero
podria ser calcular todas las palabras del cédigo y ver cuales de ellas tienen
la minima distancia de Hamming o el menor peso, pero esto no es eficiente.
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Atn no existe un método general algebraico para construir codigos de convo-
lucién con distancia libre méaxima, pero cabe senalar que existen tablas que
dan la distancia libre de varios cédigos, las cuales contienen considerable can-
tidad de tasas con diferentes longitudes de restriccién k y en varios casos pro-
porcionan diferentes codificadores que los generan. Estas tablas han surgido
de la conjuncién de trabajos y resultados de Larsen, Paaske y Dault. Larsen
determino para tasas 1/2, 1/3 y 1/4, Paaske para tasas 2/3 y 3/4, y Daut
para las tasas 2/3,3/4,1/5,2/5,3/5,4/5,1/6,5/6,1/7 —6/7,1/8,3/8,5/8, y
7/8 que son las tasas mas usuales. Véase [23].

4.3. Algoritmo de Viterbi

El algoritmo de Viterbi lleva el nombre de su creador A. Viterbi. Este
algoritmo es un método de decodificacién para los cédigos de convolucién,
quiza el mas eficiente, es ampliamente usado para la correcion de errores en
los cédigos de convolucion, ya que permite encontrar las secuencias de esta-
dos mas probable en un modelo oculto de Markov, el trellis es uno de estos
modelos. Debido al enfoque de esta tesis no abordamos de manera profunda
este algoritmo, que por su importancia y complejidad amerita un trabajo

mas extenso, nosotros solo abordamos las cuestiones basicas, para mayores
detalles constltese [3], [22], [30].

Para el algoritmo de Viterbi hacemos uso del diagrama de trellis asociado al
cddigo en cuestion. El algoritmo de Viterbi permite detectar las secuencias
optimas del diagrama de trellis para detectar y asi corregir los errores recibi-
dos por los canales ruidosos empleados para la transmision de la informacién.

El algoritmo de Viterbi tiene dos vertientes: la decisién fuerte (hard deci-
sion) y la decisiéon suave (soft decision). En cada una de estas existen dos
diferentes métricas, la métrica de la rama (branch metric), BM, y la métrica
de trayectoria (path metric), PM. La BM es una medida de distancia entre lo
que es transmitido (esto se obtiene con las posibles conexiones que el trellis
nos proporciona) y lo que es recibido y se define en cada rama del trellis, en
la hard decision la BM es es la distancia de Hamming, mientras que la PM
es un valor asociado con cada estado del trellis.
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La decision fuerte y decision suave tienen el mismo algoritmo, lo que cambia
son las métricas, en ambos casos trabajamos la acumulacién en cada estado
y finalmente se elige el camino que tenga la minima distancias de la métrica
con la cual estemos.

La decision fuerte consiste en encontrar el camino con la minima distancia
de Hamming, esto se hace comparando la secuencia recibida con cualquiera
de las secuencias posibles del diagrama de trellis. A cada rama se le asocia
una etiqueta (distancia entre los bits recibidos y las posibles salidas del codi-
ficador). Hacemos esto con todas las ramas, acumulamos todas las distancias
de las etiquetas de los posibles caminos y elegimos el camino de minima dis-
tancia.

Conservamos el camino con la distancia minima y los otros caminos los po-
damos, en caso de tener la misma distancia dejamos ambos y en pasos pos-
teriores los caminos se van podando (basdndonos en las distancias minimas),
hasta al final es posible tomar la desiciéon del camino.

Ejemplo. El diagrama de trellis siguiente esta asociado a un cédigo de con-
volucién de memoria m = 2 y R = 1/2. Supongamos recibimos el mensaje
r=111010 11 10 10,

01

Figura 4.14: Arriba del diagrama observamos el mensaje recibido. Usaremos
la hard decision
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Figura 4.15: Colocamos las respectivas distancias de Hamming en las ramas
(distancia de la informacién del diagrama con la que es recibida), de izquierda
a derecha recibimos 11, la distancia con 00 es 2 y con 11 es 0, 2 y 0.

Figura 4.16: En el segundo nivel de estados tenemos distancia de Hamming
2 vy 0, preservamos la minima de estas y cortamos las ramificaciones que
no tienen sentido sin la rama correspondiente a la distancia 2. En caso de
que las distancias fuesen iguales dejamos ambas. Los nimeros azules son las
distancias de Hamming acumuladas.
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o1 4&

Figura 4.17: Vamos cortando los caminos con mayores distancia, aqui (en
comparacion con la figura anterior) podemos ver que podamos los caminos

con distancias mayores.

o1 4é

Figura 4.18:
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Figura 4.19: Siguiendo con el razonamiento de la distancia minima obtene-
mos dos caminos con distancia minima 2, pero necesitamos que comience y
termine en el estado 00, que la cumple una sola opcién.

Figura 4.20: La secuencia correcta es v = 11 11 10 11 11 10 y el mensaje
original u = 100100, esta la leemos de la informacién que se transmite en la
trayectoria correcta.
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La decisiéon fuerte se apoya en mecanismos que se encargan de discretizar
las senales recibidas, comparandolas con un umbral antes de pasarlas al de-
codificador, valores menores a 0.5 los convierte en 0 y los superiores o iguales
los convierte en 1, por ejemplo si recibimos 0.500001 lo tomaremos como 1,
la confianza es menor que si tuviésemos 0.999999, aunque ambos tomen el
valor de 1, y el decodificador los trata de la misma manera a pasar de la
abrupta diferencia, por lo cual solo trabajamos con 0 o 1.

La decisiéon suave no discretiza, mas bien, utiliza una funcién continua de
la muestra analdgica como entrada al decodificador, por ejemplo, si el bit de
paridad esperado es 0 la senal recibida es 0.4, nosotros usaremos 0.4 como el
valor del bit o 0.4 bajo alguna funciéon. Por razones técnicas, una atractiva
métrica de la decision suave es el cuadrado de la diferencia entre la senal reci-
bida y la esperada. Si el codificador convolultivo produce ¢ bits de paridad y
los ¢ bits corresponden a las muestras analégicas r = ry,ro, - -+ , 7., podemos
construir una BM para la decisién suave de la siguiente manera (u otras de

forma similar):
C

BMsoft[Uu T] = Z(Uz - Ti)27
=1

donde v = vy, - - - v. son los bits esperados constltese [13].

Este algoritmo para la decisién suave es idéntico al anterior descrito por
la decisién fuerte, solo que la métrica de la rama no es un entero como la
distancia de Hamming, es un real positivo, y esta métrica esta estrechamente
relacionada con la probabilidad de que la decodificacion sea correcta cuando
el canal experimenta ruido gaussiano aditivo.

En la decisién suave la informacién es transmitida por un canal con rui-
do gaussiano, un canal que lo podemos describir con sus tres componentes:
modulador, un canal en forma de onda y un demodulador. El modulador
convierte cada bit a una onda, véanse las diferentes modulaciones en: [14],
[15], [17], [18], [19]. Las modulaciones miden la fase, ampliatud, frecuencia o
una combinacion de estas de la onda en cuestion y cada bit lo convierte a
una forma de onda con duracion de [ segundos.

Usando la decision suave, supongamos que se codificé un mensaje y se trans-
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mitié bajo una modulacién cuya secuencia recibida es
r=(1,-0.5), (1, 0.1), (-1, -1,2), (-0.8, -0,8), (-0.8, 0.8), (0.5, 0.5).

Tenemos una funcién D, que le llamamos demodulacién, tal que
D:Fy — {-1,1}
x s (—1)"th
donde {—1,1}, son dos raices cuadradas de la unidad ps = {—1,1} CC, y
D(0) — (-1)' = —1
D(1) — (-1 =1,

ME PARECE QUE LA DEFINICION DE LA FUNCIN D NO ES CORREC-
TA.

por lo cual demodulacién asigna 0 — —1, y 1 — 1, entonces, dado el
trellis:

0/00 0/00
0/00 0/00 0/00 000 e e
00 @.ciemiiniiiiaiiian] Po® oo Po@ oo nen e :@ -------------------- 7- -------------------- 7’0‘ :@
741 1711 71 € i 7 A
:0/10 A
o1 400 v*
S 191 -
1l
01
® ;@
1o 1/00
0/01 001" S oot 0/03
@ Neol Ne. o Qo Lo
" 110 110 110 1/10

para cada par de bits de los estados del trellis aplicamos la demodulacién,
D(00) — —1,—1,

D(01) — —1,1,
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D(10) — 1, —1,
D(11) — 1, 1.

Posteriormente calculamos la distancia cuadrada euclidiana correspondiente
a cada rama, por ejemplo para calcular d?((1, -0.5),(0,0)) primero aplicamos
la demodulacién a 00, D(0,0) = (—1,—1), y restamos coordenada a coor-
denada, d*((1,-0.5),(-1,-1))=(1 + 1)?4(-0.5+1)*=22+(-0.5)?=4.25, enseguida
calculamos d*( (1,—0.5),( 1))=(1 — 1)?+(-0.5-1)2=0%+(-1.5)?=2.25.

S -0/10
. . B . ! A
01 4,010 A40/10 bR ® .
. v M 1/01 1701 -
e wi . !
ot N o 01
10 1100 00 1/00 1/00
001 0/03 S oot 0/03
@ Qe Ne e KU
11 o 110 1110 1/10

Figura 4.21: Distancia euclidiana cuadrada de (1, -0.5) a (0,0) y de (1, -0.5)
a (1,1)
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Figura 4.22: Calculamos la distancia d? de (1,0.1) a (0,0), (

1, 1), (1,0), (0,1).

Y de igual manera que la decisién fuerte, vamos acumulando estas distancias

y vamos podando las ramas con mayor distancia, la decisiéon es tomada hasta
el final.

0 ®

01

A gor10

Figura 4.23: Se marcan en azul las distancias que se van acumulando y de
igual manera que en la decision fuerte, se irdn podando las ramas con mayor
distancia.

El mensaje enviado fue v =

11 10 00 01 01 11 y el mensaje original
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Figura 4.24: Calculando todas las distancias y podando las ramas necesarias
obtenemos este diagrama, con distancia minima 7.36.

v = 101100, el mecanismo es exactamente el mismo que el de la decision
fuerte, la diferencia es la métrica usada.

La decisién suave usa la maxima verosimilitud, para esto se calcula la pro-
babilidad condicional:

p(rfv),
donde
T(Z) = (yl(l)v 7y8(7;))7 i = 0717'“ 7l+m_ 17
I+m—1 ¢
p(rlo) = 1T TIe(rs@)e;(0))-
=0 j=1
Generalmente y;(i) se toma en el conjunto {0y,---,14}, cada uno de es-
tos representa una cuantizacién binaria de un intervalo, consultar [3]. Cada
elemento del conjunto {0y,---,14} tiene asignada una probabilidad y esta

representa un diferente camino.

p(r|v) se calcula para cada rama, dependiendo lo que se envid y lo que se
recibié varia la probabilidad, inicamente son ocho diferentes probabilidades
las que hay que calcular, ademas recordemos que es un canal simétrico el que
se usa para la transmision.
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Posteriormente a las probabilidades se les aplica el logaritmo natural, (n,

es decir, In(p(r;|v;)) y se multiplica por una constante conveniente y pos-
teriormente se redondea. El método de acumulacion y corte de ramas es
exactamente el mismo que en la distancia cuadrada de la decision fuerte.
Para ver los detalles de esta probabilidad y cémo se obtiene, véase [3] y [8].
En el ejemplo anterior usamos una equivalencia a la probabilidad condicional.

El algorimo de Viterbi esta ligado estrechamente a los modelos de Markov y
la decodificacion de codigos de convolucion con la decision suave es basado
en un modelo oculto de Markov. Los modelos de Markov graficamente tienen
asociados diagramas de trellis y de estados, como el caso de los cédigos de
convolucién, para mayor informacion consultese [3], [13], [22].

Como mencionamos al inicio de este trabajo, los cédigos de convolucién han
sido abordados desde un punto de vista 1til y practico para su implementa-
cién y la parte de decodificacion no es la excepcion. El interés central de esta
tesis no ha sido la decodificacion, debido a esto no nos introdujimos a estas
relaciones y trasfondos.

4.4. Cobdigos de convolucion MDS

Existen diversos tipos de cédigos, y dependiendo del tipo de informacién
que se desea tratar se debe elegir el codigo adecuado. Algunos codigos so-
bresalen debido a sus propiedades, caracteristicas y multiples aplicaciones,
por ejemplo los cédigos Reed-Solomon (RS), los Reed-Muller (RM), Golay.
En particular los cddigos RS son codigos ciclicos y poseen varias propiedades
interesantes, la sola ciclicidad los convierte en codigos atractivos y adecuados
para las aplicaciones, ya que no resultan costosos operacionalmente.

Una propiedad de gran importancia de los cédigos RS es que alcanzan
la mayor distancia minima posible, en general, un [b, ¢ cédigo lineal C' bajo
un campo F tiene distancia d < ¢ — b+ 1, cuando se cumple la igualdad
diremos que son cddigos de distancia maxima separable (Maximal Distance
Separable, MDS), véase [20]. Los cédigos MDS son cédigos deseables debido
a su excelente capacidad de correcciéon de errores.
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Primero, un par de preguntas que podemos hacernos es ;Coémo cons-
truimos un buen cédigo de convoluciéon?, ;Qué caracteristicas debe tener el
codificador? Como en todo cédigo lineal un buen cédigo es el que tiene la
capacidad de corregir mas errores y en el caso de los cédigos de convolucién
esta depende directamente de la distancia libre. Los cédigos de convolucion
son codigos con muchas aplicaciones debido a sus propiedades, si estos fueran
cédigos MDS serian aun mas ttiles y llamativos, de lo que ya son, no es tan
descabellado pensar en que es posible construir un cédigo de convolucién que
alcance la distancia maxima.

A través de un codigo RS que es un cédigo MDS podemos construir un
c6digo de convolucién MDS con tasa R = b/c, b < c¢. Véase Maximum distan-
ce separable convolutional codes, construction and decoding [19] que muestra
como a partir de cédigos Reed-Solomon que son cédigos MDS, pueden gene-
rarse codigos de convolucién que heredan la generosa propiedad MDS.

Aunque falta mucho por tratar sobre los cédigos de convolucion, existen
propiedades que nos gustarian que estos tuviesen, lo que nos lleva a pensar
que existen relaciones que se pueden seguir trabajando, relaciones con otro
tipo de codigos, construccion de codigos de convolucién a partir de estos otros
cddigos, incluso ver la posibilidad de hacer cédigos de convolucién ciclicos.
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