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Resumen

La Hipoétesis de Riemann en Campos de Funciones es el andlogo, ya
resuelto, en campos de funciones de la famosa Hipdtesis de Riemann. La
definicién de la funcién zeta (x(s) de un campo de funciones K proviene de
la extension natural de la funcién usual de Riemann:

oo
1

((s) = s

n=1

Se sabe que ((s) tiene una extensiéon meromorfa al plano complejo, con un
tnico polo en s = 1, el cual es simple con residuo 1. Més aun, ((s) tiene ceros
en s = —2n, n € IN y éstos son llamados los ceros triviales de ((s). Por otro
lado, ((s) no tiene ceros diferentes a los trivialesen C\{s | 0 < Re s < 1}.La
Hipoétesis de Riemann establece que los ceros de ((s), aparte de los triviales,
estdn en la recta Re s = %

La Hipdtesis de Riemann sigue siendo un problema abierto. Sin embargo,
para campos de funciones congruentes (es decir, cuyo campo de constantes
es finito) la respuesta si se conoce y es positiva. Esto fue demostrado por
André Weil en 1941.

Teorema (Hipdtesis de Riemann en Campos de Funciones).

Sea K /k un campo de funciones congruente. Entonces, los ceros de la funcién
zeta (i (s) estan en la linea Re s = 3

Como consecuencia tenemos que si K/k es un campo de funciones con-

gruente, donde |k| = ¢, N1 el nimero de divisores primos de grado 1 en K

\Y%
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y g el género de K, entonces

|IN1 — (¢ +1)] <2g+/4.

En el trabajo de tesis se presentan una demostracion, basada en la de Enrico
Bombieri, de la Hipdtesis de Riemann en Campos de Funciones y algunas
aplicaciones de este resultado, entre ellas: si K es un campo de funciones
congruente de género 0, entonces K es un campo de funciones racionales.
También, se presentan todos los posibles campos de funciones congruentes

K con ntimero de clases 1 y género mayor que 0.
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Introduccion

El Problema de Basilea abre las puertas a la Funcién Zeta, la cual es el
objeto matemético de la Hipétesis de Riemann. El Problema de Basilea se

refiere a la serie:
oo

1
>
n=1

El problema fue resuelto en 1735 por Leonhard Euler quien encontré que

PR

n=1
Alrededor de 1740, Euler considero la serie

[e.o]

1

ns
n=1

para valores enteros positivos de s.
La definicién de la Funcién Zeta, (x(s), de un campo de funciones K

proviene de la extensién natural de la Funcién Zeta de Riemann:

1
C(S):ZE’ para s € C, Res > 1.
n=1
La funcién ¢(s) tiene una extensién meromorfa al plano complejo, con un
tnico polo en s = 1, el cual es simple con residuo 1. Mas atin, {(s) tiene ceros
en s = —2n, n € IN y éstos son llamados los ceros triviales de ((s). Por otro

lado, ((s) no tiene ceros diferentes a los trivialesen C\{s | 0 < Re s < 1}.La

IX



X INTRODUCCION

Hipétesis de Riemann, propuesta por Bernhard Riemann en 1859, establece

que los ceros de ((s), aparte de los triviales, estdn en la recta Re s = 3

La Hipoétesis de Riemann sigue siendo un problema abierto. Sin embargo,
para campos de funciones congruentes la respuesta si se conoce y es positiva.
Esto fue demostrado por Helmut Hasse para campos de género 1 en 1936 y

por André Weil para el caso general en 1941.

La demostracion de la Hipdtesis de Riemann que presentaremos se debe
esencialmente a Enrico Bombieri, la cual es probablemente la méas sencilla

de las conocidas, pero aun ésta es bastante técnica.

En el presente trabajo se hace un estudio cuidadoso del tema, se presen-
tan con detalle las demostraciones de casi todos los resultados y se anaden

algunos ejemplos.

En el Capitulo 1 tratamos campos de funciones congruentes, es decir,
campos de funciones con campo de constantes finito. En este capitulo estu-
diamos la Funcién Zeta y las Series L, asi como sus ecuaciones funcionales.
Ademis hallamos explicitamente (x (s) para un campo de funciones elipticas

K sobre k, con nimero de clases h y para K = k(z,y) con y"™ =z, m € IN.

El Capitulo 2 esta dedicado a la Hipdtesis de Riemann en campos de fun-
ciones congruentes (Teorema 2.2.10). La demostracién la hacemos en varias
etapas. Primero se demuestra que las condiciones presentadas en el Teorema
2.1.8 son equivalentes. Después el objetivo es probar que las condiciones del
Teorema 2.1.8 se cumplen para cualquier campo de funciones congruentes
K; en el camino hacia nuestro objetivo nos encontraremos (Teorema 2.2.4)
con una cota superior, en términos de g y del género de K, para N3 —(q+1),
donde Nj es el nimero de divisores primos de grado 1 en K y q es la car-
dinalidad del campo de constantes, la cual no es suficiente para deducir la
Hipotesis de Riemann. Para obtener una cota inferior, se ha de proceder

todavia con mas cuidado.

Como aplicacion de la Hipdtesis de Riemann presentamos algunas es-

timaciones del nimero de divisores primos de grado n en un campo de
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funciones congruente K/k. Otra consecuencia inmediata es que si K/k es
un campo de funciones congruente de género 0, entonces K es un campo
de funciones racionales. También se presentan todos los posibles campos
de funciones congruentes K con nimero de clases 1 y género mayor que 0,
se prueba que el Invariante p de Iwasawa es igual a cero para campos de
funciones congruentes y se comenta acerca de un andlogo al Teorema de
Brauer-Siegel para campos de funciones congruentes.

En el apéndice que estd hacia el final del trabajo se presentan algunas

definiciones y resultados a los que se hace referencia.
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Capitulo 1

Campos de Funciones

Congruentes

En este capitulo estudiamos la Funcién Zeta y las Series L, asi como sus
ecuaciones funcionales y la Férmula del Producto para la Funcién Zeta. Co-
mo ejemplos, presentamos explicitamente (x (s) para un campo de funciones
elipticas K sobre k, con nimero de clases h y para K = k(z,y) con y™ = z,

m € NN.

1.1. Extensiones de Constantes

Sean k y [ campos finitos, k C I, k = Iy, | = F s, ¢ = p“, p primo,
u > 1. Notemos que k = {z € F, | 29 =z}, = {z € F, | 29" = 2}, donde
f=1:k] y F, es la cerradura algebraica de Fp.

Definicién 1.1.1. Un campo de funciones K /k se llama congruente si k

es finito.

Observemos el campo de constantes de la extensién de constantes en el

siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1.1.2. Sean kg un campo de caracteristica p > 0, u, v dos ele-
mentos algebraicamente independientes sobre ky. Sean k = ko(u,v) y =
una variable sobre k. Sea K = k(x,y) tal que y?» = wazP 4+ v. Se tiene
[K : k(z)]=1o0np.

Sea k' el campo de constantes de K. Veremos que k' = k. Si k¥ # k,
entonces [k’ : k| = [K/(z) : k(z)] | [K : k(x)], luego, [k : k] =py K = K (z).
Por tanto y = u/Pz+v'/P € K/ (z), por lo que u!/?, v'/? ¢ k' yp = [k : k] >
[k: (ul/p,vl/p) : k] = [k (ul/p,vl/p) 1k (ul/p)] [k: (ul/p) : k} =p-p=7p>lo
cual es absurdo. Asf tenemos que k' = k.

Sealp =k (Ul/p) y sea L = Kly. Entonces lo (| K = k, /P = y_:l/p €
Klg = L, por lo tanto el campo de constantes [ de L contiene propiamente
algpuesl Dk (ul/p,vl/p) 2 lo.

Consideremos K /k un campo de funciones congruente y [ una extensién
finita de k. Sea L = Kl la extensién de constantes, [l : k| = f. En el ejemplo
anterior vimos que, en general, es posible que el campo de constantes de
L = KI contenga propiamente a [. El siguiente teorema prueba que esto no

sucede en el caso de campos de funciones congruentes.

Teorema 1.1.3. Sean K/k un campo de funciones congruente, | una exten-
sion finita de k y L = Kl una extension de constantes. Entonces el campo

de constantes de L es [.

Demostracion. Sean | = k(§) y f = [l : k]. Entonces

Irr(f,x,k‘)|xqf —x= H(x — ).

aecl

Se tiene L = Kl = Kk(§) = K(§) con Irr(§, z, K)|Irr(§, z, k), por lo que
Irr(§,z, K) € K[z](I[zx] = k[z], es decir, Irr(§, z, K) = Irr(&, z, k). Entonces
[L : K] = deglrr(§, 2, K) = deglrr(§,2,k) = [l : k] = f. Si I’ denota el
campo de constantes de L, con [ C I, entonces L = KI' y por lo tanto,
[I':k]=[L:K]=][l:k]=f,locual implica que I’ = [.

O
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Teorema 1.1.4. Sea L = Kl. Entonces [L : K| = [l : k]. Para 2 € Dy,
dp () = dg(A), mds precisamente, dp(cong/ ) = dx (). Finalmente,

gL = 9K -

Demostracion. En el Teorema A.32, se afirma la existencia de Ar/x € Qt,
drc () : [0 : K]

) A€ D t A = . P
Ao/ para Ky se tiene que Ap g LK or
el Teorema 1.1.3 se tiene que Az x = 1y por lo tanto dp(2A) = dx (), para
A e Dg.

Ahora sea 2l € Dg. Se tiene:

tal que dp () =

LK(Q[) = {.’L‘ e K | Uqg(l') > Uqg(le), V‘B c IPK},

L) ={yeL|vply) 2vp(), VP e PL}.

n
Sea y = Z%’%’, a; €1, z; € Lg(A). Entonces
=1

T 1<i<n 1<i<n

vp(y) = wvp (Z a@-xi> > min {vp(aizi)} = min {vp(a;) +ovp(zi)}
i=1

= lrSnlléln vp(@i) = lrﬁnil/éln U(p(xi) 2 U&I;(Ql) =vp (ConL/K(Ql)) )
donde P = P |k (recordemos que L/K no tiene divisores ramificados [Teo-

rema A.31]). Esto demuestra que, (L () C Lz ().
Reciprocamente, sea y € L (), es decir, vp(y) > vp(A), V P € Py.

n

Sea y = Zaixi, a; € 1, z; € K. De hecho, si l = k(§), [l : k] = f, entonces
i=1

podemos escribir, y = ag + a1 + ... + af,lfffl, a; € K. Sean yV) = y,

y@ ...,y los conjugados de y. Se tiene que

y(i) =ap+ alf(i) + ..+ af,l(f(i))fil.
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Resolviendo estas ecuaciones para las as, obtenemos:

1D Ly (em) T

det

R G .
IR A {0 KU (3 ) Eil B

det

1 e (§(f>)i (é(f))f‘l
f .
con ¢; € k*, b; = thy(”, tj €l
j=1
Puesto que y) es conjugado de y y A € Dk, tenemos y € Lp(A) =
y9) € L (A). Por lo tanto

f
4 G) . t. &)
. — - > U
vp(a;) U (Z C'y > 1I§nj1£f U Ciy

(2

j=1

= o v <tj0z-_1y(j))

= i (op(t) +op(e) +on(s®)

= min (op(t)) —vp(e) +op(u")) = min vy (40)
= min vp () > vp(2) = vp(2),

luego a; € Ly (), de donde [Lg(A) D L1 (A), asi ILg(A) = L (A).

En particular, tenemos
() = dim; Lz, (A) = dimg L (A) = ().
Sea 24 € Dk un divisor tal que

dr(A) = dr(A) > max{29x — 2,291, — 2}.
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Por el Teorema de Riemann-Roch (Corolario A.25), se tiene
WA =d (W) —gr+1, (@A) = di(Y) - gx +1.

Puesto que [;(A71) = (A1) y dp(A) = dx (), concluimos g7, = gx-.
O

Teorema 1.1.5. Sean P un lugar de L = Kl y P =P |k. Entonces

Demostracion. Si L/l es cualquier extensién de K/k y P es un lugar de L
sobre un lugar ‘B de K, entonces el campo residual k(P) = Jqg /P, puede
ser encajado de manera natural en [(P) = ¥p/P.

Puesto que P = P |k se tiene que ¥p (VK =y y P K =B, de donde
el mapeo natural ¥ /P — ¥p/P es un monomorfismo de campos. Ademés

I(P)21yl(P)2D k(). Ahora bien, se tiene que k(P)l C I(P).
-1
Sea z € ¥p. Entonces escribamos z = Z a;&', a; € K, donde I = k(¢).
i=0
Basta probar que a; € Ygp. Ahora, si 2() es un conjugado de z, entonces

20) = 27 € ¥po, o0 € Gal(l/k) y argumentando como en la demostracién del
f . .

Teorema 1.1.4, a; = Ztiz(z), tiel, 2 ¢ Ypay. Por lo tanto a; € Y.
=0

O]

1.2. Divisores Primos en Extensiones de Constan-

tes

Sean k = Iy, | = Iy, K/k un campo de funciones congruente y L = Kl
la extension de constantes. Sea B un lugar de K y sean Py, P, ..., Py los
lugares de L sobre . Sabemos que ‘B no es ramificado y conp,/x(B) =
Py ---Pp. Como [/k es siempre de Galois (de hecho ciclica), L/K es de
Galois y dr,/x(P:i/*) = d, 1 < i < h. Por el Teorema A.30 se tiene que
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dh = f = [l : k]. Ahora bien, si dg(B) = [k(P) : k] = r, esto implica que
k() = Fyr. Similarmente, si di(P;) = [I(P;) : ] = s, entonces I(P;) = IF .

De donde, k(B)l = FyrFyr = F .y = Fyyps. Porlo tanto fs = [r, f] = (:J;)a
es decir, s = r |
o) ]
Entonces, dr,(P;) = s = &
(dK (’13)7 f)
De la Proposicién A.29, se tiene que dr,(P;)[l : k] = dr;x (Pi/B)dk (F),
. sf rf /
es decir, sf = dr, entonces d = — = = = , 'y por otro lado
d Y F Y M
tenemos que h = f_o (r, f).
d (rff)

Esto estd resumido en el siguiente teorema:

Teorema 1.2.1. Sean P un lugar de K y Py, Pa, ..., Py los lugares de
L =Kl sobreB y [l : k] = f. Entonces:

(1) dp(Pi | B) = (Clz<(;§3)f)

(2) h=(dx (%), f).

di (B)

(3) dr(Pi) = 77— -
(dr(P), f)

O

Ahora estudiaremos el grupo de clases Cx o = Dk o/Pk. Recordemos

que Cg = CK’()@Z, con Cx = Dk /Pg.

Teorema 1.2.2. Sea K/k un campo de funciones congruente. Entonces

‘ C}go ‘< 0.

Demostracion. Demostremos primero que si m € IN, el nimero de divisores
enteros de grado m es finito.

Sea 21 un divisor entero de grado < m y tengamos en cuenta que k es
finito. Entonces A = H P = PI* P, con P; divisores primos

Pe P

y a; > 0, de aqui que dg(2A) = ZaidK(‘Bi) < m, de donde obtenemos

=1
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que r < m, dg(Bi) < m, a; < m. Como k es finito, el nimero de divisores
primos de un grado dado es finito. Por lo tanto el nimero de divisores enteros
de grado m € IN es finito.

Sean m > gx y C una clase de grado m. Por el Teorema de Riemann-
Roch [A.23] tenemos que N(C) = d(C) — gk +1+N(WC™!) con W la clase
canénica, entonces N(C) > d(C) —gx +1=m —gx +1 > 1y por lo tanto
C contiene al menos un divisor entero 2l de grado m. Asi tenemos que el

conjunto C,, que consiste de las clases de grado m es finito. Esto es
| G [=[{C [ d(C) = m} |< oo,

Ahora sean 9 un divisor de grado m > gx y ¢ : Cx,0 — Cpy, definida
por ¢(2A) = AM.

Veamos que ¢ estd bien definida y es inyectiva. Sean A, B € Ck .
Tenemos: A = B < J o € K* tal que A = B(x)g & Iz € K* tal que
AM = B(z) kM = BM(2) k& 9(A) = (B).

.. @ esta bien definida y es inyectiva.

Finalmente, veamos que ¢ es suprayectiva.

Sea ® un divisor de grado m, entonces DI ~! es de grado 0 y
P(DM-1) =DM-19M =D, .. p es suprayectiva.

Concluimos

| Ck o |=| Cm |< 00

O

Notacién. hig = h =| Ck o | denotara el ndmero de clases del campo K.

Proposiciéon 1.2.3. El nimero de divisores enteros en una clase C de K
N(C) _1q
es igual a T q= k|
Demostracion. Se tiene que N(C) es el maximo niimero de divisores enteros
linealmente independientes de C sobre k (Proposicién A.22).
Sean 2y, ...,2, € C, donde n = N(C), un conjunto maximal de divisores

enteros linealmente independientes de C' sobre k. Tomemos 20 un divisor
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arbitrario de C', entonces tenemos que % = (z;)k, x; € K*, satisfaciendo
que {z1,...,2,} es un subconjunto maximal linealmente independiente de
L(A~1) sobre k pues como (7;)x = A7, Vi, tenemos z1, ..., 7, € L(AL).

Sea ¢ : L(A71)\{0} — {C € C'| C es un divisor entero} definida por:
o(a) = (o) k2. Veamos que ¢ esta bien definida.

Sean «, B € L(A~1)\{0}. Tenemos, p(a) = p(B) & (o)A = (B) A <
()k = (B)xk & Ty € k* tal que f = ay. Luego ¢ estd bien definida y
precisamente ¢ — 1 elementos de L(~!)\{0} toman el mismo valor.

Sea B € C un divisor entero. Tenemos BA~! = (a)x para algin o €
LRA~H\{0}. Luego ¢(a) = (a) g% = B. Por tanto ¢ es suprayectiva.

Ahora bien, como | L (%71)\{0} |= ¢" — 1, del hecho anterior tenemos
¢ —1 qN(C) -1
que el nimero de divisores enteros en C' es T = T
q— q—

O
Definicién 1.2.4. Sea px = p:=min{n € N |3 A € Dg,d(A) =n}.

Por tanto, existe un divisor entero de grado n < p | n. Como la clase
canénica es de grado 2g — 2, se tiene que p | 2g — 2, con g el género de K.

Probaremos mas adelante que p = 1.

Teorema 1.2.5. Sean n maltiplo de p y A, el nimero de divisores enteros
n—g+1 _ 1

de grado n. Entonces, sin > 2g — 2, se tiene A, = h <ql>
q—

Demostracion. Tenemos que

A de d c M1
_ , . ¢ _ .
n Z (ntimero de divisores enteros en (') Z 1
Ce Ck Ce Ck
d(C)=n d(C)=n
Ahora, por el Teorema de Riemann-Roch (Corolario A.25) y ya que
n > 2g — 2, tenemos que N(C) =d(C)—g+1=n—g+1.

Puesto que hay h clases de C' de grado n, se tiene por la Proposicién

1.2.3 que
n—g+1 _
Ay —h <ql> |
q—1
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1.3. Funcion Zeta y Series L

Definicién 1.3.1. Para un divisor primo 8 de K, a la cardinalidad de k(3)

le llamamos la norma de B y la denotamos por N ().

Notemos que si fig = [K(B) : k] = dx(B) v |k| = ¢, entonces

N(P) = [k(B)] = ¢

La definicién anterior se puede extender para un divisor entero

A = H poe )
BePk
por
N = J[ N = ] o=@ = — owerg i (Bow()
‘43 S IPK m S IPK

= qu (2[)

pues di(2) = Y di(P)vp(2A)
PelPk
Claramente se tiene que N(AB) = N(A)N(B), para A, B € Dg.

Definicion 1.3.2. Se define la Funcion Zeta de K por:

(k(s)= > (N( = 3 s,

2 entero 2 entero

Teorema 1.3.3. La serie (x(s) converge absoluta y uniformemente en sub-

conjuntos compactos de {s € C|Re s > 1}.

2g — 2
Demostracion. Sea t = g .
P
Entonces
1 1
k() = Y = D o
Qlentero (N(Q[)) 2 entero q x (s

[e.9]

- Z qnes ZAP ¢ "+ Z Apng™""".

nO n=t+1
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Por el Teorema 1.2.5 y puesto que t =

, se tiene que

oo h 0o
Z Apannps _ " Z (qnpngrl . 1)qfnps.
n=t-+1 q—1 n=t+1
Ahora,
) )
Z ‘ (qnpfg+l _ 1) qfnps ’ _ Z (qnpngrl o 1) qfnpRes
n=t+1 n=t+1
)
— Z <qnp—(g—1) _ 1) g "R s
n=t+1
%)
_ Z <qnpfnpRe s—(g—1) _ qfnpRe s)
n=t+1
1 i ( 1-Re s\
-1
qg n=t+1
9] e np
_ Z <q e s) ]
n=t+1

Hagamos la sustitucién u := ¢ *°, B,, :== A,,. Entonces definimos
[o.¢]
Zr(u) == (k(s) = ZBnu”.
n=0

La clase canénica W es de grado 2g—2, hay (h—1) clases C' de grado 2g—2
diferentes a la clase W y se tiene que N(W) =g, N(C)=(29—2)—g+1=
g—1para C # W,y d(C)=2g— 2 (Corolarios A.24 y A.25).

Por lo tanto

NO) _1 g9

Apyn= S 4 == +(h—1)<qgl_1>

o qg—1 qg—1 qg—1
d(C)=2g—2
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Proposicién 1.3.4. Seat =

p

2g —

. Entonces:

Bj—(¢"+1)Bj_1+¢’Bj_—2 =0, paraj >t+2,

Biyo — (¢° +1)Byy1 + ¢°By = ¢9P 71,

Demostracién. Para j > t + 2, tenemos:

jp>t+2)p=tp+2p=29—2+2p>2g (pues2p—22>0),

G—Dp>{t+)p=tp+p=29—2+p>29—1 (puesp—12>0),

(J—2)p>tp=29—2.

Por lo tanto
B —(¢* +1)Bj_1+¢"Bj_2
=Ajp = (" + D) AG-1), + " Aj-2),

h

qg—1

h
—1

O

porque cada A;, cumple la hipétesis del Teorema 1.2.5.

Por otro lado,

Biio = (¢” +1)Biy1 + ¢" B
= Atpr2p — (" + 1) Agpyp + q" Agp

= Aog-242p — (¢° +1)Azg24p + ¢° A2y

(q

- h
g-—1
g
+q¢° 1
q
q—1
:q—il(q

qg—1

p_qg+p 1)+qp(

+g—1+1 g1y _
p+g —grtely = ——

1

)

[(q29—2+2p—g+1 —1)—(¢" + 1)(q2g—2+p—g+1 _ 1)]

_11+(h—1)<

11

[(qu—ngl — 1) — (¢° + 1)(qUDema+L 1) 4 gp(qgU=Dp—g+1 _ 1)]

[qufgﬂ —1— Pt pgp — qU—Dp—gtl 4 4 qU—Dp—gt1 _ qp}
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Ahora consideremos:

(1 —u)(1 = q"u)Zx(u)
(1—(1+q )u+qpu ) Z (u)

= ZBnu - Z +¢°)Bpu" T+ Zq"’Bnu

n=0 n=0
= Z (Bp — (14 ¢”)Bn-1+ ¢’Bp—2)u™ (con B_; = B_5 = 0),
&

=Y (Bn—(1+¢")By_1+¢’B,_2)u" (Proposicién 1.3.4.)

=(Bo—(1+¢”)B-1+¢’B_3) + (B1 — (1 + ¢”)Bo + ¢"B_1)u
t+2
+ Z (Bn - (1 + qp)Bn—l + qun—Q)un

n=2
t+2

=By+ (B — (1+¢”)Bo)u+ Z (Bn— (14 ¢”)Bn-1+ ¢"Bp_2)u"

n=2
t+2

+(Bi— (¢ +1))u+ Y (Bn—(14¢°)Bu-1+ ¢ Bna)u"

n=2
t+1

+(Bi— (@ +1)u+Y (By— (1+¢°)Bo-1 + ¢"Buz)u" + ¢~ '+,
n=2
ya que By = Ag = 1, pues el dnico divisor entero de grado cero es 7.

Es decir, (1 —u)(1—¢”u)Zk(u) € Z[u] es un polinomio de grado ¢+ 2, al
cual denotamos por P (u). Tenemos Py (u) = ag+ajutasu?+. . .+asout*?,

conag =1, a1 = By — (¢° + 1), agy2 = ¢ 1.

Teorema 1.3.5. La funcion Zi(u) es una funcion racional y satisface que

Pr (u)
A _
S (e ey
. . 2g —2
donde Px(u) € Z[u] es un polinomio de grado t + 2 = +2.
p
¢" -1

Ademdas, lim (1 —wu)(1 —q°u)Zk(u) = Px(1) =h
u—1 q— 1°
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Demostracion. Poniendo B_1 = B_5 = 0, tenemos:

42
Pr(1) = Z(Bn — (14 ¢”)Bn-1+ ¢"’Bp—2)

n=0
t+2

= Z (Bn —Bn1—q¢"Bpa + qun72)
n=0

= Biy2— B —¢’(Bis1— Ba)
Atp+2p - qutp+p

= Aoy 942, — ¢ Azg—24,
29—242p—g+1 _ 1 29—2+p—g+1l _ |

q—1 q—1
— h (qg+2p—1 —1- qg+2p—1 + qp)
qg—1
r—1
- ()
qg—1
Ahora,
Pr(u)(1 —u)(1 — ¢u)
3 _ P — ’
R T
= lim Pk (u)
u—1 o 1
q
= Px(1)=nh
k(1) 1
0
Corolario 1.3.6. Zx(u) tiene un polo simple en u = 1.
0

Para probar la igualdad p = 1, necesitamos otra expresion de (x(s).

Teorema 1.3.7. (Férmula del Producto)

Cr(s) = H (1—N(ﬂ3)75)_1, Re s > 1.

PePx

Demostracion. Sean P8 primo y d(3) = n. Entonces

B 1 B g s
_1_q—ns_ _1_q—ns

ap = (1-N@®)™) -1
1 1

(1 _ qfns)qns - qns — 1’
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Se tiene que | ¢ — 1 |>| ¢ | =1 =¢"* — 1, con a = Re s > 1.

Por lo tanto, | ap |<
Ahora,

no 1§no<
g — q

n—g+1 _

H%W(‘B):n}‘ﬁfln:h(q 1), conn >2g — 2.

qg—1

Entonces se tiene que:

"It -1\ 2
> lap| < Zh< >qna

n>>0 q—l
h = 2
_ —g+1
- Zq al) q_lzqna<oo’
n=0 n=0

por lo tanto, H (1 - N(‘,B)_S)_1 es absolutamente convergente.

PPk
Reorganizando los términos del producto, obtenemos:

_ 1
1—N(‘B)7S = T AN/ —s
I 7= T (v)

= II [ X (v ™)

PBelPx TngZO
= NP
donde la suma se toma sobre todos los conjuntos de primos {1,...,B,},

a; > 0, para ¢ =1,...,r. Por lo tanto,

a1 Qpr\—S __ 1 —
Z N(CR™ - B) " = Z W—CK(S)'

DL L 2 entero
a;> 0

O

Sean |k| = ¢, l = Iy, L = KI, la extensién de constantes. Queremos
comparar (r(s) con (x(s) cuando f = p. Ahora, para B, lugar de K se
tiene p | dxg(*B) v si Pi,..., P, son los primos de L sobre P, entonces (por
el Teorema 1.2.1) r = (dgx(PB), p) = p. Asi pues, siempre hay p factores en

L sobre cualquier divisor primo de K dado.
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dg(B) dK(‘B)'
(dr(B), p) P
Por otro lado, N(P;) = (qp)dL(Pi) = ¢rdx /e = ¢dx(¥) — N(B).

Por lo tanto

a = 11 <1‘N<§>>s>_1: 1 H<1‘Jv<17>>s>_l

Ademas, tenemos dr(P;) =

PePy PePx \PIP Y
-P
- mgK<1‘N<;3>s> - mg}(( )
= CK(S)p

Es decir, (1(s) = (x(s)?. Por otra parte, por el Corolario 1.3.6, tanto
Cr(s) como (x(s) tienen un polo de orden 1 en s = 0 (0o en u = 1 con el
cambio de variable u = ¢*%), luego (i (s)” tiene un polo de orden p en
s = 0. De aqui se sigue que p = 1.

Asi, hemos probado el siguiente teorema:

Teorema 1.3.8. (F. K. Schmidt) Sea K/k cualquier campo de funciones

congruente y sea
p=min{n € N|3IA € Dg,d) =n}.
Entonces p=1.

O]

P
Corolario 1.3.9. Tenemos que Zi(u) = i (u) , donde u = q~*°

(1wl - qu)
P (u) € Z[u] es de grado 2g, Px(u) = 1+ (A1 — (¢ + 1))u + - + ¢9u?9,

P (1) = h, el numero de clases de K.

)

2g — 2

Demostracién. Se habia puesto t = , por lo que B, = A,, = Ay,

P—1

t=2g—2y 2
qg—1

En el Teorema 1.3.5 tenfamos que

=1,yaquep=1.
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P—1 P
Pr(1) = hqq — ¥ Zg(u) = - u)fziu_) T Py (u) € Z[u] un polinomio
2g —2
de grado t + 2 = g + 2.

p
Ahora sustituyendo las expresiones anteriores en el Teorema 1.3.5 obte-
nemos algo de lo requerido.

Por otro lado,

(1—-u)(1—q¢?u)Zkg(u) = 1+ (B1 —(¢"+ 1))u

t+2
+ Z (Bn - (1 + qp)Bn—l + qun—2)un
n=2
— 1+(A1—(q_|_1))u+ ...... +qgu2g'

Corolario 1.3.10. 5i K es un campo de funciones congruente de género 0,

entonces
1

(1 —u)(l—qu)

Demostracion. Se sigue del Corolario 1.3.9.

Zg(u) =

O

Ahora estudiaremos las series L de un campo de funciones congruente.

Definicion 1.3.11. Un caracter x de orden finito del grupo de clases Cx
es un homomorfismo y : Cx — C*, de tal manera que existe n € IN con
X" = 1. Es decir, x(Cx) C{£ € C| " =1, para algin n € IN}.

Un caracter x se puede extender a los divisores, x : Dg — C*,

x() = x(APk), Px la clase principal.

Definicion 1.3.12. Dado un caracter x de orden finito sobre Dy, se define

la serie L asociada a x por:

L(s,x,K) = Z X(Q()(N(lm))s, seC, Res>1.

A entero
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Teorema 1.3.13. La serie Z x(20) converge absoluta y uni-

1
NN
2 entero (N(Ql))
formemente en subconjuntos compactos de {s € R | Re s > 1}.

Demostracion. Se sigue del Teorema 1.3.3 y del hecho de que [x ()] =1
para todo % € Dg.

O
La férmula del producto se sigue inmediatamente del Teorema 1.3.7.
Teorema 1.3.14. Para L(s, x, K) tenemos
X(B) ™
L(s,x,K) = H <1— > , Re s> 1.
R SR (UL
K
O

1.4. Ecuaciones Funcionales

Consideremos el caso g = gx = 0. Entonces

1 1
Zx() = 7= wl—qu) ° o) = (1—g*)(1—q'7%)
Se tiene:
e 1 _ 1
q CK( ) (1 _ q—s)(qs 1_ q) q—s(qs _ 1)q(qs—1 _ 1)
— qs—l — qs—ng(l _ S).

(1-¢)(1—g1)

Es decir, ¢ *Cx (s) = ¢ ¢k (1 — ), si g = 0.
Para g > 0, consideremos u = ¢~ ° y Zx(u) = (x(s).

PK(U) o
0w —qu) ™

Tenemos que Z(u) =

Pg(u) = ap +aru+ -+ aggu29,a0 =1,a29 =¢°.

Teorema 1.4.1. Para 0 <i < 2g, se cumple agg—; = a;q97".
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Demostracion. Para i = 0, agg—o = a2y = ¢ = anq?™0.
En general tenemos a; = A; — (q+1)A;—1+qA;—2, donde A; es el nimero

de divisores enteros de grado .

¢V 1
Recordemos, A; = Z _—
q—1
Ce Ck
d(C)=i

Por el Teorema de Riemann-Roch [A.23], se tiene que
N(C)=d(C) =g+ 1+ NWCH=i—g+14+NWC™).

Ahora bien, d(WC~!) = 29 — 2 — i y cuando C recorre todas las clases
de grado i, WC™! recorre todas las clases de grado 2g — 2 — i.

Como hay h clases de cada grado, con h el ntimero de clases de K, se

tiene que (¢ — 1)A Z gN©) — Z 1= Z V@

=i d(C)=
Asi,
(q—1DA;+h = Z VO = Z gmItIHN e
d(C)=i =i
- ' .
_ qz g+1 Z qN(WC ):q g+1 Z qN(c)
d(C)=i d(C)=2g—2—i

= ¢ ((g—1)Agg 2+ h).
Por lo tanto

(g—1)A;+h

(q - 1)A29*2*Z’ = qi_g+1 _ h,
—1Ai 1 +h
(7= DAzg1-i = (¢ = 1) Azg-2—(i-1) = 4 q)ﬂg = h,
—1)A; 2+h
(q - 1)A29—i = (q — 1)A29—2—(i—2) — (q ) 2 B h

qifgfl
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Entonces
agg—i = Aog_i—(q+1)Azg—i—1 4+ qAzg_i—2

_ 1 (g—1DAi2+h
ICES) [ < gt h)
—(g+1) <(q— 1;Ai—1 +h h> +q <(q —qil_);fl-f—h B h> ]

= ¢97qAio — (q+ DA + Ay)
h ( 1 L lat1)

q
+ (q + 1) + qi_g+1 - q>

q_il qi—9-1 qi—9
= ¢ a
h 1 1 1 1 1 1
toi\geT T T g g Tt g
= ¢ a;.
O
Corolario 1.4.2. Se tiene que
1 —g, —2 1- -1 1
P | — ) =q%u 9 Pg(u), uw 97k (u) = (qu)? Zg | — ).
qu qu
Demostracion. Tenemos:
1 1 1\%
P | — = ata|— |+ -+axyg|—
qu qu qu
1 29 29
_ . 29—1 __ —2g, —2g L g+g—i, 2g9—1

29 29
_ q—gu—Zg § :aiqg—zu2g—z — q—gu—Qg § :a2g_iu2g—z
=0 =0

= ¢ 9u Pk (u).

También:
1\ PK(q%) g 9um Pk (u)
7K (QU> O [ D)
¢ %uTPg(u) g %u*9Pk(u)
(= D=1)  h(qu—1)(u—1)
_ q_gu_2gPK(u) un _ ql—gu2(l—g) PK(U)
(qu—1)(u—1) (I —u)(1—qu)

= " 9279 Zge(u).
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El Corolario 1.4.2 es la ecuacién funcional de la funcién zeta en términos
de la variable u = ¢~*. Se tiene que (x(s) = Zx(¢~®) y por lo tanto, en

términos de la variable s, tenemos:
Teorema 1.4.3. (Ecuacion Funcional para la Funcion Zeta) Se tiene:
9V (s) = 'Ok (1—5), para s € C.

En particular, (x(s) es una funcion meromorfa en todo el plano complejo

C, con polos simples en

1 219
{s\qszue{l,}}:{a—i-mz’
q Ing

Demostracién. Sea u = ¢~ °. Entonces

jez,a:0,1}.

V() = wl () = () 2 <1>

qu
g1 Zie (1) = ¢TI (1 - s).

Pre (u)
< T
u=1y en u= —. Por otro lado, Pk (1) = h # 0 (Corolario 1.3.9) y
q

Ahora, en Zg(u) = el denominador se hace cero en

1
Px <> =q 9Pk(1) = ¢ h # 0 (Corolario 1.4.2).

q
Entonces
-1
lim (u—q ') Zx(u) = lim (uq )ZK(u)
u—q~1 u—q~1 q
= lim —¢ (1 —uq)Zk(u)
u—q—
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es decir lim (u — ¢ 1) Z(u) existe y es diferente de cero.

u—q~—1
También,
) . (u—=1)Pg(u) —(1 — u)Pg(u)
m(u=D2Zr(w) =l G ) ~ a8 T = ug)
- I —PK(U) —PK(l) —h h 7& 0
— usl (1 —ug) l-q¢q 1—¢q¢ gq-1

es decir h’ml(u — 1)Zk (u) existe y es diferente de cero.
u—

1 son los tinicos polos de Zx(u) y son

Por lo tanto, u = 1y u = ¢~
simples.

En términos de la variable s tenemos:

u=qg =le¢=e""=1eslng=2nji,j € Z
2my ..
s = i, j € 7,
In
u=q =q'ed=qed"V=1cVN=]
N
& (s—1)Ing=2mji, j € Z@szlﬂwl,j € Z.
ngq

Volviendo a las series L, sea x un caracter de orden finito.

Proposicién 1.4.4. Si x(Ck) = 1, entonces

2mic
L(87X7K):CK <3_ 1 )7
ng

donde Cy es una clase de grado 1y x(Co) = e*™. Equivalentemente,
L(s, x, K) = Zg(e*™ ).

Demostracion. Se tiene que Cx = Ck o (Co) con la identificacion siguiente;

si C es una clase arbitraria de grado n, C'= CC;"C{'. Entonces

X(C) = X(CCF"X(CE) = X(Co)" = e,
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Luego:

L(s,x, K)

X)) 2L x(2)
Qleznt%ro (N(Ql))s c’ ezC:KO A ezc:/cg nz:;) (N(Ql))s
2 entero

)
Z Z Z e27rzomq—ns
C'€CkoAeC'Cyn=0
2 entero

oo
2mic
> xSl
C’ e CK70 A e C/Cg n=0
2 entero

_ 27mia

ey = 2 (V) )
2 entero N(Q[) 57 Ing 2 entero

2mia
CK<S_IHQ>'

En este desarrollo hemos usado que,

También que,

2mia
In q Ingq

2mic

qlnq —e

2mic
= e Ing

In i
q _ e?ﬂza )

2 ) 27mia .
Cx <5 B ma> — Zn (q_sq2lnq ) _ ZK(GQmau).

Ing

O

Corolario 1.4.5. Si x(Ck o) = 1, entonces la serie L satisface la ecuacion

funcional:

¢V L(s, x, K) = x(W)g" VL — 5, X, K),

donde W es la clase candnica y X es el conjugado de x, es decir,

X(@) = x(2) = x(A1).

Demostracién. Utilizando la notaciéon de la Proposicién 1.4.4 y la ecuacion
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funcional del Corolario 1.4.2, tenemos con u’ = e* %y,

1
qs(g_l)L(S,X, K) — qs(gfl)ZK(ul) _ qs(gfl)qgfl(ul)Z(gfl)ZK </>

qu
) 1 4

_ q(s+1)(gfl)qfs(2g72) (627rza)2g72ZK 627rza>

qu

) —2mia
gD (5= =25(9-1) (2mic)20-2 7 <e >
qu
) e—27rza
_ q(l—s)(g—l) (627”01)29—2ZK < ) ’
qu

utilizando que (u’)Q(g_l) = u2(9—1)(62ﬂm)29—2 _ q_5(29—2)(62ﬂ'ia '
Puesto que d(W) = 2g — 2, x(W) = (e2™®)2972 3(Cp) = e~ 2™, se

tiene:

~—
[\
Q
|
[\

s—1— 2mic

U VL(s,x, K) = ¢ 90Dy (W)Zg <q g

2T
- g (15 22)

271 271
y L1 —sx,K) = CK<15< 7T2a>> = CK<15+ ;:qa>,de
donde, ¢*9"VL(s, x, K) = ¢~ D\ (W)L(1 - s, %, K).

La ecuacion funcional del Corolario 1.4.5 se cumple para cualquier carac-
ter de orden finito. Sin embargo necesitamos dar una demostracién diferente
a la dada para el caso x(Ck,o) = 1.

Sea x tal que x(Ck,) # 1. Entonces Cx # {1} y por lo tanto g > 0
(Proposicién A.27). Sea C{, una clase de grado 0 tal que x(C})) # 1. Entonces

tenemos,

X(C) D, x(Co)= D x(CCo)= D> x(Co),

Co € CK,() Co € CK,O Co € CK70

es decir, (x(Cp) —1) Z x(Co) | =0, y puesto que, x(C}) # 1, se
Cop € CK,O

sigue que, Z x(Co) = 0.
Co € CK,O
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Sea C] una clase de grado 1. Entonces

1
2 entero (N(Ql)) |

e N(C) _
- Z (¢—1) <qq_11X(C)qd(C)s>

d(C)=0

=X X GO (VD 1)

n=0Cy € Ck,o

= 2 X)X (qmcﬂcﬁ—l)q—"s
n=0

(= DL(s,x, K) =(g—1) > x(2)

Cp € C}go
2g—2
= 3 MG X (e (¢ — 1) g
Co € CK’O n=0
> MG DD e (N —1) g
Co € Ckpo n=2g-1

La segunda suma se hace 0 pues Z x(Co) = 0. Por lo tanto
Co € Ck 0

29—2

(= DL, K) = > x(Co) Y x(Cr)"gV@hgms

CVO € CK70 n=0
29—2

- Y @) Y e

Cyp € CK,O n=0

Otra vez usando que Z x(Cp) = 0, obtenemos:

Co € CK,O

2g9—2

(q= DL, K) = Y x(Co) Y x(Cr)rg"N g s,

CO S CK70 n=>0

Poniendo u = ¢~ obtenemos:
29—2
(q— DL, x, K) = > x(C)gNOu®),
d(C)=0

el cual es un polinomio en u de grado < 2g — 2.
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Ahora, el coeficiente de u?9~2 es,

a= Z x(C)gNV©) = Z X (W Cp)gNWeo),
d(C)=29—2 Co€ Cro
Por el Teorema de Riemann-Roch [A.23] obtenemos:
N(WCp) =d(WCy) —g+1+N(Cy') y N(Cyt) =0, si Cy # Pk,
N(Pg) =1, por lo que, NWCy) =29g—2—g+1=9g—1,siCy # Px y

NW)=g.
Por lo tanto
a = Y x(W)x(Co)g '+ x(W)g*
Co € Cqu
Co#Pk
= x(W) > x(Co)g* '+ x(W)(¢f —¢* )
Co € CKyQ

= @ (g— Dx(W) £0.
Luego (¢ — 1)L(s, x, K) es un polinomio de grado 2g — 2 y el coeficiente
lider es (¢ — 1)x(W)q? .

Aplicando nuevamente el Teorema de Riemann-Roch [A.23] obtenemos:

2g—2
(@= DL x, K) = > x(C)gN Ou®
d(C)=0
29—2
— Z X(c)qd(c)—g+1+N(WC*1)ud(C)
d(C)=0
2g9—2
:qg71u2g72X(W) Z X(wal)q72g+2+d(0)+N(WC—1)ud(0)72g+2
d(C)=0
29—2 B
:qg—1u29—2X(W) Z X(chl)qd(W710)+N(WC”1)ud(W o)
d(C)=0
29—2 » 1 dwo—1)
=) 3D XWCT e ()
d(C)=0 9
292 1 a(c)
= ¢ P (W) Y x(C)gV @ <u>
d(C)=0 q

= ¢7 P2 (W) (g — 1)L(1 — 5, X, K)
= ¢ g0 D (g — Dy(W)L(1 — 5,7, K).
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Por lo tanto L(s, x, K) = ¢¥9=D(1=29)\(W)L(1 — s,%, K), o de otra ma-
nera ¢*"VL(s, x, K) = ¢! "Iy (W)L(1 - s, X, K).

Resumiendo, tenemos:

Teorema 1.4.6. (Ecuacion Funcional para las Series L) En un campo de
funciones congruente K/k, |k| = q, sea W la clase candnica. Sea x un

caracter de orden finito. Entonces
¢V L(s,x, K) = x(W)g" " VL(1 - s, %, K).

O
Finalizamos este capitulo relacionando las series L con la funcién zeta

de una extensién de constantes.
Sean K/k un campo de funciones congruente, k = F, y sean | = Fyr,
L = Kl. Sea x; el caracter de K tal que x;(C) = e? en todas las clases
C de grado 1, por lo tanto x;(Ck,0) =1, j =1,...,r. Entonces tenemos el

siguiente resultado:

Teorema 1.4.7. ;

¢u(s) = [ Ls. x5 KO-

Jj=1
Demostracién. Primero notemos que si a,b € IN, entonces se tiene

a4 2minb _a_\ (ab)
H(l—e : z>:(1—z<a»b>) .

En efecto, las raices de

—2minb

sonz=e a« ,n=1,...,a

2minb  2mindby  2minb
Si d = (a,b), entonces, e _ cmndh £ 1, con a = daq,
a da1 al
b = dby, (a1,b1) = 1. Se tiene el conjunto de indices

{1,2,...;a}={1,...,a1,a1 + 1,...,2a1,...,(d—1)ay + 1,...,day = a}
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27ri(a1 + If)bl . 2mithy
—_— (3

ai ai

de aqui que,

—27i(ay+t)by
e a1

—2mitby

— 6—27rzb16 a1

pero, e~ 2™ = cos(—27by) + isin(—27wby) = 1+ 0, por lo que,

—27i(a1+t)by —27ithy
e ai = e

)

es decir, las raices se repiten exactamente d veces y éstas son

—27itby ] @1
e “
t=1

las cuales son aj—raices de 1. Se tiene

Ahora,

_1 »
CL(s) = H <1_(N(;>))8> - H H(l_q—srdL(P)>

PelPr PPk PIP

g i \ T
_ H H 1—q “@x®n (Teorema 1.2.1).

B e Pr PP

27
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Hay (r,dx ()) factores P|'B, por lo tanto

G = T {1 (vemy) oo} U

, -1
— _;6@@(%)
11 H<l oy )

B ePgn=1

r 27rzn -1

n=1 ( )

T

min \ —1

— ( —-s dK(m)Elnq)

n=1

T . —1

2min

— ( S rlnq))

n=1

27

' e r
N I;I ( rlnq> l;[lL(S , Xn, K) (Proposicién 1.4.4).
O]

Ejemplo 1.4.8. Sea k un campo finito con |k| = ¢. Sea K un campo de

funciones elipticas sobre k con ntimero de clases h. Entonces

Lt (b= (g 1)+
(1—g*)(1—q'%)

Demostracion. Sea K un campo de funciones elipticas sobre k, entonces

Ck(s) =

gr =g =1

Por otro lado tenemos que u =¢ %y

Pr(u)
(1—u)(1—qu)’
con Pk (u) € Z[u] un polinomio de grado 2g = 2, de aqui que

(k(s) = Zk(u) =

Px(u) = ag + aju+ agu?, con agp =1, a1 = A1 — (¢+1) y a2 = ¢ = ¢, pero

1—g+1 _q =141 _q
Ar=h 7 (L) o
q—1 qg—1
De aqui que

1+ (h—(g+1))u+ qu?

2l = T T qu)
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14+ (h—(¢g+1)g*+qq %
(1—q¢*)(1—qq)

Ck(s) =
Por lo tanto

1+ (h—(g+1)g° +¢"

CK(S) = (1 — q_s)(l _ ql—s)

O]

Ejemplo 1.4.9. Sean k un campo finito, con |k| = ¢ y K = k(x,y) con

y™ =z, m € IN. Entonces
1
(1—g )1 —q'7%)
Demostracién. Tenemos que si y™ = z, m € IN, entonces y = %/x de aqui que

K = k(x.y) = k(x, ¥/Z) = k( ¥/), porque = = (V/T)".

Entonces K = k( §/z) es un campo de funciones racionales sobre k, luego

Ck(s) =

g =g=0.

Por lo tanto

) = T =g
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Capitulo 2
Hipodtesis de Riemann

En el capitulo anterior definimos la funcién zeta de un campo de funcio-
nes. Esta defincion proviene de la extensién natural de la funcién usual de

Riemann:
1
C(s)=)> —

ns’
n=1

Se sabe que ((s) tiene una extensién meromorfa al plano complejo, con un
tnico polo en s = 1, el cual es simple con residuo 1. Mds atin, ((s) tiene ceros
en s = —2n, n € IN y éstos son llamados los ceros triviales de ((s). Por otro
lado, () no tiene ceros diferentes a los triviales en C\{s | 0 < Re s < 1}. La
Hipoétesis de Riemann establece que los ceros de ((s), aparte de los triviales,
estdn en la recta Re s = % Esto ultimo sigue siendo un problema abierto.
Sin embargo, para los campos de funciones la respuesta si se conoce y es
positiva. Esto fue demostrado por André Weil en 1941 y el objetivo principal
de este capitulo es dar una demostracién de la Hipétesis de Riemann para

campos de funciones y algunas aplicaciones.

2.1. El Numero de Divisores Primos de Grado 1

Sea k = IF; un campo finito. Uno de nuestros objetivos es estimar el

nimero de divisores primos de grado n en el campo de funciones congruente

31
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K /k. Para ello usaremos frecuentemente la Funcién p de Mébius y las Iden-
tidades de Newton. En seguida las presentaremos y probaremos algunas de

sus propiedades principales.

Definicion 2.1.1. Una funcion aritmética en Q es cualquier funcion

f:IN— Q. La Funcion p de Mobius es la funcién p: IN — @, donde,
'

sin= H p;* es su descomposicién en primos, entonces
i=1

1 sin=1,
pn)=19 (=1)" siag=...=a, =1,
0 en cualquier otro caso.

Lema 2.1.2. Se tiene

Zu(d)=€(n)={(1) .

dn sim > 1.

Demostracion. Sin =1, Z,u(d) =e(l)=1.
a1

,
Sin>1,n= Hp?", con r > 1, p; primo, a; > 1.
i=1
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dould) = p(1)+ > pu(d)
djn dln
d producto de primos distintos

= p()+ D ppi)+ D wlpapn)+--+

piyIn Piy Dig |1

Z N(pung o 'pirfl)

Piy Pig Py |7

+ Y. wlpapn PP
Piq Pig " Pip_q Pir |7

O

Teorema 2.1.3. (Formula de Inversion de Mébius) Sean f, g dos funciones

aritméticas tales que

g(n) = f(d)

dln
para n € IN. Entonces

f@)zEjﬂ@u(%):§:9<%)M®-
dn djn

Demostracion. Para dos funciones aritméticas h y k cualesquiera definimos

el producto h * k por
M*kxny:EIh(%)ku):Ejhum(%).
din dln

Este es el llamado producto de convolucién. El conjunto de las funciones

aritméticas junto con * es un anillo conmutativo con elemento identidad e.

dm:{l sin =1,

0 sin>1.
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Ademas, si denotamos por 1 a la funcién constante con valor 1, se tiene del

Lema 2.1.2 que
n n
(1)) =D (5) 1) = D p(d1 () = 3 u(d) = (),
din dn dn
es decir, u = 17!, Ahora bien, se tiene que
g(n) =>_ f(d),
dn
es decir, g = f* 1, por lo que f = g% 171 = g * 1, es decir,
n
) = ol (5)-

O
Ahora sean k cualquier campo y K = k(X1, Xs,...,X,) el campo de
n

funciones racionales en n variables y sea f(T) = H(T - X;) € KT
i=1

Entonces

f(T)=T" =TV L+ 00T 2 — 4 (=10, T + ...+ (—=1)"0,,
donde o es el s-ésimo polinomio elemental simétrico en X1, Xo,..., X, es
decir,

op = 1

n

g1 = ZXl
i=1

o9 = ZXZX]

i<j

o = Y XX,

11<...<lg

on = X1 Xn.
Sea pp = X"+ ...+ X", m>1y pg=n.
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Teorema 2.1.4. (Identidades de Newton) Se tiene:
Pm — Pm—101+ ...+ (—1)m_1p10m_1 + (—1)m0mm =0, 1<m<n—1y

Pm — Pm—-101+ ...+ (=1)"pm—non =0, m >n.

Demostracién. Consideremos las series T'~" f/(T) en el campo de las series

de Laurent K ((T)) (K cualquier campo de caracteristica 0). Tenemos:
f(T)
f(T)
(—1)i0'iTn_i

TN T) = T

Il
N
T
3
i 3
(@)
3v
—
ivE
N
[ -
o
N——

donde o; = 0, para j > n.

Por otro lado,

n—1
Tl—nf/(T) — Tl-n (Z(n _ m)(_l)mo_an—m—1>

Igualando coeficientes en los desarrollos anteriores obtenemos las Iden-
tidades de Newton.
O

Proposicién 2.1.5. Sea ¢(d) el nimero de polinomios mdnicos irreducibles

de grado d en I 4[T]. Entonces

v =3 (5) "

din
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Demostracién. Se tiene que para n € IN, el campo de descomposiciéon de
X7 — X es Fyn. Si f(x) es ménico irreducible de grado d, d | n, entonces
o € Fyn y por lo tanto f( z) | X9 - X.

Reciprocamente, si f(z) | X?" — X y f(x) es ménico irreducible de grado

d, entonces el campo de descomposicion de f(z), I a4, esta contenido en Fyn

q
y por lo tanto d | n

Luego

~x=1 I r@.

dln deg f=d
f ménico
irreducible

Ahora, si contamos los grados obtenemos que, ¢" = qu/}(d). Por la
d|n
Formula de Inversién de M&bius aplicada a f y g, las dos funciones aritméti-

cas definidas por f (n ) =ny(n)yg(n) =q" respectivamente, y consideramos

ademds que g(n Zdl/} Z f(d), para n € IN, tenemos que,
din

nip(n) = f(n) =Zu(3) Zu( ).

din
U

Recordamos que k£ = I;. Denotamos por k, a Iy, la extension de grado
r>1de k. Si K es un campo de funciones con campo de constantes k, K,
denota la extensién de constantes Kk, = K, y K, tiene a k, como su campo

exacto de constantes. Sean Zx(u) = (x(s) la funcién zeta de K, u = ¢~*

y sean Z.(v) = (g, (s) la funcién zeta de K,, v = (¢")™° = ¢ ™ = u".
Entonces, Z,(v) = Z,(u").
El Teorema 1.4.7 prueba que (g, (s H L(s,x;,K), donde x; es el

27i

caracter tal que x;(C) = ¢ en todas las clases C degrado 1, & = e,
j=1,...,r
Ahora bien, por la Proposicién 1.4.4

L(57Xj7K) = CK <5 - 27”]) .

ring
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Se tiene

2111 . 2mij
(o~ ) =),

2mij
lnq'r Ing

2mij

2mij 271'7,]
Puesto que, g = e

— erlnq lnq —

§ tenemos,

r

Zp(u") = Zn(v) = i, () = ] Lis, x50 K HZ (&)

j=1

Es decir, hemos demostrado:

Teorema 2.1.6. Si K, es la extension de constantes de grado r del campo

K, se tiene

Zx (u H Zx (&), dondeu=q"5, & =er .
O
1
i Kog=TF t t Z A

Si Ko ;Ij(xz, )en onces tenemos Zy(u) = Zg,(u) = a 71%(1(7)(]“) y

u , K\u

Zrc(u) = K = Zo(u)P, d P (u) = :
K (u) A=) —qu) 0(u) Pk (u), de aqui que Pg(u) Zo(w)
29

Ahora bien, Pg(u Zalu con agy—; = a;q9" L 0<i<2g, a9 =1,

1=0
azg =q%, a1 = A1 — (¢ +1), con Ay el nimero de divisores enteros de grado

1 = nimero de divisores primos de grado 1. Se tiene deg(Px(u)) = 2g y si

29
wit, ... ,wQ_gl son las raices de Px(u), entonces Pk (u) = H(l — wi).
i=1
29 29
Proposicién 2.1.7. Se tiene ¢ = Hwi, —(¢g+1) ZW“ donde N

=1 i=1
es el numero de divisores primos de grado 1. Mds aun,

Pr(u) =0 < Py <q1u> = 0.

En particular, como

Pr(w;t) =0, tenemos Py <u;> = 0.
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29
Demostracién. De Pk (u g alu = H (1 — wju) se sigue que
=1

29

¢ = agy = [J(~w sz, —(q+1)=a1 = sz

i=1
Por otro lado, la ecuacién funcional de Pg(u) (Corolario 1.4.2) nos dice

1
que Pg <> = ¢ 9u"%9 Pk (u), por lo tanto
qu

Pg(u) =0 < Py (;u) = 0.

W
Como w; ! es raiz de P (u) tenemos que — = ——
q qu,
Pr(u).
O
. . Wi
Para 1 <17 < 2g, seawgzi. Setlenequewl{:wi@—:—lﬁwl?:
Wi Wi q

7
q < w; = +4/q, por lo tanto podemos renumerar las inversas de las raices
de Px(u) como:

wl,wi,...,wf,w},\/a,...,\/(},—\/a,...,—\/a

con f < g, w #wj, ww, =¢q,i=1,...,f. Sea t el nimero de veces que
aparece ,/q y s el niimero de veces que aparece —,/q, por lo que 2f +t+s =

2g.
2g
Puesto que ¢ = Hwi, se tiene ¢? = ¢fq'/?(—=1)%¢*/2, se sigue que s es
i=1
par y por lo tanto ¢t también es par.
En particular podemos tomar f = g, esto es, las raices de Pk son,

W1, Wy, - - - Wy, Wy, donde wiw] = ¢, i=1,...,g.
9
Asi pues, tenemos Pg(u) = H(l — wiu) (1 — wiu).
i=1

Teorema 2.1.8. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1
(1) Los ceros de la funcion zeta (i (s) estdn en la linea Re s = 7
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(i1) Los ceros de la funcion Zi(u) estin en el circulo |u| = ¢~ /2.

(i49) St wr,...,waq son las inversas de las raices de Py (u), entonces

wil = @, i=1,...,2g.

Demostracion.

(i) < (ii). Se sigue del hecho de que u = ¢~%, |u| = ¢~ R¢*, Zx(u) = (k(s).
(13) < (ii7). Observemos que Zg(u) = i _1:1)(((116)_ p” y Pr(1) = hg # 0,

1
P <q> = q 9Pk (1) # 0. Por lo tanto las raices de Zx (u) son las raices de

Py (u) y éstas son w; . Asf que (i) es equivalente a que |w; '| = |w;| ™! =
q 12, es decir, |w;| = V4

Nuestro objetivo es probar:

Hipétesis de Riemann. Las condiciones del Teorema 2.1.8 se cumplen

para todo campo de funciones congruente.

La demostracién se hard en varias etapas.

Proposicion 2.1.9. Sea N el numero de divisores primos de grado 1 en K.

Entonces, si la Hipdtesis de Riemann se cumple, [N — (¢ +1)| < 2g9,/q.

2g

Demostracion. Se tiene que N — (¢ + 1) = — Zwi (Proposicién 2.1.7), por
i=1

lo que

29
IN = (g+1)] <D |wil =293

i=1

O]

Proposicién 2.1.10. Sea r € IN. La Hipdtesis de Riemann se cumple para

el campo K < se cumple para el campo K.

Demostracion. Se tiene por el Teorema 2.1.6 y el comentario que le sigue
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que
Zr, (W) ypZx(@u) 1 :
Pg, (u") = ———==|—7=]]|FPx&u)
Zo,x, (u") i=1 2ol ) ]1;[1 '
r 29 ‘ 2g
= TITI0 - ww =TJ0 - wfu)
j=1li=1 =1
29
Asi, Pk, (u") = H(l —wju") y por lo tanto wi, ... w5, son los inversos

i=1
de los ceros de P, (u”). Asi pues, |w;| = /g & |w]| = /q", observando que

¢" = |Fg| y Fyr es el campo de constantes de K.
O

Sea N, el numero de divisores primos de grado 1 en K. Entonces:

Proposicién 2.1.11. Si eziste ¢ > 0 tal que |N, — (¢" + 1)| < ¢¢"/? para

todo r, entonces la Hipdtesis de Riemann se cumple para K.

2g
Demostracion. Sea Pk (u) = H(l — w;u).
i=1 p
Aplicando el operador D = —ud— In a ambos lados tenemos:
U
d. (& 29, d
D(Pg(u)) = —u@ln <Zl_[1(1 - wm)) =—u (; o In(1 — wm))
2g "y 29 oo 00 2g
= : = wiu" = w | u™.
;1_%“ ;; ' ;::1(11 Z)

29
Se tiene (Proposicién 2.1.7) que —Zw? = N, — (¢" + 1). Nuestra
i=1
hipétesis implica que:

29
P
i=1

‘ [Ny — (q" + 1)] < g™,

0o 2g
Por lo tanto, si R es el radio de convergencia de la serie Z <Z wf) u",

n=1 \i=1
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29

n
Dok

=1

n—00

—1/n
—1/n
) > lim sup (cq”/2) / =q /2,

se tiene que R = lim sup
n—oo

1
es decir, R > —.
NG

Por otro lado, D (Px (u)) = Z
i=1
ridades son u = w; ', 1 <4 < 2g, por lo que 1£n1<% lw; ' = R > g% es
<i<2g
decir, |w;i| < /g, 1 <i < 2g.

Finalmente, por la Proposicion 2.1.7 tenemos que

implica que las Unicas singula-
1—wju

29 29
¢ = H lwi| < H\/(} = ¢, lo cual implica que |w;| =/q,1 <7< 2g.
i=1 i=1

2.2. Demostracién de la Hipdtesis de Riemann

Nuestro objetivo ahora es probar que las condiciones del Teorema 2.1.8
se cumplen para cualquier campo de funciones congruente K. Sea k = IF, el
campo de constantes de K.

Primero notemos que para probar esto, por la Proposicién 2.1.10 se puede
suponer, extendiendo el campo de constantes si fuese necesario:

(I) ¢ = a® es un cuadrado,
(I) ¢ > (g + 1)*, g el género de K,
(ITT) K tiene un divisor primo de grado 1.

En efecto, Ko = KT ;2 tiene como campo de constantes a I g2, ¢% es un
cuadrado. Como ¢% > 1, existe n tal que ¢** = (¢")? > (g + 1)*, por lo
que Ko, = F2n K tiene como campo de constantes a IFp2n y el género de
Ko, es igual a g (Teorema 1.1.4) y ¢*® > (g + 1)*. Finalmente, si 8 es un
divisor primo de grado m en K y P estd sobre P en Koy = I j2nm K, por

el Teorema 1.2.1 se tiene que dr(P) = ™ ™ _ 1 Entonces Konm

(m,2nm) m
satisface (I), (II), (III).
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Asi pues, podemos suponer que K satisface (I), (II), (III). Sea N el
nimero de divisores primos de grado 1 en K. Si ¢ € Aut(K/IF,), para

cada lugar B, P es un lugar de K y las valuaciones respectivas satisfacen

vge () = vgp (o).
Sea IF; la cerradura algebraica de k := IF; y sea K la cerradura algebraica

de K. Consideremos el Automorfismo de Frobenius:

p: K- K, plx)=29 peAut(K/k).

Sea B un divisor primo de K. Para cualquier o € Aut(K/k) considere-
mos P el divisor primo correspondiente. Explicitamente, si g es el lugar

asociado a ‘B, pyo es el lugar opgp dado por

oo (@) = oop(a) = pp(o ),

para a € K.
Definimos ¢ como el divisor primo dado por el Automorfismo de Fro-

benius p, es decir,

pog () = pga(a) = op(p~'a) = pp(al/) = pp(a)'/e.

Observemos que B? no es la g-potencia de .

Tenemos que los anillos de valuacién de P y B¢ estan dados por:

oy = {a € Klpp(a) # 00}y Oy = {o € Kloga(a) = pm(@)'/? # oo}

Por lo tanto Yy = Yspa, es decir, pp v @pe son equivalentes. Usaremos la

notacién P = P para indicar que pp = pxq en lugar del significado usual.
Proposicién 2.2.1. Tenemos que P = P4 si y sélo si dg(P) = 1.

Demostracion. Recordemos que di () = [y /B : k] vy que

op 0 K — (/P oo}l e 1 K — (9qpa /B | {00}
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Por lo que se tiene,
pep(y) = op(y)/9 = op(y)  paratodo y € K
& op(y) = ep(y)?  para todo y € K
S pp(y) =00 o ep(y) €F, paratodoye K
& /P = Ve /P! = Fy & dg (P) = dg (P7) = 1.

O

La Proposicién 2.2.1 es uno de los resultados principales que estaremos
usando en la demostracion de la Hipétesis de Riemann. De hecho, los Ny = N
divisores primos de grado 1 en K/k son precisamente aquellos tales que
P =P

Tenemos que la Hipotesis de Riemann es equivalente al hecho de que
IN — (¢+1)| < 29,/7 (Proposiciones 2.1.9, 2.1.10 y 2.1.11).

Por lo tanto, es suficiente mostrar que para alguna r suficientemente
grande y K, := KT, se satisface | N, — (¢" +1)| < 2g¢"/?, donde N, denota
el nimero de lugares P tales que P = P.

La demostracion de la Hipdtesis de Riemann que presentamos se debe
esencialmente a Enrico Bombieri ([1], [2], [13]).

La idea es construir una funcién u sobre K tal que todos los lugares de
grado 1, con una excepcién, sean ceros de u y, por otro lado, el grado de u
no sea demasiado grande.

Se tiene ¢ = a?, pongamos m = a — 1, n = a + 2¢g, r = m + an. Entonces
la desigualdad

N—-(g+1)<(29+1)/q

se escribe
N—1<q+29/q+/q=a*+2ga+a=a(a+2g9)+a=an+m+1=r+1,

es decir, N — 1 <r.

Sea & un divisor primo de grado 1 en K /k. Entonces
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Ademds como (’5_“‘(’5_(”_1), por el Teorema A.20 tenemos que
LB ™) +d (&) <1 (6~ Y) + 4 (6~ Y) por lo tanto,
0<1(&™) — (D) <d(@")+d(& " V)=n-(n-1)=1

Seat € IN y sea I; el conjunto de las i's tales que 1 < 7 < ¢y que satisfacen
l((‘5*i) —1 (@f("*l)) = 1. Para cada ¢ € I;, sea u; € L( )\L( (i~ 1))
El divisor de polos de u; es 1, = ot

Proposicién 2.2.2. El sistema {u;|i € It} es una k—base de L(&7Y).

Demostracién. Si g au; = 0, a; € k con algin a; # 0, vg(au;) = —1,
i€ Iy
por lo que cada sumando no cero tiene valuacion diferente a cada una de

las demés; por lo tanto a; = 0 para todo ¢ € I; y por lo tanto el sistema
{u;|i € I} es linealmente independiente.

Por otro lado,

con
0 siié¢l,,
5 = # 1
1 size It,
por lo que (&) = |I;| = [{w;]i € I;}| lo cual prueba que {u;|i € I;} es base
de L(&7).
O
Como caso particular de la Proposicién 2.2.2 tomemos t =m =a — 1 =
V4 — 1, a es una potencia de la caracteristica, n = a + 2g. Asi, el conjunto
L&) ={y%y € L(& ™)} C K% es un k—espacio vectorial de la misma
dimensién que L (&").
El espacio M = Z wiyilyi € L (@”)} es un k—espacio vectorial

i€ Iy
generado por U = {wufli € Ip,j € In}. Notemos que como a = /g es

una potencia de la caracteristica, K% es un campo.

Proposicion 2.2.3. El conjunto U es linealmente independiente sobre k.
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Demostracién. Como u? € K%y k C K% es suficiente probar que
{u;li € Ip,} es linealmente independiente sobre K®.

Supongamos Z uiyi = 0 con algin y; # 0. Esto implica que dos
i€ I,
elementos tienen la misma valuacién (Proposicién A.18), es decir, 3 y; #

0, yj # 0,1 # j, con ve(uiyf') = ve(u;yj), es decir, —i + ave(yi) = —j +
ave (y;), luego i = j méd a. Puesto que 4,5 € Iy, 1 <i,j <m=a—1<a,
contradiccion.

O]

Como consecuencia de la Proposicién 2.2.3 tenemos que
dimy M = |U| = |L||In] = L(BT)I(&S™).

Por el Teorema de Riemann-Roch se tiene la desigualdad:

dimy M = [(&™")(E™") = (m—g+1)(n—g+]1)
= (a—g)latg+)=ad’+a—glg+1)=q+.q—glg+1).
Ahora consideremos el k—espacio vectorial,
M = { > ulyilyi € L(Gin)}-
1€ Im

Para i € I, y y; € L(B") se tiene uly; € L(G"& ™). Luego M’ C
L=,

Nuevamente por el Teorema de Riemann-Roch (Corolario A.25), puesto
que dg (BYMS") = ma+n =a%?—a+a+2g =q+2g9 > 29— 2, se tiene
dimp M’ <SS ") = (¢+29) —g+1=q+g+1.

Ahora bien, por la eleccién g > (g + 1)%, se tiene

Vi—gg+1) > (g+1)?—glg+1)=g+1.

Es decir, dimy M > ¢+ /g —g(g+1) > q+ g+ 1> dim; M.

Sea 6 : M — M’, 9(2 uzyf) = Z Uy

1€ Im 1€ Im
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Entonces 6 es k—lineal ya que k9 = k y puesto que dimy M > dimy M’,
kerd # {0}. Asi, existen y; € L(&™ "), ¢ € I,, no todos cero tales que
Z ufy; = 0. En particular se tiene que u := Z wiyy € L(GT\{0}, u €

i€ I 1€ Im
ker 6. Si‘B es cualquier divisor primo de grado 1 de K /k con 3 # &, entonces

oy (ys) # 00, ep(u;) # 00, i € Iy,. Por la Proposicién 2.2.1, B satisface P =
B¢, entonces para todo o € K, se tiene que pp(a) = pqa(a) = gom(a)l/q, 0
equivalentemente, pyp(a) = @q3()?, por lo que pg(a) € Fy. Esto implica que

para a = \/q = p' se obtiene que pq(a)® = ¢q(a). Entonces, de Z uly; =
i€ Im
0 obtenemos: pq(u)* = > oq(ui)%ep ()’ = > pp(ui)op(yi) = 0.
i€ Iy, i€ Im
Asi pues, B estd en 3, el divisor de ceros de u. Luego H PBlsw v

T+6
deg g P=1
por lo tanto dK< H ‘B) =N —1<dg(34) =dr(n) < dg(&") =r.
PA£G
deg P=1

Asi pues, hemos probado:
Teorema 2.2.4. Se tiene N — (¢ +1) < (29 +1),/q.

O

Para finalizar la demostracion de la Hipotesis de Riemann debemos ahora
hallar una cota inferior para N —(g+1). La cota superior que hemos obtenido
no es suficiente para deducir la Hipdtesis de Riemann. Por ejemplo, si K es

un campo de género uno y si wy y ws son las inversas de las raices de Pk (u),
29

entonces w; = q y we = 1 satisfacen que N = q—Zwi—l—l =qg—q—1+1=0,
i=1

wiwa = ¢, pero |wi| # \/q.

Para obtener una cota inferior, consideremos 6 € Aut(K/k) un auto-
morfismo y sea k la cerradura algebraica de k. Sea K = Kk. Extendemos
0 a 0 € Aut(K/k) definiendo f(a) = a4 para todo a € k. Sea P cual-
quier divisor primo de grado d. Sea K; = KT . Entonces, del Teorema

1.2.1 tenemos que 3 se descompone en d divisores primos de grado uno
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P1,...,Pgen Kq. Sean oy, oqa, Ppoy PP PP gopig los lugares asociados
a P, B, B, P, P, 732-5, 1 <4 < d, respectivamente.

Se tiene que opo(z) = ep(0'2) vy ope(z) = oy ()9, Parax € K,
tenemos

2pr(@) =, (0712) = pp(0712) = oy (0)

o) = op, (1)1 = oy ()9,

Para o € Fa,
() = op, (07 a) = op, (') = ppi(a).

Por lo tanto 7 = p? < Pl = Pl paratodo 1<4<d.

7

Definimos N(?) := Z di (PB). De lo anterior tenemos que N es el
o=
nimero de divisores primos P de K 75/ k tales que PY = P9,

De manera anéloga a como se hizo con el Teorema 2.2.4 se puede probar:

Teorema 2.2.5. Con la notacion de arriba se tiene
NO —(g+1) < 29+ 1)/q.
O

Proposiciéon 2.2.6. Sea K un campo de funciones sobre k. Sea L una ex-
tension geométrica de Galois de K con grupo de Galois G. Si 0 € Aut(L/k)
es tal que O(K) = K, entonces

NO(E)=[L:K]™" Y N®(L).
ceG
Demostracion. Sean P un divisor primo de L/k y * = P|g. Los lugares de
L sobre P son los lugares (P?)?, o € G y sobre P9 est el lugar P? por lo
que P =P < J o € G tal que (PY)? = (P%) = P1.
Tenemos que si P, P1, Po son divisores primos en L sobre un divisor pri-

mo ‘P de K, puesto que G actia transitivamente en {P € Pr|P|B}, se tiene
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que si pp, ¥ pp, denotan los lugares que corresponden a Py, Pa, respectiva-
mente, entonces | {0 € G | pop, = 0p,} |= {0 € G| vop = pp}|.
Ahora bien, p,p = pp < pop(z) = ep(c~'z) para todo z € Vp &
o'z —x € kerpp = P paratodo x € ¥p < 0 'z = x méd P para todo
vedp o tel k(P|P)eoelk(P|PB), elgrupo de inercia de P
sobre 3.

Por lo tanto, | {0 € G | wop, = ¢p,} |= ek (P | B), el indice de rami-

ficacién de P sobre B. Sea [ = IL/K(P9 | B).

Asi:
SON®NL)y = Y > duP)y= D> > Y dy(P)
ceG o € GPplo=pg T eG/Io€lpivo=pa

= > Y ey (PI9) duP)

W€ G/IPIY=Pa
= > > ek (PIB)duxk (P B)dx(B)
PO PIP
= [L:K] > dg(®) (Prop. A.29, Teorema A.30)
0 —3po
= [L: KINO(K).
0
Sea f € Aut(K/k) de orden finito y sea E = K{?) el campo fijo. Entonces
K/E es una extension ciclica con grupo de Galois (f). Necesitaremos la

siguiente proposicién.

Proposicién 2.2.7. Sea E/k un campo de funciones congruente. Entonces

existe un elemento x € E\k tal que E/k(x) es separable.

Demostracién. Como existe un divisor de grado 1 (Teorema 1.3.8), tenemos
que existe un divisor primo B de E de grado t con (t,p) = 1, p = car k.
Sea m € IN tal que m > 2g — 1y (m,p) = 1. Entonces, por el Teorema de
Riemann-Roch (Corolario A.26), existe un elemento = € E tal que n; = P™.
Por tanto [E : k(x)] = mt y (mt,p) = 1, p = car E, lo cual implica que
E/k(x) es separable. O
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Sean K, 8 y F como antes.

k(x)

Sean = € E\k con la propiedad de la Proposicién 2.2.7, K 1a cerradura
de Galois de K/k(z) y k el campo de constantes de K. Tanto K como Kk

tienen como campo de constantes a k. Entonces 6 se extiende a un elemento

de Aut(K /k(z)).

Extendiendo constantes de K si fuese necesario, podemos suponer que si

| k |= q, entonces § = a® es un cuadrado, § > (9 +1)*, 7> (g7 +1)* =
(9 + 1)4 y K tiene un divisor primo de grado 1.

Asi pues, podemos suponer que K/k satisface:

1. K/k tiene un elemento = € K\k tal que K/k(z) es separable, K la

cerradura de Galois de K/k(z) tiene campo de constantes k,
2. |k| = ¢ = a® es un cuadrado, ¢ > (g+ 1), §= 95
3. K /k tiene un divisor primo de grado 1.

Proposicién 2.2.8. Sean m = [K : K|, n = [K : k(z)], 6 € Aut(K/k).
Entonces N — (¢ +1) > —u@ﬁ—k 1)\/q.

Demostracién. Sea H = Gal(K/K), G = Gal(K/k(z)). Entonces 0 € G,
m=|H|, n=]|G|.
Se tiene por la Proposicion 2.2.6,

1 ~
NO(K) = — 3" NOE) v q+1=N(k() =
he H oe G
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y por el Teorema 2.2.5

YNOE) = Y NME)+ > NOK)

cedG he H o€ G\6H

< D ONUIE) 4 DT ((a+ D)+ (25+1)va)

heH o€ G\OH

= Y NOR)+ (n—m) (g +1) + (25 + 1) vD)-
he H

Como Z NO(K)=n(g+1), se tiene:
ocedG

Y NOE) > n(g+1)—(n-m)((g+1)+(25+1)/3)
he H

= m(g+1)—(n—m)(29+1)/q.

Finalmente, como Z NO(K) = mN9(K), tenemos
he H

(n —m)

NOYK)> (g+1) - (29 +1)/q.

O]

Corolario 2.2.9. Sea K/k un campo de funciones congruente y sea 6 un
elemento de orden finito de Aut(K/k). Entonces k tiene una extension finita
k' con ¢ elementos tal que existe una constante ¢ > 0 de manera que para
todo r > 1 la extension k| de grado r de k', K| = Kk, satisface

N (1]) ~ ((¢) +1) 1< e (o).

Demostracién. Sea k’ una extensién de k que satisface la Proposicién 2.2.8 y
el Teorema 2.2.5. Entonces los niimeros n, m, g obtenidos en la Proposicién
2.2.8 se mantienen fijos para extensiones de constantes (Teorema 1.1.4), por
lo que para todo r > 1, se tiene |k.| = (¢)",

(n—m) (25+1) (q/)r/2 < N® (K) = ((¢) +1) <2+ 1) ()

Con ¢ = méx { (n—m) (29 +1),2g + 1} obtenemos lo requerido.
m

r/2

O

Finalmente tenemos:
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Teorema 2.2.10. (HIPOTESIS DE RIEMANN) Sea K/k un campo de

funciones congruente, donde |k| = q. Entonces:

(I) Los ceros de la funcion zeta Cx(s) estdn en la linea Re s = —.

2
(II) Los ceros de la funcién Z(u) estdn en el circulo |u| = ¢~ /2.
(III) Siwi,...,wag, son las inversas de las raices de Py (u), entonces

lwi|l = v/, i=1,...,2g.

(IV) Si N1 denota el nimero de divisores primos de grado 1 en K, entonces
[N — (g +1)| < 29/4.

Demostracion. Se sigue del Teorema 2.1.8, las Proposiciones 2.1.9, 2.1.10,
2.1.11 y el Corolario 2.2.9.
O

2.3. Consecuencias de la Hipétesis de Riemann

Una consecuencia inmediata de la Hipotesis de Riemann es:

Teorema 2.3.1. Sea K/k un campo de funciones congruente de género 0.

Entonces K es un campo de funciones racionales.

Demostracién. Si N es el ntiimero de divisores primos de grado 1 en K ,se
tiene, aplicando la Proposicién 2.1.9, [N — (¢ + 1)| < 2g,/q = 0, es decir,
N =g+ 1, por lo que K tiene divisores primos de grado 1. El resultado se
sigue del Teorema A.28.
O
Nuestro objetivo ahora es estimar el niimero de divisores primos de grado
nen K/k.

Teorema 2.3.2. Si K = F,(x) es el campo de funciones racionales sobre I,

y n; es el nimero de divisores primos de grado i en K, entonces ng = q+1

1 i\ 4
;= = - , Vi>1.
Y ni i%,“(d)q v
K3
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Demostracién. Los divisores primos distintos a 3, estan en correspondencia
biyectiva con los polinomios irreducibles ménicos (Teorema A.19). Como Poo

es de grado 1, el resultado se sigue de la Proposicién 2.1.5.

O]

Ejemplo 2.3.3. Sea K = IFy(z) el campo de funciones racionales sobre Iy

por el Teorema 2.3.2 tenemos que:

= np=¢qg+1=241=3, es decir, tenemos 3 divisores primos de grado

1 en FFo(z) que corresponden a x,z + 1y —.
T

e (7260 () -

dJ2
1
—(2) =1, es decir, tenemos 1 divisor primo de grado 2 en Fy(z) que

2
corresponde a % 4+ x + 1.

L3 (B)e) e -

d3
1
—(6) = 2, es decir, tenemos 2 divisores primos de grado 3 en Fa(x),

3
los cuales corresponden a x3 + 22 + 1y 23 4+ 2 + 1.

Generalizaremos el método anterior para estimar el nimero de divisores

primos de grado m en cualquier campo de funciones K sobre k = IF.
Sean K/k un campo de funciones, z € K\k, [K : k(z)] < co. Sea (y(s)

la funcién zeta de k(z) y ((s) la funcién zeta de K. Sea N, el nimero de

divisores primos de grado m en K. Se tiene por el Teorema 1.3.7:

1 1
S

o= 1 (=) -0 7

— Ny,
> , Res>1.
Pe Pk
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Entonces

—Np (In(¢™ = 1) = In(¢™))'

o= [ (a0 5)]

m=1
o ms _ 1Y
Z —Np, ((q) — mlnq)
— qu —_ 1
e 1 ms
Yo (o™ ) N,
— qms -1
i B <(mlnq)qms — mlng(¢™ — 1)) N,
m=1 qu -1
i B ((mlnq)qms — (mlngq)g™ + mlnq) N
— gms — 1 m
> 1
—m(Ilnq)N,, < )
mZ::l )N | g
Z (Ing)mN,, ( qms >
= qu qu _ 1
Z (In g)mN,, (OO 1 )
— qu s qrms
0o oo mN,,
—Ing (Z Z q(r+1)ms
m=1r=0
oo o0
mN,,
(3200
m=1r=1 q
[e'S) ¢
—Ingqg — |,

con ¢ = g mN,,, donde m recorre los nimeros naturales tales que existe

m

r € IN con rm = t, es decir, ¢; = E mN,,.

Asi tenemos:

(s

mlt

) .- 1
= —lIng MmNy, | —, Res>1.
¢(s) ; 2 q'

mlt
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En particular para K = k(x), tenemos:

gz =—In qz Zmnm ?’ Re s > 1.

mlt
1
(1—q'=*)(1—q*)

[InCo(s)]" = (— In (1 - qlfs) —In (1 — qiS))/
(1—g¢") Q=g
- _< =g 1-gq >

Por otro lado, (y(s) = , por lo que

Go(s)
Co(s)

1—s —5
= —lIng 1 — T 1 —
1—qg—s 1—qgs
1
— —-hlq ql—s1 : -5 ;
- s 1_75
q q
n= Oq n:Oq

1-s,n s o —s (,nt+1 1
= —lnq(Zq a +q >:—lnq<zq (qqns + ))
©  n+tl
- l(z) (S0

n=0 q

En particular, igualando coeficientes, obtenemos que Z mn, =q" + 1,

mlt

férmula que es equivalente a la del Teorema 2.3.2.

Notacién. Sean f(z), g(x) dos funciones de variable real. Si g(x) > 0,

ponemos f = O(g) si existe una constante ¢ > 0 tal que |f(x)| < c|g(z)]

para x suficientemente grande.

Teorema 2.3.4.

C'(s) 1
0s) :—lnqz ZmN %, Res>1

mlt

m m/2
nm:q+0<q )
m m
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Demostracién. La primera parte ya se probd en el transcurso de los co-

1 S/m
mentarios anteriores. Ahora, por el Teorema 2.3.2 n,, = — Zqzu (*) =
m i

LN (@)
m + m Z TH\G )
ilm
i#m
Por lo tanto
qm 1 - qm/2 im/2 qm/2 0 1
I W DO E -
ZS% 1§% r=0
m/2 1
- T ( 1) , Vm > 1.
m 1—-=
q
¢'(s) N 1
Por un lado tenemos que (s) = — lnqz ZmNm % y por otro
t=1 \ m|t

29 ]
lado g((i)) = Px(q™ %) = H (1 — :;), donde w, . .., w4 son las inversas de
0 i=1

las raices de P (u), con u = q~°y |w;| = y/q por la Hipétesis de Riemann.

Ahora bien, |
(ln (ci((ss))» = (In (Px(¢™)))’

2g /
= (In(¢(s)) —In(Go(s))) = (111 (H(l - wiQ‘s)>>

=1

C/(S) - Cé(S) = S n — 0" S ,_ L n — 0" S /!
TS ) (;1 (1= wig >> = (1 - wa™)

wiq *® wiq
= Ing——— =1Ing
; 1—wiqg=s ; 1—w;qgs
29 oo 00 s
ST ) DTS gE
i=1 n=1 n=1

29
donde s, = E w;'.
i=1
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Por otro lado, C(s) _ Gols) = —lnqz Zm(]\fm — M) S

{9 o) 22 o
Por lo tanto Zm(Nm — ) = —S$y.
mlt

Por la Férmula de Inversién de Mobius, haciendo f(m) = m(Ny —np) y
g(t) = —s; tales que —s; = g(t) = Zf(m) = Zm(Nm — ny,), obtenemos

mlt mlt
t t
t(Ny — = f(t :E - _ L) s, s decir,
(Ny —nyg) = f(2) lt#<m>g(m) Elt,u(m>s es decir
1 t 29
Ny =ny — n E|t 7 <m> Sm, CON Sy = 2_1 wi.

1/2

Como |w;| = ¢'/#, deducimos:

t t 29 t
UNe=mel <0 D lsml <303 Jwl™ = > 294™
m=1 ) m=1 i=1 m=1
1/2qt/ —1
q1/2 -1

= 29q

t/2

Por lo tanto, Ny = ny + O qT

Resumiendo tenemos el siguiente teorema:

Teorema 2.3.5. Sea K/k un campo de funciones congruente, donde k =
Fy. Si nm y Ny denotan los divisores primos de grado m en k(z) y K

respectivamente, entonces:

1 m d
= =) —) ¢, >1 =q+1
Nm md| M(d)q baram yny=gq-+
m

qm/2
Ny = ngp+0 .
m

Y d(Ng—ng) = —sm,

dlm

m(Np = nm) = *ZM(%»SH,

Ademds,
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29
con 84 = wa, con p la Funcion p de Mobius.
i=1

O

Corolario 2.3.6. Sea K/k un campo de funciones congruente, donde k =

IF,. Si Ny, denota los divisores primos de grado m en K, entonces

m m/2

m m

Demostracion. Tenemos por el Teorema 2.3.5 que:
qm/2 m/2

J e >0, tal que [Ny — np| < 1

=c para m suficientemen-

m/2
= ¢y para m
m

qm/2

te grande y 3 co > 0, tal que

m
nm_q' < e
m

suficientemente grande, entonces

qm qm m
’Nm_’ = ‘Nm_nm+nm_’§‘Nm_nm|+ nm_’
m m m
m/2 m/2 m/2 m/2 m/2
_ _ 4 _4q
< + co = (c1 + ¢2) =c =c )
m m m m

m/2
luego 3 ¢ = (¢1 + ¢2) > 0, tal que

para m suficiente-

m
Nm_q’§0
m

qm qm/2
mente grande y por lo tanto N, = — 4+ 0 [ — | .
m m

Finalizamos esta seccion relacionando el niimero de divisores enteros con
el nimero de divisores primos, asi como comparando el niimero de divisores

primos en extensiones de constantes.

Proposicién 2.3.7. Sea K/k un campo de funciones congruente, donde
k =T, y sea Ky, para cada n € IN, la extension de constantes de K de
grado n, es decir, K;, = KIF . Sea N; el nimero de divisores primos de

grado j en K y sea Nl(n) el numero de divisores primos de grado 1 en K,.
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Entonces:

=Y dN, y N :%ZM%)N{C’).

dn din
Demostracién. Por el Teorema 1.2.1 tenemos que si d|n y ‘B es un divisor

primo de grado d en K, entonces P se descompone en (d,n) = d divisores

primos de grado =1 en K,. Por tanto, para cada primo de grado d

(d,n)
en K obtenemos d primos de grado 1 en K,,. Reciprocamente, si P es un

primo de grado 1 en K,, B = P|g, entonces por la Proposicién A.29 se

tiene 1-n = dk (P)dg, /k (PIB), luego, dk (B)|n. Por tanto Nl Zde
din
Ahora, por la Férmula de Inversién de Mobius aplicada a f(d) = dNg y

g(n) = Nl(”), obtenemos nN,, = f(n) = ZM (g) g(d) = Z'“ (g) N
din

dln
U

Ahora, como en el capitulo anterior, denotemos por A, al ntimero de

divisores enteros de grado n. Recordemos que

q qnngrl -1
g para todon y que A, =nh ()

q—1 q—1
d(C)=n

para n > 2gx — 2, h el nimero de clases de K.

Teorema 2.3.8. Se tiene que

A, = Z H<k+N—1>

k1+2ko+---+nkn=ni=1
k;>0

donde la suma recorre las particiones de n, es decir, las n-tuplas (k1, ..., ky)
n

con k; >0, E ik; = n.
i=1

Demostracién. Damos dos pruebas una analitica y otra de caracter combi-

1
natorio. Primero recordemos que f(z) = T2 = Z:}: para |z| < 1, por

lo tanto si derivamos p — 1 veces en ambos lados obtenemos

1 (o]
T

-1
(n+p >x”, lz| < 1.
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oo
Ahora la funcién zeta es Zx(u) = Z Apu™, u = q~%.
n=0

Por otro lado,

o = I (o) ()

Pe Pr i
) )
() T ()

i
I

3
I

I
—12
-~
(]2
A/~
>~
23
+
3
| £
=
—
S~
=
3
=
3
=
)
02
o

t
ki+ N;—1
ZUEEED S D SR | (S | 12
t=0 k1+2k2;r_;6rnkn=m=1 ¢

kji+Ni—1>_<ki+Ni—1

Puesto que ( N, 1 .

> , la igualdad se tiene al igua-
lar los coeficientes.

Ahora damos una demostracién de tipo combinatorio.

Sea g(k1, ..., ky) el nimero de distintos productos de k1 primos de grado

1, ko primos de grado 2, ..., k, primos de grado n.
Se tiene que g(ki,...,k,) = Hfl(kz), donde f;(k;) es el nimero de
i=1

productos de k; primos de grado 1.
En general, si P1,..., By, son todos los primos de grado 4, un producto
de k; de ellos tiene la forma general " - - m?\gl conaj +---+an, =k;.
Estos productos se pueden hacer corresponder de manera biyectiva con

las elecciones de V; — 1 elementos de un conjunto de k; + IN; — 1 elementos, a

saber: los elementos: a1, a1+az+1,...,a1+ - -+an,+(N;—1), como se indica:
P1..-P1 U P2 ... P2 U u BN; BN,
<~ T <~ T T <~
ay a; + 1 as a1 +az +2 ap +--+an; -1+ (N; — 1) an,
ki+N; —1
y por lo tanto f;(k;) = .
i(ki) N;—1
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Asi pues,

A, = S g1y k) = > I L)

k1+2ko+--+nkn,=n k1+2ko+--+nk,=ni=1

_ 3 ﬁ(l-chN )

k1+2ko+--+nk,=ni=1

2.4. Campos de Funciones con Nimero de Clases

Pequeno

Por el capitulo anterior tenemos, que si Px(u) es el numerador de la
funcién zeta de un campo de funciones congruente, entonces
Pr(u) = ap+aru+- -+ agqu®, u = q7%, agg i = a;g? ", ag = 1y agg = ¢4
Ademsds, a; = A; — (¢ + 1)A;—1 + qA;_a.
Por otro lado,
2g

Prc(u) = H(l —win), |wi|=¢"% 1<i<2g
i=1

Finalmente,

2g g—1 g—1
h=Pg(l) = Zal Zaﬁ—ag—i- Z a; = Zai—l—Zagg_i—i-ag
= i=0 i=0

i=g+1
g—1 g—1 ’
= Z(ai + agg—;) +ag = Z (ai (1 + qg_z)) + aq
1=0 =0

2g

= H(l — wi).

i=1

Proposicion 2.4.1. Sean g = g el género y h = hx el nimero de clases
de K. Sea S(q,g,7) = (¢ —1) [q29_1 +1-— 29q(29_1)/2] —7r(29g—1)(¢9 — 1).
Entonces, si S(q,g,7) > 0, se tiene que h > r.
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Demostracion. Sea Kay_1 la extension de constantes de grado 2g — 1 de K.
Por la Hipdétesis de Riemann, aplicada a Kj, 1 con campo de constantes
Fy29-1 (K241 también es de género g), si N{ es el nimero de divisores
primos de grado 1 en K»,_1, entonces

‘N{ _ (q2g*1 + 1)‘ < ng(29*1)/2

por lo que N| > ¢?9~1 4 1 — 2gq29-1/2,
Ahora bien, si d|2g — 1, un primo de grado d en K se descompone en

(d,2g — 1) = d primos de grado =1en Ky, 1 (Teorema 1.2.1).

Por otro lado, si un primo de(c,é;’rza%o 112311 K41 se restringe a un primo
de grado d, entonces por la Proposicién A.29 se tiene que d|2g — 1.
También se tiene que, a lo més 2g — 1 lugares de grado 1 en K, se
pueden restringir al mismo lugar en K. Si Py, ..., P, son primos de grado 1
que se restringen al mismo primo P en K, s < 2g — 1, PR9-1/dx(P) ¢g un
divisor entero de grado 2g — 1 en K. Asi, con a lo mas 2g — 1 divisores de
grado 1 en Ky,_1 obtenemos un divisor entero de grado 2g — 1 en K. Como
hay N7 lugares de grado 1 en Ky,_1, existen al menos
N - G291 41— 2gq(29-1)/2
29— 1~ 2g —1

divisores enteros de grado 2g — 1 en K.

Se tiene,

¢ —1 2971 41— 2gq(29—1)/2
Aoy_1=h > i
o ( q—1 ) - 29— 1
Por lo tanto
29-1 11 -9gg(29-1/2) (g — 1
B> (%t + 9q )(g—1)
(29 —1)(¢f — 1)

Ahora tenemos que,

= R.

(¢t +1—2gq?9D/2) (¢ — 1)
(29 —1)(g9 = 1)
S(g,9,7) +7r(29 —1)(¢? = 1)
(29 —1)(¢9 = 1)
S(q,9,7)

T @-D@-1n "

h>R =
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entonces, si S(q,g,7) > 0y como (29 — 1)(¢ — 1) > 0, tenemos que
S(g,9,7)

(29 —1)(¢9 — 1)

> 0, por ello R > r, lo cual implica que h > 7.
O

Tenemos que, derivando con respecto a g,

S(a,9.1) = (= 1) [ +1 = 2997 D72] = (29 = 1)(¢* ~ 1),
y
S'(¢q,9,1) = (¢—1) [(21nq)(q29*1) — ((29 Inq)(q /%) + 2q971/2>]

—[(29 — 1)(Ing)q” +2(¢? — 1)]

= (-1 [@Mg)g* ") - 2gng)(g"?) — 20712
—[(29Inq)¢” — (Inq)¢? +2¢* - 2]

= (2Ing)¢? |(¢* (g—1) - 1/Q(fz—l)—sﬂrﬂ
—2q9—1/2(_q —1)—2¢7 +2

= @2’ [(¢* Na—1)—g(@*—¢ ) —g+ ﬂ
—2¢9tY2 4 9g9712 _ 249 4 2

= (2Ing)¢? |(¢* Na—1)—g(a* —q¢ > +1)+ ;]

—20%(¢"? — V2 1) +2
_ _ Ingq
= 2¢9 |lng(¢? (g —1) - (glng+1)(¢"? — ¢ /?+1) + 2}
2.

1
Sea Si(q,9,1) = Ing(¢? (g —1) = (glng+ 1)(¢"/> — ¢ /2 + 1) + =L,

Entonces

Si(g.9.1) = (ng)*(¢" Ng—1)—Ing(g"? —q /> +1)
= Ing |lng(¢* N(g—1)—(¢"* —¢ 2+ 1)| .

SiSa(g,9,1) = Ing(q?~")(g—1)—(¢"*—¢~"/*+1) , tenemos Sj(q,9,1) =
(Ing)*(¢*)(g—1) > 0.
Ahora podemos ver que S(q,g,1) es creciente como funcién de g para

q=4,9g>20q=3,9g>30q=2,9g2>5.
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Siqg=4,g> 2, tenemos que S3(4,2,1) = 121n4—g > 0, lo cual implica
que S7(4,2,1) > 0, y como ademas S5(q,g,1) > 0, para ¢ = 4, g > 2,
tenemos S1(q, g, 1) es creciente y positiva, para ¢ =4, g > 2.

Ahora S1(4,2,1) = ?lnll — ; > 0, lo cual implica que S’'(4,2,1) > 0,
y como ademds Si(q,g,1) > 0, para ¢ = 4, g > 2, tenemos S’(q,g,1) es
creciente y positiva, para ¢ = 4, g > 2 y por lo tanto S(q,g,1) es creciente

para q =4, g > 2.

2
Siq =3, g >3, tenemos que S2(3,3,1) = 18In3 — ( T/§/§> > 0, lo

cual implica que S7(3,3,1) > 0, y como ademds S5(q,g,1) > 0, para ¢ = 3,

g > 3, tenemos Si(q, g,1) es creciente y positiva, para ¢ = 3, g > 3.

2+V3
V3

que S'(3,3,1) > 0, y como ademas S(¢,g,1) > 0, para ¢ = 3, g > 3,

Ahora 51(3,3,1) = %7 In3—(3In3+1) > 0, lo cual implica

tenemos S’(q, g, 1) es creciente y positiva, para ¢ = 3, ¢ > 3 y por lo tanto

S(q,9,1) es creciente para ¢ = 3, g > 3.

1 2
Sig=2,g>5, tenemos que S2(2,5,1) = 16In2 — ( 4\}{) >0, lo

cual implica que S7(2,5,1) > 0, y como ademés S5(q,g,1) > 0, para ¢ = 2,
g > 5, tenemos S7(q, g, 1) es creciente y positiva, para ¢ = 2, g > 5.

33 1++2
= —In2—-(5n2+1

que S’(2,5,1) > 0, y como ademés S7(q,g,1) > 0, para ¢ = 2, g > 5,

Ahora S1(2,5,1) > 0, lo cual implica

tenemos S’(q, g, 1) es creciente y positiva, para ¢ = 2, g > 5 y por lo tanto
S(q,g,1) es creciente para ¢ =2, g > 5.

Por otro lado,

S(4,2,1) = 3(50 — 32) = 54 > 0,
S(3,3,1) = 2(179 — 54v/3) > 0,
S(2,5,1) = 2(117 — 80v/2) > 0.

En consecuencia, tendremos:
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Teorema 2.4.2. Se tiene que hg >1siq=4,9g>2;,¢q=3,9>3;q=2,

g=o.
O
Por otro lado:
Teorema 2.4.3. Si g > 1, entonces para ¢ > 5, hg > 1.
2g
Demostracion. Sea Pk (u) = H(l —wju) el numerador de la funcién zeta de
i=1
K. Entonces, por la Hipétesis de Riemann tenemos:
29 29 29
ho= Pe(l)=]J(0-w) =[]0 —w)| =[] 11 - wil
i=1 i=1 i=1
29 29
> [[(wl -0 =]l(va-1)=(a-1¥
i=1 i=1
> (Vi-1?=(56-1°>1,
por lo tanto, h > 1.
O

Asi pues, vemos que es muy limitado nuestro nimero de posibilidades
para que un campo K tenga nuimero de clases 1. Si ¢ = 0, h = 1, pero si
g > 1, s6lo es posible h = 1 cuando: g =4,9g=1,¢q=3,9=1,2; q = 2,
g=1,2,3,4.

Podemos estudiar la funcién S(q, g,r) para diversos valores de r y dar
criterios para que h > r. Aqui sélo presentamos los resultados para 2 < r <
10 enumerando las posibilidades para g y ¢. Esto de ninguna manera nos dice
que dada una posible terna (g, g,r) tal que S(gq,g,r) < 0, necesariamente
exista un campo con género g, campo de constantes IF; y que tenga ntimero

de clases h = r.

Teorema 2.4.4. Sea K un campo de funciones congruente con campo de
constantes k = I, con género g > 1 y numero de clases h, 2 < h < 10.

Entonces tenemos:
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(i) Si h =2, entonces ¢ =2,3,4 y
stq=4,9g=1,
siq=3,9g=102,
stq=2,9<5.

(ii) Si h =3, entonces ¢ <7, g <6.

(iii) St h =4, entonces ¢ < 8, g < 6.
(iv) Si h =15, entonces ¢ <9, g <T.
(v) Si h =6, entonces ¢ <11, g < 7.
(vi) Si h =17, entonces ¢ <13, g < 7.
(vii) Si h =8, entonces ¢ < 13, g < 8.
(viii) Si h =9, entonces ¢ < 16, g < 8.
(iz) Si h =10, entonces ¢ < 17, g <8.

Demostracién. Unicamente obtendremos, para un valor de h fijo, una cota
superior para g. Anteriormente (demostracién del Teorema 2.4.3) obtuvimos
que h > (/g — 1)%9, entonces h% > /q — 1, de donde h2a +1 > ,/q, luego
(h% +1)%2 > ¢. Por lo tanto g < <\/ﬁ+ 1)2.

Si h = 2, tenemos que g < (\/5 + 1)2 < 5.83, luego q < 5.

Ahora si h = 3, tenemos que q < (\/§+ 1)2 < 7.47, luego q < 7.

Si h = 4, tenemos que g < (\/ZI + 1)2 =9, luego ¢ < 9.

~— — — N

Si h = 5, tenemos que g < (\/5 +1 2 < 10.47, luego g < 10.

Si h = 6, tenemos que g < (\/6—1— 1) < 11.89, luego g < 11.

Si h =7, tenemos que g < (\ﬁ—l— 1) < 13.29, luego q < 13.

Si h = 8, tenemos que g < (\/é +1 2 < 14.65, luego q < 14.

Si h =9, tenemos que g < (\/§ + 1)2 = 16, luego g < 16.

Si h = 10, tenemos que ¢ < (\/ﬁ—i- 1)2 < 17.32, luego ¢ < 17. ]
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Observacion. El Teorema 2.4.4 puede ser mejorado fijando primero
h, después g y finalmente los posibles ¢q. Por ejemplo, si h = 10, g = 6,
necesariamente ¢ = 2 y no ¢ < 17 como esta enunciado en el teorema.

A continuacién enunciamos el teorema que nos da todos los posibles
campos K con niumero de clases 1 (con género > 1). La demostracién se

basa en un andlisis detallado de la funcién Pk (u).

Teorema 2.4.5. (LEITZEL, MADAN & QUEEN) [9, 10] Se tiene que, sal-
vo isomorfismo, existen exactamente siete campos de funciones congruentes
K /¥, con nimero de clases 1 y género g # 0. St K = Fy(X,Y) es tal

campo, entonces los siete campos estan definidos por:
(I qg=2,9g=1,Y24+Y =X3+X +1,

(I) g=2,9=2,Y>+Y = X5+ X3 41,

(III) q=2,9=2,Y?+Y = (X3 + X2+ 1)(X?+ X +1)7},

(IV) ¢=2,9=3, Y+ XV3+(X?+ X)Y?+(X3+1)Y +(X*+ X +1) =0,
(V) q=2,9=3, V' +(X3+X+1)Y + (X' + X +1) =0,

(VI) g=3,g=1,Y2=X3+2X +2,

(VII) g=4,9g=1,Y?+Y = X3+ a, a € F,\{0,1}.

O
A continuacién detallamos una de las técnicas para probar este tipo de

resultado. Sea

29 g—1
l=h=Px())=> a;i=Y ((¢"+1)a) +a
i=0 i=0
29 29

Sea s, = Zw?, donde Pg(u) = H(l — wj;u). Entonces, por el Teorema
i=1 i=1
2.3.5, tenemos que —$, = Z d(Ng — nq).
d|n
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Ahora,
29 29 29
u 9P (u) = u %9 H(l — wiu) =u" % Hu(uil —w;) = H(ufl — w;)
i=1 i=1 i=1
29
= u¥ Z aiu’ = agu” + aju T + -+ ag,,
i=0
es decir, wy, . .., wsy son las raices de u ™29 Pr(u) = Qk(v), con v =u~t. Se
29
. 2 i
tiene que Qi (v) = bo+biv+- - -+bygv™? = H(v—wi) conb; = asg—; = ¢9""a;,
i=1

bgg = apg = 1.
Por las Identidades de Newton (Teorema 2.1.4), se tiene: bag—; = a; =

(—1)29~%g; = (—1)%0;, donde o; es el i—ésimo polinomio elemental simétrico

en wiy,...,way, por lo que sy, + 8101+ -+ + 8141 +Mma,; = 0,1 <m <
2g — 1.
Asi:
s1+a; =0, a; = —si,
2
—89 — 514 s5 — s
So + s1a1 + 2a2 =0, ag = 22 1% _ 12 2,
5?—351524—253
asz = — 6 )
57— 6sTsy + 85153 + 353 — 6sy
as = 24 ,etc.
Por otro lado, como
qg+1 , d=
— 1 d
d =Y = )¢, d>1
in(f)d
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obtenemos, después de hacer todas las sustituciones:

ap = N —(q+1),

200 = S%—SQ (N1 — Zde—nd
dj2

= (M= (g + 1)+ (N1 = m1) +2(Nz — n2))
= (NP —2Ni(g+1) + (¢ +1)?)
1 2
(=g + 1)) +2(No—5 > u(5)d
245 <f>
= (N —2Ni(g+1) + (¢ +1)?)

1 2 2
(e (v (u(F) e ou(3) )
= N1—2N1(q+1) +(q+1)2+ Ny —(¢g+1)+2Ny — (—q+¢%)
NZ —2Ni(qg+ 1) + (g +1)2+ Ny + 2Ny — (1 + ¢?)
N2 —2N1(q+ 1)+ (> +2q¢+ 1) + Ny + 2Ny — (1 + ¢?)
= NZ—(2¢+1)Ny + 2Ny + 2¢.

Para g > 1, se tiene N7 < 1, pues si existiesen dos divisores primos de
grado 1, digamos Py, P2, puesto que h = 1, Z; = (z) serfa principal y por
tanto [K : k(x)] = deg(n;) = deg(P2) = 1 (Teorema A.21); por lo que g = 0,
lo cual es absurdo. Asi N7 < 1.

Ahora, si ¢ = 3, g = 2, obtenemos:

Pr(1) = h=(¢®>+1Dao+ (¢g+1)as +as
—64+ Ny + N2+ 2N.
= 10+4a; +a9 = * 1—’_2 it 2.

Porlotantoh:1<:>N12—|—N1—|—2N2:8.

Por otro lado, por la Hipétesis de Riemann, se tiene que los reciprocos



2.4. CAMPOS DE FUNCIONES CON NUMERO DE CLASES PEQUENO69

de las raices de Py (u) son: v/3et1, \/3e®2 por lo que:

Pr(u) = (1 — \/gewlu) (1 — \/§e_i91u) (1 — \/36“9211) (1 — \/ge_i(’?u)
(1 —V3e 1y — /3eru + 3u?)
(1 — v3e 20 — /3e2u + 3u?)
(1 — V3[(cos by — isenby) + (cos 6y + isendy)]u + 3u?)
(1 — V/3[(cos B — isenby) + (cos O + isenby)|u + 3u?)
= (1 — 2v/3cosBiu + 3u2) (1 — 2v/3 cos Bou + 3u2)
= 1+ (—2\/§cos 91) u+ 3u? + (—2\/§COS 92) U
+12 cos B cos Oau? — 64/3 cos Oaud + 3u? — 64/3 cos O1u® + 9u?
= 14 (—=2)V3(cosf; + cos b2)u + (6 + 12 cos 0y cos b2 )u>

+(—6)v/3(cos 01 + cos b2)u® + 9u*
Comparando coeficientes obtenemos:

a1 =Ny —(¢+1) =Ny — 4= —2v/3(cos O + cos ;)
C—(4=N)  (4-N)V3 _ (4-N)V3
= cosfy + cosfy = o (2\/3)\/3 = G
(4— N1)V3
6

= cosfy + cost =

200 = N} —(2¢+1)Ny+2Ny+2q= N2 —7N; +2Ny +6
= 24cosfycosfy + 12

N12—7N1+2N2—6
24 ’

= cos b cosly =
Como N12 + N1 4+ 2N5 = 8, obtenemos:

N12—7N1+2N2—6

cosfycosby = o
N2 — 7Ny +2Ny — 6+ Ny — Ny

24
NZ + Ny + 2Ny — 8Ny — 6

24
88Ny — 6 28N

24 24
2(1 "4Ny)  1—-14N,

2(12) 12




70 CAPITULO 2. HIPOTESIS DE RIEMANN

Sea
f(z) = (z—cosbi)(x — cosbs)

22 — x.cos Oy — x cos 0] + cos By cos by

= 22— (cos B9 + cos By )z + cos 61 cos O

o (Ny — 4)V/3 1 — 4N,
= x4+ 5 T+ 12
1222 4 2v/3(Ny — 4)z + (1 — 4]Ny)

12 ’
es decir, cosfy, cosf son las raices de f(x). Sin embargo notemos que se
tiene:

124 2V3(Ny —4) + (1 —4Ny)
B 12

0 < (1—=-cosb)(1—cosby)=f(1)

_ (12-8V3+1) + Ni(2v3 - 4) “0
12 ’

lo cual es absurdo. En consecuencia, si ¢ = 3 y g = 2, entonces necesaria-

mente h > 1.

Ejemplo 2.4.6. Consideramos el caso I del Teorema 2.4.5, es decir, el campo
K =TF9(X,Y) donde Y?2+Y = X3+ X +1. Entonces h =1, ¢=2, g = 1.
Tenemos Pg(u) =1 —2u+2u® pues ay =h—(¢+1)=1—(3) =2.

141 —1 2
, -1 —1
Las raices de Pg(u) son wy = 5 Yy wy = 5 Luego wy = T3
2 2 2 2
wyg = ——. Observamos |wi| = = = = =2
A g e ‘1—1—2' Z+12 2 Y
|LU2| = \/§

2.5. El Nimero de Clases de Campos de Funciones

Congruentes

Sea K/IF, un campo de funciones congruente. Su funcién zeta estd dada

29
P . )
por Zg(u) = i —u})(((lm— )’ donde Pg(u) = Zaiuz, agg—i = a;q?™"

=0
para 0 < i < 29,y g = gx es el género de K (Teorema 1.4.1). Entonces

Px (1) = hi es el nimero de clases de K (Corolario 1.3.9).
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Sea K, := KT n la extension de constantes de grado [", donde [ es un

primo racional (¢ = p', | = p o | # p). Entonces

ZKn H ZK éln

donde & es cualquier {"—ésima raiz primitiva de 1 en C* (Teorema 2.1.6).
2
Tenemos Pg(u) = l_g[(l — a;'u) donde ai,...,as, son las raices de
=t 29 "
Py (u). Asi que Py, (u HHI—Oé fln
Por lo tanto, si h,, es el ;lﬁIITJlG;O de clases de K,,, tenemos:

ha
h Pr(1)
l

=1

m—1
T I[a-gas) | =g

i=1 j=1

2g

[[a-eh

=1
2g ["—1

= [TI1C -

i=1 j=1
Teorema 2.5.1. Con la notacion de arriba, sea [°" una potencia exacta de

[ que divide a h,. Entonces

en = An—+7y
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para n suficientemente grande, con 0 < A< 2g y v € Z.

Demostracion. Tenemos

h "—1 2g ' m-1 '
=TI =g = [] Pr(gh)-
Jj=11i=1 Jj=1

Ahora, Px(T') € Z[T], por lo tanto Pk (T') tiene la forma
P(T)=14+a1T+ ...+ ¢9T%. Sea

Rig(T) = Pr(T+1)=14a(T+1)+...4+¢(T+1)%
= b0+blT+...+bggT2g.

Tenemos,
Pr(€h) = R (&, —1) = bo + b1(Eh — 1) + ...+ bog (€], — )%, (2.1)

Notemos que Rx(—1) = Pk (0) = ap = 1. Por lo tanto existe 0 < \ < 2g
tal que It by. Elegimos el minimo A con esta propiedad.

En el campo de niimeros ciclotémico Q(&)/Q, [ es totalmente ramificado

_ o(i") _ i\ —
y (1) = (1—=¢&n) = (1 —§ln> para todo (j,1) = 1, donde ¢ es la
funcién fi de Euler. Sea £ = (1 — &) el ideal primo de Q(&») arriba de [,
es decir, ve (1 = &) = 1. Si j =151, m < n, (j1,1) = 1, entonces
lm

1-g=1-¢' , =1-)" u

con u una unidad en Q(&n). Por lo tanto ve (1 — 5{;) =" = v (j). En-

tonces, en (2.1) tenemos
Ug <bi (fzjn - 1)1) = ve(b;) + ivg (é}Jn - 1) = vi(bi)p(l") + ivi(j)-
Sea £ una raiz ["—ésima primitiva de 1. Entonces, para 0 < i < A — 1,
ve (bi (& - 1)i) > (") +i> )= v (bA (€ - 1)A)

para n tal que p(I") > A —i.
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Para A <1 < 2g,

vg (bz‘(f—l)i) Zi>>\=v2(bA(§—1)A)-
Por lo tanto, para una raiz [ —ésima primitiva £ de 1 con ¢(I") > A,
ve (P (€)) = ve (Ri (€ = 1)) = A (2.2)

Sea ng € IN tal que ¢(I") > \. Paran — 1 > )\ tenemos
"—1 ‘
T Px(&h)
j=1

by h (mi_l> e = I Px©.
H PK( ljn—l) ¢
j=1

donde el ultimo producto corre a través de todas las raices ["—ésimas pri-
mitivas de 1.
Usando (2.2) y el hecho de que hay (™) raices " —ésimas primitivas de

1, obtenemos:

ulha) = v(hn-1) + o | [ Pr(€)
3
1
= Ul(h”*1)+7@(ln)v’g I;[PK(é)

1

= 'Ul(hn—l) + (p(ln)

("N = v (hp—1) + .
Por lo tanto
vi(hn) = AMn —no) + vi(hny) = An + (vi(hny) — 10A) = An + 7.

O]

Observemos que el Teorema 2.5.1 dice que el Invariante p de Iwasawa

para campos de funciones congruentes es 0.
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2.6. Analogo al Teorema de Brauer-Siegel

El Teorema de Brauer-Siegel es un teorema en campos numericos, es
decir, extensiones finitas de Q. Para un campo ntmerico F', sean d su dis-

criminante, R su regulador y A su nimero de clases. Entonces

1
Teorema 2.6.1. (Brauer-Siegel) Se tiene que lim n(hR)

|d|—o00 lnw/’ ’

=1

O
El propdsito de esta seccién es presentar un andlogo a este resultado. Sea
K /k un campo de funciones congruente con k = IF,. Todas las extensiones
de K consideradas en esta seccion tienen precisamente a k como su campo
de constantes.
Tenemos que n,, Ny, son el nimero de divisores primos de grado m
en los campos de funciones racionales k(z) y K, respectivamente, entonces
(Teorema 2.3.5):

m [m/2] [m/2]
A m\ a_ "7 -1
i — | = Zu(d)q <Y =g pos
dlm d=1
d<m
< 9 (Q[m/m 1) = 2¢lm/2 — 9 < 940m/2) < 9gm/2
Nm — a < 2qm/2
m
1 m 1 (]
|Nm —nm| = - ZM(E)SCI < o (Z szd>
dlm d=11li=1
1 m 2g 1 m 29
d=1 \i1=1 d=1 \1=1
_ Z /2
= — q
m d=1 \:1=1 /
29 ap 29 1pd™P =1 _ 29,
=1 32 /2
_ 479 qm/2 o ) _ 49(] 4£ < 4gq < 4gqm/2
m m m m

N — | < 4gqm/2.
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Ahora bien, el nimero de divisores enteros de grado 2¢ es

v se tiene

q29 q2g
Nag > nzy — 49q° > 2 2¢° —4g9q° = 2 (49 +2)g”.

qg+1 -1 q2g
Luego hil = Agg > Nog > E — (49 + 2)¢?, por lo tanto

g—1 (q¢*

h A= (L (49 +2)¢

~ q9+11<29 g+ )q>
¢ (g=1) 5

= L _\NH=7 — (4g + 2)2q¢°
2gqg(qgﬂ_l)(q (49 +2)29¢%)

_ qg[(q—l)(qg_<4g+2)2g)}zg;<q—l>2

29 | (g9t - 1) q
_ P
- 29( b

—1\?
donde ¢ es suficientemente grande y C' = (q) .
q

Inh
Teorema 2.6.2. Si k permanece fijo, entonces lim inf 1 > 1.
g—< glng

C

Demostracién. Se tiene h > ¢9 20’ C una constante y g suficientemente
g

grande. Por tanto Inh > glng 4+ InC — 1n2g,

Inh S glng+InC —1n2g 14 InC B In2g

glng — glng glng glng
) . InC
y el lado derecho tiende a 1 cuando g — oo, ya que lim =0y
g—oo glng
2
In2 39 1
fim —Y = 1m 2 = lim = lim = 0, de lo cual se sigue
g—=oo glng g—oolng g—oo2glng  g—oo glng
el teorema.
O

Para obtener un analogo al Teorema de Brauer-Siegel debemos probar

que lim sup < 1. Esto sigue siendo un problema abierto. Probaremos

g—oo g1 g
que el resultado si se cumple con una restriccién.
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Sea {K,}aca una coleccién de campos de funciones congruentes, todos
ellos con campo de constantes k. Para a € A, sea my = Inf{[K,, : k(z)]|x €
Ky \k} y sea go > 0, el género de K,. Dado € > 0, existe un subconjunto
finito I de A tal que V o € A\I" se cumple Ma .

«

Teorema 2.6.3. Para una coleccion de campos como la de arriba, se tiene

Inh

fm
m0glng
minimo entero tal que existe x € K\k con [K : k(x)] = m.

=1, con g el género de K, h el numero de clases de K y m el

Demostracion. Para un divisor entero 2l de K tenemos por el Teorema de

n—g+1 __ 1

Riemann-Roch [A.23] [(27!) > d(2A) — g + 1, por lo que 4, > hqil
q—

(ver Teorema 1.2.5) y por lo tanto si (x(s) es la funcién zeta de K, s € R,

s > 1, entonces

ns ns q- g+l _ 1
o) = ZAq >2Aq >Zh
< oot = '—11 b
a4 ¢t -1
n=9 n=0

donde (y(s) es la funcién zeta de k(x).
h
Ast, Gils) 2 ~Go(s), s € Ry s> 1.

1 -1
Por otro lado, (x(s) = H <1 — N(P)S> .
PeP i
Sea P un divisor primo de K de grado relativo ¢, ‘B = P|;(,). Entonces

d(P)t = d(P) y N(P) = ¢*P) = ¢"1¥) y

11—171—171>1711f
TN(P) T @ T gd®)s =\ gd®)s )

pues si a > 1,
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donde &; es una raiz t—ésima de 1 primitiva

t t

; t
1 & |§t
Slmw = ‘ =10 -2z =g =10 -
i=1 =1
SO 1y
> -2 =(1-=) .
-1 ( : ) ( )
Por tanto, si Pi,..., P, son los divisores primos de K sobre ¥ y cada
grado relativo es ¢;, entonces Zti <m = [K : k(z)], luego
i=1
4 1 . 1 \" 1 \™
- ——— | > 1- > \1- :
(- ~) (- vwy) = (0 vr)
De donde
1 a -m m
- 1 () = 11 (1) "t
pep N(P) N (¥)
K

Entonces (p(s)™ > (x(s) > qZSCO(s). Luego, (o(s)™ 1 > q}gls. Tomando
logaritmos, se tiene que (m — 1)In{y(s) > Inh — gsIn g, entonces
S Inh  (m— 1)1n§0(s).
T glng glng
Sean € > 0y s = 1 + e. Existe un subconjunto finito I' de A tal que

V a € A\I" se cumple

Mq < Ing
— €.
go  In&o(s)
Ing
Entonces my — 1 < mg < ———ga¢, luego
In&p(s)
- 1)1
(ma ) nng(S) <€
galng
Asi,
l4e> In Ay B
galng
, h
Por lo que lim sup <1

n0 ging
FEl resultado se sigue de lo anterior y el Teorema 2.6.2.
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Teorema 2.6.4. Sea K/k un campo de funciones congruente con |k| = g,
género g y numero de clases h. Se tiene (\/é — 1)2g <h< (\/Q—l— 1)29.

Demostracién. Puesto que h = Pk (1) = |Px(1)] = H 11— wil, lwi] = Va

tenemos /¢ —1 < [1 —w;| < \/g+ 1, y por lo tanto (\/6—1)29 < h<
2
(Va+1)~
O

Corolario 2.6.5. Con las hipotesis del Teorema 2.6.4 y g > 0 tenemos

2In (/g —1) _ Inh _ 2In (\/g+1)
21ngq ~ glng — Ing

Demostracién. Tenemos por el Teorema que

m(yg-1)% < Wmh < In(yg+1)%

= 29Iln(yg—1) < Inh < 29In(y/g+1)

2gIn (/g —1) o Ik 2g1n (/g + 1)

Ing ~ glng ~ Ing
21n \/a—l) < Inh < 21n \/§+1)
Ing -~ glng — Ing '
qn—g+1 -1
Ahora, paran > 2g — 2, se tiene A, = h ( 1 > (Teorema 1.2.5).
q —_—
n (ki +N;—1

Por otro lado, A,, = Z H <k + ki >, donde p(n) es el conjunto de

p(n) i=1
particiones de n (Teorema 2.3.8).

Tomando n = 2g — 1, obtenemos la igualdad:

(29-D=g+1 _q 91 20 i+ Ny — 1
K :h<q > Aggr= > H< >
q_l q_l p(2g—1) =1
2g—1 ‘ o
Sea M = max <kl+Nl 1>.
p(29-1) ki

¢ —1
Entonces M < h ( 1 ) < |p(2g —1)|M.
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Ademads, es un resultado conocido que

1/2
Ip(2g — 1) < elv29-1 T:7T<§) )

91 f—
Por lo tanto se tiene M < h <ql> < eIV29=1pr. A,

In M

In (eTmM>

IN
=
N
>
N
=
Fl
Ll IS
N———
N———
IN

= InM < Inh+ln(¢?-1)—In(¢g—1) < In (eTVzg_l)—HnM
= InM < Ihh+ln(¢?-1)-In(¢g—1) < T2¢9—1+InM
In M < Inh N In(¢g9 —1) —In(qg —1) < T2g—1 N In M
glng — glng glng . glng glng
Ahora bien,
¢’Ing
In(¢g9 —1) —In(qg—1 — 91
o 2@ =D D) @9 o1 ¢flng
g—00 glng g—o< Ing g—o0 (¢9 — 1) Ing
g
T (1)
y
L (29— 1)1/
Ty -1 T A , T
lim ————— = lim = lim —— =0,
g—oo  glng g—oo Ing g—0 /29 — 1lng
de donde se tiene que lim existe & lim existe
g—o glng g—oo glng
. Inh . InM
En este caso, lim = lim — 1.

g— glng g—ocoglng
Por lo tanto, probar el andlogo al Teorema de Brauer-Siegel equivale a

<2.

probar que lim sup
g—oo glng
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Apéndice A
Definiciones y Resultados

Referimos a [13] para las demostraciones.

Definicion A.1. Sea k cualquier campo. Un campo de funciones al-
gebraicas K sobre k es una extensién de campos K de k, finitamente
generada, con grado de transcendencia r > 1. El campo K recibe el nombre
de campo de funciones de r variables. Cuando K es un campo de fun-
ciones de una variable, sélo lo llamamos campo de funciones y escribimos

K /k para denotarlo.

Definicién A.2. Sean K/k 'y L/l dos campos de funciones. Se dice que L
es una extension de K si K C LyIlNK =k.

Definicién A.3. Sea L/l una extensién de K/k. Se dice que L/K es una

extension de constantes si L = K.

Definicién A.4. Sea K/k un campo de funciones. A la cerradura algebraica
de k en K, esto es, el campo k' = {a € K | a es algebraico sobre k} se le

llama el campo de constantes de K.

Definicion A.5. Dado un campo de funciones K, al grupo abeliano libre
generado por los elementos de Px se le llama grupo de divisores de Ky

es denotado por Dy, donde Px = {F | B es un divisor primo de K}.

81
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Definicion A.6. Sea 2 un divisor. Definimos el grado de 2, el cual seré de-

notado por dg () o d(2() en caso de no haber confusién, por

dg(A) = Y fpvp(A), donde A= [ por®.

PeP i PEP K

Definicion A.7. Sea S un conjunto de divisores primos de K y sea 2l un

divisor. Entonces se define
L' A[S) = {z € K|vp(xz) > vp(A) para todo P € S}.

Definicién A.8. Sea 2 cualquier divisor de K. Denotamos por Lg () o
L(2A) al k—espacio vectorial I'(A|P), esto es,

L(2A) = {z € K|vp(x) > vp(2A) para todo P € Px}.

Definicion A.9. Dado x € K*, se define el divisor principal de x en K

por (z)x = H BU#(@)Si no hay confusién posible, escribiremos (z) en
PeP K

lugar de (z)g.

Definicién A.10. El conjunto de los divisores principales {(z)x|z € K*}
es un subgrupo de Dpg. Este subgrupo es denotado por Px y es llamado
el subgrupo de divisores principales de K. El cociente Cx = Dy /Pg

es llamado el grupo completo de clases de divisores de K o grupo de
clases de K.

Definicion A.11. Un elemento x € K* se llama divisible por un divisor
2, lo cual serd denotado por |z, si ™A|(x)k. Si x, y € K*, ponemos © =

ymédAsixz =y 6 Ax—y.

Definicién A.12. Se define el grado de una clase C € Ck por d(C) =

d(21), donde A es cualquier divisor que pertenece a C'.
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Definicién A.13. Sea D := ker d = {2 € Dg|d() = 0} el subgrupo

de divisores de grado 0.

Definicién A.14. El grupo Ck o = Dk o/ Pk se denomina grupo de clases

de divisores de grado 0.

Definicién A.15. Si Ck es finito, al nimero hx = |Ck | se le llama el

numero de clases del campo K.

Definicion A.16. Sea C' € Ck. Se define la dimensién de la clase C
por N(C) = (A7), 2 € C cualquiera. Equivalentemente, N(C) = [(2l),
para cualquier At € C.

Definiciéon A.17. A la clase C que consiste de los divisores de las diferen-
ciales no cero de un campo de funciones se le llama la clase candnica y se
le denota por W = Wk

Proposicion A.18. Sean K cualquier campo y v una valuacion sobre K.
n

Si Zai =0, n > 2, entonces existen i # j tales que v(a;) = v(a;).

i=1
Teorema A.19. Se tiene que {v¢,vo|f(x) € k[x] es monico e irreducible}
son todas las valuaciones v sobre k(x) tales que v(a) = 0 para a € k*.
Ademds todas ellas son inequivalentes a pares y el campo residual es una
extension finita de k de grado igual al grado de f(x) y 1, respectivamente.

Finalmente, todas las valuaciones son discretas.

Teorema A.20. Para cualquier divisor 2, () = dimy, L(2() < oo. Si 2A|*B,
() +d(A) <U(B) + d(B).

Teorema A.21. Para v € K\k, d(3,) =d(nz) = N = [K : k(z)].

Proposicién A.22. Sea C € Ck una clase cualquiera. Entonces tenemos
que N(C) es igual al mdzimo nimero de divisores enteros linealmente inde-

pendientes de C. En particular este nidmero es finito.
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Teorema A.23. (TEOREMA DE RIEMANN-ROCH) Sea K/k un campo
de funciones y sea C € Ck una clase cualquiera. Sea W la clase candnica y

g el género de K. Entonces
N(C)=d(C)—g+1+N (WC™1).

FEquivalentemente, si A es cualquier divisor y w cualquier diferencial

diferente de cero, se tiene
(AT =d@) —g+1+1((w)E').
En otras palabras, se tiene
SR =1(A) +dA ) +g-1=1(w)'A) =N WC™1),
para A € C.
Corolario A.24. Sea W la clase candnica. Entonces
NW)=g, dW)=2g-2.

Ademds N(Pg) =1 y d(Pg) = 0 y para Cy € Ckp tal que Cy # Pk,
tenemos que N(Cy') =0 y d(Cp) = 0.

Corolario A.25. Si 2 es un divisor tal que d(2) > 2g—2 6 d(2) =
yA ¢ W, entonces [(A™L) = d(A) — g+ 1 y en particular (A1) > g
Equivalentemente, si C € Ck es tal que d(C) > 2g —2 ¢ d(C) = 2g
C # W, entonces N(C) =d(C)—g+1 y en particular N(C) > g — 1.

-2y

Corolario A.26. Sea P un divisor primo y sean > 2g—1 (n > 0, si g =0).
Entonces existe un elemento x € K tal que n, =B, es decir, (x)g = @,
B divisor entero primo relativo a ‘P.

Proposicién A.27. Si K/k es cualquier campo de funciones tal que

gk =0, entonces Cig o = {1} y en consecuencia, hx = 1.
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Teorema A.28. Sea K/k un campo de funciones. St K = k(x) entonces
g = 0. Reciprocamente, si gg = 0, entonces K es un campo de funciones
racionales o es una extension cuadrdtica de k(x). Mds ain, K contiene
divisores primos de grado 1 o 2. Finalmente, K = k(z) < existe al menos

un divisor primo de grado 1.

Proposicién A.29. Si d,(P) = [I(P) : l], dx(P) = [k(B) : k], entonces
dr(P)[l : k] = dr x (P/B)dx (B).

Teorema A.30. Sea L/l una extension de K/k. Sea P un lugar de K y

sean P1,Pa, ..., Py los lugares de L sobre B. Entonces

h
[L: K] = diy(Pi | Berx(Pi | B)-
i=1
Teorema A.31. Sea L/l una extension algebraica separable de K/k y su-
pongamos que L = KI, es decir, L es una extension de constantes de K.

Entonces no hay divisores primos de L ramificados o inseparables sobre K.

Teorema A.32. Sea L/K una extension arbitraria de campos de funciones.

Eziste A € Q, Ak > 0, que depende sélo de L y de K, tal que para
dr (A
todo A € Dg, dr(A) = ;{() En particular dp(A) =0 < dg(A) =0y
L/K
por lo tanto cony,jk induce un homomorfismo de grupos

CONp /K : Cko— CrLo.

l:k
Finalmente, si [L : K| < oo, entonces )\L/K = [éfg]
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Conclusiones

En este trabajo se presenté una demostracién de la Hipotesis de Riemann
en campos de funciones congruentes, la cual nos dice que si K/k es uno de

tales campos con |k| = ¢, entonces:

1

(I) Los ceros de la funcién zeta (x(s) estan en la linea Re s = 7

(IT) Los ceros de la funcién Zg (u) estan en el circulo |u| = ¢~ /2.
(III) Si wi,...,waq, son las inversas de las raices de Pk (u), entonces

‘wi‘:\/a,i:L...,Zg.

(IV) Si N; denota el nimero de divisores primos de grado 1 en K, entonces

N1 — (¢ +1)] <29./4.

Este dltimo punto nos fue de gran utilidad para muchas de las aplicacio-
nes.

Entre las consecuencias de la Hipétesis de Riemann en campos de funcio-
nes congruentes obtuvimos que si K es un campo de funciones congruente
de género 0, entonces K es un campo de funciones racionales.

Se determiné el nimero n; de divisores primos de grado i en Fy(z) y se
ilustré con un ejemplo en IFo(z). Esto nos ayudé en la estimacién del nimero
N, de divisores primos de grado m en cualquier campo de funciones K sobre
IF,. Se obtuvo una relacién del nimero N,, con el nimero A, de divisores
enteros de grado n y con el niimero Nl(d) de divisores primos de grado 1 en

la extension de constantes de grado d.
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Nos auxiliamos de la funcién S(q, g, ) para obtener que si ¢ =4, g > 2,
o bien ¢ = 3, g > 3, o bien ¢ = 2, g > 5, entonces el nimero de clases
hx es mayor que 1. Ademads, si g > 1y ¢ > 5, tenemos hg > 1, vemos
que es muy limitado nuestro niimero de posibilidades para que un campo K
tenga nimero de clases 1. En efecto, si g =0, h = 1, pero si g > 1, sélo es
posible h = 1 cuando: ¢ =4, g=1;9g=3,9g=1,2, g =2,g9g=1,2,3,4.
En el Teorema 2.4.5 se presentan todos los posibles campos con nimero de
clases 1 y género mayor que 0. En un ejemplo verificamos explicitamente la
Hipotesis de Riemann para el primer caso de los mencionados en el teorema
anterior.

Para poder probar un andlogo al Teorema de Brauer-Siegel debemos

tener que lim sup < 1, lo cual es un problema abierto. Sin embargo
g—oo glng

probamos que el resultado si se cumple con una restriccién.
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