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Núñez por toda su paciencia y dedicación para transmitirme sus invaluables conocimientos, además

de brindarme su apoyo y confianza para salir avante en esta etapa de mi vida. Agradezco a mis

amigos y compañeros (de aula y guerra) Miguel, Omar, Roćıo, Belén, Blanca, Nallely, Julio, Rafael,
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Índice general

Resumen I

1. Introducción 1

2. Formulaciones del problema 5

3. Relaciones entre coeficientes viriales ordinarios y acústicos para gases puros 11

4. Estimación de coeficientes viriales acústicos 15
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4.4. Comparación de coeficientes acústicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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4.6. Comparación de coeficientes acústicos viriales calculados a partir de datos de velocidad

del sonido u con cálculos de dinámica molecular . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

5. Estimación de coeficientes viriales ordinarios 45

5.1. Coeficientes reportados en la literatura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
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6. Propiedades termodinámicas obtenidas a partir de coeficientes viriales ordinarios 69

7. Conclusiones y perspectivas 75

Bibliograf́ıa 77





Resumen

En el presente trabajo se propone un nuevo método para obtener propiedades termodinámicas

de un fluido a partir de datos de velocidad del sonido en el espacio termodinámico definido por la

temperatura T y la densidad molar ρ. Las ecuaciones que relacionan el factor de compresión Z, la

capacidad caloŕıfica molar a volumen constante Cv,m y el cuadrado de la velocidad del sonido u2 de

un fluido, forman un sistema de ecuaciones diferenciales parciales acopladas altamente no lineales. Se

demuestra que una de las formulaciones propuestas para resolver estas ecuaciones, es inconsistente.

El sistema de ecuaciones termodinámicas se desacopla con los desarrollos viriales de Z, Cv,m y u2,

alrededor del ĺımite de gas ideal ρ = 0. Los coeficientes de Z y u2, reciben el nombre de coeficientes

viriales ordinarios y acústicos, respectivamente. Estos coeficientes están relacionados por medio de

ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo orden en la temperatura; Algunos autores han

reportado estas ecuaciones hasta cuarto orden. En este trabajo damos un método algebraico para

obtener tales ecuaciones a orden arbitrario. La simplicidad de las expresiones reportadas permite

implementar computacionalmente la solución de las ecuaciones a orden artbitrario y también permiten

estimar los coeficientes viriales acústicos a partir de coeficientes viriales ordinarios calculados con

dinámica molecular o ajustando datos experimentales pρT .

Uno de los métodos más aceptados para estimar los coeficientes viriales acústicos a partir de

los datos de velocidad del sonido consiste en ajustar a dichos datos un desarrollo virial donde la

dependencia en la temperatura se representa por medio de una serie de potencias de la temperatura.

En este trabajo demostramos que esta representación permite obtener expresiones anaĺıticas de los

coeficientes viriales ordinarios para el caso de gases nobles.

Usamos datos de velocidad del sonido reportados para el Argón para estimar los coeficientes

viriales acústicos en el intervalo de temperaturas de 110 K a 450 K. Los coeficientes viriales ordinarios

se obtienen imponiendo condiciones iniciales en la isoterma T = 110 K. Reportamos resultados

con diferentes condiciones iniciales obtenidas por otros autores a partir de cálculos de dinámica

molecular y ajustando datos experimentales a una ecuación de estado con forma predeterminada.

Las expresiones anaĺıticas permiten estudiar en forma exacta la forma en que se propagan los errores

en las condiciones iniciales y en los coeficientes acústicos.
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Caṕıtulo 1

Introducción

El conocimiento de propiedades termodinámicas precisas de fluidos, es necesario en la industria

qúımica para el análisis de procesos y diseño de instrumentación, aśı como investigación básica y

aplicada. En particular, en la industria de la refrigeración es de suma importancia conocer con gran

precisión propiedades como la densidad, la presión y las capacidades caloŕıficas, de fluidos refrige-

rantes. Desafortunadamente, las propiedades calóricas como las capacidades caloŕıficas a presión Cp y

volumen CV constante, son medidas con incertidumbres mayores a la incertidumbre de las propiedades

térmicas, por varios órdenes de magnitud. Una forma de reducir la incertidumbre de las propiedades

calóricas y térmicas es usar datos de velocidad del sonido u los cuales son medidos con una precisión

excepcional (t́ıpica de ∆u/u ∼10−5 ) y son independientes de la cantidad de substancia [1]. Esta

precisión excepcional, debida a las técnicas desarrolladas por más de 30 años [2, 3], permite obtener

capacidades caloŕıficas con incertidumbres mucho menores a las de mediciones directas.

Entre los métodos propuestos para estimar propiedades termodinámicas de fluidos puros con datos

de velocidad del sonido, está el ajustar un potencial termodinámico de forma anaĺıtica conocida a

datos experimentales [4], [5]. Un segundo método consiste en integrar numéricamente un sistema de

ecuaciones diferenciales parciales y acopladas con condiciones iniciales o a la frontera [6], [7]. Hay

varias versiones de este sistema de ecuaciones, por ejemplo tenemos las ecuaciones que dan la presión

y la capacidad caloŕıfica a volumen constante a partir de la velocidad del sonido, con la temperatura

y la densidad como variables independientes. Otro método consiste en ajustar series de potencias

a un par de variables termodinámicas, imponiendo a los coeficientes la condición de satisfacer las

ecuaciones termodinámicas que relacionan a dichas propiedades con la velocidad del sonido [8] .

La alta precisión con la que se puede medir la velocidad en gases da un camino para estimar los

primeros coeficientes del desarrollo virial

p

RTρ
= 1 + B (T ) ρ + C (T ) ρ2 + D (T ) ρ3 + . . .

donde p, T , R, ρ, son la presión, la temperatura, la constante universal de los gases y la densidad

molar, respectivamente. Mientras que B, C y D son el segundo, tercer y cuarto coeficiente virial

ordinario, respectivamente. Estos coeficientes son de gran utilidad como restricciones de ecuaciones

de estado multiparamétricas [4] y en el desarrollo de modelos de interacción intermolecular [9, 10],
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además de diversas aplicaciones como la estimación de propiedades de sistemas de gas natural, la

caracterización de gases corrosivos usados en la producción de semiconductores y la identificación de

la composición de mezclas de gases. Los coeficientes viriales B, C, D, ..., pueden calcularse a partir

de los coeficientes del desarrollo virial acústico

u2

u2
0

= 1 + β (T ) ρ + γ (T ) ρ2 + δ (T ) ρ3 + . . .

resolviendo un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas [11], donde tenemos u2
0 =

γ0RT/M , γ0 es el cociente de las capacidades caloŕıficas Cp/CV en el ĺımite de gas ideal y M es

la masa molar. Mientras que β, γ y δ son el segundo, tercer y cuarto coeficiente virial acústico,

respectivamente. Uno de los objetivos de este trabajo es demostrar que estas ecuaciones pueden

resolverse anaĺıticamente para el caso del Argón.

En el caṕıtulo 2 se exponen algunas formulaciones del problema y se demuestra la inconsis-

tencia de la formulación propuesta en la referencia [6]. En este trabajo resolvemos las ecuaciones

termodinámicas como un problema de valores iniciales en la temperatura y en la densidad.

En el caṕıtulo 3 se expone un nuevo método algebraico iterativo para obtener las ecuaciones

diferenciales ordinarias que relacionan a los coeficientes viriales ordinarios con los acústicos a orden

arbitrario. Las expresiones reportadas son apropiadas para abordar dos problemas: (i) El cálculo de

coeficientes viriales acústicos a partir de expresiones anaĺıticas de los coeficientes viriales ordinarios,

y (ii) el cálculo de coeficientes viriales ordinarios a partir de coeficientes viriales acústicos.

En el caṕıtulo 4 se describe el método empleado para estimar los coeficientes viriales acústicos β,

γ y δ, a partir de datos experimentales reportados en [12] y datos acústicos obtenidos con la ecuación

de estado de Tegeler et. al. [4]. Los valores estimados son comparados con valores reportados en

otras referencias y con coeficientes acústicos obtenidos a partir de cálculos de dinámica molecular.

Los coeficientes acústicos estimados en este trabajo sobre un conjunto de isotermas entre 110 y 450

K, son ajustados con polinomios. La bondad de los ajustes se muestra gráficamente. En el caṕıtulo

5 mostramos que estos ajustes polinomiales permiten obtener expresiones anaĺıticas exactas de los

coeficientes viriales ordinarios para el Argón.

Los cálculos de dinámica molecular proveen de datos que permiten obtener expresiones anaĺıticas

de los coeficientes viriales ordinarios, las cuales conducen a expresiones anaĺıticas de los coeficientes

viriales acústicos. En la sección 4.5 analizamos las discrepancias entre los coeficientes acústicos

obtenidos con diferentes cálculos de dinámica molecular. La conclusión de este análisis es que el cálcu-

lo de coeficientes acústicos es inestable bajo pequeñas perturbaciones en los coeficientes ordinarios.

Para nuestro conocimiento, este problema de inestabilidad no ha sido reportado en la literatura.

El caṕıtulo 5 está dedicado al cálculo de los coeficientes viriales B, C y D, del Argón. En la sección

5.1 analizamos brevemente algunos de los coeficientes viriales ordinarios reportados en la literatura.

Los resultados muestran que hay diferencias significativas entre los valores de C y su derivada dC/dT

por debajo de la temperatura de 200 K. El mismo resultado se obtiene con el cuarto coeficiente virial

ordinario D. En la sección 5.2 damos las expresiones anaĺıticas de los coeficientes viriales ordinarios
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del Argón, a partir de ajustes polinomiales de los coeficientes acústicos y condiciones iniciales dadas.

En la sección 5.3 reportamos resultados usando condiciones iniciales en T = 110 K de tres fuentes

diferentes [10], [9] y [4]. El cálculo exacto de los coeficientes ordinarios permite estudiar en la sección

5.6 la forma en que se propagan los errores en condiciones iniciales y en coeficientes acústicos. Los

resultados confirman la conclusión reportada por otros autores: los coeficientes ordinarios son más

sensibles a errores en las condiciones iniciales que a errores en los coeficientes acústicos.

En el caṕıtulo 6 se reportan algunas propiedades termodinámicas obtenidas a partir del cálculo

de los coeficientes viriales ordinarios obtenidos en este trabajo, estos resultados se comparan con las

respectivas propiedades termodinámicas que se derivan a partir de la ecuación de estado de Tegeler

et al. [4].

El caṕıtulo 7 está dedicado a las conclusiones y a trabajos furturos.

3



4



Caṕıtulo 2

Formulaciones del problema

La relación

u2 =
1

M

(
∂p

∂ρ

)

S

(2.1)

entre la velocidad del sonido u, la presión p, la densidad molar ρ y la entroṕıa S, de un fluido (donde

M es la masa molar del fluido), es la base para estimar sus propiedades termodinámicas. Dado que

la entroṕıa no se mide directamente, se acostumbra usar el factor de compresión

Z =
p

RTρ
(2.2)

y la capacidad caloŕıfica molar a volumen constante Cv,m para reemplazar la relación (2.1) por el

sistema de ecuaciones

ρ
∂Z

∂ρ
= −Z − R

Cv,m

(
Z + T

∂Z

∂T

)2

+ F , F =
Mu2

RT
, (2.3a)

ρ
∂Cv,m

∂ρ
= −R

(
T 2∂2Z

∂T 2
+ 2T

∂Z

∂T

)
, (2.3b)

que se obtiene con ayuda de la relación de Maxwell
(

∂S
∂V

)
T

=
(

∂p
∂T

)
V
, donde V , T y R, son el volumen,

la temperatura y la constante universal de los gases. Se han propuesto varios métodos para resolver

este sistema en un región rectangular

RTρ = {Tmı́n ≤ T ≤ Tmáx , ρmı́n ≤ ρ ≤ ρmáx } (2.4)

donde se conoce experimentalmente la velocidad del sonido u. Estos métodos son implementaciones

numéricas de algunas formulaciones del problema de estimar propiadades termodinámicas a partir

de datos de velocidad del sonido. Veamos algunas formulaciones. Para simplificar la notación las

derivadas parciales son indicadas por sub́ındices como sigue ZT ≡ ∂T Z ≡ ∂Z/∂T , ZTρ ≡ ∂2
Tρ

Z ≡
∂2Z/∂T∂ρ.

La primera fomulación plantea la solución del sistema (2.3) como un problema de valores iniciales

en la temperatura y la densidad.
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Formulación 1. Para mediciones de u (T, ρ) en una región RTρ hallar Z (T, ρ) y Cv,m (T, ρ) que

satisfacen el sistema (2.3) y las condiciones siguientes: (i) Condiciones iniciales en la densidad

Z = Z(0) (T ) , Cv,m = C(0)
v,m (T ) para ρ = ρmı́n , (2.5)

y las condiciones iniciales en temperatura

Z = Zmı́n (ρ) , ZT = Zmı́n
T (ρ) , para T = Tmı́n , (2.6)

donde Z(0), C
(0)
v,m (T ), Zmı́n (ρ), Zmı́n

T (ρ), deben medirse en forma experimental o estimarse en forma

teórica.

Las referencias [6,13] describen algoritmos numéricos para resolver el sistema (2.3) con las condi-

ciones iniciales (2.5) y (2.6), donde en cada paso de integración u se estima por interpoplación de

datos experimentales. Aunque hay un buen acuerdo entre las propiedades termodinámicas calculadas

y las mediciones de tales propiedades, se reportaron algunas imprecisiones numéricas en la superficie

Cv,m (T, ρ) en la forma de oscilaciones en la región con mayores temperaturas y densidades. Varias

referencias han señalado que una de las causas problables de este problema es la estimación de la

derivada ZT = Zmı́n
T (ρ), la cual no se mide directamente. Esto ha motivado la siguiente formulación.

Con el propósito de evitar la estimación de la derivada Zmı́n
T (ρ) en la referencia [6] se eliminó a

Cv,m para obtener la ecuación

(ãT )2 ZTT + 2 ã c̃ TρZTρ + (c̃ρ)2 Zρρ = G̃ (2.7a)

con Z como única incógnita, donde los coeficientes ã, c̃ y G̃ dependen de T , ρ, u, de la incógnita Z y

sus derivadas Zρ y ZT . Se propuso resolver esta ecuación en una región rectanguar RTρ donde u es

conocida imponiendo a Z condiciones de frontera Dirichlet. Esto nos lleva a la siguiente formulación.

Formulación 2. Para una velocidad del sonido u (ρ, T ) conocida en una región rectangular RTρ hallar

la función Z tal que satisface las condiciones de frontera Dirichlet

Z = Z(0) (T ) en ρmı́n, Z = Z(1) (T ) en ρmáx , (2.7b)

y

Z = Zmı́n (ρ) at Tmı́n, Z = Zmáx (ρ) at Tmáx . (2.7c)

En la misma referencia [6] se señala que la ecuación (2.7a) es parabólica pero a pesar de este

hecho, la ecuación se resolvió numéricamente imponiendo las condiciones Dirichlet (2.7b), (2.7c). Hay

dos argumentos que demuestran la inconsistencia de esta formulación. El primero lo da el carácter

parabólico de la ecuación y el segundo se obtiene del desarrollo virial de Z que trataremos en el

caṕıtulo siguiente. Veamos el primer argumento.

Para simplificar las expresiones usamos Cv = Cv,m/R y las variables independientes

x = ln T̂ , T̂ = T/Tr ,

y = ln ρ̂ , ρ̂ = ρ/ρr ,
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donde Tr, ρr, son valores de referencia, con las cuales el sistema (2.3) toma la forma

Zy = −Z − C−1
v (Z + Zx)

2 + F

Cvy = −Zxx − Zx ,

donde los sub́ındices x, y, indican derivadas parciales. Eliminando a Cv obtenemos la ecuación

a2Zxx + 2abZxy + b2Zyy + a2Zx + (2a + b) bZy = b2Fy (2.8)

con coeficientes

a = F − Z − Zy, b = Z + Zx .

Los términos con segundas derivadas definen lo que se llama la parte principal de la ecuación (2.8),

P = a2Zxx + 2abZxy + b2Zyy .

La forma canónica de (2.8) se obtiene introduciendo nuevas variables independientes

ξ = ξ (x, y) , η = η (x, y) ,

con las cuales la parte principal toma la forma

P = ā11Zξξ + 2 ā12Zξη + ā22Zηη + β1Zξ + β2Zη

con coeficientes dados por

ā11 =
(
aξx + bξy

)2
, ā22 =

(
aηx + bηy

)2
, ā12 =

(
aξx + bξy

) (
aηx + bηy

)
,

β1 = a2ξxx + 2abξxy + b2ξxx , β2 = a2ηxx + 2abηxy + b2ηxx .

Las curvas sobre las cuales ξ (x, y) y η (x, y) toman un valor constante se llaman curvas caracteŕısticas.

En el caso de ecuaciones eĺıpticas e hiperbólicas la relación ā11 = 0 es una ecuación cuadrática que

da dos conjutos diferentes de curvas caracteŕısticas ξ (x, y) = ξc, η (x, y) = ηc. En nuestro caso la

ecuación ā11 = 0 toma la forma

aξx + bξy = 0 (2.9)

la cual da sólo una familia de curvas caracteŕısticas, por lo que (2.8) se clasifica como una ecuación

parabólica. La ecuación (2.9) depende de Z a través de a y b por lo que no puede resolverse di-

rectamente. Sin embargo, dado que suponemos que Z existe, ξ también lo hace. Supongamos que

conocemos ξ (x, y), usando la transformación de coordenadas

ξ = ξ (x, y) , η = x

obtenemos ∂x = ξx∂ξ + ∂η, ∂y = ξy∂ξ, ā11 = ā12 = β2 = 0, ā22 = a2, con lo cual la ecuación (2.8)

toma su forma canónica

a2Zηη + β1Zξ + a2 [ξxZξ + Zη] + (2a + b) bξyZξ = b2ξyFξ .
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Usando (2.9) para simplificar, a2ξx + (2a + b) bξy = − (a + b) aξx, llegamos a una forma muy similar

a la bien conocida ecuación de calor

ψZξ = −a2 (Zηη + Zη) + b2ξyFξ, (2.10)

donde ψ = β1 − (a + b) aξx. Esta expresión nos lleva al resultado siguiente.

Resultado 2.1. Supongamos que ψ, a, b, ξyFξ, son funciones conocidas en una región

RTξ = {Tmı́n ≤ T ≤ Tmáx , ξmı́n ≤ ξ ≤ ξmáx } ,

donde ψ 6= 0, entonces la ecuación (2.10) tiene una única solución Z determinada por las condiciones

de frontera tipo Dirichlet

Z = Zmı́n (ξ) en x = xmı́n, Z = Zmáx (ξ) en x = xmáx , (2.11a)

donde xmı́n = ln T̂mı́n, xmáx = ln T̂máx, y la condición tipo Dirichlet

Z = Z0 (x) en ξ = ξmı́n . (2.11b)

El resultado anterior nos recuerda que uno de los propósitos de clasificar una ecuación diferencial

de segundo orden es determinar las condiciones iniciales y de frontera que garantizan la existencia

y unicidad de la solución. En nuestro caso sólo necesitamos tres condiciones de frontera, dos en los

extremos de temperatura y una en la variable ξ. En particular la función ζ dada por

ζ (x) = Z (x, ξmáx) con Tmı́n ≤ T ≤ Tmáx

está uńıvocamente determinada por los datos ψ, a, b, ξy y Fξ, en RTξ y las condiciones (2.11).

Formulemos la solución de la ecuación (2.9) de acuerdo con las ideas de la referencia [6]. Hallar Z

que satisface (2.10), las condiciones de frontera Dirichlet (2.11), y la condición Dirichlet adicional

Z = ζ (x) en ξ = ξmáx . (2.12)

Esta condición es redundante dado que está determinada por las primeras (2.11). Sin embargo, en

la práctica ζ es estimada con datos experimentales cuyos errores implican que sólo podemos obtener

la suma ζ + ε (x) donde ε (x) da la distribución del error en ζ. Usemos esta perturbación de ζ para

plantear el problema como en la referencia [6]. Hallar Z que satisface la ecuación (2.10), las condiciones

de frontera (2.11) y la condición adicional

Z = ζ (x) + ε (x) en ξ = ξmáx con ε (x) 6= 0 . (2.13)

Es claro que este problema no tiene solución, ya que Z no puede satisfacer simultáneamente (2.12) y

(2.13) con ε 6= 0, por lo que la formulación propuesta en la referencia [6] no tiene solución.

La ecuación (2.9) sugiere que Z puede calcularse con las condiciones (2.11), sin tener que usar

datos de Cv,m, pero este no es el caso. En el caṕıtulo siguiente veremos que los coeficientes viriales de
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Z en una región RTρ con ρmı́n = 0, están determinados por ecuaciones diferenciales ordinarias cuyos

coeficientes dependen del valor de Cv,m en el ĺımite de gas ideal C
(0)
v,m. Aśı, Z no puede obtenerse sólo

especificando sus valores en la frontera de la región RTξ ya que los coeficientes ψ, a, b, ξy, dependen

impĺıcitamente de C
(0)
v,m.

Los datos de velocidad del sonido u se miden en una región no rectangular de la forma

RTf = {Tmı́n ≤ T ≤ Tmáx , 0 ≤ ρ ≤ f (T )} .

Esto motivó el uso de las coordenadas

η = T , φ = ρ/f (T ) ,

para mapear la región no rectangular RTf a la siguiente región rectangular del espacio Tφ

RTφ = {Tmı́n ≤ T ≤ Tmáx , 0 ≤ φ ≤ 1 }

en la cual el sistema (2.3) toma la forma

φ∂φZ = −Z − R

Cv

[Z + T (Zη − φϕZφ)]
2 + F

φ∂φCv = −R
{

T 2 LZ + 2TZη +
[
T

(
ϕ2 − dϕ/dT

)− aϕ
]
TφZφ

}

donde la parte principal

LZ = Zηη − 2ϕφZηφ + ϕ2φ2Zφφ , ϕ = f−1 df/dT

es parabólica. Este último sistema de ecuaciones se resolvió imponiendo condiciones iniciales en T y

φ.

En este trabajo calcularemos la solución del sistema (2.3) con los aśı llamados desarrollos viriales

de Z, Cv y F , imponiendo las condiciones iniciales (2.5) y (2.6).
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Caṕıtulo 3

Relaciones entre coeficientes viriales

ordinarios y acústicos para gases puros

Consideremos que los datos de velocidad del sonido u son conocidos una región rectangular

R0
Tρ = {Tmı́n ≤ T ≤ Tmáx , 0 ≤ ρ ≤ ρmáx } (3.1)

del espacio ρT , acotada por el ĺımite de gas ideal ρmı́n = 0. En este caso el sistema de ecuaciones

termodinámicas (2.3) pueden desacoplarse con series de potencias en ρ de Z, Cv y F , los cuales

conducen a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales. Gillis y Moldover [11] reportaron

estas ecuaciones hasta orden ρ5. Debido a la no linealidad del sistema (2.5), estas ecuaciones toma una

forma poco amigable para el análisis teórico y computacional conforme el orden aumenta. El objetivo

de este caṕıtulo es dar expresiones sencillas que puedan analizarse y hacer cálculos computacionales

a cualquier orden ρk. Como veremos en el caṕıtulo 5, en el caso del Argón este sistema de ecuaciones

puede resolverse anaĺıticamente en términos de funciones elementales, lo que es particularmente útil

para estudiar la propagación de errores en las propiedades termodinámicas deseadas y para estudiar

la confiabilidad de potenciales de interacción en cálculos de dinámica molecular.

En términos de las variables adimensionales

T̂ = T/Tr , ρ̂ = ρ/ρr , Cv = Cv,m/R , (3.2)

donde Tr, ρr, son valores de referencia, y la variable independiente

x = ln T̂ , (3.3)

el sistema (2.3) toma la forma

ρ̂ Zρ̂ = −Z − Cv
−1 (Z + Zx)

2 + F (3.4a)

ρ̂ Cvρ̂ = −Zxx − Zx , (3.4b)

donde los sub́ındices ρ̂, x, indican derivadas parciales, e introducimos la función

F =
Mu2

RT
. (3.5)

11



El sistema (3.4) se desacopla por medio de los aśı llamados desarrollos viriales

Z =
∞∑

k=0

Zk (x) ρ̂k (3.6)

Cv =
∞∑

k=0

Ck (x) ρ̂k (3.7)

F =
∞∑

k=0

Fk (x) ρ̂k (3.8)

donde tenemos los valores en el ĺımite de gas ideal

Z0 = ĺımρ→0 Z = 1 (3.9)

C0 (x) = ĺımρ→0
Cv,m

R
(3.10)

y orden ρk=0 obtenemos la relación

C0 (x) =
1

F0 (x)− 1
. (3.11)

Algunas referencias consideran las series

Z = 1 + B (T ) ρ + C (T ) ρ2 + D (T ) ρ3 + . . . (3.12a)

u2

u2
0

= 1 + β (T ) ρ + γ (T ) ρ2 + δ (T ) ρ3 + . . . (3.12b)

donde

u2
0 (x) = ĺımρ→0 u2 =

γ0RT

M
(3.13a)

γ0 (x) = ĺımρ→0
Cp

CV

, (3.13b)

La relación entre los coeficientes de las series anteriores es

B =
Z1

ρr

, C =
Z2

ρ2
r

, D =
Z3

ρ3
r

,

β =
F1

γ0ρr

, γ =
F2

γ0ρ
2
r

, δ =
F3

γ0ρ
3
r

.

Para obtener relaciones generales entre los coeficientes Zk, Ck, Fk, para k arbitraria introducimos

las variables

B = Z + ρZρ − F =
∞∑

k=0

Bk ρ̂k , Bk = (1 + k) Zk − Fk , (3.14)

y

D = Z + Zx =
∞∑

k=0

Dk ρ̂k , Dk = Zk + Żk , Żk ≡ dZk/dx , (3.15)
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en térmios de las cuales el sistema (3.4) toma la forma

Zxx + Zx = −ρ̂ Cvρ̂ , Cv B = −D2 .

Reemplazando las series de Z, Cv, B y D, y agrupando términos con la misma potencia ρ̂k obtenemos

Z̈k + Żk = −k Ck

k∑
m=0

CmBk−m = −
k∑

m=0

DmDk−m con Bk = (1 + k) Zk − Fk,

donde usamos las fórmulas para el producto de series de potencias,

a =
∞∑

m=0

am ρ̂m , b =
∞∑

n=0

bn ρ̂n , ab =
∞∑

k=0

(ab)k ρ̂k con (ab)k =
k∑

m=0

ambk−m .

Separando los términos de orden ρ̂0

k∑
m=0

CmDk−m = B0Ck + BkC0 +
k−1∑
m=1

CmBk−m ,

k∑
m=0

DmDk−m = 2Dk +
k−1∑
m=1

DmDk−m ,

reordenando y usando B−1
0 = −C0, obtenemos

Ck = C0 [C0Bk + 2Dk + Qk]

donde introducimos la variable

Qk =
k−1∑
m=1

(Dm Dk−m + Cm Bk−m) para k ≥ 2 , Qk=1 ≡ 0 . (3.16)

En términos de la variable

Gk = C2
0 Fk − C0Qk , (3.17)

y el operador diferencial

Lk =
d2

dx2
+ b1k (x)

d

dx
+ b2k (x) (3.18a)

con coeficientes

b1k (x) = 1 + 2kC0, b2k (x) = kC0 [(1 + k) C0 + 2] , (3.18b)

obtenemos la ecuación diferencial

Lk Zk = k Gk para k ≥ 1 . (3.19)

A partir de una solución de esta ecuación obtenemos

Ck = C0

{
2Żk + [(1 + k) C0 + 2] Zk

}
−Gk para k ≥ 1 . (3.20)
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Las ecuaciones (3.19) y (3.20), son las expresiones deseadas para calcular los coeficientes Zk y Ck,

a partir de los coeficientes acústicos Fk, para k arbitraria. Estas expresiones son válidas para gases

puros, para los cuales, en general, C0 depende de la temperatura. Como mostramos en los caṕıtulos

siguientes, las expresiones obtenidas son apropiadas para abordar dos problemas. (i) El cálculo de

los coeficientes acústicos Fk a partir de expresiones anaĺıticas de los coeficientes ordinarios Zk. (ii) El

cálculo de los coeficientes ordinarios Zk a partir de los acústicos Fk.

En el caso del Argón C0 es constante, lo que nos permite hallar expresiones exactas de Zk las

cuales se reportan gráficamente en el caṕıtulo 5.

En el caṕıtulo anterior usamos el caracter parabólico de la ecuación (2.7a) para mostrar que

dicha ecuación no puede resolverse imponiendo a Z condiciones de frontera Dirichlet en toda la

frontera de la región de interés, si tales condiciones se estiman a partir de datos experimentales

de Z. Aparentemente, la ecuación (2.7a) puede resolverse especificando sólo los valores de Z en la

frontera de una región apropiada RTξ definida por las curvas caracteŕısticas asociadas, sin tener que

usar información de la capacidad caloŕıfica a volumen constante CV. La ecuación (3.19) muestra

que Z depende de C0 a través de cada uno de sus coeficientes viriales Zk, por lo que Z no puede

obtenerse resolviendo (2.7a) e imponiendo las condiciones de frontera Dirichlet (2.7b) y (2.7c), como

fue propuesto en la referencia [6].

En este trabajo consideramos la solución del sistema (2.3) imponiendo condiciones iniciales (2.5)

y (2.6). En el ĺımite de gas ideal las condiciones (2.5) condiciones toman la forma

Z = 1 , Cv,m = C(0)
v,m (T ) en ρmı́n = 0 , (3.21)

Las condiciones iniciales en temperatura quedan sin cambio, a saber,

Z = Zmı́n (ρ) , ZT = Zmı́n
T (ρ) , en Tmı́n , (3.22)

donde C
(0)
v,m (T ), Zmı́n (ρ) y Zmı́n

T (ρ), se deben calcular a partir de datos experimentales o estimarse

en forma teórica. Para el caso del Argón tenemos el valor constante C
(0)
v,m/R = 3/2. Los desarrollos

viriales

Zmı́n (ρ) =
∑

k=1

Zmı́n
k ρ̂k

Zmı́n
x (ρ) =

∑

k=1

Zmı́n
xk ρ̂k

dan las condiciones iniciales

Zk (Tmı́n) = Zmı́n
k , Zxk (Tmı́n) = Zmı́n

xk . (3.23)

con las cuales resolveremos las ecuaciones (3.19) hasta el orden k que permita la información disponible.
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Caṕıtulo 4

Estimación de coeficientes viriales

acústicos

Por analoǵıa con la ecuación de estado virial la velocidad del sonido u de un gas puro y diluido

puede representarse por una serie alrededor del ĺımite de gas ideal. En el espacio ρT la serie tiene la

forma

u2 = u2
0

[
1 + β (T ) ρ + γ (T ) ρ2 + δ (T ) ρ3 + ...

]

donde

u2
0 = ĺımρ→0 u2 =

γ0RT

M

es el valor en el ĺımite de gas ideal, γ0 es el cociente de las capacidades caloŕıficas en el ĺımite de

gas ideal y M es la masa molar. Los coeficientes β, γ y δ, son llamados segundo, tercero y cuarto

coeficientes viriales acústicos, respectivamente. Dado que u se mide como una función de la presión

p y la temperatura T , algunos autores consideran el desarrollo virial

u2 = u2
0

(
1 +

β′ (T )

RT
p +

γ′ (T )

RT
p2 +

δ′ (T )

RT
p3 + ...

)
.

Usaremos el apóstrofe “′”para indicar variables termodinámicas definidas en el espacio pT . Los datos

de velocidad se reportan especificando un conjunto de isotermas Ti y datos de presión pj sobre cada

isoterma con los cuales se mide la velocidad

u′ij = u′ (Ti, pj) .

El valor de la densidad ρij = ρ (Ti, pj) correspondiente a un par (Ti, pj) puede estimarse por medio de

un desarrollo virial conocido o una ecuación de estado cuya precisión es aceptable. En la sección 4.2

describimos un método para calcular ρij. En lo que sigue consideraremos que los valores de velocidad

del sonido

uij = u
(
Ti, ρj

)

son conocidos sobre una malla
{
Ti, ρj

}
.
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Para estimar los coeficientes acústicos con los datos sobre una isoterma usamos la función

f
(
T, ρ, u2

)
=

(
u2

u2
0

− 1

)
1

ρ
(4.1)

dado que su desarrollo virial

f
(
T, ρ, u2

)
= β (T ) + γ (T ) ρ + δ (T ) ρ2 + ... (4.2)

tiene una forma simple como función de ρ. Los coeficientes viariales acústicos se estiman ajustando

un polinomio

fi (ρ) = βi + γiρ + δiρ
2 + ... + a

(N)
i ρN (4.2b)

a los datos sobre una isoterma

fij =

(
u2

ij

u2
0

− 1

)
1

ρj

, (4.3)

imponiendo a los coeficientes βi, γi, δi, ..., la condición de minimizar la suma de cuadrados

χ2
i =

∑
j

[
fi

(
ρj

)− fij

]2

σ2
f,ij

, (4.4)

donde σf,ij es el error del dato fij y se calcula con la fórmula

σf,ij ≡ ∂f (uij)

∂u
∆u (4.5)

y ∆u es el error promedio de los datos de velocidad, el cual está acotado por ∆u/u ∼ 10−4 [12].

El número de coeficientes viriales acústicos necesarios para obtener un ajuste apropiado depende

en general de los intervalos de temperatura y densidad. La estimación de coeficientes acústicos por

medio de la función χ2
i recibe el nombre de regresión lineal o estimación por mı́nimos cuadrados.

La magnitud de χ2
i da una medida de la bondad del ajuste. El resultado obtenido con los datos de

la referencia [12] es que χ2
i disminuye conforme aumenta el número de términos en el desarrollo virial

acústico (4.2b). Esto sugiere que podemos estimar coeficientes viriales de orden alto, sin embargo, los

coeficientes estimados con temperaturas bajas tienen un valor muy sensible al número de coeficientes.

Por ejemplo, para la menor isoterma Ti = 110 K reportada en [12], los valores de γi y δi cambian de

orden de magnitud y signo algebraico al variar el número de términos. Esto demuestra que el valor de

χ2
i no es suficiente para determinar si el ajuste es bueno. Este resultado puede atribuirse al reducido

número de datos sobre cada isoterma reportados en la referencia [12], el cual oscila entre 11 y 12

datos, y al hecho que la regresión lineal puede puede ser sensible al error de algunos datos at́ıpicos

(llamados en inglés outliers) [14].

Para verificar la inestabilidad de la regresión lineal bajo perturbaciones en los datos se hizo el

experimento numérico siguiente. Usamos una función

f̃ (ρ) = f̃0 + f̃1ρ + f̃2ρ
2
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con coeficientes f̃l similares a los coeficientes β (Ti), γ (Ti) y δ (Ti), de la isoterma Ti = 110 K. Los

coeficientes exactos f̃l puede obtenerse por regresión lineal de tres datos exactos y diferentes f̃ (ρk),

pero datos con un error del 0.5 % dan coeficientes completamente erróneos. Los resultados muestran

que la sensibilidad de los coeficientes ajustados al error en lo datos, disminuye conforme el número de

datos aumenta. En particular, coeficientes precisos f̃l se pueden obtener con un mı́nimo de 50 datos.

En la sección 4.1 usamos la ecuación de estado de Tegeler et al. [4] para obtener 200 datos fij sobre

cada isotema Ti cuyo ajuste da valores de referencia de los coeficientes acústicos. Desafortunadamente,

el número de datos reportados en la referencia [12] oscila entre 11 y 12 para cada isoterma.

En la sección 4.2 describimos el método usado para estimar los coeficientes acústicos con los datos

reportados en la referencia [12].

La sección 4.3 describe brevemente los coeficientes acústicos reportados en la referencia [15].

En la sección 4.4 estudiamos la similitud entre diferentes coeficientes acústicos y su ajuste por

mı́nimos cuadrados se describe en la sección 4.5.

En la sección 4.6 comparamos coeficientes acústicos obtenidos mediante ajuste de datos con

coeficientes acústicos calculados a partir de dinámica molecular.

4.1. Coeficientes acústicos con datos u de Tegeler et al.

Para estimar valores de referencia de los coeficientes viriales acústicos sobre cada isoterma Ti,

usamos la ecuación de estado de Tegeler et al. [4]

α =
Am

RT
= α0 + αr (4.6)

donde Am es la enerǵıa libre de Helmholtz molar, α0 es la contribución de gas ideal y αr es la parte

residual. Esta ecuación de estado está dada en términos de las variables adimensionales

δ̃ = ρ/ρc , τ = Tc/T , (4.7)

donde ρc y Tc, son la densidad y la temperatura cŕıtica para el argón, respectivamente. Los intervalos

de temperatura y presión considerados por esta ecuación son

83 K ≤ T ≤ 700 K ,

0 MPa ≤ p ≤ 1000 MPa .

Para este intervalo de temperaturas sólo la contribución traslacional a las capacidades caloŕıficas es

relevante por lo que se tiene C0
p,m

= 2.5R, C0
v,m

= 1.5R. Aśı, la contribución de gas ideal toma la

forma

α0 = ln
(
δ̃
)

+ a0
1 + a0

2τ + 1.5 ln (τ) (4.8)

con a0
1 = 8.31666243, a0

2 = −4.94651164. La parte residual está dada por

αr(δ̃, τ) =
12∑
i=1

niδ̃
di

τ ti +
37∑

i=13

niδ̃
di

τ tie−δ̃
ci

+
41∑

i=38

niδ̃
di

τ tie−ηi(δ̃−εi)
2−β̃i(τ−γi)

2

(4.9)
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donde los parámetros fueron ajustados con datos experimentales pρT , datos de velocidad del sonido

u, entre otros datos. El segundo coeficiente acústico está dado por la expresión

β (τ) = ĺımδ̃→0

[
2αr

δ̃
− 2

γ0 − 1

γ0

ταr
δ̃τ

+
(γ0 − 1)2

γ0

τ 2αr
δ̃ττ

]
. (4.10)

La tabla 4.1 da algunos valores de β (τ). Como puede apreciarse de la expresión (4.9), el cálculo

del tercer y cuarto coeficiente acústico es bastante engorroso por lo que decidimos estimarlos por

regresión lineal como se describe a continuación.

De acuerdo con Tegeler et al. [4] la ecuación de estado α da valores de u con una precisión

∆u/u ∼ 10−4 similar a la de datos experimentales, sobre un intervalo de temperaturas entre 90 y

450 K y densidades hasta un medio de la densidad cŕıtica. Esta región incluye los datos
(
Ti, ρj

)

reportados en la referencia [12] por lo que podemos considerar a la ecuación de estado α como una

fuente apropiada de datos de velocidad u. Los valores de velocidad del sonido se obtienen con la

ecuación
Mu2

RT
= 1 + 2 δ̃ αr

δ̃
+ δ̃

2
αr

δ̃δ̃
− (1 + δ̃αr

δ̃
− δ̃ταr

δ̃τ
)2

τ 2(α0
ττ + αr

ττ )
. (4.11)

donde los sub́ındices δ̃ y τ indican derivadas respecto a estas variables. El uso de α como fuente de

datos “sintéticos”uij tiene dos ventajas: Los datos se obtienen directamente en el espacio ρT y pode-

mos calcular tantos datos como se desee sobre cada isoterma Ti escogiendo una malla suficientemente

fina de valores de ρj. Los valores máximo y mı́nimo de ρj sobre cada isoterma están acotados por

aquellos reportados en la referencia [12] .

Las tablas 4.1, 4.2 y 4.3, dan los valores de β, γ y δ, estimados por regresión lineal de 200 datos

fij sobre cada isoterma Ti.

4.2. Análisis de datos reportados por Estrada-Trusler

La figura 4.1 muestra el conjunto de puntos {Ti, pj} reportados en la referencia [12] para medir

la velocidad del sonido u′ij. En este trabajo usamos la ecuación de estado α (4.6) para calcular la

densidad correspondiente ρij = ρ (Ti, pj) como sigue. De acuerdo con Tegeler et al. [4] la relación

entre las variables p, ρ y T está dada por

Z =
p

RTρ
= 1 + δ̃αr

δ̃

(
δ̃, τ

)
. (4.12)

Esta expresión define una ecuación trascendente para δ̃ como función de T y p que debe resolverse

numéricamente. En lugar de resolver esta ecuación, decidimos calcular para cada isoterma Ti, los

valores de la presión pl sobre una malla de 30, 000 datos (Ti, ρil), con una resolución aproximada

de ∆ρ ∼10−3 mol cm−3. Las gráficas de ρil vs. pl muestran que la relación es uno a uno por lo que

podemos tomar al conjunto de valores ρil y pl como variables independientes y calcular el valor deseado

ρij (Ti, pj) con el algoritmo de interpolación de Neville [14], el cual usa los polinomios interpolantes

de Lagrange para dar una estimación de tal manera que el error de ρij disminuye conforme el grado
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del polinomio interpolante de Lagrange aumenta. El error máximo de ρij es de orden 10−4 mol cm−3.

Una vez realizado el mapeo anterior en lo siguiente omitimos el ı́ndice “i” a ρ para enfatizar que T

y ρ son variables independientes.

La figura 4.2 muestra los puntos calculados
(
Ti, ρj

)
en el espacio ρT . En esta forma obtenemos

un conjunto de valores uij = u
(
Ti, ρj

)
tal que uij = u′ij con los cuales calculamos los datos fij (4.3)

usados en el ajuste por mı́nimos cuadrados. La figura 4.3 da una perspectiva tridimensional de la

superficie f (T, ρ) a través de los datos Ti, ρj y fij.
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Figura 4.1. Distribución de datos (Ti, pj) reportador en la referencia [12] en el espacio pT .
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Figura 4.2. Distribución de datos en el espacio ρT .
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Figura 4.3. Superficie 3D de f en el espacio ρT .

Los valores de βi, γi y δi, obtenidos por regresión lineal de los datos reportados en la referencia [12]

sobre las isotermas más bajas, son muy sensibles al número de términos del ajuste. Para identificar

los posibles valores at́ıpicos (en inglés outliers) usamos el procedimiento siguiente basado en la idea

de que “los coeficientes del ajuste no deben depender cŕıticamente de un dato en particular”.

Consideremos que tenemos n datos {fij}n
j=1 sobre una isoterma Ti. Este conjunto permite obtener

n + 1 estimaciones de los coeficientes acústicos β (Ti), γ (Ti) y δ (Ti), como sigue.

(a) La omisión del k-ésimo dato fjk genera un conjunto {fij}j 6=k que usamos para estimar los

coeficientes de

f
(k)
i (ρ) = β

(k)
i + γ

(k)
i ρ + δ

(k)
i ρ2

minimizando

χ2
ik =

∑

j 6=k

[
fi

(
ρj

)− fij

]2

σ2
f,ij

.

La bondad del ajuste se mide por medio de los parámetros complementarios siguientes:
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El valor de χ2
ik.

El coeficiente de correlación

r2
ik =

∑
j 6=k[fi

(
ρij

)− f
(k)

i ]2

∑
j 6=k[fij − f

(k)

i ]2

donde

f
(k)

i =
1

n− 1

∑

j 6=k

fij

es el promedio aritmético de los datos usados en el ajuste. Omitiendo un dato a la vez obtenemos n

estimaciones de cada coeficiente acústico.

(b) Usamos el conjunto completo de datos {fij}n
j=1 para estimar los coeficientes de

fi (ρ) = β̃i + γ̃iρ + δ̃iρ
2

minimizando

χ2
i =

∑
j

[
fi

(
ρj

)− fij

]2

σ2
f,ij

y calculamos el coeficiente de correlación correspondiente

r2
i =

∑
j[fi

(
ρj

)− f i]
2

∑
j[fij − f i]

2
, f i =

1

n

∑
j

fij .

(c) Aśı obtenemos n + 1 estimaciones de β (Ti), γ (Ti) y δ (Ti), dadas por

{β(k)
i , β̃i}n

k=1 , {γ(k)
i , γ̃i}n

k=1 , {δ(k)
i , δ̃i}n

k=1 .

Los valores promedio son:

βi =
1

n + 1

[
n∑

k=1

β
(k)
i + β̃i

]
, (4.13)

γi =
1

n + 1

[
n∑

k=1

γ
(k)
i + γ̃i

]
,

δi =
1

n + 1

[
n∑

k=1

δ
(k)
i + δ̃i

]
,

dan valores representativos de cada conjunto y la varianza

σ2
i (β) =

1

n

[
n∑

k=1

(β
(k)
i − βi)

2 + (β̃i − βi)
2

]
, (4.14)

σ2
i (γ) =

1

n

[
n∑

k=1

(γ
(k)
i − γi)

2 + (γ̃i − γi)
2

]
,

σ2
i (δ) =

1

n

[
n∑

k=1

(δ
(k)
i − δi)

2 + (δ̃i − δi)
2

]
,
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da una primera estimación del error de los valores medios (4.13). Datos {fij}n
j=1 con un coeficiente

de correlación cercano a 1 dan una varianza pequeña.

El paso siguiente es determinar la consistencia del conjunto {fij}n
j=1 a partir de los valores de χ2

ik,

χ2
i , r2

ik y r2
i , y la gráfica de datos ρj vs. los datos fij y los valores fi

(
ρj

)
dados por el ajuste de todos los

datos. Un dato fik es considerado outlier cuando su omisión da un coeficiente de correlación r2
ik más

cercano a 1 que r2
i y χ2

ik es menor o igual a χ2
i . Recordemos que la correlación perfecta r = 1 sugiere

que los datos fij y los valores fi

(
ρj

)
dados por el ajuste tiene la misma distribución con respecto al

centro de masa de los datos f i por lo que podemos considerar que el ajuste captura correctamente

la variabilidad de los datos y, por tanto, es confiable. Intuitivamente, un conjunto de datos {fij}n
j=1

es consistente cuando los errores de los datos son similares y, por lo tanto, no tiene outliers. Esto

debe reflejarse en valores similares de β
(k)
i , γ

(k)
i , δ

(k)
i , β̃i, γ̃i y δ̃i. Finalmente, de los posibles conjuntos

de datos sobre una isoterma escogimos el conjunto {fij}n
j=1 con la correlación r2

i más cercana a 1

y con el mayor número de datos posibles, ya que tres datos diferentes dan un ajuste perfecto. Este

procedimiento nos llevó a eliminar uno o dos datos en las isotermas con menor temperatura.

Habiendo determinado un conjunto apropiado de datos {fij}n
j=1 sobre una isoterma Ti, el paso

siguiente es la estimación del error de los valores medios βi, γi y δi (4.14). La primera estimación son

los valores 2σi(β), 2σi(γ) y 2σi(δ). Como es sabido, si los coeficientes {β(k)
i , β̃i}n

k=1 , {γ(k)
i , γ̃i}n

k=1

y {δ(k)
i , δ̃i}n

k=1, obedecen una distribución normal con media βi, γi y δi, existe una probabilidad del

95 % de que el valor verdadero este entre βi − 2σi y βi + 2σi, y análogamente para γi y δi.

Una segunda estimación del error se obtiene al calcular los coeficientes acústicos por regresión

lineal de datos perturbados {fij±eij}n
j=1 con un error de la forma eij ∼ (−1)j σf,ij. Esto da coeficientes

βe
i , γe

i y δe
i , cuya diferencia con los coeficientes β̃i, γ̃i y δ̃i, dados por los datos sin perturbar da la

estimación deseada. Los valores máximos

∆βi = máx
{

2σi (β) ,
∣∣∣βe

i − β̃i

∣∣∣
}

(4.15)

∆γi = máx {2σi (γ) , |γe
i − γ̃i|}

∆δi = máx
{

2σi (δ) ,
∣∣∣δe

i − δ̃i

∣∣∣
}

son los errores reportados en las tablas 4.1, 4.2 y 4.3.

En la sección 4.6 comparamos los valores βi±∆βi, γi±∆γi y δi±∆δi, con coeficientes acústicos

obtenidos con cálculos de dinámica molecuar. Esta comparación sugiere que el promedio aritmético

〈∆β〉 =
1

nT

∑
i

∆βi (4.16)

〈∆γ〉 =
1

nT

∑
i

∆γi

〈∆δ〉 =
1

nT

∑
i

∆δi

es un valor más apropiado para comparar los coeficientes experimentales acústicos con datos de

dinámica molecular, donde nT = 21 es el número de isotermas reportadas en la referencia [12]. Los
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valores dados por los datos de las tablas 4.1, 4.2 y 4.3, son

〈∆β〉 = 0.08 cm3 ·mol−1

〈∆γ〉 = 76 cm6 ·mol−2

〈∆δ〉 = 2.80 104 · cm9 ·mol−3 .

En contraste con lo anterior, el ajuste de una función lineal

fi (ρ) = βi + γiρ

da una correlación r2
i menor que la obtenida con la función cuadrática fi = βi + γiρ + δiρ

2, y un

mayor número de términos no mejora o disminuye r2
i , por lo que consideramos que la precisión de

los datos fij permite obtener información significativa de β (Ti), γ (Ti) y δ (Ti). Esta conclusión es

respaldada por:

La comparación entre los diferentes valores reportados en las tablas 4.1, 4.2 y 4.3.

La comparación con coeficientes acústicos dados por dinámica molecular en la sección 4.6.

Los cálculos de coeficientes viriales ordinarios reportados en la sección 5.3 del caṕıtulo siguiente.

4.3. Coeficientes viriales acústicos β, γ y δ

En la referencia [15] se reportan valores de β′ y γ′ en el espacio pT , obtenidos a partir de un

análisis de los datos reportados en la referencia [12] con una presión en el intervalo aproximado de 0

a 2 MPa. Las relaciones entre los coeficientes viriales acústicos en los espacios pT y ρT es

β = β′

y

γ = βB + RTγ′ (4.17)

donde queda por especificar los valores de B. Dado que la diferencia entre valores de B estimados por

dinámica molecular no es significativa, usamos una expresión anaĺıtica de Wiebke [9] para calcular

los valores de γ reportados en la Tabla 4.2.
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Tabla 4.1. Valores de las 21 isotermas del segundo coeficiente virial acústico β.

T
K

βAT95

cm3·mol−1
∆β

cm3·mol−1
βML16

cm3·mol−1
∆β

cm3·mol−1
βT99

cm3·mol−1
βT99

eos

cm3·mol−1
βAOB12

cm3·mol−1
∆β

cm3·mol−1

110.00 -144.85 ±0.10 -144.85 ±0.10 -144.93 -144.91 -142.41 ±0.85

120.00 -118.34 ±0.10 -118.31 ±0.08 -118.24 -118.22 -113.51 ±0.36

130.00 -97.39 ±0.06 -97.35 ±0.07 -97.39 -97.36 -96.37 ±0.56

135.00 -88.53 ±0.06 -88.64 ±0.12 -88.60 -88.56 -87.81 ±0.45

140.00 -80.63 ±0.04 -80.66 ±0.05 -80.69 -80.63 -80.33 ±0.64

143.00 -76.12 ±0.04 -76.23 ±0.17 -76.33 -76.23 -75.12 ±0.33

146.00 -72.06 ±0.04 -72.06 ±0.08 -72.21 -72.09 -70.85 ±0.26

148.00 -69.55 ±0.04 -69.53 ±0.10 -69.61 -69.45 -69.01 ±0.31

150.00 -66.99 ±0.04 -66.91 ±0.12 -67.06 -66.91 -66.53 ±0.29

156.08 -59.63 ±0.04 -59.58 ±0.06 -59.76 -59.71 -59.38 ±0.22

163.15 -52.12 ±0.04 -52.08 ±0.04 -52.23 -52.23 -52.10 ±0.10

170.00 -45.77 ±0.04 -45.72 ±0.03 -45.73 -45.76 -45.86 ±0.12

180.00 -37.36 ±0.04 -37.31 ±0.09 -37.41 -37.45 -37.55 ±0.11

190.00 -30.25 ±0.04 -30.22 ±0.07 -30.20 -30.25 -30.46 ±0.11

205.00 -21.03 ±0.04 -20.97 ±0.12 -21.05 -21.10 -21.32 ±0.10

220.00 -13.48 ±0.04 -13.43 ±0.06 -13.44 -13.50 -13.73 ±0.10

250.00 -1.58 ±0.04 -1.50 ±0.02 -1.56 -1.62 -1.80 ±0.10

300.00 11.98 ±0.04 12.07 ±0.05 11.97 11.91 11.83 ±0.09

350.00 20.92 ±0.04 21.00 ±0.07 20.91 20.86 20.83 ±0.10

400.00 27.22 ±0.04 27.22 ±0.08 27.18 27.15 27.20 ±0.25

450.00 31.79 ±0.06 31.77 ±0.04 31.78 31.76 31.82 ±0.30

βAT95 valores reportados en la referencia [12].

βML16 valores calculados en este trabajo.

βT99 valores de regresión lineal de 200 datos u dados por (4.11) sobre cada isoterma.

βT99
eos valores obtenidos con la Ec. (4.10).

βAOB12 valores reportados en la referencia [15].
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Tabla 4.2. Valores de las 21 isotermas del tercer coeficiente virial acústico γ.

T
K

γAT95

cm6·mol−2
∆γ

cm6·mol−2
γML16

cm6·mol−2
∆γ

cm6·mol−2
γT99

cm6·mol−2
γAOB12

cm6·mol−2

110.00 -511 ±300 -626 ±200 -664 -11196

120.00 1590 ±150 1495 ±155 1464 -9739

130.00 2346 ±200 2274 ±159 2446 -2768

135.00 2614 ±150 2831 ±144 2767 -348

140.00 2744 ±80 2870 ±69 2995 924

143.00 2760 ±80 2978 ±120 3123 747

146.00 2944 ±80 2997 ±70 3203 913

148.00 3107 ±80 3133 ±70 3276 1901

150.00 3101 ±150 3074 ±83 3267 2099

156.08 3046 ±80 3020 ±60 3155 2529

163.15 3039 ±80 3012 ±32 3104 2994

170.00 3104 ±80 3060 ±21 3064 3298

180.00 3007 ±80 2972 ±64 3014 3428

190.00 3026 ±80 2988 ±50 2959 3502

205.00 2909 ±80 2856 ±74 2885 3494

220.00 2871 ±80 2818 ±26 2805 3403

250.00 2746 ±80 2667 ±42 2678 3189

300.00 2569 ±80 2492 ±46 2533 2860

350.00 2468 ±80 2404 ±59 2443 2646

400.00 2354 ±80 2374 ±16 2395 2430

450.00 2186 ±150 2334 ±34 2346 2162

γAT95 valores reportados en la referencia [12].

γML16 valores calculados en este trabajo.

γT99 valores de regresión lineal de 200 datos u dados por la expresión (4.11) sobre cada isoterma.

γAOB12 valores calculados con la Ec. (4.17) a partir de valores β y γ′ reportados en la referencia [15].
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Tabla 4.3. Valores de las 21 isotermas del cuarto coeficiente virial acústico δ.

T
K

δAT95

104·cm9·mol−3
∆δ

104·cm9·mol−3
δML16

104·cm9·mol−3
∆δ

104·cm9·mol−3
δT99

104·cm9·mol−3

110.00 -126.00 ±76.00 -126.40 ±25.00 -125.50

120.00 -57.00 ±29.00 -59.50 ±5.00 -60.68

130.00 -16.00 ±7.20 -20.10 ±8.00 -30.98

135.00 -12.60 ±5.40 -26.70 ±4.60 -25.23

140.00 -3.02 ±1.20 -15.70 ±2.00 -20.88

143.00 -4.03 ±1.60 -15.10 ±3.00 -19.30

146.00 -6.71 ±2.70 -11.62 ±1.48 -16.97

148.00 -8.78 ±3.10 -12.53 ±1.16 -16.08

150.00 -7.27 ±7.00 -9.82 ±1.60 -13.71

156.08 -3.41 ±1.20 -4.87 ±1.00 -7.11

163.15 -1.28 ±0.40 -1.87 ±0.32 -3.18

170.00 -1.16 ±0.40 -0.89 ±0.32 -0.81

180.00 1.36 ±0.50 1.67 ±0.88 1.28

190.00 1.27 ±0.40 2.03 ±0.65 2.75

205.00 3.25 ±1.00 4.30 ±0.89 4.13

220.00 3.59 ±1.10 4.80 ±0.19 5.32

250.00 4.83 ±1.40 6.64 ±0.83 6.75

300.00 6.43 ±1.90 8.15 ±0.76 7.85

350.00 6.98 ±2.10 8.47 ±0.95 8.07

400.00 8.40 ±2.50 7.78 ±0.44 7.58

450.00 16.18 ±6.10 7.59 ±0.78 7.20

δAT95 valores reportados en la referencia [12].

δML16 valores calculados en este trabajo.

δT99 valores de regresión lineal de 200 datos u dados por la expresión (4.11) sobre cada isoterma.
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4.4. Comparación de coeficientes acústicos

Para estudiar la similitud de los coeficientes reportados en las tablas 4.1, 4.2 y 4.3, usamos como

valores de referencia los coeficientes βT99, γT99 y δT99, obtenidos por regresión lineal de datos u dados

por la de la ecuación de estado α de Tegeler et al. ya que α se estimó por regresión de un conjunto

amplio de datos pρT , datos de capacidades caloŕıficas y datos de velocidad del sonido u, los cuales

incluyen datos reportados en la referencia [12]. “El exponente usado en los coeficientes acústicos

indica su origen como se indica en las tablas 4.1, 4.2 y 4.3”.

La figuras 4.4 y 4.5 muestran las gráficas de βAT95, βML16, βT99 y βAOB12, y sus respectivas

diferencias β∗− βT99. En lo siguiente el asterisco representa el origen del coeficiente acústico. Vemos

que las mayores diferencias están entre 110 K y 170 K y son mayores que los errores estimados

∆βAT95, ∆βML16 y ∆βAOB12, lo que sugiere que tales errores pueden ser un poco optimistas. Los

valores de βAOB12 tienen una separación más sistemática que los colaca por debajo de los valores

correspondientes βAT95, βML16 y βT99, para T ≥ 190 K.

La figura 4.6 muestra las gráficas de γAT95, γML16, γT99 y γAOB12, y la figura 4.7 muestra las

respectivas diferencias γ∗− γT99. La similitud entre los valores γML16 es clara γT99. Los valores γAT95

tienen una diferencia un poco mayor. Las diferencias γML16−γT99 y γML16−γT99 estan aproximada-

mente dentro del error estimado para los valores γML16 y γAT95. Las diferencias de γAOB12 son muy

grandes. Este último resultado puede atribuirse a que los coeficientes acústicos de la referencia [15] se

obtuvieron con datos (Ti, pij) con pij entre 0 MPa y 2 MPa. Para verificar los valores γAOB12 (4.17)

usamos valores de B reportados en la Tabla 4 de la referencia [15], obteniendo los mismos resultados.

La figura 4.8 y 4.9 muestran las gráficas de δAT95, δML16 y δT99, y sus respectivas diferencias

δ∗ − δT99. La referencia [15] no reporta valores de δ. La similitud entre los valores δML16 y δT99,

es clara. Los valores δAT95 tienen una diferencia un poco mayor. Las diferencias δML16 − δT99 y

δML16 − δT99 están aproximadamente dentro del error estimado de δML16 y δAT95.

Las figuras 4.5, 4.7 y 4.9 muestran que los coeficientes acústicos βML16, γML16 y δML16 son más

cercanos a βT99, γT99 y δT99, respectivamente. Esto se debe como ya hemos mencionado al hecho de

que la ecuación de estado α de Tegeler et al. utilizó los datos reportados en la referencia [12] en el

ajuste de sus parámetros y por otro lado esta misma función α la utilizamos para realizar el mapeo de

datos u del espacio pT al ρT los cuales usamos como datos de entrada en este trabajo. Cabe mencionar

que en general el buen acuerdo entre coeficientes acústicos dentro de sus respectivas incertidumbres

(salvo por γAOB12) se debe a la alta precisión de los datos reportados en la referencia [12].
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Figura 4.4. Coeficientes viriales acústicos β correspondientes a los datos de la tabla 4.1.
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Figura 4.5. Diferencias absolutas β∗ − βT99.
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Figura 4.6. Coeficientes viriales acústicos γ correspondientes a los datos de la tabla 4.2.
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Figura 4.7. Diferencias absolutas γ∗ − γT99.
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Figura 4.8. Coeficiente viriales acústicos δ correspondientes a los datos de la tabla 4.3.
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Figura 4.9. Diferencias absolutas δ∗ − δT99.
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4.5. Regresión lineal de coeficientes acústicos

En esta sección reportamos el ajuste de mı́nimos cuadrados de los datos acústicos de las tablas

4.1, 4.2 y 4.3. La figura 4.10 muestra el ajuste de la serie

β∗ (T ) =

jmáx∑
j=jmı́n

β∗j T̂ j , T̂ = T/Tr, (4.18)

donde Tr es un valor de referencia, nuevamente el asterisco representa el origen del coeficiente acústico.

Para los datos βAOB12 usamos el ajuste reportado en [15]. Vemos que las gráficas de βAT95, βT99,

βML16, son indistinguibles mientras que la gráfica de βAOB12 se desvia un poco de las tres primeras

conforme la temperatua disminuye. La bondad de cada ajuste se muestra por medio de las diferencia

entre cada valor ajustado y el dato correspondiente, β∗ajuste (Ti)− β∗dato (Ti) en la figura 4.11 donde se

observa que los coeficientes βT99 y βAOB12, tienen la mayor diferencia entre sus respectivos ajustes y

datos por debajo de la temperatura cŕıtica, en contraste con los coeficientes beta βAT95 y βML16, los

cuales se ajustan muy bien a sus respectivos datos.

La figura 4.12 muestra el ajuste de la serie

γ∗ (T ) =

jmáx∑
j=jmı́n

γ∗j T̂ j . (4.19)

Las diferencias entre γAT95, γT99 y γML16, son apreciables pero están dentro del error promedio

〈∆γ〉 ∼ 76 cm6 mol−2. La figura 4.13 muestra las diferencias entre datos y ajuste. La mayor diferencia

γ∗ajuste (Ti)− γ∗dato (Ti) está cerca de la temperatura cŕıtica T ∼ 150 K para γAT95, γT99 y γML16.

La figura 4.14 muestra el ajuste de la serie

δ∗ (T ) =

jmáx∑
j=jmı́n

T̂ j . (4.20)

Las gráficas de δAT95, δT99 y δML16, son similares pero es clara la mayor cercania entre δT99 y δML16.

Un resultado similar se obtiene para las diferencias entre datos y ajustes graficados en la figura 4.15,

la cual muestra que las diferencias de δT99 y δML16, estan dentro del error promedio 〈∆δ〉 ∼ 2,8

104cm9 mol−3.

Las figuras 4.10, 4.12 y 4.14 confirman que los coeficientes acústicos βML16, γML16 y δML16 son

más cercanos a βT99, γT99 y δT99, respectivamente. Las figuras 4.11, 4.13 y 4.15 muestran que en

general los coeficientes acústicos tienen un comportamiento poco regular por debajo de 200 K.
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Figura 4.10. Ajuste de los datos β∗ de la tabla 4.1.
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Figura 4.11. Diferencias β∗ajuste − β∗dato entre ajuste y dato a una misma temperatura.
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Figura 4.12. Ajuste de los datos γ∗ de la tabla 4.1.
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Figura 4.13. Diferencias γ∗ajuste − γ∗dato entre ajuste y dato a una misma temperatura.
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Figura 4.14. Ajustes de los datos δ∗ de la tabla 4.3.
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Figura 4.15. Diferencias δ∗ajuste − δ∗dato entre ajuste y dato a una misma temperatura.
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4.6. Comparación de coeficientes acústicos viriales calcula-

dos a partir de datos de velocidad del sonido u con

cálculos de dinámica molecular

Algunos grupos han reportado coeficientes viriales ordinarios B, C, D, ..., G, por medio series de

potencias

Zk =

jmáx∑
j=1

Zkj T̂ zj , T̂ = T/Tzr, (4.21)

con coeficientes Zkj ajustados por mı́nimos cuadrados de datos calculados por dinámica molecular,

donde zj son los exponentes y Tzr es un valor de referencia. De acuerdo a las ecuaciones (3.16)−(3.19)

los coeficientes viriales acústicos están dados por

Fk =
1

C2
0

[
k−1LkZk + C0Qk

]
(4.22)

con el operador

Lk =
d2

dx2
+ b1k

d

dx
+ b2k .

La simplicidad de esta expresión puede ocultar una inestabilidad de Fk bajo pequeñas perturbaciones

en los coeficientes Zkj. Para plantear este problema consideremos la expresión

Zk =

jmáx∑
j=1

Zkj ezjx

y la descomposición de los coeficientes

Zkj = Z0
kj + Ze

kj

donde Z0
kj es el valor exacto y Ze

kj el error. Esto da la expresión

Zk = Z0
k + Ze

k

con

Z0
k =

jmáx∑
j=1

Z0
kj ezjx, Ze

k =

jmáx∑
j=1

Ze
kj ezjx .

y

LkZk = LkZ
0
k + LkZ

e
k.

En términos del polinomio caracteŕıstico

qk (λ) = λ2 + b1kλ + b2k (4.23)

36



asociado al operador Lk obtenemos

LkZ
e
k =

jmáx∑
j=1

Ze
kj qk (zj) ezjx .

Esta expresión muestra que la contribución del término Ze
kj qk (zj) ezjx está determinada por la

magnitud y signo algebraico de qk (zj), los cuales dependen del intervalo de valores de los exponentes

zj. En lo siguiente utilizamos los exponentes M99, J11 y W11, para indicar que los coeficientes

ordinarios se reportan en las referencias [16], [10] y [9], respectivamente. En el caso de coeficientes

acústicos los exponentes J11 y W11 indican que se derivan a partir de los coeficientes ordinarios

reportados en las referencias [10] y [9], respectivamente.

En las referencias [16], [10] y [9], se reportan las expresiones

BM99
k =

11∑
j=0

Bk,j

(
T0

T
− 1

)j

T0 = 273,15 K , (4.24)

BJ11
k =

3∑
j=−9

ck,j T ∗ j + ck,0,5

√
T ∗ +

ck,−0,5√
T ∗ , T ∗ =

T

1000 K
, (4.25)

BW11
k =

3∑
j=−10

Bk,j

(
T

T0

)j

, T0 = 273,15 K. (4.26)

donde los exponentes zj toman los valores

zj = −11, − 9, ..., − 2, − 1, − 1

2
, 0,

1

2
, 1, 2, 3 .

La Figura 4.16a muestra las gráficas de qk=1, qk=2, qk=3. La figura 4.16b muestra que qk=1 es menor

que 1 sólo para zj = −1,−1/2, fuera de este pequeño intervalo de exponentes tenemos

qk (λ) > 1 , (4.27)

y cada qk (λ) crece conforme λ → −11. Por ejemplo, tenemos qk=1 (−10) ∼ 80. Esto implica que la

contribución del error Ze
kj qk (zj) ezjx puede incrementarse significativamente. Este resultado ilustra

el hecho señalado en varias referencias que la diferenciación es una operación que puede ser inestable

bajo perturbaciones de los datos. En el caso de exponentes negativos como zj = −10 el incremento

del error Ze
kj qk (zj) se compensa con T̂ zj para valores crecientes de la temperatura T ya que tenemos

ĺımT→∞ Ze
kj qk (zj) T̂ zj = 0, (4.28)

por lo que podemos esperar que el problema de inestabilidad se manifieste principalmente a bajas

temperaturas, como lo muestran los resultados reportados abajo.
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Figura 4.16a. Polinomios caracteŕısticos qk(λ).
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Figura 4.16b. Ampliación de polinomios caracteŕısticos en la figura 4.16a.
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Consideremos los coeficientes acústicos βJ11 y βW11 calculados con los coeficientes ordinarios de

Jager BJ11
k (4.25) y Wiebke BW11

k (4.26), respectivamente. La figura 4.17 muestra una excelente

proximidad entre las gráficas de βW11, βJ11 y βML16. La figura 4.18 muestra que la diferencia βJ11 −
βML16 está dentro del error promedio 〈∆β〉 = 0,08 cm3 mol−1. En contraste, βW11 tiene una separación

casi constante con
∣∣βW11 − βML16

∣∣ ≥ 0,40 cm3 mol−1 muy por arriba del error promedio 〈∆β〉, lo

que puede atribuirse al error en βW11 y a la inestabilidad descrita arriba. En efecto, la figura 4.18b

muestra que la diferencia
∣∣BW11 −BJ11

∣∣ crece de 0.05 a 0.37 conforme T aumenta pero la figura

4.17 muestra que la diferencia
∣∣L1B

J11 − L1B
W11

∣∣ (proporcional a
∣∣βJ11 − βW11

∣∣) tiene un valor casi

creciente y por arriba de 0.4. En este caso la disminución de T̂ zj para zj ≤ −2 conforme T crece, no

ayuda en el cálculo de βW11.

Las diferencias en los coeficientes γW11, γJ11 y γML16, es más evidente en la Figura 4.19. La

diferencias γJ11− γML16 y γW11− γML16, reportadas en la figura 4.20 son mayores entre 110 K y 150

K, lo que puede atribuirse en parte al problema de inestabilidad descrito arriba. A partir de 150 K

las diferencias están aproximadamente dentro del error promedio 〈∆γ〉 = 76 cm6 mol−2 y tienden a

disminuir conforme la temperatura aumenta, lo que puede atribuirse al decremento de T̂ zj conforme

T aumenta para zj ≤ −2.

Los coeficientes δW11, δJ11 y δML16, también exhibe una buena cercańıa en la Figura 4.21. La figura

4.22 muestra las diferencias δJ11− δML16 y δW11− δML16. Vemos que la mayor diferencia δJ11− δML16

está por debajo de 150 K, a partir de esta temparatura las diferencias coinciden y son casi constantes

dentro del error promedio 〈∆δ〉 = 2.85 104cm9 mol−3 de los datos δML16.

La expresión (4.22) muestra que es posible obtener información acústica a partir de coeficientes

viriales ordinarios obtenidos a partir de cálculos de dinámica molecular, sin embargo los resultados

presentados en este trabajo sugieren que esta información acústica no es tan confiable para la región

por debajo de 200 K. Pero afirmamos que el cálculo de coeficientes acústicos a partir de coeficientes

ordinarios obtenidos de dinámica molecular es una forma alternativa de comprobar la consistencia

de cálculos de dinámica molecular.
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Figura 4.17. Coeficientes acústicos β generados por dinámica molecular y datos βML16
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Figura 4.18. Diferencias β∗ − βML16 entre cálculos de dinámica molecular y βML16.
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Figura 4.18b. Diferencia BW11 −BML16 entre coeficientes ordinarios de Wiebke BW11 y Jager BJ11.
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Figura 4.19. Coeficientes acústicos γ dados por dinámica molecular y datos γML16.
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Figura 4.20. Diferencias γ∗ − γML16 entre coeficientes de la figura 4.19.
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Figura 4.21. Coeficientes acústicos δ dados por dinámica molecular y datos δML16.
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Caṕıtulo 5

Estimación de coeficientes viriales

ordinarios

En este caṕıtulo consideramos el cálculo anaĺıtico de los coeficientes viriales ordinarios B, C y

D para el argón. En la sección 5.1 damos un resumen de coeficientes reportados en la literatura.

En la sección 5.2 damos las expresiones anaĺıticas de los coeficientes ordinarios obtenidas a partir

de los coeficientes viriales acústicos reportados en el caṕıtulo 4. Estas expresiones permiten separar

las contribuciones de las condiciones iniciales y de los coeficientes viriales acústicos. La seccion 5.3

está dedicada a reportar los coeficientes ordinarios calculados con diferentes condiciones iniciales y

coeficientes acústicos entre 110 K y 450 K. Los resultados muestran que en la región de bajas tem-

paraturas el resultado depende cŕıticamente de las condiciones iniciales y por arriba de la temperatura

cŕıtica los resultados dependen principalmente de la información acústica. Estos resultados son con-

firmados en la sección 5.4 donde estudiamos la forma en que se propagan los errores en condiciones

iniciales y coeficientes acústicos.

5.1. Coeficientes reportados en la literatura

En esta sección reportamos cálculos de los coeficientes viriales ordinarios B, C, D, publicados

en la literatura. Pocas referencias han publicado informacion de las derivadas de los coeficientes

ordinarios. Reportamos las derivadas adimensionales

T
dVk

dT
=

dVk

dx
(x = ln T/Tr) (5.1)

T 2d2Vk

dT 2
=

d2Vk

dx2
− dVk

dx

ya que permiten apreciar diferencias entre diferentes cálculos y definen tanto las condiciones iniciales

como el término de forzamiento Qk (3.16) en el cálculo de C y D.

La figura 5.1 muestra gráficas de B obtenidas con cálculos de dinámica molecular [9, 10,16,17] y

datos experimentales [4, 12]. Las figuras 5.2 y 5.3, muestran las derivadas de expresiones anaĺıticas
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de B (4.24), (4.25) y (4.26), reportadas en el caṕıtulo 4. Las derivadas muestran claramente cómo el

cálculo de Mass [16] se aleja de los otros cálculos. Hay una buena concordancia entre los valores de

Wiebke [9], Jager [10] y Tegeler et al. [4]. Sin embargo, debemos ser cautos con estos resultados dado

que la figura 4.18 muestra que la diferencia entre los coeficientes de Wiebke BW11 y Jager BJ11 se

amplifica en los coeficientes acústicos correspondientes βW11 y βJ11, por la acción del operador Lk=1.

El tercer coeficiente virial C ha sido reportado en numerosas referencias por dar un camino para

estudiar los potenciales de interacción por comparación con datos experimentales pρT . La figura 5.4

muestra las diferencias entre cálculos teóricos y experimentales. Estas diferencias son más evidentes

en las figuras 5.5 y 5.6, donde damos las gráficas de las derivadas (5.1) obtenidas de las expresiones

anaĺıticas reportadas en las referencias [4], [9], [10], [16] y [17].

Hay pocas referencias que reportan valores del cuarto coeficiente virial D del Argón por su mayor

sensibilidad a potenciales de interacción y a la precisión de datos experimentales. Las figuras 5.7 y

5.8 muestran una mayor proximidad entre los cálculos teóricos de Jager [10] y Wiebke [9], mientras

que la ecuación de estado de Tegeler et al. (4.6) da valores cercanos a los teóricos a partir de los 300

K. Debemos decir que en la referencia [4] no se menciona la posibilidad de usar la ecuación de estado

α (4.6) para obtener valores de los coeficientes ordinarios D y acústico δ.

La magnitud de las diferencias en los coeficientes C, D, y sus derivadas por debajo de la tempe-

ratura cŕıtica Tc, muestra que no tenemos valores confiables de las condiciones iniciales (3.23) de C y

D en T = 110 K, por lo que reportaremos el cálculo de coeficientes viriales ordinarios con condiciones

iniciales de las referencias [4], [9] y [10], en las secciones siguientes.
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Figura 5.1. Segundo coeficiente virial B.
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Figura 5.2. Primera derivada adimensional de B.

47



100 150 200 250 300 350 400 450 500
−800

−750

−700

−650

−600

−550

−500

−450

−400

−350

−300

−250

−200

−150

−100

−50

T/K

T
2  d

2 B
/d

T
2  / 

cm
6  m

ol
−

2

 

 

1999 Tegeler (beto)
1999 Mas (LS)
2005 Monago
2011 Wiebke (LS)
2011 Jager (LS)

Figura 5.3. Segunda derivada adimensional de B.
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Figura 5.4. Tercer coeficiente virial C.
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Figura 5.5. Primera derivada adimensional de C.
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Figura 5.6. Segunda derivada adimensional de C.
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Figura 5.7. Cuarto coeficiente virial D.
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Figura 5.8. Primera derivada adimencional de D.
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5.2. Cálculo anaĺıtico de coeficientes viriales ordinarios

En el caṕıtulo 2, usamos las variables T̂ = T/Tr, x = ln T̂ y ρ̂ = ρ/ρr, donde Tr y ρr son valores

de referencia, para obtener las relaciones entre los coeficientes de los desarrollos viriales (3.6)−(3.7)

de Z, Cv y F . En el caso del argón tenemos

C0 = 3/2, F0 = γ0 = ĺımρ→0
Cp

Cv

= 5/3 .

Para obtener los coeficientes Zk y Ck calculamos las variables intermedias

Bk = (1 + k) Zk − Fk , Dk = Zk + Żk

(
Żk ≡ dZk/dx

)
,

Qk =
k−1∑
m=1

(Dm Dk−m + Cvm Bk−m) para k ≥ 2 , Qk=1 ≡ 0 , (5.2)

Gk = C2
0 Fk − C0Qk , (5.3)

con las cuales obtenemos el lado derecho de la ecuación

LkZk = Z̈k + b1kŻk + b2kZk = k Gk (5.4)

donde definimos Z̈k ≡ d2Zk/dx2 y los coeficientes b1k = 1 + 2kC0, b2k = kC0 [(1 + k) C0 + 2] son

constantes para el argón. Usamos las condiciones iniciales

Zk (Tmı́n) = Zmı́n
k , Żk (Tmı́n) = Żmı́n

k . (5.5)

para obtener una única solución Zk en el intervalo xmı́n ≤ x ≤ xmáx con cotas

xmı́n = ln Tmı́n/Tr , xmáx = ln Tmáx/Tr ,

determinadas por el intervalo de temperaturas [Tmı́n, Tmáx] sobre el cual se especifican los coeficientes

acústicos Fk. Habiendo calculado Zk obtenemos los coeficientes

Ck = C0

{
2Żk + [(1 + k) C0 + 2] Zk

}
−Gk .

La ecuación (5.4) tiene la solución

Zk = Zhk + Zpk (5.6)

donde Zhk es solución general de la ecuación homogénea

Z̈hk + b1k Żhk + b2k Zhk = 0

y Zpk es una solución particular de la ecuación

Z̈pk + b1k Żpk + b2k Zpk = kGk . (5.7)

Tenemos

Zhk = c1k exp
(
r+
k x

)
+ c2k exp

(
r−k x

)
(5.8)
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donde

r±k = −b1k

2
± i

√−∆k

2
con ∆k = 1− 4kC0 (1 + C0) , i2 = −1 ,

son las ráıces del polinomio caracteŕıstico qk (r) = r2 + b1kr + b2k, para el argón tenemos ∆k < 0.

Para obtener una solución particular Zpk usamos los coeficientes acústicos obtenidos por regresión

lineal de datos experimentales

Fk =

jF
k∑

j=1

Fkj T̂ fkj , T̂ fkj = exp (fkj x) .

El producto de series en Qk (5.2) da una nueva serie que nos lleva a una Gkj (5.3) de la forma

Gk =

jG
k∑

j=1

Gkj T̂ gkj , T̂ gkj = exp (gkj x) , for k ≥ 1 .

Sustituyendo la expresión

Zpk =

jGk∑
j=1

Zpkj T̂ gkj . (5.9)

en la ecuación inhomogénea (5.7) obtenemos los coeficientes

Zpkj =
k Gkj

qk (gkj)
. (5.10)

Usando las condiciones iniciales obtenemos las constantes de integración

(
c1k

c2k

)
=

(
exp

(
r+
k x

)
exp

(
r−k x

)

r+
k exp

(
r+
k x

)
r−k exp

(
r−k x

)
)−1 (

Zmı́n
k − Zpk (xmı́n)

Żmı́n
k − Żpk (xmı́n)

)
.

Los cálculos fueron programados en FORTRAN con aritmética compleja para k arbitraria.

La ecuación (5.4) para cada Zk es la ecuación de un oscilador armónico amortiguado y forzado con

término de forzamiento kGkj. El periodo Tkp = Tr exp
(
4π/

√−∆k

)
de la parte armónica es grande

para el intervalo de temperaturas experimentales. Por ejemplo tenemos Tkp = 2,0× 106 K con k = 1,

Tr = 280 K. El factor exponencial toma los valores

e−b1k/2 = T̂−1, T̂−3/2, T̂−2,

para k = 1, 2, 3, respectivamente. Esto implica que el término Zhk y, en consecuencia, las condiciones

iniciales, son importantes sólo a bajas temperaturas. El valor de Zk estará dominado por el término de

forzamiento kGkj conforme T aumenta. Esto es ilustrado en la figura 5.9 con las gráficas de Zhk, Zpk

y Zk para k = 1. Vemos que Zhk tiene un valor pequeño en relación a Zpk pero es lo suficientemente

grande como para trasladar en forma apreciable la gráfica de Zpk. Para k ≥ 2 esperamos un resultado

similar pero ahora con la contribución de Qk a kGk.
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Figura 5.9. Descomposición B = Bh + Bp, donde Bh es solución de la ecuación homogénea y Bp es

la solución particular asociada a β.
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5.3. Coeficientes viriales ordinarios calculados

Dado que el intervalo de valores de las condiciones iniciales para C y D en T = 110 K, es amplio,

reportaremos cálculos con condiciones iniciales de tres referencias. Comenzamos con las condiciones

iniciales dadas por los cálculos de Jager [10]. Las figuras 5.10a, 5.11a y 5.12a, muestran las gráficas

de B, C y D, calculados con los coeficientes acústicos obtenidos por mı́nimos cuadrados de los datos

de las Tablas 4.1, 4.2 y 4.3. Dado que usamos las mismas condiciones iniciales, las diferencias serán

apreciables con valores crecientes de T . Las gráficas de B son indistinguibles, las gráficas de C también

son similares pero muestran una separación conforme T aumenta. Las diferencias en D son mayores.

Las figuras 5.10b, 5.11b y 5.12b, muestran las diferencias V ∗
k − V J11

k con respecto a los valores de

Jager V J11
k . Vemos que βAOB12 da la mayor diferencia BAOB12 − BJ11, mientras que BAT95, BT99 y

BML16, tienen diferencias dentro del error promedio 〈∆β〉 = 0.08 cm3 mol−1 de βML16, siendo BAT95

la más cercana a BJ11. Las diferencias en C son menores al error promedio 〈∆γ〉 = 76 cm6 mol−2

de γML16, siendo CML16 el coeficiente con la mayor separación de CJ11. Las diferencias en D son

similares y dentro del error promedio 〈∆δ〉 = 2.85 cm9 mol−3 de δML16.

Las figuras 5.13a, 5.14a y 5.15a, muestran las gráficas de B, C y D, obtenidas con condiciones

iniciales de Wiebke [9]. Las figuras 5.13b, 5.14b y 5.15b, muestran las diferencias V ∗
k − V W11

k con

respecto a los valores de Wiebke V W11
k . Los resultados son similares a los obtenidos arriba. Las gráficas

de D son similares aunque vemos una mayor cercania entre los valores obtenidos v́ıa coeficientes

acústicos y los valores de Wiebke (ver figura 4.22).

Las figuras 5.16a, 5.17a y 5.18a, muestran las gráficas de B, C y D, obtenidas con condiciones

iniciales de la ecuación de estado de Tegeler et al. (4.6). Las figuras 5.16b, 5.17b y 5.18b, muestran las

diferencias V ∗
k − V T99

eos k con respecto a los valores de Tegeler et al. V T99
eos k. Los resultados son similares

a los obtenidos arriba. Las gráficas de D son similares aunque vemos una mayor cercania entre los

valores obtenidos v́ıa coeficientes acústicos y los valores de Tegeler et al. (ver figura 4.9).

Las gráficas de D en las figuras 5.12a, 5.15a y 5.18a, muestran que los mismos coeficientes acústicos

experimentales en las Tablas 4.1 a 4.3, pueden reproducir diferentes coeficientes ordinarios con las

condiciones iniciales apropiadas. En la figura 5.12a las gráficas tienen un máximo y un mı́nimo

mientras que en la Fig. 5.18a las gráficas no tienen puntos cŕıticos.
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Figura 5.10a. Coeficiente B obtenido con condiciones iniciales de Jager en Tmı́n = 110 K y los

coeficientes acústicos βAT95, βT99, βAOB12 y βML16, obtenidos por ajuste de los datos de la Tabla 4.1.
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Figura 5.10b. Diferencias entre los coeficientes B de la figura 5.10a con BJ11.
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Figura 5.11a. Coeficiente C obtenido con condiciones iniciales de Jager en Tmı́n = 110 K y los

coeficientes acústicos γAT95, γT99 y γML16, obtenidos por ajuste de los datos de la Tabla 4.2.
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Figura 5.11b. Diferencias entre los coeficientes C de la figura 5.11a con CJ11.
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Figura 5.12a. Coeficiente D obtenido con condiciones iniciales de Jager en Tmı́n = 110 K y los

coeficientes acústicos δAT95, δT99 y δML16, obtenidos por ajuste de los datos de la Tabla 4.3.
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Figura 5.12b. Diferencias entre los coeficientes D de la figura 5.12a con DJ11.
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Figura 5.13a. Coeficiente B obtenido con condiciones iniciales de Wiebke en Tmı́n = 110 K y los

coeficientes acústicos βAT95, βT99, βAOB12 y βML16, obtenidos por ajuste de los datos de la Tabla 4.1.
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Figura 5.13b. Diferencias entre los coeficientes B de la figura 5.13a con BW11.
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Figura 5.14a. Coeficiente C obtenido con condiciones iniciales de Wiebke en Tmı́n = 110 K y los

coeficientes acústicos γAT95, γT99 y γML16, obtenidos por ajuste de los datos de la Tabla 4.2.
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Figura 5.14b. Diferencias entre los coeficientes C de la figura 5.11a con CW11.
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Figura 5.15a. Coeficiente D obtenido con condiciones iniciales de Wiebke en Tmı́n = 110 K y los

coeficientes acústicos δAT95, δT99 y δML16, obtenidos por ajuste de los datos de la Tabla 4.3.
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Figura 5.15b. Diferencias entre los coeficientes D de la figura 5.12a con DW11.
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Figura 5.16a. Coeficiente B obtenido con condiciones iniciales de la EOS de Tegeler en Tmı́n = 110

K y los coeficientes acústicos βAT95, βT99, βAOB12 y βML16, obtenidos por ajuste de los datos de la

Tabla 4.1.
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Figura 5.16b. Diferencias entre los coeficientes B de la figura 5.16a con BT99
eos .
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Figura 5.17a. Coeficiente C obtenido con condiciones iniciales de Tegeler en Tmı́n = 110 K y los

coeficientes acústicos γAT95, γT99 y γML16, obtenidos por ajuste de los datos de la Tabla 4.2.
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Figura 5.17b. Diferencias entre los coeficientes C de la figura 5.17a con CT99
eos .
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Figura 5.18a. Coeficiente D obtenido con condiciones iniciales de Tegeler en Tmı́n = 110 K y los

coeficientes acústicos δAT95, δT99 y δML16, obtenidos por ajuste de los datos de la Tabla 4.3.
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Figura 5.18b. Diferencias entre los coeficientes D de la figura 5.12a con DT99
eos .

63



5.4. Propagación de errores

Los resultados reportados de la sección 5.1 muestran que hay un amplio intervalo de valores de

C y D por debajo de la temperatura cŕıtica Tc, lo que nos motivo a reportar cálculo de coeficientes

ordinarios con condiciones iniciales de tres fuentes diferentes en la sección anterior. Esto plantea el

importante problema de cononcer la forma en que se propagan los errores en las condiciones iniciales

y los coeficientes acústicos. No existe una forma simple para estimar los errores debido a la no

linealidad de las ecuaciones termodinámicas para Z y Cv,n. Las ecuaciones (3.19) y (3.20) muestran

que los errores de los coeficientes Z1, Z3, ..., ZN−1, aparecen en el término de forzamiento Qk (5.2)

del coeficiente ZN donde tales errores se mezclan en forma no lineal.

Una forma de estimar la incertidumbres en los coeficientes ordinarios consiste en perturbar aleato-

riamente los datos de entrada (condiciones iniciales y coeficientes acústicos), calcular un promedio de

los coeficientes ordinarios correspondientes y la diferencia con los cálculos sin perturbar [15]. En este

trabajo usamos las expresiones anaĺıticas de Zk y Ck para calcular en forma exacta la propagación

de errores. Las condiciones iniciales perturbadas son

Zε1
k = (1 + 10−2ε1)Zk (Tmı́n) , Żε2

k = (1 + 10−2ε2) Żk (Tmı́n) , (5.11)

donde ε1 y ε1 son los errores porcentuales de Zε1
k y Żε2

k , con respecto a los valores de referencia

Zk (Tmı́n) y Żk (Tmı́n). Los coeficientes acústicos perturbados βε3>0 y βε3<0 se estiman por regresión

lineal de conjuntos de datos perturbados βML16
i + ∆βML16

i y βML16
i − ∆βi, respectivamente. La

tabla 4.1 da el error ∆βML16
i correspondiente a βML16

i , βε3=0 es el coeficiente obtenido con datos

no perturbados βML16
i y graficado en la figura 4.10 de la sección 4.5. En forma análoga calculamos

los coeficientes perturbados γε3 y δε3 . Las condiciones iniciales en Tmı́n = 110 K se obtienen de los

coeficientes ordinarios de Jager [10]. Los signos algebraicos reportados en las figuras siguientes son

los signos con los cuales se obtiene la mayor diferencia entre un coeficiente no perturbado Zk y el

coeficiente perturbado Z∗
k (T ; ε1, ε2, ε3) con un conjunto dado de parámetros |ε1|, |ε2| y |ε3|.

La figura 5.19a muestra las gráficas de B y sus perturbaciones B∗, la figura 5.19b muestra las

diferencias B∗−B. Las curvas discontinuas dan los resultados con el coeficiente acústico no perturbado

βε3=0. Vemos que el error en las condiciones iniciales domina sobre el error de los datos acústicos.

El error generado por las condiciones iniciales (5.11) decrece con la temperatura mientras que el

error asociado al coeficiente acústico aumenta con la temperatura. Esto se debe a que la ecuación

LkZh = kGk (3.20) es la ecuación de un oscilador armónico amortiguado y forzado, por lo que la

contribución de la solución Zhk de la ecuación homogénea LkZhk = 0 decae exponencialmente con

x = ln(T/Tr).

Las figuras 5.20a y 5.20b muestran los resultados para C∗ y las figuras 5.21a y 5.21b dan las

gráficas para D∗. Los términos correspondientes Q∗
k incluyen los errores en las condiciones iniciales y

coeficientes acústicos de los coeficientes ordinarios de menor orden. La gráfica del coeficiente B (B y

C) usado para calcular C (D) se indica con el mismo color. Las figuras muestran que la propagación

de errores es similar a la de B: Los errores asociados a las condiciones iniciales dominan cerca en

el intervalo Tmı́n = 110 K y 250 K, aproximadamente, y conforme la temperatura aumenta el error
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debido a las condiciones iniciales tiende a cero y sólo queda el error asociado a los coeficiente acústicos.

La variedad de gráficas de C y D en las figuras 5.4 y 5.7 es similar a la variedad de las gráficas en las

figuras 5.20a y 5.21a obtenidas perturbado principalmente las condiciones iniciales. Por ejemplo, la

figura 5.20a tiene dos gráficas casi iguales a las gráficas de DT99 y DJ99 en la figura 5.7. Esto muestra

que la forma de C y D por debajo de 200 K está determinada por las condiciones iniciales.

Estos resultados confirman el hecho señalado por otros autores, a saber, los coeficientes ordinarios

son más sensibles a los errores en las condiciones iniciales y muestran que con las condiciones iniciales

adecuadas, la precisión de los datos de velocidad del sonido permite obtener coeficientes ordinarios

precisos.

100 150 200 250 300 350 400 450
−160

−140

−120

−100

−80

−60

−40

−20

0

20

T/K

B
/
c
m

3
m
o
l−

1

 

 

ε1 = −0.4, ε2 = 1.0, ε3 > 0
ε1 = −0.4, ε2 = 1.0, ε3 = 0
ε1 = −0.4, ε2 = 0.4, ε3 > 0
ε1 = −0.4, ε2 = 0.4, ε3 = 0
ε1 = 0.0, ε2 = 0.0, ε3 > 0
ref
ε1 = 0.0, ε2 = 0.0, ε3 < 0
ε1 = 0.4, ε2 = −0.4, ε3 = 0
ε1 = 0.4, ε2 = −0.4, ε3 < 0
ε1 = 0.4, ε2 = −1.0, ε3 = 0
ε1 = 0.4, ε2 = −1.0, ε3 < 0

Figura 5.19a. Cálculos de B con perturbaciones.
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Figura 5.19b. Diferencias con respecto al cálculo de referencia.
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Figura 5.20a. Cálculos de C con perturbaciones.
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Figura 5.20b. Diferencias con respecto al cálculo de referencia.
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Figura 5.21a. Cálculos de D con perturbaciones.
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Figura 5.21b. Diferencias con respecto al cálculo de referencia.
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Caṕıtulo 6

Propiedades termodinámicas obtenidas a

partir de coeficientes viriales ordinarios

Una vez calculados los coeficientes viriales B, C, D, con ayuda de la expresión (3.20) es posible

calcular los coeficientes del desarrollo virial de Cv,m/R, de tal forma que empleando las expresiones

(3.6) y (3.7) se obtiene el factor de compresión Z y la capacidad caloŕıfica molar a volumen constante

Cv,m en una región ρT alrededor de ρ = 0. De este modo hemos calculado Z (ρ, T ) y Cv,m (ρ, T )

alrededor de ρ = 0 a partir del cálculo de coeficientes viriales ordinarios, cualquier otra propiedad

termodinámica se puede obtener a partir de Z (ρ, T ) o Cv,m (ρ, T ).

La figura 6.1 muestra el factor de compresión Z con la temperatura de 200 K a 400 K y la

densidad entre 0 mol·cm−3 y 3.35 10−3mol·cm−3, los coeficientes viriales de Z se obtuvieron a partir

de los coeficientes acústicos obtenidos en este trabajo y condiciones iniciales impuestas en 110 K

calculadas con la ecuación de estado de Tegeler et al. [4]. En lo siguiente a estos coeficientes los

identificaremos con el exponente “ML16”. La figura 6.2 muestra la diferencia absoluta ∆Z entre el

factor de compresión Z obtenido a partir de coeficientes BML16, CML16 y DML16, y Z obtenido a

partir de la ecuación de estado de Tegeler et al. [4] en la misma región ρT de la figura 6.1.

La figura 6.3 muestra la capacidad caloŕıfica molar a volumen constante Cv,m/R, con la temper-

atura de 200 K a 400 K y la densidad entre 0 mol·cm−3 y 3.35 10−3mol·cm−3, los coeficientes del

virial de Cv,m se obtuvieron a partir de las expresiones (3.7) y (3.20), y coeficientes ordinarios BML16,

CML16 y DML16. La figura 6.4 muestra la diferencia absoluta ∆Cv,m/R, entre la capacidad caloŕıfica

molar a volumen constante Cv,m obtenida a partir de las expresiones (3.7) y (3.20), y coeficientes

ordinarios BML16, CML16 y DML16, y Cv,m obtenida a partir de la ecuación de estado de Tegeler et

al. [4] en la misma región ρT de la figura 6.3.

Las figuras 6.2 y 6.4 muestran que las diferencias ∆Z y ∆Cv,m/R crecen conforme la temperatura

disminuye y la densidad aumenta. Conforme la temperatura aumenta estas diferencias decrecen

substancialmente, esto se debe al comportamiento de cada coeficiente virial cuyo valor está dominado

por las condiciones iniciales para temperaturas bajas y a medida que la temperatura aumenta la

contribución de las condiciones iniciales decrece y empieza a dominar la contribución de la información

acústica. En la sección 4.4 se mostró que se tiene un buen acuerdo en la información acústica entre
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nuestros resultados y la ecuación de estado de Tegeler et al. [4] para temperaturas mayores a 200

K, lo cual se refleja en la figuras 6.2 y 6.4. Las diferencias ∆Z son aproximadamente un orden

de magnitud mayor que las diferencias ∆Cv,m/R, esto confirma la conveniencia de usar información

acústica para estimar propiedades termodinámicas ya que como se ha señalado por otros autores [18],

las incertidumbres de las mediciones de propiedades calóricas son mayores a las incertidumbres en

las propiedades térmicas por varios órdenes de magnitud.
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Figura 6.1. Cálculo de ZML16 a partir de coeficientes ordinarios BML16, CML16 y DML16.
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Figura 6.2. Diferencia absoluta ∆Z = ZML16 − Zeos, donde

ZML16 = 1 + BML16ρ + CML16ρ2 + DML16ρ3 y Zeos se obtiene a partir de la ecuación de estado de

Tegeler et al.
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Figura 6.3. Cv,m dividida entre R, obtenida a partir de las expresiones (3.7) y (3.20), y coeficientes

ordinarios BML16, CML16 y DML16.
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Figura 6.4. Diferencia absoluta ∆Cv,m = CML16
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v,m, donde CML16
v,m se obtiene a partir de las

expresiones (3.7) y (3.20), y coeficientes ordinarios BML16, CML16 y DML16, y Ceos
v,m se obtiene a

partir de la ecuación de estado de Tegeler et al..
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Caṕıtulo 7

Conclusiones y perspectivas

En el caṕıtulo 2 se demostró que una de las formulaciones propuestas para calcular propiedades

termodinámicas con información acústica, es inconsistente. En este trabajo abordamos la solución

de las ecuaciones termodinámicas como un problema de valores iniciales tanto en la temperatura

como en la densidad. En la literatura se ha reportado la relación entre coeficientes ordinarios y

acústicos hasta tercer orden. La relaciones teóricas reportadas en el caṕıtulo 3 tienen una forma

simple que permite hacer cálculos a orden arbitrario. Como se muestra en las secciones 4.6 y 5.2,

estas expresiones permiten abordar dos problemas complementarios: El cálculo de coeficientes viriales

ordinarios a partir de coeficientes viriales acústicos y el problema inverso, el cálculo de coeficientes

viriales acústicos a partir de coeficientes viriales ordinarios. Las relaciones son válidas para gases puros

y su simplicidad es apropiada para resolver las ecuaciones diferenciales de los coeficientes ordinarios

por métodos numéricos en el caso de gases no ideales, lo que será uno de los proyectos inmediatos

por desarrollar.

En el caso del argón, la simplicidad de las relaciones obtenidas nos permitió elaborar un programa

FORTRAN para obtener expresiones anaĺıticas de los coeficientes ordinarios y acústicos hasta el orden

deseado, a partir de las series de potencias de la temperatura que se usan para ajustar los datos de

velocidad del sonido. Para nuestro conocimiento, tales soluciones no se han reportado y permiten

comprender algunos resultados obtenidos en la literatura con métodos numéricos. El primero de ellos

es que las discrepancias entre cálculos de coeficientes viriales ordinarios, son mayores a temperaturas

bajas y disminuyen conforme la temperatura aumenta.

El análisis de los datos de velocidad del sonido del argón reportados por Estrada-Trusler [12],

sugiere que en las isotermas con menor temperatura algunos datos deben omitirse para estimar los

coeficientes acústicos por regresión lineal. Aún cuando los datos de velocidad tienen una gran precisión

(∆u/u ∼ 10−5), el problema está en el comportamiento de la función f = (u2/u2
0 − 1) /ρ (4.1) cerca

del valor ĺımite de gas ideal ρ = 0. El valor de la función χ2 (4.4) no es suficiente para determinar la

bondad de un ajuste. El coeficiente de correlación mostró ser un parámetro adecuado para estimar

la bondad de un ajuste de mı́nimos cuadrados y la consistencia de un conjunto dado de datos.

La relación entre coeficientes viriales acústicos y ordinarios da un camino directo para evaluar la

confiabilidad de modelos de interacción molecular con datos de velocidad del sonido. Sin embargo, los
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resultados de la sección 4.6 muestran que esta relación debe usarse con precaución ya que el cálculo

de coeficientes acústicos a partir de los ordinarios puede ser sensible a los errores de éstos últimos.

En contraste, es bien sabido que el cálculo de coeficientes ordinarios es estable a los errores de los

coeficientes acústicos y las condiciones iniciales.

Los resultados de este trabajo muestran que las condiciones iniciales son dominantes por debajo

de la temperatura cŕıtica Tc. Desafortunadamente, las estimaciones reportadas de los coeficientes

ordinarios C y D por debajo de Tc tienen un amplio intervalo de valores. Las figuras 5.19 a 5.21

muestran que la contribución de las condiciones iniciales decrece conforme la temperatura aumenta,

aun cuando las condiciones iniciales de un coeficiente Zk aparecen en los términos de forzamiento de

las ecuaciones correspondientes a los coeficientes de mayor orden Zk′>k . Las mismas figuras muestran

que la mayor fuente de error en el cálculo de B, C y D, está en las condiciones iniciales cuando estas

se imponen por debajo de la temperatura cŕıtica.

Hay pocos resultados del cuarto coeficiente virial D del argón. El trabajo de Tegeler et al. dedicado

a una ecuación de estado α (4.6) para el Argon, soló reporta valores de B y C correspondientes a α y

no existe una sola referencia al uso de α para estimar D. La figura 5.7 sugiere que dicho coeficiente D

es confiable por arriba de 250 K. En contraste, los resultados reportados en este trabajo muestran que

los valores de la velocidad del sonido u dados por la ecuación de estado α (4.6), tienen una precisión

∆u/u ∼ 10−4 similar a la de los datos experimentales. Usamos la función α para obtener 200 datos

u sobre cada isoterma y vimos que tal cantidad de datos da básicamente los mismos coeficientes

acústicos que obtuvimos con un máximo de 12 datos sobre las mismas isotermas. Esto confirma que

un número pequeño de datos de velocidad u es suficiente para estimar coeficientes ordinarios.

Como trabajo de investigación a futuro está el hacer los cálculos directamente en el espacio

pT , con el propósito de evitar usar una ecuación de estado como α (4.6), para mapear los datos

experimentales al espacio ρT . Por último, las ecuaciones (3.19) se resuelven imponiendo condiciones

iniciales, pero en las perspectivas a futuro se contempla estudiar el problema imponiendo condiciones

Dirichlet en los extremos de la región de integración y ver si es posible mejorar los cálculos, ya que

una de las principales fuentes de errores es la primera derivada de cada coeficiente virial térmico

a bajas temperaturas. Un trabajo preliminar del uso de condiciones de frontera Dirichlet está por

publicarse [19].
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[19] M. A. Nuñez, L. A. Medina, 2016. An approach to get thermodynamic properties from speed of

sound. Aceptado para publicarse en las memorias del VIII Congreso Internacional de Ingenieŕıa
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[20] A. Malijevský, 2007. Third Virial Coefficients of Argon from First Principles. J. Phys. Chem.

111, 15565-15568.

[21] A. F. Estrada-Alexanders, J. P. M. Trusler, M. P. Zarari, 1995. Determination of Thermodynamic

Properties from the Speed of Sound. Int. J. Thermophys. 16, 663-673.

[22] M. Bijedić, S. Begić, 2014. Thermodynamic Properties of Vapors from Speed of Sound. Journal

of Thermodynamics. 2014, 231296.

[23] L. Dordain, Jean-Yves Coxam, J. R. Quint, J. P. E.Grolier, 1995. Isobaric Heat Capacities of

Carbon Dioxide and Argon Between 323and 423 K and at Pressures up to 25 MPa. J. Supercrit.

Fluids. 8, 228-235.
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