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Resumen

En el presente trabajo se propone un nuevo método para obtener propiedades termodinamicas
de un fluido a partir de datos de velocidad del sonido en el espacio termodindmico definido por la
temperatura 7" y la densidad molar p. Las ecuaciones que relacionan el factor de compresion 7, la
capacidad calorffica molar a volumen constante C. ,, y el cuadrado de la velocidad del sonido u? de
un fluido, forman un sistema de ecuaciones diferenciales parciales acopladas altamente no lineales. Se
demuestra que una de las formulaciones propuestas para resolver estas ecuaciones, es inconsistente.

El sistema de ecuaciones termodindmicas se desacopla con los desarrollos viriales de Z, C, ,, y u?,
alrededor del limite de gas ideal p = 0. Los coeficientes de Z y u?, reciben el nombre de coeficientes
viriales ordinarios y actsticos, respectivamente. Estos coeficientes estan relacionados por medio de
ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo orden en la temperatura; Algunos autores han
reportado estas ecuaciones hasta cuarto orden. En este trabajo damos un método algebraico para
obtener tales ecuaciones a orden arbitrario. La simplicidad de las expresiones reportadas permite
implementar computacionalmente la solucién de las ecuaciones a orden artbitrario y también permiten
estimar los coeficientes viriales acusticos a partir de coeficientes viriales ordinarios calculados con
dindmica molecular o ajustando datos experimentales ppT'.

Uno de los métodos més aceptados para estimar los coeficientes viriales actuisticos a partir de
los datos de velocidad del sonido consiste en ajustar a dichos datos un desarrollo virial donde la
dependencia en la temperatura se representa por medio de una serie de potencias de la temperatura.
En este trabajo demostramos que esta representacién permite obtener expresiones analiticas de los
coeficientes viriales ordinarios para el caso de gases nobles.

Usamos datos de velocidad del sonido reportados para el Argén para estimar los coeficientes
viriales actusticos en el intervalo de temperaturas de 110 K a 450 K. Los coeficientes viriales ordinarios
se obtienen imponiendo condiciones iniciales en la isoterma 7" = 110 K. Reportamos resultados
con diferentes condiciones iniciales obtenidas por otros autores a partir de cédlculos de dinamica
molecular y ajustando datos experimentales a una ecuacién de estado con forma predeterminada.
Las expresiones analiticas permiten estudiar en forma exacta la forma en que se propagan los errores
en las condiciones iniciales y en los coeficientes acusticos.
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Capitulo 1

Introduccion

El conocimiento de propiedades termodinamicas precisas de fluidos, es necesario en la industria
quimica para el analisis de procesos y diseno de instrumentacién, asi como investigacién bésica y
aplicada. En particular, en la industria de la refrigeracién es de suma importancia conocer con gran
precision propiedades como la densidad, la presion y las capacidades calorificas, de fluidos refrige-
rantes. Desafortunadamente, las propiedades caléricas como las capacidades calorificas a presién Cy, y
volumen Cy constante, son medidas con incertidumbres mayores a la incertidumbre de las propiedades
térmicas, por varios 6rdenes de magnitud. Una forma de reducir la incertidumbre de las propiedades
caldricas y térmicas es usar datos de velocidad del sonido u los cuales son medidos con una precision
excepcional (tipica de Au/u ~107° ) y son independientes de la cantidad de substancia [1]. Esta
precisién excepcional, debida a las técnicas desarrolladas por més de 30 afios [2,3], permite obtener
capacidades calorificas con incertidumbres mucho menores a las de mediciones directas.

Entre los métodos propuestos para estimar propiedades termodinamicas de fluidos puros con datos
de velocidad del sonido, esta el ajustar un potencial termodinamico de forma analitica conocida a
datos experimentales [4], [5]. Un segundo método consiste en integrar numéricamente un sistema de
ecuaciones diferenciales parciales y acopladas con condiciones iniciales o a la frontera [6], [7]. Hay
varias versiones de este sistema de ecuaciones, por ejemplo tenemos las ecuaciones que dan la presién
y la capacidad calorifica a volumen constante a partir de la velocidad del sonido, con la temperatura
y la densidad como variables independientes. Otro método consiste en ajustar series de potencias
a un par de variables termodindmicas, imponiendo a los coeficientes la condicion de satisfacer las
ecuaciones termodindmicas que relacionan a dichas propiedades con la velocidad del sonido [8] .

La alta precision con la que se puede medir la velocidad en gases da un camino para estimar los
primeros coeficientes del desarrollo virial

p

— =1+ B(T T 0> +D(T)p>+ ...
RT7 +B(T)p+C(T)p"+D(T)p” +

donde p, T', R, p, son la presion, la temperatura, la constante universal de los gases y la densidad
molar, respectivamente. Mientras que B, C' y D son el segundo, tercer y cuarto coeficiente virial
ordinario, respectivamente. Estos coeficientes son de gran utilidad como restricciones de ecuaciones
de estado multiparamétricas [4] y en el desarrollo de modelos de interaccién intermolecular [9, 10],



ademas de diversas aplicaciones como la estimacion de propiedades de sistemas de gas natural, la
caracterizacion de gases corrosivos usados en la produccién de semiconductores y la identificacion de
la composicion de mezclas de gases. Los coeficientes viriales B, C', D, ..., pueden calcularse a partir
de los coeficientes del desarrollo virial actstico

[\

=14+8(M) p+~y(T)p*+5(T)p* + ...

Sl §

resolviendo un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas [11], donde tenemos u2 =
YoRT /M, 7, es el cociente de las capacidades calorificas C,,/Cy en el limite de gas ideal y M es
la masa molar. Mientras que 3, v y ¢ son el segundo, tercer y cuarto coeficiente virial acustico,
respectivamente. Uno de los objetivos de este trabajo es demostrar que estas ecuaciones pueden
resolverse analiticamente para el caso del Argén.

En el capitulo 2 se exponen algunas formulaciones del problema y se demuestra la inconsis-
tencia de la formulacién propuesta en la referencia [6]. En este trabajo resolvemos las ecuaciones
termodinamicas como un problema de valores iniciales en la temperatura y en la densidad.

En el capitulo 3 se expone un nuevo método algebraico iterativo para obtener las ecuaciones
diferenciales ordinarias que relacionan a los coeficientes viriales ordinarios con los acusticos a orden
arbitrario. Las expresiones reportadas son apropiadas para abordar dos problemas: (i) El célculo de
coeficientes viriales acusticos a partir de expresiones analiticas de los coeficientes viriales ordinarios,
y (ii) el calculo de coeficientes viriales ordinarios a partir de coeficientes viriales acusticos.

En el capitulo 4 se describe el método empleado para estimar los coeficientes viriales acusticos (3,
vy 9, a partir de datos experimentales reportados en [12] y datos actsticos obtenidos con la ecuacién
de estado de Tegeler et. al. [4]. Los valores estimados son comparados con valores reportados en
otras referencias y con coeficientes actsticos obtenidos a partir de calculos de dindamica molecular.
Los coeficientes actsticos estimados en este trabajo sobre un conjunto de isotermas entre 110 y 450
K, son ajustados con polinomios. La bondad de los ajustes se muestra graficamente. En el capitulo
5 mostramos que estos ajustes polinomiales permiten obtener expresiones analiticas exactas de los
coeficientes viriales ordinarios para el Argén.

Los calculos de dinamica molecular proveen de datos que permiten obtener expresiones analiticas
de los coeficientes viriales ordinarios, las cuales conducen a expresiones analiticas de los coeficientes
viriales acusticos. En la seccién 4.5 analizamos las discrepancias entre los coeficientes acusticos
obtenidos con diferentes calculos de dinamica molecular. La conclusion de este analisis es que el calcu-
lo de coeficientes actisticos es inestable bajo pequenas perturbaciones en los coeficientes ordinarios.
Para nuestro conocimiento, este problema de inestabilidad no ha sido reportado en la literatura.

El capitulo 5 esté dedicado al calculo de los coeficientes viriales B, C'y D, del Argéon. En la seccién
5.1 analizamos brevemente algunos de los coeficientes viriales ordinarios reportados en la literatura.
Los resultados muestran que hay diferencias significativas entre los valores de C'y su derivada dC'/dT
por debajo de la temperatura de 200 K. El mismo resultado se obtiene con el cuarto coeficiente virial
ordinario D. En la seccién 5.2 damos las expresiones analiticas de los coeficientes viriales ordinarios



del Argdn, a partir de ajustes polinomiales de los coeficientes acisticos y condiciones iniciales dadas.
En la seccién 5.3 reportamos resultados usando condiciones iniciales en 7" = 110 K de tres fuentes
diferentes [10], [9] ¥ [4]. El célculo exacto de los coeficientes ordinarios permite estudiar en la seccién
5.6 la forma en que se propagan los errores en condiciones iniciales y en coeficientes acusticos. Los
resultados confirman la conclusion reportada por otros autores: los coeficientes ordinarios son mas
sensibles a errores en las condiciones iniciales que a errores en los coeficientes acusticos.

En el capitulo 6 se reportan algunas propiedades termodindmicas obtenidas a partir del calculo
de los coeficientes viriales ordinarios obtenidos en este trabajo, estos resultados se comparan con las
respectivas propiedades termodinamicas que se derivan a partir de la ecuacién de estado de Tegeler
et al. [4].

El capitulo 7 esta dedicado a las conclusiones y a trabajos furturos.






Capitulo 2

Formulaciones del problema

La relacién

W2 = % (%)S (2.1)

entre la velocidad del sonido u, la presién p, la densidad molar p y la entropia S, de un fluido (donde
M es la masa molar del fluido), es la base para estimar sus propiedades termodindmicas. Dado que
la entropia no se mide directamente, se acostumbra usar el factor de compresién

p

= T, (2.2)

y la capacidad calorifica molar a volumen constante C\ ,, para reemplazar la relacién (2.1) por el
sistema de ecuaciones

0z R 0zZ\? Mu?

— = —Z- Z+T— F F= 2.
o Com ( - 8T> T RT (2.3a)
OCym , 0?7 07

que se obtiene con ayuda de la relacién de Maxwell (g—g)T = (3—;)‘/, donde V', T'y R, son el volumen,
la temperatura y la constante universal de los gases. Se han propuesto varios métodos para resolver
este sistema en un region rectangular

7sz = {Tml’n S T S Tm&ix » Pmin S P S Pmax } (24)

donde se conoce experimentalmente la velocidad del sonido u. Estos métodos son implementaciones
numéricas de algunas formulaciones del problema de estimar propiadades termodindmicas a partir
de datos de velocidad del sonido. Veamos algunas formulaciones. Para simplificar la notacion las
derivadas parciales son indicadas por subindices como sigue Zp = 0rZ = 0Z/0T, Zr, = ﬁipZ =
D*Z /0T dp.

La primera fomulacién plantea la solucién del sistema (2.3) como un problema de valores iniciales
en la temperatura y la densidad.



Formulacion 1. Para mediciones de u (7, p) en una regién Ry, hallar Z (T, p) v Cym (T, p) que
satisfacen el sistema (2.3) y las condiciones siguientes: (i) Condiciones iniciales en la densidad

Z =270 (T) ; Cym = 50 (T) para p = puniy, (2.5)

,1m

y las condiciones iniciales en temperatura
7 =7""(p) , Zp=27""(p), para T =T, (2.6)

donde Z©®, 9, (T), Z™ (p), Zmin (p), deben medirse en forma experimental o estimarse en forma
tedrica.

Las referencias [6,13] describen algoritmos numéricos para resolver el sistema (2.3) con las condi-
ciones iniciales (2.5) y (2.6), donde en cada paso de integracién u se estima por interpoplacién de
datos experimentales. Aunque hay un buen acuerdo entre las propiedades termodinamicas calculadas
y las mediciones de tales propiedades, se reportaron algunas imprecisiones numéricas en la superficie
Cym (T, p) en la forma de oscilaciones en la regién con mayores temperaturas y densidades. Varias
referencias han senalado que una de las causas problables de este problema es la estimacion de la
derivada Zp = Z2 (p), la cual no se mide directamente. Esto ha motivado la siguiente formulacién.

Con el propésito de evitar la estimacién de la derivada ZW® (p) en la referencia [6] se eliminé a
Cy.m para obtener la ecuacién

@T)? Zpr +2 a ¢ TpZp, + (&p)° Z,, = G (2.7a)

con Z como Unica incégnita, donde los coeficientes a, ¢ y G dependen de T', p, u, de la incognita Z y
sus derivadas Z, y Zr. Se propuso resolver esta ecuacién en una regioén rectanguar Ry, donde u es
conocida imponiendo a Z condiciones de frontera Dirichlet. Esto nos lleva a la siguiente formulacién.

Formulacion 2. Para una velocidad del sonido u (p, T") conocida en una region rectangular Ry, hallar
la funcién Z tal que satisface las condiciones de frontera Dirichlet

Z = Z(O) (T) €Nl Pimins Z = Z(l) (T) C1l Prsx > (27b>

7 = 7" (p) at T, Z = 2™ (p) at Thax - (2.7¢)

En la misma referencia [6] se senala que la ecuacién (2.7a) es parabdlica pero a pesar de este
hecho, la ecuacién se resolvié numéricamente imponiendo las condiciones Dirichlet (2.7b), (2.7¢). Hay
dos argumentos que demuestran la inconsistencia de esta formulacién. El primero lo da el caracter
parabdlico de la ecuacion y el segundo se obtiene del desarrollo virial de Z que trataremos en el
capitulo siguiente. Veamos el primer argumento.

Para simplificar las expresiones usamos Cy = Cy 1,/ R y las variables independientes

~

¢ = InT, T=T/T,,
y = Inp, p=p/p,,



donde T, p,, son valores de referencia, con las cuales el sistema (2.3) toma la forma

Z, = —Z—-C7Y(Z+Z)+F
va = _ch_Zxa

donde los subindices x, y, indican derivadas parciales. Eliminando a C,, obtenemos la ecuacion
a*Zyy + 2abZ 4y + V2 Zyy + a*Z, + (2a + b) bZ, = b*F, (2.8)

con coeficientes
a=F—-72—-Z,b=2+2,.

Los términos con segundas derivadas definen lo que se llama la parte principal de la ecuacién (2.8),
P=d>Z,, + 2abZ, + bQZyy )

La forma candnica de (2.8) se obtiene introduciendo nuevas variables independientes
§=&(xy), n=nry),
con las cuales la parte principal toma la forma
P =11 Zge + 2 @197y + Q20 Zyy + B1Z¢ + BoZy,
con coeficientes dados por

an = (a6, +06,)" , s = (an, +bn,)" , @ = (af, +bE,) (an, +bn,)
ﬁl = a2€1‘$ + 2ab§my + b2€x:ﬂ ’ 52 = a277:m: + 2abnxy + anmc .

Las curvas sobre las cuales £ (x,y) v 1 (z, y) toman un valor constante se llaman curvas caracteristicas.
En el caso de ecuaciones elipticas e hiperbdlicas la relacién a;; = 0 es una ecuacién cuadratica que
da dos conjutos diferentes de curvas caracteristicas & (z,y) = &, n(z,y) = .. En nuestro caso la
ecuacién a;; = 0 toma la forma

ag, + b, =0 (2.9)

la cual da sélo una familia de curvas caracteristicas, por lo que (2.8) se clasifica como una ecuacién
parabdlica. La ecuacién (2.9) depende de Z a través de a y b por lo que no puede resolverse di-
rectamente. Sin embargo, dado que suponemos que Z existe, £ también lo hace. Supongamos que
conocemos & (z,y), usando la transformacién de coordenadas

§=¢(xy), n=ux

obtenemos 0, = §,0: + 0y, 0y = £,0¢, a1 = 1z = By = 0, gz = a?, con lo cual la ecuacién (2.8)
toma su forma candnica

a* Zyy + B1Ze + a® [€,7¢ + Zy) + (2a + b) be,Ze = 62§yF§ .
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Usando (2.9) para simplificar, a*¢, + (2a + b) b, = — (a + b) a&,, llegamos a una forma muy similar
a la bien conocida ecuacion de calor

U Ze = —a* (Zy + Zy) + b€, F, (2.10)

donde 1 = 3, — (a + b) a&,. Esta expresion nos lleva al resultado siguiente.

Resultado 2.1. Supongamos que ¢, a, b, §, F¢, son funciones conocidas en una region
RTE - {Tml'n S T S Tméx 3 gmfn S 6 S gmé,x } )

donde 1 # 0, entonces la ecuacién (2.10) tiene una tnica solucién Z determinada por las condiciones
de frontera tipo Dirichlet

Z=27""(¢) en =2, Z=2"%(€) en o = Ty , (2.11a)
donde Zp = In Tmm, Tmsx = 1IN Tméx, y la condicién tipo Dirichlet
Z=27%x) en€=¢,, . (2.11b)

El resultado anterior nos recuerda que uno de los propédsitos de clasificar una ecuacion diferencial
de segundo orden es determinar las condiciones iniciales y de frontera que garantizan la existencia
y unicidad de la solucién. En nuestro caso solo necesitamos tres condiciones de frontera, dos en los
extremos de temperatura y una en la variable . En particular la funcién ¢ dada por

C(ZE) =7 (l’, gméx) con Tml'n S T S Tméx

estd univocamente determinada por los datos v, a, b, {, y F¢, en Rre y las condiciones (2.11).
Formulemos la solucién de la ecuacién (2.9) de acuerdo con las ideas de la referencia [6]. Hallar Z
que satisface (2.10), las condiciones de frontera Dirichlet (2.11), y la condicién Dirichlet adicional

Z = C(l’) cn g = gméx . (212>

Esta condicién es redundante dado que estda determinada por las primeras (2.11). Sin embargo, en
la practica ( es estimada con datos experimentales cuyos errores implican que sélo podemos obtener
la suma ¢ + € (z) donde € (z) da la distribucién del error en (. Usemos esta perturbacién de ¢ para
plantear el problema como en la referencia [6]. Hallar Z que satisface la ecuacién (2.10), las condiciones
de frontera (2.11) y la condicién adicional

Z=C(x)+e(xr) en £=¢&,4 cone(x)#0. (2.13)

Es claro que este problema no tiene solucién, ya que Z no puede satisfacer simultdneamente (2.12) y
(2.13) con € # 0, por lo que la formulacién propuesta en la referencia [6] no tiene solucién.

La ecuacién (2.9) sugiere que Z puede calcularse con las condiciones (2.11), sin tener que usar
datos de Cy 1, pero este no es el caso. En el capitulo siguiente veremos que los coeficientes viriales de
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Z en una regiéon Ry, con p,., = 0, estdn determinados por ecuaciones diferenciales ordinarias cuyos
coeficientes dependen del valor de C ,, en el limite de gas ideal C’é?l)n. Asi, Z no puede obtenerse solo
especificando sus valores en la frontera de la region Rr¢ ya que los coeficientes v, a, b, §,, dependen

implicitamente de C’\(,?,%.

Los datos de velocidad del sonido u se miden en una regién no rectangular de la forma
Rrf=A{Tmin <T <Thmax, 0<p<f(T)} .
Esto motivo el uso de las coordenadas
n=T, ¢=p/f(T) .
para mapear la regién no rectangular Ry a la siguiente region rectangular del espacio T'¢
Rro ={Twmn <T <Thax, 0<op<1}

en la cual el sistema (2.3) toma la forma

R
902 = —Z - |Z+T(Z;— OpZy)]" + F
$9sCy = —R {T? LZ+2TZ,+ [T (¢* —dp/dT) — ap| T$Z, }

donde la parte principal
LZ = Zyy — 2002y + 0° O Zps , = " df /dT

es parabdlica. Este tltimo sistema de ecuaciones se resolviéo imponiendo condiciones iniciales en 1" y

o.

En este trabajo calcularemos la solucion del sistema (2.3) con los asi llamados desarrollos viriales
de Z, Cy y F, imponiendo las condiciones iniciales (2.5) y (2.6).
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Capitulo 3

Relaciones entre coeficientes viriales
ordinarios y acusticos para gases puros

Consideremos que los datos de velocidad del sonido u son conocidos una regiéon rectangular
R%p = {Tml'n S T S Tma',x ) 0 S 1Y S Pmax } (31)

del espacio pT', acotada por el limite de gas ideal p,_;, = 0. En este caso el sistema de ecuaciones
termodindmicas (2.3) pueden desacoplarse con series de potencias en p de Z, Cy y F, los cuales
conducen a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales. Gillis y Moldover [11] reportaron
estas ecuaciones hasta orden p°. Debido a la no linealidad del sistema (2.5), estas ecuaciones toma una
forma poco amigable para el anélisis tedrico y computacional conforme el orden aumenta. El objetivo
de este capitulo es dar expresiones sencillas que puedan analizarse y hacer calculos computacionales
a cualquier orden p*. Como veremos en el capitulo 5, en el caso del Argén este sistema de ecuaciones
puede resolverse analiticamente en términos de funciones elementales, lo que es particularmente til
para estudiar la propagacion de errores en las propiedades termodinamicas deseadas y para estudiar
la confiabilidad de potenciales de interaccién en calculos de dinamica molecular.

En términos de las variables adimensionales
T=T/T., p=p/p,, Co=Cum/R, (3.2)

donde T, p,, son valores de referencia, y la variable independiente

r=InT, (3.3)
el sistema (2.3) toma la forma
pZ, = —Z-CNZ+Z)+F (3.4a)
b Cv[) = _Z:cac - Z:c )

donde los subindices p, x, indican derivadas parciales, e introducimos la funcién

Mu?

F = .
RT

(3.5)
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El sistema (3.4) se desacopla por medio de los asi llamados desarrollos viriales

Z =Y Z(x) p* (3.6)
k=0
Cy = Y Cilx) p* (3.7)
k=0
F =) F(x)p* (3.8)
k=0
donde tenemos los valores en el limite de gas ideal
Zy = lim, cZ =1 (3.9)
Cym
R
y orden p*=° obtenemos la relacién
Cola) = — (3.11)
€Tr) = . .
0 Fy(x)—1
Algunas referencias consideran las series
Z = 1+BM)p+C(T)p* +D(T)p*+ ... (3.12a)
2
u
o L4+ B(T)p+~y(T)p* +6(T)p* + ... (3.12b)
donde
RT
ug () = lim, ou® = o (3.13a)
M
e
Yo(x) = lim, o, (3.13b)
Cv
La relacién entre los coeficientes de las series anteriores es
A Z A
B ==, C0==2, D=2,
Pr Pr Py
Fy Fy Fy
6 = y V= 9 = 3 -
YoPr YoPr YoPr

Para obtener relaciones generales entre los coeficientes Zy,
las variables

B=Z+pZ,~F=> B.pf, B.=
k=0

Cy, Fy, para k arbitraria introducimos

(1+k) Z — Fy | (3.14)

D=Z+Z,=)» Dpp", Dp=Zp+Zp, Zn=dZ/dz, (3.15)

k=0
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en térmios de las cuales el sistema (3.4) toma la forma
Zyo+Zy=—pCyy, C,B=-D*.

Reemplazando las series de Z, C,, By D, y agrupando términos con la misma potencia p* obtenemos

Zy+ 2, = —k Gy
k k
Z CmBk—m = - Z Dka_m con Bk = (1 + k‘) Zk — Fk7
m=0 m=0

donde usamos las formulas para el producto de series de potencias,

k

a= iam o b:ibn ot ab:i(ab)k " con (ab), = Zambk_m )
m=0 k=0

m=0

Separando los términos de orden p°

k k-1
> CoDiem = BoCr+BiCo+ Y CoBrm .
m=0 m=1
k k-1
> DuDim = 2Dp+ Y DpDim .
m=0 m=1
reordenando y usando By ' = —Cj, obtenemos

Cr = Co [CoBy + 2Dy, + Qx]

donde introducimos la variable

k—1

Qr = Z (Dyp Dy + Cry Be—n)  parak>2, Q=1 =0. (3.16)

m=1

En términos de la variable

G =C¢ Fp — CoQy (3.17)
y el operador diferencial
d? d
Ly = pri bik () p bak (2) (3.18a)
con coeficientes
obtenemos la ecuacion diferencial
Ly Zy =k G, parak>1. (3.19)

A partir de una solucién de esta ecuacién obtenemos
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Las ecuaciones (3.19) y (3.20), son las expresiones deseadas para calcular los coeficientes Z;, y Ck,
a partir de los coeficientes actusticos Fj, para k arbitraria. Estas expresiones son validas para gases
puros, para los cuales, en general, Cy depende de la temperatura. Como mostramos en los capitulos
siguientes, las expresiones obtenidas son apropiadas para abordar dos problemas. (i) El calculo de
los coeficientes actsticos Fj, a partir de expresiones analiticas de los coeficientes ordinarios Zj. (ii) El
calculo de los coeficientes ordinarios Zj a partir de los acusticos Fj,.

En el caso del Argén Cy es constante, lo que nos permite hallar expresiones exactas de Zj las
cuales se reportan graficamente en el capitulo 5.

En el capitulo anterior usamos el caracter parabdlico de la ecuacién (2.7a) para mostrar que
dicha ecuaciéon no puede resolverse imponiendo a Z condiciones de frontera Dirichlet en toda la
frontera de la region de interés, si tales condiciones se estiman a partir de datos experimentales
de Z. Aparentemente, la ecuacién (2.7a) puede resolverse especificando sélo los valores de Z en la
frontera de una regién apropiada Rr¢ definida por las curvas caracteristicas asociadas, sin tener que
usar informacién de la capacidad calorifica a volumen constante Cy. La ecuacién (3.19) muestra
que Z depende de Cy a través de cada uno de sus coeficientes viriales Z;, por lo que Z no puede
obtenerse resolviendo (2.7a) e imponiendo las condiciones de frontera Dirichlet (2.7b) y (2.7¢), como
fue propuesto en la referencia [6].

En este trabajo consideramos la solucién del sistema (2.3) imponiendo condiciones iniciales (2.5)
y (2.6). En el limite de gas ideal las condiciones (2.5) condiciones toman la forma

Z=1, Com=CO(T) en pp, =0, (3.21)
Las condiciones iniciales en temperatura quedan sin cambio, a saber,
Z=27""(p), Zp=278"(p) , en Tum, (3.22)

donde C% (T), Z™n(p) y Z2n (p), se deben calcular a partir de datos experimentales o estimarse
en forma tedrica. Para el caso del Argén tenemos el valor constante C’\(,?I)n /R = 3/2. Los desarrollos
viriales

Zml’n (p) _ Z er€n1'n Ibk
k=1
Zr ) = Y Zmm
k=1
dan las condiciones iniciales
Zk (Tml'n> = ]];Ilil’l ) ka (Tml’n) = ;nkl’n . (323)

con las cuales resolveremos las ecuaciones (3.19) hasta el orden k que permita la informacién disponible.
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Capitulo 4

Estimacion de coeficientes viriales
acusticos

Por analogia con la ecuacién de estado virial la velocidad del sonido u de un gas puro y diluido
puede representarse por una serie alrededor del limite de gas ideal. En el espacio pT' la serie tiene la
forma

C=uy[1+B8(T)p+v(T)p*+6(T)p*+ ..]

donde AT
uy = lim, o u® = %]\4

es el valor en el limite de gas ideal, v, es el cociente de las capacidades calorificas en el limite de

gas ideal y M es la masa molar. Los coeficientes 3, v y 4, son llamados segundo, tercero y cuarto
coeficientes viriales actsticos, respectivamente. Dado que u se mide como una funcién de la presion
p y la temperatura 7', algunos autores consideran el desarrollo virial

2 2 g (T) v (T) , o (T) 3
U —u0<1+ T p+ RTp + RTp + ... ] .

Usaremos el apdstrofe “/’para indicar variables termodindmicas definidas en el espacio pT'. Los datos
de velocidad se reportan especificando un conjunto de isotermas 7T; y datos de presion p; sobre cada
isoterma con los cuales se mide la velocidad

iy = v (Ti, pj) -

El valor de la densidad p;; = p (1;, p;) correspondiente a un par (7j, p;) puede estimarse por medio de
un desarrollo virial conocido o una ecuacion de estado cuya precision es aceptable. En la seccién 4.2
describimos un método para calcular p;;. En lo que sigue consideraremos que los valores de velocidad
del sonido

u; = u (75, p;)

son conocidos sobre una malla {Tz’, pj}.
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Para estimar los coeficientes actsticos con los datos sobre una isoterma usamos la funcién

Pt - (5 -1) 2 (1)

2
Up P

dado que su desarrollo virial

f(T,p,u?) =B(T)+~(T)p+0(T)p" + ... (4.2)

tiene una forma simple como funcién de p. Los coeficientes viariales actsticos se estiman ajustando
un polinomio

fi(p)=Bitvip+ 0+ o + alpN (4.2b)
a los datos sobre una isoterma )
f¢'=<£— >_7 (4.3)
! ug Pj
imponiendo a los coeficientes f3;, v;, 0;, ..., la condicién de minimizar la suma de cuadrados

ng _ Z [.fi (P;)?; fij] 7 (4.4)

donde o¢,; es el error del dato f;; y se calcula con la férmula
L9 Ay (4.5)

y Au es el error promedio de los datos de velocidad, el cual estd acotado por Au/u ~ 107* [12].
El nimero de coeficientes viriales actsticos necesarios para obtener un ajuste apropiado depende
en general de los intervalos de temperatura y densidad. La estimacion de coeficientes actsticos por
medio de la funcién y? recibe el nombre de regresién lineal o estimacion por minimos cuadrados.

La magnitud de x? da una medida de la bondad del ajuste. El resultado obtenido con los datos de
la referencia [12] es que x? disminuye conforme aumenta el nimero de términos en el desarrollo virial
acustico (4.2b). Esto sugiere que podemos estimar coeficientes viriales de orden alto, sin embargo, los
coeficientes estimados con temperaturas bajas tienen un valor muy sensible al niimero de coeficientes.
Por ejemplo, para la menor isoterma 7; = 110 K reportada en [12], los valores de 7, y §; cambian de
orden de magnitud y signo algebraico al variar el nimero de términos. Esto demuestra que el valor de
X7 no es suficiente para determinar si el ajuste es bueno. Este resultado puede atribuirse al reducido
nimero de datos sobre cada isoterma reportados en la referencia [12], el cual oscila entre 11 y 12
datos, y al hecho que la regresién lineal puede puede ser sensible al error de algunos datos atipicos
(lamados en inglés outliers) [14].

Para verificar la inestabilidad de la regresion lineal bajo perturbaciones en los datos se hizo el
experimento numeérico siguiente. Usamos una funcién

fp) = fo+ fip+ fap?

16



con coeficientes f; similares a los coeficientes 3 (T}), v (T;) y 0 (T}), de la isoterma T, = 110 K. Los
coeficientes exactos fl puede obtenerse por regresion lineal de tres datos exactos y diferentes f (Pg)s
pero datos con un error del 0.5 % dan coeficientes completamente erréneos. Los resultados muestran
que la sensibilidad de los coeficientes ajustados al error en lo datos, disminuye conforme el niimero de
datos aumenta. En particular, coeficientes precisos fl se pueden obtener con un minimo de 50 datos.

En la seccién 4.1 usamos la ecuacién de estado de Tegeler et al. [4] para obtener 200 datos f;; sobre
cada isotema T; cuyo ajuste da valores de referencia de los coeficientes actisticos. Desafortunadamente,
el nimero de datos reportados en la referencia [12] oscila entre 11 y 12 para cada isoterma.

En la seccion 4.2 describimos el método usado para estimar los coeficientes actisticos con los datos
reportados en la referencia [12].

La seccién 4.3 describe brevemente los coeficientes acusticos reportados en la referencia [15].

En la seccion 4.4 estudiamos la similitud entre diferentes coeficientes actusticos y su ajuste por
minimos cuadrados se describe en la seccion 4.5.

En la seccion 4.6 comparamos coeficientes acusticos obtenidos mediante ajuste de datos con
coeficientes acusticos calculados a partir de dindmica molecular.

4.1. Coeficientes actusticos con datos u de Tegeler et al.

Para estimar valores de referencia de los coeficientes viriales actsticos sobre cada isoterma T;,
usamos la ecuacién de estado de Tegeler et al. [4]

_ A
" RT

donde A,, es la energfa libre de Helmholtz molar, a® es la contribucién de gas ideal y o es la parte

a =a’+a" (4.6)

residual. Esta ecuacién de estado estéd dada en términos de las variables adimensionales
5=plp., T=T.T (4.7)

donde p, y T, son la densidad y la temperatura critica para el argén, respectivamente. Los intervalos
de temperatura y presion considerados por esta ecuacion son

8K < T<700K,
0 MPa < p <1000 MPa .

Para este intervalo de temperaturas sélo la contribuciéon traslacional a las capacidades calorificas es

relevante por lo que se tiene C’g’m = 2.5R, C’am = 1.5R. Asi, la contribucién de gas ideal toma la
forma
a’ =In (5) +aY +ayT + 1.5In (1) (4.8)
con a? = 8.31666243, a3 = —4.94651164. La parte residual estd dada por
12 37 41
o (0,7) = Z nigdiTt" + Z niSdiTtie_SCi + Z niSdiT”6_”1’(5_6")2_@(7_%)2 (4.9)
i=1 =13 =38
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donde los parametros fueron ajustados con datos experimentales ppT’, datos de velocidad del sonido
u, entre otros datos. El segundo coeficiente actistico estd dado por la expresion
Yo—1 (vo—1)?% ,

TQS’T + —T ag’TT
Yo Yo

B(7) = limz_, | 205 — 2 (4.10)
La tabla 4.1 da algunos valores de (7). Como puede apreciarse de la expresiéon (4.9), el calculo
del tercer y cuarto coeficiente acustico es bastante engorroso por lo que decidimos estimarlos por
regresiéon lineal como se describe a continuacion.

De acuerdo con Tegeler et al. [4] la ecuacién de estado a da valores de u con una precisién
Auju ~ 107* similar a la de datos experimentales, sobre un intervalo de temperaturas entre 90 y
450 K y densidades hasta un medio de la densidad critica. Esta region incluye los datos (Ti, pj)
reportados en la referencia [12] por lo que podemos considerar a la ecuacién de estado a como una
fuente apropiada de datos de velocidad u. Los valores de velocidad del sonido se obtienen con la
ecuacion

Mu?
RT

(1+ daf — d7at )?

(a2, + i)

=142+ al; - (4.11)
donde los subindices 0 y 7 indican derivadas respecto a estas variables. El uso de a como fuente de
datos “sintéticos”u;; tiene dos ventajas: Los datos se obtienen directamente en el espacio pT'y pode-
mos calcular tantos datos como se desee sobre cada isoterma T; escogiendo una malla suficientemente
fina de valores de p;. Los valores maximo y minimo de p; sobre cada isoterma estan acotados por
aquellos reportados en la referencia [12] .

Las tablas 4.1, 4.2 y 4.3, dan los valores de (3, 7 y ¢, estimados por regresiéon lineal de 200 datos
fi; sobre cada isoterma T;.

4.2. Analisis de datos reportados por Estrada-Trusler

La figura 4.1 muestra el conjunto de puntos {7, p;} reportados en la referencia [12] para medir
la velocidad del sonido uj;. En este trabajo usamos la ecuacién de estado a (4.6) para calcular la
densidad correspondiente p;; = p (7}, p;) como sigue. De acuerdo con Tegeler et al. [4] la relacién
entre las variables p, p y T esta dada por

S S N P (S,T) . (4.12)

RTp 0

Esta expresion define una ecuacién trascendente para § como funcién de T y p que debe resolverse
numéricamente. En lugar de resolver esta ecuacion, decidimos calcular para cada isoterma Tj;, los
valores de la presién p; sobre una malla de 30,000 datos (T3, p;), con una resolucién aproximada
de Ap ~1073 mol ecm™3. Las graficas de p; vs. p; muestran que la relacién es uno a uno por lo que
podemos tomar al conjunto de valores p,; y p; como variables independientes y calcular el valor deseado
pi; (Ti, p;) con el algoritmo de interpolacién de Neville [14], el cual usa los polinomios interpolantes
de Lagrange para dar una estimacion de tal manera que el error de p;; disminuye conforme el grado
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del polinomio interpolante de Lagrange aumenta. El error méximo de p,; es de orden 10~* mol cm 3.

Una vez realizado el mapeo anterior en lo siguiente omitimos el indice “2” a p para enfatizar que T
y p son variables independientes.

La figura 4.2 muestra los puntos calculados (Ti, ,oj) en el espacio pT. En esta forma obtenemos
un conjunto de valores u;; = u (TZ-, pj) tal que u;; = uj; con los cuales calculamos los datos fi; (4.3)
usados en el ajuste por minimos cuadrados. La figura 4.3 da una perspectiva tridimensional de la

superficie f (T, p) a través de los datos T, p; ¥ fij-

2 T T T T T T T T 9L
* * |
1.8 —
* * *
16 —
* * *
14 —
* * A
1.2F * -
< * * ¥
ol *
-4
S 1r * * .
2 * x &
= . X *
L * X i
*
“ * * % *
T Xk * x *
: * 5 * *
0.4r . I* * * * * * *
™ * *
IR *
0.2F Bl g kK * * * 3
HEP *
- ! Tl ok KK * * %
100 150 200 250 300 350 400 450

T/K

Figura 4.1. Distribucién de datos (7}, p;) reportador en la referencia [12] en el espacio pT.
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Figura 4.2. Distribucion de datos en el espacio pT'.

T/K

20

. ** * -

. . . * * * ]

* |

.« o X i

6 * ¥ k¥ % * * * _

" |

kK ok ox K ox * * * g

5r *

I R I I * * * % |

*

41 T S S * * * * %

* *

- .’ S

3_ . * |

.t *

. % -

2 EREIEIE - T N 2 * * * *

* ]

[ R O T * * * . 1

1F . Tt %

T R I * * * " ]
old 3 foceer ek ko o% gk, % ok, L L, kL L L K *

100 150 200 250 300 350 400 450



500

3 0 100

p/1073molcm™ T/K

Figura 4.3. Superficie 3D de f en el espacio pT'.

Los valores de 3;, 7, y 0;, obtenidos por regresién lineal de los datos reportados en la referencia [12]
sobre las isotermas mas bajas, son muy sensibles al nimero de términos del ajuste. Para identificar
los posibles valores atipicos (en inglés outliers) usamos el procedimiento siguiente basado en la idea
de que “los coeficientes del ajuste no deben depender criticamente de un dato en particular”.

Consideremos que tenemos n datos { fi; }}_, sobre una isoterma 7;. Este conjunto permite obtener
n + 1 estimaciones de los coeficientes acusticos 3 (T;), v (T;) v 6 (T;), como sigue.

(a) La omisién del k-ésimo dato fj; genera un conjunto {fi;};z que usamos para estimar los
coeficientes de

k k k k
() = 8P + 4 p + 60 p?

minimizando

2 = Z [fz (P(J‘T)Q - fij]
Gk Fij

La bondad del ajuste se mide por medio de los parametros complementarios siguientes:
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» El valor de x%.

» Fl coeficiente de correlacién

2 Zj;ék[fi (pij) _Tz('k)]Q
Tik = —(8)

Zj;ék[fij - fz ]2

—(k) 1
fi=—— Z fij
J#k
es el promedio aritmético de los datos usados en el ajuste. Omitiendo un dato a la vez obtenemos n

donde

estimaciones de cada coeficiente actstico.
(b) Usamos el conjunto completo de datos {f;;}_, para estimar los coeficientes de

fi(p) = Bz +5:p +gi02

minimizando

X? _ Z [fi (p;)?— fij}2
j &

y calculamos el coeficiente de correlacién correspondiente

SR AE
(c) Asi obtenemos n + 1 estimaciones de 3 (7T;), v (T;) v 0 (7;), dadas por
GRS P G I S

RN AT R TS

Los valores promedio son:

= L= m ]
i it 0 4.13
& n+1 ; g g ( )
7 = — _ En 7 + 7‘_
(2 n + 1 p (2 (2 Y
5, o= En o™ 45,
1 n + 1 ot 7 2 I
dan valores representativos de cada conjunto y la varianza
1[& o~ =
2 _ 2t (k) _ 7332 - B.)? 4.14
B) = — |30 -5+ (G- F) ] , (414)

)
Pl
2
I
S|




da una primera estimacién del error de los valores medios (4.13). Datos {fi;}"_; con un coeficiente
de correlacion cercano a 1 dan una varianza pequena.

El paso siguiente es determinar la consistencia del conjunto { f;; };‘:1 a partir de los valores de %,
X7, 4 y ri, y la grifica de datos p; vs. los datos f;; y los valores f; (pj) dados por el ajuste de todos los
datos. Un dato fi es considerado outlier cuando su omisién da un coeficiente de correlacién 7% més
cercano a 1 que r? y x% es menor o igual a x?. Recordemos que la correlacién perfecta r = 1 sugiere
que los datos f;; y los valores f; (pj) dados por el ajuste tiene la misma distribucién con respecto al
centro de masa de los datos f, por lo que podemos considerar que el ajuste captura correctamente
la variabilidad de los datos y, por tanto, es confiable. Intuitivamente, un conjunto de datos { fi;}7_,
es consistente cuando los errores de los datos son similares y, por lo tanto, no tiene outliers. Esto
Z(k), 51@), Ei, Yy g@ Finalmente, de los posibles conjuntos

2
i

debe reflejarse en valores similares de @(k), ¥
de datos sobre una isoterma escogimos el conjunto {f;;}7_; con la correlacién r; mas cercana a 1
y con el mayor nimero de datos posibles, ya que tres datos diferentes dan un ajuste perfecto. Este

procedimiento nos llevé a eliminar uno o dos datos en las isotermas con menor temperatura.

Habiendo determinado un conjunto apropiado de datos { fij};?zl sobre una isoterma T}, el paso
siguiente es la estimacién del error de los valores medios [3;, 7; v d; (4.14). La primera estimacion son
los valores 20;(3), 20;(y) y 20;(6). Como es sabido, si los coeficientes {ﬁgk)7@}’,§:1 : {fyf.’“)ﬁi}g:l
y {55’“),51.};;:1, obedecen una distribucién normal con media f3;, 7; v J;, existe una probabilidad del
95% de que el valor verdadero este entre 3, — 20; v 3; + 204, y andlogamente para 73, y 6;.

Una segunda estimacion del error se obtiene al calcular los coeficientes acusticos por regresion
lineal de datos perturbados { fij4-€;; }j—, con un error de la forma e;; ~ (=1)? 0445 Esto da coeficientes
B5, 5y 05, cuya diferencia con los coeficientes Ei, Yy Si, dados por los datos sin perturbar da la
estimacién deseada. Los valores méaximos

AB, = mix{20:(8), |6 - B,
Ay, = max{20;(v), [v§ —%l}
Ad; = méx {2@ (6),]05 — SZ }

En la seccion 4.6 comparamos los valores 3, £ AS,, v, £ Ay, v 6; = Ad;, con coeficientes acusticos

} (4.15)

son los errores reportados en las tablas 4.1, 4.2 y 4.3.

obtenidos con calculos de dindmica molecuar. Esta comparacion sugiere que el promedio aritmético
1
(A8) = Z AB; (4.16)
(Av) = % Z Ay,
1
(AS) = - Z AG;

es un valor mas apropiado para comparar los coeficientes experimentales actisticos con datos de
dindmica molecular, donde ny = 21 es el nimero de isotermas reportadas en la referencia [12]. Los
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valores dados por los datos de las tablas 4.1, 4.2 y 4.3, son

(AB) = 0.08 cm®-mol™
(Ay) = 76  cm®-mol?
(AS) = 2.80 10*-cm” - mol™? .

En contraste con lo anterior, el ajuste de una funcion lineal

fi(p) = B; +vip

2

7

mayor nimero de términos no mejora o disminuye r?, por lo que consideramos que la precisién de

da una correlacién r? menor que la obtenida con la funcién cuadratica f; = 3; + v,p + d;p?, y un

los datos f;; permite obtener informacién significativa de 8 (7;), v (7;) y d (1;). Esta conclusion es
respaldada por:

= La comparacién entre los diferentes valores reportados en las tablas 4.1, 4.2 y 4.3.
= La comparacién con coeficientes actsticos dados por dindamica molecular en la seccién 4.6.

= Los cédlculos de coeficientes viriales ordinarios reportados en la seccién 5.3 del capitulo siguiente.

4.3. Coeficientes viriales acusticos 3, vy 0

En la referencia [15] se reportan valores de 3’ y 7' en el espacio pT, obtenidos a partir de un
andlisis de los datos reportados en la referencia [12] con una presién en el intervalo aproximado de 0
a 2 MPa. Las relaciones entre los coeficientes viriales acisticos en los espacios pT' y pT es

g=p

v =8B+ RT~ (4.17)

donde queda por especificar los valores de B. Dado que la diferencia entre valores de B estimados por
dindmica molecular no es significativa, usamos una expresién analitica de Wiebke [9] para calcular
los valores de v reportados en la Tabla 4.2.
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Tabla 4.1. Valores de las 21 isotermas del segundo coeficiente virial acistico (.

T BAT95 A/B BA{LlG A/B 5T99 620939 /BAOBl2 Aﬁ

K cm®mol™ 1 cm3-mol ! cm®mol™1  cm3-mol ™! cm®-mol ! cm3-mol 1 cm3-mol~!  cm3-mol~?
110.00 -144.85 £0.10 -144.85 £0.10 -144.93 -144.91 -142.41 +0.85
120.00 -118.34 +0.10 -118.31 +0.08 -118.24 -118.22 -113.51 +0.36
130.00  -97.39 +0.06 -97.35 +0.07 -97.39 -97.36 -96.37 +0.56
135.00  -88.53 +0.06 -88.64 +0.12 -88.60 -88.56 -87.81 +0.45
140.00  -80.63 +0.04 -80.66 +0.05 -80.69 -80.63 -80.33 +0.64
143.00  -76.12 +0.04 -76.23 +0.17 -76.33 -76.23 -75.12 +0.33
146.00  -72.06 +0.04 -72.06 +0.08 -72.21 -72.09 -70.85 +0.26
148.00  -69.55 +0.04 -69.53 +0.10 -69.61 -69.45 -69.01 +0.31
150.00  -66.99 +0.04 -66.91 +0.12 -67.06 -66.91 -66.53 +0.29
156.08  -59.63 +0.04 -59.58 +0.06 -59.76 -59.71 -59.38 +0.22
163.15  -52.12 +0.04 -52.08 +0.04 -52.23 -52.23 -52.10 +0.10
170.00  -45.77 +0.04 -45.72 +0.03 -45.73 -45.76 -45.86 +0.12
180.00  -37.36 +0.04 -37.31 +0.09 -37.41 -37.45 -37.55 +0.11
190.00  -30.25 +0.04 -30.22 +0.07 -30.20 -30.25 -30.46 +0.11
205.00  -21.03 +0.04 -20.97 +0.12 -21.05 -21.10 -21.32 +0.10
220.00  -13.48 +0.04 -13.43 +0.06 -13.44 -13.50 -13.73 +0.10
250.00  -1.58 +0.04 -1.50 +0.02 -1.56 -1.62 -1.80 +0.10
300.00  11.98 +0.04 12.07 +0.05 11.97 11.91 11.83 +0.09
350.00  20.92 +0.04 21.00 +0.07 20.91 20.86 20.83 +0.10
400.00  27.22 +0.04 27.22 +0.08 27.18 27.15 27.20 +0.25
450.00  31.79 +0.06 31.77 +0.04 31.78 31.76 31.82 +0.30
479 valores reportados en la referencia [12].
BMELS valores calculados en este trabajo.

BT valores de regresién lineal de 200 datos u dados por (4.11) sobre cada isoterma.
B9 valores obtenidos con la Ec. (4.10).

€eos
A9B12 valores reportados en la referencia [15].
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Tabla 4.2. Valores de las 21 isotermas del tercer coeficiente virial acistico 7.

T 'YAT95 A’y ,YJWL16 A'Y 'Yng ,yAOB12

K ecmb.-mol=2  cm6-mol~2 ecmb.-mol=2  cm6-mol~2 cm6-mol 2 cm6.mol~?
110.00 -511 +300 -626 +200 -664 -11196
120.00 1590 +150 1495 +155 1464 -9739
130.00 2346 4200 2274 +159 2446 -2768
135.00 2614 +150 2831 +144 2767 -348
140.00 2744 480 2870 469 2995 924
143.00 2760 +80 2978 +120 3123 747
146.00 2944 +80 2997 +70 3203 913
148.00 3107 +80 3133 +70 3276 1901
150.00 3101 +150 3074 +83 3267 2099
156.08 3046 +80 3020 +60 3155 2529
163.15 3039 +80 3012 +32 3104 2994
170.00 3104 +80 3060 +21 3064 3298
180.00 3007 +80 2972 +64 3014 3428
190.00 3026 480 2988 +50 2959 3502
205.00 2909 +80 2856 +74 2885 3494
220.00 2871 +80 2818 +26 2805 3403
250.00 2746 +80 2667 142 2678 3189
300.00 2569 +80 2492 +46 2533 2860
350.00 2468 480 2404 +59 2443 2646
400.00 2354 +80 2374 +16 2395 2430
450.00 2186 +150 2334 +34 2346 2162

AT9 valores reportados en la referencia [12].

MLIG yalores calculados en este trabajo.

799 valores de regresién lineal de 200 datos u dados por la expresién (4.11) sobre cada isoterma.

v
y
v
,YAOBIQ

valores calculados con la Ec. (4.17) a partir de valores 3 y 7' reportados en la referencia [15].
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Tabla 4.3. Valores de las 21 isotermas del cuarto coeficiente virial acuistico 4.

T 5AT95 AS 5J\/IL16 AS 5T99

K 10%-cm®mol=®  10*-cm?-mol 3 10*-cm® mol=®  10*-cm?-mol 3 10*-cm?-mol =3
110.00 -126.00 +76.00 -126.40 +25.00 -125.50
120.00 -57.00 +29.00 -59.50 +5.00 -60.68
130.00 -16.00 +7.20 -20.10 +8.00 -30.98
135.00 -12.60 +5.40 -26.70 +4.60 -25.23
140.00 -3.02 +1.20 -15.70 +2.00 -20.88
143.00 -4.03 +1.60 -15.10 +3.00 -19.30
146.00 -6.71 +2.70 -11.62 +1.48 -16.97
148.00 -8.78 +3.10 -12.53 +1.16 -16.08
150.00 -7.27 +7.00 -9.82 +1.60 -13.71
156.08 -3.41 +1.20 -4.87 +1.00 -7.11
163.15 -1.28 +0.40 -1.87 +0.32 -3.18
170.00 -1.16 +0.40 -0.89 +0.32 -0.81
180.00 1.36 +0.50 1.67 +0.88 1.28
190.00 1.27 +0.40 2.03 +0.65 2.75
205.00 3.25 +1.00 4.30 +0.89 4.13
220.00 3.59 +1.10 4.80 +0.19 5.32
250.00 4.83 +1.40 6.64 +0.83 6.75
300.00 6.43 +1.90 8.15 +0.76 7.85
350.00 6.98 +2.10 8.47 +0.95 8.07
400.00 8.40 +2.50 7.78 +0.44 7.58
450.00 16.18 +6.10 7.59 +0.78 7.20

5479 valores reportados en la referencia [12].
ML valores calculados en este trabajo.

67 valores de regresion lineal de 200 datos u dados por la expresién (4.11) sobre cada isoterma.
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4.4. Comparacién de coeficientes acusticos

Para estudiar la similitud de los coeficientes reportados en las tablas 4.1, 4.2 y 4.3, usamos como

9 v 6799 obtenidos por regresién lineal de datos u dados

valores de referencia los coeficientes 37%, ~T9
por la de la ecuacién de estado a de Tegeler et al. ya que « se estimo6 por regresion de un conjunto
amplio de datos ppT', datos de capacidades calorificas y datos de velocidad del sonido u, los cuales
incluyen datos reportados en la referencia [12]. “El exponente usado en los coeficientes actsticos
indica su origen como se indica en las tablas 4.1, 4.2 y 4.3”.

La figuras 4.4 y 4.5 muestran las graficas de gAT%, gME6 319  gAOBI2

, yV sus respectivas
diferencias 3* — 57%°. En lo siguiente el asterisco representa el origen del coeficiente actstico. Vemos
que las mayores diferencias estan entre 110 K y 170 K y son mayores que los errores estimados
ABATS  AMLIE o ABAOBI2 1 que sugiere que tales errores pueden ser un poco optimistas. Los
valores de 449P1? tienen una separacién més sisteméatica que los colaca por debajo de los valores

correspondientes AT, gMLI6 ¢ 379 para T > 190 K.

La figura 4.6 muestra las graficas de 4790 ~ML16 /T99 v ~

ML16

AOBH, y la figura 4.7 muestra las

respectivas diferencias v* —~7%. La similitud entre los valores es clara v7%?. Los valores 479

tienen una diferencia un poco mayor. Las diferencias ™16 — 4799 y A MEI6 _ ~T99 ogtan aproximada-

mente dentro del error estimado para los valores YME16 v 4AT9 T a5 diferencias de v49812 son muy

grandes. Este tltimo resultado puede atribuirse a que los coeficientes acisticos de la referencia [15] se
obtuvieron con datos (7}, p;;) con p;; entre 0 MPa y 2 MPa. Para verificar los valores y4951% (4.17)
usamos valores de B reportados en la Tabla 4 de la referencia [15], obteniendo los mismos resultados.

5AT957 5ML16 y 5T99

La figura 4.8 y 4.9 muestran las gréaficas de , v sus respectivas diferencias

6" — 07 La referencia [15] no reporta valores de ¢. La similitud entre los valores 6™%'¢ y 679,

es clara. Los valores 67% tienen una diferencia un poco mayor. Las diferencias 6516 — §7%

SMELG _ 579 ostén aproximadamente dentro del error estimado de §M£16 y 5479
Las figuras 4.5, 4.7 y 4.9 muestran que los coeficientes actsticos Y16, ML16 y sMLIG

cercanos a 31°7, AT99 y 579

son mas
, respectivamente. Esto se debe como ya hemos mencionado al hecho de
que la ecuacion de estado a de Tegeler et al. utilizé los datos reportados en la referencia [12] en el
ajuste de sus parametros y por otro lado esta misma funcién « la utilizamos para realizar el mapeo de
datos u del espacio pT al pT los cuales usamos como datos de entrada en este trabajo. Cabe mencionar
que en general el buen acuerdo entre coeficientes acisticos dentro de sus respectivas incertidumbres

AOBl2)

(salvo por ~ se debe a la alta precisién de los datos reportados en la referencia [12].
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4.5. Regresion lineal de coeficientes actsticos

En esta seccién reportamos el ajuste de minimos cuadrados de los datos actsticos de las tablas
4.1, 4.2 y 4.3. La figura 4.10 muestra el ajuste de la serie

Jméx

BT =Y 8T, T=T/T, (4.18)

J=Jmin

donde T, es un valor de referencia, nuevamente el asterisco representa el origen del coeficiente actstico.

Para los datos 922 usamos el ajuste reportado en [15]. Vemos que las graficas de AT - 5799

[MEI6 [BAOBI2 g6 desvia un poco de las tres primeras

, son indistinguibles mientras que la gréafica de
conforme la temperatua disminuye. La bondad de cada ajuste se muestra por medio de las diferencia
entre cada valor ajustado y el dato correspondiente, . . (T};) — Bh.o (T3) en la figura 4.11 donde se

ajuste
799y AOBI2 “tienen la mayor diferencia entre sus respectivos ajustes y

observa que los coeficientes (3
datos por debajo de la temperatura critica, en contraste con los coeficientes beta 347 y ML og

cuales se ajustan muy bien a sus respectivos datos.

La figura 4.12 muestra el ajuste de la serie

jméx
V(T =Y T (4.19)
j:jmin
Las diferencias entre yA7%  ~T99 y 4MLI6 - gon apreciables pero estdan dentro del error promedio
(A7) ~ 76 cm® mol™2. La figura 4.13 muestra las diferencias entre datos y ajuste. La mayor diferencia
Viuste (11) = Viato (1) esta cerca de la temperatura critica T' ~ 150 K para 4479, 4199 y AMEIG,
La figura 4.14 muestra el ajuste de la serie
jméx o
(T =Y T . (4.20)
j:jmfn

5AT95 5T99 y 5ML16 6T99 y 5ML16

Las graficas de , son similares pero es clara la mayor cercania entre

Un resultado similar se obtiene para las diferencias entre datos y ajustes graficados en la figura 4.15,

679 y §ME6 estan dentro del error promedio (Ad) ~ 2,8

la cual muestra que las diferencias de
10*cm® mol 3.

Las figuras 4.10, 4.12 y 4.14 confirman que los coeficientes actsticos FMF16, 4ML16 v sMLI6

son
mas cercanos a G127, 4T y 679 respectivamente. Las figuras 4.11, 4.13 y 4.15 muestran que en

general los coeficientes acusticos tienen un comportamiento poco regular por debajo de 200 K.
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4.6. Comparacién de coeficientes actusticos viriales calcula-
dos a partir de datos de velocidad del sonido u con

calculos de dinamica molecular

Algunos grupos han reportado coeficientes viriales ordinarios B, C, D, ..., G, por medio series de
potencias
jméx
Zy =Y Zy T%, T=T/T.,, (4.21)
j=1

con coeficientes Zj; ajustados por minimos cuadrados de datos calculados por dindmica molecular,
donde z; son los exponentes y T, es un valor de referencia. De acuerdo a las ecuaciones (3.16)—(3.19)
los coeficientes viriales acusticos estan dados por

1
Fe= % (k™' L Z1, + CoQx (4.22)
0
con el operador
L=t

La simplicidad de esta expresién puede ocultar una inestabilidad de F}, bajo pequenas perturbaciones
en los coeficientes Zj;. Para plantear este problema consideremos la expresién

Jméx

_ 2iX
= E ij e”
j=1
y la descomposicion de los coeficientes
_ 0 e

donde Z; es el valor exacto y Zf; el error. Esto da la expresion

0
Z, =29+ 7¢
con ) )
Jméax Jméax
(VI 0 2iT e e 2iT
Zk—g Zy; €77, Zk—g i €7% .
Jj=1 Jj=1
y

LiyZy = LiZ) + Ly Zf.

En términos del polinomio caracteristico

Gk (A) = X% + bipA + by (4.23)
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asociado al operador L, obtenemos

Jmiéx

LeZf = Zf; ai (z) €9" .

Jj=1

Esta expresion muestra que la contribucion del término Z§; gy (z;) €%% estd determinada por la
magnitud y signo algebraico de gy, (z;), los cuales dependen del intervalo de valores de los exponentes
zj. En lo siguiente utilizamos los exponentes M99, J11 y W11, para indicar que los coeficientes
ordinarios se reportan en las referencias [16], [10] y [9], respectivamente. En el caso de coeficientes
acusticos los exponentes J11 y W1l indican que se derivan a partir de los coeficientes ordinarios
reportados en las referencias [10] y [9], respectivamente.

En las referencias [16], [10] y [9], se reportan las expresiones

11 1
T J
B — 3 By, (To_l) Ty = 273,15 K | (4.24)
=0
B = i ek T*7 + crog T+ 4 %00 ) T*:Lv (4.25)
P A 0, ST 1000 K
, .
BV Z B, ; Ty T, =273.15 K 4.26
i u(p) o me=ms K (4.26)
j=—10

donde los exponentes z; toman los valores

=—11 9 2 1 L 0 L 1, 2, 3
Z] - ) YA ) Y 2 ) Y 2 9 ) Y *
La Figura 4.16a muestra las graficas de qrp—1, qr—2, qx—3. La figura 4.16b muestra que ¢z—; es menor
que 1 s6lo para z; = —1,—1/2, fuera de este pequeno intervalo de exponentes tenemos
GV > 1, (4.27)

y cada g (\) crece conforme A — —11. Por ejemplo, tenemos gy—; (—10) ~ 80. Esto implica que la
contribucién del error Zg; gi. (z;) e*® puede incrementarse significativamente. Este resultado ilustra
el hecho senalado en varias referencias que la diferenciacién es una operacion que puede ser inestable
bajo perturbaciones de los datos. En el caso de exponentes negativos como z; = —10 el incremento
del error Zj; g (zj) se compensa con T para valores crecientes de la temperatura T ya que tenemos

Mmoo Z5, qi (2) T% =0, (4.28)

por lo que podemos esperar que el problema de inestabilidad se manifieste principalmente a bajas
temperaturas, como lo muestran los resultados reportados abajo.
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Consideremos los coeficientes actsticos 371! y 8" calculados con los coeficientes ordinarios de
Jager B! (4.25) y Wiebke BV (4.26), respectivamente. La figura 4.17 muestra una excelente
proximidad entre las gréficas de gV, 371y gME10 La figura 4.18 muestra que la diferencia 871! —
M6 est4 dentro del error promedio (AB) = 0,08 cm?® mol~!. En contraste, 3" tiene una separacién
casi constante con ‘BWH — ﬂMLlG} > 0,40 cm?® mol™! muy por arriba del error promedio (A3), lo
que puede atribuirse al error en 31! y a la inestabilidad descrita arriba. En efecto, la figura 4.18b
muestra que la diferencia |B"!' — B/M| crece de 0.05 a 0.37 conforme T aumenta pero la figura
4.17 muestra que la diferencia |LlBJ“ — LlBW11| (proporcional a ‘ﬁ‘nl — ﬁwn}) tiene un valor casi
creciente y por arriba de 0.4. En este caso la disminucién de 7% para z; < —2 conforme 7' crece, no

ayuda en el célculo de gV,

ML16

Las diferencias en los coeficientes YW, 4711 y ~ , es mas evidente en la Figura 4.19. La

T A MLI6  AWIL A MLIG yenortadas en la figura 4.20 son mayores entre 110 K y 150

diferencias ~y
K, lo que puede atribuirse en parte al problema de inestabilidad descrito arriba. A partir de 150 K
las diferencias estdn aproximadamente dentro del error promedio (A7) = 76 cm® mol~2 y tienden a
disminuir conforme la temperatura aumenta, lo que puede atribuirse al decremento de 7% conforme
T aumenta para z; < —2.

Los coeficientes 8V, §/11 y §ML16 también exhibe una buena cercania en la Figura 4.21. La figura

— oML sWIL_ §MLI6 Nfemos que la mayor diferencia 67! — 5416

4.22 muestra las diferencias 67"
esta por debajo de 150 K, a partir de esta temparatura las diferencias coinciden y son casi constantes

dentro del error promedio (Ad) = 2.85 10%cm” mol=* de los datos 619

La expresion (4.22) muestra que es posible obtener informacién acistica a partir de coeficientes
viriales ordinarios obtenidos a partir de calculos de dindmica molecular, sin embargo los resultados
presentados en este trabajo sugieren que esta informacién acistica no es tan confiable para la regién
por debajo de 200 K. Pero afirmamos que el calculo de coeficientes actsticos a partir de coeficientes
ordinarios obtenidos de dindamica molecular es una forma alternativa de comprobar la consistencia
de céalculos de dinamica molecular.
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Capitulo 5

Estimacion de coeficientes viriales
ordinarios

En este capitulo consideramos el calculo analitico de los coeficientes viriales ordinarios B, C'y
D para el argén. En la seccion 5.1 damos un resumen de coeficientes reportados en la literatura.
En la seccion 5.2 damos las expresiones analiticas de los coeficientes ordinarios obtenidas a partir
de los coeficientes viriales actsticos reportados en el capitulo 4. Estas expresiones permiten separar
las contribuciones de las condiciones iniciales y de los coeficientes viriales acusticos. La seccion 5.3
estd dedicada a reportar los coeficientes ordinarios calculados con diferentes condiciones iniciales y
coeficientes acusticos entre 110 K y 450 K. Los resultados muestran que en la regién de bajas tem-
paraturas el resultado depende criticamente de las condiciones iniciales y por arriba de la temperatura
critica los resultados dependen principalmente de la informacion acistica. Estos resultados son con-
firmados en la seccién 5.4 donde estudiamos la forma en que se propagan los errores en condiciones
iniciales y coeficientes actsticos.

5.1. Coeficientes reportados en la literatura

En esta seccion reportamos cédlculos de los coeficientes viriales ordinarios B, C', D, publicados
en la literatura. Pocas referencias han publicado informacion de las derivadas de los coeficientes
ordinarios. Reportamos las derivadas adimensionales

vy A
Ve EV
dr? —  dx?  dx

ya que permiten apreciar diferencias entre diferentes calculos y definen tanto las condiciones iniciales
como el término de forzamiento Q (3.16) en el célculo de C'y D.

La figura 5.1 muestra graficas de B obtenidas con cdlculos de dindmica molecular [9,10,16,17] y
datos experimentales [4,12]. Las figuras 5.2 y 5.3, muestran las derivadas de expresiones analiticas
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de B (4.24), (4.25) y (4.26), reportadas en el capitulo 4. Las derivadas muestran claramente cémo el
calculo de Mass [16] se aleja de los otros célculos. Hay una buena concordancia entre los valores de
Wiebke [9], Jager [10] y Tegeler et al. [4]. Sin embargo, debemos ser cautos con estos resultados dado
que la figura 4.18 muestra que la diferencia entre los coeficientes de Wiebke B"1! y Jager B/!! se

amplifica en los coeficientes actsticos correspondientes 81! y 371 por la accién del operador Ly_;.

El tercer coeficiente virial C' ha sido reportado en numerosas referencias por dar un camino para
estudiar los potenciales de interacciéon por comparacion con datos experimentales ppT'. La figura 5.4
muestra las diferencias entre célculos tedricos y experimentales. Estas diferencias son mas evidentes
en las figuras 5.5 y 5.6, donde damos las gréficas de las derivadas (5.1) obtenidas de las expresiones
analiticas reportadas en las referencias [4], [9], [10], [16] y [17].

Hay pocas referencias que reportan valores del cuarto coeficiente virial D del Argén por su mayor
sensibilidad a potenciales de interaccién y a la precisiéon de datos experimentales. Las figuras 5.7 y
5.8 muestran una mayor proximidad entre los calculos tedricos de Jager [10] y Wiebke [9], mientras
que la ecuacién de estado de Tegeler et al. (4.6) da valores cercanos a los tedricos a partir de los 300
K. Debemos decir que en la referencia [4] no se menciona la posibilidad de usar la ecuacién de estado
« (4.6) para obtener valores de los coeficientes ordinarios D y actstico 0.

La magnitud de las diferencias en los coeficientes C', D, y sus derivadas por debajo de la tempe-
ratura critica 7., muestra que no tenemos valores confiables de las condiciones iniciales (3.23) de C'y
D enT =110 K, por lo que reportaremos el célculo de coeficientes viriales ordinarios con condiciones
iniciales de las referencias [4], [9] y [10], en las secciones siguientes.
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5.2. Calculo analitico de coeficientes viriales ordinarios

En el capitulo 2, usamos las variables T = T/T,, © = Ty p = p/p,, donde T, y p, son valores
de referencia, para obtener las relaciones entre los coeficientes de los desarrollos viriales (3.6)—(3.7)
de Z, C, y F. En el caso del argon tenemos

C
00:3/2, F():%:h'mp_,ogp :5/3 .

Para obtener los coeficientes 7, y C} calculamos las variables intermedias

B, = (1—{—]{3)Zk—Fk, Dk:Zk+Zk (ZkEde/de‘>,

k-1

Qc = Y (DwDim+Com Biom) parak>2, Q1 =0, (5.2)
m=1

Gr = Cf Fi = CoQx (5.3)

con las cuales obtenemos el lado derecho de la ecuacién

donde definimos Z;, = d*Zy/dx* y los coeficientes by, = 1 + 2kCy, by, = kCy [(1+ k) Cy + 2] son
constantes para el argén. Usamos las condiciones iniciales

Z (Toin) = Z20 24 (Tonge) = 200 (5.5)
para obtener una tnica soluciéon Zj en el intervalo r,;m < x < x4, con cotas
Lmin = In Tml’n/T'r" ; Tméx = In Tméx/Tr )

determinadas por el intervalo de temperaturas [Tinm, Timax] sobre el cual se especifican los coeficientes
acusticos Fj. Habiendo calculado Z; obtenemos los coeficientes

ok=00{22k+[(1+k)00+2]zk}—Gk.

La ecuacién (5.4) tiene la solucién
Ly = Zpi + Zpk (5.6)

donde Zy;, es solucion general de la ecuacién homogénea
Znk + bk Zng + bog Zpe =0
Y Zyp es una solucién particular de la ecuacion

Zpk —+ blk Zpk -+ bZk Zpk = ka . (57)

Tenemos
Zni = C1i €XP (r;x) + Cop €XP (r,;x) (5.8)
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donde

V—A
ri:—%’fii 5 Eocon Ap=1-—4kCy(1+Cy), =-1,

son las raices del polinomio caracteristico g (r) = 72 4 by + by, para el argén tenemos A, < 0.

Para obtener una solucién particular Z,; usamos los coeficientes actsticos obtenidos por regresion
lineal de datos experimentales

 F'

Jk
Fe=) FyTh | Th=exp(fiya) .

=1

El producto de series en () (5.2) da una nueva serie que nos lleva a una Gy; (5.3) de la forma
g
G = Z Gy T9% |, T9% =exp(gg; x) ,for k>1.
j=1

Sustituyendo la expresién
JGk

Zyp =Y Zyy T . (5.9)
j=1
en la ecuaciéon inhomogénea (5.7) obtenemos los coeficientes
k Gi;
Dippj = ——2_ (5.10)
G (9r;)

Usando las condiciones iniciales obtenemos las constantes de integracion

( Ci ) _ ( exp (rfz)  exp (rpz) )1 ( Z0 — 7t (i) )

Cor rfexp (riz) ry exp (rk_:v) Zmin _ Zpk (Tmin)

Los céalculos fueron programados en FORTRAN con aritmética compleja para k arbitraria.

La ecuacién (5.4) para cada Zj, es la ecuacién de un oscilador arménico amortiguado y forzado con
término de forzamiento kGy;. El periodo Ty, = T) exp (47?/ \/—_Ak) de la parte armoénica es grande
para el intervalo de temperaturas experimentales. Por ejemplo tenemos T}, = 2,0 x 10° K con k =1,
T, = 280 K. El factor exponencial toma los valores

ebw/2 ol 32 P2

para k = 1, 2, 3, respectivamente. Esto implica que el término Zj; y, en consecuencia, las condiciones
iniciales, son importantes solo a bajas temperaturas. El valor de Zj, estara dominado por el término de
forzamiento £Gy; conforme T" aumenta. Esto es ilustrado en la figura 5.9 con las graficas de Zpy, Z,
y Zj para k = 1. Vemos que Zj;, tiene un valor pequeno en relacién a Z,, pero es lo suficientemente
grande como para trasladar en forma apreciable la grafica de Z,;. Para k > 2 esperamos un resultado

similar pero ahora con la contribucién de Q) a kGy.
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5.3. Coeficientes viriales ordinarios calculados

Dado que el intervalo de valores de las condiciones iniciales para C'y D en T'= 110 K, es amplio,
reportaremos calculos con condiciones iniciales de tres referencias. Comenzamos con las condiciones
iniciales dadas por los célculos de Jager [10]. Las figuras 5.10a, 5.11a y 5.12a, muestran las gréficas
de B, C'y D, calculados con los coeficientes acisticos obtenidos por minimos cuadrados de los datos
de las Tablas 4.1, 4.2 y 4.3. Dado que usamos las mismas condiciones iniciales, las diferencias seran
apreciables con valores crecientes de T'. Las graficas de B son indistinguibles, las graficas de C' también
son similares pero muestran una separacién conforme 7" aumenta. Las diferencias en D son mayores.
Las figuras 5.10b, 5.11b y 5.12b, muestran las diferencias V;* — V;/!! con respecto a los valores de
Jager V;7'. Vemos que 34°%12 da la mayor diferencia BAP'2 — B/11 mientras que BAT%, BT y
BMLI6 "tienen diferencias dentro del error promedio (AB) = 0.08 cm® mol~! de BMELE siendo BAT9
la més cercana a B/!!. Las diferencias en C' son menores al error promedio (Ay) = 76 ¢cm% mol~2

ML16 CML16 J11

de vy , siendo el coeficiente con la mayor separacién de C”''. Las diferencias en D son

similares y dentro del error promedio (Ad) = 2.85 cm® mol =3 de 616,

Las figuras 5.13a, 5.14a y 5.15a, muestran las graficas de B, C' y D, obtenidas con condiciones
iniciales de Wiebke [9]. Las figuras 5.13b, 5.14b y 5.15b, muestran las diferencias V' — V! con
respecto a los valores de Wiebke V1. Los resultados son similares a los obtenidos arriba. Las gréficas
de D son similares aunque vemos una mayor cercania entre los valores obtenidos via coeficientes

acusticos y los valores de Wiebke (ver figura 4.22).

Las figuras 5.16a, 5.17a y 5.18a, muestran las graficas de B, C' y D, obtenidas con condiciones
iniciales de la ecuacién de estado de Tegeler et al. (4.6). Las figuras 5.16b, 5.17b y 5.18b, muestran las

diferencias V;* — V2% con respecto a los valores de Tegeler et al. V1%,

os k s k- Los resultados son similares

a los obtenidos arriba. Las graficas de D son similares aunque vemos una mayor cercania entre los
valores obtenidos via coeficientes actsticos y los valores de Tegeler et al. (ver figura 4.9).

Las graficas de D en las figuras 5.12a, 5.15a y 5.18a, muestran que los mismos coeficientes acisticos
experimentales en las Tablas 4.1 a 4.3, pueden reproducir diferentes coeficientes ordinarios con las
condiciones iniciales apropiadas. En la figura 5.12a las graficas tienen un méaximo y un minimo
mientras que en la Fig. 5.18a las graficas no tienen puntos criticos.
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coeficientes acusticos , obtenidos por ajuste de los datos de la Tabla 4.3.
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Figura 5.18b. Diferencias entre los coeficientes D de la figura 5.12a con D%,
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5.4. Propagacion de errores

Los resultados reportados de la seccién 5.1 muestran que hay un amplio intervalo de valores de
C' y D por debajo de la temperatura critica 1., lo que nos motivo a reportar calculo de coeficientes
ordinarios con condiciones iniciales de tres fuentes diferentes en la secciéon anterior. Esto plantea el
importante problema de cononcer la forma en que se propagan los errores en las condiciones iniciales
y los coeficientes actsticos. No existe una forma simple para estimar los errores debido a la no
linealidad de las ecuaciones termodindmicas para Z y Cy . Las ecuaciones (3.19) y (3.20) muestran
que los errores de los coeficientes 7, Zs, ..., Zy_1, aparecen en el término de forzamiento Q) (5.2)
del coeficiente Zn donde tales errores se mezclan en forma no lineal.

Una forma de estimar la incertidumbres en los coeficientes ordinarios consiste en perturbar aleato-
riamente los datos de entrada (condiciones iniciales y coeficientes acusticos), calcular un promedio de
los coeficientes ordinarios correspondientes y la diferencia con los calculos sin perturbar [15]. En este
trabajo usamos las expresiones analiticas de Z; y C} para calcular en forma exacta la propagacion
de errores. Las condiciones iniciales perturbadas son

780 = (141072 2k (Tusn) , 22 = (14 107%€3) Zi (Tougn) (5.11)

donde €; y € son los errores porcentuales de Z;' y Z;*, con respecto a los valores de referencia

Zi (Twin) ¥ Zi (Twin)- Los coeficientes actisticos perturbados 570 y 3%<0 se estiman por regresién

lineal de conjuntos de datos perturbados ﬁf\“w + AﬁZMLlG y @MMG — Ap,;, respectivamente. La

tabla 4.1 da el error A@MLIG correspondiente a ﬁf‘“lﬁ, (=0 es el coeficiente obtenido con datos
ML16
i

los coeficientes perturbados v y 6. Las condiciones iniciales en Ty, = 110 K se obtienen de los

no perturbados [3 y graficado en la figura 4.10 de la seccién 4.5. En forma andloga calculamos
coeficientes ordinarios de Jager [10]. Los signos algebraicos reportados en las figuras siguientes son
los signos con los cuales se obtiene la mayor diferencia entre un coeficiente no perturbado 7 y el
coeficiente perturbado Z; (T’ €1, €2, €3) con un conjunto dado de pardmetros |e1], |ea| v |es].

La figura 5.19a muestra las graficas de B y sus perturbaciones B*, la figura 5.19b muestra las
diferencias B*— B. Las curvas discontinuas dan los resultados con el coeficiente actstico no perturbado
(=% Vemos que el error en las condiciones iniciales domina sobre el error de los datos actsticos.
El error generado por las condiciones iniciales (5.11) decrece con la temperatura mientras que el
error asociado al coeficiente actstico aumenta con la temperatura. Esto se debe a que la ecuacién
L7y, = kGj, (3.20) es la ecuacién de un oscilador arménico amortiguado y forzado, por lo que la

contribucion de la solucién Zj, de la ecuacién homogénea LiZ,, = 0 decae exponencialmente con
x=In(T/T,).

Las figuras 5.20a y 5.20b muestran los resultados para C* y las figuras 5.21a y 5.21b dan las
graficas para D*. Los términos correspondientes ()} incluyen los errores en las condiciones iniciales y
coeficientes acusticos de los coeficientes ordinarios de menor orden. La grafica del coeficiente B (B y
(') usado para calcular C' (D) se indica con el mismo color. Las figuras muestran que la propagacién
de errores es similar a la de B: Los errores asociados a las condiciones iniciales dominan cerca en
el intervalo Ty, = 110 K y 250 K, aproximadamente, y conforme la temperatura aumenta el error
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debido a las condiciones iniciales tiende a cero y sélo queda el error asociado a los coeficiente actsticos.
La variedad de graficas de C'y D en las figuras 5.4 y 5.7 es similar a la variedad de las graficas en las
figuras 5.20a y 5.21a obtenidas perturbado principalmente las condiciones iniciales. Por ejemplo, la
figura 5.20a tiene dos graficas casi iguales a las graficas de DT y D79 en la figura 5.7. Esto muestra
que la forma de C'y D por debajo de 200 K esta determinada por las condiciones iniciales.

Estos resultados confirman el hecho senalado por otros autores, a saber, los coeficientes ordinarios
son mas sensibles a los errores en las condiciones iniciales y muestran que con las condiciones iniciales
adecuadas, la precisién de los datos de velocidad del sonido permite obtener coeficientes ordinarios
precisos.
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Figura 5.19a. Calculos de B con perturbaciones.
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Figura 5.19b. Diferencias con respecto al calculo de referencia.
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Figura 5.20a. Céalculos de C' con perturbaciones.
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Figura 5.20b. Diferencias con respecto al calculo de referencia.
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Figura 5.21a. Calculos de D con perturbaciones.
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Figura 5.21b. Diferencias con respecto al calculo de referencia.

68



Capitulo 6

Propiedades termodinamicas obtenidas a
partir de coeficientes viriales ordinarios

Una vez calculados los coeficientes viriales B, C', D, con ayuda de la expresién (3.20) es posible
calcular los coeficientes del desarrollo virial de Cy .,/ R, de tal forma que empleando las expresiones
(3.6) y (3.7) se obtiene el factor de compresion Z y la capacidad calorifica molar a volumen constante
Cym en una region pT alrededor de p = 0. De este modo hemos calculado Z (p,T) v Cym (p,T)
alrededor de p = 0 a partir del célculo de coeficientes viriales ordinarios, cualquier otra propiedad
termodindmica se puede obtener a partir de Z (p,T) o Cym (p, T).

La figura 6.1 muestra el factor de compresién Z con la temperatura de 200 K a 400 K y la
densidad entre 0 mol-cm™3 y 3.35 1073mol-cm 3, los coeficientes viriales de Z se obtuvieron a partir
de los coeficientes acuisticos obtenidos en este trabajo y condiciones iniciales impuestas en 110 K
calculadas con la ecuacién de estado de Tegeler et al. [4]. En lo siguiente a estos coeficientes los
identificaremos con el exponente “ML16”. La figura 6.2 muestra la diferencia absoluta AZ entre el

ML16 (ML16 ML16
B , C y D

factor de compresién Z obtenido a partir de coeficientes , V Z obtenido a

partir de la ecuacién de estado de Tegeler et al. [4] en la misma regién pT" de la figura 6.1.

La figura 6.3 muestra la capacidad calorifica molar a volumen constante C. ,,/ R, con la temper-
atura de 200 K a 400 K y la densidad entre 0 mol-cm™ y 3.35 10~3mol-cm ™3, los coeficientes del
virial de C\ ,, se obtuvieron a partir de las expresiones (3.7) y (3.20), y coeficientes ordinarios BM£16,
CMLI6 v DMLIG T4 figura 6.4 muestra la diferencia absoluta AC, ,,/R, entre la capacidad calorifica
molar a volumen constante C. ,, obtenida a partir de las expresiones (3.7) y (3.20), y coeficientes
ordinarios BME6 OMEL6 y DMLIG "y O obtenida a partir de la ecuacién de estado de Tegeler et

al. [4] en la misma regién pT" de la figura 6.3.

Las figuras 6.2 y 6.4 muestran que las diferencias AZ y AC 1,/ R crecen conforme la temperatura
disminuye y la densidad aumenta. Conforme la temperatura aumenta estas diferencias decrecen
substancialmente, esto se debe al comportamiento de cada coeficiente virial cuyo valor estd dominado
por las condiciones iniciales para temperaturas bajas y a medida que la temperatura aumenta la
contribucion de las condiciones iniciales decrece y empieza a dominar la contribucion de la informacién
acustica. En la seccién 4.4 se mostré que se tiene un buen acuerdo en la informacion actustica entre

69



nuestros resultados y la ecuacién de estado de Tegeler et al. [4] para temperaturas mayores a 200
K, lo cual se refleja en la figuras 6.2 y 6.4. Las diferencias AZ son aproximadamente un orden
de magnitud mayor que las diferencias AC, /R, esto confirma la conveniencia de usar informacién
acustica para estimar propiedades termodindmicas ya que como se ha senialado por otros autores [18],
las incertidumbres de las mediciones de propiedades caldricas son mayores a las incertidumbres en
las propiedades térmicas por varios 6rdenes de magnitud.

400

p/(1073mol - cm™3) 0 200 T/K

Figura 6.1. Célculo de ZM516 g partir de coeficientes ordinarios BME16 CML16 v HMLIE,
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AZ-104

400

p/(1073mol - cm™3) 0 200

T/K
Figura 6.2. Diferencia absoluta AZ = ZML16 _ 7¢os donde

ZME6 — 1 4 pMLI6, . OMELG6 2 o DMLI6 53 v 7€0s g obtiene a partir de la ecuacién de estado de
Tegeler et al.
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1.68

1.66

1.64

1.62

16

1.58

Cym/R

1.56

1.54

1.52

400

p/(1073mol - cm™3) 0 200 T/K

Figura 6.3. Cy ,, dividida entre R, obtenida a partir de las expresiones (3.7) y (3.20), y coeficientes
ordinarios BME16 CMLI6  HMLIG,
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(ACym/R) - 103

400

p/(1073mol - cm~3) 0 200 T/K
= O — s donde CME se obtiene a partir de las

v,m?

Figura 6.4. Diferencia absoluta ACY .,
expresiones (3.7) y (3.20), y coeficientes ordinarios BM16 CMEI6 v DMEIS y Ceos se obtiene a

partir de la ecuacion de estado de Tegeler et al..
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Capitulo 7

Conclusiones y perspectivas

En el capitulo 2 se demostré que una de las formulaciones propuestas para calcular propiedades
termodinamicas con informacién actstica, es inconsistente. En este trabajo abordamos la solucién
de las ecuaciones termodinamicas como un problema de valores iniciales tanto en la temperatura
como en la densidad. En la literatura se ha reportado la relacién entre coeficientes ordinarios y
acusticos hasta tercer orden. La relaciones tedricas reportadas en el capitulo 3 tienen una forma
simple que permite hacer calculos a orden arbitrario. Como se muestra en las secciones 4.6 y 5.2,
estas expresiones permiten abordar dos problemas complementarios: El cdlculo de coeficientes viriales
ordinarios a partir de coeficientes viriales actisticos y el problema inverso, el calculo de coeficientes
viriales actsticos a partir de coeficientes viriales ordinarios. Las relaciones son véalidas para gases puros
y su simplicidad es apropiada para resolver las ecuaciones diferenciales de los coeficientes ordinarios
por métodos numéricos en el caso de gases no ideales, lo que serd uno de los proyectos inmediatos
por desarrollar.

En el caso del argon, la simplicidad de las relaciones obtenidas nos permitio elaborar un programa
FORTRAN para obtener expresiones analiticas de los coeficientes ordinarios y acusticos hasta el orden
deseado, a partir de las series de potencias de la temperatura que se usan para ajustar los datos de
velocidad del sonido. Para nuestro conocimiento, tales soluciones no se han reportado y permiten
comprender algunos resultados obtenidos en la literatura con métodos numéricos. El primero de ellos
es que las discrepancias entre célculos de coeficientes viriales ordinarios, son mayores a temperaturas
bajas y disminuyen conforme la temperatura aumenta.

El analisis de los datos de velocidad del sonido del argén reportados por Estrada-Trusler [12],
sugiere que en las isotermas con menor temperatura algunos datos deben omitirse para estimar los
coeficientes acusticos por regresion lineal. Atin cuando los datos de velocidad tienen una gran precisién
(Au/u ~ 107°), el problema estd en el comportamiento de la funcién f = (u?/ug — 1) /p (4.1) cerca
del valor limite de gas ideal p = 0. El valor de la funcién x? (4.4) no es suficiente para determinar la
bondad de un ajuste. El coeficiente de correlacién mostré ser un parametro adecuado para estimar
la bondad de un ajuste de minimos cuadrados y la consistencia de un conjunto dado de datos.

La relacién entre coeficientes viriales acisticos y ordinarios da un camino directo para evaluar la
confiabilidad de modelos de interaccién molecular con datos de velocidad del sonido. Sin embargo, los
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resultados de la seccién 4.6 muestran que esta relacion debe usarse con precaucion ya que el calculo
de coeficientes actsticos a partir de los ordinarios puede ser sensible a los errores de éstos tltimos.
En contraste, es bien sabido que el calculo de coeficientes ordinarios es estable a los errores de los
coeficientes acusticos y las condiciones iniciales.

Los resultados de este trabajo muestran que las condiciones iniciales son dominantes por debajo
de la temperatura critica T,.. Desafortunadamente, las estimaciones reportadas de los coeficientes
ordinarios C' y D por debajo de T, tienen un amplio intervalo de valores. Las figuras 5.19 a 5.21
muestran que la contribucién de las condiciones iniciales decrece conforme la temperatura aumenta,
aun cuando las condiciones iniciales de un coeficiente 7 aparecen en los términos de forzamiento de
las ecuaciones correspondientes a los coeficientes de mayor orden Zy,~ . Las mismas figuras muestran
que la mayor fuente de error en el calculo de B, C'y D, esta en las condiciones iniciales cuando estas
se imponen por debajo de la temperatura critica.

Hay pocos resultados del cuarto coeficiente virial D del argon. El trabajo de Tegeler et al. dedicado
a una ecuacién de estado « (4.6) para el Argon, sol6 reporta valores de B y C' correspondientes a «v y
no existe una sola referencia al uso de « para estimar D. La figura 5.7 sugiere que dicho coeficiente D
es confiable por arriba de 250 K. En contraste, los resultados reportados en este trabajo muestran que
los valores de la velocidad del sonido u dados por la ecuacién de estado a (4.6), tienen una precisién
Au/u ~ 10~* similar a la de los datos experimentales. Usamos la funcién a para obtener 200 datos
u sobre cada isoterma y vimos que tal cantidad de datos da basicamente los mismos coeficientes
acusticos que obtuvimos con un méaximo de 12 datos sobre las mismas isotermas. Esto confirma que
un nimero pequeno de datos de velocidad u es suficiente para estimar coeficientes ordinarios.

Como trabajo de investigacion a futuro esta el hacer los calculos directamente en el espacio
pT, con el propdsito de evitar usar una ecuaciéon de estado como « (4.6), para mapear los datos
experimentales al espacio pT'. Por ultimo, las ecuaciones (3.19) se resuelven imponiendo condiciones
iniciales, pero en las perspectivas a futuro se contempla estudiar el problema imponiendo condiciones
Dirichlet en los extremos de la region de integracion y ver si es posible mejorar los calculos, ya que
una de las principales fuentes de errores es la primera derivada de cada coeficiente virial térmico
a bajas temperaturas. Un trabajo preliminar del uso de condiciones de frontera Dirichlet esta por
publicarse [19].
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