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Resumen

En la intrincada travesia a través de la fisica de agujeros negros, este trabajo
se ha sumergido en la exploracién profunda de la Paradoja de la Informacién. En
un esfuerzo por desentranar los misterios fundamentales que rodean la conser-
vacion de la informacién en fendmenos fisicos, se han introducido herramientas
innovadoras, como la holografia y el método de réplicas, sentando asi los cimien-
tos tedricos esenciales.

La investigacién se ha dividido en dos etapas: la primera, estableciendo los fun-
damentos tedricos necesarios, y la segunda, adentrandose en la complejidad de
trabajar con entropia en espacios-tiempos curvos no triviales. Destacando avan-
ces pioneros, se ha revelado un mecanismo “clasico” para obtener una curva de
Page durante la evaporacién de agujeros negros.

La contribucién principal de este trabajo se centra en la aplicacién de la férmu-
la de las islas al caso de agujeros negros extremales de Reissner - Nordstrom
anti-de Sitter, abordando la imposibilidad de comparar entropias y por lo tanto
la obtencién de la curva Page debido a divergencias. Este obstaculo se supera
mediante el ingenioso uso de la no conmutatividad, sin embargo el resultado
obtenido no es el esperado y se mantiene la duda sobre el tiempo de Page para
este caso. La solucién no satisfactoria del problema abre nuevas interrogantes y
pone en tela de juicio el resultado que se obtiene mediante el método de islas,
tal vez no en su validez, pero si en la informacién que este otorga acerca del
agujero negro que se estd estudiando y sobre el cual el método se estd aplicando.
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Introduccion

En el ambito de la fisica de agujeros negros, la Paradoja de la Informacién
se presenta como un desafio de considerable envergadura, cuestionando los prin-
cipios fundamentales que rigen nuestra comprensién sobre la conservacion de la
informacion en los fenémenos fisicos.

Esta tesis se sumerge en un viaje de exploracién, tomando como guia el tra-
bajo vanguardista de [2] quienes en su articulo seminal, introdujeron conceptos
innovadores como “agujeros de gusano de réplica”’. Este enfoque se revela co-
mo un instrumento esencial para recrear la formula de las islas con un método
semiclasico, marcando un hito crucial en la resoluciéon de la Paradoja de la In-
formacion. A través de esta exploracion, se busca no solo entender la conexién
intima entre los agujeros negros, la evoluciéon de la curva de Page y la radiaciéon
de Hawking, sino también avanzar hacia la superacion de esta paradoja intrin-
cada, ademas de la aplicaciéon de los resultados a métricas que nos permitan
entender su funcionamiento.

Ademsds, la investigacién de [1], ha contribuido significativamente a la com-
prensién de las dindmicas del interior de los agujeros negros. Su enfoque en
los agujeros de gusano de réplica ofrece un marco tedrico solido para abordar
aspectos esenciales de la paradoja, como la estructura del interior del agujero
negro y la relacién entre la radiaciéon de Hawking y la informacién perdida.
Estos trabajos pioneros no solo desentranan aspectos cruciales de la paradoja,
sino que también sirven como pilares sobre los cuales construimos nuestra explo-
racion tedrica. En este contexto, nuestro objetivo es el de contribuir al discurso
en evolucion sobre la Paradoja de la Informacién al integrar conceptos clave de
los trabajos antes mencionados, y explorar dimensiones adicionales como la no
conmutatividad en el contexto de agujeros negros extremales. La introduccién
de la no conmutatividad abre nuevas vias de comparacion, lo que permite com-
prender la compleja danza entre la gravedad cuéantica, la evolucién de la curva
de Page y la teoria de la informacién.

La primera mitad de este trabajo establece las bases en un momento donde
la holografia emerge como una herramienta esencial en la exploracién gravita-
cional. Ademas, exploramos el método de réplicas, valioso en termodindmica y
esencial en el cédlculo de la entropia para casos complejos.

La segunda mitad se sumerge en la complejidad de trabajar con la entropia

XI
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en espacios-tiempos curvos y sus consecuencias en métricas no triviales. Vin-
culamos estas herramientas con el espacio anti de Sitter, un terreno fértil para
nuestras ideas. A medida que avanzamos, presentamos avances innovadores pa-
ra la solucién de la Paradoja de la Informacién, desentranando el mecanismo
“clasico” para obtener una curva de Page durante la evaporaciéon de un agujero
negro mediante la férmula de las islas.

Esta investigacion se inserta en un didlogo fascinante entre dos momentos
criticos en la evolucién de la fisica. El problema del cuerpo negro, que en el siglo
pasado catalizé una revolucion conceptual en la teoria cuantica, planted inte-
rrogantes fundamentales sobre la naturaleza de la radiacién electromagnética.
Inesperadamente, el camino trazado por los visionarios del siglo XX converge
con nuestra exploracion de la curva de Page y, por extension, con la enigmatica
Paradoja de la Informacion que nos desafia en el presente.

Este estudio no solo se ubica en la vanguardia de la investigacién contemporanea
sobre agujeros negros, sino que establece un vinculo conceptual que conecta los
enigmas cuanticos de épocas anteriores con las incertidumbres actuales en la
comprensién de la informacién en el cosmos. Mas ain, la resolucién de la Pa-
radoja de la Informacion no simplemente constituye un desafio teérico contem-
poraneo; promete tener repercusiones paradigmaticas que pueden compararse, e
incluso superarse, a las del intrigante problema del cuerpo negro del siglo pasado.
Del mismo modo en que la solucién a ese problema condujo a una transforma-
cién radical en la teoria cudntica y en nuestra comprensiéon fundamental de la
naturaleza, superar la Paradoja de la Informacién podria inaugurar una nueva
era en la fisica tedrica. Su eventual resoluciéon no solo arrojaria luz sobre los as-
pectos méas complejos de la gravedad cuantica y la teoria de la informacién, sino
que también sentaria las bases para un cambio conceptual de magnitud similar
al que marcé la revolucion cuantica del siglo XX. La trascendencia potencial
de este trabajo resalta su importancia y enfatiza la necesidad de abordar estos
misterios con la seriedad que la historia de la fisica nos exige reconocer. En el
entramado de teorias y desafios que caracteriza esta introduccién espero, que
este viaje no solo expanda el conocimiento, sino que también inspire reflexio-
nes profundas y genere nuevos interrogantes en el fascinante terreno de la fisica
tedrica, en especifico en el entendimiento de los agujeros negros y la gravitacién.
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Capitulo 1

Agujeros negros y
Termodinamica: De
Einstein a Hawking

Iniciar un trabajo de esta magnitud siempre presenta una complejidad inhe-
rente debido a las miltiples interconexiones entre distintos ambitos de la fisica,
lo que complica la tarea de condensar un siglo de avances en la materia en unos
pocos capitulos. El desafio se inicia al abordar las ecuaciones de campo de Eins-
tein y explorar su relevancia en el estudio de los agujeros negros. Este primer
capitulo se dedica a establecer una base tedrica sélida que facilitara el analisis
de los diversos temas avanzados que abordaremos en las secciones subsiguientes
de la tesis.

Dicho lo anterior, podemos organizar el capitulo de la siguiente forma: Co-
menzamos por hacer una breve resena de la relatividad general de Einstein,
introduciendo las ecuaciones de campo de Einstein y la accién de Einstein Hil-
bert. A continuacién, describiremos las condiciones que dan origen a la métrica
Schwarzschild como solucién a las ecuaciones de campo y discutimos sus carac-
teristicas fisicas, como el horizonte de eventos y la singularidad, elementos que
son esenciales para entender la naturaleza de los agujeros negros.

Una vez establecida esta base, procederemos a introducir los diagramas de Pen-
rose como una herramienta para representar la estructura causal del espacio-
tiempo de Schwarzschild, aprovechando su claridad en la representacién de con-
ceptos complejos. Esto nos llevara al estudio de la temperatura de Hawking,
un fenémeno que nos obliga a considerar los efectos cudnticos en la fisica de
agujeros negros, y a la entropia de Bekenstein-Hawking, que nos proporciona
una ventana a la termodindmica de estos enigméticos objetos.

Finalizaremos abordando un poco acerca de la evaporacion de los agujeros ne-
gros, veremos como es que existe tal fendmeno ademas de un breve célculo
clasico que nos permitird poner sobre relieve lo que significa este proceso en la
escala temporal humana y sentara ciertas bases conceptuales para los siguientes
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capitulos.

1.1. Introduccion a las ecuaciones de campo de
Einstein

La formulacién de la relatividad general encuentra su origen en el trabajo
realizado por Albert Einstein en 1915 [3], en dicho articulo, se da una formula-
cién a las ecuaciones de campo de Einstein transformando nuestra comprension
de la naturaleza del universo. La idea “innovadora”dentro de este trabajo fue
proponer que la gravedad no es una fuerza en el sentido tradicional, sino el
efecto de la curvatura del espacio-tiempo causada por la distribucién de ma-
sa y energia. Las ecuaciones de FEinstein no solo explicaron las observaciones
que desafiaban la teoria Newtoniana, sino que también predijeron fenémenos
completamente nuevos, como la existencia de agujeros negros y las ondas gravi-
tacionales, conceptos que han sido confirmados experimentalmente y que siguen
siendo fundamentales en la fisica moderna.

Para el desarrollo de esta seccién utilizaremos el libro de Relativity: An intro-
duction to special and general relativity” [4, p.173-185] como base, se hardn
referencias esporadicas a otros trabajos que seran mencionadas de forma opor-
tuna en el texto .

En el contexto de Relatividad General (GR por sus siglas en inglés), el concepto
de materia se encuentra definido por todo aquello que produce un campo gra-
vitacional, esto es, aquello que contribuye al tensor de energia momento. Para
poder derivar las ecuaciones de campo es necesario plantear algunos requeri-
mientos plausibles, estos son

» Las ecuaciones de campo deben de ser ecuaciones tensoriales (independen-
cia de las leyes de la naturaleza a los sistemas coordenados)

= Deben ser ecuaciones diferenciales parciales de a lo mucho segundo orden
para las funciones a determinar (los componentes del tensor métrico g, ),
que son lineales en las derivadas de mayor orden.

= Deben de (en el limite apropiado) ir a la ecuacién de Poisson:
VU = 47Gy, (1.1)

de la teoria de gravitacion de Newton. Aqui U es el potencial, G es la
contante gravitacional Newtoniana y u es la densidad de masa.

= Dado que el tensor de energia momento T"” es el andlogo relativista es-
pecial de la densidad de masa, deberia ser la causa o fuente del campo
gravitacional.

uv

= Si el espacio es plano, T"” debe anularse.

Maestria en Fisica 4
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Con estos requerimientos se puede plantear que las ecuaciones de campo deben
de tener la siguiente estructura

Gy = kT, (1.2)

con una constante x que deberd ser determinada. Debemos usar que el tensor
de energia momento debe tener divergencia igual a 0 (generalizacién de la ley de
conservacién de la energia-momento en relatividad especial) y ser simétrico (ex-
presando la ley de conservacién del momento angular en Relatividad Especial)
lo cual implica para la ecuacién anterior lo siguiente:

V.G =0y Gy =Gy (1.3)

Existe solo un tensor de segundo orden el cual es lineal en las componentes del
tensor de curvatura y el cual satisface 1) [5, p.73], dicho tensor es R, — %gWR.
Dado que el tensor métrico también satisface ([1.3]), G*¥ tiene la forma:

1
G" = R" — Sg" R+ Mg, (1.4)

La constante A es la constante cosmoldgica, introducida por Einstein (1917).
Su propdsito inicial era permitir la existencia de un universo estatico, evitando
la expansién o contraccién que predecian las ecuaciones de Einstein al no estar
dicha constante presente. Einstein la considero como el mayor error de su ca-
rrera, esto después de que Edwin Hubble observara la expansién del universo
[6]. Sin embargo, la constante cosmoldgica ha encontrado una nueva vida y un
significado profundo en cosmologia, especialmente con el descubrimiento de la
aceleracién de la expansién del universo. Este término actia como una forma de
energia del vacio con una presién negativa, siendo crucial para explicar las ob-
servaciones cosmoldgicas que se hacen actualmente. Més adelante, exploraremos
en detalle el espacio de Anti-de Sitter, que incorpora una constante cosmoldgica
negativa y es fundamental en el marco de la correspondencia AdS/CFT.

Dicho lo anterior podemos distinguir entre dos casos A = 0y A # 0, de momento
asumiremos el primero. Asi, el tensor de Einstein tiene la siguiente forma

1
G’“/ = RHV — §Rgul/- (15)
De esta forma es posible llegar a las ecuaciones de campo de Einstein
1
G =R, — QRQW = KT, (1.6)

Estas ecuaciones fueron derivadas por Einstein después de diez anos de trabajo
en 1915, y sin embargo resulta interesante saber que fueron también publicadas
casi simultdneamente por Hilbert [7], la diferencia entre ambos trabajos resulta
de la forma en que el problema matemaético es atacado, en su caso Hilbert utilizé
el principio variacional para derivar las ecuaciones.

Las ecuaciones de campo de Einstein , constituyen un sistema de diez di-
ferentes ecuaciones para determinar las diez funciones métricas g,,,,. Debemos

Maestria en Fisica 5
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notar, que incluso con condiciones iniciales fijas, este sistema no posee una
solucion tnica; siempre debe ser posible realizar un cambio de coordenadas ar-
bitrario. De hecho, es esta falta de determinacién especifica en el sistema de
ecuaciones de campo la que estd asegurada por la existencia de las identidades
de Bianchi contraidas

V,G* = kV,TH = 0. (1.7)

Estas identidades expresan el hecho de que las diez ecuaciones de campo no son
todas independientes unas de otras. La ecuacién anterior nos muestra que las
ecuaciones de Einstein son integrables y libres de contradiccién interna solo si
la divergencia del tensor de energia momento es igual a 0.“El espacio no es el
escenario para los eventos fisicos, sino un aspecto de la interaccién y movimiento
de la materia” [4, pp.176], esto es que el espacio es un actor activo en todos los
eventos gravitacionales.

La dltima aclaracion que tal vez sea conveniente tratar en esta seccién, es la de la
constante x, dicha constante puede ser calculada tomando el limite Newtoniano
de la teorfa de Einstein (limite de campos gravitatorios débiles y velocidades
mucho menores que la velocidad de la luz) [4, pp.177][8, pp.73]. El valor que
resulta de hacer lo anterior es Kk = 87G en donde se tomo6 ¢ = 1.

1.1.1. Accion de Einstein-Hilbert

Sabemos que todas las ecuaciones fisicamente significativas, fundamentales
conocidas, pueden ser derivadas de un principio variacional, esto incluye por
supuesto a las ecuaciones de campo de Einstein [4, pp.182]. La densidad La-
grangiana (escrita como £) es una funcién que guarda toda la dindmica de un
sistema y que cuando es integrada nos da una accion, dicha accién la definimos
de la siguiente forma

S = /£d4x. (1.8)

La accién es un funcional que toma la trayectoria (también llamado camino o
historia) de un objeto como argumento y regresa un escalar. El principio de
minima accién nos dice que los objetos en movimiento siguen el camino que
minimiza la accién (6§ = 0)[9, pp.9]. Para que nosotros podamos obtener las
ecuaciones de campo de Einstein de la variacién de la densidad Lagrangiana
siguiendo el principio de minima accién debemos pedir que dicha densidad L sea
producto de un escalar L y /—g. Para campos gravitacionales puros existe solo
un escalar tinico el cual es cuadrético en sus primeras derivadas con respecto a la
métrica y que es lineal en sus segundas derivadas, este es el escalar de curvatura
R. Como la materia debe ser representada también en L, la acoplamos anadiendo
una parte kLp; que surge de la distribucién de materia como por ejemplo de
un campo electromagnético. Asi entonces el principio variacional planteado por
Hilbert [7] tiene la siguiente forma

58S = 5/ BR + KLM:| V—gd*z = 0. (1.9)

Maestria en Fisica 6



U.AM.-I Maestria en Fisica

Podemos iniciar aplicando la variacién de forma explicita a la ecuacién anterior

9)

1
8S = 5 / [ROV/=g + V=9Ru,09"" + V/=99" 6 Ry + 6(26Lrr/—g)] d'z = 0,

(1.10)

en donde utilizamos que el escalar de curvatura estd dado por la contraccion del
tensor de Ricci R = g""R,,,,.
Cada uno de los términos que aparecen variados con respecto a la métrica,
pueden escribirse de la siguiente forma de acuerdo las definiciones y forma de
cada uno de sus componentes (por cuestiones de espacio solo escribimos los
resultados, pero si el lector asi lo decide puede revisar los capitulos 16 y 19 de
[4] en donde aparece el origen de estas cantidades):

O0r/— 1
0/—q = 7959#1, = 5\/—gg“uégw, (1.11)

0Yuv
5g" = —g"*g"P5g0s, (1.12)
5RI“/ = _(6sza),l/ + (61—‘,31/),06 - 6(F3VFZQ - Fgarful)? (113)
1
SR, = —= [V=g(g" TS, — g"dTs,)] = FS. (L14)

V=g
Para nosotros poder trabajar y comprender el dltimo término de la ecuacién
[[-I0] necesitamos conocer precisamente la densidad Lagrangiana de la mate-
ria Ljs;. Para la determinacién de esta cantidad, recurrimos a la férmula de
transcripcién estdndar [4, pp.183]. Comenzamos con la Langrangiana relativista-
especial correspondiente y sustituimos las derivadas parciales por derivadas co-
variantes, utilizando el tensor métrico g,,,, en lugar de 7, para formar productos
escalares. Por lo tanto, Lj; puede incluir simbolos Christoffel, pero no segun-
das derivadas de la métrica, ya que generalmente se construye solo a partir las
cantidades de campo y sus primeras derivadas. Podemos entonces escribir

MVﬂﬂM)zé“gfLw%%y+(¢?gm”{@W> , (1.15)

0Gv,a

)

en donde se utilizé la abreviacién siguiente para la derivada variacional

5(v=gLum) _ 0(v/=gLum) (8(HLM)) _ (1.16)

59#1/ B ag;w ag,uu,a

Sustituimos (1.12)), (1.14)), (1.11)), (1.15) en el principio variacional (1.10) obte-

niendo

1 1 2k 0(\/—gLwm)
55—/[( R _ RMV 4 5g + F2
2 29 vV —9g 69;“/ In ?

+ 2K (8LM
vV —9 69;1,1/,04

(1.17)

5g/muy) :| \% 7gd4l’ =0.

Maestria en Fisica 7



U.AM.-I Maestria en Fisica

Utilizando la ley de Gauss es posible reducir los iltimos dos términos a una
integral de superficie, dicha integral de superficie se anula si se cumple que
0guy = 0y 0I'Ge = 0 en la frontera. La razén que sostiene esta demanda de
anulacion de las variaciones antes mencionadas, es que se estd considerando solo
las variaciones que no alteran las condiciones fisicas en los limites del espacio-
tiempo considerado. En otras palabras, estamos estudiando perturbaciones o
cambios en el campo gravitacional que no modifiquen el espacio-tiempo en la
“lejanfa”de donde ocurren los fenémenos fisicos de interés. Todo lo anterior se
encuentra alineado con el concepto de que las condiciones en el infinito deben
permanecer fijas para una teoria bien definida. Con esto en mente la variaciéon
de la accién se simplifica

L1 26 8(y=gLn) \
= — MV R UV — _
’ 2/{(29 R=R7+ 75 09m Sgu |V—gd'z =0. (1.18)

Vemos entonces que para que nuestra igualdad sea cero, debe de cumplirse que
haya una independencia de las variaciones de dg,, ademas de que el término en
paréntesis que aparece en (|1.18]) debe de valer cero:

1
R™ — 2 g" R = kT", (1.19)

con

2 6(/—gL
T — (V=9Ln) (1.20)
vV—9g 5,9”1/
llegando asi a las ecuaciones de Einstein (|1.6)).

1.2. Meétrica de Schwarzschild

Desde la formulacién de las ecuaciones de campo de Einstein , se han
descubierto diversas soluciones que arrojan luz sobre la naturaleza de la gravita-
cién. Entre ellas, la solucién de Karl Schwarzschild (1873-1916) [10] resalta por
su claridad y relevancia, ofreciendo una de las perspectivas mas accesibles para
el estudio inicial de los fenémenos gravitacionales. La métrica de Schwarzschild
fue encontrada en el frente de batalla ruso durante la Primera Guerra Mundial,
tan solo un mes después de la publicacién de la Teoria de la Relatividad General
(GR por sus siglas en inglés) por Albert Einstein (1879-1955) en 1915, siendo
asi la primera solucién exacta no trivial a las ecuaciones de campo de la GRE
La solucién de Schwarzschild resulta importante en nuestro estudio dado que es
la primera vez que los fisicos del siglo XX se encontraron con una singularidad
(entendida en el contexto de geometria diferencial como un punto en que una
superficie o variedad tiene una forma indefinida o discontinua, un punto donde

1La historia detrds de Karl Schwarzschild resulta muy interesante, recorddndonos que el
conocimiento viene del trabajo arduo, la preparaciéon y sobre todo del compromiso con la
ciencia. Para saber un poco més es muy recomendado leer [11].

Maestria en Fisica 8



U.AM.-I Maestria en Fisica

la curvatura se vuelve infinita) dentro de la teorfa de la GR, sin embargo es-
ta singularidad se encontraba presente en la mente de algunos cientificos en el
siglo XIX, tal es el caso de John Michel quien mediante calculos simples pudo
concluir que si la densidad de un cuerpo celeste es lo suficientemente grande,
dicho cuerpo tendra una velocidad superficial de escape mayor que la velocidad
de la luz, dicho de otro modo, nada podra escapar del cuerpo. A esto que més
tarde seria considerado un agujero negro, él le llamo estrellas oscuras.

La métrica de Schwarzschild como ya se mencioné es una solucién a las ecuacio-
nes de campo de Einstein. Las suposiciones necesarias para derivar la métrica
son:

= El sistema es esféricamente simétrico; se usan coordenadas esféricas en
conjunto con la métrica para obtener esta simetria.

= La solucién asume condiciones de vacio T},, = 0 y sin constante cosmolégi-
ca (A =0), asf que solo se tiene que resolver R, — %gWR =0.

= La solucién asume que el sistema es estatico e invariante en el tiempo.

Con las anteriores podemos calcular los simbolos de Christoffel, el tensor de
Ricci y por lo tanto la solucién buscada, en este trabajo solo escribimos el
resultado, pero el procedimiento puede completo puede ser consultado en [9,
pp-12][4, pp.185]; su elemento de linea esElt

oM oM\ !
ds? = (1 - > Adt? — (1 - ) dr? — r2d02. (1.21)
T T

. Qué informacién podemos obtener de esta métrica?

Comenzamos con un breve repaso de las variables que conforman la métrica,
tanto r como t son solo coordenadas y no tienen un significado fisico inmediato.
Llamamos a t la coordenada temporal para distinguirla, de por ejemplo el tiempo
propio 7 de un observador en reposo en el campo gravitacional; en el campo de
Schwarzschild estas dos cantidades se encuentran relacionadas por

dr = \/1— 2M]rdt. (1.22)

Dicho tiempo recordamos es invariante bajo transformaciones de coordenadas.
La coordenada radial r se defina tal que el drea superficial de una esfera con
r = cte, t = cte tenga el valor 47rr. El desplazamiento infinitesimal en la direccién

radial estd dado por

ds—dR — — (1.23)

V1-2M/r
Ahora, vemos de la forma que tiene la métrica (1.21)); que en la parte de la
componente g, existe una singularidad. Definimos singularidad (fisica) como

2En esta métrica dQQ? representa el elemento de la métrica asociado a la 2-esfera unitaria

dQ? = (df? + sin? 0d¢?)
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una regién del espacio-tiempo donde las magnitudes fisicas como la curvatu-
ra, alcanzan valores infinitos o indefinidos, senalando un punto donde la teoria
pierde su validez predictiva. Estas regiones se caracterizan por la divergencia de
invariantes geométricos, como el escalar de Kretschemamﬂ implicando condi-
ciones fisicas extremas bajo las cuales se espera que la descripcién clasica del
espacio-tiempo se rompa. La “singularidad” que nos encontramos, se encuentra
enr=2M.

Un sistema coordenado singular puede dar evidentemente una falsa indicacion de
una singularidad del espacio. De esta forma, no basta con ver una singularidad
como en el caso de nuestra métrica, sino que hace falta investigar si un cambio
de coordenadas puede quitar dicha singularidad y si ese es el caso entonces la
singularidad no se encuentra fisicamente presente. Como se mencioné anterior-
mente podemos probar el escalar de Kretschemann ademas del determinante de
nuestra métrica (también un invariante), en la superficie (r = 2M); si alguno de
ellos o ambos divergen, entonces podremos concluir que la singularidad existe,
de otra forma este no sera el caso:

—g=r*sin?6 1.24
g ;

Ropu RO = 48M2 /1S, (1.25)

ambos resultados son diferentes de cero y regulares en la superficie estudiada.
La superficie » = 2M no constituye una singularidad fisica, pero es importante
destacar que su interpretaciéon va mas alld de ser simplemente otra ubicacion
en el sistema de coordenadas. Si estudiamos el movimiento de un sujeto prueba
(particula) en el espacio en las cercanfas de la superficie, encontraremos que el
tiempo propio que a este le toma alcanzarla y cruzarla es finito, a diferencia
del tiempo coordenado, que puede concebirse como el tiempo que mediria un
observador “muy muy alejado”ﬁ de la superficie y que tiende a infinito.

La superficie r = 2M se conoce como horizonte de sucesos, su nombre proviene
precisamente de la particularidad de la que hablamos en el parrafo anterior,
y es que si el observador midiendo el tiempo coordenado tarda un infinito en
marcar como completo el viaje de la particula hacia la superficie, dicha super-
ficie actuard como una barrera fisica, méas alla de la cual la informacién queda
inaccesible desde el exterior.

Podemos concluir entonces que las coordenadas que hemos estado utilizando
no son las mas adecuadas para describir los procesos fisicos en las cercanias del

3Este escalar es un invariante geométrico que proporciona una medida de la curvatura del
espacio-tiempo, independientemente del sistema de coordenadas. Se define como

K = Rapeq R

un valor infinito de esta cantidad indica la presencia de una singularidad

4Muy muy alejado es un término no exacto para referirnos a un punto lo suficientemente
alejado para que los efectos gravitacionales estudiados sean despreciables. T'écnicamente el
punto deberia estar situado en infinito, pero para fines practicos esto no es necesario alcanzar
tal extremo, ya que los efectos gravitacionales se vuelven insignificantes a distancias mucho
menores que el infinito.
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horizonte, y mucho menos dentro de este. Para superar estas limitaciones, se em-
plean diferentes sistemas de coordenadas, como las de Lemaitre [12], Eddington-
Finkelstein [13] [14], y Kruskal-Szekerres [15] (por mencionar algunas), cada una
con sus propios beneficios y restricciones.

Las coordenadas de Lemaitre, por ejemplo, resultan ttiles para describir la caida
libre de objetos hacia un agujero negro, mostrando como es que estos objetos
cruzan el horizonte de sucesos, pero su inconveniente resulta en que la solucién
estatica de Schwarzschild se describe mediante funciones métricas dependientes
del tiempo. Las coordenadas de Eddington-Finkelstein, son efectivas para anali-
zar el transito de particulas y radiacion a través del horizonte de sucesos de un
agujero negro, facilitando el estudio de las propiedades dindmicas de estos obje-
tos; su limitacién radica en que, al igual que las coordenadas de Schwarzschild,
estan centradas en el agujero negro y no cubren todo el espacio-tiempo de ma-
nera global (no proporcionan una visién completa, por ejemplo, de la geometria
interna més alld del horizonte). Si introducimos un tiempo retardado por v

dv=dt —dtx =dt +dr/c(l —2M/r),

1.26
cv=ct+r+2MIn(r—2M) —2MIn2M, (1.26)

dt* es el tiempo que necesita un fotén que cae radialmente en el campo gravita-
torio para completar la distancia dr. La métrica de Eddington-Finkelstein esta
dada por

ds® = 2cdrdv + r2(d6? + sin? 0dp?) — (1 — 2M /)2 dv?, (1.27)

en la cual los rayos viajando hacia dentro radialmente estan descritos por dv = 0.
En este contexto, las coordenadas de Kruskal-Szekeres se destacan por su capaci-
dad de eliminar singularidades aparentes asociadas con el horizonte de sucesos en
las coordenadas originales (como las anteriores métricas mencionadas), ademds
de permitirnos visualizar de manera efectiva todo el espacio-tiempo, incluyendo
tanto las regiones exteriores como las interiores a r = 2M . La extension maximal
de la métrica de Schwarzschild es una métrica que es completa, en el sentido de
que incluye todas las regiones posibles y relevantes del espacio-tiempo asociadas
con tal geometria y no admite una extensién adicional sin introducir singulari-
dades o inconsistencias. Se logra mediante la introduccién de coordenadas como
el tiempo avanzado u (en la métrica ), que permiten el trazado sin am-
bigiiedades a través del horizonte de eventos y la exploracién de la geometria
mas alla de este limite, hacia la region interna del horizonte de sucesos

cu=ct—r—2MIn(r —2M)+2M In2M,

1.28
c(v—u)=2r+4M1In(r —2M) — 4M In2M. (1.28)
Con esto obtenemos
ds* = r%(df? + sin® 0d¢?) — c2dudv(1 — 2M /) (1.29)
y luego haciendo las transformaciones de coordenadas
1 1
o = 60U/4M, o = _e—uc/4M7 5= 5(v/ _ u'),w — 5(v/ _ ul>7 (130)
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Figura 1.1: El diagrama de Kruskal para la solucion de Schwarzschild. Obtenido
de (Stephani, 2004, pp.306)

obtenemos la métrica de Kruskal representando la solucién de Schwarzschild:
ds? = 32M3r~ e "/ 2M (d2? — dw?) + r2(w, 2)(d6? + sin? 0d¢?), (1.31)

la cual esta relacionada con la métrica original de Schwarzschild por

—2ct/AM
9 2 l1—e /
¢ —w =

| ¢
- 1) er/2M Y —tanh . (1.32)

r
<2M z 14 e 20t/4M 4M
Las coordenadas z y w son espaciales y temporales respectivamente; pueden
tomar valores positivos y negativos, pero estan restringidos para que r sea po-
sitiva.

Con estas coordenadas nos encontramos en posiciéon de estudiar como la singu-
laridad surge para la métrica de Schwarzschild. Para esto hacemos referencia lo
mostrado en la figura , la regién marcada como I es el espacio exterior de
la métrica de Schwarzschild (r > 2M, t infinito) en donde z > |w|. Los rayos
w ==z, 2z >0 forman la frontera de esta region, la cual se encuentra descrita
en las coordenadas r y t por t = +00 o r = 2M. Si uno cruza esta frontera hacia
el interior de la region I, entonces uno llega al interior de la métrica usual
de Schwarzschild, las coordenadas de Eddington-Finkelstein cubren preci-
samente estas dos regiones. Las regiones primadas pueden alcanzarse variando
las coordenadas w y z ain mas, y son isométricas a las regiones sin primar: la
extensién maximal de Schwarzschild cubre ambas partes tanto la interior como
la exterior. No ocurren singularidades o fronteras, con la excepcién de la singu-
laridad genuina que encontramos en 7 = 0, la cual no puede ser eliminada por
un cambio de coordenadas y que se encuentra representada por dos hipérbolas
en el diagrama de Kruskal.

Sabemos que un observador o una particula de prueba (diferente al fotén) via-
jara necesariamente a una velocidad menor a la de la luz, de esta forma su cono

Maestria en Fisica 12



U.AM.-I Maestria en Fisica

de luz se encontrara limitado por rectas a 45° medidos desde el eje z, esto tiene
implicaciones para las regiones que el observador puede alcanzar, ya que la di-
vision existente entre por ejemplo la region I e I, es a su vez una recta a 45°,
las geodésicas nulas cumplen que ds? = 0 y por lo tanto dz = +dw. Fisicamente
esto se traduce en que cualquier senal, observador o particula orginado en [
puede influenciar la regién I, pero no puede hacer nada sobre las regiones I’
y IT’; la regién II es lo que conocemos como un agujero negro (todo puede
entrar, pero nada puede salir). El tinico destino posible al momento de cruzar
el horizonte es la singularidad real en r = 0, sabemos que esta singularidad es
real por dos razones expuestas hasta el momento en este capitulo: la primera
es que tanto el determinante de la métrica como el invariante de Kretschemann
divergen en el punto r = 0 y la segunda es que en los cambios de coordenadas
realizados siempre se ha mantenido la singularidad en este punto a diferencia
de aquella que habifamos encontrado en el horizonte de sucesos[4} p.304-309].

1.2.1. Diagrama de Penrose

Los diagramas de Penrose, desde su concepcién por Sir Roger Penrose a me-
diados del siglo XX [16], han proporcionado una ventana tnica a la naturaleza
del espacio-tiempo. A través de su capacidad para compactificar el infinito y
preservar la estructura causal, estos diagramas han servido como herramientas
invaluables en la comprension y andlisis de la geometria global de los aguje-
ros negros. En la interseccién de la teoria de la relatividad general y la teoria
cudntica de campos en espacios curvos, los diagramas de Penrose emergen no
solo como representaciones graficas, sino como mapas que guian la exploraciéon
de fenémenos complejos, como el entrelazamiento cuantico y la informacién en
el contexto de agujeros replicados, conceptos que desarrollaremos més adelante
en esta tesis.

Para comprender su estructura explicaremos el diagrama de Penrose para un
agujero negro de Schwarzschild, empezamos por la métrica como esté escrita en
(1.29)

ds® = Adudv(1 — 2M/r) 4 r*[d? + sin® 0d¢?], r = r(u,v), (1.33)

la cual se encuentra adaptada para rayos luminicos; mapeamos las dos coorde-
nadas nulas v y v a rangos infinitos por

tanU = cu, tanV = cv. (1.34)

esta transformacién de coordenadas mapea el infinito tiempo-retardado y tiempo-
avanzado (u y v tienden a —oo y oo, respectivamente) a un rango finito, lo cual
es importante por que en este tipo de diagramas se busca que el infinito esté
representado de manera finita en el diagrama para poder visualizar toda la
estructura causal del espacio-tiempo. Con este cambio obtenemos:
ds* = cos 2 U cos 2 V(1 — 2M/r)dUdV + r2[d6?* + sin? Od¢?]
=Q7%[(1 — 2M/r)dUdV + r*Q*(df? + sin® 0d¢?))], (1.35)
Q =cosUcosV.
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Singularidad Futura r = 0 t =400 It

j+

r=oco I°

Singularidad pasada t=-o00 I™

Figura 1.2: Diagrama de Penrose para el agujero negro de Schwarzschild

El factor €2 es un factor que hace que la métrica sea conforme al espacio-tiempo
de Minkowski en el infinito, lo cual significa que mientras la métrica ya no es
literalmente la métrica fisica del espacio-tiempo, atin preserva la estructura cau-
sal y las trayectorias de luz como lineas rectas a 45°. El factor 2 que multiplica
la métrica original de Schwarzschild para garantizar que la métrica resultante
sea conforme, pero degenerada (igual a cero) en el infinito esto es que Q = 0 en
U=%% y/oV ==£7F. Dado que 72 # 0 en (Q, la frontera consiste en piezas de
un cono de luz.

En la figura el punto I° representa el infinito espacial, I e I~ representan
los infinitos temporales futuro y pasado respectivamente. J~ y J T representan
el infinito nulo pasado y el infinito nulo futuro respectivamente esto es cuando
u — —oo con v fijo y v — oo con u fijo.

1.3. Termodinamica de agujeros negros

Una vez que hemos establecido la estructura clasica de los agujeros negros
a través de las ecuaciones de campo de Einstein y la métrica Schwarzschild,
llegamos a una frontera en la que el tejido del espacio-tiempo se ve entrelazado
con la mecanica cudntica . Esta seccion del capitulo nos lleva a explorar algunas
sutilezas de los campos cuanticos en la curvatura del espacio-tiempo. Aqui, la
cuantizaciéon de campos en espacios curvos emerge como una especie de puente
que conecta la comprension de los efectos cuanticos con el horizonte de sucesos,
un escenario donde se manifiesta la “radiacién de Hawking”.
La transicién de lo clasico a lo cudntico siempre es delicada y llena de sutile-
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zas técnicas (100 afios de realizar esta accién nos lo demuestran). El camino
en nuestro caso se encuentra trazado por el estudio de una accién de un cam-
po escalar en un espacio-tiempo bidimensional, una simplificacién que filtra los
elementos esenciales de la fisica de agujeros negros. Este paso no es menor, y
es utilizado para ilustrar los fundamentos de la radiaciéon de Hawking sin las
complejidades matematicas de un espacio de mayor dimensiéon. A pesar de su
aparente simplicidad, esta aproximacién bidimensional conserva la conformidad
invariante y revela la naturaleza de la mecéanica cuantica aplicada a la curvatura
del espacio-tiempo.

El siguiente objetivo serd unir nuestros resultados con la “termodindmica de
agujeros negros”; haciendo esto, nos encontraremos con las leyes que gobier-
nan su entropia, temperatura y en ultima instancia su capacidad para emitir
radiacién como un cuerpo negro, proceso que nos comienza a adentrar en la
evaporacién gradual de estos objetos, enfrentandonos a que los agujeros negros
no son eternos, sino entidades termodinamicas que evolucionan con el tiempo.

Esta ultima seccion del capitulo sentara las bases para el entendimiento de es-
ta compleja interaccién existente entre la gravedad (geométrica) y la cuéntica,
preparandonos para que podamos tratar més adelante la entropia de entrelaza-
miento, la paradoja de la informacién y la curva de Page.

1.3.1. Radiacién y temperatura de Hawking

Antes de comenzar planteando la accién del problema, debemos hacer un
paréntesis para dejar claras la coordenadas que utilizaremos, por que como vimos
en la seccién anterior, tenemos diversos recursos (coordenadas) que nos permiten
estudiar diversos aspectos de una misma métrica de forma més sencilla. Para
el desarrollo de esta seccién utilizaremos la fantdstica referencia de |17, pp.109-
123] como base.

Para simplificar nuestros célculos escribimos al horizonte como ry = 2M, de esta
forma la métrica de Schwarzschild en dos dimensiones (sin la parte angular) es:

ds? = (1 — %g)dtQ . %)*dr?. (1.36)
Dividimos entre dA? y dejamos que ds? = 0, de esta forma obtenemos:

(1 - %’) 2 (1 - Qg)*l 72 = 0. (1.37)

r

Que podemos reescribir de la siguiente forma:

dt\? rg\ 2
LY = (1- i) . 1.38
(dr) ( r ( )
Vemos que el dngulo del cono de luz entre las coordenadas ¢, decrece cuando

r se aproxima a rg. Después de la integracién vemos que las geodésicas nulas
salientes y entrantes satisfacen:

t = £r * +cte, (1.39)
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r* es llamada coordenada tortuga y se encuentra definida por:

P =r+r,n (T - 1) . (1.40)

Tg

Por lo tanto

d
dr* = 2 (1.41)
==
el tensor métrico entonces se convierte en:
T
ds? = (1 — —2_ ) [dt® — dr*?]. 1.42
’ ( r<r*>>[ " 142

La coordenada de tortuga r* es definida solo para r > r, y varia en el rango
—00 < r* < 400. Cuando r se aproxima a ry la coordenada r* se va a —oo y
lejos del agujero negro r* — r cuando r — oo. Introducimos las coordenadas
del cono de luz

a=t—r*, v=t+1r", (1.43)

el tensor métrico queda escrito de la siguiente forma:

ds? = <1 - T(;fﬁ)> dit.dp (1.44)

Las coordenadas de tortuga u,? son de la misma forma que las coordenadas de
Schwarzschild originales singulares y solo cubren el exterior del agujero negro;
y de hecho si hemos puesto atencién notamos que estas coordenadas ya habian
sido introducidas anteriormente, aunque no de forma explicita, cuando tratamos
las coordenadas de Eddington-Finkelstein.

Ahora si, consideramos un campo escalar con la accién dada por

S[¢] = % / 9P 0t p/—gd*z (1.45)

en un espacio tiempo bidimensional. Las soluciones de la ecuacién del campo
escalar pueden ser escritas tanto en coordenadas tortuga del cono de luz

¢ = A(a) + B(D) (1.46)
asi como en coordenadas del cono de luz de Kruskal-Szekeres
¢ = A(u) + B(v) (1.47)

donde A, A, etc. Son funciones suaves arbitrarias.
Las coordenadas de Kruskal-Szekeres del cono de luz se encuentran definidas
por

u= —27“967%, v = 27“96% (1.48)

En particular ¢ oc e~ ™% = ¢~(="") describe un modo de frecuencia positiva
moviéndose a la derecha con respecto al tiempo t, el cual se propaga alejandose
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del agujero negro. El tiempo propio que describe un observador en reposo lejos
del agujero negro coincide con t ya que

ds* — dudv = dt* — dr*?; r — oo (1.49)

Por lo tanto este observador asocia “particulas” con los modos de frecuencia
positiva con respecto al tiempo t.

Podemos escribir la expansién de modos para el operador de campo g{) de la
siguiente maneraﬂ

40 1 om0
b= / @i a0 [e*m“bﬁ + €S | + (movimiento a la izquierda)
0

e (1.50)

Los modos que se mueven a la izquierda y a la derecha no se afectan entre si
y pueden ser considerados por separado. Solo se escribié de forma explicita los
modos de movimiento a la derecha para facilitar la escritura.

Los operadores l% satisfacen la relacién de conmutacién siguiente:

[bg. bS] = 6(Q2— Q) (1.51)

Ademas debe notarse que en este caso como solamente se esta considerando una
dimensién espacial, el factor de normalizacién en (27)'/? remplaza a el que se
utiliza en el caso tridimensional (27)%/? Definimos el eigenestado |0g) por:

b |05) =0 (1.52)

dicho estado, es llamado el vacié de Boulware y no contiene particulas desde el
punto de vista del observador que se encuentra alejado. Los estados correspon-
dientes de particulas se construyen con ayuda de los operadores de creacién en
el modo estandar.

El vacio de Boulware es singular en el horizonte del agujero negro y por lo tanto
es fisicamente inaceptable. Las coordenadas de Kruskal-Szekeres son no singu-
lares en el horizonte y cubren el espacio tiempo de Schwarzschild completo; en
la vecindad del horizonte

ds* — dudv = dT?* — dR? (1.53)

y las particulas registradas por un observador cruzando el horizonte deben ser
asociadas con los modos de frecuencia positivos con respecto al tiempo T'. Bus-
camos entonces la solucién ¢ en coordenadas del cono de luz de Kruskal-Szekeres

2 * dw 1 —iwu s — iwu s+ s
= (7— [e a, +e aw] + movimiento a la derecha (1.54)
0

2m)Y/2 /20
y los operadores cumplen de nuevo la relacién de conmutacién

[as,a}] = 6(w — ') (1.55)

w? W

5Es la solucién a las ecuaciones de campo que siguen a la accién.
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Ademaés definimos el vacio de Kruskal mediante los operadores de creacién y
aniquilacién

i, |0g)=0 (1.56)
siendo este estado regular en el horizonte.
El estado de vacio de Kruskal, lleva a una densidad de energia finita después
de quitarle la energia de punto cero, como resultado la reacciéon de fondo de las
fluctuaciones cuéanticas es despreciable y no destruye el fondo clésico, de esta
manera el estado [0k ) es un candidato natural a ser el verdadero vacio fisico en
presencia de un agujero negro.
Desde el punto de vista de un observador alejado , el vacio de Kruskal contiene
particulas.
Los operadores a2 y b3 se encuentran relacionados por las transformaciones de
Bogolyubov

by = / dwlagwi; — Bowal) (1.57)
0

Si escribimos a la gravedad superficial como k = (2r,)~! entonces al sustituir

57 en e integrar sobre @ obtenemos

1 Q g @ w Q
ggw — iﬂ ;eiTgeTﬂlnEF <—ZH> (158)
w ™
ademas de .
g [* = €% |Bau|? (1.59)

Ahora calculamos el numero esperado de particulas que ve un observador aleja-
do, para ello utilizamos el operador niimero de particulas No = bgbg sobre el
estado |O)

(Na) = (0| b5 102c) = | dol 8022 (160
Para Q' = Q la condicién de normalizacién implica que
| dstlaaut? = 150.) = 500 (1.61)
0
por lo tanto obtenemoﬁ
A 270 -1
(Ng) = [e e 1] 5(0) (1.62)
La densidad media de particulas con frecuencia € es:
N - -1
ng = <V7”> = [e¥ - 1} (1.63)

Estas particulas obedecen la distribuciéon de Bose-Einstein y la tempera-

tura correspondiente es:
K 1

T 2r &M

Sel factor §(0) se debe a el volumen infinito del espacio entero

Tu (1.64)
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3+1 dimensiones

La pregunta natural después de obtener la temperatura de Hawking es si
nuestros resultados se mantienen en 341 dimensiones, la respuesta corta es que
si, pero para estar seguros consideremos un campo escalar cuya accién esta dada
por

1
5= [ VilG 000~ (2 + ER)P) (1.65)

si este campo esta minimamente acoplado Z = 0 y carece de masa m = 0,
entonces su ecuacién de movimiento ed’]

O¢ =0, (1.66)

en donde L
0= —=0a/]glg*"05. (1.67)

Val

El campo se encuentra descompuesto en arménicos esféricos de la siguiente forma

G(t,7,0,0) = G (t,7)Yim (6, 6), (1.68)

lm

de lo anterior y utilizando encontramos que se reduce off]

[<2>D +(1-1) (:g s 1>>} i (£,7) = 0, (1.69)

r r

Esta ecuacion describe una onda propagandose en el espacio bidimensional con
el tensor métrico sin la parte angular (solo con la parte radial) mds un
término que representa un potencial

Vi(r) = (1 - 7;g) (Tg LA —Z 1)> : (1.70)

r r3 r

Atin para el modo ¢go(t,7) el potencial V no se anula (ver figura (L.3)).

La interpretacion en este caso resulta ser sencilla si se recuerda de los problemas
clésicos de la mecénica cuédntica, el potencial por ejemplo delta de Dirac, en
donde la continuidad de la funcién de onda y la discontinuidad de la derivada
espacial de esta dictan, ciertos valores para las ondas reflejadas y transmitidas
a través del potencial. De esta forma una onda escapando de un agujero negro
necesita propagarse a través del potencial Vi(r) y por lo tanto su intensidad
decrece, este efecto cambia el espectro resultante por valor menor que la unidad
al cual llamamos factor de cuerpo gris I';(2) < 1:

ng = (Q)eTr — 1)1 (1.71)

7si la masa no fuera 0, entonces tendriamos la ecuacién de Klein-Gordon
8El operador (PO tiene la misma definicién que O la diferencia es que «, 8 solo pueden
tomar valores 0, 1, cuando originalmente corrian de 0 a 3
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Figura 1.3: Potencial V (r) para ¢go en 3 + 1 dimensiones. El potencial corta el
eje r en 2M.

El factor de cuerpo gris se debe enteramente al potencial fuera del horizonte
del agujero negro y por lo tanto este no se encuentra relacionado con el origen
cuantico de la radiaciéon de Hawking, lo que implica que la derivacién en dos
dimensiones tratada anteriormente y sus resultados son validos sin mucha alte-
racién en este caso cuatro-dimensional ([17]).

El célculo del factor de cuerpo gris, resulta en la mayoria de los casos una tarea
compleja como cualquiera podria imaginar recordando el estudio de mecani-
ca cudntica cldsica (coeficientes de transmisién y reflexién) con el caso de una
particula atravesando un potencial de tipo delta de Dirac; para obtener mas
informacién sobre el procedimiento se recomienda al lector consultar [18].

1.3.2. Termodinamica de agujeros negros

De acuerdo a la teoria de la relatividad general, el destino de una estrella
masiva que colapsa gravitacionalmente (de masa M) es el de reducirse rapida-
mente, desde el punto de vista de un observador en la superficie, a un radio
del orden de QC;M , punto en el que el campo gravitacional es tan fuerte que la
radiacion o cualquier otra cosa no pueden ya escapar al infinito.

A la regién del espacio-tiempo de la cual es imposible escapar la conocemos
como “agujero negro”, y su frontera es una hipersuperficie nula saliente la cual
falla en alcanzar infinito, llamada “horizonte de sucesos”, como ya lo hemos vis-
to en las secciones anteriores. Para un observador en infinito la estrella parecera
tomarse un tiempo infinito para alcanzar el horizonte de sucesos, sin embargo
como el observador solo puede recibir un numero finito de fotones emitidos por
la estrella antes de que esta cruce el horizonte, la luminosidad de esta dismi-

nuird exponencialmente para el observador con una escala temporal del orden

de 2(53M ~ 107° (MLQ); de esta forma la estrella después de este tiempo habra

desaparecido, pero permanece un objeto que ejerce influencia gravitacional, el
ya mencionado agujero negro.
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Cuando se toman en cuenta los efectos cuanticos, resulta que los agujeros negros
no son tan negros como pareceria: “La radiacién escapa a infinito a una tasa
estable”([19]), de modo que al analizar esta radiacién nos damos cuenta
de que tiene un espectro térmico por lo tanto es légico aplicar conceptos
termodindmicos al estudio de los agujeros negros esperando asi encontrar més
informacién acerca de su comportamiento, destruccién y formacion.
Bekenstein fue uno de los primeros en considerar el estudio de los agujeros ne-
gros mediante nociones de la termodindmica [20|, analizando la tendencia de
estos objetos a incrementar el drea de su superficie de sucesos cuando se lleva
acabo alguna transformacic’)rﬂ La idea anterior es un recordatorio de la segunda
ley de la termodinamica y es que es claro que los cambios que toman lugar en el
agujero negro generalmente son aquellos que van en la direccién de aumentar el
area del ya mencionado, igual que la entropia para un sistema termodindmico
clasico:

“Los cambios de un agujero negro o de un sistema de agujeros negros seleccio-
nan una direccion preferida en el tiempo: aquella en la que el area del agujero
negro aumenta.” |20, pp.2334]

El drea de un agujero negro resulta estar intimamente relacionada con la de-
gradacién de energia como la entropia, en este caso la masa irreducible de un
agujero negro de Kerr M;, esta relacionada con el drea superficial A por:

A\ /2

y esta representa energia que no puede ser extraida por medio de procesos de
Penros@, de esta forma es energia inerte la cual no puede ser convertida en
trabajo.

Construimos entonces la expresion analoga a la primera ley de la termodinamica
para un agujero negro:

dE = TdS — PdV. (1.73)

Para ello consideramos un agujero negro de Kerr-Newmann con masa M, carga
@ y momento angular L que se encuentra dado por la métrica siguiente en
coordenadas de Boyer-Lindquist

A : 20 2
ds® = —ﬁ[dt—aSiHQ 0d¢]2+%[(r2+a2)d¢—adt]2+%,d7‘2+p2d02, (1.74)

9Stephen Hawking realizé la prueba sobre la imposibilidad de la disminucién del 4rea de
un agujero negro en algin proceso, el teorema de Hawking implica para un sistema de varios
agujeros negros que el drea de cada agujero negro individual no puede disminuir y atin més
que el area de dos agujeros negros que se mezclan no puede ser menor que la suma de las
4reas iniciales (|21]).

10Un proceso de Penrose es una forma en la que energia puede ser extraida de un agujero
negro con rotacién, dicha extracciéon ocurre si la energia rotacional del agujero negro esta
localizada fuera del horizonte de sucesos en una regién del espacio-tiempo de Kerr llamada
ergoesfera en la que cualquier particula es propulsada por la rotacién del espacio-tiempo
mismo.
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en donde A=i?—omrtd® 4,
02 =r%+a®cos? . (1.75)
El 4rea estd dada porl}
A =Ar(2M? +2(M* — Q* - L?) — @Q?), (1.76)
y el area racionalizada puede escribirse como:
a=A/Ar =13 +a® =2Mry — Q2 (1.77)
en donde @ = % yre =M+ (M? - Q?—a?)l/2.
Diferenciamos y resolvemos para dM
dM = Oda + Q - dL + dQ, (1.78)
en donde: 1
0= Z(r+ —r_)/a
G—id/a (1.79)

o = QT+/()[.

Podemos ver que los términos que contienen el momentum angular y la carga
representan el trabajo realizado en el agujero negro por un agente externo, sien-
do asi cantidades analogas a —PdV , mientras que « representa a S, la entropfa.
Para cualquier cambio del agujero negro da > 0 del mismo modo que la en-
tropfa para un cambio en un sistema termodindmico cerrado (dS > 0); ademds
como se menciona en [20], “©” el andlogo de la temperatura es una cantidad no
negativa justo como lo es T'.

Cuando se observa a la entropia desde el punto de vista de la informacion, los
agujeros negros resultan ser de nuevo muy parecidos a los sistemas termodinami-
cos. La entropia mide la incertidumbre en cuanto -a cual de las configuracio-
nes internas de un sistema termodindmico en equilibrio es la que finalmente se
realiza-, dado un conjunto de pardmetros macroscopicos termodindmicos com-
patibles (Temperatura, presién,etc.); de la misma forma un agujero negro en
equilibrio puede ser descrito completamente por un observador externo sola-
mente por tres parametros: masa, carga y momento angulaﬂ y como muchos
agujeros negros en equilibrio tienen el mismo conjunto de pardmetros mencio-
nados pero pueden tener distintas configuraciones internas compatibleﬂ se

HEn este caso G=c=1

12Esto se conoce como el teorema de no pelo, el cual podemos enunciar de la siguiente
manera: Un agujero negro en equilibrio, en el marco de la relatividad general y bajo condiciones
de simetria y condiciones de materia adecuadas, se caracteriza completamente por su masa,
momento angular y carga eléctrica [22](23][21](8](24].

13E] nimero de configuraciones internas seria infinito si no se toman en cuenta los efectos
cuanticos, Bekenstein mostré que las longitudes de onda de Compton de las particulas que
pueden formar el agujero negro deben estar restringidas a ser menores que el radio del agujero
negro y por lo tanto el numero de configuraciones internas aunque es enorme, no es infinito
|20l pp.2338]
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deduce que es necesaria la introduccién del concepto de “entropia de agujeros
negros” como esa mediada de inaccesibilidad a la informacién que pueda decir-
nos la configuracién interna del defecto topoldgico (el agujero negro).

Hago incapie en que no se esta midiendo la entropia térmica que tiene el agu-
jero negro dentro de si, sino aquella que se refiere “a la equivalencia de todos
los agujeros negros que tienen la misma masa, carga y momento angular...” (|20,
pp-2336]).

Como la entropia del agujero negro esta relacionada con el area de este y a su
crecimiento, entonces podemos suponer quﬂ

Su = f(a). (1.80)

La entropia de un sistema termodindmico que se encuentra en evolucién, incre-
menta su valor debido a la perdida de informacién gradual, la cual es consecuen-
cia de que los efectos de las condiciones iniciales desaparecen. Del mismo modo
cuando un agujero negro se acerca al equilibrio, los efectos de las condiciones
iniciales desaparecen y se dice que el agujero negro pierde su cabello, solamente
la masa, la carga y el momento angular son las cantidades que permanecen como
determinantes de el agujero negro para tiempos posteriores. Podemos entonces
suponer distintas formas para la funcién f, sin embargo la forma mas simple
que nos lleva a resultados correctos es:

fla) =~a, (1.81)
en donde v es una constante la cual tiene un valor de v = 1/4.
. 1 _ (88 i
Podemos definir la temperatura como =z = ({TE)V por lo tanto su equivalente
para el agujero negro es:
o1 - (251 (1.82)
\oM ) o '

Ahora suponemos que un objeto sea cual sea su origen o composicién cae a
un agujero negro, dicho objeto contiene una entropia comin Sy. Al momento
de atravesar el horizonte de sucesos, el objeto se vuelve inobservable para un
observador externo y su entropia también, de modo que la entropia del uni-
verso visible parece haber disminuido en el proceso, de este modo al existir la
incapacidad de obtener informacién resulta imposible concebir el cumplimien-
to de la segunda ley de la termodindmica. Sin embargo, el crecimiento del drea
del agujero negro compensa la desaparicién del objeto incrementando de manera
irreversible, es necesario entonces expresar la segunda ley de forma generalizada:

La entropia comun en el exterior del agujero negro mds la entropia del
agujero negro nunca disminuye.([20])

141,as condiciones que la entropfa debe cumplir son (|25]):
1. Ser funcién de M, [_:, Q.
2. Siempre aumentar cuando radiacién o materia caen al agujero negro

3. Cuando dos o més agujeros negros colisionan y se unen, la entropia del agujero negro
final debe ser mayor que la suma de las entropias individuales.
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ASy + ASy > 0. (1.83)

Para poder probar la segunda ley en esta forma generalizada es necesario tomar
en cuenta los efectos cudnticos, de otra forma se puede llegar a situaciones en
donde puede ser violada; ademas de lo anterior, “el hecho de que la temperatura
de un agujero negro decrezca conforme la masa aumenta, significa que los agu-
jeros negros no pueden estar en equilibrio térmico estable en situaciones en las
cuales hay una cantidad indefinidamente grande de energia disponible...”, esto
implica que el ensamble mecanico canénico no puede ser aplicado a sistemas
gravitacionales. En su lugar uno tiene que usar ensambles microcanénicos en los
cuales uno considera todas las configuraciones posibles de un sistema con una
energia dada” ([25]).
Seguimos el camino de 25|, para probar la segunda ley; tomamos un agujero
negro rodeado por radiacién de cuerpo negro a una temperatura T para
cualquier T},, habra una tasa de acrecién de esta radiaciéon en el agujero negro.
SiT,, >Tg:

Tl < Tt 9Om 95K

" a oM = oM’

y entonces el decrecimiento en S,,, es menor que el incremento de Sy y entonces
la segunda ley se cumpldﬂ Ahora si T,,, < Ty, entonces la acrecién viola la
segunda ley

(1.84)

0Sm _ 0SH
oM~ M
dicha inconsistencia puede ser solventada sin tomar en cuenta el caso trivial
en el que Ty = 0, cuando se considera que los agujeros negros pueden emitir
radiacién con una temperatura finita diferente de cero.

Si T,, > Ty la acrecién es mayor que la emisién y por lo tanto el incremento en
Sy es mayor que el decremento en S,,, mientras que para Ty > T,, la emision
es mayor que la acrecién y por lo tanto el incremento en S, es mas grande
que el decremento en Sg. Si tomamos el resultado cuantico de el valor de la
temperatura para la radiacién de Hawking 7' = 3=, podemos integrar la primera
ley y obtener un valor para la entropia:

Tt > T, — (1.85)

S) Ty —r_ re —M
AM =0da = —dA="""""ga="*"""ga
Oda = 1 167a 24
o= dmlre = M) (1.86)
A
dM = A,
8

158e toma radiacién de cuerpo negro porque esta contiene todas las posibles especies de
particulas en equilibrio térmico con potencial quimico cero.

16Se debe probar que el incremento de Sy es mayor o igual que la cantidad de entropia de
la materia acrecida, dicho de otro modo se debe probar que Sy + S» nunca disminuye con el
tiempo (segunda ley). Lo anterior es equivalente a mostrar la consistencia de la hipétesis de
un numero finito de configuraciones internas mostrando que si los parametros que definen al
agujero negro cambian por ciertas cantidades por la acrecién de materia y radiacidn, el valor
de o (Sg = —Xp;lnp; = Ino) es por lo menos el valor anterior por el nimero de posibles
configuraciones de la acrecién de materia o radiacién.*kg = 1
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1 9Sy
T = i AM = Ty dS, (1.87)
8idA — TydS
v
Paa="as (59
8 DY
1
§=1A+e (1.89)

Si la entropia tiende a cero cuando la masa tiende a cero entonces ¢ = 0y
vemos entonces que recuperamos la forma que se habia dicho con el valor de
ya mencionado.

Si consideramos un agujero negro rodeado por radiacién en un contenedor a

la misma temperatura que el agujero negro, ambos en equilibrio térmico (agujero
negro sin rotacién y eléctricamente neutro), al tener una fluctuacion estadistica
en el sistema es posible tener una mayor acrecién de energia que aquella que es
emitida; como los agujeros negros tienen calor especifico negativo, la temperatu-
ra del agujero negro disminuird, esto reducira la tasa de emisién y aumentara la
tasa de absorcion. Si la radiacién de cuerpo negro es mantenida a temperatura
constante por un reservorio de energia, el agujero negro crecera indefinidamen-
te. De forma similar si la fluctuacién estadistica causa que el agujero negro
emita un poco mas de lo que absorbe, entonces la tasa de emisiéon continuara
aumentando hasta que el agujero negro desaparezca completamente. Podemos
entonces concluir que los agujeros negros no pueden estar en equilibrio térmico
estable con un reservorio indefinidamente grande de energia, esto implica que
no es posible usar el ensamble canénico de la mecédnica estadistica cuando las
interacciones gravitacionales son importantes ( [25]).
Para solucionar lo anterior Hawking plantea el uso del ensamble microcanénico,
ya que siempre existe la posibilidad de formar agujeros negros por fluctuaciones
estadisticas juntando muchas particular en un volumen pequeno en el espacio.
Planteando un numero grande de sistemas aislados cada uno con energia fija E.
Cada uno de estos sistemas tendra un niimero de configuraciones distintas com-
patibles con la energia dada. Encontraremos entonces al sistema en una regién
del espacio de configuraciones en la regiéon compatible con la energia dada. En la
mayoria de los casos habra un estado macroscépico que tiene muchas mas con-
figuraciones microscopicas posibles que cualquier otro estado macroscépicom

17,; Termodindmica de equilibrio en los agujeros negros? En esta parte es necesario
realizar un pequeno paréntesis para discutir la pregunta planteada anteriormente. El uso de la
termodinamica de equilibrio no se encuentra justificado para un proceso como el que se esta
estudiando (agujero negro). En la termodindmica cldsica, el estado de equilibrio es un estado
donde las propiedades macroscépicas (temperatura, presién, densidad, etc.) son uniformes y
no cambian a lo largo del tiempo. Pero, los agujeros negros considerando su naturaleza cuanti-
ca no estan dentro de esta visién cldsica y por lo tanto no podemos suponer que se encuentran
en equilibrio. El horizonte de sucesos se comporta como una superficie que absorbe materia
y energia, por lo tanto informacién, la absorcién mencionada no sigue las leyes de la termo-
dindmica de equilibrio y por lo tanto los agujeros negros no estan en equilibrio termodindmico
con su entorno.

Maestria en Fisica 25



U.AM.-I Maestria en Fisica

1.3.3. Evaporacién de Agujeros Negros

Dada la radiacién de Hawking, tenemos como resultado general que en in-
finito tenemos un constante flujo de particulas provenientes del agujero negro,
lo que se traduce en que la energia proveniente de la masa (M) del agujero
negro fluye también hacia infinito, de este modo en algiin momento llegaremos
a un agujero negro con A = 0 proceso al cual conocemos con el nombre de
“Evaporacion de Agujeros Negros”.

Consideramos un agujero negro como un cuerpo negro con temperatura T,
por lo que podemos calcular la potencia de su radiacién mediante la ley de
Stefan-Boltzman:

dE

:j{':: 417[115%. (1.90)
Dado que sabemos que £ = M, A~ M? y Ty ~ ﬁ podemos escribir

dM 1

en donde a es una constante.

La ecuacién (|1.91)) nos dice la tasa a la que un agujero negro disminuye su masa
al paso del tiempo. Podemos resolver la anterior de modo que obtengamos el
tiempo de evaporacién (te,,) para un agujero negro con masa inicial My

M _ a
dt ~— M?
0 tevp
M?*dM = —/ (1.92)
Moy 0
M
tevp == %

Reescribimos el resultado anterior como te,, = YM3; v = i El tiempo de
vida de un agujero negro con la masa inicial del Sol (M = 2 x3% kg), se estima
en teyap ~ 10%4, cuando la edad del universo es aproximadamente 103 aﬁoﬁ
esto lo podemos interpretar como que los agujeros negros de masa estelar, no
juegan un papel fundamental en cuanto a la dindmica del universo en préctica-
mente cualquier escala de tiempo. Cabe destacar en este punto que este calculo

Y bien, con lo explicado anteriormente, ;Cudl es el argumento para utilizar un resultado si
no se cumplen las condiciones de su uso?

La respuesta surge de considerar al agujero negro como un objeto cuasiestdtico, de modo que
las propiedades significativas del sistema como su masa, carga y momento angular se encuen-
tran constantes a lo largo del tiempo, asi la idea del ensamble de agujeros negros equivalentes
y por lo tanto la realizacién de una cantidad como la entropia -que depende del 4rea del hori-
zonte de sucesos- nos permite aplicar conceptos como temperatura (temperatura de Hawking)
y las leyes de la termodindmica bajo un anélisis aproximado de un sistema en equilibrio.
Cabe mencionar que la idea de conectar nuestra entropia con la entropia cldsica es meramen-
te heuristica y existen diversas interpretaciones ante los resultados que la aplicacién de la
termodindmica de agujeros negros nos da como resultado.

18Utilizando todas las constantes es como se obtiene un valor para la constante a =
ohtc®
256m3 G2k,
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al ser realizado sobre la ley de Stefan-Boltzman es de naturaleza cldsica y no
contiene informacion acerca de la geometria y del efecto de fondo del proceso de
evaporacién; lo utilizamos porque es una buena aproximacion para la perdida de
energia dada en el proceso cuando %4 < 1, sin embargo su validez es cuestio-
nable cuando nos encontramos en las tltimas etapas de emisién esto es cuando
la masa del agujero negro se vuelve comparable con la masa de Planckiﬂ

El considerar la evaporacion de los agujeros negros como un proceso fisico real,
nos lleva a encontrar un problema dificil de resolver en la fisica moderna, la
“Paradoja de la informacion” la cudl explicaremos mas adelante y que es un
parteaguas central dentro de este trabajo.

19La masa de Planck, es una unidad de masa en el sistema de unidades naturales conocido
como las unidades de Planck M, = 4/ %
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Capitulo 2

Mas alla de la
termodinamica clasica:
Entropia de
entrelazamiento, paradoja
de la informacién y la curva
de Page en agujeros negros

La breve exploraciéon que hemos realizado sobre los agujeros negros, ha re-
velado que existen conexiones profundas entre la geometria del espacio-tiempo
(gravedad), la termodindmica y la cudntica. Este capitulo profundiza en esos
vinculos al explorar dos conceptos esenciales de la mecanica cuantica: los esta-
dos puros y los estados mixtos, ademas de su interrelacién con la entropia y la
paradoja de la informacion.

Iniciaremos con una definicién clara de los estados en mecdnica cuantica, di-
ferenciando entre estados puros y mixtos. Los estados puros, descritos por un
unico vector de estado en el espacio de Hilbert, encierran un conocimiento total
de las propiedades cuanticas del sistema. En contraposicion, los estados mixtos
abordan situaciones de incertidumbre estadistica, resultando cruciales para el
estudio de sistemas que interactiian con su entorno o que estdn entrelazados
con otros sistemas. Mediante operadores de densidad y matrices de densidad,
delinearemos sus diferencias fundamentales en términos matematicos y fisicos.
Seguidamente, abordaremos la entropia de entrelazamiento, aplicando la en-
tropfa de Von Neumann para cuantificar la distribucién de la informacién cudnti-
ca en sistemas bipartidos. Este enfoque nos permitira comprender en mayor pro-
fundidad la dindmica de la informacion cuantica bajo condiciones de interacciéon
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y entrelazamiento.

Concluiremos con una discusién sobre la paradoja de la informacién, un tema
muy interesante en la interseccion de la mecdnica cudntica y la relatividad ge-
neral. Examinaremos el impacto de la radiaciéon de Hawking en la conservacion
de la informacién y cémo la curva de Page proporciona una posible explicacion
para reconciliar la evolucién temporal de la entropia con las leyes fundamentales
de la fisica.

2.1. Estados puros y mixtos

Definimos en mecédnica cuantica un estado por un vector que vive en el
espacio de Hilbert y que describe un sistema. Los estados pueden ser catalogados
en dos categorias, estados puros y estados mixtos.

2.1.1. Estados puros

Definimos el operador de densidad de la siguiente forma

) (], 2.1)

p
el cual con respecto a una base ortonormal |e;) estd representado por una matriz
de densidad

pij (€il plej) = (eilv) (¥le;) - (2.2)

La matriz de densidad para este tipo de estados tiene las siguientes propiedades
P’ =p, (2.3)

P =p, (2.4)

Te(p) = 3 i = 1 (2.5)

Ademds de que el valor esperado de un observable A es
(4) = Tr(pA) (2.6)

Los estados puros representan sistemas en los que el estado completo es conocido
con la maxima certeza permitida por la teoria. Estos estados se encuentran
descritos por un unico vector de estado en el espacio de Hilbert, lo que nos
deja ver que tenemos un conocimiento completo de las propiedades cuanticas
del sistema |26, pp.455].

2.1.2. Estados mixtos

Mientras que un estado puro en mecédnica cuantica proporciona una des-
cripcién completa y coherente de un sistema en un estado bien definido, un
estado mixto representa un sistema en un estado de incertidumbre estadistica.
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Los estados mixtos son particularmente 1tiles para describir sistemas que estan
entrelazados con otros sistemas o que son parte de un ensamble estadistico de-
bido a la interaccién con un entorno.

Un estado mixto se encuentra descrito mediante una matriz de densidad p, pero
esta matriz es distinta a la del caso anterior, ya que no puede ser expresada
como el producto externo de un vector de estado consigo mismo. En lugar de
eso, la matriz de densidad para un estado mixto es una combinacién ponderada
de matrices de densidad de estados puros

P =i |vk) (V.- (2.7)
p

De nuevo, se convierte en una matriz cuando se refiere a una base particular
pij = > pr (eiltn) (Uiles) (2.8)
k

la matriz de densidad encierra toda la informacién disponible a nosotros acerca
del sistema. Y como cualquier otra probabilidad

0<p<l y > pp=1 (2.9)
k

La matriz de densidad para estados mixtos retiene la mayoria de las propiedades
que fueron identificadas para los estados puros:

ot =, (2.10)

Te(p) = 1, (2.11)

(A) = Tr(pA), (2.12)

ndP _ [H,p], (si dox _ para toda k), (2.13)
dt dt

pero p solo cumple ser idempotente cuando represente un estado puro, de modo
que para estados mixtos

p*# p. (2.14)
[26, pp.457]

2.2. Entropia de entrelazamiento

Consideramos un sistema cudntico bipartido con una matriz de densidad p
que vive en un espacio de Hilbert H = H 4 @ Hp [27] (28] [29] |30, pp.165] [31].
Comenzamos con un estado general (puro o mixto) del sistema completo p =
PAB, la matriz de densidad reducida de un subsistema se encuentra definida por
la traza parcial

PA = TrBﬁ7 (215)
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y la “entropia de entrelazamiento” es la entropia de von Neumann de la matriz
de densidad reducida
SA = —TrpA logpA. (216)

Por ejemplo si cada subsistema A o B es un unico qubiﬂ entonces el espacio
de Hilbert del sistema completo esta formado por

|00y, [01), [10), [11), (2.17)

en donde el primer bit se refiere a A y el segundo a B, esto es que nos encon-
tramos usando

i) =) ali)p = 1)a®1i)5- (2.18)

Suponemos que el sistema se encuentra en el estado puro

1

V2

entonces p = |¢) (¢|. Como una matriz 4 x 4, p puede tener elementos tanto
en su diagonal como fuera de esta. Las matrices de densidad diagonales son
solamente distribuciones clasicas de probabilidad, pero los elementos fuera de
la diagonal indican entrelazamiento y son instrinsicamente cuanticos.

La matriz de densidad reducida del sistema A es

l) (100) +[11)), (2.19)

pa="Trpp

= %B (0 (100) + [11))({11] + (00} |0} 5

1
+ 5, (H1100) + 1) ({11] + (00]) [1) 5 (2.20)

_ %(IOM PROERIRGT)
= §IA.

La tdltima linea nos dice que la matriz reducida de densidad es proporcional a
la matriz identidad. En este caso decimos que p4 se encuentra maximalmente
mixto, y el estado inicial |¢)) esta maximalmente entrelazado.
La entropia de entrelazamiento del subsistema A entonces es

1 1
Sa = —Tr(palnpa) = —tr <(2) 9) <IO§ 2 0 > =log2 # 0. (2.21)
2

log &

Si tenemos k qubits en el sistema A y k quibits en el sistema B, entonces es
un estado maximalmente entrelazado con S4 = klog2. En donde S4 cuenta el

ILa informacién clésica se encuentra hecha de solo de secuencias de “0” y “1”(en este
sentido, toda la informacién puede ser separada en una serie de preguntas“si/no”). La in-
formacién cudntica estd compuesta de bits cudnticos (conocidos como qubits), existen dos
sistemas cuanticos de dos niveles que pueden ser representados por combinaciones lineales de
estados |0) y |1) |32} pp.164].
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nimero de bits, o equivalentemente, €4 cuenta el niimero de estados entrela-
zados (dado que k quibits tienen 2 estados).

La entropia de von Neumann tiene diversas propiedades que son ttiles, las men-
cionaremos aqui, pero seran recordadas aquellas que utilicemos en secciones
posteriores de acuerdo al contexto

= S(p) > 0 donde la igualdad se cumple solo para estados puros.

» S(UTpU) = S(p), para un operador de evolucién unitario U. Esto significa
que si p evoluciona unitariamente en el tiempo p(0) — UT(¢)p(0)U(t)
entonces S = constante; de esta forma si un estado es inicialmente puro,
entonces permanecerd puro en el futuro y similarmente si un estado es
mixto permanecerd mixto. Esto demuestra la unitariedad de la evoluciéon
temporal de los sistemas cuanticos.

» S(p) < logd donde d es la dimensionalidad del espacio de Hilbert en
donde el sistema vive, la igualdad se cumple cuando se tiene un estado
maximalmente entrelazado.

= La entropia de von Newmann de una regién espacio-temporal ¥, estd
determinada por una matriz de densidad py y entonces S, v (X) = S,n(px)

= Cumple la relacién fuerte de subadicién. Para los tres subsistemas cuanti-
cos A,B,C Satpi+c+S8 < Sayp=5Sprcy Sa+Sc < Sarp+SB+c.

= Para un estado puro con una matriz de densidad p a temperatura cero,
la entropia de grano fino o de von Neumann de un subsistema A es igual
a la entropia de su complemento. Esto muestra manifiestamente que la
entropia de entrelazamiento no es una cantidad extensiva. Esta igualdad
es violada a temperatura finita.

Mads informacién sobre las anteriores puede ser encontrada en [33], [28], [30].

2.2.1. Entropia de grano grueso

La segunda nocién de entropia a tratar es la entropia de grano grueso (Seg).
Para explicarla en [34] se nos dice que tenemos una matriz de densidad p des-
cribiendo el sistema, pero no medimos todos los observables, solo medimos un
subconjunto de simple, o también llamado observables de grano grueso A;. En-
tonces la entropia de grano grueso estd dada siguiendo el siguiente procedi-
miento. Consideramos todas las matrices de densidad posibles g las cuales dan
el mismo resultado que nuestro sistema para los observables que estamos ras-
treando, Tr[pA;] = Tr[pA;]. Entonces calculamos la entropia de von Neumann
S(p). Finalmente maximizamos esta sobre todas las posibles elecciones de p. Un
ejemplo de la anterior, es la entropia ordinaria que usamos en termodinamica.
En ese caso el conjunto de observables se eligen cominmente como la energia
o el volumen. La entropia termodindmica se obtiene al maximizar la entropia
de von Neumann a través de todos los estados con esa energia aproximada y
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volumen. Este tipo de entropia obedece la segunda ley de la termodinamica, de
modo que tiende a incrementarse bajo la evolucién unitaria.

La entropia de grano fino, como llamamos a la entropia de von Newmann
Stq = Syn en la subseccién anterior, no puede ser mas grande que la entropia
de grano grueso Syg < Seq.

Esto es una consecuencia de las definiciones, ya que siempre podemos considerar
a p como un candidato de p. Otra forma de ver lo anterior es que la entropia
de grano grueso provee de una medida del ntimero total de grados de libertad
disponibles para el sistema, esto es, que pone un limite superior en cuanto mas
el sistema puede estar entrelazado con algo maés.

2.3. Paradoja de la informacién

Los resultados del capitulo anterior nos mostraron que los agujeros negros
no son tan negros como parecian y que, dada su existencia, la interacciéon de
estos objetos con el fondo, debe terminar en un tipo de radiacién, conocida co-
mo radiaciéon de Hawking. Esta emision sugiere que los agujeros negros pueden
comportarse como cuerpos negros que irradian energia térmica, permitiéndonos
aplicar principios termodindmicos para describir su comportamiento. Esta apro-
ximacion introduce conceptos como temperatura y entropia a la descripcion de
los agujeros negros.

La idea anterior es sumamente importante y en [29] se conoce como “Dogma
central”:

Visto desde afuera, un agujero negro puede ser descrito en términos de un siste-
ma cudntico con A/(4Gy) grados de libertad, el cual evoluciona unitariamente
bajo la evolucion temporal [29, pp.13].

Los autores de [29] ademds del dogma, mencionan ciertos aspectos a consi-
derar; el primero es que dicho dogma se refiere al agujero negro visto desde el
exterior, no provee ninguna informacién acerca de lo que esta pasando detrés del
horizonte de sucesos. Ademaés, los grados de libertad indicados por la entropia
no se manifiestan en la representacion gravitatoria del agujero negro. La evo-
luciéon unitaria implica que tenemos un Hamiltoniano que genera la evolucion
temporal. De nuevo este Hamiltoniano no es manifiesto en la descripcién gravi-
tacional. El proceso de evaporacién de los agujeros negros plantea una pregunta
fundamental respecto a la mecanica cuantica: ;Qué sucede con la informacion
contenida en la materia que formé o ingreso en el agujero negro?

De acuerdo a nuestra experiencia cudntica, la informacién debe conservarse, pe-
ro la evaporacién completa de un agujero negro sugiere justo lo contrario. Este
problema es el nicleo principal de lo que conocemos como paradoja de la infor-
macién de los agujeros negros.

Imaginamos que formamos un agujero negro a partir del colapso de materia en
un estado puro, dicha formacién comienza un proceso de emisién de radiacion
de Hawking. Esta radiacion nos lleva a un aumento progresivo de la entropia de
los campos cudnticos externos al agujero negro. La transformacién del estado
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inicial puro en un estado mixto se debe a la division del vacio original en dos
componentes: una que permanece dentro del horizonte y otra que se extiende
hacia el exterior. Esta division refleja, como en la teoria cudntica de campos, que
el vacio es intrinsecamente un estado entrelazado. Como un estado completo es
puro, pero los grados de libertad estdn entrelazados a distancias cortas. Pode-
mos concluir que el cardcter térmico de la radiacién de Hawking se origina en el
entrelazamiento de los grados de libertad a cortas distancias. Cualitativamente
podemos explicar este fendmeno, suponiendo que el vacio se encuentra compues-
to por pares de particulas que constantemente se estan creando y aniquilando.
En la presencia de un horizonte de eventos, uno de los miembros del par puede
escapar hacia el infinito, mientras que el otro queda atrapado dentro del agujero
negro. Podemos denominar a estas particulas como cuanto saliente de Hawking
y cuanto interior de Hawking. Estos dos particulas estan entrelazadas entre si,
formando un estado puro. Sin embargo, si nos concentramos tnicamente en uno
de los miembros, digamos el cuanto saliente, descubriremos que se encuentra
en un estado mixto que aparenta ser un estado térmico a la temperatura de
Hawking [1.64]

El proceso de emisién de pares no viola el dogma central hasta el momento, en
las fases iniciales del proceso, si evaluamos la entropia de grano fino de la radia-
cién emitida, notariamos que es bastante parecida a una distribucién térmica
debido a que esta radiacién esta entrelazada con el sistema cudntico del agujero
negro. Por esto, es 16gico pensar en un incremento de la entropia de la radiacion
durante los primeros momentos de la evaporacién (ver . Pero conforme el

Shauiing /

S=0

Figura 2.1: Entropia de Hawking (entropia de la radiacién exterior) antes y
durante un momento de la evaporacién.

proceso continta, el agujero negro disminuye su tamano, de modo que en un mo-
mento la entropia de la radiacién excede la entropia termodindmica del propio
agujero negro. Esto se debe a que ya no es posible que la entropia de la radiacion
permanezca entrelazada con el sistema cuéntico que se encuentra caracterizando
al agujero negro, esto debido a que el niimero de grados de libertad del agujero
negro se define por su entropia termodinamica, dicho de otro modo, el drea de

Maestria en Fisica 35



U.AM.-I Maestria en Fisica

su horizonte. Si los grados de libertad del agujero negro junto con la radiacién
configuran un estado puro, entonces la entropia de grano fino del agujero negro
deberia ser equivalente a la de la radiacion, Sagujero Negro < SH = Seg (ve.
De ser valido el dogma central, uno esperaria que la entropia de la radiacion

S

Shawking=STermica

Shawking

S=0
Figura 2.2: Entropia de Hawking hasta el momento después de la saturacién.

comenzara a disminuir a partir del punto de saturaciéon. En especifico, nunca
deberia superar la entropia de Bekenstein-Hawking del agujero negro.

Cuando el agujero negro se evapora por completo ya no existen dos sistemas en
interaccién (el agujero negro y la radiacién), ahora solo existe uno, la entropia
de la radiacion. La entropia entonces se satura en el limite térmico y por lo tanto
no se tiene mas entropia “0”, como esperariamos de una evolucién unitaria al
final del proceso. El estado final no es puro a diferencia del inicial que si lo fue.
Hemos asi llegado a la paradoja de la informacién, dicha paradoja nos hace
preguntarnos si el proceso realmente necesita ser unitario y si lo es ;Qué curva
debe de seguir la evolucién temporal de la entropia?

Soluciones a la presente paradoja han sido propuestas, o por lo menos bases
tedricas que permitan su solucién. La primera de ellas es la propuesta [35], en
donde un agujero negro eventualmente desaparecera completamente y el estado
resultante de la radiacién sera mixto, tal como un estado térmico. Dicho de otra
forma, la informacién serd permanentemente extraviada en el agujero negro, y
no existira matriz para llevar un estado puro inicial a un estado puro final. Esta
conclusién en su forma original viola la forma fuerte la invarianza CPT y es
por ello que para diversos autores no se encuentra sustentada sobre un terreno
firmd?

Otra opcién en las soluciones a la paradoja es la de suponer que existe un re-
manente estable de “vida larga” que guarde la informacién perdidaﬂ

2 Aunque actualmente la idea de que la informacién desaparezca no es generalmente acep-
tada, no se tiene una idea completamente certera de en donde es que se encuentra la falla en
el analisis semiclasico seguido por S. Hawking.

3Existe un muy buen resumen sobre esta idea hasta el aiio de 1992 en [36], en ella se explica
un poco mas sobre la forma en que estos remanentes podrian existir en la escala de Planck y
el por qué parece ser que esta idea no sigue el camino correcto para resolver la paradoja de la
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SHawking=STermu':a

Shawking

ld Curva de Page <

Figura 2.3: Entropia de Hawking y entropia BH acotando la curva de Page.

La ultima solucién propuesta es la que resulta ser la “més productiva de per-
seguir” [37]. Podemos resumirla en que la mayorfa de la informacién sale con el
bulto de radiacién. Esta propuesta da origen a la curva de Page [37], curva que
responde a nuestra pregunta sobre la forma correcta de una entropia unitaria.
La curva de Page (figura se construyé postulando que la unitariedad no
puede ser violada, de esta forma la entropia de la radiacién comienza en cero,
creciendo de forma lineal mientras mas modos de Hawking salientes son creados.
Pero a medida que las particulas de Hawking se entrelazan méas con el agujero
negro, no quedan mas grados de libertad en el agujero negro, esto sucede en lo
que se conoce ahora como tiempo de Page. La radiacion de Hawking que se crea
después de este tiempo, se encontrard entrelazada con la radiacién pasada, lo
que tenderd a disminuir la entropia de grano fino. El proceso continuara hasta
que el agujero negro se haya evaporado y la entropia haya regresado a cero,
como se esperaria de la unitariedad, proceso que podemos ver en la figura |2.3

En la figura podemos observar de manera mas limpia la curva de Page,
que dibujaron como valores extremales, la entropia del agujero negro y la en-
tropia de la radiacion de Hawking, esto es la entropia de grano fino del proceso
completo.

Ahora, ;Qué sucederia si olvidamos lo anterior y nos atrevemos a violar la
unitariedad? ;Cudles son las consecuencias de violar el principio de unitarie-
dad? Las consecuencias de esto son muiltiples, pero podemos enunciarlas de la
siguiente forma

= Sabemos que la unitariedad se reduce a demandar que el operador de
evolucién entre dos tiempos sea unitario; esto se traduce en que el producto
interno de cualquiera dos estados en el espacio de Hilbert se conserve.

= Al no conservarse el producto interno, tampoco lo hara su cuadrado, esto

informacién.
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R Curva de Page RS

Figura 2.4: Curva de Page

es que la norma no se conservara. La norma recordemos es la probabilidad
de encontrar el sistema en un estado determinado.

= La suma de probabilidades serd mayor que 1 aunque los estados iniciales
se encuentren normalizados, ya que la evolucién en la teoria no es unitaria.

De este modo vemos que la opcién que parece mas correcta, ciertamente es la
de una entropfia que siga la forma de la curva de Page (figura|2.4) y que gracias
a esto nos regrese la unitariedad cudntica necesaria para una correcta teoria de
gravedad cuénticaﬁ

2.4. Curva de Page

En la seccion vimos que la masa de un agujero negro disminuye como

‘Z—Af =3B lj podemos resolver esta ecuacién diferencial para M (t) de la

siguiente forma:

t
M = My(1 — —)'/3, (2.22)
evp
o bien ;
M = My(1 — —)"/3. 2.23
(-3 (2.23)
La entropia de grano grueso del agujero negro es entonces:
Spi = A ez = A M2 (1 — ! )3, (2.24)
4 Y M

4Existe la posibilidad de tener probabilidades negativas, si suponemos que el proceso se
encuentra inconcluso. De esta forma cabe la posibilidad (que aqui no estudiamos) de proponer
que el proceso del agujero negro es incompleto y nos hace falta tomar en cuenta “algo mas”
y que esta sea la razén por la que de momento no es posible tener un proceso unitario en la
aproximacién semicldsica de Hawking [38].
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Para la radiacién saliente (radiacién de Hawking), asumimos que la mayoria de
esta radiacion son fotones en los modos més bajos I, dado que la solucién de
Schwarzschild tiene momento angular 0. La entropia de la radiacién estd dada

entonces por
t

__t e
WMS’) )

SHawking = 47TﬁM02(1 - (1 (225)

3

en donde = Parimafdt 1 434 [39f]

Ahora, el espacio de Hilbert relacionado con los estados salientes puede ser
descrito por un sistema bipartido que se encontrard compuesto por el agujero
negro y la radiacién de Hawking; esto es Hsqriente = Hpo @ H Hawking (285 p-50].
Nos encontramos interesados en la entropia de grano fino de la radiacién como
funcién del tiempo, el sistema conjunto (radiacién y agujero negro) al ser un
estado puro su entropia de von Newmann serd cero, esta entropia es dibujada
por la curva de Page como habiamos mencionado anteriormente.

La entropia del agujero negro disminuye hasta su valor cero, y la entropia de
la radiacién crece constantemente con el tiempo, buscamos entonces el punto
temporal en donde ambas son iguales, el tiempo de Page. El tiempo de Page es
donde obtendremos el valor maximo de la entropia para la radiaciéon de grano
fino.

El calculo resulta ser sencillo y basta con igualar las entropias Spr y SHawking
y resolver para el tiempo

5 \¥?
tpage = [1 — (:[-’-ﬁ) ]’YMQ, (226)

a este tiempo la masa del agujero negro es:

5 \! /2
M) =0 (55) (227)
Y por lo tanto en este punto la entropia de la radiacién sera
Sradiacion = (5) 4T ME = 0,5975Sp . (2.28)
1+5

La entropia de grano fino utilizando cada una de las entropias anteriores, asi
como la funcién de Heaviside 6(z) y el tiempo de Page puede ser escrita de
forma aproximada como sigue:

t 2/3 t 2/3
Sy~ ATBME [1 - <1 - ) ] 0(tpage—t)+A4m M (1 - ) O(t—tpage)-

evp evp

(2.29)

Podemos ver la curva de Page para este agujero negro de Schwarzschild en la
figura [39]. Entonces, al principio del proceso la entropia de la radiacién

5Para mds informacién sobre el célculo de 3 se puede revisar [40] y [41]
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Figura 2.5: Entropia de la radiacién de Hawking contra el tiempo para un agujero
negro inicialmente puro.

aumenta de forma lineal con respecto al tiempo, cuando se llega al tiempo de
Page, la entropia toma un valor maximal y finalmente comienza a disminuir.
Recordemos que esta aproximacién al tiempo de Page es sobre la métrica de
Schwarzschild y no toma en cuenta algunos conceptos mas complejos como el
factor de cuerpo gris que mencionamos en el capitulo pasado, dichos agregados
pueden darnos un tiempo de Page mucho més exacto y una curva correcta para
la evolucién unitaria, sin embargo nuestra aproximacion parece ser correcta para
explicar los conceptos presentados.

La curva de Page es una herramienta esencial en el estudio del problema de
la informacién en agujeros negros, pues nos describe el comportamiento de la
entropia de la radiacién a medida que transcurre el tiempo, de modo que la uni-
tariedad se cumple. Asi, de acuerdo al dogma central, una teoria gravitacional
que pueda reproducir una curva como la estudiada es una excelente candidata
para resolver la paradoja de la informacién. En los ultimos anos, se han logra-
do progresos notables en reproducir la curva de Page dentro del marco de la
correspondencia AdS/CFT y mediante el método de réplicas, en los siguientes
capitulos nos enfrentaremos a la tarea de sentar algunas bases tedricas béasicas
que nos sean de utilidad en la teoria que serd presentada méas adelante.
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Capitulo 3

Introduccién a la
correspondencia AdS/CFT
y la entropia de
entrelazamiento holografico:
Conceptos basicos y
aplicaciones.

En este capitulo, exploraremos la correspondencia holografica AdS/CFT,

también conocida como dualidad gauge/gravedad, propuesta inicialmente por
Juan Maldacena en noviembre de 1997 [42]. Esta propuesta revolucionaria, que
se originé en el &mbito de la teoria de cuerdas, ha transformado profundamente
varios campos de la fisica tedrica. La correspondencia AdS/CFT postula una
relacién dual entre una teoria de campo conforme (CFT) en d dimensiones y
una teoria de gravedad cudntica situada en un espacio-tiempo AdS en d + 1
dimensiones [43].
Especificamente, la dualidad fue propuesta en el contexto de la teoria de Yang-
Mills N = 4, una teoria gauge U(N) maximamente supersimétrica en 3+1 di-
mensiones. Segin Maldacena, esta teoria de Yang-Mills posee un dual holografi-
co en la forma de teoria de cuerdas tipo IIB en un espacio-tiempo asintética-
mente AdSs x S° |43]. Este vinculo surgié del estudio de las branas D3 en el
limite de baja energia de la teoria de cuerdas, revelando una dualidad entre las
supercuerdas abiertas y cerradas. En este marco, las cuerdas abiertas que ter-
minan en una brana D generan una teorfa de campo gauge U(N), mientras que
las cuerdas cerradas describen una teoria gravitacional no trivial en un espacio-
tiempo AdSs x S° cuando N es grande.
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La teorfa de Yang-Mills tiene una constante de acoplamiento A = N¢?, y cuan-
do N es lo suficientemente grande permite una descripciéon débilmente acoplada
de la gravedad. En contraste, la descripcién gravitacional dual tiene un acopla-
miento débil g ~ 1/N [43], facilitando estudios en un régimen donde la teoria
gauge es fuertemente acoplada y no tratable mediante métodos perturbativos
convencionales.

Hasta la fecha, no existe una derivacion matematica rigurosa y directa de la
correspondencia, pero el caso estudiado por Maldacena sigue siendo el més
comprendido y verificado, donde ha sido posible realizar cédlculos exactos en
ambos lados de la correspondencia, especialmente en casos maximamente super-
simétricos donde se pueden utilizar herramientas de integrabilidad, la conjetura
ha demostrado ser valida. Sin embargo, ha habido criticas relacionadas con sus
fundamentos en la teoria de cuerdas; si la teoria de cuerdas fuera incorrecta o
incompleta como teoria cudntica de la gravedad, esto podria sugerir que la base
tedrica de la correspondencia no es sdélida.

En este capitulo, no se profundizara sobre la conjetura y su origen, sino que
sentaran las bases para entenderla (ideas generales)[44]; comenzaremos con el
estudio de las Teorfas Conformes de Campo (CFTs) y su relacién con la corres-
pondencia AdS/CFT [45]. Exploraremos cémo las simetrias y las transformacio-
nes del grupo conforme, especificamente en dimensiones superiores a dos, juegan
un papel crucial en la formulacién y las propiedades de las CFTs. Se discutirdn
en detalle las transformaciones conformes, que incluyen traslaciones, rotaciones,
boosts de Lorentz, y dilataciones, asi como transformaciones especiales con-
formes representadas por la ecuacién donde se destaca el grupo conforme
isomorfo a SO(2,d). Este capitulo también abordard cémo los generadores de
estas transformaciones, incluidos los de traslaciones P,, las dilataciones D y las
traslaciones conformes especiales K, interactian entre si segiin el algebra con-
forme, facilitando un marco para entender las interacciones y las invariantes en
una CFT [46]. Ademds, se estudiardn las aplicaciones de estos conceptos al andli-
sis de la entropia de entrelazamiento en CFTs y su relaciéon dual con teorias de
gravedad en espacios AdS, subrayando cémo estas herramientas teéricas propor-
cionan una comprensién profunda de la dualidad gauge/gravedad. Asimismo, se
investigaran las implicaciones de estas simetrias para las funciones de correlaciéon
y las propiedades dindmicas de las teorias, estableciendo un vinculo detallado
entre la estructura matematica de las CFTs y su interpretacion fisica en con-
textos gravitacionales. Finalizaremos este capitulo presentando la entropia de
entrelazamiento holografico [27][33] , asi como algunos ejemplos de su uso, de
forma que veremos como es que de alguna forma surge la idea de una entropia
de agujeros negros dentro de la correspondencia.

3.1. Teorias conformes de campo (CFTSs)
Una teorfa conforme de campo (CFT, por siglas en inglés) es un tipo es-
pecial de teoria cuantica de campos que se caracteriza por ser invariante bajo

transformaciones conformes. Las transformaciones conformes son aquellas que
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preservan los dngulos, pero no necesariamente las distancias. Dicho de otro modo
podemos definirlas como aquellas que son invariantes ante el grupo de Poincaré
(traslaciones, rotaciones y boosts de Lorentz), reescalamientos de coordenadas
z'* = AzH y transformaciones especiales de coordenadas

o + atx?
1+ 2z,a" + a?22’

m

(3.1)

si la teorfa vive en d > 2 dimensiones |47, pp.102] [28] [45].

El grupo que conforman la unién de las invarianzas anteriores se conoce como
el grupo conforme, el cual es isomorfo a SO(2, d)ﬂ

Los generadores de estas transformaciones son M,,, para las transformaciones de
Lorentz (M, f = i(x,0, — 2,0,)f), P, para las traslaciones (P, f(x) = i0,f),
D para las transformaciones de escala (este operador actiia en una funcién
de la siguiente forma Df(x) = ix*0,f) y K, para las traslaciones conformes
especiales (de nuevo este operador actiia sobre una funcién de la siguiente
forma K, f(x) = i(2%0,, — 2x,2"0, — 2z,A) f(z))

[P.,P) =K, K, =[M,,A D] =0,
[M/LV7 Pa] = 7i(naupu - nozl/P/L)7

(M, M| = —inu, M, £ permutaciones,
[D, P, = —iP,, (3.2)
[D, K] =iK,,

(M, Kp| = —i(mppu Ky — npw Ky,
[Py, K] = 2i(M,, — 0 D),

en donde las tres primeras relaciones manifiestan el algebra de Lie del grupo
de Poincaré, mientras que el resto proveen el algebra conforme completa. Esta
algebra es isomorfa al dlgebra de SO(d, 2) como habfamos mencionado, y puede
ser puesta en la forma estandar de este grupo definiendo los generadores J,; con

indices antisimétricos (a,b=0,1...,d+ 1)
Sy = My,
Jua = (K~ Pu), (3.3)
Ju(d+1)=D-

Entonces podemos escribir J,;, como una matriz antisimétrica de la siguiente
forma
qu J/td Ju(dJrl)
Jab —Jud 0 D . (3.4)
~Juasy ~D 0

LEl grupo SO(2, d) es el grupo especial ortogonal de Lie, dicho grupo se encuentra formado
por todas las transformaciones lineales que preservan la forma cuadratica de una métrica
con signaturas (2,d), en donde 2 representa dos direcciones temporales y d representa las
direcciones espaciales.
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Definiendo la matriz G, = diag(—1,—1,1,1,1) entonces el conmutador
[Jaln ch] = i(Gchad - Gachd - deJac + Gadec)7 (35)

del mismo modo que tuvimos anteriormente para 7,, en el conmutador de
[M,,, M| reproduciendo el algebra SO(1,d) [45, pp.31].

Consideramos ahora la transformacion de un campo ¢ bajo a representacion
de Poincaré y la transformacién de dilatacién [45]. Dado que consideramos un
campo escalar el cual es una funcién bajo la accién del grupo de Poincaré
x = 2 = Az +adonde A € SO(1,d — 1), se transforma ¢(x) — ¢'(z').
Sin embargo, si incluimos la transformacion de escala z — Az el campo se
transforma también hasta una escala

¢(z) = ¢'(z') = A" 2o(Aa), (3.6)

aqui A se llama dimensién de escala del campo. Entonces el dilatén actta sobre
el campo como

(D, ¢(x)] = i(A + 2"0,) (), 3.7)

y también la accién de K, es
(K, o(x)] = i(220,, — 2zpz™ud, — 22,A)d(x). (3.8)

Los generadores P, y K, pueden ser vistos como operadores de creacién y
aniquilacién sobre D correspondientemente con el valor propio —iA al considerar

(D, $(0)] = —iAg(0), (3.9)

y entonces construir representaciones del grupo conforme considerando campos,
eigenfunciones de D con el eigenvalor —iA bajo D |45 pp.32]. Estamos intere-
sados en representaciones las cuales estdn limitadas desde abajo, algo que se
encuentra garantizado por el hecho de que

[K,.. 6(0)] = 0. (3.10)

Aqui ¢(0) es el operador de campo en el origen del espacio de Minkowski y tiene
dimensién conforme A. Los generadores P, y K, actuando en ¢(0) aumentan
o bajan la dimensién de la escala en una unidad

DE,$(0) = D, Bu] + PuD(0) = ~i(A + 1) P 0) )
DK,.$(0) = [D, K, + K, D(0) = —i(A — 1)P(0). |
Por lo tanto el operador de campo ¢(0) tiene la menor dimensién de escala y
es llamado campo primario |28] pp.71][45]. De forma general, en CFT cualquier
operador O el cual se transfroma bajo transformaciones dilaténicas como O —
A"20 es llamado “operador primario” de dimensién conforme A. En una teorfa
de campo unitaria conforme A es real y positivo, y si O es un operador escalar,
este obedece A > d%z. Las derivadas 0" O de un operador primario son llamadas
“descendientes”; tienen una dimensiéon conforme A + n, de manera que bajo
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transformaciones de escala se transforman como A~2~". Otra caracteristica
interesante de los operadores primarios en CFT, es que en cualquier punto del
espacio-tiempo x hay una biyeccién natural con una base completa del espacio
de Hilbert de la teorfa; esto si tomamos la cuantizacién en un cilindro R x S4—1
lo cual es equivalente conforme a R euclidiano [28].

Con el uso de operadores escalares primarios estamos en posicién de construir
“funciones de correlacién”ﬂlas cuales tienen que estar limitadas por la invarianza
conforme y siguen la siguiente propiedad

0] i (1) p(2) ... |0) = NAFB2F (0] i (1) p(2) ... |0) . (3.12)

Entonces la funcién de 2-puntos (¢;(z)¢;(y)) ~ f((x — y)?) y especificamente
resulta ser

_ Gy

para campos con la misma dimensién conforme, mientras que si tienen diferen-
te, la funcién de correlacién se anula. Esto nos dice que ¢;; = d;;. Debe notarse
que el vacio relacionado con esas funciones de correlacién es un estado conforme
invariante lo que significa D |0) = 045, pp-33].

En una CFT, el tensor de energia momento 7},, ha sido derivado como una
corriente de Noetherﬁ generada por la invarianza traslacional. Este tensor no
solo se conserva ante variaciones, cumpliendo que 9*7),, = 0, sino que también
carece de traza, T}/ = 0, una consecuencia de la invarianza bajo dilataciones y
transformaciones conformes. Esta caracteristica de no tener traza es muy im-
portante, pues indica que la teoria carece de una escala de energia inherente,
destacando la invarianza de escala tipica de las CFTs.

Ademss, el tensor de energia-momento en una CFT es simétrico y tiene asig-
nada una dimensién conforme A = d, donde d representa la dimensién espacial
en la que se desarrolla la teoria. Esto tiene un impacto directo sobre cémo las
dilataciones afectan al tensor, influenciando significativamente las propiedades
dindmicas y termodindmicas de la teoria. La funcién de correlacién de dos puntos
del tensor de energia-momento, (T}, (z)T,»(y)), adopta una forma determinada
por la simetria conforme, generalmente expresandose como una funcién que de-
pende de la distancia entre los puntos y elevada a una potencia dictada por las
dimensiones de los operadores y del espacio ~ ﬁ

La constante de proporcionalidad en esta funcién de correlacién, C, es la carga
central efectiva. Esta carga mide el nimero de grados de libertad o la “comple-
jidad”de la CFT. En teorias bidimensionales, la carga central se manifiesta en el

2Las funciones de correlacién, también conocidas como funciones de Green o funciones
de correlaciéon de n-puntos, miden la dependencia o correlacién entre valores de campos en
diferentes puntos del espacio-tiempo. Dicho de otro modo son interpretadas fisicamente como
la amplitud para la propagacién de una particula o excitacién entre dos puntos |48, pp.82] .

3E] teorema de Noether es un resultado fundamental que relaciona las simetrias continuas
de un sistema fisico con cantidades conservadas. En términos generales para cada simetria
continua de la accién de un sistema fisico, existe una cantidad correspondiente que se conserva.
En el caso de las teorias de campos, estas cantidades conservadas se expresan a través de
corrientes de Noether [48].

Maestria en Fisica 45



U.AM.-I Maestria en Fisica

término de la anomalia de traza del tensor de energia-momento y es crucial en el
desarrollo del dlgebra de Virasoro, una extensién centralizada del dlgebra de las
transformaciones conformes planas. La carga central afecta tanto la amplitud
de las funciones de correlaciéon como las propiedades cuanticas y estadisticas de
la teoria, incluyendo la estructura de las fases y las transiciones de fase.

Esta nocién de carga central adquiere una importancia particular en el contexto
de la dualidad AdS/CFT, en donde sirve como un vinculo cuantitativo entre el
numero de grados de libertad en una CFT en el limite de un espacio Anti-de
Sitter (AdS) y la gravedad en el volumen de AdS. Asi, la carga central emerge
como un indicador esencial del acoplamiento gravitatorio en AdS, jugando un
rol crucial en la correspondencia entre teorias gravitacionales y teorias cuanticas
de campos, facilitando una comprensién mas profunda de ambas descripciones
de la fisica fundamental.

3.2. Espacio de Anti de Sitter (AdS)

El espacio de Anti de Sitter es la otra parte de la correspondencia que nece-
sitamos tratar antes de presentarla de forma un poco més formal. Dicho espacio
es una solucion de vacio a las ecuaciones de Einstein que es maximalmente
simétrica. Esto significa que ninguna direccién del espacio-tiempo se encuentra
favorecida, y que cada posicion individual a cualquier tiempo nos da la mis-
ma métrica. Estas dos condiciones las llamamos isotropia y homogeneidad del
espacio. Dados los requerimientos, el espacio-tiempo debe tener una curvatura
escalar constante, los candidatos son: espacios AdS que tienen curvatura nega-
tiva, espacio de de Sitter con curvatura positiva y por supuesto el espacio de
Minkowski con curvatura cero. El tensor de Riemann para un espacio de (d+1)
dimensiones es

R
Ruuaﬁ = m(guaguﬁ - gpﬂgmx); (314)
en donde R es el escalar de Ricci [49]. El resolver las ecuaciones de Einstein con
constante cosmoldgica A (a diferencia de como lo habfamos visto anteriormente)
nos da
_2(d+1)

R = == =8tGuA, (3.15)

véalida para d > 1. Por lo tanto, el espacio-tiempo de Anti de Sitter describe
un universo con una constante cosmoldgica negativa. Esto es lo opuesto de
lo que pensamos de nuestro universo, el cual tendria que tener una constante
cosmologica que impulsa acelerantemente la expansién del universo segun las
observaciones de Hubble y otros investigadores [6] [50] |[51]. El espacio de AdS en
cambio, hace el espacio contraerse y dos objetos masivos seran siempre atraidos
uno al otro sin importar la velocidad a la que se alejen uno del otro.

Para poder apreciar las simetrias que existen en el espacio de (d+1) dimensiones
de anti de Sitter, lo insertamos en R(>% esto es un espacio-tiempo plano de
d dimensiones espaciales y dos dimensiones tipo tiempo. El espacio AdS es
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entonces la hipersuperficie:
d
~T5 - TP+ > X, =-R% (3.16)
n=1

En esta tltima R es la escala de longitud caracteristica del espacio-tiempo [49].
La métrica de AdS es entonces la métrica inducida en la hipersuperficie. Fl
espacio de de Sitter puede ser definido de manera similar con el lado derecho de
la ecuacién anterior positiva. Lo primero que notamos es que la simetria de este
espacio es SO(2,d), lo que nos permite, por ejemplo, rotar las d dimensiones
espaciales, y las dos dimensiones temporales de forma separada. Ahora vamos a
explorar esta superficie mas de cerca, permitiendo solo una dimensién espacial,
al hacer todas las dimensiones espaciales iguales a cero a excepcion de X7 = X
obtenemos

T+ T - X? = R?, (3.17)

la cual puede ser reparametrizada a coordenadas tipo Rindler, Ty = R cosh(p) cos(7),
T = Rcosh(p)sin(r) y X = Rsinh(p). Esto nos da la siguiente métrica:

ds? = —dTZ — dT? + dX? = R?(— cosh(p)®dr? + dp?). (3.18)

Notamos que las dos nuevas coordenadas 7 y p son adimensionales. La repre-
sentacion que se tiene en la ecuacion nos permite tener curvas temporales
cerradas (X,, = 0) lo que es generalmente algo que uno trata de evitar en re-
latividad dado que puede hacer que la causalidad se rompa. Muchos autores,
por lo tanto, definen el espacio-tiempo AdS como la cubierta universal de la
hipersuperficie anterior, desenrollando el cifrculo S (con X,, = 0) y permitiendo
que T esté en el intervalo [—oo, o0], sin identificar a dos 7 diferentes [49).

En p = 0 la métrica luce plana (con un factor conforme R?), para tener una
idea de la métrica, imaginamos que un observador centrado en p = 0 avienta
una particula en la posicién positiva de x. La métrica anterior admite un vec-
tor temporal de Killing £ = J; el cual corresponde a la cantidad conservada,
Q= g—f\ cosh(p)27 donde A es un parametro afin el cual usaremos como el tiempo
propio para una particula masiva. Esta ecuacién puede ser interpretada como
la conservacién de la energia. La geodésica que sigue el camino de la particula

€s
1 = R? cosh(p)? dr 2—R2 dp \’ (3.19)
= ol AN’ ‘

que con la conservacién de la energia nos lleva a

dp(A) _ 1 | RPQ>
= *iR‘/cosh(p)Q 1. (3.20)

La particula tiene una velocidad inicial positiva p’(0) > 1, la cual determina la

energia (). Pero vemos que un observador posicionado en p = 0 observard a la
212

particula detenerse en = 1; en este punto, la particula empezard moverse

R°Q
cosh?(p)
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de regreso al observador. Cuando eventualmente alcance al observador tendrd
la misma velocidad inicial, pero direccién contraria, lo cual crea un movimiento
oscilatorio, apoyando el hecho de que la constante cosmoldgica es negativa en
Anti de Sitter. Puede mostrarse generalmente que la constante cosmoldgica es
29
(d+1)d
167TGN R2 '

Este ejemplo muestra la importancia de la simetria en el espacio AdS, la cual
no solamente es espacial, sino también temporal.

Si en cambio consideramos ahora una particula sin masa, y la lanzamos des-
de p = 0, vemos que ese objeto alcanza infinito en un tiempo finito para el

observador g o g
T p

r= | g, = LAY 3.22

/0 dp“” /0 cosh(p) / (3:22)

Lo que sucede en infinito depende de la condicién de frontera impuesta ahi. Una
condicion de frontera absorbente significaria que la energia puede dejar nuestro
sistema, entonces para evitar esto, reflejamos las particulas sin masa de nuevo
hacia dentro del espacio.

Con lo anterior podemos entender que en el caso de una agujero negro en el
espacio-tiempo asintético AdS, tendremos un sistema en equilibrio térmico, es-
to si el agujero negro es lo suficientemente grande, con una cierta cantidad de
energia como radiacién de Hawking y el resto siendo la masa del agujero negro
mismo, lo anterior no seria posible de tener dicho objeto en espacio asintética-
mente plano. Més adelante en la seccién [6.1.3|volveremos a recuperar este tema,
con una finalidad un tanto distinta.

Podemos generalizar la métrica a d dimensiones espaciales de la siguiente
forma

A= (3.21)

ds? = R*(— cosh(p)®dr? + dp? + sinh(p)*dQ3_,), (3.23)

en donde df2 es el dngulo sélido de una esfera unitaria de (d — 1) dimensiones.
Estas coordenadas son llamadas coordenadas globales, pero existe otro conjunto
de coordenadas, que es realmente 1til cuando se estudian agujeros negros, dicho
conjunto puede ser obtenido escribiendo r = Rsinh(p) y t = Rt

ds? = —f(r)dt* + f(r)"tdr® +r2dQ3_,, (3.24)

donde f(r) = 1+ 72/R?. Esta métrica es més facil de entender intuitivamente
dado que en el limite R — oo tenemos el espacio plano de Minkowski con
coordenadas esféricas [45] [49).
Esta métrica también nos da la relacion entre el radio R del espacio AdS y el
tiempo que le toma a una particula sin masa alcanzar infinito (r — 00)

T

t=—R. (3.25)

2
Podemos entonces pensar el espacio de Anti de Sitter como una caja con una
longitud del orden R para particulas sin masa, mientras que para particulas con
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masa la caja es infinita.
Un sistema coordenado muy util es aquel que usa el parche de Poincaré, dicha
métrica se puede obtener con la siguiente transformacién

z 1 .
(14 (R? N2 42
Ty 2(+22(R+(x) t))
z
(3.26)
XZ‘:ESUi
z

2 22

1 ,
Xg=< <1 — —(R* — (z")? +t2)> ,
donde ¢ € 1,...,d — 1. Esto nos lleva a

2
ds* = ]Zi? (=dt? + (dz")? + dz?) . (3.27)
La métrica en su forma anterior se encuentra en su forma conformalmente in-
variante, de ahf su utilidad. La transformacién (¢,z%,x) — A(t,z% 2) deja la
métrica invariante. Es importante notar que el parche de Poincaré no cubre la
variedad completa, a diferencia de las coordenadas globales. Esta métrica tiene
una frontera conforme en infinito z — 0, lo que significa que podemos remover el
prefactor de la ecuacién anterior, o mas formalmente hacer una transformacién
conforme
Guw = G = Py (3.28)

En esta dltima, (u,v) corren en las direcciones ortogonales, dejando dz = 0
en la métrica en , y @ = z/R, lo cual muestra que la frontera conforme
tiene una métrica de Minkowski plana [49]. En las coordenadas globales, es
facil revisar que la frontera conforme tiene la topologia R x S¢~!. Esto muestra
que las coordenadas son de mucha ayuda en el marco de AdS/CFT; podemos
regularizar la métrica y obtener cantidades bien definidas en la frontera de AdS
donde la CF'T vive, aunque este infinitamente lejos.

3.3. Diccionario Holografico

Con las secciones pasadas nos encontramos en posicién de establecer la co-
rrespondencia AdS/CFT. La versién moderna (como se menciona en 28] quien
lo recupera de [52]) de la correspondencia nos dice que una CFTy viviendo en
R xS% 1 es dual a una teorfa cuintica gravitatoria que vive en un espacio-tiempo
asintoticamente AdSgy1 X M, donde M es una variedad compacta no trivial.
La CFT vive en la frontera conforme del espacio-tiempo asintético AdS. Por
ahora no se cuenta con una teoria cuantica gravitacional asintética al espacio
AdS precisa, pero podemos usar una cierta CFT que es conocida y bien definida
para obtener algunas conclusiones acerca de la teoria gravitacional de bulto con
un limite semicldsico en AdS.
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Para nuestros fines, es necesario extraer ciertas conclusiones sobre como las can-
tidades observables en una teoria se traducen en su dual holografico. Para reali-
zar lo anterior, necesitamos un mapa que es llamado “diccionario holografico”,
dicho mapa es una lista de las expresiones en CFT de las cantidades interesan-
tes en el bulto, el mapeo es entonces entre ambos lados de la correspondencia.
Ademés, debemos considerar que a falta de una teoria cudntica gravitacional
consistente es necesario determinar cuando una CFT es de hecho dual a la gra-
vedad semicldsica. Resulta que como en articulo original [42], si el ntimero de
grados de libertad en la CFT () es lo suficientemente grande, entonces la teorfa
gravitacional estd débilmente acoplada y tiene un limite a la gravedad clasica.
La dualidad establece que los espacios de Hilbert de dos teorias duales son
idénticos, lo que significa que existe un mapeo entre estados de la CFT y de
la teoria gravitacional en el bulto y también que el Hamiltoniano H que deter-
mina la evolucién temporal es idéntico para las dos teorias duales, més ain los
generadores de simetrias de la CFT (SO(2,d)) tienen generadores de bulto de
simetria en el espacio AdS.

La correspondencia dice que cada campo escalar del bulto ¢ = ¢(7,2,) en
AdS estd relacionado con un operador primario O de la CFT en la frontera de
AdS. Entonces podemos determinar las condiciones de frontera de la frontera
conforme de la CFT estudiando un campo local de bulto en AdS cercano a la
frontera. Resulta que el campo de bulto puede ser expresado en términos de una
suma de campos libres. Si tomamos el funcional generador para las dos teorias,
esto es, la CFT y la teoria en AdS que es gravedad con un algin campo de
materia ¢ en el bulto, y condiciones de frontera fijas, la dualidad nos indica que

Zerr[J] = Zaas|J], (3.29)

donde J es la fuente usual en términos del funcional generados de la CFT,
pero en términos del dual AdS, J es un poco mas sutil. Tiene que ver con la
configuracion de un campo de bulto en la frontera de AdS. Especificamente,
un campo de bulto corresponde a un operador primario dual y tiene que tener
condiciones de frontera apropiadas en el limite AdS de tal manera que el capo
disminuya hasta la funcién J en la frontera. En otras palabras en el contexto de
AdS, J = ¢g. Se demanda que la frontera conforme cumpla ciertas condiciones
de frontera porque una geodésica nula puede alcanzar infinito en un tiempo finito
(como vimos) y también los modos masivos se acercan a esta en un tiempo finito,
entonces estamos interesados en observar el comportamiento del campo bulto
cerca de la frontera.

3.4. Entropia de entrelazamiento holografico

En las secciones anteriores, hemos establecido cémo la dualidad AdS/CFT
nos permite explorar y comprender profundamente las propiedades de las teorias
de campos y la gravedad. Ahora, nos enfocamos especificamente en la aplica-
cién de este marco para calcular entropias de grano fino en sistemas cuanticos
complejos. Consideremos un sistema cudntico A que ocupa una sub-variedad
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espacial en una rebanada espacial ¥ del espacio AdS, con la frontera denotada
por OA.
Dentro del marco de las teorias de campo escalar libre en d dimensiones, encon-
tramos que la entropia de entrelazamiento es siempre divergente. Sin embargo,
esta divergencia puede ser regularizada introduciendo un corte ultravioleta e,
resultando en un término principal divergente que depende de la geometria del
subsistema: .

S, = lfm ~v Area(0A) n

e—0 ed*1

(3.30)

Aqui, el coeficiente v depende del sistema cudntico subyacente pero no de la
forma especifica de A. Esta expresion no solo refleja la naturaleza de las di-
vergencias encontradas en la teoria de campos, sino que también guarda una
notable similitud con la entropia de un agujero negro, lo que nos recuerda nues-
tro tema central. La correspondencia se presenta como un marco conceptual
que nos permitiria bajo el contexto del dogma central obtener una entropia de
entrelazamiento que evolucione de forma unitaria para la radiacién.
Antes de llegar a este fin, debemos continuar con el camino de revisiones y herra-
mientas tedricas, el siguiente paso es el de presentar la férmula de Shinsei Ryu
y Tadashi Takayanagi [27] [33]. Ellos dan una interpretacién gravitacional de
la entropia de entrelazamiento presentando una propuesta dentro de la corres-
pondencia AdS/CFT. La propuesta nos dice que la entropia de entrelazamiento
S 4 de un subsistema A en una CFT d-dimensional sobre R x S~ con frontera
0A € 8941 es

Area(ya)
Sa=——g

4Gy

en donde v4 es la superficie estatica de d — 1-dimensiones la cual tiene una
frontera d — 2-dimensional Oy4 = 0A y G"]i\,+1 es la constante de Newton de la
teorfa gravitacional en AdSyyi. Esta expresion se conoce como la férmula de
Ryu-Takayanagi (RT) y vemos que mantiene una forma similar a la entropia de
Bekenstein.

: (3.31)

3.4.1. Derivacion heuristica de la formula RT

Para poder probar la formula RT es necesario que antes definamos un nuevo
objeto llamado entropia de Rényi, la cual se encuentra definida en términos de
los momentos de p4

1
S = s logltra(pl). (3:32)

en donde ¢ € Z, pero a veces es conveniente continuar la definicién analitica a
g € R*. Esto ultimo es especialmente ttil cuando usamos el “truco”de réplicas
para calcular la entropia de entrelazamiento, dicho truco seréd introducido del
lado de la mecénica estadistica en un capitulo posterior dada su importancia
en este trabajo sin embargo podemos resumirlo de una manera burda en la
siguiente igualdad

_ 1t (q)
SA—[}LH%SA . (3.33)
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Debemos calcular la entropia de la QFT y por lo tanto seria ttil construir una
integral de camino que calcule p4. Después debemos de calcular las entropias
de Renyi tomando una integrarla funcional sobre una “geometria de cubierta
ramificada” de la siguiente forma:

Definimos p4 en una rebanada de tiempo constante ¥ cuando no hay una
evolucién temporal trivial. Separamos los campos en dos conjuntos ¢(x) =
{pa(x), dac(z)}- Aqui notamos que la matriz de densidad reducida actia co-
mo operador en H 4. Los elementos de la matriz p4 pueden ser definidos por
su accién sobre campos soportados por A. Para ver lo anterior, regulamos la
integral de camino mediante la imposiciéon de condiciones de frontera para los
campos en A

dali=o_ =d—  dali=0, = d+. (3.34)

Esto es equivalente a abrir la integral de trayectoria en el dominio restringido
del espacio A al tiempo t = 0%, y proyectar el resultado sobre valores definidos

de (bj:.
Escribimos entonces la matriz reducida p4 usando la integral de trayectoria

(pa)s = / Dle50r 95 (9=), (3.35)

Oc(da) = 0(dalt =07) — ¢-)d(Pa(t =0") — by). (3.36)

La multiplicacién de las matrices reducidas (p4)? se logra integrando sobre las
condiciones de frontera para la componente positiva en la matriz de densidad
k-ésima con la componente negativa de la (k + 1) matriz de densidad

(k= [ TLaos69 - o)
=t (3.37)

q
% [/kli[l[pgb(k)] (6* Si_y Sorrle ]) 5E(¢$)4)] _

La integral exterior realiza la identificacién deseada de los elementos de la ma-
triz de densidad reducida y la integral interior simplemente replica la integral
de trayectoria, la cual calcula los elementos de matriz individuales. Debemos
ver cada copia de p4 como si fuera calculada en una copia del espacio-tiempo
de fondo B en la frontera CFT. Ahora podemos calcular la integral de trayec-
toria integrando sobre todos los campos que viven sobre el fondo By, el cual es
construido tomando g-copias de estas variedades B y haciendo identificaciones
a través de ellas. Definimos lo anterior de la siguiente forma:

ZqlA] = tra(p?y) = Z[B]. (3.38)

Asf podemos escribir (3.32)) de la siguiente forma [53]

5@ — 1iqlog(ZZlq[EG]q> - 1iqlog(§£?j). (3.39)
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Ahora se tienen integrales funcionales que calculan los elementos de matriz de
potencias enteras arbitrarias de la matriz de densidad [54, pp.7-22].
Del lado de la CFT, la entropia de entrelazamiento puede ser encontrada si
calculamos la funcién de particién en el espacio de n-hojas (d + 1)-dimensional
via la férmula . Este espacio B, estd caracterizado por la presencia de
un déficit angular § = 27(1 — ¢g) en la superficie 0.A4. Entonces, necesitamos
encontrar una geometria de fondo de (d+2) dimensiones S; en el espacio dual
AdS resolviendo la ecuacion de Einstein con constante cosmolégica negativa tal
que la métrica se aproxime a B, en la frontera z — 0.
Para resolver lo anterior asumimos que la geometria de fondo S, estd dada por
una g-hoja AdSy1o la cual estd definida por el déficit angular § localizado en
una superficie de codimensién dos 4. Asi el escalar de Ricci tiene la forma de
una funcién delta

R =4n(1 — q)6(ya) + R, (3.40)

donde 6(7.4) es una funcién delta localizada en 4 y R(?) es el escalar de Ricci
de AdSgyo puro.
Sustituimos (3.40) en la accién de Hilbert para (d+1) diemsiones [55]

1
1og(z§335) = 7/dd+1x\ﬁ—g(R+A) t..

167GLT
),
= | DGR+ A) + ...
167G S Ve (3.41)
Am(1 - Q)Area(’YA) 1 / d+2
=— - dz®2, /g(R© 4+ A).
167TG§\([1+2) 1671_G§lv+2 M \/g( )

Basados en el diccionario hologréfico

ZCFT = ZAngravitacional

tenemos

(1 — g)Area(ya)

) + (g — términos independientes).
4Gy

log(Z[B,]) = log (2t ) =

(3.42)
Finalmente llegamos al resultado (3.31)) utilizando la entropia de Renyi (3.39))

(@) _ Area('yA)
Sl = P (3.43)
3.4.2. Ejemplos de calculo de la entropia de entrelaza-

miento

Continuando con nuestra exploracion de la férmula de Ryu-Takayanagi, es
de mucha utilidad considerar ejemplos especificos donde la holografia se emplea
para calcular superficies de RT. Esos ejemplos los hemos extraido de los articu-
los de Ryu y Takayanagi [27] [33], e ilustran aplicaciones claras de la técnica
presentada.
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Cilculo de la entropia en una CFT, sobre R!:!

Existen dos formas de atacar el cdlculo de la entropia para una C'F'T5 libre,
nuestro primer ejemplo, uno mediante calculos directos sobre la teoria conforme,
utilizando la entropia de Renyi y otro método es el de usar la férmula Ryu y
Takayanagi, confiando en el correcto funcionamiento del diccionario hologréfico,
como antes mencionamos, hacer esto de ambas formas nos permitird comparar
resultados y procedimientos, de modo que podamos estar mas seguros de la apli-
cabilidad de la férmula RT asi como entender un poco més conceptos que surgen
en su calculo. Comenzamos con el calculo directo en la CFT. Consideremos el
caso con estados estéticos para CFT, en RY!. Mapeamos la geometria de fondo
al plano complejo aprovechando la no dependencia temporal

C =R?

Se toma el estado |0) de la CFT en C, y escogiendo un instante de tiempo ¢t = 0
establecemos A = {z|z € (—a,a)}.

Como primer paso debemos calcular la funcién de particiéon Z[B,]. Dado que B,
es una superficie con genus-0 podemos mapearle conformalmente de nuevo al
plano complejo. Se comienza con campos ¢(x,t) los cuales viven en las g copias
(k =1,2,...,q). Las condiciones de “pegado” para B, pueden ser mapeadas a
condiciones de frontera para los campos

ér(2,07) = ppy1(2,07), x € A. (3.44)

Las condiciones de frontera anteriores se pueden implementar si pasamos de la
base de ¢ campos independientes a un campo compuesto ¢(z,t) que vive en By
obedece condiciones de frontera de giro (twist). El mapeo que uno busca, debe
implementar los giros por la simetria ciclica de réplica Zj.

Uno introduce un conjunto de campos de twist los cuales implementan las con-
diciones de frontera “giradas”. Para el caso revisado los giros son por raices
g-ésimas de la unidad, y la propiedad principal que necesitamos para el opera-
dor de twist 7, es que introduzca un corte de rama del orden ¢ para los campos
en su punto de insercién. La dimensién de escala del operador de giro esta dada

por:
= c 1
hg=hy=—(q— - A4
q 17 9y (a q)’ (3.45)
donde c es la carga central [54, p.28]. Podemos escribir entonces Z[B,] de la

siguiente forma
q—1

Z1By) = T (ra(=a,0)q(a, 0)) 5 - (3.46)
k=0

Tratando a los campos de twist como primarios conformes con dimensién de
escala dada por ([3.45)), obtenemos que

<m&J:<mﬁMq:(%ﬁgwlmn (3.47)

€
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en donde se ha introducido un corte ultravioleta que actiia como regulador |56,
pp.7-13]. La entropia de Renyi es entonces

§(a=1/q)
(@) _ 1 1 2a\° _° 14+1/9)1 2a 4
50 = 1o (2 Carr/guoe(2). (@)
y haciendo ¢ ~ 1 obtenemos
2
Sa= gln ?a (3.49)

[57]. Para més informacién sobre este cdlculo instamos al lector a revisar |27,
pp.7-12].

Ahora tenemos un resultado, que podemos buscar mediante el uso de la formula
RT, hacemos notar que el calculo anterior es sumamente complejo y no
buscamos aqui explicar todos sus constituyentes, solo fue presentado para poder
tener una base sobre la cual comparar nuestro siguiente resultado.

Para realizar esto debemos encontrar geodésicas entre los puntos (z!,z) =
(—a,€) y (z1,2) = (a,¢€) en las coordenadas de Poincare
dz? — dad + da?

2 p2
ds* =R 2

(3.50)

Dado que nos encontramos en un caso estético dz? = 0, asf escribimos la accién
geodésica de la siguiente forma

S — R/d§ v x/(f)? a9y (3.51)

Las ecuaciones de movimiento se resuelven por un medio circulo en el plano

“ 9

Tz

(x,z) = a(cos&,sin§), (e/a <& <7 —¢€/a). (3.52)
La longitud de y4 es
, T2 q¢ 2a
Longitud(y4) = 2R SnE —2Rlog(e/2a) = 2R log - (3.53)
y la entropia finalmente es
Longitud R 2 2
g, — Lonei 1?3)(%4) = — 5 log g (3.54)
4Gy 2G5, e 3 ;
donde usamos que ¢ = %. La ecuacion anterior es consistente con lo revisa-
N

do previamente en CFT5, de modo que la férmula de Ryu-Takayanagi parece
funcionar de manera correcta, mas aiin aunque parece ser que podemos obtener
mucha mas informacién acerca de los campos y su composicién en el calculo con
entropia de Renyi, el calculo con la formula RT se vuelve mas transparente y
sencillo, de modo que es mas facil su comprensiéon en términos fisicos.
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Geodésicas en AdSs, entropia de entrelazamiento de una CFT; y su
correspondenia holografica en R x S!

Nuestro siguiente ejemplo es un poco mas complejo que el anterior, en este
caso no nos preocuparemos por el resultado en CFT (dicho resultado puede ser
consultado en |27, pp.11]), esta vez nos concentraremos en el cdlculo mediante
la formula RT.

El sistema estudiado es de nueva cuenta un sistema A en CFT, libre en R x St
con temperatura cero. Este tiene un dual en AdS3 con una correspondiente
métrica en coordenadas globales (7, p, 0)

ds? = R*(— cosh? pdr? + dp® + sinh? pd6?). (3.55)

Aqui la CFT5; vive en un espacio-tiempo caracterizado por las coordenadas (7, 6)
en la frontera de AdSs, asi que es equivalente topolégicamente a un cilindro. El
subsistema A en que estamos interesados, vive en una regién del cilindro 0 < 6 <
(27l)/L donde I y L son las longitudes de los sistemas A y A° respectivamente.
EL corte p = pg por si mismo debe satisfacer la relaciéon aproximada e” ~ % > 1.
Entonces para el tiempo fijo 7 la geodésica que conecta los puntos con § =0 y
0= % determina la superficie minima 4. De nuevo el Area(y;) de la superficie
minima es igual a longitud geodésica la cual esta determinada por las ecuaciones
de movimientos de la accién geodésica de la métrica en coordenadas globales
para el tiempo fijo (dr = 0).

La accién geodésica esta dada por

I= R/dx\/(;liy sinh? p(%)‘z. (3.56)

Para obtener la ecuacion de movimiento para el Area o lo que es lo mismo en
nuestro caso L. comenzamos planteando los vectores de posicién inicial (Zo) y
velocidad inicial (%), con los que podemos escribir la posicién a cada valor de
un pardmetro A (la ecuacién de las geodésicas en espacio AdSs)

X(\) = cosh(A)Zo + sinh(A\), (3.57)
al valor del pardmetro final X\*, se tiene la posicién final (Zy)
X(\*) = Z; = cosh(A\*)Zo + sinh(\*) . (3.58)
De la ecuacion [3.58] obtenemos la velocidad inicial

@y —cosh(A\*)Zy

vo= sinh(A*) 7 (3:59)
y sustituyendo ésta tdltima en [3.57] se tiene:
> sinh(\) _ cosh(A*) |
X\ = —2X22 sh(\) — ———2s To. -
\) Sh(\) Zy + [cosh(N) b () sin(\)]Zo (3.60)
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Hacemos la identificacién de a = cosh(\*), con lo que podemos obtener que
o? — sinh*(\*) = 1 y equivalentemente sinh?(\*) = a? — 1, sustituyendo estos

resultados en (3.60) se llega a

X(\) = LZS(_A)I

que es la ecuacién (6.4) de 27, sec.6.2] con Ty =&, Ho=g§y R=1.

En la frontera p = oo de AdS3, la métrica es divergente, de forma que es
necesario agregar un corte py para que las cantidades fisicas relevantes estén
reguladas, dicho corte restringe el espacio a la regién p < pg. Este procedimiento
corresponde a un corte ultravioleta en la teoria dual conforme.

En las coordenadas globales para AdS3, tenemos una dualidad con teorias de
campo conformes de 1+ 1 dimensiones con carga central:

Zy + [cosh(N) — sinh(\)]Zo, (3.61)

o?—1

3R

c= ek (3.62)
En coordenadas globales AdS3 estd identificado por un cilindro (¢, 0(= €©4)) con
frontera regularizada p = pg; asi CFT; se encuentra definida como la frontera
de dicho cilindro. El subsistema “A”que mencionamos en la introduccion, co-
rresponde al dngulo 0 < 6 < 2xl/L.

Planteamos la parametrizacién para Z y ¢, siguiendo el hiperboléide en R??2
adecuado a la geometria hiperbdlica de AdS3 con las variables

2% = R cosh(p) cos(t) (3.63)
x' = Rcosh(p) sin(t) (3.64)
x? = Rsinh(p) cos() (3.65)
2% = Rsinh(p) sin(6). (3.66)
A tiempo constante & y i describen los puntos frontera que son unidos por la

geodésica, dichos puntos se encuentran dados en § =0y § = 2xl/L por lo que
podemos escribir

0 =0 — & = (cosh(pg) cos(t), cosh(pg) sin(t), sinh(pg), 0) (3.67)
2wl
0= T —
7 = (cosh(pg) cos(t), cosh(pg) sin(t), sinh(pg) cos (T) ,sinh(pg) sin (2L7Tl> ).
(3.68)

El vector de velocidad inicial dado por la ecuacién es ortogonal al de
posicion inicial, dada la geometria del problema, por lo que se tiene la siguiente
condicién

1
~ sinh(\*)

— —

Vo - T [.’ff . .fo — COSh()\*)fO . fo] =0. (369)

Maestria en Fisica 57



U.AM.-I Maestria en Fisica

Podemos calcular el primer producto escalar que aparece para obtener lo si-
guiente

27l
@y - Ty = — cosh?(pg) cos?(t) — cosh?(pg) sin®(t) + sinh?(po) cos (17;)

= —1 — 2sinh®(pg) sin?(xl/L).
I

(3.70)
Con este resultado y viendo que |[|Zp||? = —1 entonces encontramos que
l
cosh(\*) = 1 + 2sinh?(pp) SiHQ(%). (3.71)

Ecuacién de movimiento para nuestra “Area” y que coincide con (6.7) de [27,
sec.6.2] y con la ecuacién (2.4) de [33, sec. II] Para estar ain més seguros
recordamos la parametrizacién anterior para obtener el invariante ds?, con el
hiperboloide dado por —(2°)? — (2')? + (22)? + (2%)? = 1, por lo tanto con
signatura (—1,—-1,1,1):

ds* = —(dz°)? — (dz')? + (dz*)? + (da®)?
= R?[—sinh?(p)dp® + cosh?(p)dp? — cosh?(p)dt® + sinh?(p)df*]  (3.72)
= R?[dp — cosh®(p)dt? + sinh?(p)db?],

que es coincidente con la métrica de la ecuacién (2.2) [33] sec. II] Continuamos
lo anterior ahora si con el cilculo de S4, para este caso la superficie minima es
v4 es unidimensional, y es la linea geodésica que conecta los dos puntos frontera
para los dngulos § = 0y 6 = 27l/L [[] Utilizamos la ecuacién (3.71)), de donde
resolvemos para el valor de A*, recuperando solamente el valor positivo

A = R(— arccos(1 4 2sin?(xl/L) sinh?(p))). (3.73)

Es posible reducir la expresién anterior cuando se toma un corte para la energia
grande e”° > 1, para que esto sea mas sencillo escribimos la anterior en forma
exponencial

2i7wl

A= Rlog(%((ezp0 —1)?}(~1+e'L

)2(—e 2050

+ 2\/5\/(e2po —1)2(=1+ e’ F )2 (—e 200 ) (3.74)

1 i i
\/2 — g (€0 —D2(=1 45 )2Ze 205 1 y)).

4Hacemos una pequefia digresién para tratar la eleccién de xg y z7 o sus equivalentes = y
y,en el desarrollo anterior y en comparacién con los articulos mencionados; el lector notard que
las parametrizaciones se encuentran invertidas, sobre todo al ver el dngulo correspondiente a
cada uno de los puntos, sin embargo esto no afecta en lo absoluto al cdlculo desarrollado y
responde a la forma en que se mide el dngulo inicial, como se puede observar en la figura 4 de
|27, sec.6.2].

Maestria en Fisica 58



U.AM.-I Maestria en Fisica

Realizando las simplificaciones obtenemos:

1 l
\* &~ Rarccos <262”° sin? <2>) , (3.75)

que es equivalente a

st (Lo2oo 2 (1PN L1 opg o (1T _ 200 2 (T
)\Nln(2e sin 7 +2e sin i7 = RlIn| e*P° sin i7 .

La entropia entonces es:

S, = Area(ya) _ A* (3.77)
el e

S~ gln (epo sin (?)) . (3.78)

Lo anterior coincide con el resultado conocido para CFT bidimensional, que
como mencionamos puede revisarse en |27, pp.11].

Me gustaria terminar este capitulo hablando de manera mas general al con-
siderar un subsistema A que consiste de multiples intervalos disjuntos

A={z|x € [r1,r2] U [ra, s2] U...U[rn, sn]}, (3.79)

donde 0 <7y <51 <719 < 89 < ... <ry < sy <L,donde L es la longitud total
del sistema. Dicha regién corresponde a 6 € Uf\il[%}ﬁ, 2’2‘”] en la frontera. La
forma de la entropia para este caso donde no es sencillo descubrir la pantalla
holografica o superficie minima -4 es obtenida del resultado en 141 dimensiones

de la teoria conforme de campos:

Sy = ﬁ[z Longitud(r;, s;) — Z Longitud(r;, r;) — Z Longitud(s;, s;)],
N 4, 1<j 1<J

(3.80)
en donde Longitud(A, B) denota la longitud de la linea geodésica entre dos pun-
tos frontera A y B. La forma correcta y completa de la superficie minima esta
dada entonces por lo que se encuentra dentro de los paréntesis, una combinacion
de lineas geodésicas.
La forma de la entropia propuesta funciona en general para sistemas mucho més
complejos y de dimensién superior CFT,; y AdS44+1, y aunque no hay forma de
revisar completamente los resultados dada la falta de resultados analiticos del
lado de CFT, existen evidencias que los autores mencionan en secciones poste-
riores de los articulos para apoyar los resultados obtenidos.
Los siguientes dos capitulos presentaran dos herramientas que parecen desco-
nectadas de nuestra discusién actual, pero que resultan sumamente ttiles en el
desarrollo posterior de la teoria necesaria para encontrar la funcién que descri-
be la curva de Page, del mismo modo que lo es la formula RT. La funcién que
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describe la entropia de grano fino puede ser obtenida, como veremos mas adelan-
te, mediante el método hologréfico [58][59], o mediante un método semicldsico
[1]12] (ambas soluciones coinciden). De hecho, en esta seccién hemos utilizado
este segundo método (semicldsico) en la seccién conocido como “método
de Réplicas”.
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Capitulo 4

Introduccion al método de
réplicas

4.1. Introduccién

El método de réplicas es un procedimiento no riguroso usado popularmente
en fisica estadistica, particularmente en la teorfa de vidrios de espin (spin glass
theory) y en sistemas desordenados (quenched disorder)[ﬂ Consiste en calcular
el promedio o esperanza de una funcién compleja mediante algin procedimiento
de continuacién analitica a partir del promedio de la funcién de particién de n
réplicas desacopladas del sistema inicial.

Originalmente fue propuesto para simplificar el calculo del valor promedio de la
densidad de energfa libre [61] para vidrios de espin, especificamente vidrios de
espin de Ising, pero posteriormente se demostré que el método de réplica puede
ser muy poderoso para codificar de una manera simple y compacta, propiedades
complejas del sistema. Durante 30 anos ha evolucionado en una herramienta
sofisticada para resolver problemas tedricos diversos, como los vidrios de espin,
doblamiento de proteinas, vértices en superconductores, optimizaciéon combina-
toria y por supuesto agujeros negros.

En esta secciéon presentamos una introducciéon al método mediante un ejem-
plo simple, de modo que el lector pueda entender su uso posterior en el caso
de agujeros negros, asi como cantidades y conceptos analogos; dicho ejemplo
se encuentra completamente desarrollado en [62, cap.8], de modo que puede
considerarse lo siguiente como un resumen de ideas principales.

1Un vidrio de espin es un estado magnético desordenado en donde el promedio espacial de
magnetizacién sobre los estados es cero, mientras que el promedio temporal de la orientacién
de cualquier espin dado es diferente de cero, contrastando asi con los paramagnetos donde
ambos promedios son cero. Un estado de vidrio de espin puede surgir de la competencia entre
interacciones ferromagnéticas y antiferromagnéticas o de la frustracién geométrica como la
red triangular con acoplamiento antiferromagnético entre vecinos cercanos. |60, pp.385].
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4.2. Uso del método de réplicas

Como se dijo en la introduccién, el método de réplica no es un método ri-
guroso, ya que este cuenta con manipulaciones formales y algunas recetas que
pueden parecer arbitrarias, sin embargo dichas recetas se encuentran completa-
mente especificadas y uno puede considerar al método como una herramienta
analitica practicamente automatica.

4.2.1. Modelo de energia aleatoria

Comenzamos buscando la solucién de réplica para el modelo de energia alea-

toria. Dicho modelo es el mas simple en la fisica estadistica de un sistema des-
ordenado que exhibe una transicion de fase, dicho esto, el modelo no pretende
dar una descripcién realista de algtin sistema fisico, sin embargo nos provee de
un ejemplo con varios conceptos y es lo suficientemente simple para poder ser
estudiado por el método de réplica; la estructura de este modelo aparece en
diferentes contextos y su estudio por lo tanto resulta muy 1til en fenémenos
complejos.
En el modelo de energia aleatoria existen M = 2V configuraciones que deno-
tamos por los indices 4, j,... € {1,...,2V}; las energias {E;} se distribuyen de
forma Gaussiana con media cero y varianza N/2, de este modo la energia es un
proceso estocastico. La funcién de distribucién de probabilidad para la energia
E; del estado i estd dada por:

P(E) = \/%e_E’?/N. (4.1)

Dada una instancia del modelo, definida por los 2% niimeros reales E1, Ea, ..., Eon,
se asigna a cada configuracién j una probabilidad de Boltzman pg(j) de la si-
guiente forma:
) 1 _3g,
ns(g) = e, (4.2)

donde B = % y el factor de normalizacién Z es la funcién de particién dada

poif}

2N
Z =Y e (4.3)
j=1

4.2.2. Solucion de réplica al modelo de energia aleatorio

Los potenciales termodindmicos intensivos del modelo de energia aleatorio
son auto-promediables, dicho de otro modo, sus distribuciones se encuentran
concentradas alrededor de la media en el limite de N grandes, como por ejemplo
la densidad de energfa libre f = —(BN)~! logZEL sin embargo la funcién de

2Para més informacién revisar |62 cap.5]
30tros potenciales pueden ser calculados de las derivadas de la energfa libre.
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particién tiene una distribucién ancha atin para valores de N grandes; esto se
traduce en que su promedio se encuentra dominado por muestras muy raras en
la fase de temperaturas bajas. Para describir muestras tipicas uno debe calcular
el promedio del logaritmo de la funcién de particiéon ElogZ.

Resulta interesante notar que es mucho mas sencillo calcular momentos enteros
de la funcién de particién EZ™ con n € N que Elog Z.

Ahora, podemos usar lo anterior para calcular el promedio de la funcién de
particion logaritmica si:

Elog Z = lim 1 log(EZ"). (4.4)
n—0n

La idea general entonces es llevar el calculo de la esperanza de la enésima po-
tencia de Z como si n fuera un entero, y en un cierto punto, después de obtener
una expresioén que sea manejable, recordar que n debe ser un niimero real y que
debera cumplirse.
El método puede ser resumido en una serie de pasos, el primero de ellos consiste
en notar que Z™ puede ser escrita como una suma de n términos

2N
Zn =Y e M mBln, (4.5)

Tyeensln

podemos entender esta como la funcién de particién para un sistema nuevo,
formado por n copias estadisticamente independientes de la original. Nos re-
ferimos a las copias como réplicas, de ahi el nombre de “método de réplicas”.
Reescribimos usando la funcién indicadmﬂ

g _ QZ i‘[e[—ﬂEj(Efi:lﬂ(ia:i))]_ (4.6)

i1..ip=1j=1

Ahora podemos escribir (4.6)) con ayuda del hecho de que las energias son Gaus-
sianas (eqd.1) y de que las energias asociadas a cada una de las réplicas son
independiented’}
2N
EZ" = Y ¢ 57 Tt o), (4.8)

11...0p

De nuevo, es posible considerar (4.8) como una nueva funcién de particién pa-
ra un nuevo sistema replicado. En este caso la energia se encuentra dada por

4La funcién indicador I(s) de una expresién légica s estd definida como 1 si la expresién es
verdadera y O si esta es falsa.

5Para reescribir esto haciendo uso de (4.1)), es necesario multiplicar (4.6 por (4.1) e integrar;
podemos hacer el caso para un valor de n = 1 de manera que sea mas sencillo

/OO . e E*/IN-BEqE — ﬂ—NeﬁiN :eﬁiN (4.7)
—co VTN ™

y como se dice dada, la linealidad e independencia de las E;, podemos obtener el resultado.

3
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E;, ., = —Npg/4 ZZ,b:l I(ia = p); de este modo se observa que el sistema
ya no se encuentra en desorden, la energia es una funcién determinista de la
configuracion ademads de que las réplicas no son més estadisticamente indepen-
dientes, se encuentran en interaccion.

La interaccién entre las réplicas se debe a que la energia no puede ser escri-
ta como una suma de términos réplica individuales, esto es equivalente a una
atraccién entre réplicas distintas. La energia depende de la temperatura, dicha
dependencia provoca que el efecto de la interacciéon sea mayor a menor tempe-
ratura.

Dada las configuraciones de las réplicas, es conveniente introducir una matriz
de n x n que se define de la siguiente forma [62, pp. 4, 146]

Qab = I(ia = ip), (4.9)

cuyos elementos se encuentran en {0,1}. La matriz (4.9) es llamada “matriz
de sobreposicién”. Con esta definicién y notando que (4.6)) solo depende de la
configuracién por la matriz de sobreposicién es claro que

2 n
EZ" — ZNN(Q)e% e b=1 Q'lb7 (410)
Q

en donde Ny (Q) es el ntimero de configuraciones (i, ...,4,) cuya matriz de su-
perposicién es Q = {Qqp }; la suma ZQ corre sobre las matrices simétricas {0, 1}
con unos en la diagonal. Dado el nimero de matrices de este tipo (2”("_1)/2),
ademés del niimero de configuraciones del sistema replicado (2"VV), podemos
suponer que el nimero de configuraciones dada una matriz de superposiciéon
satisface un “principio de desviaciones grandes”de la forma Ny (Q) = e(Ns(Q)),
Hacemos una pequena digresién para hablar del principio de desviaciones gran-
des, este principio se origina en la estadistica y se encuentra definido por el
teorema de Sanov |62, p. 67]:

Teorema 1 Sean si,...,sy € X N, variables aleatorias independientes e iden-
ticamente distribuidas tomadas de una distribucion de probabilidad p(x), y sea
K C M(X) un conjunto compacto de distribuciones de probabilidad sobre X. Si
q es el tipo de (s1,...,SN), entonces

Plg € K] = exp[-ND(q"|lp)]
en donde q* = arg min,e D (ql|p) y D(ql|p) es la divergencia de Kullback-Leibler
definida como
q()

D(qllp) = > q(x)log ——

reX p(:c)

El teorema anterior nos dice que la probabilidad de encontrar una secuencia
con tipo g se comporta en general para N grandes como exp|—N D(q||p)]. Para
N grandes, las secuencias tipicas tienen tipo ¢(z) ~ p(z), y aquellas con un
diferente tipo son exponencialmente raras.
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Regresando a nuestra labor, usando esta forma de Ny (Q), la funcién de
particién replicada puede ser escrita como

EZ" =) eNo(@) (4.11)
Q
y
5 <
9(Q) = I Z Qab +5(Q). (4.12)
a,b=1

La estrategia del método de réplica recae en estimar la suma anterior usando
el método del punto silla, dicho de otra forma, estimar la suma por un término
unico dominante.

Es importante mencionar que las n réplicas son equivalentes desde su creacion,
por lo tanto la funcién debe ser simétrica ante la permutacién de ellas,
esta es una propiedad del método y es llamada simetria de réplica.

Ahora ;Qué pasa con el punto silla que se busca si dicho punto posee simetria?
Esto es que para una permutacion m se cumpla que Q7 = @, entonces se dice
que el sistema es réplica-simétrico (RS por sus siglas en inglés), si en cambio
esto no se cumple tenemos una ruptura de simetria espontanea en el limite de
N grandes. Nos concentraremos en el caso méas sencillo por el momento, en el
cual se tiene simetria y buscamos el punto silla de este.

Si @ es invariante ante permutaciones, entonces se tiene que Quq =1y

Qab = qo; a#b, (4.13)

dejando dos posibilidades:

= La matriz se encuentra definida por gy = 0, por lo que el niimero de confi-
guraciones Ny (Qprso) = 2"(2Y —1)...(2Y —n+1), y entonces s(Qrs,0) =
nlog?2, g(Qrs,o) = n(B?/4+ log2).

= La matriz se encuentra definida por gy = 1, por lo que el nimero de con-

figuraciones Ny (Qrs.1) = 2Ny entonces s(Qrs1) = log2, g(Qrs1) =
n?B%/4 + log 2.

Dados ambos puntos silla en esta configuracion de réplica simétrica, necesitamos
conocer cudl de los dos es el dominante para la suma; para esto graficamos
9(Qrs,0) ¥ 9(Qrs1) como funcién de T para dos valores de n, los cuales son
(n=3,n=0,)
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0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

Figura 4.1: Funcién g(Q) para el modelo de energias aleatorias, la linea punteada
corresponde a los puntos silla Qrs 1 y la linea continua a los puntos silla Q rs,o.

Podemos observar que cuando n > 1, en nuestro caso n = 3, tenemos un
punto donde g(Qrs,0) supera a g(Qrs,1), dicho punto se encuentra dado por la
igualdad de estas dos expresiones

2 92 2
nf +log2 = nT+nlog2

52 :410g2/n (414)
B =+/4log2/n.

Llamaremos (.(n) a este valor encontrado de (3, asi tenemos g(Qrs,1) > 9(Qrs,0)
para 8 > f.(n) y lo inverso para cuando < B.(n). Si se asume que en la suma
el término dominante se encuentra dado por los factores de réplica-simétrica,
entonces tenemos que EZ = eNmax[9(@rs.0).9(@rs.1)l; este punto B.(n) se inter-
preta como una transicién de fase del sistema de n réplicas. Dicho de otra forma
cuando tenemos altas temperaturas el punto silla dominante es el que tiene
qo = 0, y cuando se tienen bajas temperaturas es gy = 1; en el primero de estos
casos las réplicas son independientes y cuando al temperatura baja la indepen-
dencia desaparece. La explicacion cualitativa de lo que sucede con las réplicas
es que a bajas temperaturas la distribucién de Boltzman estda concentrada en
los niveles mas bajos de energia, por lo tanto todas las réplicas tienen mucha
probabilidad de permanecer en la misma configuracién. Al hacer el promedio
sobre la muestra, esto es sobre los niveles de energia, no podemos distinguir que
configuracion tiene la menor energia, solo vemos que las réplicas prefieren en
manera conjunta encontrarse en el mismo estado.

. Qué sucede cuando n < 17 En este caso la transicién estd dada de nuevo
por , pero los roles de las temperaturas se invierten. A bajas temperatu-
ras tenemos una dominancia por el valor de ¢y = 0 y para altas temperaturas
9(QRrs0) < 9(QRrs,1), de forma que si se aplica la receta usual de escoger el
punto silla que maximiza a ¢(Q), encontramos algo sin sentido; las réplicas se
volverian independientes a bajas temperaturas y estarian correlacionadas a altas
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temperaturas. El método de réplica resuelve este problema definiendo un nuevo
criterio: para el caso donde n < 1, uno debe estimar la suma usando el minimo
de g(@). No existe justificacién matemdtica para realizar esto sin embargo su
funcionamiento y la interpretacion fisica que se le puede dar en el caso que se
esté estudiando puede justificarlo.
Ahora podemos utilizar para evaluar la densidad de energia libre. Asumi-
mos que los limites N — oo y que n — 0 conmutan
1 P | n
- 81 = i EBlosZ = Jin_ li, - lon(E2Z")
o 32 (4.15)
= Mm EQ(QRS,O) =5t log 2.
Este resultado resulta ser correcto para altas temperaturas si se compara con el
resultado que se puede obtener por medios usuales, sin embargo, una vez que se
realiza la transicién de fase no se puede tener el resultado correcto para el caso
RS.
Si uno desea obtener el resultado correcto para S > f., la suma se encuentra
dominada por las matrices que no son RS. Para mejorar el resultado uno puede
optimizar el subespacio de matrices, debilitando el requisito de réplica-simétrico.
La ruptura de simetria de réplica (RSB por sus siglas en inglés), prescribe un
procedimiento recursivo para definir espacios cada vez més grandes de matrices
(Q en donde se puedan buscar puntos silla. El primer paso para el procedimiento
es llamado la ruptura de simetr{a de réplica de un-paso (1RSB). Suponemos que
n es un multiplo de z, se dividen las n réplicas en n/x grupos de x elementos
cada uno, y se hace

Qaa = 17
Qup = q1 siaybestian en el mismo grupo, (4.16)
Qap = qo siay b estan en diferentes grupos.
De esta forma podemos ver que Ny (Q) =2V (2N —1)...(2Y —n/x+ 1) y por lo
tanto s(Q) = (n/z)log2. Con esto podemos escribir
2

9(Qrsp) = %nw + = log2 (4.17)

El siguiente paso es minimizar (4.17)) con respecto a x y tomar el limite n — 0;
para ello derivamos (4.17))

2
% = %n — % log 2, (4.18)

e igualamos a 0 la anterior expresion, resolviendo posteriormente para x
4/B% = 2% /log?2
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Sustituimos el resultado anterior en (4.17)) y asumimos que orden de los limites
puede ser intercambiado como en el caso RS

1
—Bf = h’n%) Eminxg(QRSB) = h'rr}) n/nBy/log2 = f+/log2, (4.20)
n— n—

el cual es el resultado correcto para el caso 8 > (.. Es posible recuperar la
energia libre correcta para el modelo de energia aleatorio en toda la temperatu-
ra si aceptamos que la desigualdad 1 < x < n se conviertaenn=0<z <1en
el limite » — 0. Si la mimimizacién se encuentra limitada a « € [0, 1], tenemos
que z = ./ es el punto silla correcto en la fase 8 > B, y para 8 < 8. el
pardmetro x se mantiene con el valor z = 1.

Como podemos observar el método de réplica resulta ser una herramienta ttil
en el célculo de funciones de particién de modelos complejos y por lo tanto de
cantidades que pueden ser derivadas de dicha funcién. El camino que seguimos
con las prescripciones dadas es el de Parisi ([61]) y este nos dié
una clase bien definida de continuaciones analiticas, que resultan ser la correcta
en muchos problemas, sin embargo es posible elegir reglas distintas si las ca-
racteristicas fisicas del problema asi lo permiten por ello es que el método se
considera como no “riguroso”.

En el capitulo [] retomaremos el método de réplicas, esta vez dentro de la inte-
gracién de la entropia que describe la curva de Page.
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Capitulo 5

Modelo de
Jackiw-Teitelbom (J-T) y
gravedad dilaténica

5.1. Introduccion

Nuestro dltimo elemento tedrico antes de abordar los trabajos de 2] y [1]
para los agujeros de gusano replicados y la férmula de la entropia de grano fino
es la gravedad de Jackiw-Teitelboim.

Siempre que se quiere conocer informacién acerca de un fenémeno que no ha sido
estudiado con anterioridad se plantea el modelo méas simple para su modelado y
su consecuente estudio; la razén principal de plantear modelos “simples”, es que
estos nos ayudan a sentar ciertas bases tedricas, de modo que podamos cons-
truir una teoria robusta que responda todos los cuestionamientos que lleguemos
a tener sobre el fenémeno, sin embargo hay que tener siempre presente que estos
modelos de juguete pueden ser erréneos o que en su caso, por su incompletitud,
agregan incongruencias fisicas en el modelado de fenémenos reales.

Dicho lo anterior, el planteamiento de una gravedad cuéantica es uno de los
modelos més complejos a enfrentarse dentro de la fisica tedrica; encontrar una
explicacién clara de los fenémenos gravitacionales en la escala de Planck re-
sulta muchas veces imposible dadas las herramientas actuales. Sin embargo, el
estudio de modelos generales bidimensionales de la gravedad nos permite atacar
preguntas bésicas de la gravedad cudntica, eludiendo complicaciones técnicas
importantes que hacen el tratamiento en dimensiones superiores complicado.
Dicho de otro modo, esperamos mediante el uso de modelos simples, explicar
ciertos aspectos de fenémenos fisicos dentro de la gravitacién en la escala de
Planck, como lo es la evaporaciéon de agujeros negros, tema central de esta in-
vestigacién.

En distintos intentos de encontrar respuesta a las preguntas que surgen del plan-
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teamiento de la unificacién (gravedad y cudntica), la manera més razonable de
proceder es siempre tratar de utilizar hasta donde se pueda las leyes conocidas
de la mecanica cuantica dentro de la GR. Esto es extremadamente complicado
de hacer en las usuales 3 4+ 1 dimensiones, por lo tanto distintos investigadores
al notar esto comenzaron a desarrollar modelos en dimensiones menores de gra-
vedadl

En dos dimensiones la accién de Einstein-Hilbert es el término de Gauss-Bonnet?
Por lo tanto, intrinsecamente los modelos en D = 2 son localmente triviales y
se introduce en consecuencia una estructura adicional dada por el campo di-
laténico, el cual surge naturalmente en todo tipo de compactificaciones desde
dimensiones superiores.

La introduccién de campos dilaténicos permite el tratamiento de la dindamica
para una teoria dimensional D > 2 de gravedad en una teorfa efectiva a una
dimensiéon menor D; < D. De los modelos con las caracteristicas antes men-
cionadas el més destacable es el de Jackiw-Teitelboim (JT) investigado a fondo
durante la década de 1980 [64].

En esta seccién introduciremos el modelo de Jackiw y el de Teitelboim, ademés
de una generalizacién para encontrar JT de la teoria de dilatones generalizada
(GDT por sus siglas en inglés).

5.2. Gravedad en dos dimensiones

El comportamiento de la teoria de la relatividad general en dos dimensiones
es distinto al usual; dicha discrepancia surge de la modificacién de cantidades
tensoriales basicas como lo es el tensor de curvatura R,,,»,. En el caso de D =
2 el tensor antes mencionado tiene solamente una componente independiente,
todas las demés componentes distintas de cero pueden ser obtenidas por simetria
de Rpio1. El tensor de curvatura puede ser escrito en términos del escalar de

curvatura 1

SR(9urgvp — Gupgur)- (5.1)

RHVAP = 2

El tensor de Einstein es:

1
Gu = Ry — §ng. (5.2)

ILa idea claramente no es nueva, un ejemplo muy simple de esto son los potenciales uni-
dimensionales dentro de la mecénica cudntica; estos potenciales constantes nos proveen del
ejemplo més simple de cuantizacién y del efecto tinel. Otros ejemplos incluyen el modelo Ising
en dos dimensiones dentro de la mecéanica estadistica y el campo escalar en dos dimensiones
espacio-temporales usado para describir efectos como la ruptura espontdnea de simetria y
solitones.

2E] término de Gauss-Bonnet surge de complementar el escalar de curvatura R con inva-
riantes de orden mayor en curvatura. La ventaja que esto presenta es que introducen términos
extras de grados de libertad. Los invariantes de menor dimensién de masa son:

P=RuR*"™ Q= R,5,sRP°

La combinacién de invariantes que parece ser la mas prometedora y por lo tanto més estudiada
es R? — 4P + Q llamada el término de Gauss-Bonnet [63] p.248].
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Utilizando (5.1) podemos escribir
1
G,uu = gApR)\ppu - iRg;u/
1 1
= §R(5§9W — 00 Gup) — ing (5.3)

1 1
= iR(Zg#V — g/—“’) — §Rgl“/ = 0’

de modo que el tensor de Einstein se anula y las ecuaciones de Einstein no tienen
sentido en dos dimensiones. En dos dimensiones es necesaria una nueva teoria
de gravedad clasica.

Dado que toda la informacién de la curvatura del espacio-tiempo se encuentra
contenida en el escalar de curvatura, la opcién que resulta ser mas natural para
la ecuacion de campo gravitacional es

R—A=0, (5.4)

y se traduce claramente en que el escalar de curvatura es una constante. Da-
do que todas las variedades bidimensionales son planas conformes, se pueden
escoger coordenadas para que la métrica pueda escribirse como g,, = e¥n,,.
Podemos escribir como la ecuacién de espacio plano de Liouville

N 0,0, + Ae? =0, (5.5)

para el factor conforme . El beneficio que se obtiene de trabajar con la teoria
de Liouville como modelo de gravedad, es que esta es una teoria de campo
completamente integrable [65].

La ecuacion es de uso limitado si no puede ser derivada de un principio de
accién. Sin embargo, no hay accién con ecuacién de movimiento (5.4) que sea
construida de la métrica solamente, que sea invariante bajo transformaciones de
coordenadas y que ademds sea integral de una Lagrangiana local. Si relajamos
estas condiciones, podemos encontrar principios de accién para la teoria de
curvatura constante de gravedad en dos dimensiones; dichos principios de accién
fueron planteados por Teitelboim y Jackiw [66169).

Modelo de Jackiw

Jackiw propone una accién que es local y generalmente covariante, la rela-
jacién en los puntos antes senalados viene dada porque esta no es construida
completamente de la métrica, dicho esto la accién es:

S = % /d%\/ng(R —A). (5.6)

En (5.6) N es un campo auxiliar que juega el papel de un multiplicador de
Lagrange y K es una constante de acoplamiento.
Si variamos la accién planteada por Jackiw con respecto a N obtenemos

% = %/deJTQ(R —A) =0, (5.7)
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R—A=0, (5.8)

que es justamente nuestra ecuacién (5.4). Ahora si variamos la accién con res-
pecto a la métrica obtenemos una ecuacion tensorial para N

5S

09w
1 Sy/— SN S(R—A
—/d% (”’N(R—A)+\/?9(R—A)+ (F )Jw?g) 0.
K 5guy 6g;ul 69MV

(5.9)
El segundo término dentro de los paréntesis de la anterior se anula dado que
N es un campo escalar auxiliar que no depende de g,,; asi la variacién de la
accién nos lleva a

i(R)
09w

— SN(B ~ AV g+ VIN D =0
(5.10)

1
— §N(R - AN)vV=99 +V—9N[R,, — V.V, +g,0 =0,

en donde usamos que 0R = R,,0g"" — V,V,dg"" + g,,[0g"". Sabemos que
por (5.8)) el primer término de (5.10)) es igual a cero, asf la variacién de la accién
solo depende de la variacién del escalar de curvatura

1

08 = z /de (V=9N[R,,0g"" — V,V,6g"" + g,,05g""]) . (5.11)

Realizando integracién por partes podemos cambiar la accién de los operadores
diferenciales a NV, asi tenemos:

V _QNR;W -V _gN;,ul/ + g;w\/ngN =0, (512)

tomando la traza podemos resolver para el d’Alambertiano

NR—-0ON +20N =0

1
ON =—-NR=—NA, (5.13)
por lo tanto
NR,, — N, — guwNA =0, (5.14)
y por (5.2)), tenemos la segunda condicién
1
N + iAgWN =0. (5.15)

Una cualidad notable de es la relacion a la relatividad general tridimensio-
nal mediante una reduccién dimensional. Para realizar lo anterior comenzamos
con la accién tridimensional de Einstein-Hilbert eliminando toda la dependencia
en la coordenada espacial 22 haciendo gg2 = g12 = 0 e identificando N2 con gas.
Si este esquema se aplica a la gravedad tridimensional acoplada a campos de
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materia, la accién bidimensional tiene una ecuacién gravitacional de movimiento
como sigue

R=A+kLp, (5.16)

en donde L,, es la densidad Lagrangiana para la materia. La ecuacién para N
consecuentemente se convierte en

1 K -
N + §Ag,wN = _E(T‘“’ —9uT7), (5.17)
con T, siendo el tensor de energia momento de los campos de materia |70,
pp.11-14].

5.2.1. Modelo de Teitelboim

Teitelboim llegd a una accién para la gravedad bidimensional analizando la
estructura Hamiltoniana del espacio bidimensional. Esta accion esta construi-
da completamente de la métrica, sin embargo no es generalmente covariante.
Escribimos primero la métrica de la siguiente forma

HQ;WH — e? ( ("72)2 —1(77J-)2 771 ) | (5.18)

en donde e¥/2p* y n' son la funcién lapso (lapse function) usual y el vector
cambio para 2" = Superficies constantes. La accién en forma de Lagrange es:

1 1
S=—5 /dQJC {W‘(@’O —ntea = 207) =t (e0)? —dnen + 277J‘Ae“0]

(5.19)
En esta accién, solo el factor conforme ¢ es tratado como una variable dindmica,
y las partes invariantes de la métrica (n+, ') son consideradas como campos
externos dados que no serdn variados. En el caso espacial cuando n* = 1y
n' = 0 obtenemos la accién de Liouville. De forma mas general, la variacién
del factor de escala en esta ultima accién nos lleva a la ecuacién de movimiento
64).
Si agregamos campos de materia a , la ecuacion gravitacional de movi-
miento se vuelve

k

R=A- §T[j, (5.20)
donde T} es la traza del tensor de energia momento usual para la materia.
Si asumimos k£ > 0, esta es precisamente la expresién para el escalar de cur-
vatura en la gravitacién de Einstein; en cuatro dimensiones k¥ = 167G. Esta
notable similitud nos permite pensar que la gravedad bidimensional, basada en
la accién , puede proveer de analogias cercanas con la gravedad en cuatro
dimensiones de Einstein |70, pp.14-16].
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5.2.2. Teoria generalizadas de dilatén (GDT)

El interés sobre las teorias dilaténicas en D = 2 resurgi6 en la década de los
90’s, inspirado por desarrollos diversos en la teoria de cuerdas, ademas de esto
se descubrié que la gravedad dilaténica bidimensional puede ser tratada como
una teoria de norma no lineal.

De forma general podemos extraer a todas las GDT de la accién dilaténica
siguiente:

, R UX
Sil) — / /=g [XQ - (T)(AX)Q +V(X)| 4+ 8™, (5.21)
en donde R continta siendo nuestro escalar de curvatura, X es el campo di-
laténico, U(X) y V(X) son funciones arbitrarias y g es el determinante de la
métrica. El significado de S es el de una accién que contiene los campos de
materia que pueden o no ser agregados a la teorfa [64, p.330]. Las motivaciones

puntuales para estudiar las teorias dilaténicas en D = 2 son:

1. Empezando de la gravedad de Einstein en D > 4 e imponiendo simetria
esférica uno reproduce una cierta GDT; de modo anilogo a lo realizado
anteriormente para la gravedad tridimensional.

2. Un cierto limite de la teoria de supercuerdas lleva a una GDT particular
como accion efectiva.

3. Las GDT pueden ser vistas como modelos de juguete para la cuantizacién
de la gravedad y como laboratorio para estudiar la evaporacién de agujeros
negros, tema de nuestro interés dado el actual trabajo.

4. En una formulacién a primer orden, la estructura de Poisson subyacen-
te revela relaciones con la geometria no conmutativa y la cuantizacion
de deformacién. De nuevo, las GDT son un laboratorio conveniente para
dilucidar estos nuevos conceptos y técnicas.

Dentro de las GDT descritas por la ecuacién (5.21)), la més simple es la que aqui
hemos tratado, el modelo de Jackiw-Teitelboim. Para recuperarlo necesitamos
escribir

Vir = AX, Usr =0, (5.22)

asi entonces recuperamos
(JT) _ 2 R
SUD = [ Pay=g | X +AX |, (5.23)

que salvo constantes es idéntica a nuestra ecuacién .

En nuestro trabajo como resefia del realizado por |2 y [1], trataremos los pun-
tos silla explicitamente en ejemplos de agujeros negros eternos en gravedad de
Jackiw-Teitelboim bidimensional, es por ello que este capitulo puede servir co-
mo introduccién a la seccién 7 o como recordatorio de este tipo particular
de modelos gravitacionales.
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Capitulo 6

Entropia de la radiacién de
Hawking

6.1. Introduccién

En este capitulo haremos una revisién del panorama actual de la entropia
de la radiacién de Hawking y por lo tanto a la paradoja de la informacién. De
manera esquematica, haremos un repaso de las ideas principales que han llevado
a distintos investigadores a recobrar la curva de Page para la radiacién de un
agujero negro utilizando la correspondencia |58} 59, |71] y mostraremos siguiendo
a [2] y a [1] que es posible obtener este mismo resultado para la entropia de grano
fino sin apelar a la holografia mediante el método de réplicaﬂ de manera similar
a la forma en que obtuvimos la férmula de Ryu-Takayanagi de las entropias de
Renyi en la seccién |3.4.1

6.1.1. Ordenando entropias

En este punto de nuestra discusion y antes de agregar mas informacion resul-
ta muy conveniente recapitular y “ordenar” las entropias que hemos introducido
y con las que continuaremos trabajando.

Existen dos nociones de entropia con las que regularmente nos enfrentamos en
la fisica, la primera y mas simple de definir es la entropia de grano fino o de von
Newman Sy4, dicha entropia como vimos se definia de la siguiente forma

S¢g = —Tr[plogpl, (6.1)

donde p es una matriz de densidad que describe el estado cudntico del sistema.
Esta ecuacién cuantifica nuestra ignorancia acerca del estado cudntico preciso
en el que se encuentra nuestro sistema. Una de sus propiedades mas importante

LCabe destacar que aunque no se hace uso directo de la holografia los conceptos e ideas
aplicados y con los que se le da interpretacién a los resultados son heredados de esta.
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para nuestros fines era la invarianza de esta ante la evolucion unitaria del tiempo
p— UpU~1,

La segunda nocion de entropia es la entropia de grano grueso o como la he-
mos llamado aqui S¢4. En esta entropia tenemos una matriz de densidad p que
describe a nuestro sistema, pero no medimos todos los observables: medimos
solamente un subconjunto simple de observables A;. Esta entropia se calcula
considerando todas las matrices de densidad p que nos dan el mismo resultado
que nuestro sistema para los observables que se estan midiendo. Luego calcula-
mos la entropfa de von Newmann S(p). Finalmente, maximizamos esta entropia
sobre todos las posibles elecciones de p. Esta entropia aunque parece mas com-
pleja que la anterior es el resultado usado usualmente en termodinamica y no
debe ser confundida nunca con la entropia de grano fino.

Vimos también que existe una relacién limitante entre ambas entropias mencio-
nadas. La entropia de grano fino no puede ser mas grande que la entropia de
grano grueso (Syy < Sey). Esto es una simple consecuencia de las definiciones,
ya que siempre podemos considerar a p como candidato para p. Otra forma de
decir esto es que si Sy provee de una medida para el nimero total de grados de
libertad disponibles al sistema, esta impone un limite superior sobre el entrela-
zamiento maximo que el sistema puede tener con algo més.

Teniendo las anteriores definiciones como base y enfocandonos en gravitacion
vimos que los agujeros negros tienen una entropia asociada que llamamos en-
tropia de Bekenstein-Hawking (Spg) [20,|72] y que esta tenfa que ser vista como
una entropia de grano grueso dado que esta crece bajo la evolucién temporal.
De modo que la pregunta légica surgid, ;Cuédl es la entropia de grano fino para
este caso?

La respuesta surgié bastantes afos después con los trabajos de [33] [73] basa-
dos en la correspondencia y a orden cero en Gh obtuvimos la prescripcién para
obtener la entropia de von Newmann en la CFT del bulto gravitacional

(6.2)

en donde ~y es la superficie minima de area la cual es un extremo del funcional de
drea, esta area no cambia a primer orden con perturbaciones de su localizacion.
La superficie extremal funcional que nos permite el calculo de la entropia para
un agujero negro estacionario es la misma que el horizonte de sucesos.

Esta entropia como se mostré en el capitulo anterior surge de las entropias de
Renyi, que se encuentran definidas del lado de la CFT, la entropia de Ryu-
Takayanagi nos permite entonces calcular la misma entropia de Renyi pero de
forma mds simple con cantidades del bulto (del lado de AdS)El

Hasta aqui hemos llegado en nuestra bisqueda de la entropia para la radiaciéon
de Hawking que nos dé una curva unitaria en la evolucién temporal completa
del agujero negro, pero como cualquier lector puede notar hace falta agregar la

2Aunque no la mencionamos aqui la entropia de Hubeny-Ryu-Takayanagi-Rangamani, o
por sus siglas (HRT) es una generalizacién de la entropia (RT) como se mencioné en el capitulo
anterior y usamos indistintamente RT o HRT para referirnos al mismo orden de perturbacién
en la entropfa Sy,.
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accién de campos cudnticos externos al agujero negro, ya que es aqui donde la
radiacion de Hawking vive y donde se encuentra la violacién a la unitariedad.

6.1.2. Entropia generalizada

Mencionamos en la[Subseccion 1.3.2 que [20] introdujo la segunda ley gene-
ralizada para agujeros negros, en donde

Area del horizonte

AGh + Sfuera7 (63)

Sgen =

ASgen > 0; (6.4)

claramente Sguera representa la entropia de la materia asi como también a los
gravitones fuera del agujero negro, esto incluye las contribuciones de vacio de los
campos cuanticos externos. Vemos entonces que la contribucién externa de los
campos cuanticos es vital para sortear una de las paradojas antes mencionadas
y también como paso intermedio para la obtencién de la curva de Page.

De acuerdo a [58] se incluyen los campos cudnticos propagdndose en el fondo,
pero no incluimos su efecto en la métrica. El cambio en la formula de la entropia
es el siguiente:

S, — Area[y]

9= "4Gn

En este caso y continta siendo la superficie extremal minima de area, ¥ pgueray
es el estado de los campos cudnticos fuera de v y antes de la frontera de nuestra
CFT.

Continuando con esta discusién sabemos que es necesario que exista interaccion
de los campos cudnticos con la métrica para que pueda darse la evaporacién del
agujero negro, asi que debemos considerar términos de orden superior en teoria
de perturbaciones en donde los campos cuanticos estén en interaccién con la
geometria del problema. La propuesta para este caso fue la presentada por [59]
y es la siguiente:

+ ng [pfuera['y]] = Sgen ['7] (65)

Arealy
ng = A + ng[pfuera[x]] = Sgen[X]' (66>

4Gh
Dicha propuesta luce idéntica a la ecuacién , sin embargo difiere de esta en
la superficie que involucra (intentamos hacer notar el cambio mediante el uso
de X)lﬂ La superficie x es la superficie que extremaliza la suma completa, esto
es la entropia generalizada Sgen; la superficie es llamada “superficie cudntica
extremal” o por sus siglas en inglés QESEI

3La idea de considerar una superficie distinta para obtener la entropia de von Newmann
del agujero negro y de los campos externos es similar en su origen a la modificacién realizada
a la entropia RT considerando ahora una superficie de Cauchy para la entropia HRT.

48i llegaran a existir més de una QES es necesario elegir aquella que minimice la entropia
generalizada
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La definiciéon de puede ser escrita de forma maéas exacta haciendo maés
notable el cambio realizado y las entropias involucradas

S = minX [extx (AZGC?](\[X) + Ssemi—CI(EX))] ’ (67)

donde ¥ es una region espacial definida en una rebanada de tiempo constante,
esta region se encuentra asociada a la matriz de densidad pryeray] = px, de esta
forma la entropia de grano fino puede ser escrita como Sy4(X) = Sy4. Escribimos
la entropia de los campos exteriores como Sgemi-ci(z,), Para notar que se estd
tratando a la teoria gravitacional en la aproximacion semicldsica; se tiene una
geometria cldsica y campos cuanticos definidos en esa geometria clésicaﬂ“La
idea es que iniciemos desde una superficie fuera del agujero negro y podamos
moverla pasando e horizonte dentro del interior para encontrar el minimo. En
particular, esto significa que la respuesta depende de la geometria del interior
del agujero negro. Podemos tener agujeros negros con exteriores similares pero
interiores distintos. Estos agujeros negros tendréan entropias de grano fino dis-
tintas” [29].

La entropia del agujero va cambiando conforme la evaporacién se origina y es
determinada de acuerdo a las contribuciones de los términos dentro de eq..
Cuando el agujero negro se forma y atin no existe radiacién de Hawking, no
hay superficies extremales que se encuentren al deformar y hacia dentro, asi nos
vemos obligados a reducir a x = 0 = xg. La entropia de grano fino para este
agujero negro joven es simplemente la entropia de la materia encerrada por la
superficie de corte (la superficie que se encuentra delimitando el drea fuera de
X v el espacio externo donde no hay campos cuanticos a tomar en cuenta en
nuestra teorfa), llamamos a esta superficie yo “superficie de desvanecimiento”
(vanishing surface); si asumimos que el cascarén que colapso en el agujero negro
estaba en un estado puro la entropia de grano fino al inicio serd igual a cero.
Una vez que el agujero negro comienza a evaporarse y la radiaciéon de Hawking
comienza a existir, la entropia de von Newmann de la regién no serd mas igual a
cero dado el entrelazamiento existente entre los cuantos de Hawking que lograron
escapar y aquellos que quedaron dentro del agujero negro. La entropia continia
creciendo mientras el agujero negro se evapora dado el apilamiento de modos
mixtos en el interior. El crecimiento de la entropia es igual al crecimiento de
la entropfa para la radiacién de Hawking (la entropia de grano gruesdﬂ) pero,
al existir radiacién de Hawking existe una QES (que aparece poco después de
iniciarse el proceso de evaporacion y se encuentra ubicada en un punto cercano
al horizonte de sucesos, su posicion exacta depende del grado de entrelazamiento
existente y por lo tanto del tiempo ¢ a lo largo de la superficie de corte cuando
decidamos realizar una medicién de la entropia) y que llamaremos x1; la entropia

5Esta entropia sigue siendo la entropfa de grano fino asociada a los campos cuénticos
(incluyendo gravitones) externos.

6Esta entropia es la que de forma ingenua podriamos pensar que crece hasta que la evapo-
racién esté completa
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generalizada tiene un término dominanteﬂ el cual es el término de area ademas
del término correspondiente a los campos cuanticos Ssemi—ci-

S a Area del Horizonte (t)
gen ™ 4G N ’

(6.8)

La entropia generalizada para esta superficie x1 sigue la evolucién de la entropia
termodinamica del agujero negro. Dado que el area del agujero negro decrece
conforme este se evapora, la superficie extremal nos da una entropia generaliza-
da decreciente [29, p.10-12].

La aplicacién completa de la férmula requiere que tomemos el minimo
de la entropia generalizada sobre todas las superficies extremales disponibles
S = min(Sy,, Sy, )- Se tienen entonces dos superficies: una creciente de la su-
perficie de desvanecimiento y otra decreciente de la superficie x; justo detras del
horizonte de eventos. Transicionando entre las dos contribuciones de la entropia
de acuerdo al minimo, la entropia del agujero negro sigue una curva de Pageﬂ

6.1.3. Evaporacion de agujeros negros

En esta pequena subseccion hacemos una digresion para tratar la evapora-
cién de agujeros negros en AdS, antes de seguir avanzando con la entropia de
la radiacion.

Es bien sabido que los agujeros negros masivos en AdS no se evaporan, sin
embargo es posible forzar la evaporacién de estos siguiendo la siguiente configu-
racion:

Se considera un agujero negro de dos lados en AdSy en gravedad de Jackiw-
Teitelboim (JT) acoplado a una CFT (141) en el estado Hartle—Hawkinﬂ Con
condiciones de frontera reflectantes en el infinito de AdS, el estado es indepen-
diente del tiempo, pero a tiempo finito acoplamos la frontera derecha de nuestro
sistema a un sistema auxiliar B, el cual funcional como un bano. Tomamos a
B como una copia del mismo CFT (1 + 1) en la mitad derecha del espacio de
Minkowski y como que este empieza en su propio vacio. El acoplamiento es tal,
que después de una pequena transicion, la frontera derecha es completamente
transparente. El acoplamiento solamente pega el origen del espacio auxiliar de
Minkowski a la derecha de la frontera de AdSs. Esto lleva a la evaporacién en la
derecha del agujero de dos lados AdSs [34) pp.2]. La figura pone de manera
gréfica lo dicho anteriormente [34, pp.3].

"La dominancia de este término se origina porque la entropia de la teoria cudntica de
campo no captura muchos cudntos de Hawking.

8La QES no trivial no se encuentre cercana a ninguna superficie cldsica extremal obtenida,
extremando solo el término de 4rea en (6.7) |29, pp.13]

9La caracteristica principal del estado de Hawking-Hartle es que en la seccién Euclidiana el
tiempo imaginario de Killing es peridédico. La periodicidad correspondiente a la temperatura de
Hawking previene la aparicién de una singularidad cénica en el horizonte bifurcado Euclidiano.
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Figura 6.1: Sistema de dos lados AdSs inicialmente con condiciones de frontera
reflectantes (linea negra sélida vertical) en su frontera derecha. Una copia in-
dependiente B de nuestra CFT en la mitad derecha del espacio de Minkowski
la cual jugara el papel de bano, también empieza con condiciones de frontera
reflectantes. En algtin tiempo finito (punto amarillo), la frontera derecha AdSs
vuelve sus condiciones de frontera transparente, permitiendo asi el acoplamiento
de AdSs CFT al bafio CFT.

6.2. Entropia de la radiacién

Aunque ya hemos visto que el agujero negro sigue una curva de Page, esto
no resuelve de manera directa la paradoja de la informacién, ya que esta (como
se revisé en la vive en la entropia de la radiacién no en la entropia
del agujero negro. Es por ello, que en esta seccién revisaremos la entropia de
la radiacién utilizando la formula , y daremos la tan buscada y anhelada
ecuacién que dibuja la curva de Page.

Para aplicar la férmula y encontrar la entropia, debemos notar que estamos
haciéndolo en una regién fuera de la superficie de corte, la cual no contiene
agujero negro, a diferencia de como lo hicimos anteriormente. El espiritu de
la férmula radica en que la regién en la cual calculamos la entropia puede ser
cambiada en tamano moviendo la superficie x lo suficiente para minimizar la
entropia. Hasta ahora se han considerado casos en los que 3, estaba conectada,
sin embargo no hay nada que nos impida considerar la posibilidad de que 3, esté
desconectada. Al hacer X, desconectada, incrementamos el area de la frontera,
y esto puede ser aplicado solo si podemos disminuir la contribucién semiclasica
de la entropia al mismo tiempﬂ La radiacién se encuentra entrelazada con
los campos viviendo en el interior del agujero negro; asi podemos reducir la
contribucion semiclédsica de la entropia incluyendo también el interior del agujero
negro. Haciendo lo anterior se ha agregado un término de area. A tiempos lejanos
el efecto neto de esto, es el de reducir la entropia generalizada por lo que nos

10Esto puede suceder si las regiones se encuentran alejadas de la materia entrelazada; esto
es justamente lo que sucede con la radiacién de HawkingA pp-13]
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Entropia termodinamica del agujero negro

Sgen: NO islas So

S=0

Figura 6.2: Entropfa termodindmica del agujero negro (linea punteada) y en-
tropia generalizada sin islas (linea sélida).

vemos obligados a incluir esta regién desconectada dentro del agujero negro, que
es conocida como “isla”.
La entropia de grano fino de la radiacién se encuentra dada por

A
Srad = Ininx |:6th (fjg(X) + Sscmi_cl(zrad U Eisla)):| . (69)
N

El drea que se esta considerando, es el area de la frontera de la isla, y la mini-
mizacion y extremalizacién a realizarse deben ser con respecto a la ubicacién y
forma de la isla [2| |29} |34} |74].

Para calcular la entropia de la radiaciéon de Hawking que ha escapado la re-
gién del agujero negro, necesitamos calcular la entropia de la regién que existe
después de la superficie de corte y hasta el infinito (3,.q). Las islas son cual-
quier numero de regiones contenidas en el lado del agujero negro, dentro de la
superficie de corte, el niimero de islas que tendremos dependera del problema
revisado, dicho niimero incluye al cero como una posibilidad. Cuando ha llegado
el momento de extremalizar el lado derecho de la ecuacion , lo hacemos con
respecto a la posicion de la superficie x, para finalmente minimizar sobre todos
los posibles valores de posiciones extremales y opciones de islas.

Analizando la ecuacién para la opcién més simple de islas (no tenerlas),
vemos que la ya mencionada ecuacion para la entropia de la radiacién se redu-
ce a la ecuacion . Mientras més radiacién de Hawking escape del agujero
negro, la entropia continuard creciendo (como se puede observar en la figura
(6.2)). Esta contribucién siempre extremaliza la entropia generalizada, pero no
siempre es el minimo global de la entropia.

Después de un tiempo de la formacion del agujero negro, aparece una isla que
extremaliza la entropia generalizada, esta isla se encuentra centrada alrededor
del origen y su frontera estd cerca del horizonte de sucesos del agujero negro.
Esta se mueve hacia el horizonte para diferentes tiempos sobre la superficie de
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Sgen: cON isla

Sgen: NO isla

S=0

Figura 6.3: Contribuciones con y sin islas para la entropia, el resultado correcto
es la de valor minimo para cada instante de tiempo de modo que se dibuja
la curva de Page siguiendo las contribuciones primero sin islas (linea sélida) y
luego con islas (linea gris)

corte. El término de la entropia de von Newmann involucra la entropia de la
union de la radiacién saliente y la isla, y es por lo tanto pequena para todos los
tiempos, ya que la isla contiene la mayoria de los modos de Hawking que puri-
fican la radiacién saliente. Esta contribucion a la férmula de las islas comienza
con un valor grande, dada por el area del horizonte a tiempos tempranos, y
decrece a cero.

La entropia de grano fino de la radiacién de Hawking es entonces el minimo
de estas dos contribuciones. La curva de Page es recuperada, la parte creciente
viene de la contribucién sin islas y la parte decreciente viene de la contribucién
con islas como se puede ver en la figura .

Si el agujero negro se formé inicialmente de un estado puro, entonces se espera
que la entropia del agujero negro y la de la radiacién sean iguales; y como pode-
mos observarlo la entropia del agujero negro y la de la radiacién dan la misma
respuesta. En ambos casos la superficie x se encuentra involucrada, ademas de
que el estado de materia es puro en la rebanada completa de Cauchy lo que
implica que Ssemi-c1(Xy) = Ssemi-cl (Lrad U Zisia). Entonces obtenemos la misma
respuesta porque estamos minimizando y extremalizando la misma funcién, en
conclusién ambas entropias se encuentran descritas por la misma curva.
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6.3. Cuna de entrelazamiento (“Entanglement
Wedge”)

Recordando el capitulo y dados los resultados que se han obtenido a lo
largo de cuatro décadas de investigacién, partes de las cuales hemos resumido
en este trabajo, podemos suponer que un agujero negro puede ser visto como un
sistema ordinario que deberia obedecer las leyes de la termodinamica, de otra
forma habria que modificar las leyes de la fisica conocidas o nuestro entendi-
miento de forma completa de lo que es un agujero negrﬂ De este modo, como
habiamos visto anteriormente, podemos ver a un agujero negro como un objeto
descrito por un nimero grande, pero finito de grados de libertad que obedece
las leyes ordinarias de la fisica, incluyendo las leyes de la termodindmica.

La idea descrita en el parrafo anterior es lo que habiamos introducido como el
“dogma central”; recordamos su definicion:

= Dogma central
Visto desde afuera, un agujero negro puede ser descrito en términos de
un sistema cudntico con féi;‘ grados de libertad que evoluciona de forma

unitaria bajo el paso del tiempo [29, pp.5].

Los grados de libertad %—elj son suficientes para describir al agujero negro des-
de el exterior, pero para describir el interior del agujero negro tenemos varias
opciones. La primera y mas simple es que los grados de libertad planteados no
describan al interior, la segunda es que describen solo una porcién del interior
y la tercera y tltima es que estos grados describen todo el interior ademés del
exterior.

La opcién més apropiada a tomar es la tercera segin lo revisado hasta el mo-
mento. Los grados de libertad en el dogma central describen la geometria hasta
la superficie minima; si sabemos el estado de cualquier regién espacial, también
lo sabemos en el diamante causal asociado con esa regién (ver figura ) Es-
to ha sido llamado la cuia de entrelazamiento (entanglement wedge). Podemos
entender de mejor manera lo anterior con el siguiente conjunto de ejemplos.
Consideramos una vez mas el agujero negro formado del colapso, pero antes
del tiempo de Page (ver figura . La superficie minima es una superficie de
desvanecimiento en el origen y la cuna de entrelazamiento del agujero negro es
la regién que se encuentra dentro de la superficie de corte (seccién azul claro
dentro de la figura (6.5)).

Luego nos es posible observar la cufia de entrelazamiento para ¢t > tpgge, pPa-
ra la radiacién y el agujero negro (ver figura . En este caso los grados de
libertad del agujero negro describen la regién del espacio-tiempo en la cuna de
entrelazamiento del agujero negro, mientras que la radiacién describe los grados
de libertad en la cuna de entrelazamiento de la radiacion. Podemos observar en

11Nos gustaria estar completamente seguros de que los agujeros negros existen y que siguen
las leyes de la fisica conocida por lo menos hasta un cierto limite donde su validez es com-
probable, sin embargo esto no es asi. Es posible atin después de los trabajos realizados por
|75, |76], mencionar articulos que exploran alternativas a los agujeros negros, donde algunas
no tienen problemas con incorporar la unitariedad de forma natural como [77].
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Figura 6.4: Dada una regién ¥ de una rebanada espacial, mostrada en rojo,
podemos definir su diamante causal como todos los puntos donde la evolucién
es determinada de forma unica por las condiciones iniciales en X.

Figura 6.5: Cuna de entrelazamiento de la radiacién (azul obscuro) y el agujero
negro (azul claro). Superficie de corte (curva roja), horizonte (linea punteada
negra).
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Figura 6.6: Cuiia de entrelazamiento de la radiacién (azul obscuro) y el agujero
negro (azul claro). Superficie de corte (curva roja), horizonte (linea punteada
negra); se presenta ademds la QES asi como la isla dentro del horizonte de
sucesos.

la figura que el agujero negro solo describe una porcién del interior (azul
claro), lo demads pertenece a la cuna de la radiacién; esto es lo que conocemos
como Isla y que mencionamos anteriormente. Como la entropia de grano fino
de la radiacién contiene al interior como parte de la isla después del tiempo de
Page, su entropia es sensible al estado cudntico de esa regién. Por ultimo se
considera el caso para t > tgyqp, Un agujero negro completamente evaporado
(ver figura ) La region en dentro de la superficie de corte es en este caso
espacio plano. La cuna de entrelazamiento de la radiacion incluye al agujero
negro completamente.

6.3.1. Hipotesis de reconstruccién de la cuna de entrela-
zamiento

La hipdtesis de reconstruccién de la cuna de entrelazamiento nos dice que
si se tiene un numero relativamente pequeno de qubits que se encuentran en
un estado desconocido, pero localizados dentro de la cuna de entrelazamiento
del agujero negro, entonces realizando operaciones en los grados de libertad del
agujero negro podemos leer el estado de esos qubits. Asi entonces si asumimos
que la formula es correcta y describe de manera exacta el estado de la
radiacion, significa que los operadores de ka descripcién semiclasica afectan la
entropia de la radiacién cambiando el estado exacto mencionado. Existe un
mapeo llamado el mapeo de Petz que nos permite recuperar la informacion,
dicho mapeo se origina de las investigaciones en informacion cuantica. Para més
informacién actualizada sobre este tema se recomienda revisar |1}, 78] y el libro
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Figura 6.7: Cufia de entrelazamiento de la radiacién (azul obscuro) y el agujero
negro (azul claro). Superficie de corte (curva roja), horizonte (linea punteada
negra).

[79].

En general para una agujero negro, el tiempo de Page marca un antes y un
después en cuanto a la descripcion de su estado y que después de este tiempo,
la mayoria del interior del agujero negro no se encuentra descrita por sus grados
de libertad sino por los grados de libertad de la radiacién.

6.4. Agujeros de gusano replicados

En esta seccién presentaremos los avances realizados por [1, 2], en el célculo
de la férmula [71) mediante el método de réplica sin apelar a la holografia
directamente. En los articulos mencionados, se hace el cédlculo de la entropia
de von Neumann para la radiacién fuera de un agujero negro en AdS pegado
al espacio plano, usando el método de réplica (la forma de usar el método de
réplica recuerda mucho la forma en que este fue usado en la para
el calculo de la entropfa de Ryu-Takayanagi) se reproduce el resultado esperado
y dado anteriormente por holografia.

6.4.1. EIl modelo

En esta seccién seguiremos directamente a [1]; ellos plantean un modelo
de gravedad bidimensional en el cual sea posible derivar la ecuacién ; en
particular la receta de las “islas”.

Consideramos un agujero negro en gravedad JT (revisar [Seccién 5.1)), con una
“pbrana del fin del mundo” (EOW por sus siglas en Inglés) detrds del horizonte.
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La accién para este sistema se encuentra dada por

I=1I;7+ u/ ds. (6.10)
brana

La accién anterior se compone de dos partes, la primera siendo la accién pura
para la gravedad JT:

e e [ o] e o]

v la segunda, la parte correspondiente a la brana, o dicho de otro modo a los
campos cuanticos existentes.

Asumimos que la EOW puede tener distintos estados internos que etiquetaremos
con 7. Estamos interesados en un niimero grande k de estados internos posibles
para la EOW, cada uno ortogonal al los otros. El modelo supone que estos esta-
dos describen los pares interiores de la radiacién de Hawking temprana, de aqui
que pueda suponerse que la brana modela a los campos cudnticos existentes [2,
p.13]. Los pares internos de la radiacién de Hawking se encuentran entrelaza-
dos con un sistema auxiliar llamado R. El estado del sistema en conjunto se
encuentra dado por la superposicién entrelazada de k términos pertenecientes
al agujero negro y a la radiacion de la forma siguiente:

1< ‘
|¥) = ﬁ; Vi) i) R - (6.12)

Vemos que |1;) 5 es el estado del agujero negro B con la brana en el estado i, y
i), es el estado del sistema auxiliar R.
Las condiciones de frontera relevantes para nuestro modelo son las siguientes:

1. En la frontera asintética

d82 |6M7 ¢=* e— 0
€

2. En la brana EOW, se imponen condiciones de frontera duales

and):,uz K=0

En estas condiciones de frontera se asume que 7 puede ser interpretado como la
coordenada de tiempo imaginario de la frontera holografica dual al sistema JT,
Oy, es la derivada normal a la frontera de la brana EOW y p > 0.

La conjetura de las islas o la férmula de las islas eq.(6.9)) nos dice que si quere-
mos calcular la entropia del sistema R en el estado %D, debemos considerar
dos superficies extremales posibles, una de ellas es el conjunto vacio (en donde
no existen islas: ver figura . Para este caso la respuesta a la entropia es
solamente log(k), esta entropia representa el entrelazamiento existente entre el
sistema R y el estado bulto de la brana.
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La otra superficie a considerar es mas entretenida como revisamos anteriormen-
te, y es aquella en donde existe una isla no trivial (ver figura ) Esta isla
contiene la brana EOW detras del horizonte, asi que para esta superficie nueva,
no hay contribucién del término semiclasico en eq.(6.9)); la tnica contribucién a
la entropia viene del término de “drea” que en el caso de gravedad bidimensional
JT es un término dilatén

Area(x)

1Cn — So + 27w p(x), (6.13)

déandonos la entropia del agujero negro. La extremalizacién de eq. es equi-
valente a poner la frontera de la isla como un punto extremal del dilatén ¢.
Haciendo uso de eq.(6.9) de forma completa, vemos que la conjetura de las islas
predice

S(R) = min{log(k), Spu }. (6.14)

La transicién entre ambos resultados conforme incrementamos el valor k es un
modelo para la transicién de Page para un agujero en evaporacion.

Este es nuestro modelo simple a seguir, y en las subsecciones posteriores se busca
derivar el resultado anterior, utilizando el truco de réplicas.

6.4.2. Una cantidad intermedia

Lo que se busca en concreto es el calculo de la entropia del sistema R , en
el estado (V| usando la integral de trayectoria gravitacional bi-dimensional. Se
comienza el calculo con la matriz de densidad para este sistema

k.
pr =1 D7 1) il (Wil . (6.15)

ij=1

Las amplitudes gravitacionales (i;|¢;), se encuentran determinadas por un
calculo gravitacional con las siguientes condiciones de frontera:

Wiy = & — 2, (6.16)

la linea curva negra representa la frontera asintdtica del tipo (1.) con longitud
renormalizada @ la razon por la que la linea se encuentra curvada es porque
las condiciones no limitan su forma. La flecha representa la direccién de la evo-
lucién temporal, del ket al bra. En las posiciones donde las lineas punteadas
azules intersectan la linea negra, requerimos que la brana EOW del tipo i o j
intersecte la frontera asintética (1}, p.7].

La configuracién gravitacional principal que satisface estas condiciones de fron-

12Temperatura inversa del agujero negro.
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tera es la siguiente solucién clasica:

(vil;) =~ (6.17)

La frontera asintdtica bordea una porcién del disco hiperbdlico (linea sélida
negra con flecha), y una brana EOW (linea azul sélida) sigue una geodésica entre
los puntos finales ¢ y j. Como se asumi6 al principio que los estados internos son
ortogonales, esto quiere decir que el resultado para (i;|1);) serd proporcional
51'3'@ Asi entonces, el resultado del célculo anterior puede ser expresado como

<¢L|¢]> Zl (YK (618)

en donde Z; es la integral de camino en la regiéon interna al arco negro en
eq.(6.17). Normalizando los estados, diviendo entre Z;, encontramos que pgr
estard maximalmente mezclada proporcional a la matriz identidad,

k
Z (6.19)

y la entropia de esta matriz de densidad es S = log(k).

Podemos intentar calcular la entropia de forma directa utilizando el método de
réplica, para ello es mas sencillo comenzar por otra cantidad llamada “pureza”
definida como Tr(p%). La pureza se encuentra relacionada con la 2-entropia de
Renyi, dicho de otro modo es el caso especial para 2 dimensiones de la cantidad
dentro de el logaritmo de la la entropia Sr dada en . Si calculamos esta
traza para cq., obtenemos el siguiente resultado

??‘\»—t

1 k
- 72 Z %WJJ ’ (620>

i,5=1

i @ 49

1 k
p%) = = > . (6.21)

1,j=1

jJ o J o

El primer término de los diagramas anteriores es la condicion de frontera vista
anteriormente, y el segundo es su complejo conjugado. Para calcular la pureza,

13Este resultado se obtiene de notar que la misma brana EOW conecta ambos puntos, lo
que significa que 7 = j.
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sumaremos sobre los indices i, j conectando las lineas punteadas.
Existen dos maneras en que podemos llenar estas condiciones de contorno dentro
de la gravedad bidimensional, estas formas son las siguientes

Q00
! |
! |
|
12’“ o
i.j=1 Vo
L L
0jbj 0j 0j

(6.22)
Podemos tener una geometria desconectada con la topologia de dos discos, o una
conectada (agujero de gusano Euclidiano) con la topologia de un solo disco. A
esta segunda geometria la relacionamos con Zs, de hecho se usa la notacién Z,, =
Z,(B) para representar la integral de camino gravitacional en una topologia
de disco con una frontera que consiste en segmentos alternantes de n fronteras
fisicas de longitud renormalizable 3, y n branas EOW. Usando la notacién antes
mencionada, podemos evaluar la suma de ambas contribuciones de la manera
siguiente , , ,
9 kZi+k*Zy, 1  Z5 _,
Tr(pR) A + . Z3 (6.23)
Si se mantiene solamente la dependencia en el término topoldgico para la accién
de JT (eq podemos hacer una aproximacién 1itil para observar el compor-
tamiento de Z,. Este término pesa la contribucién de una topologia dada por
€% en donde ¢ es la caracteristica de EuleDado que la topologia relevante
para Z, es en forma de disco para cualquier valor de n, entonces la caracteristica
de Euler es igual a la unidad, y por lo tanto Z, o e%; usando esto podemos
escribir (dentro de la aproximacién)

Tr(p%) = % + e, (6.24)

De el resultado anterior, vemos que si k no es muy grande, este dominara sobre
la suma de ambos lo que significa que la geometria separada (primer término de
es la importante a considerar; dicho de otro modo, recuperamos Tr (p%%) =
+ ¥ por lo tanto S = log k. Ahora si hacemos k > 1, el término % ~ 0,y la
dominancia estard dada por la geometria de agujero de gusano (segundo término
de y la entropia se saturara en un valor independiente de k. Este mecanismo
es el que permite la transicion vista en la ecuacién , previniendo asi que
la entropia de la radiacién crezca indefinidamente |1, pp.6-9].

1413 caracteristica de Euler se define como un invariante topolégico que describe la forma o
estructura de un espacio topoldgico sin importar la forma en la que este se encuentre curvado,
normalmente se denota con la letra griega x, pero en este caso utilizamos £ para no confundir
con la férmula de islas en especifico con la QES [80].
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6.4.3. La entropia de grano fino

El truco de réplicas vimos anteriormente se basa directamente en la posibi-
lidad de calcular cantidades complicadas, de una continuacién “analitica”de la
funcién de particién (ver secciones y . Dicho de otro modo y con ayuda
del diccionario holografico vimos que la funcién de particiéon era equivalente a
la traza de la matriz de densidad p, de modo que el célculo de Tr(p™) puede ser
visto como un observable en n copias del sistema original. Para nuestro caso,
la entropia de grano fino de una regién puede ser calculada considerando n co-
pias de la teorfa original siempre y cuando se elijan condiciones de frontera que
conecten a las copias. Dado que n puede tener valores grandes, existen muchas
distintas geometrias que pueden llenar las condiciones de frontera para el cdlculo
de Tr(p™) y con las que debemos aprender a trabajar; mientras llegamos a eso
recordamos la ecuacién y la reescribimos tomando el limite cuando n — 1
con la notacién de esta seccion

Sr=—-Tr(prlogpr) = — lim log Tr(p'). (6.25)
n—

in—1

Si consideramos dos casos simples, cada uno asociado a dos limites extremos, es
decir cuando k < e%B# y k> e%BH  entonces encontramos dos contribuciones.
En la primera las geometrias desconectadas con la topologia de n discos dominan

kzZy 1
knzp o knt

Tr(pk) D (6.26)

Y usando (6.25]), encontramos que Si = log(k), lo que es consistente con (6.14)).
En el otro limite, la geometria completamente conectada con topologia de un
solo disco es la dominante. La contribucién entonces es

K'Z _ Zn
knzp 7y

Tr(p) D (6.27)
Esta contribucién es independiente de k y por lo tanto puramente gravitacio-
nal; para poder calcular la entropia de grano fino es necesario continuar a Z,
a valores cercanos a n = 1, la forma de hacer esto es notar que la geometria
asociada a Z,, (M) tiene una simetria de réplica M,,, y que el cociente M,, de la
geometria puede ser continuado en n. La variedad M, se encuentra asociada la
n-ésima entropia de Renyi. Cuando se toma el limite de n — 1, esto se convierte
en la geometria original y el calculo de la entropia de von Newmann se reduce
a Sy + 2m¢y, en donde ¢y, es el valor del dilatén en el horizonte. Obtenemos
entonces al final a entropia termodinamica para el agujero negro, lo cual de
nuevo es consistente con .

Dejando de lado estos limites, sabemos que debemos entender la transiciéon en-
tre las contribuciones de geometrias desconectadas y completamente conectadas,
debemos sumar sobre las geometrias de réplica que son intermedias.

La suma a realizarse debe tomar en cuenta todas las formas de llenar las con-
diciones de frontera para Tr(p}), pero esto se vuelve muy complicado dado el
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namero de posibilidades atin para un niimero reducido de replicas. Para simpli-
ficar lo anterior se asume que e° y k son ambos grandes; de esta forma solo se
deben sumar las geometrias que son “planas”E

Para sumar sobre todas las geometrias planas, se define la matriz resolventﬂ

Rij(A) de PRE
1 N
Ri;(N) = (M = pr);;' = i+ > ot (PR (6.28)
n=1

Las condiciones de frontera para R;; corresponden a una suma infinita sobre
diferentes ntimeros de fronteras asintdticas AdSs, las cuales se encuentran co-
nectadas por las lineas de k indices asociadas al sistema R

(6.29)

e e—— - —— - .
Las lineas punteadas todas vienen con factores de 1/, y las lineas sélidas con

flechas vienen con factores de 1/(kZ;) que normalizan las integral de camino
gravitacional. La geometria que llenan estas condiciones de frontera son:

(6.30)

4\

Para el segundo término en eq., el término con una frontera, tenemos que
solamente existe una sola geometria de bulto que puede llenar esta condicion;
en cambio, para el termino de dos fronteras existen dos geometrias que llenan
la condicién y por lo tanto debemos sumarlas, estas se encuentran mostradas en
la segunda linea de la eq.. Asi, si continuamos con tres fronteras tendre-
mos cinco posibles geometrias, para el término con cuatro fronteras se tendran
12 geometrias y asi sucesivamente. Podemos escribir entonces una ecuacién de

15]as geometrias no planas son aquellas que son eliminadas por potencias de =250, o por
potencias de k%’ las primeras se asocian a “agarraderas” (puntos de unién en una dimensién
superior) y los segundos a cruces que unen las fronteras en més de una forma

16Dado un operador T" en un espacio complejo no trivial x, definimos el conjunto resolvente
o(T) de T como el conjunto de niimeros complejos A, para el cual (A\] —T)~! existe como un
operador acotado con dominio x. El espectro w(T") de T es el complemento de o(T'). La funcién
R(\;T) = (M —T)7! es definida en o(T), es llamada la funcién resolvente o simplemente la
resolvente de T'.

I7E] pardmetro A representa la fuerza de acoplamiento o interaccién que caracteriza como
las diferentes réplicas estdn conectadas a través de los agujeros de gusano.A no tiene una
interpretacién fisica directa en términos de una cantidad observable y por lo tanto no tiene
una limitante en cuanto al dominio numérico de valores que puede tomar.
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Schwinger-Dyson que sume estas geometrias:

+..
(6.31)
Si escribimos a R como la traza de la matriz resolvente
k
R(A) =Y Ru(N). (6.32)
i=1
Entonces la ecuacién (6.31)) es equivalente a
1 Il Z, i
Rij(\) = 105 + 5 ; Gz, BN R (). (6.33)

El primer término de la anterior se piensa como un “propagador de brana”, los
términos siguientes se etiquetan por un valor n de acuerdo a la frontera de la
geometria. El factor Z,, es la integral de trayectoria gravitacional. Si tomamos
la traza, obtenemos el siguiente resultado (utilizando

R)"

== 34
K Zy (6.54)

AR =k+ Y Z,
n=1

Dentro de la gravedad de Jackiw-Teitelboim podemos calcular Z,, descompo-
niendo la integral e trayectoria en dos partes.

Zyp = Iop + @ X n. (6.35)

El primer término del lado derecho (I3, (l1,-..,l2,)) es la integral gravitacio-
nal con 2n fronteras geodésicas de dimensiones regularizadas fijas, esta integral
puede ser vista de la siguiente manera

lan

[2n(l17 ey l2n) = 22n / dSQi2 Sinh(QWS)K2i3(4€_%) - K2i5(4€_ 2
0 T

),

(6.36)
en donde K es la funcién de Bessel modificada; para mas informacién sobre esta
expresion se debe revisar el trabajo de |81} pp.15-21].

Ahora, para el segundo término en , p es el estado de Hawking—HartldE
en la base geodésica; dicho término sirve para calcular la integral de trayectoria

18 «T,05 estados de Hawking-Hartle pueden ser interpretados como estados que describen un
agujero de gusano que conecta a dos fronteras asintéticas, en donde de cada lado un observador
ve un agujero negro en equilibrio a la temperatura inversa 3” |82, p.16].
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desde la frontera asintética a la geodésica de longitud regularizada [. Tiene la
expresion:

o s -82

wp(l) = de2 / dsﬁ sinh(27rs)eTK2is(4e_%). (6.37)
0

Aqui la frontera de I, consiste en n geodésicas correspondientes a branas EOW,

vy n geodésicas que necesitan pegarse a los estados de Hartle-Hawking. La for-

mula para Z,, es entonces la siguiente

Z, = e / dl ... dlgnelﬁ”éﬂz" I, (ly ... lgn)gg(ll)e_/‘l2 .. .pﬂ(l2n—1)€_‘ul2”
0

infty s 552 2'
= / — sinh 27sy(s)"; y(s) =e 2 217 D (u — 1/2 +is)|
0

272

(6.38)
El factor de Boltzman (e’%s) viene de la integral con el estado de Hartle-
Hawking, mientras que el factor de la funcién Gamma (2'~24|T'(p — 1/2 — is)|?)
viene de la integral del estado brana.
El parametro s tiene una interpretacion fisica simple, y es la de dar la energia
s?/2 a una regién asintética. La simplificacién principal en el cdlculo anterior
es el hecho de que la energia debe de ser la misma para toda las fronteras
asintGticas en una geometria conectada tnica |1, pp.10-13].
La suma necesaria para la ecuacién de Schwinger-Dyson, se convierte en una
serie geométrica, esto dado la simpleza de la dependencia en n de la funcién Z,
dentro de la integral. Definimos ahora las variables reescaladas siguiendo a [1]

_ 8 S _y(s)
p(s)=e Oﬁ sinh(27s), w(s) = 7 (6.39)
Sumando la serie geométrica, la ecuacién para la resolvente es
o w(s)R
AR=EFk d e 6.40
+ [ sl (6.40)

Esta ecuacion contiene toda la informacién acerca del espectro de entrelaza-
miento de pr y es exacta en la aproximacién plana que estamos tomando en
cuenta. Resolviendo la ecuacién para R(A) y tomando la discontinuidad a traves
del eje real, uno encuentra los eigenvalores de la matriz pgr

1

= omi

La entropia de grano fino sera entonces

D()\) [R(A\ —i€) — R(\ + ie€)]. (6.41)

S(R) = —/d)\D()\))\log(/\)‘ (6.42)
Usamos estos resultados para calcular el espectro de entrelazamiento para el
caso en el que el agujero negro esta en un ensamble microcandnico, esto quie-

re decir que la energia en cada region asintética se encuentra fija, en lugar de
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fijar la longitud renormalizada 5. Sea s = v2E y sea As el ancho de un pe-
queno intervalo que define el ensamble microcandnico. Definimos las siguientes
cantidades de modo que nos sea benéfico para el desarrollo del espectro

S=p(s)As, Z,=p(s)y(s)" As w(s):yz(i) =8

e , (6.43)

S es la entropia del ensamble microcandnico, y Z,, es la versiéon microcandnica
de Z,. El beneficio que surge de considerar el ensamble microncanénico es que
la ecuacion de la resolvente (|6.34) se simplifica a una ecuacién cuadratica para
R ] 2
e® —k k*es

— ke®)R(\) + S 0. (6.44)

Y entonces obtenemos sus raices

s _ 2 2,9 S _
Rl()\):% _\/<e : k—k‘es> —4]"; - C N keS|, (6.45)
y
S _ 2 2,5 s _
RQ(A):% \/<e )\kkes) 74'“; ¢ Akmes C (6.46)

consideramos la raiz R; para los cédlculos siguientes dado que es la raiz que
cumple con

1
lim Ry = > (kes - \/er25> =0; &5 k>0. (6.47)
— 00

Podemos reescribir la ecuacién ((6.45)) de la siguiente forma

B E kE—eS ke

Ri(N) 5 T o T o [(A = AZ)(A =222, (6.48)

en donde
Ay =k712 4752

Ny —— (6.49)

Sabemos que debemos encontrar la densidad de eigenvalores mediante el
método de la resolvente, usualmente esto se hace mediante el uso de la formula
de Sokhotski-Plemelj |83} cap.3] [84, cap.8], asi entonces comenzamos haciendo
el remplazo A — \ + i€ en R; y nos concentramos en el término dentro de la
raiz

A=A)A=A0) = (A +ie—A2)(A+ie—A3) =

6.50
A =22 XA =0 =€+ (A2 (—e) — ALe+2)e) (6.50)

Entonces si

a+ib=X =AM+ X227 =2\ — 2 +i (A2 (—e) — \ie+2Xe), (6.51)
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vemos que
a=XA =2 + 2202 -2 - €&
ST (6.52)
b= (A2 (=€) — Nie+2Xe),

y sabemos por [85] que la raiz de un numero complejo puede ser encontrada de
la siguiente forma

Va+ib=p+it, (6.53)

en donde

p= % [a2+ b2 +a €= Si“ir/léb) \/m. (6.54)

De esta forma el primer término a la derecha de la ecuacién (6.45) puede ser
escrito de forma completa como sigue

S : s : o
ke p i€ _ ke (p+i&)(A — i)

€30 2 Atie  en0 2 A2t (6.55)
ke 1 . '
e [PA + Ee+i(EA — ep)]
en este caso la densidad R(\)estard dada porﬂ
1 ke® a +ib
D(A)=— lim Im |— .
*) Weir(l)ler[Q )\—&-ie} (6.56)

continuando con el calculo obtenemos para este término escrito explicitamente

keS a—|—ib} _ ke’

— lim Im |— = — lim &,
2T\ e—0+

6.57
2 A+ie ( )

\/—)\2+>\3)\+\/(A—AQ)Q(A—Ai)2+A2()\—)\i)

lim € =sgn (—\2 — A1 +2))

e—0+

S

YRR B [ ()

=sgn (=A% — A% +2A 7

2 (=) + [0 -2) G- )]

V0
=sgn (A2 — A3 +2)) 7

(6.58)
Es necesario para continuar con la soluciéon evaluar tres casos
1. A> )\2_, A> )\3_ — lime o+ £ =0,
2. A< A2, A< AL — lim,_ g+ £ = 0,

19Cabe destacar que el limite de e debe ser tomado por la derecha para que tenga algiin
sentido.
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BASAZ, A<M o dmege €= /(-22) 02 A

Ahora, continuado con la ecuacién ((6.45]), escribimos el segundo y tercer término
de la derecha; y realizando el mismo procedimiento que en el primer término
obtenemos lo siguiente

eS—k keS  eSkA—(e5—k)  eSk(A+ie) — (e° — k)

T T T 2 - (A + ic)
_ (6.59)
eSk(A2 +€2) — (e¥ — k)(\ — ie)
N 2(A2 + €2) ’
1 eSk(A2 +€2) — (e¥ — k)(\ — ie) k—e® €
~ lfm 1 - 1) m
2 et 2(\2 4+ €2) 2m ( )e—l>1(§1+ A2+ €2’
(6.60)
k—ed € k—e°

(=1)6(\) = 6(A\)(k — e%)0(k — e¥). (6.61)

Si juntamos el resultado de la ecuacién (6.61]), con la tercera condicién para la
ecuacion (6.57)), entonces obtenemos el resultado final para la densidad:

]
D) = ;%\/[A b — e[k E 4 e ) — N+ 5Ok — eS)0(k — ).

(6.62)

Aquf podemos hacer un analisis de acuerdo a los valores de k con respecto a eS,

de modo que nos sea posible revisar el comportamiento de la entropia.

Cuando k < €5, el rango del espectro es muy estrecho y el primer término de

D(\) es un semicirculo estrecho. Tenemos entonces un espectro que consiste de

k eigenvalores de tamano 1/k. Esto describe una matriz de densidad maximal-

mente mixta y por lo tanto la entropia de grano fino es log k.

Cuando k se aproxima a €5, encontramos
2s./(4e=s — X
lim D(y) = Y de* =N (6.63)
k—es 27‘(\/X

asi entonces, se desarrolla una singularidad en el origen. Después del tiempo
de Page, la parte suave de la distribucién contiene solamente eigenvalores eS.
La entropia de von Newmann tiene una transicién aguda cuando va de logk a
S durante la transicién de Page: S = logm — g+, en donde m = min(k, eS)y
n = max(k, e5) |86} eq.10].

Por 1ltimo cuando k > €5, el termino suave puede ser aproximado de nuevo por
una funcién delta. La distribucién describe una matriz de densidad con e es-
tados que estdn maximalmente mezclados, y el resto desenredados. La entropia

de grano fino es igual a S.

20 A qui usamos el hecho de que si A < )\i podemos escribir sgn(2()\f)\3L fZe_S/zk_l/Q)) <
0 =-1
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6 3 0 3 6
log(k) - Sgy

Figura 6.8: Entropia en la aproximacién plana graficada con linea sélida, aproxi-
macién numérica eq.(6.65]) graficada con linea discontinua para el caso 8 =3 y
u grande. La linea punteada corresponde al ensamble microncanénico |1} fig:7].

Si se analiza el caso para el mismo problema pero ahora en el ensamble
candnico, no se encuentra una forma de resolver la ecuacién de forma
exacta; los autores [1] proponen las solucién numérica de modo que se pueda
obtener una idea sobre el comportamiento. El resultado del andlisis numérico
nos dice que antes de la transicion de Page, la distribucién de eigenvalores es
muy estrecha y localizada cerca de A = 1/k justo como en el caso microcandnico.
Después de la transicién de Page la distribucién se parece al espectro térmico
del agujero negro con un corte tajante en s = s escogido para que el nimero
total de eigenvalores sea k

k= /OSk dsp(s). (6.64)

Entre los dos regimenes, la curva se interpola suavemente, sin nada que llame
particularmente la atencién durante la transicion. El analisis aproximado de la
ecuacion de la resolvente permite el calculo de la entropia de grano fino en el
limite semiclasico con G pequena. El resultado es el siguiente

S~ — /OSk dsp(s) (Ao + w(s)) log(A(Ao + w(s))). (6.65)

Podemos observar en la figura que el error de la aproximacion eq.
es mayor alrededor de la transicién de Page, y este error es del orden G, sin
embargo se encuentra de acuerdo con el promedio sobre el ensamble térmico
completo de la respuesta dentro del ensamble microncnénico con una precision

o(1).
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Capitulo 7

Islas en los agujeros negros
de Reissner-Nordstrom
anti-de Sitter

7.1. Introduccion

Pareciera, dados los resultados del capitulo anterior, que la paradoja de la in-
formacion ha quedado resuelta, y que hemos dado un salto gigantesco en nuestro
entendimiento de los agujeros negros, teoria de la informacién y termodindmica
gravitacional; después de todo tenemos una férmula que nos permite calcular la
entropia para la radiacién del agujero negro (eq. Sin embargo, la férmula de
las islas despierta més interrogantes de lo que logra otorgar respuestas, comen-
zando con lo extrano que resulta el “promedio” que calcula la integral de camino
gravitacional, lo que deriva en una conexién innegable de las réplicas -que en
un primer momento resultaban ser una extension analitica independiente cada
una de ellas a las otras-. Lo dicho anteriormente nos hace notar que estamos
al inicio (y no al final) del camino en nuestro entendimiento de la paradoja de
la informacién, y que teniendo una nueva herramienta debemos enfocarnos en
entender su funcionamiento, ademéas de los resultados que esta nos puede dar.
Un primer paso para continuar en la linea de la investigacion es utilizar la herra-
mienta (eql6.9) en distintos “laboratorios” gravitacionales y ver que informacién
logramos extraer de esta combinacién. En este capitulo aplicaremos lo aprendido
acerca de las islas para la radiacién de Hawking en la métrica de alta dimensién
de un agujero negro no conmutativo anti de Sitter[87;91] y compararemos nues-
tros resultados por los obtenidos por [92] para el caso sin no-conmutatividad.
En la segunda seccién de este capitulo resumiremos las ideas principales de la
métrica de Reissner-Nordstrom y los resultados obtenidos por el calculo reali-
zado en [92]; en la seccién tres veremos las modificaciones que se obtienen al
aplicar una métrica no conmutativa y veremos si es posible resolver el proble-
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ma encontrado en la seccion anterior sobre los agujeros negros con la condiciéon
extremal. Por ultimo, en la seccién cuatro calcularemos el tiempo de Page para
el caso extremal haciendo uso de los resultados del caso no conmutativo y el
original de [92].

7.2. Lamétrica de Reissner-Nordstrom y la férmu-
la de las islas.

La métrica de Reissner-Nordstrém es una solucién esféricamente simétrica
que resulta del acoplamiento de las ecuaciones de Einstein y de Maxwell. Esta
métrica representa correctamente a un agujero negro con masa M y carga Q.
Existen multiple razones para estudiar la métrica de Reissner-Nordstrom, aun
cuando no se espera que exista algin cuerpo macroscopico que posea una carga
neta, la principal es que podemos estudiar el proceso de dispersiéon de ondas
electromagnéticas asi como de ondas gravitacionales utilizando una matriz de
dispersion simétrica unitaria, ademds de esto podemos ver de forma analitica
el origen de dos horizontes de sucesos (uno externo y otro interno) y sus carac-
teristicas individuales, permitiéndonos escalar a métricas més complejas como
lo es la de Kerr [93, pp.205].

En nuestro caso, y en especifico en esta seccién, buscamos revisar la métrica de
Reissner-Nordstrém acoplada al espacio de anti de Sitter de (d + 1) dimensio-
nes cuando se tiene d tendiendo a un nimero grande, permitiéndonos revisar la
radiaciéon de Hawking y por consiguiente su entropia. La razén para considerar
d como grande es que este limite llevard a la geometria cercana al horizonte a
un punto fijo, y su dindmica se desacoplara de aquella en la regién “lejana’, la
teoria efectiva se reduce entonces a una teoria de dilatén bidimensional, como
la que ya hemos estado trabajando en capitulos anteriores.

La accién de la teoria de Maxwell-Einstein de d 4+ 1 dimensiones tiene la forma
siguiente:

_ 1
- 167TGN

d(d—1) L2
/dd“x\/Tg <R+ dd—1) 3 ) _ g2FWFW) ; (7.1)

S

en donde G es la constante gravitacional, R es el escalar de curvatura, L es
el radio de curvatura del espacio-tiempo asintético AdSgy1 y gs es la constante
de acoplamiento del campo de norma U(1). Las ecuaciones de movimiento son
las siguientes:

1 d(d—1) L2 \
Ry — =guwR— ——"2g,, = — (A4F,\F) — g, Fo g F™?
W 2-9# 27,2 Iu 292 ( Aty = Guvllap ) (7.2)

6#(\/TQF”U) =0.
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La métrica solucién es:

dr?

ds* = —f(r)dt* + o) +r2dQ3_,
d—2
T d—1 g,Q
A=pl1-"=5)dt; p=,z+—
a ( rd2> =1 5a =2 L2 (7.3)
M Q? r?

flr)=1- rd—2 + j2d—4 12

Cuando se trabaja con la métrica de Reissner-Nordstrom cldsica normalmente
se estudian dos casos, el no extremal y el extremal. Conocemos como agujero
negro extremal dentro de esta métrica al agujero negro que cumple r4 = r_
en donde r con subindices +— se refiere al radio del horizonte exterior y al
radio del horizonte interior respectivamente. De acuerdo con esto, y siguiendo
el trabajo de [92, p.3-19] separaremos los casos de esta forma en las siguientes
subsecciones.

7.2.1. Entropia de BH para el caso no extremal

Para el analisis del agujero negro RN-AdS,1 se define p = Tj\; y M =ri-2

y se toma el limite de dimensién grande d — oo asi como el limite de horizonte
cercano r — ry < ry, la métrica se convierte en

2
ds? = —f(p)dt® + ——— —_dp? 4 r2pT2d03
S f(p) + (d — 2)2P2f(p) p-+ ToP d—1>
A=p (1 - p*) dt, (7.4)
p
1 Q*1 r2
) =l="+ 3 matis
Los horizontes de sucesos tienen entonces el siguiente radio en limite tomado
14 4/1 — 2ke2 2
M2 r
= E=1+-%. 7.5
P+ % . + 72 (7.5)

La métrica en términos de los horizontes se escribe de la siguiente manera

-1
k(p— p+)(p— p— d—2]? 2
as? = - ;)2( Lae+ (ko= po)o— ) . dp®+r5pT2dQG_ .
(7.6)
La temperatura y entropia de Bekenstein-Hawking asociadas al horizonte ex-
terno son

d—2Y k(p+ — p-) Qq_17d 'py
T = Spg=—-°2"-—— 7.7
( To ) dwp, BH 4G N ’ (77

en donde Q41 = 211%2/T(d/2) es el volumen de la esfera unitaria S%1.
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7.2.2. Entropia de BH para el caso extremal

Para este caso debemos tomar la condiciéon de extremalizacién antes men-
cionada, por lo tanto tenemos que M? = 4kQ? = r2¢=%, con esto aseguramos

o
la coincidencia de horizontes py = p_ = ﬁ = pp,. La métrica se reescribe de la
siguiente forma

-1
k(p — pn)? 2\
ds2:_(p72ph)dt2+ )1 dp® +12pT3d02_,. (7.8)

ko m? (4

o

Escribimos la coordenada de tortuga de la siguiente manera

To

Pe=d=2)k {_p fhph + log(p — Ph>:| 7 (7.9)

y las correspondientes coordenadas de Kruskal son

U= —e rlt=rs) V = efttee), (7.10)

en donde Kkt = (%) (k(’”“i_p‘))

2p+
En este caso extremal, debe notarse que la gravedad superficial kK = k_ = kK
se vuelve cero, asi que se asume que el limite kK — 0 se aproxima al resultado
final del caso extremal. La métrica en términos de estas ultimas coordenadas se
escribe de la siguiente forma:

2
—pn)? 1
ds? = —w(p)dUdV +7r3dQ 1, w(p) = ]C(ppfh),@e_%p*; (7.11)

v la entropia de Bekenstein-Hawking para este caso es
Qa—1r&pp

e (7.12)

SpH =

7.2.3. Entropia de entrelazamiento para el caso no extre-
mal.

Se toman, para el célculo de la entropia de entrelazamiento o grano fino, dos
casos a estudiar en la métrica de agujero negro de gran dimensién RN-AdS;1;
el primer caso es en el que no se consideran las islas, dicho de otro modo, la
entropia viene puramente de la materia presente, el otro caso es en el que si se
consideran islas, las cuales como hemos visto, aparecen en un cierto momento y
cambian el resultado final de nuestra entropia.

Para poder realizar el cdlculo de la entropia, es necesario hacer ciertas suposi-
ciones sobre la parte finita de la entropia de entrelazamiento de los campos de
materia |94, p.4-6]. Estas suposiciones siguen dos limites distintos, uno en que
la distancia entre dos regiones, llamadas A y B respectivamente, es pequena
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comparada con la escala del tamano de las superficies frontera de las regiones y
otra donde dicha distancia es grande E| :

= Si la distancia que existe entre dos regiones A y B es grande, entonces la
radiacion de Hawking se asume como descrita por los modos bidimensio-
nales de ondas s con momento angular cero y las influencias de sus modos
angulares superiores pueden ser ignoradas. Entonces la parte finita de la
entropia de entrelazamiento de los campos de materia esta dada por:

I(A:B) = —g log d(A, B) (7.13)

en donde c es la carga central, d(A, B) es la distancia entre las fronteras
de las regiones en espacio-tiempo plano.

= Cuando la distancia L que se encuentra entre las dos regiones A y B es
lo suficientemente pequena, la informacién mutua I(A : B) se encuentra
dada por
Area
I(A : B) = K/d+1CF (714)
en donde de nuevo c es la carga central del campo sin masa y K441 €s una
constante dependiente de la dimensiénﬂ

Ambas suposiciones pueden ser entendidas si repasamos la seccién 5.2.3 de es-
te trabajo y [95, pp.34] en donde se generalizan resultados para dimensiones
superiores.

Caso 1: Sin islas

Existen dos puntos que llamaremos b4, los cuales corresponden a las fronte-
ras de las regiones de radiacién en las cunas izquierda (R_) y en la cufia derecha
(R4). Aqui by = (tp, pp) v b— = (—tp +i8/2, pp). Dado que no existen islas en
este caso, se puede inferir que la entropia de entrelazamiento de la radiacién de
Hawking solo recibe contribuciones de los campos de materia. La entropia de la
radiacion es

Sp=—I(Ry: R_). (7.15)

1La separacién de casos, responde a los casos limite que podemos tomar, cuando la distancia
entre las superficies frontera de las regiones A y B es més grande del tamafio de las superficies
frontera, nos permite estudiar los efectos no locales o efectos de entrelazamiento cudntico no
extendidos, en cambio el limite de distancia corta, que es cuando la distancia entre las regiones
es comparable con su tamano, nos permite enfocarnos en la entropia de entrelazamiento y en
como se mueve la informacién en la vecindad del horizonte.

2Podemos encontrar una nota importante en [92} pp.6] que debemos mencionar aqui: “Néte-
se que esta férmula es vélida solamente para el espacio plano. Esperamos que la férmula de
arriba pueda ser también aplicada al espacio-tiempo curvo siempre y cuando requiramos que
el tamano de escala de la curvatura [r sea mucho mas grande que la distancia L”.
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En coordenadas de Kruskal, se tiene

Sp = g logd(b,b-)

= glog[QQ(b)((U(bf) = U (b)) (V(b4) = V(b-)))] (7.16)
_ % log JFlo— p+[))(p —p-) Rla_e—4m+p*(b) cosh2(s1 1)

Asumimos que para tiempos posteriores t, > p > p4, v por lo tanto

d—2k(p+ —p-)
To 60+

SR =~ §I<L+tb == tb. (717)

Dado que la entropia de la radiacion crece con el tiempo, llegard un momento en
que esta sea mayor que la entropia de Bekenstein-Hawking y por lo tanto estare-
mos violando la unitariedad, la cual sabemos implica que nuestra entropia debe
seguir la curva de Page, la interrogante que tenemos ahora es si la introduccion
de las islas nos permitird como en el capitulo interior resolver este problema.

Caso 2: con islas

Para este caso nos concentraremos en la situacién donde la frontera inte-
rior de la region de la radiacién se encuentra cercana al horizonte exterior,
caracterizado por p, — p4+ < po. Las fronteras de las islas son ay = (t4, pa) ¥
a_ = (—ta+1i8/2, pa). En este caso, como se asumi6 que las fronteras de las islas
se encuentran fuera, pero muy cercanas al horizonte p, — p1 < pp — p+ < p4,
debemos usar la ecuacién [7.14] para ello necesitamos la distancia geodésica entre
la frontera de la region I y la de la regién R

b To dp
L:
/a d=2/k(p—p)(p—p-) (7.18)
~ 2 To

d—2"

Y entonces sabiendo que

Area
Sgen = —21(R+ : I) = —2I§}d+1CF, (719)
tenemos
Area(0I) Area(0R)
Sgen =2 74GN - 2I€d+167Ld_1
Qu_1(Mpy) =2
d—1 Pa) ™
L i VAN 7.20
2Cn (7.20)
e QM) Koy —p)*F (d - 2)‘“
(Ve =Py = Vpa = )T 241 To
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Definimos las variables x = ,/% yy= ,/pb;f*, por lo tanto z > y < 1,

ya que pg — p4 < pp — p+ < p+. De esta forma la entropia puede ser reescrita
de la siguiente forma

d— d—1 — —
Qi (Mp,) T Qa1 (Mpy) 7= (k(ps = p-)= (d—=2\"""
Sqen - - a5~ _25d+lc d—1 d—1 .
‘ 2G N (1 _ g) p.? yd-12d-1 To
y

(7.21)
La féormula de las islas nos dice que existe un paso extra a tomar en cuenta
y este es el de encontrar el valor minimo entre todas las soluciones extremales
de nuestra entropia S¢,; dado que no tenemos dependencia temporal explicita,
derivamos con respecto a la posicién p, y resolvemos la ecuacién saliente

0Sgen  d—19Q4 MT2p]

Opa d—2 2GN

d—1 d—1 d—1 (7.22)
Qa—1(Mpp) =2 (k(py —p-)) =z [(d—2
—(d = 1)Kkgy1c d—1( 1;) ( (d;-t ) ( . ) -0,
1 5) zypipy’ yior20t ’
w (@) (k(py — p-)) = (d—2)"1
; (1 - y) = GNKatr1C d—1 : (723>

= —9,..d—1
P+2 yd+12d 2,ro

Para que se cumpla la condicién [7.23] es necesario poner ciertas restricciones
en la métrica que estamos trabajando. Continuando con [92], definimos nuevas
variables

d—1

7, d+19d—2,.d—1

u="2¢ (0,1) and A= P Y d_lro . (7.24)
Y ckar1Gn(k(p+ —p-)) = (d—2)4d+1)
La ecuacién ([7.23)) se convierte en
1

)= 7.25
W == T (7.25)

Podemos escribir el lado derecho de la anterior como una funcién de u, F'(u) =
u(1 — u)?; dicha funcién tiene un maximo en u,, = por lo tanto podemos
escribir

T
F(tpy) =d*(1+d)~17% (7.26)

De este modo para que se cumpla [7.25| se debe tener que ﬁ < F(um) lo

cual nos da pone una restricciéon sobre

1
A>ﬂ+gﬂﬁa (7.27)

Al cumplirse dicha restriccién tenemos dos valores para u que resuelven la igual-
dad uno u; que se encuentra antes del maximo y otro us que se encuentra
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después del méximo, dicho de otro modo 0 < u; < u,, < ug, los valores de la
entropia generalizada maximo y minimo se encuentran en us y uj respectiva-
mente, por lo tanto la solucién de la férmula de las islas se encuentra dada por
u1. Si se tiene un valor A < e, entonces no se tendran valores minimos de la
entropia Sy, y por lo tanto tampoco se tendran soluciones de islas triviales, esto
pone al descubierto que el cumplimiento de la férmula de las islas supone una
restriccién en el agujero negro de gran dimensién sobre la métrica RN-AdSg4 1,
de otra forma tendremos necesariamente, segin nuestro razonamiento en este
trabajo, la violacion de la unitariedad. Esto puede ser pensado como un resul-
tado de las condiciones necesarias impuestas, pero también como una limitante
sintética que surge de una mala aplicaciéon de las condiciones, no sabemos si
este tipo de geometrias deben ser aplicables a todos las soluciones tipo agujero
negro que tenemos para las ecuaciones de Einstein, aun asi se continua con el
trabajo para obtener la mayor cantidad de informacién de este caso.

Ya que confirmamos la existencia de islas para el caso general z < y < 1 enton-
ces es momento de evaluar la entropia de grano fino de la radiacién de Hawking
para el caso espacial z < y/d con d — ooE|; la solucién de islas para este caso es

v Y = (1.28)

yd+1rg*12d—2 o 2 d (d + 1))\ —d
(d=2)2Kka11cGN (k(p+—P—)) o

Esta solucién debe satisfacer la restriccion A < 1, por lo tanto se tiene

y oy
A —d T @ N (7.29)

Sustituyendo esto en [7.22] obtenemos nuestro resultado

_Qaa(Mpy)i=
o 2G N
Qa1 (Mpy) T2 (k(py — p-) T (d—2\""" z
— Kqi1C ( ) (1 +(d— 1)y> (7.30)

d—1
To

yd=1p,= 2d-2

Sr

29

= 255 (1 T+ )d—2)

> ~ 2SBH.

Para este caso especial asi como para otro que se trabaja en [92, pp.12] (d% =

n ~ O(1)), el resultado es el mismo Sy, ~ 2SpH, de hecho puede mostrarse
que para el caso general se obtiene el mismo resultado. Partiendo de la ecuacion

podemos escribir

Sp ~ 28 <12y2(1x)1d><25 (7.31)
R~ 25BH CEDICEP ” BH- .

3No es posible dar una expresién analitica de la solucién de islas para el caso general
x < y < 1, esto es lo que nos obliga a tomar casos espaciales |92 pp.10].
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Para el caso general z < y < 1 la solucién de islas satisface z/y = u1 < uy, =
1/(d+ 1) bajo la restriccién A > e y entonces

29 1
Sr > 25pH (1 “@rna-p T it d)
B 2% (7.32)
= 258H (1 C (d+1)d—- 2))\>
~ ZSBH

Asi se tiene de nuevo Sy, = 2Spy para el caso general, los términos superiores
han sido ignorados. El doble de la entropia de Bekenstein-Hawking viene del
término de area de la isla.

7.2.4. Entropia de entrelazamiento para el caso extremal

Continuando con el andlisis y aplicaciéon de la férmula de las islas en la
métrica RN-AdS;11 consideraremos el caso extremal en el mismo limite de gran
dimensién. De nuevo dividiremos el proceso a realizar en el calculo con islas y
sin islas de forma que nos sea posible comparar los resultados.

Caso 1: Sin islas

La superficie de Cauchy que incluye al punto by = (¢, pp) toca la singulari-
dad en by = (tp,0); utilizando [7.13] la entropia de la radiacién de Hawking esté
dada por:

Sp = lim % logd(b.., bo)
= lim = loglu(p)w(0)(U(bo) = Ub:))(V(bs) = V(b)) (7.33)

= 15 1087 (0)1 (00) (b (1) = p.(0))°);

en donde f(p) = k(p — pn)?/p?, dicha funcién es singular para nuestra métrica
cuando se tiene p = 0, por lo tanto no nos es posible dar una entropia de entre-
lazamiento que se comporte de manera correcta para la radiacién de Hawking
para el caso extremal.

Caso 2: Con islas

Es interesante comenzar con esta pequena seccién notando que dada la exis-
tencia de islas, es posible dar una entropia de entrelazamiento para el caso ex-
tremal, a diferencia de lo ya establecido en el caso anterior. Para poder resolver
y obtener la entropia, establecemos la frontera de la isla como ay = (tq, pa) ¥
consideramos la situacion donde pp — pp, < pp. Se asume que la frontera de la isla
se encuentra fuera y cerca del horizonte de manera que p, — pr < pp — pn < Ph
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y podemos utilizar [7.14] para realizar el anélisis.
La distancia geodésica entre a; y by es:

Po dp To oy — Ph
L= = ! 7.34
/pa d_le/Q(p_ph) kl/Q(d_Z) Og (pa—ph ’ ( )
y entonces

Qdfl(Mpa)% Qdfl(Mpb)%

Sgen = T - HLHICT
Qd—l(Mpa)% Qd_l(]\/[pb)% k%(d —2)d-1 (7.35)

T gy e a1 p=)
(1Og(m)) rd
Pa—Ph

Como en [92, pp.14] seguimos utilizando las definiciones = = ,/% yY =

VpPo — p+p+, por lo tanto x < y < 1, con esto la entropia de grano fino se
convierte en

Qu_1(Mpa) =2 Q1 (Mpy) 53 252 (@1
Sgen = ——————— — Kd4+1C — ——
4G (10 xj) To
g5

, (7.36)

y buscando sus puntos extremos derivamos con respecto de p, e igualamos a
cero, con lo que obtenemos

2 2

d d—1
x Yy (d—2)4k" 5
? <10g ‘x2) = 4I€d+1CGNw. (737)

Definiendo z = 22 /y? € (0,1) la ecuacién anterior se convierte en

d dy.d=1
1 d—2)k=
z (log z) = 4f$d+1cGN(Td_)1y2 = Fy. (7.38)

De nuevo como en la subseccién anterior investigamos la funcién en el lado
izquierdo de la ecuacién anterior F(z) = z(log z~1)9; esta funcién tiene un punto
méaximo que llamaremos z,, en z = e~%, por lo tanto tenemos que F(z,,) = g—z
y la condicion para la existencia de soluciones tipo islas es

dd
i > Fyp. (7.39)
Si la restriccién se cumple, entonces tenemos dos posibles soluciones z; y 22 las
cuales cumplen que 21 < z,, < 22, por lo tanto de la misma forma que en el
caso no extremal, debemos tomar el valor minimo siendo este z;.

Para el calculo de la entropia de la radiaciéon de Hawking notamos que la solucién
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de las islas satisface 72 /y? = 21 < 2, = e~%, sustituyendo en m tenemos

Qu_1(Mpa) = Qu_y (Mpy) 72 k7@
SR= TGy fane 2\ 41 d—1
N (log 3*2) To
d—1 d—1 1
Qi (Mpa) = Qa1 (Mpa) = k75 (d = 2)
1On dt1 gi-1 s (7.40)

d—1
k7 (d—2)% !
> SBH <1 — 4I€d+1CGN(Td_1)>

2

> SpH (1—:Zd) QSBHa

en donde se utilizé

k‘%(d _ 2)d—1 dy2 y2
=. 41
dd—1pd—1 < ed(d—2) < el (7:41)

dkgp1cGN

La entropia de entrelazamiento o de grano fino de la radiacién es aproximada-
mente igual a la entropia de Bekenstein-Hawking para el caso extremal.

Tiempo de Page

Es posible estimar el tiempo de Page para el agujero negro no extremal con
r < y < 1; la entropia de entrelazamiento Sy estd dada por la cual crece
linealmente con el tiempo t. En el caso con islas vimos que la entropia se encon-
traba dada por [7.32] por lo tanto podemos podemos inferir el tiempo de Page
para nuestro agujero negro comparando ambas expresiones antes mencionadas

(7-32[7-17)) tal como se hace en [96] pp.13-14[}

6S 35
tPage =~ ekl = B (742)

CK+ meT

Para el caso extremal con z < y < 1, aunque se puede dar la entropia de
entrelazamiento con islas (Syy >~ Spw), la entropia de la radiacién se encuentra
indefinida, dado que f(p) sufre de una divergencia en la singularidad by = (¢, 0).
De esta forma no es posible dada la métrica actual proveer del tiempo de Page
para el agujero negro extremal.

7.3. Meétrica no conmutativa de Reissner-Nordstrom-

anti-de Sitter de gran dimension.

El origen de métricas modificadas, como la que aqui trabajaremos, radica
en aplicar remedios a las divergencias de las teorias originales de forma que

4De hecho el resultado coincide con el de la referencia para el agujero negro de Reissner-
Nordstrém en cuatro dimensiones.
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podamos proceder a obtener informacién con la fisica conocida y en dado caso
indicios de las modificaciones mas profundas que se deben hacer en la teoria
general.

Vimos en la seccién anterior que dada la métrica de Reissner-Nordstrom, no es
posible obtener una solucién a la entropia de la radiacion para el caso extremal
sin el uso de islas, ademés de que sin este resultado no es posible calcular el
tiempo de Page y por lo tanto dar la curva que describiria el proceso unitario.
Divisamos que el problema provenia de la singularidad en p = 0 y por lo tanto
de la divergencia en la entropia evaluada en este punto, proponemos entonces en
esta seccion que la utilizacién de una métrica modificada como la de Reissner-
Nordstrom-anti-de Sitter de gran dimensién [87, p.56-58] puede ayudarnos a
resolver las divergencias y por lo tanto a obtener un resultado para la entropia
y tiempo de Page para el caso extremal [97].

7.3.1. No conmutatividad

La no-conmutatividad es una idea originalmente postulada como un modo

de mejorar las propiedades de renormalizacién de una teoria a distancias cortas
o hasta hacerla finita. En la década de los 80’s la no conmutatividad fue desarro-
llada ampliamente por los matematicos para caracterizar la variedad euclidiana
en términos del espectro del operador de Dirac en la variedad, proveyendo una
generalizacién de la geometria diferencial, la cual se convirtié en la Geometria
No Conmutativa ([87, pp.7])[98102].
La geometria no conmutativa, es indicada por muchos como una posible herra-
mienta para la descripcion de ciertos aspectos en la escala de Planck; se tiene
la creencia de que la gravedad cuantica deberia tener un principio de incerti-
dumbre, ya que la energia y el momentum necesarios para realizar mediciones
modificarian por si mismos la geometria del espacio-tiempo. De esta forma como
sucede con las coordenadas y los momentos en la teoria cudntica convencional,
la incertidumbre vendria de una relacién no conmutativa y por lo tanto se “debe
examinar la posibilidad de que las mediciones de posicién podrian no conmutar,
postulando la existencia de una variedad no conmutativa.

[, 27] # 0

“Una caracteristica de una geometria no conmutativa seria la presencia de fluc-
tuaciones cudnticas capaces de eliminar los infinitos que generalmente aparecen
y causan el mal comportamiento a corta distancia de las teorias de campo, in-
cluida la gravedad [87), pp.6]”.

En la fisica de altas energfas el interés en esta “no-conmutatividad” se revitalizo
cuando, en la Teoria de Cuerdas Abiertas, se demostré que las coordenadas del
espacio-tiempo fisico se convierten en operadores no conmutativos en una D-
brana en presencia de un campo constante Neveu-Schwarz B, y ademds de que
en el marco de trabajo de la Gravedad Cuéantica de Lazos, la geometria cuantica
resultante exhibe un comportamiento no conmutativo [103]. Sin importar cuél
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sea la interpretacion de este tipo de geometria en cualquiera de las dos teorias
antes mencionadas, la Geometria No-Conmutativa, se emplea actualmente para
implementar difusividad del espacio—tiemp(ﬂ por medio de:

(2%, 27) = i0", (7.43)

en donde % es una matriz anti-simétrica, real de dimensién D x D, con dimen-
siones de longitud al cuadrado. Esta matriz determina la discretizacién en celdas
fundamentales del espacio-tiempo, de la misma forma -casi- que la constante de
Planck discretiza el espacio fase. Como consecuencia de este hecho, la geometria
resultante no tiene posiciones fijas (" pointless”), de modo que la nocién de punto
no tiene significado y se obtiene una incertidumbre en las coordenadas
. . 1 ..

Ax*Axr? > §|9”|. (7.44)
Si definimos @ como la magnitud promedio de un elemento de 0%, fisicamente
% corresponde a la escala de energia més alla de la cual la variedad de espacio-
tiempo diferencial convencional resulta ser una no conmutativa. Un punto clave
de todas las formulaciones no conmutativas es la definicién equivalente del ele-
mento de linea: la definicién de desplazamientos diferenciales conectando dos
eventos infinitesimalmente cercanos en el espacio-tiempo parece no ser correcta.
En presencia de la difusividad no conmutativa esperamos cierto tipo de elimi-
nacion de singularidades que se producen en la variedad diferencial espacial-
temporal convencional.
La solucién a las ecuaciones de Einstein en presencia de no conmutatividad estéa
sujeta a una interpretacién complicada, balanceada entre el formalismo cldsico y
el cudntico. Aunque los cdlculos presentados tienen la apariencia de la Relativi-
dad General clasica, su contenido es puramente gravitacional-cuantico; la razén
de esto es el uso, como ya se mencioné anteriormente, de cuasicoordenadas no
conmutativas, que dan origen al formalismo cudntico en términos de funciones
clasicas deformadas no conmutativas.
En [87] se construyen diversos modelos no conmutativos; nosotros nos enfocare-
mos al caso extradimensional cargado, la soluciéon aqui presentada no es idéntica
a la que se encuentra en el articulo mencionado dado el acoplamiento al espacio
de anti-de Sitter, sin embargo como se vera cumple las caracteristicas necesarias
para ser candidata a una métrica que puede ayudarnos a resolver el problema
de singularidades obtenido para el caso extremal.
La métrica se asume con la siguiente forma

ds? = —f(r)dt* + f~1(r)dr?® 4+ r?dQ3_,. (7.45)
La funcién f(r) se demanda como finita cuando r — oo, de manera que

AM 1 d r® d—2 4Q? r2A

T =1- a5 )t s s ) — o (T46)

5La difusividad del espacio-tiempo se refiere a la capacidad de propagacién o difusién de
la informacidn, la energia o las particulas en un entorno donde las coordenadas no conmutan.
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con
d r2 9(8-3d)/2,.d—2 4 r2

2 bW @ geaar G )
Para porbar que la métrica no es singular en el origen reescribimos con
p= % y en el limite de dimensién grande pﬁ — p? =1 cuando d — oo por
lo tanto 7972 — M = rgfzﬁ

(7.47)

4 n
(_)n (MP)% 2
- 40 +7r3(d —2) 4Q?

47M 1 r2A
d{%f(ﬁ)zl—mm;) nd d szng(P)—OT,
" (7.48)
en donde
n (Mp)ﬁ %Jrnil

o [serfe]

e T
(7.49)

(—)" [(Mpwfﬂ E
460

24-% 0
~ g Megan 2
— d/2 1d _
(d—2)"""gd/ o nlg —1+n
En el estudio de la métrica en las cercanias de p = 0 podemos utilizar las series
que se obtuvieron en el limite d — oo a orden 0, de modo que nuestra métrica

se verd de la siguiente forma:

2 d
N 8rM (Mp)a= (1\2 m3(d—-2) 5., 712A
f(p_m):l_wd/?d(%) T A 750
. :
B 8rM ¢ (1\2 7w(d—2), 5,4 TEA
] (49) EEPTEAEL B
en donde

2 3 d_

1 [ My (1)1 ¥ (9 <1> ' Mp )
M2p? | 41 \40 d—2 Mp \ 09/2 \ 40 41
B 1 (1>d—2 2i-3d/2 ¢ (1)5—1 1

(d/2—1)2 \ 46 d—2 642 \ 40 4

_ ﬁ 1 2d/2€2d _ 294
T 0% 92t (d—2)2

SDebemos ser cuidadosos en como obtenemos los limites para cada uno de los términos
en la métrica@ aunque es posible realizar la reduccién como se menciona y como se hizo
en la seccién pasada, debemos conservar los términos sin el limite en las funciones gamma
incompletas para poder obtener una métrica no singular en el limite p — 0[104].
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64 1 24/2¢% 20
= Tm ; (7.51)
2% 02td  (d —2)2
con lo que podemos concluir que contamos con una métrica que no es divergente
en p = 0.

7.3.2. Calculo de la entropia para el caso extremal

Dada una métrica que no es singular en el origen , podemos intentar
realizar el cédlculo de la entropia para el caso extremal sin islas y con ello el
tiempo de Page para la transicion.

Para poder trabajar con la métrica es necesario realizar ciertas simplifica-
ciones sobre las funciones gamma de manera que, podamos calcular la condicién
extremal y la consiguiente coordenada tortuga para el caso extremal.

Cuando se tiene el limite de gran dimensiéon d — oo y x se encuentra fijo en
~(d, x), es posible escribir la funcién gamma de la siguiente forma

v(d,z) = z%e* Z < (7.52)

en donde (d)g+1 es el simbolo de Pochhammer definido de la siguiente forma

Id+k+1)
d = .
(@pr = (75)
A orden 0 obtenemos
v(d,z) = acde_””i = xde_ww = xde_wM = gle™"d, (7.54)

(d) I'(d) I'(d)

con esto en mente si suponemos que ry se mantiene fijo en el limite de gran
dimensién, y que r — ry < 4, entonces las funciones gamma que aparecen en
la métrica se reducen a

d 72 P2\ _zd d _2d
Yl = — |~ | —= e 10— = e 40—
2’ 46 40 2 (40)42° 2

d . 12 r2\:' 2 rd=? a2
(515) = () F@rov= e Fa oy

(7.55)
Con esto f en la métrica se convierte en
r2
PP U LA - SO
2 9d/2p M2p2 d
en donde
-2 2
F2 = 22754/2= 35 pd=4g2=d(24/2(_9 4 d)%rd — 8e1 Mr2p). (7.57)
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Resolvemos para encontrar la condicién extremal, la cual es

3d 27%92—:”2

20=% (d —2)m

M=
dr

Q2. (7.58)

a primer orden en 1/d.
La funcién f utilizando (7.58]), es en el limite de gran dimensién

2
To

-5, (2 To
934102y v emarrd—t AT 27(27 40) g 11 (7.59)

fe:vtremal = 7T(d — 2)p2Q2 P d
Yy

da

9= ¥ +3(8-3d)+6,2-4 h)2g3—d, (% _1, g) . p -2 2
dr2 T\27 e
(7.60)

Fdfea:tremal =

La coordenada tortuga asociada es por tanto

_ / 1
P p fextremal
Vr—d=1q? (51271392622 (dvrd —4(d — 2)h9)2 = (d - 2)d(8m)w?riod (d — Arg))

= X
32(d — 2)62Q (d — Ar2)” \/ (d — 2)d(87)dw2réh? (d — Ar2) — 256m302Q2 (dur? — 4(d — 2)ho)’
w82 (durd —4(d - 2)ho) L
2(d — 2)0 (d — Ar)® d—Arg”
(7.61)

en donde para reducir la ecuacién se definen las variables siguientes
¢ =log (71'_%(8dd377d/2v27‘§9d + 102472 d*PvpQ*rd

_ 10247‘(‘(d — 2)64PQ2(47TC”L _ 7rd/2,0(d . AT%)))), (762)

1 160Q (dr' = (dvrd — 4(d — 2)h9) +2(d — 2)0p (d — Ard) )

X = tan™ ’
VT (d = 2)d(8m) R (d — Arg) — 2567902Q2 (dur — A(d — 2)h6)”
(7.63)
(3%)
=7\ = o4
2’ 46
(7.64)

En la seccidn [7.2] vimos que la funcién f se encontraba determinada por M,
p, Qv L, el problema del célculo de la entropia radicaba en p = 0 y por lo tanto
en f(0). Con la nueva métrica suponemos que las divergencias en el origen han
quedado elimindas y por lo tanto podemos intentar de nuevo el calculo de la

entropia
c

Sk = 15 108[F(0)f (p0) (p+(pv) = p=(0))*]. (7.65)

Maestria en Fisica 116



U.AM.-I Maestria en Fisica

Los valores necesarios son los siguientes:

f(0)=1. (7.66)
Resultado vélido para el limite de dimensién grande a primer orden en
1/d.
2\ 2
8dd2r§9d’y %—I,Z—g 2 2
ng ) 11024727503y (d’r%’y (g 1, Tg) —A(d - 2)by (g, @))
Fpo) = 10247 (d — 2)0% )2
Ard
~ 204
p +
2
_2978(d — 2)d2r2de= 20 B L?“% ‘1
B T02Q%p? d '
(7.67)

En donde en la segunda igualdad utilizamos el limite de dimensién grande

con rg fijo

p.(0) = 0. (7.68)

__dp
p*(pb)_ d—AT%

12 _a -
Vd = 2d5/2\/g—d-1 \/(271')(17’81 \V e 20 tan~! 160Qpuro */d—Arg —
\/ﬁd?’ﬁ\/ﬂ*d*l\/(?ﬂ)d\/e*%

160Q (d — Ar2)*?
(7.69)
que se obtiene de nuevo utilizando

Asi entonces el valor de la entropia es el siguiente:

2
1 20-8(d — 2)d?r2%e~20  Ar?

Sp=— - =04
R=15¢ T2 Q27 da
3 ro @ —Ar
VA= 2052741 /2m)drdy e~ 5 tan~! Mg 3 M
dpb \/d—2d3/2\/7r_d_1a/(27r)d\/e_%
_Ar2 3/2
d — Arg 160Q (d — Ar2)*
(7.70)

Maestria en Fisica 117



U.AM.-I Maestria en Fisica

Continuando con nuestros calculos, para poder obtener el tiempo de Pa-
ge es necesario escribir la entropia como funcién del tiempo, de esta forma es
conveniente definir coordenadas de Kruskal y para ello necesitamos calcular la
gravedad superficial (ver seccién{7.2.2)). El célculo de la gravedad superficial de-
be llevarse a cabo en la métrica no extremal y dado que hemos modificado esta
métrica con la no-conmutatividad es necesario re-evaluar nuestro resultado de
k antes de continuar.

La gravedad superficial para la métrica de dimensién grande utilizando en
la simplificacién de las funciones y

2’57d7r1’d9’drge’§
R4 = 3
P+
7‘2
1672 (d — 2)0%Q? <2d/2(d —2)2rd — 4Mpir(2)e43> ‘ ,
e — 2%dﬂd/2pi9d/Qefg
0
(7.71)
en dénde
5d 7'2
2~ ¥ ri-dgde—3
PE= AT (A2 — d
ro (Arg —d) (7.72)

2
o
P

(£¢ — dMri+2e (ﬁdwd/?Mrged/? +6472(d — 2)9%22))7
7‘2
C _ (dM2r3d+4e% (ed (dS(Sﬂ,)dMQ,ré _ 23d+4(d _ 2)37Td+102Q2 (d _ AT%))
125 47(d — 2)d2r T2 M Q3205 2 + 40967 (d — 2)2d0*Q*))V/2.
(7.73)
Ahora con k4 y la coordenada tortuga p, podemos escribir de nueva cuenta

U = —e rt=ps) V = efttee), (7.74)
en donde para el caso extremal recordamos que k1 = k_ = Kk y de nueva cuenta
definimos F

t -
w?(p) = %e 2P, (7.75)

Con esto se debe poder calcular la entropia en coordenadas de Kruskal y por
lo tanto encontrar su dependencia en el tiempo. Es prudente recordar en esta
parte del trabajo que el orden en que introducimos los limites a las aproxima-
ciones como para el calculo de cantidades como w, Kk y ps«, es de suma
importancia para el resultado final. Por ejemplo, si se utiliza la cantidad s como
se tiene de forma explicita en para el cdlculo de w?(p), tendremos una
divergencia dentro de la exponencial cuando se evalte el resultado en p = 0, sin
embargo, si llevamos la forma completa (sin utilizar desarrollos de las funcio-
nes gamma) hasta nuestro célculo final y luego hacemos un desarrollo como en
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7 podremos obtener un valor finito, esto es, un valor posible a utilizar para
el calculo de la entropia. Ademads de lo anterior, la validez de las aproximaciones
debe ser cuidadosamente revisada en posteriores trabajos para asegurar que los
calculos contengan siempre el significado fisico apropiado.

La entropia para el caso extremal en coordenadas de Kruskal estda dada por

. c
Sr = lim = log[w(pp)w(0)(U(bo) = U(b4))(V(b+) = V (bo))], (7.76)
en donde recordamos que by = (&, pp) ¥ bo = (£, 0), por lo que
Sr = lim ¢ log[w(pp)w(0) (eP+(0) — grp=(po))2) (7.77)
k—0 6

Por lo que nos percatamos que la entropia no depende del tiempo, y por lo
tanto es imposible, en este andlisis con sus aproximaciones, calcular el tiempo
de Page.

Resulta muy interesante notar que pudimos calcular una entropia no solamente
en la presencia de islas, sino también, en la métrica modificada por no conmuta-
tividad, ambas expresiones finitas. De este modo, al comparar con el resultado
clasico en donde se ha teorizado la no existencia de entropia para agujeros ne-
gros extremales[105], podemos concluir que los nuevos desarrollos sugieren que
existen configuraciones no triviales de vacio para estos agujeros negros.

El uso de la receta de las islas, nos permite no solamente calcular una entropia
que -en teoria- sigue la curva de Page para diversos casos, como hemos visto,
sino que también sus resultados nos dan indicios de en donde existe trabajo por
realizar. En este ultimo caso revisado, es necesario estudiar la presencia de esta
entropia y buscar la aproximaciéon o cambio de coordenadas en el cual podamos
observar la dependencia temporal y por lo tanto el tiempo y curva de Page.

Se debe rescatar que el problema sobre el cilculo de la entropia en el caso extre-
mal sin islas, no se debe solamente a las divergencias que se pueden encontrar
en la métrica usual de gran dimensién, como se menciona en [92] y que aqui
hemos demostrado que no es asi, sino que, la configuracién geométrica tiene en
sf un problema lo que impide que mediante métodos semiclésicos se obtenga una
entropia finita y que a su vez imposibilita la descripcién correcta de la curva de
Page.
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Capitulo 8

Conclusiones

A lo largo de este trabajo, hemos explorado los aspectos més relevantes y
fundamentales de la paradoja de la informacién, buscando desde su plantea-
miento respuesta a la elusiva probleméatica que esta presenta para el desarrollo
de la fisica moderna.

La solucién completa de la paradoja de la informacién y por lo tanto una correc-
ta descripcion de la entropia de los agujeros negros, se esconde tras un horizonte
lejano que parece -por fin- avistarse. Los avances presentados en este trabajo en
el capitulo 6, como resumen de los articulos ahi mencionados |1} [29], represen-
tan una herramienta importante y sobre todo una muestra de un significativo
avance hacia una comprensién mayor de la termodinamica, la teoria de la infor-
macion y la gravitacién. Es crucial tener en cuenta que estos resultados se basan
en aproximaciones que incluyen limites tales como el de dimensién grande, los
cuales son muy ttiles y necesarios para abordar la complejidad de los problemas
tratados en esta tesis, y aunque facilitan los cdlculos, y la manipulacién de cier-
tos aspectos de la paradoja de la informacién, también introducen limitaciones
en la generalizacién de los resultados a situaciones mas realistas. Asi, debe de
reconocerse que la totalidad de mis resultados se encuentra condicionada por
los limites introducidos y su validez y aplicabilidad en contextos mas complejos
requieren una evaluacién méas detallada y la exploracién de otros enfoques que
superen de alguna forma las ya mencionadas limitaciones.

La primera mitad de esta tesis se concentra en sentar las bases para entender la
paradoja de la informacién, en una época donde la holografia parece ser una he-
rramienta muy util y tal vez vital de exploracién gravitacional, ademas de esto
se explora un aparato excepcionalmente valioso en la termodinamica, llamado
el método de réplicas, que mas tarde fue de utilidad en el calculo de entropia
para casos complejos.

La segunda mitad puede dividirse a su vez en dos secciones; la primera, mues-
tra la forma de trabajar con entropia en espacios-tiempos curvos asi como las
consecuencias que tiene su existencia en las métricas no triviales, ademas se
ligan las herramientas planteadas en la primera seccién con el espacio de anti de
Sitter que como vimos, resulta un laboratorio natural para nuestras ideas. La
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segunda seccion de esta tltima parte presenta los avances més novedosos para la
solucién de la paradoja de la informacion, en especifico, se exhibe el mecanismo
mediante el cual uno puede obtener de forma “cldsica” una curva de Page para
el proceso de evaporacién de un agujero negro (férmula de las islas). Dentro de
esta seccién fueron planteadas las dificultades que deben sortearse de modo que
estos resultados sean aplicables a métricas mas complejas y se dio también un
ejemplo de cédlculo para la métrica de Reissner-Nordstrom-anti de Sitter.

El capitulo final de esta tesis presenta nuestra principal contribucién al tema,
dentro del ejemplo planteado [92](cap. 7.1, 7.2), se encontré que no existe una
posibilidad de comparacion entre entropias con y sin islas para el caso extremal,
dada la aparicién de divergencias, por lo tanto se plantea la imposibilidad de
encontrar el tiempo de Page y la curva asociada a la evaporacién de este agujero
negro tedrico. Sin embargo, mediante el uso de la no conmutatividad, se logro
sortear dichas divergencias y demostramos que la imposibilidad del calculo no
radica en ellas, sino, en la geometria del problema, en especifico en la continua-
cién analitica de los agujeros negrosﬂ extremales y por lo tanto en la condicién
extremal misma (recordemos que el valor de k para un agujero negro extremal
debe ser 0 proponiendo un nuevo reto en el cdlculo de las coordenadas de Krus-
kal); de este modo quedan en descubierto dos cosas, la primera es la utilidad de
la formula de islas, y la segunda es que existe un reto gigantesco para entender
que es lo que este método estd logrando hacer para obtener la entropia deseada,
y como es que puede lograrse de otro modo -dado que se encontré una respuesta
a la entropia para el caso extremal que podria interpretarse como independiente
del tiempo-, lo cual resulta imposible en un evento de evolucién temporal como
lo es la evaporacién de un agujero negro.

Por otro lado pudimos constatar de nuevo la utilidad de la no conmutatividad en
la gravitacion; no obstante, el empleo de las aproximaciones realizadas debe ser
discutido con mayor detenimiento dado que el uso de ellas en un orden inverso
o distinto al que usamos nos entrega resultados con problemas de divergencias,
siendo que estas parecian en un primer momento erradicadas por la no conmu-
tatividad.

El camino inmediato a seguir parece claro, y es el de buscar formas de aplicar
la férmula de las islas a distintas métricas (cada vez mas complejas) de modo
que se puedan obtener pistas que nos ayuden a entender su funcionamiento y
por lo tanto las modificaciones que en dado caso se deben de hacer en ella para
su correcta implementacién en la descripcién de agujeros negros més apegados
a la realidad. La solucién de la paradoja de la informacién es un trayecto arduo
y debe ser un tema de interés general en la fisica; es preciso aprovechar las he-
rramientas de otras areas para intentar responder a las interrogantes que este
camino plantea.

1Una alternativa a la continuacién analitica es el de utilizar métodos numéricos de modo que
se pueda abordar la complejidad de los cédlculos. Estos métodos ofrecen la ventaja de permitir
un tratamiento mas preciso y detallado de ciertos aspectos de la problemética abordada en esta
tesis, sin introducir las limitaciones asociadas con la continuacién analitica. Sin embargo, es
importante tener en cuenta que el uso de métodos numéricos también puede requerir recursos
computacionales significativos y una cuidadosa validacién de los resultados obtenidos.
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