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Resumen

En la intrincada traveśıa a través de la f́ısica de agujeros negros, este trabajo
se ha sumergido en la exploración profunda de la Paradoja de la Información. En
un esfuerzo por desentrañar los misterios fundamentales que rodean la conser-
vación de la información en fenómenos f́ısicos, se han introducido herramientas
innovadoras, como la holograf́ıa y el método de réplicas, sentando aśı los cimien-
tos teóricos esenciales.
La investigación se ha dividido en dos etapas: la primera, estableciendo los fun-
damentos teóricos necesarios, y la segunda, adentrándose en la complejidad de
trabajar con entroṕıa en espacios-tiempos curvos no triviales. Destacando avan-
ces pioneros, se ha revelado un mecanismo “clásico”para obtener una curva de
Page durante la evaporación de agujeros negros.
La contribución principal de este trabajo se centra en la aplicación de la fórmu-
la de las islas al caso de agujeros negros extremales de Reissner - Nordström
anti-de Sitter, abordando la imposibilidad de comparar entroṕıas y por lo tanto
la obtención de la curva Page debido a divergencias. Este obstáculo se supera
mediante el ingenioso uso de la no conmutatividad, sin embargo el resultado
obtenido no es el esperado y se mantiene la duda sobre el tiempo de Page para
este caso. La solución no satisfactoria del problema abre nuevas interrogantes y
pone en tela de juicio el resultado que se obtiene mediante el método de islas,
tal vez no en su validez, pero si en la información que este otorga acerca del
agujero negro que se está estudiando y sobre el cual el método se está aplicando.
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U.A.M.-I Maestŕıa en F́ısica
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bién empieza con condiciones de frontera reflectantes. En algún
tiempo finito (punto amarillo), la frontera derecha AdS2 vuel-
ve sus condiciones de frontera transparente, permitiendo aśı el
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troṕıa generalizada sin islas (ĺınea sólida). . . . . . . . . . . . . . 83

6.3. Contribuciones con y sin islas para la entroṕıa, el resultado co-
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(ĺınea punteada negra). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

6.6. Cuña de entrelazamiento de la radiación (azul obscuro) y el agu-
jero negro (azul claro). Superficie de corte (curva roja), horizonte
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Introducción

En el ámbito de la f́ısica de agujeros negros, la Paradoja de la Información
se presenta como un desaf́ıo de considerable envergadura, cuestionando los prin-
cipios fundamentales que rigen nuestra comprensión sobre la conservación de la
información en los fenómenos f́ısicos.

Esta tesis se sumerge en un viaje de exploración, tomando como gúıa el tra-
bajo vanguardista de [2] quienes en su art́ıculo seminal, introdujeron conceptos
innovadores como “agujeros de gusano de réplica”. Este enfoque se revela co-
mo un instrumento esencial para recrear la fórmula de las islas con un método
semiclásico, marcando un hito crucial en la resolución de la Paradoja de la In-
formación. A través de esta exploración, se busca no solo entender la conexión
ı́ntima entre los agujeros negros, la evolución de la curva de Page y la radiación
de Hawking, sino también avanzar hacia la superación de esta paradoja intrin-
cada, además de la aplicación de los resultados a métricas que nos permitan
entender su funcionamiento.
Además, la investigación de [1], ha contribuido significativamente a la com-
prensión de las dinámicas del interior de los agujeros negros. Su enfoque en
los agujeros de gusano de réplica ofrece un marco teórico sólido para abordar
aspectos esenciales de la paradoja, como la estructura del interior del agujero
negro y la relación entre la radiación de Hawking y la información perdida.
Estos trabajos pioneros no solo desentrañan aspectos cruciales de la paradoja,
sino que también sirven como pilares sobre los cuales construimos nuestra explo-
ración teórica. En este contexto, nuestro objetivo es el de contribuir al discurso
en evolución sobre la Paradoja de la Información al integrar conceptos clave de
los trabajos antes mencionados, y explorar dimensiones adicionales como la no
conmutatividad en el contexto de agujeros negros extremales. La introducción
de la no conmutatividad abre nuevas v́ıas de comparación, lo que permite com-
prender la compleja danza entre la gravedad cuántica, la evolución de la curva
de Page y la teoŕıa de la información.

La primera mitad de este trabajo establece las bases en un momento donde
la holograf́ıa emerge como una herramienta esencial en la exploración gravita-
cional. Además, exploramos el método de réplicas, valioso en termodinámica y
esencial en el cálculo de la entroṕıa para casos complejos.
La segunda mitad se sumerge en la complejidad de trabajar con la entroṕıa
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en espacios-tiempos curvos y sus consecuencias en métricas no triviales. Vin-
culamos estas herramientas con el espacio anti de Sitter, un terreno fértil para
nuestras ideas. A medida que avanzamos, presentamos avances innovadores pa-
ra la solución de la Paradoja de la Información, desentrañando el mecanismo
“clásico”para obtener una curva de Page durante la evaporación de un agujero
negro mediante la fórmula de las islas.

Esta investigación se inserta en un diálogo fascinante entre dos momentos
cŕıticos en la evolución de la f́ısica. El problema del cuerpo negro, que en el siglo
pasado catalizó una revolución conceptual en la teoŕıa cuántica, planteó inte-
rrogantes fundamentales sobre la naturaleza de la radiación electromagnética.
Inesperadamente, el camino trazado por los visionarios del siglo XX converge
con nuestra exploración de la curva de Page y, por extensión, con la enigmática
Paradoja de la Información que nos desaf́ıa en el presente.
Este estudio no solo se ubica en la vanguardia de la investigación contemporánea
sobre agujeros negros, sino que establece un v́ınculo conceptual que conecta los
enigmas cuánticos de épocas anteriores con las incertidumbres actuales en la
comprensión de la información en el cosmos. Más aún, la resolución de la Pa-
radoja de la Información no simplemente constituye un desaf́ıo teórico contem-
poráneo; promete tener repercusiones paradigmáticas que pueden compararse, e
incluso superarse, a las del intrigante problema del cuerpo negro del siglo pasado.
Del mismo modo en que la solución a ese problema condujo a una transforma-
ción radical en la teoŕıa cuántica y en nuestra comprensión fundamental de la
naturaleza, superar la Paradoja de la Información podŕıa inaugurar una nueva
era en la f́ısica teórica. Su eventual resolución no solo arrojaŕıa luz sobre los as-
pectos más complejos de la gravedad cuántica y la teoŕıa de la información, sino
que también sentaŕıa las bases para un cambio conceptual de magnitud similar
al que marcó la revolución cuántica del siglo XX. La trascendencia potencial
de este trabajo resalta su importancia y enfatiza la necesidad de abordar estos
misterios con la seriedad que la historia de la f́ısica nos exige reconocer. En el
entramado de teoŕıas y desaf́ıos que caracteriza esta introducción espero, que
este viaje no solo expanda el conocimiento, sino que también inspire reflexio-
nes profundas y genere nuevos interrogantes en el fascinante terreno de la f́ısica
teórica, en espećıfico en el entendimiento de los agujeros negros y la gravitación.
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Parte I

Parte 1
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Caṕıtulo 1

Agujeros negros y
Termodinámica: De
Einstein a Hawking

Iniciar un trabajo de esta magnitud siempre presenta una complejidad inhe-
rente debido a las múltiples interconexiones entre distintos ámbitos de la f́ısica,
lo que complica la tarea de condensar un siglo de avances en la materia en unos
pocos caṕıtulos. El desaf́ıo se inicia al abordar las ecuaciones de campo de Eins-
tein y explorar su relevancia en el estudio de los agujeros negros. Este primer
caṕıtulo se dedica a establecer una base teórica sólida que facilitará el análisis
de los diversos temas avanzados que abordaremos en las secciones subsiguientes
de la tesis.
Dicho lo anterior, podemos organizar el caṕıtulo de la siguiente forma: Co-
menzamos por hacer una breve reseña de la relatividad general de Einstein,
introduciendo las ecuaciones de campo de Einstein y la acción de Einstein Hil-
bert. A continuación, describiremos las condiciones que dan origen a la métrica
Schwarzschild como solución a las ecuaciones de campo y discutimos sus carac-
teŕısticas f́ısicas, como el horizonte de eventos y la singularidad, elementos que
son esenciales para entender la naturaleza de los agujeros negros.
Una vez establecida esta base, procederemos a introducir los diagramas de Pen-
rose como una herramienta para representar la estructura causal del espacio-
tiempo de Schwarzschild, aprovechando su claridad en la representación de con-
ceptos complejos. Esto nos llevará al estudio de la temperatura de Hawking,
un fenómeno que nos obliga a considerar los efectos cuánticos en la f́ısica de
agujeros negros, y a la entroṕıa de Bekenstein-Hawking, que nos proporciona
una ventana a la termodinámica de estos enigmáticos objetos.
Finalizaremos abordando un poco acerca de la evaporación de los agujeros ne-
gros, veremos como es que existe tal fenómeno ademas de un breve cálculo
clásico que nos permitirá poner sobre relieve lo que significa este proceso en la
escala temporal humana y sentará ciertas bases conceptuales para los siguientes

3
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caṕıtulos.

1.1. Introducción a las ecuaciones de campo de
Einstein

La formulación de la relatividad general encuentra su origen en el trabajo
realizado por Albert Einstein en 1915 [3], en dicho art́ıculo, se da una formula-
ción a las ecuaciones de campo de Einstein transformando nuestra comprensión
de la naturaleza del universo. La idea “innovadora”dentro de este trabajo fue
proponer que la gravedad no es una fuerza en el sentido tradicional, sino el
efecto de la curvatura del espacio-tiempo causada por la distribución de ma-
sa y enerǵıa. Las ecuaciones de Einstein no solo explicaron las observaciones
que desafiaban la teoŕıa Newtoniana, sino que también predijeron fenómenos
completamente nuevos, como la existencia de agujeros negros y las ondas gravi-
tacionales, conceptos que han sido confirmados experimentalmente y que siguen
siendo fundamentales en la f́ısica moderna.
Para el desarrollo de esta sección utilizaremos el libro de Relativity: An intro-
duction to special and general relativity” [4, p.173-185] como base, se harán
referencias esporádicas a otros trabajos que serán mencionadas de forma opor-
tuna en el texto .
En el contexto de Relatividad General (GR por sus siglas en inglés), el concepto
de materia se encuentra definido por todo aquello que produce un campo gra-
vitacional, esto es, aquello que contribuye al tensor de enerǵıa momento. Para
poder derivar las ecuaciones de campo es necesario plantear algunos requeri-
mientos plausibles, estos son

Las ecuaciones de campo deben de ser ecuaciones tensoriales (independen-
cia de las leyes de la naturaleza a los sistemas coordenados)

Deben ser ecuaciones diferenciales parciales de a lo mucho segundo orden
para las funciones a determinar (los componentes del tensor métrico gµν),
que son lineales en las derivadas de mayor orden.

Deben de (en el ĺımite apropiado) ir a la ecuación de Poisson:

∇U = 4πGµ, (1.1)

de la teoŕıa de gravitación de Newton. Aqúı U es el potencial, G es la
contante gravitacional Newtoniana y µ es la densidad de masa.

Dado que el tensor de enerǵıa momento Tµν es el análogo relativista es-
pecial de la densidad de masa, debeŕıa ser la causa o fuente del campo
gravitacional.

Si el espacio es plano, Tµν debe anularse.

Maestŕıa en F́ısica 4
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Con estos requerimientos se puede plantear que las ecuaciones de campo deben
de tener la siguiente estructura

Gµν = κTµν , (1.2)

con una constante κ que deberá ser determinada. Debemos usar que el tensor
de enerǵıa momento debe tener divergencia igual a 0 (generalización de la ley de
conservación de la enerǵıa-momento en relatividad especial) y ser simétrico (ex-
presando la ley de conservación del momento angular en Relatividad Especial)
lo cual implica para la ecuación anterior lo siguiente:

∇νG
µν = 0 y Gµν = Gνµ. (1.3)

Existe solo un tensor de segundo orden el cual es lineal en las componentes del
tensor de curvatura y el cual satisface (1.3)[5, p.73], dicho tensor es Rµν− 1

2gµνR.
Dado que el tensor métrico también satisface (1.3), Gµν tiene la forma:

Gµν = Rµν − 1

2
gµνR+ Λgµν . (1.4)

La constante Λ es la constante cosmológica, introducida por Einstein (1917).
Su propósito inicial era permitir la existencia de un universo estático, evitando
la expansión o contracción que predećıan las ecuaciones de Einstein al no estar
dicha constante presente. Einstein la considero como el mayor error de su ca-
rrera, esto después de que Edwin Hubble observará la expansión del universo
[6]. Sin embargo, la constante cosmológica ha encontrado una nueva vida y un
significado profundo en cosmoloǵıa, especialmente con el descubrimiento de la
aceleración de la expansión del universo. Este término actúa como una forma de
enerǵıa del vaćıo con una presión negativa, siendo crucial para explicar las ob-
servaciones cosmológicas que se hacen actualmente. Más adelante, exploraremos
en detalle el espacio de Anti-de Sitter, que incorpora una constante cosmológica
negativa y es fundamental en el marco de la correspondencia AdS/CFT.
Dicho lo anterior podemos distinguir entre dos casos Λ = 0 y Λ ̸= 0, de momento
asumiremos el primero. Aśı, el tensor de Einstein tiene la siguiente forma

Gµν = Rµν − 1

2
Rgµν . (1.5)

De esta forma es posible llegar a las ecuaciones de campo de Einstein

Gµν = Rµν − 1

2
Rgµν = κTµν . (1.6)

Estas ecuaciones fueron derivadas por Einstein después de diez años de trabajo
en 1915, y sin embargo resulta interesante saber que fueron también publicadas
casi simultáneamente por Hilbert [7], la diferencia entre ambos trabajos resulta
de la forma en que el problema matemático es atacado, en su caso Hilbert utilizó
el principio variacional para derivar las ecuaciones.
Las ecuaciones de campo de Einstein (1.6), constituyen un sistema de diez di-
ferentes ecuaciones para determinar las diez funciones métricas gµν . Debemos
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notar, que incluso con condiciones iniciales fijas, este sistema no posee una
solución única; siempre debe ser posible realizar un cambio de coordenadas ar-
bitrario. De hecho, es esta falta de determinación espećıfica en el sistema de
ecuaciones de campo la que está asegurada por la existencia de las identidades
de Bianchi contráıdas

∇νG
µν = κ∇νT

µν = 0. (1.7)

Estas identidades expresan el hecho de que las diez ecuaciones de campo no son
todas independientes unas de otras. La ecuación anterior nos muestra que las
ecuaciones de Einstein son integrables y libres de contradicción interna solo si
la divergencia del tensor de enerǵıa momento es igual a 0.“El espacio no es el
escenario para los eventos f́ısicos, sino un aspecto de la interacción y movimiento
de la materia”[4, pp.176], esto es que el espacio es un actor activo en todos los
eventos gravitacionales.
La última aclaración que tal vez sea conveniente tratar en esta sección, es la de la
constante κ, dicha constante puede ser calculada tomando el ĺımite Newtoniano
de la teoŕıa de Einstein (ĺımite de campos gravitatorios débiles y velocidades
mucho menores que la velocidad de la luz) [4, pp.177][8, pp.73]. El valor que
resulta de hacer lo anterior es κ = 8πG en donde se tomó c = 1.

1.1.1. Acción de Einstein-Hilbert

Sabemos que todas las ecuaciones f́ısicamente significativas, fundamentales
conocidas, pueden ser derivadas de un principio variacional, esto incluye por
supuesto a las ecuaciones de campo de Einstein [4, pp.182]. La densidad La-
grangiana (escrita como L) es una función que guarda toda la dinámica de un
sistema y que cuando es integrada nos da una acción, dicha acción la definimos
de la siguiente forma

S =

∫
Ld4x. (1.8)

La acción es un funcional que toma la trayectoria (también llamado camino o
historia) de un objeto como argumento y regresa un escalar. El principio de
mı́nima acción nos dice que los objetos en movimiento siguen el camino que
minimiza la acción (δS = 0)[9, pp.9]. Para que nosotros podamos obtener las
ecuaciones de campo de Einstein de la variación de la densidad Lagrangiana
siguiendo el principio de mı́nima acción debemos pedir que dicha densidad L sea
producto de un escalar L y

√
−g. Para campos gravitacionales puros existe solo

un escalar único el cual es cuadrático en sus primeras derivadas con respecto a la
métrica y que es lineal en sus segundas derivadas, este es el escalar de curvatura
R. Como la materia debe ser representada también en L, la acoplamos añadiendo
una parte κLM que surge de la distribución de materia como por ejemplo de
un campo electromagnético. Aśı entonces el principio variacional planteado por
Hilbert [7] tiene la siguiente forma

δS = δ

∫ [
1

2
R+ κLM

]√
−gd4x = 0. (1.9)
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Podemos iniciar aplicando la variación de forma expĺıcita a la ecuación anterior
(1.9)

δS =
1

2

∫ [
Rδ

√
−g +

√
−gRµνδg

µν +
√
−ggµνδRµν + δ(2κLM

√
−g)

]
d4x = 0,

(1.10)
en donde utilizamos que el escalar de curvatura está dado por la contracción del
tensor de Ricci R = gµνRµν .
Cada uno de los términos que aparecen variados con respecto a la métrica,
pueden escribirse de la siguiente forma de acuerdo las definiciones y forma de
cada uno de sus componentes (por cuestiones de espacio solo escribimos los
resultados, pero si el lector aśı lo decide puede revisar los caṕıtulos 16 y 19 de
[4] en donde aparece el origen de estas cantidades):

δ
√
−g =

δ
√
−g

δgµν
δgµν =

1

2

√
−ggµνδgµν , (1.11)

δgµν = −gµαgνβδgαβ , (1.12)

δRµν = −(δΓα
µα),ν + (δΓα

µν),α − δ(Γα
σνΓ

σ
µα − Γα

σαΓ
σ
µν), (1.13)

gµνδRµν =
1√
−g
[√

−g(gµνδΓα
µν − gµαδΓν

µν)
]
,α

≡ Fα
;α. (1.14)

Para nosotros poder trabajar y comprender el último término de la ecuación
1.10, necesitamos conocer precisamente la densidad Lagrangiana de la mate-
ria LM . Para la determinación de esta cantidad, recurrimos a la fórmula de
transcripción estándar [4, pp.183]. Comenzamos con la Langrangiana relativista-
especial correspondiente y sustituimos las derivadas parciales por derivadas co-
variantes, utilizando el tensor métrico gµν en lugar de ηµν para formar productos
escalares. Por lo tanto, LM puede incluir śımbolos Christoffel, pero no segun-
das derivadas de la métrica, ya que generalmente se construye solo a partir las
cantidades de campo y sus primeras derivadas. Podemos entonces escribir

δ(
√
−gLM ) =

δ(
√
−gLM )

δgµν
δgµν +

(√
−g ∂LM

∂gµν,α
δgµν

)
,α

, (1.15)

en donde se utilizó la abreviación siguiente para la derivada variacional

δ(
√
−gLM )

δgµν
=
∂(
√
−gLM )

∂gµν
−
(
∂(
√
−gLM )

∂gµν,α

)
,α

. (1.16)

Sustituimos (1.12), (1.14), (1.11), (1.15) en el principio variacional (1.10) obte-
niendo

δS =
1

2

∫ [(
1

2
gµνR−Rµν +

2κ√
−g

δ(
√
−gLM )

δgµν

)
δgµν + Fα

;α

+
2κ√
−g

(
∂LM

∂gµν,α
δg′muν

)
,a

]√
−gd4x = 0.

(1.17)
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Utilizando la ley de Gauss es posible reducir los últimos dos términos a una
integral de superficie, dicha integral de superficie se anula si se cumple que
δgµν = 0 y δΓα

βξ = 0 en la frontera. La razón que sostiene esta demanda de
anulación de las variaciones antes mencionadas, es que se está considerando solo
las variaciones que no alteran las condiciones f́ısicas en los ĺımites del espacio-
tiempo considerado. En otras palabras, estamos estudiando perturbaciones o
cambios en el campo gravitacional que no modifiquen el espacio-tiempo en la
“lejańıa”de donde ocurren los fenómenos f́ısicos de interés. Todo lo anterior se
encuentra alineado con el concepto de que las condiciones en el infinito deben
permanecer fijas para una teoŕıa bien definida. Con esto en mente la variación
de la acción se simplifica

δS =
1

2

∫ [(
1

2
gµνR−Rµν +

2κ√
−g

δ(
√
−gLM )

δgµν

)
δgµν

]√
−gd4x = 0. (1.18)

Vemos entonces que para que nuestra igualdad sea cero, debe de cumplirse que
haya una independencia de las variaciones de δgµν además de que el término en
paréntesis que aparece en (1.18) debe de valer cero:

Rµν − 1

2
gµνR = κTµν , (1.19)

con

Tµν =
2√
−g

δ(
√
−gLM )

δgµν
, (1.20)

llegando aśı a las ecuaciones de Einstein (1.6).

1.2. Métrica de Schwarzschild

Desde la formulación de las ecuaciones de campo de Einstein (1.6), se han
descubierto diversas soluciones que arrojan luz sobre la naturaleza de la gravita-
ción. Entre ellas, la solución de Karl Schwarzschild (1873-1916) [10] resalta por
su claridad y relevancia, ofreciendo una de las perspectivas más accesibles para
el estudio inicial de los fenómenos gravitacionales. La métrica de Schwarzschild
fue encontrada en el frente de batalla ruso durante la Primera Guerra Mundial,
tan solo un mes después de la publicación de la Teoŕıa de la Relatividad General
(GR por sus siglas en inglés) por Albert Einstein (1879-1955) en 1915, siendo
aśı la primera solución exacta no trivial a las ecuaciones de campo de la GR1.
La solución de Schwarzschild resulta importante en nuestro estudio dado que es
la primera vez que los f́ısicos del siglo XX se encontraron con una singularidad
(entendida en el contexto de geometŕıa diferencial como un punto en que una
superficie o variedad tiene una forma indefinida o discontinua, un punto donde

1La historia detrás de Karl Schwarzschild resulta muy interesante, recordándonos que el
conocimiento viene del trabajo arduo, la preparación y sobre todo del compromiso con la
ciencia. Para saber un poco más es muy recomendado leer [11].
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la curvatura se vuelve infinita) dentro de la teoŕıa de la GR, sin embargo es-
ta singularidad se encontraba presente en la mente de algunos cient́ıficos en el
siglo XIX, tal es el caso de John Michel quien mediante cálculos simples pudo
concluir que si la densidad de un cuerpo celeste es lo suficientemente grande,
dicho cuerpo tendrá una velocidad superficial de escape mayor que la velocidad
de la luz, dicho de otro modo, nada podrá escapar del cuerpo. A esto que más
tarde seŕıa considerado un agujero negro, él le llamo estrellas oscuras.
La métrica de Schwarzschild como ya se mencionó es una solución a las ecuacio-
nes de campo de Einstein. Las suposiciones necesarias para derivar la métrica
son:

El sistema es esféricamente simétrico; se usan coordenadas esféricas en
conjunto con la métrica para obtener esta simetŕıa.

La solución asume condiciones de vaćıo Tµν = 0 y sin constante cosmológi-
ca (Λ = 0), aśı que solo se tiene que resolver Rµν − 1

2gµνR = 0.

La solución asume que el sistema es estático e invariante en el tiempo.

Con las anteriores podemos calcular los śımbolos de Christoffel, el tensor de
Ricci y por lo tanto la solución buscada, en este trabajo solo escribimos el
resultado, pero el procedimiento puede completo puede ser consultado en [9,
pp.12][4, pp.185]; su elemento de ĺınea es2:

ds2 =

(
1− 2M

r

)
c2dt2 −

(
1− 2M

r

)−1

dr2 − r2dΩ2. (1.21)

¿Qué información podemos obtener de esta métrica?
Comenzamos con un breve repaso de las variables que conforman la métrica,
tanto r como t son solo coordenadas y no tienen un significado f́ısico inmediato.
Llamamos a t la coordenada temporal para distinguirla, de por ejemplo el tiempo
propio τ de un observador en reposo en el campo gravitacional; en el campo de
Schwarzschild estas dos cantidades se encuentran relacionadas por

dτ =
√

1− 2M/rdt. (1.22)

Dicho tiempo recordamos es invariante bajo transformaciones de coordenadas.
La coordenada radial r se defina tal que el área superficial de una esfera con
r = cte, t = cte tenga el valor 4πr. El desplazamiento infinitesimal en la dirección
radial está dado por

ds = dR =
dr√

1− 2M/r
. (1.23)

Ahora, vemos de la forma que tiene la métrica (1.21); que en la parte de la
componente grr existe una singularidad. Definimos singularidad (f́ısica) como

2En esta métrica dΩ2 representa el elemento de la métrica asociado a la 2-esfera unitaria

dΩ2 = (dθ2 + sin2 θdϕ2)
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una región del espacio-tiempo donde las magnitudes f́ısicas como la curvatu-
ra, alcanzan valores infinitos o indefinidos, señalando un punto donde la teoŕıa
pierde su validez predictiva. Estas regiones se caracterizan por la divergencia de
invariantes geométricos, como el escalar de Kretschemann3, implicando condi-
ciones f́ısicas extremas bajo las cuales se espera que la descripción clásica del
espacio-tiempo se rompa. La “singularidad”que nos encontramos, se encuentra
en r = 2M .
Un sistema coordenado singular puede dar evidentemente una falsa indicación de
una singularidad del espacio. De esta forma, no basta con ver una singularidad
como en el caso de nuestra métrica, sino que hace falta investigar si un cambio
de coordenadas puede quitar dicha singularidad y si ese es el caso entonces la
singularidad no se encuentra f́ısicamente presente. Como se mencionó anterior-
mente podemos probar el escalar de Kretschemann además del determinante de
nuestra métrica (también un invariante), en la superficie (r = 2M); si alguno de
ellos o ambos divergen, entonces podremos concluir que la singularidad existe,
de otra forma este no será el caso:

−g = r4 sin2 θ, (1.24)

RαβµνR
αβµν = 48M2/r6, (1.25)

ambos resultados son diferentes de cero y regulares en la superficie estudiada.
La superficie r = 2M no constituye una singularidad f́ısica, pero es importante
destacar que su interpretación va más allá de ser simplemente otra ubicación
en el sistema de coordenadas. Si estudiamos el movimiento de un sujeto prueba
(part́ıcula) en el espacio en las cercańıas de la superficie, encontraremos que el
tiempo propio que a este le toma alcanzarla y cruzarla es finito, a diferencia
del tiempo coordenado, que puede concebirse como el tiempo que mediŕıa un
observador “muy muy alejado”4 de la superficie y que tiende a infinito.
La superficie r = 2M se conoce como horizonte de sucesos, su nombre proviene
precisamente de la particularidad de la que hablamos en el párrafo anterior,
y es que si el observador midiendo el tiempo coordenado tarda un infinito en
marcar como completo el viaje de la part́ıcula hacia la superficie, dicha super-
ficie actuará como una barrera f́ısica, más allá de la cual la información queda
inaccesible desde el exterior.
Podemos concluir entonces que las coordenadas que hemos estado utilizando
no son las más adecuadas para describir los procesos f́ısicos en las cercańıas del

3Este escalar es un invariante geométrico que proporciona una medida de la curvatura del
espacio-tiempo, independientemente del sistema de coordenadas. Se define como

K = RabcdR
abcd

un valor infinito de esta cantidad indica la presencia de una singularidad
4Muy muy alejado es un término no exacto para referirnos a un punto lo suficientemente

alejado para que los efectos gravitacionales estudiados sean despreciables. Técnicamente el
punto debeŕıa estar situado en infinito, pero para fines prácticos esto no es necesario alcanzar
tal extremo, ya que los efectos gravitacionales se vuelven insignificantes a distancias mucho
menores que el infinito.
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horizonte, y mucho menos dentro de este. Para superar estas limitaciones, se em-
plean diferentes sistemas de coordenadas, como las de Lemaitre [12], Eddington-
Finkelstein [13] [14], y Kruskal-Szekerres [15] (por mencionar algunas), cada una
con sus propios beneficios y restricciones.
Las coordenadas de Lemaitre, por ejemplo, resultan útiles para describir la cáıda
libre de objetos hacia un agujero negro, mostrando como es que estos objetos
cruzan el horizonte de sucesos, pero su inconveniente resulta en que la solución
estática de Schwarzschild se describe mediante funciones métricas dependientes
del tiempo. Las coordenadas de Eddington-Finkelstein, son efectivas para anali-
zar el tránsito de part́ıculas y radiación a través del horizonte de sucesos de un
agujero negro, facilitando el estudio de las propiedades dinámicas de estos obje-
tos; su limitación radica en que, al igual que las coordenadas de Schwarzschild,
están centradas en el agujero negro y no cubren todo el espacio-tiempo de ma-
nera global (no proporcionan una visión completa, por ejemplo, de la geometŕıa
interna más allá del horizonte). Si introducimos un tiempo retardado por v

dv = dt− dt∗ = dt+ dr/c(1− 2M/r),

cv = ct+ r + 2M ln(r − 2M)− 2M ln 2M,
(1.26)

dt∗ es el tiempo que necesita un fotón que cae radialmente en el campo gravita-
torio para completar la distancia dr. La métrica de Eddington-Finkelstein está
dada por

ds2 = 2cdrdv + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2)− (1− 2M/r)c2dv2, (1.27)

en la cual los rayos viajando hacia dentro radialmente están descritos por dv = 0.
En este contexto, las coordenadas de Kruskal-Szekeres se destacan por su capaci-
dad de eliminar singularidades aparentes asociadas con el horizonte de sucesos en
las coordenadas originales (como las anteriores métricas mencionadas), además
de permitirnos visualizar de manera efectiva todo el espacio-tiempo, incluyendo
tanto las regiones exteriores como las interiores a r = 2M . La extensión máximal
de la métrica de Schwarzschild es una métrica que es completa, en el sentido de
que incluye todas las regiones posibles y relevantes del espacio-tiempo asociadas
con tal geometŕıa y no admite una extensión adicional sin introducir singulari-
dades o inconsistencias. Se logra mediante la introducción de coordenadas como
el tiempo avanzado u (en la métrica (1.27)), que permiten el trazado sin am-
bigüedades a través del horizonte de eventos y la exploración de la geometŕıa
más allá de este ĺımite, hacia la región interna del horizonte de sucesos

cu = ct− r − 2M ln(r − 2M) + 2M ln 2M,

c(v − u) = 2r + 4M ln(r − 2M)− 4M ln 2M.
(1.28)

Con esto obtenemos

ds2 = r2(dθ2 + sin2 θdϕ2)− c2dudv(1− 2M/r) (1.29)

y luego haciendo las transformaciones de coordenadas

v′ = ecv/4M , u′ = −e−uc/4M , z =
1

2
(v′ − u′), ω =

1

2
(v′ − u′), (1.30)
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Figura 1.1: El diagrama de Kruskal para la solución de Schwarzschild. Obtenido
de (Stephani, 2004, pp.306)

obtenemos la métrica de Kruskal representando la solución de Schwarzschild:

ds2 = 32M3r−1e−r/2M (dz2 − dω2) + r2(ω, z)(dθ2 + sin2 θdϕ2), (1.31)

la cual esta relacionada con la métrica original de Schwarzschild por

z2 − ω2 =
( r

2M
− 1
)
er/2M ,

ω

z
=

1− e−2ct/4M

1 + e−2ct/4M
= tanh

ct

4M
. (1.32)

Las coordenadas z y ω son espaciales y temporales respectivamente; pueden
tomar valores positivos y negativos, pero están restringidos para que r sea po-
sitiva.
Con estas coordenadas nos encontramos en posición de estudiar como la singu-
laridad surge para la métrica de Schwarzschild. Para esto hacemos referencia lo
mostrado en la figura (1.1), la región marcada como I es el espacio exterior de
la métrica de Schwarzschild (r > 2M , t infinito) en donde z > |ω|. Los rayos
ω = ±z, z ≥ 0 forman la frontera de esta región, la cual se encuentra descrita
en las coordenadas r y t por t = ±∞ o r = 2M . Si uno cruza esta frontera hacia
el interior de la región II, entonces uno llega al interior de la métrica usual
de Schwarzschild, las coordenadas de Eddington-Finkelstein (1.27)cubren preci-
samente estas dos regiones. Las regiones primadas pueden alcanzarse variando
las coordenadas ω y z aún más, y son isométricas a las regiones sin primar: la
extensión maximal de Schwarzschild cubre ambas partes tanto la interior como
la exterior. No ocurren singularidades o fronteras, con la excepción de la singu-
laridad genuina que encontramos en r = 0, la cual no puede ser eliminada por
un cambio de coordenadas y que se encuentra representada por dos hipérbolas
en el diagrama de Kruskal.
Sabemos que un observador o una part́ıcula de prueba (diferente al fotón) via-
jara necesariamente a una velocidad menor a la de la luz, de esta forma su cono
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de luz se encontrara limitado por rectas a 45◦ medidos desde el eje z, esto tiene
implicaciones para las regiones que el observador puede alcanzar, ya que la di-
visión existente entre por ejemplo la región I e II, es a su vez una recta a 45◦,
las geodésicas nulas cumplen que ds2 = 0 y por lo tanto dz = ±dω. F́ısicamente
esto se traduce en que cualquier señal, observador o particula orginado en I
puede influenciar la región II, pero no puede hacer nada sobre las regiones I ′

y II ′, la región II es lo que conocemos como un agujero negro (todo puede
entrar, pero nada puede salir). El único destino posible al momento de cruzar
el horizonte es la singularidad real en r = 0, sabemos que esta singularidad es
real por dos razones expuestas hasta el momento en este caṕıtulo: la primera
es que tanto el determinante de la métrica como el invariante de Kretschemann
divergen en el punto r = 0 y la segunda es que en los cambios de coordenadas
realizados siempre se ha mantenido la singularidad en este punto a diferencia
de aquella que hab́ıamos encontrado en el horizonte de sucesos[4, p.304-309].

1.2.1. Diagrama de Penrose

Los diagramas de Penrose, desde su concepción por Sir Roger Penrose a me-
diados del siglo XX [16], han proporcionado una ventana única a la naturaleza
del espacio-tiempo. A través de su capacidad para compactificar el infinito y
preservar la estructura causal, estos diagramas han servido como herramientas
invaluables en la comprensión y análisis de la geometŕıa global de los aguje-
ros negros. En la intersección de la teoŕıa de la relatividad general y la teoŕıa
cuántica de campos en espacios curvos, los diagramas de Penrose emergen no
solo como representaciones gráficas, sino como mapas que gúıan la exploración
de fenómenos complejos, como el entrelazamiento cuántico y la información en
el contexto de agujeros replicados, conceptos que desarrollaremos más adelante
en esta tesis.
Para comprender su estructura explicaremos el diagrama de Penrose para un
agujero negro de Schwarzschild, empezamos por la métrica como está escrita en
(1.29)

ds2 = c2dudv(1− 2M/r) + r2[dθ2 + sin2 θdϕ2], r = r(u, v), (1.33)

la cual se encuentra adaptada para rayos lumı́nicos; mapeamos las dos coorde-
nadas nulas u y v a rangos infinitos por

tanU = cu, tanV = cv. (1.34)

esta transformación de coordenadas mapea el infinito tiempo-retardado y tiempo-
avanzado (u y v tienden a −∞ y ∞, respectivamente) a un rango finito, lo cual
es importante por que en este tipo de diagramas se busca que el infinito esté
representado de manera finita en el diagrama para poder visualizar toda la
estructura causal del espacio-tiempo. Con este cambio obtenemos:

ds2 = cos−2 U cos−2 V (1− 2M/r)dUdV + r2[dθ2 + sin2 θdϕ2]

= Ω−2[(1− 2M/r)dUdV + r2Ω2(dθ2 + sin2 θdϕ2)],

Ω = cosU cosV.

(1.35)
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U.A.M.-I Maestŕıa en F́ısica

III

III

IV

t = +∞ I+

t = −∞ I−

r = ∞ I0

H+ r = 2M

J +

J−
H−

Singularidad Futura r = 0

Singularidad pasada

Figura 1.2: Diagrama de Penrose para el agujero negro de Schwarzschild

El factor Ω es un factor que hace que la métrica sea conforme al espacio-tiempo
de Minkowski en el infinito, lo cual significa que mientras la métrica ya no es
literalmente la métrica f́ısica del espacio-tiempo, aún preserva la estructura cau-
sal y las trayectorias de luz como ĺıneas rectas a 45◦. El factor Ω2 que multiplica
la métrica original de Schwarzschild para garantizar que la métrica resultante
sea conforme, pero degenerada (igual a cero) en el infinito esto es que Ω = 0 en
U = ±π

2 y/o V = ±π
2 . Dado que rΩ ̸= 0 en Ω, la frontera consiste en piezas de

un cono de luz.
En la figura (1.2) el punto I0 representa el infinito espacial, I+ e I− representan
los infinitos temporales futuro y pasado respectivamente. J− y J + representan
el infinito nulo pasado y el infinito nulo futuro respectivamente esto es cuando
u→ −∞ con v fijo y v → ∞ con u fijo.

1.3. Termodinámica de agujeros negros

Una vez que hemos establecido la estructura clásica de los agujeros negros
a través de las ecuaciones de campo de Einstein y la métrica Schwarzschild,
llegamos a una frontera en la que el tejido del espacio-tiempo se ve entrelazado
con la mecánica cuántica . Esta sección del caṕıtulo nos lleva a explorar algunas
sutilezas de los campos cuánticos en la curvatura del espacio-tiempo. Aqúı, la
cuantización de campos en espacios curvos emerge como una especie de puente
que conecta la comprensión de los efectos cuánticos con el horizonte de sucesos,
un escenario donde se manifiesta la “radiación de Hawking”.
La transición de lo clásico a lo cuántico siempre es delicada y llena de sutile-
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zas técnicas (100 años de realizar esta acción nos lo demuestran). El camino
en nuestro caso se encuentra trazado por el estudio de una acción de un cam-
po escalar en un espacio-tiempo bidimensional, una simplificación que filtra los
elementos esenciales de la f́ısica de agujeros negros. Este paso no es menor, y
es utilizado para ilustrar los fundamentos de la radiación de Hawking sin las
complejidades matemáticas de un espacio de mayor dimensión. A pesar de su
aparente simplicidad, esta aproximación bidimensional conserva la conformidad
invariante y revela la naturaleza de la mecánica cuántica aplicada a la curvatura
del espacio-tiempo.
El siguiente objetivo será unir nuestros resultados con la “termodinámica de
agujeros negros”; haciendo esto, nos encontraremos con las leyes que gobier-
nan su entroṕıa, temperatura y en última instancia su capacidad para emitir
radiación como un cuerpo negro, proceso que nos comienza a adentrar en la
evaporación gradual de estos objetos, enfrentándonos a que los agujeros negros
no son eternos, sino entidades termodinámicas que evolucionan con el tiempo.
Esta última sección del caṕıtulo sentará las bases para el entendimiento de es-
ta compleja interacción existente entre la gravedad (geométrica) y la cuántica,
preparándonos para que podamos tratar más adelante la entroṕıa de entrelaza-
miento, la paradoja de la información y la curva de Page.

1.3.1. Radiación y temperatura de Hawking

Antes de comenzar planteando la acción del problema, debemos hacer un
paréntesis para dejar claras la coordenadas que utilizaremos, por que como vimos
en la sección anterior, tenemos diversos recursos (coordenadas) que nos permiten
estudiar diversos aspectos de una misma métrica de forma más sencilla. Para
el desarrollo de esta sección utilizaremos la fantástica referencia de [17, pp.109-
123] como base.
Para simplificar nuestros cálculos escribimos al horizonte como rg = 2M , de esta
forma la métrica de Schwarzschild en dos dimensiones (sin la parte angular) es:

ds2 = (1− rg
r
)dt2 − (1− rg

r
)−1dr2. (1.36)

Dividimos entre dλ2 y dejamos que ds2 = 0, de esta forma obtenemos:(
1− rg

r

)
ṫ2 −

(
1− rg

r

)−1

ṙ2 = 0. (1.37)

Que podemos reescribir de la siguiente forma:(
dt

dr

)2

=
(
1− rg

r

)−2

. (1.38)

Vemos que el ángulo del cono de luz entre las coordenadas t, r decrece cuando
r se aproxima a rg. Después de la integración vemos que las geodésicas nulas
salientes y entrantes satisfacen:

t = ±r ∗+cte, (1.39)
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r∗ es llamada coordenada tortuga y se encuentra definida por:

r∗ = r + rg ln

(
r

rg
− 1

)
. (1.40)

Por lo tanto

dr∗ =
dr

1− rg
r

(1.41)

el tensor métrico entonces se convierte en:

ds2 =

(
1− rg

r(r∗)

)
[dt2 − dr∗2]. (1.42)

La coordenada de tortuga r∗ es definida solo para r > rg y varia en el rango
−∞ < r∗ < +∞. Cuando r se aproxima a rg la coordenada r∗ se va a −∞ y
lejos del agujero negro r∗ → r cuando r → ∞. Introducimos las coordenadas
del cono de luz

ũ ≡ t− r∗, ṽ ≡ t+ r∗, (1.43)

el tensor métrico queda escrito de la siguiente forma:

ds2 =

(
1− rg

r(ũ, ṽ)

)
dũ.dṽ (1.44)

Las coordenadas de tortuga ũ, ṽ son de la misma forma que las coordenadas de
Schwarzschild originales singulares y solo cubren el exterior del agujero negro;
y de hecho si hemos puesto atención notamos que estas coordenadas ya hab́ıan
sido introducidas anteriormente, aunque no de forma explicita, cuando tratamos
las coordenadas de Eddington-Finkelstein.
Ahora śı, consideramos un campo escalar con la acción dada por

S[ϕ] =
1

2

∫
gαβϕ,αϕ,β

√
−gd2x (1.45)

en un espacio tiempo bidimensional. Las soluciones de la ecuación del campo
escalar pueden ser escritas tanto en coordenadas tortuga del cono de luz

ϕ = Ã(ũ) + B̃(ṽ) (1.46)

aśı como en coordenadas del cono de luz de Kruskal-Szekeres

ϕ = A(u) +B(v) (1.47)

donde A, Ã, etc. Son funciones suaves arbitrarias.
Las coordenadas de Kruskal-Szekeres del cono de luz se encuentran definidas
por

u = −2rge
− ũ

2rg , v = 2rge
ṽ

2rg (1.48)

En particular ϕ ∝ e−iωũ = e−iω(t−r∗) describe un modo de frecuencia positiva
moviéndose a la derecha con respecto al tiempo t, el cual se propaga alejándose
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del agujero negro. El tiempo propio que describe un observador en reposo lejos
del agujero negro coincide con t ya que

ds2 → dũdṽ = dt2 − dr∗2; r → ∞ (1.49)

Por lo tanto este observador asocia “part́ıculas” con los modos de frecuencia
positiva con respecto al tiempo t.
Podemos escribir la expansión de modos para el operador de campo ϕ̂ de la
siguiente manera5:

ϕ̂ =

∫ ∞

0

dΩ

(2π)1/2
1√
2Ω

[
e−iΩũb̂−Ω + eiΩũb̂+Ω

]
+ (movimiento a la izquierda)

(1.50)
Los modos que se mueven a la izquierda y a la derecha no se afectan entre śı
y pueden ser considerados por separado. Solo se escribió de forma expĺıcita los
modos de movimiento a la derecha para facilitar la escritura.
Los operadores b̂±Ω satisfacen la relación de conmutación siguiente:

[b−Ω , b
+
Ω ] = δ(Ω− Ω′) (1.51)

Además debe notarse que en este caso como solamente se esta considerando una
dimensión espacial, el factor de normalización en (2π)1/2 remplaza a el que se
utiliza en el caso tridimensional (2π)3/2 Definimos el eigenestado |0B⟩ por:

b−Ω |0B⟩ = 0 (1.52)

dicho estado, es llamado el vació de Boulware y no contiene part́ıculas desde el
punto de vista del observador que se encuentra alejado. Los estados correspon-
dientes de part́ıculas se construyen con ayuda de los operadores de creación en
el modo estándar.
El vaćıo de Boulware es singular en el horizonte del agujero negro y por lo tanto
es f́ısicamente inaceptable. Las coordenadas de Kruskal-Szekeres son no singu-
lares en el horizonte y cubren el espacio tiempo de Schwarzschild completo; en
la vecindad del horizonte

ds2 → dudv = dT 2 − dR2 (1.53)

y las part́ıculas registradas por un observador cruzando el horizonte deben ser
asociadas con los modos de frecuencia positivos con respecto al tiempo T . Bus-
camos entonces la solución ϕ̂ en coordenadas del cono de luz de Kruskal-Szekeres

ϕ̂ =

∫ ∞

0

dω

(2π)1/2
1√
2ω

[
e−iωuâ−ω + eiωuâ+ω

]
+movimiento a la derecha (1.54)

y los operadores cumplen de nuevo la relación de conmutación

[a−ω , a
+
ω ] = δ(ω − ω′) (1.55)

5Es la solución a las ecuaciones de campo que siguen a la acción.
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Además definimos el vaćıo de Kruskal mediante los operadores de creación y
aniquilación â±ω

â−ω |0K⟩ = 0 (1.56)

siendo este estado regular en el horizonte.
El estado de vaćıo de Kruskal, lleva a una densidad de enerǵıa finita después
de quitarle la enerǵıa de punto cero, como resultado la reacción de fondo de las
fluctuaciones cuánticas es despreciable y no destruye el fondo clásico, de esta
manera el estado |0K⟩ es un candidato natural a ser el verdadero vaćıo f́ısico en
presencia de un agujero negro.
Desde el punto de vista de un observador alejado , el vaćıo de Kruskal contiene
part́ıculas.
Los operadores â±ω y b̂±Ω se encuentran relacionados por las transformaciones de
Bogolyubov

b̂−Ω =

∫ ∞

0

dω[αΩωâ
−
ω − βΩωâ

+
ω ] (1.57)

Si escribimos a la gravedad superficial como κ = (2rg)
−1 entonces al sustituir

1.57 en 1.50 e integrar sobre ũ obtenemos

αΩω

βΩω
= ± 1

2πκ

√
Ω

ω
e±

πΩ
2κ e

iΩ
κ ln ω

κ Γ

(
− iΩ
κ

)
(1.58)

además de
|αΩω|2 = e

2πΩ
κ |βΩω|2 (1.59)

Ahora calculamos el numero esperado de part́ıculas que ve un observador aleja-
do, para ello utilizamos el operador número de part́ıculas N̂Ω ≡ b̂+Ω b̂

−
Ω sobre el

estado |0K⟩

⟨N̂Ω⟩ = ⟨0K | b̂+Ω b̂
−
Ω |0K⟩ =

∫
dω|βωΩ|2 (1.60)

Para Ω′ = Ω la condición de normalización implica que∫ ∞

0

dω(|αΩω|2 − |βΩω |2) = δ(0) (1.61)

por lo tanto obtenemos6

⟨N̂Ω⟩ =
[
e

2πΩ
κ − 1

]−1

δ(0) (1.62)

La densidad media de part́ıculas con frecuencia Ω es:

nΩ =
⟨NΩ⟩
V

=
[
e

2πΩ
κ − 1

]−1

(1.63)

Estas part́ıculas obedecen la distribución de Bose-Einstein 1.63, y la tempera-
tura correspondiente es:

TH =
κ

2π
=

1

8πM
(1.64)

6el factor δ(0) se debe a el volumen infinito del espacio entero
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3+1 dimensiones

La pregunta natural después de obtener la temperatura de Hawking es si
nuestros resultados se mantienen en 3+1 dimensiones, la respuesta corta es que
si, pero para estar seguros consideremos un campo escalar cuya acción esta dada
por

S =
1

2

∫
d4x
√
|g|(gαβϕ,αϕ,β − (m2 + ΞR)ϕ2), (1.65)

si este campo esta mı́nimamente acoplado Ξ = 0 y carece de masa m = 0,
entonces su ecuación de movimiento es7

□ϕ = 0, (1.66)

en donde

□ =
1√
|g|
∂α
√
|g|gαβ∂β . (1.67)

El campo se encuentra descompuesto en armónicos esféricos de la siguiente forma

ϕ(t, r, θ, ϕ) =
∑
l,m

ϕlm(t, r)Ylm(θ, ϕ), (1.68)

de lo anterior y utilizando 1.21 encontramos que 1.66 se reduce a8[
(2)□+

(
1− rg

r

)(rg
r3

+
l(l + 1)

r2

)]
ϕlm(t, r) = 0. (1.69)

Esta ecuación describe una onda propagándose en el espacio bidimensional con
el tensor métrico 1.21 sin la parte angular (solo con la parte radial) más un
término que representa un potencial

Vl(r) =
(
1− rg

r

)(rg
r3

+
l(l + 1)

r2

)
. (1.70)

Aún para el modo ϕ00(t, r) el potencial V no se anula (ver figura (1.3)).
La interpretación en este caso resulta ser sencilla si se recuerda de los problemas
clásicos de la mecánica cuántica, el potencial por ejemplo delta de Dirac, en
donde la continuidad de la función de onda y la discontinuidad de la derivada
espacial de esta dictan, ciertos valores para las ondas reflejadas y transmitidas
a través del potencial. De esta forma una onda escapando de un agujero negro
necesita propagarse a través del potencial Vl(r) y por lo tanto su intensidad
decrece, este efecto cambia el espectro resultante por valor menor que la unidad
al cual llamamos factor de cuerpo gris Γl(Ω) < 1:

nΩ = Γl(Ω)[e
Ω

TH − 1]−1. (1.71)

7si la masa no fuera 0, entonces tendŕıamos la ecuación de Klein-Gordon
8El operador (2)□ tiene la misma definición que □ la diferencia es que α, β solo pueden

tomar valores 0, 1, cuando originalmente corŕıan de 0 a 3
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r

V(r)

Figura 1.3: Potencial V (r) para ϕ00 en 3 + 1 dimensiones. El potencial corta el
eje r en 2M .

El factor de cuerpo gris se debe enteramente al potencial fuera del horizonte
del agujero negro y por lo tanto este no se encuentra relacionado con el origen
cuántico de la radiación de Hawking, lo que implica que la derivación en dos
dimensiones tratada anteriormente y sus resultados son validos sin mucha alte-
ración en este caso cuatro-dimensional ([17]).
El cálculo del factor de cuerpo gris, resulta en la mayoŕıa de los casos una tarea
compleja como cualquiera podŕıa imaginar recordando el estudio de mecáni-
ca cuántica clásica (coeficientes de transmisión y reflexión) con el caso de una
part́ıcula atravesando un potencial de tipo delta de Dirac; para obtener más
información sobre el procedimiento se recomienda al lector consultar [18].

1.3.2. Termodinámica de agujeros negros

De acuerdo a la teoŕıa de la relatividad general, el destino de una estrella
masiva que colapsa gravitacionalmente (de masa M) es el de reducirse rápida-
mente, desde el punto de vista de un observador en la superficie, a un radio
del orden de 2GM

c2 , punto en el que el campo gravitacional es tan fuerte que la
radiación o cualquier otra cosa no pueden ya escapar al infinito.
A la región del espacio-tiempo de la cual es imposible escapar la conocemos
como “agujero negro”, y su frontera es una hipersuperficie nula saliente la cual
falla en alcanzar infinito, llamada “horizonte de sucesos”, como ya lo hemos vis-
to en las secciones anteriores. Para un observador en infinito la estrella parecerá
tomarse un tiempo infinito para alcanzar el horizonte de sucesos, sin embargo
como el observador solo puede recibir un numero finito de fotones emitidos por
la estrella antes de que esta cruce el horizonte, la luminosidad de esta dismi-
nuirá exponencialmente para el observador con una escala temporal del orden

de 2GM
c3 ≈ 10−5

(
M
M⊙

)
; de esta forma la estrella después de este tiempo habrá

desaparecido, pero permanece un objeto que ejerce influencia gravitacional, el
ya mencionado agujero negro.
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Cuando se toman en cuenta los efectos cuánticos, resulta que los agujeros negros
no son tan negros como pareceŕıa: “La radiación escapa a infinito a una tasa
estable”([19]), de modo que al analizar esta radiación (1.63) nos damos cuenta
de que tiene un espectro térmico (1.64) por lo tanto es lógico aplicar conceptos
termodinámicos al estudio de los agujeros negros esperando aśı encontrar más
información acerca de su comportamiento, destrucción y formación.
Bekenstein fue uno de los primeros en considerar el estudio de los agujeros ne-
gros mediante nociones de la termodinámica [20], analizando la tendencia de
estos objetos a incrementar el área de su superficie de sucesos cuando se lleva
acabo alguna transformación9. La idea anterior es un recordatorio de la segunda
ley de la termodinámica y es que es claro que los cambios que toman lugar en el
agujero negro generalmente son aquellos que van en la dirección de aumentar el
área del ya mencionado, igual que la entroṕıa para un sistema termodinámico
clásico:
“Los cambios de un agujero negro o de un sistema de agujeros negros seleccio-
nan una dirección preferida en el tiempo: aquella en la que el área del agujero
negro aumenta.”[20, pp.2334]
El área de un agujero negro resulta estar ı́ntimamente relacionada con la de-
gradación de enerǵıa como la entroṕıa, en este caso la masa irreducible de un
agujero negro de Kerr Mir esta relacionada con el área superficial A por:

Mir =

(
A

16π

)1/2

, (1.72)

y esta representa enerǵıa que no puede ser extráıda por medio de procesos de
Penrose10, de esta forma es enerǵıa inerte la cual no puede ser convertida en
trabajo.
Construimos entonces la expresión análoga a la primera ley de la termodinámica
para un agujero negro:

dE = TdS − PdV. (1.73)

Para ello consideramos un agujero negro de Kerr-Newmann con masa M , carga
Q y momento angular L⃗ que se encuentra dado por la métrica siguiente en
coordenadas de Boyer-Lindquist

ds2 = −∆

ρ2
[dt−a sin2 θdϕ]2+ sin2 θ

ρ2
[(r2+a2)dϕ−adt]2+ ρ2

∆
, dr2+ρ2dθ2, (1.74)

9Stephen Hawking realizó la prueba sobre la imposibilidad de la disminución del área de
un agujero negro en algún proceso, el teorema de Hawking implica para un sistema de varios
agujeros negros que el área de cada agujero negro individual no puede disminuir y aún más
que el área de dos agujeros negros que se mezclan no puede ser menor que la suma de las
áreas iniciales ([21]).

10Un proceso de Penrose es una forma en la que enerǵıa puede ser extráıda de un agujero
negro con rotación, dicha extracción ocurre si la enerǵıa rotacional del agujero negro está
localizada fuera del horizonte de sucesos en una región del espacio-tiempo de Kerr llamada
ergoesfera en la que cualquier part́ıcula es propulsada por la rotación del espacio-tiempo
mismo.
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en donde
∆ ≡ r2 − 2mr + a2 + q2,

ρ2 ≡ r2 + a2 cos2 θ.
(1.75)

El área está dada por11:

A = 4π(2M2 + 2(M4 −Q2 − L2)−Q2), (1.76)

y el área racionalizada puede escribirse como:

α = A/4π = r2+ + a2 = 2Mr+ −Q2, (1.77)

en donde a⃗ = L⃗
M y r± =M ± (M2 −Q2 − a2)1/2.

Diferenciamos 1.77 y resolvemos para dM

dM = Θdα+ Ω⃗ · dL⃗+ΦdQ, (1.78)

en donde:

Θ =
1

4
(r+ − r−)/α

Ω⃗ = a⃗/α

Φ = Qr+/α.

(1.79)

Podemos ver que los términos que contienen el momentum angular y la carga
representan el trabajo realizado en el agujero negro por un agente externo, sien-
do aśı cantidades análogas a −PdV , mientras que α representa a S, la entroṕıa.
Para cualquier cambio del agujero negro dα ≥ 0 del mismo modo que la en-
troṕıa para un cambio en un sistema termodinámico cerrado (dS ≥ 0); además
como se menciona en [20], “Θ” el análogo de la temperatura es una cantidad no
negativa justo como lo es T .
Cuando se observa a la entroṕıa desde el punto de vista de la información, los
agujeros negros resultan ser de nuevo muy parecidos a los sistemas termodinámi-
cos. La entroṕıa mide la incertidumbre en cuanto -a cual de las configuracio-
nes internas de un sistema termodinámico en equilibrio es la que finalmente se
realiza-, dado un conjunto de parámetros macroscópicos termodinámicos com-
patibles (Temperatura, presión,etc.); de la misma forma un agujero negro en
equilibrio puede ser descrito completamente por un observador externo sola-
mente por tres parámetros: masa, carga y momento angular12, y como muchos
agujeros negros en equilibrio tienen el mismo conjunto de parámetros mencio-
nados pero pueden tener distintas configuraciones internas compatibles13, se

11En este caso G = c = 1
12Esto se conoce como el teorema de no pelo, el cual podemos enunciar de la siguiente

manera: Un agujero negro en equilibrio, en el marco de la relatividad general y bajo condiciones
de simetŕıa y condiciones de materia adecuadas, se caracteriza completamente por su masa,
momento angular y carga eléctrica [22][23][21][8][24].

13El número de configuraciones internas seŕıa infinito si no se toman en cuenta los efectos
cuánticos, Bekenstein mostró que las longitudes de onda de Compton de las part́ıculas que
pueden formar el agujero negro deben estar restringidas a ser menores que el radio del agujero
negro y por lo tanto el número de configuraciones internas aunque es enorme, no es infinito
[20, pp.2338]
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deduce que es necesaria la introducción del concepto de “entroṕıa de agujeros
negros” como esa mediada de inaccesibilidad a la información que pueda decir-
nos la configuración interna del defecto topológico (el agujero negro).
Hago incaṕıe en que no se esta midiendo la entroṕıa térmica que tiene el agu-
jero negro dentro de śı, sino aquella que se refiere “a la equivalencia de todos
los agujeros negros que tienen la misma masa, carga y momento angular...”([20,
pp.2336]).
Como la entroṕıa del agujero negro está relacionada con el área de este y a su
crecimiento, entonces podemos suponer que14:

SH = f(α). (1.80)

La entroṕıa de un sistema termodinámico que se encuentra en evolución, incre-
menta su valor debido a la perdida de información gradual, la cual es consecuen-
cia de que los efectos de las condiciones iniciales desaparecen. Del mismo modo
cuando un agujero negro se acerca al equilibrio, los efectos de las condiciones
iniciales desaparecen y se dice que el agujero negro pierde su cabello, solamente
la masa, la carga y el momento angular son las cantidades que permanecen como
determinantes de el agujero negro para tiempos posteriores. Podemos entonces
suponer distintas formas para la función f , sin embargo la forma más simple
que nos lleva a resultados correctos es:

f(α) = γα, (1.81)

en donde γ es una constante la cual tiene un valor de γ = 1/4.
Podemos definir la temperatura como 1

T =
(
∂S
∂E

)
V

por lo tanto su equivalente
para el agujero negro es:

T−1
H =

(
∂SH

∂M

)
L,Q

. (1.82)

Ahora suponemos que un objeto sea cual sea su origen o composición cae a
un agujero negro, dicho objeto contiene una entroṕıa común S0. Al momento
de atravesar el horizonte de sucesos, el objeto se vuelve inobservable para un
observador externo y su entroṕıa también, de modo que la entroṕıa del uni-
verso visible parece haber disminuido en el proceso, de este modo al existir la
incapacidad de obtener información resulta imposible concebir el cumplimien-
to de la segunda ley de la termodinámica. Sin embargo, el crecimiento del área
del agujero negro compensa la desaparición del objeto incrementando de manera
irreversible, es necesario entonces expresar la segunda ley de forma generalizada:

La entroṕıa común en el exterior del agujero negro más la entroṕıa del
agujero negro nunca disminuye.([20])

14Las condiciones que la entroṕıa debe cumplir son ([25]):

1. Ser función de M , L⃗, Q.

2. Siempre aumentar cuando radiación o materia caen al agujero negro

3. Cuando dos o más agujeros negros colisionan y se unen, la entroṕıa del agujero negro
final debe ser mayor que la suma de las entroṕıas individuales.
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∆SH +∆S0 > 0. (1.83)

Para poder probar la segunda ley en esta forma generalizada es necesario tomar
en cuenta los efectos cuánticos, de otra forma se puede llegar a situaciones en
donde puede ser violada; además de lo anterior, “el hecho de que la temperatura
de un agujero negro decrezca conforme la masa aumenta, significa que los agu-
jeros negros no pueden estar en equilibrio térmico estable en situaciones en las
cuales hay una cantidad indefinidamente grande de enerǵıa disponible...”, esto
implica que el ensamble mecánico canónico no puede ser aplicado a sistemas
gravitacionales. En su lugar uno tiene que usar ensambles microcanónicos en los
cuales uno considera todas las configuraciones posibles de un sistema con una
enerǵıa dada”([25]).
Seguimos el camino de [25], para probar la segunda ley; tomamos un agujero
negro rodeado por radiación de cuerpo negro a una temperatura Tm

15, para
cualquier Tm habrá una tasa de acreción de esta radiación en el agujero negro.
Si Tm > TH :

T−1
m < T−1

H → ∂Sm

∂M
<
∂SH

∂M
, (1.84)

y entonces el decrecimiento en Sm es menor que el incremento de SH y entonces
la segunda ley se cumple16. Ahora si Tm < TH , entonces la acreción viola la
segunda ley

T−1
m > T−1

bh → ∂Sm

∂M
>
∂SH

∂M
, (1.85)

dicha inconsistencia puede ser solventada sin tomar en cuenta el caso trivial
en el que TH = 0, cuando se considera que los agujeros negros pueden emitir
radiación con una temperatura finita diferente de cero.
Si Tm > TH la acreción es mayor que la emisión y por lo tanto el incremento en
SH es mayor que el decremento en Sm, mientras que para TH > Tm la emisión
es mayor que la acreción y por lo tanto el incremento en Sm es más grande
que el decremento en SH . Si tomamos el resultado cuántico de el valor de la
temperatura para la radiación de Hawking T = κ

2π , podemos integrar la primera
ley y obtener un valor para la entroṕıa:

dM = Θdα =
Θ

4π
dA =

r+ − r−
16πα

dA =
r+ −M

2A
dA

κ =
4π(r+ −M)

A

∴ dM =
κ

8π
dA,

(1.86)

15Se toma radiación de cuerpo negro porque esta contiene todas las posibles especies de
part́ıculas en equilibrio térmico con potencial qúımico cero.

16Se debe probar que el incremento de SH es mayor o igual que la cantidad de entroṕıa de
la materia acrecida, dicho de otro modo se debe probar que SH +Sm nunca disminuye con el
tiempo (segunda ley). Lo anterior es equivalente a mostrar la consistencia de la hipótesis de
un número finito de configuraciones internas mostrando que si los parámetros que definen al
agujero negro cambian por ciertas cantidades por la acreción de materia y radiación, el valor
de σ (SH = −Σpilnpi = lnσ) es por lo menos el valor anterior por el número de posibles
configuraciones de la acreción de materia o radiación.*kB = 1
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1

TH
=
∂SH

∂M
→ dM = THdS, (1.87)

κ

8π
dA = THdS

κ

8π
dA =

κ

2π
dS,

(1.88)

S =
1

4
A+ c. (1.89)

Si la entroṕıa tiende a cero cuando la masa tiende a cero entonces c = 0 y
vemos entonces que recuperamos la forma que se hab́ıa dicho con el valor de γ
ya mencionado.

Si consideramos un agujero negro rodeado por radiación en un contenedor a
la misma temperatura que el agujero negro, ambos en equilibrio térmico (agujero
negro sin rotación y eléctricamente neutro), al tener una fluctuación estad́ıstica
en el sistema es posible tener una mayor acreción de enerǵıa que aquella que es
emitida; como los agujeros negros tienen calor espećıfico negativo, la temperatu-
ra del agujero negro disminuirá, esto reducirá la tasa de emisión y aumentara la
tasa de absorción. Si la radiación de cuerpo negro es mantenida a temperatura
constante por un reservorio de enerǵıa, el agujero negro crecerá indefinidamen-
te. De forma similar si la fluctuación estad́ıstica causa que el agujero negro
emita un poco mas de lo que absorbe, entonces la tasa de emisión continuara
aumentando hasta que el agujero negro desaparezca completamente. Podemos
entonces concluir que los agujeros negros no pueden estar en equilibrio térmico
estable con un reservorio indefinidamente grande de enerǵıa, esto implica que
no es posible usar el ensamble canónico de la mecánica estad́ıstica cuando las
interacciones gravitacionales son importantes ( [25]).
Para solucionar lo anterior Hawking plantea el uso del ensamble microcanónico,
ya que siempre existe la posibilidad de formar agujeros negros por fluctuaciones
estad́ısticas juntando muchas particular en un volumen pequeño en el espacio.
Planteando un numero grande de sistemas aislados cada uno con enerǵıa fija E.
Cada uno de estos sistemas tendrá un número de configuraciones distintas com-
patibles con la enerǵıa dada. Encontraremos entonces al sistema en una región
del espacio de configuraciones en la región compatible con la enerǵıa dada. En la
mayoŕıa de los casos habrá un estado macroscópico que tiene muchas más con-
figuraciones microscópicas posibles que cualquier otro estado macroscópico.17

17¿Termodinámica de equilibrio en los agujeros negros? En esta parte es necesario
realizar un pequeño paréntesis para discutir la pregunta planteada anteriormente. El uso de la
termodinámica de equilibrio no se encuentra justificado para un proceso como el que se está
estudiando (agujero negro). En la termodinámica clásica, el estado de equilibrio es un estado
donde las propiedades macroscópicas (temperatura, presión, densidad, etc.) son uniformes y
no cambian a lo largo del tiempo. Pero, los agujeros negros considerando su naturaleza cuánti-
ca no están dentro de esta visión clásica y por lo tanto no podemos suponer que se encuentran
en equilibrio. El horizonte de sucesos se comporta como una superficie que absorbe materia
y enerǵıa, por lo tanto información, la absorción mencionada no sigue las leyes de la termo-
dinámica de equilibrio y por lo tanto los agujeros negros no están en equilibrio termodinámico
con su entorno.
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1.3.3. Evaporación de Agujeros Negros

Dada la radiación de Hawking, tenemos como resultado general que en in-
finito tenemos un constante flujo de part́ıculas provenientes del agujero negro,
lo que se traduce en que la enerǵıa proveniente de la masa (Mir) del agujero
negro fluye también hacia infinito, de este modo en algún momento llegaremos
a un agujero negro con A = 0 proceso al cual conocemos con el nombre de
“Evaporación de Agujeros Negros”.
Consideramos un agujero negro como un cuerpo negro con temperatura TH ,
por lo que podemos calcular la potencia de su radiación mediante la ley de
Stefan-Boltzman:

dE

dt
= −σAT 4

H . (1.90)

Dado que sabemos que E =M , A ∼M2 y TH ∼ 1
M podemos escribir

dM

dt
= −a 1

M2
, (1.91)

en donde a es una constante.
La ecuación (1.91) nos dice la tasa a la que un agujero negro disminuye su masa
al paso del tiempo. Podemos resolver la anterior de modo que obtengamos el
tiempo de evaporación (tevp) para un agujero negro con masa inicial M0

− dM

dt
=

a

M2∫ 0

M0

M2dM = −
∫ tevp

0

tevp =
M3

0

3a
.

(1.92)

Reescribimos el resultado anterior como tevp = γM3
0 ; γ = 1

3a . El tiempo de
vida de un agujero negro con la masa inicial del Sol (M ≈ 2×30 kg), se estima
en tevap ≈ 1064, cuando la edad del universo es aproximadamente 1013 años18,
esto lo podemos interpretar como que los agujeros negros de masa estelar, no
juegan un papel fundamental en cuanto a la dinámica del universo en práctica-
mente cualquier escala de tiempo. Cabe destacar en este punto que este cálculo

Y bien, con lo explicado anteriormente, ¿Cuál es el argumento para utilizar un resultado si
no se cumplen las condiciones de su uso?
La respuesta surge de considerar al agujero negro como un objeto cuasiestático, de modo que
las propiedades significativas del sistema como su masa, carga y momento angular se encuen-
tran constantes a lo largo del tiempo, aśı la idea del ensamble de agujeros negros equivalentes
y por lo tanto la realización de una cantidad como la entroṕıa -que depende del área del hori-
zonte de sucesos- nos permite aplicar conceptos como temperatura (temperatura de Hawking)
y las leyes de la termodinámica bajo un análisis aproximado de un sistema en equilibrio.
Cabe mencionar que la idea de conectar nuestra entroṕıa con la entroṕıa clásica es meramen-
te heuŕıstica y existen diversas interpretaciones ante los resultados que la aplicación de la
termodinámica de agujeros negros nos da como resultado.

18Utilizando todas las constantes es como se obtiene un valor para la constante a =
σℏ4c8

256π3G2k4
B

Maestŕıa en F́ısica 26



U.A.M.-I Maestŕıa en F́ısica

al ser realizado sobre la ley de Stefan-Boltzman es de naturaleza clásica y no
contiene información acerca de la geometŕıa y del efecto de fondo del proceso de
evaporación; lo utilizamos porque es una buena aproximación para la perdida de
enerǵıa dada en el proceso cuando dM

dt ≪ 1, sin embargo su validez es cuestio-
nable cuando nos encontramos en las últimas etapas de emisión esto es cuando
la masa del agujero negro se vuelve comparable con la masa de Planck19.
El considerar la evaporación de los agujeros negros como un proceso f́ısico real,
nos lleva a encontrar un problema dif́ıcil de resolver en la f́ısica moderna, la
“Paradoja de la información” la cuál explicaremos más adelante y que es un
parteaguas central dentro de este trabajo.

19La masa de Planck, es una unidad de masa en el sistema de unidades naturales conocido

como las unidades de Planck Mp =
√

ℏc
G
.
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Caṕıtulo 2

Más allá de la
termodinámica clásica:
Entroṕıa de
entrelazamiento, paradoja
de la información y la curva
de Page en agujeros negros

La breve exploración que hemos realizado sobre los agujeros negros, ha re-
velado que existen conexiones profundas entre la geometŕıa del espacio-tiempo
(gravedad), la termodinámica y la cuántica. Este caṕıtulo profundiza en esos
v́ınculos al explorar dos conceptos esenciales de la mecánica cuántica: los esta-
dos puros y los estados mixtos, además de su interrelación con la entroṕıa y la
paradoja de la información.
Iniciaremos con una definición clara de los estados en mecánica cuántica, di-
ferenciando entre estados puros y mixtos. Los estados puros, descritos por un
único vector de estado en el espacio de Hilbert, encierran un conocimiento total
de las propiedades cuánticas del sistema. En contraposición, los estados mixtos
abordan situaciones de incertidumbre estad́ıstica, resultando cruciales para el
estudio de sistemas que interactúan con su entorno o que están entrelazados
con otros sistemas. Mediante operadores de densidad y matrices de densidad,
delinearemos sus diferencias fundamentales en términos matemáticos y f́ısicos.
Seguidamente, abordaremos la entroṕıa de entrelazamiento, aplicando la en-
troṕıa de Von Neumann para cuantificar la distribución de la información cuánti-
ca en sistemas bipartidos. Este enfoque nos permitirá comprender en mayor pro-
fundidad la dinámica de la información cuántica bajo condiciones de interacción
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y entrelazamiento.
Concluiremos con una discusión sobre la paradoja de la información, un tema
muy interesante en la intersección de la mecánica cuántica y la relatividad ge-
neral. Examinaremos el impacto de la radiación de Hawking en la conservación
de la información y cómo la curva de Page proporciona una posible explicación
para reconciliar la evolución temporal de la entroṕıa con las leyes fundamentales
de la f́ısica.

2.1. Estados puros y mixtos

Definimos en mecánica cuántica un estado por un vector que vive en el
espacio de Hilbert y que describe un sistema. Los estados pueden ser catalogados
en dos categoŕıas, estados puros y estados mixtos.

2.1.1. Estados puros

Definimos el operador de densidad de la siguiente forma

ρ̂ ≡ |ψ⟩ ⟨ψ| , (2.1)

el cual con respecto a una base ortonormal |ej⟩ está representado por una matriz
de densidad

ρij ⟨ei| ρ̂ |ej⟩ = ⟨ei|ψ⟩ ⟨ψ|ej⟩ . (2.2)

La matriz de densidad para este tipo de estados tiene las siguientes propiedades

ρ2 = ρ, (2.3)

ρ† = ρ, (2.4)

Tr(ρ) =
∑
ij

ρii = 1. (2.5)

Además de que el valor esperado de un observable A es

⟨A⟩ = Tr(ρA) (2.6)

Los estados puros representan sistemas en los que el estado completo es conocido
con la máxima certeza permitida por la teoŕıa. Estos estados se encuentran
descritos por un único vector de estado en el espacio de Hilbert, lo que nos
deja ver que tenemos un conocimiento completo de las propiedades cuánticas
del sistema [26, pp.455].

2.1.2. Estados mixtos

Mientras que un estado puro en mecánica cuántica proporciona una des-
cripción completa y coherente de un sistema en un estado bien definido, un
estado mixto representa un sistema en un estado de incertidumbre estad́ıstica.

Maestŕıa en F́ısica 30



U.A.M.-I Maestŕıa en F́ısica

Los estados mixtos son particularmente útiles para describir sistemas que están
entrelazados con otros sistemas o que son parte de un ensamble estad́ıstico de-
bido a la interacción con un entorno.
Un estado mixto se encuentra descrito mediante una matriz de densidad ρ̂, pero
esta matriz es distinta a la del caso anterior, ya que no puede ser expresada
como el producto externo de un vector de estado consigo mismo. En lugar de
eso, la matriz de densidad para un estado mixto es una combinación ponderada
de matrices de densidad de estados puros

ρ̂
∑
k

= pk |ψk⟩ ⟨ψk| . (2.7)

De nuevo, se convierte en una matriz cuando se refiere a una base particular

ρij =
∑
k

pk ⟨ei|ψk⟩ ⟨ψk|ej⟩ , (2.8)

la matriz de densidad encierra toda la información disponible a nosotros acerca
del sistema. Y como cualquier otra probabilidad

0 ≤ pk ≤ 1 y
∑
k

pk = 1. (2.9)

La matriz de densidad para estados mixtos retiene la mayoŕıa de las propiedades
que fueron identificadas para los estados puros:

ρ† = ρ, (2.10)

Tr(ρ) = 1, (2.11)

⟨A⟩ = Tr(ρA), (2.12)

iℏ
dρ̂

dt
= [Ĥ, ρ̂], (si

dpk
dt

= 0 para toda k), (2.13)

pero ρ solo cumple ser idempotente cuando represente un estado puro, de modo
que para estados mixtos

ρ2 ̸= ρ. (2.14)

[26, pp.457]

2.2. Entroṕıa de entrelazamiento

Consideramos un sistema cuántico bipartido con una matriz de densidad ρ
que vive en un espacio de Hilbert H = HA ⊗HB [27] [28] [29] [30, pp.165] [31].
Comenzamos con un estado general (puro o mixto) del sistema completo ρ =
ρAB , la matriz de densidad reducida de un subsistema se encuentra definida por
la traza parcial

ρA = TrB ρ̂, (2.15)

Maestŕıa en F́ısica 31



U.A.M.-I Maestŕıa en F́ısica

y la “entroṕıa de entrelazamiento” es la entroṕıa de von Neumann de la matriz
de densidad reducida

SA ≡ −TrρA log ρA. (2.16)

Por ejemplo si cada subsistema A o B es un único qubit1, entonces el espacio
de Hilbert del sistema completo esta formado por

|00⟩ , |01⟩ , |10⟩ , |11⟩ , (2.17)

en donde el primer bit se refiere a A y el segundo a B, esto es que nos encon-
tramos usando

|ij⟩ ≡ |i⟩A |j⟩B ≡ |i⟩A ⊗ |j⟩B . (2.18)

Suponemos que el sistema se encuentra en el estado puro

|ψ⟩ = 1√
2
(|00⟩+ |11⟩), (2.19)

entonces ρ = |ψ⟩ ⟨ψ|. Como una matriz 4 × 4, ρ puede tener elementos tanto
en su diagonal como fuera de esta. Las matrices de densidad diagonales son
solamente distribuciones clásicas de probabilidad, pero los elementos fuera de
la diagonal indican entrelazamiento y son instrinsicamente cuánticos.
La matriz de densidad reducida del sistema A es

ρA = TrB ρ̂

=
1

2B
⟨0| (|00⟩+ |11⟩)(⟨11|+ ⟨00|) |0⟩B

+
1

2B
⟨1| (|00⟩+ |11⟩)(⟨11|+ ⟨00|) |1⟩B

=
1

2
(|0⟩A A ⟨0|+ |1⟩A A ⟨1|)

=
1

2
IA.

(2.20)

La última ĺınea nos dice que la matriz reducida de densidad es proporcional a
la matriz identidad. En este caso decimos que ρA se encuentra maximálmente
mixto, y el estado inicial |ψ⟩ esta maximálmente entrelazado.
La entroṕıa de entrelazamiento del subsistema A entonces es

SA = −Tr(ρAlnρA) = −tr
(

1
2 0
0 1

2

)(
log 1

2 0
0 log 1

2

)
= log 2 ̸= 0. (2.21)

Si tenemos k qubits en el sistema A y k quibits en el sistema B, entonces es
un estado maximálmente entrelazado con SA = k log 2. En donde SA cuenta el

1La información clásica se encuentra hecha de solo de secuencias de “0” y “1”(en este
sentido, toda la información puede ser separada en una serie de preguntas“si/no”). La in-
formación cuántica está compuesta de bits cuánticos (conocidos como qubits), existen dos
sistemas cuánticos de dos niveles que pueden ser representados por combinaciones lineales de
estados |0⟩ y |1⟩ [32, pp.164].
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número de bits, o equivalentemente, eSA cuenta el número de estados entrela-
zados (dado que k quibits tienen 2k estados).
La entroṕıa de von Neumann tiene diversas propiedades que son útiles, las men-
cionaremos aqúı, pero serán recordadas aquellas que utilicemos en secciones
posteriores de acuerdo al contexto

S(ρ) ≥ 0 donde la igualdad se cumple solo para estados puros.

S(U†ρU) = S(ρ), para un operador de evolución unitario U . Esto significa
que si ρ evoluciona unitariamente en el tiempo ρ(0) → U†(t)ρ(0)U(t)
entonces S = constante; de esta forma si un estado es inicialmente puro,
entonces permanecerá puro en el futuro y similarmente si un estado es
mixto permanecerá mixto. Esto demuestra la unitariedad de la evolución
temporal de los sistemas cuánticos.

S(ρ) ≤ log d donde d es la dimensionalidad del espacio de Hilbert en
donde el sistema vive, la igualdad se cumple cuando se tiene un estado
maximálmente entrelazado.

La entroṕıa de von Newmann de una región espacio-temporal Σ, está
determinada por una matriz de densidad ρΣ y entonces SvN (Σ) = SvN (ρΣ)

Cumple la relación fuerte de subadición. Para los tres subsistemas cuánti-
cos A,B,C SA+B+C +SB ≤ SA+B = SB+C y SA+SC ≤ SA+B+SB+C .

Para un estado puro con una matriz de densidad ρ a temperatura cero,
la entroṕıa de grano fino o de von Neumann de un subsistema A es igual
a la entroṕıa de su complemento. Esto muestra manifiestamente que la
entroṕıa de entrelazamiento no es una cantidad extensiva. Esta igualdad
es violada a temperatura finita.

Más información sobre las anteriores puede ser encontrada en [33], [28], [30].

2.2.1. Entroṕıa de grano grueso

La segunda noción de entroṕıa a tratar es la entroṕıa de grano grueso (Scg).
Para explicarla en [34] se nos dice que tenemos una matriz de densidad ρ des-
cribiendo el sistema, pero no medimos todos los observables, solo medimos un
subconjunto de simple, o también llamado observables de grano grueso Ai. En-
tonces la entroṕıa de grano grueso está dada siguiendo el siguiente procedi-
miento. Consideramos todas las matrices de densidad posibles ρ̃ las cuales dan
el mismo resultado que nuestro sistema para los observables que estamos ras-
treando, Tr[ρ̃Ai] = Tr[ρAi]. Entonces calculamos la entroṕıa de von Neumann
S(ρ̃). Finalmente maximizamos esta sobre todas las posibles elecciones de ρ̃. Un
ejemplo de la anterior, es la entroṕıa ordinaria que usamos en termodinámica.
En ese caso el conjunto de observables se eligen comúnmente como la enerǵıa
o el volumen. La entroṕıa termodinámica se obtiene al maximizar la entroṕıa
de von Neumann a través de todos los estados con esa enerǵıa aproximada y
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volumen. Este tipo de entroṕıa obedece la segunda ley de la termodinámica, de
modo que tiende a incrementarse bajo la evolución unitaria.
La entroṕıa de grano fino, como llamamos a la entroṕıa de von Newmann
Sfg = SvN en la subsección anterior, no puede ser más grande que la entroṕıa
de grano grueso Sfg ≤ Scg.
Esto es una consecuencia de las definiciones, ya que siempre podemos considerar
a ρ como un candidato de ρ̃. Otra forma de ver lo anterior es que la entroṕıa
de grano grueso provee de una medida del número total de grados de libertad
disponibles para el sistema, esto es, que pone un ĺımite superior en cuanto más
el sistema puede estar entrelazado con algo más.

2.3. Paradoja de la información

Los resultados del caṕıtulo anterior nos mostraron que los agujeros negros
no son tan negros como parećıan y que, dada su existencia, la interacción de
estos objetos con el fondo, debe terminar en un tipo de radiación, conocida co-
mo radiación de Hawking. Esta emisión sugiere que los agujeros negros pueden
comportarse como cuerpos negros que irradian enerǵıa térmica, permitiéndonos
aplicar principios termodinámicos para describir su comportamiento. Esta apro-
ximación introduce conceptos como temperatura y entroṕıa a la descripción de
los agujeros negros.
La idea anterior es sumamente importante y en [29] se conoce como “Dogma
central”:
Visto desde afuera, un agujero negro puede ser descrito en términos de un siste-
ma cuántico con A/(4GN ) grados de libertad, el cual evoluciona unitariamente
bajo la evolución temporal [29, pp.13].

Los autores de [29] además del dogma, mencionan ciertos aspectos a consi-
derar; el primero es que dicho dogma se refiere al agujero negro visto desde el
exterior, no provee ninguna información acerca de lo que está pasando detrás del
horizonte de sucesos. Además, los grados de libertad indicados por la entroṕıa
no se manifiestan en la representación gravitatoria del agujero negro. La evo-
lución unitaria implica que tenemos un Hamiltoniano que genera la evolución
temporal. De nuevo este Hamiltoniano no es manifiesto en la descripción gravi-
tacional. El proceso de evaporación de los agujeros negros plantea una pregunta
fundamental respecto a la mecánica cuántica: ¿Qué sucede con la información
contenida en la materia que formó o ingreso en el agujero negro?
De acuerdo a nuestra experiencia cuántica, la información debe conservarse, pe-
ro la evaporación completa de un agujero negro sugiere justo lo contrario. Este
problema es el núcleo principal de lo que conocemos como paradoja de la infor-
mación de los agujeros negros.
Imaginamos que formamos un agujero negro a partir del colapso de materia en
un estado puro, dicha formación comienza un proceso de emisión de radiación
de Hawking. Esta radiación nos lleva a un aumento progresivo de la entroṕıa de
los campos cuánticos externos al agujero negro. La transformación del estado

Maestŕıa en F́ısica 34



U.A.M.-I Maestŕıa en F́ısica

inicial puro en un estado mixto se debe a la división del vaćıo original en dos
componentes: una que permanece dentro del horizonte y otra que se extiende
hacia el exterior. Esta división refleja, como en la teoŕıa cuántica de campos, que
el vaćıo es intŕınsecamente un estado entrelazado. Como un estado completo es
puro, pero los grados de libertad están entrelazados a distancias cortas. Pode-
mos concluir que el carácter térmico de la radiación de Hawking se origina en el
entrelazamiento de los grados de libertad a cortas distancias. Cualitativamente
podemos explicar este fenómeno, suponiendo que el vaćıo se encuentra compues-
to por pares de part́ıculas que constantemente se están creando y aniquilando.
En la presencia de un horizonte de eventos, uno de los miembros del par puede
escapar hacia el infinito, mientras que el otro queda atrapado dentro del agujero
negro. Podemos denominar a estas part́ıculas como cuánto saliente de Hawking
y cuanto interior de Hawking. Estos dos part́ıculas están entrelazadas entre śı,
formando un estado puro. Sin embargo, si nos concentramos únicamente en uno
de los miembros, digamos el cuánto saliente, descubriremos que se encuentra
en un estado mixto que aparenta ser un estado térmico a la temperatura de
Hawking 1.64.
El proceso de emisión de pares no viola el dogma central hasta el momento, en
las fases iniciales del proceso, si evaluamos la entroṕıa de grano fino de la radia-
ción emitida, notaŕıamos que es bastante parecida a una distribución térmica
debido a que esta radiación está entrelazada con el sistema cuántico del agujero
negro. Por esto, es lógico pensar en un incremento de la entroṕıa de la radiación
durante los primeros momentos de la evaporación (ver 2.1). Pero conforme el

S=0
t

S

Figura 2.1: Entroṕıa de Hawking (entroṕıa de la radiación exterior) antes y
durante un momento de la evaporación.

proceso continúa, el agujero negro disminuye su tamaño, de modo que en un mo-
mento la entroṕıa de la radiación excede la entroṕıa termodinámica del propio
agujero negro. Esto se debe a que ya no es posible que la entroṕıa de la radiación
permanezca entrelazada con el sistema cuántico que se encuentra caracterizando
al agujero negro, esto debido a que el número de grados de libertad del agujero
negro se define por su entroṕıa termodinámica, dicho de otro modo, el área de
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su horizonte. Si los grados de libertad del agujero negro junto con la radiación
configuran un estado puro, entonces la entroṕıa de grano fino del agujero negro
debeŕıa ser equivalente a la de la radiación, SAgujero Negro ≤ SH = Scg (ver2.2).
De ser válido el dogma central, uno esperaŕıa que la entroṕıa de la radiación

S=0
t

S

Figura 2.2: Entroṕıa de Hawking hasta el momento después de la saturación.

comenzara a disminuir a partir del punto de saturación. En espećıfico, nunca
debeŕıa superar la entroṕıa de Bekenstein-Hawking del agujero negro.
Cuando el agujero negro se evapora por completo ya no existen dos sistemas en
interacción (el agujero negro y la radiación), ahora solo existe uno, la entroṕıa
de la radiación. La entroṕıa entonces se satura en el ĺımite térmico y por lo tanto
no se tiene más entroṕıa “0”, como esperaŕıamos de una evolución unitaria al
final del proceso. El estado final no es puro a diferencia del inicial que śı lo fue.
Hemos aśı llegado a la paradoja de la información, dicha paradoja nos hace
preguntarnos si el proceso realmente necesita ser unitario y si lo es ¿Qué curva
debe de seguir la evolución temporal de la entroṕıa?
Soluciones a la presente paradoja han sido propuestas, o por lo menos bases
teóricas que permitan su solución. La primera de ellas es la propuesta [35], en
donde un agujero negro eventualmente desaparecerá completamente y el estado
resultante de la radiación será mixto, tal como un estado térmico. Dicho de otra
forma, la información será permanentemente extraviada en el agujero negro, y
no existirá matriz para llevar un estado puro inicial a un estado puro final. Esta
conclusión en su forma original viola la forma fuerte la invarianza CPT y es
por ello que para diversos autores no se encuentra sustentada sobre un terreno
firme2.
Otra opción en las soluciones a la paradoja es la de suponer que existe un re-
manente estable de “vida larga”que guarde la información perdida3.

2Aunque actualmente la idea de que la información desaparezca no es generalmente acep-
tada, no se tiene una idea completamente certera de en donde es que se encuentra la falla en
el análisis semiclásico seguido por S. Hawking.

3Existe un muy buen resumen sobre esta idea hasta el año de 1992 en [36], en ella se explica
un poco más sobre la forma en que estos remanentes podŕıan existir en la escala de Planck y
el por qué parece ser que esta idea no sigue el camino correcto para resolver la paradoja de la
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Figura 2.3: Entroṕıa de Hawking y entroṕıa BH acotando la curva de Page.

La última solución propuesta es la que resulta ser la “más productiva de per-
seguir”[37]. Podemos resumirla en que la mayoŕıa de la información sale con el
bulto de radiación. Esta propuesta da origen a la curva de Page [37], curva que
responde a nuestra pregunta sobre la forma correcta de una entroṕıa unitaria.
La curva de Page (figura 2.4) se construyó postulando que la unitariedad no
puede ser violada, de esta forma la entroṕıa de la radiación comienza en cero,
creciendo de forma lineal mientras más modos de Hawking salientes son creados.
Pero a medida que las part́ıculas de Hawking se entrelazan más con el agujero
negro, no quedan más grados de libertad en el agujero negro, esto sucede en lo
que se conoce ahora como tiempo de Page. La radiación de Hawking que se crea
después de este tiempo, se encontrará entrelazada con la radiación pasada, lo
que tenderá a disminuir la entroṕıa de grano fino. El proceso continuará hasta
que el agujero negro se haya evaporado y la entroṕıa haya regresado a cero,
como se esperaŕıa de la unitariedad, proceso que podemos ver en la figura 2.3.

En la figura 2.4, podemos observar de manera más limpia la curva de Page,
que dibujaron como valores extremales, la entroṕıa del agujero negro y la en-
troṕıa de la radiación de Hawking, esto es la entroṕıa de grano fino del proceso
completo.

Ahora, ¿Qué sucedeŕıa si olvidamos lo anterior y nos atrevemos a violar la
unitariedad? ¿Cuáles son las consecuencias de violar el principio de unitarie-
dad? Las consecuencias de esto son múltiples, pero podemos enunciarlas de la
siguiente forma

Sabemos que la unitariedad se reduce a demandar que el operador de
evolución entre dos tiempos sea unitario; esto se traduce en que el producto
interno de cualquiera dos estados en el espacio de Hilbert se conserve.

Al no conservarse el producto interno, tampoco lo hará su cuadrado, esto

información.
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Figura 2.4: Curva de Page

es que la norma no se conservará. La norma recordemos es la probabilidad
de encontrar el sistema en un estado determinado.

La suma de probabilidades será mayor que 1 aunque los estados iniciales
se encuentren normalizados, ya que la evolución en la teoŕıa no es unitaria.

De este modo vemos que la opción que parece más correcta, ciertamente es la
de una entroṕıa que siga la forma de la curva de Page (figura 2.4) y que gracias
a esto nos regrese la unitariedad cuántica necesaria para una correcta teoŕıa de
gravedad cuántica4.

2.4. Curva de Page

En la sección 1.3.3 vimos que la masa de un agujero negro disminuye como
dM
dt = a

M2 (1.91), podemos resolver esta ecuación diferencial para M(t) de la
siguiente forma:

M =M0(1−
t

tevp
)1/3, (2.22)

o bien

M =M0(1−
t

γM3
0

)1/3. (2.23)

La entroṕıa de grano grueso del agujero negro es entonces:

SBH =
A

4
= 4πM2 = 4πM2

0 (1−
t

γM3
0

)2/3. (2.24)

4Existe la posibilidad de tener probabilidades negativas, si suponemos que el proceso se
encuentra inconcluso. De esta forma cabe la posibilidad (que aqúı no estudiamos) de proponer
que el proceso del agujero negro es incompleto y nos hace falta tomar en cuenta “algo más”
y que esta sea la razón por la que de momento no es posible tener un proceso unitario en la
aproximación semiclásica de Hawking [38].
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Para la radiación saliente (radiación de Hawking), asumimos que la mayoŕıa de
esta radiación son fotones en los modos más bajos l, dado que la solución de
Schwarzschild tiene momento angular 0. La entroṕıa de la radiación está dada
entonces por

SHawking = 4πβM2
0 (1− (1− t

γM3
0

)2/3), (2.25)

en donde β ≡ dSHawking/dt
−dSBH/dt ≈ 1,484 [39]5.

Ahora, el espacio de Hilbert relacionado con los estados salientes puede ser
descrito por un sistema bipartido que se encontrará compuesto por el agujero
negro y la radiación de Hawking; esto es Hsaliente = HBH⊗HHawking [28, p.50].
Nos encontramos interesados en la entroṕıa de grano fino de la radiación como
función del tiempo, el sistema conjunto (radiación y agujero negro) al ser un
estado puro su entroṕıa de von Newmann será cero, esta entroṕıa es dibujada
por la curva de Page como hab́ıamos mencionado anteriormente.
La entroṕıa del agujero negro disminuye hasta su valor cero, y la entroṕıa de
la radiación crece constantemente con el tiempo, buscamos entonces el punto
temporal en donde ambas son iguales, el tiempo de Page. El tiempo de Page es
donde obtendremos el valor máximo de la entroṕıa para la radiación de grano
fino.
El cálculo resulta ser sencillo y basta con igualar las entroṕıas SBH y SHawking

y resolver para el tiempo

tpage = [1−
(

β

1 + β

)3/2

]γM0, (2.26)

a este tiempo la masa del agujero negro es:

M(tpage) =M0

(
β

1 + β

)1/2

. (2.27)

Y por lo tanto en este punto la entroṕıa de la radiación será

Sradiacion =

(
β

1 + β

)
4πM2

0 = 0,5975SBH . (2.28)

La entroṕıa de grano fino utilizando cada una de las entroṕıas anteriores, aśı
como la función de Heaviside θ(x) y el tiempo de Page puede ser escrita de
forma aproximada como sigue:

Sfg ≈ 4πβM2
0

[
1−

(
1− t

tevp

)2/3
]
θ(tpage−t)+4πM2

0

(
1− t

tevp

)2/3

θ(t−tpage).

(2.29)
Podemos ver la curva de Page para este agujero negro de Schwarzschild en la
figura (2.5) [39]. Entonces, al principio del proceso la entroṕıa de la radiación

5Para más información sobre el cálculo de β se puede revisar [40] y [41]
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Figura 2.5: Entroṕıa de la radiación de Hawking contra el tiempo para un agujero
negro inicialmente puro.

aumenta de forma lineal con respecto al tiempo, cuando se llega al tiempo de
Page, la entroṕıa toma un valor maximal y finalmente comienza a disminuir.
Recordemos que esta aproximación al tiempo de Page es sobre la métrica de
Schwarzschild y no toma en cuenta algunos conceptos más complejos como el
factor de cuerpo gris que mencionamos en el caṕıtulo pasado, dichos agregados
pueden darnos un tiempo de Page mucho más exacto y una curva correcta para
la evolución unitaria, sin embargo nuestra aproximación parece ser correcta para
explicar los conceptos presentados.
La curva de Page es una herramienta esencial en el estudio del problema de
la información en agujeros negros, pues nos describe el comportamiento de la
entroṕıa de la radiación a medida que transcurre el tiempo, de modo que la uni-
tariedad se cumple. Aśı, de acuerdo al dogma central, una teoŕıa gravitacional
que pueda reproducir una curva como la estudiada es una excelente candidata
para resolver la paradoja de la información. En los últimos años, se han logra-
do progresos notables en reproducir la curva de Page dentro del marco de la
correspondencia AdS/CFT y mediante el método de réplicas, en los siguientes
caṕıtulos nos enfrentaremos a la tarea de sentar algunas bases teóricas básicas
que nos sean de utilidad en la teoŕıa que será presentada más adelante.
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Caṕıtulo 3

Introducción a la
correspondencia AdS/CFT
y la entroṕıa de
entrelazamiento holográfico:
Conceptos básicos y
aplicaciones.

En este caṕıtulo, exploraremos la correspondencia holográfica AdS/CFT,
también conocida como dualidad gauge/gravedad, propuesta inicialmente por
Juan Maldacena en noviembre de 1997 [42]. Esta propuesta revolucionaria, que
se originó en el ámbito de la teoŕıa de cuerdas, ha transformado profundamente
varios campos de la f́ısica teórica. La correspondencia AdS/CFT postula una
relación dual entre una teoŕıa de campo conforme (CFT) en d dimensiones y
una teoŕıa de gravedad cuántica situada en un espacio-tiempo AdS en d + 1
dimensiones [43].
Espećıficamente, la dualidad fue propuesta en el contexto de la teoŕıa de Yang-
Mills N = 4, una teoŕıa gauge U(N) maximamente supersimétrica en 3+1 di-
mensiones. Según Maldacena, esta teoŕıa de Yang-Mills posee un dual holográfi-
co en la forma de teoŕıa de cuerdas tipo IIB en un espacio-tiempo asintótica-
mente AdS5 × S5 [43]. Este v́ınculo surgió del estudio de las branas D3 en el
ĺımite de baja enerǵıa de la teoŕıa de cuerdas, revelando una dualidad entre las
supercuerdas abiertas y cerradas. En este marco, las cuerdas abiertas que ter-
minan en una brana D generan una teoŕıa de campo gauge U(N), mientras que
las cuerdas cerradas describen una teoŕıa gravitacional no trivial en un espacio-
tiempo AdS5 × S5 cuando N es grande.

41



U.A.M.-I Maestŕıa en F́ısica

La teoŕıa de Yang-Mills tiene una constante de acoplamiento λ = Ng2, y cuan-
do N es lo suficientemente grande permite una descripción débilmente acoplada
de la gravedad. En contraste, la descripción gravitacional dual tiene un acopla-
miento débil g ∼ 1/N [43], facilitando estudios en un régimen donde la teoŕıa
gauge es fuertemente acoplada y no tratable mediante métodos perturbativos
convencionales.
Hasta la fecha, no existe una derivación matemática rigurosa y directa de la
correspondencia, pero el caso estudiado por Maldacena sigue siendo el más
comprendido y verificado, donde ha sido posible realizar cálculos exactos en
ambos lados de la correspondencia, especialmente en casos máximamente super-
simétricos donde se pueden utilizar herramientas de integrabilidad, la conjetura
ha demostrado ser válida. Sin embargo, ha habido cŕıticas relacionadas con sus
fundamentos en la teoŕıa de cuerdas; si la teoŕıa de cuerdas fuera incorrecta o
incompleta como teoŕıa cuántica de la gravedad, esto podŕıa sugerir que la base
teórica de la correspondencia no es sólida.
En este caṕıtulo, no se profundizará sobre la conjetura y su origen, sino que
sentaran las bases para entenderla (ideas generales)[44]; comenzaremos con el
estudio de las Teoŕıas Conformes de Campo (CFTs) y su relación con la corres-
pondencia AdS/CFT [45]. Exploraremos cómo las simetŕıas y las transformacio-
nes del grupo conforme, espećıficamente en dimensiones superiores a dos, juegan
un papel crucial en la formulación y las propiedades de las CFTs. Se discutirán
en detalle las transformaciones conformes, que incluyen traslaciones, rotaciones,
boosts de Lorentz, y dilataciones, aśı como transformaciones especiales con-
formes representadas por la ecuación 3.1, donde se destaca el grupo conforme
isomorfo a SO(2, d). Este caṕıtulo también abordará cómo los generadores de
estas transformaciones, incluidos los de traslaciones Pµ, las dilataciones D y las
traslaciones conformes especiales Kµ, interactúan entre śı según el álgebra con-
forme, facilitando un marco para entender las interacciones y las invariantes en
una CFT [46]. Además, se estudiarán las aplicaciones de estos conceptos al análi-
sis de la entroṕıa de entrelazamiento en CFTs y su relación dual con teoŕıas de
gravedad en espacios AdS, subrayando cómo estas herramientas teóricas propor-
cionan una comprensión profunda de la dualidad gauge/gravedad. Asimismo, se
investigarán las implicaciones de estas simetŕıas para las funciones de correlación
y las propiedades dinámicas de las teoŕıas, estableciendo un v́ınculo detallado
entre la estructura matemática de las CFTs y su interpretación f́ısica en con-
textos gravitacionales. Finalizaremos este caṕıtulo presentando la entroṕıa de
entrelazamiento holográfico [27][33] , aśı como algunos ejemplos de su uso, de
forma que veremos como es que de alguna forma surge la idea de una entroṕıa
de agujeros negros dentro de la correspondencia.

3.1. Teoŕıas conformes de campo (CFTs)

Una teoŕıa conforme de campo (CFT, por siglas en inglés) es un tipo es-
pecial de teoŕıa cuántica de campos que se caracteriza por ser invariante bajo
transformaciones conformes. Las transformaciones conformes son aquellas que

Maestŕıa en F́ısica 42



U.A.M.-I Maestŕıa en F́ısica

preservan los ángulos, pero no necesariamente las distancias. Dicho de otro modo
podemos definirlas como aquellas que son invariantes ante el grupo de Poincaré
(traslaciones, rotaciones y boosts de Lorentz), reescalamientos de coordenadas
x′µ = λxµ y transformaciones especiales de coordenadas

x′mu =
xµ + aµx2

1 + 2xνaν + a2x2
, (3.1)

si la teoŕıa vive en d > 2 dimensiones [47, pp.102] [28] [45].
El grupo que conforman la unión de las invarianzas anteriores se conoce como
el grupo conforme, el cual es isomorfo a SO(2, d)1.
Los generadores de estas transformaciones sonMµν para las transformaciones de
Lorentz (Mµνf = i(xµ∂ν − xν∂µ)f), Pµ para las traslaciones (Pµf(x) = i∂µf),
D para las transformaciones de escala (este operador actúa en una función
de la siguiente forma Df(x) = ixµ∂µf) y Kµ para las traslaciones conformes
especiales (3.1) (de nuevo este operador actúa sobre una función de la siguiente
forma Kµf(x) = i(x2∂µ − 2xµx

ν∂ν − 2xµ∆)f(x))

[Pµ, Pν ] = [Kµ,Kν ] = [Mµν , D] = 0,

[Mµν , Pα] = −i(ηαµPν − ηανPµ),

[Mµν ,Mρσ] = −iηµρMνσ ± permutaciones,

[D,Pµ] = −iPµ,

[D,Kµ] = iKµ,

[Mµν ,Kρ] = −i(ηρµKν − ηρνKµ),

[Pµ,Kν ] = 2i(Mµν − ηµνD),

(3.2)

en donde las tres primeras relaciones manifiestan el álgebra de Lie del grupo
de Poincaré, mientras que el resto proveen el álgebra conforme completa. Esta
álgebra es isomorfa al álgebra de SO(d, 2) como hab́ıamos mencionado, y puede
ser puesta en la forma estándar de este grupo definiendo los generadores Jab con
ı́ndices antisimétricos (a, b = 0, 1 . . . , d+ 1)

Jµν =Mµν ,

Jµd =
1

2
(Kµ − Pµ),

Jµ(d+1)=D.

(3.3)

Entonces podemos escribir Jab como una matriz antisimétrica de la siguiente
forma

Jab

 Jµν Jµd Jµ(d+1)

−Jµd 0 D
−Jµ(d+1) −D 0

 . (3.4)

1El grupo SO(2, d) es el grupo especial ortogonal de Lie, dicho grupo se encuentra formado
por todas las transformaciones lineales que preservan la forma cuadrática de una métrica
con signaturas (2, d), en donde 2 representa dos direcciones temporales y d representa las
direcciones espaciales.
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Definiendo la matriz Gab = diag(−1,−1, 1, 1, 1) entonces el conmutador

[Jab, Jcd] = i(GbcJad −GacJbd −GbdJac +GadJbc), (3.5)

del mismo modo que tuvimos anteriormente para ηµν en el conmutador de
[Mµν ,Mρσ] reproduciendo el álgebra SO(1, d) [45, pp.31].
Consideramos ahora la transformación de un campo ϕ bajo a representación
de Poincaré y la transformación de dilatación [45]. Dado que consideramos un
campo escalar el cual es una función bajo la acción del grupo de Poincaré
x → x′ = Λx + a donde Λ ∈ SO(1, d − 1), se transforma ϕ(x) → ϕ′(x′).
Sin embargo, si incluimos la transformación de escala x → λx el campo se
transforma también hasta una escala

ϕ(x) → ϕ′(x′) = λ−∆ϕ(λx), (3.6)

aqúı ∆ se llama dimensión de escala del campo. Entonces el dilatón actúa sobre
el campo como

[D,ϕ(x)] = i(∆ + xµ∂µ)ϕ(x), (3.7)

y también la acción de Kµ es

[Kµ, ϕ(x)] = i(x2∂µ − 2xµxnu∂ν − 2xµ∆)ϕ(x). (3.8)

Los generadores Pµ y Kµ pueden ser vistos como operadores de creación y
aniquilación sobreD correspondientemente con el valor propio−i∆ al considerar

[D,ϕ(0)] = −i∆ϕ(0), (3.9)

y entonces construir representaciones del grupo conforme considerando campos,
eigenfunciones de D con el eigenvalor −i∆ bajo D [45, pp.32]. Estamos intere-
sados en representaciones las cuales están limitadas desde abajo, algo que se
encuentra garantizado por el hecho de que

[Kµ, ϕ(0)] = 0. (3.10)

Aqúı ϕ(0) es el operador de campo en el origen del espacio de Minkowski y tiene
dimensión conforme ∆. Los generadores Pµ y Kµ actuando en ϕ(0) aumentan
o bajan la dimensión de la escala en una unidad

DPµϕ(0) = [D,Pµ] + PµDϕ(0) = −i(∆ + 1)Pµϕ(0),

DKµϕ(0) = [D,Kµ] +KµDϕ(0) = −i(∆− 1)Pµϕ(0).
(3.11)

Por lo tanto el operador de campo ϕ(0) tiene la menor dimensión de escala y
es llamado campo primario [28, pp.71][45]. De forma general, en CFT cualquier
operador O el cual se transfroma bajo transformaciones dilatónicas como O →
λ−∆O es llamado “operador primario” de dimensión conforme ∆. En una teoŕıa
de campo unitaria conforme ∆ es real y positivo, y si O es un operador escalar,
este obedece ∆ ≥ d−2

2 . Las derivadas ∂nO de un operador primario son llamadas
“descendientes”; tienen una dimensión conforme ∆ + n, de manera que bajo
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transformaciones de escala se transforman como λ−∆−n. Otra caracteŕıstica
interesante de los operadores primarios en CFT, es que en cualquier punto del
espacio-tiempo x hay una biyección natural con una base completa del espacio
de Hilbert de la teoŕıa; esto si tomamos la cuantización en un cilindro R× Sd−1

lo cual es equivalente conforme a R euclidiano [28].
Con el uso de operadores escalares primarios estamos en posición de construir
“funciones de correlación”2 las cuales tienen que estar limitadas por la invarianza
conforme y siguen la siguiente propiedad

⟨0|ϕi(x1)ϕ(x2) . . . |0⟩ → λ∆1+∆2+... ⟨0|ϕi(x1)ϕ(x2) . . . |0⟩ . (3.12)

Entonces la función de 2-puntos ⟨ϕi(x)ϕj(y)⟩ ∼ f((x − y)2) y espećıficamente
resulta ser

⟨ϕi(x)ϕj(y)⟩ =
cij

(x− y)2∆
, (3.13)

para campos con la misma dimensión conforme, mientras que si tienen diferen-
te, la función de correlación se anula. Esto nos dice que cij = δij . Debe notarse
que el vaćıo relacionado con esas funciones de correlación es un estado conforme
invariante lo que significa D |0⟩ = 0[45, pp-33].
En una CFT, el tensor de enerǵıa momento Tµν ha sido derivado como una
corriente de Noether3 generada por la invarianza traslacional. Este tensor no
solo se conserva ante variaciones, cumpliendo que ∂µTµν = 0, sino que también
carece de traza, Tµ

µ = 0, una consecuencia de la invarianza bajo dilataciones y
transformaciones conformes. Esta caracteŕıstica de no tener traza es muy im-
portante, pues indica que la teoŕıa carece de una escala de enerǵıa inherente,
destacando la invarianza de escala t́ıpica de las CFTs.
Además, el tensor de enerǵıa-momento en una CFT es simétrico y tiene asig-
nada una dimensión conforme ∆ = d, donde d representa la dimensión espacial
en la que se desarrolla la teoŕıa. Esto tiene un impacto directo sobre cómo las
dilataciones afectan al tensor, influenciando significativamente las propiedades
dinámicas y termodinámicas de la teoŕıa. La función de correlación de dos puntos
del tensor de enerǵıa-momento, ⟨Tµν(x)Tρσ(y)⟩, adopta una forma determinada
por la simetŕıa conforme, generalmente expresándose como una función que de-
pende de la distancia entre los puntos y elevada a una potencia dictada por las
dimensiones de los operadores y del espacio ∼ C

(x−y)2d
.

La constante de proporcionalidad en esta función de correlación, C, es la carga
central efectiva. Esta carga mide el número de grados de libertad o la “comple-
jidad”de la CFT. En teoŕıas bidimensionales, la carga central se manifiesta en el

2Las funciones de correlación, también conocidas como funciones de Green o funciones
de correlación de n-puntos, miden la dependencia o correlación entre valores de campos en
diferentes puntos del espacio-tiempo. Dicho de otro modo son interpretadas f́ısicamente como
la amplitud para la propagación de una part́ıcula o excitación entre dos puntos [48, pp.82] .

3El teorema de Noether es un resultado fundamental que relaciona las simetrias continuas
de un sistema f́ısico con cantidades conservadas. En términos generales para cada simetŕıa
continua de la acción de un sistema f́ısico, existe una cantidad correspondiente que se conserva.
En el caso de las teoŕıas de campos, estas cantidades conservadas se expresan a través de
corrientes de Noether [48].
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término de la anomaĺıa de traza del tensor de enerǵıa-momento y es crucial en el
desarrollo del álgebra de Virasoro, una extensión centralizada del álgebra de las
transformaciones conformes planas. La carga central afecta tanto la amplitud
de las funciones de correlación como las propiedades cuánticas y estad́ısticas de
la teoŕıa, incluyendo la estructura de las fases y las transiciones de fase.
Esta noción de carga central adquiere una importancia particular en el contexto
de la dualidad AdS/CFT, en donde sirve como un v́ınculo cuantitativo entre el
número de grados de libertad en una CFT en el ĺımite de un espacio Anti-de
Sitter (AdS) y la gravedad en el volumen de AdS. Aśı, la carga central emerge
como un indicador esencial del acoplamiento gravitatorio en AdS, jugando un
rol crucial en la correspondencia entre teoŕıas gravitacionales y teoŕıas cuánticas
de campos, facilitando una comprensión más profunda de ambas descripciones
de la f́ısica fundamental.

3.2. Espacio de Anti de Sitter (AdS)

El espacio de Anti de Sitter es la otra parte de la correspondencia que nece-
sitamos tratar antes de presentarla de forma un poco más formal. Dicho espacio
es una solución de vaćıo a las ecuaciones de Einstein que es maximalmente
simétrica. Esto significa que ninguna dirección del espacio-tiempo se encuentra
favorecida, y que cada posición individual a cualquier tiempo nos da la mis-
ma métrica. Estas dos condiciones las llamamos isotroṕıa y homogeneidad del
espacio. Dados los requerimientos, el espacio-tiempo debe tener una curvatura
escalar constante, los candidatos son: espacios AdS que tienen curvatura nega-
tiva, espacio de de Sitter con curvatura positiva y por supuesto el espacio de
Minkowski con curvatura cero. El tensor de Riemann para un espacio de (d+1)
dimensiones es

Rµναβ =
R

d(d+ 1)
(gµαgνβ − gµβgνα), (3.14)

en donde R es el escalar de Ricci [49]. El resolver las ecuaciones de Einstein con
constante cosmológica Λ (a diferencia de como lo hab́ıamos visto anteriormente)
nos da

R =
2(d+ 1)

d− 1
8πGNΛ, (3.15)

válida para d > 1. Por lo tanto, el espacio-tiempo de Anti de Sitter describe
un universo con una constante cosmológica negativa. Esto es lo opuesto de
lo que pensamos de nuestro universo, el cual tendŕıa que tener una constante
cosmológica que impulsa acelerantemente la expansión del universo según las
observaciones de Hubble y otros investigadores [6] [50] [51]. El espacio de AdS en
cambio, hace el espacio contraerse y dos objetos masivos serán siempre atráıdos
uno al otro sin importar la velocidad a la que se alejen uno del otro.
Para poder apreciar las simetŕıas que existen en el espacio de (d+1) dimensiones
de anti de Sitter, lo insertamos en R(2,d), esto es un espacio-tiempo plano de
d dimensiones espaciales y dos dimensiones tipo tiempo. El espacio AdS es
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entonces la hipersuperficie:

−T 2
0 − T 2

1 +

d∑
n=1

X2
n = −R2. (3.16)

En esta última R es la escala de longitud caracteŕıstica del espacio-tiempo [49].
La métrica de AdS es entonces la métrica inducida en la hipersuperficie. El
espacio de de Sitter puede ser definido de manera similar con el lado derecho de
la ecuación anterior positiva. Lo primero que notamos es que la simetŕıa de este
espacio es SO(2, d), lo que nos permite, por ejemplo, rotar las d dimensiones
espaciales, y las dos dimensiones temporales de forma separada. Ahora vamos a
explorar esta superficie más de cerca, permitiendo solo una dimensión espacial,
al hacer todas las dimensiones espaciales iguales a cero a excepción de X1 = X
obtenemos

T 2
0 + T 2

1 −X2 = R2, (3.17)

la cual puede ser reparametrizada a coordenadas tipo Rindler, T0 = R cosh(ρ) cos(τ),
T1 = R cosh(ρ) sin(τ) y X = R sinh(ρ). Esto nos da la siguiente métrica:

ds2 = −dT 2
0 − dT 2

1 + dX2 = R2(− cosh(ρ)
2
dτ2 + dρ2). (3.18)

Notamos que las dos nuevas coordenadas τ y ρ son adimensionales. La repre-
sentación que se tiene en la ecuación (3.16) nos permite tener curvas temporales
cerradas (Xn = 0) lo que es generalmente algo que uno trata de evitar en re-
latividad dado que puede hacer que la causalidad se rompa. Muchos autores,
por lo tanto, definen el espacio-tiempo AdS como la cubierta universal de la
hipersuperficie anterior, desenrollando el ćırculo S1 (con Xn = 0) y permitiendo
que τ esté en el intervalo [−∞,∞], sin identificar a dos τ diferentes [49].
En ρ = 0 la métrica luce plana (con un factor conforme R2), para tener una
idea de la métrica, imaginamos que un observador centrado en ρ = 0 avienta
una part́ıcula en la posición positiva de x. La métrica anterior admite un vec-
tor temporal de Killing k = ∂τ el cual corresponde a la cantidad conservada,
Q = dτ

dλ cosh(ρ)
2
, donde λ es un parámetro af́ın el cual usaremos como el tiempo

propio para una part́ıcula masiva. Esta ecuación puede ser interpretada como
la conservación de la enerǵıa. La geodésica que sigue el camino de la part́ıcula
es

1 = R2 cosh(ρ)
2

(
dτ

dλ

)2

−R2

(
dρ

dλ
,

)2

(3.19)

que con la conservación de la enerǵıa nos lleva a

dρ(λ)

dλ
= ± 1

R

√
R2Q2

cosh(ρ)
2 − 1. (3.20)

La part́ıcula tiene una velocidad inicial positiva ρ′(0) > 1, la cual determina la
enerǵıa Q. Pero vemos que un observador posicionado en ρ = 0 observará a la

part́ıcula detenerse en R2Q2

cosh2(ρ)
= 1; en este punto, la part́ıcula empezará moverse
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de regreso al observador. Cuando eventualmente alcance al observador tendrá
la misma velocidad inicial, pero dirección contraria, lo cual crea un movimiento
oscilatorio, apoyando el hecho de que la constante cosmológica es negativa en
Anti de Sitter. Puede mostrarse generalmente que la constante cosmológica es
[28]

Λ = − (d+ 1)d

16πGNR2
. (3.21)

Este ejemplo muestra la importancia de la simetŕıa en el espacio AdS, la cual
no solamente es espacial, sino también temporal.
Si en cambio consideramos ahora una part́ıcula sin masa, y la lanzamos des-
de ρ = 0, vemos que ese objeto alcanza infinito en un tiempo finito para el
observador

τ =

∫ ∞

0

dτ

dρ
dρ =

∫ ∞

0

dρ

cosh(ρ)
= π/2. (3.22)

Lo que sucede en infinito depende de la condición de frontera impuesta ah́ı. Una
condición de frontera absorbente significaŕıa que la enerǵıa puede dejar nuestro
sistema, entonces para evitar esto, reflejamos las part́ıculas sin masa de nuevo
hacia dentro del espacio.
Con lo anterior podemos entender que en el caso de una agujero negro en el
espacio-tiempo asintótico AdS, tendremos un sistema en equilibrio térmico, es-
to si el agujero negro es lo suficientemente grande, con una cierta cantidad de
enerǵıa como radiación de Hawking y el resto siendo la masa del agujero negro
mismo, lo anterior no seŕıa posible de tener dicho objeto en espacio asintótica-
mente plano. Más adelante en la sección 6.1.3 volveremos a recuperar este tema,
con una finalidad un tanto distinta.
Podemos generalizar la métrica 3.18 a d dimensiones espaciales de la siguiente
forma

ds2 = R2(− cosh(ρ)
2
dτ2 + dρ2 + sinh(ρ)

2
dΩ2

d−1), (3.23)

en donde dΩ es el ángulo sólido de una esfera unitaria de (d − 1) dimensiones.
Estas coordenadas son llamadas coordenadas globales, pero existe otro conjunto
de coordenadas, que es realmente útil cuando se estudian agujeros negros, dicho
conjunto puede ser obtenido escribiendo r = R sinh(ρ) y t = Rτ

ds2 = −f(r)dt2 + f(r)−1dr2 + r2dΩ2
d−1, (3.24)

donde f(r) = 1 + r2/R2. Esta métrica es más fácil de entender intuitivamente
dado que en el ĺımite R → ∞ tenemos el espacio plano de Minkowski con
coordenadas esféricas [45] [49].
Esta métrica también nos da la relación entre el radio R del espacio AdS y el
tiempo que le toma a una part́ıcula sin masa alcanzar infinito (r → ∞)

t =
π

2
R. (3.25)

Podemos entonces pensar el espacio de Anti de Sitter como una caja con una
longitud del orden R para part́ıculas sin masa, mientras que para part́ıculas con
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U.A.M.-I Maestŕıa en F́ısica

masa la caja es infinita.
Un sistema coordenado muy útil es aquel que usa el parche de Poincaré, dicha
métrica se puede obtener con la siguiente transformación

T0 =
z

2

(
1 +

1

z2
(R2 + (xi)2 − t2)

)
T1 =

Rt

z

Xi =
R

z
xi

Xd =
z

2

(
1− 1

z2
(R2 − (xi)2 + t2)

)
,

(3.26)

donde i ∈ 1, . . . , d− 1. Esto nos lleva a

ds2 =
R2

z2
(
−dt2 + (dxi)2 + dz2

)
. (3.27)

La métrica en su forma anterior se encuentra en su forma conformalmente in-
variante, de ah́ı su utilidad. La transformación (t, xi, x) → λ(t, xi, z) deja la
métrica invariante. Es importante notar que el parche de Poincaré no cubre la
variedad completa, a diferencia de las coordenadas globales. Esta métrica tiene
una frontera conforme en infinito z → 0, lo que significa que podemos remover el
prefactor de la ecuación anterior, o más formalmente hacer una transformación
conforme

gµν → g′µν = Ω2gµν (3.28)

En esta última, (µ, ν) corren en las direcciones ortogonales, dejando dz = 0
en la métrica en (3.27), y Ω = z/R, lo cual muestra que la frontera conforme
tiene una métrica de Minkowski plana [49]. En las coordenadas globales, es
fácil revisar que la frontera conforme tiene la topoloǵıa R×Sd−1. Esto muestra
que las coordenadas son de mucha ayuda en el marco de AdS/CFT; podemos
regularizar la métrica y obtener cantidades bien definidas en la frontera de AdS
donde la CFT vive, aunque este infinitamente lejos.

3.3. Diccionario Holográfico

Con las secciones pasadas nos encontramos en posición de establecer la co-
rrespondencia AdS/CFT. La versión moderna (como se menciona en [28] quien
lo recupera de [52]) de la correspondencia nos dice que una CFTd viviendo en
R×Sd−1 es dual a una teoŕıa cuántica gravitatoria que vive en un espacio-tiempo
asintóticamente AdSd+1 ×M , donde M es una variedad compacta no trivial.
La CFT vive en la frontera conforme del espacio-tiempo asintótico AdS. Por
ahora no se cuenta con una teoŕıa cuántica gravitacional asintótica al espacio
AdS precisa, pero podemos usar una cierta CFT que es conocida y bien definida
para obtener algunas conclusiones acerca de la teoŕıa gravitacional de bulto con
un ĺımite semiclásico en AdS.

Maestŕıa en F́ısica 49



U.A.M.-I Maestŕıa en F́ısica

Para nuestros fines, es necesario extraer ciertas conclusiones sobre como las can-
tidades observables en una teoŕıa se traducen en su dual holográfico. Para reali-
zar lo anterior, necesitamos un mapa que es llamado “diccionario holográfico”,
dicho mapa es una lista de las expresiones en CFT de las cantidades interesan-
tes en el bulto, el mapeo es entonces entre ambos lados de la correspondencia.
Además, debemos considerar que a falta de una teoŕıa cuántica gravitacional
consistente es necesario determinar cuando una CFT es de hecho dual a la gra-
vedad semiclásica. Resulta que como en art́ıculo original [42], si el número de
grados de libertad en la CFT (N) es lo suficientemente grande, entonces la teoŕıa
gravitacional está débilmente acoplada y tiene un ĺımite a la gravedad clásica.
La dualidad establece que los espacios de Hilbert de dos teoŕıas duales son
idénticos, lo que significa que existe un mapeo entre estados de la CFT y de
la teoŕıa gravitacional en el bulto y también que el Hamiltoniano H que deter-
mina la evolución temporal es idéntico para las dos teoŕıas duales, más aún los
generadores de simetŕıas de la CFT (SO(2, d)) tienen generadores de bulto de
simetŕıa en el espacio AdS.
La correspondencia dice que cada campo escalar del bulto ϕ = ϕ(τ, z,Ω) en
AdS está relacionado con un operador primario O de la CFT en la frontera de
AdS. Entonces podemos determinar las condiciones de frontera de la frontera
conforme de la CFT estudiando un campo local de bulto en AdS cercano a la
frontera. Resulta que el campo de bulto puede ser expresado en términos de una
suma de campos libres. Si tomamos el funcional generador para las dos teoŕıas,
esto es, la CFT y la teoŕıa en AdS que es gravedad con un algún campo de
materia ϕ en el bulto, y condiciones de frontera fijas, la dualidad nos indica que

ZCFT [J ] = ZAdS [J ], (3.29)

donde J es la fuente usual en términos del funcional generados de la CFT,
pero en términos del dual AdS, J es un poco más sutil. Tiene que ver con la
configuración de un campo de bulto en la frontera de AdS. Espećıficamente,
un campo de bulto corresponde a un operador primario dual y tiene que tener
condiciones de frontera apropiadas en el ĺımite AdS de tal manera que el capo
disminuya hasta la función J en la frontera. En otras palabras en el contexto de
AdS, J = ϕ0. Se demanda que la frontera conforme cumpla ciertas condiciones
de frontera porque una geodésica nula puede alcanzar infinito en un tiempo finito
(como vimos) y también los modos masivos se acercan a esta en un tiempo finito,
entonces estamos interesados en observar el comportamiento del campo bulto
cerca de la frontera.

3.4. Entroṕıa de entrelazamiento holográfico

En las secciones anteriores, hemos establecido cómo la dualidad AdS/CFT
nos permite explorar y comprender profundamente las propiedades de las teoŕıas
de campos y la gravedad. Ahora, nos enfocamos espećıficamente en la aplica-
ción de este marco para calcular entroṕıas de grano fino en sistemas cuánticos
complejos. Consideremos un sistema cuántico A que ocupa una sub-variedad
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espacial en una rebanada espacial Σ del espacio AdS, con la frontera denotada
por ∂A.
Dentro del marco de las teoŕıas de campo escalar libre en d dimensiones, encon-
tramos que la entroṕıa de entrelazamiento es siempre divergente. Sin embargo,
esta divergencia puede ser regularizada introduciendo un corte ultravioleta ϵ,
resultando en un término principal divergente que depende de la geometŕıa del
subsistema:

SA = ĺım
ϵ→0

γ Área(∂A)

ϵd−1
+ . . . (3.30)

Aqúı, el coeficiente γ depende del sistema cuántico subyacente pero no de la
forma espećıfica de A. Esta expresión no solo refleja la naturaleza de las di-
vergencias encontradas en la teoŕıa de campos, sino que también guarda una
notable similitud con la entroṕıa de un agujero negro, lo que nos recuerda nues-
tro tema central. La correspondencia se presenta como un marco conceptual
que nos permitiŕıa bajo el contexto del dogma central obtener una entroṕıa de
entrelazamiento que evolucione de forma unitaria para la radiación.
Antes de llegar a este fin, debemos continuar con el camino de revisiones y herra-
mientas teóricas, el siguiente paso es el de presentar la fórmula de Shinsei Ryu
y Tadashi Takayanagi [27] [33]. Ellos dan una interpretación gravitacional de
la entroṕıa de entrelazamiento presentando una propuesta dentro de la corres-
pondencia AdS/CFT. La propuesta nos dice que la entroṕıa de entrelazamiento
SA de un subsistema A en una CFT d-dimensional sobre R× Sd−1 con frontera
∂A ∈ Sd−1 es

SA =
Area(γA)

4Gd+1
N

, (3.31)

en donde γA es la superficie estática de d − 1-dimensiones la cual tiene una
frontera d − 2-dimensional ∂γA = ∂A y Gd+1

N es la constante de Newton de la
teoŕıa gravitacional en AdSd+1. Esta expresión se conoce como la fórmula de
Ryu-Takayanagi (RT) y vemos que mantiene una forma similar a la entroṕıa de
Bekenstein.

3.4.1. Derivación heuŕıstica de la fórmula RT

Para poder probar la fórmula RT es necesario que antes definamos un nuevo
objeto llamado entroṕıa de Rényi, la cual se encuentra definida en términos de
los momentos de ρA

S
(q)
A =

1

1− q
log[trA(ρ

q
A)], (3.32)

en donde q ∈ Z, pero a veces es conveniente continuar la definición anaĺıtica a
q ∈ R+. Esto último es especialmente útil cuando usamos el “truco”de réplicas
para calcular la entroṕıa de entrelazamiento, dicho truco será introducido del
lado de la mecánica estad́ıstica en un caṕıtulo posterior dada su importancia
en este trabajo sin embargo podemos resumirlo de una manera burda en la
siguiente igualdad

SA = ĺım
q→1

S
(q)
A . (3.33)
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Debemos calcular la entroṕıa de la QFT y por lo tanto seria útil construir una
integral de camino que calcule ρA. Después debemos de calcular las entroṕıas
de Renyi tomando una integrarla funcional sobre una “geometŕıa de cubierta
ramificada” de la siguiente forma:

Definimos ρA en una rebanada de tiempo constante Σ cuando no hay una
evolución temporal trivial. Separamos los campos en dos conjuntos ϕ(x) =
{ϕA(x), ϕAc(x)}. Aqúı notamos que la matriz de densidad reducida actúa co-
mo operador en HA. Los elementos de la matriz ρA pueden ser definidos por
su acción sobre campos soportados por A. Para ver lo anterior, regulamos la
integral de camino mediante la imposición de condiciones de frontera para los
campos en A

ϕA|t=0− = ϕ− ϕA|t=0+ = ϕ+. (3.34)

Esto es equivalente a abrir la integral de trayectoria en el dominio restringido
del espacio A al tiempo t = 0±, y proyectar el resultado sobre valores definidos
de ϕ±.
Escribimos entonces la matriz reducida ρA usando la integral de trayectoria

(ρA)± =

∫
[Dϕ]e−SQFT [ϕ]δE(ϕ∓A), (3.35)

δe(ϕ∓A) ≡ δ(ϕA(t = 0−)− ϕ−)δ(ϕA(t = 0+)− ϕ+). (3.36)

La multiplicación de las matrices reducidas (ρA)
q se logra integrando sobre las

condiciones de frontera para la componente positiva en la matriz de densidad
k-ésima con la componente negativa de la (k + 1) matriz de densidad

(ρA)
q
± =

∫ q−1∏
j=1

dϕ
(j)
+ δ(ϕ

(j)
+ − ϕ

(j+1)
− )

×

[∫ q∏
k=1

[Dϕ(k)]
(
e−

∑q
k=1 SQFT [ϕk]

)
δE(ϕ

(k)
±A)

]
.

(3.37)

La integral exterior realiza la identificación deseada de los elementos de la ma-
triz de densidad reducida y la integral interior simplemente replica la integral
de trayectoria, la cual calcula los elementos de matriz individuales. Debemos
ver cada copia de ρA como si fuera calculada en una copia del espacio-tiempo
de fondo B en la frontera CFT. Ahora podemos calcular la integral de trayec-
toria integrando sobre todos los campos que viven sobre el fondo Bq, el cual es
construido tomando q-copias de estas variedades B y haciendo identificaciones
a través de ellas. Definimos lo anterior de la siguiente forma:

Zq[A] = trA(ρ
q
A) ≡ Z[B]. (3.38)

Aśı podemos escribir (3.32) de la siguiente forma [53]

S
(q)
A =

1

1− q
log

(
Zq[A]

Z1[A]q

)
=

1

1− q
log

(
Z[Bq]

Z[B]q

)
. (3.39)
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Ahora se tienen integrales funcionales que calculan los elementos de matriz de
potencias enteras arbitrarias de la matriz de densidad [54, pp.7-22].
Del lado de la CFT, la entroṕıa de entrelazamiento puede ser encontrada si
calculamos la función de partición en el espacio de n-hojas (d+ 1)-dimensional
v́ıa la fórmula (3.39). Este espacio Bq está caracterizado por la presencia de
un déficit angular δ = 2π(1 − q) en la superficie δA. Entonces, necesitamos
encontrar una geometŕıa de fondo de (d+2) dimensiones Sq en el espacio dual
AdS resolviendo la ecuación de Einstein con constante cosmológica negativa tal
que la métrica se aproxime a Bq en la frontera z → 0.
Para resolver lo anterior asumimos que la geometŕıa de fondo Sq está dada por
una q-hoja AdSd+2 la cual está definida por el déficit angular δ localizado en
una superficie de codimensión dos γA. Aśı el escalar de Ricci tiene la forma de
una función delta

R = 4π(1− q)δ(γA) +R(0), (3.40)

donde δ(γA) es una función delta localizada en γA y R(0) es el escalar de Ricci
de AdSd+2 puro.
Sustituimos (3.40) en la acción de Hilbert para (d+1) diemsiones [55]

log
(
Z

(q)
AdS

)
= − 1

16πGd+1
N

∫
dd+1x

√
−g(R+ Λ) + . . .

= − 1

16πG
(d+2)
N

∫
M
dx(d+2)√g(R+ Λ) + ...

= −4π(1− q)Área(γA)

16πG
(d+2)
N

− 1

16πGd+2
N

∫
M
dxd+2√g(R(0) + Λ).

(3.41)

Basados en el diccionario holográfico

ZCFT = ZAdSgravitacional

tenemos

log(Z[Bq]) = log
(
Z

(q)
AdS

)
=

(1− q)Área(γA)

4G
(d+2)
N

+ (q − términos independientes).

(3.42)
Finalmente llegamos al resultado (3.31) utilizando la entroṕıa de Renyi (3.39)

S
(q)
A =

Area(γA)

4G
(d+2)
N

. (3.43)

3.4.2. Ejemplos de cálculo de la entroṕıa de entrelaza-
miento

Continuando con nuestra exploración de la fórmula de Ryu-Takayanagi, es
de mucha utilidad considerar ejemplos espećıficos donde la holograf́ıa se emplea
para calcular superficies de RT. Esos ejemplos los hemos extráıdo de los art́ıcu-
los de Ryu y Takayanagi [27] [33], e ilustran aplicaciones claras de la técnica
presentada.
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Cálculo de la entroṕıa en una CFT2 sobre R1,1

Existen dos formas de atacar el cálculo de la entroṕıa para una CFT2 libre,
nuestro primer ejemplo, uno mediante cálculos directos sobre la teoŕıa conforme,
utilizando la entroṕıa de Renyi y otro método es el de usar la fórmula Ryu y
Takayanagi, confiando en el correcto funcionamiento del diccionario holográfico,
como antes mencionamos, hacer esto de ambas formas nos permitirá comparar
resultados y procedimientos, de modo que podamos estar más seguros de la apli-
cabilidad de la fórmula RT aśı como entender un poco más conceptos que surgen
en su cálculo. Comenzamos con el cálculo directo en la CFT. Consideremos el
caso con estados estáticos para CFT2 en R1,1. Mapeamos la geometŕıa de fondo
al plano complejo aprovechando la no dependencia temporal

C = R2

Se toma el estado |0⟩ de la CFT en C, y escogiendo un instante de tiempo t = 0
establecemos A = {x|x ∈ (−a, a)}.
Como primer paso debemos calcular la función de partición Z[Bq]. Dado que Bq

es una superficie con genus-0 podemos mapearle conformalmente de nuevo al
plano complejo. Se comienza con campos ϕ(x, t) los cuales viven en las q copias
(k = 1, 2, ..., q). Las condiciones de “pegado” para Bq pueden ser mapeadas a
condiciones de frontera para los campos

ϕk(x, 0
+) = ϕk+1(x, 0

−), x ∈ A. (3.44)

Las condiciones de frontera anteriores se pueden implementar si pasamos de la
base de q campos independientes a un campo compuesto ϕ(x, t) que vive en B y
obedece condiciones de frontera de giro (twist). El mapeo que uno busca, debe
implementar los giros por la simetŕıa ćıclica de réplica Zq.
Uno introduce un conjunto de campos de twist los cuales implementan las con-
diciones de frontera “giradas”. Para el caso revisado los giros son por ráıces
q-ésimas de la unidad, y la propiedad principal que necesitamos para el opera-
dor de twist τq es que introduzca un corte de rama del orden q para los campos
en su punto de inserción. La dimensión de escala del operador de giro está dada
por:

hq = h̄q =
c

24
(q − 1

q
), (3.45)

donde c es la carga central [54, p.28]. Podemos escribir entonces Z[Bq] de la
siguiente forma

Z[Bq] =

q−1∏
k=0

⟨τq(−a, 0)τq(a, 0)⟩B . (3.46)

Tratando a los campos de twist como primarios conformes con dimensión de
escala dada por (3.45), obtenemos que

Z[Bq] =

(
2a

ϵ

)−4hq

=

(
2a

ϵ

) c
6 (q−1/q)

, (3.47)
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en donde se ha introducido un corte ultravioleta que actúa como regulador [56,
pp.7-13]. La entroṕıa de Renyi es entonces

S
(q)
A =

1

1− q
log

(
2a

ϵ

) c
6 (q−1/q)

=
c

6
(1 + 1/q) log

(
2a

ϵ

)
, (3.48)

y haciendo q ∼ 1 obtenemos

SA =
c

3
ln

2a

ϵ
, (3.49)

[57]. Para más información sobre este cálculo instamos al lector a revisar [27,
pp.7-12].
Ahora tenemos un resultado, que podemos buscar mediante el uso de la formula
RT(3.31), hacemos notar que el cálculo anterior es sumamente complejo y no
buscamos aqúı explicar todos sus constituyentes, solo fue presentado para poder
tener una base sobre la cual comparar nuestro siguiente resultado.
Para realizar esto debemos encontrar geodésicas entre los puntos (x1, z) =
(−a, ϵ) y (x1, z) = (a, ϵ) en las coordenadas de Poincare

ds2 = R2 dz
2 − dx20 + dx21

z2
. (3.50)

Dado que nos encontramos en un caso estático dx20 = 0, aśı escribimos la acción
geodésica de la siguiente forma

S = R

∫
dξ

√
x′(ξ)2 + z′(ξ)2

z
. (3.51)

Las ecuaciones de movimiento se resuelven por un medio ćırculo en el plano
“xz”:

(x, z) = a(cos ξ, sin ξ), (ϵ/a ≤ ξ ≤ π − ϵ/a). (3.52)

La longitud de γA es

Longitud(γA) = 2R

∫ π/2

ϵ/a

dξ

sin ξ
= −2R log(ϵ/2a) = 2R log

2a

ϵ
, (3.53)

y la entroṕıa finalmente es

SA =
Longitud(γA)

4G
(3)
N

=
R

2G
(3)
n

log
2a

ϵ
=
c

3
log

2a

,
ϵ (3.54)

donde usamos que c = 3R

2G
(3)
N

. La ecuación anterior es consistente con lo revisa-

do previamente en CFT2, de modo que la fórmula de Ryu-Takayanagi parece
funcionar de manera correcta, más aún aunque parece ser que podemos obtener
mucha más información acerca de los campos y su composición en el calculo con
entroṕıa de Renyi, el calculo con la formula RT se vuelve más transparente y
sencillo, de modo que es más fácil su comprensión en términos f́ısicos.
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Geodésicas en AdS3, entropia de entrelazamiento de una CFT2 y su
correspondenia holográfica en R× S1

Nuestro siguiente ejemplo es un poco más complejo que el anterior, en este
caso no nos preocuparemos por el resultado en CFT (dicho resultado puede ser
consultado en [27, pp.11]), esta vez nos concentraremos en el cálculo mediante
la formula RT.
El sistema estudiado es de nueva cuenta un sistema A en CFT2 libre en R×S1

con temperatura cero. Este tiene un dual en AdS3 con una correspondiente
métrica en coordenadas globales (τ, ρ, θ)

ds2 = R2(− cosh2 ρdτ2 + dρ2 + sinh2 ρdθ2). (3.55)

Aqúı la CFT2 vive en un espacio-tiempo caracterizado por las coordenadas (τ, θ)
en la frontera de AdS2, aśı que es equivalente topológicamente a un cilindro. El
subsistema A en que estamos interesados, vive en una región del cilindro 0 ≤ θ ≤
(2πl)/L donde l y L son las longitudes de los sistemas A y Ac respectivamente.
EL corte ρ = ρ0 por si mismo debe satisfacer la relación aproximada eρ ∼ L

ϵ ≫ 1.
Entonces para el tiempo fijo τ la geodésica que conecta los puntos con θ = 0 y
θ = 2πl

L determina la superficie mı́nima γA. De nuevo el Área(γ2) de la superficie
mı́nima es igual a longitud geodésica la cual esta determinada por las ecuaciones
de movimientos de la acción geodésica de la métrica en coordenadas globales
para el tiempo fijo (dτ = 0).
La acción geodésica esta dada por

I = R

∫
dχ

√
(
dρ

dχ
)2 sinh2 ρ(

dθ

dχ
)2. (3.56)

Para obtener la ecuacion de movimiento para el Área o lo que es lo mismo en
nuestro caso Lγ comenzamos planteando los vectores de posición inicial (x⃗0) y
velocidad inicial (v⃗0), con los que podemos escribir la posición a cada valor de
un parámetro λ (la ecuación de las geodésicas en espacio AdS3)

X⃗(λ) = cosh(λ)x⃗0 + sinh(λ)v⃗0, (3.57)

al valor del parámetro final λ∗, se tiene la posición final (x⃗f )

X⃗(λ∗) = x⃗f = cosh(λ∗)x⃗0 + sinh(λ∗)v⃗0. (3.58)

De la ecuación 3.58, obtenemos la velocidad inicial

v⃗0 =
x⃗f − cosh(λ∗)x⃗0

sinh(λ∗)
, (3.59)

y sustituyendo ésta última en 3.57 se tiene:

X⃗(λ) =
sinh(λ)

sinh(λ∗)
x⃗f + [cosh(λ)− cosh(λ∗)

sinh(λ∗)
sin(λ)]x⃗0. (3.60)
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Hacemos la identificación de α = cosh(λ∗), con lo que podemos obtener que
α2 − sinh2(λ∗) = 1 y equivalentemente sinh2(λ∗) = α2 − 1, sustituyendo estos
resultados en (3.60) se llega a

X⃗(λ) =
sinh(λ)√
α2 − 1

x⃗f + [cosh(λ)− α√
α2 − 1

sinh(λ)]x⃗0, (3.61)

que es la ecuación (6.4) de [27, sec.6.2] con x⃗f = x⃗, x⃗0 = y⃗ y R = 1.
En la frontera ρ = ∞ de AdS3, la métrica es divergente, de forma que es
necesario agregar un corte ρ0 para que las cantidades f́ısicas relevantes estén
reguladas, dicho corte restringe el espacio a la región ρ ≤ ρ0. Este procedimiento
corresponde a un corte ultravioleta en la teoŕıa dual conforme.
En las coordenadas globales para AdS3, tenemos una dualidad con teoŕıas de
campo conformes de 1 + 1 dimensiones con carga central:

c =
3R

2G
(3)
N

. (3.62)

En coordenadas globales AdS3 está identificado por un cilindro (t, θ(≡ Ω1)) con
frontera regularizada ρ = ρ0; aśı CFT2 se encuentra definida como la frontera
de dicho cilindro. El subsistema “A”que mencionamos en la introducción, co-
rresponde al ángulo 0 ≤ θ ≤ 2πl/L.
Planteamos la parametrización para x⃗ y y⃗, siguiendo el hiperbolóide en R2,2

adecuado a la geometŕıa hiperbólica de AdS3 con las variables

x0 = R cosh(ρ) cos(t) (3.63)

x1 = R cosh(ρ) sin(t) (3.64)

x2 = R sinh(ρ) cos(θ) (3.65)

x3 = R sinh(ρ) sin(θ). (3.66)

A tiempo constante x⃗ y y⃗ describen los puntos frontera que son unidos por la
geodésica, dichos puntos se encuentran dados en θ = 0 y θ = 2πl/L por lo que
podemos escribir

θ = 0 → x⃗ = (cosh(ρ0) cos(t), cosh(ρ0) sin(t), sinh(ρ0), 0) (3.67)

θ =
2πl

L
→

y⃗ = (cosh(ρ0) cos(t), cosh(ρ0) sin(t), sinh(ρ0) cos

(
2πl

L

)
, sinh(ρ0) sin

(
2πl

L

)
).

(3.68)
El vector de velocidad inicial dado por la ecuación (3.59) es ortogonal al de
posición inicial, dada la geometŕıa del problema, por lo que se tiene la siguiente
condición

v⃗0 · x⃗0 =
1

sinh(λ∗)
[x⃗f · x⃗0 − cosh(λ∗)x⃗0 · x⃗0] = 0. (3.69)
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Podemos calcular el primer producto escalar que aparece para obtener lo si-
guiente

x⃗f · x⃗0 = − cosh2(ρ0) cos
2(t)− cosh2(ρ0) sin

2(t) + sinh2(ρ0) cos

(
2πl

L

)
= −1− 2 sinh2(ρ0) sin

2(πl/L).
(3.70)

Con este resultado y viendo que ||x⃗0||2 = −1 entonces encontramos que

cosh(λ∗) = 1 + 2 sinh2(ρ0) sin
2(
πl

L
). (3.71)

Ecuación de movimiento para nuestra “Área” y que coincide con (6.7) de [27,
sec.6.2] y con la ecuación (2.4) de [33, sec. II] Para estar aún más seguros
recordamos la parametrización anterior para obtener el invariante ds2, con el
hiperboloide dado por −(x0)2 − (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 = 1, por lo tanto con
signatura (−1,−1, 1, 1):

ds2 = −(dx0)2 − (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2

= R2[− sinh2(ρ)dρ2 + cosh2(ρ)dρ2 − cosh2(ρ)dt2 + sinh2(ρ)dθ2]

= R2[dρ− cosh2(ρ)dt2 + sinh2(ρ)dθ2],

(3.72)

que es coincidente con la métrica de la ecuación (2.2) [33, sec. II] Continuamos
lo anterior ahora si con el cálculo de SA, para este caso la superficie mı́nima es
γA es unidimensional, y es la ĺınea geodésica que conecta los dos puntos frontera
para los ángulos θ = 0 y θ = 2πl/L .4 Utilizamos la ecuación (3.71), de donde
resolvemos para el valor de λ∗, recuperando solamente el valor positivo

λ∗ = R(− arc cos(1 + 2 sin2(πl/L) sinh2(ρ0))). (3.73)

Es posible reducir la expresión anterior cuando se toma un corte para la enerǵıa
grande eρ0 ≫ 1, para que esto sea más sencillo escribimos la anterior en forma
exponencial

λ∗ = R log (
1

8
((e2ρ0 − 1)2(−1 + e

2iπl
L )2(−e−2ρ0− 2iπl

L )

+ 2
√
2

√
(e2ρ0 − 1)2(−1 + e

2iπl
L )2(−e−2ρ0− 2iπl

L )√
2− 1

8
(e2ρ0 − 1)2(−1 + e

2iπl
L )2e−2ρ0− 2iπl

L + 8)).

(3.74)

4Hacemos una pequeña digresión para tratar la elección de x0 y xf o sus equivalentes x y
y,en el desarrollo anterior y en comparación con los art́ıculos mencionados; el lector notará que
las parametrizaciones se encuentran invertidas, sobre todo al ver el ángulo correspondiente a
cada uno de los puntos, sin embargo esto no afecta en lo absoluto al cálculo desarrollado y
responde a la forma en que se mide el ángulo inicial, como se puede observar en la figura 4 de
[27, sec.6.2].

Maestŕıa en F́ısica 58



U.A.M.-I Maestŕıa en F́ısica

Realizando las simplificaciones obtenemos:

λ∗ ≈ R arc cos

(
1

2
e2ρ0 sin2

(
lπ

L

))
, (3.75)

que es equivalente a

λ∗ ≈ ln

(
1

2
e2ρ0 sin2

(
lπ

L

)
+

1

2
e2ρ0 sin2

(
lπ

L

))
= R ln

(
e2ρ0 sin2

(
lπ

L

))
.

(3.76)
La entroṕıa entonces es:

SA =
Area(γA)

4G
(3)
N

=
λ∗

4G
(3)
N

, (3.77)

SA ≈ c

3
ln

(
eρ0 sin

(
πl

L

))
. (3.78)

Lo anterior coincide con el resultado conocido para CFT bidimensional, que
como mencionamos puede revisarse en [27, pp.11].

Me gustaŕıa terminar este caṕıtulo hablando de manera mas general al con-
siderar un subsistema A que consiste de múltiples intervalos disjuntos

A = {x|x ∈ [r1, r2] ∪ [r2, s2] ∪ ... ∪ [rN , sN ]}, (3.79)

donde 0 ≤ r1 < s1 < r2 < s2 < ... < rN < sN ≤ L, donde L es la longitud total
del sistema. Dicha región corresponde a θ ∈ ∪N

i=1[
2πri
L , 2πsiL ] en la frontera. La

forma de la entroṕıa para este caso donde no es sencillo descubrir la pantalla
holográfica o superficie mı́nima γA es obtenida del resultado en 1+1 dimensiones
de la teoŕıa conforme de campos:

SA =
1

4G
(3)
N

[
∑
i,j

Longitud(rj , si)−
∑
i<j

Longitud(rj , ri)−
∑
i<j

Longitud(sj , si)],

(3.80)
en donde Longitud(A,B) denota la longitud de la ĺınea geodésica entre dos pun-
tos frontera A y B. La forma correcta y completa de la superficie mı́nima está
dada entonces por lo que se encuentra dentro de los paréntesis, una combinación
de ĺıneas geodésicas.
La forma de la entroṕıa propuesta funciona en general para sistemas mucho más
complejos y de dimensión superior CFTd y AdSd+1, y aunque no hay forma de
revisar completamente los resultados dada la falta de resultados anaĺıticos del
lado de CFT, existen evidencias que los autores mencionan en secciones poste-
riores de los art́ıculos para apoyar los resultados obtenidos.
Los siguientes dos caṕıtulos presentaran dos herramientas que parecen desco-
nectadas de nuestra discusión actual, pero que resultan sumamente útiles en el
desarrollo posterior de la teoŕıa necesaria para encontrar la función que descri-
be la curva de Page, del mismo modo que lo es la formula RT. La función que
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describe la entroṕıa de grano fino puede ser obtenida, como veremos más adelan-
te, mediante el método holográfico [58][59], o mediante un método semiclásico
[1][2] (ambas soluciones coinciden). De hecho, en esta sección hemos utilizado
este segundo método (semiclásico) en la sección 3.4.1, conocido como “método
de Réplicas”.
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Caṕıtulo 4

Introducción al método de
réplicas

4.1. Introducción

El método de réplicas es un procedimiento no riguroso usado popularmente
en f́ısica estad́ıstica, particularmente en la teoŕıa de vidrios de esṕın (spin glass
theory) y en sistemas desordenados (quenched disorder)1. Consiste en calcular
el promedio o esperanza de una función compleja mediante algún procedimiento
de continuación anaĺıtica a partir del promedio de la función de partición de n
réplicas desacopladas del sistema inicial.
Originalmente fue propuesto para simplificar el cálculo del valor promedio de la
densidad de enerǵıa libre [61] para vidrios de esṕın, espećıficamente vidrios de
esṕın de Ising, pero posteriormente se demostró que el método de réplica puede
ser muy poderoso para codificar de una manera simple y compacta, propiedades
complejas del sistema. Durante 30 años ha evolucionado en una herramienta
sofisticada para resolver problemas teóricos diversos, como los vidrios de esṕın,
doblamiento de protéınas, vórtices en superconductores, optimización combina-
toria y por supuesto agujeros negros.
En esta sección presentamos una introducción al método mediante un ejem-
plo simple, de modo que el lector pueda entender su uso posterior en el caso
de agujeros negros, aśı como cantidades y conceptos análogos; dicho ejemplo
se encuentra completamente desarrollado en [62, cap.8], de modo que puede
considerarse lo siguiente como un resumen de ideas principales.

1Un vidrio de esṕın es un estado magnético desordenado en donde el promedio espacial de
magnetización sobre los estados es cero, mientras que el promedio temporal de la orientación
de cualquier esṕın dado es diferente de cero, contrastando aśı con los paramagnetos donde
ambos promedios son cero. Un estado de vidrio de esṕın puede surgir de la competencia entre
interacciones ferromagnéticas y antiferromagnéticas o de la frustración geométrica como la
red triangular con acoplamiento antiferromagnético entre vecinos cercanos. [60, pp.385].
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4.2. Uso del método de réplicas

Como se dijo en la introducción, el método de réplica no es un método ri-
guroso, ya que este cuenta con manipulaciones formales y algunas recetas que
pueden parecer arbitrarias, sin embargo dichas recetas se encuentran completa-
mente especificadas y uno puede considerar al método como una herramienta
anaĺıtica prácticamente automática.

4.2.1. Modelo de enerǵıa aleatoria

Comenzamos buscando la solución de réplica para el modelo de enerǵıa alea-
toria. Dicho modelo es el más simple en la f́ısica estad́ıstica de un sistema des-
ordenado que exhibe una transición de fase, dicho esto, el modelo no pretende
dar una descripción realista de algún sistema f́ısico, sin embargo nos provee de
un ejemplo con varios conceptos y es lo suficientemente simple para poder ser
estudiado por el método de réplica; la estructura de este modelo aparece en
diferentes contextos y su estudio por lo tanto resulta muy útil en fenómenos
complejos.
En el modelo de enerǵıa aleatoria existen M = 2N configuraciones que deno-
tamos por los ı́ndices i, j, ... ∈ {1, ..., 2N}; las enerǵıas {Ei} se distribuyen de
forma Gaussiana con media cero y varianza N/2, de este modo la enerǵıa es un
proceso estocástico. La función de distribución de probabilidad para la enerǵıa
Ei del estado i está dada por:

P (Ei) =
1√
πN

e−E2
i /N . (4.1)

Dada una instancia del modelo, definida por los 2N números reales E1, E2, ..., E2N ,
se asigna a cada configuración j una probabilidad de Boltzman µβ(j) de la si-
guiente forma:

µβ(j) =
1

Z
e−βEj , (4.2)

donde β = 1
T y el factor de normalización Z es la función de partición dada

por2:

Z =

2N∑
j=1

e−βEj . (4.3)

4.2.2. Solución de réplica al modelo de enerǵıa aleatorio

Los potenciales termodinámicos intensivos del modelo de enerǵıa aleatorio
son auto-promediables, dicho de otro modo, sus distribuciones se encuentran
concentradas alrededor de la media en el ĺımite de N grandes, como por ejemplo
la densidad de enerǵıa libre f = −(βN)−1 logZ3, sin embargo la función de

2Para más información revisar [62, cap.5]
3Otros potenciales pueden ser calculados de las derivadas de la enerǵıa libre.

Maestŕıa en F́ısica 62



U.A.M.-I Maestŕıa en F́ısica

partición tiene una distribución ancha aún para valores de N grandes; esto se
traduce en que su promedio se encuentra dominado por muestras muy raras en
la fase de temperaturas bajas. Para describir muestras t́ıpicas uno debe calcular
el promedio del logaritmo de la función de partición E logZ.
Resulta interesante notar que es mucho más sencillo calcular momentos enteros
de la función de partición EZn con n ∈ N que E logZ.
Ahora, podemos usar lo anterior para calcular el promedio de la función de
partición logaŕıtmica si:

E logZ = ĺım
n→0

1

n
log(EZn). (4.4)

La idea general entonces es llevar el cálculo de la esperanza de la enésima po-
tencia de Z como si n fuera un entero, y en un cierto punto, después de obtener
una expresión que sea manejable, recordar que n debe ser un número real y que
(4.4) deberá cumplirse.
El método puede ser resumido en una serie de pasos, el primero de ellos consiste
en notar que Zn puede ser escrita como una suma de n términos

Zn =

2N∑
i,...,in

e−βE1−...−βEin , (4.5)

podemos entender esta como la función de partición para un sistema nuevo,
formado por n copias estad́ısticamente independientes de la original. Nos re-
ferimos a las copias como réplicas, de ah́ı el nombre de “método de réplicas”.
Reescribimos (4.5) usando la función indicador4

Zn =

2N∑
i1...in=1

2N∏
j=1

e[−βEj(
∑n

a=1 I(ia=j))]. (4.6)

Ahora podemos escribir (4.6) con ayuda del hecho de que las enerǵıas son Gaus-
sianas (eq.4.1) y de que las enerǵıas asociadas a cada una de las réplicas son
independientes5:

EZn =

2N∑
i1...in

e
β2N

4

∑n
a,b=1 I(ia=ib). (4.8)

De nuevo, es posible considerar (4.8) como una nueva función de partición pa-
ra un nuevo sistema replicado. En este caso la enerǵıa se encuentra dada por

4La función indicador I(s) de una expresión lógica s está definida como 1 si la expresión es
verdadera y 0 si esta es falsa.

5Para reescribir esto haciendo uso de (4.1), es necesario multiplicar (4.6) por (4.1) e integrar;
podemos hacer el caso para un valor de n = 1 de manera que sea más sencillo∫ ∞

−∞

1
√
πN

e−E2/N−βEdE =

√
πN

√
πN

e
β2N

4 = e
β2N

4 (4.7)

y como se dice dada, la linealidad e independencia de las Ej , podemos obtener el resultado.

Maestŕıa en F́ısica 63



U.A.M.-I Maestŕıa en F́ısica

Ei1...in = −Nβ/4
∑n

a,b=1 I(ia = ib); de este modo se observa que el sistema
ya no se encuentra en desorden, la enerǵıa es una función determinista de la
configuración además de que las réplicas no son más estad́ısticamente indepen-
dientes, se encuentran en interacción.
La interacción entre las réplicas se debe a que la enerǵıa no puede ser escri-
ta como una suma de términos réplica individuales, esto es equivalente a una
atracción entre réplicas distintas. La enerǵıa depende de la temperatura, dicha
dependencia provoca que el efecto de la interacción sea mayor a menor tempe-
ratura.
Dada las configuraciones de las réplicas, es conveniente introducir una matriz
de n× n que se define de la siguiente forma [62, pp. 4, 146]

Qab = I(ia = ib), (4.9)

cuyos elementos se encuentran en {0, 1}. La matriz (4.9) es llamada “matriz
de sobreposición”. Con esta definición y notando que (4.6) solo depende de la
configuración por la matriz de sobreposición es claro que

EZn =
∑
Q

NN (Q)e
Nβ2

4

∑n
a,b=1 Qab , (4.10)

en donde NN (Q) es el número de configuraciones (i, ..., in) cuya matriz de su-
perposición es Q = {Qab}; la suma

∑
Q corre sobre las matrices simétricas {0, 1}

con unos en la diagonal. Dado el número de matrices de este tipo (2n(n−1)/2),
además del número de configuraciones del sistema replicado (2nN ), podemos
suponer que el número de configuraciones dada una matriz de superposición
satisface un “principio de desviaciones grandes”de la forma NN (Q) = e(Ns(Q)).
Hacemos una pequeña digresión para hablar del principio de desviaciones gran-
des, este principio se origina en la estad́ıstica y se encuentra definido por el
teorema de Sanov [62, p. 67]:

Teorema 1 Sean s1, ..., sN ∈ X N , variables aleatorias independientes e iden-
ticamente distribuidas tomadas de una distribución de probabilidad p(x), y sea
K ⊂ M(X ) un conjunto compacto de distribuciones de probabilidad sobre X . Si
q es el tipo de (s1, ..., sN ), entonces

P [q ∈ K]
.
= exp[−ND(q∗||p)]

en donde q∗ = arg minq∈KD(q||p) y D(q||p) es la divergencia de Kullback-Leibler
definida como

D(q||p) ≡
∑
x∈X

q(x) log
q(x)

p(x)

El teorema anterior nos dice que la probabilidad de encontrar una secuencia
con tipo q se comporta en general para N grandes como exp[−ND(q||p)]. Para
N grandes, las secuencias t́ıpicas tienen tipo q(x) ≈ p(x), y aquellas con un
diferente tipo son exponencialmente raras.
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Regresando a nuestra labor, usando esta forma de NN (Q), la función de
partición replicada puede ser escrita como

EZn =
∑
Q

e(Ng(Q)) (4.11)

y

g(Q) ≡ β2

4

n∑
a,b=1

Qab + s(Q). (4.12)

La estrategia del método de réplica recae en estimar la suma anterior usando
el método del punto silla, dicho de otra forma, estimar la suma por un término
único dominante.
Es importante mencionar que las n réplicas son equivalentes desde su creación,
por lo tanto la función (4.12) debe ser simétrica ante la permutación de ellas,
esta es una propiedad del método y es llamada simetŕıa de réplica.
Ahora ¿Qué pasa con el punto silla que se busca si dicho punto posee simetŕıa?
Esto es que para una permutación π se cumpla que Qπ = Q, entonces se dice
que el sistema es réplica-simétrico (RS por sus siglas en inglés), si en cambio
esto no se cumple tenemos una ruptura de simetŕıa espontánea en el ĺımite de
N grandes. Nos concentraremos en el caso más sencillo por el momento, en el
cual se tiene simetŕıa y buscamos el punto silla de este.
Si Q es invariante ante permutaciones, entonces se tiene que Qaa = 1 y

Qab = q0; a ̸= b, (4.13)

dejando dos posibilidades:

La matriz se encuentra definida por q0 = 0, por lo que el número de confi-
guraciones NN (QRS,0) = 2n(2N −1)...(2N −n+1), y entonces s(QRS,0) =
n log 2, g(QRS,0) = n(β2/4 + log 2).

La matriz se encuentra definida por q0 = 1, por lo que el número de con-
figuraciones NN (QRS,1) = 2N , y entonces s(QRS,1) = log 2, g(QRS,1) =
n2β2/4 + log 2.

Dados ambos puntos silla en esta configuración de réplica simétrica, necesitamos
conocer cuál de los dos es el dominante para la suma; para esto graficamos
g(QRS,0) y g(QRS,1) como función de T para dos valores de n, los cuales son
(n = 3, n = 0,5)
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Figura 4.1: Función g(Q) para el modelo de enerǵıas aleatorias, la ĺınea punteada
corresponde a los puntos silla QRS,1 y la ĺınea continua a los puntos silla QRS,0.

Podemos observar que cuando n > 1, en nuestro caso n = 3, tenemos un
punto donde g(QRS,0) supera a g(QRS,1), dicho punto se encuentra dado por la
igualdad de estas dos expresiones

n2β2

4
+ log 2 =

nβ2

4
+ n log 2

β2 = 4 log 2/n

β =
√
4 log 2/n.

(4.14)

Llamaremos βc(n) a este valor encontrado de β, aśı tenemos g(QRS,1) > g(QRS,0)
para β > βc(n) y lo inverso para cuando β < βc(n). Si se asume que en la suma
el término dominante se encuentra dado por los factores de réplica-simétrica,
entonces tenemos que EZ = eNmax[g(QRS,0),g(QRS,1)]; este punto βc(n) se inter-
preta como una transición de fase del sistema de n réplicas. Dicho de otra forma
cuando tenemos altas temperaturas el punto silla dominante es el que tiene
q0 = 0, y cuando se tienen bajas temperaturas es q0 = 1; en el primero de estos
casos las réplicas son independientes y cuando al temperatura baja la indepen-
dencia desaparece. La explicación cualitativa de lo que sucede con las réplicas
es que a bajas temperaturas la distribución de Boltzman está concentrada en
los niveles más bajos de enerǵıa, por lo tanto todas las réplicas tienen mucha
probabilidad de permanecer en la misma configuración. Al hacer el promedio
sobre la muestra, esto es sobre los niveles de enerǵıa, no podemos distinguir que
configuración tiene la menor enerǵıa, solo vemos que las réplicas prefieren en
manera conjunta encontrarse en el mismo estado.
¿Qué sucede cuando n < 1? En este caso la transición está dada de nuevo
por (4.14), pero los roles de las temperaturas se invierten. A bajas temperatu-
ras tenemos una dominancia por el valor de q0 = 0 y para altas temperaturas
g(QRS,0) < g(QRS,1), de forma que si se aplica la receta usual de escoger el
punto silla que maximiza a g(Q), encontramos algo sin sentido; las réplicas se
volveŕıan independientes a bajas temperaturas y estaŕıan correlacionadas a altas
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temperaturas. El método de réplica resuelve este problema definiendo un nuevo
criterio: para el caso donde n < 1, uno debe estimar la suma usando el mı́nimo
de g(Q). No existe justificación matemática para realizar esto sin embargo su
funcionamiento y la interpretación f́ısica que se le puede dar en el caso que se
esté estudiando puede justificarlo.
Ahora podemos utilizar (4.4) para evaluar la densidad de enerǵıa libre. Asumi-
mos que los ĺımites N → ∞ y que n→ 0 conmutan

− βf = ĺım
N→∞

1

N
E logZ = ĺım

N→∞
ĺım
n→0

1

Nn
log(EZn)

= ĺım
N→0

1

n
g(QRS,0) =

β2

4
+ log 2.

(4.15)

Este resultado resulta ser correcto para altas temperaturas si se compara con el
resultado que se puede obtener por medios usuales, sin embargo, una vez que se
realiza la transición de fase no se puede tener el resultado correcto para el caso
RS.
Si uno desea obtener el resultado correcto para β > βc, la suma se encuentra
dominada por las matrices que no son RS. Para mejorar el resultado uno puede
optimizar el subespacio de matrices, debilitando el requisito de réplica-simétrico.
La ruptura de simetŕıa de réplica (RSB por sus siglas en inglés), prescribe un
procedimiento recursivo para definir espacios cada vez más grandes de matrices
Q en donde se puedan buscar puntos silla. El primer paso para el procedimiento
es llamado la ruptura de simetŕıa de réplica de un-paso (1RSB). Suponemos que
n es un múltiplo de x, se dividen las n réplicas en n/x grupos de x elementos
cada uno, y se hace

Qaa = 1,

Qab = q1 si a y b están en el mismo grupo,

Qab = q0 si a y b están en diferentes grupos.

(4.16)

De esta forma podemos ver que NN (Q) = 2N (2N − 1)...(2N − n/x+1) y por lo
tanto s(Q) = (n/x) log 2. Con esto podemos escribir

g(QRSB) =
β2

4
nx+

n

x
log 2. (4.17)

El siguiente paso es minimizar (4.17) con respecto a x y tomar el ĺımite n→ 0;
para ello derivamos (4.17)

∂g(QRSB)

∂x
=
β2

4
n− n

x2
log 2, (4.18)

e igualamos a 0 la anterior expresión, resolviendo posteriormente para x

4/β2 = x2/ log 2

xs(β) =
√

4 log 2/β2 =
2
√
log 2

β
= βc/β.

(4.19)
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Sustituimos el resultado anterior en (4.17) y asumimos que orden de los ĺımites
puede ser intercambiado como en el caso RS

−βf = ĺım
n→0

1

n
minxg(QRSB) = ĺım

n→0
n/nβ

√
log 2 = β

√
log 2, (4.20)

el cual es el resultado correcto para el caso β > βc. Es posible recuperar la
enerǵıa libre correcta para el modelo de enerǵıa aleatorio en toda la temperatu-
ra si aceptamos que la desigualdad 1 ≤ x ≤ n se convierta en n = 0 ≤ x ≤ 1 en
el ĺımite n → 0. Si la mimimización se encuentra limitada a x ∈ [0, 1], tenemos
que x = βc/β es el punto silla correcto en la fase β > βc y para β < βc el
parámetro x se mantiene con el valor x = 1.
Como podemos observar el método de réplica resulta ser una herramienta útil
en el cálculo de funciones de partición de modelos complejos y por lo tanto de
cantidades que pueden ser derivadas de dicha función. El camino que seguimos
con las prescripciones dadas (4.13, 4.16) es el de Parisi ([61]) y este nos dió
una clase bien definida de continuaciones anaĺıticas, que resultan ser la correcta
en muchos problemas, sin embargo es posible elegir reglas distintas si las ca-
racteŕısticas f́ısicas del problema aśı lo permiten por ello es que el método se
considera como no “riguroso”.
En el caṕıtulo 6 retomaremos el método de réplicas, esta vez dentro de la inte-
gración de la entroṕıa que describe la curva de Page.
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Caṕıtulo 5

Modelo de
Jackiw-Teitelbom (J-T) y
gravedad dilatónica

5.1. Introducción

Nuestro último elemento teórico antes de abordar los trabajos de [2] y [1]
para los agujeros de gusano replicados y la fórmula de la entroṕıa de grano fino
es la gravedad de Jackiw-Teitelboim.
Siempre que se quiere conocer información acerca de un fenómeno que no ha sido
estudiado con anterioridad se plantea el modelo más simple para su modelado y
su consecuente estudio; la razón principal de plantear modelos “simples”, es que
estos nos ayudan a sentar ciertas bases teóricas, de modo que podamos cons-
truir una teoŕıa robusta que responda todos los cuestionamientos que lleguemos
a tener sobre el fenómeno, sin embargo hay que tener siempre presente que estos
modelos de juguete pueden ser erróneos o que en su caso, por su incompletitud,
agregan incongruencias f́ısicas en el modelado de fenómenos reales.
Dicho lo anterior, el planteamiento de una gravedad cuántica es uno de los
modelos más complejos a enfrentarse dentro de la f́ısica teórica; encontrar una
explicación clara de los fenómenos gravitacionales en la escala de Planck re-
sulta muchas veces imposible dadas las herramientas actuales. Sin embargo, el
estudio de modelos generales bidimensionales de la gravedad nos permite atacar
preguntas básicas de la gravedad cuántica, eludiendo complicaciones técnicas
importantes que hacen el tratamiento en dimensiones superiores complicado.
Dicho de otro modo, esperamos mediante el uso de modelos simples, explicar
ciertos aspectos de fenómenos f́ısicos dentro de la gravitación en la escala de
Planck, como lo es la evaporación de agujeros negros, tema central de esta in-
vestigación.
En distintos intentos de encontrar respuesta a las preguntas que surgen del plan-
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teamiento de la unificación (gravedad y cuántica), la manera más razonable de
proceder es siempre tratar de utilizar hasta donde se pueda las leyes conocidas
de la mecánica cuántica dentro de la GR. Esto es extremadamente complicado
de hacer en las usuales 3 + 1 dimensiones, por lo tanto distintos investigadores
al notar esto comenzaron a desarrollar modelos en dimensiones menores de gra-
vedad1.
En dos dimensiones la acción de Einstein-Hilbert es el término de Gauss-Bonnet2.
Por lo tanto, intŕınsecamente los modelos en D = 2 son localmente triviales y
se introduce en consecuencia una estructura adicional dada por el campo di-
latónico, el cual surge naturalmente en todo tipo de compactificaciones desde
dimensiones superiores.
La introducción de campos dilatónicos permite el tratamiento de la dinámica
para una teoŕıa dimensional D > 2 de gravedad en una teoŕıa efectiva a una
dimensión menor D1 < D. De los modelos con las caracteŕısticas antes men-
cionadas el más destacable es el de Jackiw-Teitelboim (JT) investigado a fondo
durante la década de 1980 [64].
En esta sección introduciremos el modelo de Jackiw y el de Teitelboim, además
de una generalización para encontrar JT de la teoŕıa de dilatones generalizada
(GDT por sus siglas en inglés).

5.2. Gravedad en dos dimensiones

El comportamiento de la teoŕıa de la relatividad general en dos dimensiones
es distinto al usual; dicha discrepancia surge de la modificación de cantidades
tensoriales básicas como lo es el tensor de curvatura Rµνλρ. En el caso de D =
2 el tensor antes mencionado tiene solamente una componente independiente,
todas las demás componentes distintas de cero pueden ser obtenidas por simetŕıa
de R0101. El tensor de curvatura puede ser escrito en términos del escalar de
curvatura

Rµνλρ =
1

2
R(gµλgνρ − gµρgνλ). (5.1)

El tensor de Einstein es:

Gµν = Rµν − 1

2
Rgµν . (5.2)

1La idea claramente no es nueva, un ejemplo muy simple de esto son los potenciales uni-
dimensionales dentro de la mecánica cuántica; estos potenciales constantes nos proveen del
ejemplo más simple de cuantización y del efecto túnel. Otros ejemplos incluyen el modelo Ising
en dos dimensiones dentro de la mecánica estad́ıstica y el campo escalar en dos dimensiones
espacio-temporales usado para describir efectos como la ruptura espontánea de simetŕıa y
solitones.

2El término de Gauss-Bonnet surge de complementar el escalar de curvatura R con inva-
riantes de orden mayor en curvatura. La ventaja que esto presenta es que introducen términos
extras de grados de libertad. Los invariantes de menor dimensión de masa son:

P ≡ RµνR
µν Q ≡ RαβγδR

αβγδ

La combinación de invariantes que parece ser la más prometedora y por lo tanto más estudiada
es R2 − 4P +Q llamada el término de Gauss-Bonnet [63, p.248].
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U.A.M.-I Maestŕıa en F́ısica

Utilizando (5.1) podemos escribir

Gµν = gλρRλµρν − 1

2
Rgµν

=
1

2
R(δλλgµν − δρνgµρ)−

1

2
Rgµν

=
1

2
R(2gµν − gµν)−

1

2
Rgµν = 0,

(5.3)

de modo que el tensor de Einstein se anula y las ecuaciones de Einstein no tienen
sentido en dos dimensiones. En dos dimensiones es necesaria una nueva teoŕıa
de gravedad clásica.
Dado que toda la información de la curvatura del espacio-tiempo se encuentra
contenida en el escalar de curvatura, la opción que resulta ser más natural para
la ecuación de campo gravitacional es

R− Λ = 0, (5.4)

y se traduce claramente en que el escalar de curvatura es una constante. Da-
do que todas las variedades bidimensionales son planas conformes, se pueden
escoger coordenadas para que la métrica pueda escribirse como gµν = eφηµν .
Podemos escribir (5.4) como la ecuación de espacio plano de Liouville

ηµν∂µ∂νφ+ Λeφ = 0, (5.5)

para el factor conforme φ. El beneficio que se obtiene de trabajar con la teoŕıa
de Liouville como modelo de gravedad, es que esta es una teoŕıa de campo
completamente integrable [65].
La ecuación (5.4) es de uso limitado si no puede ser derivada de un principio de
acción. Sin embargo, no hay acción con ecuación de movimiento (5.4) que sea
construida de la métrica solamente, que sea invariante bajo transformaciones de
coordenadas y que además sea integral de una Lagrangiana local. Si relajamos
estas condiciones, podemos encontrar principios de acción para la teoŕıa de
curvatura constante de gravedad en dos dimensiones; dichos principios de acción
fueron planteados por Teitelboim y Jackiw [66-69].

Modelo de Jackiw

Jackiw propone una acción que es local y generalmente covariante, la rela-
jación en los puntos antes señalados viene dada porque esta no es construida
completamente de la métrica, dicho esto la acción es:

S =
1

K

∫
d2x

√
−gN(R− Λ). (5.6)

En (5.6) N es un campo auxiliar que juega el papel de un multiplicador de
Lagrange y K es una constante de acoplamiento.
Si variamos la acción planteada por Jackiw con respecto a N obtenemos

δS

δN
=

1

K

∫
d2x

√
−g(R− Λ) = 0, (5.7)
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R− Λ = 0, (5.8)

que es justamente nuestra ecuación (5.4). Ahora si variamos la acción con res-
pecto a la métrica obtenemos una ecuación tensorial para N

δS

δgµν
=

1

K

∫
d2x

(
δ
√
−g

δgµν
N(R− Λ) +

δN

δgµν

√
−g(R− Λ) +

δ(R− Λ)

δgµν
N
√
−g
)

= 0.

(5.9)
El segundo término dentro de los paréntesis de la anterior se anula dado que
N es un campo escalar auxiliar que no depende de gµν ; aśı la variación de la
acción nos lleva a

− 1

2
N(R− Λ)

√
−ggµν +

√
−gN δ(R)

δgµν
= 0

− 1

2
N(R− Λ)

√
−ggµν +

√
−gN [Rµν −∇µ∇ν + gµν□] = 0,

(5.10)

en donde usamos que δR = Rµνδg
µν − ∇µ∇νδg

µν + gµν□δgµν . Sabemos que
por (5.8) el primer término de (5.10) es igual a cero, aśı la variación de la acción
solo depende de la variación del escalar de curvatura

δS =
1

k

∫
d2x

(√
−gN [Rµνδg

µν −∇µ∇νδg
µν + gµν□δg

µν ]
)
. (5.11)

Realizando integración por partes podemos cambiar la acción de los operadores
diferenciales a N , aśı tenemos:

√
−gNRµν −

√
−gN;µν + gµν

√
−g□N = 0, (5.12)

tomando la traza podemos resolver para el d’Alambertiano

NR−□N + 2□N = 0

□N = −NR = −NΛ,
(5.13)

por lo tanto
NRµν −N;µν − gµνNΛ = 0, (5.14)

y por (5.2), tenemos la segunda condición

N;µν +
1

2
ΛgµνN = 0. (5.15)

Una cualidad notable de (5.6) es la relación a la relatividad general tridimensio-
nal mediante una reducción dimensional. Para realizar lo anterior comenzamos
con la acción tridimensional de Einstein-Hilbert eliminando toda la dependencia
en la coordenada espacial x2 haciendo g02 = g12 = 0 e identificando N2 con g22.
Si este esquema se aplica a la gravedad tridimensional acoplada a campos de
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materia, la acción bidimensional tiene una ecuación gravitacional de movimiento
como sigue

R = Λ+ kLm, (5.16)

en donde Lm es la densidad Lagrangiana para la materia. La ecuación para N
consecuentemente se convierte en

N;µν +
1

2
ΛgµνN = −K

2
(Tµν − gµνT

σ
σ ), (5.17)

con Tµν siendo el tensor de enerǵıa momento de los campos de materia [70,
pp.11-14].

5.2.1. Modelo de Teitelboim

Teitelboim llegó a una acción para la gravedad bidimensional analizando la
estructura Hamiltoniana del espacio bidimensional. Esta acción está construi-
da completamente de la métrica, sin embargo no es generalmente covariante.
Escribimos primero la métrica de la siguiente forma

∥gµν∥ = eφ
(

(η2)2 − (η⊥)2 η1

η1 1

)
, (5.18)

en donde eφ/2η⊥ y η1 son la función lapso (lapse function) usual y el vector
cambio para x0 = Superficies constantes. La acción en forma de Lagrange es:

S = − 1

2k

∫
d2x

[
1

η⊥
(φ,0 − η1φ,1 − 2η2,1)

2 − η⊥(φ,1)
2 − 4η⊥,1φ,1 + 2η⊥Λeφ

]
.

(5.19)
En esta acción, solo el factor conforme φ es tratado como una variable dinámica,
y las partes invariantes de la métrica (η⊥, η1) son consideradas como campos
externos dados que no serán variados. En el caso espacial cuando η⊥ = 1 y
η1 = 0 obtenemos la acción de Liouville. De forma más general, la variación
del factor de escala en esta última acción nos lleva a la ecuación de movimiento
(5.4).
Si agregamos campos de materia a (5.19), la ecuación gravitacional de movi-
miento se vuelve

R = Λ− k

2
Tµ
µ , (5.20)

donde Tµ
µ es la traza del tensor de enerǵıa momento usual para la materia.

Si asumimos k > 0, esta es precisamente la expresión para el escalar de cur-
vatura en la gravitación de Einstein; en cuatro dimensiones k = 16πG. Esta
notable similitud nos permite pensar que la gravedad bidimensional, basada en
la acción (5.19), puede proveer de analoǵıas cercanas con la gravedad en cuatro
dimensiones de Einstein [70, pp.14-16].
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5.2.2. Teoŕıa generalizadas de dilatón (GDT)

El interés sobre las teoŕıas dilatónicas en D = 2 resurgió en la década de los
90’s, inspirado por desarrollos diversos en la teoŕıa de cuerdas, además de esto
se descubrió que la gravedad dilatónica bidimensional puede ser tratada como
una teoŕıa de norma no lineal.
De forma general podemos extraer a todas las GDT de la acción dilatónica
siguiente:

S(dil) =

∫
d2x

√
−g
[
X
R

2
− U(X)

2
(∆X)2 + V (X)

]
+ S(m), (5.21)

en donde R continúa siendo nuestro escalar de curvatura, X es el campo di-
latónico, U(X) y V (X) son funciones arbitrarias y g es el determinante de la
métrica. El significado de S(m) es el de una acción que contiene los campos de
materia que pueden o no ser agregados a la teoŕıa [64, p.330]. Las motivaciones
puntuales para estudiar las teoŕıas dilatónicas en D = 2 son:

1. Empezando de la gravedad de Einstein en D ≥ 4 e imponiendo simetŕıa
esférica uno reproduce una cierta GDT; de modo análogo a lo realizado
anteriormente para la gravedad tridimensional.

2. Un cierto ĺımite de la teoŕıa de supercuerdas lleva a una GDT particular
como acción efectiva.

3. Las GDT pueden ser vistas como modelos de juguete para la cuantización
de la gravedad y como laboratorio para estudiar la evaporación de agujeros
negros, tema de nuestro interés dado el actual trabajo.

4. En una formulación a primer orden, la estructura de Poisson subyacen-
te revela relaciones con la geometŕıa no conmutativa y la cuantización
de deformación. De nuevo, las GDT son un laboratorio conveniente para
dilucidar estos nuevos conceptos y técnicas.

Dentro de las GDT descritas por la ecuación (5.21), la más simple es la que aqúı
hemos tratado, el modelo de Jackiw-Teitelboim. Para recuperarlo necesitamos
escribir

VJT = ΛX, UJT = 0, (5.22)

aśı entonces recuperamos

S(JT ) =

∫
d2x

√
−g
[
X
R

2
+ ΛX

]
, (5.23)

que salvo constantes es idéntica a nuestra ecuación (5.6).
En nuestro trabajo como reseña del realizado por [2] y [1], trataremos los pun-
tos silla expĺıcitamente en ejemplos de agujeros negros eternos en gravedad de
Jackiw-Teitelboim bidimensional, es por ello que este caṕıtulo puede servir co-
mo introducción a la sección (6.4), o como recordatorio de este tipo particular
de modelos gravitacionales.
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Caṕıtulo 6

Entroṕıa de la radiación de
Hawking

6.1. Introducción

En este caṕıtulo haremos una revisión del panorama actual de la entroṕıa
de la radiación de Hawking y por lo tanto a la paradoja de la información. De
manera esquemática, haremos un repaso de las ideas principales que han llevado
a distintos investigadores a recobrar la curva de Page para la radiación de un
agujero negro utilizando la correspondencia [58, 59, 71] y mostraremos siguiendo
a [2] y a [1] que es posible obtener este mismo resultado para la entroṕıa de grano
fino sin apelar a la holograf́ıa mediante el método de réplica1; de manera similar
a la forma en que obtuvimos la fórmula de Ryu-Takayanagi de las entroṕıas de
Renyi en la sección 3.4.1.

6.1.1. Ordenando entroṕıas

En este punto de nuestra discusión y antes de agregar más información resul-
ta muy conveniente recapitular y “ordenar” las entroṕıas que hemos introducido
y con las que continuaremos trabajando.
Existen dos nociones de entroṕıa con las que regularmente nos enfrentamos en
la f́ısica, la primera y más simple de definir es la entroṕıa de grano fino o de von
Newman Sfg, dicha entroṕıa como vimos se defińıa de la siguiente forma

Sfg = −Tr[ρ log ρ], (6.1)

donde ρ es una matriz de densidad que describe el estado cuántico del sistema.
Esta ecuación cuantifica nuestra ignorancia acerca del estado cuántico preciso
en el que se encuentra nuestro sistema. Una de sus propiedades más importante

1Cabe destacar que aunque no se hace uso directo de la holograf́ıa los conceptos e ideas
aplicados y con los que se le da interpretación a los resultados son heredados de esta.
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para nuestros fines era la invarianza de esta ante la evolución unitaria del tiempo
ρ→ UρU−1.
La segunda noción de entroṕıa es la entroṕıa de grano grueso o como la he-
mos llamado aqúı Scg. En esta entroṕıa tenemos una matriz de densidad ρ que
describe a nuestro sistema, pero no medimos todos los observables: medimos
solamente un subconjunto simple de observables Ai. Esta entroṕıa se calcula
considerando todas las matrices de densidad ρ̃ que nos dan el mismo resultado
que nuestro sistema para los observables que se están midiendo. Luego calcula-
mos la entroṕıa de von Newmann S(ρ̃). Finalmente, maximizamos esta entroṕıa
sobre todos las posibles elecciones de ρ̃. Esta entroṕıa aunque parece más com-
pleja que la anterior es el resultado usado usualmente en termodinámica y no
debe ser confundida nunca con la entroṕıa de grano fino.
Vimos también que existe una relación limitante entre ambas entroṕıas mencio-
nadas. La entroṕıa de grano fino no puede ser más grande que la entroṕıa de
grano grueso (Sfg ≤ Scg). Esto es una simple consecuencia de las definiciones,
ya que siempre podemos considerar a ρ como candidato para ρ̃. Otra forma de
decir esto es que si Scg provee de una medida para el número total de grados de
libertad disponibles al sistema, esta impone un ĺımite superior sobre el entrela-
zamiento máximo que el sistema puede tener con algo más.
Teniendo las anteriores definiciones como base y enfocándonos en gravitación
vimos que los agujeros negros tienen una entroṕıa asociada que llamamos en-
troṕıa de Bekenstein-Hawking (SBH) [20, 72] y que esta teńıa que ser vista como
una entroṕıa de grano grueso dado que esta crece bajo la evolución temporal.
De modo que la pregunta lógica surgió, ¿Cuál es la entroṕıa de grano fino para
este caso?
La respuesta surgió bastantes años después con los trabajos de [33, 73] basa-
dos en la correspondencia y a orden cero en Gℏ obtuvimos la prescripción para
obtener la entroṕıa de von Newmann en la CFT del bulto gravitacional

Sfg =
Area[γ]

4Gℏ
, (6.2)

en donde γ es la superficie mı́nima de área la cual es un extremo del funcional de
área, esta área no cambia a primer orden con perturbaciones de su localización.
La superficie extremal funcional que nos permite el cálculo de la entroṕıa para
un agujero negro estacionario es la misma que el horizonte de sucesos.
Esta entroṕıa como se mostró en el caṕıtulo anterior surge de las entroṕıas de
Renyi, que se encuentran definidas del lado de la CFT, la entroṕıa de Ryu-
Takayanagi nos permite entonces calcular la misma entroṕıa de Renyi pero de
forma más simple con cantidades del bulto (del lado de AdS)2.
Hasta aqúı hemos llegado en nuestra búsqueda de la entroṕıa para la radiación
de Hawking que nos dé una curva unitaria en la evolución temporal completa
del agujero negro, pero como cualquier lector puede notar hace falta agregar la

2Aunque no la mencionamos aqúı la entroṕıa de Hubeny-Ryu-Takayanagi-Rangamani, o
por sus siglas (HRT) es una generalización de la entroṕıa (RT) como se mencionó en el caṕıtulo
anterior y usamos indistintamente RT o HRT para referirnos al mismo orden de perturbación
en la entroṕıa Sfg .
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acción de campos cuánticos externos al agujero negro, ya que es aqúı donde la
radiación de Hawking vive y donde se encuentra la violación a la unitariedad.

6.1.2. Entroṕıa generalizada

Mencionamos en la Subsección 1.3.2 que [20] introdujo la segunda ley gene-
ralizada para agujeros negros, en donde

Sgen =
Area del horizonte

4Gℏ
+ Sfuera, (6.3)

∆Sgen ≥ 0; (6.4)

claramente Sfuera representa la entroṕıa de la materia aśı como también a los
gravitones fuera del agujero negro, esto incluye las contribuciones de vaćıo de los
campos cuánticos externos. Vemos entonces que la contribución externa de los
campos cuánticos es vital para sortear una de las paradojas antes mencionadas
y también como paso intermedio para la obtención de la curva de Page.
De acuerdo a [58] se incluyen los campos cuánticos propagándose en el fondo,
pero no incluimos su efecto en la métrica. El cambio en la fórmula de la entroṕıa
es el siguiente:

Sfg =
Area[γ]

4Gℏ
+ Sfg[ρfuera[γ]] ≡ Sgen[γ]. (6.5)

En este caso γ continúa siendo la superficie extremal mı́nima de área, y ρfueraγ
es el estado de los campos cuánticos fuera de γ y antes de la frontera de nuestra
CFT.
Continuando con esta discusión sabemos que es necesario que exista interacción
de los campos cuánticos con la métrica para que pueda darse la evaporación del
agujero negro, aśı que debemos considerar términos de orden superior en teoŕıa
de perturbaciones en donde los campos cuánticos estén en interacción con la
geometŕıa del problema. La propuesta para este caso fue la presentada por [59]
y es la siguiente:

Sfg =
Area[χ]

4Gℏ
+ Sfg[ρfuera[χ]] ≡ Sgen[χ]. (6.6)

Dicha propuesta luce idéntica a la ecuación (6.5), sin embargo difiere de esta en
la superficie que involucra (intentamos hacer notar el cambio mediante el uso
de χ)3. La superficie χ es la superficie que extremaliza la suma completa, esto
es la entroṕıa generalizada Sgen; la superficie es llamada “superficie cuántica
extremal” o por sus siglas en inglés QES.4

3La idea de considerar una superficie distinta para obtener la entroṕıa de von Newmann
del agujero negro y de los campos externos es similar en su origen a la modificación realizada
a la entroṕıa RT considerando ahora una superficie de Cauchy para la entroṕıa HRT.

4Si llegaran a existir más de una QES es necesario elegir aquella que minimice la entroṕıa
generalizada
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La definición de (6.6) puede ser escrita de forma más exacta haciendo más
notable el cambio realizado y las entroṕıas involucradas

S = minχ

[
extχ

(
Area(χ)

4GN
+ Ssemi-cl(Σχ)

)]
, (6.7)

donde Σ es una región espacial definida en una rebanada de tiempo constante,
esta región se encuentra asociada a la matriz de densidad ρfuera[χ] = ρΣ, de esta
forma la entroṕıa de grano fino puede ser escrita como Sfg(Σ) ≡ Sfg. Escribimos
la entroṕıa de los campos exteriores como Ssemi-cl(Σχ), para notar que se está
tratando a la teoŕıa gravitacional en la aproximación semiclásica; se tiene una
geometŕıa clásica y campos cuánticos definidos en esa geometŕıa clásica.5“La
idea es que iniciemos desde una superficie fuera del agujero negro y podamos
moverla pasando e horizonte dentro del interior para encontrar el mı́nimo. En
particular, esto significa que la respuesta depende de la geometŕıa del interior
del agujero negro. Podemos tener agujeros negros con exteriores similares pero
interiores distintos. Estos agujeros negros tendrán entroṕıas de grano fino dis-
tintas” [29].

La entroṕıa del agujero va cambiando conforme la evaporación se origina y es
determinada de acuerdo a las contribuciones de los términos dentro de eq.(6.7).
Cuando el agujero negro se forma y aún no existe radiación de Hawking, no
hay superficies extremales que se encuentren al deformar χ hacia dentro, aśı nos
vemos obligados a reducir a χ = 0 = χ0. La entroṕıa de grano fino para este
agujero negro joven es simplemente la entroṕıa de la materia encerrada por la
superficie de corte (la superficie que se encuentra delimitando el área fuera de
χ y el espacio externo donde no hay campos cuánticos a tomar en cuenta en
nuestra teoŕıa), llamamos a esta superficie χ0 “superficie de desvanecimiento”
(vanishing surface); si asumimos que el cascarón que colapso en el agujero negro
estaba en un estado puro la entroṕıa de grano fino al inicio será igual a cero.
Una vez que el agujero negro comienza a evaporarse y la radiación de Hawking
comienza a existir, la entroṕıa de von Newmann de la región no será más igual a
cero dado el entrelazamiento existente entre los cuantos de Hawking que lograron
escapar y aquellos que quedaron dentro del agujero negro. La entroṕıa continúa
creciendo mientras el agujero negro se evapora dado el apilamiento de modos
mixtos en el interior. El crecimiento de la entroṕıa es igual al crecimiento de
la entroṕıa para la radiación de Hawking (la entroṕıa de grano grueso6) pero,
al existir radiación de Hawking existe una QES (que aparece poco después de
iniciarse el proceso de evaporación y se encuentra ubicada en un punto cercano
al horizonte de sucesos, su posición exacta depende del grado de entrelazamiento
existente y por lo tanto del tiempo t a lo largo de la superficie de corte cuando
decidamos realizar una medición de la entroṕıa) y que llamaremos χ1; la entroṕıa

5Esta entroṕıa sigue siendo la entroṕıa de grano fino asociada a los campos cuánticos
(incluyendo gravitones) externos.

6Esta entroṕıa es la que de forma ingenua podŕıamos pensar que crece hasta que la evapo-
ración esté completa
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generalizada tiene un término dominante7 el cual es el término de área además
del término correspondiente a los campos cuánticos Ssemi−cl.

Sgen ≈ Área del Horizonte (t)

4GN
. (6.8)

La entroṕıa generalizada para esta superficie χ1 sigue la evolución de la entroṕıa
termodinámica del agujero negro. Dado que el área del agujero negro decrece
conforme este se evapora, la superficie extremal nos da una entroṕıa generaliza-
da decreciente [29, p.10-12].
La aplicación completa de la fórmula (6.7) requiere que tomemos el mı́nimo
de la entroṕıa generalizada sobre todas las superficies extremales disponibles
S = min(Sχ0

, Sχ1
). Se tienen entonces dos superficies: una creciente de la su-

perficie de desvanecimiento y otra decreciente de la superficie χ1 justo detrás del
horizonte de eventos. Transicionando entre las dos contribuciones de la entroṕıa
de acuerdo al mı́nimo, la entroṕıa del agujero negro sigue una curva de Page8.

6.1.3. Evaporación de agujeros negros

En esta pequeña subsección hacemos una digresión para tratar la evapora-
ción de agujeros negros en AdS, antes de seguir avanzando con la entroṕıa de
la radiación.
Es bien sabido que los agujeros negros masivos en AdS no se evaporan, sin
embargo es posible forzar la evaporación de estos siguiendo la siguiente configu-
ración:
Se considera un agujero negro de dos lados en AdS2 en gravedad de Jackiw-
Teitelboim (JT) acoplado a una CFT (1+1) en el estado Hartle-Hawking9. Con
condiciones de frontera reflectantes en el infinito de AdS, el estado es indepen-
diente del tiempo, pero a tiempo finito acoplamos la frontera derecha de nuestro
sistema a un sistema auxiliar B, el cual funcional como un baño. Tomamos a
B como una copia del mismo CFT (1 + 1) en la mitad derecha del espacio de
Minkowski y como que este empieza en su propio vaćıo. El acoplamiento es tal,
que después de una pequeña transición, la frontera derecha es completamente
transparente. El acoplamiento solamente pega el origen del espacio auxiliar de
Minkowski a la derecha de la frontera de AdS2. Esto lleva a la evaporación en la
derecha del agujero de dos lados AdS2 [34, pp.2]. La figura 6.1 pone de manera
gráfica lo dicho anteriormente [34, pp.3].

7La dominancia de este término se origina porque la entroṕıa de la teoŕıa cuántica de
campo no captura muchos cuántos de Hawking.

8La QES no trivial no se encuentre cercana a ninguna superficie clásica extremal obtenida
extremando solo el término de área en (6.7) [29, pp.13]

9La caracteŕıstica principal del estado de Hawking-Hartle es que en la sección Euclidiana el
tiempo imaginario de Killing es periódico. La periodicidad correspondiente a la temperatura de
Hawking previene la aparición de una singularidad cónica en el horizonte bifurcado Euclidiano.

Maestŕıa en F́ısica 81



U.A.M.-I Maestŕıa en F́ısica

Figura 6.1: Sistema de dos lados AdS2 inicialmente con condiciones de frontera
reflectantes (ĺınea negra sólida vertical) en su frontera derecha. Una copia in-
dependiente B de nuestra CFT en la mitad derecha del espacio de Minkowski
la cual jugará el papel de baño, también empieza con condiciones de frontera
reflectantes. En algún tiempo finito (punto amarillo), la frontera derecha AdS2

vuelve sus condiciones de frontera transparente, permitiendo aśı el acoplamiento
de AdS2 CFT al baño CFT.

6.2. Entroṕıa de la radiación

Aunque ya hemos visto que el agujero negro sigue una curva de Page, esto
no resuelve de manera directa la paradoja de la información, ya que esta (como
se revisó en la Sección 2.3) vive en la entroṕıa de la radiación no en la entroṕıa
del agujero negro. Es por ello, que en esta sección revisaremos la entroṕıa de
la radiación utilizando la formula (6.7), y daremos la tan buscada y anhelada
ecuación que dibuja la curva de Page.
Para aplicar la fórmula (6.7) y encontrar la entroṕıa, debemos notar que estamos
haciéndolo en una región fuera de la superficie de corte, la cual no contiene
agujero negro, a diferencia de como lo hicimos anteriormente. El esṕıritu de
la fórmula radica en que la región en la cual calculamos la entroṕıa puede ser
cambiada en tamaño moviendo la superficie χ lo suficiente para minimizar la
entroṕıa. Hasta ahora se han considerado casos en los que Σχ estaba conectada,
sin embargo no hay nada que nos impida considerar la posibilidad de que Σχ esté
desconectada. Al hacer Σχ desconectada, incrementamos el área de la frontera,
y esto puede ser aplicado solo si podemos disminuir la contribución semiclásica
de la entroṕıa al mismo tiempo10. La radiación se encuentra entrelazada con
los campos viviendo en el interior del agujero negro; aśı podemos reducir la
contribución semiclásica de la entroṕıa incluyendo también el interior del agujero
negro. Haciendo lo anterior se ha agregado un término de área. A tiempos lejanos
el efecto neto de esto, es el de reducir la entroṕıa generalizada por lo que nos

10Esto puede suceder si las regiones se encuentran alejadas de la materia entrelazada; esto
es justamente lo que sucede con la radiación de Hawking.[29, pp.13]
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S=0
t

S

Figura 6.2: Entroṕıa termodinámica del agujero negro (ĺınea punteada) y en-
troṕıa generalizada sin islas (ĺınea sólida).

vemos obligados a incluir esta región desconectada dentro del agujero negro, que
es conocida como “isla”.
La entroṕıa de grano fino de la radiación se encuentra dada por

Srad = minχ

[
extχ

(
Area(χ)

4GN
+ Ssemi-cl(Σrad ∪ Σisla)

)]
. (6.9)

El área que se está considerando, es el área de la frontera de la isla, y la mini-
mización y extremalización a realizarse deben ser con respecto a la ubicación y
forma de la isla [2, 29, 34, 74].
Para calcular la entroṕıa de la radiación de Hawking que ha escapado la re-
gión del agujero negro, necesitamos calcular la entroṕıa de la región que existe
después de la superficie de corte y hasta el infinito (Σrad). Las islas son cual-
quier número de regiones contenidas en el lado del agujero negro, dentro de la
superficie de corte, el número de islas que tendremos dependerá del problema
revisado, dicho número incluye al cero como una posibilidad. Cuando ha llegado
el momento de extremalizar el lado derecho de la ecuación (6.9), lo hacemos con
respecto a la posición de la superficie χ, para finalmente minimizar sobre todos
los posibles valores de posiciones extremales y opciones de islas.
Analizando la ecuación (6.9) para la opción más simple de islas (no tenerlas),
vemos que la ya mencionada ecuación para la entroṕıa de la radiación se redu-
ce a la ecuación (6.7). Mientras más radiación de Hawking escape del agujero
negro, la entroṕıa continuará creciendo (como se puede observar en la figura
(6.2)). Esta contribución siempre extremaliza la entroṕıa generalizada, pero no
siempre es el mı́nimo global de la entroṕıa.
Después de un tiempo de la formación del agujero negro, aparece una isla que
extremaliza la entroṕıa generalizada, esta isla se encuentra centrada alrededor
del origen y su frontera está cerca del horizonte de sucesos del agujero negro.
Esta se mueve hacia el horizonte para diferentes tiempos sobre la superficie de
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S=0
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S

Figura 6.3: Contribuciones con y sin islas para la entroṕıa, el resultado correcto
es la de valor mı́nimo para cada instante de tiempo de modo que se dibuja
la curva de Page siguiendo las contribuciones primero sin islas (ĺınea sólida) y
luego con islas (ĺınea gris)

.

corte. El término de la entroṕıa de von Newmann involucra la entroṕıa de la
unión de la radiación saliente y la isla, y es por lo tanto pequeña para todos los
tiempos, ya que la isla contiene la mayoŕıa de los modos de Hawking que puri-
fican la radiación saliente. Esta contribución a la fórmula de las islas comienza
con un valor grande, dada por el área del horizonte a tiempos tempranos, y
decrece a cero.
La entroṕıa de grano fino de la radiación de Hawking es entonces el mı́nimo
de estas dos contribuciones. La curva de Page es recuperada, la parte creciente
viene de la contribución sin islas y la parte decreciente viene de la contribución
con islas como se puede ver en la figura (6.3).
Si el agujero negro se formó inicialmente de un estado puro, entonces se espera
que la entroṕıa del agujero negro y la de la radiación sean iguales; y como pode-
mos observarlo la entroṕıa del agujero negro y la de la radiación dan la misma
respuesta. En ambos casos la superficie χ se encuentra involucrada, además de
que el estado de materia es puro en la rebanada completa de Cauchy lo que
implica que Ssemi-cl(Σχ) = Ssemi-cl(Σrad ∪ Σisla). Entonces obtenemos la misma
respuesta porque estamos minimizando y extremalizando la misma función, en
conclusión ambas entroṕıas se encuentran descritas por la misma curva.
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6.3. Cuña de entrelazamiento (“Entanglement
Wedge”)

Recordando el caṕıtulo 2.3 y dados los resultados que se han obtenido a lo
largo de cuatro décadas de investigación, partes de las cuales hemos resumido
en este trabajo, podemos suponer que un agujero negro puede ser visto como un
sistema ordinario que debeŕıa obedecer las leyes de la termodinámica, de otra
forma habŕıa que modificar las leyes de la f́ısica conocidas o nuestro entendi-
miento de forma completa de lo que es un agujero negro11. De este modo, como
hab́ıamos visto anteriormente, podemos ver a un agujero negro como un objeto
descrito por un número grande, pero finito de grados de libertad que obedece
las leyes ordinarias de la f́ısica, incluyendo las leyes de la termodinámica.
La idea descrita en el párrafo anterior es lo que hab́ıamos introducido como el
“dogma central”; recordamos su definición:

Dogma central
Visto desde afuera, un agujero negro puede ser descrito en términos de
un sistema cuántico con Area

4GN
grados de libertad que evoluciona de forma

unitaria bajo el paso del tiempo [29, pp.5].

Los grados de libertad Area
4GN

son suficientes para describir al agujero negro des-
de el exterior, pero para describir el interior del agujero negro tenemos varias
opciones. La primera y más simple es que los grados de libertad planteados no
describan al interior, la segunda es que describen solo una porción del interior
y la tercera y última es que estos grados describen todo el interior además del
exterior.
La opción más apropiada a tomar es la tercera según lo revisado hasta el mo-
mento. Los grados de libertad en el dogma central describen la geometŕıa hasta
la superficie mı́nima; si sabemos el estado de cualquier región espacial, también
lo sabemos en el diamante causal asociado con esa región (ver figura (6.4)). Es-
to ha sido llamado la cuña de entrelazamiento (entanglement wedge). Podemos
entender de mejor manera lo anterior con el siguiente conjunto de ejemplos.
Consideramos una vez más el agujero negro formado del colapso, pero antes
del tiempo de Page (ver figura 6.5). La superficie mı́nima es una superficie de
desvanecimiento en el origen y la cuña de entrelazamiento del agujero negro es
la región que se encuentra dentro de la superficie de corte (sección azul claro
dentro de la figura (6.5)).
Luego nos es posible observar la cuña de entrelazamiento para t > tPage, pa-
ra la radiación y el agujero negro (ver figura 6.6). En este caso los grados de
libertad del agujero negro describen la región del espacio-tiempo en la cuña de
entrelazamiento del agujero negro, mientras que la radiación describe los grados
de libertad en la cuña de entrelazamiento de la radiación. Podemos observar en

11Nos gustaŕıa estar completamente seguros de que los agujeros negros existen y que siguen
las leyes de la f́ısica conocida por lo menos hasta un cierto ĺımite donde su validez es com-
probable, sin embargo esto no es aśı. Es posible aún después de los trabajos realizados por
[75, 76], mencionar art́ıculos que exploran alternativas a los agujeros negros, donde algunas
no tienen problemas con incorporar la unitariedad de forma natural como [77].
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Figura 6.4: Dada una región Σ de una rebanada espacial, mostrada en rojo,
podemos definir su diamante causal como todos los puntos donde la evolución
es determinada de forma única por las condiciones iniciales en Σ.

Figura 6.5: Cuña de entrelazamiento de la radiación (azul obscuro) y el agujero
negro (azul claro). Superficie de corte (curva roja), horizonte (ĺınea punteada
negra).
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Figura 6.6: Cuña de entrelazamiento de la radiación (azul obscuro) y el agujero
negro (azul claro). Superficie de corte (curva roja), horizonte (ĺınea punteada
negra); se presenta además la QES aśı como la isla dentro del horizonte de
sucesos.

la figura (6.6) que el agujero negro solo describe una porción del interior (azul
claro), lo demás pertenece a la cuña de la radiación; esto es lo que conocemos
como Isla y que mencionamos anteriormente. Como la entroṕıa de grano fino
de la radiación contiene al interior como parte de la isla después del tiempo de
Page, su entroṕıa es sensible al estado cuántico de esa región. Por último se
considera el caso para t > tEvap, un agujero negro completamente evaporado
(ver figura (6.7)). La región en dentro de la superficie de corte es en este caso
espacio plano. La cuña de entrelazamiento de la radiación incluye al agujero
negro completamente.

6.3.1. Hipótesis de reconstrucción de la cuña de entrela-
zamiento

La hipótesis de reconstrucción de la cuña de entrelazamiento nos dice que
si se tiene un número relativamente pequeño de qubits que se encuentran en
un estado desconocido, pero localizados dentro de la cuña de entrelazamiento
del agujero negro, entonces realizando operaciones en los grados de libertad del
agujero negro podemos leer el estado de esos qubits. Aśı entonces si asumimos
que la formula (6.9) es correcta y describe de manera exacta el estado de la
radiación, significa que los operadores de ka descripción semiclásica afectan la
entroṕıa de la radiación cambiando el estado exacto mencionado. Existe un
mapeo llamado el mapeo de Petz que nos permite recuperar la información,
dicho mapeo se origina de las investigaciones en información cuántica. Para más
información actualizada sobre este tema se recomienda revisar [1, 78] y el libro
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Figura 6.7: Cuña de entrelazamiento de la radiación (azul obscuro) y el agujero
negro (azul claro). Superficie de corte (curva roja), horizonte (ĺınea punteada
negra).

[79].
En general para una agujero negro, el tiempo de Page marca un antes y un
después en cuánto a la descripción de su estado y que después de este tiempo,
la mayoŕıa del interior del agujero negro no se encuentra descrita por sus grados
de libertad sino por los grados de libertad de la radiación.

6.4. Agujeros de gusano replicados

En esta sección presentaremos los avances realizados por [1, 2], en el cálculo
de la fórmula (6.9) [71] mediante el método de réplica sin apelar a la holograf́ıa
directamente. En los art́ıculos mencionados, se hace el cálculo de la entroṕıa
de von Neumann para la radiación fuera de un agujero negro en AdS pegado
al espacio plano, usando el método de réplica (la forma de usar el método de
réplica recuerda mucho la forma en que este fue usado en la Ecuación 3.4.1 para
el cálculo de la entroṕıa de Ryu-Takayanagi) se reproduce el resultado esperado
y dado anteriormente por holograf́ıa.

6.4.1. El modelo

En esta sección seguiremos directamente a [1]; ellos plantean un modelo
de gravedad bidimensional en el cual sea posible derivar la ecuación (6.9); en
particular la receta de las “islas”.
Consideramos un agujero negro en gravedad JT (revisar Sección 5.1), con una
“brana del fin del mundo”(EOW por sus siglas en Inglés) detrás del horizonte.
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La acción para este sistema se encuentra dada por

I = IJT + µ

∫
brana

ds. (6.10)

La acción anterior se compone de dos partes, la primera siendo la acción pura
para la gravedad JT:

IJT = −S0

2π

[
1

2

∫
M

√
gR+

∫
∂M

√
hK

]
−
[
1

2

∫
M

√
gϕ(R+ 2) +

∫
∂M

√
hϕK

]
,

(6.11)
y la segunda, la parte correspondiente a la brana, o dicho de otro modo a los
campos cuánticos existentes.
Asumimos que la EOW puede tener distintos estados internos que etiquetaremos
con i. Estamos interesados en un número grande k de estados internos posibles
para la EOW, cada uno ortogonal al los otros. El modelo supone que estos esta-
dos describen los pares interiores de la radiación de Hawking temprana, de aqúı
que pueda suponerse que la brana modela a los campos cuánticos existentes [2,
p.13]. Los pares internos de la radiación de Hawking se encuentran entrelaza-
dos con un sistema auxiliar llamado R. El estado del sistema en conjunto se
encuentra dado por la superposición entrelazada de k términos pertenecientes
al agujero negro y a la radiación de la forma siguiente:

|Ψ⟩ = 1√
k

k∑
i=1

|ψi⟩B |i⟩R . (6.12)

Vemos que |ψi⟩B es el estado del agujero negro B con la brana en el estado i, y
|i⟩R es el estado del sistema auxiliar R.
Las condiciones de frontera relevantes para nuestro modelo son las siguientes:

1. En la frontera asintótica

ds2 |∂M , ϕ =
1

ϵ
ϵ→ 0

2. En la brana EOW, se imponen condiciones de frontera duales

∂nϕ = µ, K = 0

En estas condiciones de frontera se asume que τ puede ser interpretado como la
coordenada de tiempo imaginario de la frontera holográfica dual al sistema JT,
∂n es la derivada normal a la frontera de la brana EOW y µ ≥ 0.
La conjetura de las islas o la fórmula de las islas eq.(6.9) nos dice que si quere-
mos calcular la entroṕıa del sistema R en el estado (6.12), debemos considerar
dos superficies extremales posibles, una de ellas es el conjunto vaćıo (en donde
no existen islas: ver figura 6.5). Para este caso la respuesta a la entroṕıa es
solamente log(k), esta entroṕıa representa el entrelazamiento existente entre el
sistema R y el estado bulto de la brana.
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La otra superficie a considerar es más entretenida como revisamos anteriormen-
te, y es aquella en donde existe una isla no trivial (ver figura (6.7)). Esta isla
contiene la brana EOW detras del horizonte, aśı que para esta superficie nueva,
no hay contribución del término semiclasico en eq.(6.9); la única contribución a
la entroṕıa viene del término de “área” que en el caso de gravedad bidimensional
JT es un término dilatón

Area(χ)

4GN
→ S0 + 2πϕ(χ), (6.13)

dándonos la entroṕıa del agujero negro. La extremalización de eq.(6.9) es equi-
valente a poner la frontera de la isla como un punto extremal del dilatón ϕ.
Haciendo uso de eq.(6.9) de forma completa, vemos que la conjetura de las islas
predice

S(R) = min{log(k), SBH}. (6.14)

La transición entre ambos resultados conforme incrementamos el valor k es un
modelo para la transición de Page para un agujero en evaporación.
Este es nuestro modelo simple a seguir, y en las subsecciones posteriores se busca
derivar el resultado anterior, utilizando el truco de réplicas.

6.4.2. Una cantidad intermedia

Lo que se busca en concreto es el cálculo de la entroṕıa del sistema R , en
el estado ⟨Ψ| usando la integral de trayectoria gravitacional bi-dimensional. Se
comienza el cálculo con la matriz de densidad para este sistema

ρR =
1

k

k∑
i,j=1

|j⟩ ⟨i|R ⟨ψi|ψj⟩B . (6.15)

Las amplitudes gravitacionales ⟨ψi|ψj⟩, se encuentran determinadas por un
cálculo gravitacional con las siguientes condiciones de frontera:

⟨ψi|ψj⟩ = i j
, (6.16)

la ĺınea curva negra representa la frontera asintótica del tipo (1.) con longitud
renormalizada β12, la razón por la que la ĺınea se encuentra curvada es porque
las condiciones no limitan su forma. La flecha representa la dirección de la evo-
lución temporal, del ket al bra. En las posiciones donde las ĺıneas punteadas
azules intersectan la ĺınea negra, requerimos que la brana EOW del tipo i o j
intersecte la frontera asintótica [1, p.7].
La configuración gravitacional principal que satisface estas condiciones de fron-

12Temperatura inversa del agujero negro.

Maestŕıa en F́ısica 90



U.A.M.-I Maestŕıa en F́ısica

tera es la siguiente solución clásica:

⟨ψi|ψj⟩ ≈

i j

. (6.17)

La frontera asintótica bordea una porción del disco hiperbólico (ĺınea sólida
negra con flecha), y una brana EOW (ĺınea azul sólida) sigue una geodésica entre
los puntos finales i y j. Como se asumió al principio que los estados internos son
ortogonales, esto quiere decir que el resultado para ⟨ψi|ψj⟩ será proporcional
δij

13. Aśı entonces, el resultado del cálculo anterior puede ser expresado como

⟨ψi|ψj⟩ = Z1δij , (6.18)

en donde Z1 es la integral de camino en la región interna al arco negro en
eq.(6.17). Normalizando los estados, diviendo entre Z1, encontramos que ρR
estará maximalmente mezclada proporcional a la matriz identidad,

ρR =
1

k

k∑
i=1

|i⟩ ⟨i| , (6.19)

y la entroṕıa de esta matriz de densidad es S = log(k).
Podemos intentar calcular la entroṕıa de forma directa utilizando el método de
réplica, para ello es más sencillo comenzar por otra cantidad llamada “pureza”
definida como Tr

(
ρ2R
)
. La pureza se encuentra relacionada con la 2-entroṕıa de

Renyi, dicho de otro modo es el caso especial para 2 dimensiones de la cantidad
dentro de el logaritmo de la la entropia SR dada en (6.25). Si calculamos esta
traza para eq.(6.15), obtenemos el siguiente resultado

Tr
(
ρ2R
)
=

1

k2

k∑
i,j=1

|⟨ψi|ψj⟩|2, (6.20)

Tr
(
ρ2R
)
=

1

k

k∑
i,j=1

i

j

i

j

. (6.21)

El primer término de los diagramas anteriores es la condición de frontera vista
anteriormente, y el segundo es su complejo conjugado. Para calcular la pureza,

13Este resultado se obtiene de notar que la misma brana EOW conecta ambos puntos, lo
que significa que i = j.
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sumaremos sobre los ı́ndices i, j conectando las ĺıneas punteadas.
Existen dos maneras en que podemos llenar estas condiciones de contorno dentro
de la gravedad bidimensional, estas formas son las siguientes

Tr
(
ρ2R
)
≈ 1

k

k∑
i,j=1



i

j

i

j

+

i

j

i

j


.

(6.22)
Podemos tener una geometŕıa desconectada con la topoloǵıa de dos discos, o una
conectada (agujero de gusano Euclidiano) con la topoloǵıa de un solo disco. A
esta segunda geometŕıa la relacionamos con Z2, de hecho se usa la notación Zn =
Zn(β) para representar la integral de camino gravitacional en una topoloǵıa
de disco con una frontera que consiste en segmentos alternantes de n fronteras
f́ısicas de longitud renormalizable β, y n branas EOW. Usando la notación antes
mencionada, podemos evaluar la suma de ambas contribuciones de la manera
siguiente

Tr
(
ρ2R
)
=
kZ2

1 + k2Z2

(kZ1)2
=

1

k
+
Z2
2

.
Z2
1 (6.23)

Si se mantiene solamente la dependencia en el término topológico para la acción
de JT (eq.6.11) podemos hacer una aproximación útil para observar el compor-
tamiento de Zn. Este término pesa la contribución de una topoloǵıa dada por
eS0ξ, en donde ξ es la caracteŕıstica de Euler14.Dado que la topoloǵıa relevante
para Zn es en forma de disco para cualquier valor de n, entonces la caracteŕıstica
de Euler es igual a la unidad, y por lo tanto Zn ∝ eS0 ; usando esto podemos
escribir (dentro de la aproximación)

Tr
(
ρ2R
)
=

1

k
+ e−S0 . (6.24)

De el resultado anterior, vemos que si k no es muy grande, este dominará sobre
la suma de ambos lo que significa que la geometŕıa separada (primer término de
6.22) es la importante a considerar; dicho de otro modo, recuperamos Tr

(
ρ2R
)
=

1
k y por lo tanto S = log k. Ahora si hacemos k ≫ 1, el término 1

k ≈ 0, y la
dominancia estará dada por la geometŕıa de agujero de gusano (segundo término
de 6.22) y la entroṕıa se saturará en un valor independiente de k. Este mecanismo
es el que permite la transición vista en la ecuación (6.14), previniendo aśı que
la entroṕıa de la radiación crezca indefinidamente [1, pp.6-9].

14La caracteŕıstica de Euler se define como un invariante topológico que describe la forma o
estructura de un espacio topológico sin importar la forma en la que este se encuentre curvado,
normalmente se denota con la letra griega χ, pero en este caso utilizamos ξ para no confundir
con la fórmula de islas en espećıfico con la QES [80].
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6.4.3. La entroṕıa de grano fino

El truco de réplicas vimos anteriormente se basa directamente en la posibi-
lidad de calcular cantidades complicadas, de una continuación “anaĺıtica”de la
función de partición (ver secciones:3.4.1 y 4). Dicho de otro modo y con ayuda
del diccionario holográfico vimos que la función de partición era equivalente a
la traza de la matriz de densidad ρ, de modo que el cálculo de Tr(ρn) puede ser
visto como un observable en n copias del sistema original. Para nuestro caso,
la entroṕıa de grano fino de una región puede ser calculada considerando n co-
pias de la teoŕıa original siempre y cuando se elijan condiciones de frontera que
conecten a las copias. Dado que n puede tener valores grandes, existen muchas
distintas geometŕıas que pueden llenar las condiciones de frontera para el cálculo
de Tr(ρn) y con las que debemos aprender a trabajar; mientras llegamos a eso
recordamos la ecuación (3.39) y la reescribimos tomando el ĺımite cuando n→ 1
con la notación de esta sección

SR = −Tr(ρR log ρR) = − ĺım
n→1

1

n− 1
log Tr(ρnR). (6.25)

Si consideramos dos casos simples, cada uno asociado a dos ĺımites extremos, es
decir cuando k ≪ eSBH y k ≫ eSBH , entonces encontramos dos contribuciones.
En la primera las geometŕıas desconectadas con la topoloǵıa de n discos dominan

Tr(ρnR) ⊃
kZn

1

knZn
1

=
1

kn−1
. (6.26)

Y usando (6.25), encontramos que SR = log(k), lo que es consistente con (6.14).
En el otro ĺımite, la geometŕıa completamente conectada con topoloǵıa de un
solo disco es la dominante. La contribución entonces es

Tr(ρnR) ⊃
knZn

knZn
1

=
Zn

Zn
1

. (6.27)

Esta contribución es independiente de k y por lo tanto puramente gravitacio-
nal; para poder calcular la entroṕıa de grano fino es necesario continuar a Zn

a valores cercanos a n = 1, la forma de hacer esto es notar que la geometŕıa
asociada a Zn (M) tiene una simetŕıa de réplica Mn, y que el cociente Mn de la
geometŕıa puede ser continuado en n. La variedad Mn se encuentra asociada la
n-ésima entroṕıa de Renyi. Cuando se toma el ĺımite de n→ 1, esto se convierte
en la geometŕıa original y el cálculo de la entroṕıa de von Newmann se reduce
a S0 + 2πϕh, en donde ϕh es el valor del dilatón en el horizonte. Obtenemos
entonces al final a entroṕıa termodinámica para el agujero negro, lo cual de
nuevo es consistente con (6.14).
Dejando de lado estos ĺımites, sabemos que debemos entender la transición en-
tre las contribuciones de geometŕıas desconectadas y completamente conectadas,
debemos sumar sobre las geometŕıas de réplica que son intermedias.
La suma a realizarse debe tomar en cuenta todas las formas de llenar las con-
diciones de frontera para Tr(ρnR), pero esto se vuelve muy complicado dado el
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número de posibilidades aún para un número reducido de replicas. Para simpli-
ficar lo anterior se asume que eS0 y k son ambos grandes; de esta forma solo se
deben sumar las geometŕıas que son “planas”15.
Para sumar sobre todas las geometŕıas planas, se define la matriz resolvente16

Rij(λ) de ρR
17

Rij(λ) = (λ1− ρR)
−1
ij =

1

λ
δij +

∞∑
n=1

1

λn+1
(ρnR)ij . (6.28)

Las condiciones de frontera para Rij corresponden a una suma infinita sobre
diferentes números de fronteras asintóticas AdS2, las cuales se encuentran co-
nectadas por las ĺıneas de k ı́ndices asociadas al sistema R

R = + +

+ . . .

(6.29)

Las ĺıneas punteadas todas vienen con factores de 1/λ, y las ĺıneas sólidas con
flechas vienen con factores de 1/(kZ1) que normalizan las integral de camino
gravitacional. La geometŕıa que llenan estas condiciones de frontera son:

R = + +

+ + . . .

(6.30)

Para el segundo término en eq.(6.29), el término con una frontera, tenemos que
solamente existe una sola geometŕıa de bulto que puede llenar esta condición;
en cambio, para el termino de dos fronteras existen dos geometŕıas que llenan
la condición y por lo tanto debemos sumarlas, estas se encuentran mostradas en
la segunda ĺınea de la eq.(6.30). Aśı, si continuamos con tres fronteras tendre-
mos cinco posibles geometŕıas, para el término con cuatro fronteras se tendrán
12 geometŕıas y aśı sucesivamente. Podemos escribir entonces una ecuación de

15Las geometŕıas no planas son aquellas que son eliminadas por potencias de e−2S0 , o por
potencias de 1

k2 , las primeras se asocian a “agarraderas” (puntos de unión en una dimensión
superior) y los segundos a cruces que unen las fronteras en más de una forma

16Dado un operador T en un espacio complejo no trivial χ, definimos el conjunto resolvente
σ(T ) de T como el conjunto de números complejos λ, para el cual (λI − T )−1 existe como un
operador acotado con dominio χ. El espectro ω(T ) de T es el complemento de σ(T ). La función
R(λ;T ) = (λI − T )−1 es definida en σ(T ), es llamada la función resolvente o simplemente la
resolvente de T .

17El parámetro λ representa la fuerza de acoplamiento o interacción que caracteriza como
las diferentes réplicas están conectadas a través de los agujeros de gusano.λ no tiene una
interpretación f́ısica directa en términos de una cantidad observable y por lo tanto no tiene
una limitante en cuanto al dominio numérico de valores que puede tomar.
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Schwinger-Dyson que sume estas geometŕıas:

R = +
R

+

R R

+

R R R

+ . . .

(6.31)
Si escribimos a R como la traza de la matriz resolvente

R(λ) =

k∑
i=1

Rii(λ). (6.32)

Entonces la ecuación (6.31) es equivalente a

Rij(λ) =
1

λ
δij +

1

λ

∞∑
n=1

Zn

(kZ1)n
R(λ)n−1Rij(λ). (6.33)

El primer término de la anterior se piensa como un “propagador de brana”, los
términos siguientes se etiquetan por un valor n de acuerdo a la frontera de la
geometŕıa. El factor Zn es la integral de trayectoria gravitacional. Si tomamos
la traza, obtenemos el siguiente resultado (utilizando 6.32)

λR(λ) = k +

∞∑
n=1

Zn
R(λ)n

knZn
1

. (6.34)

Dentro de la gravedad de Jackiw-Teitelboim podemos calcular Zn descompo-
niendo la integral e trayectoria en dos partes.

Zn = I2n + φ× n. (6.35)

El primer término del lado derecho (I2n(l1, . . . , l2n)) es la integral gravitacio-
nal con 2n fronteras geodésicas de dimensiones regularizadas fijas, esta integral
puede ser vista de la siguiente manera

I2n(l1, . . . , l2n) = 22n
∫ ∞

0

ds
s

2π2
sinh(2πs)K2is(4e

− l1
2 ) . . .K2is(4e

− l2n
2 ),

(6.36)
en donde K es la función de Bessel modificada; para mas información sobre esta
expresión se debe revisar el trabajo de [81, pp.15-21].
Ahora, para el segundo término en (6.36), φ es el estado de Hawking-Hartle18

en la base geodésica; dicho término sirve para calcular la integral de trayectoria

18“Los estados de Hawking-Hartle pueden ser interpretados como estados que describen un
agujero de gusano que conecta a dos fronteras asintóticas, en donde de cada lado un observador
ve un agujero negro en equilibrio a la temperatura inversa β” [82, p.16].
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desde la frontera asintótica a la geodésica de longitud regularizada l. Tiene la
expresión:

φβ(l) = 4e−
l
2

∫ ∞

0

ds
s

2π2
sinh(2πs)e

−β2
s

2 K2is(4e
− l

2 ). (6.37)

Aqúı la frontera de I2n consiste en n geodésicas correspondientes a branas EOW,
y n geodésicas que necesitan pegarse a los estados de Hartle-Hawking. La for-
mula para Zn es entonces la siguiente

Zn = eS0

∫ ∞

0

dl1 . . . dl2ne
l1+···+l2n

2 I2n(l1 . . . l2n)ϱβ(l1)e
−µl2 . . . ρβ(l2n−1)e

−µl2n

=

∫ infty

0

s

2π2
sinh 2πsy(s)n; y(s) = e−

βs2

2 21−2µ|Γ(µ− 1/2 + is)|2
.

(6.38)

El factor de Boltzman (e−
βs
2 ) viene de la integral con el estado de Hartle-

Hawking, mientras que el factor de la función Gamma (21−2µ|Γ(µ− 1/2− is)|2)
viene de la integral del estado brana.
El parámetro s tiene una interpretación f́ısica simple, y es la de dar la enerǵıa
s2/2 a una región asintótica. La simplificación principal en el cálculo anterior
es el hecho de que la enerǵıa debe de ser la misma para toda las fronteras
asintóticas en una geometŕıa conectada única [1, pp.10-13].
La suma necesaria para la ecuación de Schwinger-Dyson, se convierte en una
serie geométrica, esto dado la simpleza de la dependencia en n de la función Zn

dentro de la integral. Definimos ahora las variables reescaladas siguiendo a [1]

ρ(s) = eS0
s

2π2
sinh(2πs), w(s) =

y(s)

Z1
. (6.39)

Sumando la serie geométrica, la ecuación para la resolvente es

λR = k +

∫ ∞

0

dsρ(s)
w(s)R

k − w(s)R
. (6.40)

Esta ecuación contiene toda la información acerca del espectro de entrelaza-
miento de ρR y es exacta en la aproximación plana que estamos tomando en
cuenta. Resolviendo la ecuación para R(λ) y tomando la discontinuidad a traves
del eje real, uno encuentra los eigenvalores de la matriz ρR

D(λ) =
1

2πi
[R(λ− iϵ)−R(λ+ iϵ)]. (6.41)

La entroṕıa de grano fino será entonces

S(R) = −
∫
dλD(λ)λ log(λ). (6.42)

Usamos estos resultados para calcular el espectro de entrelazamiento para el
caso en el que el agujero negro esta en un ensamble microcanónico, esto quie-
re decir que la enerǵıa en cada región asintótica se encuentra fija, en lugar de
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fijar la longitud renormalizada β. Sea s =
√
2E y sea ∆s el ancho de un pe-

queño intervalo que define el ensamble microcanónico. Definimos las siguientes
cantidades de modo que nos sea benéfico para el desarrollo del espectro

eS=ρ(s)∆s, Zn=ρ(s)y(s)n∆s w(s)=
y(s)
Z1

=e−S

, (6.43)

S es la entroṕıa del ensamble microcanónico, y Zn es la versión microcanónica
de Zn. El beneficio que surge de considerar el ensamble microncanónico es que
la ecuación de la resolvente (6.34) se simplifica a una ecuación cuadrática para
R

R(λ)2 + (
eS − k

λ
− kes)R(λ) +

k2es

λ
= 0. (6.44)

Y entonces obtenemos sus ráıces

R1(λ) =
1

2

−

√(
eS − k

λ
− keS

)2

− 4k2eS

λ
− eS − k

λ
+ keS

 , (6.45)

y

R2(λ) =
1

2

√(eS − k

λ
− keS

)2

− 4k2eS

λ
− eS − k

λ
+ keS

 , (6.46)

consideramos la ráız R1 para los cálculos siguientes dado que es la ráız que
cumple con

ĺım
λ→∞

R1 =
1

2

(
keS −

√
k2e2S

)
= 0; eS , k > 0. (6.47)

Podemos reescribir la ecuación (6.45) de la siguiente forma

R1(λ) =
keS

2
+
k − eS

2λ
− kes

2λ
[(λ− λ2−)(λ− λ2+)]

1/2, (6.48)

en donde
λ+ = k−1/2 + e−S/2

λ− = k−1/2 − e−S/2.
(6.49)

Sabemos que debemos encontrar la densidad de eigenvalores mediante el
método de la resolvente, usualmente esto se hace mediante el uso de la formula
de Sokhotski-Plemelj [83, cap.3] [84, cap.8], aśı entonces comenzamos haciendo
el remplazo λ → λ + iϵ en R1 y nos concentramos en el término dentro de la
ráız

(λ− λ2−)(λ− λ2+) → (λ+ iϵ− λ2−)(λ+ iϵ− λ2+) =

λ2 − λλ2− + λ2−λ
2
+ − λλ2+ − ϵ2 + i

(
λ2−(−ϵ)− λ2+ϵ+ 2λϵ

)
.

(6.50)

Entonces si

a+ ib = λ2 − λλ2− + λ2−λ
2
+ − λλ2+ − ϵ2 + i

(
λ2−(−ϵ)− λ2+ϵ+ 2λϵ

)
, (6.51)
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vemos que
a = λ2 − λλ2− + λ2−λ

2
+ − λλ2+ − ϵ2

b =
(
λ2−(−ϵ)− λ2+ϵ+ 2λϵ

)
,

(6.52)

y sabemos por [85] que la ráız de un numero complejo puede ser encontrada de
la siguiente forma √

a+ ib = p+ iξ, (6.53)

en donde

p =
1√
2

√√
a2 + b2 + a ξ =

sign(b)√
2

√√
a2 + b2 + a. (6.54)

De esta forma el primer término a la derecha de la ecuación (6.45) puede ser
escrito de forma completa como sigue

ĺım
ϵ→0

keS

2

p+ iξ

λ+ iϵ
= ĺım

ϵ→0

kes

2

(p+ iξ)(λ− iϵ)

λ2 + ϵ2

= ĺım
ϵ→0

keS

2

1

λ2 + ϵ2
[pλ+ ξϵ+ i(ξλ− ϵp)] ,

(6.55)

en este caso la densidad R(λ)estará dada por19

D(λ) =
1

π
ĺım

ϵ→0+
Im

[
keS

2

√
a+ ib

λ+ iϵ

]
+ . . . (6.56)

continuando con el cálculo obtenemos para este término escrito expĺıcitamente

1

π
ĺım

ϵ→0+
Im

[
keS

2

√
a+ ib

λ+ iϵ

]
=
keS

2πλ
ĺım

ϵ→0+
ξ, (6.57)

ĺım
ϵ→0+

ξ = sgn
(
−λ2− − λ2+ + 2λ

)
√
−λ2 + λ2+λ+

√(
λ− λ2−

)
2
(
λ− λ2+

)
2 + λ2−

(
λ− λ2+

)
√
2

= sgn
(
−λ2− − λ2+ + 2λ

) √−λ2 + λ2+λ+ λ2−
(
λ− λ2+

)
+
∣∣(λ− λ2−

) (
λ− λ2+

)∣∣
√
2

= sgn
(
−λ2− − λ2+ + 2λ

) √(λ2− − λ
) (
λ− λ2+

)
+
∣∣(λ− λ2−

) (
λ− λ2+

)∣∣
√
2

.

(6.58)
Es necesario para continuar con la solución evaluar tres casos

1. λ > λ2−, λ > λ2+ → ĺımϵ→0+ ξ = 0,

2. λ < λ2−, λ < λ2+ → ĺımϵ→0+ ξ = 0,

19Cabe destacar que el ĺımite de ϵ debe ser tomado por la derecha para que tenga algún
sentido.
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3. λ > λ2−, λ < λ2+ → ĺımϵ→0+ ξ = −
√(

λ− λ2−
) (
λ2+ − λ

)
20.

Ahora, continuado con la ecuación (6.45), escribimos el segundo y tercer término
de la derecha; y realizando el mismo procedimiento que en el primer término
obtenemos lo siguiente

− eS − k

2λ
+
keS

2
=
eSkλ− (eS − k)

2λ
→ eSk(λ+ iϵ)− (eS − k)

2(λ+ iϵ)

=
eSk(λ2 + ϵ2)− (eS − k)(λ− iϵ)

2(λ2 + ϵ2)
,

(6.59)

1

2π
ĺım

ϵ→0+
Im

[
eSk(λ2 + ϵ2)− (eS − k)(λ− iϵ)

2(λ2 + ϵ2)

]
=
k − eS

2π
(−1) ĺım

ϵ→0+

ϵ

λ2 + ϵ2
,

(6.60)

k − eS

2π
(−1) ĺım

ϵ→0+

ϵ

λ2 + ϵ2
=
k − eS

2
(−1)δ(λ) = δ(λ)(k − eS)θ(k − eS). (6.61)

Si juntamos el resultado de la ecuación (6.61), con la tercera condición para la
ecuación (6.57), entonces obtenemos el resultado final para la densidad:

D(λ) =
keS

2πλ

√
[λ− (k−

1
2 − e

−S
2 )2][(k−

1
2 + e

−S
2 )− λ] + δ(λ)(k − eS)θ(k − eS).

(6.62)
Aqúı podemos hacer un análisis de acuerdo a los valores de k con respecto a eS,
de modo que nos sea posible revisar el comportamiento de la entroṕıa.
Cuando k ≪ eS, el rango del espectro es muy estrecho y el primer término de
D(λ) es un semićırculo estrecho. Tenemos entonces un espectro que consiste de
k eigenvalores de tamaño 1/k. Esto describe una matriz de densidad maximal-
mente mixta y por lo tanto la entroṕıa de grano fino es log k.
Cuando k se aproxima a eS, encontramos

ĺım
k→es

D(λ) =
e2s
√
(4e−s − λ)

2π
√
λ

, (6.63)

aśı entonces, se desarrolla una singularidad en el origen. Después del tiempo
de Page, la parte suave de la distribución contiene solamente eigenvalores es.
La entroṕıa de von Newmann tiene una transición aguda cuando va de log k a
S durante la transición de Page: S = logm − m

2n , en donde m = min(k, eS) y
n = max(k, eS) [86, eq.10].
Por último cuando k ≫ eS, el termino suave puede ser aproximado de nuevo por
una función delta. La distribución describe una matriz de densidad con eS es-
tados que están maximálmente mezclados, y el resto desenredados. La entroṕıa
de grano fino es igual a S.

20Aqúı usamos el hecho de que si λ < λ2
+ podemos escribir sgn(2(λ−λ2

+−2e−S/2k−1/2)) <
0 ∴ = −1
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Figura 6.8: Entroṕıa en la aproximación plana graficada con linea sólida, aproxi-
mación numérica eq.(6.65) graficada con ĺınea discontinua para el caso β = 3 y
µ grande. La ĺınea punteada corresponde al ensamble microncanónico [1, fig:7].

Si se analiza el caso para el mismo problema pero ahora en el ensamble
canónico, no se encuentra una forma de resolver la ecuación (6.40) de forma
exacta; los autores [1] proponen las solución numérica de modo que se pueda
obtener una idea sobre el comportamiento. El resultado del análisis numérico
nos dice que antes de la transición de Page, la distribución de eigenvalores es
muy estrecha y localizada cerca de λ = 1/k justo como en el caso microcanónico.
Después de la transición de Page la distribución se parece al espectro térmico
del agujero negro con un corte tajante en s = sk escogido para que el número
total de eigenvalores sea k

k =

∫ sk

0

dsρ(s). (6.64)

Entre los dos reǵımenes, la curva se interpola suavemente, sin nada que llame
particularmente la atención durante la transición. El análisis aproximado de la
ecuación de la resolvente permite el cálculo de la entroṕıa de grano fino en el
ĺımite semiclásico con GN pequeña. El resultado es el siguiente

S ≈ −
∫ sk

0

dsρ(s)(λ0 + ω(s)) log(λ(λ0 + ω(s))). (6.65)

Podemos observar en la figura 6.8 que el error de la aproximación eq.(6.65)
es mayor alrededor de la transición de Page, y este error es del orden GN , sin
embargo se encuentra de acuerdo con el promedio sobre el ensamble térmico
completo de la respuesta dentro del ensamble microncnónico con una precisión
O(1).

Maestŕıa en F́ısica 100



Caṕıtulo 7

Islas en los agujeros negros
de Reissner-Nordström
anti-de Sitter

7.1. Introducción

Pareciera, dados los resultados del caṕıtulo anterior, que la paradoja de la in-
formación ha quedado resuelta, y que hemos dado un salto gigantesco en nuestro
entendimiento de los agujeros negros, teoŕıa de la información y termodinámica
gravitacional; después de todo tenemos una fórmula que nos permite calcular la
entroṕıa para la radiación del agujero negro (eq.6.9). Sin embargo, la fórmula de
las islas despierta más interrogantes de lo que logra otorgar respuestas, comen-
zando con lo extraño que resulta el “promedio” que calcula la integral de camino
gravitacional, lo que deriva en una conexión innegable de las réplicas -que en
un primer momento resultaban ser una extensión anaĺıtica independiente cada
una de ellas a las otras-. Lo dicho anteriormente nos hace notar que estamos
al inicio (y no al final) del camino en nuestro entendimiento de la paradoja de
la información, y que teniendo una nueva herramienta debemos enfocarnos en
entender su funcionamiento, además de los resultados que esta nos puede dar.
Un primer paso para continuar en la ĺınea de la investigación es utilizar la herra-
mienta (eq.6.9) en distintos “laboratorios”gravitacionales y ver que información
logramos extraer de esta combinación. En este caṕıtulo aplicaremos lo aprendido
acerca de las islas para la radiación de Hawking en la métrica de alta dimensión
de un agujero negro no conmutativo anti de Sitter[87-91] y compararemos nues-
tros resultados por los obtenidos por [92] para el caso sin no-conmutatividad.
En la segunda sección de este caṕıtulo resumiremos las ideas principales de la
métrica de Reissner-Nordström y los resultados obtenidos por el cálculo reali-
zado en [92]; en la sección tres veremos las modificaciones que se obtienen al
aplicar una métrica no conmutativa y veremos si es posible resolver el proble-
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ma encontrado en la sección anterior sobre los agujeros negros con la condición
extremal. Por último, en la sección cuatro calcularemos el tiempo de Page para
el caso extremal haciendo uso de los resultados del caso no conmutativo y el
original de [92].

7.2. La métrica de Reissner-Nordström y la fórmu-
la de las islas.

La métrica de Reissner-Nordström es una solución esféricamente simétrica
que resulta del acoplamiento de las ecuaciones de Einstein y de Maxwell. Esta
métrica representa correctamente a un agujero negro con masa M y carga Q.
Existen múltiple razones para estudiar la métrica de Reissner-Nordström, aun
cuando no se espera que exista algún cuerpo macroscópico que posea una carga
neta, la principal es que podemos estudiar el proceso de dispersión de ondas
electromagnéticas aśı como de ondas gravitacionales utilizando una matriz de
dispersión simétrica unitaria, además de esto podemos ver de forma anaĺıtica
el origen de dos horizontes de sucesos (uno externo y otro interno) y sus carac-
teŕısticas individuales, permitiéndonos escalar a métricas más complejas como
lo es la de Kerr [93, pp.205].
En nuestro caso, y en espećıfico en esta sección, buscamos revisar la métrica de
Reissner-Nordström acoplada al espacio de anti de Sitter de (d + 1) dimensio-
nes cuando se tiene d tendiendo a un número grande, permitiéndonos revisar la
radiación de Hawking y por consiguiente su entroṕıa. La razón para considerar
d como grande es que este ĺımite llevará a la geometŕıa cercana al horizonte a
un punto fijo, y su dinámica se desacoplará de aquella en la región “lejana”, la
teoŕıa efectiva se reduce entonces a una teoŕıa de dilatón bidimensional, como
la que ya hemos estado trabajando en caṕıtulos anteriores.
La acción de la teoŕıa de Maxwell-Einstein de d+ 1 dimensiones tiene la forma
siguiente:

I =
1

16πGN

∫
dd+1x

√
−g
(
R+

d(d− 1)

L2
− L2

g2s
FµνF

µν

)
; (7.1)

en donde GN es la constante gravitacional, R es el escalar de curvatura, L es
el radio de curvatura del espacio-tiempo asintótico AdSd+1 y gs es la constante
de acoplamiento del campo de norma U(1). Las ecuaciones de movimiento son
las siguientes:

Rµν − 1

2
gµνR− d(d− 1)

2L2
gµν =

L2

2g2s

(
4FµλF

λ
ν − gµνFαβF

αβ
)

∂µ(
√
−gFµν) = 0.

(7.2)
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La métrica solución es:

ds2 = −f(r)dt2 + dr2

f(r)
+ r2dΩ2

d−1

A = µ

(
1−

rd−2
+

rd−2

)
dt; µ =

√
d− 1

2(d− 2)

gsQ

Ld−2
+

f(r) = 1− M

rd−2
+

Q2

r2d−4

r2

L2
.

(7.3)

Cuando se trabaja con la métrica de Reissner-Nordström clásica normalmente
se estudian dos casos, el no extremal y el extremal. Conocemos como agujero
negro extremal dentro de esta métrica al agujero negro que cumple r+ = r−
en donde r con sub́ındices +− se refiere al radio del horizonte exterior y al
radio del horizonte interior respectivamente. De acuerdo con esto, y siguiendo
el trabajo de [92, p.3-19] separaremos los casos de esta forma en las siguientes
subsecciones.

7.2.1. Entroṕıa de BH para el caso no extremal

Para el análisis del agujero negro RN-AdSd+1 se define ρ ≡ rd−2

M yM ≡ rd−2
o ,

y se toma el ĺımite de dimensión grande d→ ∞ aśı como el ĺımite de horizonte
cercano r − r+ ≪ r+, la métrica se convierte en

ds2 = −f(ρ)dt2 + r2

(d− 2)2ρ2f(ρ)
dρ2 + r2oρ

2
d−2 dΩ2

d−1,

A = µ

(
1− ρ+

ρ

)
dt,

f(ρ) = 1− 1

ρ
+
Q2

M2

1

ρ2
+
r2o
L2
.

(7.4)

Los horizontes de sucesos tienen entonces el siguiente radio en ĺımite tomado

ρ± =
1±

√
1− 4kQ2

M2

2k
, k = 1 +

r2o
L2
. (7.5)

La métrica en términos de los horizontes se escribe de la siguiente manera

ds2 = −k(ρ− ρ+)(ρ− ρ−)

ρ2
dt2+

(
k(ρ− ρ+)(ρ− ρ−)

[
d− 2

ro

]2)−1

dρ2+r2oρ
2

d−2 dΩ2
d−1.

(7.6)
La temperatura y entroṕıa de Bekenstein-Hawking asociadas al horizonte ex-
terno son

T =

(
d− 2

ro

)
k(ρ+ − ρ−)

4πρ+
, SBH =

Ωd−1r
d−1
o ρ+

4GN
, (7.7)

en donde Ωd−1 = 2Πd/2/Γ(d/2) es el volumen de la esfera unitaria Sd−1.
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7.2.2. Entroṕıa de BH para el caso extremal

Para este caso debemos tomar la condición de extremalización antes men-
cionada, por lo tanto tenemos que M2 = 4kQ2 = r2d−4

o , con esto aseguramos
la coincidencia de horizontes ρ+ = ρ− = 1

2k ≡ ρh. La métrica se reescribe de la
siguiente forma

ds2 = −k(ρ− ρh)
2

ρ2
dt2 +

[
k(ρ− ρh)

2

(
d− 2

ro

)2
]−1

dρ2 + r2oρ
2

d−2 dΩ2
d−1. (7.8)

Escribimos la coordenada de tortuga de la siguiente manera

ρ∗ =
ro

(d− 2)k

[
− ρh
ρ− ρh

+ log(ρ− ρh)

]
, (7.9)

y las correspondientes coordenadas de Kruskal son

U = −e−κ(t−ρ∗), V = eκ(t+ρ∗), (7.10)

en donde κ± =
(

d−2
ro

)(
k(ρ+−ρ−)

2ρ±

)
.

En este caso extremal, debe notarse que la gravedad superficial κ+ = κ− ≡ κ
se vuelve cero, aśı que se asume que el ĺımite κ → 0 se aproxima al resultado
final del caso extremal. La métrica en términos de estas últimas coordenadas se
escribe de la siguiente forma:

ds2 = −ω(ρ)dUdV + r2odΩ
2
d−1, ω2(ρ) =

k(ρ− ρh)
2

ρ2
1

κ2
e−2κρ∗ ; (7.11)

y la entroṕıa de Bekenstein-Hawking para este caso es

SBH =
Ωd−1r

d−1
o ρh

4GN
. (7.12)

7.2.3. Entroṕıa de entrelazamiento para el caso no extre-
mal.

Se toman, para el cálculo de la entroṕıa de entrelazamiento o grano fino, dos
casos a estudiar en la métrica de agujero negro de gran dimensión RN-AdSd+1;
el primer caso es en el que no se consideran las islas, dicho de otro modo, la
entroṕıa viene puramente de la materia presente, el otro caso es en el que si se
consideran islas, las cuales como hemos visto, aparecen en un cierto momento y
cambian el resultado final de nuestra entroṕıa.
Para poder realizar el cálculo de la entroṕıa, es necesario hacer ciertas suposi-
ciones sobre la parte finita de la entroṕıa de entrelazamiento de los campos de
materia [94, p.4-6]. Estas suposiciones siguen dos ĺımites distintos, uno en que
la distancia entre dos regiones, llamadas A y B respectivamente, es pequeña
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comparada con la escala del tamaño de las superficies frontera de las regiones y
otra donde dicha distancia es grande 1 :

Si la distancia que existe entre dos regiones A y B es grande, entonces la
radiación de Hawking se asume como descrita por los modos bidimensio-
nales de ondas s con momento angular cero y las influencias de sus modos
angulares superiores pueden ser ignoradas. Entonces la parte finita de la
entroṕıa de entrelazamiento de los campos de materia esta dada por:

I(A : B) = − c
3
log d(A,B) (7.13)

en donde c es la carga central, d(A,B) es la distancia entre las fronteras
de las regiones en espacio-tiempo plano.

Cuando la distancia L que se encuentra entre las dos regiones A y B es
lo suficientemente pequeña, la información mutua I(A : B) se encuentra
dada por

I(A : B) = κd+1c
Area

Ld−1
(7.14)

en donde de nuevo c es la carga central del campo sin masa y κd+1 es una
constante dependiente de la dimensión.2

Ambas suposiciones pueden ser entendidas si repasamos la sección 5.2.3 de es-
te trabajo y [95, pp.34] en donde se generalizan resultados para dimensiones
superiores.

Caso 1: Sin islas

Existen dos puntos que llamaremos b±, los cuales corresponden a las fronte-
ras de las regiones de radiación en las cuñas izquierda (R−) y en la cuña derecha
(R+). Aqúı b+ = (tb, ρb) y b− = (−tb + iβ/2, ρb). Dado que no existen islas en
este caso, se puede inferir que la entropia de entrelazamiento de la radiación de
Hawking solo recibe contribuciones de los campos de materia. La entroṕıa de la
radiación es

SR = −I(R+ : R−). (7.15)

1La separación de casos, responde a los casos ĺımite que podemos tomar, cuando la distancia
entre las superficies frontera de las regiones A y B es más grande del tamaño de las superficies
frontera, nos permite estudiar los efectos no locales o efectos de entrelazamiento cuántico no
extendidos, en cambio el ĺımite de distancia corta, que es cuando la distancia entre las regiones
es comparable con su tamaño, nos permite enfocarnos en la entroṕıa de entrelazamiento y en
como se mueve la información en la vecindad del horizonte.

2Podemos encontrar una nota importante en [92, pp.6] que debemos mencionar aqúı: “Nóte-
se que esta fórmula es válida solamente para el espacio plano. Esperamos que la fórmula de
arriba pueda ser también aplicada al espacio-tiempo curvo siempre y cuando requiramos que
el tamaño de escala de la curvatura lR sea mucho más grande que la distancia L”.
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En coordenadas de Kruskal, se tiene

SR =
c

3
log d(b+, b−)

=
c

6
log[g2(b)((U(b−)− U(b+))(V (b+)− V (b−)))]

=
c

6
log

[
4
k(ρ− ρ+)(ρ− ρ−)

ρ

1

κ2+
e−4κ+ρ∗(b) cosh2(κ+tb)

]
.

(7.16)

Asumimos que para tiempos posteriores tb ≫ ρb > ρ+, y por lo tanto

SR ≃ c

3
κ+tb =

d− 2

ro

k(ρ+ − ρ−)

6ρ+
tb. (7.17)

Dado que la entroṕıa de la radiación crece con el tiempo, llegará un momento en
que esta sea mayor que la entroṕıa de Bekenstein-Hawking y por lo tanto estare-
mos violando la unitariedad, la cual sabemos implica que nuestra entroṕıa debe
seguir la curva de Page, la interrogante que tenemos ahora es si la introducción
de las islas nos permitirá como en el caṕıtulo interior resolver este problema.

Caso 2: con islas

Para este caso nos concentraremos en la situación donde la frontera inte-
rior de la región de la radiación se encuentra cercana al horizonte exterior,
caracterizado por ρb − ρ+ ≪ ρ+. Las fronteras de las islas son a+ = (ta, ρa) y
a− = (−ta+iβ/2, ρa). En este caso, como se asumió que las fronteras de las islas
se encuentran fuera, pero muy cercanas al horizonte ρa − ρ+ < ρb − ρ+ ≪ ρ+,
debemos usar la ecuación 7.14, para ello necesitamos la distancia geodésica entre
la frontera de la región I y la de la región R

L =

∫ b

a

ro
d− 2

dρ√
k(ρ− ρ+)(ρ− ρ−)

≃ 2
ro

d− 2
.

(7.18)

Y entonces sabiendo que

Sgen = −2I(R+ : I) = −2κd+1c
Area

Ld−1
, (7.19)

tenemos

Sgen = 2
Area(∂I)

4GN
− 2κd+1c

Area(∂R)

Ld−1

=
Ωd−1(Mρa)

d−1
d−2

2GN

− 2κd+1c
Ωd−1(Mρb)

d−1
d−2

(
√
ρb − ρ+ −√

ρa − ρ+)d−1

(k(ρ+ − ρ−))
d−1
2

2d−1

(
d− 2

ro

)d−1

.

(7.20)

Maestŕıa en F́ısica 106



U.A.M.-I Maestŕıa en F́ısica

Definimos las variables x ≡
√

ρa−ρ+

ρ+
y y =

√
ρb−ρ+

ρ+
, por lo tanto x > y ≪ 1,

ya que ρa − ρ+ < ρb − ρ+ ≪ ρ+. De esta forma la entroṕıa puede ser reescrita
de la siguiente forma

Sgen =
Ωd−1(Mρa)

d−1
d−2

2GN
−2κd+1c

Ωd−1(Mρb)
d−1
d−2(

1− x
y

)d−1

(k(ρ+ − ρ−))
d−1
2

ρ
d−1
2

+ yd−12d−1

(
d− 2

ro

)d−1

.

(7.21)
La fórmula de las islas nos dice que existe un paso extra a tomar en cuenta
y este es el de encontrar el valor mı́nimo entre todas las soluciones extremales
de nuestra entroṕıa Sfg; dado que no tenemos dependencia temporal expĺıcita,
derivamos con respecto a la posición ρa y resolvemos la ecuación saliente

∂Sgen

∂ρa
=
d− 1

d− 2

Ωd−1M
d−1
d−2 ρ

1
d−2
a

2GN

− (d− 1)κd+1c
Ωd−1(Mρb)

d−1
d−2 (k(ρ+ − ρ−))

d−1
2(

1− x
y

)d
xyρ+ρ

d−1
2

+ yd−12d−1

(
d− 2

ro

)d−1

= 0,

(7.22)

x

y

(
1− x

y

)d

= GNκd+1c
(k(ρ+ − ρ−))

d−1
2 (d− 2)d−1

ρ
d−1
2

+ yd+12d−2rd−1
o

. (7.23)

Para que se cumpla la condición 7.23 es necesario poner ciertas restricciones
en la métrica que estamos trabajando. Continuando con [92], definimos nuevas
variables

u ≡ x

y
∈ (0, 1) and λ ≡

ρ
d−1
2

+ yd+12d−2rd−1
o

cκd+1GN (k(ρ+ − ρ−))
d−1
2 (d− 2)d(d+ 1)

. (7.24)

La ecuación (7.23) se convierte en

u(1− u)d =
1

(d+ 1)λ
. (7.25)

Podemos escribir el lado derecho de la anterior como una función de u, F (u) =
u(1 − u)2; dicha función tiene un máximo en um = 1

d+1 por lo tanto podemos
escribir

F (um) = dd(1 + d)−1−d. (7.26)

De este modo para que se cumpla 7.25 se debe tener que 1
(d+1)λ < F (um) lo

cual nos da pone una restricción sobre λ

λ > (1 +
1

d
)d → e. (7.27)

Al cumplirse dicha restricción tenemos dos valores para u que resuelven la igual-
dad 7.24, uno u1 que se encuentra antes del máximo y otro u2 que se encuentra
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después del máximo, dicho de otro modo 0 < u1 < um < u2, los valores de la
entroṕıa generalizada máximo y mı́nimo se encuentran en u2 y u1 respectiva-
mente, por lo tanto la solución de la fórmula de las islas se encuentra dada por
u1. Si se tiene un valor λ ≤ e, entonces no se tendrán valores mı́nimos de la
entroṕıa Sfg y por lo tanto tampoco se tendrán soluciones de islas triviales, esto
pone al descubierto que el cumplimiento de la fórmula de las islas supone una
restricción en el agujero negro de gran dimensión sobre la métrica RN-AdSd+1,
de otra forma tendremos necesariamente, según nuestro razonamiento en este
trabajo, la violación de la unitariedad. Esto puede ser pensado como un resul-
tado de las condiciones necesarias impuestas, pero también como una limitante
sintética que surge de una mala aplicación de las condiciones, no sabemos si
este tipo de geometŕıas deben ser aplicables a todos las soluciones tipo agujero
negro que tenemos para las ecuaciones de Einstein, aún aśı se continúa con el
trabajo para obtener la mayor cantidad de información de este caso.
Ya que confirmamos la existencia de islas para el caso general x < y ≪ 1 enton-
ces es momento de evaluar la entroṕıa de grano fino de la radiación de Hawking
para el caso espacial x≪ y/d con d→ ∞3; la solución de islas para este caso es

x =
y

yd+1rd−1
o 2d−2

(d−2)2κd+1cGN

(
ρ+

k(ρ+−ρ−)

) d−1
2 − d

=
y

(d+ 1)λ− d
. (7.28)

Esta solución debe satisfacer la restricción λ≪ 1, por lo tanto se tiene

x =
y

(d+ 1)λ− d
≃ y

(d+ 1)λ
. (7.29)

Sustituyendo esto en 7.22 obtenemos nuestro resultado

SR ≃ Ωd−1(Mρ+)
d−1
d−2

2GN

− κd+1c
Ωd−1(Mρ+)

d−1
d−2 (k(ρ+ − ρ−))

d−1
2

yd−1ρ
d−1
2

+ 2d−2

(
d− 2

ro

)d−1(
1 + (d− 1)

x

y

)

≃ 2SBH

(
1− 2y2

(d+ 1)(d− 2)λ

)
≃ 2SBH .

(7.30)

Para este caso especial aśı como para otro que se trabaja en [92, pp.12] (dx
y =

η ∼ O(1)), el resultado es el mismo Sfg ≃ 2SBH , de hecho puede mostrarse
que para el caso general se obtiene el mismo resultado. Partiendo de la ecuación
7.21 podemos escribir

SR ≃ 2SBH

(
1− 2y2

(d+ 1)(d− 2)λ
(1− x

y
)1−d

)
< 2SBH . (7.31)

3No es posible dar una expresión anaĺıtica de la solución de islas para el caso general
x < y ≪ 1, esto es lo que nos obliga a tomar casos espaciales [92, pp.10].
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Para el caso general x < y ≪ 1 la solución de islas satisface x/y = u1 < um =
1/(d+ 1) bajo la restricción λ > e y entonces

SR > 2SBH

(
1− 2y2

(d+ 1)(d− 2)λ
(1− 1

d+ 1
)1−d

)
= 2SBH

(
1− 2y2e

(d+ 1)(d− 2)λ

)
≃ 2SBH .

(7.32)

Aśı se tiene de nuevo Sfg = 2SBH para el caso general, los términos superiores
han sido ignorados. El doble de la entroṕıa de Bekenstein-Hawking viene del
término de área de la isla.

7.2.4. Entroṕıa de entrelazamiento para el caso extremal

Continuando con el análisis y aplicación de la fórmula de las islas en la
métrica RN-AdSd+1 consideraremos el caso extremal en el mismo ĺımite de gran
dimensión. De nuevo dividiremos el proceso a realizar en el cálculo con islas y
sin islas de forma que nos sea posible comparar los resultados.

Caso 1: Sin islas

La superficie de Cauchy que incluye al punto b+ = (tb, ρb) toca la singulari-
dad en b0 = (tb, 0); utilizando 7.13, la entroṕıa de la radiación de Hawking está
dada por:

SR = ĺım
κ→0

c

3
log d(b+, b0)

= ĺım
κ→0

c

6
log[ω(ρ)ω(0)(U(b0)− U(b+))(V (b+)− V (b0))]

=
c

12
log[f(0)f(ρb)(ρ∗(ρb)− ρ∗(0))

2],

(7.33)

en donde f(ρ) = k(ρ− ρh)
2/ρ2, dicha función es singular para nuestra métrica

cuando se tiene ρ = 0, por lo tanto no nos es posible dar una entroṕıa de entre-
lazamiento que se comporte de manera correcta para la radiación de Hawking
para el caso extremal.

Caso 2: Con islas

Es interesante comenzar con esta pequeña sección notando que dada la exis-
tencia de islas, es posible dar una entroṕıa de entrelazamiento para el caso ex-
tremal, a diferencia de lo ya establecido en el caso anterior. Para poder resolver
y obtener la entroṕıa, establecemos la frontera de la isla como a+ = (ta, ρa) y
consideramos la situación donde ρb−ρh ≪ ρh. Se asume que la frontera de la isla
se encuentra fuera y cerca del horizonte de manera que ρa − ρh < ρb − ρh ≪ ρh
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y podemos utilizar 7.14 para realizar el análisis.
La distancia geodésica entre a+ y b+ es:

L =

∫ ρb

ρa

ro
d− 2

dρ

k1/2(ρ− ρh)
=

ro
k1/2(d− 2)

log

(
ρb − ρh
ρa − ρh

)
, (7.34)

y entonces

Sgen =
Ωd−1(Mρa)

d−1
d−2

4GN
− κd+1c

Ωd−1(Mρb)
d−1
d−2

Ld−1

=
Ωd−1(Mρa)

d−1
d−2

4GN
− κd+1c

Ωd−1(Mρb)
d−1
d−2(

log
(

ρb−ρh

ρa−ρh

))d−1

k
d−1
2 (d− 2)d−1

rd−1
o

.
(7.35)

Como en [92, pp.14] seguimos utilizando las definiciones x ≡
√

ρa−ρ+

ρ+
y Y ≡

√
ρb − ρ+ρ+, por lo tanto x < y ≪ 1, con esto la entroṕıa de grano fino se

convierte en

Sgen =
Ωd−1(Mρa)

d−1
d−2

4GN
− κd+1c

Ωd−1(Mρb)
d−1
d−2(

log x2

y2

)d−1

k
d−1
2 (d−1)d−1

rd−1
o

, (7.36)

y buscando sus puntos extremos derivamos con respecto de ρa e igualamos a
cero, con lo que obtenemos

x2

y2

(
log

y2

x2

)d

= 4κd+1cGN
(d− 2)dk

d−1
2

rd−1
o y2

. (7.37)

Definiendo z ≡ x2/y2 ∈ (0, 1) la ecuación anterior se convierte en

z

(
log

1

z

)d

= 4κd+1cGN
(d− 2)dk

d−1
2

rd−1
o y2

≡ F0. (7.38)

De nuevo como en la subsección anterior investigamos la función en el lado
izquierdo de la ecuación anterior F (z) = z(log z−1)d; esta función tiene un punto

máximo que llamaremos zm en z = e−d, por lo tanto tenemos que F (zm) = dd

ed

y la condición para la existencia de soluciones tipo islas es

dd

ed
> F0. (7.39)

Si la restricción se cumple, entonces tenemos dos posibles soluciones z1 y z2 las
cuales cumplen que z1 < zm < z2, por lo tanto de la misma forma que en el
caso no extremal, debemos tomar el valor mı́nimo siendo este z1.
Para el cálculo de la entroṕıa de la radiación de Hawking notamos que la solución
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de las islas satisface x2/y2 = z1 < zm = e−d, sustituyendo en 7.36 tenemos

SR =
Ωd−1(Mρa)

d−1
d−2

4GN
− κd+1c

Ωd−1(Mρb)
d−1
d−2(

log y2

x2

)d−1

k
d−1
2 (d−2)d−1

rd−1
o

>
Ωd+1(Mρa)

d−1
d−2

4GN
− κd+1c

Ωd−1(Mρa)
d−1
d−2

dd−1

k
d−1
2 (d− 2)d−1

rd−1
o

> SBH

(
1− 4κd+1cGN

k
d−1
2 (d− 2)d−1

rd−1
o

)

> SBH

(
1− y2

ed

)
≃ SBH ,

(7.40)

en donde se utilizó

4κd+1cGN
k

d−1
2 (d− 2)d−1

dd−1rd−1
o

<
dy2

ed(d− 2)
<
y2

ed
. (7.41)

La entroṕıa de entrelazamiento o de grano fino de la radiación es aproximada-
mente igual a la entroṕıa de Bekenstein-Hawking para el caso extremal.

Tiempo de Page

Es posible estimar el tiempo de Page para el agujero negro no extremal con
x < y ≪ 1; la entroṕıa de entrelazamiento SR está dada por 7.17, la cual crece
linealmente con el tiempo t. En el caso con islas vimos que la entroṕıa se encon-
traba dada por 7.32, por lo tanto podemos podemos inferir el tiempo de Page
para nuestro agujero negro comparando ambas expresiones antes mencionadas
(7.32,7.17) tal como se hace en [96, pp.13-14]4:

tPage ≃
6SBH

cκ+
=

3SBH

πcT
. (7.42)

Para el caso extremal con x < y ≪ 1, aunque se puede dar la entroṕıa de
entrelazamiento con islas (Sfg ≃ SBH), la entroṕıa de la radiación se encuentra
indefinida, dado que f(ρ) sufre de una divergencia en la singularidad b0 = (tb, 0).
De esta forma no es posible dada la métrica actual proveer del tiempo de Page
para el agujero negro extremal.

7.3. Métrica no conmutativa de Reissner-Nordström-
anti-de Sitter de gran dimensión.

El origen de métricas modificadas, como la que aqúı trabajaremos, radica
en aplicar remedios a las divergencias de las teoŕıas originales de forma que

4De hecho el resultado coincide con el de la referencia para el agujero negro de Reissner-
Nordström en cuatro dimensiones.
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podamos proceder a obtener información con la f́ısica conocida y en dado caso
indicios de las modificaciones más profundas que se deben hacer en la teoŕıa
general.
Vimos en la sección anterior que dada la métrica de Reissner-Nordström, no es
posible obtener una solución a la entroṕıa de la radiación para el caso extremal
sin el uso de islas, además de que sin este resultado no es posible calcular el
tiempo de Page y por lo tanto dar la curva que describiŕıa el proceso unitario.
Divisamos que el problema proveńıa de la singularidad en ρ = 0 y por lo tanto
de la divergencia en la entroṕıa evaluada en este punto, proponemos entonces en
esta sección que la utilización de una métrica modificada como la de Reissner-
Nordström-anti-de Sitter de gran dimensión [87, p.56-58] puede ayudarnos a
resolver las divergencias y por lo tanto a obtener un resultado para la entroṕıa
y tiempo de Page para el caso extremal [97].

7.3.1. No conmutatividad

La no-conmutatividad es una idea originalmente postulada como un modo
de mejorar las propiedades de renormalización de una teoŕıa a distancias cortas
o hasta hacerla finita. En la década de los 80’s la no conmutatividad fue desarro-
llada ampliamente por los matemáticos para caracterizar la variedad euclidiana
en términos del espectro del operador de Dirac en la variedad, proveyendo una
generalización de la geometŕıa diferencial, la cual se convirtió en la Geometŕıa
No Conmutativa ([87, pp.7])[98-102].
La geometŕıa no conmutativa, es indicada por muchos como una posible herra-
mienta para la descripción de ciertos aspectos en la escala de Planck; se tiene
la creencia de que la gravedad cuántica debeŕıa tener un principio de incerti-
dumbre, ya que la enerǵıa y el momentum necesarios para realizar mediciones
modificaŕıan por śı mismos la geometŕıa del espacio-tiempo. De esta forma como
sucede con las coordenadas y los momentos en la teoŕıa cuántica convencional,
la incertidumbre vendŕıa de una relación no conmutativa y por lo tanto se “debe
examinar la posibilidad de que las mediciones de posición podŕıan no conmutar,
postulando la existencia de una variedad no conmutativa.

[xi, xj ] ̸= 0

“Una caracteŕıstica de una geometŕıa no conmutativa seŕıa la presencia de fluc-
tuaciones cuánticas capaces de eliminar los infinitos que generalmente aparecen
y causan el mal comportamiento a corta distancia de las teoŕıas de campo, in-
cluida la gravedad [87, pp.6]”.
En la f́ısica de altas enerǵıas el interés en esta “no-conmutatividad” se revitalizo
cuando, en la Teoŕıa de Cuerdas Abiertas, se demostró que las coordenadas del
espacio-tiempo f́ısico se convierten en operadores no conmutativos en una D-
brana en presencia de un campo constante Neveu-Schwarz B, y además de que
en el marco de trabajo de la Gravedad Cuántica de Lazos, la geometŕıa cuántica
resultante exhibe un comportamiento no conmutativo [103]. Sin importar cuál
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sea la interpretación de este tipo de geometŕıa en cualquiera de las dos teoŕıas
antes mencionadas, la Geometŕıa No-Conmutativa, se emplea actualmente para
implementar difusividad del espacio-tiempo5 por medio de:

[xi, xj ] = iθij , (7.43)

en donde θij es una matriz anti-simétrica, real de dimensión D×D, con dimen-
siones de longitud al cuadrado. Esta matriz determina la discretización en celdas
fundamentales del espacio-tiempo, de la misma forma -casi- que la constante de
Planck discretiza el espacio fase. Como consecuencia de este hecho, la geometŕıa
resultante no tiene posiciones fijas (”pointless”), de modo que la noción de punto
no tiene significado y se obtiene una incertidumbre en las coordenadas

∆xi∆xj ≥ 1

2
|θij |. (7.44)

Si definimos θ como la magnitud promedio de un elemento de θij , f́ısicamente
1√
θ
corresponde a la escala de enerǵıa más allá de la cual la variedad de espacio-

tiempo diferencial convencional resulta ser una no conmutativa. Un punto clave
de todas las formulaciones no conmutativas es la definición equivalente del ele-
mento de ĺınea: la definición de desplazamientos diferenciales conectando dos
eventos infinitesimalmente cercanos en el espacio-tiempo parece no ser correcta.
En presencia de la difusividad no conmutativa esperamos cierto tipo de elimi-
nación de singularidades que se producen en la variedad diferencial espacial-
temporal convencional.
La solución a las ecuaciones de Einstein en presencia de no conmutatividad está
sujeta a una interpretación complicada, balanceada entre el formalismo clásico y
el cuántico. Aunque los cálculos presentados tienen la apariencia de la Relativi-
dad General clásica, su contenido es puramente gravitacional-cuántico; la razón
de esto es el uso, como ya se mencionó anteriormente, de cuasicoordenadas no
conmutativas, que dan origen al formalismo cuántico en términos de funciones
clásicas deformadas no conmutativas.
En [87] se construyen diversos modelos no conmutativos; nosotros nos enfocare-
mos al caso extradimensional cargado, la solución aqúı presentada no es idéntica
a la que se encuentra en el art́ıculo mencionado dado el acoplamiento al espacio
de anti-de Sitter, sin embargo como se verá cumple las caracteŕısticas necesarias
para ser candidata a una métrica que puede ayudarnos a resolver el problema
de singularidades obtenido para el caso extremal.
La métrica se asume con la siguiente forma

ds2 = −f(r)dt2 + f−1(r)dr2 + r2dΩ2
d−1. (7.45)

La función f(r) se demanda como finita cuando r → ∞, de manera que

f(r) = 1− 4M

π(d−2)/2

1

rd−2
γ(
d

2
,
r2

4θ
) +

d− 2

πd−3

4Q2

r2(d−2)
Fd(r)−

r2Λ

d
, (7.46)

5La difusividad del espacio-tiempo se refiere a la capacidad de propagación o difusión de
la información, la enerǵıa o las part́ıculas en un entorno donde las coordenadas no conmutan.
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con

Fd(r) ≡ γ2(
d

2
− 1,

r2

4θ
)− 2(8−3d)/2rd−2

(d− 2)θ(d−2)/2
γ(
d

2
− 1,

r2

4θ
). (7.47)

Para porbar que la métrica no es singular en el origen reescribimos 7.46 con

ρ ≡ rd−2

M y en el ĺımite de dimensión grande ρ
2

d−2 → ρ0 = 1 cuando d→ ∞ por

lo tanto rd−2 →M ≡ rd−2
0

6

ĺım
d→∞

f(ρ) = 1−4πM

πd/2

1

Mρ

∞∑
n=0

(−)n
[
(Mρ)

2
d−2

4θ

] d
2+n

n!d2 + n
+
π3(d− 2)

πd

4Q2

M2ρ2
Fd(ρ)−

r20Λ

d
,

(7.48)
en donde

ĺım
d→∞

Fd ≡


∞∑

n=0

(−)n
[
(Mρ)

2
d−2

4θ

] d
2+n−1

n!d2 + n− 1


2

− 24−
3d
2

(d− 2)
Mρ

θ

θd/2

∞∑
n=0

(−)n
[
(Mρ)

2
d−2

4θ

] d
2−1+n

n!d2 − 1 + n
.

(7.49)

En el estudio de la métrica en las cercańıas de ρ = 0 podemos utilizar las series
que se obtuvieron en el ĺımite d → ∞ a orden 0, de modo que nuestra métrica
se verá de la siguiente forma:

f(ρ→ 0) ≊ 1− 8πM

πd/2

(Mρ)
2

d−2

d

(
1

4θ

) d
2

+
π3(d− 2)

πd
4Q2F 1

d − r20Λ

d

= 1− 8πM

πd/2

r20
d

(
1

4θ

) d
2

+
π3(d− 2)

πd
4Q2F 1

d − r20Λ

d
,

(7.50)

en donde

Fd(ρ→ 0) ≊ F 1
d =

1

M2ρ2

[
Mρ
d
2 − 1

(
1

4θ

) d
2−1
]2

− 24−
3d
2

d− 2

1

Mρ

(
θ

θd/2

(
1

4θ

) d
2−1

Mρ
d
2 − 1

)

=
1

(d/2− 1)2

(
1

4θ

)d−2

− 24−3d/2

d− 2

θ

θd/2

(
1

4θ

) d
2−1

1
d
2 − 1

=
64

2
5d
2

1

θ2+d

2d/2θ2d − 2θ4

(d− 2)2

6Debemos ser cuidadosos en como obtenemos los ĺımites para cada uno de los términos
en la métrica 7.46, aunque es posible realizar la reducción como se menciona y como se hizo
en la sección pasada, debemos conservar los términos sin el ĺımite en las funciones gamma
incompletas para poder obtener una métrica no singular en el ĺımite ρ → 0[104].
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=
64

2
5d
2

1

θ2+d

2d/2θ2d − 2θ4

(d− 2)2
, (7.51)

con lo que podemos concluir que contamos con una métrica que no es divergente
en ρ = 0.

7.3.2. Cálculo de la entroṕıa para el caso extremal

Dada una métrica que no es singular en el origen (7.46), podemos intentar
realizar el cálculo de la entroṕıa para el caso extremal sin islas y con ello el
tiempo de Page para la transición.
Para poder trabajar con la métrica (7.46) es necesario realizar ciertas simplifica-
ciones sobre las funciones gamma de manera que, podamos calcular la condición
extremal y la consiguiente coordenada tortuga para el caso extremal.
Cuando se tiene el ĺımite de gran dimensión d → ∞ y x se encuentra fijo en
γ(d, x), es posible escribir la función gamma de la siguiente forma

γ(d, x) = xde−x
∞∑
k=0

xk

(d)k+1
, (7.52)

en donde (d)k+1 es el śımbolo de Pochhammer definido de la siguiente forma

(d)k+1 =
Γ(d+ k + 1)

Γ(d)
. (7.53)

A orden 0 obtenemos

γ(d, x) = xde−x 1

(d)1
= xde−xΓ(d+ 1)

Γ(d)
= xde−x dΓ(d)

Γ(d)
= xde−xd, (7.54)

con esto en mente si suponemos que r0 se mantiene fijo en el ĺımite de gran
dimensión, y que r − r+ ≪ r+, entonces las funciones gamma que aparecen en
la métrica se reducen a

γ

(
d

2
,
r20
4θ

)
≈
(
r20
4θ

)d/2

e−
r20
4θ
d

2
=

rd0
(4θ)d/2

e−
r20
4θ
d

2

γ

(
d

2
− 1,

r20
4θ

)
≈
(
r20
4θ

) d
2−1

e−
r20
4θ (d/2− 1) =

rd−2
0

(4θ)d/2−1
e−

r20
4θ (d/2− 1).

(7.55)
Con esto f en la métrica se convierte en

f ≈ 1− e−
r20
4θ dπ1−d/2rd0
2d−1θd/2ρ

+
4(d− 2)F 2

d π
3−dQ2

M2ρ2
− r20Λ

d
, (7.56)

en donde

F 2
d = 22−5d/2e−

r20
4θ rd−4

0 θ2−d(2d/2(−2 + d)2rd0 − 8e
r20
4θMr20ρ). (7.57)
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Resolvemos para encontrar la condición extremal, la cual es

M =
26−

3d
2 (d− 2)π2− d

2 θ
2−d/2

dr20
Q2, (7.58)

a primer orden en 1/d.
La función f utilizando (7.58), es en el ĺımite de gran dimensión

fextremal =
23d−10d2Fd−extremalr

4
0θ

d−4

π(d− 2)ρ2Q2
−

4π1− d
2 γ
(

d
2 ,

r20
4θ

)
ρ

− Λr20
d

+ 1, (7.59)

y

Fd−extremal =
2−

3d
2 + 1

2 (8−3d)+6π2− d
2 ρQ2θ3−dγ

(
d
2 − 1,

r20
4θ

)
dr20

+ γ

(
d

2
− 1,

r20
4θ

)2

.

(7.60)
La coordenada tortuga asociada es por tanto

ρ∗ =

∫
ρ

1

fextremal

=

√
π−d−1d2

(
512π3θ2Q2

(
dυr20 − 4(d− 2)hθ

)2 − (d− 2)d(8π)dυ2r40θ
d
(
d− Λr20

))
32(d− 2)θ2Q (d− Λr20)

2
√

(d− 2)d(8π)dυ2r40θ
d (d− Λr20)− 256π3θ2Q2 (dυr20 − 4(d− 2)hθ)

2
χ

−
π1− d

2 d2
(
dυr20 − 4(d− 2)hθ

)
2(d− 2)θ (d− Λr20)

2 +
dρ

d− Λr20
ξ,

(7.61)
en donde para reducir la ecuación se definen las variables siguientes

ξ ≡ log (π− d
2 (8dd3πd/2υ2r40θ

d + 1024π2d2θ3υρQ2r20

− 1024π(d− 2)θ4ρQ2(4πdh− πd/2ρ(d− Λr20)))),
(7.62)

χ ≡ tan−1

 16θQ
(
dπ1− d

2

(
dυr20 − 4(d− 2)hθ

)
+ 2(d− 2)θρ

(
d− Λr20

))
d
√
π−d−1

√
(d− 2)d(8π)dυ2r40θ

d (d− Λr20)− 256π3θ2Q2 (dυr20 − 4(d− 2)hθ)
2

 ,

(7.63)

h ≡ γ

(
d

2
,
r20
4θ

)
υ ≡ γ

(
d

2
− 1,

r20
4θ

)
.

(7.64)

En la sección 7.2 vimos que la función f se encontraba determinada por M ,
ρ, Q y L, el problema del cálculo de la entroṕıa radicaba en ρ = 0 y por lo tanto
en f(0). Con la nueva métrica suponemos que las divergencias en el origen han
quedado elimindas y por lo tanto podemos intentar de nuevo el cálculo de la
entroṕıa

SR =
c

12
log[f(0)f(ρb)(ρ∗(ρb)− ρ∗(0))

2]. (7.65)
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Los valores necesarios son los siguientes:

f(0) = 1. (7.66)

Resultado válido para el ĺımite de dimensión grande a primer orden en
1/d.

f(ρb) =

8dd2r40θ
dγ

(
d
2−1,

r20
4θ

)2

Q2 + 1024π2− d
2 θ3ρb

(
dr20γ

(
d
2 − 1,

r20
4θ

)
− 4(d− 2)θγ

(
d
2 ,

r20
4θ

))
1024π(d− 2)θ4ρ2b

− Λr20
d

+ 1

=
2d−8(d− 2)d2r2d0 e

− r20
2θ

πθ2Q2ρ2b
− Λr20

d
+ 1.

(7.67)
En donde en la segunda igualdad utilizamos el limite de dimensión grande
con r0 fijo 7.55.

ρ∗(0) = 0. (7.68)

ρ∗(ρb) =
dρb

d− Λr20

−

√
d− 2d5/2

√
π−d−1

√
(2π)drd0

√
e−

r20
2θ tan−1

 16θQρbr
−d
0

√
d−Λr20

√
d−2d3/2

√
π−d−1

√
(2π)d

√
e−

r20
2θ


16θQ (d− Λr20)

3/2
,

(7.69)
que se obtiene de nuevo utilizando 7.55.

Aśı entonces el valor de la entroṕıa es el siguiente:

SR =
1

12
c

2d−8(d− 2)d2r2d0 e
− r20

2θ

πθ2Q2ρ2b
− Λr20

d
+ 1




dρb
d− Λr20

−

√
d− 2d5/2

√
π−d−1

√
(2π)drd0

√
e−

r20
2θ tan−1

 16θQρbr
−d
0

√
d−Λr20

√
d−2d3/2

√
π−d−1

√
(2π)d

√
e−

r20
2θ


16θQ (d− Λr20)

3/2



2

.

(7.70)
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Continuando con nuestros cálculos, para poder obtener el tiempo de Pa-
ge es necesario escribir la entroṕıa como función del tiempo, de esta forma es
conveniente definir coordenadas de Kruskal y para ello necesitamos calcular la
gravedad superficial (ver sección:7.2.2). El cálculo de la gravedad superficial de-
be llevarse a cabo en la métrica no extremal y dado que hemos modificado esta
métrica con la no-conmutatividad es necesario re-evaluar nuestro resultado de
κ antes de continuar.
La gravedad superficial para la métrica de dimensión grande utilizando 7.55 en
la simplificación de las funciones γ

κ± =
2−

5d
2 π1−dθ−drd0e

− r20
2θ

ρ3±16π2(d− 2)θ2Q2

(
2d/2(d− 2)2rd0 − 4Mρ±r

2
0e

r20
4θ

)
M2r40

− 2
3d
2 dπd/2ρ±θ

d/2e
r20
4θ

 ,

(7.71)
en dónde

ρ± =
2−

5d
2 π1−dθ−de−

r20
2θ

M2r40 (Λr
2
0 − d)

(±ζ − dMrd+2
0 e

r20
4θ

(
2

3d
2 dπd/2Mr20θ

d/2 + 64π2(d− 2)θ2Q2
)
),

(7.72)

ζ = (dM2r2d+4
0 e

r20
2θ (θd

(
d3(8π)dM2r40 − 23d+4(d− 2)3πd+1θ2Q2

(
d− Λr20

))
+ 2

3d
2 +7(d− 2)d2π

d
2+2MQ2r20θ

d
2+2 + 4096π4(d− 2)2dθ4Q4))1/2.

(7.73)
Ahora con κ± y la coordenada tortuga ρ∗ podemos escribir de nueva cuenta

U = −e−κ(t−ρ∗) V = eκ(t+ρ∗), (7.74)

en donde para el caso extremal recordamos que κ+ = κ− = κ y de nueva cuenta
definimos

ω2(ρ) =
fextremal

κ2
e−2κρ∗ . (7.75)

Con esto se debe poder calcular la entroṕıa en coordenadas de Kruskal y por
lo tanto encontrar su dependencia en el tiempo. Es prudente recordar en esta
parte del trabajo que el orden en que introducimos los ĺımites a las aproxima-
ciones como (7.55) para el cálculo de cantidades como ω, κ y ρ∗, es de suma
importancia para el resultado final. Por ejemplo, si se utiliza la cantidad κ como
se tiene de forma expĺıcita en (7.71) para el cálculo de ω2(ρ), tendremos una
divergencia dentro de la exponencial cuando se evalúe el resultado en ρ = 0, sin
embargo, si llevamos la forma completa (sin utilizar desarrollos de las funcio-
nes gamma) hasta nuestro cálculo final y luego hacemos un desarrollo como en
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(7.48), podremos obtener un valor finito, esto es, un valor posible a utilizar para
el cálculo de la entroṕıa. Además de lo anterior, la validez de las aproximaciones
debe ser cuidadosamente revisada en posteriores trabajos para asegurar que los
cálculos contengan siempre el significado f́ısico apropiado.
La entroṕıa para el caso extremal en coordenadas de Kruskal está dada por

SR = ĺım
k→0

c

6
log[ω(ρb)ω(0)(U(b0)− U(b+))(V (b+)− V (b0))], (7.76)

en donde recordamos que b+ = (tb, ρb) y b0 = (tb, 0), por lo que

SR = ĺım
k→0

c

6
log[ω(ρb)ω(0)(e

κρ∗(0) − eκρ∗(ρb))2]. (7.77)

Por lo que nos percatamos que la entroṕıa no depende del tiempo, y por lo
tanto es imposible, en este análisis con sus aproximaciones, calcular el tiempo
de Page.
Resulta muy interesante notar que pudimos calcular una entroṕıa no solamente
en la presencia de islas, sino también, en la métrica modificada por no conmuta-
tividad, ambas expresiones finitas. De este modo, al comparar con el resultado
clásico en donde se ha teorizado la no existencia de entroṕıa para agujeros ne-
gros extremales[105], podemos concluir que los nuevos desarrollos sugieren que
existen configuraciones no triviales de vaćıo para estos agujeros negros.
El uso de la receta de las islas, nos permite no solamente calcular una entroṕıa
que -en teoŕıa- sigue la curva de Page para diversos casos, como hemos visto,
sino que también sus resultados nos dan indicios de en donde existe trabajo por
realizar. En este último caso revisado, es necesario estudiar la presencia de esta
entroṕıa y buscar la aproximación o cambio de coordenadas en el cual podamos
observar la dependencia temporal y por lo tanto el tiempo y curva de Page.
Se debe rescatar que el problema sobre el cálculo de la entroṕıa en el caso extre-
mal sin islas, no se debe solamente a las divergencias que se pueden encontrar
en la métrica usual de gran dimensión, como se menciona en [92] y que aqúı
hemos demostrado que no es aśı, sino que, la configuración geométrica tiene en
śı un problema lo que impide que mediante métodos semiclásicos se obtenga una
entroṕıa finita y que a su vez imposibilita la descripción correcta de la curva de
Page.
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Caṕıtulo 8

Conclusiones

A lo largo de este trabajo, hemos explorado los aspectos más relevantes y
fundamentales de la paradoja de la información, buscando desde su plantea-
miento respuesta a la elusiva problemática que esta presenta para el desarrollo
de la f́ısica moderna.
La solución completa de la paradoja de la información y por lo tanto una correc-
ta descripción de la entroṕıa de los agujeros negros, se esconde tras un horizonte
lejano que parece -por fin- avistarse. Los avances presentados en este trabajo en
el caṕıtulo 6, como resumen de los art́ıculos ah́ı mencionados [1, 29], represen-
tan una herramienta importante y sobre todo una muestra de un significativo
avance hacia una comprensión mayor de la termodinámica, la teoŕıa de la infor-
mación y la gravitación. Es crucial tener en cuenta que estos resultados se basan
en aproximaciones que incluyen ĺımites tales como el de dimensión grande, los
cuales son muy útiles y necesarios para abordar la complejidad de los problemas
tratados en esta tesis, y aunque facilitan los cálculos, y la manipulación de cier-
tos aspectos de la paradoja de la información, también introducen limitaciones
en la generalización de los resultados a situaciones más realistas. Aśı, debe de
reconocerse que la totalidad de mis resultados se encuentra condicionada por
los ĺımites introducidos y su validez y aplicabilidad en contextos más complejos
requieren una evaluación más detallada y la exploración de otros enfoques que
superen de alguna forma las ya mencionadas limitaciones.
La primera mitad de esta tesis se concentra en sentar las bases para entender la
paradoja de la información, en una época donde la holograf́ıa parece ser una he-
rramienta muy útil y tal vez vital de exploración gravitacional, además de esto
se explora un aparato excepcionalmente valioso en la termodinámica, llamado
el método de réplicas, que más tarde fue de utilidad en el cálculo de entroṕıa
para casos complejos.
La segunda mitad puede dividirse a su vez en dos secciones; la primera, mues-
tra la forma de trabajar con entroṕıa en espacios-tiempos curvos aśı como las
consecuencias que tiene su existencia en las métricas no triviales, además se
ligan las herramientas planteadas en la primera sección con el espacio de anti de
Sitter que como vimos, resulta un laboratorio natural para nuestras ideas. La
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segunda sección de esta última parte presenta los avances más novedosos para la
solución de la paradoja de la información, en espećıfico, se exhibe el mecanismo
mediante el cual uno puede obtener de forma “clásica” una curva de Page para
el proceso de evaporación de un agujero negro (fórmula de las islas). Dentro de
esta sección fueron planteadas las dificultades que deben sortearse de modo que
estos resultados sean aplicables a métricas más complejas y se dio también un
ejemplo de cálculo para la métrica de Reissner-Nordström-anti de Sitter.
El caṕıtulo final de esta tesis presenta nuestra principal contribución al tema,
dentro del ejemplo planteado [92](cap. 7.1, 7.2), se encontró que no existe una
posibilidad de comparación entre entroṕıas con y sin islas para el caso extremal,
dada la aparición de divergencias, por lo tanto se plantea la imposibilidad de
encontrar el tiempo de Page y la curva asociada a la evaporación de este agujero
negro teórico. Sin embargo, mediante el uso de la no conmutatividad, se logro
sortear dichas divergencias y demostramos que la imposibilidad del cálculo no
radica en ellas, sino, en la geometŕıa del problema, en espećıfico en la continua-
ción anaĺıtica de los agujeros negros1 extremales y por lo tanto en la condición
extremal misma (recordemos que el valor de κ para un agujero negro extremal
debe ser 0 proponiendo un nuevo reto en el cálculo de las coordenadas de Krus-
kal); de este modo quedan en descubierto dos cosas, la primera es la utilidad de
la fórmula de islas, y la segunda es que existe un reto gigantesco para entender
que es lo que este método está logrando hacer para obtener la entroṕıa deseada,
y como es que puede lograrse de otro modo -dado que se encontró una respuesta
a la entroṕıa para el caso extremal que podŕıa interpretarse como independiente
del tiempo-, lo cual resulta imposible en un evento de evolución temporal como
lo es la evaporación de un agujero negro.
Por otro lado pudimos constatar de nuevo la utilidad de la no conmutatividad en
la gravitación; no obstante, el empleo de las aproximaciones realizadas debe ser
discutido con mayor detenimiento dado que el uso de ellas en un orden inverso
o distinto al que usamos nos entrega resultados con problemas de divergencias,
siendo que estas parećıan en un primer momento erradicadas por la no conmu-
tatividad.
El camino inmediato a seguir parece claro, y es el de buscar formas de aplicar
la fórmula de las islas a distintas métricas (cada vez más complejas) de modo
que se puedan obtener pistas que nos ayuden a entender su funcionamiento y
por lo tanto las modificaciones que en dado caso se deben de hacer en ella para
su correcta implementación en la descripción de agujeros negros más apegados
a la realidad. La solución de la paradoja de la información es un trayecto arduo
y debe ser un tema de interés general en la f́ısica; es preciso aprovechar las he-
rramientas de otras áreas para intentar responder a las interrogantes que este
camino plantea.

1Una alternativa a la continuación anaĺıtica es el de utilizar métodos numéricos de modo que
se pueda abordar la complejidad de los cálculos. Estos métodos ofrecen la ventaja de permitir
un tratamiento más preciso y detallado de ciertos aspectos de la problemática abordada en esta
tesis, sin introducir las limitaciones asociadas con la continuación anaĺıtica. Sin embargo, es
importante tener en cuenta que el uso de métodos numéricos también puede requerir recursos
computacionales significativos y una cuidadosa validación de los resultados obtenidos.
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44L. Susskind y J Lindesay, Black Holes, Information and the String Theory
Revolution. The Holographic Universe, 2005.

45O. Aharony, S. S. Gubser, J. M. Maldacena, H. Ooguri e Y. Oz, “Large N
field theories, string theory and gravity”, Phys. Rept. 323, 183-386 (2000).

46V. E. Hubeny, “The AdS/CFT Correspondence”, Classical and Quantum
Gravity 32, 124010 (2015).

47M. Ammon y J. Erdmenger, Gauge/Gravity Duality: Foundations and Ap-
plications (Cambridge University Press, Cambridge, 2015).

48M. E. Peskin y D. V. Schroeder, An Introduction to Quantum Field Theory
(Westview Press, Boulder, CO, 1995).
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Maestŕıa en F́ısica 129




	tesisv2.pdf
	Agradecimientos
	Resumen
	Introducción
	I Parte 1
	Agujeros negros y Termodinámica: De Einstein a Hawking
	Introducción a las ecuaciones de campo de Einstein
	Acción de Einstein-Hilbert

	Métrica de Schwarzschild
	Diagrama de Penrose

	Termodinámica de agujeros negros
	Radiación y temperatura de Hawking
	Termodinámica de agujeros negros
	Evaporación de Agujeros Negros


	Más allá de la termodinámica clásica: Entropía de entrelazamiento, paradoja de la información y la curva de Page en agujeros negros
	Estados puros y mixtos
	Estados puros
	Estados mixtos

	Entropía de entrelazamiento
	Entropía de grano grueso

	Paradoja de la información
	Curva de Page

	Introducción a la correspondencia AdS/CFT y la entropía de entrelazamiento holográfico: Conceptos básicos y aplicaciones.
	Teorías conformes de campo (CFTs)
	Espacio de Anti de Sitter (AdS)
	Diccionario Holográfico
	Entropía de entrelazamiento holográfico
	Derivación heurística de la fórmula RT
	Ejemplos de cálculo de la entropía de entrelazamiento


	Introducción al método de réplicas
	Introducción
	Uso del método de réplicas
	Modelo de energía aleatoria
	Solución de réplica al modelo de energía aleatorio


	Modelo de Jackiw-Teitelbom (J-T) y gravedad dilatónica
	Introducción
	Gravedad en dos dimensiones
	Modelo de Teitelboim
	Teoría generalizadas de dilatón (GDT)



	II Parte 2
	Entropía de la radiación de Hawking
	Introducción
	Ordenando entropías
	Entropía generalizada
	Evaporación de agujeros negros

	Entropía de la radiación
	Cuña de entrelazamiento (“Entanglement Wedge'')
	Hipótesis de reconstrucción de la cuña de entrelazamiento

	Agujeros de gusano replicados
	El modelo
	Una cantidad intermedia
	La entropía de grano fino


	Islas en los agujeros negros de Reissner-Nordström anti-de Sitter
	Introducción
	La métrica de Reissner-Nordström y la fórmula de las islas.
	Entropía de BH para el caso no extremal
	Entropía de BH para el caso extremal
	Entropía de entrelazamiento para el caso no extremal.
	Entropía de entrelazamiento para el caso extremal

	Métrica no conmutativa de Reissner-Nordström-anti-de Sitter de gran dimensión.
	No conmutatividad
	Cálculo de la entropía para el caso extremal


	Conclusiones


	content

