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INTRODUCCIÓN

Esta tesis se basó principalmente en el artı́culo de Delio Jaramillo y Lisa Seccia [11], en el cual
se estudia el v-número de un ideal graduado en el anillo de polinomios S = K[x1, . . . , xn] sobre
un campo K. El v-número es un invariante algebraico introducido por Cooper et al. [4], y que ori-
ginalmente es motivado por la teorı́a algebraica de códigos, para investigar el comportamiento de la
función de distancia mı́nima de códigos proyectivos de tipo Reed-Muller. En esta tesis, los ideales
binomiales JG asociados a una gráfica simple G y la relación que se establece entre su v-número y
la cardinalidad mı́nima del conjunto de dominación conexa de G. En particular, se demuestra que
la localización del v-número en uno de los ideales primos mı́nimos del ideal binomial de aristas JG
coincide con el número de dominación conexa de G. Con esto, obtenemos una cota superior para
el v-número de estos ideales. Luego, partiendo de algunos resultados ya conocidos sobre ideales
de aristas, analizamos cómo se comporta el v-número de JG cuando G es una gráfica cerrada. Por
último, como aportación a este tema de investigación, damos un avance a una Conjetura propuesta
por D. Jaramillo y L. Seccia [11], analizamos cómo se comporta el v-número de JG cuando G es una
gráfica cı́clica de orden n ⩾ 4. La estructura del contenido de esta tesis se describe a continuación.

En el Capı́tulo 1, estudiamos principalmente los ideales binomiales JG que están naturalmente
asociados a una gráfica simple G, y los ideales primos PT (G), que resultarán ser los ideales primos
mı́nimos de JG. Estos ideales los definimos en la Sección 1.2 y están dados como sigue:

Sea S = K[x1, . . . , xn,y1, . . . ,yn] el anillo de polinomios con 2n variables y G una gráfica
con vértices [n] = {1, . . .n}. El ideal binomial de aristas G está dado por

JG = ⟨fij = xiyj − xjyi : {i, j} ∈ E(G), i < j⟩.
Sea una gráfica simple G con vértices [n]. Dado un subconjunto T ⊆ [n], un conjunto W =
[n] \ T , y sean G1, . . . ,Gc(T) las componentes conexas de GW , donde GW es la subgráfica
de G inducida por W y c(T) denota el número de componentes conexas que se generan. Para
cada Gi denotamos por G̃i a la gráfica completa sobre V(Gi) y definimos el ideal

PT (G) =
〈 ⋃

i∈T

{xi,yi}, JG̃1
, . . . , JG̃c(T)

〉
.

En la Sección 1.1, introducimos bases de Gröbner respecto a un orden monomial. En particular, nos
interesa el orden lexicográfico, pues en este caso las gráficas cuyo ideal binomial de aristas tiene una
base de Gröbner cuadrática se denominan gráficas cerradas. La caracterización es la siguiente.

Teorema 1.25. Sea G una gráfica con vértices [n], y sea ≺ el orden de lexicográfico en el anillo
de polinomios S = K[x1, . . . , xn,y1, . . . ,yn] inducido por

x1 ≻ x2 ≻ · · · ≻ xn ≻ y1 ≻ · · · ≻ yn.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) Los generadores de JG forman una base de Gröbner.
(2) Para toda arista {i, j} y {k, ℓ} con i < j y k < ℓ, se tiene {j, ℓ} ∈ E(G) si i = k, y {i,k} ∈ E(G)

si ℓ = j.

En la Sección 1.3, definimos otro invariante muy conocido desde principios del siglo XX, la regula-
ridad de Castelnuovo-Mumford. Para definir este invariante, consideremos I ⊂ S un ideal graduado,
y sea F• una resolución mı́nima graduada de S/I como un S-módulo:

F• : 0 →
⊕
j

S(−j)βt,j → · · · →
⊕
j

S(−j)β1,j → S → S/I.

La regularidad de Castelnuovo-Mumford de S/I esta dada por:

reg(S/I) = máx{j− i : βi,j ̸= 0}.
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En particular se tiene que reg(I) = reg(S/I) + 1.

Cerramos el Capı́tulo con el Teorema de Kazunori Matsuda y Satoshi Murai [15, Teorema 1.1],
quienes demuestran una estrecha relación entre la regularidad del ideal JG, la longitud más larga de
un camino inducido de G y su número de vértices.

Teorema 1.41. Sea G una gráfica simple con vértices [n] y sea ℓG la longitud del camino indu-
cido más largo de G. Entonces

ℓG + 1 ⩽ reg(JG) ⩽ n.

Además, si G es cerrada, entonces reg(JG) = reg(in≺(JG)) = ℓG + 1.

En el Capı́tulo 2, definiremos el v-número para un ideal I graduado del anillo de polinomios en n
variables. Sea K un campo y S = K[x1, . . . , xn] =

⊕
d⩾0 Sd el anillo de polinomios en n variables

con su graduación estándar e I un ideal homogéneo graduado de S. El v-número de I está definido
por:

v(I) = mı́n{d ⩾ 0 : ∃ f ∈ Sd y p ∈ Ass(I) con (I : f) = p}.

Podemos definir el v-número de I ⊂ S localmente para cada primo asociado p de I como:

vp(I) = mı́n{d ⩾ 0 : ∃ f ∈ Sd con (I : f) = p}.

Esta definición local del v-número nos permite centrarnos en el caso de gráficas completas, donde,
se sabe que JKn

es un primo mı́nimo de JG. Se sigue de la definición que, el v-número de JG está
acotado superiormente por su v-número en JKn

.
En la Sección 2.2, introducimos el concepto de conjunto de dominación conexa. Un conjunto de

dominación conexa (CDS) de una gráfica conexa G, es un subconjunto D de los vértices de G tal
que D induce una gráfica conexa GD, y cada vértice en V(G) \D es adyacente a por lo menos un
vértice en D. El mı́nimo de la cardinalidad de los conjuntos de dominaciones conexas se llama el
número de dominación conexa, denotado por γc(G). Resulta ser que, el v-número del ideal JG en
JKn

coincide con el número de dominación conexa de G. Esta relación implica el siguiente Teorema.

Teorema 2.20. Sea G una gráfica conexa con vértices [n] y JG su ideal binomial de aristas. En-
tonces, la localización del v-número de JG en JKn

viene dada por

vJKn
(JG) =

{
mı́n{|B| : B ∈ Dc(G)} = γc(G) si G ̸= Kn

0 si G = Kn,

donde Dc(G) = {B ⊆ [n] : ∀{i, j} ̸∈ E(G),∃ un caminoP : i, i1, . . . , is, j tal que {i1, . . . , is} ⊆ B}.

En la Sección 2.3, analizamos el v-número de JG cuando G es una gráfica cerrada. Notamos que
el ideal inicial de JG es igual al ideal de aristas de una gráfica bipartita HG, que denominaremos
gráfica inicial. Con esto podremos aplicar el siguiente Teorema, el cual se demuestra en [12].

Teorema 2.26. Sea G una gráfica conexa. Si I(G) no es primo, entonces

v(I(G)) = mı́n{|A| : A ∈ AG},

donde AG = {A : A es un conjunto estable de G y NG(A) es una cubierta de vértices mı́nima de G}.

Por otro lado, un conjunto {e1, . . . , er} de aristas disjuntas por pares de una gráfica G es un
apareamiento inducido si las únicas aristas de G contenidas en

⋃r
i=1 ei son e1, . . . er. El número de

apareamiento inducido im(G), es el número de aristas con el mayor apareamiento inducido. Mientras
que, un clan de una gráfica G es un subconjunto no vacı́o C ⊆ V(G) tal que C induce una gráfica
completa. Una cubierta de clanes de G es una familia C = {C1, . . . ,Cs} de clanes de G tal que para
todo v ∈ V(G) existe un clan C ∈ C con v ∈ C. El número de cubiertas de clanes de G, denotado
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por θ(G), es el número mı́nimo de clanes en G necesario para cubrir el conjunto de vértices de G,
es decir,

θ(G) = mı́n{|C| : C es una cubierta de clanes de G}.

Introduciendo el número de apareamiento inducido y el número mı́nimo de clanes, junto con los
Teoremas 1.41 y 2.26 obtenemos un Teorema para gráficas cerradas, el cual relaciona a todos estos
elementos.

Teorema 2.31. Sea G ̸= Kn una gráfica conexa cerrada y sea HG su gráfica inicial. Entonces

v(JG) < θ(G) ⩽ v(in≺(JG)) = v(I(HG)) ⩽ im(HG) = ℓG = reg(S/JG) = reg(S/ in≺(JG)).

Si G = Kn, entonces 0 = v(JG) < v(in≺(JG)) = reg(S/JG) = reg(S/ in≺(JG)) = 1.

El Capı́tulo 2 finaliza con ejemplos y cálculos en Macaulay2 que comprueban los resultados
obtenidos.

En el Capitulo 3, se estudian las gráficas G = Ka1,...,ar
, las cuales se llaman gráficas r-partitas

completas y se da un resultado general el cuál es suficiente para conocer el valor del v-número de
los ideales binomiales de aristas JKa1,...,ar

.

Proposición 3.3. Sea G = Ka1,...,ar
con aℓ = |Vℓ| y a1 ⩽ · · · ⩽ ar una gráfica r-partita completa

con conjunto de vértices V =
⊔r

ℓ=1 Vℓ = [n]. Entonces

v(JKa1,...,ar
) =

{
1 si a1 = 1

2 otro caso.

Concluimos el Capı́tulo 3 con ejemplos que muestran la necesidad de considerar gráficas cerradas
para que el Teorema 2.31 se cumpla, también en los ejemplos podemos notar que el v-número
de una gráfica conexa más general (no necesariamente cerrada), preserva la desigualdad v(JG) ⩽
v(in≺(JG) ⩽ reg(S/JG).

Estos ejemplos motivan la pregunta, ¿se cumple la desigualdad v(JG) ⩽ v(in≺(JG) ⩽ reg(S/JG)
en algún caso más general? Esta pregunta abierta es propuesta por D. Jaramillo y L. Seccia [11], y
se Conjetura que la respuesta es afirmativa.

En el Capı́tulo 4, comenzamos con más ejemplos de gráficas conexas (más generales) los cuales
refuerzan la Conjetura previa del Capı́tulo 3. Además, podemos notar que para gráficas cı́clicas, es
decir, gráficas que son ciclos, se cumple que v(JG) = v(in≺(JG) = reg(S/JG). Más aún, usando
Macaulay2 se verifica que para gráficas cı́clicas, se cumple la siguiente cadena de igualdades:

vJKn
(JCn

) = v(JCn
) = v(in≺(JCn

)) = n− 2 = reg(S/JCn
) = reg(S/ in≺(JCn

)).

Esta cadena de igualdades se presenta como Conjetura en [11, Sección 4.3]. El siguiente Teorema
es una aportación a este tema de investigación.

Teorema 4.10. Sea G = Cn un ciclo con vértices [n] de orden n ⩾ 4 y HCn
su gráfica inicial.

Entonces,

v(JCn
) ⩽ vJKn

(JCn
) = v(in≺lex(JCn

)) = n− 2 ⩽ reg(S/JCn
) ⩽ reg(S/ in≺lex(JCn

)).

La demostración de este Teorema podemos resumirla con el diagrama que se muestra a continuación.
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Sean G = Cn un ciclo de orden n ⩾ 4.

vJKn
(JG) = γc(G)

v(I(G)) =
mı́n{|A| : A ∈ AG}

ℓG + 1 ⩽ reg(JG)

Si G es bipartita,
v(I(G)) ⩽

reg(S/ in≺(JG))

v(JG)

vJKn
(JG) = n − 2

v(in≺(JG)) = n−2

n− 2 ⩽ reg(S/JG)

n − 2 ⩽
reg(S/ in≺(JG))

=⇒

=⇒
I(HG) = in≺(JG)

=⇒

=⇒
I(HG) = in≺(JG)

⩽

=

⩽

⩽

La última desigualdad del Teorema es una implicación directa del Teorema 4.8 de [18].

Teorema 4.8. Sea G una gráfica bipartita con conjunto de vértices [n] = X∪ Y tal que X∩ Y = ∅
y con I(G) el ideal de aristas de G. Entonces, v(I(G)) ⩽ im(G). Además, tenemos v(I(G)) ⩽
reg(S/I(G)).

Para cerrar el Capı́tulo 4, se presenta un Contraejemplo a una de las igualdades de la Conjetura
de gráficas cı́clicas. Además, se aborda un resultado de Deblina Dey, A. V. Jayanthan y Kamalesh
Saha [2], quienes estudiaron el mismo problema desde otra perspectiva y propusieron una nueva
Conjetura sobre el v-número de gráficas cı́clicas. En esta tesis, también se sugiere una Conjetura
más general sobre el v-número de ideales binomiales de gráficas cı́clicas.

Conjetura 4.13. Sea G = Cn un ciclo de orden n. Entonces

v(JCn
) =


0 si n = 3

n− 2 si 4 ⩽ n ⩽ 8

⌈ 2n
3 ⌉ si n ⩾ 9.

El caso n = 3 es el único demostrado en esta tesis, mientras que los casos 4 ⩽ n ⩽ 9 se verifican
con Macaulay2, el resto es parte de la Conjetura propuesta en [2, Conjetura 4.11].



5

Notación. A lo largo de esta tesis se estará introduciendo notación especı́fica, que se explicará en
su debido tiempo, sin embargo, parte de la notación estándar en toda la tesis es la siguiente:

K denotará siempre un campo arbitrario. Para los ejemplos desarrollados en Macaulay2 to-
mamos a K = Q.
Denotaremos al anillo de polinomios en 2n variables por S = K[x1, . . . , xn,y1, . . . ,yn]. En
algunas ocasiones tomaremos sólo al anillo de polinomios en n variables S = K[x1, . . . , xn],
se especificará en esos casos.
Los ideales arbitarios de S se denotarán por I, mientras que los ideales primos de S se deno-
tarán por p.
Siempre tomaremos gráficas simples, pero las llamaremos simplemente gráficas y las deno-
taremos por G. Habitualmente consideraremos gráficas conexas que se denotarán de igual
manera, pero siempre especificaremos cuando hablemos de una gráfica (simple) arbitraria o
una gráfica (simple) conexa.
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1. IDEALES BINOMIALES

En este Capı́tulo introduciremos los ideales binomiales generados por aristas, de los cuales estu-
diaremos su v-número en las secciones posteriores. Además se introducen conceptos básicos sobre
resoluciones libres para definir la regularidad de Castelnuovo-Mumford en estos ideales. Comenza-
mos definiendo orden monomial y bases de Gröbner; para esta parte nos basamos principalmente
en [8] y [9]. En segundo lugar, vemos conceptos de gráficas simples conocidos; para estas gráficas
se definen sus ideales binomiales asociados y se dan propiedades importantes. Una referencia para
el estudio de estos ideales es [9]. Concluimos el Capı́tulo con el Teorema principal de [15], el cual
relaciona la regularidad de los ideales de aristas con el número de vértices y la longitud del camino
inducido más largo de la gráfica asociada al ideal. Finalmente, se da un resultado para árboles [13,
Teorema 4.1].

1.1. Bases de Gröbner. Un monomio u en las variables x1, . . . , xn es un producto de la forma
u =

∏n
i=1 x

ai

i = xa1
1 · · · xan

n donde ai ∈ Z⩾0. Usaremos la notación u = xa, donde a =
(a1, . . . ,an) ∈ Zn

⩾0. El grado de u es
∑n

i=1 ai. Sea Mn ⊂ K[x1, . . . , xn] el conjunto de monomios
en las variables x1, . . . , xn. Un ideal monomial es un ideal que es generado por monomios. Sea
M ⊆ Mn distinto del vacı́o. Un monomio u ∈ M se llama elemento mı́nimo de M si para v ∈ M
tal que v divide a u, entonces v = u.

Ejemplo 1.1. (a) Sea n = 1. Entonces un elemento mı́nimo de un conjunto no vacı́o M de M1

es único. De hecho, si q es el grado mı́nimo de los monomios que pertenecen a M, entonces
el monomio xq1 es el único elemento mı́nimo de M.

(b) Sea n = 2 y ∅ ≠ M ⊆ M2. Entonces M tiene una cantidad finita de elementos mı́nimos.
En efecto, supongamos que u1 = xa1

1 xa2
2 ,u2 = xa2

1 xb2
2 , . . . son elementos mı́nimos de M

con a1 ⩽ a2 ⩽ · · · . Si ai = ai+1, entonces, ui o ui+1 no pueden ser mı́nimos. Por lo
tanto a1 < a2 < · · · . Como ui no puede dividir a ui+1, tenemos que bi > bi+1. Ası́,
b1 > b2 > · · · . Por lo tanto el número de elementos mı́nimos de M es finito.

Lema 1.2 (Lema de Dickson). [10, Teorema 1.2] El conjunto de elementos mı́nimos de un conjunto
no vacı́o M de Mn es finito.

Demostración. Procedemos por inducción sobre n. Notemos que del Ejemplo 1.1 el Lema es cierto
para n = 1, 2. Sea n > 2 y supongamos que el Lema se cumple para n − 1. Sea y = xn y
N el conjunto de monomios u en las variables x1, . . . , xn−1 que satisfacen la condición de que
existe b ⩾ 0 con uyb ∈ M. Es claro que N ̸= ∅, pues u ∈ M. De la hipótesis de inducción,
los elementos mı́nimos de N son finitos. Sean u1, . . . ,us denota los elementos mı́nimos de N.
Entonces de la definición de N, se tiene que para cada ui, existe bi ⩾ 0 con uiy

bi ∈ M. Sea
b = máx{b1, . . . ,bs}. Además, dado 0 ⩽ c < b definimos el subconjunto Nc ⊂ N como

Nc = {u ∈ N : uyc ∈ M}.

Por la hipótesis de inducción, el número de elementos mı́nimos de Nc es finito, y los denotamos por
u
(c)
1 ,u

(c)
2 , . . . ,u

(c)
s . Entonces un monomio que pertenece a M puede ser dividido por uno de los

monomios listados a continuación:
u1y

b1 , . . . ,usy
bs

u
(0)
1 , . . . ,u(0)

s0

u
(1)
1 y, . . . ,u(1)

s1
y

. . .

u
(b−1)
1 yb−1, . . . ,u(b−1)

sb−1
yb−1.

Además, para un monomio w = uye ∈ M, donde u es un monomio en x1, x2, . . . , xn−1, se tiene
u ∈ N. Por lo tanto si e ⩾ b, entonces a w lo divide uno de los u1y

b1 , . . . ,usy
bs . Por otra parte,

si 0 ⩽ e < b, dado que u ∈ Ne, se sigue que w puede dividirse por uno de los u1y
(e), . . . ,u

(e)
se

ye.
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Por tanto, todo elemento mı́nimo de M debe aparecer en la lista anterior de monomios. En particular,
el número de elementos de M es finito. □

Definición 1.3. Sea S = K[x1, . . . , xn] el anillo de polinomios en n variables sobre el campo K y
Mn el conjunto de monomios en las variables x1, . . . , xn. Un orden monomial en S es un orden total
≺ en Mn tal que

(i) 1 ≺ u para todo 1 ̸= u ∈ Mn.
(ii) Si u, v ∈ Mn y u ≺ v, entonces uw ≺ vw para toda w ∈ Mn.

Ejemplo 1.4. Sea u = xa y v = xb monomios. Definimos el orden lexicográfico ≺lex en Mn.
Decimos que u ≺lex v si∑n

i=1 ai <
∑n

i=1 bi o
∑n

i=1 ai =
∑n

i=1 bi

y la componente no nula más a la izquierda del vector b− a = (b1 − a1, . . . ,bn − an) es positiva.
El orden ≻lex es un orden monomial sobre S = K[x1, . . . , xn] inducido por la ordenación

x1 ≻lex x2 ≻lex · · · ≻lex xn.

Subejemplo 1.5. Para el orden lexicográfico se tiene

x202 ≺lex x1 y x41x
100
3 ≺lex x41x2.

Sea f ∈ S. El soporte del polinomio f =
∑t

j=1 cjuj, con cj ∈ K, es el conjunto de monomios
supp(f) = {uj : cj ̸= 0}. El monomio inicial, in≺(f) de f ̸= 0 es el monomio mayor u ∈ supp(f)
con respecto al orden monomial ≺. El coeficiente c de in≺(f) lo llamamos coeficiente principal. Si
f,g ∈ S son polinomios no cero. Entonces in≺(fg) = in≺(f) · in≺(g). En particular, si u es un
monomio, entonces in(ug) = u · in≺(g).

Ejemplo 1.6. Sea S = K[x1, x2, x3, x4] y f = x1x4 − x2x3 ∈ S. Entonces con el orden monomial
≺lex se tiene que supp(f) = {x1x4, x2x3} y in≺lex(f) = x1x4.

Sea I un ideal de un anillo de polinomios S con I ̸= ⟨0⟩. El ideal inicial de I con respecto a un
orden monomial ≺ es el ideal monomial in≺(I) = ⟨in≺(f) : f ∈ I, f ̸= 0⟩. Además, notemos que si
I = ⟨f,g⟩ en general ⟨in≺lex(f), in≺lex(g)⟩ ≠ in≺lex(I), ya que si consideramos f,g ∈ K[x1, . . . , x7]
dados por f = x1x4 − x2x3,g = x4x7 − x5x6 e I = ⟨f,g⟩, entonces in≺lex(f) = x1x4, in≺lex(g) =
x4x7. Sea h = x7f − x1g = x1x5x6 − x2x3x7. Dado h ∈ I, se sigue que in≺lex(h) = x1x5x6 ∈
in≺lex(I). Sin embargo, x1x5x6 ̸∈ ⟨x1x4, x4x7⟩, por tanto

⟨in≺lex(f), in≺lex(g)⟩ = ⟨x1x4, x4x7⟩ ≠ in≺lex(I).

Definición 1.7. Fijemos un orden monomial ≺ en S. Sea I un ideal de S con I ̸= ⟨0⟩. Entonces
una base de Gröbner de I con respecto a ≺ es un subconjunto G = {g1, . . . ,gs} ⊂ I tal que
{in≺(g1), . . . , in≺(gs)} es un sistema de generadores monomiales del ideal inicial in≺(I).

Ejemplo 1.8. Consideremos el ideal I = ⟨x2 − 1, x + y,y2 − 1⟩ en K[x,y]. Tenemos que G =
{x + y,y2 − 1} con el orden ≺lex, inducido por x ≻ y, es una base de Gröbner de I ya que se
tiene que {in≺lex(x + y), in≺lex(y

2 − 1)} = {x,y2} y entonces in≺lex(I) = ⟨x,y2⟩ = ⟨x2, x,y2⟩ pues
x2 = x · x.

Decimos que la ecuación f = f1g1 + f2g2 + · · ·+ fsgs + f ′ es una expresión estándar de f con
respecto a g1, . . . ,gs y f ′ es residuo de f con respecto a g1,g2, . . . ,gs. Diremos que f se reduce a
cero con respecto a g1,g2, . . . ,gs si existe una expresión estándar de f con f ′ = 0.

Lema 1.9. [10, Lema 1.23] Si un conjunto finito {g1,g2, . . . ,gs} ⊂ S es una base de Gröbner del
ideal I = ⟨g1,g2, . . . ,gs⟩, entonces todo polinomio 0 ̸= f ∈ S tiene un único residuo con respecto
a g1, . . . ,gs.
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Demostración. Supongamos que los polinomios f ′ y f ′′ son residuos de f con respecto a g1, . . . ,gs.
Supongamos que f ′ ̸= f ′′, entonces 0 ̸= f ′ − f ′′ ∈ I y ası́ el monomio inicial w = in≺(f

′ −
f ′′) ∈ in≺(I). Por otra parte, dado que w pertenece a supp(f ′) o supp(f ′′), se tiene que w no puede
pertenecer a ⟨in≺(g1), . . . , in≺(gs)⟩. Sin embargo, dado que {g1, . . . ,gs} es una base de Gröbner,
entonces el ideal inicial in≺(I) coincide con ⟨in≺(g1), . . . , in≺(gs)⟩. Lo cual es una contradicción.

□

Corolario 1.10. [10, Corolario 1.24] Supongamos que el conjunto {g1, . . . ,gs} ⊂ S es una base de
Gröbner del ideal I = ⟨g1, . . . ,gs⟩ de S. Entonces un polinomio 0 ̸= f ∈ S pertenece a I si y sólo
si el único residuo de f con respecto a g1, . . . ,gs es cero.

Demostración. En general, si un residuo de un polinomio 0 ̸= f ∈ S con respecto a g1, . . . ,gs es
cero, entonces f ∈ I = ⟨g1, . . . ,gs⟩.

Ahora, supongamos que 0 ̸= f ∈ S pertenece a I y f = f1g1+· · ·+fsgs+f ′. Como f ∈ I entonces
f ′ ∈ I. Si f ̸= 0 entonces in≺(f

′) ∈ in≺(I). Dado que {g1, . . . ,gs} es una base de Gröbner de I,
se tiene que in≺(I) = ⟨in≺(g1), . . . , in≺(gs)⟩. Sin embargo, como f ′ es un residuo de f, entonces
in≺(f

′) ∈ supp(f) no puede estar en ⟨in≺(g1), . . . , in≺(gs)⟩. Esto es una contradicción. □

Sean f y g polinomios no cero de S con cf y cg los coeficientes principales de in≺(f) y in≺(g)
respectivamente. Entonces el polinomio

S(f,g) =
mcm(in≺(f), in≺(g))

cf in≺(f)
f−

mcm(in≺(f), in≺(g))

cg in≺(g)
g

se llama el S-polinomio de f y g.

Lema 1.11. [10, Lema 1.27] Sean f,g ∈ S no cero y supongamos que in≺(f) y in≺(g) son primos
relativos, es decir, mcm(in≺(f), in≺(g)) = in≺(f) in≺(g). Entonces S(f,g) se reduce a cero con
respecto a f,g.

Demostración. Para simplificar la notación, supongamos que el coeficiente de in≺(f) en f y de
in≺(g) en g es 1. Sea f = in≺(f) + f1 y g = in≺(g) + g1. Como in≺(f) y in≺(g) son primos
relativos, se sigue que

S(f,g) = in≺(g)f− in≺(f)g

= (g− g1)f− (f− f1)g

= f1g− g1f.

Notemos que in≺(f1) in≺(g) no puede coincidir con in≺(g1) in≺(f). En efecto, si tenemos que
in≺(f1) in≺(g) = in≺(g1) in≺(f), entonces como in≺(f) y in≺(g) son primos relativos, se sigue
que in≺(f) divide a in≺(f1). Sin embargo, como in≺(f1) ≺ in≺(f), no es posible. Sin perdida
de generalidad, supongamos que in≺(f1g) ≺ in≺(g1f), entonces in≺(S(f,g)) = in≺(fg1). Como
S(f,g) = f1g− g1f es una expresión estándar de S(f,g) con respecto a f,g con residuo 0. Se tiene
que S(f,g) se reduce a cero con respecto a f,g. □

Lema 1.12. [10, Lema 1.28] Sea w un monomio y f1, . . . , fs polinomios con in≺(fi) = w para
toda 1 ⩽ i ⩽ s y g =

∑s
i=1 bifi, con bi ∈ K para toda i y supongamos que in≺(g) ≺ w. Entonces

existe cjk ∈ K con

g =
∑

1⩽k,s⩽s

cjkS(fi, fk).
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Demostración. Sea ci el coeficiente del monomio w = in≺(fi) en el polinomio fi. Entonces∑s
i=1 bici = 0. Sea gi =

1
ci
fi. Entonces S(fj, fk) = gj − gk con 1 ⩽ j,k ⩽ s. Como

s∑
i=1

bifi =

s∑
i=1

bicigi

= b1c1(g1 − g2) + (b1c1 + b2c2)(g2 − g3) + (b1c1 + b2c2 + b3c3)(g3 − g4)

+ · · ·+ (b1c1 + · · ·+ bs−1cs−1(gs−1 − gs) + (b1c1 + · · ·+ bscs)gs.

Ası́
∑s

i=1 bici = 0, se sigue que
s∑

i=1

bifi =

s∑
i=2

(b1c1 + · · ·+ bi−1ci−1)S(fi−1, fi). □

Teorema 1.13 (Criterio de Buchberger). [10, Teorema 1.29] Sea I ⊂ S un ideal y G = {g1, . . . ,gs}

un sistema de generadores de I. Entonces G es una base de Gröbner de I si y sólo si para cada i ̸= j,
S(gi,gj) se reduce a cero con respecto a g1, . . . ,gs.

Demostración. Sea G = {g1, . . . ,gs} un sistema de generadores de I. Si G es base de Gröbner, dado
el polinomio S(gi,gj) ∈ ⟨gi,gj⟩, tenemos en particular que S(gi,gj) ∈ I. Del Corolario 1.10 se
tiene que S(gi,gj) se reduce a cero con respecto a g1, . . . ,gs.

Sea G = {g1, . . . ,gs} es un sistema de generadores de I que satisface, para cada i ̸= j, S(gi,gj)
se reduce a cero con respecto a g1, . . . ,gs.

Primer paso: Si 0 ̸= f ∈ I, entonces escribimos el conjunto de sucesiones Hf = {(h1, . . . ,hs) :
f =

∑s
i=1 higi con hi ∈ S} y dado que G = {g1, . . . ,gs} es un sistema de generadores de I, se

sigue que Hf ̸= ∅. Asociando cada sucesión (h1,h2, . . . ,hs) ∈ Hf con el monomio δ(h1,...,hs) =
máx{in≺(higi) : higi ̸= 0}. Entonces in≺(f) ⪯ δ(h1,...,hs). Consideremos particularmente el
monomio

δf = mı́n
(h1,...,hs)∈Hf

δ(h1,...,hs).

Entonces por la expresión in≺(f) ⪯ δ(h1,...,hs) se tiene que in≺(f) ⪯ δf.
Segundo paso: Supongamos que in≺(f) = δf. Entonces, como 0 ̸= f =

∑s
i=1 higi, existe

un higi ̸= 0 con in≺(f) = in≺(higi). En particular, in≺(f) ∈ ⟨in≺(g1), . . . , in≺(gs)⟩. Por lo
tanto, si podemos demostrar que in≺(f) = δf para cada polinomio 0 ̸= f ∈ I, entonces in≺(I) =
⟨in≺(g1), . . . , in≺(gs)⟩ y G resultará ser una base de Gröbner de I.

Tercer paso: Ahora, supongamos que existe un polinomio 0 ̸= f ∈ I con in≺(f) ≺ δf. Si podemos
obtener una contradicción, entonces nuestra demostración termina.

Reescribiendo la ecuación f =
∑s

i=1 higi.

f =
∑

in≺(higi)=δf

higi +
∑

in≺(higi)≺δf

higi =
∑

in≺(higi)=δf

ci · in≺(hi)gi

+
∑

in≺(higi)=δf

(hi − ci · in≺(hi))gi +
∑

in≺(higi)≺δf

higi

(1.1)

ya que hi = ci · in≺(hi) + (hi − ci · in≺(hi)) y donde ci ∈ K es el coeficiente de in≺(hi) en el
polinomio hi. Un hecho crucial es que todo monomio u que pertenece al soporte de∑

in≺(higi)=δf

(
hi − ci · in≺(hi)gi

)
+

∑
in≺(higi)≺δf

higi

satisface que u ≺ δf. Por lo tanto, la hipótesis que in(f) ≺ δf garantiza que

in≺
( ∑

in≺(higi)=δf

ci · in≺(hi)gi

)
≺ δf.
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Sin embargo, dado que in≺(higi) = δf, se tiene que in≺(in≺(higi)) = δf. Entonces se deduce
del Lema 1.12 que, utilizando los S(in≺(hj)gj, in≺(hk)gk) con in≺(hjgj) = in≺(hkgk) = δf,
podemos reescribir a (1.1) como sigue∑

in≺(higi)=δf

ci · in≺(hi)gi =
∑
j,k

cjkS(in≺(hj)gj, in≺(hk)gk)(1.2)

donde cjk ∈ K. Dado que in≺(hjgj) = in≺(hkgk) = δf, se sigue que

S(in≺(hj)gj, in≺(hk)gk) = (1/bj) in≺(hi)gj − (1/bj) in≺(hk)gk,

donde bj es el coeficiente de in≺(gj) en gj. En este caso cada monomio u pertenece al soporte de
S(in≺(hj)gj), in≺(hk)gk) que satisface u ≺ δf.

Sea ujk = δf/mcm(in≺(gj), in≺(gk)). Entonces

ujkS(f,g) =
[
ujk

mcm(in≺(gj), in≺(gk))

bj · in≺(gj)
gj −

mcm(in≺(gj), in≺(gk))

bk · in≺(gk)
gk

]
= δf

[ 1

bj · in≺(gj)
gj −

1

bk · in≺(gk)
gk

]
=

in≺(hj)

bj
gj −

in≺(hk)

bk
gk

= S(in≺(hj)gj, in≺(hk)gk).

Usando la igualdad (1.2) existe una expresión de la forma

∑
in≺(higi)=δf

ci · in≺(hi)gi =
∑
j,k

cjkujkS(gi,gj), cjk ∈ K(1.3)

con in≺(ujkS(gj,gk)) ≺ δf. La condición que satisface el Teorema garantiza la existencia de una
expresión S(gj,gk) de la forman

S(gj,gk) =

s∑
i=1

pjk
i gi, in≺(p

jk
i gi) ⪯ in≺(S(gj,gk))(1.4)

donde pjk
i ∈ S. Sustituyendo (1.4) en (1.3) obtenemos∑

in≺(higi)=δf

ci · in≺(hi)gi =
∑
j,k

cjkujk

( s∑
i=1

pjk
i gi

)
(1.5)

Reescribiendo el lado derecho de la ecuación (1.5) como
∑s

i=1 h
′
igi. Entonces in≺(h ′

igi) ≺ δf.
Finalmente, se da (1.5) junto con la segunda igualdad de (1.1), resulta que existe una expresión de f
de la forma

f =

s∑
i=1

h ′′
i gi, in≺(h ′′

i gi) ≺ δf

la existencia de tal expresión contradice la definición de δf, como se deseaba. □

Ejemplo 1.14. Sea f = x1x4 − x2x3 − x2x3,g = x4x7 − x5x6 e I = ⟨f,g⟩, notemos que, como
⟨in≺lex(f), in≺lex(g)⟩ ≠ in≺lex(I), entonces {f,g} no es una base de Gröbner de I con respecto al orden
lexicográfico ≺lex. Por otro lado, si h = S(f,g) = x1x3x6 − x2x3x7, entonces {f,g,h} es una base
de Gröbner de I con respecto a ≺lex. En efecto, S(f,g) = h se reduce a cero con respecto a h. Dado
que in≺lex(g) y in≺lex(h) son primos relativos, del Lema 1.11 se sigue que S(g,h) se reduce a cero
con respecto a g,h. Además como

S(f,h) = x5x6f− x4h = x2x3x4x7 − x2x3x5x5 = x2x3g,
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entonces S(f,h) se reduce a cero con respecto a g. Del criterio de Buchberger 1.13 se tiene que
G = {f,g,h} es base de Gröbner.

1.2. Ideales binomiales de aristas. En esa Sección introduciremos algunos conceptos básicos de
teorı́a de gráficas, y definiremos los ideales binomiales JG generados por las aristas de la gráfica G.
De igual manera, definiremos los ideales PT (G) para T un subconjunto de los vértices de G, que
serán ideales primos de S = K[x1, . . . , xn,y1, . . . ,yn] y además, daremos propiedades importantes
tanto de JG como de PT (G).

Recordemos que una gráfica finita G es un par ordenado de conjuntos finitos (V,E) tal que V
es el conjunto de vértices y el conjunto E es el conjunto de aristas. Una arista z = {vi, vj} se dice
que une a los vértices vi y vj. Denotamos V(G) = [n] al conjunto de vértices, donde cada vértice
lo denotaremos por alguno de los naturales en [n] = {1, . . . ,n}, y denotamos al conjunto de aristas
por el conjunto E(G) = {{i, j} : i, j ∈ [n]}. Un lazo de G es una arista tal que esté unida por un
mismo vértice, esto es, {i, i} ∈ E(G). Vamos a considerar siempre gráficas simples, es decir, que no
tengan lazos y que a lo más exista una arista uniendo dos vértices cualesquiera en G. Sea H y G dos
gráficas, entonces H es una subgráfica de G si V(H) ⊂ V(G) y E(H) ⊂ E(G). Una subgráfica H es
una subgráfica inducida si H contiene a todas las aristas {i, j} ∈ E(G) con i, j ∈ [n]. En este caso, si
H es una subgráfica inducida por V(H), usaremos la notación H = GV(H). Un camino de longitud
m en G es una sucesión de vértices P : i0, i1, . . . , im−1, im donde zj = {ij−1, ij} es una arista para
toda 1 ⩽ j ⩽ m tal que is ̸= iℓ para toda s ̸= ℓ.

Sea G una gráfica simple con vértices [n]. Decimos que G es una gráfica conexa si para todo
par de vértices i, j ∈ [n] existe un camino del vértice i al vértice j. Observemos que si G tiene
una descomposición disjunta de subgráficas G =

⋃r
ℓ=1 Gℓ donde G1, . . . ,Gr son los máximos

subgráfos conexos de G, los Gi son llamadas las componentes conexas de G. Un vértice i de G es
un vértice de corte de G si G tiene menos componentes conexas que G[n]\{i}.

Ejemplo 1.15. Consideremos la gráfica G de la figura 1 con vértices V(G) = [8] y sea V(H) =
[8] \ {5}, entonces la subgráfica inducida H = G[8]\{5} es la gráfica de la figura 2. La gráfica G tiene
un camino P : 1, 2, 4, 5, 6, 8 que tiene longitud 5. El vértice 5 es un vértice de corte de G ya que G
tiene una única componente conexa mientras que H = G[n]\{8} tiene dos componentes conexas.

•

• ••

•

• •

•

6

4 5
1

2

3 7

8

Figura 1.
•

••

•

• •

•

6

41

2

3 7

8

Figura 2.

Una gráfica simple G es completa si para todo i, j ∈ [n] existe la arista {i, j} ∈ E(G), y se denota
como G = Kn. Una gráfica G es bipartita si su conjunto de vértices V(G) puede dividirse en dos
conjuntos disjuntos de vértices V1 y V2 tales que toda arista de G tiene un vértice en V1 y un vértice
en V2.

Ejemplo 1.16. La gráfica G = K4 de la figura 3 es una gráfica completa con 4 vértices, mientras
que la gráfica de la figura 4 es una gráfica bipartita, ya que V1 = {1, 2, 3} y V2 = {4, 5, 6}, donde
[n] = V1 ∪ V2 y V1 ∩ V2 = ∅, además que para cada e = {i, j} ∈ E(G), se tiene que, si i ∈ V1

entonces j ∈ V2.
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Figura 3.
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Figura 4.

V1

V2

Un binomio de S = K[x1, . . . , xn] es un polinomio de la forma u − v, donde u y v son mono-
mios en S. Un ideal binomial es un ideal de S generado por binomios. Consideraremos el siguiente
Ejemplo de ideal binomial de aristas.

Definición 1.17. Sea S = K[x1, . . . , xn,y1, . . . ,yn] el anillo de polinomios en 2n variables y G
una gráfica simple con vértices [n]. El ideal binomial de aristas de G se define como sigue:

JG = ⟨fij = xiyj − xjyi : {i, j} ∈ E(G), i < j⟩.

Observación 1.18. Los ideales determinantales son ideales generados por los menores de una matriz
de indeterminadas. Notemos que el ideal binomial de aristas JG es un ideal determinantal generado
por los 2-menores de la matriz

Xn =

(
x1 x2 . . . xn
y1 y2 . . . yn

)
donde los ı́ndices de las columnas vienen dados por las aristas de G.

Si G = Kn, entonces por la definición de ideal binomial de aristas JKn
es el ideal de todos los

2-menores de la matriz de indeterminadas Xn.

Ejemplo 1.19. Sea G la gráfica conexa siguiente :

•

•

•

• •1

2

3

4
5

Considerando solamente los 2-menores de las aristas de G obtenemos la matriz

X5 =

(
x1 x2 x3 x4 x5
y1 y2 y3 x4 y5

)
,

por lo tanto el ideal bonomial de la gráfica G es:

JG = ⟨x1y2 − x2y1, x1y3 − x3y1, x2y3 − x3y2, x2y4 − x4y3, x3y4 − x4y3, x4y5 − x5y4⟩

Dado un subconjunto T ⊆ [n], un conjunto W = [n] \ T , y sean G1, . . . ,Gc(T) las componentes
conexas de GW , donde GW es la subgráfica de G inducida por W y c(T) denota el número de
componentes conexas que se generan. Para cada Gi denotamos por G̃i a la gráfica completa sobre
V(Gi) y definimos el ideal

PT (G) =
〈 ⋃

i∈T

{xi,yi}, JG̃1
, . . . , JG̃c(T)

〉
.

Ejemplo 1.20. Sea G la gráfica simple con 7 vértices de la figura 5, y sea T ⊂ [7] dado por T = {4}.
Entonces W = [7] \ {4}, y ası́ la subgráfica de G inducida por W es la gráfica GW de la figura 6 que
tiene dos componentes conexas.
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Observemos que, en la figura 7 se muestra la gráfica G̃1 y en la figura 8 se muestra la gráfica G̃2:

•

•

•

1

2

3Figura 7.

•

•

•

5

6

7Figura 8.

donde su ideal binomial de aristas correspondientemente es

JG̃1
= ⟨x1y2 − x2y1, x1y3 − x3y1, x2y3 − x3y2⟩ y

JG̃2
= ⟨x5y6 − x6y5, x5y7 − x7y5, x6y7 − x7y6⟩.

Por lo tanto, el ideal es
PT (G) = ⟨x4,y4, JG̃1

, JG̃2
⟩.

Observación 1.21. En particular, si G = Kn, y T = ∅ entonces G es su única componente conexa,
se obtiene que JK̃n

= JKn
, y por lo tanto JKn

= P∅(Kn).

Lema 1.22. [10, Lema 7.14] El ideal PT (G) es un ideal primo.

Demostración. Primero reducimos el anillo S = K[x1, . . . , xn,y1, . . . ,yn] módulo las variables
que aparecen en PT (G), es decir, si

⋃
i∈T {xi,yi} son las variables de PT (G), entonces al hacer

S/⟨
⋃

i∈T {xi,yi}⟩ obtenemos el anillo de polinomios S ′ = K[{xj,yj} : xj,yj ̸∈
⋃

i∈W{xi,yi}] y sea
un ideal primo p ⊂ S ′ tal que S/PT (G) ≃ S ′/p. Además, p es de la forma (p1 + · · · + pc(T))S

′

con pi = P∅(G̃i) ⊂ Si, donde los G̃i son las gráficas completas con conjuntos de vértices disjuntos
y donde Si es el anillo de polinomios sobre K de las variables correspondientes, es decir, con los
vértices de V(G̃i). Vamos a probar por inducción sobre i que, S ′/(p1 + · · · + pi) es un dominio
entero.

Para i = 1. Sea f̄ḡ ∈ S ′/JG̃1
y supongamos que 0 = f̄ḡ = fg + JG̃1

y entonces fg ∈ JG̃1
y

ası́ fg = r(x,y) con x = (x1, . . . , xn) y y = (y1, . . . ,yn). Y ası́ f|r o g|r. Por tanto S ′/JG̃1
es un

dominio entero.
Sea i > 1 y sea B = C/(p1 + · · · + pi−1)C donde C es el anillo de polinomios sobre K en las
variables de los anillos S1, · · · ,Si−1. Entonces

B[xj,yj : j ∈ V(Gi)]/piB[xj,yj : j ∈ V(Gi)]

≃ C[xj,yj : j ∈ V(Gi)]/(p1 + · · ·+ pi)

se tiene que B[xj,yj : j ∈ V(Gi)]/pi es un dominio y por tanto

A = C[xj,yj : j ∈ V(Gi)]/(p1 + · · ·+ pi)C[xj,yj : j ∈ V(Gi)]

es un dominio, esto produce el resultado deseado ya que S ′/(p1 + · · · + pi)S
′ no es más que una

extensión polinómica de A. □
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Proposición 1.23. [10, Problema 7.8] Si G es una gráfica con vértices [n] y componentes conexas
G1, . . . ,Gr, sea T ⊂ [n]. Consideremos Ti = T ∩ V(Gi), para i = 1, . . . , r. Entonces:

(a) PT (G) =
∑r

i=1 PTi
(Gi)S.

(b) PT (G) es ideal primo mı́nimo1 de JG si y sólo si cada PTi
(Gi) es un ideal primo mı́nimo de

JGi
.

Demostración. Para (a), notemos que, como los G1, . . . ,Gr son componentes conexas de G, enton-
ces si ordenamos las variables de PT (G) adecuadamente se tiene que

PT (G) =
〈 ⋃

i∈W

{xi,yi}, JG̃1
, . . . , JG̃c(T)

〉
= ⟨PT1

(G1)S, . . . ,PTr
(Gr)S⟩.

Entonces,

PT (G) = ⟨PT1
(G1)S, . . . ,PTr

(Gr)S⟩

=
〈 r⋃

i=1

PTi
(Gi)S

〉
= PT1

(G1)S+ · · ·+ PTr
(Gr)S

=

r∑
i=1

PTi
(Gi)S.

Para (b), supongamos que PT (G) es primo mı́nimo de JG y que PTi
(Gi) no es primo mı́nimo de JGi

,
se sigue que existen primos pi tales que JGi

⊂ pi ⊂ PTi
(Gi). Ahora notemos que JG =

∑r
i=1 JGi

.
Entonces,

JG =

r∑
i=1

JGi
⊂

r∑
i=1

pi ⊂
r∑

i=1

PTi
(Gi) = PT ,

con
∑r

i=1 pi primo, es decir, JG ⊂
∑r

i=1 pi ⊂ PT (G), lo que contradice que PT (G) es primo
mı́nimo de JG. Recı́procamente, supongamos que existe un primo p tal que JG ⊂ p ⊂ PT (G). Sean

PTi
(Gi) =

〈 ⋃
k∈Ti

{xik ,yik }, JG̃i1
, . . . , JG̃ic(Ti)

〉
.

Por otro lado, sea Wi = V(Gi) \ Ti ⊂ V(Gi) y entonces Gij ⊂ Gi para toda 1 ⩽ j ⩽ c(Ti),
es decir, todos los generadores de JGij

son generadores de JGi
, pues las aristas de Gij son aristas

de Gi, y ası́ JGij
⊂ JGi

. Similarmente, JG̃ij
⊂ JG̃i

. Se sigue que cada generador de JGij
es un

generador de PT (G) y ası́ podemos considerar el ideal primo p ⊂ PT (G),

p = PT (G[n]\T ) =
〈 ⋃

ℓ∈T

{xℓ,yℓ}, JG̃ij
: 1 ⩽ i ⩽ r, 1 ⩽ j ⩽ c(Ti)

〉
.

Sea fℓs = xℓys−xsyℓ, ftℓ = xtyℓ−xℓyt ∈ JG con ℓ ∈ T , entonces fℓs, ftℓ ∈ p pues los generan las
variables xℓ,yℓ. Mientras que el resto de generadores son generadores de algún JGij

, y ası́ JG ⊂ p.
Consecuentemente, como JGi

⊂ JG entonces JGi
⊂ p y ası́ JGi

⊂ PTi
(Gij). Por último, como

PTi
(Gi) es primo mı́nimo de JGi

, entonces PTi
(Gi) ⊆ PTi

(Gij) para toda i, y entonces〈
PTi

(Gi) : 1 ⩽ i ⩽ r
〉
⊆

〈
PTi

(Gij) : 1 ⩽ i ⩽ r, 1 ⩽ j ⩽ c(Ti)
〉
,

es decir, PT (G) ⊆ PT (G[n]\T , y ası́ PT (G) = PT (G[n]\T ) = p. Por lo tanto, PT (G) es primo
mı́nimo de JG. □

Proposición 1.24. [10, Corolario 7.13] JG es un ideal radical.

1Un ideal primo p es un ideal primo mı́nimo del ideal I si I ⊂ p y no hay ningún ideal primo que contenga a I que está
propiamente contenido en p.
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Demostración. Por [9, Teorema 7.11], se sabe que para un orden monomial adecuado in≺(JG) es
un ideal monomial libre de cuadrados. Esto implica que in≺(JG) es un ideal radical. Supongamos
ahora que fk ∈ JG, para algún k ∈ N. Entonces in≺(f)

k = in≺(f
k) ∈ in≺(JG) y por lo tanto existe

un a ∈ K tal que in≺(f − ag) ≺ in≺(f). Usando la expansión binomial (f − ag)k = fk − gh,
para algún g ∈ S, se sigue entonces que (f − ag)k ∈ JG y entonces f − ag ∈

√
JG, además

como in≺(f − ag) ≺ in≺(f) podemos aplicar inductivamente este proceso podemos concluir que
f− ag ∈ JG, pero entonces también f ∈ JG. □

Teorema 1.25. [9, Teorema 1.1] Sea G una gráfica con vértices [n], y sea ≺lex el orden de lexi-
cográfico en S = K[x1, . . . , xn,y1, . . . ,yn] inducido por

x1 ≻ x2 ≻ · · · ≻ xn ≻ y1 ≻ · · · ≻ yn.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) Los generadores de JG forman una base de Gröbner.
(2) Para toda arista {i, j} y {k, ℓ} con i < j y k < ℓ, se tiene {j, ℓ} ∈ E(G) si i = k, y {i,k} ∈ E(G)

si ℓ = j.

Demostración. Supongamos que (2) no se cumple, entonces {i, j} y {i,k} son aristas con i < j < k,
y ası́ {j,k} ̸∈ E(G). Esto implica que S(fik, fij) = yifjk ∈ JG, pero ninguno de los monomios
cuadráticos iniciales de los generadores cuadráticos de JG divide a in≺lex(yifik) = xjyiyk.

Recı́procamente, aplicando el criterio de Buchberger 1.13 se tiene que todo S(fij, fkℓ) se reduce
a cero. Si i ̸= k y j ̸= ℓ, entonces in≺lex(fij) y in≺lex(fkℓ) no tienen factor común. En este caso,
como fij, fkℓ son primos relativos, entonces S(fij, fkℓ) se reduce a cero. Por otro lado, si i = k,
podemos suponer que ℓ < j. Entonces S(fij, fiℓ) = yifℓj es la expresión estándar de S(fij, fiℓ).
Similarmante, si j = ℓ, podemos asumir que i < k. Entonces, S(fij, fkj) = xjfik, es la expresión
estándar de S(fij, fkℓ). En ambos casos el S-polinomio se reduce a cero. □

Definición 1.26. Una gráfica simple G que cumple una de las condiciones del Teorema 1.25 se llama
gráfica cerrada.

Teorema 1.27. [10, Teorema 7.16] Sea G una gráfica simple con vértices [n]. Entonces

JG =
⋂

W⊆[n]

PW(G).

Demostración. Notemos que JG ⊂ PW(G). Se demostrará por inducción sobre n que cada ideal
primo mı́nimo que contiene a JG es de la forma PW(G), para algún W ⊆ [n]. Como ya vimos en
la Proposición 1.24, JG es un ideal radical, y como un ideal radical es la intersección de sus ideales
primos mı́nimos, se seguirá la afirmación del Teorema.

Sea P un primo mı́nimo de JG. Primero mostraremos que xi ∈ P si y sólo si yi ∈ P. Supongamos
que G es conexa. En efecto, si G1, . . . ,Gr son componentes conexas de G, entonces cada ideal primo
mı́nimo P de JG es de la forma P1 + · · ·+ Pr, donde cada Pi es un ideal primo mı́nimo de JGi

. Por
lo tanto, si cada Pi tiene la forma esperada, entonces también lo tiene P. Sea T = {xi : i ∈ [n], xi ∈
P,yi ̸∈ P}. Mostraremos que T = ∅. Esto implicará que si xi ∈ P, entonces yi ∈ P. Similarmente,
también se deduce que yi ∈ P implica que xi ∈ P de modo que la conclusión final será que xi ∈ P
si y sólo si yi ∈ P.

Primero observemos que T ̸= {x1, . . . , xn} pues si pasara que T = {x1, . . . , xn} tendrı́amos que
JG ⊂ JG̃ ⊂ ⟨x1, . . . , xn⟩ ⊂ P y ası́ P no es primo mı́nimo de JG. Supongamos que T ̸= ∅. Dado
que T ̸= {x1, . . . , xn} y que G es conexa entonces existe {i, j} ∈ E(G) tal que xi ∈ T pero xj ̸∈ T .
Como xiyj − xjyi ∈ JG ⊂ P y xi ∈ P, se sigue que xjyi ∈ P. Además, dado que P es un ideal
primo entonces xj ∈ P o yj ∈ P entonces por definición de T no es posible que yj ∈ P y ası́ xi ∈ P.
Dado que xj ̸∈ T , se sigue que yj ∈ P. Sea G ′ una subgráfica inducida de G con vértices [n] \ {j}.
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Entonces ⟨JG′ , xj,yj⟩ = ⟨JG, xj,yj⟩ ⊂ P, por lo tanto P̃ = P/⟨xj,yj⟩ es un ideal primo mı́nimo
de JG′ con xi ∈ P̃ pero yi ̸∈ P̃ para todo xi ∈ T ⊂ P̃. Por hipótesis de inducción, P̃ es de la forma
PW(G ′) para algún subconjunto W ⊂ [n] \ {j}. Esto contradice el hecho de que T ̸= ∅.

Sea ahora G una gráfica simple arbitraria. Por lo demostrado anteriormente, existe un subcon-
junto W ⊆ [n] tal que P =

〈⋃
i∈W{xi,yi}, P̃

〉
donde P̃ es un ideal primo que no contiene varia-

bles. Sea G ′ una gráfica G[n]\W . Entonces la reducción módulo el ideal
〈⋃

i∈W{xi,yi}
〉

mues-

tra que P̃ es un ideal primo binomial de JG′ que no contiene variables. Sean G1, . . . ,Gc son las
componentes de G ′. Ahora, se demostrará que P̃ = ⟨JG̃1

, . . . , JG̃c
⟩. Esto implicarı́a entonces que

P =
〈⋃

i∈W{xj,yj}, JG̃1
, . . . , JG̃c

〉
como se busca.

Para simplificar la notación podemos suponer que ninguno de los generadores de P son variables,
y debemos demostrar que P = ⟨JG̃1

, . . . , JG̃c
⟩, donde G1, . . . ,Gc son las componentes conexas de

G. Para probar esto, supongamos que i, j ∈ E(G̃k) con i < j, para alguna k, entonces fij ∈ P. Y ası́,
tenemos que ⟨JG̃1

, . . . , JG̃c
⟩ ⊂ P. Dado que ⟨JG̃1

, . . . , JG̃c
⟩ es un ideal primo mı́nimo que contiene

a JG, entonces ⟨JG̃1
, . . . , JG̃c

⟩ = P.
Sea i = i0, . . . , ir = j un camino en Gk de i a j. Haremos inducción sobre r para demostrar que
fij ∈ P. La afirmación es trivial para r = 1. Supongamos que r > 1. Por hipótesis de inducción
fi1j ∈ P. Por otra parte, tenemos xi1fij = xjfii1 + xifi1j y fii1 ∈ P porque i < i1 y existe
{i, i1} ∈ E(Gk), ası́ xi1fij ∈ P, como xi1 ̸∈ P, entonces fij. □

Lema 1.28. [9, Proposición 3.8] Sea A1, . . . ,As y B1, . . . ,Bt subconjuntos disjuntos por pares de
[n]. Entonces,

⟨JÃ1
, . . . , JÃt

⟩ ⊂ ⟨JB̃1
. . . JB̃t

⟩

si y sólo si para cada i = 1, . . . , s existe un j tal que Ai ⊂ Bj.

Demostración. Si Ai ⊂ Bj entonces JÃi
⊂ JB̃j

por lo tanto ⟨JÃ1
, . . . , JÃt

⟩ ⊂ ⟨JB̃1
. . . JB̃t

⟩.
Recı́procamente, supongamos que ⟨JÃ1

, . . . , JÃt
⟩ ⊂ ⟨JB̃1

. . . JB̃t
⟩. Sin perdida de generalidad, po-

demos suponer que
⋃t

j=1 Bj = [n] y consideremos el epimorfismo de K-álgebras

φ : S → K[{xi, xiz1}i∈B1
, . . . , {xi, xizt}i∈Bt

] ⊂ K[x1, . . . , xn, z1, . . . , zt]

dado por φ(xi) = xi para cada i y φ(yi) = xizj para cada i ∈ Bj y j = 1, . . . , t. Notemos que

ker(φ) = ⟨JB̃1
. . . JB̃t

⟩,

ya que φ(xi) = 0 y φ(yi) = 0 si y sólo si

0 = φ(xi)φ(yj) −φ(xj)φ(yi) = φ(xiyj − xjyi).

Ahora fijando uno de los conjuntos Ai y tomando k ∈ Ai, se tiene que k ∈ Bj, para algún k.
Afirmamos que Ai ⊂ Bj. En efecto, sea ℓ ∈ Ai con ℓ ̸= k y supongamos que ℓ ∈ Br con r ̸= j.
Dado que xkyℓ − xℓyk ∈ JÃi

⊂ ⟨JB̃1
. . . JB̃t

⟩, se sigue que xkyℓ − xℓyk ∈ ker(φ), por lo tanto

0 = φ(xkyℓ − xℓyk) = xkxℓzj − xkxℓzr

la cual es una contradicción, ya que zj = zr si y sólo si r = j. □

Proposición 1.29. [10, Proposición 7.19] Sea G una gráfica con vértices [n], y sean W y T subcon-
juntos de [n]. Sean G1, . . . ,Gs las componentes conexas de G[n]\W , y H1, . . . ,Ht las componentes
conexas de G[n]\T . Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) PT (G) ⊂ PW(G).
(2) T ⊂ W y para cada i = 1, . . . , t se tiene que V(Hi) \W ⊂ V(Gj) para alguna j.
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Demostración. Para un subconjunto U ⊂ [n], denotamos por LU al ideal generado por las va-
riables {xi,yi : i ∈ U}. Con esta notación, para cualesquiera W y T subconjuntos de [n] tene-
mos que PW(G) = ⟨LW , JG̃1

, . . . , JG̃s
⟩ y PT (G) = ⟨LT , JH̃1

, . . . , JH̃t
⟩. De esto, se sigue que

PT (G) ⊂ PW(G) si y sólo si los JH̃i
son algunos de los JG̃j

y LT ⊂ LW si y sólo si T ⊂ W y
⟨LW , JH̃1

, . . . , JH̃t
⟩ ⊂ ⟨LW , JG̃1

, . . . , JG̃s
⟩.

Notemos que ⟨LW , JH̃1
, . . . , JH̃t

⟩ = ⟨LW , JH̃′
1
. . . JH̃′

t
⟩ donde H ′

t = (Hi)[n]\W . Ası́, PT (G) ⊂
PW(G) si y sólo si J1 = ⟨LW , JH̃′

1
, . . . , JH̃′

t
⟩ ⊂ ⟨LW , JG̃1

. . . JG̃t
⟩ = J2 pues los generadores de los

ideales J1 y J2 no tienen variables en común con xi y yi para i ∈ W. Dado que V(H ′
i) = V(Hi)\W,

la equivalencia de (1) y (2) se sigue del Lema 1.28. □

Observación 1.30. [10, Observación 2.2] Sea G una gráfica conexa con vértices [n] y T ⊂ [n].
Entonces PT (G) es un primo mı́nimo de JG si y sólo si T = ∅.

En efecto, si PT (G) es un primo mı́nimo de JG con G conexa, notemos que P∅ ⊂ PT (G) pues
P∅(G) no contiene variables y por ser PT (G) ideal primo mı́nimo entonces P∅(G) = PT (G), es
decir, T = ∅. Recı́procamente, como P∅(G) no contiene variables, entonces PT (G) ̸⊂ P∅(G) para
toda T ̸= ∅, y entonces del Teorema 1.27, JG =

⋂
T⊂[n] PT ⊂ P∅(G). Por lo tanto, P∅(G) es un

primo mı́nimo de JG.

Teorema 1.31. [10, Teorema 7.20] Sea G una gráfica conexa con vértices [n], y W ⊂ [n]. Entonces
PW(G) es un ideal primo mı́nimo de JG si y sólo si W = ∅, o W ̸= ∅ y para cada i ∈ W se tiene
que c(W \ {i}) < c(W). En otras palabras, si y sólo si cada i ∈ W es un vértice de corte de la
gráfica G([n]\W)∪{i}.

Demostración. La primera parte del Teorema se probó en la Observación 1.30. Ahora, supongamos
que PW(G) es un primo mı́nimo de JG y fijemos i ∈ W. Sean G1, . . . ,Gr las componentes conexas
de G[n]\W . Consideraremos varios casos:

Primero supongamos que no existe una arista {i, j} de G tal que j ∈ Gk para algún k. Sea T = W\

{i} ⊂ W. Entonces las componentes conexas de G[n]\T son G1, . . . ,Gr, {i}. Ası́ c(T) = c(W) + 1,
con T ⊂ W. Sin embargo, este caso no puede darse ya que de la Proposición 1.29 implica que
PT (G) ⊂ PW(G).

Ahora supongamos que existe exactamente un Gk, digamos G1, para el que existe j ∈ G1 tal
que {i, j} es una arista de G. Entonces las componentes conexas de G[n]\T son G1, . . . ,Gr, donde
V(G1) = V(G1) ∪ {i}. Ası́ c(T) = c(W). De nuevo este caso no puede darse ya que esto implica
que PT (G) ⊂ PW(G).

Queda considerar el caso en el que haya al menos dos componentes, digamos G1, . . . ,Gk, para
k ⩾ 2 y jℓ ∈ Gℓ para ℓ = 1, . . . ,k tal que {i, jℓ} es una arista de G. Entonces las componentes

conexas de G[n]\T son G ′
1,Gk+1, . . . ,Gr, donde V(G ′

1) =
⋃k

ℓ=1

(
V(Gℓ) ∪ {i}

)
. En este caso

c(T) < c(W).
Recı́procamente, supongamos que c(W \ {i}) < c(W) para todo i ∈ W y que PW(G) no es

un primo mı́nimo de JG. Entonces existe un subconjunto propio T ⊂ W con PT (G) ⊂ PW(G).
Elegimos i ∈ W \ T y tenemos que c(W \ {i}) < c(W). De la discusión de los tres casos anteriores
podemos suponer que G1,Gk+1, . . . ,Gr son las componentes conexas de G[n]\T , donde V(G ′

1) =⋃k
ℓ=1

(
V(Gℓ) ∪ {i}

)
y donde k ⩾ 2. Se sigue que G[n]\T tiene una componentes conexa H que

contiene a G ′
1. Entonces V(H)\W contiene los subconjuntos V(G1) y V(G2). Por lo tanto, V(H)\W

no está contenido en ningún V(Gi), de la Proposición 1.29 se tiene que PT (G) ⊂ PW(G). □

1.3. Resoluciones libres. En esta Sección, se consideran conceptos básicos de resoluciones li-
bres las cuales nos basamos principalmente en [6], y con esto estudiar la resolución libre de los
ideales binomiales de aristas JG. Además, se define la regularidad de Castelnuovo-Mumford, en par-
ticular, estudiaremos la regularidad de estos ideales. Cerramos la Sección enunciando el Teorema
principal de Matsuda Kazunori y Murai Satoshi [15], que nos da una relación entre regularidad de
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Castelnuovo-Mumford del ideal JG, el número de vértices de la gráfica y la longitud del camino
inducido más largo de G. Algunas referencias para consultar más detalles son [6, 10, 15].

Recordemos que un anillo graduado es un anillo R junto con una familia de grupos aditivos
{Rn}n⩾0 tales que R =

⊕
Rn y RnRm ⊆ Rn+m, para todo m,n ⩾ 0. Si R es un anillo graduado

con graduación {Rn}, un R-módulo graduado es un R-módulo M junto con una familia de subgrupos
aditivos {Mn}n⩾0 tales que M =

⊕
Mn y RmMn ⊆ Mm+n, para todo m,n ⩾ 0.

Ejemplo 1.32. Si S = K[x1, . . . , xn] es el anillo de polinomios sobre el campo K, entonces R es un
anillo graduado definiendo Sk como el subconjunto de polinomios homogéneos de grado k, donde
S0 = K. Esta graduación S =

⊕
k⩾0 Sk se llama graduación estándar del anillo S.

Si R(Γ) =
⊕

i∈Γ R es una suma directa de copias del anillo R indexada por Γ , diremos que R(Γ)

es un módulo libre. Un R-módulo P es proyectivo si para cada epimorfismo de módulos A
p−→ B y

todo morfismo de R-módulos P f−→ B existe un morfismo g tal que el siguientes diagrama conmute:

P
g

��

f

��

A
p
// B // 0.

Es conocido que si F es un módulo libre, entonces es proyectivo. Otro resultado conocido es que
para todo R-módulo M, existe un módulo libre F que se proyecta sobre M, para más detalles ver las
referencias [6, Teorema 11.3] y [6, Lema 11.19].

Un complejo de cadenas de R-módulos (C•, δ•), o simplemente complejo, es una sucesión de
R-módulos Ci y morfismos de R-módulos

C• : · · · → Cn+1
δn+1−−−→ Cn

δn−→ Cn−1 → · · ·
tal que δn ◦ δn+1 = 0 para toda n, o equivalentemente que Im(δn+1) ⊂ ker(δn). Los morfismos
δn se llaman las diferenciales del complejo. La homologı́a de (C•, δ•) es la familia de R-módulos
Hn(C•) = ker(δn)/Im(δn+1). Si M es un R-módulo, una resolución proyectiva de M es un com-
plejo exacto (P•, δ•) donde cada Pi es un módulo proyectivo, o equivalentemente H0(P•) = M y
Hi(C) = 0 para toda i ̸= 0.

Teorema 1.33. [6, Teorema 12.2] Cada R-módulo tiene una resolución proyectiva.

Demostración. Sea M un R-módulo. Existe un módulo libre P0 que se proyecta sobre M. Conside-
remos la sucesión exacta

0 → ker(π0)
ι0−→ P0

π0−→ M → 0,

donde ι0 es el morfismo inclusión y π0 es un epimorfismo. Fijemos δ0 = π0. Nuevamente, existe un
módulo libre que se proyecta sobre ker(δ0).

0

##

0

ker(δ0)

ι0

##

;;

P1
δ1 //

π1

;;

P0
δ0 //M

donde el morfismo δ1 = ι0 ◦ π1 satisface que Im(δ1) = ker(δ0), ya que si y ∈ Im(δ1), entonces
(ι0 ◦ π1)(x) = y, es decir, δ0(x) = y. Aplicando δ0 obtenemos 0 = δ0(y) y ası́ y ∈ ker(δ0).
Recı́procamente, sea y ∈ ker(δ0), entonces δ0(y) = 0. Por otro lado, 0 = δ0 ◦ δ1(x) para toda
x ∈ P1, es decir, δ0(y) = δ0 ◦ δ1(x), esto implica que y = δ1(x) y por lo tanto y ∈ Im(δ1). En
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cada paso, πi : Pi → ker(δn−1) es un epimorfismo, ιi : ker(δi) → Pi es la inclusión y obtenemos
sucesiones exactas cortas

0 → ker(δn+1)
ιn+1−−−→ Pn+1

πn+1−−−→ ker(δn) → 0.

Continuando con este proceso indefinidamente siempre que Pn ̸= 0, la sucesión resulta ser una
resolución proyectiva para M. □

Una resolución libre (F•, δ•) de un R-módulo M es una resolución proyectiva tal que cada Pi es
libre. Sea (R,m) un anillo local o una K-álgebra graduada local. Un complejo (F•, δ•) es mı́nimo si
Im(δn+1) ⊆ mFn para toda n. Para cualquier S-módulo (libre) graduado L =

⊕
j Lj, fijando k un

ı́ndice se define el módulo desplazado L(k) como el módulo graduado L(k) =
⊕

j L(k)j donde el
sumando directo L(k)j = Lk+j es el que se desplaza.

Ejemplo 1.34. Cuando L = S = K[x1, . . . , xn] la graduación estándar está dada por S =
⊕

d Sd,
donde Sd el espacio vectorial de polinomios homogéneos de grado d, y sea k cualquier entero, en-
tonces S(k) tiene sumandos directos S(−k)j = Sj−k, es decir, hay un desplazamiento a la izquierda.

Subejemplo 1.35. Si S = K[x,y] y k = −2 entonces S(−2) desplaza los sumandos directos de S
dos lugares hacia la izquierda, es decir, S(−2)0 = S0−2 = S−2.

Definición 1.36. Dado un R-módulo M finitamente generado y un conjunto z1, . . . , zr de genera-
dores, una sizigia de M es una relación a1z1 + · · · + arzr = 0 con a1, . . . ,ar ∈ R. Sea (R,m)
un anillo local o una K-álgebra graduada. Sea F• es una resolcuión libre mı́nima del R-módulo M
finitamente generado (graduado) y para cada n ⩾ 1, el submódulo

Ωn(M) = Im(δn)

es la n-ésima sizigia de M.

Observación 1.37. Para cada n, tenemos una sucesión exacta corta

0 → ker(δn) → Fn → Im(δn) → 0.

Con ker(δn) = Ωn−1(M) y Im(δn) = Ωn(M), ası́ tenemos la sucesión exacta corta

0 → Ωn−1(M) → Fn → Ωn(M) → 0.

Por otra parte, sean S = K[x1, . . . , xn] y la resolución mı́nima del S-módulo M finitamente
generado

0 → Fs → · · · → F0 → M → 0,

donde Fi =
⊕

j S(−j)βi,j para cada i, es decir, Fi está generado por βi,j elementos de grado j. El
βi,j se llama el (i, j)-ésimo número de Betti de M. A menudo escribimos los números de Betti de
un módulo en su tabla de Betti:

β(M) 0 1 2 · · ·
0 β0,0 β0,1 β0,0 · · ·
1 β1,1 β1,2 β1,3 · · ·
2 β2,2 β2,3 β2,4 · · ·
...

...
...

...
. . .

Ejemplo 1.38. Sea S = K[x,y, z] y M = S/⟨xy, xz,yz⟩. Consideremos el siguiente morfismo
S → S/⟨xy, xz,yz⟩, donde ker(S → M) = ⟨xy, xz,yz⟩. Entonces obtenemos la sucesión de

morfismos S(−2)3
(xy xz yz )−−−−−−−→ S −→ M. Para el siguiente morfismo, calculamos el núcelo de

S(−2)3
(xy xz yz )−−−−−−−→ S. Hacemos

(
xy xz yz

)a11 a12

a21 a22

a31 a32

 =
(
0 0

)
.
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Al resolver este sistema de ecuaciones obtenemos quea11 a12

a21 a22

a31 a32

 =

 z 0
−y y
0 −x

 ,

ası́ obtenemos un nuevo morfismo de la sucesión,

S(−3)2

( z 0
−y y
0 −x

)
−−−−−−−→ S(−2)3

(xy xz yz )−−−−−−−→ S −→ M.

Ahora calcularemos el núcelo de S(−3)2

( z 0
−y y
0 −x

)
−−−−−−−→ S(−2)3, pero notemos que el siguiente sistema

de ecuaciones  z 0
−y y
0 −x

(
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

)
= 0 ∈ Mat3×n(K).

tiene solución si y sólo si (
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

)
= 0 ∈ Mat2×n(K).

Por lo tanto, la resolución mı́nima para M es

0 −→ S(−3)2

( z 0
−y y
0 −x

)
−−−−−−−→ S(−2)3

(xy xz yz )−−−−−−−→ S −→ M,

donde cada entrada de las matrices correspondientes son los generadores del núcleo de cada uno
de los morfismos. Notemos que los desplazamientos graduados afectan también a todos los ı́ndices
superiores. Por ejemplo, cuando escribimos la función de grado 2, sólo tenemos que desplazar el
grado de cada generador en 1, pero como ahora nuestra función cae en S(−2)3, tenemos que subir
el grado de 2 a 3, y escribir S(−3)2. El número de Betti βij(M) de M cuenta el número de copias
de S(−j) de grado i en nuestra resolución. Ası́ que β0,0 = 1,β1,2 = 3,β2,3 = 2. Por lo tanto, la
tabla de Betti para M es:

β(M) 0 1 2
0 1 - -
1 - 3 2

Podemos calcular estos invariantes usando Macaulay2:
i1 : S=QQ[x,y,z];
o1 = S
o1 : PolynomialRing
i2 : I=ideal(x*y,x*z,y*z);
o2 : Ideal of S
i3 : t = betti res I;

o3 =

0 1 2
total: 1 3 2

0: 1 . .
1: . 3 2

o3 : BettiTally

Definición 1.39. Sean I ⊂ S un ideal graduado, y sea F• una resolución mı́nima graduada de S/I
como un S-módulo:

F• : 0 →
⊕
j

S(−j)βt,j → · · · →
⊕
j

S(−j)β1,j → S → S/I.
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La regularidad de Castelnuovo-Mumford de S/I es definida como:

reg(S/I) = máx{j− i : βi,j ̸= 0}.

Notemos que si tenemos una resolución libre mı́nima de I

0 → Fs → · · · → F0 → I → 0

podemos obtener siempre otra resolución libre mı́nima para S/I

0 → Fs → · · · → F0 → S → S/I → 0

y ası́ obtenemos que reg(I) = reg(S/I) + 1.

Observación 1.40. Sea G una gráfica con componentes conexas G1, . . . ,Gr y consideremos los
anillos de polinomios Si = K[{xj,yj} : j ∈ V(Gi)]. Entonces

reg(S/JG) =
r∑

i=1

reg(Si/JGi
).

En efecto, vamos a probar que S/JG ≃
⊗r

i=1 Si/JGi
. Basta probarlo para dos componentes conexas

y el isomorfismo se sigue inductivamente sobre r. Consideremos G una gráfica simple con vértices
[n] y G1,G2 sus dos componentes conexas. Sea Si = K[{xj,yj}j∈V(Gi)] con JGi

su ideal de aristas
respectivo y el ideal JG = ⟨JG1

∪ JG2
⟩ = ⟨JG1

⊗ 1+ 1⊗ JG2
⟩. Entonces

(1) la función φ : S1/JG1
/JG2

× S2/JG2
→ S1 ⊗ S2/JG dada por φ(f + JG1

,g + JG2
) =

(f⊗ g) + JG es bilineal.
(2) Existe un único isomorfismo φ̃ : S1/JG1

⊗ S2/JG2
→ S1 ⊗ S2/JG dado por φ̃((f+ JG1

)⊗
(g+ JG2

)) = (f⊗ g) + JG que hace conmutar el diagrama siguiente:

S1/JG1
× S2/JG2

φ //

canónico ρ

��

S1 ⊗ S2/JG

S1/JG1
⊗ S2/JG2

φ̃

66

es decir, φ̃ ◦ ρ = φ.

Para (1), la función está bien definida y es bilineal, pues

φ((f1 + f2) + JG1
,g+ JG2

) = (f1 + f2)⊗ g+ JG

= ((f1 ⊗ g) + JG) + ((f2 ⊗ g) + JG)

= φ(f1 + JG1
,g+ JG2

) +φ(f2 + JG1
,g+ JG2

)

y además, para α ∈ K tenemos

φ(αf+ JG1
,g+ JG2

) = (αf⊗ g) + JG

= α((f⊗ g) + JG) = αφ(f+ JG1
,g+ JG2

).

Similarmente por la derecha.
Para (2), por la propiedad universal del producto tensorial existe un único morfismo φ̃ : S1/JG1

⊗
S2/JG2

→ S1⊗S2/JG dado por φ̃((f+ JG1
)⊗ (g+ JG2

)) = (f⊗g)+ JG tal que φ̃◦ρ = φ. Resta
mostrar que φ̃ es un isomorfismo.

Inyectividad: Supongamos que φ̃((f + JG1
) ⊗ (g + JG2

)) = 0, entonces (f ⊗ g) + JG = 0, es
decir, f⊗ g ∈ JG = ⟨JG1

⊗ 1+ 1⊗ JG2
⟩, ası́ f⊗ 1 ∈ JG1

⊗ 1 y 1⊗ g ∈ 1⊗ JG2
, esto implica que

f ∈ JG1
y g ∈ JG2

. Es decir, ker(φ̃) = JG y por lo tanto φ̃ es inyectiva.
Suprayectividad: Sea p⊗q+ JG ∈ S1 ⊗S2/JG, con p ∈ S1 y q ∈ S2, entonces (f⊗g)+ JG) =

p⊗ q+ JG, es decir φ̃((f+ JG1
)⊗ (g+ JG2

)) = p⊗ q+ JG. Por lo tanto φ̃ es suprayectiva. Ası́
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se tiene S1/JG1
⊗ S2/JG2

≃ S1 ⊗ S2/JG ≃ S/JG. Ahora, consideremos las resoluciones libres

F(1)• : 0 → · · · →
⊕
j

S(−j)β
(1)
i,j → · · · →

⊕
j

S(−j)β
(1)
1,j → S → S1/JG1

.

F(2)• : 0 → · · · →
⊕
j

S(−j)β
(2)
i,j → · · · →

⊕
j

S(−j)β
(2)
1,j → S → S2/JG2

.

Entonces, como S1/JG1
⊗ S2/JG2

≃ S/JG y el producto tensorial conmuta con la suma directa
obtenemos(⊕

j

S
β

(1)
i,j

1 (−j)
)
⊗

(⊕
j

S
β

(2)
i,j

2 (−j)
)
≃

⊕(
S
β

(1)
i,j

1 (−j)⊗ S
β

(2)
i,j

2 (−j)
)
≃

⊕
j

Sβi,j(−j)

donde βi,j = β
(1)
i,j + β

(2)
i,j . Por lo tanto

reg(S/JG) = reg(S1/JG1
) + reg(S2/JG2

).

Similarmente, para el caso de r componentes conexas basta con tomar

JG =
〈 r⋃

i=1

JGr

〉
= ⟨JG1

⊗ 1⊗ · · · ⊗ 1, . . . , 1⊗ · · · ⊗ JGi
⊗ · · · ⊗ 1, . . . , 1⊗ · · · ⊗ 1⊗ JGr

⟩

y ası́ obtenemos que
⊗r

i=1 S1/JGi
≃

(⊗r
i=1 Sr

)
/JG, pero S ≃

⊗r
i=1 Si, es decir, S/JG ≃⊗r

i=1 Si/JGi
. Por lo tanto

reg(S/JG) =
r∑

i=1

reg(Si/JGi
).

La obersevación 1.40 demuestra que es suficiente tomar gráficas conexas G. El siguiente Teorema
nos muestra relación que existe entre la regularidad de Castelnuovo-Mumford del ideal JG, el camino
inducido2 más largo de G y el número de vértices de G.

Teorema 1.41. [15, Teorema 1.1][5, Teorema 2.2] Sea G una gráfica simple con vértices [n] y sea
ℓG la longitud del camino inducido más largo de G. Entonces

ℓG + 1 ⩽ reg(JG) ⩽ n.

Además, si G es cerrado, entonces reg(JG) = reg(in≺(JG)) = ℓG + 1.

Ejemplo 1.42. Consideremos la siguiente gráfica con 6 vértices

••

••

•

•

12

34

5

6

la cual no es cerrada, pues {4, 6} ∈ E(G) pero {4, 5} ̸∈ E(G). El camino inducido de G más largo de
G está dado por 1, 2, 3, 4, 6, es decir, ℓG = 4. Por lo tanto 5 ⩽ reg(JG) ⩽ 6.

Si K = Q, con Macaulay2 podemos verificar que el Teorema se satisface:

i1 : S=QQ[x1,x2,x3,x4,x5,x6,y1,y2,y3,y4,y5,y6];
i2 : I = ideal(x1*y2-x2*y1,x2*y3-x3*y2,x2*y5-x5*y2,x3*y4-x4*y3,
x4*y6-x6*y4,x5*y6-x6*y5);

2Un camino inducido de G es un camino P tal que la subgráfica inducida por los vértices de P sigue siendo un camino.
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o2 : Ideal of S
i3 : regularity I;
o3 = 5

Teorema 1.43. [13, Teorema 4.1] Para un árbol3 T , se satisface reg(S/JT ) ⩾ iv(T) + 1, donde
iv(T) = |{vértices internos de T }|, es decir, la cardinalidad del conjunto de todos los vértices de T
que no son hojas.

Ejemplo 1.44. Consideremos el árbol T siguiente

•

•

•

• •

•

• •

1

2

3

4 5

6

7 8

donde en este caso iv(T) = 3, entonces del Teorema 1.43 se tiene que 4 ⩽ reg(S/JT ). Nuevamente,
con Macaulay2 podemos verificar el Teorema.

2. EL v-NÚMERO DE IDEALES BINOMIALES DE ARISTAS JG

En este Capı́tulo definiremos el v-número de un ideal I del anillo de polinomios S = K[x1, . . . , xn],
además de definirlo localmente en uno de los ideales primos asociados del ideal binomial de aristas
JG. Este es un invariante algebraico introducido por Susan Cooper y sus colaboradores en Gene-
ralized minimum distance functions and algebraic invariants of Geramita ideals [4] y motivado
originalmente por la teorı́a algebráica de códigos. En particular, se estudia este invariante para los
ideales binomiales JG con G una gráfica, definidos en el Capı́tulo 1. Daremos uno de los Teoremas
principales de [11], el cual esta fuertemente relacionado con el número de dominación conexa de la
gráfica G, donde la prueba de este Teorema se apoya principalmente en algunos resultados de [16].
Para cerrar la Sección, se muestra otro de los Teoremas principales de [11] para un tipo de gráficas
particulares, que se denominan cerradas. Estas gráficas son definidas en [10], y su v-número esta
relacionado con diversos elementos de la gráfica.

2.1. Ideales de aristas y el v-número. Recordemos que un ideal primo p es un ideal primo aso-
ciado de S/I si (I : f) = p para algún f ∈ Sd, donde (I : f) es el ideal generado por el conjunto de
todos los g ∈ S tal que gf ∈ I. El conjunto de primos asociados de S/I es denotado por Ass(S/I) o
simplemente Ass(I).

Definición 2.1. [4, Definición 4.1] Sea S = K[x1, . . . , xn] =
⊕

d⩾0 Sd el anillo de polinomios con
n variables e I ⊂ S un ideal homogéneo. El v-número de I es el invariante definido como sigue

v(I) = mı́n{d ⩾ 0 : ∃ f ∈ Sd y p ∈ Ass(I) con (I : f) = p}.

Podemos definir el v-número de I ⊂ S localmente para cada primo asociado p de I como

vp(I) = mı́n{d ⩾ 0 : ∃ f ∈ Sd con (I : f) = p}.

Si consideramos el ideal máximo m = ⟨x1, . . . , xn⟩ tenemos que K ≃ S/m y por tanto v(m) = 0.
Ahora, para un módulo M ̸= 0 denotamos

α(M) = mı́n{deg(f) : f ∈ M \ {0}}.

Por convención, si M = 0 entonces α(0) = 0.

3Un árbol es una gráfica conexa T tal que para todo i, j ∈ V(T) existe un único camino de i a j.
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Proposición 2.2. [12, Proposición 3.1] Sea I ⊂ S un ideal monomial libre de cuadrados. Entonces

v(I) = mı́n{α((I : p)/I) : p ∈ Ass(I)}

y α((I : p)/I) = vp(I) para p ∈ Ass(I).

Demostración. Sea Ass(I) = {p1, . . . , pr}. Sabemos que para cualquier ideal se cumple que (I :
1) = I y (I : I) = S. Supongamos que I es primo y sea p ∈ Ass(I) y ası́ existe un f ∈ Sd tal que
p = (I : f). Notemos que I = p. En efecto, siempre se tiene que I ⊆ (I : f) = p. Sea g ∈ (I : f) = p,
entonces gf ∈ I, como I es primo se tiene que f ∈ I o g ∈ I. Notemos que f ̸∈ I pues si sucediera
que f ∈ I obtenemos que (I : f) = S lo cual serı́a una contradicción. Esto implica que g ∈ I, por lo
tanto I = p. Como (p : 1) = p y deg(1) = 0, entonces de la definición local del v−número tenemos
que

vp(p) = mı́n{d ⩾ 0 : ∃f ∈ Sd con (p : f) = p} = 0.

Por otra parte, como (I : p) = S y (I : p)/I = S/I es un dominio entero, pues I = p, entonces
contiene constantes, ası́ se tiene que

α(S/I) = mı́n{deg(f) : f ∈ S/I, f ̸= 0} = 0,

por lo tanto vp(I) = α((I : p)/I) = 0. Ahora, sea I un ideal no primo, por lo anterior podemos
suponer que I tiene al menos dos primos asociados. Existen pi y f ∈ Sd tal que (I : f) = pi y
v(I) = deg(f). Tenemos que f ∈ (I : pi)\I y además, como (I : f) = pi notemos que f ∈ (I : pi)\I,
y por lo tanto

v(I) = deg(f) ⩾ α((I : pk)/I) ⩾ mı́n{α(I : p)/I : p ∈ Ass(I)}.

Para la otra desigualdad, como I es un ideal monomial libre de cuadrados, se tiene que I =
⋂r

i=1 pi ⊊⋂
i ̸=k pi = (I : pk) para 1 ⩽ k ⩽ r, podemos elegir un polinomio homogéneo fk en (I : pk) \ I

tal que α((I : pk)/I) = deg(fk). Notemos que, como fk ̸∈ I =
⋂r

i=1 pi entonces existe un ideal
primo pk tal que fk ̸∈ pk. Además, pk ⊂ (I : fk), ya que si pk ̸⊂ (I : fk) se seguirı́a que existe
un polinomio g ∈ pk tal que g ̸∈ (I : fk), es decir, gfk ̸∈ I =

⋂r
i=1 pi, pero esto implicarı́a

que gfk ̸∈ pk, lo cual es una contradicción. Por lo tanto, a partir del análisis anterior se tiene las
contenciones siguientes:

pk ⊂ (I : fk) =

r⋂
i=1

(pi : fk) =
⋂

fk ̸∈pi

pi ⊂ pk

ası́ se sigue que (I : fk) = pk, y consecuentemente obtenemos v(I) ⩽ deg(fk) para k = 1, . . . , r.
□

Sea G una gráfica simple con conjunto de vértices V(G) = [n] y aristas E(G). El ideal de aristas
de G es el ideal monomial libre de cuadrados definido por

I(G) = ⟨xixj : {i, j} ∈ E(G)⟩ ⊂ K[x1, . . . , xn].

Observación 2.3. De la definición 1.26, si G es una gráfica cerrada, entonces el ideal inicial de JG
(con respecto al orden lexicográfico) está dado por

in≺(JG) = ⟨xiyj : {i, j} ∈ E(G), i < j⟩.
Ası́, podemos notar que el ideal in≺(JG) puede verse como el ideal de aristas de una gráfica bipartita
HG con su conjunto de vértices V(HG) = {x1, . . . , xn}∪ {y1, . . . ,yn}, es decir, in≺(JG) = I(HG).
La gráfica HG se llama gráfica inicial de G.

Por otro lado, recordemos que un conjunto {e1, . . . , er} de aristas disjuntas por pares de una
gráfica G es un apareamiento inducido si las únicas aristas de G contenidas en

⋃r
i=1 ei son e1, . . . er.

El número de apareamiento inducido im(G), es el número de aristas con el mayor apareamiento
inducido. Además, se sabe de [10, Proposición 7.32], que la longitud del camino más largo de G es
igual al número de apareamiento inducido por HG.
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Ejemplo 2.4. Sea G la siguiente gráfica cerrada con 7 vértices

•

•

•••

• •
1

2

345

6 7

entonces, el ideal inicial de JG está dado por

in≺(JG) = ⟨x1y2, x1y3, x2y3, x3y4, x4y5, x4y6, x4y7, x5y6, x5y7, x6y7⟩

y la gráfica inicial HG es la siguiente gráfica bipartita

• • • • • • •

• • • • • • •

y1 y2 y3 y4 y5 y6 y7

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

Un camino inducido más largo en G viene dado por 1, 3, 4, 6 y el correspondiente apareamiento
inducido en HG es {x1,y3}, {x3,y4}, {x4,y6}. Por tanto, ℓG = im(HG) = 3. Además, del Teorema
1.41 se tiene que reg(JG) = 4.

2.2. v-número de ideales binomiales. En esta Sección estudiaremos el v-números de ideales bi-
nomiales de aristas. Se demostrará que el invariante algebraico vJKn

(JG) coincide con un invariante
puramente combinatorio de la gráfica G, a saber, su número de dominación conexa.

Observación 2.5. Notemos que si G es una gráfica simple con vértices [n] con componentes conexas
G1, . . . ,Gr y Si = K[{xj,yj} : j ∈ V(Gi)]. Entonces

(JG : PT (G)) =

r⋂
i=1

(JG : PTi
(Gi)) =

r⋂
i=1

(JGi
: PTi

(Gi)) + JG.

En efecto, para la primero igualdad:

Sea f ∈ (JG : PT (G)) ⇔ f · PT (G) = f

r∑
i=1

PTi
(Gi)S ⊆ JG (Proposición 1.23)

⇔ fg = f

r∑
i=1

gi ∈ JG con g =

r∑
i=1

gi ∈
r∑

i=1

PTi
(Gi)

⇔ fgi ∈ PTi
(Gi) ⊆ JG

⇔ f ∈ (JG : PTi
(Gi))

⇔ f ∈
r⋂

i=1

(JG : PTi
(Gi)), para toda i = 1, . . . , r.
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Por otro lado, para la segunda igualdad:

Sea f ∈
r⋂

i=1

(JG : PTi
(Gi)) ⇔ fgi ∈ JG para toda gi ∈ PTi

(Gi)

⇔ f

r∑
i=1

gi = fgi + f

r∑
j=1
j̸=i

gj ∈ JG

⇔ fgi ∈ JGi
para toda i y f

∑
gj ∈ JG

⇔ f ∈ (JGi
: PTi

(Gi)) para toda i y f
∑

gj ∈ JG

⇔ f ∈
r⋂

i=1

(JGi
: PTi

(Gi)) y f
∑

gj ∈ JG

⇔ f ∈
r⋂

i=1

(JGi
: PTi

(Gi)) + JG.

La siguiente Proposición prueba que es suficiente tomar gráficas conexas simples para calcular el
v-número del ideal JG.

Proposición 2.6. [11, Proposición 3.1] Sea G una gráfica simple con vértices [n] y G1, . . . ,Gr sus
componentes conexas. Sea Si = K[{xj,yj} : j ∈ V(Gi)]. Entonces,

v(JG) = v
( r∑

i=1

JGi
S
)
=

r∑
i=1

v(JGi
).

Demostración. Dado que G1, . . . ,Gr son componentes conexas de G, podemos escribir JG =∑r
i=1 JGi

S. Sea T ⊆ [n] tal que v(JG) = vPT (G)(JG). Entonces, existe f ∈ S con deg(f) = v(JG)
y

(JG : f) = PT (G) =

r∑
i=1

PTi
(Gi)S (Proposición 1.23).

En particular, esto implica que f ∈ (JG : PT (G)) \ JG. Además,

(JG : PT (G)) =

r⋂
i=1

(JG : PTi
(Gi)) =

r⋂
i=1

(JGi
: PTi

(Gi)) + JG (Observación 2.5).

Como
⋂r

i=1(JGi
: PTi

(Gi)) =
∏r

i=1(JGi
: PTi

(Gi)), podemos escribir f = f1 · · · fr con fi ∈
(JGi

: PTi
(Gi)) \ JGi

. Ası́ (JGi
: PTi

(Gi)) = PTi
(Gi) y

r∑
i=1

v(JGi
) ⩽

r∑
i=1

deg(fi) = v(JG).

En cuanto a la otra desigualdad, para cada componente conexa de G elegimos fi ∈ Si tal que
v(JGi

) deg(fi). Por lo tanto, fi ∈ (JGi
: PTi

(Gi)) \ JGi
para algún PTi

(Gi). Como antes, tenemos
f = f1 · · · fr ∈

⋂r
i=1(JGi

: PTi
(Gi)) = (JG : PT (G))/JG, y por la Proposición 1.23, es un primo

mı́nimo de JG. En particular, de la Proposición 2.2, obtenemos

v(JG) ⩽ α((JG : PT (G))/JG) ⩽
r∑

i=1

deg(fi) =

r∑
i=1

v(JGi
). □

Definición 2.7. [16, Definición 3.1] Sea G una gráfica simple de vértices [n]. Dado e = {i, j} ̸∈
E(G), definimos Ge la gráfica con vértices [n] y con aristas

E(Ge) = E(G) ∪ {{k, ℓ} : k, ℓ ∈ NG(i) o k, ℓ ∈ NG(j)}.
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Ejemplo 2.8. Consideremos la siguiente gráfica G:

• •

• • • •

• •

•

•
1 2 7 8 10

3 4 5 6 9

y notemos que e = {2, 7} ̸∈ E(G), además NG(2) = {1, 3, 4} y NG(7) = {5, 6, 8}. Entonces las
aristas de Ge son

E(Ge) = E(G) ∪ {{1, 3}, {1, 4}, {3, 4}, {5, 6}, {5, 8}, {6, 8}}.

Por lo tanto, la gráfica Ge es la siguiente:

• •

• • • •

• •

•

•
1 2 7 8 10

3 4 5 6 9

Proposición 2.9. [16, Proposición 3.2] Sea G una gráfica simple con vértices [n] y e = {i, j} ̸∈
E(G). Entonces

(JG : fe) =
⋂

T∈Aij

PT (G),

donde Aij es un conjunto que consta de todos los subconjuntos de T de [n] \ {i, j} con las siguientes
propiedades:

(a) PT (G) es un primo mı́nimo de JG.
(b) Para cada camino P : i, i1, . . . , is, j existe un t tal que it ∈ T .

Demostración. Del Teorema 1.27 JG =
⋂

T⊂[n] PT (G) y JG es JG-primario, pues PT (G) es primo, y
fe ̸∈ JG, entonces del [1, Lema 4.4] tenemos que (JG : fe) =

⋂
fe ̸∈PT (G) PT (G). Basta mostrar que

fe ̸∈ PT (G) si y sólo si T ∈ Aij. Supongamos que fe ̸∈ PT (G) para algún T ⊂ [n]. Notemos que
i, j ̸∈ T , ya que si i ∈ T implica que xi,yi ∈ PT (G) y ası́ fe ∈ PT (G) que serı́a una contradicción.
Similarmente, si j ∈ T . Además, i y j no pertenecen a la misma componente conexa de [n]\T ya que
tendrı́amos de nuevo que fe ∈ PT (G). Por lo tanto, al menos uno de los vértices iℓ de cada camino
P : i, i1, . . . , is, j debe estar en T . Por último, como JG =

⋂
T⊂[n] PT (G) con PT (G), entonces de [8,

Lema 1.3.5] se tiene que PT (G) es ideal primo mı́nimo de JG. Por otro lado, para T ∈ Aij, tenemos
que las variables xi, xj,yiyj no están en PT (G), e i, j no pertenecen a la misma componente conexa
de [n] \ T pues existe iℓ ∈ T de P : i, i1, . . . , is, j, lo que implica que fe ̸∈ PT (G). □

Lema 2.10. [16, Lema 3.8] Sean G una gráfica simple con vértices [n], e = {i, j} ̸∈ E(G) y P :
i, i1, . . . , is, j un camino en G. Supongamos que A,B son dos subconjuntos de {i1, . . . , is} con
A ∪ B = {i1, . . . , is} y A ∩ B = ∅, entonces

hA,B =
∏
ij∈A

xij

∏
ij∈B

yij ∈ JGe
+ ⟨gP,t : 0 ⩽ t ⩽ s⟩,

donde gP,0 = xi1 · · · xis y para cada 1 ⩽ t ⩽ s, gP,t = yi1 · · ·yitxit+1
· · · xis .

Demostración. Para cada conjunto dado A,B con A ∪ B = {i1, . . . , is} y A ∩ B = ∅, sea

MA,B = {j : ij ∈ A y ij+1 ∈ B}.
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Por inducción en el número de elementos de MA,B, se demostrará que hA,B ∈ JGe
+ ⟨gP,t : 1 ⩽

t ⩽ s − 1⟩. Si |MA,B| = 0, entonces para todo ij ∈ A se tiene que ij+1 ̸∈ B. Notemos que si
i1 ∈ A, se tendrı́a que i2 ̸∈ B, y ası́ i2 ∈ A pues A y B forman una partición de {i1, . . . , is}, por
lo tanto i3 ̸∈ B. Siguiendo este procedimiento notemos que A = {i1, . . . , is}, es decir, B = ∅, lo
cual no es posible ya que A,B es una partición. Ahora, supongamos que k es el menor entero tal que
k ⩾ 2 e ik ∈ A. Si repetimos el proceso anterior podemos notar que A = {ik, ik+1 . . . , is}, como
A,B es una partición, entonces B = {i1, . . . , ik−1}. Notemos que s ̸= k − 1, pues de lo contrario
tendrı́amos que A = ∅, lo cual no es posible. Se sigue que, si MA,B = ∅ existe 1 ⩽ t ⩽ s − 1 tal
que B = {i1, . . . , it} y A = {it+1, . . . , is}. Ası́ que hA,B = gP,t, pues

hA,B =
∏
ij∈A

xij

∏
ij∈B

yij = xit+1
· · · xisyi1 · · ·yit = gP,t

y ası́ se cumple la afirmación.
Por otro lado, sea k ⩾ 0 y supongamos que para cada partición A,B de {i1, . . . , is} con |MA,B| ⩽

k,hA,B ∈ JGe
+ ⟨gP,t : 0 ⩽ t ⩽ s⟩ y que A ′,B ′ ⊂ {i1, . . . , is} forman una partición de {is, . . . , is}

y |MA′,B′ | = k + 1. Sea d = máxMA′,B′ entonces existe 1 ⩽ p ⩽ d y d + 1 ⩽ q ⩽ s tal
que {ip, ip+1, . . . , id, iq+1} ∩ {i1, . . . , is} ⊂ A y {ip−1.id+1, id+2, . . . , iq} ⊂ B pues A ∪ B =
{i1, . . . , is} y |MA,B| ⩽ k.

Ahora, notemos que hA′,B′ = fid,id+1
hA′,B′/(xidyid+1

) + yidxid+1
hA′,B′/(xidyid+1

), pues
{id, id+1} ∈ E(Ge). Entonces hA′,B′ ∈ JGe

+ ⟨gP,t : 0 ⩽ t ⩽ s⟩ si y sólo si

u1 = yidxid+1
hA′,B′/(xidyid+1) ∈ JGe

+ ⟨gP,t : 0 ⩽ t ⩽ s⟩.

Pero u1 = hA′,B′ donde A ′
1 = A ′ ∪ {id+1} \ {id} y B1 = B ′ ∪ {id} \ {id+1}. Si d+ 1 < q podemos

repetir el mismo proceso en hA′
1,B

′
1

usando el binomio fid+1id+2
∈ JGe

. Después de un número
finito de pasos podemos encontrar la siguiente representación para hA′,B′

hA′,B′ =

q+1∑
z=d

w ′
zfiziz+1

+ hA′′,B′′ ,

donde w ′
i ∈ K[x1, . . . , xn,y1, . . . ,yd],A

′′ = A ′ ∪ {iq} \ {id} y B ′′ = B ′ ∪ {id} \ {iq}.
Para mostrar el resultado basta ver que hA′′,B′′ ∈ JGe

+ ⟨gP,t : 0 ⩽ t ⩽ s⟩. En efecto, si p = d
entonces |MA′′,B′′ | = k y por la hipótesis de inducción la demostración está completa. En este caso
|MA′′,B′′ | = k + 1 y su elemento máximo es d − 1. Podemos repetir el procedimiento anterior en
hA′′,B′′ y después de un número finito de pasos encontramos la siguiente expresión

hA′,B′ =

q−1∑
z=p

wzfiziz+1
+ hA,B,(2.1)

donde A es de la forma A = A ∪ {ip+q−d, . . . , iq} \ {iq, . . . , ip+q−d−1} y B de la forma B =
B ′ ∪ {ip, . . . , ip+q−d−1} \ {ip+q−d, . . . , iq} y wp,wp+1, . . . ,wq−1 ∈ k[x1, . . . , xn,y1, . . . ,yn].
Notemos que de la ecuación (2.1) se tiene que fiziz+1

∈ JGe
porque {iz, iz+1} ∈ E(Ge). También,

|MA,B| ⩽ k y por hipótesis de inducción hA,B ∈ JGe
+ ⟨gP,t : 0 ⩽ t ⩽ s⟩. Se sigue que

hA′,B′ ∈ JGe
+ ⟨gP,t : 0 ⩽ t ⩽ s⟩. □

Observación 2.11. Sea G una gŕafica y e = {i, j} ̸∈ E(G). Veamos cómo se relaciona el ideal
(JG : fe) con la suma de ideales JGe

+ ⟨gP,t : P : i, i1, . . . , is, j un camino de i a j y 0 ⩽ t ⩽ s⟩
para algunos casos particulares.

(1) Consideremos una gráfica conexa G con vértices V(G) = {i,k, j} = [3] y aristas E(G) =
{{i,k}, {k, j}}.
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•

•

•
i

k

j

Sea P : i,k, j el único camino de los vértices i a j de G, con i < j y e = {i, j} ̸∈ E(G).
Notemos primero que E(G) = E(Ge), por lo tanto JG = JGe

, además ⟨gP,t : 0 ⩽ t ⩽ 1⟩ =
⟨xk,yk⟩. Ahora notemos que JG ⊂ ⟨xk,yk⟩, pues si h ∈ JG entonces

h = g1fik + g2fkj = xk(g2yj − g1yi) + yk(g1xi − g2xj) ∈ ⟨xk,yk⟩.
Esto implica que JGe

+ ⟨xk,yk⟩ = ⟨xk,yk⟩. Por otra parte, ⟨xk,yk⟩ es ideal primo, pues
K[xi, xk, xj,yi,yk,yj]/⟨xk,yk⟩ ≃ K[xi, xj,yi,yj] es dominio entero. Ahora, si f ∈ (JG :
fe) entonces f · fe ∈ JG ⊂ ⟨xk,yk⟩, es decir, f · fe ∈ ⟨xk,yk⟩, pero fe = xiyj − xjyi ̸∈
⟨xk,yk⟩, ası́ f ∈ ⟨xk,yk⟩. Por lo tanto podemos concluir que

(JG : fe) ⊆ JGe
+ ⟨gP,t : 0 ⩽ t ⩽ 1⟩ = ⟨xk,yk⟩.

(2) Ahora consideremos una gráfica conexa G con vértices V(G) = {i,k, ℓ, j} = [4] y con
G ̸= K4. Las posibles gráficas con estas caractéristicas son las siguientes:

• •

• •

j k

ℓ i

Figura 1.

• •

• •

j k

ℓ i

Figura 2.

• •

• •

j k

ℓ i

Figura 3.

• •

• •

j k

ℓ i

Figura 4.

• •

• •

j k

ℓ i

Figura 5.

Notemos que los únicos caminos de i a j son de longitud 2 y 3. Sin pérdida de generalidad,
sean P1 : i,k, j y P2 : i,k, ℓ, j, con i < k < ℓ < j, los caminos de i a j de longitud 2 y 3
respectivamente.
Para P1, tenemos ⟨gP1,t : 0 ⩽ t ⩽ 1⟩ = ⟨xk,yk⟩, y E(G) ⊆ E(Ge), entonces JG ⊆ JGe

.
Notemos que JGe

⊂ ⟨xk, xℓ,yk,yℓ⟩, pues en todos los casos, dado h ∈ JGe
se puede escribir

como
h = xkh1 + ykh2 + xℓh3 + yℓh4 ∈ ⟨xk, xℓ,yk,yℓ⟩,

es decir, JG ⊆ JGe
⊂ ⟨xk, xℓ,yk,yℓ⟩ y ⟨xk,yk⟩ ⊂ ⟨xk, xℓ,yk,yℓ⟩, entonces JGe

+
⟨xk,yk⟩ ⊂ ⟨xk, xℓ,yk,yℓ⟩. Además, ⟨xk, xℓ,yk,yℓ⟩ es ideal primo, pues

K[xi, xk, xℓ, xj,yi,yk,yℓ,yj]/⟨xk, xℓ,yk,yℓ⟩ ≃ K[xi, xj,yi,yj]

que es un dominio entero. Entonces, notemos que si f ∈ (JG : fe) si y sólo si f · fe ∈ JG
entonces f · fe ∈ ⟨xk, xℓ,yk,yℓ⟩, pero fe = xiyj − xjyi ̸∈ ⟨xk, xℓ,yk,yℓ⟩, por tanto
f ∈ ⟨xk, xℓ,yk,yℓ⟩. Por otro lado, sea f ∈ (JG : fe) esto implica que f · fe ∈ JG ⊂
JGe

+ ⟨xk,yk⟩ y supongamos que f ̸∈ JGe
+ ⟨xk,yk⟩, esto implica que f ̸∈ ⟨xk, xℓ,yk,yℓ⟩,

una contradicción. Por lo tanto

(JG : fe) ⊆ JGe
+ ⟨gP1,t : 0 ⩽ t ⩽ 1⟩.

Para P2, se tiene que JG = JGe
⊂ ⟨xk, xℓ,yk,yℓ⟩ y además ⟨gP2,t : 0 ⩽ t ⩽ 2⟩ =

⟨xkxℓ, xℓyk,ykyℓ⟩. Notemos que

⟨xkxℓ, xℓyk,ykyℓ⟩ = ⟨xk,yk⟩ ∩ ⟨xℓ,yk⟩ ∩ ⟨xℓ,yℓ⟩ ⊂ ⟨xk, xℓ,yk,yℓ⟩,
entonces JG + ⟨xkxℓ, xℓyk,ykyℓ⟩ ⊂ ⟨xk, xℓ,yk,yℓ⟩. Como antes, si f ∈ (JG : fe) implica
que f ∈ ⟨xk, xℓ,yk,yℓ⟩. Y nuevamente, supongamos que f · fe ∈ JG + ⟨xkxℓ, xℓyk,ykyℓ⟩
con f ̸∈ JG + ⟨xkxℓ, xℓyk,ykyℓ⟩, implicarı́a que f ̸∈ ⟨xk, xℓ,yk,yℓ⟩. Lo cual es una con-
tradicción, por lo tanto

(JG : fe) ⊆ JGe
+ ⟨gP2,t : 0 ⩽ t ⩽ 2⟩.
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El siguiente Teorema generaliza los resultados obtenidos en la Observación 2.11.

Teorema 2.12. [16, Teorema 3.7] Sea G una gráfica simple con vértices en [n] y sea e = {i, j} ̸∈
E(G). Entonces

(JG : fe) = JGe
+ ⟨gP,t : P : i, i1, . . . , is, j es un camino entre i, j y 0 ⩽ t ⩽ s⟩.

donde gP,0 y gP,t son como el Lema anterior.

Demostración. Por la Proposición 2.9 tenemos que (JG : fe) =
⋂

T∈Aij
PT (G). Sea T un subcon-

junto arbitrario de Aij. Para cada camino P : i, i1, . . . , is, j tenemos que iℓ ∈ T para algún ℓ, y ası́
xiℓ ,yiℓ ∈ PT (G) lo que implica que

gP,t = yi1 · · ·yitxit+1
· · · xis ∈ PT (G)

para cada 1 ⩽ t ⩽ s, pues si 1 ⩽ ℓ ⩽ t entonces yiℓ |gP,t, o si t+ 1 ⩽ ℓ ⩽ s se tiene que xiℓ |gP,t.
Supongamos que k, ℓ ∈ NG(i). Si k ∈ T o ℓ ∈ T , entonces xk,yk ∈ Pt(G) o xℓ,yℓ ∈ PT (G),
por tanto tenemos que fkℓ ∈ PT (G). En caso contrario, se encuentra que en la misma componente
conexa de la gráfica inducida por [n] \ T , lo que implica que fkℓ ∈ PT (G), como se deseaba. Por lo
tanto tenemos que

JGe
+ ⟨gP,t : P : i, i1, . . . , is, j es un camino y 0 ⩽ t ⩽ s⟩ ⊆ (JG : fe).

Para demostrar la otra contención se utiliza un argumento de inducción sobre el número de vértices
de G. Para el caso de n = 1, 2 no hay nada que probar. Los casos de n = 3, 4 ya se demostraron
en la Observación 2.11. Supongamos que el resultado es válido para cada gráfica con un número de
vértices menor que el de G. Sean f ∈ (JG : fe), y Q,P1, . . . ,Pr caminos entre i y j en G. Escribimos
f = f ′ + f ′′ donde

f ′′ ∈ I = JGe
+ ⟨gPℓ,t : para toda ℓ y t⟩

y ningún monomio de f ′ está en in≺(I). Entonces f ′ ∈ (JG : fe) y ası́

f ′fe = h1fe1
+ · · ·+ hrfer

.(2.2)

Sea g = in≺(f ′). Ahora se demostrará que para cada ic en el camino Q : i, i1, . . . , is, j se tiene que
xic |g o yic |g. Por contradicción, supongamos que xic ∤ g y yic ∤ g para algún 1 ⩽ c ⩽ s. Fijemos
xic = yic = 0 en la ecuación (2.2). Sea w = f ′|xic=yic=0 y f ′ℓ = fℓ|xic=yic=0. Entonces, in≺(w)
es igual a g, ya que xic ∤ g y yic ∤ g. También obtenemos que wfe =

∑
ic ̸∈eℓ

f ′ℓfeℓ
. Por lo tanto

w ∈ (JG1\{e} : fe), donde G1 es la subgráfica inducida de G con vértices [n] \ {ic}. Notemos que
JG1e

⊆ JGe
y cada camino entre i y j en G1 \ {e} es uno de los caminos P1, . . . ,Pr. Ası́, ningún

monomio de w está en in≺(JG1e
+ ⟨gPℓ,t : para todo ℓ y t⟩), lo cual es una contradicción. Por lo

tanto, xic o yic dividen a g. Se concluye que existen dos subconjuntos A y B con A∪B = {i1, . . . , is}
tal que

∏
ij∈A xij

∏
ij∈B yij divide al monomio g, y por el Lema 2.10

hA,B =
∏
ij∈A

xij

∏
ij∈B

yij ∈ JGe
+ ⟨gQ,t : t ⩽ s⟩

tenemos que g ∈ JGe
+ ⟨gQ,t : t ⩽ s⟩. Ahora continuando el mismo argumento para f ′ − g se

muestra que f ′ ∈ JGe
+ ⟨gQ,t : para toda 0 ⩽ t ⩽ s⟩. □

Definición 2.13. Sea G una gráfica simple con vértices [n], y sea i, j ∈ V(G) = [n] con i < j. Un
camino π : i, i1, . . . , is, j se llama admisible si

(i) ik ̸= iℓ para todo k ̸= ℓ.
(ii) Para cada k = 1, . . . , s se tiene que ik < i o ik > j.

(iii) Para cada subconjunto propio {j1, . . . , jr} de {i1, . . . , is}, la sucesión i, j1, . . . , jr, j no es un
camino.
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Dado un camino admisible π : i, i1, . . . , is, j le asociamos el monomio

uπ =
∏
ik>j

xik

∏
iℓ<i

yiℓ .

Ejemplo 2.14. Consideremos la gráfica G

• • • • • •

• • • • • •

11 1 2 3 4 5

6 7 8 9 10 12

El camino π : i = 11, 6, 7, 8, 2, 3, 4, 10, 12 = j, es admisible, pues todos los vértices de π son
distintos, ik < i para todo ik ∈ {6, 7, 2, 3, 4, 10} = P y notemos que para todo subconjunto
{j1, . . . , jr} ⊂ P, la sucesión 11, j1, . . . , jr, 12 no es un camino. El monomio asociado a π es

uπ =
∏
iℓ<i

yiℓ = y2y3y4y6y7y8y9.

Lema 2.15. [11, Lema 3.5] Sea G una gráfica con n vértices. Entonces

G =
⋃
i<j

{uπfij : π es un camino admisible de i a j} ∪ {gC,D : C ∩D = ∅,C ∪D ∈ Dc(G)}

es una base de Gröbner de JG + ⟨gC,D : C ∩ D = ∅,C ∪ D ∈ Dc(G)⟩ con respecto al orden
lexicográfico, donde

Dc(G) = {B ⊆ [n] : ∀ {i, j} ̸∈ E(G), ∃ un caminoP : i, i1, . . . , is, j, tal que {i1, . . . , is} ⊆ B}

y gC,D =
∏

k∈C xk
∏

k∈D yk.
En particular,

in≺(JG + ⟨gC,D : C ∩D = ∅,C ∪D ∈ Dc(G)⟩)
= in≺(JG) + in≺(⟨gC,D : C ∩D = ∅,C ∪D ∈ Dc(G)⟩).

Demostración. Para demostrar que G es una base de Gröbner aplicamos el criterio de Buchberger
1.13 y demostraremos que todos los pares S(f,h) con fh ∈ G se reducen a cero. Del [10, Teorema
7.11] tenemos que

G ′ =
⋃
i<j

{uπfij : π es un camino admisible de i a j}

es una base de Gröbner de JG. Como consecuencia, tenemos que S(h, f) se reduce a cero siempre
que f,h ∈ G ′. Además, el S-polinomio de dos monomios siempre se reduce a cero. Por tanto, nos
queda comprobar que S(f,h) se reduce a cero cuando f = uπfij ∈ G y h = gC,D, en este caso

S(f,h) =
mcm(uπxiyi,gC,D)

uπxiyj
uπ(xiyj − xjyi) −

mcm(uπxiyi,gC,D)

gC,D
gc,D

=
mcm(uπxiyi,gC,D)

xiyj
(xiyj − xjyi) −mcm(uπxiyi,gC,D)

= −
mcm(uπxiyi,gC,D)

xiyj
xjyi.

Notemos que el monomio −
mcm(uπxiyi,gC,D)

xiyj
xjyi es divisible por gC,D o gC′,D′ , donde

C ′ = (C \ {xi}) ∪ {xj} y D ′ = (D \ {yj}) ∪ {yi}.
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Por lo tanto S(f,h) se reduce a cero. Por último,

in≺(JG) + in≺(⟨gC,D : C ∩D = ∅,C ∪D ∈ Dc(G)⟩)
= ⟨xiyj : {i, j} ∈ E(G), i < j⟩+ ⟨gC,D : C ∩D = ∅,C ∪D ∈ Dc(G)⟩
= ⟨⟨xiyj : {i, j} ∈ E(G), i < j⟩ ∪ ⟨gC,D : C ∩D = ∅,C ∪D ∈ Dc(G)⟩⟩
= in≺(JG + ⟨gC,D : C ∩D = ∅,C ∪D ∈ Dc(G)⟩). □

Observación 2.16. Sea G ̸= Kn una gráfica con vértices [n]. Entonces

(JG : JKn
) =

⋂
e ̸∈E(G)

(JG : fe).

En efecto, sea f ∈ (JG : JKn
), entonces fg ∈ JG con g ∈ Kn. Si g ̸∈ JG, entonces g = fe para toda

e ̸∈ E(G), es decir, fg = ffe ∈ JG para cada e ̸∈ E(G), o bien, f ∈ (JG : fe) con e ̸∈ E(G). Por lo
tanto f ∈

⋂
e ̸∈E(G)(JG : fe). Para la otra contención, sea f ∈

⋂
e ̸∈E(G)(JG : fe), entonces ffe ∈ JG

para toda e ̸∈ E(G), y fe ∈ JKn
, por lo tanto f ∈ (JG : JKn

).

Observación 2.17. Sea G ̸= Kn una gráfica y e = {i, j} ̸∈ E(G). Ahora veremos la relación entre
(JG : JKn

) y JG + ⟨gC,D : C ∪D ∈ Dc(G),C ∩D = ∅⟩ para los casos n = 3 y n = 4.

(1) Consideremos la gráfica G de (1) de la Observación 2.11. De la Observación 2.16 y de la
Proposición 2.9 tenemos que (JG : JK3

) = (JG : fe) = ⟨xk,yk⟩. Por otro lado, JG ⊂ (JG :
fe) = ⟨xk,yk⟩ y ⟨gC,D : C = {k} oD = {k}⟩ = ⟨xk,yk⟩, y entonces JG + ⟨gC,D : C =
{k} oD = {k}⟩ = ⟨xk,yk⟩, es decir,

(JG : JK3
) = JG + ⟨gC,D : C = {k} o D = {k}⟩.

(2) Ahora consideremos las gráficas como en (2) de la Observación 2.11. Debemos estudiar cada
gráfica independientemente.

Para la gráfica de la figura 1, por la Observación 2.16 (JG : JK4
) = (JG : fij) ∩ (JG :

fkℓ) ∩ (JG : fiℓ). Y de la Proposición 2.9 tenemos (JG : fij) = ⟨xk,yj, fℓj⟩, (JG : fkℓ) =
⟨xj,yj, fik⟩ y (JG : fiℓ) = ⟨xk,yj, fℓj⟩ ∩ ⟨xj,yj, fik⟩, ası́ (JG : JK4

) = ⟨xk,yj, fℓj⟩ ∩
⟨xj,yj, fik⟩. Por otro lado, JG = ⟨fik, fkj.fℓj⟩ y además xk, xℓ,yk,yℓ son algunos ge-
neradores de I = ⟨gC,D : C ∪ D ∈ Dc(G),C ∩ D = ∅⟩, pues existen los caminos
P1 : i,k, j y P2 : i, ℓ, j. Ahora bien, si f ∈ (JG : JK4

) = ⟨xk,yj, fℓj⟩ ∩ ⟨xj,yj, fik⟩, entonces
f = f1xk + f2yk + f3fℓj y f = g1xℓ + g2yℓ + g3fik, donde f1xk + f2yk,g1xℓ + g2yℓ ∈ I
y f3fℓj,g3fik ∈ JG, por lo tanto

(JG : JK4
) ⊆ JG + ⟨gC,D : C ∪D ∈ Dc(G),C ∩D = ∅⟩.

Para la gráfica de la figura 2, tenemos que (JG : JK4
) = (JG : fij) ∩ (JG : fiℓ) =

⟨xk,yk, fℓj⟩ = ⟨xk,yk⟩+ ⟨fℓj⟩, pues (JG : fij) = ⟨xk,yk, fℓj⟩ = (JG : fiℓ), y notemos que
⟨fℓj⟩ ⊂ JG y ⟨xk,yk⟩ ⊂ I = ⟨gC,D : C ∪ D ∈ Dc(G),C ∩ D = ∅⟩, ya que xk,yk son
algunos generadores de I pues existen los caminos P1 : i,k, j y P2 : i,k, ℓ, y por lo tanto

(JG : JK4
) ⊆ JG + ⟨gC,D : C ∪D ∈ Dc(G),C ∩D = ∅⟩.

Para la gráfica de la figura 3, tenemos que (JG : JK4
) = (JG : fij) = ⟨xk, xℓ,yk,yℓ⟩ y

xk, xℓ,yk,yℓ son algunos generadores de ⟨gC,D : C∪D ∈ Dc(G),C∩D = ∅⟩, pues existen
los caminos P1 : i,k, j y P2 : i, ℓ, j, entonces (JG : JK4

) ⊂ ⟨gC,D : C∪D ∈ Dc(G),C∩D =
∅⟩ y por lo tanto

(JG : JK4
) ⊆ JG + ⟨gC,D : C ∪D ∈ Dc(G),C ∩D = ∅⟩.

Para la gráfica de la figura 4 se tiene que (JG : JK4
) = (JG : fij) ∩ (JG : fiℓ) ∩ (JG :

fℓj) = ⟨xk,yk⟩, pues (JG : fij) = (JG : fiℓ) = (JG : fℓj) = ⟨xk,yk⟩. Por otro lado,
I = ⟨gC,D : C ∪ D ∈ Dc(G),C ∩ D = ∅⟩ = ⟨xk,yk⟩ pues los únicos caminos son
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P1 : i,k, j,P2 : i,k, ℓ y P3 : ℓ,k, j. Además, JG = ⟨fik,gℓk, fkj⟩, entonces JG + I = I. Por
lo tanto

(JG : JK4
) = JG + ⟨gC,D : C ∪D ∈ Dc(G),C ∩D = ∅⟩.

Por último, para la gráfica de la figura 5, se tiene que (JG : JK4
) = (JG : fij) ∩ (JG :

fkℓ). Y en este caso (JG : fij) = ⟨xk, xℓ,yk,yℓ⟩ y (JG : fkℓ) = ⟨xi, xj,yi,yj⟩, entonces
(JG : JK4

) = ⟨xk, xℓ,yk,yℓ⟩ ∩ ⟨xi, xj,yi,yj⟩. Notemos que las variables xk,yk, xℓ,yk ∈
I = ⟨gC,D : C ∪ D ∈ Dc(G),C ∩ D = ∅⟩, pues existen los caminos P1 : i,k, j y P2 :
i, ℓ, j, ası́ ⟨xk, xℓ,yk,yℓ⟩ ⊂ I. Similarmente, las variables xi,yj, xj,yi ∈ I, pues existen los
caminos P3 : k, i, ℓ y P4 : k, j, ℓ, entonces ⟨xi, xj,yi,yj⟩ ⊂ I, se sigue que ⟨xk, xℓ,yk,yℓ⟩ ∩
⟨xi, xj,yi,yj⟩ ⊂ I. Por lo tanto

(JG : JK4
) ⊂ JG + ⟨gC,D : C ∪D ∈ Dc(G),C ∩D = ∅⟩.

La siguiente Proposición generaliza los resultados de la Observación 2.17.

Proposición 2.18. [11, Proposición 3.6] Sea Dc(G) y gC,D como en Lema 2.15, donde C ∪ D =
{i1, . . . , is} ∈ Dc(G) con C ∩D = ∅ y sea G ̸= Kn una gráfica con vértices [n]. Entonces

(JG : JKn
) =

⋂
e ̸∈E(G)

(JG : fe) = JG + ⟨gC,D : C ∪D ∈ Dc(G),C ∩D = ∅⟩.

Demostración. La primer igualdad se mostró en la Observación 2.16. Para la segunda igualdad, sea
gC,D =

∏
k∈C xk

∏
k∈D yk con B = C ∪ D = {i1, . . . , is} ∈ Dc(G) y C ∩ D = ∅. Queremos

probar que gC,D ∈ (JG : fe) para cada e = {i, j} ̸∈ E(G). Por definición de Dc(G), para cada e =
{i, j} ̸∈ E(G) podemos encontrar un camino Pe : i, j1, . . . , js, j de i a j tal que I = {j1, . . . , j1} ⊆ B.
Fijamos C ′ = I ∩ C y D ′ = I ∩D y definimos

q =
∏
k∈C′

xk
∏
k∈D′

yk.

Observemos que I = C ′ ∪D ′ y C ′ ∩D ′ = ∅. Ası́ que, por el Teorema 2.12 q ∈ (JG : fe). Además,
por contrucción, q divide a gC,D. Ası́, gC,D ∈ (JG : fe). Esto prueba que

⟨gC,D : C ∩D = ∅,C ∪D = {ii, . . . , is} ∈ Dc(G)⟩ ⊆
⋂

e ̸∈E(G)

(JG : fe) = (JG : JKn
),

y como JG ⊆ (JG : JKn
) podemos concluir que

JG + ⟨gC,D : C ∩D = ∅,C ∪D = {ii, . . . , is} ∈ Dc(G)⟩ ⊆
⋂

e ̸∈E(G)

(JG : fe) = (JG : JKn
).

Para la otra contención, usaremos inducción en el número de vértices. Para n = 1, 2 no hay nada
qué mostrar. Para n = 3, 4 se mostraron en la Observación 2.17. Ası́ que, supongamos por hipótesis
de inducción que el resultado se cumple para cada gráfica con menor número de vértices de G. Sea
f ∈ (JG : JKn

) y sea Dc(G) = {A,B1, . . . ,Br}. Definimos I = JG + ⟨gC,D : C ∩D = ∅,C ∪D ∈
Dc(G)\{A}⟩. Entonces, por el algoritmo de la división, escribimos f = f ′+f ′′ tal que f ′ ∈ I y ningún
monomio de f ′ está en in≺(I). Usando la primera parte de la prueba, f ′ = f − f ′′ ∈ (JG : JKn

), y
tenemos que

f ′fe = h1efe1
+ . . .+ hke

fek
, ∀e ̸∈ E(G) (1)

donde fe1
, . . . , fek

son los generadores naturales de JG. Sea g = in≺(f
′) y A = {i1, . . . , is}.

Demostraremos que para cada ic ∈ A, es decir, xic |g o yic |g. Por contradicción. Supongamos
que xic ∤ g y yic ∤ g, para algúna 1 ⩽ c ⩽ s y fijamos xic = yic = 0 en (1). Definimos
w = f ′|xic=yic=0 y h ′

je
= hje |xic=yic=0. Entonces

wfe =
∑
ic ̸∈ej

h ′
je
fej

∀e ̸∈ E(G), ic ̸∈ e. (2)
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Además, w ∈ (JG1
: JKn−1

), donde G1 = GV(G)\{ic}. Notemos que, como xic ∤ g y yic ∤ g
tenemos que in≺(w) = g. Por hipótesis de inducción

(JG1
: JKn−1

) = JG1
+ ⟨gC,D : C ∩D = ∅,C ∪D ∈ Dc(G)⟩,

y del Lema 2.15 implica que uπxiyj|g donde i < j y uπ es un camino admisible en G1 o gC′,D′ |g,
donde C ′ ∪D ′ ∈ Dc(G1).

En el primer caso, dado que JG1
⊆ JG, tendrı́amos que g ∈ in≺(JG) ⊆ in≺(I), una contradicción.

En el segundo caso, se demostrará que siempre es posible encontrar un monomio gC′,D′ ∈ ⟨gC,D :
C ∩ D = ∅,C ∪ D ∈ Dc(G) \ {A}⟩ tal que gC′,D′ |g, y de nuevo obtener una contradicción. Por
hipótesis, sabemos que gC′,D′ |g, donde C ′ ∪ D ′ ∈ Dc(G1). Si C ′ ∪ D ′ ∈ Dc(G) \ {A} no hay
nada que probar. Ası́, supongamos que C ′ ∪D ′ ̸∈ Dc(G). Entonces, por hipótesis gC′,D′ |g donde
C ′∪D ′ ∈ Dc(G1), basta con encontrar un jc ∈ NG(ic) tal que xjc ∈ supp(g) o yjc ∈ supp(g). Sea
jc ∈ NG(ic). Si xjc |g o yjc |g, hemos terminado. En caso contrario, aplicando el mismo argumento
anterior, concluimos que

w ′ = f ′|xjc=yjc=0 ∈ (JG2
: JKn−1

),

donde G2 = GV(G)\{jc}. Si G2 = Kn−2, entonces el vértice ic es de grado n − 1 y esto implica
que C ′ ∪ D ′ debe contener un vecino de ic, y hemos terminado. Si G2 ̸= Kn−2, de nuevo, por
hipótesis de indución y Lema 2.15 existe un monomio gF′,H′ | in≺(w

′) = g con F ′ ∪H ′ ∈ Dc(G2).
Esto significa que para cada arista e = {ic, v} ̸∈ E(G2) existe un camino de ic a v contenido en
F ′ ∪ H ′. En particular, F ′ ∪ H ′ contiene un vecino de ic, digamos vc. Como gF′,H′ |g, podemos
concluir que supp(g) contiene a xvc

o yvc
. Como se ha observado antes, C ′ ∪ D ′ ∪ {vc} está en

Dc(G), por lo tanto el monomio g es divisible por un elemento de I, lo cual es una contradicción.
Esto prueba que para toda ic ∈ A, se tiene que xic |g o yic |g. Concluimos que g ∈ ⟨gC,D :
C ∩ D = ∅,C ∪ D = A ∈ Dc(G)⟩. Ahora, aplicando este argumento a f ′ − g, tenemos que
f ′ ∈ ⟨gC,D;C ∩D = ∅,C ∪D = A ∈ Dc(G)⟩ y esto completa la demostración. □

Con el siguiente Teorema llegamos al resultado principal de esta Sección. Para demostrar el
Teorema utilizaremos la caracterización equivalente del v-número dada en la Proposición 2.2. Nos
interesa el caso para el ideal primo p = P∅(G).

Notemos que de la Observación 1.21 que JKn
= P∅(G) y del Teorema 1.31 tenemos que JKn

es
un primo mı́nimo de JG, por lo que queremos calcular α((JG : JKn

)/JG). Además, como v(JG) es
el mı́nimo de todos los primos asociados de JG, entonces v(JG) ⩽ vJKn

(JG).

Definición 2.19. Un conjunto de dominación conexa (CDS por sus siglas en inglés) de una gráfica
conexa G es un subconjunto D de los vértices de G tal que D induce una gráfica conexa GD, y cada
vértice en V(G) \ D es adyacente a por lo menos un vértice en D. El mı́nimo de la cardinalidad
de los conjuntos de dominaciones conexas se llama el número de dominación conexa, denotado por
γc(G).

Teorema 2.20. [11, Teorema 3.2] Sea G una gráfica conexa con vértices [n] y JG su ideal binomial
de aristas. Entonces, la localización del v-número de JG en JKn

viene dada por

vJKn
(JG) =

{
mı́n{|B| : B ∈ Dc(G)} = γc(G) si G ̸= Kn

0 si G = Kn

donde γc(G) es el número de dominación conexa.

Demostración. En la Proposición 2.2, vimos que si I = p es ideal primo, entonces vp(p) = 0, por
lo tanto, si G = Kn se tiene que JG = JKn

es ideal primo, por lo tanto vJKn
(JG) = 0.

Para G ̸= Kn, de la Proposición 2.2 y la Proposición 2.18, tenemos que

α((JG : JKn
)/JG) = α((JG + ⟨gC,D : C ∩D = ∅,C ∪D ∈ Dc(G)⟩)/JG)

= α(⟨gC,D : C ∩D = ∅,C ∪D ∈ Dc(G)⟩)
= mı́n{deg(gC,D) : gC,D ∈ ⟨gC,D : C ∩D = ∅,C ∪D ∈ Dc(G)⟩}.
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Notemos que el grado del monomio gC,D depende de la cardinalidad de B ∈ Dc(G) ya que de
eso depende el número de variables de gC,D y por lo tanto obtenemos que vJKn

(JG) = mı́n{|B| :
B ∈ Dc(G)}. Observemos que Dc(G) es el conjunto de todos los conjuntos de dominación conexa
de G. En efecto, sea B un CDS y sea {i, j} ̸∈ E(G). Por definición de CDS, se tiene que i, j ∈ B,
pues, como {i, j} ̸∈ E(G) entonces para que GB sea conexo se debe tener al menos un camino
P : i, i1, . . . , is, j ∈ B de i a j o si i, j ̸∈ B existen bi,bj ∈ B tal que {i,bi}, {j,bj} ∈ E(G). Ası́,
como GB es conexo, podemos encontrar siempre un camino P : i,bi, . . . ,bj, j en G de i a j tal que
{bi, . . . ,bj} ⊆ B, se sigue que B ∈ Dc(G). Recı́procamente, sea B ∈ Dc(G) esto implica que para
cada {i, j} ̸∈ E(G) existe un camino P : i, i1, . . . , is, j tal que {i1, . . . , is} ⊆ B y G es conexa, y ası́
para todo k ∈ [n] \ B existe un bk ∈ B tal que {bk,k} ∈ E(G). Además, si GB no fuera conexa,
existirı́a algún 1 ⩽ t ⩽ s tal que it ̸∈ B, que contradice que B ∈ Dc(G), ası́ GB es conexa. Por lo
tanto, B es un CDS. Ası́,

mı́n{|A| : A ∈ Dc(G)} = γc(G). □

Antes de terminar esta Sección, daremos un resultado donde el número de domianción conexa es
una cota superior para el v-número de cualquier ideal binomial de aristas JG asociado a una gráfica
G. Sea G una gráfica conexa, un árbol de expansión de una gráfica G es una subgráfica T que es un
árbol y cubre todos los vértices de G.

Ejemplo 2.21. Sea G la gráfica a continuación:

• •

•

•

•

1 2

3

4

5

Entonces un árbol de expansión T de G es la gráfica siguiente

• •

•

•

•

1 2

3

4

5

De [3] podemos observar la estrecha relación entre el número de dominación conexa de una
gráfica G y el mayor número de hojas de un árbol de expansión. Este resultado nos dice que el
número de dominación conexa γc(G) es el número de vértices que no son hojas en un árbol de
expansión con el mayor número de hojas. Es decir, γc(G) = n − lfmáx(G), donde lfmáx(G) es el
número máximo de hojas de G. Del Ejemplo 2.21 tenemos que n = 5 y lfmáx(G) = 4. Por lo tanto
γc(G) = 1.

Corolario 2.22. [11, Corolario 3.7] Sea G una gráfica conexa. Entonces

v(JG) ⩽ γc(G) ⩽ reg(S/JTG
)

donde TG es el árbol de expansión de G con el mayor número de hojas.
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Demostración. Del Teorema 2.20 y de [3] tenemos que vJKn
(JG) = γc(G) = n − lfmáx(G).

Además, v(JG) ⩽ vJKn
(JG), pues v(JG) es el mı́nimo de todos los primos mı́nimos de JG. Por

último, del Teorema 1.43 se tiene que γc(G) = n − lfmáx(G) ⩽ iv(TG) + 1 ⩽ reg(S/TG). Por lo
tanto

v(JG) ⩽ vJKn
(JG) = γc(G) = n− lfmáx(G) ⩽ reg(S/JTG

). □

Observación 2.23. Notemos que del Corolario 2.22 el v-número de JG con la regularidad de un
ideal binomial de aristas de una subgráfica TG de G. Esta subgráfica en general no es inducida. Sin
embargo, cuando TG es inducida, la reg(S/JTG

) ⩽ reg(S/JG) y ası́ v(JG) ⩽ reg(S/JG).

2.3. El v-número de gráficas cerradas. Sabemos por el Teorema 1.25 que las gráficas cerradas
se caracterizan por ser aquellas gráficas cuyo ideal binomial de aristas asociado tiene una base de
Gröbner respecto al orden lexicográfico, dada por los generadores naturales del ideal. En particular,
el ideal inicial de JG puede entenderse como el ideal de aristas de una gráfica bipartita HG, como
se vió en la Observación 2.3. En esta Sección, se establecerá una relación entre el v-número de JG
y el de su ideal inicial cuando G es una gráfica cerrada. Antes de esto, daremos algunos resultados
previos que nos ayudarán a estudiar mejor la relación entre v(JG) y el ideal inicial in≺(JG).

Recodemos que, la vecindad de vértices de un vértice v es el conjunto NG(v) = {i ∈ V(G) :
{v, i} ∈ E(G)}. Análogamente, si V ⊆ V(G) es un subconjunto de los vértices de G, entonces se
define la vecindad de vértices de V como NG(V) = {k ∈ V(G) : {i,k} ∈ E(G) para cada i ∈ V}.

A continuación presentamos dos familias de conjuntos.

FG = {A : A es un conjunto máximo estable4 de G}.

AG = {A : A es un conjunto estable de G y NG(A) es una cubierta de vértice mı́nima5 de G}.

Observación 2.24. [8, Corolario 1.3.10] Si I ⊂ S es un ideal monomial, y sea p ∈ Ass(I). Entonces
existe un monomio u tal que p = (I : u).

En efecto, dado que p ∈ Ass(I), existe f ∈ S tal que p = (I : f). Por [8, Corolario 1.3.9] p es un
ideal monomial. Entonces, si u ∈ p es un generador de p implica que xi ∈ p, pues u =

∏n
i=1 x

ai ,
y como p es primo entonces xi ∈ p. Se sigue que, para cada xi ∈ p = (I : f) tenemos que
xif ∈ I, es decir, existen fi ∈ S tal que xif =

∑s
j=1 fjuj donde cada uj son los generadores de

I. Además, tenemos que supp(xif) ⊂
⋃s

j=1 supp(fjuj), pues como xi es una variable, entonces
para toda w ∈ supp(f) existe un wj ∈ supp(fj) tal que xiw = wjuj ∈ I. Se sigue que p = (I :
f) ⊂

⋂
w∈supp(f)(I : w). Por otro lado, sea g ∈

⋂
w∈supp(f)(I : w), entonces gw ∈ I para toda

w ∈ supp(f), ası́ gf ∈ I. Consecuentemente p =
⋂

w∈supp(f)(I : w). Como p es irreducible, se sigue
que p = (I : u) para algún u ∈ supp(f).

Lema 2.25. [12, Lema 3.4] Sea I = I(G) el ideal de aristas de una gráfica simple G con vértices
V(G) = [n]. Se cumple lo siguiente.

(a) Si A ∈ AG y xA =
∏

i∈A xi, entonces (I : xA) = ⟨xi : i ∈ NG(A)⟩.
(b) Si A es estable y NG(A) es una cubierta de vértices, entonces NG(A) es una cubierta de

vértices mı́nima.
(c) Si (I : f) = p para algún f ∈ Sd y algún p ∈ Ass(I), entonces existe A ∈ AG tal que

|A| ⩽ d.
(d) Si A ∈ FG entonces NG(A) = V(G) \A y (I : xA) = ⟨xi : i ∈ NG(A)⟩.

Demostración. (a) Sea xc ∈ (I : xA), es decir, xcxA ∈ I = I(G), entonces xcxA = xbxe, donde
xe =

∏
k∈e xk para alguna e ∈ E(G) y algún monomio xb ∈ S. Como NG(A) es una cubierta de

4Un subconjunto V ⊂ V(G) es estable (o independiente) si no existen dos vértices en V tales que estén unidos por una
arista de G.

5Un subconjunto V ⊂ V(G) es una cubierta de vértices si cada arista de G es incidente con al menos un vértice de V .
Una cubierta de vértices es mı́nima si cada subconjunto propio de V no es una cubierta de vértice de G.



37

vértices, tenemos que e ∩ NG(A) ̸= ∅. Sea i ∈ e ∩ NG(A), entonces {i} ∪ A contiene al menos
un par de vértices adyacentes de G, y consecuentemente i ̸∈ A pues A es estable. Esto implica que
xcxA = xbxe = xi(xjx

b), ası́ xi | xcxA, notemos que xi no puede dividir a xA, pues i ̸∈ A, por
lo tanto xi | xc y ası́ xc ∈ ⟨xi : i ∈ NG(A)⟩. Para la otra contención, sea xi ∈ {xi : i ∈ NG(A)},
es decir, {i} ∪ A tiene al menos dos vértices adyacentes de G e i ̸∈ A, pues A es estable y existe la
arista e = {i, j} ∈ E(G) con j ∈ A. Entonces xixA = (xixj)x

b, donde xb =
∏

k∈A
j̸=i

xk. Por lo tanto

xi ∈ (I : xA).
(b) Sea i ∈ NG(A). Es suficiente probar que B = NG(A) \ {i} no es una cubierta de vértices de

G. Como i ∈ NG(A) existe e ∈ E(G) tal que e ⊂ {i}∪A donde i ̸∈ A, pues A es estable. Entonces
xixa = xex

b para algún monomio xb =
∏

k∈A
j̸=i

xk. Necesitamos sólo demostrar que B ∩ e = ∅.

Supongamos B ∩ e ̸= ∅. Sea j ∈ B ∪ e, como j ∈ NG(A) \ {i}, entonces j ̸∈ A, pues A es estable.
Como xixA = xex

b = xi(xjx
b) se sigue que xA = xjx

b, y j ∈ A, lo cual es una contradicción.
Por lo tanto B ∪ e = ∅ y ası́ NG(A) es cubierta mı́nima.

(c) Escribimos f =
∑r

i=1 λix
ci , donde 0 ̸= λi ∈ K y xci ∈ Sd para toda i, por la Observación

2.24 tenemos

(I : f) =

r⋂
i=1

(I : xci) = p

y consecuentemente (I : xck) = p para algún k. Ası́, entonces tenemos que f = xck = xa1 · · · xas
s .

Como I es libre de cuadrados, podemos suponer que ai ∈ {0, 1} para toda i. Fijamos A = {i : ai =
1}, es decir, f = xA, y notemos que |A| ⩽ d, pues

∑n
i=1 ai = d y A tiene sólo los i tales que

ai = 1. El conjunto A es estable porque (I : xA) = p ⊊ S, ya que si A no fuera estable, entonces
existe e = {i, j} ⊂ A, y ası́ xA = (xixj)x

b, para algún xby tendrı́amos que xA ∈ I = I(G), esto
implicarı́a que (I : xA) = S, lo cual es una contradicción.

Ahora demostraremos la igualdad p = ⟨xi : i ∈ NG(A)⟩. Sea xi ∈ p. Entonces podemos escribir
xixA = xbxe = xi(xjx

b) donde xb =
∏

k∈A
j̸=i

xk. Es decir, i ∈ NG(A), ası́ xi ∈ ⟨xi : i ∈ NG(A)⟩.

Por tanto p ⊆ ⟨xi : i ∈ NG(A)⟩. Para la otra contención, sea xi ∈ {xi : i ∈ NG(A)}. Entonces
{i} ∪ A contiene al menos dos vértices adyacentes de G. Ası́, xixA = xbxe ∈ I, por lo tanto
xi ∈ (I : xA) = p. Como p está generado por una cubierta mı́nima de vértices de G, entonces por
[19, Lema 6.3.37] obtenemos que NG(A) es una cubierta mı́nima de vértices de G. Ası́ A ∈ AG.

(d) Primero demostraremos la igualdad NG(A) = V(G) \A. Sea i ∈ NG(A). Entonces {i} ∪A
tiene al menos dos aristas adyacentes y además i ̸∈ A, pues A es estable, por lo tanto i ∈ [n] \ A.
Para la otra contención, sea i ̸∈ A, entonces {i} ∪ A tiene al menos dos vértices adyacentes, ya
que A es estable máximo, es decir, existe i ∈ A tal que {i, j} ∈ E(G). Ası́ i ∈ NG(A). Ahora,
para mostrar que (I : xA) = ⟨xi : i ∈ NG(A)⟩. Por la igualdad previa es suficiente probar que
(I : xA) = ⟨xi : i ∈ V(G) \A⟩. Sea xc ∈ (I : xA), es decir, xcxA ∈ I, entonces xcxA = xi(xjx

b),
y ası́ xi | xcxA. Como i ̸∈ A entonces xi no divide a xA y por lo tanto xi divide a xc, esto implica
que xc ∈ ⟨xi : i ∈ [n] \ A⟩. Para la otra inclusión, sea xi ∈ {xi : i ∈ [n] \ A}. Como A es estable
máximo, entonces {i} ∪ A tiene al menos dos vértices adyacentes. Ası́ xiXA = xex

b, por lo tanto
xi ∈ (I : xA). □

El siguiente Teorema es aún más general de lo que se presenta en esta tesis. Los autores Delio
Jarmillo y Rafael H. Villarreal presentan este resultado en [12] para un clutter6, en particular, una
gráfica simple es un Ejemplo de un clutter.

Teorema 2.26. [12, Teorema 3.5] Sea G una gráfica conexa. Si I(G) no es primo, entonces

v(I(G)) = mı́n{|A| : A ∈ AG}

6Un clutter C es un conjunto finito V junto con una familia E de subconjuntos de V tales que si f1, f2 ∈ E, entonces
f1 ̸⊂ f2. El conjunto V se llama conjunto de vértices de C y E se llama el conjunto de aristas de C.
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Demostración. Para cada A ∈ AG, entonces por la parte (a) del Lema 2.25 se tiene que (I(G) :
xA) = ⟨NG(A)⟩. Ası́ v(I(G)) ⩽ mı́n{|A| : A ∈ AG}. Para la otra desigualdad, sea f ∈ Sd y
p ∈ Ass(I) tal que (I(G) : f) = p y v(I(G)) = d. Por la parte (c) del Lema 2.25 existe A ∈ AG con
|A| ⩽ d tal que (I(G) : xA) = p. Por lo tanto mı́n{|A| : A ∈ Ac} ⩽ v(I(G)). □

Observación 2.27. [12, Corolario 3.6] Del Teorema 2.26 se deduce que v(I(G)) ⩽ i(G), donde
i(G) es el número de dominación independiente de G, que es el tamaño mı́nimo de un conjunto
independiente tal que cada vértice que no está en el conjunto es adyacente a algún vértice de él.

Definición 2.28. Un clan de una gráfica G es un subconjunto no vacı́o C ⊆ V(G) tal que C induce
una gráfica completa. Una cubierta de clanes de G es una familia C = {C1, . . . ,Cs} de clanes de
G tal que para todo v ∈ V(G) existe un clan C ∈ C con v ∈ C. El número de cubiertas de clanes
de G, denotado por θ(G), es el número mı́nimo de clanes en G necesario para cubrir el conjunto de
vértices de G, es decir,

θ(G) = mı́n{|C| : C es una cubierta de clanes de G}.

El resultado siguiente describe la relación que existe entre el v-número del ideal binomial de
aristas JG y su ideal inicial para una gráfica cerrada G.

Proposición 2.29. [11, Proposición 3.9] Sea G una gráfica cerrada conexa con n vértices y sea HG

su gráfica inicial. Entonces

v(JG) < θ(G) ⩽ v(in≺(JG)) = v(I(HG)).

Demostración. De la Observación 2.3 se tiene directamente la igualdad, pues in≺(JG) = I(HG).
Para la desigualdad θ(G) ⩽ v(I(HG)), sea G ̸= Kn una gráfica cerrada. Por el Teorema 2.26 existe
A ∈ AHG

tal que v(I(HG)) = |A|. Sea A = {v1, . . . , vs} y definimos B = {w1, . . . ,ws} de la
siguiente manera:

(1) Si vi = xai
para algún ai, entonces wi = ybi

, donde bi = máx{j ∈ [n] : {ai, j} ∈ E(G)}.
(2) Si vi = ybi

para algún bi, entonces wi = xai
, donde ai = mı́n{j ∈ [n] : {j,bi} ∈ E(G)}.

Dado que G es cerrada, se tiene que cada arista {vi,wi} de HG define un clan Ci en G con vértices
[ai,bi] = {ai,ai+1, . . . ,bi}. Supongamos que C = {C1, . . . ,Cs} es una cubierta de clanes de G, es
decir, V(G) =

⋃s
i=1 V(GCi

). Sea k ∈ V(G). Como G es conexa, existe ℓ ∈ V(G) tal que {k, ℓ} ∈
E(G). Supongamos que k < ℓ, entonces tenemos que {xk,yℓ} ∈ E(HG). Dado que A ∈ AHG

,
tenemos que NHG

(A) es una cubierta mı́nima de HG, existe i ∈ {1, . . . , s} tal que xk ∈ NHG
(vi)

o yℓ ∈ NHG
(vi). Si xk ∈ NHG

, por (2) vi = ybi
y {k,bi} ∈ E(G). Por lo tanto, como ai es

el mı́nimo, entonces ai ⩽ k y ası́ k ∈ V(GCi
) = [ai,bi]. Si yℓ ∈ NHG

(A), por (1) vi = xai

y {ai, ℓ} ∈ E(G). Además, como ai es el mı́nimo y bi es el máximo, obtenemos ai ⩽ ℓ ⩽ bi.
Ası́, tenemos dos posibilidades para k. Si ai ⩽ k ⩽ ℓ ⩽ bi, implicarı́a que k ∈ V(GCi

) y ası́
hemos terminado. Si pasara que k ⩽ ai ⩽ ℓ ⩽ bi, nuevamente como G es cerrada, tenemos que
{k,ai} ∈ E(G) y ai < ℓ. Iterando el procedimiento anterior, como G es una gráfica finita, finalmente
podemos encontrar un clan Ci tal que k ∈ V(GCi

). Con esto probamos la afirmación e implica que
θ(G) ⩽ v(I(H)).

Ahora, para la desigualdad v(JG) < θ(G), sea C = {C1, . . . ,Cs} una cubierta de clanes de G,
con V(GCi

) = [ai,bi]. Notemos que, como G es cerrada, se tiene que ai < ai + 1 ⩽ bi <
bi + 1 para toda i. Sea e = {r, t} ̸∈ E(G). Dado que C es una cubierta de clanes, podemos siempre
encontrar clanes, digamos Cir y Cit , tal que r ∈ V(GCir

) y t ∈ V(GCit
). Además ir ̸= it porque

e = {r, t} ̸∈ E(G) y existe el camino Pr,t : r,bir ,bir+1, . . . ,bit−1, t de r a t. Esto demuestra
que, como e = {r, t} ̸∈ E(G), podemos siempre considerar un camino Pr,t de r a t con vértices en
B = {b1,b2, . . . ,bs−1}. Ası́, B ∈ Dc(G) y por el Teorema 2.20 obtenemos

v(JG) ⩽ vJKn
(JG) = mı́n{|B| : B ∈ Dc(G)} ⩽ s− 1 = |C|− 1
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para cada cubierta de clanes. En particular para θ(G), por lo tanto

v(JG) ⩽ vJKn
(JG) ⩽ θ(G) − 1 < θ(G).

Si G = Kn es una gráfica completa, entonces el conjunto de vecinos de x1 es una cubierta de vértices
mı́nima de HG, por el Teorema 2.26 se tiene que v((HG)) = 1. Ahora, como G es completa, se tiene
que V(G) es un clan y ası́ V(G) es una cubierta mı́nima de clan y θ(G) = 1, y por el Teorema 2.20
v(JG) = 0. Por lo tanto

v(JG) = 0 < 1 = θ(G) = v(I(HG)) = v(in≺(JG)). □

La relación que existe entre im(G) y v((I(G)) cuando G es una gráfica bipartita ya ha sido
estudiada en [18, Teorema 4.5]. A continuación se presenta un resultado para la gráfica incial HG de
una gráfica conexa cerrada G.

Proposición 2.30. [11, Proposición 3.10] Sea G una gráfica conexa cerrada y sea HG su gráfica
inicial. Entonces

v(in≺(JG)) = v(I(HG)) ⩽ im(HG) = ℓG.

Demostración. Sean {i0, i1}, {i1, i2}, . . . , {iℓ−1, iℓ} un camino inducido más largo en G y ℓ = ℓG su
longitud. Definimos

e1 = {xi0 ,yi1 }, e2 = {xi1 ,yi2 }, . . . , eℓ = {xiℓ−1
,yiℓ }

como su correspondencia inducida en HG, es decir, es el conjunto de aristas de su correspondiente
gráfica inicial HG. Consideremos el conjunto A = {xi0 , xi1 , . . . , xiℓ−1

} que es un conjunto estable,
pues HG es bipartita. Probaremos que NHG

(A) es una cubierta de vértices. En efecto, sea e =
{xr,ys} ∈ E(HG). Debemos probar que ys ∈ NHG

(A). Si xr ∈ A, entonces no hay nada que
probar, ya que e = {xr,ys} ∈ E(HG). Supongamos que xr ̸∈ A. Si ys ̸∈ NHG

(A), entonces
existe un k tal que {xr,yik } ∈ E(HG) porque ℓG = im(G) es el número de apareamiento inducido.
Además, r > ik−1 ya que de lo contrario tendrı́amos que {xik−1

,yik } ∈ E(G) lo que contradice el
hecho que e1, . . . , eℓ es un apareamiento inducido, pues {xik−1

,yik } ∈ E(G) y e = {xr,ys} serı́an
aristas adyacentes. Luego, tenemos dos posibilidades:

(1) Si r < ik < s entonces existe la arista {xik ,ys} ∈ E(HG), pues G es cerrada. Ası́, ys ∈
NHG

(A), una contradicción.
(2) Si ik−1 < r < s entonces existe la arista {xik−1

,ys} ∈ E(HG), pues G es cerrada. Ası́,
ys ∈ NHG

(A), una contradicción.
Por lo tanto NHG

(A) es una cubierta de vértices y como A es estable, entonces por el Lema 2.25
inciso (b), NHG

(A) es una cubierta mı́nima de vértices, es decir, A ∈ AG. Entonces, por el Teorema
2.26 y la obeservación 2.3 sabemos que v(in≺(JG)) = v(I(HG)) = mı́n{A : A ∈ AG} y |A| = ℓG.
Por lo tanto, se concluye que

v(in≺(JG)) = v(I(HG)) ⩽ |A| = im(HG) = ℓG. □

Con los resultados anteriores obtenemos el siguiente Teorema.

Teorema 2.31. [11, Teorema 3.11] Sea G ̸= Kn una gráfica conexa cerrada y sea HG su gráfica
inicial. Entonces

v(JG) < θ(G) ⩽ v(in≺(JG)) = v(I(HG)) ⩽ im(HG) = ℓG = reg(S/JG) = reg(S/ in≺(JG)).

Si G = Kn, entonces 0 = v(JG) < v(in≺(JG)) = reg(S/JG) = reg(S/ in≺(JG)) = 1.

Demostración. De la Proposición 2.29 tenemos v(JG) < θ(G) ⩽ v(in≺(JG)) = v(I(H)). Por la
Proposición 2.30 obtenemos v(I(H)) ⩽ im(HG) = ℓG. Por último, del Teorema 1.41 se que tiene
ℓG = reg(S/JG) = reg(S/ in≺(JG)). Comparando estos resultados se tiene el resultado deseado.
Ahora, si G = Kn, del Teorema 2.20 se tiene que v(JG) = 0. Además, dado que G es completa,
entonces {xi} ⊂ V(HG) es estable y es una cubierta mı́nima, pues [n] \ {xi} = NHG

(xi), entonces
por el Teorema 2.26 v(I(HG)) = v(in≺(JG)) = 1. Por otro lado, por ser G completa, entonces
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P : i, j con {i, j} ∈ E(G) es el camino inducido más largo de G, entonces ℓG = 1 y nuevamente por
el Teorema 1.41 se tiene reg(S/JG) = reg(S/ in≺(JG)) = 1. □

Cabe mencionar que los resultados presentados en esta Sección, suponen que G es una gráfica
cerrada y HG su gráfica inicial con respecto a un etiquetado adecuado. Si el etiquetado no es el
adecuado, entonces in≺(JG) puede no representar el ideal de aristas una gráfica bipartita en general.

A continuación, se muetra un Ejemplo de una gráfica que no es cerrada pero cuyo ideal binomial
de aristas satisface v(JG) ⩽ v(in≺(JG)) ⩽ reg(S/JG). Se ha utilizado Macaulay2 para calcular
el v-número de los ideales binomiales de arista y en su ideal inicial presentados. En general, este
Código calcula el v-número de cualquier ideal graduado.

Macaulay2 código 1. [11, Código 4.7]
vnumber = method(TypicalValue => ZZ);
vnumber (Ideal) := (I) -> (
L := ass I;
G := apply(0..♯L-1,n->gens gb ideal(flatten mingens(quotient(I,L♯n)

\I)));
N := apply(G,i->flatten entries i);
F := apply(0..♯L-1,i->apply(N♯i,x-> if not quotient(I,x)==L♯i then 0

else x)-set0);
min flatten degrees ideal(flatten F)
)

Ejemplo 2.32. Sea G la siguiente gráfica no cerrada:
•

•

• • •

••

•

•

•

1

2

3 4 5

6
7

8

9

10

Notemos que B = {2, 3, 4, 5, 7, 9} es un conjunto de dominación conexo mı́nimo, pues para cada
i ∈ [n] \ B = {1, 6, 8, 10} existe un j ∈ B tal que {i, j} ∈ E(G), a saber, {1, 2}, {6, 7}, {8, 9}, {9, 10} ∈
E(G). Además ningún subconjunto propio B ′ ⊂ B es un conjunto de dominación conexo de G y GB

es una subgráfica conexa inducida de G, como se muestra a continuación.
•

• • •

•

•

2

3 4 5

7

9

Por lo tanto, vJK10
(JG) = γc(G) = 6. Además, C = {{2, 3}, {3, 4}, {5, 6}, {7, 8}, {9, 10}} es una

cubierta de clanes mı́nima, entonces θ(G) = 5. Con un cálculo en Macaulay2 usando el Código 1
se muestra que v(JG) = 3 y v(in≺(JG)) = 6. Además, como G es un árbol, es a su vez un árbol de
expansión y, por el Corolario 2.22, tenemos

3 = v(JG) < 5 = θ(G) ⩽ 6 = γc(G) = vJK10
(JG) = v(in≺(JG)) ⩽ 7 = reg(S/JG).
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Notemos que, como G no es cerrada , no podemos aplicar el Teorema 2.31. De hecho, la longitud
del camino P : 1, 2, 3, 4, 5, 6 el cual es el camino inducido más largo de G es ℓG = 5, por lo que
ℓG ⩽ vJK10

(JG).

Para calcular v(JG) y v(in≺(JG)) usando el Código 1 procedimos como sigue:
i1 : vnumber = method(TypicalValue => ZZ);
i2 : Código 1
o2 = FunctionClosure[stdio:3:19-17:1]
o2 : FunctionClosure
i3 : R=QQ[x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8,x9,x10,y1,y2,y3,y4,y5,y6,y7,y8,

y9,y10];
o3 = R
03 : PolynomialRing
i4 : I=ideal(x1*y2-x2*y1,x2*y3-x3*y2,x3*y4-x4*y3,x4*y5-x5*y4,

x5*y6-x6*y5,x4*y7-x7*y4,x7*y8-x8*y7,x4*y9-x9*y4,
x9*y10-x10*y9);

o4 : Ideal of R
i5 : J=ideal(x1*y2,x2*y3,x3*y4,x4*y5,x5*y6,x4*y7,x7*y8,x4*y9,

x9*y10);
o5 : Ideal of R
i6 : vnumber(I)
o6 = 3
i7 : vnumber(J)
o7 = 6

3. OTROS RESULTADOS

En este Capı́tulo mostraremos una Proposición para calcular el v-número de una gráfica r-partita
completa, este es un resultado dado en [11] el cual se demuestra usando principalmente el [17, Lema
2.2] y un Teorema [10] visto en el Capı́tulo 1, que recordaremos en la Sección 3.1. Por útlimo,
basándose en los Teoremas obtenidos previamente y algunos ejemplos de la Sección 3.2, se dará una
Conjetura propuesta en [11] que aún sigue abierta.

3.1. Gráficas multipartitas completas. Sea G una gráfica simple con conjunto de vértices V =
V(G). Si tenemos que

V =

r⊔
ℓ=1

Vℓ = [n]

es una unión disjunta de r subconjuntos, donde Vℓ es la ℓ-ésima parte de V y fijamos aℓ = |Vℓ|,
además

E(G) = {{i, j} : para cada i ∈ Vℓ y para cada j ∈ Vℓ′ con ℓ ̸= ℓ ′}

entonces G se llama una gráfica r-partita completa, denotada por Ka1,a2,...,ar
. Reordenando si es

necesario, podemos suponer que a1 ⩽ a2 ⩽ · · · ⩽ ar y

Vℓ =
{
1+

ℓ−1∑
m=1

am, 2+

ℓ−1∑
m=1

am, . . . ,aℓ +

ℓ−1∑
m=1

am

}
.

Ejemplo 3.1. La siguiente gráfica G = K2,3,5 es la gráfica 3-partita completa con conjuntos de
vértices V = V1 ∪ V2 ∪ V3, donde V1 = {1, 2},V2 = {3, 4, 5} y V3 = {6, 7, 8, 9, 10}.



42

•

•
•

•

•

•

•

•

•

•

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

Recordemos el Teorema 1.31 con el cual concluimos la Sección 1.2, que nos ayudará a probar el
siguiente lema. Este Teorema afirma que si G es una gráfica conexa con vértices [n], y W ⊂ [n].
Entonces PW(G) es un ideal primo mı́nimo de JG si y sólo si W = ∅, o W ̸= ∅ y para cada i ∈ W
se tiene que c(W \ {i}) < c(W). En otras palabras, si y sólo si cada i ∈ W es un vértice de corte de
la gráfica G([n]\W)∪{i}.

Lema 3.2. [17, Lema 2.2] Sea G = Ka1,...,ar
con a1 ⩽ · · · ⩽ ar una gráfica r-partita comple-

ta con conjunto de vértices V(G) =
⊔r

ℓ=1 Vℓ = [n]. Fijemos s = |{ℓ : aℓ = 1}|. Entonces, la
descomposición primaria mı́nima de JG está dada por

JG = JKn
∩ ps+1 ∩ · · · ∩ pr,

donde pℓ = ⟨xi,yi : i ̸∈ Vℓ⟩ para ℓ = s+ 1, . . . , r.

Demostración. Para cada conjunto no vacı́o W ⊂ V , se tiene que

c(W) =

{
|Vℓ \W| si V \ Vℓ ⊂ W

1 en otro caso.

Si V\Vℓ ̸⊂ W para cada ℓ > s entonces c(W) = 1, no se cumple la condición del Teorema 1.31. Sea
i ∈ W = V \ Vℓ, notemos que i es un vértice de corte de G(V\W)∪{i}, pues como G es una gráfica
r-partita completa, esto implica que para cada v ∈ Vℓ existe {i, v} ∈ E(G), además V \ W = Vℓ,
por lo tanto G(V\W)∪{i} tienes menos componentes conexas que GV\W , y ası́ por el Teorema 1.31
tenemos c(W \ {i}) = 1 < c(W) = |Vℓ| con ℓ > s, entonces PV\Vℓ

(G) es un primo mı́nimo de JG
y por lo tanto es un primo asociado de JG, para ℓ = s + 1, s + 2, . . . , r. También notemos que las
componentes conexas de GW son sólo los vértices de Vℓ, pues {i, j} ̸∈ E(G) para toda i, j ∈ Vℓ, es
decir, PV\Vℓ

(G) = pℓ = ⟨xi,yi : i ̸∈ Vℓ⟩. Por lo tanto, del Teorema 1.27

JG =
⋂

W⊂V

PW(G) = P∅(G) ∩
( r⋂

ℓ=s+1

pℓ

)
= JKn

∩ ps+1 ∩ · · · ∩ pr. □

Proposición 3.3. [11, Proposición 4.2] Sea G = Ka1,...,ar
con a1 ⩽ · · · ⩽ ar una gráfica r-partita

completa con conjunto de vértices V =
⊔r

ℓ=1 Vℓ = [n]. Entonces

v(JKa1,...,ar
) =

{
1 si a1 = 1

2 otro caso

Demostración. Supongamos que a1 = 1. Como Ka1,a2,...,ar
es r-partita completa, entonces V1 =

{v1} es un conjunto de dominación conexa pues G es r-partita entonces v1 es adyacente a todos
los vértices de V \ V1, además G{v1} es conexo, y como 1 = a1 ⩽ a2 ⩽ . . . ⩽ ar, enton-
ces |V1| es la mı́nima cardinalidad de los conjuntos de dominación conexa, ası́ del Teorema 2.20
vJKn

(JKa1,...,ar
) = γc(Ka1,...,ar

) = 1. Además 0 ⩽ v(JKa1,...,ar
) ⩽ vJKn

(JKa1,...,ar
) = 1, pero

como JKa1,...,ar
no es primo, entonces v(JKa1,...,ar

) ̸= 0, por lo tanto v(JKa1,...,ar
) = 1.



43

Ahora, supongamos que a1 > 1. Por el Lema 3.2 los primos mı́nimos de JKa1,...,ar
son JKn

y
pℓ = ⟨xi,yi : i ̸∈ Vℓ⟩ para ℓ = s + 1, . . . , r. Como los generadores de JKa1,...,ar

son los binomios
de la forma xiyj − xjyi, entonces no puede haber un elemento f ∈ Sℓ tal que (JKa1,...,ar

: f) = pℓ,
pues los generadores son de grado dos. Por lo tanto, de la definición de v-número, tenemos que

2 ⩽ vpℓ
(JKa1,...,ar

), para toda ℓ = s+ 1, . . . , r.

Además, notemos que como Ka1,...,ar
es r-partita completa, entonces para cada i, j ∈ V se tiene

que {i, j} ∈ E(G) es un conjunto de dominacióin conexa para i ∈ Vℓ y j ∈ Vℓ′ con ℓ ̸= ℓ ′. Dado que
a1 > 1, entonces no hay ningún vértice de grado n−1, es decir, existe al menos un vértice, digamos
v ∈ V tal que {i, v} ̸∈ E(G) o {j, v} ̸∈ E(G), ası́ {i, j} es un conjunto mı́nimo de dominacióin conexa,
esto implica que γc(Ka1,...,ar

) = 2. Por lo tanto, nuevamente del Teorema 2.20 obtenemos

v(JKa1,...,ar
) = γc(Ka1,...,ar

) = 2. □

3.2. Otros ejemplos. Concluiremos este Capı́tulo con otros ejemplos que muestran la necesidad
de considerar gráficas cerradas G para que el Teorema 2.31 se cumpla, pero también podremos
notar que motivan una Conjetura del v-número de una gráfica no necesariamente cerrada, a saber, la
desigualdad v(JG) ⩽ v(in≺(JG) ⩽ reg(S/JG).

Ejemplo 3.4 (Gráfica cerrada). Sea G la siguiente gráfica cerrada,

•

• ••

•

• •

6

4 5
1

2

3 7

El ideal binomial de aristas de G es

JG = ⟨x1y2 − x2y1, x1y3 − x3y1, x2y3 − x3y2, x2y4 − x4y2, x3y4 − x4y3, x4y5 − x5y4,

x5y6 − x6y5, x5y7 − x7y5, x6y7 − x7y6⟩ ⊂ K[x1, . . . , x7,y1, . . . ,y7].

Uno de los caminos más largos inducidos por G es P : 1, 3, 4, 5, 7 con longitud ℓG = 4. Como G es
cerrada, del Teorema 1.41 tenemos que reg(S/JG) = reg(S/ in≺(JG)) = 4. Por otro lado, notemos
que C = {{1, 2, 3}, {2, 3, 4}, {4, 5}, {5, 6, 7}} es una cubierta de clanes mı́nima, entonces θ(G) = 4.
Del Teorema 2.31 tenemos 4 = θ(G) ⩽ v(in≺(JG)) ⩽ reg(S/JG) = 4, por lo tanto v(in≺(JG)) = 4.

Además, un CDS de cardinalidad mı́nima es {3, 4, 5} ⊂ [7], entonces γc(G) = 3, es decir,
vJK7

(JG) = 3. Por último, si K = Q con el Código 1 obtenemos que v(JG) = 2. Por lo tanto

2 = v(JG) < v(in≺(JG)) = θ(G) = ℓG = reg(S/JG) = reg(S/ in≺(JG)) = 4.

Ejemplo 3.5 (Gráfica no cerrada). Consideremos la siguiente gráfica no cerrada con seis vértices.

•

•

••

•

•

1

2

34

5

6
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El ideal binomial de aristas de G está dado por

JG =⟨x1y2 − x2y1, x2y3 − x3y2, x3y4 − x4y3, x4y5 − x5y4, x5y6 − x6y5, x2y6 − x6y2⟩
⊆ K[x1, . . . , x6,y1, . . . ,y6].

Si K = Q, usando el Teorema 2.20 y el código 1, obtenemos

v(JG) = 2 < 3 = v(in≺(JG)) = vJK6
(JG)

reg(S/JG) = 3 = reg(S/in≺(JG)).

Como vimos con las gráficas cerradas y en el Ejemplo 2.32, la desigualdad v(JG) ⩽ v(in≺(JG) ⩽
reg(S/JG) es válida. Es natural preguntarse entonces, ¿se cumple la desigualdad

v(JG) ⩽ v(in≺(JG) ⩽ reg(S/JG)

en algún caso más general? Esta es una pregunta abierta propuesta por Delios Jaramillo y Lisa Seccia
[11], y se Conjetura que la respuesta es afirmativa. Esta Conjetura toma más fuerza con algunos
resultados y ejemplos del siguiente Capı́tulo.

4. EL v-NÚMERO DE GRÁFICAS CÍCLICAS. PERSPECTIVAS

En este Capı́tulo recopilamos algunos ejemplos del artı́culo [11] sobre el v-número de gráficas
cı́clicas7 y que motivan una Conjetura [11, Sección 4.3] sobre el v-número de este tipo de gráficas.
Esta Conjetura nos dice que si G = Cn es un ciclo de orden n, entonces

vJKn
(JCn

) = v(JCn
) = v(in≺(JCn

)) = n− 2 = reg(S/JCn
) = reg(S/ in≺(JCn

)).

Se muestran algunos resultados que dan soporte a la conjetura, los cuales pudimos demostrar
basándonos principalmente en Teoremas de [11, 12, 15, 18].

Haciendo uso del Código 1 podemos verificar que para toda gráfica conexa con 4 y 5 vértices, se
satisface la desigualdad de la Conjetura del final de la Sección 3.2, es decir, v(JG) ⩽ v(in≺(JG) ⩽
reg(S/JG). Esto lo podemos ver en las siguientes tablas donde cada triada de números representa
(v(JG), v(in≺(JG), reg(S/JG)).

Gráficas conexas con 4 vértices

•

• •

•
1

2 3

4

(2, 3, 3)

•

• •

•
1

2 3

4

(1, 2, 2)

•

• •

•
1

2 3

4

(2, 3, 3)

•

• •

•
1

2 3

4

(1, 1, 2)

•

• •

•
1

2 3

4

(2, 2, 2)

•

• •

•
1

2 3

4

(0, 1, 1)

7Una gráfica cı́clica o simplemente un ciclo de orden n ⩾ 3 es una gráfica en que los vértices se pueden enumerar en un
orden v1,v2, . . . ,vn tal que las aristas son las {vi,vi+1} donde i = 1, 2, ...,n− 1, más la arista {vn,v1}.
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Gráficas conexas con 5 vértices

•

•

••

•

1

2

34

5

(3, 3, 3)

•

•

••

•

1

2

34

5

(1, 1, 2)

•

•

••

•

1

2

34

5

(2, 2, 2)

•

•

••

•

1

2

34

5

(1, 1, 2)

•

•

••

•

1

2

34

5

(1, 2, 2)

•

•

••

•

1

2

34

5

(1, 1, 2)

•

•

••

•

1

2

34

5

(1, 2, 2)

•

•

••

•

1

2

34

5

(1, 2, 2)

•

•

••

•

1

2

34

5

(2, 2, 3)

•

•

••

•

1

2

34

5

(1, 2, 2)

•

•

••

•

1

2

34

5

(1, 2, 3)

•

•

••

•

1

2

34

5

(1, 1, 2)

•

•

••

•

1

2

34

5

(2, 3, 3)

•

•

••

•

1

2

34

5

(2, 3, 3)

•

•

••

•

1

2

34

5

(1, 1, 2)

•

•

••

•

1

2

34

5

(2, 4, 4)

•

•

••

•

1

2

34

5

(2, 3, 3)

•

•

••

•

1

2

34

5

(2, 2, 2)

•

•

••

•

1

2

34

5

(2, 2, 3)

•

•

••

•

1

2

34

5

(2, 2, 3)

•

•

••

•

1

2

34

5

(0, 1, 1)
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Algo que podemos notar en las tablas anteriores, es que para los ciclos G = C4,C5 de orden 4
y 5 respectivamente obtenemos las igualdades v(JG) = v(in≺(JG) = reg(S/JG). En el siguiente
ejemplo, podemos verificar que estas igualdades se satisfacen.

Ejemplo 4.1. Sea JC6
el ideal binomial de aristas del ciclo de orden 6.

• •

•

••

•

1 2

3

45

6

Usando el Teorema 2.20 y el Código 1 obtenemos

vJK6
(JC6

) = v(JC6
) = v(in≺(JC6

)) = 4 = reg(S/JC6
) = reg(S/ in≺(JC6

)).

Similarmente, para C7

•

••

••

••

1

2

4

67

5

3

obtenemos

vJK7
(JC6

) = v(JC7
) = v(in≺(JC6

)) = 5 = reg(S/JC7
) = reg(S/ in≺(JC7

)).

Estos cálculos, más los obtenidos antes para C4 y C5 sugieren que, para cualquier ciclo Cn con
n ⩾ 4, se tiene que

vJKn
(JCn

) = v(JCn
) = v(in≺(JCn

)) = n− 2 = reg(S/JCn
) = reg(S/ in≺(JCn

)).

A continuación, se presentan algunos resultados que dan soporte a esta conjetura. Sin embargo, para
la primera igualdad de esta cadena, hemos encontrado un contrajemplo 4.10, el cual se muestra
posteriormente. Como primer lugar, se darán resultados que son nuestra aportación a este tema de
investigación.

Observación 4.2. Consideramos sólo ciclos de orden n ⩾ 4 pues notemos que si n = 3 entonces
C3 = K3 y del Teorema 2.20 sabemos que v(JC3

) = v(JK3
) = 0, lo cual no cumple lo sugerido

antes. No consideramos n = 1, 2 ya que no son ciclos, en su defecto, son gráficas completas y por
lo tanto v(JK1

) = v(JK2
) = 0.
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Proposición 4.3. Sea G = Cn un ciclo de orden n ⩾ 4. Entonces v(JCn
) ⩽ n− 2 = vJKn

(JCn
).

Demostración. Si G = Cn es un ciclo, y V(Cn) = [n] su conjunto de vértices. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que i1 < i2 < · · · < in−1 < in tal que {is, is+1}, {i1, in} ∈ E(Cn)
para toda 1 ⩽ s ⩽ n− 1. Consideremos el siguiente subconjunto T1 = {i1, . . . , in−2} ⊂ [n], el cual
es el CDS con cardinalidad mı́nima. Basta probar que T ′

1 = T1 \ {is}, para todo is ∈ T1, ya no es
un CDS. En efecto, ya que si is ∈ T , con s ̸= 1,n − 2 entonces T ′

1 = T \ {is} no es un CDS pues
GT ′

1
no es conexa. Si s = 1 entonces no existe un is′ ∈ T ′ tal que {is′ , in} ∈ E(G). Similarmente,

si s = n − 2 entonces no existe un is′ ∈ T ′
1 tal que {is′ , in−1} ∈ E(G). Por lo tanto T1 es un

CDS de cardinalidad mı́nima, es decir, γc(Cn) = n − 2, ası́ por el Teorema 2.20 obtenemos que
vJKn

(JCn
) = n− 2, esto implica que v(JCn

) ⩽ vJKn
(JCn

) = n− 2. □

Proposición 4.4. Si G = Cn es un ciclo de orden n ⩾ 3. Entonces n− 2 ⩽ reg(S/JCn
) ⩽ n− 1.

Demostración. Consideremos el camino P : i1, i2 . . . , in−1 que es el camino inducido más largo
de Cn. En efecto, pues cualquier subcamino de P es también un camino inducido pero ya no es el
más largo, y P ′ : i1, i2, . . . , in−1, in es un camino más largo que P pero no es inducido ya que
GT2

= Cn, con T2 = {i1, i2, . . . , in−1, in}. Es decir, ℓG = n − 2, por lo tanto, del Teorema 1.41
obtenemos que n− 2 ⩽ reg(S/JCn

) ⩽ n− 1. □

En la Proposición 4.4 obtuvimos que n − 2 ⩽ reg(S/JCn
) ⩽ n − 1, sin embargo, nos gustarı́a

que reg(S/JCn
) = n − 2. Kazunori Matsuda y Satoshi Murai proponen [15, Conjetura 3.10] que

si reg(JG) = n entonces G es un camino de longitud n − 1. Si dicha Conjetura es cierta, entonces
tendrı́amos también el resultado deseado.

Por otro lado, como vimos con la gráficas cerradas, el ideal inicial (con respecto al orden lexi-
cográfico) de JG para una gráfica cerrada G coincide con el ideal de aristas de una gráfica bipartitaHG,
a la que denominamos gráfica inicial. Similarmente, si ahora G = Cn es un ciclo de orden n ⩾ 4,
entonces su ideal inicial, con respecto al orden lexicográfico, también coincide con el ideal de aristas
de una gráfica bipartita HG respecto a un etiquetado adecuado. Ası́, tenemos el siguiente resultado.

Lema 4.5. Sea G = Cn un ciclo con vértices [n] de orden n ⩾ 4 con conjunto de aristas

E(Cn) =
{
{2k, 2k+ 2}, {2k− 1, 2k+ 1} : 1 ⩽ k ⩽

n

2
− 1

}
∪
{
{1, 2}, {n− 1,n}

}
si n es par; o conjunto de aristas

E(Cn) =
{
{2k, 2k+ 2}, {2k− 1, 2k+ 1} : 1 ⩽ k ⩽

n− 3

2

}
∪
{
{1, 2}, {n− 1,n}

}
si n es impar y HCn

su gráfica inicial. Entonces A = {yj, va1
, . . . , vas

, xi} ∈ AHCn
es de cardi-

nalidad n− 2, donde j = 2, 3, cada vas
es uno de los vértices de las aristas disjuntas en HCn

y con
i = n− 2,n− 1.

Demostración. Sea HCn
la gráfica inicial de Cn y notemos que independientemente de la paridad

de n, por las definición del conjunto de aristas de Cn, todas las aristas en HCn
son disjuntas a

excepción de {x1,y2}, {x1,y3} y {xn−1,yn}, {xn−2,yn}. Sea el conjunto A = {yj, va1
, . . . , vas

, xi}
donde cada vas

es uno de los vértices de las aristas disjuntas en HCn
, es decir, para toda s tenemos

que vas
̸= x1 y vas

̸= yn. Notemos que como hay n − 4 aristas disjuntas, entonces hay n − 4
vértices vas

más los vértices xi,yj, ası́ la cardinalidad de A es n− 2.
Ahora, por las definición de las aristas E(Cn), para toda vas

, var
∈ A, con s ̸= r, se tiene que

{vas
, var

} ̸∈ E(HCn
), además tenemos que xj y yi no son adyacentes con ningún vértice de A.

Entonces A es un conjunto estable. Por último, consideremos NHCn
(A) = {x1,ua1

, . . . ,uas
,yn}.

Como HCn
es bipartita, entonces los vértices uas

cubren las aristas {vas
,uas

} ∈ E(HCn
), el vértice

x1 cubre las aristas {x1,y2} y {x1,y3}, mientras que el vértice yn cubre las aristas {xn−1,yn} y
{xn−2,yn}. Ası́ NHCn

(A) es una cubierta de vértices y por inciso (b) del Lema 2.25, se tiene que
NHCn

(A) es cubierta mı́nima, por lo tanto A ∈ AHCn
. □
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Proposición 4.6. Sea G = Cn un ciclo con vértices [n] de orden n ⩾ 4 con conjunto de aris-
tas como en el Lema 4.5 y HCn

su gráfica inicial. Entonces, con respecto al orden lexicográfico
v(in≺(JCn

)) = n− 2.

Demostración. Consideremos el conjunto A = {y2, x2, . . . , xn−3, xn−2}. Por el Lema 4.5 tenemos
que A ∈ AHCn

y además |A| = n − 2. Sea A ′ = A \ {v} con v ∈ A. Notemos que A ′ ̸∈ ACn
,

pues NHCn
(A ′) ya no cubierta porque existe al menos la arista {v,u} de HCn

que no la cubren los
vértices de NHCn

(A ′), pues u ̸∈ NHCn
(A ′), es decir, A es un conjunto de cardinalidad mı́nima

tal que A ∈ AHCn
. Por lo tanto, como I(HCn

) = in≺(JCn
) y del Teorema 2.26 obtenemos que

v(in≺(JCn
)) = n− 2, como se querı́a. □

Ejemplo 4.7. El etiquetado propuesto en la demostración del Lema 4.5 es como el ciclo C7 del
Ejemplo 4.1. La gráfica inicial HC7

que le corresponde a este ciclo es:

• • • • • • •

• • • • • • •

y1 y2 y3 y4 y5 y6 y7

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

donde, el ideal inicial de JC7
es

in≺(JC7
) = I(HC7

) = ⟨x1y2, x2y4, x4y6, x1y3, x3y5, x5y7, x5y7⟩.
Un conjunto estable de cardinalidad mı́nima está dado por A = {y2,y4,y5,y6, x5} y NHCn

(A) =
{x1, x2, x3, x4,y7} que es una cubierta (mı́nima). Ası́ A ∈ AHCn

, y por lo tanto v(in≺(JC7
)) = 5.

Teorema 4.8. [18, Teorema 4.5] Sea G una gráfica bipartita con conjunto de vértices [n] = X ∪ Y
tal que X∩Y = ∅ y con I(G) el ideal de aristas de G. Entonces v(I(G)) ⩽ im(G). Además, tenemos

v(I(G)) ⩽ reg(S/I(G)).

Demostración. Sea X1 ⊆ X tal que NG(X1) = NG(X) y

|X1| = mı́n{|X ′| : X ′ ⊆ X y NG(X
′) = NG(X)}.

Entonces, como X1 es un conjutno estable en G, pues X lo es por ser G bipartita, y NG(X) es una
cubierta mı́nima de vértices de G, y ası́ por [18, Teorema 2.3] tenemos que v(I(G)) ⩽ |X1| y del
[18, Teorema 4.4] obtenemos

v(I(G)) ⩽ |X1| ⩽ im(G).

Por lo tanto, de [14, Lema 2.2] y [7, Teorema 2.1] tenemos

v(I(G)) ⩽ im(G) ⩽ reg(S/I(G)). □

Corolario 4.9. Sea G = Cn un ciclo de orden n ⩾ 4 y conjunto de aristas como el Lema 4.5.
Entonces, respecto al orden lexicográfico

n− 2 ⩽ reg(S/ in≺(JCn
)).

Demostración. Sea HCn
la gráfica inicial de Cn. Como HCn

es bipartita, entonces del Teorema
4.8 se sigue que v(I(HCn

)) ⩽ reg(S/I(HCn
)), además se tiene que in≺(JCn

) = I(HCn
) y de la

Proposición 4.6 v(in≺(JCn
)) = n− 2. Por lo tanto

n− 2 ⩽ reg(S/ in≺(JCn
)). □

Como vimos en la Proposición 4.3, v(JCn
) ⩽ n−2. Sólo bastarı́a probar que n−2 ⩽ v(JCn

) para
poder verificar el v-número de gráficas cı́clicas. Sin embargo, haciendo uso del código 1, y como lo
mencionamos anteriormente, hemos encontrado un Contraejemplo para esto, el cual se describe a
continuación.
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Ejemplo 4.10 (Contraejemlpo). Sea G = Cn con n = 9.

•
••

••

••

••

1

2

4

6

89

7

5

3

El ideal binomial de aristas de la gráfica es

JC9
=⟨x1y2 − x2y1, x2y4 − x4y2, x3y5 − x5y3, x4y6 − x6y4, x5y7 − x7y5, x6y8 − x8y6, x7y9 − x9y7,

x8y9 − x9y8, x1y3 − x3y1⟩.

Con el Código 1 se verifica que v(JC9
) = 6 ̸= 9− 2, esto es,

i1 : vnumber = method(TypicalValue => ZZ);
i2 : Código 1
o2 = FunctionClosure[stdio:3:19-17:1]
o2 : FunctionClosure
i3 : R=QQ[x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8,x9,x10,y1,y2,y3,y4,y5,y6,y7,y8,

y9,y10];
o3 = R
o3 : PolynomialRing
i4 : I = ideal(x1*y2-x2*y1,x2*y4-x4*y2,x3*y5-x5*y3,x4*y6-x6*y4,

x5*y7-x7*y5,x6*y8-x8*y6,x7*y9-x9*y7,x8*y9-x9*y8,
x1*y3-x3*y1);

o4 : Ideal of R
i5 : vnumber(I)
o5 : = 6

Con los resultados de esta Sección obtenemos el siguiente Teorema.

Teorema 4.11. Sea G = Cn un ciclo con vértices [n] de orden n ⩾ 4 y HCn
su gráfica inicial.

Entonces,

v(JCn
) ⩽ vJKn

(JCn
) = v(in≺lex(JCn

)) = n− 2 ⩽ reg(S/JCn
) ⩽ reg(S/ in≺lex(JCn

)).

Demostración. La primera desigualdad se sigue de la Proposición 4.3, la igualdad es implicación de
la Proposición 4.6, la penúltima desigualdad se tiene por Proposición 4.4 y la última desigualdad se
sigue del Corolario 4.9. □

Como pudimos notar en el Contraejemplo 4.10, la Conjetura que trabajamos no se cumple para
n = 9. Más aún, muy recientemente, Deblina Dey, A. V. Jayanthan y Kamalesh Saha [2] estudiaron
el mismo problema de gráficas cı́clicas pero bajo otra perspectiva. Ellos demuestran que, [2, Coro-
lario 4.10], para toda n se cumple v(JCn

) ⩽ ⌈ 2n
3 ⌉.

De la Proposición 4.3 y [2, Corolario 4.10], se verifica el siguiente corolario.
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Corolario 4.12. Sea G = Cn una gráfica cı́clica. Entonces

v(JCn
) ⩽

{
n− 2 si 4 ⩽ n ⩽ 8

⌈ 2n
3 ⌉ si n ⩾ 9.

Demostración. De la Proposición 4.3 tenemos que v(JCn
) ⩽ n−2 y de [2, Corolario 4.10] tenemos

v(JCn
) ⩽ ⌈ 2n

3 ⌉. Para n = 4, 5 se tiene que n − 2 < ⌈ 2n
3 ⌉, para n = 6, 7, 8 la igualdad se cumple,

es decir, n− 2 = ⌈ 2n
3 ⌉ y para n ⩾ 9 obtenemos ⌈ 2n

3 ⌉ < n− 2. □

De igual manera, en [2] se conjetura que v(JCn
) = ⌈ 2n

3 ⌉, para n ⩾ 6. Al combinar esta conjetura
con la que hemos estado trabajando a lo largo de este Capı́tulo, podemos formular una Conjetura
más general.

Conjetura 4.13.
Sea G = Cn un ciclo de orden n. Entonces

v(JCn
) =


0 si n = 3

n− 2 si 4 ⩽ n ⩽ 8

⌈ 2n
3 ⌉ si n ⩾ 9.

Con lo estudiado en este Capı́tulo podemos notar que la Conjetura citada al final de la Sección 3.2
se sigue cumpliendo y la cual sigue abierta.
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Conclusión. Este trabajo tuvo como objetivo estudiar el v-número de ideales binomiales generados
por aristas JG del anillo de polinomios K[x1, . . . , xn,y1, . . . ,yn] asociados a una gráfica simple G.
Los principales resultados fueron:

El Teorema 2.20, el cual calcula el v-número de JG localmente en uno de sus ideales primos
mı́nimos JKn

. Este Teorema implica directamente una cota superior para v(JG), es decir,
v(JG) ⩽ vJKn

(JG).
El Teorema 2.31, el cual afirma que si G es una gráfica cerrada conexa, obtenemos

v(JG) < θ(G) ⩽ v(in≺lex(JG)) ⩽ reg(S/JG) = reg(S/ in≺lex(JG)),

donde θ(G) es el número de cubierta de clanes.
La Proposición 3.3, la cual nos dice explı́citamente el valor del v-número de JG cuando
G = Ka1,...,ar

es una gráfica r-partita completa.
La Conjetura propuesta por Delio Jaramillo y Lissa Seccia sobre gráficas cı́clicas, propuesta
[11] es falsa. El Contraejemplo 4.10 lo verifica.
El Teorema 4.11, el cual nos da una cadena de desigualdades para el v-número de JG cuando
G = Cn es una gráfica cı́clica de orden n ⩾ 4. Este resultado es nuestra aportación a este
tema de investigación.

Estos resultados inspiran a una Conjetura para gráficas simples más generales, esta es,

v(JG) ⩽ v(in≺(JG)) ⩽ reg(S/JG)

para gráficas no necesariamente cerradas o cı́clicas.

Trabajo a futuro: Como trabajo a futuro se propone seguir trabajando en la Conjetura 4.13, además
de la Conjetura citada en la Sección 3.2.
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2018. (Citado en las páginas 6, 7, 8, 9, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 23, 24, 31 y 41.)

[11] Jaramillo, D. and Seccia, L. Connected domination in graphs and v-numbers of binomial edge ideals. Collect. Math.
(2023), https://doi.org/10.1007/s13348-023-00412-w. (Citado en las páginas 1, 3, 23, 26, 31, 33, 34, 35, 38, 39, 40, 41,
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2021. (Citado en las páginas 2, 24, 36, 37, 38 y 44.)

[13] Jayanthan, A.V., Narayanan, N., Raghavendr, R., B.V.: Regularity of binomial edge ideals of certain block graphs. Proc.
Math. Sci. 129(3), 36 (2019). (Citado en las páginas 6 y 23.)
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