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INTRODUCCION

Esta tesis se basé principalmente en el articulo de Delio Jaramillo y Lisa Seccia [11], en el cual
se estudia el v-ndmero de un ideal graduado en el anillo de polinomios S = K[xp,...,X,] sobre
un campo K. El v-niimero es un invariante algebraico introducido por Cooper et al. [4], y que ori-
ginalmente es motivado por la teoria algebraica de codigos, para investigar el comportamiento de la
funcién de distancia minima de cédigos proyectivos de tipo Reed-Muller. En esta tesis, los ideales
binomiales Jg asociados a una gréfica simple G y la relacién que se establece entre su v-nimero y
la cardinalidad minima del conjunto de dominacién conexa de G. En particular, se demuestra que
la localizacién del v-nimero en uno de los ideales primos minimos del ideal binomial de aristas Jg
coincide con el nimero de dominacién conexa de G. Con esto, obtenemos una cota superior para
el v-nimero de estos ideales. Luego, partiendo de algunos resultados ya conocidos sobre ideales
de aristas, analizamos c6mo se comporta el v-nimero de Jg cuando G es una gréfica cerrada. Por
ultimo, como aportacién a este tema de investigacién, damos un avance a una Conjetura propuesta
por D. Jaramillo y L. Seccia [11], analizamos cémo se comporta el v-nimero de J g cuando G es una
gréfica ciclica de orden n > 4. La estructura del contenido de esta tesis se describe a continuacion.

En el Capitulo 1, estudiamos principalmente los ideales binomiales J que estdn naturalmente
asociados a una grifica simple G, y los ideales primos Pt (G), que resultardn ser los ideales primos
minimos de ] . Estos ideales los definimos en la Seccién 1.2 y estan dados como sigue:

= SeaS =K[x1,...,%n,Y1,-.-.,Yn] el anillo de polinomios con 2n variables y G una grafica
con vértices [n] ={1,...n}. El ideal binomial de aristas G estd dado por

Je = (fy =xiy; —xy1 : {1,j} € E(G),1 <j).
= Sea una grafica simple G con vértices [n]. Dado un subconjunto T C [n], un conjunto W =

[N\ T,y sean Gy, ..., Gc(r) las componentes conexas de Gy, donde Gy es la subgrafica
de G inducida por W'y ¢(T) denota el nimero de componentes conexas que se generan. Para

cada G; denotamos por Gj; a la gréifica completa sobre V(G;) y definimos el ideal
Pr(6) = ( Ut uih e, e, )
ieT
En la Seccioén 1.1, introducimos bases de Grobner respecto a un orden monomial. En particular, nos

interesa el orden lexicogréfico, pues en este caso las graficas cuyo ideal binomial de aristas tiene una
base de Grobner cuadratica se denominan graficas cerradas. La caracterizacion es la siguiente.

Teorema 1.25. Sea G una gréfica con vértices [n], y sea < el orden de lexicografico en el anillo
de polinomios S = K[x1,...,Xn, Y1, .-, Yn] inducido por

X1 = Xg = = Xp = Y1 = 0 = Yn.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) Los generadores de ] forman una base de Grobner.
(2) Paratodaarista{i,j}y{k,{}coni<jyk < { setiene{j,{} € E(G)sii=k,y{i, k} € E(G)
sil=j.

En la Seccioén 1.3, definimos otro invariante muy conocido desde principios del siglo XX, la regula-
ridad de Castelnuovo-Mumford. Para definir este invariante, consideremos I C S un ideal graduado,
y sea Fq una resolucion minima graduada de S/I como un S-médulo:

Fo: 0= PSP = = PS()F -5 = S/L
j j

La regularidad de Castelnuovo-Mumford de S/I esta dada por:
reg(S/I) = méx{j —1i: Bi; # 0}
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En particular se tiene que reg(1) = reg(S/1) + 1.

Cerramos el Capitulo con el Teorema de Kazunori Matsuda y Satoshi Murai [15, Teorema 1.1],
quienes demuestran una estrecha relacién entre la regularidad del ideal ], la longitud mas larga de
un camino inducido de G y su ndmero de vértices.

Teorema 1.41. Sea G una grifica simple con vértices [n] y sea {g la longitud del camino indu-
cido mds largo de G. Entonces
lg +1<reg(Jg) <.

Ademas, si G es cerrada, entonces reg(Jg) = reg(in<(Jg)) = €c + 1.

En el Capitulo 2, definiremos el v-niimero para un ideal I graduado del anillo de polinomios en n
variables. Sea K un campoy S = K[xy,...,xn] = P a>o0 >a el anillo de polinomios en n variables
con su graduacién estandar e I un ideal homogéneo graduado de S. El v-nimero de I esta definido
por:

v(I) =min{d > 0:3f € Sqyp € Ass(I)con(l:f) =p}
Podemos definir el v-nimero de I C S localmente para cada primo asociado p de I como:
vp(I) =min{d > 0:3f € S4q con(I:f) =p}.

Esta definicion local del v-nimero nos permite centrarnos en el caso de graficas completas, donde,
se sabe que J, es un primo minimo de Jg. Se sigue de la definicién que, el v-nimero de Jg estd
acotado superiormente por su v-nimero en Jx,, .

En la Seccién 2.2, introducimos el concepto de conjunto de dominacién conexa. Un conjunto de
dominacién conexa (CDS) de una grafica conexa G, es un subconjunto D de los vértices de G tal
que D induce una gréfica conexa Gp, y cada vértice en V(G) \ D es adyacente a por 1o menos un
vértice en D. El minimo de la cardinalidad de los conjuntos de dominaciones conexas se llama el
nimero de dominacién conexa, denotado por y.(G). Resulta ser que, el v-nimero del ideal Jg en
J ., coincide con el nimero de dominacién conexa de G. Esta relacién implica el siguiente Teorema.

Teorema 2.20. Sea G una grafica conexa con vértices [n] y Jg su ideal binomial de aristas. En-
tonces, la localizacién del v-nimero de ] en ], viene dada por

min{[Bl: B € Do(G)} = ve(G) siG #Xn
Vika Ue) =4 §G =%,

donde D .(G) ={B C [n] : ¥{i,j} € E(G), Jun camino P : i,1y,...,1s,]jtal que{iy,...,is} C B}

En la Seccién 2.3, analizamos el v-nimero de Jg cuando G es una gréfica cerrada. Notamos que
el ideal inicial de Jg es igual al ideal de aristas de una grafica bipartita Hg, que denominaremos
gréfica inicial. Con esto podremos aplicar el siguiente Teorema, el cual se demuestra en [12].

Teorema 2.26. Sea G una grafica conexa. Si I(G) no es primo, entonces
v(I(G)) = min{|A|: A € Ag},

donde Ag = {A : A es un conjunto estable de G y Ng(A) es una cubierta de vértices minima de G}.

Por otro lado, un conjunto {ey,..., e} de aristas disjuntas por pares de una grifica G es un
apareamiento inducido si las Unicas aristas de G contenidas en U{Zl ei son ey, . .. e,. El nimero de
apareamiento inducido im(G), es el ndmero de aristas con el mayor apareamiento inducido. Mientras
que, un clan de una grafica G es un subconjunto no vacio C C V(G) tal que C induce una gréfica
completa. Una cubierta de clanes de G es una familia C = {Cy, ..., C} de clanes de G tal que para
todo v € V(G) existe un clan C € € con v € C. El nimero de cubiertas de clanes de G, denotado
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por 8(G), es el nimero minimo de clanes en G necesario para cubrir el conjunto de vértices de G,
es decir,
0(G) = min{|C| : C es una cubierta de clanes de G}.

Introduciendo el niimero de apareamiento inducido y el nimero minimo de clanes, junto con los
Teoremas 1.41 y 2.26 obtenemos un Teorema para graficas cerradas, el cual relaciona a todos estos
elementos.

Teorema 2.31. Sea G # X,, una grafica conexa cerrada y sea Hg su grafica inicial. Entonces
v(Je) < 6(G) < v(inx(Jg)) =v(I(Hg)) < im(Hg) = tg =reg(S/]g) = reg(S/in<(Jg)).
Si G = X, entonces 0 = v(Jg) < v(ing(Jg)) =reg(S/Jg) =reg(S/in<(Jg)) = 1.

El Capitulo 2 finaliza con ejemplos y cdlculos en Macaulay2 que comprueban los resultados
obtenidos.

En el Capitulo 3, se estudian las grificas G = Kq, ..., las cuales se llaman gréaficas r-partitas
completas y se da un resultado general el cudl es suficiente para conocer el valor del v-nimero de
los ideales binomiales de aristas Joc, . -
Proposicion 3.3. Sea G = K, o, conay =|V¢|y a; <--- < a, una gréfica r-partita completa
con conjunto de vértices V = | |;_; V¢ = [n]. Entonces

g | 1 sia; =1
v p—
Kayar 2 otro caso.

Concluimos el Capitulo 3 con ejemplos que muestran la necesidad de considerar gréficas cerradas
para que el Teorema 2.31 se cumpla, también en los ejemplos podemos notar que el v-nimero
de una grifica conexa mds general (no necesariamente cerrada), preserva la desigualdad v(Jg) <
v(ing(Jg) < reg(S/Jg).

Estos ejemplos motivan la pregunta, se cumple la desigualdad v(Jg) < v(inx(Jg) < reg(S/Jc)
en algin caso més general? Esta pregunta abierta es propuesta por D. Jaramillo y L. Seccia [11], y
se Conjetura que la respuesta es afirmativa.

En el Capitulo 4, comenzamos con més ejemplos de graficas conexas (mds generales) los cuales
refuerzan la Conjetura previa del Capitulo 3. Ademads, podemos notar que para gréficas ciclicas, es
decir, graficas que son ciclos, se cumple que v(Jg) = v(ing(Jg) = reg(S/Jc). Mds aidn, usando
Macaulay? se verifica que para graficas ciclicas, se cumple la siguiente cadena de igualdades:

Vig, Jcn) =vle,) =vling(Jc,)) =n—2=reg(S/]c,) =reg(S/in<(Jc,)).
Esta cadena de igualdades se presenta como Conjetura en [11, Seccion 4.3]. El siguiente Teorema
es una aportacion a este tema de investigacion.

Teorema 4.10. Sea G = C,, un ciclo con vértices [n] de orden n > 4 y Hc,, su grifica inicial.
Entonces,

v(Je,) vy, Ue,) =vling (Je,)) =n—2<reg(S/]c, ) <reg(S/ing (Je,))-

La demostracién de este Teorema podemos resumirla con el diagrama que se muestra a continuacion.



Sean G = C,, un ciclo de orden n > 4.

v(Ja)
<
Ve, J6) = Ve(6)] — Vi Ja) =n—2]
v(I(G)) = — — —
min{|A| : A € Ag} I(Hg) = in<(Jg) lv(m<UG))_n 2‘
<
b +1 < reg(Jc) | = n—2<reg(8/Jc) |
<
Si G es bipartita, — 5 <
(1(G)) < — noes
ree(S/ in (] o) I(He) =in<(Je) reg(S/in<(Je))

La dltima desigualdad del Teorema es una implicacion directa del Teorema 4.8 de [18].

Teorema 4.8. Sea G una gréfica bipartita con conjunto de vértices [n] = XU Y tal que XNY = ()
y con I(G) el ideal de aristas de G. Entonces, v(I(G)) < im(G). Ademds, tenemos v(I(G)) <

reg(S/1(G)).

Para cerrar el Capitulo 4, se presenta un Contraejemplo a una de las igualdades de la Conjetura
de graficas ciclicas. Ademads, se aborda un resultado de Deblina Dey, A. V. Jayanthan y Kamalesh
Saha [2], quienes estudiaron el mismo problema desde otra perspectiva y propusieron una nueva
Conjetura sobre el v-nimero de grificas ciclicas. En esta tesis, también se sugiere una Conjetura
mds general sobre el v-niimero de ideales binomiales de graficas ciclicas.

Conjetura 4.13. Sea G = C,, un ciclo de orden n. Entonces
0 sin=3
v(iJe,)=(n—2 sid<n <8
28] sin>9.

El caso n = 3 es el tnico demostrado en esta tesis, mientras que los casos 4 < n < 9 se verifican
con Macaulay2, el resto es parte de la Conjetura propuesta en [2, Conjetura 4.11].



Notacion. A lo largo de esta tesis se estard introduciendo notacion especifica, que se explicard en
su debido tiempo, sin embargo, parte de la notacién estandar en toda la tesis es la siguiente:

= K denotard siempre un campo arbitrario. Para los ejemplos desarrollados en Macaulay?2 to-
mamos a K = Q.

= Denotaremos al anillo de polinomios en 2n variables por S = K[x1,...,Xn,Y1,...,Ynl. En
algunas ocasiones tomaremos sélo al anillo de polinomios en n variables S = K[x, ..., Xn],
se especificard en esos casos.

= Los ideales arbitarios de S se denotaran por I, mientras que los ideales primos de S se deno-
tardn por p.

= Siempre tomaremos gréficas simples, pero las llamaremos simplemente grdficas y las deno-
taremos por G. Habitualmente consideraremos graficas conexas que se denotaran de igual
manera, pero siempre especificaremos cuando hablemos de una grafica (simple) arbitraria o
una gréfica (simple) conexa.



1. IDEALES BINOMIALES

En este Capitulo introduciremos los ideales binomiales generados por aristas, de los cuales estu-
diaremos su v-nimero en las secciones posteriores. Ademas se introducen conceptos basicos sobre
resoluciones libres para definir la regularidad de Castelnuovo-Mumford en estos ideales. Comenza-
mos definiendo orden monomial y bases de Grobner; para esta parte nos basamos principalmente
en [8] y [9]. En segundo lugar, vemos conceptos de graficas simples conocidos; para estas graficas
se definen sus ideales binomiales asociados y se dan propiedades importantes. Una referencia para
el estudio de estos ideales es [9]. Concluimos el Capitulo con el Teorema principal de [15], el cual
relaciona la regularidad de los ideales de aristas con el nimero de vértices y la longitud del camino
inducido mds largo de la grafica asociada al ideal. Finalmente, se da un resultado para 4rboles [13,
Teorema 4.1].

1.1. Bases de Grobner. Un monomio u en las variables X1, ..., X, es un producto de la forma
uw =[], x{" = x{*---x& donde a; € Zsx,. Usaremos la notacién u = x¢, donde a =
(a1,...,an) € ZZ,. El gradode wes Y i, ai.SeaMy C Klxq,...,xn] el conjunto de monomios
en las variables xj,...,xn. Un ideal monomial es un ideal que es generado por monomios. Sea

M C M, distinto del vacio. Un monomio u € M se llama elemento minimo de M si parav € M
tal que v divide a u, entonces v = u.

Ejemplo 1.1. (a) Seamn = 1. Entonces un elemento minimo de un conjunto no vacio M de M,
es tnico. De hecho, si q es el grado minimo de los monomios que pertenecen a M, entonces
el monomio x{ es el Gnico elemento minimo de M.

(b) Sean =2y @ # M C M. Entonces M tiene una cantidad finita de elementos minimos.
En efecto, supongamos que u; = xj'xg2, Uy = x?"'xgz, ... son elementos minimos de M
cona; < az < ---.S1 a4y = ay4+1, entonces, Ui 0 Wi41 no pueden ser minimos. Por lo
tanto a; < az < ---. Como u; no puede dividir a w1, tenemos que b; > biyq. Asi,

by > by > ---. Por lo tanto el nimero de elementos minimos de M es finito.

Lema 1.2 (Lema de Dickson). [10, Teorema 1.2] El conjunto de elementos minimos de un conjunto
no vacio M de M, es finito.

Demostracion. Procedemos por induccion sobre n. Notemos que del Ejemplo 1.1 el Lema es cierto
paran = 1,2. Sean > 2y supongamos que el Lema se cumple paran — 1. Seay = xn y
N el conjunto de monomios w en las variables Xq,...,Xnh—1 que satisfacen la condicién de que
existe b > 0 con uy® € M. Es claro que N # (), pues u € M. De la hipétesis de induccion,
los elementos minimos de N son finitos. Sean uq,...,us denota los elementos minimos de N.
Entonces de la definicién de N, se tiene que para cada uy, existe by > 0 con uiyb‘ € M. Sea
b = méx{by,...,bs}. Ademds, dado 0 < ¢ < b definimos el subconjunto N. C N como

N. ={u e N:uy® e M}

Por la hipétesis de induccion, el nimero de elementos minimos de N es finito, y los denotamos por

uﬁ” , uéc), e ,ugc). Entonces un monomio que pertenece a M puede ser dividido por uno de los

monomios listados a continuacion:

b b,
wy ..., Usy
(0) 0
w0 ul®
(1) 1
ul Y,... 7ug1)y
(b—1)., b—1 b—1), b—1
Uy y ,...,ugbil)y .
Ademas, para un monomio w = uy® € M, donde u es un monomio en x1,Xs,...,Xn_1, S€ tiene
u € N. Por lo tanto si e > b, entonces a w lo divide uno de los ulybl, . ,usbe. Por otra parte,
si 0 < e < b, dado que u € N, se sigue que w puede dividirse por uno de los u;y(®, ... ,ugi)ye.



Por tanto, todo elemento minimo de M debe aparecer en la lista anterior de monomios. En particular,

el nimero de elementos de M es finito. O
Definicion 1.3. Sea S = K[xq,...,xn] el anillo de polinomios en n variables sobre el campo K y
M, el conjunto de monomios en las variables X1, . . . , Xn,. Un orden monomial en S es un orden total

< en M, tal que

(1) 1 <uparatodo 1 # u € M,.
(i) Siu,v e M, yu < v, entonces uw < vw para toda w € M.

Ejemplo 1.4. Seau = x®yv = xb

Decimos que U <jex Vv si

n n n n
i@ <2i by oo Yijai=32; by
y la componente no nula més a la izquierda del vectorb —a = (b; — ay,..., by — an ) es positiva.
El orden >x €s un orden monomial sobre S = K[x1, ..., xn] inducido por la ordenacién

monomios. Definimos el orden lexicogrdfico <jex en M.

X1 >lex X2 ™lex *** > lex Xn-
Subejemplo 1.5. Para el orden lexicografico se tiene
20 4.,100 4
X2 _<lCX Xl y X1X3 '<]ex X1X2.

Sea f € S. El soporte del polinomio f = Z;:l cjuy, con ¢; € K, es el conjunto de monomios
supp(f) = {u; : ¢; # 0}. El monomio inicial, in,(f) de f # 0 es el monomio mayor u € supp(f)
con respecto al orden monomial <. El coeficiente ¢ de in (f) lo llamamos coeficiente principal. Si
f,g € S son polinomios no cero. Entonces in<(fg) = in4(f) - in<(g). En particular, si u es un
monomio, entonces in(ug) = u - in<(g).

Ejemplo 1.6. Sea S = K[x1,%2,%3,%4] ¥y T = x1X4 — X2X3 € S. Entonces con el orden monomial
~lex se tiene que supp(f) = {x1x4, X2Xx3}y in4_ (f) = x1%4.

Sea I un ideal de un anillo de polinomios S con I # (0). El ideal inicial de I con respecto a un
orden monomial < es el ideal monomial in<(I) = (in<(f) : f € I, f # 0). Ademads, notemos que si
I = (f, g) en general (iny,_ (f),in<  (g)) # ing, (I), ya que si consideramos f,g € K[xq, ..., x7]
dados por f = x1x4 — X2X3,g = X4X7 — X5%g € I = (f, g), entonces in,_ (f) = x1x4,in4, (g) =
x4x7. Sea h = x7f — X719 = X1X5%X6 — X2x3x7. Dado h € I, se sigue que in<, (h) = x1x5%6 €
in<,_ (I). Sin embargo, x1x5Xxg & (X1X4, X4X7), pOr tanto

<in<|ex (f)v in<1ex (g)> = <X1X4, X4X7> 7& in<1ex (I)

Definicion 1.7. Fijemos un orden monomial < en S. Sea I un ideal de S con I # (0). Entonces
una base de Gribner de 1 con respecto a < es un subconjunto § = {g1,...,9s} C I tal que
{inx(g1),...,in<(gs)} es un sistema de generadores monomiales del ideal inicial in (I).

Ejemplo 1.8. Consideremos el ideal I = (x> — 1,x +y,y? — 1) en K[x,y]. Tenemos que § =
{x +y,y? — 1} con el orden <, inducido por x = y, es una base de Grobner de I ya que se
tiene que {in<,, (x + ), in<,, (y? — 1)} = {x,y2} y entonces in<,, (I) = (x,y2) = (x2,x,y?) pues
x? =x-x.

Decimos que la ecuacion f = f1gy + fago + -+ - + fsgs + T/ es una expresion estdndar de f con
respecto a gi,...,gs y T’ es residuo de f con respecto a g1, ga, - . . , gs. Diremos que T se reduce a
cero con respecto a g1, go, - - - , §s Si existe una expresion estandar de f con f' = 0.

Lema 1.9. [10, Lema 1.23] Si un conjunto finito {g1, g2, ...,9s} C S es una base de Grobner del
ideal 1 = (g1, g2, . . ., gs), entonces todo polinomio 0 # f € S tiene un vinico residuo con respecto

agl,...,gs.
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Demostracion. Supongamos que los polinomios f’ y f” son residuos de f con respectoa g1, . . ., gs.
Supongamos que ' # f”, entonces 0 # ' — f” € 1y asi el monomio inicial w = inL(f' —
") € in4(I). Por otra parte, dado que w pertenece a supp(f’) o supp(f”’), se tiene que w no puede

pertenecer a {in<(g1),...,in<(gs)). Sin embargo, dado que {g1, ..., gs} es una base de Grobner,
entonces el ideal inicial in (I) coincide con (in<(g1),...,in<(gs)). Lo cual es una contradiccién.
O
Corolario 1.10. [10, Corolario 1.24] Supongamos que el conjunto{gx, . ..,gs} C S es una base de
Grobner del ideal 1 = (g1, ..., gs) de S. Entonces un polinomio 0 # f € S pertenece a 1 si'y sdlo
si el unico residuo de f con respecto a g1, ..., gs es cero.
Demostracion. En general, si un residuo de un polinomio 0 # f € S con respecto a g1, ..., gs €s
cero, entonces f € I = (g1,...,9s).

Ahora, supongamos que 0 # f € S pertenecealy f = f1g;+- - -+fsgs+f'. Como f € I entonces
f’ € L. Si f # 0 entonces in(f’) € ing(I). Dado que {g1, ..., gs} es una base de Grobner de I,
se tiene que in<(I) = (in<(g1),...,in<(gs)). Sin embargo, como f’ es un residuo de f, entonces
in<(f’) € supp(f) no puede estar en (in4(g1),...,in<(gs)). Esto es una contradiccién. O

Sean f y g polinomios no cero de S con cs y cg los coeficientes principales de in<(f) y in«(g)
respectivamente. Entonces el polinomio

~ mem(in_(),in_(g)) . mem(in(f),in_(g))
SO =" ® | cgina(g)

se llama el S-polinomio de fy g.

Lema 1.11. [10, Lema 1.27] Sean f,g € S no cero y supongamos que in(f) y in<(g) son primos
relativos, es decir, mem(ing(f),in4(g)) = in<(f)in<(g). Entonces 8(f, g) se reduce a cero con
respecto a f, g.

Demostracién. Para simplificar la notacién, supongamos que el coeficiente de in<(f) en f y de
ing(g) en ges 1. Sea f = inx(f) +f1 y g = inx(g) + g1. Como in,(f) y in4(g) son primos
relativos, se sigue que

8(f,g) = ins(g)f —in<(f)g
=(g—g)f—(f—"fi)g
= flg — glf

Notemos que in4(f1)in<(g) no puede coincidir con in<(g;)in<(f). En efecto, si tenemos que
ing(f1)ing(g) = ing(g1)in<(f), entonces como in(f) y in(g) son primos relativos, se sigue
que inL(f) divide a in4(f1). Sin embargo, como in<(f;) < in<(f), no es posible. Sin perdida
de generalidad, supongamos que in(f;g) < in<(g;f), entonces inL(8(f, g)) = in<(fg;). Como
8(f,g) = f1g — g1f es una expresion estandar de S$(f, g) con respecto a f, g con residuo 0. Se tiene
que 8(f, g) se reduce a cero con respecto a f, g. O

Lema 1.12. [10, Lema 1.28] Sea w un monomio y f1, ..., fs polinomios con in(f;) = w para
toda1 <i<syg=) ;_,bifi, conb; € Kparatodaiy supongamos que in<(g) < w. Entonces
existe cji. € K con

g= Z cjS(fy, fic).

1<k, s<s
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Demostracion. Sea c; el coeficiente del monomio w = in<(fi) en el polinomio f;. Entonces
Y i_1bici =0.Seagi = lefi. Entonces 8(fj, fx) = g; — gk con 1 < j, k < s. Como

S N
Z bifi = Z bicigi
i1 i1

=Dbici(g1 — g2) + (bici +baca)(g2 — g3) + (bici + baca + bses) (g3 — ga)
+-o 4 (breg 4+ +bs1cs1(gs—1 — gs) + (bicy + - - + bscs)gs.

Asi Z§:1 bici = 0, se sigue que

S S
Z bify = Z(b101 + - 4+ bi1ci—1)S(fiz1, fi). O
im1 i—2

Teorema 1.13 (Criterio de Buchberger). [10, Teorema 1.29] Sea I C S un ideal y G ={g1,...,9s}
un sistema de generadores de 1. Entonces G es una base de Grobner de 1 si'y sélo si para cada i # j,
8(9i, gj) se reduce a cero con respecto a gy, . .., gs.

Demostracion. Sea G ={gi, ..., gs}un sistema de generadores de 1. Si G es base de Grobner, dado
el polinomio 8(gi, gj) € (gi, gj), tenemos en particular que 8(gi, g;) € 1. Del Corolario 1.10 se
tiene que §(gs, g;) se reduce a cero con respecto a g1, . .., gs.

Sea § ={g1,...,9gs} es un sistema de generadores de I que satisface, para cada i # j, 8(gs, gj)
se reduce a cero con respecto a g1, . . . , gs.

Primer paso: Si 0 # f € I, entonces escribimos el conjunto de sucesiones H¢ = {(hy,...,hs) :
f=3: higi con hy € S}y dadoque § = {gi,...,gs} es un sistema de generadores de 1, se
sigue que Hy # . Asociando cada sucesion (hy, ha, ..., hy) € Hy con el monomio d(p, . n,) =
maéx{inx (higi) : higi # 0}. Entonces in<(f) = &1, . n,). Consideremos particularmente el
monomio

.....

5f = min 6(h1 _____ he)-
(h1,...;hs)€XH s

Entonces por la expresion in (f) = 8(n, .. n,) se tiene que in (f) < &5.

Segundo paso: Supongamos que in<(f) = &¢. Entonces, como 0 # f = Y [, higi, existe
un higi # 0 con in(f) = in<(higi). En particular, in<(f) € (in<(g1),...,in<(gs)). Por lo
tanto, si podemos demostrar que in (f) = 0 para cada polinomio 0 # f € I, entonces in<(I) =
(inx(g1),...,in<(gs)) y G resultard ser una base de Grobner de 1.

Tercer paso: Ahora, supongamos que existe un polinomio 0 # f € Iconin<(f) < &¢. Si podemos
obtener una contradiccidn, entonces nuestra demostracion termina.

Reescribiendo la ecuacién f = Y ;_; higi.

f= Z hig; + Z higi = Z ci -ing(hi)gi

(1.1) ing(higi)=5¢ ing(higi)<d¢ in(higi)=5¢
+ ) (hi—ciring(hi)gi+ ) hig
ing(higi)=0¢ ing(higi)=<&¢

ya que hy = ¢ - ing(hi) 4+ (hy — ¢i - ing(hy)) y donde ¢; € K es el coeficiente de in< (hy) en el
polinomio hy. Un hecho crucial es que todo monomio u que pertenece al soporte de

> (hi —ci 'in<(hi)9i) + ) hg
ing(higi)=5¢ ing(higi)=<o¢
satisface que w < . Por lo tanto, la hipdtesis que in(f) < ¢ garantiza que

in. ( Z ci - in<(hi)gi) < &¢.

ing(higi)=0¢
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Sin embargo, dado que in4(higi) = Oy, se tiene que in(in<(higi)) = &¢. Entonces se deduce
del Lema 1.12 que, utilizando los 8(in<(h;)gj,in<(hi)gx) con ins(hjg;) = ini(higx) = O,
podemos reescribir a (1.1) como sigue

(1.2) Z ci -ing(hi)gi = Z cjk8(in<(hj)gj,in< (hi)gi)
ing(higi)=0¢ j,k
donde cji € K. Dado que in4 (hjg;) = in< (higx) = by, se sigue que

8(in4 (hy)g;,in< (hi)gr) = (1/b;) in< (hi)g; — (1/b;) in< (hi) gy,
donde bj es el coeficiente de in(g;) en gj. En este caso cada monomio u pertenece al soporte de
S(in<(h;)g;),in< (hi)gx) que satisface u < &+.
Sea ujix = &¢/mem(in,(gj),in<(gik)). Entonces
mem(in<(g;),in<(gx)) ~ mem(in(gj),in<(gx))
b; - in4(gj) ’ by - in<(gx)
1 1
=0 {bj -in<(gj) I by - in(gv) gk}
_ in< (hy) in< (hy)
= b; i b gx
= 8(in<(h;)gj, in< (hi)gu).

u8(f, g) = [ujk gk

Usando la igualdad (1.2) existe una expresion de la forma

(1.3) Z ci -ing(hi)gi = chku)‘ks(giv gj), cjk €K
ing(higi)=06¢ j,k

con in. (u;x8(g;, gx)) < &¢. La condicién que satisface el Teorema garantiza la existencia de una
expresién 8(gj, gk ) de la forman

N
(1.4) 8(g5,9K) = )_ Pl gi, in<(pl*gi) < in<(8(gj, gi)

i=1

donde pik € S. Sustituyendo (1.4) en (1.3) obtenemos

S
(1.5) Z ci -ing(hi)gi = Z%‘k%’k(ZP{kgi)
ik im1

in<(higi)=5¢

Reescribiendo el lado derecho de la ecuacién (1.5) como Y ;_; h{gi. Entonces ing(h{gi) < &¢.
Finalmente, se da (1.5) junto con la segunda igualdad de (1.1), resulta que existe una expresion de f

de la forma
S

f=) h{'gi, ing(h{'g:) < &
i=1

la existencia de tal expresion contradice la definicién de 8¢, como se deseaba. O

Ejemplo 1.14. Sea f = x1x4 — X2X3 — X2X3,g = XaX7 — X5%g € | = (f, g), notemos que, como
(ing, (f),in<, (g)) # in<, (I), entonces {f, g} no es una base de Grébner de I con respecto al orden
lexicografico <. Por otro lado, si h = 8§(f, g) = x1Xx3Xg — X2X3X7, entonces {f, g, h} es una base
de Grobner de I con respecto a <ex. En efecto, S(f, g) = h se reduce a cero con respecto a h. Dado
que in<, (g) y ing, (h) son primos relativos, del Lema 1.11 se sigue que 8(g, h) se reduce a cero
con respecto a g, h. Ademds como

8(f,h) = x5x6T — x4h = XoX3X4X7 — X2X3X5X5 = X2X30,
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entonces S(f, h) se reduce a cero con respecto a g. Del criterio de Buchberger 1.13 se tiene que
G ={f, g, h} es base de Grébner.

1.2. Ideales binomiales de aristas. En esa Seccién introduciremos algunos conceptos basicos de
teoria de gréficas, y definiremos los ideales binomiales J g generados por las aristas de la gréfica G.
De igual manera, definiremos los ideales P (G) para T un subconjunto de los vértices de G, que
serdn ideales primos de S = K[x1,...,Xn, Y1, .-, Yn] y ademds, daremos propiedades importantes
tanto de Jg como de Pr(G).

Recordemos que una grdfica finita G es un par ordenado de conjuntos finitos (V, E) tal que V
es el conjunto de vértices y el conjunto E es el conjunto de aristas. Una arista z = {vi,v;} se dice
que une a los vértices v; y v;. Denotamos V(G) = [n] al conjunto de vértices, donde cada vértice
lo denotaremos por alguno de los naturales en [n] = {1,...,n}, y denotamos al conjunto de aristas
por el conjunto E(G) = {{i,j} : 1,j € [n]}. Un lazo de G es una arista tal que esté unida por un
mismo vértice, esto es, {i,1} € E(G). Vamos a considerar siempre grdficas simples, es decir, que no
tengan lazos y que a lo mds exista una arista uniendo dos vértices cualesquiera en G. Sea Hy G dos
graficas, entonces H es una subgrdfica de G si V(H) C V(G) y E(H) C E(G). Una subgrafica H es
una subgrdfica inducida si H contiene a todas las aristas {1, j} € E(G) con i,j € [n]. En este caso, si
H es una subgrifica inducida por V(H), usaremos la notacién H = Gy/(). Un camino de longitud
men G es una sucesion de vértices P : ig,11,...,im—1, im donde z; = {i;_1,1;} es una arista para
toda 1 < j < mtal que is # i, paratoda s # {.

Sea G una grifica simple con vértices [n]. Decimos que G es una grdfica conexa si para todo
par de vértices i,j € [n] existe un camino del vértice i al vértice j. Observemos que si G tiene
una descomposicion disjunta de subgraficas G = |J;_; G¢ donde Gj,..., G, son los maximos
subgréafos conexos de G, los G; son llamadas las componentes conexas de G. Un vértice i de G es
un vértice de corte de G si G tiene menos componentes conexas que Gn\{i}-

Ejemplo 1.15. Consideremos la gréifica G de la figura 1 con vértices V(G) = [8] y sea V(H) =
(8] \ {5}, entonces la subgrifica inducida H = G g\ (5) es la gréfica de la figura 2. La gréfica G tiene
un camino P : 1,2,4, 56,8 que tiene longitud 5. El vértice 5 es un vértice de corte de G ya que G
tiene una tinica componente conexa mientras que H = G\ (s} tiene dos componentes conexas.

7
°

N\ i/.\.s NN
NN NS /

g

Figura 1. 2 Figura 2.

Una gréfica simple G es completa si para todo 1, € [n] existe la arista {i,j} € E(G), y se denota
como G = X,,. Una gréfica G es bipartita si su conjunto de vértices V(G) puede dividirse en dos
conjuntos disjuntos de vértices Vi y Vs tales que toda arista de G tiene un vértice en V; y un vértice
en V.

Ejemplo 1.16. La grifica G = K4 de la figura 3 es una gréfica completa con 4 vértices, mientras
que la gréfica de la figura 4 es una gréfica bipartita, ya que V; = {1,2,3}y Vo = {4, 5, 6}, donde
m] = Vi UVay Vi NV, = (), ademds que para cada e = {i,j} € E(G), se tiene que, sii € V;
entonces j € V.
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Un binomio de S = K[xq,...,Xxn] es un polinomio de la forma u — v, donde u y v son mono-

mios en S. Un ideal binomial es un ideal de S generado por binomios. Consideraremos el siguiente
Ejemplo de ideal binomial de aristas.

Definicion 1.17. Sea S = K[x1,...,%n,Y1,---,Yn] el anillo de polinomios en 2n variables y G
una grafica simple con vértices [n]. El ideal binomial de aristas de G se define como sigue:

]G = <f1] :Xiyj *iji {1,]} S E(G),l < ]>

Observacion 1.18. Los ideales determinantales son ideales generados por los menores de una matriz
de indeterminadas. Notemos que el ideal binomial de aristas Jg es un ideal determinantal generado

por los 2-menores de la matriz
X, — X1 X2 ... Xn
" Yr Yz .- Yn

donde los indices de las columnas vienen dados por las aristas de G.

Si G = K, entonces por la definicién de ideal binomial de aristas Jx, es el ideal de todos los
2-menores de la matriz de indeterminadas X, .

Ejemplo 1.19. Sea G la gréfica conexa siguiente :

3
°

N
%

Considerando solamente los 2-menores de las aristas de G obtenemos la matriz
X1 X2 X3 X4 Xp
X5 - ’
Y1 Y2 Yz X4 Ys
por lo tanto el ideal bonomial de la grafica G es:

1

Je = (x1y2 — X2Y1,X1Y3 — X3Y1, X2Y3 — X3Y2, X2Y4 — X4Y3, X3Y4 — X4Y3, X4Y5 — X5Y4)
Dado un subconjunto T C [n], un conjunto W = [n] \ T, y sean Gy, ..., G, (1) las componentes
conexas de Gy, donde Gy es la subgréfica de G inducida por W y ¢(T) denota el nimero de

componentes conexas que se generan. Para cada G; denotamos por G; a la grafica completa sobre
V(G;) y definimos el ideal

PT(G) = < U{Xi7yi}7 Iéla BERE) IGC(T) >
ieT
Ejemplo 1.20. Sea G la gréfica simple con 7 vértices de la figura 5, y sea T C [7] dado por T = {4}.

Entonces W = [7] \ {4}, y asi la subgrdfica de G inducida por W es la gréifica Gy, de la figura 6 que
tiene dos componentes conexas.
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Observemos que, en la figura 7 se muestra la gréfica Gy y en la figura 8 se muestra la gréfica Go:
2 6
[ ] [ )
1 e 5@
[ ] [ )
Figura 7. 3 Figura 8.

donde su ideal binomial de aristas correspondientemente es
J&, = (x1Y2 — X2Y1,X1Ys — X3Y1,X2Ys — X3Y2) Yy

J&, = (Xx5Y6 — X6Ys, X5Y7 — X7Y5, X6Y7 — X7Ys)-
Por lo tanto, el ideal es
Pr(G) = (x4,Y4.Jg,:J g, )

Observacion 1.21. En particular, si G = K,,, y T = () entonces G es su inica componente conexa,
se obtiene que J5 = Jx, .,y por lo tanto Jx,, = Py(XKn).

Lema 1.22. [10, Lema 7.14] El ideal Pt (G) es un ideal primo.

Demostracion. Primero reducimos el anillo S = K[xy,...,Xn,Y1,.-.,Yn) médulo las variables
que aparecen en P1(G), es decir, si UieT{Xivyi} son las variables de P1(G), entonces al hacer
S/(Uiet{xi,yi}) obtenemos el anillo de polinomios S" = K[{xj,y;} : j,Yj & Uiewixi, yi}l y sea
un ideal primo p C S’ tal que S/P1(G) ~ S’/p. Ademds, p es de la forma (p; + -+ + p(1))S’
conp; = Py (Gi) C Sy, donde los G; son las graficas completas con conjuntos de vértices disjuntos
y donde S; es el anillo de polinomios sobre K de las variables correspondientes, es decir, con los
vértices de V(G;). Vamos a probar por induccién sobre i que, S’/(p1 + -+ + pi) es un dominio
entero.

Para i = 1. Sea fg € S’/J, y supongamos que 0 = fg = fg + J5, y entonces fg € Jg, y
asi fg = r(x,y)conx = (x1,...,Xn) VY = (Y1,-..,Yn). Y asi f|r o g|r. Por tanto S’/]é1 es un
dominio entero.

Seai > 1lyseaB = C/(p1 + --- + p;i_1)C donde C es el anillo de polinomios sobre K en las
variables de los anillos Sq, - - -, S;_1. Entonces

Blxj,y; :j € V(Gi)l/piBlxj,yj :j € V(Gy)]
~ Clxj,y5:j € V(G)/(p1 + -+ - +pi)
se tiene que B[x;j,y; : j € V(Gy)]/pi es un dominio y por tanto
A =Clx,y5 1) € VIG)/(p1 + - +pi)Clxj,y5 1§ € V(Gi)]

es un dominio, esto produce el resultado deseado ya que S’/(p1 + -+ - + pi)S’ no es mds que una
extension polindémica de A. (]
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Proposicion 1.23. [10, Problema 7.8] Si G es una grdfica con vértices [n] y componentes conexas
G1,...,Gy, sea T C [n]. Consideremos T, = TN V(Gy), parai=1,...,1. Entonces:

(@ Pr(G) =X, Pr.(Gi)S.
(b) P1(G) es ideal primo minimo' de Jg si y sélo si cada P, (Gi) es un ideal primo minimo de
JG:-

Demostracién. Para (a), notemos que, como los G, . .., G; son componentes conexas de G, enton-
ces si ordenamos las variables de Pt (G) adecuadamente se tiene que

Pr(G) = ( UtivihJe, ey, ) = (PL(GUS, ... Pr(G)S).
iew
Entonces,

P1(G) = (P1,(G1)S, ..., P, (G+)S)

= < U PTa(Gi)5> =P1,(G1)S+ -+ + Pr,(G,)S
i=1

r

= ZPTi(Gi)S
im1

Para (b), supongamos que P1(G) es primo minimo de J g y que P, (Gi) no es primo minimo de Jg,,
se sigue que existen primos p; tales que Jg, C pi C Pr,(Gi). Ahora notemos que Jg = Y ;_; Jg,-

Entonces,
T T T
Ja ZZIGi - Zpi - ZPTi(Gi) = Pr,
i=1 i=1 i=1

con Y :_, pi primo, es decir, Jc C > i_;pi C P1(G), lo que contradice que Pr(G) es primo
minimo de Jg. Reciprocamente, supongamos que existe un primo p tal que Jg C p C P7(G). Sean

PrG) = { U o v Ta, - Jaun, )
keTy
Por otro lado, sea Wi = V(Gi) \ Ty C V(Gy) y entonces Gij C Gj paratoda 1 < j < c(Tq),
es decir, todos los generadores de Jg,; son generadores de Jg,, pues las aristas de Gi; son aristas
de Gy, y asi Jg,; C Jg,. Similarmente, ]é” C Jg,- Se sigue que cada generador de Jg,; es un
generador de P1(G) y asi podemos considerar el ideal primo p C Py(G),

p=P1(GmpnT) = < U{Xe,yl}»]@i]. 1<ign1<j< C(Ti)>~
teT

Sea fos = xeYs—xXsYe, fre = XtYe—xeyt € Jg con{ € T, entonces fys, fry € p pues los generan las
variables x¢, Y. Mientras que el resto de generadores son generadores de algtn Jg,;, y asi Jg C p.
Consecuentemente, como Jg, C Jg entonces Jg, C py asi Jg, C Pr,(Gy;). Por dltimo, como
P1,(Gi) es primo minimo de ], entonces Pt (G;) C Pr,(Gjyj) para toda i, y entonces

(Pr(G:1<i<r) C (Pr(Gy):1<i<n1<j<e(T)),

es decir, P1(G) € P1(G\ 1.y asi P1(G) = Pr(Gm\1) = p. Por lo tanto, Pt+(G) es primo
minimo de Jg. (]

Proposicion 1.24. [10, Corolario 7.13] Jg es un ideal radical.

1Un ideal primo p es un ideal primo minimo del ideal I si I C p y no hay ningin ideal primo que contenga a I que estd
propiamente contenido en p.
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Demostracion. Por [9, Teorema 7.11], se sabe que para un orden monomial adecuado inL(]Jg) es
un ideal monomial libre de cuadrados. Esto implica que in<(Jg) es un ideal radical. Supongamos
ahora que f* € Jg, para algin k € N. Entonces in< (f)* = inL (f*) € in<(Jg) y por lo tanto existe
un a € K tal que in4(f — ag) < in(f). Usando la expansién binomial (f — ag)* = f* — gh,
para algiin g € S, se sigue entonces que (f — ag)® € Jg y entonces f — ag € /Jg, ademds
como in< (f — ag) < in(f) podemos aplicar inductivamente este proceso podemos concluir que
f —ag € Jg, pero entonces también f € J¢. O

Teorema 1.25. [9, Teorema 1.1] Sea G una grdfica con vértices [nl], y sea <iex el orden de lexi-
cogrdficoen S = K[x1,...,Xn, Y1, - - ., Ynl inducido por

X1 = Xg = o = Xn =Y > o0 > Yn.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) Los generadores de | forman una base de Grobner.
(2) Paratodaarista{i,j}y{k,{} coni <jyk <{ setiene{j, £} € E(G) sii =k, y{i,k} € E(G)
sil=j.

Demostracién. Supongamos que (2) no se cumple, entonces {i,j} y {i, k} son aristas con i < j < k,
y asi {j, k} € E(G). Esto implica que S(fix, fij) = yifjx € Jg, pero ninguno de los monomios
cuadrdticos iniciales de los generadores cuadraticos de ] divide a in-,_ (yifix) = XjYiyx.
Reciprocamente, aplicando el criterio de Buchberger 1.13 se tiene que todo S(fjj, fie) se reduce
acero. Sii # kyj # { entonces iny, (fi;) y in<, (fre) no tienen factor comiin. En este caso,
como fij, fie son primos relativos, entonces S(fi;, fie) se reduce a cero. Por otro lado, si i = k,
podemos suponer que { < j. Entonces §(fij, fig) = yife; es la expresion estiandar de 8(fyj, fie).
Similarmante, si j = {, podemos asumir que i < k. Entonces, S(fij , fkj) = xjTix, es la expresion
estdndar de 8(fij, fie). En ambos casos el 8-polinomio se reduce a cero. O

Definicion 1.26. Una gréfica simple G que cumple una de las condiciones del Teorema 1.25 se llama
grdfica cerrada.

Teorema 1.27. [10, Teorema 7.16] Sea G una grdfica simple con vértices [n]. Entonces

Je= () Pwl(G).

wcCin]

Demostracion. Notemos que Jg C Pw/(G). Se demostrara por induccién sobre n que cada ideal
primo minimo que contiene a Jg es de la forma Py, (G), para algin W C [n]. Como ya vimos en
la Proposicion 1.24, J¢ es un ideal radical, y como un ideal radical es la interseccion de sus ideales
primos minimos, se seguird la afirmacién del Teorema.

Sea P un primo minimo de J . Primero mostraremos que x; € P siy sélosiy; € P. Supongamos
que G es conexa. En efecto, si Gy, ..., G, son componentes conexas de G, entonces cada ideal primo
minimo P de Jg es de la forma P; 4 - - - + P;,, donde cada P; es un ideal primo minimo de Jg,. Por
lo tanto, si cada P; tiene la forma esperada, entonces también lo tiene P. Sea T = {x; : 1 € [n],x; €
P,yi € P}. Mostraremos que T = (). Esto implicard que si x; € P, entonces y; € P. Similarmente,
también se deduce que y; € P implica que x; € P de modo que la conclusién final serd que x; € P
siysélosiy; € P.

Primero observemos que T # {x1,...,Xn} pues si pasara que T = {x1, ..., X} tendriamos que
Je CJg C (X1,...,Xn) C Py asi Pno es primo minimo de Jg. Supongamos que T # (). Dado
que T # {x1,...,%Xn} y que G es conexa entonces existe {i,j} € E(G) tal que x; € T perox; & T.
Como xiy; —xjyi € Jg C Py x; € P, sesigue que x;y; € P. Ademds, dado que P es un ideal
primo entonces x; € P oy; € P entonces por definicién de T no es posible que y; € P y asi x; € P.
Dado que x; ¢ T, se sigue que y; € P. Sea G’ una subgrifica inducida de G con vértices [n] \ {j}.



Entonces (Jg/,xj,Y5) = (J,%;,Y;j) C P, por lo tanto P= P/(x;,1;) es un ideal primo minimo
de Jg/ conx; € P pero y; & P paratodox; € T C P. Por hipétesis de induccion, P es de la forma
Py (G’) para algtin subconjunto W C [n] \ {j}. Esto contradice el hecho de que T # 0.

Sea ahora G una grafica simple arbitraria. Por lo demostrado anteriormente, existe un subcon-

junto W C [n] tal que P = < Uiewtxi, yil, l5> donde P es un ideal primo que no contiene varia-

bles. Sea G’ una grafica G)\w. Entonces la reduccién médulo el ideal <Uiew{xi,yi}> mues-

tra que P es un ideal primo binomial de Jg que no contiene variables. Sean Gy, ..., G, son las
componentes de G’. Ahora, se demostrard que P = <]G1 ,---,J& ) Esto implicarfa entonces que

P= <Uiew{xj79j}7 Jg o ]éc> como se busca.
Para simplificar la notacién podemos suponer que ninguno de los generadores de P son variables,
y debemos demostrar que P = <IG1’ ), ), donde Gy, ..., G. son las componentes conexas de

G. Para probar esto, supongamos que i,j € E(Gy) coni < j, para alguna k, entonces fi; € P. Y asi,
tenemos que (Jg ,...,Jg.) C P.Dadoque (Jg ..., ]g_) es un ideal primo minimo que contiene
aJg,entonces (Jg ,---,Jg ) =P

Seai = 1ip,...,ir = j un camino en Gy de i a j. Haremos induccion sobre r para demostrar que
fi; € P. La afirmacion es trivial para v = 1. Supongamos que r > 1. Por hipdtesis de induccién
fi,; € P. Por otra parte, tenemos xi, fi; = x;jfiy, + xifi,;; y fii, € P porque i < 1y y existe
{i,11} € E(Gx), asi x4, fi; € P, como x;, ¢ P, entonces fj;. O

Lema 1.28. [9, Proposicién 3.8] Sea A4, ..., A5y Bq,..., By subconjuntos disjuntos por pares de
[n]. Entonces,

Ta-Ja) < s, Js,)

siy solo sipara cadai=1,...,s existe unj tal que A; C B;.
Demostracién. Si Ai C Bj entonces J5, C ]g]_ por lo tanto (Jz ,---,J5,) € {Jg, ---Jg,)-
Reciprocamente, supongamos que (] Apreo) At> C <]1~31 e IBt>' Sin perdida de generalidad, po-

demos suponer que U;:l B; = [n] y consideremos el epimorfismo de K-algebras
@S — K{{xi,xiz1heByy - - - o 1%4, XiZtfieB, ) C KX1, ..oy Xn, 21, -+, 2]
dado por @(xi) = x; paracadaiy @(yi) = xizj paracadai € Bjyj=1,...,t. Notemos que
ker(@) =(Jg,---Jg )
yaque @(xi) =0y @(yi) = 0siy sélo si
0=oxi)oy;) —e(x)e(yi) = @(xiy; — x5y1).

Abora fijando uno de los conjuntos A; y tomando k € Aj, se tiene que k € Bj, para algin k.
Afirmamos que A; C Bj. En efecto, sea £ € A; con £ # k y supongamos que { € B, con 1 # j.
Dado que xxye —xeyk € J5, C (Jg, - --Jg, ) Se sigue que xxye — XYk € ker(@), por lo tanto

0 = @(xkYe — XeYx) = XxX0Zj — Xk XeZr
la cual es una contradiccion, ya que z; = z, siy sélosiT = j. (]
Proposicion 1.29. [10, Proposicién 7.19] Sea G una grdfica con vértices [n], y sean W'y T subcon-

juntos de [n]. Sean Gy, . .., Gg las componentes conexas de Gn\w, y Hi, ..., H¢ las componentes
conexas de Gn)\ 1. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) Pr(G) C Pw(G).
() TCWyparacadai=1,...,tsetiene que V(Hi) \ W C V(G;j) para alguna j.
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Demostracion. Para un subconjunto U C [n], denotamos por Ly, al ideal generado por las va-
riables {xi,yi : 1 € U}. Con esta notacién, para cualesquiera W y T subconjuntos de [n] tene-
mos que Pw(G) = (Lw,Jg,,---.Jg.) ¥y PT(G) = <LT’Iﬂ1""7]HL>' De esto, se sigue que
P1(G) C Pw(G) siy sélo si los J;; son algunos de los Iéj yLr C LwsiysdlosiT C Wy
<LW7]H17""]HL> C <LW7]élv"'>]és>'

Notemos que (Lw, Jr,,---,]7,) = (Lw, ]H{ "'IH;> donde H{ = (Hi)mpw- Asi, Pr(G) C

Pw(G) siysélosi]; = <LW,]H1, cey IH(> C (Lw,Jg, ---Jg,) = J2 pues los generadores de los
ideales J; y J2 no tienen variables en comin con x; y y; parai € W.Dado que V(H{) = V(H;)\W,
la equivalencia de (1) y (2) se sigue del Lema 1.28. U

Observacion 1.30. [10, Observacién 2.2] Sea G una grifica conexa con vértices [n] y T C [n].
Entonces P1(G) es un primo minimo de Jg siy s6losi T = 0.

En efecto, si Pt(G) es un primo minimo de Jg con G conexa, notemos que Py C Pt (G) pues
Py(G) no contiene variables y por ser P1(G) ideal primo minimo entonces Py(G) = Py(G), es
decir, T = (). Reciprocamente, como Py(G) no contiene variables, entonces Pt(G) ¢ Py(G) para
toda T # (), y entonces del Teorema 1.27, Jg = (Vycn) PT C Py(G). Por lo tanto, Py(G) es un
primo minimo de Jg.

Teorema 1.31. [10, Teorema 7.20] Sea G una grdfica conexa con vértices [n], y W C [n]. Entonces
Pw(G) es un ideal primo minimo de Jg si y sélo si W =0, o W # 0 y para cada i € W se tiene
que c(W\ {i}) < c(W). En otras palabras, si 'y solo si cada i € W es un vértice de corte de la

grdfica G(mpw)uti)-

Demostracion. La primera parte del Teorema se probd en la Observacion 1.30. Ahora, supongamos
que Py (G) es un primo minimo de J y fijemos i € W. Sean Gy, . .., G, las componentes conexas
de G\ w. Consideraremos varios casos:

Primero supongamos que no existe una arista {i, j} de G tal que j € Gy paraalgiink. Sea T = W\
{i} C W. Entonces las componentes conexas de G\t son G, .., Gy, {i}. Asi ¢(T) = c(W) + 1,
con T C W. Sin embargo, este caso no puede darse ya que de la Proposicién 1.29 implica que
P1r(G) C Pw(G).

Ahora supongamos que existe exactamente un Gy, digamos Gi, para el que existe j € G tal
que {i,j} es una arista de G. Entonces las componentes conexas de Gj\7 son Gy, ..., Gy, donde
V(Gy) = V(Gy) U{i}. Asi c(T) = ¢(W). De nuevo este caso no puede darse ya que esto implica
que P1(G) C Pw(G).

Queda considerar el caso en el que haya al menos dos componentes, digamos G, ..., Gy, para
k>2yj, € Geparal = 1,...,k tal que {i,j¢} es una arista de G. Entonces las componentes
conexas de G\t son G, Gx41,...,Gy, donde V(G]) = Ulgzl (V(Ge) U {i}). En este caso
c(T) < c(W).

Reciprocamente, supongamos que c(W \ {i}) < ¢(W) para todo i € W'y que Pw/(G) no es
un primo minimo de Jg. Entonces existe un subconjunto propio T € W con P1(G) C Pw(G).
Elegimos i € W\ T y tenemos que c(W \ {i}) < ¢(W). De la discusién de los tres casos anteriores
podemos suponer que G, Giy1,- .., Gy son las componentes conexas de G\, donde V(G{) =

U';:1 (V(G ¢) U {i}) y donde k > 2. Se sigue que G\ 7 tiene una componentes conexa H que

contiene a G1. Entonces V(H)\W contiene los subconjuntos V(G;) y V(Gz). Por lo tanto, V(H)\W
no estd contenido en ningin V(Gj; ), de la Proposicion 1.29 se tiene que P1(G) C Py (G). O

1.3. Resoluciones libres. En esta Seccion, se consideran conceptos basicos de resoluciones li-
bres las cuales nos basamos principalmente en [6], y con esto estudiar la resolucién libre de los
ideales binomiales de aristas ] . Ademas, se define la regularidad de Castelnuovo-Mumford, en par-
ticular, estudiaremos la regularidad de estos ideales. Cerramos la Seccién enunciando el Teorema
principal de Matsuda Kazunori y Murai Satoshi [15], que nos da una relacién entre regularidad de
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Castelnuovo-Mumford del ideal Jg, el ntimero de vértices de la grafica y la longitud del camino
inducido més largo de G. Algunas referencias para consultar mas detalles son [6, 10, 15].

Recordemos que un anillo graduado es un anillo R junto con una familia de grupos aditivos
{Rntn>o tales que R = @Ry y RnRim € Ry, para todo m,n > 0. Si R es un anillo graduado
con graduacién {Ry, }, un R-mddulo graduado es un R-médulo M junto con una familia de subgrupos
aditivos {Mn In >0 tales que M = @ My, y RnMy, € My 40, para todo m, 1 = 0.

Ejemplo 1.32. Si S = K[xq,...,xn] es el anillo de polinomios sobre el campo K, entonces R es un
anillo graduado definiendo Sy como el subconjunto de polinomios homogéneos de grado k, donde
So = K. Esta graduacién S = EBk>O Sk se llama graduacion estdndar del anillo S.

SiR(M = ;cr R es una suma directa de copias del anillo R indexada por I', diremos que R(M
es un mddulo libre. Un R-médulo P es proyectivo si para cada epimorfismo de médulos A 5B y
todo morfismo de R-médulos P - B existe un morfismo g tal que el siguientes diagrama conmute:

AT>B—>O.

Es conocido que si F es un médulo libre, entonces es proyectivo. Otro resultado conocido es que
para todo R-médulo M, existe un médulo libre F que se proyecta sobre M, para mas detalles ver las
referencias [6, Teorema 11.3] y [6, Lema 11.19].

Un complejo de cadenas de R-médulos (C,, de), 0 simplemente complejo, es una sucesion de
R-médulos C; y morfismos de R-mddulos

n+1

8 S
Co:+"—=Chy1 —>Ch 5 Chg — -

tal que 0, 0 41 = 0 para toda n, o equivalentemente que Im(8,, 1) C ker(d, ). Los morfismos
&, se llaman las diferenciales del complejo. La homologia de (C,, 8,) es la familia de R-médulos
Hn(Co) = ker(6,)/Im(6,,11). Si M es un R-médulo, una resolucién proyectiva de M es un com-
plejo exacto (P,, d,) donde cada P; es un médulo proyectivo, o equivalentemente Hy(Ps) = M y
H;(C) = 0 paratodai # 0.

Teorema 1.33. [0, Teorema 12.2] Cada R-mddulo tiene una resolucion proyectiva.

Demostracion. Sea M un R-mddulo. Existe un médulo libre Py que se proyecta sobre M. Conside-
remos la sucesion exacta

0 — ker(my) - Pg =% M — 0,
donde (g es el morfismo inclusién y 71y es un epimorfismo. Fijemos 6y = 71y. Nuevamente, existe un
modulo libre que se proyecta sobre ker(dg).

0\ /0

ker(dg)
Y
P, o Py —2 s M

donde el morfismo 61 = g o 73 satisface que Im(81) = ker(8¢), ya que siy € Im(d;), entonces
(Lo o m)(x) =y, es decir, dg(x) = y. Aplicando &y obtenemos 0 = dp(y) y asi y € ker(do).
Reciprocamente, sea y € ker(d¢), entonces 8o(y) = 0. Por otro lado, 0 = 8¢ o 8;(x) para toda
x € Py, es decir, dp(y) = g o 61(x), esto implica que y = &;(x) y por lo tanto y € Im(61). En
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cada paso, 7; : Py — ker(d,_1) es un epimorfismo, t; : ker(8;) — P; es la inclusién y obtenemos
sucesiones exactas cortas

0 — ker(8ni1) =5 Proy 2 ker(8y) — 0.

Continuando con este proceso indefinidamente siempre que P, # 0, la sucesion resulta ser una
resolucién proyectiva para M. (]

Una resolucion libre (F,, 0, ) de un R-médulo M es una resolucion proyectiva tal que cada P; es
libre. Sea (R, m) un anillo local o una K-édlgebra graduada local. Un complejo (F,, 8e) €s minimo si
Im(6y,+1) € mF,, para toda n. Para cualquier S-médulo (libre) graduado L = @j L;, fijando k un
indice se define el médulo desplazado L(k) como el médulo graduado L(k) = EB). L(k); donde el

sumando directo L(k); = Lk es el que se desplaza.

Ejemplo 1.34. Cuando L = S = K[x4,...,Xn] la graduacion estdndar estd dada por S = @4 Sa,
donde S4 el espacio vectorial de polinomios homogéneos de grado d, y sea k cualquier entero, en-
tonces S(k) tiene sumandos directos S(—k); = S;j_y, es decir, hay un desplazamiento a la izquierda.

Subejemplo 1.35. Si S = Klx,y] y k = —2 entonces S(—2) desplaza los sumandos directos de S
dos lugares hacia la izquierda, es decir, S(—2)g = Sg_2 = S_».

Definicion 1.36. Dado un R-médulo M finitamente generado y un conjunto zi, ..., z, de genera-
dores, una sizigia de M es una relacién ayz; + -+ + a;zr = 0O con aj,...,a, € R. Sea (R,m)
un anillo local o una K-algebra graduada. Sea F, es una resolcuién libre minima del R-médulo M
finitamente generado (graduado) y para cadan > 1, el submddulo

QL (M) =Im(d,)
es la n-ésima sizigia de M.
Observacion 1.37. Para cada n, tenemos una sucesion exacta corta
0 — ker(6,,) = Frn — Im(d,,) — 0.
Con ker(d,) = Qn_1(M) y Im(8,,) = Q,, (M), asi tenemos la sucesién exacta corta
0—-0, 1(M)>F, = Q,(M)—0.

Por otra parte, sean S = K[x1,...,xn] y la resolucién minima del S-médulo M finitamente
generado
0—=>Fs—=-—=Fp—>M=0,
donde F; = @j S(—j)Pi para cada i, es decir, F; estd generado por fi,; elementos de grado j. El
1,; se llama el (i,j)-ésimo mimero de Betti de M. A menudo escribimos los niimeros de Betti de
un moédulo en su tabla de Betti:
B(M) ‘ 0 1 2
0 Boo Bo1 Boo
1 Bia Bi2 Bigs
2 P22 P23 Bo2a

Ejemplo 1.38. Sea S = K[x,y,zl y M = S/(xy,xz,yz). Consideremos el siguiente morfismo
S — S/{(xy,xz,yz), donde ker(S — M) = (xy,xz,yz). Entonces obtenemos la sucesién de

3 (xy xz yz) . . .
morfismos S(—2) S — M. Para el siguiente morfismo, calculamos el nicelo de
S(—2)3 DY X2 V7). 5 Hacemos

ap; iz
(xy xz yz)[az ax|=(0 0.
as;  as2
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Al resolver este sistema de ecuaciones obtenemos que

aj; Qapq z 0
az; Q2| =|—Y yl,
az; Qsz2 0 —x

asi obtenemos un nuevo morfismo de la sucesion,

z 0
S

z 0
2 0 —x
%

(xy xz yz)
—

S(—3)2 S— M.

Ahora calcularemos el niicelo de S(—3) S(—2)3, pero notemos que el siguiente sistema

de ecuaciones

z 0
vy (S g ) e Matn(K)
0 —x 21 22 Qon

tiene solucion si y sélo si

a;; Q2 -+ Qin —
=0 € Mat K).
(021 Az - 02n> 2n (K)
Por lo tanto, la resolucién minima para M es
z 0
2 (78 71;!) 3 (XY xz yz)
0— S(—-3) ———=S(—2)) —— S — M,

donde cada entrada de las matrices correspondientes son los generadores del nicleo de cada uno
de los morfismos. Notemos que los desplazamientos graduados afectan también a todos los indices
superiores. Por ejemplo, cuando escribimos la funcién de grado 2, sélo tenemos que desplazar el
grado de cada generador en 1, pero como ahora nuestra funcién cae en S(—2)3, tenemos que subir
el grado de 2 a 3, y escribir S(—3)2. El nimero de Betti B1j(M) de M cuenta el niimero de copias
de S(—j) de grado i en nuestra resolucién. Asi que oo = 1,12 = 3,23 = 2. Por lo tanto, la
tabla de Betti para M es:

M) [0 1 2
o [1 - -
1 |- 32

Podemos calcular estos invariantes usando Macaulay?2:
il : S=0QQ[x,y,z];

ol = S
ol : PolynomialRing
12 : I=ideal (xxy,x*z,y*2);

02 : Ideal of S
i3 : t = betti res I;

o 1 2

03 = total: 1 3 2
0: T . .

1: 3 2

03 : BettiTally

Definicion 1.39. Sean I C S un ideal graduado, y sea F, una resolucién minima graduada de S/1I
como un S-moédulo:

F.:O%@S(*]’)Bt’j N @S(—j)ﬁl‘i —S—S/L
j j
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La regularidad de Castelnuovo-Mumford de S/1 es definida como:
reg(S/I) = méx{j —1i: Bi; # 0}
Notemos que si tenemos una resolucién libre minima de [
0O—>Fs—>---—=F—=1—0
podemos obtener siempre otra resolucién libre minima para S/1
0—>Fs—--—=>F—>S—=>S/I—>0
y asf obtenemos que reg(I) = reg(S/1) + 1.

Observacion 1.40. Sea G una grafica con componentes conexas Gi, ..., Gy y consideremos los
anillos de polinomios S; = K[{x;j,y;} : j € V(G;)]. Entonces

reg(S/Jc) = )_reg(Si/Ja,)-
i=1

En efecto, vamos a probar que S/J¢ ~ @;_; Si/J G, . Basta probarlo para dos componentes conexas
y el isomorfismo se sigue inductivamente sobre 1. Consideremos G una grafica simple con vértices
[n] y G1, G2 sus dos componentes conexas. Sea S; = K[{x;,Yjljev(c,)] con Jg, suideal de aristas
respectivo y el ideal Jg = (Jg, UJg,) = (Jg, ® 1 + 1 ® Jg,). Entonces

(1) 1a funcién ¢ : S1/Jg,/Jc, %X S2/Jc, — S1 ® So/]c dada por o(f + Jg,,9 + Jg,) =
(f ® g) + J g es bilineal.

(2) Existe un tnico isomorfismo @ : S1/Jg, ® S2/Jg, — S1 ® S2/J dado por @((f + Jg,) ®
(g+]Jc,)) = (f ® g) + ] que hace conmutar el diagrama siguiente:

S1/JG, % S2/JG, = S1®S2/]g

candnico | P -~
®

Si/Jg, ®S2/Jc,
es decir, @ o p = .
Para (1), la funcidn estd bien definida y es bilineal, pues
o((fi+f2) +JG,,9+]J6,) =(fi+f2) ®g+]a
(fi®g)+Jc) +((f2®g)+Jc)
=¢(fi+J6,,9+Jc,) +elf2+Jc,,9+]a,)

y ademds, para o« € K tenemos

o(af+Jg,,9+]c,) = (af ®g)+]Jg
=ax((feg)+Jc)=ae(f+]Jg,,9+]c,)-

Similarmente por la derecha.

Para (2), por la propiedad universal del producto tensorial existe un tnico morfismo ¢ : S1/Jg, ®
S2/Ja, — $19S2/Jg dado por §((f+]6,) @ (g +Ja,)) = (f29)+ ] tal que o p — . Resta
mostrar que @ es un isomorfismo.

Inyectividad: Supongamos que @((f + Jg,) ® (9 + Jg,)) = 0, entonces (f ® g) + Jg = 0, es
deci,f®geJe={Jc, ®1+1®]Jg,)asif®le€Js, ®1lyl®gel®]Jg,,estoimplica que
feJg, y9g € Jag,. Esdecir, ker(@) = Jg y por lo tanto @ es inyectiva.

Suprayectividad: Seap ® q+ Jg € S1 ® Sa/Jg,conp € S1y q € So, entonces (fRg)+Jg) =
P®q+Jg,esdecir o((f+]Jc,) ®(g+]Jg,)) =P ®q+Jc. Porlo tanto @ es suprayectiva. Asi
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setiene S1/Jg, ® S2/JG, =~ S1 ® S2/Jg =~ S/J . Ahora, consideremos las resoluciones libres

F(V —>@S By —>@S DB S Sy /]q,.

F2) %@S B %@S NP S Sy/T6,.

Entonces, como S1/]g, ® Sa/ ]G2 ~ S/Jg yel producto tensorial conmuta con la suma directa
obtenemos

(@ng}i)(—j)) 5 (@Ssif‘}l (—j)) ~ D (ng}i)(_j) @355? (—j)) st
j j j

donde Bi; = [3571].) + [35)2].). Por lo tanto
reg(S/J) =reg(S1/Jq,) +reg(S2/Jq,)-

Similarmente, para el caso de r componentes conexas basta con tomar

IG—<UIG> (Je.®1®---®1,...,1®®Jg,® - ®1L...,1®%---®11]¢g,)

y asi obtenemos que @:_, S1/Jg, =~ (®I:1 ST>/]G, pero S ~ @:_, Si, es decir, S/Jg ~
®i_1Si/Jc;. Porlo tanto

reg(S/Jg) Zreg (Si/Ja.)

La obersevacion 1.40 demuestra que es suficiente tomar graficas conexas G. El siguiente Teorema
nos muestra relacién que existe entre la regularidad de Castelnuovo-Mumford del ideal ] g, el camino
inducido® més largo de G y el niimero de vértices de G.

Teorema 1.41. [15, Teorema 1.1][5, Teorema 2.2] Sea G una grdfica simple con vértices [n] y sea
{g la longitud del camino inducido mds largo de G. Entonces

lg +1<reg(Jg) <n.

Ademds, si G es cerrado, entonces reg(Jg) = reg(ing(Jg)) = g + 1.

Ejemplo 1.42. Consideremos la siguiente grafica con 6 vértices

5 2 1

° ° .
G e

e —— o

4 3

la cual no es cerrada, pues {4, 6} € E(G) pero {4,5} & E(G). El camino inducido de G més largo de
G estd dado por 1,2, 3,4, 6, es decir, {g = 4. Por lo tanto 5 < reg(Jg) < 6.

Si K = Q, con Macaulay2 podemos verificar que el Teorema se satisface:

il : S=QQ[x1,x2,x3,x4,x5,x6,v1,y2,y3,vy4,y5,y6];
i2 : I = ideal (x1*xy2-x2+yl,x2xy3-x3*y2,x2+xy5-x5xy2,x3xy4-x4*y3,
x4xy6-x6%y4,x5xy6-x6%yD) ;

2Un camino inducido de G es un camino P tal que la subgréfica inducida por los vértices de P sigue siendo un camino.
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02 : Ideal of S
i3 : regularity I;
o3 = 5

Teorema 1.43. [13, Teorema 4.1] Para un drbol’ T, se satisface reg(S/Jt) > iv(T) + 1, donde
iv(T) = |{vértices internos de T}, es decir, la cardinalidad del conjunto de todos los vértices de T
que no son hojas.

Ejemplo 1.44. Consideremos el arbol T siguiente

1
°

® 2

SN,

donde en este caso iv(T) = 3, entonces del Teorema 1.43 se tiene que 4 < reg(S/Jt). Nuevamente,
con Macaulay2 podemos verificar el Teorema.

2. EL v-NUMERO DE IDEALES BINOMIALES DE ARISTAS IG

En este Capitulo definiremos el v-niimero de un ideal I del anillo de polinomios S = K[x1, ..., Xn],
ademas de definirlo localmente en uno de los ideales primos asociados del ideal binomial de aristas
Jc. Este es un invariante algebraico introducido por Susan Cooper y sus colaboradores en Gene-
ralized minimum distance functions and algebraic invariants of Geramita ideals [4] y motivado
originalmente por la teoria algebrdica de codigos. En particular, se estudia este invariante para los
ideales binomiales Jg con G una grifica, definidos en el Capitulo 1. Daremos uno de los Teoremas
principales de [11], el cual esta fuertemente relacionado con el nimero de dominacién conexa de la
grafica G, donde la prueba de este Teorema se apoya principalmente en algunos resultados de [16].
Para cerrar la Seccién, se muestra otro de los Teoremas principales de [11] para un tipo de graficas
particulares, que se denominan cerradas. Estas graficas son definidas en [10], y su v-niimero esta
relacionado con diversos elementos de la gréfica.

2.1. Ideales de aristas y el v-nimero. Recordemos que un ideal primo p es un ideal primo aso-
ciadode S/1si (I: f) = p para algiin f € Sq4, donde (I : f) es el ideal generado por el conjunto de
todos los g € S tal que gf € 1. El conjunto de primos asociados de S/I es denotado por Ass(S/I) o
simplemente Ass(1).

Definicion 2.1. [4, Definicién 4.1] Sea S = K[x1,...,xn] = @d>0 S4 el anillo de polinomios con
n variables e I C S un ideal homogéneo. El v-niimero de 1 es el invariante definido como sigue

v(I) =min{d >0:3f€Sqyp e Ass(I)con(I:f)=p}
Podemos definir el v-nimero de I C S localmente para cada primo asociado p de I como
vp(I) =min{d > 0:3f € S4q con(I: f) =p}

Si consideramos el ideal mdximo m = (x1, ..., X, ) tenemos que K ~ S/m y por tanto v(m) = 0.
Ahora, para un médulo M # 0 denotamos

(M) = min{deg(f) : f € M\ {0}}.

Por convencién, si M = 0 entonces o«(0) = 0.

3Un érbol es una grifica conexa T tal que para todo 1,j € V/(T) existe un tnico camino de i a j.
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Proposicion 2.2. [12, Proposicion 3.1] Sea I C S un ideal monomial libre de cuadrados. Entonces
v(I) = min{x((I:p)/I):p € Ass(I)}
ya((I:p)/1) =vu(I) para p € Ass(I).

Demostracion. Sea Ass(I) = {p1,...,p+}. Sabemos que para cualquier ideal se cumple que (I :
1) =1y (I:1) =S. Supongamos que I es primo y sea p € Ass(I) y asi existe un f € Sq4 tal que
p = (I:f). Notemos que I = p. En efecto, siempre se tieneque [ C (I: f) =p.Seag € (I:f) =p,
entonces gf € I, como I es primo se tiene que f € I 0 g € 1. Notemos que f ¢ I pues si sucediera
que f € I obtenemos que (I: f) = S lo cual seria una contradiccién. Esto implica que g € I, por lo
tanto I = p. Como (p : 1) = p y deg(1) = 0, entonces de la definicién local del v—nimero tenemos
que
Vp(p) =min{d > 0:3f € Sqgcon(p:f) =p}=0.

Por otra parte, como (I : p) = Sy (I: p)/I = S/I es un dominio entero, pues I = p, entonces
contiene constantes, asi se tiene que

a(S/1) = min{deg(f) : f € S/I,f £ 0} =0,

por lo tanto v, (I) = «((I : p)/I) = 0. Ahora, sea I un ideal no primo, por lo anterior podemos
suponer que I tiene al menos dos primos asociados. Existen p; y f € Sq tal que (I : f) = py y
v(I) = deg(f). Tenemos que f € (I: p;)\ Iy ademads, como (I: f) = p; notemos que f € (I: pi)\1,
y por lo tanto

v(I) = deg(f) = ((I:px)/I) > min{ec(I: p)/I:p € Ass(I)}.

Para la otra desigualdad, como I es un ideal monomial libre de cuadrados, se tiene que I = ()i_; pi
Migx bt = (I px) para 1 < k < 7, podemos elegir un polinomio homogéneo fi en (I : pi) \ 1
tal que oc((I : py)/I) = deg(fx). Notemos que, como fy, & I = [);_, pi entonces existe un ideal
primo py tal que Ty & px. Ademds, pi. C (I : i), yaque si px & (I : fy) se seguiria que existe
un polinomio g € py tal que g & (I : fy), es decir, gfx & I = (i_; pi, pero esto implicarfa
que gfi & px, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, a partir del andlisis anterior se tiene las
contenciones siguientes:

T
prC(Lifi)=[)pi:fi) = [) P Ch
i=1 fré@pi
asi se sigue que (I : fi) = py, y consecuentemente obtenemos v(I) < deg(fx) parak =1,..., .
O

Sea G una gréfica simple con conjunto de vértices V(G) = [n] y aristas E(G). El ideal de aristas
de G es el ideal monomial libre de cuadrados definido por

[(G) = (xix : {1,j} € E(G)) C Klxq, ..oy xnl.

Observacion 2.3. De la definicion 1.26, si G es una grafica cerrada, entonces el ideal inicial de Jg
(con respecto al orden lexicografico) estd dado por

in<(Jg) = (xiy;j : {i,j} € E(G),1 <j).
Asi, podemos notar que el ideal in (] g ) puede verse como el ideal de aristas de una gréfica bipartita

Hg con su conjunto de vértices V(Hg) = {x1,...,xn}U{y1,-..,yn}, es decir, in<(Jg) = [(Hg).
La grafica Hg se llama grdfica inicial de G.

Por otro lado, recordemos que un conjunto {eq, ..., e} de aristas disjuntas por pares de una
grafica G es un apareamiento inducido si las Unicas aristas de G contenidas en UIZI e;soneq,...er.
El niimero de apareamiento inducido im(G), es el niimero de aristas con el mayor apareamiento
inducido. Ademds, se sabe de [10, Proposicion 7.32], que la longitud del camino més largo de G es
igual al nimero de apareamiento inducido por Hg.
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Ejemplo 2.4. Sea G la siguiente grafica cerrada con 7 vértices

6 7 1
o — o .
2
. ° ]
5 4 3

entonces, el ideal inicial de J estd dado por

in(Jg) = (x1Y2,X1Y3, X2Y3, X3Y4, X4Ys, X4Y6, X4Y7, X5Y6, X5Y7, X6Y7)

y la gréfica inicial Hg es la siguiente gréafica bipartita
X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7
[ ] [ ] [ ] [ ] [ [ [
( [ (] (] (] (] (]
Y1 Y2 Y3 Y4 Ys Ye Yr
Un camino inducido mds largo en G viene dado por 1,3,4,6 y el correspondiente apareamiento

inducido en Hg es {x1,ys},{xs,ya},{x4, ys}. Por tanto, {g = im(Hg) = 3. Ademds, del Teorema
1.41 se tiene que reg(Jg) = 4.

2.2. v-namero de ideales binomiales. En esta Seccion estudiaremos el v-nimeros de ideales bi-
nomiales de aristas. Se demostrard que el invariante algebraico vy, (Jg) coincide con un invariante
puramente combinatorio de la grafica G, a saber, su nimero de dominacién conexa.

Observacion 2.5. Notemos que si G es una gréfica simple con vértices [n] con componentes conexas
Gi1,...,Gry Si =K[{xj,y5} : j € V(Gy)]. Entonces

T T

Je:Pr(G)) = (e : Pr.(G1)

i=1 i=1

Il
=
o

-
by

o
iy
+
~—
o

En efecto, para la primero igualdad:

Seaf € (Jg : Pr(G)) & f-Pr(G) = fZ P1,.(Gi)S CJg (Proposicién 1.23)
i=1

T T T
@fngZgi € Jg con g:Zgi € ZPTi(Gi)
i=1 i=1 i=1

< fgi € P (Gi) CJg
& fe(Jg:Pr(Gi))

T
s fe ﬂ(]@ :P1,(Gi)), paratodai=1,...,r.

i=1
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Por otro lado, para la segunda igualdad:

Sea f € ﬂ(]G : P, (Gi)) & fgi € Jg paratoda g; € P1,(Gi)

i=1

T T
@fZQingiJergj eJg
i=1 —
i
& fgi € Jg, paratoda iy fZ gj €Ja
& fe(Jg, :Pr(Gi)) paratodaiy f) gy €]
s fe m(IGt . PTi(Gi)) y fZg] c ]G

i=1
o fe ﬂ(]gi (P (Gi)) + Je-
i=1

La siguiente Proposicion prueba que es suficiente tomar gréaficas conexas simples para calcular el
v-niimero del ideal J .

Proposicion 2.6. [11, Proposicion 3.1] Sea G una grdfica simple con vértices [n] y Gq,..., G, sus
componentes conexas. Sea Si = K[{xj,y;} :j € V(Gy)]. Entonces,

v(Je) ZV(ZIGiS) =Y v(a).
im1 o1

Demostracion. Dado que Gi,..., G, son componentes conexas de G, podemos escribir Jg =
Y i 1JG.S-SeaT C [n] tal que v(Jg) = vp,(G)(Jc)- Entonces, existe f € S con deg(f) =v(Jg)

y
(Je : f) =P1(G Z P1.(Gi)S (Proposicién 1.23).

En particular, esto implica que f € (Jg : PT( 1)\ Jg. Ademds,
T T
(Je : Pr(G)) = ﬂ Je : Pr.( ﬂ i))+Jc (Observacion 2.5).
i=1 i=1

Como Ni_;(Jg, : P1.(Gi)) = [Ti_;UJe, : Pr.(Gi)), podemos escribir f = f;---f, con f; €
UGi : PTi(Gi)) \]Gi‘ Asi (]Gi : PTi(Gi) = PTi(Gi) y

D v(e) < )_deglfi) =v(Je)-
i=1 i=1

En cuanto a la otra desigualdad, para cada componente conexa de G elegimos f; € S; tal que
v(J,) deg(fi). Por lo tanto, f; € (Jg, : Pr,(Gi)) \ Jg, para algin Pt, (G;i). Como antes, tenemos
f="f-fre€Ni;Uc: : Pr.(Gi)) = (Jg : Pr(G))/Jg. y por la Proposicién 1.23, es un primo
minimo de J. En particular, de la Proposicién 2.2, obtenemos

v(Je) < «l(Js : Pr(G))/Jc) Zdeg =Y vl O
i=1

Definicion 2.7. [16, Definicién 3.1] Sea G una gréfica simple de vértices [n]. Dado e = {i,j} ¢
E(G), definimos G, la gréfica con vértices [n] y con aristas

E(Ge) =E(G) U{{k, £} : k, £ € Ng(i) o k,t € Ng(j)}-
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Ejemplo 2.8. Consideremos la siguiente grafica G:

3 4 5 6 9
° ° ° ° ]
e — o ° ° .
1 2 7 8 10

y notemos que e = {2, 7} € E(G), ademas Ng(2) = {1,3,4} y Ng(7) = {5, 6, 8}. Entonces las
aristas de G, son

E(Ge) =E(G) U{{1,3}1,{1,4},{3,4},{5,6},{5, 8},{6, 8}}.

Por lo tanto, la grafica G. es la siguiente:

3 4 5 6 9
° ° ° ° °
e —— o ° ° .
1 2 7 8 10

Proposicion 2.9. [16, Proposicién 3.2] Sea G una grdfica simple con vértices [n] y e = {i,j} &
E(G). Entonces
Je:fe)= () Pr(G),
TeAy;

donde Asij es un conjunto que consta de todos los subconjuntos de T de [n] \ {1, ]} con las siguientes
propiedades:

(a) Pt (G) es un primo minimo de J .

(b) Para cada camino P :1i,1y,...,1g,] existe un t tal que iy € T.

Demostracion. Del Teorema 1.27 Jg = (1< PT(G) y J es ] g-primario, pues Pt (G) es primo, y
fe & J, entonces del [1, Lema 4.4] tenemos que (Jg : fe) = ﬂfcng(G) P1(G). Basta mostrar que
fe & P1(G) siysélosi T € Ajj. Supongamos que f. ¢ P1(G) para algiin T C [n]. Notemos que
1,j € T,yaquesii € T implica que xi,y; € P1(G) y asi f. € P1(G) que seria una contradiccién.
Similarmente, sij € T. Ademds, iy j no pertenecen a la misma componente conexa de [n]\ T ya que
tendriamos de nuevo que f. € P1(G). Por lo tanto, al menos uno de los vértices i; de cada camino
P:i,i,...,1s,j debe estar en T. Por dltimo, como ] = (V) PT(G) con Pt(G), entonces de [8,
Lema 1.3.5] se tiene que P1(G) es ideal primo minimo de J . Por otro lado, para T € Ajj, tenemos
que las variables xi,X;,Yyiy; no estdn en Pt(G), e 1, j no pertenecen a la misma componente conexa
de [n]\ T pues existe i € Tde P : 1,14,...,1s,], lo que implica que f. & P1(G). O

Lema 2.10. [16, Lema 3.8] Sean G una grdfica simple con vértices In],e = {i,j} &€ E(G) y P :
i,11,...,1s,j un camino en G. Supongamos que A,B son dos subconjuntos de {i,...,1is} con
AUB ={ii,...,is}y AN B = (, entonces
hag = H Xi; H Yi; €J6. +{gpt:0 <t <s),
ijGA ijGB
donde gp g =xi, ---Xi, yparacadal <t <s, gpt = Yi; = YiXig g~ Xde-

Demostracion. Para cada conjunto dado A,Bcon AUB ={i;,...,is}yANB =10, sea

MAyB :{) :ij € Ay "Lj+1 € B}
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Por induccién en el nimero de elementos de M a g, se demostrard que ha g € Jg, + <gp7t 11 <
t < s—1).Si|Ma gl = 0, entonces para todo i; € A se tiene que ij,; ¢ B. Notemos que si
i; € A, se tendria que i; ¢ B, y asi i € A pues A y B forman una particién de {i1,...,1s}, por
lo tanto i3 ¢ B. Siguiendo este procedimiento notemos que A = {iy,...,1s}, es decir, B = 0, lo
cual no es posible ya que A, B es una particién. Ahora, supongamos que k es el menor entero tal que
k > 2 e iy € A. Si repetimos el proceso anterior podemos notar que A = {iy, k11 -..,1s}, cOMoO
A, B es una particién, entonces B = {ij,...,ix_1}. Notemos que s # k — 1, pues de lo contrario
tendriamos que A = (), lo cual no es posible. Se sigue que, si Magp = Pexistel <t < s—1tal
que B={i1,...,it}y A ={it41,...,1s}. Asique ha g = gp +, pues

hae =TT % [Tvs =% xuvu- v =gpe
;EA i;€B

y asi se cumple la afirmacién.

Por otro lado, sea k > 0y supongamos que para cada particion A, B de{i;,...,1is}con|[Ma g| <
k,hag €Jg. +{(gpt: 0 <t <s)yqueA’, B’ C{iy,...,1s} forman una particién de {is, ..., is}
y IMarg/l =k+1. Sead = méaxMa g/ entonces existe ] < p < dyd+1< q < stal
que {ip,ips1,-.-,ia,iqe1t N{i1, ..., i} € Ay {ip—1.ia+1,lav2,---,iq} C Bpuess AUB =
{is,.. ., sty Mal < k.

Ahora, notemos que ha' g = fi 14, NA/ B/ (XigUia 1) + YiaXia 1 NAB / (XigYig 1 ), PUES
{id,;1a+1) € E(Ge). Entonces has g’ € Jg, + (gp,¢ : 0 < t < s) siy sélo si

U1 =YigXig  NALB/ (XigYig+1) € Jo. +(gpt : 0 <t <s).

Perou; = ha s donde A} = A’ U{ig4+1}\{ia}y B1 = B’ U{ia}\{ia+1}. Sid+ 1 < q podemos
repetir el mismo proceso en ha; g; usando el binomio fi, ,i,,, € Jg.. Después de un nimero
finito de pasos podemos encontrar la siguiente representacion para ha+ g/

q+1

Vi
ha' g = E w fi i, ., +harpr,
z=d

donde wi{ € K[x1,...,Xn,Y1,...,yal,A” = A" U{ig} \{ia}y B” =B’ U{ia} \{iq}

Para mostrar el resultado basta ver que ha» g» € Jg, + (gp,t : 0 < t < 's). Enefecto, sip =d
entonces |[Ma » g~| = k y por la hipétesis de induccién la demostracion estd completa. En este caso
[Mar»gr| =k+ 1y suelemento méximo es d — 1. Podemos repetir el procedimiento anterior en
han~ gn y después de un nimero finito de pasos encontramos la siguiente expresion

q—1
2.1 hars =) wafii,, +has,
z=p

donde A es de la forma A = AU {i,;q-da,.--,iq} \ {iqs---s1p+q—a—1} y B de la forma B =
B’ U {ip7 e 7i‘p+q—d—1}\{i‘p+q—da - ,iq} YWp, Wpii1,...,Wq—1 € kX1, -+ yXn,Y1s---,Ynl.
Notemos que de la ecuacién (2.1) se tiene que fi i, ,, € Jg, porque {i,,i,+1} € E(Ge). También,
[Ma gl < ky por hipétesis de induccion ha g € Jg, + (gpt : 0 < t < s). Se sigue que
ha'p' €Jg, +(gpt:0 <t <s). O

Observacion 2.11. Sea G una gfaficay e = {i,j} € E(G). Veamos cémo se relaciona el ideal
(J : fe) con la suma de ideales Jg, + (gp : P : i,11,...,1s,j uncaminodeiajy 0 <t < s)
para algunos casos particulares.

(1) Consideremos una grafica conexa G con vértices V(G) = {i,k,j} = [3] y aristas E(G) =

{{L Kk {k, 1
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o/.\o

Sea P : i,k,j el unico camino de los vérticesiajde G,coni < jye = {i,j} € E(G).
Notemos primero que E(G) = E(Ge), por lo tanto Jg = Jg,,ademds (gp+ : 0 <t < 1) =
(xx, Yx). Ahora notemos que Jg C (Xk,Yxk), pues si h € ] entonces

h = gifik + gofij = xk(92Y; — g1Yi) + Y (gixi — g2%j) € (X, Yi)-

Esto implica que Jg, + (xx,Yx) = (X, Yk). Por otra parte, (xi,yi) es ideal primo, pues
Klxi, Xk, Xj, Ui, Yk, Uil / (X, Yi) = Klxi, %5, Yi,Y;] es dominio entero. Ahora, si f € (Jg :
fe) entonces f - fe € Jg C (Xk,Yxk), es decir, f- fe € (xi,Yk), pero fe = X1y; — Xjyi &
(xx,Yx), asi T € (xx, yx). Por lo tanto podemos concluir que

(Jo:fe) CJa, +(gpt:0<t< 1) = (X, Yx)-

Ahora consideremos una gréfica conexa G con vértices V(G) = {i,k,{,j} = [4] y con
G # X4. Las posibles graficas con estas caractéristicas son las siguientes:

4 i 4 i [/ i [/ i [/ i
° . . . . . . ° . .
. . ° ° ° ° ° ° ° °
j k| ] k| ] k| k| j k
Figura 1. Figura 2. Figura 3. Figura 4. Figura 5.

Notemos que los tinicos caminos de 1 a j son de longitud 2 y 3. Sin pérdida de generalidad,
sean P; : i,k,j y Pa:i,k,{,j,coni < k < £ < j, los caminos de i a j de longitud 2 y 3
respectivamente.
Para Py, tenemos (gp, ¢ : 0 < t < 1) = (xk,yx), y E(G) C E(Ge), entonces Jg C Jg,.
Notemos que Jg, C (Xk,X¢, Yk, Ye), pues en todos los casos, dado h € ], se puede escribir
como

h = xxhi +ykha + x¢hs +yehs € (X, Xe, Yk, Ye)s
es decir, J¢ C Jg., € (Xk:Xe,Yk,Ye) ¥ Xk, Yx) C (Xx,Xe, Yk, Ye), entonces Jg, +
(xx,Yx) C (xk, Xe, Yk, Ye)- Ademds, (xx, X¢, Yk, Ye) es ideal primo, pues

K[XivxkaXfaxjayiaykayevy]']/<xkabekayw = K[Xiaxjayiayj}

que es un dominio entero. Entonces, notemos que si f € (Jg : fe) siy sélosi - fe € Jg

entonces f - fe € (Xi,X¢, Yk, Ye), pero fe = xiyj; — Xyi € (Xx,Xe, Yk, Ye), por tanto
f € (xk,Xe, Yk, Ye). Por otro lado, sea f € (Jg : fe) esto implica que f - f. € Jg C

Ja. + (xx,yx) y supongamos que T & Jg. + (xk, Yk ), esto implica que f & (x1, X¢, Yk, Ye)»
una contradiccion. Por lo tanto
(Je:fe) CJa. +{gp,t:0<t <),

Para P9, se tiene que Jg = Jg. C (Xk,X¢, Yk, Ye) ¥ ademds (gp, ¢
{(xxXe, XeYk, YkYe). Notemos que

(aexe, XeYks YrYe) = (X, Yk) N (e, Yi) N (s Ye) C (X, Xe, Yk, Ye) s
entonces Jg + (xxXe, XeYk, YxYe) C (XK, X, Yk, Ye). Como antes, si f € (Jg : fe) implica
que f € {xx,X¢, Yk, Ye). Y nuevamente, supongamos que - o € Jg + (XiXe, XeYk, YxYe)
conf & Jg + (xxXe, XeYk, YxYe), implicaria que f &€ (xi,X¢, Yk, Ye). Lo cual es una con-
tradiccién, por lo tanto

(Jo :fe) CJa. +(gp,t : 0 <t < 2).

0 <t <2
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El siguiente Teorema generaliza los resultados obtenidos en la Observacién 2.11.

Teorema 2.12. [16, Teorema 3.7] Sea G una grdfica simple con vértices en [n] y sea e = {i,j} &
E(G). Entonces

Je:fe)=Jg. +{gpt:P:i,i1,...,1is,j esuncaminoentre i,j y 0 <t <s).
donde gp o y gp.¢ son como el Lema anterior.

Demostracion. Por la Proposicién 2.9 tenemos que (Jg : fe) = (r¢ Ay P1(G). Sea T un subcon-
junto arbitrario de Ajj. Para cada camino P : i,1y,...,1s,]j tenemos que i, € T para algin ¢, y asi
Xi,»Yi, € P1(G) lo que implica que

gpt =VYi; * YiXig,, o Xi, € PT(G)

paracada 1 <t <s,puessil << tentoncesyi, |gp,0sit+1 <L ssetiene que xi, | gp ¢
Supongamos que k,£ € Ng(i). Sik € To £ € T, entonces xi,yx € P+(G) 0 x¢,ye € P1(G),
por tanto tenemos que fi; € Pt(G). En caso contrario, se encuentra que en la misma componente
conexa de la grafica inducida por [n] \ T, lo que implica que i, € Pt(G), como se deseaba. Por lo
tanto tenemos que

Je. +{gpt:P:i,i1,...,is,jesuncaminoy 0 < t < s) C (Jg : fe).

Para demostrar la otra contencion se utiliza un argumento de induccién sobre el nimero de vértices
de G. Para el caso de n = 1,2 no hay nada que probar. Los casos de n = 3,4 ya se demostraron
en la Observacién 2.11. Supongamos que el resultado es védlido para cada grafica con un nimero de
vértices menor que el de G. Sean f € (Jg : fe),y Q,P1,..., P caminos entre iy j en G. Escribimos
f=1"+ 1" donde

f”el=]g, +(gp,t: paratodaly t)

y ningdn monomio de f’ estd en in (I). Entonces f’ € (Jg : fe) y asi
(2.2) f'fe =hife, + -+ + hefe,.

Sea g = in4(f’). Ahora se demostrard que para cada i, en el camino Q : i,1y,...,1s,] se tiene que
Xi. | g 0yi, | g. Por contradiccion, supongamos que xi. 1 gy yi, { g paraalgin 1 < ¢ < s. Fijemos
Xi, = Yi, = 0 enlaecuacion (2.2). Seaw = f'[, —y,.—0 ¥ f; = felx; =y, —o0- Entonces, in, (w)
esigual a g, yaque xi, { gy yi. { g. También obtenemos que wfe = 3 ; ., fife,. Por lo tanto
W € (Jg,\(e} : fe), donde G; es la subgrifica inducida de G con vértices [n] \ {i.}. Notemos que
Je.. € Jg. y cada camino entre iy j en Gy \ {e} es uno de los caminos Py, ..., P;. Asi, ningin
monomio de w estd en in(Jg,, + (gp,,¢ : paratodo ¢ y t)), lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto, x;_ 0 yi, dividen a g. Se concluye que existen dos subconjuntos A y B con AUB = {iy, ... i}
tal que [ [;; ca Xi; [ ]i; e Y1, divide al monomio g, y por el Lema 2.10

hapg = H X4, H Yi; € Je. t{gg:t<s)

;€A i;€B

tenemos que g € Jg, + (go,t : t < s). Ahora continuando el mismo argumento para f’ — g se
muestra que f' € Jg, + (gg,t : paratoda 0 <t <'s). O

Definicion 2.13. Sea G una grafica simple con vértices [n], y seai,j € V(G) = [nJconi < j. Un
camino 7t : i,1y,...,1s,j se llama admisible si
(i) ix # i¢ paratodo k # £.
(i) Paracadak =1,...,s setiene que ix < i0 ik >j.
(iii) Para cada subconjunto propio {j1,...,jr} de {i1,...,1s}, la sucesién i,j1,...,jr,j no es un
camino.
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Dado un camino admisible 7t : 1,14, . .., s, le asociamos el monomio

Urg = ]__[Xik Hyi(.

> ie<i
Ejemplo 2.14. Consideremos la grifica G
11 1 2 3 4 5
o ————— @ [ ] [ [ [ ]
[ ] [ ] [ ] o o —— @
6 7 8 9 10 12

El camino 7w : 1 = 11,6,7,8,2,3,4,10,12 = j, es admisible, pues todos los vértices de 7t son
distintos, i, < 1 para todo iy € {6,7,2,3,4,10} = P y notemos que para todo subconjunto
{31,..-,3r} C P,lasucesién 11,j1,...,jr, 12 no es un camino. El monomio asociado a 7t es

Ur = H Yi, = Y2Y3YaYeYrYysyg-

ip<i
Lema 2.15. [11, Lema 3.5] Sea G una grdfica con n vértices. Entonces

G = U{uﬂﬁj : Ttes un camino admisible deiajtU{gcp:CND =0,CUD € D.(G)}
i<j
es una base de Grobner de Jg + (gcp : CND = 0,CUD € D.(G)) con respecto al orden
lexicogrdfico, donde

D(G) ={BC nl:V{i,j} & E(G), Jun caminoP : i,i1,...,1s,j,tal que{iy,...,is} C B}

Y9c,p = erc Xk erD Y-
En particular,

ing(Jg + <QC’D :CND=0,CUD € D.(G)))
=ing(Jg) +in<({gcp : CND =0,CUD € D(G))).

Demostracion. Para demostrar que G es una base de Grobner aplicamos el criterio de Buchberger
1.13 y demostraremos que todos los pares S(f, h) con fh € G se reducen a cero. Del [10, Teorema
7.11] tenemos que
G = U{uﬂfij : 7es un camino admisible de i a j}
i<j
es una base de Grobner de Jg. Como consecuencia, tenemos que S(h, f) se reduce a cero siempre
que f,h € §’. Ademds, el 8-polinomio de dos monomios siempre se reduce a cero. Por tanto, nos
queda comprobar que S(f, h) se reduce a cero cuando f = u,fi; € Gy h = gc,p, en este caso
mem (W XiYi mem(UrXiyi
S(f,h) _ ( 7T 191;9C,D)uﬂ(xiyj _iji)_ ( 7T 191;9C,D)9C7D
UnXiYj gc,o
mem(unXiyi, gc,n)
= it 9 (xiy5 — %jYi) — mem(urxiyi, gc,n)
XiYj
mem(urxiyi,
_ ( nXiYi QC,D)iji.
XiYj
mem(uxXxiyigc,n

Xiy;

C'=(C\{xihUfy} y D =(D\{y;}) Ulyi}

]xjyi es divisible por gc,p 0 gc/,p’, donde

Notemos que el monomio —
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Por lo tanto §(f, h) se reduce a cero. Por dltimo,

in<(Jg) +in<({(gcp:CND =0,CUD € D.(G)))
= (xyj :{L,j} € E(G),1<j) +(gc,p:CND =0,CUD € D.(G))
= ((xiy; : {1,j} € E(G),i<j)U(ge,p:CND =0,CUD € D.(G)))
=ins(Jg +(gcp:CND =0,CUD € D.(G))). O

Observacion 2.16. Sea G # X, una gréfica con vértices [n]. Entonces

Ue:Jx)= [ Uc:fe).

eZE(G)

En efecto, sea f € (Jg : Jx, ), entonces fg € Jg con g € K. Si g € Jg, entonces g = f, para toda
e ¢ E(G), es decir, fg = ff. € Jg paracada e ¢ E(G), o bien, f € (Jg : fe) cone & E(G). Por lo
tanto f € ﬂeeE(G)(IG : ). Para la otra contencioén, sea f € meeE(G)UG : fe), entonces ff. € Jg
paratodae € E(G),y fe € Jx,.,porlotanto f € (Jg : Jx, )-

Observacion 2.17. Sea G # X,, una grificay e = {i,j} € E(G). Ahora veremos la relacién entre
Je:Jx,)yJc+{gc,p: CUD € D:(G),CND =) paraloscasosn =3y n = 4.

ey

)

Consideremos la grafica G de (1) de la Observacion 2.11. De la Observacion 2.16 y de la
Proposicién 2.9 tenemos que (J : Jx;) = (Jo : fe) = (xk,Yxk). Por otro lado, J¢ C (Jg :
fe) = (xk;Yx) ¥ (gep : C ={k}oD = {k}) = (xx,yx), y entonces Jg + (gc,p : C =
{k}oD ={k}} = (xx,yx), es decir,

(Je :Jacs) =Jc +(gc,p : C={k} o D ={k}).

Ahora consideremos las graficas como en (2) de la Observacion 2.11. Debemos estudiar cada
grafica independientemente.

Para la gréfica de la figura 1, por la Observacion 2.16 (Jg : Jx,) = (Jg : fy) N (Jg :
fie) N (Jg : fie). Y de la Proposicién 2.9 tenemos (Jg : fij) = (i, Yj, fej), (Jo : fie) =
(%, 95, i) ¥y Ja & fied = (xi,Y5, Teg) 0 0, Y5, Fi)s ast (Ja = Joe,) = (e 45, fe5) 0
(Xj,Yj, fix). Por otro lado, Jg = (fix, fij.fej) y ademds xi,X¢, Yk, Ye son algunos ge-
neradores de I = (gcp : CUD € D(G),CND = (), pues existen los caminos
Py :i,k,jy P2 :i,4,j. Ahorabien, si f € (Jg : Jx,) = (xk, Uj, fej) N (x5,Y5, fix), entonces
f=fix + fayx + f3fy; y f = gixe + g2y + g3fix, donde f1xy + fayx, gixe + gaye € 1
y f3fy;, g3fix € Jg, por lo tanto

(Jo :Jx.) €Jc +(gep : CUD € Dc(G),CND =10).

Para la grifica de la figura 2, tenemos que (Jg : Jx,) = (Jo : fij) N (Jo : fie) =
(xi, Yk, Fe5) = (xi, Yk) + (Fe5), pues (Jg : fij) = (xx, Yk, Te5) = (Jg : fie), y notemos que
(fi5) CJgy (xk,yk) C I =(gc,p : CUD € D(G),CND = 0), ya que X, yx son
algunos generadores de I pues existen los caminos P; : i,k,jy Py : 1,k,{, y por lo tanto

(Ja :Jx,) € Jg + (gep : CUD € D(G),CND = f).

Para la grifica de la figura 3, tenemos que (Jg : Ji,) = (Jo : fij) = (X, X¢; Y, Ye) ¥y
Xk Xe, Yk, Ye son algunos generadores de (gc,p : CUD € D (G),CND = B), pues existen
los caminos Py : 1,k,jy P2 :1i,¢,j, entonces (Jg : Jx,) C (gc,p : CUD € D(G),CND =
() y por lo tanto

(Jg :Jx,) € Je + (gc.p : CUD € D(G),CND = 0).

Para la gréfica de la figura 4 se tiene que (Jg : Jx,) = (Jg : fi5) N (Jg : fie) N (Jg :
)

fe;) = (X, Yx), pues (Jg : fi5) = (Jo : fie) = (Jo : fej) = (xx,yYx). Por otro lado,
I =(gep:CUD € D(G),CND = 0) = (xx,Yx) pues los tinicos caminos son
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Py :1i,k,j,P2 11,k Ly P3: £,k,j. Ademds, Jg = (fix, gex, fij), entonces Jg + I = L. Por
lo tanto
UG : ]g<4) = IG + <gc}D :CuD e DC(G), CNnD = @>

Por tltimo, para la grafica de la figura 5, se tiene que (Jg : Jx,) = (Jg : fi5) N (Jg :
fie). Y eneste caso (Jg : fij) = (%, %, Yk, Ye) ¥ (Jg © fre) = (xi,%4,Yi,Y;), entonces
(Jg : Jxs) = (X, Xe, Yk, Ye) N (X4, %4, Yi, Y;). Notemos que las variables Xy, Yi, X¢, Yk €
I =(gcp:CUD € D(G),CND = 0), pues existen los caminos Py : i,k,jy P :
i,4,5, asf (x,Xe¢, Yk, Yye) C 1. Similarmente, las variables xi,Yj, Xj, Yy € I, pues existen los
caminos P3 : k,1, €y P4 : k,j, {, entonces (xi,Xj,Yi,Yj) C I, se sigue que (xi,X¢, Yk, Ye) N
(Xi,%j,Yi,Yj) C L Por lo tanto

(Jo:Jx,) CJe +(9gcp: CUD € D(G),CND =0).
La siguiente Proposicion generaliza los resultados de la Observaciéon 2.17.

Proposicién 2.18. [11, Proposicién 3.6] Sea D.(G) y gc,p como en Lema 2.15, donde C UD =
{i1,...,1s} € De(G) con CND =0y sea G # Ky, una grdfica con vértices [n]. Entonces

Us:Jx.) =[] Us:fe)=Jc+(gcp:CUD € D(G),CND =0).
eZE(G)

Demostracion. La primer igualdad se mostré en la Observacién 2.16. Para la segunda igualdad, sea
gc,p = [ xee Xk [ [xep Uk con B = CUD = {iy,...,is} € Dc(G) y CN D = 0. Queremos
probar que gc p € (Jg : fe) paracada e = {i,j} & E(G). Por definicién de D.(G), para cada e =
{i,7} € E(G) podemos encontrar un camino P, : 1i,j1,...,js,jdeiajtalque I ={j1,...,j1} C B.
Fijamos C' =JNCy D’ =JND y definimos

¢=TIx [T v
keC’  keD’
Observemos que J = C'UD’y C'ND’ = (. Asi que, por el Teorema 2.12 q € (Jg : fe). Ademds,
por contruccidn, q divide a gc p. Asi, gc,p € (Jg : fe). Esto prueba que

(9ep:CND=0,CUD ={ii,...,i} € D(G) C [ Ua:fe)=c:Jx.):
eZE(G)

ycomo Jg C (Jg : Jx,. ) podemos concluir que

Je+(9cp:CND=0,CUD ={i;,..., i} € De(G) C [ Ug:fe) =a:Jx,)-
eZE(G)

Para la otra contencién, usaremos induccidn en el nimero de vértices. Para n = 1,2 no hay nada
qué mostrar. Para n = 3,4 se mostraron en la Observacion 2.17. Asi que, supongamos por hipétesis
de induccién que el resultado se cumple para cada grafica con menor nimero de vértices de G. Sea
fe(Jg:Jx,)yseaD(G) ={A,By,...,B}. Definimos I =Jg + (gc,p: CND =0,CUD €
D (G)\{A}). Entonces, por el algoritmo de la divisién, escribimos f = f'+f" tal que ' € 1y ningtin
monomio de f’ estd en in(I). Usando la primera parte de la prueba, f' = f — " € (Jg : Jx,. ), ¥
tenemos que
f'fe =hy fe, +...+ hi fe,, Ve & E(G) 1

donde fe,,...,fe, son los generadores naturales de Jg. Sea g = in<(f') y A = {i1,...,ish
Demostraremos que para cada i, € A, es decir, xi_|g 0 yi.|g. Por contradiccién. Supongamos
que Xi, 1 gy Yi. { ¢, para algina 1 < ¢ < sy fijamos x;, = yi, = 0 en (1). Definimos
w =Tl —yi.=0Y hjle = hy,lx,, =y, —o- Entonces

wfe= Y h fo VedE(G), i Ze. )

ic €€j
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Ademids, w € (Jg, : Jx, ,), donde G; = Gy/(g)\(i.)- Notemos que, como xi_ { gy Yi. { g
tenemos que in4 (w) = g. Por hipétesis de induccion

UGl :]’j{nfl) :JG1 + <9C,D :CND :®7CUD € DC(G)>7

y del Lema 2.15 implica que uxx;yjlg donde i < j y u, es un camino admisible en G, o0 gc’,p-Ig,
donde C'UD’ € D.(Gy).

En el primer caso, dado que Jg, C Jg, tendriamos que g € in<(Jg) C in<(I), una contradiccién.
En el segundo caso, se demostrard que siempre es posible encontrar un monomio gc’.p’ € (ge,p :
CND =0,CUD € D.(G) \ {A}) tal que gc+,p’lg, y de nuevo obtener una contradiccién. Por
hipétesis, sabemos que gc/ p-lg, donde C' UD’ € D (G;). Si C' UD’ € D(G) \ {A} no hay
nada que probar. Asi, supongamos que C' U D’ ¢ D.(G). Entonces, por hipétesis g/ p|g donde
C'UD’ € D(Gy), basta con encontrar un j. € Ng(ic) tal que xj, € supp(g) oy;. € supp(g). Sea
je € Ng(ic). Si Xj. Ig o Yj. |g, hemos terminado. En caso contrario, aplicando el mismo argumento
anterior, concluimos que

w' = f/|x1-c:ij:0 € (]Gg : ]anl)u
donde G2 = Gy/(g)\(j.}- Si G2 = K2, entonces el vértice i, es de grado n — 1y esto implica
que C’ U D’ debe contener un vecino de i, y hemos terminado. Si Go # X,,_o, de nuevo, por
hipétesis de inducién y Lema 2.15 existe un monomio gr/ n/|ing(w’) = gcon F' UH’ € D (Gy).
Esto significa que para cada arista e = {i.,v} € E(G3) existe un camino de i. a v contenido en
F/ U H’. En particular, F/ U H’ contiene un vecino de i., digamos v.. Como g/ nlg, podemos
concluir que supp(g) contiene a x,_, 0 y,,.. Como se ha observado antes, C' U D’ U {v.} estd en
D.(G), por lo tanto el monomio g es divisible por un elemento de I, lo cual es una contradiccion.
Esto prueba que para toda i. € A, se tiene que xi_|g o yi,|g. Concluimos que g € (gc,p :
CND =0,CUD = A € D.(G)). Ahora, aplicando este argumento a f' — g, tenemos que
f" € (gep;CND =0,CUD = A € D.(G)) y esto completa la demostracion. O

Con el siguiente Teorema llegamos al resultado principal de esta Seccién. Para demostrar el
Teorema utilizaremos la caracterizacion equivalente del v-nimero dada en la Proposicién 2.2. Nos
interesa el caso para el ideal primo p = Py(G).

Notemos que de la Observacién 1.21 que Jx, = Py(G) y del Teorema 1.31 tenemos que Jx,, es
un primo minimo de Jg, por lo que queremos calcular &((J : Jx, )/Jc). Ademds, como v(Jg) es
el minimo de todos los primos asociados de Jg, entonces v(Jg) < vy, (Jg).

Definicion 2.19. Un conjunto de dominacion conexa (CDS por sus siglas en inglés) de una grafica
conexa G es un subconjunto D de los vértices de G tal que D induce una grafica conexa Gp, y cada
vértice en V(G) \ D es adyacente a por lo menos un vértice en D. El minimo de la cardinalidad
de los conjuntos de dominaciones conexas se llama el niimero de dominacion conexa, denotado por

Ye(G).

Teorema 2.20. [11, Teorema 3.2] Sea G una grdfica conexa con vértices [n] y | g su ideal binomial
de aristas. Entonces, la localizacion del v-niimero de | en Jx, viene dada por

min{|B|: B € D.(G)} =v.(G) siG #XKn
Vi, Je) = :
0 siG =X,
donde v.(G) es el niimero de dominacion conexa.

Demostracion. En la Proposicién 2.2, vimos que si I = p es ideal primo, entonces v, (p) = 0, por
lo tanto, si G = X, se tiene que Jg = Jx, es ideal primo, por lo tanto vy, (Jg) = 0.
Para G # X, de la Proposicion 2.2 y la Proposicion 2.18, tenemos que

x((Jg : Jx,)/Je) =al(Je +{(gc,p : CND =0,CUD € D(G)))/Jg)
= CX(<9C7D :CND=0,CUD ¢ D(G)))
=min{deg(gc,p):gcp €{gcp: CND =0,CUD € D.(G))}.
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Notemos que el grado del monomio gc,p depende de la cardinalidad de B € D.(G) ya que de
eso depende el nimero de variables de gc,p y por lo tanto obtenemos que vy, (Jg) = min{|B| :
B € D.(G)}. Observemos que D.(G) es el conjunto de todos los conjuntos de dominacién conexa
de G. En efecto, sea B un CDS y sea {i,j} ¢ E(G). Por definicién de CDS, se tiene que i,j € B,
pues, como {i,j} ¢ E(G) entonces para que Gp sea conexo se debe tener al menos un camino
P:iiy,...,is,j e Bdeiajosii,j ¢ B existen bi,b; € B tal que {i,bi},{j,bj} € E(G). Asi,
como Gpg es conexo, podemos encontrar siempre un camino P :1,by,...,bj,jen G deiaj tal que
{bi,...,bj} C B, se sigue que B € D (G). Reciprocamente, sea B € D (G) esto implica que para
cada {i,j} ¢ E(G) existe un camino P : i,1y,...,1s,j tal que {i1,...,1s} C B y G es conexa, y asi
para todo k € [n] \ B existe un by € B tal que {by,k} € E(G). Ademds, si Gg no fuera conexa,
existirfa algiin 1 < t < s tal que iy € B, que contradice que B € D (G), asi Gp es conexa. Por lo
tanto, B es un CDS. Asi,

min{|A]: A € D(G)} =v.(G). O

Antes de terminar esta Seccion, daremos un resultado donde el nimero de domiancion conexa es
una cota superior para el v-nimero de cualquier ideal binomial de aristas ] asociado a una grafica
G. Sea G una gréfica conexa, un drbol de expansion de una grafica G es una subgréfica T que es un
arbol y cubre todos los vértices de G.

Ejemplo 2.21. Sea G la grafica a continuacién:

Entonces un arbol de expansion T de G es la grafica siguiente

De [3] podemos observar la estrecha relacion entre el nimero de dominacién conexa de una
grafica G y el mayor nimero de hojas de un drbol de expansion. Este resultado nos dice que el
nimero de dominacién conexa y.(G) es el nimero de vértices que no son hojas en un édrbol de
expansién con el mayor nimero de hojas. Es decir, y.(G) = n — If ;4 (G), donde 1f 14, (G) es el
niimero mdximo de hojas de G. Del Ejemplo 2.21 tenemos que n = 5y If ;4 (G) = 4. Por lo tanto
Ye(G) =1.

Corolario 2.22. [11, Corolario 3.7] Sea G una grdfica conexa. Entonces
v(Je) <ve(G) <reg(S/Jre)

donde Tg es el drbol de expansion de G con el mayor niimero de hojas.
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Demostracion. Del Teorema 2.20 y de [3] tenemos que vy, (Jg) = Vc(G) = n — Ifax(G).
Ademis, v(Jg) < vy, (Jg), pues v(Jg) es el minimo de todos los primos minimos de Jg. Por
tltimo, del Teorema 1.43 se tiene que Y. (G) = n — I 4x(G) < iv(Tg) + 1 < reg(S/Tg). Por lo
tanto

V(Je) < Vju, Ja) =ve(G) =n — Ifnax(G) <reg(S/Jrg)- 0

Observacion 2.23. Notemos que del Corolario 2.22 el v-nimero de Jg con la regularidad de un
ideal binomial de aristas de una subgréfica Tg de G. Esta subgrafica en general no es inducida. Sin
embargo, cuando T es inducida, lareg(S/J1.) < reg(S/Jc) y asiv(Jg) < reg(S/Jg).

2.3. El v-nimero de graficas cerradas. Sabemos por el Teorema 1.25 que las graficas cerradas
se caracterizan por ser aquellas graficas cuyo ideal binomial de aristas asociado tiene una base de
Grobner respecto al orden lexicografico, dada por los generadores naturales del ideal. En particular,
el ideal inicial de Jg puede entenderse como el ideal de aristas de una gréfica bipartita Hg, como
se vi6 en la Observacion 2.3. En esta Seccidn, se establecera una relacion entre el v-nimero de Jg
y el de su ideal inicial cuando G es una grafica cerrada. Antes de esto, daremos algunos resultados
previos que nos ayudardn a estudiar mejor la relacién entre v(J ) y el ideal inicial in< (] ).
Recodemos que, la vecindad de vértices de un vértice v es el conjunto Ng(v) = {i € V(G) :
{v,i} € E(G)}. Andlogamente, si V C V(G) es un subconjunto de los vértices de G, entonces se
define la vecindad de vértices de V como Ng (V) ={k € V(G) : {i,k} € E(G) paracada i € V}.
A continuacién presentamos dos familias de conjuntos.

Fc ={A : A es un conjunto maximo estable* de G}.

Ac ={A : A es un conjunto estable de G y N (A) es una cubierta de vértice minima> de G}.

Observacion 2.24. [8, Corolario 1.3.10] Si I C S es un ideal monomial, y sea p € Ass(I). Entonces
existe un monomio u tal que p = (I: u).

En efecto, dado que p € Ass(I), existe f € S tal que p = (I: f). Por [8, Corolario 1.3.9] p es un
ideal monomial. Entonces, si u € p es un generador de p implica que x; € p, pues u = [ [, x%,
y como p es primo entonces x; € p. Se sigue que, para cada x; € p = (I : f) tenemos que
xif € I, es decir, existen f; € S tal que x;f = Z]-Szl fju; donde cada u; son los generadores de
I. Ademds, tenemos que supp(xif) C Ujs:1 supp(fju;), pues como x; es una variable, entonces
para toda w € supp(f) existe un w; € supp(fj) tal que x;iw = wju; € L. Se sigue que p = (I :
) C Mwesupp(r) (1 + W). Por otro lado, sea g € [,y cqupp(f)(I : W), entonces gw € I para toda
w € supp(f), asi gf € 1. Consecuentemente p = () I: w). Como p es irreducible, se sigue
que p = (I: u) para algiin u € supp(f).

'wesupp(f) (

Lema 2.25. [12, Lema 3.4] Sea 1 = 1(G) el ideal de aristas de una grdfica simple G con vértices
V(G) = [nl. Se cumple lo siguiente.
(@) SiA € Ag yxa = [lica xi, entonces (I:xa) = (xi :1 € Ng(A)).
(b) Si A es estable y Ng(A) es una cubierta de vértices, entonces Ng(A) es una cubierta de
Vértices minima.
(¢) Si (I:f) = p para algiin f € Sq y algiin p € Ass(1), entonces existe A € Ag tal que
Al < d.
(d) Si A € Fg entonces Ng(A) =V(G)\ Ay (I:xa) ={(xi:1€ Ng(A)).

Demostracion. (a) Sea x© € (I:xa), es decir, x°xa € I = I(G), entonces x°xa = x°x., donde
Xe = | [xee X« para alguna e € E(G) y algliin monomio xP € S. Como Ng(A) es una cubierta de

4Un subconjunto V' C V(G) es estable (o independiente) si no existen dos vértices en V tales que estén unidos por una
arista de G.

SUn subconjunto V' C V/(G) es una cubierta de vértices si cada arista de G es incidente con al menos un vértice de V.
Una cubierta de vértices es minima si cada subconjunto propio de V no es una cubierta de vértice de G.
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vértices, tenemos que e N Ng(A) # (. Seai € e N Ng(A), entonces {i} U A contiene al menos
un par de vértices adyacentes de G, y consecuentemente i ¢ A pues A es estable. Esto implica que
XCxA = XP%e = xi(xij), asf xi | x®xa, notemos que x; no puede dividir a x4, pues i € A, por
lo tanto x; | x. y asi x¢ € (xi : i € Ng(A)). Para la otra contencidn, sea x; € {x; : i € Ng(A)},
es decir, {i} U A tiene al menos dos vértices adyacentes de G e i & A, pues A es estable y existe la
arista e = {i,j} € E(G) con j € A. Entonces x{xa = (XiX; )x®, donde x® = Hk.i/.\ Xk. Por lo tanto
1

Xi € (I : XA). :

(b) Seai € Ng(A). Es suficiente probar que B = Ng(A) \ {1} no es una cubierta de vértices de
G.Como i€ Ng(A)existee € E(G) tal que e C {i}UA donde i & A, pues A es estable. Entonces
XiXq = XeXP para algiin monomio xP = Hk_e A Xx. Necesitamos solo demostrar que BN e = 0.

1

Supongamos BNe # ). Seaj € BUe, comolj#E Ng(A) \ {i}, entonces j € A, pues A es estable.
Como xixa = xex® = x;(xjx?) se sigue que xao = x;x°, y j € A, lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto BU e = () y asi Ng(A) es cubierta minima.

(¢) Escribimos f = Zir:1 Aix€t, donde 0 # A; € Ky x€t € S4 para toda 1, por la Observacion

2.24 tenemos
.

(I:f) = [)(I:x) =p
i=1

y consecuentemente (I : x°*) = p para alguin k. Asi, entonces tenemos que f = xk = x ... x{s.
Como I es libre de cuadrados, podemos suponer que a; € {0, 1} para toda i. Fijamos A ={i: a; =
1}, es decir, f = xa, y notemos que |A| < d, pues Z?:l a; = dy A tiene sélo los i tales que
ai = 1. El conjunto A es estable porque (I: xa) = p & S, ya que si A no fuera estable, entonces
existe e = {i,j} C A,y asi xa = (xix;j)x, para algtin x"y tendriamos que xp € I = I(G), esto
implicarfa que (I: xa) = S, lo cual es una contradiccién.

Ahora demostraremos la igualdad p = (x; : 1 € Ng(A)). Sea x; € p. Entonces podemos escribir
XiXA = XP%p = xi(xij) donde x? = [ Ixea xk. Esdecir, i € Ng(A), asix; € (xi:1€ Ng(A)).

1

Por tanto p C (x; : i € Ng(A)). Para lalotra contencién, sea x; € {x; : 1 € Ng(A)}. Entonces
{i} U A contiene al menos dos vértices adyacentes de G. Asi, xixa = xx. € I, por lo tanto
xi € (I :xa) = p. Como p estd generado por una cubierta minima de vértices de G, entonces por
[19, Lema 6.3.37] obtenemos que N (A) es una cubierta minima de vértices de G. Asi A € Ag.

(d) Primero demostraremos la igualdad Ng(A) = V(G) \ A. Seai € Ng(A). Entonces {i}U A
tiene al menos dos aristas adyacentes y ademds i ¢ A, pues A es estable, por lo tanto i € [n] \ A.
Para la otra contencién, sea i & A, entonces {i} U A tiene al menos dos vértices adyacentes, ya
que A es estable maximo, es decir, existe i € A tal que {i,j} € E(G). Asi i € Ng(A). Ahora,
para mostrar que (I : xo) = (x; : 1 € Ng(A)). Por la igualdad previa es suficiente probar que
(T:xa)={xi:1€ V(G)\ A). Seax® € (I:xa),esdecir, x°xa € I, entonces x°xp = xi(xij),
y asi xi | x“xa. Como i € A entonces x; no divide a x4 y por lo tanto x; divide a x¢, esto implica
que x© € (xq : 1 € [n] \ A). Para la otra inclusién, sea x; € {x; : 1 € [n] \ A}. Como A es estable
maximo, entonces {i} U A tiene al menos dos vértices adyacentes. Asi x; Xa = XeXP, por lo tanto
xi € (I:xa). |

El siguiente Teorema es atin mds general de lo que se presenta en esta tesis. Los autores Delio
Jarmillo y Rafael H. Villarreal presentan este resultado en [12] para un cluzter®, en particular, una
gréfica simple es un Ejemplo de un clutter.

Teorema 2.26. [12, Teorema 3.5] Sea G una grdfica conexa. Si 1(G) no es primo, entonces

v(I(G)) = min{|A]: A € Ag}

Un clutter C es un conjunto finito V junto con una familia E de subconjuntos de V tales que si f1, fo € E, entonces
f1 ¢ f2. El conjunto V se llama conjunto de vértices de C y E se llama el conjunto de aristas de C.
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Demostracion. Para cada A € Ag, entonces por la parte (a) del Lema 2.25 se tiene que (I(G) :
xaA) = (Ng(A)). Asi v(I(G)) < min{|A| : A € Ag}. Para la otra desigualdad, sea f € Sq y
p € Ass(I) tal que (I(G) : f) =p y v(I(G)) = d. Por la parte (c) del Lema 2.25 existe A € Ag con
|A] < dtal que (I(G) : xa) = p. Por lo tanto min{|A|: A € A.} < v(I(G)). O

Observacion 2.27. [12, Corolario 3.6] Del Teorema 2.26 se deduce que v(I(G)) < i(G), donde
i(G) es el niimero de dominacion independiente de G, que es el tamafio minimo de un conjunto
independiente tal que cada vértice que no estd en el conjunto es adyacente a algin vértice de €l.

Definicion 2.28. Un clan de una gréfica G es un subconjunto no vacio C C V(G) tal que C induce
una grafica completa. Una cubierta de clanes de G es una familia ¢ = {Cy, ..., Cs} de clanes de
G tal que para todo v € V(G) existe un clan C € € conv € C. El nimero de cubiertas de clanes
de G, denotado por 8(G), es el nimero minimo de clanes en G necesario para cubrir el conjunto de
vértices de G, es decir,

0(G) = min{|C| : € es una cubierta de clanes de G}.

El resultado siguiente describe la relacién que existe entre el v-nimero del ideal binomial de
aristas J ¢ y su ideal inicial para una grafica cerrada G.

Proposicion 2.29. [11, Proposicién 3.9] Sea G una grdfica cerrada conexa con n vértices y sea Hg
su grdfica inicial. Entonces

v(Je) <6(G) < v(inx(Jg)) =v(I(Hg)).

Demostracion. De la Observacién 2.3 se tiene directamente la igualdad, pues in<(Jg) = I(Hg).
Para la desigualdad 8(G) < v(I(Hg)), sea G # X, una gréfica cerrada. Por el Teorema 2.26 existe
A € Ang tal que v(I(Hg)) = |A]. Sea A = {vq,...,Vv} y definimos B = {wy,...,ws} de la
siguiente manera:

(1) Sivi =xq, para algin a;, entonces Wi = Yy, , donde b; = max{j € n] : {ai, j} € E(G)}.
(2) Sivi =vyp, para algin by, entonces Wi = Xq,, donde a; = min{j € [n] : {j, bi} € E(G)}.

Dado que G es cerrada, se tiene que cada arista {vi, w;} de Hg define un clan C; en G con vértices
[ai, bi]l ={ai, ai+1,...,bi}. Supongamos que € = {Cy, ..., Cs}es una cubierta de clanes de G, es
decir, V(G) = [J;_; V(Gc,). Sea k € V(G). Como G es conexa, existe { € V(G) tal que {k, {} €
E(G). Supongamos que k < £, entonces tenemos que {xy,y¢} € E(Hg). Dado que A € Ay,
tenemos que Ny (A) es una cubierta minima de Hg, existe i € {1,...,s} tal que xx € Ny (vi)
0Ye € Npg(vi). Sixke € Npg, por (2) vi = yu, y {k,bi} € E(G). Por lo tanto, como a; es
el minimo, entonces a; < ky asi k € V(G¢,) = [ai, bil. Siye € Ny (A), por (1) vi = xq,
y {ai, €} € E(G). Ademds, como a; es el minimo y b; es el mdximo, obtenemos a; < ¢ < b;.
Asi, tenemos dos posibilidades para k. Si a; < k < £ < by, implicarfa que k € V(Gc,) y asi
hemos terminado. Si pasara que k < a; < ¢ < bi, nuevamente como G es cerrada, tenemos que
{k,a;} € E(G) y a;y < L. Tterando el procedimiento anterior, como G es una gréfica finita, finalmente
podemos encontrar un clan C; tal que k € V(Gc, ). Con esto probamos la afirmacién e implica que
0(G) < v(I(H)).

Ahora, para la desigualdad v(Jg) < 6(G), sea € = {Cq,..., Cs} una cubierta de clanes de G,
con V(Gc,) = [ai, bi]. Notemos que, como G es cerrada, se tiene que a; < a; +1 < by <
bi + 1 para toda i. Sea e = {r, t} € E(G). Dado que C es una cubierta de clanes, podemos siempre
encontrar clanes, digamos Ci, y Cy,, tal que 7 € V(Gc,, ) yt € V(Gc, ). Ademds i, # i, porque
e = {r,t} € E(G) y existe el camino P+ : 7,by,,bi,41,...,bi,—1,t de 1 a t. Esto demuestra
que, como e = {r, t} ¢ E(G), podemos siempre considerar un camino P, ; de r a t con vértices en
B ={bi,by,...,bs_1}. Asi, B € D.(G) y por el Teorema 2.20 obtenemos

v(J6) < Vi, Jo) =min{B|: B € D(G)) <s—1=l¢/—1
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para cada cubierta de clanes. En particular para 8(G), por lo tanto
v(Je) < vy, Jo) <6(G) =1 <6(G).

Si G = KX,, es una grafica completa, entonces el conjunto de vecinos de x; es una cubierta de vértices
minima de Hg, por el Teorema 2.26 se tiene que v((Hg)) = 1. Ahora, como G es completa, se tiene
que V(G) es un clan y asi V(G) es una cubierta minima de clan 'y 8(G) = 1, y por el Teorema 2.20
v(Jg) = 0. Por lo tanto

v(Je) =0<1=0(G) =v(I(Hg)) =v(inx(Jg)). U

La relacién que existe entre im(G) y v((I(G)) cuando G es una gréfica bipartita ya ha sido
estudiada en [18, Teorema 4.5]. A continuacién se presenta un resultado para la grafica incial Hg de
una grafica conexa cerrada G.

Proposicion 2.30. [11, Proposicién 3.10] Sea G una grdfica conexa cerrada y sea Hg su grdfica
inicial. Entonces

v(ing(Jg)) = v(I(Hg)) <im(Hg) = {g.

Demostracion. Sean {ig,11},{11, 12}, - .,{l¢—1, ¢} un camino inducido mas largoen G y £ = {g su
longitud. Definimos

e1r = {Xi,, Yi, ) €2 = {Xi,, Yinhr - - - €0 = {Xi, 15 Yo}

como su correspondencia inducida en Hg, es decir, es el conjunto de aristas de su correspondiente
grifica inicial Hg. Consideremos el conjunto A = {xi,,Xi,,- - -, Xi,_, } que es un conjunto estable,
pues Hg es bipartita. Probaremos que Ny, (A) es una cubierta de vértices. En efecto, sea e =
{xr,ys} € E(Hg). Debemos probar que ys € Ny (A). Si x, € A, entonces no hay nada que
probar, ya que e = {x;,ys} € E(Hg). Supongamos que x, ¢ A. Siys ¢ Np,(A), entonces
existe un k tal que {x,,yi, } € E(Hg) porque {g = im(G) es el nimero de apareamiento inducido.
Ademds, v > 1,1 ya que de lo contrario tendriamos que {xi, ,,yi, } € E(G) lo que contradice el
hecho que ey, ..., e¢ es un apareamiento inducido, pues {xi, ,,Yi. } € E(G) y e = {x;,ys} serfan
aristas adyacentes. Luego, tenemos dos posibilidades:

(1) Si T < ix < s entonces existe la arista {xi, ,ys} € E(Hg), pues G es cerrada. Asi, ys €
N, (A), una contradiccién.

(2) Siik—1 < r < s entonces existe la arista {xi, ,,Yys} € E(Hg), pues G es cerrada. Asi,
Ys € Ny, (A), una contradiccion.

Por lo tanto Ny (A) es una cubierta de vértices y como A es estable, entonces por el Lema 2.25
inciso (b), Ny (A) es una cubierta minima de vértices, es decir, A € Ag. Entonces, por el Teorema
2.26 y la obeservacion 2.3 sabemos que v(in<(Jg)) = v(I(Hg)) = min{A : A € Ag}y Al = Lg.
Por lo tanto, se concluye que

v(ink(Jg)) = v(I(Hg)) < Al =im(Hg) = {g. O
Con los resultados anteriores obtenemos el siguiente Teorema.

Teorema 2.31. [11, Teorema 3.11] Sea G # K,, una grdfica conexa cerrada y sea Hg su grdfica
inicial. Entonces

v(Jg) < 8(G) < v(in(Jg)) =v(I(Hg)) <im(Hg) = g =reg(S/]Jc) =reg(S/in<(Jg)).
Si G = Ky, entonces 0 =v(Jg) < v(in<(Jg)) =reg(S/Jg) =reg(S/ins(Jg)) = 1.

Demostracién. De la Proposicion 2.29 tenemos v(Jg) < 0(G) < v(ing(Jg)) = v(I(H)). Por la
Proposicién 2.30 obtenemos v(I(H)) < im(Hg) = {g. Por tltimo, del Teorema 1.41 se que tiene
g = reg(S/]g) = reg(S/in4(Jg)). Comparando estos resultados se tiene el resultado deseado.
Ahora, si G = X,,, del Teorema 2.20 se tiene que v(Jg) = 0. Ademds, dado que G es completa,
entonces {xi} C V(Hg) es estable y es una cubierta minima, pues [n] \ {xi} = Ny (xi), entonces
por el Teorema 2.26 v(I(Hg)) = v(inx(Jg)) = 1. Por otro lado, por ser G completa, entonces
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P :1i,jcon{i,j} € E(G) es el camino inducido mds largo de G, entonces {g = 1 y nuevamente por
el Teorema 1.41 se tiene reg(S/Jg) =reg(S/in<(Jg)) = 1. O

Cabe mencionar que los resultados presentados en esta Seccién, suponen que G es una grafica
cerrada y Hg su gréfica inicial con respecto a un etiquetado adecuado. Si el etiquetado no es el
adecuado, entonces in (] g ) puede no representar el ideal de aristas una gréfica bipartita en general.

A continuacién, se muetra un Ejemplo de una gréfica que no es cerrada pero cuyo ideal binomial
de aristas satisface v(Jg) < v(ing(Jg)) < reg(S/Jg). Se ha utilizado Macaulay?2 para calcular
el v-nimero de los ideales binomiales de arista y en su ideal inicial presentados. En general, este
Cédigo calcula el v-niimero de cualquier ideal graduado.

Macaulay? cédigo 1. [11, Cédigo 4.7]
vnumber = method(TypicalValue => ZZ);

vnumber (Ideal) := (I) -> (

L := ass I;

G := apply(0..fL-1,n->gens gb ideal (flatten mingens (quotient (I, Lfn)
\I)));

N := apply(G,i->flatten entries 1i);

F := apply (0..L-1,i->apply (Nfi, x—> if not quotient (I,x)==L#i then O

else x)-setO);
min flatten degrees ideal (flatten F)
)

Ejemplo 2.32. Sea G la siguiente gréfica no cerrada:
1e ® 3

2 e o7 °

AN e

° °
3 5

[ ]
=~

[}
=)

® 10

Notemos que B = {2,3,4,5,7,9} es un conjunto de dominacién conexo minimo, pues para cada
ien]\ B ={1,6,8,10} existe un j € B tal que {i,j} € E(G), a saber, {1, 2},{6, 7},{8, 9},{9, 10} €
E(G). Ademds ningin subconjunto propio B’ C B es un conjunto de dominacién conexo de G y Gg
es una subgrafica conexa inducida de G, como se muestra a continuacion.

20 7

N

°
3

.
4 5

e 9

Por lo tanto, \)]xm(lg) = v.(G) = 6. Ademids, C = {{2,3},{3,4},{5,6},{7,8},{9, 10}} es una
cubierta de clanes minima, entonces 8(G) = 5. Con un célculo en Macaulay2 usando el Cédigo 1
se muestra que v(Jg) = 3 y v(ing(Jg)) = 6. Ademds, como G es un arbol, es a su vez un drbol de
expansion y, por el Corolario 2.22, tenemos

3=v(J6) <5=0(G) <6 =vc(G) =vy,, (Jo) =vlin<(Je)) <7 =reg(S/]c).
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Notemos que, como G no es cerrada , no podemos aplicar el Teorema 2.31. De hecho, la longitud
del camino P : 1,2,3,4,5,6 el cual es el camino inducido mds largo de G es {g = 5, por lo que
lg <y, (Jg)

Para calcular v(Jg) y v(in<(Jg)) usando el Cédigo 1 procedimos como sigue:
il : vnumber = method(TypicalValue => 7Z7);
i2 : Cdédigo 1
02 = FunctionClosure[stdio:3:19-17:1]

02 : FunctionClosure

i3 : R=QQ[x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8,x9,x10,vy1,vy2,y3,v4,v5,v6,v7,v8,
y9,vy10];

o3 = R

03 : PolynomialRing

i4 : I=ideal (xl*xy2-x2%yl,x2xy3-x3*xy2,x3*xy4-x4xy3,x4xy5-x5*y4,
X5xy6-x6xy5, x4*yT7-xT+xy4,xTxy8-x8*y7,x4+xy9-x9xy4,
x9%y10-x10*xy9) ;

o4 : Ideal of R

i5 : J=ideal (x1*y2,x2%y3,x3xy4,x4xy5,x5+y6,x4xy7,x7Txy8,x4*y9,

x9xy10) ;
o5 : Ideal of R
i6 : vnumber (I)
06 = 3
i7 : vnumber (J)
o7 = 6

3. OTROS RESULTADOS

En este Capitulo mostraremos una Proposicién para calcular el v-ndimero de una gréfica r-partita
completa, este es un resultado dado en [11] el cual se demuestra usando principalmente el [17, Lema
2.2] y un Teorema [10] visto en el Capitulo 1, que recordaremos en la Seccién 3.1. Por itlimo,
basandose en los Teoremas obtenidos previamente y algunos ejemplos de la Seccién 3.2, se dard una
Conjetura propuesta en [11] que atn sigue abierta.

3.1. Griaficas multipartitas completas. Sea G una gréfica simple con conjunto de vértices V =
V(G). Si tenemos que

V= |Ve=M]
=1

es una unién disjunta de r subconjuntos, donde V; es la {-ésima parte de V' y fijamos a; = |V¢/,
ademads
E(G) ={{i,j} : paracada i € V, y paracada j € Vi con £ # ('}

entonces G se llama una gréifica r-partita completa, denotada por K, q,,....a,. Reordenando si es
necesario, podemos suponerque a; < o < -+ < Ay Y

—1 e—1 e—1
Vg:{l—l— Z am, 2+ Z Am,...,Qp + Z am}.
m=1 m=1 m=1

Ejemplo 3.1. La siguiente grifica G = Kq 35 es la grifica 3-partita completa con conjuntos de
vértices V =V, UV, U V3, donde V; ={1,2}, Vo ={3,4,5}y V3 ={6,7,8,9, 10}.
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Recordemos el Teorema 1.31 con el cual concluimos la Seccién 1.2, que nos ayudard a probar el
siguiente lema. Este Teorema afirma que si G es una grafica conexa con vértices [n], y W C [n].
Entonces Py (G) es un ideal primo minimo de Jg siy s6losi W = 0,0 W # 0 y paracadai € W
se tiene que ¢(W \ {i}) < ¢(W). En otras palabras, si y s6lo si cadai € W es un vértice de corte de

la grafica G ((n\w)uri}-

Lema 3.2. [17, Lema 2.2] Sea G = Kq,,.. a, con a1 < --- < a, una grdfica r-partita comple-
ta con conjunto de vértices V(G) = | |,_; Ve = [nl. Fijemos s = [{L : a; = 1}|. Entonces, la
descomposicion primaria minima de g estd dada por

Je =Jx, NPss1 NNy,
donde py = (xi,yi : 1€ V) paral =s+1,...,71.
Demostracion. Para cada conjunto no vacio W C 'V, se tiene que

{|VZ\W| §V\V,CW

c(W) =
1 en otro caso.

SiV\V, ¢ W paracada{ > s entonces c(W) = 1, no se cumple la condicién del Teorema 1.31. Sea
i€ W = V\ V,, notemos que i es un vértice de corte de G (v\w)uri}, pues como G es una grifica
r-partita completa, esto implica que para cada v € V; existe {i,v} € E(G), ademas V\ W = V,,
por lo tanto G (y\w)ugi} tienes menos componentes conexas que Gy, y asi por el Teorema 1.31
tenemos c(W\ {i}) = 1 < ¢(W) = |V,| con { > s, entonces Py, y, (G) es un primo minimo de Jg
y por lo tanto es un primo asociado de Jg, paral = s + 1,s + 2, ..., r. También notemos que las
componentes conexas de Gy, son sélo los vértices de Vi, pues {i,j} & E(G) para toda i,j € V¢, es
decir, Py\v, (G) =p¢ = (xi,Yi : 1 € V¢). Por lo tanto, del Teorema 1.27

Jo= Pw(G):P@(G)ﬁ( N pe):hnmpsﬂﬁ...mpr_ O

wcCcVv l=s+1

Proposicion 3.3. [11, Proposicion 4.2] Sea G = K, ... a, con a; < --- < a, una grdfica v-partita
completa con conjunto de vértices V = [_|£:1 V, = [n]. Entonces

g ) 1 siap =1
v =
:qu,...,ar 2 otro caso

Demostracion. Supongamos que a; = 1. Como Kq, q,,....a, €S T-partita completa, entonces V; =
{v1} es un conjunto de dominacién conexa pues G es r-partita entonces v es adyacente a todos
los vértices de V' \ Vi, ademds Gy,,} es conexo, y como 1 = a; < as < ... < a,, enton-
ces |Vi| es la minima cardinalidad de los conjuntos de dominacién conexa, asi del Teorema 2.20
Vi Uy o) = Ye(Kara,) = 1. Ademds 0 < v(Jac,, ..) < Vig, U, o) = L pero
como Jx, . moesprimo, entonces v(Jx, . ) # 0, porlo tantov(Jx, =1.

ey @ ar/ 7 P PR YRR YA RNay .., ar)
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Ahora, supongamos que a; > 1. Por el Lema 3.2 los primos minimos de Jx, ., sonJx,y
pe = (xi,yi:1 ¢ Vp) paral = s +1,...,7. Como los generadores de Jx, . son los binomios
de la forma x;y; — X;Yi, entonces no puede haber un elemento f € S¢ tal que (Jac,, ., :f) = pe,

pues los generadores son de grado dos. Por lo tanto, de la definicién de v-nimero, tenemos que

2< vy (Jxca, o)y paratodal=s+1,...,1.

,,,,,

Ademds, notemos que como K, . o, es r-partita completa, entonces paracadai,j € V se tiene
que {i,j} € E(G) es un conjunto de dominacidin conexa parai € Vy yj € Vg con { #£ £’. Dado que
a; > 1, entonces no hay ningtn vértice de grado n — 1, es decir, existe al menos un vértice, digamos
v € Vtalque {i,v} € E(G) o {j,v} € E(G), asi {i, j} es un conjunto minimo de dominaci6in conexa,
esto implica que y¢(Xq, ... a,) = 2. Por lo tanto, nuevamente del Teorema 2.20 obtenemos

QT) = YC(:Kal,...,ar) =2. ]

3.2. Otros ejemplos. Concluiremos este Capitulo con otros ejemplos que muestran la necesidad
de considerar graficas cerradas G para que el Teorema 2.31 se cumpla, pero también podremos
notar que motivan una Conjetura del v-nimero de una grafica no necesariamente cerrada, a saber, la
desigualdad v(Jg) < v(inx(Jg) < reg(S/Jc).

Ejemplo 3.4 (Grafica cerrada). Sea G la siguiente grafica cerrada,

3
.

JING LS

le e — o

NVEERN

El ideal binomial de aristas de G es
Je = (x1Y2 — X2Y1,X1Y3 — X3Y1, X2Y3 — X3Y2, X2Ys — X4Y2, X3Y4 — X4Y3, X4Y5 — X5Y4,
X5Ye6 — X6Ys5,X5Y7 — X7Y5,X6Y7 —X7y6> C Klx1,..., %7, Y1, ..., Y7l

Uno de los caminos mas largos inducidos por Ges P : 1,3,4,5,7 con longitud £ = 4. Como G es
cerrada, del Teorema 1.41 tenemos que reg(S/Jg) = reg(S/in<(Jg)) = 4. Por otro lado, notemos
que C = {{1,2,3},{2, 3,4},{4, 5}, {5, 6, 7}} es una cubierta de clanes minima, entonces 0(G) = 4.
Del Teorema 2.31 tenemos 4 = 0(G) < v(in<(Jg)) < reg(S/Jg) = 4, porlo tanto v(ing(Jg)) = 4.

Ademis, un CDS de cardinalidad minima es {3,4,5} C [7], entonces y.(G) = 3, es decir,
Vi, (J) = 3. Por tltimo, si K = Q con el Cédigo 1 obtenemos que v(Jg) = 2. Por lo tanto

2=v(Jg) <vlinc(Jg)) = 0(G) = lc =reg(S/Jc) =reg(S/inx(Jg)) = 4.

Ejemplo 3.5 (Gréfica no cerrada). Consideremos la siguiente grafica no cerrada con seis vértices.

N
N
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El ideal binomial de aristas de G estd dado por
Ja =<X1y2 — X2Y1,X2Y3 — X3Y2, X3Ys — X4Y3, X4Y5 — X5Y4, X5Y6 — X6Y5, X2Ye — X6y2>
Q K[Xl,. .. ,Xﬁ,yl, e 796]-

Si K = @Q, usando el Teorema 2.20 y el cédigo 1, obtenemos
v(Je) =2 <3 =v(inx(Jg)) = vy, (Jc)

reg(S/Jg) =3 =reg(S/in<(Jg)).

Como vimos con las gréficas cerradas y en el Ejemplo 2.32, la desigualdad v(Jg) < v(in<(Jg) <
reg(S/J ) es vdlida. Es natural preguntarse entonces, ;se cumple la desigualdad

v(Jg) < v(ing(Jg) <reg(S/Jc)

en algiin caso més general? Esta es una pregunta abierta propuesta por Delios Jaramillo y Lisa Seccia
[11], y se Conjetura que la respuesta es afirmativa. Esta Conjetura toma mas fuerza con algunos
resultados y ejemplos del siguiente Capitulo.

4. EL v-NUMERO DE GRAFICAS CICLICAS. PERSPECTIVAS

En este Capitulo recopilamos algunos ejemplos del articulo [11] sobre el v-nimero de graficas
ciclicas’ y que motivan una Conjetura [11, Seccién 4.3] sobre el v-nimero de este tipo de graficas.
Esta Conjetura nos dice que si G = C,, es un ciclo de orden n, entonces

Vig, Jen) =v(e,) =vling(Jc,)) =n—2=reg(S/]c,) =reg(S/in(Jc,)).

Se muestran algunos resultados que dan soporte a la conjetura, los cuales pudimos demostrar
basandonos principalmente en Teoremas de [11, 12, 15, 18].

Haciendo uso del Cédigo 1 podemos verificar que para toda grafica conexa con 4 y 5 vértices, se
satisface la desigualdad de la Conjetura del final de la Seccién 3.2, es decir, v(Jg) < v(ing(Jg) <
reg(S/Jg). Esto lo podemos ver en las siguientes tablas donde cada triada de niimeros representa

(v(Je),v(in<(Jg),reg(S/Jc))-

Graficas conexas con 4 vértices
1 4 1 4 1 4 1 4
[ ] [ ] [ ] [ ] e — o e ——M o
e —— o [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
3 2 3 2 3 2 3
(2,3,3) (1,2,2) (2,3,3) (1,1,2)
1 4 1 4
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
2 3 2 3
(2,2,2) (0,1,1)

TUna grdfica ciclica o simplemente un ciclo de orden m > 3 es una grafica en que los vértices se pueden enumerar en un
orden vi,va,..., vy tal que las aristas son las {vi,vi 1} donde i = 1,2,...,n — 1, mds la arista {vy, v1 }.
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Algo que podemos notar en las tablas anteriores, es que para los ciclos G = C4, Cs de orden 4
y b respectivamente obtenemos las igualdades v(Jg) = v(in<(Jg) = reg(S/Jc). En el siguiente
ejemplo, podemos verificar que estas igualdades se satisfacen.

Ejemplo 4.1. Sea Jc, el ideal binomial de aristas del ciclo de orden 6.

VamN
\__/

Usando el Teorema 2.20 y el Cédigo 1 obtenemos
Vi, Jeg) =v(Jce) = vlin(Jcg)) = 4 =reg(S/Jcs) = reg(S/in<(Jc,))-

Similarmente, para C7
1
[ ]
. / \ .

5.\;/.4

VIK7 (JCG) :v(IC7) :V(in_<(ICG)) = 5 :reg(S/IC7) :reg(s/in-<UC7))-

Estos calculos, mas los obtenidos antes para C4 y Cs sugieren que, para cualquier ciclo C,, con
n > 4, se tiene que

Vix, Jen) =v({Je,) =vlinz(Je,)) =n—2=reg(S/]c,) =reg(S/in<(Jc, ).

A continuacion, se presentan algunos resultados que dan soporte a esta conjetura. Sin embargo, para
la primera igualdad de esta cadena, hemos encontrado un contrajemplo 4.10, el cual se muestra
posteriormente. Como primer lugar, se dardn resultados que son nuestra aportacién a este tema de
investigacion.

obtenemos

Observacion 4.2. Consideramos sélo ciclos de orden 1 > 4 pues notemos que si n = 3 entonces
C3 = K3 y del Teorema 2.20 sabemos que v(Jc,) = v(Jx,) = 0, lo cual no cumple lo sugerido
antes. No consideramos n = 1, 2 ya que no son ciclos, en su defecto, son graficas completas y por
lo tanto v(Jx,) = v(Jx,) = 0.
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Proposicion 4.3. Sea G = C,, un ciclo de orden n > 4. Entonces v(Jc,) <n—2=vy, (Jc, )

Demostracion. Si G = Cy, es un ciclo, y V(C,,) = [n] su conjunto de vértices. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que i; < i < -+- < in_1 < i, tal que {is,1is41},{i1,in} € E(Cp)
paratoda 1 < s < n— 1. Consideremos el siguiente subconjunto Ty ={i,...,in_2} C [n], el cual
es el CDS con cardinalidad minima. Basta probar que T{ = T; \ {is}, para todo is € Ty, ya no es
un CDS. En efecto, yaque siis € T,cons # 1,n — 2 entonces T{ = T \ {is} no es un CDS pues
Gt/ no es conexa. Si s = 1 entonces no existe un is» € T’ tal que {is/,in} € E(G). Similarmente,
si s = n — 2 entonces no existe un iy, € T{ tal que {is/,in_1} € E(G). Por lo tanto T; es un
CDS de cardinalidad minima, es decir, y.(Cy,) = n — 2, asi por el Teorema 2.20 obtenemos que
Vi, (Je,) =n —2, esto implica que v(Jc,) < vy, (Je,) =n—2. |

Proposicion 4.4. Si G = C,, es un ciclo de ordenn > 3. Entoncesn — 2 < reg(S/Jc,) <n—1

Demostracion. Consideremos el camino P : i3,12...,11—1 que es el camino inducido més largo
de C,,. En efecto, pues cualquier subcamino de P es también un camino inducido pero ya no es el
mds largo, y P’ : i1,12,...,1n_1,1n €s un camino mds largo que P pero no es inducido ya que
Grt, = Cn,con Ty = {i1,12,...,in_1,in}. Es decir, {g = n — 2, por lo tanto, del Teorema 1.41
obtenemos que n — 2 < reg(S/Jc,) <n—1. |

En la Proposicién 4.4 obtuvimos que n — 2 < reg(S/Jc, ) < n — 1, sin embargo, nos gustaria
que reg(S/Jc, ) = n — 2. Kazunori Matsuda y Satoshi Murai proponen [15, Conjetura 3.10] que
sireg(Jg) = n entonces G es un camino de longitud n — 1. Si dicha Conjetura es cierta, entonces
tendriamos también el resultado deseado.

Por otro lado, como vimos con la graficas cerradas, el ideal inicial (con respecto al orden lexi-
cografico) de J g para una grafica cerrada G coincide con el ideal de aristas de una grafica bipartitaH g,
a la que denominamos grafica inicial. Similarmente, si ahora G = C,, es un ciclo de orden n > 4,
entonces su ideal inicial, con respecto al orden lexicogréfico, también coincide con el ideal de aristas
de una gréfica bipartita Hg respecto a un etiquetado adecuado. Asi, tenemos el siguiente resultado.

Lema 4.5. Sea G = C,, un ciclo con vértices [n] de orden n > 4 con conjunto de aristas
E(C,) = {{Qk, 2%+ 21,2k — 1,2k +1}: 1 <k < % - 1} U {{1,2},{n— 1,n}}

Si L es par; o conjunto de aristas
n—3
E(C,) = {{2k, M+ 2,2k —1,2k+1}:1 <k < T} U {{1, 2, (n — 1,n}}
sines impary Hc, su grdfica inicial. Entonces A = {Yj,Va,,...,Va,,Xi} € An, es de cardi-
nalidad N — 2, donde j = 2,3, cada v es uno de los vértices de las aristas disjuntas en Hc, y con
i=n—-2n—1

Demostracion. Sea Hc la gréfica inicial de C;, y notemos que independientemente de la paridad
de n, por las definicién del conjunto de aristas de C,, todas las aristas en Hc, son disjuntas a
excepcion de {x1, Y2}, {X1,Ys} Y {(Xn—1,Yn}, {Xn—2,Yn}. Seael conjunto A ={y;, Va,,-..,Va,,Xi}
donde cada v, es uno de los vértices de las aristas disjuntas en Hc, , es decir, para toda s tenemos
que Vg, 7# X1 Y Va, 7 Yn. Notemos que como hay n — 4 aristas disjuntas, entonces hay n — 4
vértices v, mds los vértices xi,yj, asi la cardinalidad de A esn — 2.

Abhora, por las definicién de las aristas E(Cy, ), para toda vq ,vq, € A, cons # 1, se tiene que
{Va,,Va,} € E(Hc, ), ademds tenemos que X; y y; no son adyacentes con ningin vértice de A.
Entonces A es un conjunto estable. Por tltimo, consideremos Ny (A) = {x1,Uq,, ..., Ua,,Yn}
Como Hc,, es bipartita, entonces los vértices 14, cubren las aristas {vq_, uq,} € E(Hc, ), el vértice
x1 cubre las aristas {x1,y2} y {x1,ys}, mientras que el vértice y,, cubre las aristas {xn_1,Yn}y
{Xn—2,Yn}. Asi Nyy._(A) es una cubierta de vértices y por inciso (b) del Lema 2.25, se tiene que
Ny, (A) es cubierta minima, por lo tanto A € Ay . O
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Proposicion 4.6. Sea G = C,, un ciclo con vértices In] de orden n > 4 con conjunto de aris-
tas como en el Lema 4.5y Hc, su grdfica inicial. Entonces, con respecto al orden lexicogrdfico

v(ing(Je,)) =n—2

Demostracion. Consideremos el conjunto A = {ys, X2, ..., Xn—3, Xn—2}. Por el Lema 4.5 tenemos
que A € A yademds |A| =n —2.SeaA’ = A\ {vjconv € A. Notemos que A’ & Ac,,
pues Ny (A’) ya no cubierta porque existe al menos la arista {v, u} de Hc  que no la cubren los
vértices de Ny (A’), pues u & Ny (A’), es decir, A es un conjunto de cardinalidad minima
tal que A € Ay . Por lo tanto, como I(Hc, ) = in4(Jc, ) y del Teorema 2.26 obtenemos que
v(in<(Jc,)) = n — 2, como se queria. O

Ejemplo 4.7. El etiquetado propuesto en la demostracion del Lema 4.5 es como el ciclo C7 del
Ejemplo 4.1. La gréfica inicial Hc,, que le corresponde a este ciclo es:

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [} [}
[ ] o o o o L ] L ]
Y1 Y2 Y3 Ya Ys Ys Yz
donde, el ideal inicial de Jc, es
in<(Jc,) = I(He,) = (x1y2, X2Ya, XaYs, X1Y3, X3Y5, X5Y7, X5Y7)-
Un conjunto estable de cardinalidad minima estd dado por A = {y2,Y4,Ys,Ys, X5} Y Np, (A) =

{x1,X2,%3,X4, Y7} que es una cubierta (minima). Asi A € Ay _,y por lo tanto v(in(Jc,)) = 5.

Teorema 4.8. [18, Teorema 4.5] Sea G una grdfica bipartita con conjunto de vértices In] = XUY
tal que XNY = () y con 1(G) el ideal de aristas de G. Entonces v(1(G)) < im(G). Ademds, tenemos
v(I(G)) < reg(S/1(G)).

Demostracion. Sea X1 C Xtalque Ng(X1) =Ng(X)y
Xq| = min{IX"] : X" € X'y Ng(X') = Ng(X)}.

Entonces, como X; es un conjutno estable en G, pues X lo es por ser G bipartita, y Ng(X) es una
cubierta minima de vértices de G, y asi por [18, Teorema 2.3] tenemos que v(I(G)) < |X;|y del
[18, Teorema 4.4] obtenemos

v(I(G)) < X1l < im(G).

Por lo tanto, de [14, Lema 2.2] y [7, Teorema 2.1] tenemos
V(I(G)) < im(G) < reg(S/1(G)). U

Corolario 4.9. Sea G = C,, un ciclo de orden n > 4 y conjunto de aristas como el Lema 4.5.
Entonces, respecto al orden lexicogrdfico

n—2 <reg(S/ing(Jc,))-
Demostracion. Sea Hc, la gréfica inicial de C;,. Como Hc, es bipartita, entonces del Teorema

4.8 se sigue que V(I(Hc,,)) < reg(S/I(Hc,,)), ademds se tiene que in<(Jc,,) = I(He,) ydela
Proposicion 4.6 v(in<(J ¢, )) = n — 2. Por lo tanto

n—2 < reg(S/in<(Jc, ). O

Como vimos en la Proposicién 4.3, v(J ¢, ) < n—2. Sélo bastarfa probar que n—2 < v(J ¢, ) para
poder verificar el v-nimero de gréaficas ciclicas. Sin embargo, haciendo uso del cédigo 1, y como lo
mencionamos anteriormente, hemos encontrado un Contragjemplo para esto, el cual se describe a
continuacion.
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Ejemplo 4.10 (Contraejemlpo). Sea G = C,, conn = 9.

El ideal binomial de aristas de la gréfica es

Jco =<X1y2 — X2Y1,X2Y4 — X4Y2,X3Y5 — X5Y3, X4Ys — X6Y4, X5Y7 — X7Y5,X6Ys — X8Ye, X7Yg — X9y7,

X8Y9 — XgYs, X1Ys — X3Y1).

Con el Cédigo 1 se verifica que v(Jc,) = 6 # 9 — 2, esto es,
il : vnumber = method(TypicalValue => ZZ);
i2 : Cdédigo 1
02 = FunctionClosure[stdio:3:19-17:1]

02 : FunctionClosure

i3 : R=QQI[x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8,x9,x10,y1,v2,vy3,vy4,v5,vy6,y7,v8,
v9,y10];

o3 = R

03 : PolynomialRing

i4 : I = ideal (x1*y2-x2+*y]l,x2xy4-x4*xy2,x3xy5-x5%xy3,x4xy6-x6*y4,
x5*%yT-xTxy5,x6xy8-x8*y6,x7Txy9-x9xy7,x8xy9-x9%y8,
x1xy3-x3%yl);

o4 : Ideal of R

15 : vnumber (I)

o5 : =6

Con los resultados de esta Seccién obtenemos el siguiente Teorema.

Teorema 4.11. Sea G = C,, un ciclo con vértices [n] de orden n > 4y Hc, su grdfica inicial.
Entonces,

V(Je,) <V, Je,) =vling, (Je,)) =n—2 <reg(S/]c, ) <reg(S/ing (Je,))-

Demostracion. La primera desigualdad se sigue de la Proposicion 4.3, la igualdad es implicacion de
la Proposicién 4.6, la pentltima desigualdad se tiene por Proposicion 4.4 y la dltima desigualdad se
sigue del Corolario 4.9. ]

Como pudimos notar en el Contraejemplo 4.10, la Conjetura que trabajamos no se cumple para
n = 9. Més atin, muy recientemente, Deblina Dey, A. V. Jayanthan y Kamalesh Saha [2] estudiaron
el mismo problema de gréficas ciclicas pero bajo otra perspectiva. Ellos demuestran que, [2, Coro-
lario 4.10], para toda 1 se cumple v(Jc, ) < [2}].

De la Proposicion 4.3 y [2, Corolario 4.10], se verifica el siguiente corolario.
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Corolario 4.12. Sea G = C,, una grdfica ciclica. Entonces

Je) < n—2 si4<n<8

v X

Cn 207 sin> 9.

Demostracion. De la Proposicién 4.3 tenemos que v(J ¢, ) < n—2y de [2, Corolario 4.10] tenemos

v(Je,) < [B]. Pa;a n = 4,5 se tiene que n — 2 < [21], paran = 6,7, 8 la igualdad se cumple,
n

es decir, n — 2 = [2] y paran > 9 obtenemos [3] < n — 2. O

De igual manera, en [2] se conjetura que v(J¢c, ) = [27"1 ,paran > 6. Al combinar esta conjetura
con la que hemos estado trabajando a lo largo de este Capitulo, podemos formular una Conjetura
mds general.

Conjetura 4.13.
Sea G = C,, un ciclo de orden n. Entonces
0 sin=3
v(Je,)=(n—2 si4<n<8
28] sin>9.
Con lo estudiado en este Capitulo podemos notar que la Conjetura citada al final de la Seccién 3.2
se sigue cumpliendo y la cual sigue abierta.
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Conclusion. Este trabajo tuvo como objetivo estudiar el v-niimero de ideales binomiales generados
por aristas J g del anillo de polinomios K[x1,...,Xn,Y1,...,Yn] asociados a una gréfica simple G.
Los principales resultados fueron:
= El Teorema 2.20, el cual calcula el v-nimero de Jg localmente en uno de sus ideales primos
minimos Jx_ . Este Teorema implica directamente una cota superior para v(Jg), es decir,
v(Je) <vyy, (Jo).
= El Teorema 2.31, el cual afirma que si G es una grafica cerrada conexa, obtenemos

v(Je) < 8(G) < v(ing,, (Jg)) <reg(S/]g) =reg(S/in<, (Je)),

donde 6(G) es el nimero de cubierta de clanes.

= La Proposicién 3.3, la cual nos dice explicitamente el valor del v-niimero de Jg cuando
G =X4g,,...,a, €s una grafica r-partita completa.

= La Conjetura propuesta por Delio Jaramillo y Lissa Seccia sobre graficas ciclicas, propuesta
[11] es falsa. El Contraejemplo 4.10 lo verifica.

» El Teorema 4.11, el cual nos da una cadena de desigualdades para el v-niimero de ] cuando
G = C, es una gréfica ciclica de orden n > 4. Este resultado es nuestra aportacion a este
tema de investigacion.

Estos resultados inspiran a una Conjetura para graficas simples mds generales, esta es,
v(Jg) < v(inz(Jg)) <reg(S/Jc)

para graficas no necesariamente cerradas o ciclicas.

Trabajo a futuro: Como trabajo a futuro se propone seguir trabajando en la Conjetura 4.13, ademas
de la Conjetura citada en la Seccién 3.2.
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