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CAPÍTULO I 
ANTECEDENTES 

El fenómeno de Difusión ha  sido  modelado  por  movimiento  Brownian0 y por  la 

ecuación  de  difusión, que es una  ecuación  diferencial  pambólica. Sin embargo,  ,varios 

autores  han  propuesto  estudiar  la  difusión  mediante  ecuaciones  cinéticas  hiperbólicas,  de- 

bido  a  que  argumentan que la  descripción que proporciona  la  ecuación  parabólica  para  este 
fenómeno  permi te   una  "velocidad  de  propagación  infinita".  La  denominada  ecuación del 

telegrafista  es una  ecuación  diferencial  hiperbólica. &Sta,  es u n a  de  las  ecuaciones más 

simples  que  sean  propuesto,   con  una  wlocidad de  propagación  acotada,  para el estudio  de 

la  dijusión. En  este  primer  capítulo  resumimos  algunas  deducciones  macroscópica.s  de  las 
ecuaciones  de  transporte  hiperbólicas.  Cada  una  de  ellas  ilustra un aspecto o aplicación 

diferente  de  dichas  ecuaciones. Por otro  lado,  también  discutimos  algunas  cuestiones  rela- 
cionadas  con  la  llamada  ecuación del telegmjista. 

1.1  LA E C U A C I ~ N  DE D I F U S I ~ N  

E n  primer  lugar,  y sólo por  completez,  repasaremos muy brevemente  algunas cal.ac- 

terísticas de la ecuación de difusión, que es  de tipo  parabólico. 

Una  deducción  común cle l a  ecuación de difusión  estii basada en la ecuación 

fenomenológica  conocida  como  ecuación de Fick, clue relaciona el flujo  de  materia  a travks 

de  una  superficie, con un gradiente de concentración a través cle esa  superficie. E71 wLa 

dimensión, si c(z, t )  es la concentración de alguna  substancia en un punto z al tiempo 1 y 

J ( z ,  1)  es  el  flujo  correspondiente a través de aquél  punto, l a  ecuación clc Fick sc csp~xtsa 

COTtlO, 

D C  

an: J(z,t) = -D-. 

12x1 el espacio  homogéneo, D se considera como constante y es conocida  como  const.ant'c dc 

difusión. La combinación cle l a  ecuación de Fick y la ley clc conservacibn 

Bc D J  
-+"=O 
a t  63: 

(1.1.2) 
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es equivalente a la  ecuación  de difusión 

d C  a'c - = D- 
at 8x2 

(1.1.3) 

La solución a esta  ecuación  con  condiciones  iniciales c (x ,  t )  = mS(x - xo), calculada  por 

alguna de las  numerosas  técnicas  disponibles,  se  tiene  que  es  la  Gaussiana, 

(1.1.4) 

La forma  de  esta  solución  muestra que cuando t > O la función c(z, t )  es  positiva  para 

cualquier  valor  de x. Cuando  pensamos  en  transporte  de  partículas  esto  signdica  que el 

modelo  de  difusión!  al  menos  matemáticamente,  permite  la  posibilidad  de  que  las  partículas 

viajen a velocidades  arbitrariamente  grandes. Más adelante,  mencionaremos  por  qué es 

incorrecto  aplicar la solución (1.1.4) para  describir  el fenómeno de difusión a cualcpiel- 

tiempo t > O. 

Quizá  la  generalización  más  simple a la  ecuación  de  difusión  que aún retiene 

propiedades  difusivas  importantes pero  que está  caracterizada  por  una  velocidad  de  propa- 

gación  acotada,  es la llamada  ecuación del telegrafista.  Esta  ecuación fue prirncrarncntc 

considerada  por  Lord  Kelvin  como  parte  de un análisis de l a  distorsión y clisipación dc 

ondas  electromagnéticas  en  una  línea  telegráfica. El análisis de Kelvin fue motivado  por 

problemas  que  surgieron  en  el  diseño del primer  cable  transatlántico.  En  una  dimensi6n, 

la ecuación  del  telegrafista  es 
a2c 1 ac 2 8% -+"=v - 
at2 7 at 0x2 ' (1.15) 

donde v y r son  constantes  positivas  teniendo  las  dimensiones de velocidad y tiempo, 

respectivamente. Esta ecuación  tiene  propiedades  que  son  parcialmente  onclulatorias y 

parcialmente  difusivas. La ecuación de onda  corresponde al límite r + c m ,  u finita, y l a  
ecuación de difusión a IOU limites r -+ O ,  v -+ m, sujeta a la  condición  auxiliar v'r - U ;  
11) tiene las dimensiones  de  una  constante cle clifusión ( C ~ L ~ S - ' ) .  
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1.2 DEDUCCIONES MACROSC~PICAS DE LA E C U A C I ~ N  DEL TELE- 

GRAFISTA 
La ecuación  del  telegrafista puede ser  deducida  de  varias  maneras. En  esta sección 

describiremos  brevemente  cuatro  deducciones  a nivel macroscópico  de  la  ecuación del tele- 

grafista  y su solución  en  el  espacio  libre.  Cada  una de ellas  ilustra  diferent,es  aspectos o 

aplicaciones de la  ecuación. Para mayor  detalle  referimos  al  lector  al trabajo de hlasoliver 

y IVeiss [I]. 

La primera  deducción de la  ecuación del telegrafista,  siguiendo a Lord  Kelvin.  está 

basada  en un estudio  de  la  transmisión de ondas  electromagnéticas en cables.  Supongamos 

que un par de líneas de transmisión  tienen un voltaje V(z,  t )  aplicado,  y una corriente 

*I(Z,  t )  fluyendo  a  través  de  ellos. La  combinación de la ley de  Ohm  y  las  leyes  de 

Kirchhoff  conducen a la  ecuación, 

dI dV 
at dz 

L-+RI+---=O 

mientras  que  la  conservación  de  la  carga  implica la ecuación, 

dV d l  
dt dz 

C - + G V + - = O  

(1.2.1) 

(lL2.2) 

donde I, es la inductancia, It la resistencia, C la capacitancia y G la conductancia de salicla 

por  unidad  de  longitud. 

Las  ecs. (1 .2 .1)  y (1.2.2) pueden ser  combinadas  en  una  sola  ecuación  para I o para 

V ,  que tiene  la  forma 

8' I 81 a' I 
at2 at DX' 

LC-+(RC+LG)-++GI=-  (1.23) 

clue es la ecuación del telegrafista en la forma dada  por Heaviside [2]. Esta últirna  ecuacicjn 

tiene  una  forma  ligeramente  distinta de la ecuación (1.1.5) pero puede ser transforn~acla 

y p puede ser  igual a R / L ,  o bien  igual a C / C ,  para  eliminar el término fZGI del l a c l o  



La pregunta  original  planteada  por  Kelvin fue  cómo  elegir  el parámetro  de la impedancia 

para  'asegurar  que  una  señal  eléctrica se transmitiera  sin  distorsión. El análisis  de  este 

problema  está  basado  en  una  nueva  trasformación  de la ec.(1.2.3).  Para  este  propósito 

definimos una nueva variable dependiente  por 

Esta función  satisface 

1 R G  
J = I e x p  [-- 2 ( r,+c ) 

d 2 J  2 d 2  J 
at2 

p J = v  - 
dX2 

" 

donde el parámetro p esta  dado por 

t1 . (1.2.4) 

(1.2.5) 

(1.2.6) 

Cuando las impedancias  son  muy  "picucla~"  tales  que p = O ,  la ec.(1.2.5) se reduce a la 

ecuación  de  onda, 
a2 J a2 J 
at2 
- = u'L- 

8x2 
caso  en el que la corriente I se propaga  como  una  onda  amortiguada  pero  sin  distorsionarse. 

Así, la solución  general  para la corriente I(z ,  t )  es 

I(x, C) = exp -- - + - t [+(X + vt) + $(x - vt)] [ ;(E Z)] (1.2.7) 

donde las funciones 4(u) y +(u) están  dadas  por las condiciones  iniciales  de l a  corricn- 

te. Este  resultado  es  import,ante  para la telegrafía  debido a que  muestra clue cuando l a  
impedancia es tal clue se satisface RC = LC' de tal  manera  que 11 = O ,  en la ecuaci6n 

(1.2.5), la onda  viajera  mantiene  su  forma  inicial,  excepto  por el  hecho de clue es  amor- 

tiguada  exponencialmente  en el tiempo. La  dificultad  práctica clue representa el f x t o r  

de  amortiguamiento  en la ec.(1.2.7) puede  ser  superacla  por el uso de amplificaclorcs clis- 

tribuidos a lo largo clel cable. En el caso de cables  submarinos  largos la inc1uctarlc:ia 1 1 0  

tiene  efectos  sensibles,  por lo que conclujcron a Kelvin a deducir la ec. (1.2.3) con /, = O .  
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donde D = l/RC. Esta  última  ecuación es justo  la  ecuación  de  Difusión  para a(z,  t ) .  Sin 

embargo, hay deducciones  alternativas  que  conducen a una  ecuación  del  telegrafista.  Como 

un ejemplo, un enfoque  puramente  fenomenológico  sobre  el  cual  uno  puede  sustentar  una 

deducción,  es  la  generalización no local  en  el  tiempo de la ley de Fick,  (escrita  en  una 

dimensión  para p(5, t ) )  , 

(1.2.8) 

donde p ( x ,  t )  es  la densidad  de  probabilidad  para la posición de una  partícula al tiempo t .  

Derivando (1.2.8)  parcialmente  con  respecto a t obtenemos: 

(1.2.9) 

o bien, 
dp dvJ 
dz at 

J = - v  T - - T - .  

La combinación  de  esta  ecuación  con  la ley de  conservación (1.1.2)  escrita en tdrminos c lc  

P(., t )  1 

ap 6J -+"=O 
at d z  

inmediatamente  conduce a una  ecuación del telegrafista  para p(z, t ) ,  

Si definimos 

la ecuación  (1.2.10) se puede  escribir en manera  ligeramente  distinta, a saber, 

(1.2.10) 

(1.2.1 1 )  

(1.2.12) 

Esta ecuación ser& objct.0 de estudio  en los siguientes  capítulos. De hecho, se cliscutirA lit  

validez  de esta  ecuación en  dos (y tres)  dimensiones. I M e  estudio  estartí enrnarcaclo clcIlt1.o 

del  proceso  de  difusión en  sólidos  cristalinos. 

Nuestra  tercer  deducción de la  ecuación del telegrafista no involucra  hipótesis clc 

naluraleza  fenornenológica y es consecuencia  directa cle combinar las ecuaciones  de hlaswcll 

para u11 meclio homogéneo: 



donde E y H son los campos  eléctrico y magnético!  respectivamente; ,u es la constante 

de  permeabilidad, E la constante  de  permitividad, a densidad  superficial  de  carga y p la 

densidad  volumétrica  de  carga. Estas ecuaciones dan  lugar a la ecuación  del  telegafista 

tridimensional  para  el  campo E: 

o bien en  una  dimensión  tenemos, 

donde v = 1/@ y D" = p .  

Se han  propuesto  otras  deducciones  de la ecuación  del  telegrafista.  En  un  análisis cle 

la transmisión  de  luz  en  un  medio  dispersor  múltiple,  Ishimaru  ha  deducido la ecuación  del 

telegrafista  como  una  aproximación a una  ecuación  de  transporte  más  complicada [3]. 1311 
el  capítulo 4, discutimos  algunos  aspectos  relacionados  con  esta  última  referencia.  Para 

finalizar  este  párrafo,  mencionemos  algunas  características  de la solución de la ecuación 

del telegrafista  en  el  espacio  libre.  Una  solución  de la ecuación (1.2.10) puede  obtenerse 

por  medio  de  una  transformada de Laplace-Fourier (L - F ) .  Antes  de  dar los detalles de 

la solución para p(x, t ) ,  es  necesario  especdicar las condiciones  iniciales.  Una  observaci6n 

importante  es clue la ecuación 

(1.2.10) 

es  de  segundo  orden  en el tiempo, lo que  requiere  de dos condiciones  iniciales para  deducir 

una  solución  única. Ya que la ecuación del telegrafista  es  lineal, la solución  correspondiente 

a la condición  inicial más general p ( x ,  t )  = po(x), se ericuentra en términos de la solución 

con p(x, O) teniendo la forma  de  un  pulso  en  un  punto  arbitrario :co: 

p ( x ,  O )  = 6(z - To) .  (1.2.13a) 

La solución para p ( x ,  t )  sujeta a esta condición  inicial  específica ser& tlcnotada por 

p ( x ,  I lxo ) .  La solución más general  de la ecuacicjn del telegrafista se encuentra por i n -  

tegración sobre todos los valores  de xo: 
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J - - x ,  

Debido  a la segunda  derivada  temporal  que  aparece  en la ecuación  del  telegrafista  debe 

imponerse  una  segunda  condición  inicial 

Obtenemos la solución  de la ecuación  del  telegrafista  en  el  dominio  de la transformada  de 

Laplace-Fourier.  Con  este  propósito  definimos la transformada  de  Laplace-Fourier 

La transformada  de  Fourier de la ecuaci6n  del  telegrafista es la relación, 

a2p(w, t )  1 ajqzu, t )  + -  = -21 w p(w,  7 t )  2 2 -  
at2 7- at 

Así, La transformada  de 

relación  algebraica 

Laplace-Fourier  de la ecuación  del  telegrafista es equivalente a l a  

donde  hemos  hecho  uso  de la condición (1.2.13a) y (1.2.13~).  La solución cle (1.2.14b) es 

inmediata 

(1.2.15) 

La inversa de esta  relación se encuentra  invirtiendo  primero la transforn~acla  de Fourier. 

q u e  conduce a 

I J a  transformada  de  Laplace a su vez puede scr invertida para obtcncl- 

p(z, lizo) = - exp " t / ( 2 T )  (S(3: - 3:o - 2 d )  + 6(:c - zo + v l ) }  
2 

(1.2.16) 
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Aquí Io(<) y I l (<)  son las funciones  Bessel. H ( x )  es la función de Heaviside  definida  por 

H(x) ,=  O ,  x < O y H ( x )  = 1, x > O y < es una  combinación  de  parámetros  definida  por 

JtJp - (x - xo) 2 
< =  2217 

(1.2.18) 

Las características  de la solución  resultante  son  evidentes  de la ecuación (1.2.17). Primero. 

hay dos  funciones  deltas  multiplicadas  por  un  factor  que  decae  exponencialmente  en el 

tiempo.  Esto  corresponde a aquellas  partículas  que  no  cambian su dirección  de  movimiento. 

Las funciones  delta  indican  que  estas  partículas  deben  estar  localizadas  en x0 h u t .  Debido 

a la exponencial  fuera  de los corchetes  en la ecuación (1.2.17), los efectos de la función  delta 

llegan a ser  menos  significativos  con el incremento  del  tiempo. La segunda  característica 

de la solución  es la presencia  de la función  de  Heaviside  que  excluye la difusión  fuera 

del  intervalo  definido  por 1 n: - 20 )= ut .  Esto  es  una  manifestación  de la propiedad  de 

una  velocidad  finita  de la señal  de  propagación ya que p(x, tlrco) O fuera del intervalo 

indicado.  Podemos  determinar  un  límite a partir  de la expresión  de la ecuación (1.2.15). 

Observemos que el  límite a tiempos  grandes  puede  obtenerse  del  comportamiento  analítico 

de la transformada  en el límite  de S pequeñas.  En  este  limite  encontramos 

(1.2.19) 

cuya  inversa  fácilmente  se  muestra que es  una  gaussiana cle la forma (1.1.4) con D = u2r. 

Por  supuesto, la aproximación a p(2, tlzo) dada  por la inversa de $(w, ~1x0) como  en l a  
ecuación (1.2.19), una función  gaussiana,  será  una  aproximación  pobre al comportarniento 

exacto  cuando x esté  cercana a los extremos  en x0 k ut. 

Otra  demostración  del  movimiento  combinado,  ondulatorio y difusivo, es evidente a 

partir  del  comportamiento  del  segundo  momento  espacial, clue es  solución de la ecuación 

del  telegrafista.  Primero,  es fAci1 demostrar  que el primer  momento, 

/ L L ( t )  = t ) i  
"o0 

es una  constante / L L ( ~ )  = p L ( O )  = 2 0 .  Esto se obtiene rnu1tiplicancIo ambos Iatlos c t c  l a  
ccuación  dcl  telegrafista por z e integrando con respecto  a x (suponemos que p se anul¿l 

en los límites).  Esto  conduce a una  ccuación clifcrcncial ordinaria 

(1.2.20) 
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la cual  se  resuelve sujeta a las  condiciones  inicales p l (0 )  = zo y d p l / d t  It=o= O. Uno ve 

inmediatamente  que  la  solución  apropiada  es  una  constante, PI(¿) = zo. E n  forma  similar, 

encontramos  que el segundo  momento 

es la  solución a la ecuación 
d2p2 1 dp2 -+-- 
dt2 r dt  

= 2v . 2 (1.2.21) 

sujeta a las condiciónes  iniciales p2(O) = z; y dp;?/dt  It=o= O. Otra vez esta ecuación 

diferencial  simple es fácil  de  resolver.  Por  ejemplo,  usando  el  método de variación cle 

parámetros  se  tiene  que la solución  homogénea  de (1.2.21) es 

pk(t) = c1 + c2e-$ 

si en esta última  ecuación  hacemos c1 = c t ( t )  y c2 = q ( t )  y derivamos  dos  veces:  susti- 

tuyendo  los  resultados  en (1.2.21) se llega al resultado, 

p2 ( t )  = 2v2rt - 2 v 2 r 2  + K l  + K2e-+ 

Para  determinar K1 y K2, usamos las condiciones  iniciales  mencionadas más arriba. Así, 

llegarnos a la solución 

Cuando t << r ,  tenemos  que 

/L.L(t) M x; + v t .) 2 2 (1.2.23) 

consistente  con  una  pr-opagacih  onclulatoria a velocidad  uniforme. Esto es fiicil cle clc- 

mostrar ya que en el  límite 1 << r se tiene, a partir  de la ecuación del telegrafista (1.2.1 O ) :  
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cuya  solución está  dada  por (1.2.23). En  el  límite  opuesto, t >> r, 

p., ( t )  M 2u"t (1.2.24) 

la  cual  es  el  resultado  obtenido  de un proceso  de  difusión.  Esto  es así ya que  en  en  límite 

t >> r, (1.2. IO) se  aproxima  por  la  ecuación, 

A partir  de  esta  ecuación  obtenemos  para el segundo  moment,o, 

d'p2 ( t )  
= 2u I- 

2 
dt2 

ecuación  que  satisface (1.2.24). 

Finalmente,  es  preciso  señalar  que a pesar  de un gran  número  de  aplicaciones físicas 

esbozadas  en los artículos  de  Joseph y Preziosi [4], lo que  no  existe  en la literatura es 

una deducciGn cle primeros  principios  de las ecuaciones  de  transporte  hiperbólicas. E n  c l  
siguiente  capítulo  trataremos de resumir los esfuerzos  realizados,  hasta hoy en día,  para 

deducir  las  ecuaciones de transporte  hiperbólicas  en  el  marco  de la mecimica  estaclística 

fuera  de  equilibrio. 
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CAPÍTULO 2 
DIFERENTES DEDUCCIONES DE LAS 

ECUACIONES CINÉTICAS 

TIPO TELEGRAFISTAS 

En este  capítulo, e n  primer  lugar  revisamos  varios  métodos  que  han  sido  usados  por 
diferentes  autores  para  deducir  ecuaciones  de  transporte  de  tipo  hiperbólico.  Ademcis .se 
revisa el método  recientemente  propuesto  para  obtener  tales  ecuaciones en el marco  de  la 

teoráa  del mouimiento  Browniano.  Se  incluyen  algunas  observaciones  críticas  acerca de los 

resultados y de  metodología  seguida  en  estas  deducciones. 

2.1 INTRODUCCI~N 

En el capítulo  anterior  hemos  descrito  algunas declucciones macrosc6picas de l a  

ecuación del telegrafista, así como  su  solución  en el espacio  libre.  Nuestro  inter& e n  este 

capítulo es revisar de manera  crítica las distintas  deducciones  que  existen  en l a  literatura 

sobre  ecuaciones  de  transporte  hiperbólicas. 

Nuestras  motivación  para  hacer  esta  revisión se debe a clue en  años  recientes  ha  surgido 

un  fuerte  interés  para  tratar  con  procesos  fuera  de  equilibrio  usando  ecuaciones cliferencialcs 

de tipo  hiperbólico.  Algunas veces a estas  ecusciones  también se les llama  ecuaciones 

cinéticas del tipo  telegrafista [1-3]. Es bien  conocido clue el moclelo matem&tico  a  partir 

clel cual  puede  ser  obtenida la ecuación  del telegrafista es el moclelo de caminata a l  a z a r  

persistcnte  (abreviado e n  inglés  como PRISV). hloclelo clue más  adclante  cliscutiremos. 

17ué S. Goldstein [4] quién  primero  dedujo  una  ecuación del tclegrafista uniclimen- 

siorla1 con argumentos  probabilísticos,  en  su  estudio sobre l a  clifusi6n por movirtlicnto 

(liscontinuos. \Itis adclantc  discutiremos la cleducci6n clc Golclstcirl en  notaci6n ~noc[e~.na.  

131 1.esultado de  Goldstein  tiene el mérito de obtener. l a  ecuación cluc gobicrrla cI fILl.jo CIC 

clcctricidad  en  cablcs,  partiendo  directamente del comportamiento  estoc&st.ico de las cargas 

cn  conductores  lineales [S]. En dos dimensiones el problema fue discutido por Orsingher 
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[5,6] y numerosas  extensiones y aplicaciones han sido  estudiadas  por IVeiss y colaboradores 

17-10]. También las soluciones a la ecuación  del  telegrafista  bajo  diferentes  condiciones a 

la frontera  han  sido  estudiadas [ll]. Este  tipo  de  ecuación  se  ha  sugerido  como  un  modelo 

para la difusión  de  luz  en  medios  turbios  debido a que  esta  puede  describir los efectos  de 

la dispersión  hacia  adelante [12,13].E1 uso de  una  formulación  matemática  similar  en el 

problema  de  dispersión y absorción  de la radiación  laser  por la piel humana  sugiere  que es 

de  interés  estudiar las propiedades  de la ecuación  del  telegrafista más que la ecuación  de 

difusión  [3,14].  En el excelente  artículo  de  Durian  y  Rudnick [14] sobre la migración  del 

fotón  en  medios  turbios, ellos obtienen  una  ecuación  del  telegrafista  que  toma  encuenta los 

aspectos  difusivo y balístico  de  propogación  en  medios  tridimensionales. 

Sin  embargo,  en  otro  contexto,  esta  ecuación  ha  sido  usada  en el estudio  de  diferentes 

problemas  en  teoría  de  transporte.  Desde el punto  de  vista  fenomenológico la ecuación 

de  transporte  tipo  telegrafista  se  obtiene  fácilmente  cuando  una  ecuación  de  conservación 

ordinaria,  de masa, momento,  energía,  etc.  se  combina con una  ecuación  constitutiva 

tipo  i\l~nvell-Cattaneo-  Vernotte  (MCV)  [15,16]. Hay una  cantidad  considerable  de  liter- 

atura  sobre  procesos  físicos,  particularmente  en el campo  de l a  termo-física,  que  conducen 

a una  formulación  matemática  de  dichos  procesos  en  términos  de  una  ecuación  del tele- 

grafista [17-191. Diferentes  deducciones  fenomenológicas  se  han  propuesto  para  este  tipo 

de  ecuaciones [20] como ya  hemos  hecho  notar  en el capítulo  anterior.  Por  otro  Isdo, 

como ya ha  sido  mencionado [l], en la literatura  no  existe  una  deducción  de  primeros 

principios  de las ecuaciones  de  transporte  del  tipo  hiperbólico.  Junto  con  esta deducci611, 

yace  también la cuestión  relacionada al tipo  de  termodinámica  irreversible a la que  estas 

ecuaciones  pertenecen,  teoría  que  claramente va más allá del  dominio  de la terrnodincimica 

irreversible  lineal (TIL). La referencia [I] representa  uno  de los primeros  esfuerzos  en  esta 

dirección, a saber,  deducir  una  ecuación  tipo  telegrafista a partir  de los principios básicos 

de la mecánica  estadística  fuera  de  equilibrio. No obstante la sistemática de esta de- 

ducción ha sido  fuertemente  cuestionada. Tales objeciones  han  sido  publicadas,  junto con 

un  análisis  profundo  del  problema  en  un  artículo  reciente [21]. De hecho más adelante 

mostramos  que el mdtodo  propuesto  en [I] es i m o m c t o .  Dcbitlo al estatus dcl problema: 

creemos  necesario  primero  revisar de manera  crítica,  algunos esfucr-zos previos  que se han 

hecho para  deducir  ecuaciones de transporte  hiperbólicas.  Segundo,  deseamos  mostrar al- 

gunas  inconsistencia  cn la metodología  utilizada.  En este an;ilisis se incluye mi rccicntc. 

reporte. En este  reporte,  usando el método  propuesto  por  Chandrasckhar [22], se intenta 
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deducir  ecuaciones  tipo  telegrafista  en  el  contexto  de la teoría  del  movimiento  Brownian0 

(ver  sección 2.3). Esta  característica  parece  haber  sido  pasada  por  alto  en el estudio  de 

fenómenos de  transporte. 

El capítulo  esta  dividido  como  sigue:  En la sección 2.2 resumiré los métodos  seguidos 

por  algunos  autores  que  deducen  ecuaciones  cinéticas  tipo  telegrafistas.  En  esta sección 

aclararé  con  cierto  detalle la  inconsistencia  fundamental presente  en  el  trabajo  de  Weymann 

[23]. En la sección 2.3 resumiré  mi  trabajo  recientemente  publicado  (ver  ref.[40]).  En la 

sección 2.4 mostraré  que el método  es incorrecto. Debido a que  propongo  seguir el método 

de  Chandrasekhar [22] para  deducir, a partir  de la ecuación  de  Chapmann-Kolmogorov, 

una  ecuacion  de  transporte  hiperbólica  para el movimiento  Brotvniano  unidimensiónal. 

Finalmente  en  la sección 2.5 daremos  algunas  conclusiones. 

2.2 DEDUCCIONES DE ECUACIONES CINÉTICAS TIPO TELEGRAFIS- 
TAS. 

Revisaremos la deducción  de la ecuación  del  telegrafista  en  el  formalismo  de  la  cami- 

nata al azar.  Como  punto  de  inicio  resumimos  el  tratamiento de Weymann  [23],  en el que 

aborda  un  problema  similar al que  abordó  Goldstein [4]. Weymann  deduce  una ecuacitjn 

del  telegrafista  como  un  límite  continuo a partir  del  problema de caminata al azar  cuando 

el número  de  pasos se increnlenta  sin  término. 

Considere  un  punto  moviéndose a lo largo del  eje z en  pasos  discretos cle rt h. Cada 

paso toma  un  tiempo T .  AI final  de  cada  paso,  uno  nuevo  empieza  inmediatamente. La 

probabilidad  de  que el  nuevo  paso  sea  tomado  en la dirección  positiva  de las z es p mientras 

clue para la  dirección  negativa  es q. Por  razones  obvias  uno  tiene clue 

p + q = l  (2.2.1) 

La probabilidad  de  que el punto  esté  en z = k h  después  de ' n  pasos es denotada  por ~.L, , , I ; .  

Las probabilidades  para n y n + 1 están  relacionadas  por la fórmula cle recurrcncia 

(Para  alcanzar 3: = k h  en  el (n+ 1)-ésimo  paso, el punto  debió  haber  estado  en n: = (1;- 1 ) 1 ~  

o bicn en x = (A: + 1)h despuks del ,n-&inlo paso.) Si e l  punto est¿í inicialmcntc e11 :c = O ,  

la ecuación  (2.2.2)  debe  ser  complementada pol- 

u0,o  = 1 

3.' 
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u. 2.3 . = O  f o r j > i  (2.2.4) 

donde  la  última  ecuación  expresa  que  necesariamente Ikl 5 n. Para n suficientemente 

grande,  la  función  discreta u,,k puede  ser  reemplazada  por  una  función  continua u(t, X )  

tal  que 

u,, x: = h u(nr, kh).  (2.2.5) 

Substituyendo la ec.(2.2.5)  en la ec.(2.2.2)  obtenemos, 

u(t + r , z )  = pzr(t,z - h )  + qu(t,x + h). (2.2.6) 

Desarrollando ZL alrededor  de ( t , z )  se  obtiene  que 

(2.2.7) 

Sin el término a2u/dt2, esta  ecuación es llamada la ecuación  de  Fokker-Planck [24]. Nótese 

que l a  razón h/r es la velocidad  promedio c del punto,  no la velocidad  del  sonido.  Si adenxis 

se hace  que, 

La ecuación  (2.2.7)  puede  escribirse  como 

-+"-"(q-p)"fc"" a l l  2 82L a2 ZL 

at2 D d t  D ax 8%'. 
(2.2.8) 

iLIiis adelante  mostraremos  que este nzétodo es incorr.ecto para  obtener la ecuación del 

telegrafista. 

Al llegar a la ecuación (2.2.8) Weymann,  después cle establecer la similariclacl entrc  su 

caminata al azar  y el fenómeno  de  difusión,  menciona  que el movimiento del caminante a l  

azar puede ser comparado a la difusión cIe partículas  cn  una red fija (para una cliscusitin 

miís extensa  ver, por ejemplo, la ref.(22]). Para ¿í,tomos formados  por  esferas  duras;, l a  

dispersión es isotrópica.  Esto  es  aproxin1adameIlte v¿í,Iido para Atornos realcs a velociclaclcs 

tdrmicas.  En  términos  de la caminata  al  azar,  esto  significa que p = q. Con esto cn mcnt.c 

se obtienen dos resultados: 1) Uno puede llevar l a  cc.(2.2.8) a l a  forma de la ccuacitjn clv 

clifusi6n hacienclo 
a' 
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2) Cuando d2u/8t2 es  pequeña  -pero  no  despreciablemente  pequeña-  comparada con 

(2/7)(8u/8t) ,  se  obtiene  finalmente clue, 

(2.2.9) 

ecuación  que LLlorse y Feshbach  postulan [25] con una  interpretación  incorrecta  de C .  -4sí 

una  de las conclusiones  de  Weymann es clue la ec.(2.2.9) ‘Ldesc-n’be el proceso  de  cmzd~~ccidl~ 
del  calor,  difusión,  etc. más exactamente  que  una  ecuación  del  tipo  difusiuo”. Físicamente 

esto significa que las condiciones  bajo  las  cuáles  es  posible  obtener  ecuaciones  tipo  difusivas 

(parabólicas)  son  aparentemente  restrictivas. 

Antes  de  continuar,  haremos  un  análisis  crítico  sobre el método  de  Weymann.  Este no 

poseé  un  criterio  para  cortar el desarrollo  en  serie de potencias  en T ,  para la probabilidad 

U ( X ,  t + T ) .  De  hecho,  podemos  incluir  términos T ’ ~  con n > 2. No hay  nada  que  nos lo 

impida.  Sin  embargo,  esto  se  debe a la siguiente  inconsistencia  del  método. La ecuacicin 

(2.2.6) relaciona  tres  puntos  del  espacio  de  configuración z - h ,  z y z + h .  La misma 

ecuación  relaciona dos  tie?rzpos, t y t + T .  Esto  indica  que la posición cle l a  partícula a 

un  tiempo  posterior t + T se  determina zi7rica7rzente por lo que  ocurre  en el instante t .  E1 
presente  de la partícula  determina el futuro  de la misma, es decir,  no  hay  memoria clc 

10 que  ocurrió  en el proceso a tiempos  anteriores a t .  Esto es exactamente lo quc oc111.r~ 

e n  un  proceso  Markov. La definición precisa  de  un  proceso  Markoviano  se  proporcionarti 

más  adelante  en la sección 2.3. Por otro lado, la ecuación (2.2.8) es  una ec:uación no- 

markoviana, es decir,  representa  un  proceso con memoria.  Esto sc debe a que  contiene 

una  segunda  derivada  temporal  de ~ ( z ,  t ) ,  la  cual,  por  definición,  relaciolla  tres  instantes 

de tiempo  del  proceso. De hecho,  para  una  función  arbitraria j’( t)  se tiene clue, 

S(¿ + 27) - 2S( t  + 7 )  + f ( t )  S”( t )  = Iirn 
T-0 

clonde claramente  aparecen tres valores cle Is variable: t ,  t + T y 1 + 27. Chncluycnclo, sc: 

tiene  que a partir cle una  ecuación 7narko11iana, ec.(2.2.6),  que  relaciona  únicamcntc clos 

instantes de tiempo t y t +T se obtiene  una  ecuación ~m-7r~arkouia7~a,  la cual  incorpora t,rcs 

instantes  de  tiempo, cs decir,  contiene rnemot-is. Por lo tanto, el n-l(ltodo (‘S inconsistcrltc:. 

Itegresaremos a este aspecto cn la sección 2.3; Por el momento  continuemos  con  nucst.ru 

revision. 

E l  marco  te6rico  en e 1  cluc las  prirneras  ecuaciones  cliferencialcs clcI tipo  hipcrb6lico tl(, 

transporte  fueron  obtenidas es el siguiente. Por 1917, l a  teoría de movimicnto  ~3ro~vniano 
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iniciada  por  Einstein [26], Smoluchowski y Langevin,  había  sido  generalizada  por dos 

caminos  significativos  (para  una  discusión  de  estos  trabajos ver la ref.[27]).  Fokker y más 

específicamente  Planck  consideraron al movimiento  en el espacio  de  velocidades  (veasé 

por  ejemplo  ref.[28]),  mientras  que  Smoluchowski  (ver  pags.7-8,  en la ref.[28])  extendió 

la  descripción  en  el  espacio  de  configuración  para  tomar  en  cuenta la influencia  de  un 

campo  externo  sobre  el  movimiento  browniano.  Ambas  generalizaciones  consistieron en 

encontrar  una  ecuación  diferencial  cuya  solución fuese la función  de  distribución  para el 

proceso  considerado. Para  completar  este  cuadro,  queda la tarea  de  encontrar la ecuación 

diferencial apropiada  en el espacio fase completo  de la partícula  Browniana. 

A Kramers [29] a menudo  se le acredita  como el primero  en  presentar  esta  generaliza- 

ción.  Realmente  esto  había  sido  realizado  mucho  antes  por  Klein [27]. La ecuación  diferen- 

cial obtenida  en  el  espacio fase de  esta  generalización  comúnmente es llamada l a  ecuaci6n 

de  Fokker-Planck o la ecuación  de  Kramers. No mucho  tiempo  después  de  Kramers,  Chan- 

drasekhar [22] presentó  una  deducción  algo  distinta cle la ecuación cle transporte cle una 

partícula  en el espacio  fase,  pero aún siguiendo  el  argumento de Kramers [as] para  extract. 

la ecuación  de  Smoluchowski [22, sec.4(ii) y sec.d(vi)]. La relación entre los dos niveles de 

descripción,  continúa  siendo  un  tema  de  investigación. Un artículo  que  discute  con  cierto 

detalle  este  tema  es  el  trabajo  de  Wilemski [30]. 

Por  otro  lado, la ecuación  de  Smoluchowski  convencionalmente se describe como e 1  

límite a tiempos  grandes  del  promedio  en  velocidades de la ecuación  de Pokker-l'lanck. 

No obstante,  en 1954 se le acreditó  a Mark KSc [31, p. 11691 haber  subrayado  que  una 

demostración  satisfactoria cle esta  deducción  aún  no  ha  sido  presentada. 

En  este  contexto fue publicada  una  de las primeras cleclucciones de una  ecuaci6n 

tipo  telegrafista.  Esta  apareció  como la conexión entre la ecuación  de  Smoluchowski y la 

ecuación  de  Kramers-Chanclrasekhar [22,29] mejor  conocida  como la ecuación de 1;'okkel.- 

Planck. Como veremos mi;, adelante,  parece clue esta conexión aún  no I.la siclo  compIetiL- 

nlente  clarificada. 

La deducción  de  Davies [31] parte  de la ecuación cle Fokker-I'lanck en c l  espacio fasc 

(2.2.1 O) 

donde L V ( r c ,  u; t )  representa la clensidad de probabiliclacl para una  partícula 13rowni;lna cn 

cl espacio fase ( m , ~ ) .  K ( m )  es una  fuerza  externa, T es la temperatura, /? es la constante clc 

fricción, 772 es la masa, y X: es la constante  de  Boltzmann.  Davies  subraya el hecho clc clue 
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si  se  supone  que  el  movimiento  Brownian0  es  un  proceso 

de  configuración x, entonces la densidad  probabilidad 

p(x ,  t )  = uyx, u, t )  dv S 

de  hlarkov  simple  en el  espacio 

(2.2.11) 

satisface la ecuación 

(2.2.12) 

la cual  es  conocida  como la ecuación  de  Smoluchowski. Se ha  argumentado  que la descrip- 

ción dada  por (2.2.12)  se  aproxima a aquélla  que  está  dada  por  (2.2.10)  para t >> / T L .  

Para  obtener  una  ecuación  del  telegrafista,  Davies  realiza  dos  pasos: 1) Integra la 

ecuación (2.2.10) sobre  todo el  espacio  de  velocidades  para  obtener  que 

- + - ( p < v > ) = 0  dP a 
at Bz 

(2.2.134 

doncle 

p < v >= 21 W(z, v ,  t )  dv. S ( 2 . 2 . W )  

La ecuación (2.2.13~~)  claramente  es la ecuación  de continuiclacl. 

2) Multiplicando  por v e  integrando  sobre el espacio  de  velocidades  obtenernos. 

a p < v >  d 
at a2 

+ ”p < ,u2 > +pp < v >= K ( z ) p  (2.2.14) 

cloncle 

p < v  2 > = / u ‘ W d u .  

La ecuación  (2.2.14) es la ecuación  de  balance clel momento  lineal. 

Para  eliminar p < v > de la ec.(2.2.14)  por  medio cle la ec.(2.2.13a),  derivemos ambas 

ecuaciones  con  respecto a t y con respecto a z, respectivamente. Así obtenemos las CCUCL- 

ciones 

combinanclo (2.2.13a) y estas  dos  últimas  ecuaciones,  obtenemos 
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que  es  una  ecuación  diferencial  hiperbólica  para la densidad  de  probabilidad,  dada por 

la  ec.(2.2.11),  en  el  espacio  de  configuración. Para  comparar las ecs. (2.2.15) y (2.2.12) 
notemos lo siguiente. En el  marco  de la teoría  del  movimiento  Browniano  de  una  partícula 

libre,  generalmente se inicia  con la  ecuación  de  Langevin 

dv 
dt 
- = - , 8 ~  + A(t)  (2.2.16) 

donde Y denota la velocidad  de la partícula. De acuerdo a esta  ecuación la influencia del 

medio  sobre el movimiento  de la partícula  puede  dividirse  en  dos  partes;  Primero,  una  parte 

sistemática -pv que  representa a la fricción dinúmica experimentada  por la partícula  y 

segundo,  una  parte  fluctuante A(t) que es característica  del  movimiento  Browniano.  Para 

A( t )  hacemos  las  siguientes  hipótesis: 

a) A(t)  es  independiente  de u. b) A(t) varía  extrernadamente  rápido  cornparado con 

las variaciones  de v. La segunda  hipótesis  implica  que  existen  intervalos de tiempo dc 

duración At tales  que  durante At las  variaciones  en Y se  esperan clue sean  muy  pequeñas, 

mientras  que  durante  el  mismo  intervalo A(t)  sufre varias  fluctuaciones.  Esto  hace  que 

< A(t) >= O. 

Integremos  (2.2.16), por el método de  variación de parárnetros descrito en el capítulo 

anterior.  Si A(t) se  anula, la solución  de la ecuación  homogénea d u / d t  = -,8v est¿í dada por 

'U = U exp( -0t) donde u es una  constante.  En el caso  general, cbncle A( t )  # O ,  suponemos 

una  solución  de l a  misma  forma  con u = ~ ( t ) ,  es  decir, Y = ~ ( t )  esp(-Pt). Derivanclo csta 

ecuación  con  respecto a t y sustituyerlclo e11 (2.2.16) e integrando de O a t ,  teIlcruos 

J o 
(2.2.17) 

donde u(0 )  = 2'0. Ahora  bien, elevando a l  cuadrado  esta tíltirna  ecuación y prornctliarlclo 
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infinito de manera  tal que 
<u'> kT 

lim " 
P-+m , D 

- 
6 r a q  

(2.2.184 

(2.2.18b) 

donde U ( X )  es  el  término de "derivaj7. 71 es la viscosidad  cortante  del líquido circundante 

a las  partículas y a es  el  radio de la  partícula. Es importante  hacer  notar que ( 2 . 2 . 1 8 ~ ~ )  

resulta de aplicar  el  teorema de equipartición de la energía < u' >= kT/7?2 (en t + 00) y 

de  suponer que el  término -,Bu, en la  ecuación de Langevin,  está  gobernado  por  la ley de 

Stokes que dice  que la fuerza  de  fricción  que  desacelera  a  una  partícula  esférica  de  radio a 

y masa nz. está  dada  por 6?raqu/m donde 17 denota  el  coeficiente de  viscosidad  del fluido. 

Así, tenemos  que p = 6 n a q / m .  

Finalmente,  Davies [31] compara la solución  de  las  ecuaciones (2.2.12) y (2.2.15) en 

el  siguiente  caso.  Considérese un sistema de partículas  Brocvnianas e n  el clue: a )  110 

hay  fuerza externa K ( z )  = O ,  b) las  partículas  Brownianas  están  en  equilibrio con el 

medio < $ ( O )  >= k T / m ,  c) sus  velocidades  iniciales  están  distribuidas  simétricamente 

< ~ ( 0 )  >= O y d )  y todas ellas estzin inicialmente  localizadas en el origen p ( x .  O) = S(:c) 

donde S(x) es la función  de  Dirac. Así para  la  ec.(2.2.12) el valor inicial es p(x,  O) = (S(:!:) 
y para  la  ec.(2.2.15) los valores  son p(x ,  O) = S(z) ,  dp/dt (z ,  O) = O. Rajo  estas  condicioncs 

las e c ~ ( 2 . 2 . 1 2 )  y (2.2.15)  se  reducen,  respectivamente,  a 

(2.2.12') 

1 
2 /)2(.2., t )  = - esp-$PL{G(x - u t )  + G(2; + u t ) }  

(2.2.1 O) 

(2.2.20) 
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donde, v = (kT/.m)l/', 5 = (3/2v)d= e lo , 11 representan a las funciones Bessel 

de  argumento  imaginario. Las conclusiones  de  Davies  son: 1) Para  tiempos  grandes, p.r 

es asintóticamente  igual a p1. como  era  de  esperarse  ya  que  ambas  ecuaciones (2.2.12) y 

(2.2.15)  tienen  la  misma  solución  en el estado  estacionario. 2) La ec.(2.2.10),  como  se  dijo, 

representa  un  proceso  de  Markov  simple  del  tipo  difusivo  en el espacio fase. Sin  embargo, 

cuando  el  problema  se  reduce  al  espacio  de  configuración  en la forma  representada  en  la 

ec.(2.2.15), la difusión  es un proceso  de >Iarkov de  orden  dos. hlás adelante!  explicaremos 

lo clue queremos  decir  con la frase  "orden  OS". Por  el  momento,  definiremos el orden de 

un proceso  de  Markov  igual al numero  de  variables,  cada  una  de  ellas  markoviana,  en las 

que es  posible  descomponer  un  proceso  aleatorio  en  general.  Por  otro  lado,  cabe  señalar 

que es posible  deducir la ecuación  del  telegrafista a partir  del  problema  de la caminata 

al azar  en  el  espacio  de  configuración  unidimensional, el cual es un  proceso de Markov 

múltiple [4]. 

Aparentemente, dos años  después  del  trabajo  de  Davies,  Brinkman [32] y Sack [ U ]  
propusieron  independientemente,  modificar la ecuación  de  Smoluchowski para  incluir  tiem- 

pos mcis cercanos al inicio del  proceso clue el tiempo cle relajación. Ellos no mencionan 

nada  del  trabajo  anterior  de Davies [31]. Para  nuestros  propósitos  revisaremos el trabajo 

de  Sack,  ya clue como se ha hecho notar  [30,34], la (primera)  aproximación cle Brinkrnan 

para la transformada  de  Laplace de la densidad  es  idéntica a la ecuación de Sack. El 
objetivo  principal de este  trabajo  es  proporcionar  una  generalización de la ecuación cle  

Srnoluchowski  partiendo  de la ecuación de Fokker-Planck  (2.2.10). Esta  últirna ecuacic 

la reescribimos  de  una  manera  algo  distinta, a saber, 

donde W ( x ,  u, t)drcdvt es la probabilidad de clue al tiempo t la partícula  tenga  una posici6n 

entre x y z + dx y una velocidad entre v y u + dv y el parArnetro de  amortiguanliento 3 
determina la rapidez  de  acercamiento de la distribución clc velocidades hacia cl equilibrio. 

\/(x) es un  potcncial  externo. El nlCtodo propucsto  por  Sack es el siguiente: Si clcfirlimos 

la transformada T como, 

(2.2.22) 
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cada  término  de la ec.(2.2.21)  se  transforma  en, 

L i 

Finalmente,  sustituyendo &os resultados  en (2.2.21) llegamos  a  la  ecuación, 

(2.2.23) 

En  general,  tenemos  para la densidad cle probabilidad p(z,  t )  y  para la clensidacl cle la 

corriente j ( x ,  t )  que, 

p j z ,  t )  = W ( x ,  v ,  t )  dv = $(x, o,  t )  J (2 .2.24~~) 

(2.2.246) 

y se desprecian los términos de orden  superior  en u. Así, la ecuación  (2.2.23) llega a ser: 

i) A orden cero en u ,  

ii) A primer  orden  en u 

(2.2.264 

(2.2266) 

clonclc se hace  knfasis clue la ecuación (2.2.26.3) es simplemente la ecuación clc continuidad. 

Por otro  lado, la ec.(2.2.2Gb)  difiere cle la expresibn  usual  para l a  corGntc  dc clifusiGn j .  

para p eliminemos j cle las ecs.(2.2.2G a,b).   Para hacer  esto clerivernos (2.2.2Ga) con 1-cspccto 
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y derivemos  (2.2.2613)  con respecto a x> uno  obtiene 

aj 1 a'j 1 d'p a 
ax p axat - -- [ U @  + ( P Z ) ] .  

Combinando  estas  dos  últimas  ecuaciones  para  eliminar j y usando, a partir de (2.2.26a). 

el  hecho 

llegamos a l a  ecuación, 

- ap + -7 1 a'p = "[,:T-+-p]. 1 a ap av 
at ,O at nq!3 ax dx ax 

(2.2.27) 

Los comentarios de Sack  sobre  esta  última  ecuación son: primero,  aparece un segundo 

término  adicional  en  (2.2.27) al compararse con la  ecuación de  Smoluchotvski (2.2.12) 

ap  a K ( z ) p  kT d'p - + -  ___ "- 
at ax ( p ) - 711p 8x2 

(2.2.12) 

Notese clue el resto  de los términos  entre  (2.2.12) y (2.2.27) son equivalentes, consicleranclo 

aue 
1 av 

711 ax K ( x )  = 

igualdad  que  surge  de la equivalencia  entre (2.2.10) y (2.2.22).  Segundo, el desplazamiento 

cuadrático medio se encuentra  que es 

< s x  2 > = - ( p t - l + e  2 k T  -0L) . 
7r1B' 

(22.28)  

Este  resultado  se puede mostrar que es  correcto a partir  de la ec.(2.2.27). Multiplicluernos 

a (2.2.27) por Sx2 = (x - .o)' e  integremos  sobre  todo el espacio, 

integrando por partes el laclo derecho y suponiendo clue p se anula e n  los lírllites, llegarnos 

a l  resultado 
1 a2 < 6x2 > a < 6z2 > 2 k T  

I3sta ecuacicin tiene  como soluciGn a (2.2.28). Ile acucrclo  con la solucicin obtenida, a p a r t i r  

cle la soluci6n dc la  ecuación cle Langevin (2.2.16)) por. Ornstein y Fiirth [26,  corllrncnt (S)].  

Ilc hecho  intcgranclo l a  ec.(2.2.17),  tcnemos 
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El segundo  término  de  lado  derecho  de  esta  ecuación  se  puede  integrar  por  partes. 

identificando a u = epcA(,t)dJ y dv = e-o ' ld~ ,  así  llegamos al resultado 

Elevando al cuadrado  esta  ecuación,  promediando y calculando  las  integrales dobles, Orns- 

tein [35] obtuvo  (2.2.28). 

En lo que  sigue  deseamos  discutir  muy  brevemente dos puntos, a saber, las objecciones 

que  han  surgido  contra  la  ecuación  de  Brinkman-Sack  en el análisis  de  sus  resultados y 

mostrar la compatibiliclacl de los resultados  obtenidos de los trabajos  de Davies y Sack para 

deducir  ecuaciones  tipo  telegrafistas. Es necesario  mostrar la compatibiliclad  ya que como 

se ha señalado [30] la validez del  resultado,  ec.(2.2.27), es puramente  accidental.  Brinkman 

obtiene  este  resultado a orden más bajo,  ignorando el segundo y todos los momentos de 

orden  superior,  pero  en el proceso, éI desprecia  contribuciones  del  mismo  orden  que los 

tdrminos  retenidos. 

La primera  objeción  surgió  del  trabajo  de  Hemmer [34]. En  este  trabajo, 131 compara 

la solución  de la ecuación  de  Brinkman-Sack  para  una  partícula  Browniana  libre  (i.e. 

la fuerza externa  no  está  presente),  ec.(2.2.20 ), con la solución exacta de Ornstein y 

Uhlenbeck cle la ecuación  de  Fokker-Planck  para l a  distribución  simultcinea cle posición y 

velocidades [%l. Cuando  se  tiene  que,  en el caso  unidimensional, la posición -?.'O se observa 

a t = O y la clistribución de la probabilidad de Is velocidad  inicial se supone  Maxweliana: 

el desplazamiento z a un tiempo  posterior está distribuido de acuerclo a 

y con la solución cle la ecuación cle Smoluchowski, ( ~ ( 2 . 2 . 1 9 ) .  KO reproducirnos aquí 

los resultados  gráficos  ya  que  estos  pueden  encontrarse  en  varios  libros y artículos  de I L L  

literatura  (ver  por c.jemylo ref. [28]). I31 principal result,aclo clc l a  comparacicin realizacla 

por I-Icmrner, es que la función cle clistribución obtenida pol- l a  ecuaci6n tlc 13rinkrnttn- 

Sack  t.icnc l a  varianza  correcta.  pero no se apr-oxima a l a  funci6n c-lc clist,r-ibucitin (:xi~cta t l c  

Omstcin y Uhlenbeck en la etapa inicial. 
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Segundo,  después  de  quince años: Wilemski [30] señaló,  entre  otras  cosas.  que 

Brinkman y Sack  habían  obtenido su ecuación a orden  más  bajo  ignorando  el  segundo 

y todos los momentos  de  orden  mayor.  Esto  se  aclara  más  abajo.  De  est,a  manera, 11-i- 

lemski  lleva a cabo  una  deducción  de la ecuación  de  Smoluchowski  con  correcciones  a la 

teoría  clásica  de  movimiento  Browniano a partir  de la ecuación  de  Fokker-Planck  en el 

espacio  fase. Estas correcciones  modifican  el  lado  derecho  de la ecuación  de Smo1uchon:ski. 

sin  incluir  correcciones  en  derivadas  temporales. Dos años después:  en 1978. usando un 

método  diferente,  Titulaer [36] obtuvo los resultados  de  Wilemski,  que  son  las  correcciones 

a la ecuación  de  Smoluchowski. 

La relación entre  las  dos  descripciones, a saber,  aquella  proporcionada  por la ecuación 

de Fokker- Planck  y  por la ecuación  de  Smoluchowski.  han  permanecido  confusas  por un 

tiempo  notablemente  grande [36]. Sin  embargo,  nosot,ros  no  estamos  interesados aquí en 

este  problema. 

Kuestro  objetivo es algo  distinto.  Como  ya  hemos  mencionado, clesearnos cliscut,ir 

aquellos  métodos que se  han  usado  en la literatura  que  tratan con l a  deducci6n clc ccua- 

ciones  cinéticas  del  tipo  telegrafista,  que  además  yacen  en el marco  de la teoría  general 

del movimiento  Browniano.  Con  cste  propósito  ahora  estudiamos la compatibilidad cle los 

resultados  proporcionados  por los métodos  de  Davies [31] y  Brinkman-Sack  [32,33]. En lo 

que  sigue,  continuamos  en  caso  unidimensional.  Davies  parte  de la ecuación  de Fokker- 

Planck  (ver  ec.(2.2.10)).  Resumiendo los resultados  de su método,  se  tiene clue a partir cle 

la ecuación  de  Fokker-Planck (2.2.10), la ecuación de evolución para el  n-&sirno  mornento 

de la velociclad está  dada  por, 

p(m, t )  = W ( m ,  u, t )  CLV y p < v f 1  >= ufLM’(m, u, .I I 

< v71- L 

> (2.2.29) 

> 

t )  CLU . (2.2.30) 

Para  obtcner  (2.2.29)  únicarnente  hemos  multiplicado a (2.2.10)  por uTL e integrado sobre 

v. Así, para 72 = O,  1 ,2 ,  recuperamos los casos  siguientes  casos  particulares: 

.\lomento a orden  ccro  en u 

(2 .2 .134  
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Alomento a 

3Iomento a 

primer  orden en zl 

d p < v >  d 
at d X  

+ ”p < v2 > +op < v >= K ( z ) p .  

segundo  orden  en v 

(2.2.14) 

+<u2 > a 3 kT/3 
at d s  ‘m 

+ “p < v > = -2pp < v2 > +2K(x)p < v > +2-p. (2.2.31) 

La ecuación  (2.2.29)  es la ecuación  cinética  para la jerarquía de las ecuaciones de los rno- 

mentos de la velocidad,  obtenida de la ecuación de Fokker-Planck. Como IVilernski  ya  hizo 

notar [30], el  análisis  incompleto de esta  jerarquía a dado lugar  a  resultados  incorrectos, 

por  ejemplo,  la  adición de términos  erroneos en la ecuación  de  Smoluchowski.  Davies ob- 

tuvo  su  ecuación  de  tipo  hiperbólico  considerando  únicamente las dos  primeras  ecuaciones 

obtenidas de la ec.(2.2.28) con TL = O y IL = 1 ,  ambas de primer  orden en  el tiempo, clue 

combinadas  conducen a una  ecuación  diferencial de  segundo  orden  para p(x ,  t ) .  En el caso 

de Sack , é1 únicamente  considera los dos primeros  términos de un clesarrollo en  series clc 

potencias  de U para la transformada .sl, de W(s, u, t )  que  obedece a la  ecuación cle Fokker- 

Plsnck  (ver  ecs.(2.2.21) y (2.2.23)). Sin  embargo,  esto  es  inconsistente.  Para  probar  esto: 

considérese el desarrollo de la ec.(2.2.25)  hasta segundo  orden en IL. Así tenemos clue 

A partir de  las  ecuaciones  (2.2.24),  encontramos clue 

(2) u=o = +(x, t )  

y es posible  ver  directamente de la ec.(2.2.22) que, 

(2) - “ - p - p < v  kT  2 > .  m 
7L=O 

Substituycndo las ecs.(2.2.24) y (2.2.33) en la e~(2.2.32)~ tenemos  que, 

h:u2 
2 

?l(X, u, t )  = $(x, o,  1 )  - i j ( z ,  t )  11. + - f . . . .  

(2.2.32) 

(2.2.34) 
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Otra vez substituyendo  la  ec.(2.2.34) en la  ec.(2.2.23)  y  agrupando  términos del  mismo 

orden en u, llegamos a los siguientes  resultados: i )  A orden  cero  en u, 

aP d.7. ""-0. 
at dz 

ii) A primer  orden en u, 

(2.2.3.k) 

(2.2.356) 

en esta  última  ecuación  el  término d/C/dx surge  debido  a clue incluimos  el  término de 

segundo  orden  en u del  desarrollo  (2.2.32). Este término no aparece  en  (2.2.24b).  Si  ahora 

substituimos  el valor  de I C ,  entonces  la  ecuación  (2.2.35b)  se  convierte  en, 

o bién 
1 aj ap < v2 > 
P j(x,t) + -- = p + '17b 

ax 
(2.2.36) 

Combinando las ecs.(2.2.35a) y (2.2.36), en manera  similar  a la combinación cle las 

ecs.(2.2.24), llegamos a, 

(2.2.37) 

La  ecuación  (2.2.37)  resulta de mantener  todos los términos de primer orden e n  u en l a  
ec.(2.2.35b).  Esta  ecuación es idéntica  a  la  ec.(2.2.15) cle Davies,  ya  que 

Yótese que ambos  m&toclos,  proporcionan  correctamente los mismos  resultados. 

Finalmente,  notemos  en  relación a la metodología, clue en su trabajo, Sack  desprecia 

todos los tkrminos a partir de n 2 2 en el  desarrollo en serie de potencias  para la 

transformacla cle Fourier  de la densictad de probabilidad W ( x ,  o ,  t )  (ver ecs.(2.2.1~),(2.2.20)  

y (2.2.23)). Por- otro lado notemos que (2.2.37) sc' recluce a (2.2.27) en cl caso quc < v') >= 
~ ' I ' / u L ,  la vclocidacl tdrrnica. 

- 27 - 



2.3 ECUACIONES TIPO TELEGRAFISTA Y MOVIMIENTO  BROWNIA- 

NO. 1 

A4hora  llegamos al propósito  principal  de  este  capítulo.  En  esta sección resumiré  mi 

más  reciente  propuesta [37] para  deducir  ecuaciones  de  transporte  hiperbólicas  siguiendo 

el método  de  Chandrasekhar [22]. Este  método  tiene  esencialmente la misma falla clue el 

método  de  iveymann.  Empezamos  con el resumen  del  método  propuesto. 

El método  de  Chandrasekhar  usado  para la deducción  de  ecuaciones  Fokker-Planck 

puede  resumirse  como  sigue. 

i) Empezamos  considerando la ecuación  Chapman-Kolmogorov  escrita  en la forma  de 

Chandrasekhar [ 1, 381, 

W ( U ,  t + T) = W ( U  - 011, t )  $(U - Au;  Au) ~ ( A u )  .I (2.3.1) 

donde \+‘(u, t + r) es la probabilidad cle que  un  evento  especificado  por el vector 1.1 ocurra 

en  cierto  tiempo t + T, A u  es el  cambio  del  vector u en el tiempo T ,  \+”U - Au; 1)  l a  
probabilidad  de  que U tenga el  valor u - AU al tiempo t y $(u - Au; Au) l a  pl.obabiliclac1 

de  que el cambio A u  ocurra  en el tiempo T. Esta  ecuación  esta  escrita  en el espacio c l r  

velocidades,  pero  también es posible  escribirla e n  el espacio cle configuración  e  incluso  cn 

el espacio fase [22]. 
,ii) Este paso es  importante.  Primero, T se supone  finito, pecluei’io cornpxaclo con un 

tiempo  macroscópico  hidrodinámico,  pero  grande  comparado  con  un  tiempo  microscópico. 

Sin  embargo, T debe  ser  suficientemente  grande  para  asegurar clue los eventos u - Ou 
y U son  independientes.  Después  de  esta  observación  uno  procede a desarrollar todas 

las cantidades  que  aparecen  en la ec.(2.3.1), en  potencias de AU y T. En est,e punto 

Chandrasekhar,  siguiendo a Einstein [2G], mantiene  únicamente el término  de  primer orclcn 

en T pero  mantiene  tbrminos  hasta  potencias  en (nu)‘. 

iii) A continuación, se agrupan  términos y se divide  por T anlbos rnicrnbros clc l i t  
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En  esta  métodología.  el  hecho  de  tomar  el  límite r ”+ 0: cuando  primero  se ha supuesto 

T finito, es un  procedimiento  inconsistente [39]. En lo que  sigue  nos  proponemos  mantener 

r pequeño  pero  finito  e  incorporar  términos de potencias  en ( T ) ~  en  el  desarrollo  de la 

ec.(2.3.1)  para  obtener  una  ecuación  tipo  telegrafista. 

Partimos  de  la  ecuación  de  Chapman-Kolmogorov, en una  dimensión.  escrita en el 

espacio  de  configuración*. 

W ( T ,  t + r) = w(r - Ar, t )  $(T - AT; Ar) d(Ar)  / (2.3.2) 

donde  cada  término  tiene  el  significado  descrito  anteriormente.  Desarrollando  cada  término 

en potencias de Ar y r en ambos  miembros de la ecuación  (2.3.2)  tenemos  que** 

Iiaciendo  uso del hecho  de  que, 

.i $(T ;  AT) d(Ar)  = 1 

y definiendo los momentos de la distribución $ como, 

después  de  algunos  arreglos, se tiene a partir del desarrollo cle (2.3.2), 

8’ w aw 
D 2 <AT > ) + a2 í<(A# > w) at at ar í T  ‘W &.2 I- 

7-2 + 2 -  =--  

(2.3.3) 

(2.3.4) 

Si definimos las cantidades 

(2.3.5) 

se realiza en el siguiente  capítulo. 
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la  ec.(2.3.4)  se  reduce a 

a'w aw a 8' 
at' at dr dr ' 7- + 2- = " ( M ~  w) + "-(M' w). (2.3.6) 

Esta ecuación  se ha  obtenido  suponiendo  que es posible  despreciar  todos los momentos con 

n 2 3. En  este  sentido la ecuación (2.3.6) es  una  ecuación  aproximada. Los momentos AI, 
y M' son generales  tanto  como  dependan de la expresión  particular  para la probabilidad 

condicional $I. 

Por  otro  lado,  el  intervalo  temporal r que aparece  explícitamente en la ec.(2.3.6). 

tiene  una  interpretación  física muy clara  a  partir de la ecuación  (2.3.2). En esta  ecuación 

r es un intervalo  temporal  durante  el  cual  la  variable T cambia  su valor por  la  cantidad 

Or. Nótese que debido a que r se  ha  mantenido  finito,  tomamos en cuenta  este  hecho 

conservando  términos  cuadráticos en r, surge la pregunta si esto  introduce  efectos cle 

memoria  en  el  sistema. Esto es toclavía  una  cuestión  debatible. Hemos partido cle l a  
ecuación  de  Chapman-Kolmogorov , que  en  principio  define un proceso  Markoviano.  Sin 

embargo, la ecuación (2.3.6), una  ecuación  diferencial de tipo  hiperbólico,  está  usualmente 

asociada  con un proceso de Markov  de  segundo  orden  (veasé  comentario  posterior a l a  

ecuación  (2.2.20), que implica  algunas  correlaciones  entre  las Or's contenidas  dentro  tales 

tiempos  finitos.  Además, en deducciones  típicas de este  tipo de ecuaciones se hace uso de 

ecuaciones  constitutivas que  son equivalentes a la presencia de una función de memoria 

exponencial [19]. Notemos  que en el límite r -+ O ,  la ec.(2.3.6) se reduce a la ecuación de 

difusión  obtenida  por  Chandrasekhar [22]. 

Ahora  regresamos a la ecuación (2.3.6). Nótese  para el caso  particular en cI clue 

iLl~ = O ,  uno tiene  que, 

(2.3.7) 
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disponibles  en  la  literatura [35.40]. Por  tanto.  partiendo de la ec.(2.3.1),  escrita en el 

espacio  de  velocidades en una  dimensión, 

w(v,  t + 7 )  = 1 W ( V  - AV, t )  +(ZI - AV;  AV)  AV) (2.3.8) 

y llevando al  cabo  justo  el  procedimiento  descrito  anteriormente,  después de alguna Algebra 

directa  encontramos  que, 

1 'a2w aw a 1 a' 
-7- - 2 at2 at dV 2! dv' 

+ r - + - = - - [ w < A v > ] + - - [ w < ( A v ) " ]  

1 a3 1 a4 
3! av3 4! av4 

--- [w <   AV)^ >] + -- [W <  AV)^ 4 .  (2.3.9) 

Para  obtener  esta  última  ecuación  se  ha  hecho uso de la definición 

< (AV)" > = (Av)"$(o; AV)  AV). .i (2.3.10) 

Para  obtener  la  ec.(2.3.9)  se  desarrolló (2.3.8) hasta el cuarto  orden en los rnorncntos. 

debido  a  que,  como  veremos  más  adelante, < > tiene  una  contribución cle segundo 

orden  en T .  

Para  calcular los momentos < ( >, usamos l a  ecuación de Larlgevin 

CLV 

d t 
- = -pv + ,4(t) (2.2.16) 

donde v representa  la  velocidad de la  partícula, p es  la  constante tie fricción y A( t )  "fuerza" 

fluctuante cuyo  promedio  en el tiempo  es  cero. La integral de la ecuación (2.2.16) en c l  
intervalo  de t = O a t es, de acuerclo a la sección  anterior, 

(2.2.1 7 )  
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que << 3"'. Con  esto,  notemos que la  fuerza A(t )  no está  correlacionada en  intervalos 

sucesivos de longitud T .  Si dividimos  el  intervalo  de  tiempo t en N intervalos  sucesivos r 
tal que t = N r ,  entonces la integral  que  aparece en (2.2.17)  se puede  espresar  como  una 

suma de contribuciones  en  cada  intervalo r, es decir, 

N- 1 6' et'eA(<)d< = ePTk 1' A(kr + s)ds 

Sustituyendo  este  resultado  en (2.2.217) y  escribiendo  explícitamente A(t )  = ( l / m ) F ( t )  
tenemos  que, 

k=O 

Definiendo  las  cantidades, 

y finalmente, 
N- I N -  1 

k=O k=O 

llegamos a la ecuación 

A partir  de  esta  ecuación  podemos  calcular  el valor de < Y 2  >, 

(2.3.12). 

(2.3.13) 
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donde 
1 '  

G = - ePt' F(t')dt' m 

Por tanto, 

AV = - V ~ P T  + G 

De esta  expresión  directamente  calculamos los primeros  cuatro  momentos  que  estiin  dados 

por, [35,43], 

< A v  > = -Bur 

2kT,8 
nd < (Av)2 > = (Pv)2 + - 7 

< (A43 > = -(Pv)3r3 - 
6kT,O2v 
n4 T 

kT/3 2 

< (Av)4  > = 12(  -zi) r2 + S ( r 3 ) .  

No obstante,  todos los momentos de mayor  orden, los cuales  son  finitos:  son al menos de 

orden r3. Sustituyendo  estas  expresiones  en  (2.3.9),  tenemos 

d,w 1 2 d2w d 1 8' 
"-7 + "7 - 
dt 2 dt2 

+ "[+) 12 0 4  kTí3 721 +S(.". 2 

24 dv4 
(2.3.14) 

Multiplicando la ec.(2.3.14)  por 2 / r  se tiene clue, 



También.  debido a la estructura  de  la  ec.(2.3.15),  ésta  puede  ser  escrita  en  la  forma. 

Si  en  esta  última  ecuación  igualamos  términos del mismo  orden  en T en  ambos  lados, 

tenemos  que a orden  cero  en r, 

que  es la ecuación  de  Fokker-Planck,  obtenida  sin  usar el límite T + O. 

Á primer  orden  en T, uno  obtiene  que 

(2.3.17) 

que es  una  ecuación  de  ondas, con un  término  fuente  no  estándar. 

La cuestión  principal  que  surge de este ancilisis es si la ec.(2.3.15) es interpretada 

correctamente  como  una  corrección  físicamente  significativa a la ecuación L~okke~.-I’llarlck, 

que incluye  términos  de  orden 7’ , o, de acuerdo al ancilisis clue conduce a la ec.(2.3.17), u110 

podría en  principio  continuar  para  incluir  todas las potencias  en T, ya  que  este  par&lletro es 

finito,  para  obtener  una  jerarquía de ecuaciones de las  cuales la ecuación  de I;’okker-Planck 

es la ecuación  en el orden  más  bajo  correspondiente a T = O y el resto son correccionc‘s i t  

l a  función de  distribución W cuyo  significado,  permanece  aún  por  evaluarse. Hasta aquí 

el resumen cle m i  trabajo [:37]. 

2.4 CONCLUSIONES 
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incorporan  una  derivada  temporal de  segundo  orden  en la  ecuación de Smoluchowki. sin 

alguna  otra  justficación. 

Por  otro  lado  hemos hecho notar la falla  presente en la propuesta del  procedimiento 

para deducir  ecuaciones  cinéticas  tipo  telegrafista  partiendo de la ecuación de Chapman- 

Kolmogorov,  siguiendo  el  método de Chandrasekhar.  Tales  ecuaciones  hiperbólicas se 

obtienen  bajo  una  aproximación, a saber, llevar a cabo el  desarrollo en serie de Taylor 

de la ecuación  de  Chapman-Kolmogorov  hasta el  segundo  orden  en potencias de 7- y AT. 
Ya que, en principio. la ecuación de Chapman-Kolmogorov define un proceso de AIarkov. 

la  ecuación  hiperbólica que  se obtiene a partir de ella es incorrecta  por lo expuesto  en la 

sección  anterior. 

Por otro  lado, señalemos  algunas  implicaciones en teorías  fenomenológicas sobre l a  
consideración  del  intervalo r. E n  la teoría  fenomenológica  de  ondas  térmicas: uno obtiene 

una  ecuación  del  telegrafista  para la temperatura T [dl], 

que obviamente es hiperbólica y transmite  ondas de temperatura con  velocidad c. Las 

ondas son atenuadas  como  resultado de la relajación y del fiujo  estacionario del calor 

inducido  por  gradientes  de  temperatura. Corno es  bien conocido, el tiempo cle relajaci6rl 

r que aparece en la ecuación  para T proviene cle la ecuación  fenomenológica  para el fiujo 

de calor.Jq, 

8J, -r - = K: grad T + .I, 
at 



aprozimada  del  proceso  de  conducción,  donde  se  desprecia  el  tiempo  necesario pant la a- 

celeración  del  flujo  de calor'! [43]. De hecho una  teoría  en  la  que la *mercia"  térmica  se 

postula  en  el  contexto  de  una  generalización  dinámica  de la teoría  de  Onsager  fue  dada  por 

Kaliski [17,pp.42-43; 441. Después  de  algunas  aproximaciones,  Kaliski llega a una  ecuación 

del  telegrafista. El hecho  de  que todo  este  esquema  sea  consistente  internamente o no. 

requiere,  en  mi  opinión,  de  un  estudio  más  profundo. 

, I .  

Es notable el  hecho de  que  sea  posible  una  descripción  de los fenómenos  irreversibles 

en los que  uno  puede  considerar  procesos  que  ocurren  con r pequeño.  Sin  embargo.  cuando 

T aunque  es  pequeño,  pero  no  despreciable, la descripción  de  tales  procesos  está  dada por 

ecuaciones  de  tipo  hiperbólico. Así, en  cierto  sentido  llegamos a la conclusión  que l a  
ecuación  hiperbolica "describe los procesos  de  la  conducción  del  calor, difusiólh, etc. n1á.s 

exactamente que una  ecuación  tipo difusava. Fisica7ne7ate esto  significa que las condicio7be.s 

bajo  las  cualés es posible  obtener  ecuaciones  del  tipo  pambólico (ec.zLacio7le.s tfpo di fus iuas)  

son  aparentemente nzás restrictivas". 

Finalmente,  es  conveniente  señalar  que los procedimientos  propuestos  en  este trabajo 

tiene  algunas  cuestiones  de  caracter  matem&tico las cuales  trataremos de clarificar en el 

capítulo  siguiente. 
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I ANEXO DEL CAPITULO 2 
SOBRE LAS DEDUCCIONES MESOSC~PICAS DE LA 

E C U A C I ~ N  DEL TELEGRAFISTA. 

En el capitulo  anterior  hemos  discutido  algunas  deducciones  de  ecuaciones  de t r a n s -  
porte hiperbólicas. Sin embargo,  tanto el trabajo  de  Weynlann corno el método propuesto 

por mi y por Garc{a-Colin s o n  incorrectos. En  este  anezo  expongo e n  particular  aquella ob- 

jeción  relacionada  con el concepto  de  la 71o-rllarkofiarLidad de  la  ecuación  resultante (2.3.6) 

del capitulo  anterior.  Debido a la  falta de  claridad,  de  que un proceso  sea  markofiano s i  

y solo si cumple con  la  ecuación  de Chapnza7alz-Kollrlogo~u, se e q o n e n  dos altenlat%,ucL.s 
para  estudiar el origen  de  las  ecuaciones del tipo  telegraJista en teoría  de  transporte erl 

particular  la  difusión. 

A2.1 DISCUSIóN. 

En el capítulo  anterior he expuesto  mi  trabajo  recientemente  publicado [l]. Discutir6 

el comentario  realizado  respecto al desarrollo de la ecuación (2.3.2). Con este  objctivo 

sefialaremos el  siguiente  aspecto clue fue pasaclo por alto  en  aquél  trabajo. A l  suponcr  que 

la ecuación  integral  entre W ( r ,  t f r )  y W(r-Ar ,  t )  es cierta,  realmente  estarnos suporlierlclo 

clue cl recorrido clue sigue una  partícula  Browniana depe~~derd  &licamente de los .uu.lore.s 

in.star1láneo.s de sus parámetras y es completanlente  independiente  de su.s historia preuia 

1 o tal. 

A2.2 MARKOVIANIDAD. 
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de  que lo que  sucede a un  instante  dado  de  tiempo  depende únicamente del  estado  del 

sistema  al  tiempo t es  llamado  un proceso  de  Markov. Como  se  sabe  en  este  proceso 

"el futuro"  está  determinado  únicamente  por el presente, es decir,  sólo  intervienen dos 

tiempos: el  tiempo t - 1 y el tiempo t. Debido a esto el  proceso ':no recuerda'' su  pasado. 

es  decir  no  hay  memoria.  Por  otro  lado,  el  resultado  que  se  obtiene a partir  de la ecuación 

de  Chapman-Kolmogorov  debería  de  ser  markoviano,  en el sentido  descrito  más  arriba. 

Xo obstante,  como  se  sabe,  una  ecuación  hiperbólica  tipo  telegrafista  contiene  memoria. 

Mencionemos  algunos  aspectos  técnicos  sobre los procesos  de k1arkov que  obedecen la 

ecuación  de  Chapmann-Kolmogorov. 

Para  un definición más precisa  de lo que  es  un  proceso  de  Markov,  es  útil  introducir 

primero la noción  de probabilidad  condicional. Escribiremos P2 (y1 Jy2, t)dy:! para la proba- 

bilidad  de  que dada y1 al tiempo t o ,  uno  encuentre y en el rango (y;!, y2 + cly2)  a un  tiempo 

posterior t .  Si  uno  tiene  que Wl(y, t ) d y  es la probabilidad  de  encontrar y en el rango 

(y, y + dy )  al tiempo t y W2(y1, t l ;  y2, t2)dyldy;! es la probabilidad  conjunta cle encontrar 

y en el rango (91, y1 + dyl) al tiempo t l  y en el rango (y.2, y2 + dy2) al tiempo t z ,  uno 

encuentra P.2 de W2 de  acuerdo a la siguiente  expresión 

P .  debe  satisfacer las siguientes  relaciones  obvias, 

('42.2.1 ) 

(-42.2.2) 

( -422.4)  
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Es claro  que  todas  las W, para n > 2 se puedan encontrar,  cuando  únicamente LV’2 es 

conocida.  Uno  deduce  por  ejemplo  facilmente de (,42.2.5) que 

Y así sucesivamente. Es claro,  por lo tanto, que Ml2 o P2 describen  completamente  el  pro- 

ceso. Sin embargo,   uno  no  puede  tomar  a  P2 como  una  función  arbitraria  de sus variables. 

Además de las relaciones  generales (A2.2.1 - A2.2.4) requieren clue 

(-42.2.6) 

para  todos los valores  de t o  entre  cero y t .  Esto se sigue de la  definición  de un proceso 

de  blarkov  y  es  llamada la  ecuacidn  de Chap~~~a~~-Kol~nogor~u-S-lnolucho~wsl;i. Esta es la 

ecuación  básica  para la teoría.  De  esta  manera uno  puede continuar.  Para  finalizar  esta 

parte  mencionemos  el  tratamiento de procesos  no-markovianos en esta  teoría. 

Es claro que la  próxima  clase de procesos  estocásticos será completamente c1escrit.a 

dando W s .  Sin  embargo, en las  aplicaciones físicas hay  muy pocos  ejemplos estucliaclos 

para  tales  procesos  de  mayor  orden.  Muy a menudo,  cuando un proceso es T L O - ~ ~ L ~ T ~ O V ~ ~ ~ L O ,  

uno  puede considerarlo  como  una  clase de  “proyección” de un proceso de  Markov  más 

complicado.  Además de y, uno  considera  entonces  otra  variable z (la cual  puede ser, por 

ejemplo, dylclt o alguna  otra  coordenada del sistema) y puede ocurrir clue para las  dos 

variables y y z combinadas, el proceso  sea  entonces  markoviano,  tal  que 

De esta  manera, acordarnos  definir el orden  de un proceso  de  Markov,  como  el n ~ m e r o  de 

variables e n  clue es necesario  descomponer un proceso  aleatorio,  tales clue al  cornbinarlas 

el proceso  sea  Markoviano. De hecho, la M72(yLy.t) que  uno obtiene  por  integración clc 

I.i.’2(ylzLy~z.~t) sobre z1 y z2 en  general no será un proceso de Markov, y uno  puede clcoir 

clue esto se debe al hecho cle que  uno no tiene  una  descripción  suficientemente  completa clel 

problcma. El hecho cle que  sea  posible  encontrar las variables  apropiadas z~ , ~ 2 ~ -  . . (estas 

pucclen ser más de una)  tal clue el proceso,  completamente c1escrit.o cn estas variablcs,  sca 

un proceso de h‘larkov, dependerá de  las ”causas  físicas” del fcncimeno consiclcraclo. 

En la sección (A2.4) sc ilustra con cierto  detalle lo que  hcrnos mencionado hasta a.cl\lí. 

Veremos clue  un caminante al azar  persistente  requiere  para su clescripción cle dos variables 
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a y b. que  obedecen  un  proceso  de  Markov  pero  al  reducirlas a una  sola  variable se obtiene 

una  ecuación  no-markoviana. 

A2.3  ECUACIONES  MAESTRAS  GENERALIZADAS. 

Ecuaciones  lineales  muy  generales  para la densidad  de  probabilidad  son la ecuación 

maestra  y  la  ecuación  maestra  generalizada [3-71. Si la variable x toma  únicamente valores 

discretos,  la  ecuación  maestra  tiene la forma [3] 

(-423.1) 

En (A2.3.1) W, es la probabilidad  de  que la variable  aleatoria z tome el valor entero 11, y 

w(m 3 n) es la probabilidad  de  transición  por  unidad  de  tiempo 7n a n ,  la cual  debe  ser 

positiva. Para una  variable  continua, la suma  debe ser reemplazada  por  una  integral, es 

decir. 

BW(z, t )  
at 

= W ( X ,  t )  = /[w(z’ -+ z)W(5’, t )  - w ( z  ”+ z’)Mf(z, t)]dz‘. (A2.3.2) 

Esta  ecuación  se  puede  obtener a partir  de (A2.2.3), aquí  reescrita  en  forma  explícita  para 

la variable z,  

W ( X ,  t )  = P(&,  t ’ lZ,  t)W(z’, tl)dz’ 1 (.42.3.3) 

En  esta  ecuación  reemplazamos t --f t + At y t’ -+ t (At = t - t ‘ ) ,  tenemos 

W ( x ,  t + At) = P(z’, 2,Ot)CV(z’, t)clz’ (i12.3.4) S 
Ahora clesarr-ollamos el laclo izquierdo cle esta ecuación  en At y mantenemos los pl-irnems 

dos términos.  Suponemos que existe el límite 

(A2.3.0) 

clue clctermina la razón  de  cambio cle la probabilidad  de  transición.  Notcmos quc l a  pro- 

tm.bilic1a.d de  transición  ticne las siguientcs propieclaclcs: 

- 43 - 



En la  segunda  propiedad  usamos  el  límite  (A2.3.5) y mantenemos  únicamente  el  término 

principal en el  desarrollo en At. Tomando en cuenta  estas  propiedades,  transformamos 

trasnformamos  el  primer  término en el  desarrollo en At en el  lado  izquierdo de (A2.3.4): 

w(z, t )  = / ~ ( z ,  X I ,  n t ) d z / w ( z ,   t )  = n t  J w ( z  --+ ~ l ) d x ~ ( z ,  t ) .  (.42.3.6) 

Ahora  usamos  (A2.3.5) y (A2.3.6)  para  convertir a la ecuación  (A2.3.4) en la  ecuación 

maestra  deseada, a saber, 

d W ( x ,  t )  
= W ( Z ,  t )  = ”t z)W(z/, t )  - w ( z  - z/)W(z, t)]dz’. (A2.3.2) 

at 

La probabilidad a un  tiempo  posterior  está  completamente  determinada  por la probabilidad 

al tiempo t = to; es  decir  el  proceso  descrito  por  (A2.3.1) es un proceso  de  hlarkov. 

Una forrna especial de la  ecuación  maestra  (A2.3.2) es la  ecuación de Fokker-Planck 

para  una  variable z. Para  hacer reclefinimos las probabilidades de transición en drminos cle 

= z - z’, el tamaño del salto. Así se  tiene que 2’ = z - e ,  y llegamos a 

Desarrollando  el  lado  derecho cle esta  ecuación en potencias cle se obtiene el desarrollo 

donde D(”) son los momentos cle probabilidad de salto  definidos  como 

J-CO 

Quedanclonos con los primeros  dos  términos de este  desarrollo  se  obtiene la ecuación cle 

I;’okker-I’Ianck, como  una  ecuación de l a  ecuación  maestra, clada explícitarnente por 

(62.3.7)  

cloncie .U(’) (X) > O es llamaclo el coeficiente cle clifusión y D(’) (x) es el coeficiente c~e clcriva, 

los cuales pueden depender del tiempo. 

Una  forrna dc generalizar la ecuación  maestra es l a  siguiente [8] 
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Esta ecuación  es  conocida  como  la  ecuación  maestra  generalizada. E n  esta  ecuación  el 

cambio de la  probabilidad no depende  únicamente  de la  probabilidad  al  tiempo t .  sino 

también de la  historia  previa. Las probabilidades  previas  entran  con  la función de peso 

w(n -+ m, t - t ‘ )  que  es  llamada  la  función  memoria. El  caso  continuo  de (.42.3.8) es 

ri.’(x, t )  = 1 [ w ( d  ”t x, t - t’)W(x’, t’) - w(x ”--f x‘,t - t’)lV(x, t’) ds’dt’. (-4’2.33) I 
“o0 

Reescribiendo  esta  ecuación con los cambios W ( x ,  t )  t p(x, t )  se biene la  ecuación 

3 = j I[+’ ”-f x, t - t ’ ) p ( d ,  t’) - w ( x  3 x’, t - t’)p(x, t ’ ) ]dz’dt ’ .  at (A2.3.10) 

o x’ 

Las ecuaciones  maestras  que  tienen  la  forma de la  ecuación (A2.3.10) han sido  deducidas en 

distintos  contextos  en  forma  físicos a partir  de  diferentes  modelos  mesoscópicos  por rnedio 

del método  de  operadores de  proyección [4-61. Por- el  momento no estamos  interesados en 

estos  resultados,  sino en considerar  propiamente a la  ecuación (A2.3.10) para caracterizar. 

ciertos  procesos  estoc6sticos. 

Veamos  como  es  posible  obtener  una  ecuación  tipo  telegafista a partir de (A2.3.10). 

Si la función  de  memoria se puede expresar  como [8] 

w ( x  ”f X I ,  t - t’) = w ( t  - t’)rv(d ”t x), (A2.3.11) 

donde 

(A2.3.12) 

es la razón cle salto  granulamiento  grueso y la función de  relajamiento w ( t )  tiene  una forma 

exponencial, 

w ( t  - t’) = T-‘ exp[-(t - t ’ ) / ~ ,  (A2.3.13) 

entonces se puede  mostrar que la  ecuación (A2.3.10) se reduce  a la ecuación 

(-42.3.14) 

q u c  es conocida como l a  ecuación  maestra  tipo  telegrafista (EMT). 

A partir cle (A2.3.14) es posible  obtener  una  ecuación  tipo  Fokker-Planck  ”hiperb6li- 

ca”.  Seguiremos cl formalismo  de  Klimontovich [IO]. Sea 
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donde 

W”(z f x’) = W ( x ’  3 x) W ( ”  f S’) = -JV“(x’ ”f x) 

Sustituyendo  (A2.3.15)  en  (A2.3.14) y agrupando  términos  se  obtiene 

I 3 [ W ( d  ”+ x)p(x’, t )  - W ( x  ”+ x’)p(iC, t)]dz’ I 
= /{bV”(x‘ ”t X) [ p ( ~ ’ ,  t ’ )  - p(z, t ’ ) ]  - W a ( 5  + T’) [p(~’, t ’ )  + p(5, t ’ ) ]  }&’ (-422.16) 

Suponiendo clue la probabilidad  de  transición, 

con Ax = IC - z’. Nuevamente,  sustituyendo  estas  ecuaciones  en (A2.3.16), y expr.esanc1o 

todos los términos  en  función  de z y Ax se tiene, 

I = S( ””(A”; x - *x) [p(x + A”, t ’) - p(5, t ’ )  
2 1 

si  en  esta  ecuación  desarrollamos  todos las expresiones  en  potencias cle Ax hasta segunclo 

orden, reagrupamos términos y definimos, 

A ( z )  = ( A z ) W U ( A n : , ~ ) d ( A z )  S 
Y 

obtenemos  finalmente, 

ap a B 
T- + - = - [ A (  .)p(., t ) ]  + - 

at2 at ax ax (A2.3.17) 
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CAPÍTULO 3 

LA INVALIDEZ DE LA E C U A C I ~ N  DE D I F U S I ~ N  

DEL  TELEGRAFISTA EN 2D Y 3D 

PARA SÓLIDOS CRISTALINOS. 

Usamos un análogo  clásico  de  la  teoría  de  dispersión  cuántica  de  la  matrzz S para 

estudiar  la  difusión  mesoscópica  clásica  en  sólidos  cristalinos  isotrópicos. Las colisiones 

indiuiduales  incluyen  probabilidades  de  dispersión  de  tmnsnzisión,  reflezión, y lateral. El 

proceso  estocástico  resultante es un proceso  de Markov  de  segundo  ode71 en el espacio fa se?  

el ara1 se conoce e n  la  literatura como una  caminata al azar  persistente  en  dos 9 t . m  di- 

mensiones 20(3D).  En contraste,  con el caso  unidimensional ID,  e n  el limite  continuo: 
la  densidad  total  en 2 0  y 3 0  no  satisface  la  ecuación  de difusión del  telegra5sta. No.sot~.o.s 

explicamos  este  hecho  deduciendo  la  ect~ación  de  Muwell-Cattaneo en el caso d e  prvce- 

s0.s discretos de difusión.  Encontramos que la memoria inertial, la  cual p7wporciorl.a wl,a 

dirección  preferencial  hacia  adelante, rompe la  simetría z - y. 

3.1 INTRODUCCION. 

En el capítulo  anterior  hemos  discutido "in extenso"  las  diferentes cleducciones e in- 

terpretaciones clue se han hecho e n  la literatura  sobre  la  ecuación del telegrafista. I<st,a 

discusión  todavía no esclarece  del todo la metodología  seguida en la  ref. [ 11, menc io rda  c11 

el cap. 1, para  obtener la ecuación  maestra a partir cle las ideas  sobre  procesos  irreversiblcs 

basaclas en hipótesis  de  tipo  estocástico  (I\I.S.Green). Con objeto cle poder evalua~.  con n1Ls 

precisión la naturaleza  y validez de esta  ecuación  vamos a estudiar en estc y cI capítulo 

subsccucnte su origen  microscópico  pero en un moctelo un  tanto simple. Esto nos pel-rniti1.L 

cntcnclcr  con mayor clariclacl cómo la difusión  macroscópica surgc de los principios &sicos 

clc la mccSnica cuh t i ca .  
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En  esta sección argumentaré  matemáticamente la diferencia entre  el  modelo  de  cami- 

nante al azar  ordinario  (aquí  referido  como RW) y caminante al azar  persistente  (referido 

como PRW). El caminante al azar  persistente difiere del  caminante al azar  ordinario  en  que 

el elemento  probabilistic0  usado  en  cada  paso es la probabilidad  de  continuar  moviéndose 

en  una  dirección  dada,  mas  que la probabilidad  de  moverse  en  una  dirección  independiente 

de  aquella  que  tenía  en  el  paso  precedente  inmediato.  Por  esta  razón  se  dice  que el  proceso 

aleatorio  permanece  siendo  markoviano  pero  de  segundo  orden  más  que  de  primer  orden. 

Esta  afirmación  se  aclará  más  adelante. 

3.1.1 CAMINANTE  AL  AZAR  ORDINARIO. 

Un enfoque  para  describir la difusión  en  una  red?  es el proceso  llamado  caminata a l  

azar  (Aquí  referido  como RW) o caminante al azar  ordinario [1,2]. El modelo  tradicional cle 

la difusión,  usando RW, es  un proceso de A4arko.u en  el  espacio  de  configuración.  Sea p ( x ,  t )  

la distribución  de  probabilidad de la posición S (S = O,  fl, *21, ...) para  una part,ícula 

difusiva al tiempo t ( t  = O ,  T ,  27, ...). Suponiendo  una  caminata al azar orciinaria  en  una 

red, la probabilidad p(z,  t )  satisface  esta  simple  relación  de  recurrencia 

1 1 
2 2 

p(x, t + T) = -p(z - 1 ,  r) + -p(S + 1, t ) .  

Aquí,  T y 1 sor1 el ”el tiempo cle salto” y la ”longitud  de  salto”.  respectivamente. A p t i r  cltr 

la  ecuación (3.1.1.1) se  tiene clue: i) Los factores 1/2 en la ecuación son las probabiliclacles 

de  salto  isotrópicas  para  moverse a la derecha o a l a  izquierda.  ii) La ecuación (3.1. I .  1 )  

tiene  esa  estructura  debido a que  ignoramos  donde  se  encontraba el caminante a l  tiempo 

t .  Por esta  razón clebemos considerar las clos posiciones  posibles cloncle puede  estar 

partícula  en el instante  inmediato  anterior. iii)  Nótese clue (3.1.1.1) es una  ecuaci6n cluc 

relaciona  únicamente  dos  tiempos a saber-, t y t + 7 ;  el presente  determina el futuro. Xo 

hay  memoria  en el sistema.  Finalmente,  señalemos clue la versión diferencial clc (3.1.1.1), 

llarnada  ecuación cle difusión, es una ecuaci6n  diferencial  parabólica 

(2.1.1.2) 
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3.1.2 CAMINANTE AL AZAR  PERSISTENTE.  EL MODELO D E  GOLDS- 

TEIN. 

El transporte  de  partículas  que  se  difunden  en  una  red  fué  estudiado  primeramente 

por  Goldstein [3],  usando el formalismo  de  caminata al azar  persistente (PRIV). Este 

formalismo le permite a uno  incorporar  una  memoria  inercial,  entendida  aquí  como la 

tendencia  del  caminante  de  continuar  moviendose  en la misma  dirección  que con aquella 

precedente  inmediata. 

Deduciremos la ecuación clel telegrafista  en  una  dimensión  basados  en  las  ecuaciones 

para el caminante al azar  persistente  en  una  red  e  indicaremos las hipótesis  requeridas 

para el paso al límite  continuo.  Esta  deducción  esencialmente  es  aquella  proporcionada 

por  Golsdtein [3]. 

Considere  una  caminata al azar  en  una  red  en la que  en  algún  paso, el caminante  est6 

en el  sitio j de la red  se  mueve a uno de sus  dos  sitios vecinos j & 1. Sin  embargo,  en  lugar 

de  especificar  una  probabilidad  de moverse desde j a un  punto  vecino, especificarnos la 

probabilidad  de  continuar  moviendose  en la misma clirección que  tenía  en el paso  anterior 

inmediato.  Esta  será  denotacla  por a. Así, si el  paso  anterior  inmediato se hizo cle j - 2 a 

j - 1 la probabilidad  de  ocurra la transición j - 1 --+ j en  presente  paso  es  igual a CY. Esta 

definición nos permite  escribir miis abajo  un  par  de  relaciones  de  recurrencia clue clescriben 

la evolución  del  caminante  al  azar.  Sea q L ( j )  la probabiliclacl de clue el caminante  al azar  S(: 

encuentre  en j en el paso n ,  llegando de j - 1 en el paso  anterior y sea b T L ( j )  la probabilidad 

de clue el caminante al azar se encuentre  en j en el paso 71 llegando  de j + 1. Finalmente. 

sea /3 = 1 - a. Esta  consideraciones  conducen al conjunto cle relaciones,  dadas  por  primera 

vez por Goldstein, 

GL+l(j) = (..n(j - 1) + Pb,L(j - 1) (3.1.2.1) 

(3.1.2.2) 

131 par&rnetro C Y ,  clue es una meclicla cle l a  tendencia cle la partícula a moverse en la rnisn~a 

clirección que  en el paso  anterior,  representa la tendencia clel movimiento a persiski7- e11 l a  

misma  dirección. N'otese que las ecuacioncs (3.1.2. I)y (3.1.2.2) requieren clc dos  condiciorlcs 

iniciales, ~ ~ ~ ( 0 )  y &,(O),  para  generar ~ ) ~ ( j )  y OTL( j )  (éstas  pueden consiclcrarse  conlo ILLS 

concliciones cor-1-esponclientes a una posición y velociclacl inicial). 

I'ara generar- ecuaciones  diferencialcs  parciales a partir cle las dos  últimas  ecuacioncs no 

solo es necesario  escalar el espacio y el tiempo,  sino tambikn l a  probabilidad de persistencitl 
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a. Definimos  las  variables  continuas x y t escribiendo  para  cada  una  de  ellas. z = jAlu 
y t = .nAt, donde j y n toman valores discretos y (Ax, At) ”+ (O,   O).  Estas definiciones 

convierten a las ecuaciones  para a y b en 

a(z ,  t + 1) = au(x - 1, t )  +@(x - 1, t )  (3.1.2.3) 

b(z, t + 1) = ab(x + 1, t )  + Pa(x + 1, t )  (3.1.2.4) 

Antes  de  seguir señalemos lo siguiente.  Resolviendo las ecuaciones (3.1.2.3) y (3.1.2.4) para 

a (o para b) obtenemos la siguiente  ecuación, 

a(x,  t + 1) = aa(x - 1, t )  + aa(x + 1, t )  - ( a  - p)a(x,  t - 1). (3.1.2.5) 

Nótese  que  esta  ecuación,  proveniente del caminante al azar  persistente,  se  reduce  al  caso 

mas  simple  cuando se tiene a = = 1/2. Bajo  esta  condición la ecuación  resultarltc 

es precisamente la ecuación  del  modelo  de  caminante al azar  ordinario  (ver ec. (3.1.1. I ) .  

Cuando  ocurre  que a # p, el proceso  se  rige  por la ecuación  (3.1.2.5),  que  relaciona tres 

tiempos t - 1, t y t + 1. Por  tanto,  para  esta  ecuación sí tiene  sentido  considerar un 

clesarrollo a segundo  orden  en el tiempo (lo mismo  ocurre  para x). En  este  caso, el futuro 

de la partícula  “recuerda”  en el instante t + 1 donde se encontraba al tiempo t y t - 1. 

Este  proceso  tiene  memoria,  es  decir  es  un  proceso  no  markoviano.  Nótese que l a  conclici6n 

Q # p expresa la memoria inercia1 de la partícula  dispersada. 

Regresando a las ecuaciones  (3.1.2.3) y (3.1.2.4)  para a y b notemos clue se I q u i c r o r l  

dos  hipótesis biisicas de  escalamiento  para el caso  continuo. La primera  relaciona Ax y At: 

A :c 
A2,At-O At lim - = u  

y la segunda  es  una  forma  de  escalar a a, 

en la que r es una  constante, que tiene  dimensiones de tiempo.  Con  estas relacionvs tlc 

escalamiento y clesarrollando  (3.1.2.3) y (3.1.2.4)  en  potencias c lc  Al y Ax tloncle at.lm1as 

consideramos (x + 1 ”-f z + Ax) y ( t  + 1 ”t /. + A L )  obtencnlos cl conjunto clt: c c u x i o w s  

ilCOplaclils: 
8a  8a 1 
8t an: 27- 
” - -u- + “(b - a )  
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db  db 1 
- =U- + -(U - b) at 2T 

(3.1.2.7) 

Si resolvemos  para b en términos de a y sus  derivadas  de  la  primera  ecuación y sustituimos 

el resultado en la segunda  ecuación  encontramos que a satisface la ecuación del  t,elegrafista 

unidimensional, 
a2a da $a 

7" + - = V A T -  
at2 at 8x2. 

De la misma  manera b también  es  solución de esta  ecuación.  Finalmente,  ya que nuestra 

deducción está  basada  sobre  una  caminata  al azar nos  referiremos  a la densidad de prob- 

abilidad p(x, t )  para  la posición de la  partícula  al  tiempo t. La densidad de probabilidad 

puede  ser identificada  con  una  concentración en el  sentido de que  no es negativa y se 

conserva en el sentido que satisface la condición cle normalización, 

La función p(x, t )  es  la  suma de las dos componentes  definidas  anteriormente, es decir, 

p(z, t )  = U + b 

y ya que cada  componente  satisface  una  ecuación del telegrafista,  también p clebc satistaccr 

la rnisrna ecuación.  Señalemos  que  esta  deducción,  basada  en  el  formalismo de caminata a l  
azar, puede ser  extendida a mas  dimensiones,  sin  embargo la parte  espacial cle l a  ecuaci6n 

obtenida en esta  manera  generalmente es mayor al segundo  orden [4]. 
En  este  y el siguiente  capítulo  se  abordar6 el estudio cle la  relación  entre la ecuaci6n del 

telegrafista y la difusión en sólidos  cristalinos en  dos y tres  dimensiones,  bajo cl formalismo 

de caminante  al  azar  persistente. 13s importante  hacer  notar clue el  modelo clue usarc'mos. 

en este  formalismo, fue propuesto  por S. Godoy y  L.S.  Garcia-Colin  (ver  ref.[11]). 
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telepafista en 2 0  y tampoco en 3 0  siguiendo  el procedimiento de Goldstein,  partiendo de 

una  caminata  al  azar  persistente  y  pasando  al  límite  continuo. 

En  este  capítulo,  deseamos  demostrar  explícitamente  esta  última  afirmación y además 

claramente  señalar por qué la difusión Fickiana no es  válida  en 2 0  y en 3 0 .  De  hecho  ya 

que la probabilidad de transición  hacia  adelante y lateral son diferentes  con  respecto a la 

dirección  elegida, las probabilidades de encontrar  el  caminante en un cierto  punto de la red 

no son simétricas. El límite  continuo  de la caminata al azar  persistente en 2D(3D) conduce 

a una  ecuación  tipo difusiva  muy distinta a aquella  derivada  por 5Iasoliver- y compafiía 

[8-91. 

3.2 EL MODELO  CLÁSICO D E  LA CAMINATA AL AZAR  PERSISTENTE 
EN 1D (1D-PRW). 

Corno ya indicamos  en  el  capítulo 1 ,  a partir del trabajo de Goldstein [S] conocemos clue 

las ecuaciones de difusión  mesoscópicas 1D pueden ser  obtenidas  usando  una  caminata al 

azar persistente  unidimensional [4]. Entre los diferentes  modelos 1D-PRW que existen en l a  
literatura hay  uno llamado  camiata  al  azar cucintica (QRW) el cual se deduce  c1irectament.c 

de la teoría cle la matriz ,S de  dispersión  cucintica [10,11]. La dispersión a bajas energías 

(tunelaje)  y  energías por arriba de la  barrera de potencial se describen  indistintamente c011 

coeficientes de transmisión  y reflexión (T, R). 
La teoría QRW describe un proceso clifusivo coherente  con  interferencia, clonclc se 

toman en cuenta las dispersiones elcisticas de paquetes  de  onda  de  energía promeclio cons- 

tante, en una  red  cristalina. E n  un artículo  reciente [la] se demostró clue si un promedio 

temporal se toma  sobre las probabiliclacles cucinticas descritas en QRW, las contribuciones 

de interferencia  cuiintica pueden ser despreciables y obtenerse un conjunto de ecuacioncs 

incoherentes  (ckisicas) para ID-QRW. Este  proceso  incoherente clecluciclo  cuáx1ticarnent.t: 

describe  una  sucesión cle clispcrsores  cldsicos I D  en una red clorlde todas las partículas 

incidentes  sobre  cualquier  barrera de potencial  se clipersan  con  probabiliclades  hacia ac l c -  

lante  (transmisión)  y  hacia atr;is (reflexibn) (T, R), respectivamente. La conscrvacitin c l c  

partículas clemancla clue T + R = 1. Usualmente T # 12, y esto expresa la rnetnoria i r l c r -  

cia1  clc las par-tícxlas  clispersadas.  Suponiendo clue las partículas  son  clescritas  únicarnclltc 

en la mitad clc los valles entre las barrcl-as de potencial, las ecuaciones  cI;isicas c l c  1 0 -  

QRiV clcclucidas cu&nticarnente pueden rccscribir-sc  rclacionanclo l a s  probabilicladcs  inci- 

dentes c1;isicas 1'1 (x, 1) y Pl(x + 1 , ~ )  con las corresponclientes cie salida P L  (x + 1 ~ 1 + 1 ) 



y Pz(z, t + 1). Los subindices  en l a s  probabilidades  denotan la dirección  de  movimiento 

(1 = derecho, 2 = izquierdo). Las ecuaciones  de 1D-PRLI- son, 

P l ( 2 + 1 . t + l ) )  = (T R) ( m u )  ( l32(x,t + 1) R T Pz(2 + 1 , t )  
(3.2.1) 

La ecuación (3.2.1) describe  un  proceso  clásico  donde  todas las partículas  tienen  una 

velocidad  promedio  c EE Ax/&. Teniendo  energía  constante:  en 1D, la  velocidad  tiene 

únicamente  dos  va1ores:kc. El efecto  de  las  colisiones  elásticas  es  simplememte  cambiar 

sus  direciones  de  movimiento. Pl(x, t )  y P2(z, t )  describen la probabilidad  de  encontrar a 

la partícula  en  una  posición x al tiempo t ,  con  velocidades  positiva y negat,iva  respecti- 

vamente. Así, el proceso ID-PRW (3.2.1)  describe  en el espacio  extendido  una  caminata 

aleatoria  Markoviana con grados  de  libertad i~aterrzos. Cada  probabilidad  individual P1 y 

122 en la ec. (3.2.1)  es  un proceso de h/larkou de segundo orden [4]. En la ec. (3.2.1),  para 

valores  arbitrarios de R y TI el  limite  continuo (Ax, At) -+ (O ,  O) tal  que .&/At E c se 

mantenga  constante no existe [4]. iuo obstante, el límite  continuo  existe en el caso  parti- 

cular  del  “límite  de  dispersión  débil” (WSL) donde,  además  de  que (Ax, At) ”+ (O,  O )  con 

Ax/At E c, los coeficientes (R, T) tienen  que  satisfacer las condiciones  suplementarias: 

R EE A t / 2 U  - O ,  y T = 1 - 11 - I ,  donde U es un  tiempo  de  relajación  característico  dcl 

sólido [4]. 
Las ecuaciones  que  describen la evaluación  temporal  de P1 y F‘? en el ID-WSI, son 

dP1 dP1 1 
at - +c- = -(P2- P,) 

62 20 
(3 .2.24 

(3.2.26) 

Las  dos  ecuaciones (3.2.2),  pueden  escribirse  en  términos  de  dos  nuevas  funciones, l a  c l cn -  

sidacl /I(?:, t )  S P1(:c, C) + P.(z, t ) ,  y su  corriente  asociada ,](x, t ) /c  Pl(n:, t )  - PJx ,  1 ) ;  

Est;as se encuentran  que  son 

(3.2.3) 

(3.2.4) 
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Igualmente,  si  uno  no  supone que el  caminante al azar se mueve a velocidad  constante, son 

posibles más tipos  de  ecuaciones de evolución [14]. 

En las  secciones  subsecuentes  demostraremos,  usando  el  análogo  clásico de la teoría 

de dispersión de la matriz-S  cuántica 2 0  (y 3 0 ) ,  que en 2 0  (y en 3 0 )  las  ecuaciones 

resultant.es  son: (2) Un  proceso  estocástico 2 0  (3D)-PRW, y (ii) en  el \.VSL, en contraste 

con el  caso 10, la ecuación de difusión para la densidad p(x ,  y, t )  no estú  dada por la 

versión 2 0  ( 3 0 )  de la ec.(3.2.4). En otras  palabras, al menos  para  nuestro  modelo de 

dispersión de la  matriz-S  clásica de difusión, la ecuación del telegrafista  análoga a la ec. 

(3.2.4) no es la ecuación  correcta  para  describir la difusión  mesoscópica  clásica en 2 0  y 

3 0 .  

Finalmente,  nótese  que  para valores arbitrarios  de (T, R) y manteniendo  Ax2/At = 

coustante,  (el  mismo  límite clue toma  toma la caminata  al  azar  usual en una  ecuación 

parabólica) , también  podemos  tomar  el  límite  continuo en la ecuación (3.2.1). Sin  embargo 

al hacer así arribamos, lo mismo clue en la  ecuación  parabólica, a un proceso clifusivo con 

una  velocidad  de  propagación, al menos matemáticamente,  infinita para la  difusión. Ih te  

es un resultado no físico. 

3.3 DIFUSIóN  EN  UNA RED CUADRADA EN 2D. 

Para  iniciar, consiclerernos  una red cuadrada  isotrópica en 2 0 .  Suponiendo c lue  h s  

partículas  dispersadas siguen la rllistna simetría cle la red,  describirnos  cualquier  colisi6n 

clásica en 2 0  con  tres  parámetros (T, R, L) clue son las probabilidades de dispersión  hacia 

adelante,  hacia  at& y lateral,  respectivamente.  La  conservación cle partículas clernancla 

clue 7’+ R + 2 L  = 1. 

I3n una red cuadracla  tenemos  cuatro densiclacles cle probabiliclad: P 1  ( x ,  :y, t ) .  

1’2(:t., y ,  t ) ,  F‘3 (x, y, t )  y P ~ ( z ,  y, t )  donde los subindices  denotan las direcciones cle 1110- 

virrlicnto ( 1  = derecha,  2 = izcluiercla, 3 = arriba, 4 = abajo). 

En un proceso de dispersión clAsica 2 0 ,  encontramos  por  inspecci6n clc l a  figura I ,  

clue l a  relación más general entre las clensiclacles de probabilidad, esta c lac l a  por, 

q z  + 1, y, t + 1) T n I-, 
& ( x  - 1, y, t + 1) 12 7‘ I, 
&(x, y + 1,1 + 1) I, 
1’4(x,y - 1,  t + 1) r, 12 7’ I’&, y 3- 1 , 1)  

Xótese clue en el modelo descrito  por Ia ec.(3.;3. I ) ,  ya que tenemos clispcrsicjn cI&st,ica y 

clue cualquier pr-oceso de dispersión  ticne l a  misma trayectoria libre rneclia, son posibles se 



realizan  dos  desplazamientos  cada  uno  del  mismo  tamaño ( 1  Arc I = [  Ay I )  para la entrada 

y  salida  respectivamente.  Esto  implica  que el tiempo  medio  de colisión At es el  mismo  en 

cualquier  proceso  de  difusión.  Desde  un  punto  de  vista  estadístico. la ecuación  (3.3.1) de- 

scribe  un  proceso  estocástico  llamado  caminata al azar  persistente-2D  (2D-PRW).  Nótese 

que  este  es  un  proceso  de  Markov  de segundo orden ya  que  en  cualquier  t,iempo  uno nece- 

sita  tener  dos  piezas  de  información, la posición  y  dirección  del  viaje. La simetría  de la 

matriz  de  dispersión  refleja la isotropía  del  sólido.  La  ec.(3.3.1)  representa  un  conjunto 

de  ecuaciones  recursivas  para Pi(i = 1,2 ,3 ,4)  cuya  solución  depende  fuertemente  de las 

condiciones  iniciales y de las condiciones a la frontera. 

3.4 EL LÍMITE D E   D I S P E R S I ó N  DÉBIL EN  2D ( 2 0  - H'SL). 

Así, para  obtener  el  límite  continuo de la ec. (3.3.1) consideremos, por ejemplo, la 

primera  ecuación  del  conjunto, a saber 

PL(rc, y, t + 1) =TP& - 2,g, t )  + RP2(z, y, t )  

+ LP3(rc - 1, y - 1, t )  + Lf',I(rc - 1, y + 1, t )  (3.4.1) 

Si en la ec(3.4.1)  hacemos  un  desarrollo  en  serie  de  Taylor  a  primer  orden  en t ,  alrededor 

dcl punto (x, y, t )  y después  de  algunas  simplificaciones,  obtenemos clue 

Corno claramente  podemos ver de la ec.(3.4.2),  análogamente a l  caso lD,  para valores 

arbitrarios  de (T, R, L ) ,  el límite  corltinuo (Arc = Ay = At - O ) ,  manteniendo Az/Al. = 

Ag/A¿ = cor¿stcl,nte, no  existe.  Sin  embargo,  tenemos un  límitc continuo e n  el caso clcl 

límite de dispersión  débil 211 (2D-WSI,)  donde,  adem& clc Az = A y  = A/, - O, clefininlos 

una vclocidad  constantc c y clos constantes cle tiempo U,< y OL tal que (12, /-) - (O, O )  e11 

tal manera clue, 
2An:lAl. = 2Ay/At. % c, /?/At = 1/(2U[<), 

L / A t  = 1/(2U,>), 7' - 1. (3.4.3) 
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,4quí, OR y 6~ son  dos tiempos de relajación  característicos del  sólido. Los tiempos  están 

asociados  con  las  dispersiones  hacia  atrás y laterales,  respectivamente. En  este  límite ( 2 0 -  
IVSL). la  ec.(3.4.2),  la  primera del conjunto que describe la difusión mesoscópica  cllisica, 

se transforma en 

(3.4.4n) 

Análogamente,  las  otras  tres  ecuaciones que  surgen a  partir de la ec.(3.3.1) en este  límite 

(2D-WSL) están  dadas  por 

8P.L 1 1 
at 
" C- ap2 = +(PI - P2)- + (P3 + P4 - 2p.L)- an: 2QR 2QL 

aP, OP3 1 1 
-+c--  - -(P3 - P4)- + (PL + P2 - 2p3)- 

2QR 2QL 

ap, 8P4 1 1 
c- - - +(PJ - P4)- + (PI + P2 - 2P4)- 

20 R 20 L 

at 

" 

at 

(3.4.40) 

(3.4.4c) 

(3.4.44 

En forma  análoga al caso lD ,  reescribirimos  las  ecs.(3.4.4) en términos de las densiclacles 

px E PI + f2, p, E P3 + P4, y sus corrientes  asociadas I ,  ZE c( Pk - P2), J, C( P 3  - P d ) .  

Sumando y restando  las  ecuaciones  (3.4.4s-b) y (3 .4 .4~-d)  encontramos clue 

(S .4 .54  

(3.4.3) 

( 3 . 4 3 4  

(3.4.5cL) 

lndiviclualmente, l a s  ecs.(3.4.5a y c)  expresan  la no conservación de la. masa que se rnuev(: 

a lo largo de  cada  dirección.  Cualquier clirección cle movimiento  tiene clispcrsit3rl lateral 

y por lo tanto hay u11 flujo de partículas. Como es de esperarse en un stjliclo isotrópico, 

l a  pC1-dicla de masa en cualquier  dirección es exactamente l a  ganancia clc masa para l i t  

dirección  perpendicular,  así la masa  total del proceso se conserva.  Claro esta que, sunlantlo 

(3.4.5a) y ( 3 . 4 . 5 ~ )  tenemos Ia conservación cle masa  total, 
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Finalmente, las ecs.(3.4.Sb y d) para las corrientes  difusivas,  exhiben  más  claramente la 

distinción  del  modelo  (2D-WSL)  comparado  con el  caso  unidimensional (lD-iI-SL). Kótese 

clue aún  teniendo la derivada  parcial  temporal  de la corriente  misma  (esta  es  una  distinción 

de la difusión  mesoscópica),  sin  embargo, la ley de Fick en 2D no se  satisface.  En la 

ecs.(3.4.5b y d)  no  tenemos  el  gradiente  de la densidad total (pz + p y ) .  Por lo tanto las 

ecs.(3.4.5b y d)  describen  un proceso  de  difusión  anómalo y consecuentemente  pueden  ser 

consideradas  como  ecuaciones  de  Maxwell-Cattaneo  anómalas.  Este  hecho  tiene  profundas 

consecuencias  en la ecuación  de  difusión  como  veremos más adelante.  Tratando  de  obtener 

la ecuación  del  telegrafista,  eliminamos  en las ecs.(3.4.5) las dos  componentes  de la corriente 

Jx y .Iu y  obtenemos la siguiente  ecuación, 

(3.4.7) 

donde el  coeficiente  de  difusión D C"0n es el  mismo  que  en el caso 1D. Este  sorprendenk 

resultado  de  2D-PR\V,  trivialmente  extensible  al  caso 3D-PIl\V, muestra muy claramente 

que la difusión  mesoscópica  en 2 0  y 3 0  no estú descrita  por l a  ecuación  del  telegrafista. 

De hecho, la ec.(3.4.7)  no  es  todavía  una  ecuación  cerrada  para la densidad  total (pz + p y ) ?  

y  es  en sí misma  inútil.  En  este  modelo  PRW,  en 2 0  y 3 0 ,  uno no puede  pasar por alto l a  
evaluación de la corriente  difusiva .J(r, t )  en el proceso  de  obtener l a  solución de l a  difusión 

mesoscópica para p ( r ,  t ) .  Lo clue es muy  importante  comprender es clue el conjunto tlc 12.1s 

cuatro  ecuaciones  simultáneas  (3.4.5)  para ( p x ,  p y ,  ,Iz, .Iu) ahora  vienen a ser las ecuxioms 

fundamentales  para l a  clifusijn  mesoscópica en 2 0 .  

3.5 LA E C U A C I ~ N  DE MAXWELL-CATTANEO ANÓMALA. 

El límite  continuo  descrito  en la sección anterior  tiene el inconveniente de ser vAliclo 

únicarncnte  para  el  modelo \VSL cloncle los coeficientes de  dispersión  satisfacen las 

propiedades (T, 12, L )  - (1, O, O). Debido a esta  dispersión  débil, l a  solución de l a  ec.(:3.4.5) 

describe,  para  un  aglomerado inicial de partículas rnoviendose en l a  misma  dirección, un 

movimiento  balístico  dejando  detrss  una  nube cle partículas clue se mueven  hacia atr;..is y 

hacia los laclos. 1 % ~  tiempos  cortos, la solucitjrl c l e  WSI, se parccc Inas LL la sublin~acit~n 

t l ~  un  corllcta cluc a un  proccso  difusivo. 

En seguida, cleducirnos la ley de Fick sin tomar el n7s1,. Si lo que desearnos cs conotx'~~ t.1 

cocficicntc clc tlifusibn para valores  arhitarios de (Y', I?, L) !  nos restringiremos  propiamcntc 

a l  caso  discreto. A,Ianteniendo constantes los valot~;s discretos clc Ax = Ay = !/2, clorlclc 
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es  la  constante  de  la  red  cuadrada, y manteniendo  la  definición de la  velocidad c E 

2Az/At = 2Ay/At, consideremos en la  ec.(3.3.1) la primer  ecuación  para PI: después de 

un desarrollo en serie de Taylor y manteniendo  únicament,e los términos de  primer  orden 

podemos  escribir  dicha  ecuación  como: 

R L 8PL 
at At At dz 
- DPl = -(P1 - P.)- + (P3 + P4 - 2P1)- - Tc- 

L C  d L C  a 
- " ( P 3  + P4) - "(P3 - P4)- 

2 ax 2 dY 
(3.5.1) 

A partir de la  ec.(3.3.1),  la segunda  ecuación  para P . . ,  puede 

saber 

obtenerse  análogamente,  a 

d p.2 R L d P.r 
d t  - +(PL - P2)- + (P3 + P4 - 2&)- + Tc-  At  At dz 

+ "(P3 + P4) - "(PJ - P4). 

" 

LC d LC d 
2 ax 2 dY 

(3.5.2) 

Restando la ec.(3.5.2)  de la ec.(3.5.1) y substituyendo las probabilidades (Pl, P?,f>J,f.t) 
para l a s  densidades y las corrientes (p,, py, J,, .Iy) obtenemos  después de algunas sirnplifi- 

caciones  que, 
c2nt a At a 

J x = - 2 R  + 21, - D X  dz + LP,] - 2R + 2L dt 
- .I,. (3.5.h) 

En una  manera  similar, a partir de la tercera y cuarta  ecuación en (3.3.1). encontramos 

que, 

(3.5.36) 

Las ecuaciones (3 .5.3) ,  válidas  para valores arbitrarios cle (T, R,  L), muestran el problen~a 

exacto con la difusión  mesoscópica  clásica en 2 0  (también en 3 0 ) .  Tan pronto  corno  t,en- 

emos alguna  memoria  inercia1 (T # L), la ecuación de Fick no es  vdicla. IJo clue se  tiene es 

un proceso cle difusión  anómalo con un coeficiente cle difusión tensorial D .  Podernos clefinit. 

clos coeficientes cle difusión: Un coeficiente  paralelo 011 . y  un coeficiente  perpendicular fll! 

donde c. AlT 
0 -  c"AtL 

= 2 R + f L '  2R + 2L' 
n, ZE (3.5.4) 

Con e s t a  notacidn  poclemos escribir l a  ecuacidn de ~,l~LuwclI-Cattarleo anómala cn 21) cotno 

(3 .531)  

(3.5.56) 



donde 

(3.5.3C) 

es  el  tiempo  de  relajación  asociado a un  proceso  de  difusión  mesoscópico 2 0 .  -4 partir  de la 

ec.(3.S.S)  es  claro  que,  debido a que T # L ,  las  probabilidades  de  encontrar al caminante 

en  cierto  punto  de la red no son  simétricas.  Esto  explica  porqué la simetría z - y de 

la ecuación  del  telegrafista no es  válida  en el caso 2 0  continuo,  donde  en el 2D-\.\.-SL 

ciertamente  tenemos (2’ - 1) # ( L  N O) .  Claramente.  este  resultado  es  estrapolable  al 

caso 3 0 .  

3.6 LOS RESULTADOS DEL 30-WSL 

Los resultados  anteriores  para 2D pueden  ser  extendidos  trivialmente al caso 3 0 .  

Para  una red  cúbica  simple, los tres  coeficientes (T, R ,  L )  satisfacen la condición  de  que 

7‘ + R + 4L = 1. En  este  caso 3 0  tenemos  seis  densidades  de  probabilidad P;(i = l., . . . , 6) .  

y el  resultado  en  el  continuo  en  el 3D-WSL para la aparente  ecuación  del  telegrafista es 

doncle D C’UR. 

Para valores arbitrarios  de (T, R, L )  el  caso  discreto  proporciona, para  la corrientc 

difusiva .J(r, t )  en 3 0 ,  una  ecuación  Maxwell-Cattaneo  anómala doncle l a  componente 

típica .Iz toma la forma, 

y el coeficiente cle difusión D en 3 0 ,  y el tiempo  de  relajación 0 3 ~  son, 

c 2  n tl’ c 2 A t L  D -  At 
2 R  + 4L’ 21;: + 4L- I ‘  = 212 + 4L‘ DI = U3D E 

- G O  - 
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x -  1 x X - 1  x X + - 1  

Figura 1 (a) entrada al tiempo ( t )  y (b) salida al tiempo (I f  1) para una red cuadrada 

2 0 .  
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CAPÍTULO 4 
CORRIENTES TRANSVERSALES EN 

SóLIDOS CRISTALINOS  NlESOSCÓPICOS. 

Usamos  una  caminata al azar  cuántica  para  estudiar  la  difusión  mesoscópica  cuántica 

e n  redes  isotrópicas  cuadradas (y cúbicas).  El  proceso de dispersión  inditdual  incluye  am- 

plitudes  de  dispersión  de  transmisión, reflexión y lateral. En sorprendente  contraste  con el 

caso ID, pam  di fusión  cuánt ica  en  una red, l a s  corrientes  cuánticas en 2D y en 3 0  satis- 

facen  una  ecuación  tipo  Maxwell-Cattaneo  cuántica  anómala  con un coeficiente  de difusión 

tensorial. P a m  las  particulas de velocidad u0 en 2D tenemos coeficientes  de  difusiórl  para- 

lelo Dl1 = (u;AtT) / (2R+2L) ,  y perpendicular D I  = ( t ! iA tL ) / (2R+2L) ,  donde ?', I? IJ 15 

s o n  los coeficientes snicrosc6pico.s  de transmisión, ,ref'esión IJ lateral  mspectiuamenle. P a m  

electrones  de  conducción  bajo un campo externo en sólidos  de 2 0  y 3D las  co~~espolld%e~l.te.s 

cor-rientes paralela y perpendicular  también son obtenidas. 

4.1 INTRODUCCI~N. 

A partir del trabajo  pionero  de  Landauer [l], quién  mostró la relación  entre l a  cli- 

fusión de  un  sistema  mecánico  cuántico  de  partículas no interactuantes y el problema cle 

dispersión  asociado,  varios  autores  han dado diferentes  deducciones  del coeficiente de cli- 

fusi6n  mesoscópico [2-71. En  particular,  para  un  sólido  cristalino  en 1D. l a  carninatn a 1  

a m r  cuiintica (1D-QlW) ha sido  usado corno un mot l~ lo  sirnple para cstucliar la clifusitirl 

mesoscópica  cucintica  unidimensional [S]. Para  partículas clifusivas rnovienclose en u n a  red. 

cl correspondiente  coeficiente cle difusidn de Lanclauer Dl , obterliclo usando lII-QRS4. puc~lc 

ser  escrito  como 

(1.1.1) 

clonclc u0 cs la vclociclatl de las  partículas, a0 es la constante clc la red y 7 ' ,  I?. s o n  los 

coeficientes  microscópicos de transmisión y reflexión,  respectivamente, de las  ~ N W I X S  tlc 

- 63 - 



potencial  individuales  de los átomos  en la red. La gran  idea  de  Landauer,  de  que la di- 

fusión (y  conducción)  en  sólidos  puede  ser  considerado  como  un  problema  de  dispersión. 

ciertamente  ha  sido  de  gran  importancia  práctica  al  guiar  nuestra  intuición  para el  en- 

tendimiento  de  transporte  cuántico  en  sistemas  mesoscópicos.  Siguiendo la deducción  orig- 

inal  de  Landauer [9]! una vez que  conocemos  el  coeficiente  de  difusión D l ,  la  conductividad 

mesoscópica  cuántica ol, y la conductancia gl al/ao, pueden  obtenerse  de  manera cli- 

recta  con la ayuda  de la relación  de  Einstein, 

(4.1.2) 

donde n es la densidad  de  partículas  y e es la carga.  En  particular,  para  un  sistema  de 

electrones  de  conducción  en 1D en  un  metal, la ecuación  (4.1.2)  puede  reescribirse  en 

términos  de la energía  de  Fermi  y la velocidad ( E F ,  up) como 

(4. L.3) 

y  ya clue para  electrones  degenerados  en  el  caso  urlidirnensional l a  clensiclacl est2 clacla por 

I L L  = 2pp/7rh, entonces la ec. (4.1.3) se reescribe  como 

(4.1.4) 

Esta es la expresión clue Landauer  propuso  en 1970 [9] para  un  conductor  uniclin~ensiona1 

en  medio  de  dos  reservorios cle fase caótica (doncle aparece  disipación  en cualcluier l a c l o ) .  La 

fórmula  (4.1.4) fue redescubierta  en  1980  por  Anderson  y  colaboradores [LO],  quidn  llamó 

la atención a la comuniclacl de científicos clue trataban  con ferlómenos de  transporte por 

proponer  una  generalización  de la fórmula  para el caso cle varios  canales  y  ernpleando p a ~ x  

eso una  formulación  rigurosa de la teoría  de  escalamiento cle localización.  Sin  embargo, estr. 

enfoque fue un  6xito  completo  únicamente  para el caso  estrictamente  uniclimensional, l o  

cual,  aunque  tcóricarnente es muy  interesante,  tuvo  poco  impacto  en el trilbajo  esperirllcn- 

tal  de fenórnenos cle transporte  cubtico.  Para  conductores clesorclenaclos, se han obtcrliclo 

otras  deducciones [Ll]. El propósito  de  este  capítulo  es extenclcr la teoría QItiV, arriba 

descrita, para el caso clt: clifusión cn s6lidos cristalinos  cn 211 y 311. Mostrarnos q u e .  ('11 

contraste  sorprenclcnte con el caso I D ,  las corricntcs c k  clifusi6n cn 211 y 311 s;atisfaccn 

una relación clc ~ , l a swc l l -C~~t t aneo  an6mala cuAntica,  tcnicnclo un cocficicntx clc tlifusibn 

tensorial cor1 componentes  paralela  y  perpendicular. La prcclicción de concluctivicltlcIcs y 

corrientes  transversales  es  entonces  una  consecuencia  natural cn l a  teoría QRi\'-211(~~I1). 
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4.2 EL MODELO D E  CAMINATA AL  AZAR  CUÁNTICA 2D. 

Vamos a considerar  barreras  de  potencial  localizadas  en  todos los puntos  en  una red 

cuadrada 2 0  (bidimensional)  de  constante 2ao. Entre  potenciales  vecinos  tenemos valles  de 

potencial  horizontales y verticales. En  tal  red,  paquetes de  onda  en 2 0  (bidimensionales) 

se mueven como  partículas  libres  con  velocidad vo en  el punto  medio  de los valles.  siguiendo 

la simetría  de la red, y de  cada valle al próximo  por  dispersión  cuántica.  Cualquier  barrera 

de  potencial  (centro  dispersor), y cualquier  posición  media  del  valle,  tendrá  coordenadas 

(x = i ao ,y  = jao) donde ( i , j )  son  números  enteros.  Si los ejes  coordenados  están  local- 

izados  en un centro  dispersor, las coordenadas ( i ,  j) cle cualquier  centro  dispersor  tendrán 

paridades (par,  par). Los puntos  medios  de los valles tendrán, por el  contrario,  paridades 

(impar,  par) y (par,  impar)  para valles horizontales y verticales,  respectivamente.  Pari- 

dades (impar,  impar)  corresponden a los centros  de la red cuadrada  donde,  por  hipótesis, 

no hay  partículas.  Nuestro  proceso 20-QRW define,  en  cualquier  punto  medio clel valle 

(i + j = impar) y en  algún  tiempo  discreto t = nr (donde TZ es un entero  positivo  y r es 

un tiempo  de  salto  característico r = 2ao/vo) ,  una función  de onda Q la cual es una  super- 

posición  coherente  de dos paquetes de oncla 7+b; que  describe un par de paquetes movicnclosc 

en  direcciones  opuestas. Los paquetes cle onda $i est&  centrados  en los puntos rneclios tl(. 

los valles y se mueven con  una  velocidad de grupo vo, y horizontalmente o veIticalrnente 

de  acuerdo a la clase de valle en la que  ellas  estén  localizados. Por hipótesis, los pquet( :s  

de  onda  permanecerán  acotados  entre las barreras cle la red a todo  tiempo. Las funciones 

de  oncla,  en  el  punto  medio clel valle, Q(r, t ;  i ,  j) están  definidas  por 

I qI(r, t ;  i , j )  + 7,!4(r, t ;  i , j )  si ( i , j )  = (impar,par) 

(4.2.1) 

O en  cualquier otro  caso 

donde hernos definido los subínclices ( 1,2,:3,4) para 'denotar las cuatro  tlirccciones clc  

movimiento ( 1  = derecha, 2 = izquierda, 3 = arriba, 4 = abajo),  y los paquctes clc orl~la  

est& claclos por- 
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dondé 
+m 

(4.2.3~) 
-03 

-03 

con w(k) h(k? + k;)/2m, y gl(k) ,  gz(k) son  funciones  reales,  normalizadas,  "agudas" 

en k = (ko ,  O) y (O, ko) respectivamente,  con  anchura AklAk.2 > (f¡¡/2a0)~. A cualquier 

tiempo  discreto t = TXT, las  amplitudes  complejas (A ,  B, C, D )  describirán los efectos cle 

todas las dispersiones  previas.  Nótese clue las  amplitudes (A ,  B, C: O) están  asociadas a pa- 

quetes  de  ondas  moviéndose  en  direcciones (1 ,2 ,3 ,4)  = (derecha,  izquierda,  arriba,  abajo) 

respectivan1ent.e. 

Para  un  centro  dispersor  arbitrario  localizado  en (x, y) la conexión  dinámica  entrc kas 

amplitudes  de  entrada y salida  está  dada  por la matriz-S, 4 X 4,  de  dispersión cuh t i ca ,  

ver figura 1. 

Si pedimos  para  cualquier  proceso  de  dispersión:  (i) c o ~ ~ s e r u a c i ó n  de pmbubilicLad, 

(ii) isavariancia ante int~ersión temporal, y suponemos  (iii) un potencial de dispe7-sió11 

isotrópico, y que la red  es  (iv) invariante bajo rotacione.~ de 71-12, la matriz-S  tiene clue ser 

unitaria,  simétrica y con  simetrías 

tlondc los complejos ( t ,  r, 1) denotan amplitucles cle clispcrsi6n hacia  aclclantc. hacia 

a t&  y lateral  respectivamente. La ec. (4;2.4) puede  entonces  reescribirse como 

A ( z  + 1, y, t + 1) 

C(X, + 1, t + 1) 
D ( q y  - 1,1 + 1) 

- G G  - 



La condición  de  unitaridad  demanda  que 

jtI'+/r1'+2(Il'=T+R+2L=l (4.2.7) 

donde (T, R, L )  son los coeficientes  de  transmisión, reflexión y lateral  respectivamente. 

La ec. (4.2.6), la cual, pam amplitudes  complejas ( A ,  €3, C, O) tiene la misma  estructura 

matemática  que  un  proceso  de  Markoff  de  caminata al azar  de  cuatro  estados. define las 

ecuaciones  dinámicas  básicas  de  nuestro  modelo QRW-2D. 

4.3 LA  DENSIDAD DE  PROBABILIDAD  CUÁNTICA EN 2D. 

En  seguida.  queremos  calcular la densidad  de  probabilidad p(i ,  j ,  n) al tiempo t = 

TLT para encontrar  una  partícula  en  un valle arbitrario ( i , j ) .  Ya clue los paquetes  no se 

superponen,  podemos  integrar la densidad  de  probabilidacl 1 ~ ( r ,  t ;  i ,  j )  1' a Io largo dc u11 

valle particular (i, j ) .  

( 4 . 3 4  

Después  de  algebra  directa  encontramos  que la clensiclacl est& dacla por 

O de otro  modo. 
(4  . : u )  

- 67 - 



interferencia  cuántica,  como  mostramos  en  seguida.  Sustituyendo  la  ec. (4.2.6) en  la ec. 

(4.3.2)  encontramos,  por  ejemplo,  para A 

Trivialmente, a partir  de  la  ec.(4.3.3)  encontramos  que  la  densidad  cuántica  que se mueve 

a la derecha, p1 ( i , j ,  n + 1) tiene  dos  partes:  una  parte  incoherente Pl( i ,  j ,  n )  y  una con- 

tribución  de  interferencia I ~ ( i , j ,  ,n). 

donde. 

y  por  otra  parte, 

I ~ ( i , j , n )  f tr*A(i - 2 , j ,72 )B*( i l j ,n )  + tl*A(i - 2, j ,n )C*( i  - L , j  - 1;rL)f 

Ll*A(i - 2 , j ; 1 ~ ) D * ( i  - 1 , j  + I , I L )  + ~ * l * B ( i , j ,  v~)C*(i - 1 , j  - I , ~ L ) +  

rl*l?(i , j ,  72)D*(i - 1 , j  + 1, n) + LC(i - 1 , j  - 1,7L)D*(i - l , j  + 1,n) f  

C.C. (4.3.34 

De manera  sirnilar,  para p', p : j  y p4 tenemos la misma  estructura:  una  parte irlcmherentc y 

una  parte de interferencia. La estructura general para las cuatro probabiliclades  cuAnticas, 

con las partes  incoherentes  escritas  explícitamente,  est6 clacla por 

4.4 LA  CORRIENTES  DIFUSIVAS  CUÁNTICAS EN 2D. 



Sustituyendo a partir de  las  ec.(4.2.2) y siguiendo  el  mismo  procedimiento  usado  para  cal- 

cularzlas  probabilidades p(i ,  j ,  t ) :  después de  algunas  integraciones  elementales  obtenemos 

que 

I 
j z ( i , j , n )  = vO(p1 -p2) si ( i , j )  = (impar,  par) 

j ( i , j , r z )  = jg ( i , j ,n )  = vo(p3 -p4) si ( i , j )  = (par,  impar)  (4.4.2) 

O de otro  modo. 

Como  era  de  esperarse,  la  corriente de densidad de probabilidad en cada valle de  una  celda 

horizontal  es  justo  la  densidad de corriente  que  se mueve a la  derecha  menos la densidad de 

corriente  que se mueve a la izquierda; un resultado  similar  es  válido  para valles verticales. 

Sustituyendo  las  probabilidades  dadas  por la ec.(4.3.6), en la  ec.(4.4.2), nos  clamos cuent,a 

que las corrientes  cuánticas j tendrán la misma  estructura clue las  probabilidades  cuánticas: 

esto  es,  ambas  componentes de corriente,  una  incoherente J y una de interferencia I,  estariin 

presentes. 

j ( i , j ,  n )  = J ( i , j ,  71)  + I ( i , j ,  n). (44.3) 

4.5 LOS  COEFICIENTES  DE  DIFUSIóN  DE  LANDAUER  EN  2D.  

I'ara encontrar  el  coeficiente de  difusión tomamos  una  aproximación del continuo en 

posición y en el tiempo.  Primero,  suponemos  que  el  tiempo t = m- es mayor clue el tiempo 

cle salto At = T. Segundo,  también  suponemos las clistancias Ax = Ay = no entre valles 

de  celdas  adyacentes cle la red, son  pequeñas  comparadas  con la posición (x = i u o ,  9 = 

j uo ) .  Por  consiguiente,  podemos  hacer un desarrollo  en  serie cle Taylor a primer o ~ d c n  

alrecledor de la  posición (x, y ,  t )  de las funciones p(x + Ax, y f- Ay, t + At) .  Nótese quc 

aún,  si  mantenemos los términos de interferencia,  este  desarrollo  rompe  la  invarkncia cle 

rewmibi l idad temporal de la  corriente  microscópica e introduce la irreversibiliclacl en l a s  

ccuaciones  resultantes. Bajo estas  dos  hipótesis  obtenemos  para l a  corriente en p>articul¿tr 

j z ,  pol. ejemplo, en  un desarrollo en serie de rl?a.ylor a primer  orckrl: 

¿l*[A(C* + D*) - B(C* - I]*)- 
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t10 At a 
2 ax TZ*[(B - A)(C* - 0') - -(.4 + B)-(C* +O*)+ 

(4.5.1) 

con una  expresión  similar  para jy(x, y: t ) .  La ec.(4.5.1)  muestra  que la corriente  difusil-a 

cuántica es una  ecuación  de  h'laxwell-Cattaneo [12-13] con  interferencia. La parte  incoher- 

ente  de la ec.(4.5.1)  muestra el problema  con la corriente  de  difusión  cuántica  en 2 0  (also 

3 0 ) .  Mientras  tengamos  alguna  memoria inercia1 ( 7 '  # L ) ,  la ley de Fick normal  no es 

válida,  (no  tenemos el gradiente (le la densidad  total p, + p y ) .  En  lugar  de  eso,  tenemos un 

proceso  de  difusión  anómalo  con  un  coeficiente  de  difusión  tensorial D. Podemos definir 

dos  coeficientes  de  difusión:  el  coeficiente  paralelo 1311 y perpendicular D l ,  donde 

vi AtT 
D -  

u; A t L  
= 2 R  + 2L' I E  2 R f 2 L  

D -  (4.5.2) 

Con  esta  notación  podemos  reescribir las corrientes clifusivas cuánticas 2 0 ,  j,. y j ,  co111o 

(4.53) 

13x1 forma  vectorial  para el caso 2 D ,  tenemos clue 

donde 1, y I, son  corrientes  de  interferencia cuh t i cas ,  y 0.20 es un  tiempo de relajwi6rl 

asociado a una  red  en 213: 

(4.5.4) 

Xótese clue este  tiempo  de  relajación es el resultaclo  efectivo  de dos procesos  de clispersi6n 

inclependientes  (hacia a t r i s  y lateral).  En  nuest.ro moclelo 2D-QIti~V, R y son los únicos 

rnccanismos clue conducen  a un  equilibrio  difusivo.  Tambidn  n6tese  que en cl límite 1 - 
O(L - O ) ,  recuperamos el caso 1 D para catla clircción (x, y) 

- 70 - 

. . .. . .  



Claramente.  los  resultados  arriba  señalados  son  fácilmente  extrapolados al caso 3 0  

donde  tenemos  cuatro  direcciones  laterales,  y la condición  de  normalización ahora es: T + 
R+ 4L = 1. En  el  caso 3 0  también  tenemos para la corriente  difusiva j(r, t ) :  una ecuación 

de  hlaxwell-Cattaneo  anómala con interferencia,  donde  la  componente  cuántica  típica j ,  

toma la forma  semejante a 

(4.5.Gn) 

o, en  notación  vectorial: 

D -  
u; At?. u;AtL At 

' I  = 2R + 4L' 
D I  

212 + 4L' E 
21? + 4L 

(4.5.7) 

Nótese  que la espresión  de  Maxwell-Cattaneo  implica  un  comportamiento  transitorio para 

j con un kernel de memoria  exponenciai: 

(45 .8 )  
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4.6 LAS CORRIENTES TRANSVERSALES DE C O N D U C C I ~ N .  

Como mostramos  en  la  sección I! el  conocer ambas cosas, los coeficientes de difusión y 

la densidad  en 2 0  y 3 0  nos permite, con la ayuda de la  relación  de  Einstein (4.1.2), escribir 

inmediatamente la fórmula  para la conductancia  en 2 0  y 3 0  para los electrones de con- 

dución  en un metal.  Usando  las  densidades  para  electrones  degenerados: 722 = &/(27r i¿-)  

and ,723 = p$/(37r2h3), el  resultado  final de la conductancia  llega a ser: 

.) 

1 0  (4.6.1) 

(4.6.2) 

exp L 2 

Q 3 1  = ___ 
27r2h3 

pF R +- 2 L 

El significado  de las em(4.6.2)  y  (4.6.3)  es clue bajo un carnpo  externo E, a lo hrgo  

del eje x, algunos  electrones  se  moverán  paralelamente al carnpo  contribuyentto con u 1 1 a  

corriente 

j z  = q E, (4.6.4) 

Pero,  como  una  consecuencia  inevitable cle la dispersión  isotrópica  lateral, estarAn presentes 

corrientes  perpendiculares en todas las direcciones  laterales 

j ,  = *al  Ez + . . . , j z  = *oJ3x + . . . (4.6.5) 

Claramente, el valor promedio cle estas  corrientes  transversales serii cero. S 6 t c s e  clue clebitlo 

a dispersiones  laterales,  siempre  hay un intercambio c1in;ímico cle partículas que sc n l u ( ~ \ ~ t ! n  

entre  corrientes  horizontales y verticales. El cdculo cle corrientes  transversalcs (4.6.5) es 

un ciilculo completamente  nlecánico  cuántico.  Nuestra  conjetura es clue Atas corricnttrs 

cuiinticas  tl-ansvcrsales cle conducción, en l a  m i s m a  rnanera quc las clifusivas, c l c b c r í u l  

tcncr un  comportamiente de clccaimiento cn el ticmpo 
1 8j 
o at 

"_ (4.6.6)  

Esta conjetura  tiene clue ser probacla. 
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Fig. 1. (u) Entrada  de  amplitudes al tiempo ( t ) ,  y (b) salida de las mismas  amplitudes 

al tiempo ( t  + 1)  para  una red cuadrada 2 0 .  
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CAPITULO 5 

CONCLUSIONES Y 
PERSPECTIVAS 

En este  capitdo  desamos  enfatizar los principales  resultados  obtenidos  en el presente 
trabajo.  hdencionaré  algunas  per.specti,uas a futuro. 

En la primera  parte  de  este  trabajo hernos estudiado el problema de corn6 (leclucir 

correctamente  ecuaciones  cinéticas  tipo  telegrafista,  usando las icleas de la mccAnica es- 

tadística  de  procesos  de  transporte.  Posteriormente, en una  segunda  parte de l  trabajo 

recurrimos al modelo  propuesto  por  Garcia-Colin y Gocloy para  estudiar l a  clifusi6n 

mesoscópica en  sólidos  cristalinos  bidirnensionales  (en 2 0 ) .  El modelo propuesto  hace uso 

del  formalismo de caminata al azar  persistente (PRW). ltesulta  importante  este  estudio ya 

clue, corno mencioné  anteriormente,  una  primera cleducción cle la ecuación del tclegl-afist a 

surgió a partir  de I’RW. Nuestro  objetivo  en  este  capítulo  final es proporcionar  algunos 

resultados principales  de la presente  investigación y algunas  perspectivas de l a  rnisrna. 
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