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Introducciéon

En la actualidad existen varias teorias para la gravitacion, la fuerza que
parece dominar la estructura del universo a gran escala. De todas esas, la
teoria de Einstein (RG) y la de Jordan, Brans y Dicke (JBD) son dos de las
teorias clasicas que han encontrado aceptacion. Segun muchos investigadores,
RG basta para explicar el universo observado y mucha de su evolucion. Para
otros, ello no basta, pues, la teoria escalar tensorial propuesta por Brans y
Dicke emplea no sélo los grados de libertad tensoriales de RG sino también un
campo escalar que supusieron responsable de llevar la informacion del estado
de movimiento de las masas lejanas en el universo a toda otra masa presente
para asi influir en sus propiedades inerciales y podria dar cuenta de la llamada
hipétesis de los “grandes nimeros” avanzada por Dirac (1937, 1938). El papel
del campo escalar de JBD en cierta forma acaba aqui pues, dado que no de-
seaban abandonar el principio de equivalencia, Brans y Dicke propusieron que
unicamente el tensor métrico, y no el campo escalar, apareciera en las ecua-
ciones de movimiento para la materia en su teoria (Brans y Dicke 1961). En
todo caso, de las alternativas propuestas a RG, la teoria JBD es la que ha sido
mejor fundamentada y también la que puede explicar muchas observaciones

del estado actual del universo (Aguilar et al. 1992a, 1992b).

Este trabajo se basa en la teoria JBD. Una razon para esta eleccién se
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puede encontrar en que hoy en dia existe un renacimiento del interés en las
teorias que involucren grados de libertad escalares para la gravitacién. Como lo
mencionaremos en el capitulo 4 de este trabajo, algunos de nuestros resultados
podrian ser importantes dentro del marco de la llamada inflacién extendida
(Carretero-Gonzélez et al. 1994b, Steinhardt 1993), que es una de las razones

para tal renacimiento.

Se debe enfatizar que éste debe considerarse como un trabajo totalmente
cldsico dentro del campo de la cosmologia. Se ha tratado de encontrar solu-
ciones exactas a las ecuaciones de la teoria en modelos con interés cosmologico,
i.e. modelos que pudiesen representar la estructura actual en gran escala del
universo y, posiblemente, algo de su evolucién. Especificamente se traté con los
llamados modelos de tipo Bianchi en vacio, éstos son modelos espacialmente
homogéneos que admiten un grupo transitivo maximo G3 en sus hipersuper-
ficies espaciales de homogeneidad (Stephani 1982). Como se vera, en estos
casos, las ecuaciones de JBD se reducen a un conjunto de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias para los factores de escala de los modelos como funcién del

tiempo sincrono t.

Para resolver las ecuaciones diferenciales a que conducen los modelos de
Bianchi en el vacio, se introduce un reescalamiento en el tiempo sincrono que
involucra al campo escalar, lo que permite definir un nuevo tiempo, ®, al que
se le ha llamado intrinseco. Al introducir este nuevo tiempo se consigue de-
sacoplar las ecuaciones, lo que permite manipularlas para encontrar de manera
explicita la solucién para cada uno de los factores de escala como funcién del
tiempo intrinseco. A ésto es a lo que se ha llamado una solucién exacta para

los modelos.



Aunque sea imposible encontrar en general la forma analitica de la solucién
en funcién del tiempo sincrono t (exceptuando el caso del modelo I en donde
ésto si es posible) siempre se pueden invertir numericamente las relaciones que

se encuentran, si se desea la solucion en t.

El esquema explicado arriba no funciona para dos de los modelos (Bianchi
VIII y Bianchi IX), en donde a pesar de todos los esfuerzos invertidos, no fué
posible encontrar soluciones exactas. Lo que sélo resulta posible si se imponen
constricciones suplementarias “a dedo.” Dado ésto y considerando que las
ecuaciones para los factores de escala definen un sistema dinamico no lineal, se
decidi6 intentar técnicas de la dindmica no lineal para tratar de extraer algo
de informacion de ellas. Asi, en este trabajo se investigd nuinericamente las
soluciones al modelo Bianchi IX descubriendo que se comporta caoticamente.
En algun sentido, que se explica en el capitulo 4, se ha reducido el estudio de las
propiedades de un modelo cosmoldgico al estudio de la dindmica tridimensional
de una “particula” ficticia cuyas coordenadas son los factores de escala del

modelo.

El trabajo esta organizado de la siguiente forma. En el capitulo 1 se ofre-
cen algunos antecedentes que pueden ser 1tiles para lectores que no estén fa-
miliarizados ni con los métodos ni con la terminologia de la dindmica no lineal;
establecer tales antecedentes es el nico propésito del capitulo. El capitulo 2
introduce las ideas basicas de la teoria JBD y su lugar cosmoldgico. En él se
discute, aunque de manera breve, sobre las soluciones exactas en la teoria y
su importancia cosmolégica. También se discurre brevemente sobre la nocién
de isometria, para llegar naturalmente a la clasificacién de los modelos de tipo
Bianchi. El capitulo 3 contiene todas las soluciones exactas que se lograron

obtener para los modelos de Bianchi en vacio, comparandolos, en los casos en
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que fué posible, con otras soluciones publicadas y analizando la posible exis-
tencia de singularidades. En el capitulo 4, se exponen los resultados obtenidos
con el analisis del modelo de Bianchi IX en vacio, usando ideas tomadas de
la dindmica no lineal; se concluye que el modelo es cadtico y se mencionan
algunas consecuencias cosmolégicas del hecho. Al final se ofrecen algunas con-
clusiones generales, lo que incluye una descripcién sucinta de la contribucidn

original de este trabajo.



Capitulo 1

Dinamica no lineal

Los fenémenos naturales que ocurren a nuestro alrrededor casi siempre tienen
un comportamiento que se puede describir como erratico. Los ejemplos abundan,
la trayectoria de hojas llevadas por el viento, el comportamiento de las gotas que
escurren de un grifo mal cerrado, o la impredecibilidad (a pesar del mucho esfuerzo
invertido para lograrlo) del clima. Aun sistemas mecdnicos aparentemente muy
simples, como una moneda que se lanza en un volado, son prototipos de lo azaroso.
Las razones detras de este comportamiento se pueden encontrar en la naturaleza
no lineal de las ecuaciones que gobiernan el comportamiento de estos sistemas y
que produce una enorme respuesta a cambios muy pequefios en el estado inicial.
Los conceptos necesarios para entender este comportamiento irregular en el marco
de los, aparentemente, regulares y predecibles modelos de la fisica clasica, estan
actualmente en desarrollo (Schuster 1984, Bergé et al. 1984, Rasetti 1986, Berry
et al. 1987, Ottino 1989, Tabor 1989). Cuando aparecen estas caracteristicas de
impredecibilidad en un modelo determinista se habla de la existencia de caos (Ford
1983, Jensen 1987). Estos son algunos de los fenémenos que estudia la dindmica

no lineal.

Aln el comportamiento del universo se podria considerar como aleatorio,
en el sentido mencionado antes, ya que las ecuaciones que se han propuesto y
que (se espera) gobiernan su evolucién son profundamente no lineales y, como se
exhibe en este trabajo, el modelo cosmoldgico de Bianchi tipo IX es cadtico en
la teoria escalar tensorial de Jordan, Brans y Dicke (JBD). El caos ocurre debido
a la sensibilidad extrema a pequiiisimos cambios en las condiciones iniciales que

presentan la gran mayoria de los sistemas naturales.

Este capitulo tiene el propdsito tinico de introducir algunas ideas basicas que

se requieren para describir la aparicion del caos determinista en sistemas fisicos; se
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pretende sélo como introduccién a ideas que no son familiares para la comunidad

relativista y, por lo tanto, no contiene resultados nuevos.

1. Fundamentos

En esta primera seccién se describe en forma muy general la aparicién de caos

en sistemas dindmicos y algunas de sus caracteristicas.

1.1 Sistemas dinamicos

Para comenzar, se introduce una abstraccion que ha resultado til al referirse
a cualquier sistema que evolucione en el tiempo: la nocién de sistema dinamico.
Esencialmente, un sistema dindmico es cualquier proceso que se desarrolla a través
del tiempo. Si se describe el estado del sistema por N “coordenadas” X, el sistema
dindmico no es mas que la especificacién de la ley de evolucién para éstas. Para
fijar ideas, se puede pensar en un sistema que evoluciona continuamente en el
tiempo, i.e. un sistema dinadmico continuo. El sistema dindmico queda definido
por el conjunto de ecuaciones

dX

= = F(X,1) (1.1)

donde X es un vector formado con las X, a la funcién F se le llama el campo
vectorial asociado al sistema, y t es el tiempo. Estas ecuaciones, junto con las
condiciones iniciales X(tg) = Xg, determinan, en principio, la evolucién subse-

cuente del sistema. Por ello, a éstos se les llama sistemas deterministas.

1.2 Movimientos regulares y cadticos

Los sistemas dinamicos pueden tener soluciones que muestren comportarmien-
to regular: soluciones periddicas, o cuasiperiddicas. Pero sus movimientos pueden
ser mucho mas complejos, con trayectorias que se entrelazan tan erratica y turbu-
lentamente que resulta imposible toda prediccién detallada para tiempos grandes;
cuando ello ocurre se habla de comportamiento cadtico, turbulento o estocdstico.

La caracteristica importante de un sistema cadtico es su extrema sensibilidad a
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las condiciones iniciales (Nufiez—Yépez et al. 1990); lo que significa que trayec-
torias posibles, muy proximas entre si en el instante inicial, pueden separarse
exponencialmente, sin que medie ninguna influencia externa. Entonces, al querer
reproducir un comportamiento cualquiera de este sistema, una pequefia falla al
dar las condiciones iniciales lo colocard en una trayectoria totalmente diferente
a la que se queria reproducir lo que eventualmente llevara a un desconocimiento
total del estado final del sistema. También es posible que para cierta condicion
inicial el sistema evolucione regularmente y que una pequefiisima variacién en la
condicidn inicial permita que se comporte cadticamente, i.e. en un mismo sistema
pueden ocurrir movimientos tanto regulares como cadticos (Ruelle 1980, 1989,
Ford 1983, Berry et al. 1987, Ozorio de Almeida 1988). Ello puede ocurrir en
sistemas con solo dos grados de libertad e, incluso, con uno solo si se encuentra
sometido a una fuerza externa dependiente del tiempo. Un ejemplo de éste es el
péndulo, frecuentemente representacion de lo regular, que se puede comportar de
modo cadtico si se le somete a una fuerza que varie periddicamente con el tiempo
(D’Humieres et al. 1982, Koch et al. 1983, Nufez—Yépez et al. 1990).

1.3 Espacio de estados

El movimiento de los sistemas dindmicos (z.e. sus trayectorias dindmicas) se
sitila en un espacio matematico llamado el espacio de estados del sistema. A cada
punto de éste le corresponde una situacién fisica bien determinada, las coordenadas
de este espacio son las variables X,,y X,, 7 = 1,2,...,N, y su dimensién es el doble
del nimero de grados de libertad del sistema; en el caso del sistema descrito por
la ecuacién (1.1) la dimensionalidad es obviamente N. Se llama trayectoria del
sistema a toda curva en este espacio ligada a cierta condicién inicial Xg. El
espacio de estados, o espacio de fases, como también se le llama, contiene en
forma geomeétrica toda la informacién dindmica del sistema. La principal ventaja

que presenta el espacio de estados esta ligada precisamente a este hecho.

1.4 Determinismo y predecibilidad
La descripcion del movimiento de los sistemas dinédmicos se hace mediante
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ecuaciones diferenciales o de diferencias. Estas ecuaciones tienen, usualmente, in-
finitas soluciones que corresponden a sus infinitos movimientos posibles pero, de
todas ellas, sélo una corresponde al movimiento particular que se estudia, éste
queda determinado por las condiciones iniciales. Conocida la ley de evolucién y
dadas las condiciones iniciales, queda fija la evolucién posterior del sistema. En
otras palabras, tanto el futuro como el pasado parecen quedar determinados por
el presente. Cuando se empezé a trabajar con sistemas de muchos grados de li-
bertad, como un gas, ya no fué posible usar las ecuaciones de movimiento para
predecir el comportamiento del sistema. Sin embargo, se encontré que podian
hacerse predicciones estadisticas de su comportamiento, lo que dié lugar al de-
sarrollo de la mecénica estadistica. Se debe notar que nunca se supuso que los
sistemas perdieran su caracter predecible; aunque se tuvieran que describir proba-
bilisticamente, esta descripcién solo resultaba conveniente dado el enorme nimero
de grados de libertad que se debian manejar. Implicito en este esquema quedaba
la idea que toda la complejidad era producto del gran numero de interacciones.
Sin embargo, esta idea estd equivocada, bastan dos grados de libertad para que
la. mayoria de los sistemas se puedan volver impredecibles, ahora se sabe que mu-
chos sistemas presentan tanto movimientos regulares como caéticos, dependiendo
solo de las condiciones iniciales que se elijan. En otros casos, la aparicion de
los movimientos irregulares depende del valor de alguna magnitud caracteristica
del sistema, como un parametro de acoplamiento o de la energia. Un ejemplo
apropiado es lo que ocurre en los fluidos, que pueden moverse en régimen laminar

(regular) o turbulento (cadtico) dependiendo del valor del niimero de Reynolds.

Lo anterior indica que el determinismo de las ecuaciones bésicas de un sistema
no garantiza que se pueda predecir la evolucién de éste; para ello, es necesario,
ademads, que al variar ligeramente las condiciones iniciales no cambie mucho la
trayectoria; cuando sucede ésto, siempre se puede construir una solucién al pro-
blema que permita hacer predicciones a largo plazo. Asi, se puede decir que
todo sistema predecible es determinista pero no que todo sistema determinista es
predecible. El término caos determinista denota el movimiento irregular producto

de la sensibilidad a cambios en el estado inicial, que puede ocurrir en sistemas no
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lineales cuyas leyes dindmicas determinan de manera univoca la evolucién en el
tiempo de un estado del sistema a partir del conocimiento de un estado previo. El
caos determinista “explica” la aparicién de movimientos aparentemente al azar en

sistemas dinamicos deterministas.

2. Caracteristicas de los sistemas dinamicos

Los sistemas dinamicos se pueden agrupar en varias clases no necesariamente

excluyentes: discretos, continuos, conservativos y disipativos.

2.1 Sistemas discretos

Los sistemas discretos son aquellos en los que las variables evolucionan a saltos
en el tiempo; sus érbitas consisten de un conjunto numerable (y posiblemente in-
finito) de puntos. Los valores que toman las variables en cada paso de la secuencia
estan determinados por aquellos que tomaron en instantes anteriores; a ésto se le
CONnOCe COMo generacion paso a paso, como mapeo, o se dice que el sistema obedece
una ecuacién de diferencias. Asi la evolucion de estos sistemas se determina por

ecuaciones del tipo

X1 = F(X,), (1.2)

donde X y F son vectores de N dimensiones, y t €l tiempo discreto. Ecuaciones
como éstas han sido muy importantes en el desarrollo de los conceptos necesarios
para describir la transiciéon entre el comportamiento regular y el irregular, que
ocurre en muchos sistemas. Hay dos ejemplos que vienen inmediatamente a la
memoria al pensar en estos términos (figura 1.1): la ecuacidn logistica y el mapeo

estandard.
La ecuacidn logistica corresponde a un modelo unidimensional para un sistema
disipativo (ver seccién 2.3); estd definida por
Xt+1 = ,LLXt(].—Xt) t = 0,1,2,... (13)
el pardmetro p € [0,4] mide el grado de no linealidad en el sistema. En el modelo
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(1.3) ocurre una transicién al caos siguiendo la ruta de bifurcaciones subarménicas,

como se representa en la figura 1.2.

El mapeo estandard se define por la pareja de ecuaciones

Xnt+1 = Xn + Yo + ksen(Xy) (1.4a)

Yoy = Y, + ksen(X,), (1.4b)

donde k es un parametro que controla la no linealidad; este modelo se ha convertido
en un paradigma para sistemas hamiltonianos (Pifia y Jiménez Lara 1987, Tabor
1989). Segun lo ilustra la figura 1.1b, en el sistema ocurre una transicién al caos

similar a la que se observa en muchos sistemas hamiltonianos.

2.2 Sistemas continuos

Los sistemas continuos (a cuyas soluciones se les llama flujos) son aquellos en
los que las variables son funciones continuas del tiempo que obedecen ecuaciones

diferenciales. Su evolucién se describe en forma

dX,
dt

Si el campo vectorial F no depende explicitamente del tiempo, se habla de un

= F(X,t) r = 1,2,...,N. (1.5)

sistema auténomo; si hay dependencia explicita con el tiempo entonces se dice que
el sistema no es auténomo. De los primeros trata una parte importante del trabajo:
el establecer la existencia de comportamiento cadtico en un sistema dindmico con
cuatro grados de libertad que describe la evolucién de un modelo de universo vacio

en la teoria de Jordan, Brans y Dicke.

Un ejemplo tipico de sistema dindmico disipativo es el modelo de oscilador con
masa variable para el grifo goteante (Sénchez—Ortiz y Salas—Brito 1995a, 1995b);

las ecuaciones que lo describen son:

dz

T =1, (1.6a)
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dy _(z+y)

o - g, (1.60)
dm
e f (1.6¢)
junto con la condicidén
Am = hm(t)y(t), (1.64d)

que complementa a la ecuacién (1.6¢) simulando el desprendimiento de una gota
cuando z(t) = 1; en estas ecuaciones f, ¢ y h son pardmetros reales. Este sistema
de ecuaciones es capaz de describir comportamiento cadtico y tiene varios atrac-
tores extrafios. Uno de ellos, el llamado ECG que aparece para ¢ = 0.34, h = 7,

y f = 0.10, se ilustra en la figura 1.3d.

Aunque la evolucién de un sistema discreto pareciera diferir en mucho de
la de un sistema continuo, esta diferencia no es ni con mucho absoluta, pues
para simplificar el anélisis de un sistema continuo, muchas veces se le substituye
por un mapeo discreto equivalente (Koch et al. 1983, Schuster 1984, Carretero
et al. 1994a); el mapeo se construye eligiendo intervalos apropiados de tiempo y
evaluando la soluciéon unicamente en esos instantes, lo que proporciona las variables

discretas.

2.3 Sistemas conservativos y disipativos

Una manera de clasificar a los sistemas dindmicos es mediante el valor de
la divergencia del campo vectorial F, véase la ecuacién (1.1), caracteristico del
sistema; si aquella es cero, se dice que el sistema es conservativo, mientras que si
es diferente de cero se dice que el sistema no es conservativo. Si adicionalmente
esta divergencia es estrictamente menor que cero, entonces decimos que el sistema

es disipativo.

Las propiedades dinamicas de los sistemas disipativos son en muchas formas
opuestas a las de los conservativos. Estos sistemas no se pueden describir mediante

hamiltonianos independientes del tiempo y su energia no se conserva. Los sistemas
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disipativos pueden tener un régimen evolutivo mas complicado que un simple de-
caimiento, especialmente cuando la dinamica incluye el efecto de amortiguamiento
y un mecanismo que mantenga el movimiento. El oscilador amortiguado es un buen

ejemplo de un sistema que no es conservativo.

Un distintivo especial de los sistemas disipativos es la existencia de atractores,
soluciones a las que llega el sistema independientemente de las condiciones iniciales,
después de trascurrido un tiempo mas o menos grande. En terminologia clasica,
un atractor no es mas que una solucién estacionaria a la que se llega después del

decaimiento de los transitorios.

En la figura 1.3 se esquematizan los diferentes tipos de atractores. Para fijar
ideas, se puede considerar un péndulo oscilante: si se le permite evolucionar sin
ningun mecanismo adicional, su trayectoria eventualmente llegara a su posicién de
equilibrio, este estado estacionario se comporta como un punto fijo. Si ahora se
hace que el péndulo sea capaz de mantener su movimiento, introduciéndole energia
por algin mecanismo, cualquiera que sea su amplitud inicial evolucionaréd hacia
un estado periddico Unico en el que la frecuencia es casi la de la excitacidon externa
(piénsese en un reloj), lo que se traduce en una convergencia de las trayectorias
dinamicas hacia una tnica curva cerrada recorrida periddicamente por el punto
representativo del péndulo en el espacio de estados. Esta curva cerrada represen-
tativa de un régimen periddico estacionario es otro ejemplo de atractor al que se
le denomina ciclo limite. El punto fijo y este ciclo limite se ilustran en las figuras
1.3a y 1.3b, respectivamente. La figura 1.3c muestra otro tipo de atractor; éste
representa un movimiento biperiddico, cuya trayectoria yace sobre la superficie de

un toro en el espacio de estados del sistema disipativo.

Se conocen otro tipo de atractores, los llamados atractores extrafios que se
caracterizan por tener una subestructura muy compleja, en la que la evolucién del
sistema muestra todas las caracteristicas de un proceso azaroso (Ruelle 1989). Asi,
la apariciéon de atractores extrafios es una de las manifestaciones del caos en los
sistemas disipativos. No se dard una definicién precisa de lo que se entiende por
atractor extrafio, pero se menciona que debe reflejar dos tendencias antagoénicas,

la atraccién de las trayectorias dentro de la cuenca y la divergencia de trayectorias
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muy proximas entre si. La atraccidn esta ligada al cardcter disipativo del sistema,
bajo el efecto del rozamiento las trayectorias tienden a coincidir en el atractor;
mientras que la divergencia procede de la gran sensibilidad a las condiciones ini-
ciales. La coexistencia de la atraccién y la divergencia es una restriccién mucho
mas fuerte cuando las trayectorias tienen que describirse con continuidad en un
espacio confinado. Dado lo anterior, podemos comenzar a visualizar el origen de
la compleja estructura de un atractor extrafio. Para ello, se puede ver lo que
ocurre en una seccién bidimensional “perpendicular” a las trayectorias. Elijiendo
en este plano un conjunto de condiciones iniciales contenidas, por ejemplo, en un
rectangulo; la atraccién de las trayectorias se traducira en un “achatamiento” del
rectangulo en una direccion y en consecuencia, una disminucién de su superficie
pero, bajo el efecto de la divergencia de las trayectorias, el rectangulo también
se estirard en una direccién distinta a la primera; y por ultimo, para asegurar el
confinamiento de las trayectorias y mantenerlas en una porcién limitada y finita
del espacio de estados, el rectangulo también se plegara sobre si mismo. La figura
1.4a ilustra este proceso. Bajo el efecto simultaneo de estas tres operaciones —
contraccién, estiramiento y plegado— el rectangulo se va transformando en una
herradura que a su vez, se achata, estira y pliega, dando lugar a una estructura
en forma de sujetapapeles y asi sucesivamente. Estos atractores se “construyen”
de modo semejante al que se utiliza para amasar; no es de extrafiar que presenten
una estructura laminar autosimilar, ésto es, que usualmente, sean objetos fractales
(Ruelle 1980, Mandelbrot 1987, Barnsley 1988). Dadas las propiedades peculiares
de estos atractores, se le llamé extrafios; la figura 1.3d ilustra uno de ellos, el
atractor ECG.

3. Métodos de analisis

Hay varias maneras de analizar un sistema para investigar las propiedades del

flujo que genera y, en particular, para saber si es 0 nd cadtico.

3.1 Mapeos de Poincaré
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Visualizar el comportamiento de un sistema dinamico siguiendo sus érbitas o
trayecytorias en el espacio de estados puede ser extremadamente complejo, sobre
todo cuando el sistema tiene mds de un grado de libertad y, por lo tanto, su
espacio de estados es de dimensién mayor que dos. Obviamente los problemas
desaparecerian si el sistema en cuestion fuese integrable, pues entonces podriamos
disponer de expresiones analiticas para los flujos; lamentablemente ésto casi nunca
ocurre y en la mayoria de los casos se debe recurrir a otros métodos para estudiar
el conjunto de soluciones en el espacio de estados. Una técnica muy poderosa fué
propuesta por Poincaré, la que se describe a continuacién (Hénon 1982, Parker y
Chua 1989).

Un mapeo de Poincaré reemplaza al flujo de un sistema continuo con N grados
de libertad, por un sistema discreto de orden 2N — 1. La utilidad de esta técnica
estriba tanto en la reduccién del orden, como en que nos provee de una conexién
entre sistemas discretos y continuos. Para ejemplificar, esta técnica se aplicard en

el caso de sistemas hamiltonianos consevativos con dos grados de libertad.

Llamando ¢, g2, p1, ¥ p2 a las coordenadas en el espacio de fases (con ¢ las
coordenadas generalizadas y p los momentos conjugados correspondientes), como
el sistema se pidid conservativo, automaticamente las variables se reducen a tres
cualesquiera. Se pueden escoger ¢, g2, ¥ p1 (P2 se puede calcular de la expresién
para la energia) lo que permite una visualizacién de la trayectoria en sélo tres
dimensiones a condicion de fijar la energia; pero si, ademas, se fija arbitrariamente
una de ellas, haciendo ¢, = constante, lo que define un plano S en el espacio de
fases, podremos estudiar el comportamiento del flujo analizando sus intersecciones
con ésta. Asi, el estudio del flujo hamiltoniano se ha reducido al andlisis de los
puntos de interseccién con el plano S, 7.e. al estudio de un mapeo discreto
equivalente. Ello se ilustra en la figura 1.5; la posicién del plano se elige para
que la trayectoria pueda intersectarlo varias veces, dando lugar a una sucesién
de de puntos Py, Pi, P, ... Una eleccién apropiada del plano S permite que las
secciones sean analizables con mayor facilidad. A este conjunto de puntos sobre S
se le llama seccién de Poincaré, en ella se puede “leer” muchas de las caracteristicas

del flujo. Por ejemplo, si el movimiento es cuasiperiédico, la seccidén contendra un
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conjunto de puntos que forman una curva suave (Lichtenberg y Lieberman 1992,

Carretero—Gonzalez et al. 1994a).

La transformacién T que permite pasar de un punto sobre S al siguiente, es
un mapeo discreto de S conocido como mapeo de Poincaré (figura 1.5). Como
la solucién es unica, el punto Py determina completamente y de manera tnica al
punto P; que a su vez determina al punto P, y asi sucesivamente; si este proceso
se puede invertir y P, determina P;, etcétera, entonces se dice que T es un mapeo
invertible de S en si mismo. Las secciones de Poincaré reemplazan la evolucién
continua en el tiempo con un mapeo discreto; los intervalos de tiempo entre punto

y punto sobre el plano no necesariamente son constantes.

El problema cosmolégico que se analiza en este trabajo tiene 4 grados de
libertad y en consecuencia el espacio de fases en el que se debe trabajar es de
8 dimensiones, lo que dificulta en extremo fijar coordenadas para elegir un buen

plano de Poincaré y vuelve a este método inapropiado.

3.2 Exponentes de Liapunov

Los exponentes de Liapunov juegan un papel muy importante en la dindamica
no-lineal. Los que proveen una medida cuantitativa de la estocasticidad de una
trayectoria; ademds, hay una estrecha relacién entre los exponentes de Liapunov y

otras medidas de la aleatoreidad como con la entropia de Kolmogorov—Sinai (KS).

Los exponentes de Liapunov para una trayectoria dada, caracterizan la razén
exponencial promedio de la divergencia de las trayectorias alrededor de ésta.
Definiendo los exponentes de Liapunov para el flujo generado por un sistema
auténomo de primer orden. Para ello se considera una trayectoria en el es-
pacio de estados M-dimensional x(t) y otra trayectoria muy cercana a ésta
Xp(t) = x(t)+w(t), donde w(t) es un vector que vive en el espacio tangente al espa-
cio de estados de la trayectoria original. La separacién entre ambas d(t) = ||w(¢)]]

dependera del tiempo segin lo indican las ecuaciones variacionales de Jacobi
(Salas—Brito 1984, Do Carmo 1993)

15



% = M(t) - w, (1.7)
en donde M(%) es la matriz de derivadas de F(X,t) (vedse la eq. 1.1) evaluada
en una trayectoria especifica. Calculando ahora la tasa promedio de divergencia
entre estas dos trayectorias en el limite en que la separacién entre éstas tiende a

cero (ver la figura 1.6)

Ax,w) = tlingo %logd—g(%. (1.8)
4(0)—0

Esta expresién define a los exponentes caracteristicos de Liapunov A. Hay un
exponente independiente por cada dimensién del espacio de estados. Una vez

calculados los exponentes caracteristicos de Liapunov, se puede evaluar la entropia
KS, h, mediante la relacién (Pesin 1976):

= /PZ)\idu, (1.9)

la que representa la suma de todos los exponentes caracteristicos de Liapunov
positivos promediados sobre alguna regién del espacio de estados (P) con medida
du (Pesin 1976, Lichtenberg y Lieberman 1992).

Para terminar, se debe mencionar que el objetivo general de este trabajo
es investigar la dinamica de los modelos de Bianchi en la teoria JBD en vacio.
Después de obtener algunas soluciones exactas para la mayoria de ellos, y para el
resto se requirié de un andlisis aplicando algunas de las ideas presentadas en este
capitulo. Lo que hicimos es estudiar numericamente el modelo cosmolédgico Bianchi
IX en la teoria JBD, un sistema dindmico. El analisis incluyé el seguimiento
de la evolucién de los factores de escala y del campo escalar ¢. Se calculd su
exponente de Liapunov mas grande para concluir finalmente con la aseveracién de
que el modelo es cadtico. Lo que permite explicar las dificultades para obtener
una solucién exacta al modelo e ilustra la utilidad de aplicar ideas como las aqui

descritas a la cosmologia.
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Pies de figuras
Capitulo 1

Figura 1.1

a) Mapeo logistico. Se grafica x,4, contra z,, para valores de n, empleando
el mapeo logistico para diferentes valores de u: 1.5, 3.3, 3.5, 3.8, respectivamente
(Ninez Yépez et al. 1989).

b) Mapeo estandard, también conocido como mapeo de Chirikov. Estas fi-
guras se obtienen iterando el mapeo estandard para varias condiciones iniciales
(z9, yo) graficdndose los puntos sucesivos (z,, yn). Se muestran las secciones de
Poincaré para diferentes valores de k: 0, 0.5, 1, 2, respectivamente; de ellas se
puede apreciar facilmente la transicién de su comportamiento regular al cadtico al

aumentar k (Jensen 1987).

Figura 1.2

El diagrama de bifurcaciones muestra el comportamiento del mapeo logistico
descrito por la ecuacién (1.3), se grafica z, contra p para tiempos grandes, ha-
ciendo variar el parametro p entre 3.5 y 4, (Jensen 1987). Este diagrama también
muestra una transicion del comportamiento regular al cadtico, pero similar, en

este caso, al que ocurre en un sistema disipativo.

Figura 1.3

Se ilustran los tipos de atractores en el espacio de estados: a) punto fijo, b)
ciclo limite c) atractor biperiédico, y d) un atractor extrafio; a éste en particular

se le conococe como atractor ECG.

Figura 1.4

El rectdngulo inicial (a), se estira por un factor 2 en una direccién y se contrae
por un factor 4 en otra (b). El nuevo rectangulo se pliega para formar la iméagen

del primero bajo la transformacién (c) y asi sucesivamente (d, ).
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Figura 1.5
Seccion de Poincaré. La trayectoria I' en el espacio de estados intersecta al
plano S (con z < 0) en los puntos sucesivos Py, Py, P,, ... Estos puntos pertenecen

a la seccién de Poincaré de I' con el plano S.

Figura 1.6

Definicién de los exponentes caracteristicos de Liapunov; w(t) = Ax(t) es
un vector tangente.

a) Dos condiciones iniciales muy cercanas que se separan al evolucionar el
sistema.

b) Representacion esquematica del espacio tangente al espacio de estados de
un sistema dinamico. Cualquier vector w que no sea tangente a la trayectoria L,
define la direccién de una posible perturbacion a ésta util para el cdlculo de algin
exponente de Liapunov A(w) = Ax (Benettin y Strelcyn 1978).

c) Calculo numérico del exponente caracteristico de Liapunov méximo, donde
y = x+W,y 7 es el intervalo finito de tiempo al que se renormaliza la perturbacién

(Lichtenberg y Lieberman 1992).
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Capitulo 2

Modelos cosmolégicos de Brans—Dicke

Los conceptos newtonianos de la estructura del espacio y del tiempo, per-
manecieron inalterables hasta el desarrollo de la teoria electromagnética en el siglo
XIX. Dadas las preguntas que surgieron en esa época, fué necesario introducir al
éter como un medio en el cual se pudieran propagar las ondas electromagnéticas,
lo que daba lugar al concepto de espacio absoluto. Fué en 1905 cuando Einstein
propuso la teoria especial de la relatividad, en la que ni el espacio ni el tiempo
eran absolutos, sino se les consider6 entremezclados como coordenadas en un es-
paciotiempo tetradimensional. En esta teoria, la estructura del espaciotiempo
se caracterizaba por la métrica de Minkowski, la que determinaba distancias o

intervalos de tiempo entre dos eventos de manera aceptable.

No fué sino hasta el afio de 1915, con el desarrollo de la teoria general de la
relatividad, realizado por el mismo FEinstein, la que fué reconocida como un con-
cepto mas revolucionario que substituy6 al campo gravitacional por la estructura
geométrica del espaciotoiempo. Aunque se pensaba que los campos gravitacionales
no podrian ser tan intensos para que hubiera gran diferencia entre sus predicciones

y las hechas con la teoria newtoniana.

1. Teorias de la gravitacién

Aunque la teoria general de la relatividad (RG) ha sido bien aceptada, desde
varios puntos de vista, existe una amplia variedad de teorias alternativas a ésta.
Estas teorias altenativas han surgido durante muchos afios y se pueden agrupar
en dos grandes clases. La primera clase consiste de teorias de la gravitacién que
contienen solamente campos gravitacionales dinamicos; mientras que la segunda

clase consiste de teorias que contienen propiedades geométricas absolutas i.e. que
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contienen campos absolutos o sin dinamica. Estos conceptos se discuten con todo
detalle en Thorne et al. (1973), también puede ser de utilidad consultar a Anderson
(1967), Misner et al. (1973), Singh y Rai (1983).

De entre las teorias alternativas a la RG, encontramos a la escalar para la
gravitacién propuesta por Pascual Jordan (1959) y las que incluyen campos es-
calares y tensoriales, éstas contienen en general a la métrica g, a un campo escalar
¢, a una funcién de autointeraccion A y una funcién de acoplamiento arbitraria
w(¢) que determina la intensidad relativa del campo escalar respecto de los modos
tensoriales. Un caso especial de estas teorias es la de Brans y Dicke (1961) en
la que w(¢) es simplemente una constante (Will 1979) y A = 0. Las ideas de
esta “nueva” teoria surgieron al tratar de incluir el principio de Mach (1872, 1883,
Brans y Dicke 1961, Singh y Rai 1983) en RG y de la existencia de que la geometria
espacial de RG se viera afectada por la distribucién de materia muy lejana. En
ésta se ha logrado encontrar una clase de modelos cosmoldgicos andlogos a los de
FRW en RG (Brans y Dicke 1961) y ha logrado hacerse de un lugar relevante en

consideraciones cosmoldgicas. Esta es la teoria que guiara este trabajo.

En la teoria de Brans y Dicke, mientras el valor de w es mas grande, el efecto
del campo escalar es menor y en el limite w — oo y ¢ =constante, hace a la
teoria indistinguible de la de RG y reproduce todas sus predicciones (Will 1979).
El campo escalar ¢, como causante de la fuerza gravitacional que gobierna la
expansién césmica (Ryan y Shepley 1975), juega un papel analogo al del inverso
de una “constante gravitacional” variable en RG, 1.e. ¢ ~ 1/G. Este campo
determina asi el valor local de la “constante” de la gravitacién G, y se puede
considerar como adicional a los grados de libertad tensoriales en las ecuaciones

basicas de JBD.

Esta teoria escalar tensorial se ha estudiado desde hace mucho tiempo y existe

una amplia bibliografia sobre ella. Algunos trabajos realizados en JBD son:

Brill (1962) calculé la radiacién de una onda escalar desde una érbita plane-
taria, encontrando que en la aproximacién monopolar la radiacién es proporcional

a €2, donde e es la eccentricidad de la érbita.
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Morganstern (1967) analizé la radiacion gravitacional que se produce por el

movimiento orbital relativo de un sistema de dos cuerpos acopl

mente.

ados gravitacional-

Will (1977) realizé célculos computacionales de la radiacién debida a los

términos dipolares que surgen de la variaciéon de G, para campos escalares y ten-

soriales.

Davis (1979) encontré expresiones cuadripolares para la

cional usando la aproximacién de campo débil y aplicd sus r¢

1913+16.

radiacion gravita-

sultados al pulsar

La solucién de las ecuaciones de campo escalar tensoriales en vacio han sido

estudiada por Lun y McIntosh (1973) para el caso en que el te
tipo de Petrov N.

Bandyopadhyay (1978) obtuvo una solucién para las ecuac

JBD para el caso de una distribucién de polvo con simetria cili]

nsor de Weyl es un

‘lones de campo en

1drica con rotacién

rigida. La solucién exacta mostrd la existencia de lineas temporales cerradas asi

como densidades infinitas de materia a una distancia finita d

lel eje de simetria.

También analizé el problema suponiendo la misma simetria pero sin suponer que

la rotacién fuera rigida (Bandyopadhyay 1979).

Raychaudhuri and Bandyopadhyay (1978) investigaron
polvo con carga estatica en equilibrio. Mostrando que como
el cociente de densidad de carga a la densidad de masa no es
distribucién de carga en equilibrio. Al considerar una distrib
cilindrica y rotacién rigida, encontraron que los resultados obte
considerablemente mas complicados que los correspondientes

tudio similar en RG hecho previamente por Som y Raychaud

Aguilar et al. (1992a) realizaron sus andlisis usando los 1
plano y de espacio cerrado en esta teoria. Encontraron que alg
observacionales en el modelo plano reproducen las predichas
Friedmann Robertson Walker en RG, y que cuando el pardmet,

de esta teorfa es w ~ 500, hace indistinguibles las consecuen
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ambas. Para el modelo cerrado no existe el limite de RG y cuando w ~ 500, predice
consecuencias que contradicen las observaciones del universo actual. También
estudiaron la distribucién de radiacién del cielo nocturno (Aguilar et al. 1992b),
encontrando esencialmente la misma distribucidn espectral en el modelo plano
que la predicha por RG mientras el modelo cerrado predice una intensidad tres
ordenes de magnitud por arriba de la generada por el espacio plano. Ambos

modelos concuerdan en predecir un cielo obscuro de noche.

Steinhardt (1993) ha analizado algunos de los mecanismos que llevan a la
inflacién extendida, en particular las fluctuaciones de la densidad espectral, y las
ondas gravitacionales producidas durante la inflacion, las que pueden contribuir
al trasfondo cosmolégico anisétropo y permitir la verificacién del escenario cos-

molégico inflacionario.

2. Ecuaciones de la teoria JBD

Se puede decir que la teoria JBD surge, ademas de ciertas consideraciones
fisicas y del principio de Mach, de la simple observaciéon de que caracteristicas
fundamentales del universo cumplen relaciones simples. En efecto, se sabe que
el radio y la masa del universo visible son, respectivamente, R ~ 2 x 10%°cm y
M ~ 2 x 10°7g, de donde se puede obtener

GM
Re?

~1, (2.1)

en donde ¢ = 3 x 10'% cm s™! es la rapidez de la luz y G = 6.7 x 1078 cm?® g~!

572 es la constante de la gravitacién (Misner et al. 1973). De aqui que

M

~Gl N~
¢ Rc?

(2.2)

Si se supone, como hicieron Sciama (1953), Brans y Dicke (1961), que esta relacién
es mas que una coincidencia numérica y que se deben incluir los efectos de toda la
materia conectada causalmente con el punto de observacién, una simple extensién

nos permite suponer en general que
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¢~Z£Ji2. (2.3)

e
en donde M; es la masa y R; la distancia a los objetos dentro del universo visible.
Lo anterior proporciona heuristicamente la dependencia que se debe esperar para
el campo escalar en casos sencillos, y sugiere que la contribucién de éste a la

densidad lagrangiana de la teoria debe tener la forma apropiada para producir

una ecuacién que admita soluciones de la forma (2.3).

Para derivar las ecuaciones de campo en JBD, se puede comenzar con el
principio variacional usual de RG (Landau y Lifshitz 1962), a partir del cual se

obtienen las ecuaciones de movimiento

6/d4x (R+aGLn) (—g)/? =0 (2.4)

en donde o = 16m/c*, R es el escalar de curvatura y L, es la densidad lagrangiana
de los campos de materia. Ahora dividiendo entre G y usando (2.2) y (2.3) se
obtiene —hay que enfatizar que ésto no pretende ser un método riguroso ni mucho
menos, solo ofrecemos una justificacién heuristica, para mas detalles se puede
consultar a Misner et al. (1973)— el principio variacional de la teoria escalar

tensorial (principio variacional de JBD)

6/d4x (¢R+ aL, — wé’—;;é’—l) (—g)'/%? =0. (2.5)

Nétese la introduccidon de un término en la densidad lagrangiana que tiene la
estructura apropiada para obtener una ecuacién del tipo de la de ondas para ¢ y
de una nueva constante adimensional w que describe el acoplamiento de los grados
de libertad tensoriales de la teoria con el grado de libertad escalar. La ecuacién
(2.5) se puede considerar como una modificacién a la (2.4) que incluye al campo
escalar ¢ acoplandolo con la geometria (el término ¢R) y un término dindmico
para ¢; nétese la suposicién de que L,, no queda acoplado con el campo escalar
directamente. Se hace notar también que las dimensiones de los campos son [¢] =
ML~3T2, [¢*%] = L%, [R] =L~2; de aqui es ficil ver que el factor ¢! en la densidad

lagrangiana se introdujo para hacer que w fuese adimensional. Como se puede ver
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claramente de las ecuaciones (2.6) y (2.7) del siguiente parrafo, el limite en que
w — oo desacopla ¢ de R por lo que, este limite se puede hacer corresponder JBD
con RG. De acuerdo a la evidencia actual, |w| > 500, Este valor obviamente no es
aplicable si se estudia el comportamiento temprano del universo en el que |w|¥25

(Steinhardt 1993).

La ecuacidn de onda para ¢ se obtiene al realizar las variaciones indicadas en

(2.5), suponiendo que g4p ¥ ¢ son variables independientes, dando

2w w

Y [(=9)'¢"] .= 569" + R =0, (2.6)
y

8T w 1

Gab = T qtab + 2 (¢,a¢,b - §gab¢,c¢’c>
# 5 (B = 2l=ar00) )
en donde
1
Gab = Rab - §gabR (28)

es el tensor de Einstein. En el lado derecho de la la ecuacién (2.7), el primer
término corresponde al tensor de energia momento de la materia y es el mismo
témino que aparece en RG pero multiplicado por la variable gravitacional ¢!, el
segundo témino es el tensor de energia momento de un campo escalar sin masa,
también multiplicado por la variable gravitacional ¢~1. EI ttlimo témino es el
adicional (segin RG) y resulta de la presencia de la segunda derivada del tensor
métrico en R en la ecuacién (2.5). Cuando domina el primer término, el lado dere-
cho de la ecuacién (2.7) difiere de las ecuaciones de campo de Einstein unicamente

por la presencia de un parametro gravitacional variable (¢™!). Ademds se tiene

_ 2 A(—9)/? L]
"7 (—g) 99ab

que es el tensor de energia—momento. Como en RG, éste cumple obviamente que

T, (2.9)

28



T, = 0. (2.10)

)

Estas ecuaciones se pueden reescribir para que, en la ecuacién para ¢, el
término en el lado derecho de la ecuacién involucre unicamente a la traza del tensor
de energia—-momento: T = T%,. Lo que se consigue contrayendo la ecuacién (2.7)
y combinando el resultado con la ecuacién (2.6) (Misner et al. 1973, Singh y Rai

1983), de esta forma se obtiene

_ 8T
(34 2w)ct’

En esta ecuacién se ve que en el limite w — 00, y ¢ =constante, se desacopla

0¢ (2.11)

al campo escalar de la materia. De tomarse este limite, el campo deja de tener

efectos dindmicos en la teoria. De aqui que éste sea el limite Einsteniano de JBD.

3. Soluciones exactas en cosmologia

El propésito de esta seccion es discutir la importancia que las soluciones e-
xactas a las ecuaciones de la gravitacion tienen para la cosmologia, las técnicas
utilizadas para encontrarlas y describir algunos de los modelos que se han empleado

para obtenerlas.

La cosmologia tiene ain muchos problemas abiertos, por ejemplo, la formacién
de galaxias y su evolucion es algo que todavia no estd bien estudiado y aunque
se tienen datos, éstos no han sido suficientes para descifrar completamente todos
sus elementos. Entre los diversos objetos que proporcionan informacién, pensando
en la problematica descrita, se encuentran las fuentes emisoras en radio, que se
supone aparecieron en la época de la generacién de estrellas masivas, una época en
que también resulta factible la formacién de galaxias. Sin embargo, el problema
basico es estudiar el origen y evolucién del universo. Durante los dltimos 40 afos
se han utilizado diversas soluciones exactas a las ecuaciones de la gravitacién
(principalmente de RG aunque también se han empleado algunas en JBD (Ruban
y Finkelstein 1975)) como modelos para el universo como un todo tratando de que

la evolucién predicha por éstos esté de acuerdo a lo observado actualmente.
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Se conoce sélo un grupo reducido de soluciones exactas de interés cosmolégico.
La familia de modelos més conocida es la llamada modelos comsolégicos estandard,
o modelos de universo de Friedmann (Friedmann 1922, Lemaitre 1927, Robert-
son 1929, Walker 1935) conocidos también como modelos FLRW. En los casos
mas sencillos se puede suponer un fluido perfecto que describa el contenido de
materia del universo. Como una generalizacién de FLRW se tienen los modelos
de Bianchi (Ryan y Shepley 1975), muchos de los cuales se han podido resolver
exactamente sus correspondientes ecuaciones de campo, para otros se requieren
simetrias adicionales como se muestra en el capitulo 3. Ademas de estos modelos,
hay otros que también generalizan a los modelos FLRW, una clasificaciéon deta-
llada de las soluciones cosmoldgicas exactas, excepto para los modelos de Bianchi

y de Kantowski-Sachs, se encuentra en Krasiriski (1993).

Existen también soluciones perturbativas que incluyen restriciones adicionales
sobre las condiciones fisicas y geométricas de los modelos, asi que, lo que se obtiene
es la solucion de un modelo ligeramente perturbado. En cambio las soluciones e-
xactas de los modelos pueden proveer informacion completamente diferente a la
obtenida bajo la perturbacién. Sin embargo, en ambos casos (solucién perturbada
y solucién exacta) se ofrecen predicciones sobre la evolucién del modelo y en par-
ticular, permiten el estudio de procesos astrofisicos o bién la prediccién tedrica de
relaciones que pueden compararse directamente con las observaciones; por ejem-
plo, el tamafio angular galactico y el corrimiento al rojo (Aguilar et al. 1992a),
la existencia de procesos de agrupamiento de materia (MacCallum 1993), o hasta

para intentar analizar procesos que ocurren en las superficies estelares (Ellis 1993).

Al resolver de manera exacta las ecuaciones de la gravitacién, es necesario
suponer de antemano ciertas propiedades algebraicas de la curvatura o algunas
que imponen los grupos de isometrias (Weinberg 1972, Misner et al. 1973, Ryan
y Shepley 1975, Kramer et al. 1980). Los modelos espacialmente homogéneos
son los mas factibles para intentar resolverlos exactamente, entre éstos se cuentan

los modelos de Bianchi, que fueron clasificados mediante grupos de isometrias

(Bianchi 1897).
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4. Grupos de isometrias

A una transformacién que deja invariante la métrica en un espaciotiempo
se le conoce como isometria. Las isometrias infinitesimales se especifican por
vectores de Killing (Killing 1892), de los que se dice que generan a aquellas. Consi-
deremos una variedad cuya métrica sea invariante bajo un conjunto de isometrias,
se puede demostrar que este conjunto tiene una estructura de grupo (Jacobson
1962, Weinberg 1972, Ryan y Shepley 1975), este grupo es el grupo de simetrias de
la variedad. Las isometrias se obtienen de los vectores de Killing en la misma forma
en que se obtienen los elementos de un grupo continuo a partir de los generadores
infinitesimales, los que forman el dlgebra de Lie del grupo. Los conmutadores de
los generadores infinitesimales del grupo definen las constantes de estructura para
él.

Se dice que una variedad de dimensién n es invariante bajo un grupo de Lie,
si la variedad admite m < n vectores de Killing que obedezcan las relaciones de
conmutacién del algebra de Lie del grupo. Un grupo de dimensién m se llama
simplemente transitivo si los vectores de Killing son linealmente independientes.
A un grupo en el que la dimensién de su subconjunto invariante en la variedad sea

menor que m, se le llama grupo multiplemente transitivo (Ryan y Shepley 1975,
Wald 1984).

De la clasificacién que puede surgir, se puntualizaran los siguientes casos. a)
Una variedad de dimensién 4 con un grupo simplemente transitivo definido sobre
ella, en el que la dimensién del grupo es también 4; entonces se dice que la variedad
es homogenea en el espacio y en el tiempo. b) Cuando la variedad es de dimensién
4, pero el grupo simplemente transitivo sobre ella tiene dimensién 3, entonces tal
grupo genera un conjunto de hipersuperficies invariantes y se dice que la variedad es
espacialmente homogenea. Algunas de los subconjuntos pueden no ser espaciales,
pero formar una variedad que depende de un sdlo parametro; la métrica sélo
depende de una variable en este caso, siendo independiente de la posicién en las
hipersuperficies. ¢) Este caso contempla que el grupo sea multiplemente transitivo
sobre la variedad y que genere hipersuperficies invariantes tridimensionales. Si

este es el caso la variedad es también espacialmente homogenea.
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El modelo FLRW tiene un grupo de isometrias de 6 dimensiones, conteniendo
dos subgrupos tridimensionales, uno isétropo y otro simplemente transitivo que
actiia sobre hipersuperficies espaciales. Los modelos de Bianchi son una genera-
lizacién de los modelos de FLRW que también tienen un grupo se isometrias de 6
dimensiones. Bianchi (1897) clasificé a estos grupos en nueve tipos diferentes. Si
un espacio es espacialmente homogeneo y tiene un grupo de Bianchi de tipo N (N
=1, ..., IX) como grupo de isometrias simplemente transitivas, entonces se dice
que el modelo es homogéneo de tipo N (Wald 1984). El grupo de tipo I es isomorfo
al grupo de traslaciones tridimensional; un modelo FLRW plano es homogéneo de
tipo I. El grupo de tipo V es un subgrupo simplemente transisivo de un modelo
FLRW abierto. El grupo de tipo IX es isomorfo a SO(3,R), €l grupo especial de
las matrices ortogonales de 3 x 3 con coeficientes reales; el universo cerrado de

FLRW es homogeneo de tipo IX.

Los modelos de Bianchi en RG han sido usados ampliamente para diversos

problemas, por ejemplo:

Barrow (1981) ha usado los modelos de Bianchi para modelar las posibles
desviaciones, de la regiéon de microondas de la isotropia de la radiacién de fondo.
También Barrow et al. (1983) han observado que el grado de isotropizacién es muy
intenso, ademas investigado estas dependencias con gran detalle han construido
modelos de inhomogeneidades, concibiéndo éstas como una combinacién de resul-
tados de modelos homogéneos; el patrén completo de temperaturas podria tener

una distribucién cuadripolar.

Los modelos de Bianchi también se han empleado para el célculo de la po-

larizacién de la radiacion de fondo en la regién de las microondas (Matzner y

Tolman 1982).

Se puede decir, de acuerdo a lo anterior, que las soluciones exactas juegan un

papel muy importante en el desarrollo de nuestro conocimiento del universo.

32



5. Modelos Bianchi en JBD

Ya que en cosmologia una parte importante del interés es describir la evolucién
del universo, y que para ello es necesario resolver las ecuaciones de JBD (2.7) y
(2.11) —un trabajo imposible en general—, se acostumbra proponer simetrias que
simplifiquen la tarea. Una simetria particularmente 1util es la de homogeneidad
espacial (seccidn 4.), caracteristica de los modelos de Bianchi que permite “de-
sacoplar” la parte espacial de la temporal en la métrica y reducir las ecuaciones
(2.7) y (2.11) a ecuaciones diferenciales ordinarias. Al considerar que los modelos
son espacialmente homogeneos con hipersuperficies espaciales foliadas generadas
por las isometrias asociadas a los grupos Bianchi, se puede considerar a la co-
ordenada temporal como definida por las lineas de universo crtogonales a tales
hipersuperficies de homogeneidad (Stephani 1982), a la coordenada asi definida
se le llama el “tiempo sincrono” t. Este trabajo emplea esta consideracién. En

cualquier modelo espacialmente homogeneo el elemento de linea es

ds? = —dt? + g;;w'w’ (2.12)

donde las w' son 1-formas asociadas al grupo de isometrias {MacCallum 1980,
Stephani 1982) y la g;; es la llamada “métrica espacial” (Ryan y Shepley 1975,

MacCallum 1980). Podemos elegir g;; como una matriz diagonal expresada como

gij(t) = diag (a}(t), a3(?), a3 () 5, 7=1,2,3 (2.13)
a los a;(t) se les llama factores de escala del modelo.

Usando las métricas especificas para cada modelo de Bianchi, donde se supone
que la unica dependencia es con el tiempo sincrono ¢ y empleando las ecuaciones
(2.7) y (2.11) en vacio, se pueden obtener las ecuaciones de campo especificas para
los modelos de Bianchi en la teoria JBD. Se usaran las siguientes definiciones: a;
es el factor de escala i—ésimo, B; = (a;/2a;ax)? , a® = ajaza3y () = 6.
Las ecuaciones de campo para para cada factor de escala en todos los modelos
de Bianchi en JBD, se pueden expresar de manera general (Chauvet et al. 1992)

como
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(Ing;) + (Ina®)(Ing;) + (Ina;) (%)

+AiaT? + Biay? + Ciay? + DBy + Eify + Fiffs = 0.

i=1,2 3

(2.14)

Adicionalmente, se cumple lo que se ha llamado la ecuacion de constriccién

(Inai)(Inag) + (Inay) (Inag) + (Inay) (Inas) + (Ina’) (j_ﬁs) - (:JZ— <§>

+ Agai? + Byay? + Coa;? + Dy By + E By + Fus = 0.
(2.15)

A;, Bi, Ci, D;, &, y Fi son coeficientes constantes que dependen de cada modelo
en particular y que estan dados en la tabla 2.1. Los coeficientes que aparecen en
la ecuacién (2.15) son la semisuma de algunos de los coeficientes que aparecen en

la ecuacién (2.14), como se puede comprobar en la tabla 2.1.

La ecuacién para el campo escalar ¢ en todos los modelos en vacio es

[$a’] = 0. (2.16)

Algunos modelos conducen a ecuaciones que proporcionan relaciones adi-
cionales entre los factores de escala, éstas surgen de la forma propuesta para la
métrica y de la ausencia de materia e ilustran las simetrias de cada modelo en
particular. Los modelos que exhiben este tipo de relaciones son IV, VI, y VII,,
éstas seran relevantes en el momento de resolver especificamente a esos modelos,

lo que se realizara en el siguiente capitulo.

De la ecuacién (2.16) se obtiene trivialmente

aBQB = ¢07 (217)

donde ¢y es una constante de integracién. Ahora se puede definir una nueva

variable ® como & = ¢/¢g, y de este modo obtener
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0 = a™® 0s. (2.18)

la nueva variable ® es una funcion mondtona de t y se usard como
reparametrizacién de la variable temporal. Empleando la notacién () = 9 y
definiendo las H; como H; = (lna;)’, se pueden reescribir las ecuaciones (2.14) y

(2.15) obteniendo

H.
ry i
a4+ 3 i=1, 2, 3
+ Gial + Jia; + Kidz + Liala) + Miald} + Niajd} =0,
(2.19)
y para la constriccion se obtiene
(In a®) w
H -
HyH, + HiHs + Hy H3 + 3 532 (2.20)

+ Q4a‘11 +J405% +/C4a§ +£4a%a% +M4a%a§ —}—./\/;CL%CL% = 0.

Los coeficientes constantes también han cambiado debido a la reparametrizacién
y se pueden consultar en la tabla 2.2. La relacién entre los coeficientes de la
ecuacion (2.20) y la semisuma de los correspondientes en la ecuacién (2.19) se
sigue conservando. Las relaciones adicionales que aparecen en algunos modelos
no cambian de forma al realizar la reparametrizaciéon temporal. La solucién a las

ecuaciones asi obtenidas serd el tema del siguiente capitulo.
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Pies de tablas
Capitulo 2

Tabla 2.1

Para el modelo Bianchi I las ecuaciones (2.14) y (2.15) tienen todos los coefi-
cientes iguales a cero. En el Bianchi II el primer renglén corresponde a la ecuacién
(2.14) para i = 1, el segundo para 1 = 2, 3, y el tercero a la ecuacién (2.15).
En el Bianchi IV el primer renglén corresponde a la ecuacién (2.14) para : = 2,
el segundo a i = 1, 3, y el tercero a la ecuacién (2.15). Para el resto de los mo-
delos Bianchi los tres primeros renglones corresponden a la ecuacién (2.14) para
¢ = 1, 2, 3 respectivamente, mientras que el cuarto y ultimo proporciona los
coeficientes de la ecuacién (2.15).

En el Bianchi VI, cuando se hace h = 0, h = 1y A = —1 se obtienen
los modelos III, V, y VI, respectivamente. Para el modelo Bianchi VII,, donde
M? = 1 — (h*/4) sucede algo similar, cuando h = 0, obtenemos el modelo VII.
Todo esto es segin la convencién de Ryan y Shepley (1975) como se ha utilizado

a lo largo de este trabajo.

Tabla 2.2

Los coeficientes para el Bianchi I en las ecuaciones (2.19) y (2.20) son cero.
Para el modelo Bianchi II los dos primeros renglones corresponden a la ecuacién
(2.19) para t = 1, y para ¢ = 2, 3, respectivamente, mientras que el tercero
corresponde a la ecuacién (2.20). En el Bianchi IV el primer renglén corresponde
a la ecuacién (2.19) para ¢ = 2, el segundo a2 = 1, 3, y el tercero a la ecuacién
(2.20). Para el resto de los modelos Bianchi tenemos cuatro renglones, los tres
primeros corresponden a la ecuacion (2.19) para ¢ = 1, 2, 3, respectivamente, y
el iltimo a la ecuacién (2.20). Se obtienen los modelos III, V y VI; del modelo VI,

cuando h toma los valores 0, 1 y —1, respectivamente; el modelo VII; se obtiene

del VII;, cuando h = 0.
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Tabla 2.1

Coeficientes constantes para las ecuaciones como funcién de ¢

A B C D & F
I 0 0 0 0 0 0
0 0 0 2 0 0
I 0 0 0 -2 0 0
0 0 0 -1 0 0
-2 0 0 0 2 0
Y —~2 0 0 0 ~2 0
-3 0 0 0 ~1 0
—(h* +1) 0 0 0 0 0
—(h+1) 0 0 0 0 0

VI,
—~(h® + h) 0 0 0 0 0
—(h* + h+1) 0 0 0 0 0
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Tabla 2.1

Continuacion

Coeficientes constantes para las ecuaciones como funcién de ¢

A B ¢ D £ F
aM? -2 0 0 0 ~2 —2
aM? -5 0 0 0 2 ~2
V1I,
0 0 0 0 -2 2
aM? -1 0 0 0 -1 ~1
1 0 0 2 ~2 ~2
0 -1 0 -2 2 ~2
VIII
0 0 -1 —2 —2 2
1/2 -1/2 | -1/2 -1 —1 -1
1 0 0 2 -2 ~2
0 1 0 ~2 2 ~2
IX
0 0 1 —2 ~2 2
1/2 1/2 1/2 ~1 -1 ~1
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Tabla 2.2

Coeficientes constantes para las ecuaciones como funciéon de @

G J K | £ | M N
I 0 0 0o |0 |0 0
1/2 0 0o [0 | o0 0
o | -1/2 0 0 |0 |0 0
~1/4 0 0o |0 |0 0
0 1/2 0 |0 |0 —2
IV 0 ~1/2 |0 |0 | o —2
0 ~1/4 0o |0 |0 -3
0 0 0o |0 | o —(R2 +1)
0 0 0o |0 | o —(h+1)
VI,
0 0 0 ]0 |0 —(R? + h)
0 0 0 | 0 | 0 | —(B+h+1)
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Tabla 2.2

Continuacion

Coeficientes constantes para las ecuaciones como funcién de @

g J K L M N
0 -1/2 —~1/2 0 0 4M? — (5/2)
0 1/2 -1/2 0 0 4M?* —(9/2)
VII,
0 ~1/2 1/2 0 0 0
0 —~1/4 —1/4 0 0 4M? — (7/2)
1/2 -1/2 ~1/2 0 0 1
—~1/2 1/2 —~1/2 0 ~1 0
VIII
~1/2 —1/2 1/2 -1 0 0
—~1/4 —1/4 —1/4 ~1/2 —-1/2 1/2
1/2 -1/2 ~-1/2 0 0 1
~1/2 1/2 —-1/2 0 1 0
IX
—1/2 —~1/2 1/2 1 0 0
-1/4 —1/4 ~1/4 1/2 1/2 1/2
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Capitulo 3

Soluciones exactas en Brans—Dicke

Uno de los objetivos de este trabajo es obtener soluciones analiticas en vacio
para los modelos cosmolégicos de universos homogéneos y anisétropos de tipo
Bianchi en la teoria escalar tensorial de Jordan, Brans y Dicke (JBD). El propdsito
de este capitulo es reportar lo que se pudo avanzar en ese propédsito y argiir porque
creemos que no es posible avanzar mas sin recurrir a restriccionres adicionales sobre

los modelos.

La obtencién de soluciones cosmoldgicas significa que, dadas ciertas suposi-
ciones razonables sobre las simetrias y propiedades del universo, se debe obtener,
partiendo de la expresion para la métrica que cumpla con aquellas, la forma fun-
cional de los factores de escala involucrados y, como trabajamos en teorias escalar
tensoriales, también la forma funcional del campo escalar. En ocasiones, el hacer
algin reescalamiento del pardametro temporal facilita la obtencién de soluciones.
Si comenzamos a partir de las suposiciones usuales, es decir, del Principio Cos-
molégico, el Universo es homogéneo y anisétropo, o al menos eso es lo que sabemos
hasta la fecha (Ellis 1993). Esto se entiende en el sentido de que a escalas sufi-
cientemente grandes no hay en el universo posicidn o direccion preferencial. Ello
ademads nos permite suponer que el potencial escalar es funcién tnicamente de la

coordenada temporal.

Han sido varias las razones por las cuales se ha tenido interés en estudiar
modelos espacialmente homogéneos, una de ellas es que los modelos son suficien-
temente simples y aun asi pueden reflejar caracteristicas del universo observado,
ello ha permitido tratar ciertos problemas, como estimar el contenido de mate-
ria en el universo que provocaria “ilusiones dpticas” de naturaleza cosmoldgica
al permitir rayos de luz que circunnavegaran el universo en un tiempo finito, o

problemas conectados con la paradoja de Olbers (Aguilar et al. 1992b). Ademsds,
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debido a sus grandes simetrias, es posible resolver algunos exactamente y ya, en
el capitulo 2, apuntamos la importancia de las soluciones exactas. En un modelo
espacialmente homogéneo se puede concebir al espacio-tiempo como un conjunto
de hipersuperficies invariantes; asi, es posible especificar la métrica de forma tal
que solo sea funcién del parametro temporal ¢ al que entonces se le llama tiempo

sincrono.

Actualmente se conocen muchas soluciones exactas sin restricciones para mo-
delos espacialmente homogéneos en la teoria de Relatividad General (RG), entre
algunos de ellos se encuentran los modelos de Friedman-Lemaitre-Robertson—
Walker (FLRW), los modelos de Bianchi en sus diferentes tipos (Kramer et al.
1980) etcétera. Sin embargo, son relativamente pocas las soluciones exactas cono-
cidas para el mismo tipo de modelos en la teoria escalar tensorial de JBD. Ello
posiblemente debido a que es una teoria mas reciente y menos estudiada que RG.
Analizando los modelos de Bianchi en vacio en la teoria escalar tensorial de JBD,
se clasificaron en, resolubles, irresolubles e inviables en vacio. Los inviables son
aquellos modelos en que las simetrias impuestas por la métrica introducen restric-

ciones demasiado drésticas que se reflejan en el poco sentido fisico de la solucién

final.

Uno de los propdsitos de este trabajo es encontrar soluciones a los modelos, y
en esta seccidon se presentan en forma unificada un conjunto de soluciones exactas
para los modelos Bianchi de tipo IL, III, V, VI, y VIIy. Los modelos Bianchi de los
tipos Iy VI aunque resolubles exactamente, tienen soluciones que no caen dentro
del esquema general presentado. Los modelos Bianchi de tipo VIII y IX sélo se
pueden englobar dentro del esquema mencionado cuando se imponen restricciones
adicionales sobre el comportamiento de los factores de escala. Finalmente, los
modelos Bianchi IV y VII; (con h # 0), aunque resolubles en principio, dadas
las simetrias contenidas en sus métricas, imponen relaciones entre sus factores
de escala que obligan al menos a uno de ellos a anularse. Asi, decimos que son

1mviables en vacio.

En los casos en que no fué posible obtener soluciones exactas de mane-

ra general y como hasta la fecha no existen reportadas soluciones para ellos,
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se sospecha que las ecuaciones que gobiernan su dinamica pudieran no admitir
solucién analitica y, por lo tanto, manifestar comportamiento cadtico. Esta ma-
nera de pensar recibia cierto apoyo tangencial en los descubrimientos recientes de
soluciones caéticas en RG, en especial en modelos de los llamados “mixmaster”
(variante del Bianchi IX, en el que existen envolventes de geodésicas nulas que
alisan las inhomogeneidades en todas direcciones (Misner et al. 1973, Ryan y
Shepley 1975)). El descubrimiento de evidencia numeérica de que ocurre segin se

sospechd, es el tema del capitulo 4.

1. Modelos resolubles

Las soluciones a estos modelos se pueden dividir en dos, las soluciones
explicitas, clase que solo contiene al Bianchi I, y aquellas que se reducen a cuadra-
turas, a la que pertenecen todos los demés modelos Bianchi. El modelo VIj es el
mas simple de este segundo grupo, las soluciones a los modelos I, III, V, VI y
VIl se pueden englobar en una sola forma general, diferenciadas unicamente por
valores que toman ciertas constantes caracteristicas. Se agruparon por separado
a los modelos VIII y IX, ya que para obtener sus soluciones analiticas hay que
restingir el comportamiento de los factores de escala. Entonces, las soluciones que
se obtienen también se engloban en la forma general de cuadraturas caracteristicas

del resto de los modelos.

1.1 Solucion explicita

En el modelo Bianchi I, los coeficientes constantes que aparecen en la ecuacién
(2.19) son iguales a cero en todos los casos, con lo que cada uno de los factores
de escala se pueden encontrar en forma independiente. Esto facilita encontrar el
“elemento de volumen” ajazaz =V = V, ®¢, necesario para expresar a los a;
como funcién de ¢ (ecuacién 3.3), donde C es una combinacién de las constantes
que ocurren en el modelo. La expresién general (i.e. independiente del modelo)

para t es:
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t+to = /Vdcb, (3.1)

donde #; es una constante de integraciéon que, como haremos en el resto del trabajo,
puede elegirse como cero (tp = 0) pues la ecuacién (2.18) es auténoma. Este
modelo es el tinico que permite obtener explicitamente a ® como funcién de ¢, al

escribir esta expresion se obtienen dos posibilidades que dependen del valor de C,

exp(t), C = -1
d® = 3.2
[(C+1D)OMC . ¢ £ -1 (3:2)
Los factores de escala como funcidon de t son
a;o exple; (1)), C=-1
o = i=1,2,3 (3.3)

aio [(C+ 1) (/D ¢ # -1

donde a;p y ¢; son constantes de integracién y C = ¢; + ¢ + ¢3 . Por otro lado,
siempre se puede elegir Vy = ajgazgazgg = 1 y, por ultimo, de la ecuacion de

constricciéon (2.20) obtenemos la relacién

-1 —w, C =-1

A4+ = (3.4)

C(C’f2)—w. C # -1

Las soluciones para este modelo fueron obtenidas por vez primera por Ruban y

Finkelstein (1975).

1.2 Solucién en cuadraturas

Para los modelos analizados aqui, no es posible expresar a ¢ como funcién de
t como ocurrid en la seccién anterior. Se pueden separar las soluciones en tres gru-
pos, dependiendo de la forma de la solucién. El primer grupo incluye unicamente
al modelo Bianchi VI;. Al segundo grupo pertenecen la mayoria de los mode-

los, agrupados asi por la forma general de la solucién. Al tercer y tltimo grupo
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pertenecen aquellos modelos donde es necesario imponer restricciones adicionales

a los factores de escala para que sean resolubles.
1.2.a) Grupo I

Para el modelo VI, los coeficientes constantes que aparecen en la ecuacién
(2.19) son iguales a cero solo para dos de los factores de escala, con lo que a3 y a3

se pueden obtener de manera inmediata. La ecuacién para el factor restante es

[® (Inay)] = c@P, (3.5)

donde ¢ = 2a3,a3y, y D = 2(cz +¢3) + 1 son constantes. Al resolver (3.5) hay

dos posibilidades para D; la expresion para los factores de escala queda

A3 exp[(ln $)?], D=-1

= _ 3.6
“ Az®4 exp[2(D +1)72¢P+] D £ ~1 (36)

a; = apd, =23 (3.7)

donde q;0, y ¢; son constantes de integracion, y el “elemento de volumen” (elemento

local en la superficie de homogeneidad) es

Ag ®lArteates) exp[(ln ®)?], D= -1

_ 3.
Ag ®Artertes) explo (D 4 1)-260+]. D £ —1 (3.8)

donde Ay = Ajzazgaszg. Por lo que la expresion para evaluar el tiempo sincrono es

[ {4 @Mrteates) expl(ln @)?]} dD, D = -1

t =
f {AO P(A1+cates) exp[2 (D + 1)~2¢D+1]} d®. D # —1 (3.9)

45



donde A; y A; son constantes de integracién. La ecuacién de constriccién (2.20)
nos proporciona algunas relaciones entre las constantes: azp = aszp, cg = c¢3,

ademaés hay otras que dependen del valor especifico de D

dayp® + 3+ 2w) =0, D=-1 (3.10a)

2[A1 (202 + 1) + CQ(CQ +2)] —w = 0. D 74 -1 (310b)

Estas ecuaciones permiten la determinacion de algunas constantes de integracién
al expresarlas como funciéon de otras ya conocidas; en particular, al incluir el
pardmetro de acoplamiento w se puede indicar que tan restrictivos son estos mo-

delos en vacio.
1.2.b) Grupo II

Para este grupo de soluciones sera conveniente definir varias ecuaciones con lo
que se indica como constantes generales, las que permitirdn adecuar la expresién
a la de cada modelo en particular con definiciones especificas empleando a estas

constantes o funciones de otras constantes.

La ecuacién general que se resuelve contiene constantes caracteristicas ¢, n y
m que especifican a las expresiones para los factores de escala en cada modelo. La

ecuacion general es

[®(lna;)] = c®"a;™, (3.11)

la solucién es una expresién que dependera, obviamente, de los valores que tomen
las constantes en la ecuacién general (3.11). Por razones de economia en la escri-

tura de las soluciones, definimos el simbolo ¢, donde p es siempre igual a m/2,

46



g+ {cos[Q4 In(f®P)]} /P @1/,
A>0
g+ {sin[Q In(fOP)]} /P &=1/7,
¢, (@) = | 9o in(foM)]~H/ra7ile, A=0 (3.12)
g+ {cosh[-Q_ In(f&P)]} /P &~/2,
A<O0
g— {sinh[-Q_In(f®P)]} /7 &=1/»,

donde f > 0 y B son constantes de integracién y se usan las definiciones A =

4B+ N?), N = (n +1)/m, Qz = VFB TN, g7 = [¥(B + N2)}/2¢ y

gt = m/2c.

La dependencia de t como funcién de ® se obtiene de la expresién (3.1) de

acuerdo a cada modelo en especial dentro de este grupo y se puede escribir en la

forma general

A [{cos[Q In(f8*)]}}84d2,

A [ {sin[Q4 In(£2*)]}' @48,

A>0

E [[In(f®)]t $¢d®, Ao (313)

r—1 . .
Fy 3 Gy [(—u) (™t @720 )™= (r + b — i)™, A <0
L i=1
donde A, a, b, d, E, Fi, r, s y u son las constantes dependientes del modelo,
algunas de las cuales se muestran en la tabla 3.1; las constantes Fy = Au"/s,
s = 2°T2Q_, u = f9- son las mismas en todos los modelos, por lo que no se

incluyen en la tabla. Se puede notar que tampoco en este caso es posible invertir
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para expresar a ® como funcién de ¢. Los dobles signos (+) en el altimo renglon de
la ecuacién (3.13) corresponden a las soluciones generadas por el coseno y el seno
hiperbélicos, respectivamente. Todo lo que resta por hacer ahora es especializar
las expresiones generales (3.12) y (3.13) al modelo especifico que se desee resolver.

Esto se hace a continuacion.

Para el modelo II, los factores de escala se pueden expresar como

a1 = &, (3.14)

a; = ap ®% (&), i =23 (3.15)

donde a;y y ¢; son constantes de integracién. Dados los factores de escala, el

“elemento de volumen” se expresa como

ago ago Pe2Cs
&

El resultado de la integracién (3.1) es de la forma (3.13) y los valores especificos

V =

(3.16)

para las constantes que aparecen en el resultado para este modelo se dan en la
tabla 3.1.

Usando la ecuacién de constriccidn, se pueden obtener las siguientes relaciones

entre constantes

4Q% + 4(cacs + 2 +e3) +1—-2w=0, A#0 (3.17a)

dea(ez + 1) +4e3+1 - 2w =0, A=0 (3.17b)

donde los signos superiores corresponden a A > 0, mientras que los inferiores

estan relacionados a A < 0. Cuando las constantes toman los valores particulares
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aio =1,¢co =k, c3 =ay B =0, reproducen la solucién presentada por Guzméan

(1991a) pero éste solamente considera el caso A < 0.

Es 1til mencionar ahora que la estructura del modelo Bianchi VI, genera
relaciones entre los factores de escala no sélo para él sino también para otros

modelos si se elige apropiadamente el valor especifico de h

(lna;)' (A 4+ 1) = (Inay)’ — (lnaz)’h =0. (h#0, 1,y 1) (3.18)

Se debe notar que cuando h toma los valores 0, 1 y —1, la expresién anterior se
reduce a las relaciones correspondientes para los modelos 111, V y VI, respectiva-
mente. El modelo VI, también puede generar las ecuaciones de los otros tres de
manera general, pero al resolverlos de manera individual se diferencian al tomar

cada uno valores especificos para las constantes.

Para el modelo Bianchi I1I, caso particular del VI, con A == 0, los factores de

escala se pueden expresar de la siguiente manera:

ay = ay = &, (3.19)

a3 = azq P, (3.20)

donde a3¢ y c3 son constantes de integraciéon. El “elemento de volumen” queda

expresado por

V = ag & (&) (3.21)

El resultado de la integracién (3.1) es de la forma (3.13) y los valores especificos

para las constantes de este modelo se dan en la tabla 3.1.

De la ecuacién de constriccidn (2.20) se obtiene que agg = 1, ¢z = 0 ademads

de las relaciones que incluyen al pardmetro de acoplamiento w
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2L + 2+ w) =0, A#0 (3.22a)

24w=0  A=0 (3.220)

donde los signos superiores corresponden a A > 0 mientras que los signos inferiores

corresponden a A < 0 respectivamente.

El modelo Bianchi V, que se puede obtener al elegir A = 1 en las ecuaciones

para el VI, los factores de escala en este caso se expresan de la siguiente manera

as a3 = 51, (323)
a1 = aig (I)Cl (61)1/2, (324)
Yy
a; = a;0 P % ay, 1=2,3 (3.25)
donde ajp y ¢; son constantes de integracién con la restricciéon ¢; = —c3. El
“elemento de volumen” es
V = aijo 0N (61)3/2. (326)

El resultado de la integracién (3.1) es de la forma (3.13) y los valores especificos

para las constantes de este modelo se dan en la tabla 3.1.

De la ecuacién de constriccién (2.20), se obtienen relaciones entre las cons-

tantes que incluyen al parametro de acoplamiento

1
Qi = 5 (4C% + 3 + 2w), A#0 (3.27q)
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1
C? + Z(3 + 2w) = 0, A=0 (3.27b)
los signos superiores corresponden a A > 0 y los inferiores a A < 0, respectiva-
mente. Algunas soluciones para este modelo fueron publicadas por Lorenz—Petzold

(1984a, 1984b) y Guzman (1991b) pero unicamente contemplaron el caso A < 0.

El modelo Bianchi VI, se puede reducir a los modelos IIl y V| si se eligen h

apropiadamente. En este caso, los factores de escala son

az a3 = £y, (3.28)
ay = A3 q)Al (él)Ao, (329)

y
g = (A4 @42 0)) Y 203 (3.30)

donde A; = —A,,y A3 = A;! son constantes de integracién y Ay = (b2 +1)/(h+
1)2,¢c2 = h + 1, c3 = hcy. El “elemento de volumen” queda
V = Az @M (6)7%. (3.31)

El resultado de la integracién (3.1) es de la forma (3.13) y los valores especificos

para las constantes de este modelo se dan en la tabla 3.1.

La ecuacion de constriccion nos dice que A; vale cero, y nos proporciona

relaciones para las restantes:

2R+ + QL+ D+ (h+ 1w =0 A#0 (3.320a)

2(h* + A+ 1) + (A + 1)’w = 0, A=0 (3.320)
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donde los signos superiores corresponden nuevamente a A > 0 y los inferiores
a A < 0. Algunas soluciones para este modelo fueron publicadas por Lorenz-
Petzold (1984a, 1984b) y Guzman (1991b) pero unicamente contemplaron el caos
A < 0. Estas soluciones para el modelo VI, incluyen a las correspondientes para
los modelos III y V cuando h = 0 y h = 1, respectivamente. Aunque la ecuacién
general también incluyen al VIj cuando h = —1, la solucién de éste no se puede
obtener a partir de la forma (3.11) debido a que en el proceso de resolucién hemos
dividido entre (h + 1) + (h? 4+ h), que en este caso se anula. Es esta la razén por

la que su solucién ha sido clasificada en un grupo diferente (Chauvet et al. 1992).

En el modelo Bianchi VIIj, se encuentran los factores de escala de la siguiente

manera.
a; = &, (3.33)
ay = ¢g o, (3.34)
y
a3 = 2712 ¢y €, (3.35)

donde ¢y es una constante de integracion. El “elemento de volumen” es

_ Cg (52)3
V = —_—\/ﬁ (3.36)

El resultado de la integracién (3.1) es de la forma (3.13) y los valores especificos

para las constantes de este modelo se dan en la tabla 3.1.

De la ecuacién de constriccién (2.20) obtenemos las relaciones

12Q% £ (3 +2w) =0, A#0 (3.37q)

3+ 2w = 0. A

0 (3.37b)
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donde los signos superiores corresponden a A > 0 mientras que los signos inferiores

corresponden a A < 0 respectivamente.

Las soluciones en el caso A < 0, obtenidas en la seccidén 1.2 de este capitulo,
habian sido obtenidas previamente por Lorenz-Petzold (1984a, 1984b), con la
salvedad de aquella para el modelo VII,. Para el Bianchi II fueron publicadas por
vez primera por Chauvet et al. (1991a). Guzmdn también obtuvo soluciones sélo

para el caso A < 0, en el modelo II (Guzman 1991a) y en el V (Guzman 1991b).
1.2.c) Grupo III

Solo los modelos VIII y IX caen dentro de este grupo, imponiendo la res-
triccién a; = ag para que sean integrables y poder aplicar el esquema mostrado
aqui sin problema; no es posible integrarlos sin esta restricciéon. Imponiéndola, las
constantes para la primera ecuacién son ¢ = ~1/2, n = 1, y m = 4, igual para

ambos modelos, de donde se puede obtener

a; = &, (3.38)

as = az = & (52)-1, (3.39)

donde estas a; se obtiene de la ecuacién andloga a la que da lugar a ay, en este
caso las constantes son ¢ = 1, n = 1, y m = 2, el doble signo se refiere a los
modelos VIII y IX, respectivamente. Con estos factores de escala podemos calcular

el “elemento de volumen”

(51)2.

="

(3.40)

Al integrar ésta, se obtiene una expresién del tipo de la ecuacién (3.13) para la

dependencia del tiempo ¢ como funcién de ®, asi
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2 2/m
(22) ™" [a {cosl@s+ In(FR)]}* @2de,
A>0
mQ3, 2/m 1. 2 w2
(m&e)"" [ap? {sinl@ss In(f2)]}* @ 2de,
b= (B Jar (@) e %de, A=0  (3.41)
2 /m
(252=)"" Jar! {cosh[~ Qo In(f9)]} 2 5242,
2/ A <0
(m=)"" [ ot {sinh(~Qu- In(f3)}}~> @249

\

donde Q44 corresponde a ()4 pero generados por a, de la expresion (3.39).

Por 1ltimo, substituyendo todos estos valores en la ecuacidén de constriccién
(2.20), se obtienen las relaciones entre las diferentes constantes, las expresiones

son

405, £ (4Q2L +3 +2w) =0, A#£0 (3.420)

donde Q)4 corresponde a Q).+ pero esta vez generados por a; de la expresién (3.38),
ademas A > 0 corresponde a los signos superiores en la ecuaciéon previa, y A < 0

a los inferiores. Para el caso que falta se tiene

3+ 2w =0. A=0 (3.42b)

El desarrollo hecho en esta parte es igual para los dos modelos (VIII y IX)

dada la eleccidon hecha (a; = a3).

Se pueden considerar elecciones diferentes para imponer la restriccién en el
modelo VIII, pero ello conduce necesariamente a expresiones que no son de la forma
de la ecuacién (3.11), y no se ha podido resolver. Ello es diferente en el modelo

IX, donde no importa que pareja factores de escala se igualen, los resultados
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son invariantes ante tal eleccién, la Unica condicién para que se obtenga este
resultado es que s6lo dos de ellos se hagan iguales. Estas apreciaciones se pueden
ver facilmente en (3.43) y (3.44) que son las expresiones generales (sin restriccién)
que gobiernan los factores de escala y qué pueden mostrar las consecuencias de

igualar dos de ellos. A continuacién mencionamos el caso general sin restricciones.

2. Modelos irresolubles

Solo los modelos VIII y IX caen dentro de este grupo. Trabajando con sus
ecuaciones
®

[®(na)] + 5 (af ~ (a3 — @) =0, (3.43)

[®(Ina;)] + 2(@* — (d} £ a3)%) =0, i=23 (3.44)

de manera general no ha sido posible hasta la fecha resolverlas. La primera
ecuacién es valida para ambos modelos, mientras que el doble signo de la se-
gunda corresponde a los modelos VIII y IX, respectivamente. De estas ecuaciones
se puede ver claramente como el hecho de imponer a; = a3 reduce las ecuaciones

a una forma resoluble.

Aun para estos modelos podemos construir una ecuacién para el “elemento

de volumen”, aunque no se pueda resolver

¢
[@ (V)] - 5{(613 — ) + a2[a? + 2(ad + ag)]} ~ 0. (3.45)
donde nuevamente el doble signo corresponde a los modelos VIII y IX, respecti-
vamete. Tampoco es posible utilizar la expresiéon para la constriccién como hicimos

en los otros modelos.
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Esto es lo més que se logré de manera analitica para estos dos modelos (VIII
y IX). Una manera de continuar analizando su comportamiento es mediante el
analisis numérico. En el siguiente capitulo se continda con el estudio del modelo
IX en particular, analizdndolo usando las técnicas de la dinamica no-lineal. De
hecho, al encontrar evidencia de que el modelo es cadtico se estara corroborando el
que no es posible encontrar una solucién general exacta, pues se pone en evidencia

también que el modelo no es integrable.

3. Modelos que colapsan en vacio

En algunos modelos, se tienen ecuacidnes adicionales que proporcionan rela-
ciones entre los factores de escala generados por la propia métrica, reflejando las

simetrias y restricciones presupuestas en ellas. El modelo IV produce dos de ellas,

2(Ina;) — (lnay)' — (lnaz)' = 0, (3.46)
y
az
= 0. 4
a% as (3 7)

de la primera ecuacion, obtenemos la relacion a% = vasas donde v es una constante
de integracién; pero de la segunda emerge una restriccion mucho mas fuerte, pues
requiere que uno de los factores de escala se anule: a; = 0, y automaticamente al
substituirla en la primera, implica que a; = 0, con lo que ag pueda tomar cualquier
valor. También se puede substituir la primera (3.46) en la segunda (3.47), asi al
simplificar, uno de los factores de escala debe ser a3 = 0o. Con lo que tenemos los
tres factores de escala por separado, en una solucién exacta pero desprovista de

sentido fisico.

El modelo Bianchi VII, genera dos relaciones de las mencionadas

(lnal)' - (11’1(12), = 0, (348)
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has
m = 0. (3.49)
nétese que cuando h = 0, estas relaciones se reducen a las relaciones para el VII.
Es facil ver que la primera ecuacién nos proporciona la igualdad a; = vay con v
una constante, pero que la segunda impone que az = 0, lo que implica, usando la
primera nuevamente, que a; = 0 y que, como en el caso anterior, a3 pueda valer
cualquier cosa. También se obtiene al substituir la primera (3.48) en la segunda
(3.49), que el producto de los factores de escala debe ser az as = co. Para el caso
particular h = 0 la segunda ecuacidn no tiene sentido independiente ya que solo es

una identidad. Asi, con solo la primera, es factible resolver el modelo. La solucién

cae dentro del grupo II de las soluciones en cuadraturas.

Ya que se pueden calcular los tres factores de escala, de alguna manera los
modelos quedan resueltos exactamente y podriamos decir que son resolubles en
vacio; lamentablemente las soluciones que se obtienen describen un universo co-
lapsado por lo que, concluimos, no tiene mucho sentido estudiar estos modelos en

vacio.

4. Singularidades

La existencia de singularidades es importante para describir las propiedades
de un espaciotiempo; en esta seccién se investigan singularidades presentes en
los modelos de tipo Bianchi estudiados. Como existen muchos criterios para la
deteccidn de singularidades y, obviamente, las singularidades producidas por la
eleccién de coordenadas no son de interés, elegimos analizar las singularidades de
curvatura. Para afirmar la existencia de una de estas singularidades es necesario
evaluar el escalar de Ricci R = g®®R45. Si R — o0 a lo largo de una congruencia
de geodésicas cuando el pardmetro afin asociado con ella tiende a un valor finito
se dice que existe una singularidad de curvatura. Un andlisis de las singularidades

que ocurren en espaciotiempos de tipo Bianchi en RG se encuentra con detalle
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en Collins y Ellis (1979); un estudio sobre tipos especificos de singularidades lo
realizan Goode y Wainright (1982). Sobre los criterios para detectar singularidades
se puede consultar Ellis y Schmidt (1977) o Hawking y Ellis (1973).

Para los modelos de tipo Bianchi analizados aqui, €l problema es escoger una
congruencia de geodésicas apropiada pues se analizan los modelos en vacio. Se
ha elegido como congruencia apropiada al conjunto de las lineas de universo de
observadores de prueba (geodésicas temporales) cuyo pardmetro afin es el tiempo
sincrono t, ésta es la eleccidn mas simple y que se presta a una caracterizacion
invariante. Es posible expresar de manera unificada al escalar de curvatura para
todos los modelos de Bianchi estudiados, la expresién general para él se puede
escribir

. . . g.i) g'ﬁ 2
ay a9 as w
R=2|—4+—+—+-+21|7 . 3.50
a a a3 ¢ 2\ ¢ ( )
Ayudados por las ecuaciones (2.14-2.16) y del hecho que los modelos estan en
vacio, se puede reescribir a R en términos del parametro de acoplamiento w y del

campo ¢ o del tiempo intrinseco y del volumen local en las hipersuperficies de

) 1V
R = —w (g) = —Ww (al a2m) . (351)

Es importante hacer notar que estas expresiones unificadas sélo son posibles gracias

homogeneidad,

a la inexistencia de materia en los modelos. Cuando R — co, esto es, cuando
ocurre una singularidad en los modelos, ello es necesariamente consecuencia de
que al menos uno de los factores de escala o el campo escalar tienda a cero a t
finito, lo que sucede en los modelos IV y VII, ya que alli uno de los factores de
escala siempre se anula. El escribir R como en (3.51) muestra de manera explicita
la dependencia con el parametro de acoplamiento y permite visualizar algunas
propiedades que no son del todo evidentes en la ecuacién (3.50), ademas el tener
a IR expresado en diversas formas ayuda si se desea graficar R como funcién de ®

y eventualmente como funcion de t.
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En los modelos de FLRW (isétropos) solo hay un factor de escala, cuando se
presenta una singularidad, todas las distancias relativas se hacen cero; en contraste
con lo que sucede en este trabajo, donde se tienen tres factores de escala que se

comportan en forma anisétropa ya que evolucionan en forma diferente en general.

5. Interpretacién de las soluciones

Al analizar las soluciones obtenidas para cada uno de los modelos y con-
siderando las constantes que aparecen en ellos, algunas que han sido definidas en
términos de otras para simplificar la apariencia de las expresiones y otras que son
“libres” (i.e. constantes de integracién), se obtienen intervalos de validez para el
parametro de acoplamiento (w) y quedan determinadas relaciones entre otras de
las constantes. Lo que ha permitido elegir casos particulares como representativos
de cada modelo. Las figuras 3.1-3.9 muestran a los factores de escala y al corre-
spondiente escalar de curvatura R como funcién del tiempo intrinseco @ para cada
caso tipico seleccionado, también muestran la dependencia del tiempo sincrono ¢

con ¢ para cada modelo.
Bianchi I

Para este modelo se debe primero tomar en cuenta el valor que toma la cons-
tante C generada al realizar la evaluacién descrita por (3.1). Como se puede ver
de las ecuaciones (3.2-3.4), C' depende de manera directa de los valores de las

constantes c;, las constantes ajp quedan libres:

Cuando C' = —1, dos de las constantes de integracion ¢; pueden ser positivas
y una negativa (figuras 3.1 y 3.2); o bien, dos de ellas pueden ser negativas y una

positiva. En ambos casos el parametro de acoplamiento debe cumplir

w< —4

_— Y

(3.52a)

para evitar que alguna constante sea compleja. En el primer caso (dos constantes

positivas) se tiene un espaciotiempo que colapsa en una direccién que evolucionaré
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hacia un universo “aplanado” (figuras 3.1, 3.2), mientras en el segundo caso (dos
constantes negativas) el colapso del espaciotiempo es hacia una linea. Nétese
que la figura 3.2 muestra la evolucién del modelo tanto para el tiempo intrinseco
®, (figura 3.2a y 3.2b) como para el tiempo sincrono t (figuras 3.2c y 3.2d). El
comportamiento del modelo es similar en ambos tiempos y @ crece monotonamente
con t. Esto indica que se puede describir de forma correcta al espaciotiempo
empleando cualquiera de los parametros temporales. En este caso no existen
singularidades (para t finito), aunque se puede apreciar (figura 3.2d) que cuando
t — +o0 alguna de las a; o ¢ tiende a cero con lo que B — oo dando asi condiciones

para singularidad, pero en el futuro/pasado infinito.

Cuando C # —1 hay mas libertad, ya que en este caso se pueden tener las
tres constantes ¢; positivas (universo en expansion), todas negativas (universo que
colapsa a un punto), o alguna otra combinacién (universo evolucionando hacia un
plano o hacia una linea). Para casi todos estos casos se tiene que el parametro de

acoplamiento debe cumplir

w> -1, (3.52b)

salvo en el caso especial en que una de las ¢; sea el negativo de otra, debiéndose

cumplir entonces que w < 2C. Tampoco existen singularidades a ¢ finito.

Este es el unico modelo de los aqui analizados en el que se obtienen los factores
de escala como funcién de t por lo que no es muy importante la grafica t vs @, la

que aun asi se muestra en la figura 3.10.
Bianchi VI,

Como en el modelo anterior, en el Bianchi VI, el analisis depende del valor

que tome la constante D (ecuaciones 3.6-3.10).

Cuando D = —1, se obtiene que las constantes ¢; = ¢c3 = —1/2 y el parametro

de acoplamiento queda determinado por (azo = aso)

4aqt + 3
w=— (-————a202 + ) : (3.53a)
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La regién de validez para w depende de lo que valga la constante agy. La relacion
también se puede interpretar al revés, i.e. dada w, ag queda determinada. En
las figuras (figura 3.3a y 3.3b) se puede apreciar que al evolucionar el universo
habra una contraccién en una direccién pero sin legar al colapso y que después se
expandird en todas direcciones. La figura 3.3¢ muestra la dependencia del tiempo
sincrono t con el intrinseco @, observandose una funcién monédtona creciente, de

la figura 3.3d se puede ver que no hay singularidades para este caso.

Cuando D # —1, ya no es posible determinar explicitamente ninguna cons-
tante, todo queda en funcién del valor que tome D. En este caso, la constante
¢y = ¢z = (D~ 1)/4, y el pardmetro de acoplamiento apropiado también depende

del valor que tome la constante A,

w:Al(D+1)+(D2—1) (DZ7>, (3.53b)

que, como en el caso anterior, también puede servir para determinar una de las

constantes en términos del pardmetro de acoplamiento.
Bianchi IT

En este modelo, al introducir las constantes apropiadas en la expresién (3.12)
solo una de las soluciones es aceptable. Los casos A > 0, A =0, y A < 0 aunque
solo el subcaso que corresponde al seno hiperbdlico, no tienen interpretacion fisica,
ya que conducen a amplitudes de oscilacién complejas, tienen algunos factores
multiplicativos complejos o hacen algunos factores de escala negativos. La tnica
solucion que se puede considerar con significado fisico, es la correspondiente a
A < 0, correspondiente al coseno hiperbélico (figura 3.4a y 3.4b). Al evolucionar,
este modelo se expande en una de sus direcciones hasta un cierto valor maximo para,
después colapsar, mientras que en las otras dos direcciones siempre se expande.
La figura 3.4c muestra la dependencia del tiempo sincrono ¢ con el intrinseco P,
representada por una funcién mondtona creciente, de la figura 3.4d se puede ver
que hay una regién con R — oo correspondiendo a ¢ — 0. En este caso se puede

determinar que B > —1/4. La regién de validez para el pardmetro de acoplamiento

queda
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1
w > 5[1—4(62 c3 + ¢ +Cg)}, (354)
mientras que las constantes ¢z, ¢s y f quedan libres.

Bianchi VI

Los casos A > 0, en las soluciones de la ecuacién (3.12) no tienen inter-
pretacién fisica, ya que conducen a factores de escala negativos. El resto de las
soluciones proporcionadas son fisicamente aceptables en este modelo. Alintroducir
las constantes apropiadas se obtienen las regiones de validez para el parametro de

acoplamiento de la teorfa. Una de estas regiones de validez es

2(h* + h+1 :
= - —(————,7—)— (3.554)
(h+1)
la que corresponde al caso A = 0 y la constante de integracion B = —1. La

constante h del modelo puede tomar diversos valores, en particular cuando h = 0
se reproduce el caso del modelo Bianchi III, cuando A = 1 se reduce al modelo
Bianchi V. Usando este modelo con h arbitraria se pueden calcular de manera
simple los otros dos. Cuando h = —1 se obtiene el modelo VI, pero, como ya se
habia mencionado, de estas ecuaciones no se pueden obtener directamente las del

modelo VIj. La segunda regién de validez para w queda

2(h* +h+1)
(h+1)°
ésta corresponde al caso A < 0 con B > —1. La constante de integracién f queda

libre.

(3.55b)

w >

Para este ultimo caso (A < 0) se ilustran los comportamientos evolutivos de
los modelos: El modelo Bianchi III (figura 3.5a y 3.5b) donde dos direcciones se
expanden hasta un cierto valor y luego se contraen hasta colapsar, mientras que
en la tercera direccién se mantiene constante. La dependencia de t con ® (figura
3.5¢) muestra una funcién mondtoma creciente y del escalar de curvatura (figura
3.5d) se pueden ver regiones donde R — —o00 que corresponden at — 0y at ~ 15

tiempos sincronos finitos para ambas regiones. En el modelo Bianchi V (figura 3.6a
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y 3.6b), en dos de sus direcciones se presenta expansion, en una de ellas lineal, y
la otra sdlo se expande hasta un cierto valor para después colapsar; en la tercera
direccién se presenta una contraccién permanente. La dependencia de t con &
(figura 3.6c) representada por una funcién mondtoma creciente y del escalar de
curvatura (figura 3.6d) se puede apreciar que hay regiones donde R — —oo que
corresponden a t — 0y t ~ 2 tiempos sincronos finitos. En el modelo Bianchi VI,
(figura 3.7a y 3.7b), las tres direcciones evolucionan de manera similar aunque
no idéntica. Al contrario de lo que se habia estado manifestando en algunas
direcciones para varios de los modelos (II, III, V), en éste hay un colapso hasta un
cierto instante, después del cual se expanden, como se presentd en el modelo V.
La dependencia de t con & (figura 3.7c) muestra una funcién monétoma creciente
y del escalar de curvatura (figura 3.7d) se puede ver que R — —oo cuando t — 0

y t ~ § tiempos sincronos finitos.

En todos estos modelos se cumple R — oo cuando el pardametro afin toma
un valor finito ¢ — 0, por lo que satisface las condiciones para la existencia de

singularidad en estos modelos.
Bianchi VI

Para este modelo, al igual que para el II, al introducir las constantes apropia-
das en la expresion (3.12), solo una de las soluciones se puede interpretar fisica-
mente. Los casos A > 0, A =0, y A < 0 pero sdlo en el subcaso correspondiente
al seno hiperbdlico, no se pueden considerar como soluciones fisicas ya que con-
ducen a amplitudes de oscilacién complejas, tienen algunos factores multiplicativos
complejos, o hacen algunos factores de escala negativos. La tnica solucién que se
puede considerar con significado fisico es la correspondiente A < 0 con el coseno
hiperbdlico (figura 3.8a y 3.8b). Al evolucionar este modelo, las tres direcciones
tienen un comportamiento similar pero no idéntico. Las tres direcciones se ex-
panden hasta ciertos valores (todos diferentes) para después contraerse hasta el
colapso. La dependencia de t con ® (figura 3.8¢) muestra una funcién monétoma
creciente y del escalar de curvatura (figura 3.8d) se puede ver que se cumple la
condicién R — —oo para los valores del tiempo sincrono ¢t — 0 y t ~ 3.5 por lo que

se tiene singularidad en el modelo. En este caso se puede determinar B > —1/4
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mientras que la regién de validez para los valores del parametro de acoplamiento

queda

w>— §, (3.56)
2
en este caso quedan libres ¢y y f.
Bianchi VIII y IX

Estos modelos, ain con la restriccion que se impuso de hacer dos de sus
factores de escala iguales, son los mas complicados. Para el primer factor de
escala (ay, igual en ambos modelos), al substituir las constantes apropiadas, solo
tiene significado fisico el caso de A < 0 en el subcaso del coseno hiperbélico (figura

3.9a y 3.9b). Las otras soluciones (ecuacién 3.12) no tienen interpretacion fisica.

Al obtener la dependencia analitica para el tiempo ¢ como funcién de @
(ecuacién 3.41), el caso A > 0 de lugar a factores de escala negativos, y el caso
A = 0 a factores de escala complejos, pero sélo en el modelo IX en el que no tienen
sentido fisico, por lo que no se consideran. Asi, se pueden escribir las restricciones
para el pardmetro de acoplamiento en cada caso

-3 A=0, By=-1

21

“ —2(By + By +2). A<0, By>-1 (3:57)
donde B; > —1/4 para todos los casos. En esta tltima ecuacién aparece el valor
w = —3/2 que es un valor problemético en la teorfa JBD con materia como se
puede ver de la ecuacién (2.11); sin embargo, al trabajar en vacio dicha ecuacién
se transforma en una identidad atn para ese valor de w. Las figuras 3.9a y 3.9b
muestran el comportamieto de ambos modelos para el caso A < 0, correspondi-
ente al coseno hiperbdlico en ambos factores de escala. El comportamiento del
universo indica qué en dos direcciones hay una expansion hasta que se alcanza un
clerto valor maximo para después colapsar, mientras que en la tercera hay una
contraccién hasta un valor minimo para después expandirse de nuevo; los valores
maximo y minimo en los que cambia el comportamiento en las diferentes direc-

ciones nunca son iguales en este caso especifico. De la figura 3.9¢ se puede apreciar
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nuevamente que la dependencia de t con @ es mondtona creciente. La expresién
para el escalar de curvatura (figura 3.9d) muestra una regién donde R — oo que
corresponde a valores finitos del pardmetro afin ¢(~ 42). La conclusién es que

este modelo también presenta singularidades.
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Pies de figuras
Capitulo 3

Figura 3.1

a) Se muestran los factores de escala de la expresién (3.2) para el modelo
Bianchi I
fué w = —50/9y se usaron los valores a0 = 1, ¢; = 1/3, cg = 2/3, c3 = -2y
C=-1

b) Se muestra el comportamiento global de los factores de escala. Por global

, como funcién del tiempo reescalado ®. El parametro de acoplamiento

queremos decir que se ha representado su comportamiento en un intervalo infinito,
en este caso para ® desde 0 hasta oo, al mapear su comportamiento, mediante la

transformacién arctan(z), al intervalo (0, 1).

Figura 3.2
a) En el modelo Bianchi I con parametro de acoplamiento w = —500 y valores
para las constantes a;o = 1, ¢ = —1 — 3¢3, ¢3 = 2¢3, ¢c3 = 5.75 y C = —1, se

grafican los factores de escala como funciéon del tiempo reescalado ®.

b) Se muestra el comportamiento global del modelo en las mismas condiciones
de 3.2a. Comparando la evolucién de los factores de escala mostrada aqui, con
la evolucién que muestran las figuras 3.1, podemos notar que w juega un papel
crucial.

¢) Como éste es el inico modelo en que podemos expresar el tiempo reescalado
® como funcién del tiempo sincrono ¢, se muestran tanto los factores de escala a;
como el campo escalar ¢, como funcién de t.

d) Se muestra el comportamiento global del modelo Bianchi I (tanto las a;

como ¢) en funcién del tiempo sincrono t.

Figura 3.3
a) El modelo Bianchi VI con pardmetro de acoplamiento w = —500 y valores

para las constantes azo = a3z0 =3.97, co =c3 =—-1/2, Ay = A3 =1y D= —1, se
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grafican los factores de escala como funcién del tiempo reescalado ®.

b) Se muestra el comportamiento global del mismo modelo.

c¢) La dependencia del tiempo sincrono ¢ como funcién del tiempo intrinseco
® se presenta en esta figura, los valores que cubre son —o0o <t < ooy 0 < ® < o0,

se hizo un cambio de variable para apreciar la figura.

d) Para el escalar de curvatura representado aqui se tiene 0 < R < oo y

0 < ® < 0. No hay singularidad en este modelo.

Figura 3.4

a) En el modelo Bianchi IT con pardmetro de acoplamiento w = —500 se tomé
el caso A < 0 y valores para las constantes aqq = azp = 1, ¢c; = 2¢3, ¢3 = 10.48,
B =3/4, g+ =1y f =1, se graficaron los factores de escala como funcién del
tiempo reescalado ®.

b) Se muestra el comportamiento global del mismo modelo.

c¢) La dependencia del tiempo sincrono ¢ como funcién del tiempo intrinseco ¢
se presenta en esta figura, los valores permitidos para las variables son 0 < < oo

y 0 < ® < 00, mostrando una funciéon monotona creciente.

d) Para el escalar de curvatura representado aqui se tiene 0 < R < oo y
0 < ® < o0, donde la funcién representada es mondtona decreciente. La region de

singularidad R — oo corresponde a t — 0, finito.

Figura 3.5

a) En el modelo Bianchi III con parametro de acoplamiento w = 500 se tomé
el caso A < 0y valores para las constantes azqg = 0.5, c3 = 0, ¢¢ = —1, B = 250,
g+ = 11.20 y f =1, se graficaron los factores de escala como funcién del tiempo
reescalado ®.

b) Se muestra el comportamiento global del mismo modelo.

¢) La dependencia del tiempo sincrono ¢ como funcién del tiempo intrinseco @
se muestra en esta figura, los valores permitidos para las variables son 0 < t <~ 15
y 0 < & < oo, mostrando una funcién mondtona creciente, sin embargo t se

mantiene constante para ® < 0.5y ¢ > 1.5.
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d) Para el escalar de curvatura representado aqui se tiene —oco < R < 0y
0 < ® < co. La regién de singularidad R — —oo corresponde a t — 0 para &
pequenas y t ~ 15 para ® grandes. La region para R es negativa debido a la

eleccién del pardmetro de acoplamiento w.

Figura 3.6

a) El modelo Bianchi V con pardmetro de acoplamiento w = 500 se tomo el
caso A < 0y valores para las constantes asg = azg = 1, cg = —¢c3 = 1, B = 333.33,
g+ =6.46, a0 = ¢; =1y f =1, se graficaron los factores de escala como funcién
del tiempo reescalado .

b) Se muestra el comportamiento global del mismo modelo.

c¢) La dependencia del tiempo sincrono ¢ como funcién del tiempo intrinseco ¢
se muestra en esta figura, los valores permitidos para las variables son 0 < t <~ 2
y 0 < & < oo, mostrando una funcién monétona creciente, sin embargo ¢ se

mantiene constante para ® < 0.5y ® > 1.5.

d) Para el escalar de curvatura representado aqui se tiene —co < R < 0y
0 < ® < co. La regién de singularidad R — —oo corresponde a t — ( para ¢
pequenas y t ~ 2 para ® grandes. La regién para R es negativa debido a la eleccién

del pardametro de acoplamiento w.

Figura 3.7

a) Para el modelo Bianchi VI, con parametro de acoplamiento w = 500, se
tomoé el caso A < 0y valores para las constantes ¢c; = h+1, c3 = heo, B = [250(h+
D2/(A*+h+1)] =2, g4 = +/[250(h+1)2 — h2 — h — 1]/[2(h2 + h + 1)(h + 1)2],
Ap = (B2 +1)/(h+1), Ay = Ay = A3 = Ay = 1y f = 1, se graficaron los

factores de escala como funcion del tiempo reescalado ®. En el caso particular que

se muestra aqui usamos h = 2.

b) Se muestra el comportamiento global del mismo modelo.

¢) La dependencia del tiempo sincrono ¢ como funcién del tiempo intrinseco
se muestra en esta figura, los valores permitidos para las variables son 0 < t <~ 5
y 0 < & < oo, mostrando una funcién mondtona creciente, sin embargo ¢ se

mantiene constante para ® < 0.5y ® > 1.5.
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d) Para el escalar de curvatura representado aqui se tiene —co < R < 0y
0 < ® < 0. La regiéon de singularidad R — —oo corresponde a ¢ — 0 para @
pequenas y t ~ 5 para ® grandes. La region para R es negativa debido a la eleccion

del pardametro de acoplamiento w.

Figura 3.8

a) En el modelo Bianchi VII; con pardmetro de acoplamiento w = 500, se
tomé el caso A < 0 y valores para las constantes ¢y = 2, B = 83.33, g+ = 2.13, y
f =1, se graficaron los factores de escala como funcién del tiempo reescalado &.

b) Se muestra el comportamiento global del mismo modelo.

c) La dependencia del tiempo sincrono ¢ como funcién del tiempo intrinseco @
se muestra en esta figura, los valores permitidos para las variables son 0 <t <~ 3.5
y 0 < & < oo, mostrando una funcién mondtona creciente, sin embargo ¢ se

mantiene constante para ® < 0.5y & > 1.5.

d) Para el escalar de curvatura representado aqui se tiene —oco < R < 0y
0 < & < co. La regién de singularidad R = —oo corresponde a ¢t = O para ®
pequenas y t ~ 3.5 para ¢ grandes. La region para R es negativa debido a la

eleccién del parametro de acoplamiento w.

Figura 3.9

a) Factores de escala para los modelos Bianchi VIII y IX que mostramos en
una sola gafica, por su similitud en el caso de la restriccidon ay = a3, impuesta “a
dedo”. El pardmetro de acoplamiento es w = —500, se muestra el caso A < 0 con
constantes: By = 2B; = 500, g1+ = 3.98, g2+ = 15.83,y f1 = fo = 1. Se muestran
los factores de escala como funcién del tiempo reescalado ®.

b) Se muestra el comportamiento global del mismo modelo. Si comparamos
este comportamiento con el que mostramos en el capitulo 4 para el modelo IX,

nos podemos dar cuenta que la imposicién hecha no resulta plausible.

¢) La dependencia del tiempo sincrono ¢ como funcién del tiempo intrinseco ®
se muestra en esta figura, los valores permitidos para las variables son —2 < t < 2
y 0 < & < oo, mostrando una funcién mondtona creciente, sin embargo ¢ se

mantiene constante para ® < 0.5 y ® > 1.5. Aunque en este modelo se obtienen
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intervalos de tiempos negativos t no es suficiente para representar con el tiempo

® al tiempo sincrono.

d) Para el escalar de curvatura representado aqui se tiene 0 < R < oo y
0 < ® < oco. La regiéon de singularidad R = oo corresponde a t ~ —2 para
® pequeias y t ~ 2 para P grandes. La region para R es positiva debido a la

eleccién del pardmetro de acoplamiento w como se puede ver de la ecuacién (3.51).

Figura 3.10

La dependencia del tiempo sincrono ¢ como funcién del tiempo intrinseco @
se presenta en esta figura para el modelo Bianchi I, los valores que cubre son
—o<t<ooy0<® < oo, similar a la mostrada en la figura 3.2d (¢ vs ¢) la

escala estd normalizada. -

Pie de tabla
Capitulo 3

Tabla 3.1

Valores especificos para las constantes dependientes de cada uno de los mo-
delos en la solucién de t como funcién de ® representados por la ecuacién (3.13)

del Grupo II de soluciones en cuadraturas.
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Tabla 3.1

Coeficientes constantes para la ecuacién (3.13)

II III A%
c -1/2 ay/co 4
n 1 2c3+1 1
m 4 2 2
A a20030/ 9+ asogi (1109-31-/2
a 2 1 1
b 1/2 —2 —3/2
d cy +c3+b b—c3 b+ cy
E a20 30/ 9o aszoga/co alogg/2
F_ —(azoasou)/(sg-) —(asoug?)/(sco) —~azoug®?/s

—(Q- +d+1)/(4Q-)

(2Q- +1+4¢5)/(2Q-)

(BQ- —1)/(4Q-)
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Tabla 3.1

Continuacién

Coeficientes constantes para la ecuacién (3.13)

VI, VI,
c (h+1)2 —c5/8
n 1 1
m 2 4
A Aagﬁﬁl c3g3 j21/?
a 1 2
b —(A4p+1) -3/2
d Al +b b
E Azgdot! ctgd /21/?
F_ —Agug?tl /s —(cfug®)/(s2!/?)

(@-+ Ao(@-+1) - 41)/(2Q-)

(4Q- +1)/(4Q-)
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Capitulo 4

Comportamiento Cadtico en JBD

El interés especial por la posible existencia de comportamiento irregular o
“turbulento” en modelos cosmoldgicos, data al menos de los trabajos de Barrow
(1982). Posteriormente, se ha estudiado sistematicamente la existencia de aleato-
reidad en ciertas soluciones a las ecuaciones de campo para modelos cosmolégicos
tipo de “mixmaster” y se han reportado varios tipos de evidencia para concluir la
existencia de comportamiento cadtico en modelos cosmolégicos basados en Rela-
tividad General (RG) (Zardecki 1983, Halpern 1987, Rugh y Jones 1990, Pullin
1991). Estas conclusiones fueron obtenidas analizando el comportamiento de solu-
ciones especificas a las ecuaciones diferenciales asociadas a los modelos (Khalat-
nikov et al. 1985, Francisco y Matsas 1988, Burd et al. 1990), o estudiando el
mapeo discreto asociado (Barrow 1981, Berger 1993). Cabe aclarar en este punto
que el témino caos cosmoldgico se habia venido usando en la literatura (Misner et
al. 1973, Ryan y Shepley 1975) pero el sentido en el que se usé es completamente

diferente.

Sin embargo, aunque se tienen elementos que indican comportamiento cadtico,
persiste una controversia alrededor de estas manifestaciones (Pullin 1991). La
controversia se centra en la forma de caracterizar al caos en teorias gravitacionales
y se manifiesta en la existencia de una contradiccion aparente (Rugh y Jones 1990,
Pullin 1991, Ferras et al. 1991). Existen soluciones aparentemente irregulares,
en las que toda prueba o indicador cualitativo nos lleva a concluir que exhibe
comportamiento cadtico, y, a pesar de ello, jposeen un exponente de Liapunov que
se anula! Este extrafio comportamiento parece estar relacionado con la libertad

de elegir una norma temporal especifica.

Con lo antes mencionado y considerando que existe también un amplio in-

terés por soluciones cosmoldgicas basadas en la teoria de Jordan Brans-Dicke
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(JBD) (Chauvet et al. 1991a, 1991b, 1991c, Aguilar et al. 1992a, 1992b, Chauvet
et al. 1992, Guzman 1993). En este trabajo se ofrece evidencia numérica de que la
teoria JBD predice comportamiento cadtico para algunos modelos cosmoldgicos.
En particular la evidencia exhibe la compleja dinamica a que da lugar el modelo
Bianchi IX en JBD y evidencia, también, de caos en esta dinamica. Esto de algin
modo “explica” el fracaso de los intentos que se han hecho para resolver exac-
tamente este modelo. Se puede considerar que este capitulo extiende el enfoque
del capitulo 3, ofreciendo una alternativa contemporanea a las soluciones exactas
que se buscaban. Aunque aqui no se explota totalmente lo que ofrece esa alterna-
tiva, al menos se ha comenzado a explorar algunas propiedades cualitativas muy
bésicas del modelo y se ha establecido que no hay esperanza alguna de encontrar

una solucién general exacta (z.e. analitica) al modelo sin restricciones.

Incidentalmente, se hace notar que hasta la fecha no se habian investigado los
posibles comportamientos caéticos en modelos cosmolégicos basados en la teoria
JBD. Por otra parte, la posibilidad de encontrar un comportamiento cualitativa-
mente diferente en modelos similares en ambas teorias (i.e. JBD y RG) hizo de
esta cuestién algo muy interesante; aunque al final de este analisis no logramos
descubrir diferencias cualitativas. Se debe enfatizar, para evitar interpretaciones
inadecuadas, que la caoticidad de un modelo en RG no implica trivialmente la
existencia de comportamiento similar en modelos analogos en JBD (Bogoyavlen-
sky 1985, Lichtenberg y Lieberman 1992). Por otro lado, como se ha puntualizado
previamente, el problema de la caracterizacion del caos en teorias gravitacionales y
la controversia que ello ha provocado, puede estar relacionado con la libre eleccién
de la norma temporal. Tales problemas estan presentes en nuestro tratamiento,

como se 1lustra explicitamente, mas adelante, en la seccion 4.

En este capitulo se discute la posibilidad de observar comportamiento cadtico
en soluciones a las ecuaciones que describen la evolucién de un modelo cosmoldgico
en la teoria de la gravitacion de JBD. Para lo que se usan los modelos de Bianchi
(Chauvet et al. 1992). Analizando aquellos para los que no ha sido posible encon-
trar una solucién exacta quiza sea posible evidenciar su comportamiento cadtico.

Esta sospecha se puede considerar apoyada, si se razona por analogia, por el he-
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cho de que modelos andlogos en RG han servido como ejemplos para el caos cos-
moldgico. Al exhibir comportamiento cadtico, ello proporcionaria un mecanismo
para que el universo “olvidase” su estado inicial y asi cabria la posibilidad de
tratar de explicar el estado actual del universo sin involucrar condiciones iniciales

especiales.

1. Ecuaciones del modelo cosmolégico

Seré, particularmente, el modelo cosmoldgico Bianchi IX el que se usara para
desarrollar este trabajo. Se presentara evidencia numeérica de la existencia de
caos en el comportamiento del modelo cosmolégico espacialmente homogéneo y
anisétropo en JBD conocido como Bianchi IX. Este modelo se puede considerar
como una versién JBD del llamado universo “mixmaster” de RG (Misner 1969).
En un sistema sincrono de coordenadas este modelo estd caracterizado por un
elemento de linea de la forma (2.12) donde w' son 1-formas (Ryan y Shepley 1975)

que expresan las propiedades de simetria del 3-espacio:

! = q;(t)(—senzdz + senz cos z\dy),

? = ay(t)(cos zdz + senz senz dy),

(4.1)

€E €& €
|

3 = a3(t)(coszdy + dz),
wt = (db),

las a; (i=1, 2, 3) son los llamados factores de escala del modelo, los que sdlo son
funciones del tiempo sincrono t. Procedemos ahora a calcular las ecuaciones de

campo para el modelo. Para ello recordemos que
dw® = —w?% /\wb,
1
0% = dw® + W' AW = ERabcdwcAwd, (4.2)
R = gab Rab — gab Rcacb,

para llegar finalmente a las expresiones (2.8) y (2.9). Si, ademds se supone un
universo completamente lleno con un fluido barotrépico, p = Bp, donde p es la

presién hidrodinamica, p es la densidad local del fluido y § es una constante,
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las ecuaciones diferenciales ordinarias de campo para el modelo de Bianchi IX en
JBD (vedse también la ecuacidén (2.14) usando los coeficientes adecuados) permiten
escribir explicitamente las tres ecuaciones diferenciales para los factores de escala

como

(4.3)
1 a? a? a?
4+ = i 7 k_ _ m
al = 2alaf 2aja? 2dla} ’

donde los simbolos 7, 7,k = 1,2, 3, se deben tomar en orden ciclico, para obtener
las ecuaciones correspondientes a los tres factores de escala, la notacién con puntos
sobre las variables indica derivadas con respecto al tiempo sincrono; u = afp +
w(p—p)}/¢, @« =87/(3+ 2w), y w es el pardmetro de acoplamiento de la teoria
de JBD. La ecuacién para el campo escalar ¢ (ver también (2.16)) al que se puede
considerar proporcional al inverso de la “constante” gravitacional (ecuacién (2.2)),

se obtiene también en esta forma

d

(¢ a1 a3 a3) = ap — 3p)as a3 as. (4.4)

Ademas de las 3 ecuaciones para los factores de escala y la ecuacién para el
campo escalar existe una relacién adicional entre los factores de escala y ¢ a la
que se le llamard ecuacién de constriccién (ver también la ecuacién (2.15) con los

coeficientes apropiados)

@102  @a3 @03 ¢ \a1  ay a3
+ 1/1 + 1 " 1 1/ a? + a’ + a2
2\a? a2 a2 4 \a%a}  a2a? a2/’

Esta constriccion la deben satisfacer las condiciones iniciales. En general, C tiene

. o\ 2
(4.5)

el valor de 8mp/¢, donde p(z) es la densidad de materia presente en el punto de la

hipersuperficie espacial z. La cantidad C se anula para el caso en que consideremos

94



un universo vacio y, cémo se puede verificar facilmente al derivar C con respecto
at,
dC ax a ¢

as
=22+ 2+ 2470, 4.6
dt ay + as + as + ¢ ( )

C es una primera integral del sistema (4.3-4.4) en vacio.

2. Condiciones iniciales

De las ecuaciones (4.3) y (4.4) se puede observar que para un modelo en vacio
las ecuaciones de campo del modelo se reducen a tres ecuaciones diferenciales
acopladas de segundo orden en los factores de escala mds una para el campo escalar
¢. Asi, dando un conjunto de condiciones iniciales (a1, a2, a3z, ¢, a1, az, as, QS),
las 4 ecuaciones se pueden resolver numericamente mediante algoritmos conocidos.
Esto fué lo que se hizo para obtener evidencia de comportamiento estocastico en las
soluciones para el modelo. Como prueba adicional, se utilizaron varios conjuntos
de condiciones iniciales para eliminar la posibilidad de que el comportamiento

ocurriese aisladamente para un conjunto especifico de condiciones iniciales.

Para elegir las condiciones iniciales, se tomaron condiciones similares a las
empleadas por Zardecki (1983) para el modelo cosmolégico de Bianchi IX en RG,
que han sido las condiciones iniciales usadas en los estudios realizados hasta la
fecha sobre el comportamiento aleatorio en la evolucién del universo (p. ej. Fran-
cisco y Matsas 1988, Rugh y Jones 1990). Originalmente se consideraron tres tipos

posibles de condiciones iniciales:

Las condiciones A) a las que llama libres (Zardecki 1983); en este caso todos
los factores de escala se eligen libremente haciendo caso omiso de la constriccién
(4.5). Estas condiciones no las consideramos promisorias pues al no cumplir con la
costriccién inicialmente, ésta tampoco se cumpliria posteriormente, y la solucién
numérica obtenida seria errénea. De hecho esta es una de las razones por la que

los resultados de Zardecki son incorrectos.

Las condiciones B) a las que llama anisétropas, representan un universo de
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este estilo. Si no fuese porque tampoco en este caso se cumple la ecuacién (4.5),

resultarian apropiadas para investigar la naturaleza de las “épocas de Kasner en

JBD”.

Las condiciones C) a las que se les llama de constriccidn, son las que piden
que las condiciones iniciales elegidas satisfagan la constriccién (ecuacién (4.5)), y
no solo eso, sino también la deben satisfacer durante todo el proceso de evolucién.
Para el caso de un universo vacio tenemos que C' = 0, lo que deben cumplir las
condiciones iniciales y las variables dindmicas (a; y ¢) durante su evolucién. Estas

fueron las condiciones iniciales que elegimos para nuestro trabajo.

Por otro lado, tomando un solo tipo de condiciones iniciales y variando los
valores de w, se investigd el efecto de la variacién del parametro de acoplamiento
en el comportamiento del modelo. Se usaron los valores, w = —500, para estar de
acuerdo con la evidencia observacional actual (Reasenberg et al. 1979, Aguilar et
al. 1992a), sin embargo, tomando en cuenta la posible utilidad de estos resultados
para modelos de inflacién extendida (Steinhardt 1994), se usaron también valores
dew =0, -1, =5, —25, —50, —100, —250, —2500, —5000. La dependencia de A con
el valor de w se muestra en la figura 4.5. En los modelos de inflacién extendida men-
cionados, los valores importantes son |w| < 25. Al ampliar el intervalo de valores,
se considerd que la busqueda de un comportamiento cualitativamente diferente al
variar el valor de w, podria, de haberse hallado, ser un resultado muy importante.
No se usaron valores mayores, pues ello esencialmente reconstruiria lo ya sabido
en RG. Claro que, en este estudio w se introdujo exteriormente sin involucrar la
dinamica, mientras que en inflacion extendida al parametro de acoplamiento se le

considera como una variable dindmica (Steinhardt 1993).

3. Evidencia numérica de caos

Dados los fallidos intentos en resolver analiticamente el modelo cosmolégico
Bianchi IX en JBD, se eligié una técnica numérica para estudiarlo. Dado un con-
junto de condiciones iniciales (a;(0), ¢, a;, ¢ ¢ = 1,2,3), se obtiene numericamente

la evolucién de los factores de escala y del campo ¢. Existen resultados de varios
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estudios numeéricos del modelo Bianchi IX pero unicamente en RG (Francisco y
Matsas 1988, Rugh y Jones 1990). Kstos han establecido la existencia de compor-
tamiento estocéstico en este modelo; lo que se muestra en este trabajo es que esta
clase de comportamiento también ocurre en la teoria JBD. Se exhibe asi evidencia

de la compleja dinamica del modelo Bianchi IX.

Una de las maneras de caracterizar el caos en un sistema de ecuaciones como
(4.3) y (4.4), es estableciendo que al menos uno de los exponentes de Liapunov
es mayor que cero. El exponente méximo de Liapunov se puede evaluar, ver
las ecuaciones 1.7, 1.8 y la figura 1.6 donde se ilustra el proceso, linealizando el
sistema de primer orden equivalente a (4.3-4.4) (Lichtenberg y Lieberman 1992,
Bogoyavlevski 1985) alrededor de una solucién especifica al(t), al(t), 41(2), #'(¢)
de ella, resolviendo la ecuacién de Jacobi (Do Carmo 1993) para las variaciones
G(t), 1=1,...,8(6; =8a;1=1,2,3, €& = 66, & = b4, 1 =5,6,7, €5 = 64) que

“miden” la desviacién entre la solucion especificada y la perturbada.

Para el problema especifico analizado en este trabajo, se necesita cambiar el
sistema de ecuaciones de segundo grado (ecuaciones 4.3 y 4.4) a uno que solo sea

de primero, para ello se introducen las variables:

q: = Gy,
qs = ¢)

. (4.7)
qi+4 = ag,
gs = ¢’

con ello las ecuaciones (4.3) y (4.4) se pueden escribir como el sistema de primer

orden
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gi = G; = Qit4,

: b0
qs = ¢ = )
919293
o E g q5+4 9k+4 g8
qdi+4 = G4 Qz( 4 . + Q4> (4.8)

— q,-(AiQ1_2 + Bigy? + Cigzt + Difi + EiBa + fiﬂs)»

. . q7
<18=¢:—¢18(q—5+q—6+—),
qs q2 g3

donde los simbolos ¢, 7,k = 1,2,3, se deben tomar en orden ciclico para generar
las variables correspondientes a tres de las coordenadas, los coeficientes se pueden
encontrar en la tabla 2.1. Ademas debemos calcular las ecuaciones de Jacobi para

las “perturbaciones”

& =q' — q,
64 = ¢, - ¢i7
) 4.9
§iva = &, (49)
68 = £4a

las que son
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& = bive

ot (6,86

4192493 \ 91 q2 q3
Eioe = &0 (_q_iﬂ%) e (lo3d 14 14
' g "\¢ 284 2¢4¢ 24 ¢
2 2 2
gi+49j+a . Gi ; G g5 9k
+& [+ = + - =%
’( ¢ tylgatae ﬁ#)
Gita G g, ¢ q; a4 (+.10)
1+4 9k+4 T : 7 k
+ & | T+ - + ==
( a a (q? @ 4G9 @ q;?)>
; k & €k €
~ s <9J+4 4 Bt Qg) ~ Gita ( it Sk+d _8),
gj qk ga gj qx g
: qs gs s 96 gs 7 & G &
fo = —6TI5 _p,0000 G0 (*+—-+—)
g5 q; q3 q1 g2 q3
- 68 (gi + gﬁ + g?_>,
q1 q2 g3

donde los simbolos 2,7,k = 1,2,3, se deben tomar en orden ciclico nuevamente
para general las correspondientes ecuaciones a tres de las coordenadas. No se
debe olvidar que hay una ecuacién de constriccién (ecuacién 4.5) que se debe
cumplir en cada paso de la integracién tanto por la trayectoria original como por
la ligeramente variada, y que al integrar simultaneamente estas ecuaciones se debe
evaluar la cantidad numérica

1 di()

M= g loB g 6y

(4.11)

en donde

d(€) =) &), (4.12)

El exponente de Liapunov \ se define (Osedelec 1968) como el limite t — oo de

la ecuacién (4.11), debemos hacer notar que es independiente de la métrica que se
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le adscriba al espacio de estados. Si A es mayor que cero, cualquier solucién en la
vecindad de la solucién original divergira exponencialmente de ella, implicando que
ésta exhibe propiedades estocasticas (Barrow 1982). Aunque no se puede tomar
numericamente el limite ¢ — oo, el nimero A sirve (Benettin et al. 1976, Bogo-
yavlensky 1985, Lichtenberg y Lieberman 1992) como estimador del exponente de
Liapunov maximo. La tendencia que exhiba la cantidad A al aumentar el tiempo
de integracion es crucial para obtener conclusiones. Lo que queda claramente
ilustrado por las figuras 4.3 (A > 0) y 4.4d (A = 0).

Para comenzar se eligieron como valores iniciales a; = 1.8540, a; = 0.4385,
az = 0.0854, ¢ = 0.7129, a; = —6.18191, ay = —1.95165, a3 = 42.7131, mientras
¢ se calculd, para cada valor de w, de la ecuacién (4.5), ello garantiza que la cons-
triccién se cumpla. El valor de ¢ siempre resulté cercano a (~ 0.18x1073) en todos
los casos, aunque hay que hacer correcciones para asegurar que C' efectivamente
se anule en todos los casos. Todos los calculos relacionados a ello se realizaron
usando tanto Maple como Mathematica usando 30 digitos, para tener algo de
corroboracién. El algoritmo utilizado para la integracién numeérica, fué un Runge-
Kutta de quinto orden con pasos de integracién tipicos de entre 1072 y 1071, La
rutina (llamada Merson) que realizé el calculo se obtuvo de la biblioteca numérica
del CERN a través del Instituto de Fisica de la UNAM.

Los resultados numéricos obtenidos para los factores de escala a;-s se muestran
en la figura 4.1 (a-d) para valores correspondientes a w = —5, —50, —500 y —5000.
La evolucién el campo escalar ¢ para los cuatro valores de w se muestran en
las figuras 4.2 (a-d). Como lo muestran las figuras 4.1, el comportamiento de
los factores de escala en este modelo cosmoldgico muestra grandes “columpios”
durante los cuales los factores de escala cambian en varios drdenes de magnitud y
el campo escalar muestra grandes variaciones en intervalos de tiempo muy cortos;
este comportamiento es especialmente notable en el tiempo reescalado ®. Notese
la pequeifiez del cambio relativo en ¢ cuando se le compara con el cambio en las
a;. En estas figuras se puede apreciar también la evidencia de un comportamiento
similar al de las llamadas épocas de Kasner en RG (Rugh y Jones 1990, Francisco

y Matsas 1988), en las que uno de los factores de escala gobierna las oscilaciones
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de los otros dos.

También se ha investigado como cambia la dinamica del modelo al variar w, ya
que originalmente se sospeché de una fuerte dependencia con este parametro. Se
estudié el modelo empleando w = 0, —1, —5, —25, —50, —100, —250, —500, —2500,
—-5000, pero unicamente se encontraron similitudes entre los resultados para los
diferentes valores en todo el intervalo estudiado. De aqui se puede aventurar la
conclusién de que la existencia de comportamiento cadtico esta poco relacionada
con el valor de w. El valor de A si depende de w, como lo muestra la figura 4.5.
Este parece ser también el caso al variar las condiciones iniciales, el caos ocurre con
todas las que se han hasta ahora. Asi, el comportamiento caoético parece dominar

la dindmica del modelo cosmoldgico de Bianchi IX en JBD.

Se debe hacer notar los resultados obtenidos permiten sospechar de que en
este modelo ocurre una singularidad de curvatura. Aunque no se dispone de una
expresién explicita para R, el comportamiento siempre decreciente de ¢ (figura 4.2)
mas los problemas para extender el cilculo numérico méas alld de cierto intervalo
en t, independientemente de los cambios de precisién y aun de método que se
intentaron, nos sugieren fuertemente la existencia de una singularidad. Pero ello

se debe analizar con mas cuidado antes de afirmar o negar absolutamente tal

posibilidad.

Las estimaciones para el exponente de Liapunov mas grande, A, se muestra en
la tabla 4.1 como una funcién de w. El exponente méximo de Liapunov es siempre
positivo. Por lo que el modelo, aunque determinista, se comporta cadticamente.
No es posible entonces hacer predicciones ni siquiera numéricas para intervalos de
tiempo arbitrariamente grandes. De acuerdo a este estudio, ello es independiente
del valor seleccionado para el parametro de acoplamiento. Cualquier incertidumbre
en las condiciones iniciales creceria de manera exponencial con el tiempo, llenando
el espacio fases accesible al modelo. En el contexto de un modelo mas apropiado
para el universo temprano en la cosmologia de JBD, ello provocaria que cualquier
fluctuaciéon fuese amplificada lo que podria contribuir a la formacién de estructuras
macroscopicas. Las propiedades cadticas también ayudan a que el modelo pueda

“olvidar” las condiciones iniciales.
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Se debe puntualizar que la principal contribucién a A parece provenir de los
“columpios”, en los que uno de los factores de escala decrece rapidamente. La
parte del comportamiento en la cual este modelo de universo se contrae para ex-
pandirse después, es precisamente la que hace positivo al exponente de Liapunov.
Esto se puede apreciar de las figuras 4.3 (a—d), al comparar los tiempos a los
que ocurren los ciclos con los tiempos en los que se afiade una contribucién al
exponente de Liapunov. De las grificas que muestran ¢ como funcién de t (figura
4.2) se puede estimar que, antes de la supuesta singularidad, la curvatura escalar
del modelo es siempre pequeiia salvo durante los “columpios” en donde hay una
fuerte contribucién que provoca una gran variacion en el valor de R. Una consi-
deracién mas detallada de estos resultados, podria tener efectos importantes en el
espectro de perturbaciones de la densidad, lo que es de interés para la cosmologia
inflacionaria (Borner 1992, Steinhardt 1993). Pero antes de poder hacer este tipo
de consideraciones, primero se tendria que demostrar que este tipo de compor-
tamiento es representativo de los efectos no lineales en la cosmologia de JBD, esto
es, debe estar presente en modelos cosmoldgicos més apropiados para describir la
evolucién del universo; cosa que atn no se ha hecho y queda abierta para continuar

- estudiando.

4. Cambio de escala

Todos los efectos que se han mencionado, ocurren en el tiempo sincrono t.
Pero si se usara el llamado tiempo intrinseco ®, definido por d® = (a;aza3) 7 dt
(Chauvet y Guzmaén 1986, Chauvet et al. 1991a), en lugar del tiempo sincrono ¢, el
sistema se comportaria en forma diferente. Este hecho se puede entender mediante
el siguiente argumento. Del comportamiento mostrado, se podria concluir que la
relacién entre los dos tiempos coordenados durante los regimenes similares al tipo
Kasner (los columpios) es aproximadamente ¢ ~ log® (Zardecki 1983, Rugh y
Jones 1990). Como el exponente miximo de Liapunov calculado en el tiempo
sincrono Al SI1€) — 4 eg positivo, para trayectorias cercanas se cumple que d; ~
exp(at). Sin embargo, al usar el tiempo intrinseco, ®, las trayectorias divergerian

solamente como dg ~ ®% y el exponente méximo de Liapunov calculado usando
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® se anularia:

ds(y) . olog®

. 1
At — )i = ~ lim
dq>0(y) $—00 1))

d—oo P

log

0. (4.13)

Esta conclusién se corrobora ficilmente mediante un calculo numérico, el que
muestra que usando el tiempo intrinseco A — 0 (vedse la Figura 4.4d). Esta
situacién coincide con la encontrada en los modelos de RG (Rugh y Jones 1990,
Ferraz et al. 1991). Sin embargo, es importante notar que este resultado no implica
la integrabilidad del modelo cosmolégico Bianchi IX en JBD y, ciertamente, tam-
poco elimina las consecuencias que tiene tal comportamiento en consideraciones
cosmoldgicas. Los resultados presentados aqui corroboran una idea previa (Ferraz
et al. 1991) sobre la estocasticidad en teorias geométricas de la gravitacién. De
acuerdo a este punto de vista, la estocasticidad en estas teorias es un concepto que
depende de la escala de tiempo que se use para describir la dindmica. Se trabaja

actualmente en una propuesta que podria resolver este problema (Nufez-Yépez et
al. 1995).

Todos los célculos numeéricos se realizaron en una MicroVax 3900 empleando
precisién extendida para minimizar errores de redondeo. El algoritmo que se usé
fue un Runge-Kutta de quinto orden con un paso de integraciéon que se mantuvo

entre 6t =1 x 1073 y 6t = 5 x 10715; se usaron entre 10° y 108 iteraciones.
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Pies de figuras

Capitulo 4

Figura 4.1
Factores de escala a1, a,, a3 contra el tiempo sincrono ¢. La grafica se muestra

en escala logaritmica. a) w = —5, b) w = =50, ¢) w = =500 y d) w = —5000.

Figura 4.2

El campo escalar ¢ contra el tiempo sincrono t. El comportamiento tipo
escalera se debe parcialmente a la frecuencia de muestreo y a la escala de tiempo
seleccionada. A pesar de ello, esto ilustra que ¢ permanece casi constante excepto

or la regiones de “columpios”.
P

a) corresponde a las condiciones de la figura 4.1a con w = —5.

b) corresponde a las condiciones de la figura 4.1b con w = —50.
¢) corresponde a las condiciones de la figura 4.1c¢ con w = —500.
d) corresponde a las condiciones de la figura 4.1d con w = —5000.
Figura 4.3

Estimaciones del maximo exponente de Liapunov como funcién del tiempo
sincrono de integracién ¢t. Las contribuciones positivas a A provienen de las regiones
de “columpios”.

a) para las condiciones iniciales de la figura 4.1a.

b) para las condiciones iniciales de la figura 4.1b.

c) para las condiciones iniciales de la figura 4.1c.

d) para las condiciones iniciales de la figura 4.1d.

Las gréficas muestran una tendencia claramente positiva de A;. Podemos
concluir de estas graficas que el modelo es cadtico cuando su dindmica se estudia

en el tiempo sincrono t.
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Figura 4.4

a) Factores de escala a1, a2, a3 contra el tiempo intrinseco @. La grafica se
muestra en escala logaritmica, w = —500.

b) Ampliacién de la grafica de los factores de escala de la figura 4.4a.

¢) Ampliacién de la grafica de los factores de escala de la figura 4.4b, se nota
cierta invariancia ante los cambios de escala.

d) Gréfica del exponente de Liapunov como funcién del tiempo intrinseco de
integraciéon @. A diferencia de la grafica 4.3, se aprecia una clara tendencia de A a
decrecer; ello debido a la eleccién de la norma temporal. Para ésta grafica se usé
w = —500.

Figura 4.5
Méximo exponente de Liapunov, A, como funcién de w. La gréfica muestra
A vs. arctan(w). Existe variacién con el pardmetro, pero, en general, A > 0

independientemente de w.

Pie de tabla
Capitulo 4

Tabla 4.1

El exponente maximo de Liapunov, A, calculado a diferentes valores para w,

para el modelo cosmolédgico de Bianchi IX.
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Tabla 4.1

w A
0 0.807
-1 0.601
-5 0.650
—25 0.714
—50 0.947
—100 0.696
—250 0.803
—500 0.680
—2500 0.668
—-5000 0.550
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Conclusiones

Hemos obtenido todas las soluciones que pueden calcularse exactamente para
los modelos de Bianchi en vacio en la teoria escalar tensorial de Jordan, Brans
y Dicke incorporandolos a un esquema general de solucién (Chauvet et al.1991a,
1992). Ello nos ha permitido clasificar las soluciones. Encontramos que dos de
estos modelos, aunque resolubles exactamente, predicen universos que colapsan al
requerir que al menos uno de los factores de escala siempre se anule; ello los hace,
desde nuestro punto de vista, inviables como modelos cosmdlogicos en vacio. Los
modelos de Bianchi de tipos VIII y IX no pudieron ser resueltos exactamente sin
imponer condiciones adicionales que limitasen su comportamiento. Ello nos llevo
a sospechar que tales modelos no fuesen integrables (Nufiez-Yépez y Salas-Brito
1992, 1993). |

Para ofrecer evidencia tangible sobre las propiedades del modelo de cos-
mologico Bianchi IX, se estudiaron numéricamente las propiedades de su solucién.
Se obtuvieron soluciones numeéricas que muestran oscilaciones irregulares de los
factores de escala (Nufiez-Yépez y Salas-Brito 1992, 1993, Carretero-Gonzalez
et al.1993a, 1993b). Al estimar el exponente maximo de Liapunov correpondi-
ente a estas soluciones, lo encontramos positivo; estos resultados ofrecen evidencia
adicional sobre la falta de integrabilidad del modelo, e indican comportamiento
cadtico (Carretero-Gonzélez et al.1994b). Estos resultados parecen apuntar a que

en el modelo Bianchi VIII ocurra algo similar.

Los resultados que aqui se presentan constituyen la primera evidencia cono-
cida de comportamiento cadtico en la cosmologia de JBD. Posibles consecuen-
cias para los estudios actuales sobre el universo primordial se han avanzado en
Carretero-Gonzalez et l.(1994b). Tomando en cuenta posibles usos posteriores
de estos resultados (Steinhardt 1993), se ha considerado toda una gama de valores
para el pardmetro de acoplamiento de la teoria al realizar los cdlculos; el intervalo
de valores que se uso fué w €(—5000,0). Con ello, se puede concluir, el compor-

tamiento caético domina la dindmica del modelo cosmolédgico Bianchi IX en la
teoria JBD.
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Contribucién de este trabajo

Se encontraron soluciones exactas para la mayoria de los modelos cosmolégicos
Bianchi en la teoria JBD ofreciendo, ademas, un esquema general para la solucién
que permite clasificarlos. En los casos en que no fué posible encontrar una solucién
exacta, se ofrece evidencia de que los modelos no son integrables. Ofrecemos
también evidencia del comportamiento cadtico en la cosmologia de Jordan, Brans
y Dicke.
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