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RESUMEN

El presente trabajo da respuesta a una pregunta abierta sobre la optimalidad de la prueba
secuencial aleatoria de la razón de probabilidades (RSPRT, siglas en inglés) introducida en la
investigación de [Mukhopadhyay-De Silva, (2008)]; además se exponen algunas generalizacio-
nes de problemas clásicos desarrollados en el análisis secuencial (como el problema Kiefer-Weiss
aplicado al nuevo contexto).
Primeramente, para el contexto de la estad́ıstica secuencial se demuestra el método generalizado
de los multiplicadores de Lagrange, el cual es la base de la metodoloǵıa de esta investigación.
Segundo, con base en un experimento estad́ıstico secuencial y dada una prueba de hipótesis sim-
ple con H0 versus H1 se deducen las estructuras de las pruebas secuenciales que minimizan los
costos totales promedio del experimento. Se exponen condiciones necesarias y suficientes para
que dichas estructuras sean óptimas, tanto para pruebas truncadas como para pruebas con ho-
rizonte infinito. Finalmente, se consideran casos cuando las observaciones (variables aleatorias)
que se presentan en el experimento vienen en grupos de tamaño aleatorio (segundas variables
aleatorias) y donde las observaciones pueden no ser, necesariamente, independientes, y a su
vez, pueden tener o no la misma función de probabilidad, aún cuando los tamaños de grupos
son independientes entre ellos y de las observaciones, y con iguales o diferentes distribuciones
de probabilidad para cada grupo.
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CAPÍTULO 1

ANÁLISIS SECUENCIAL CON GRUPOS DE
TAMAÑO ALEATORIO

1.1. Introducción.

En contraste con los métodos clásicos de la estad́ıstica matemática, en los cuales el número
de observaciones en la muestra está fijo; el análisis secuencial (un campo también de la es-
tad́ıstica), trabaja, dado un experimento estad́ıstico, con métodos que permiten la recolección
de datos por etapas, t́ıpicamente de uno en uno. Otra caracteŕıstica de estos métodos estri-
ba en que el tiempo del experimento para el cual se determina el número de observaciones
(tiempo de paro) es aleatorio (véanse [Novikov, (2007)], [Novikov, (2008)], [Novikov, (2009)],
[Wald, (1945)], [Weiss, (1962)], etc.).

Existen relatos que marcan que quizás “el enfoque secuencial ha sido una forma natural de
proceder a lo largo de la historia de la experimentación. Quizás el primer propónte fue Noé,
quien en sucesivos d́ıas soltó una paloma del Arca para probar la presencia de tierra seca durante
el hundimiento del Diluvio” 1 ([Jennison-Turnbull, (1999)], p. 22). La aplicación formal de los
procedimientos secuenciales comenzó a fines de la década de 1920 en el área de control estad́ısti-
co de la calidad en la producción manufacturera. En donde se definieron planes de muestreo de
aceptación en dos etapas para los componentes que podŕıan ser probados y clasificados como
efectivos o defectuosos.

La teoŕıa moderna formalizada del análisis secuencial surgió en respuesta a las demandas de
toma de muestras más eficientes en procesos de inspección durante la segunda guerra mundial.
Los primeros desarrollos del nuevo campo fueron introducidos en 1947 por Abraham Wald2

1Traducción propia.
2(1902-1950)
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CAPÍTULO 1. ANÁLISIS SECUENCIAL CON GRUPOS DE TAMAÑO
ALEATORIO

en Estados Unidos de Norteamérica y por George Barnard en 1946 en Gran Bretaña, quienes
participaban en grupos de asesores industriales para la producción bélica. Wald mostró que el
utilizar métodos secuenciales en problemas de pruebas de dos hipótesis simples (con observa-
ciones independientes) conlleva a un número de observaciones más pequeño, en promedio, que
aquellos métodos que utilizan una muestra de tamaño fijo. De hecho en 1948 Wald y Wolfowitz
demostraron teóricamente la propiedad de optimalidad de la prueba secuencial de la razón de
probabilidades (SPRT 3, siglas en inglés) [Wald-Wolfowitz, (1948)].

En consecuencia, una ventaja de utilizar procedimientos secuenciales es que, en promedio,
estos requieren de un número menor de observaciones con la misma confiabilidad que en el
procedimiento con muestra fija (no secuencial) [Lehmann, (1959)]. Lo cual conlleva aplicacio-
nes con menores tamaños de muestra, menores costos y/o menor tiempo. Entre algunas de las
aplicaciones se encuentran: análisis cĺınicos, control de calidad, técnicas de confiabilidad, eco-
nomı́a, finanzas, psicoloǵıa, psicoloǵıa social, análisis de supervivencia (bioestad́ıstica), entre
otras ([Bhattachajee-Mukhopadhyay, (2012)], [Denne-Jennison, (2000)], [Ghosh, et al (1997)],
[Weiss, (1962)]). Con los procedimientos secuenciales se establece una herramienta clave en la
construcción de pruebas de hipótesis secuenciales simples y forma la base de métodos diseñados
para manejar tamaños de grupos impredecibles. Ahora debido también al avance computacional
actual, muchos de estos métodos pueden ser implementados de manera numérica a través de
un procedimiento computable.

En la actualidad en algunas aplicaciones se está incrementando el uso de procedimientos
secuenciales por grupos donde cada agrupación pueda ser de cualquier tamaño, generalmen-
te dichos tamaños son diferentes de etapa en etapa más no se consideran necesariamente de
tamaño aleatorio. Aplicaciones como: procesos bioqúımicos para nuevos tratamientos y en los
análisis cĺınicos de la industria farmacéutica (véanse, Bartroff, et al (2013), Jennison & Turn-
bull, (1999)), en donde debido a las condiciones de los grupos de experimentación y control, el
tamaño de muestra va cambiando en cada etapa, aunque es predeterminado el tamaño para ca-
da grupo, por las diferentes condiciones (o poca homogeneidad) de las unidades experimentales.
Entonces se está recurriendo al análisis secuencial mediante grupos tamaño fijo pero diferente,
y por fases, donde primero se inicia con animales y después con seres humanos (para más de-
talle sobre el proceso véase Ídem). Por tanto, el tener grupos de tamaño aleatorio, podŕıa en
principio dar una ventaja fuerte a dichos experimentos, y más si se tuviera un procedimiento
óptimo que conlleve un costo total promedio mı́nimo del mismo, y a su vez un tiempo de paro y
observaciones menores. Actuamente, debido a la crisis sanitaria que se generó en los años pasa-
dos por la pandemia, el estudio óptimo de tratamientos farmacéuticos es de suma importancia
para la investigación. Mas ésta no seŕıa la única aplicación en la cual se pudiera trabajar de
manera secuencial y con grupos de tamaño aleatorio.

3Sequential Probability Ratio Test
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1.2. Descripción del modelo y antecedentes

1.2. Descripción del modelo y antecedentes

Sea un proceso estocástico a tiempo discreto{
Xi : i ∈ N}

cuya distribución es P , y donde las variables aleatorias (v.a.) Xi toman sus valores en un es-
pacio medible

(
X ,X

)
4 cualquiera.

Supongamos que se tiene un experimento estad́ıstico secuencial (en grupos) con un proble-
ma de prueba de hipótesis simples H0 : P = P0 vs. H1 : P = P1 y P0 6= P1.

En este contexto se establece y denota un problema de prueba de hipótesis simples
mediante la terna:

M =
(
P0, P1, P

)
. (1.1)

Esta terna será fija durante todo el desarrollo, a menos que se indique lo contrario. La ma-
yoŕıa de los elementos trabajados en esta investigación estarán en dependencia de este problema
de prueba M , y tendrán marcada dicha relación. Las primeras dos distribuciones P0 y P1 hacen
referencia a las hipótesis a contrastar H0 y H1, respectivamente; y P es una tercera distribución
correspondiente al proceso estocástico, bajo la cual se determinará la función a optimizar en
esta investigación.
T́ıpicamente, las tres distribuciones en M pertenecen a una familia paramétrica espećıfica (bi-
nomial, normal, exponencial, etc.); sin embargo, en este contexto esto no necesariamente se
aplica. Nosotros, en principio, tomaremos a P o bien distinta de las primeras dos distribuciones
o inclusive podŕıa suceder que fuese igual a alguna de ellas o bien una combinación convexa
de ellas, de la forma: P = πP0 + (1 − π)P1, con π ∈ (0, 1). Pero, en general, P es cualquier
distribución. Lo único que śı es necesario es que el problema de prueba tratado y sus elementos
sean fijos durante todo el proceso. En este caṕıtulo y el siguiente P será cualquiera, pero fija,
a menos que se especifique otra cosa. En caso de variar algún elemento de la terna, se tendrá
por tanto otro problema de prueba, y por ende otra notación.

Para cada n > 1 las v.a. tienen su función de “densidad” de probabilidad conjunta

fn = fn (x1, . . . , xn) ,

(en el sentido de la derivada de Radon-Nikodym de su distribución) con respecto a la medida
producto

µn = µ⊗ · · · ⊗ µ︸ ︷︷ ︸
n−veces

,

donde µ es una medida σ-finita sobre X .

4X es cualquier espacio y X es la σ-álgebra de subconjuntos medibles en dicho espacio.
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CAPÍTULO 1. ANÁLISIS SECUENCIAL CON GRUPOS DE TAMAÑO
ALEATORIO

En el experimento estad́ıstico secuencial por grupos se tienen en cuenta, al menos, dos tipos
diferentes de sucesiones de variables aleatorias; las que representan a los tamaños de los grupos
y las correspondientes a las observaciones de cada grupo.

Tomemos un subconunto G ⊆ {0, 1, 2, . . . } y sea ν1, . . . , νk . . . una sucesión de v.a. no nega-
tivas, discretas e independientes (no necesariamente idénticamente distribúıdas (i.d.)), donde
dichas v.a. toman sus valores en G. Los valores de éstas representan los tamaños de grupos
consecutivos y se considera que pueden existir grupos de tamaño nulo durante el experimento.
La función de probabilidad del tamaño del i-ésimo grupo es P

(
νi = n

)
= pi(n) > 0 con∑

n∈G

pi(n) = 1 para cada i > 1. Además, se toma en cuenta que los tamaños de los grupos son

independientes de las observaciones.

Dado un vector aleatorio ν = (ν1, . . . , νk), para cualquier k > 1, una realización de éste es el
vector n =

(
n1, . . . , nk

)
∈ Gk, donde las k componentes son los respectivos tamaños de k grupos

consecutivos. Entonces si n ∈ Gk, se hablará de los tamaños de k grupos consecutivos. El
total de observaciones en dichos k grupos consecutivos es |n| = n1 + n2 + · · ·+ nk.
Sea 1 6 s < k se define (n : s) = (n1, n2, . . . , ns) el subvector de los primeros s elementos del
vector n.

Dados k tamaños de grupos consecutivos representados en n =
(
n1, . . . , nk

)
∈ Gk, se definen

los espacios de probabilidad para las observaciones en dichos grupos.
Debido a que las observaciones vienen en grupos y pueden existir grupos de tamaño nulo
(n = 0), entonces para estos es importante señalar sus correspondientes “observaciones”, las
cuales serán representadas mediante la notación “( )”.

1. Sea el espacio X 0 :=
{

( )
}

con su σ-álgebra trivial X0 :=
{
∅,X 0

}
.

Este espacio medible será utilizado para grupos sin observaciones que provienen de
tamaños nulos.
Sobre este espacio también se considera la medida de probabilidad µ0 con respecto a la
σ-álgebra trivial X0.

2. Para cualquier n > 2 se denota el espacio X n := X × · · · × X︸ ︷︷ ︸
n−veces

, con su respectiva σ-álgebra

producto (generada por el producto de subconjuntos medibles).

3. Dado el vector n =
(
n1, . . . , nk

)
∈ Gk con k > 2 se denota el espacio

Xn := X n1 ×X n2 × · · · × X nk .

Este espacio tiene su correspondiente σ-álgebra producto.

4. Dado n ∈ Gk, sobre el espacio Xn se define la medida producto:

µn := µn1 ⊗ µn2 ⊗ · · · ⊗ µnk

4



1.2. Descripción del modelo y antecedentes

donde cada µni := µ⊗ · · · ⊗ µ︸ ︷︷ ︸
ni−veces

para ni > 2 e i = 1, . . . , k. Para ni = 0, 1, µ0 es medida de

probabilidad trivial y µ es medida σ-finita sobre X .

Dado un vector aleatorio ν = (ν1, . . . , νk), para cada k > 1, al proceso estocástico se
le puede ver, también, como un proceso seccionado mediante vectores aleatorios de tamaño
aleatorio (νi), X

ν
1 , X

ν
2 , . . . , X

ν
k , donde cada Xν

i es un vector aleatorio con las v.a. del i-ésimo
grupo para 1 6 i 6 k:(

(X1, . . . , Xν1)︸ ︷︷ ︸
Xν1

, (Xν1+1, . . . , Xν1+ν2)︸ ︷︷ ︸
Xν2

, (Xν1+ν2+1, . . . , Xν1+ν2+ν3)︸ ︷︷ ︸
Xν3

, . . . , (X|(ν:k−1)|+1, . . . , X|ν|)︸ ︷︷ ︸
Xνk

)

Entonces dado el vector n =
(
n1, . . . , nk

)
∈ Gk de tamaños de k grupos consecutivos, se

representa al vector de sus observaciones:

xn =
(

(x1, . . . , xn1)︸ ︷︷ ︸
xn1

, (xn1+1, . . . , xn1+n2)︸ ︷︷ ︸
xn2

, (xn1+n2+1, . . . , xn1+n2+n3)︸ ︷︷ ︸
xn3

, . . . , (x|(n:k−1)|+1, . . . , x|n|)︸ ︷︷ ︸
xnk

)
.

xn :=
(
xn1 , . . . , x

n
k

)
∈ Xn.

Cada vector xni representará el vector de observaciones del i-ésimo grupo. Obsérvese que
cada grupo tiene la dependencia del vector n porque éste contiene los respectivos tamaños de
los grupos anteriores, y a su vez se marca la “dependencia” entre las observaciones.

En el caso particular de que alguna(s) v.a. νi sea(n) degenerada(s) nula(s), por ejemplo
supongamos que la primer y la tercer v.a. son degeneradas nulas

(
P (ν1 = 0) = P (ν3 = 0) = 1

)
,

entonces

xn =
(

( )︸︷︷︸
xn1

, (x1, . . . , xn2)︸ ︷︷ ︸
xn2

, ( )︸︷︷︸
xn3

, (xn2+1, . . . , xn2+n4)︸ ︷︷ ︸
xn4

, . . . , (x|(n:k−1)|+1, . . . , x|n|)︸ ︷︷ ︸
xnk

)
.

O simplemente, si el tamaño de algún grupo es nulo (ni = 0), por ejemplo, sean 6 grupos
consecutivos de observaciones con sus respectivos tamaños, n =

(
0, 3, 0, 2, 0, 4

)
∈ G6, entonces

su correspondiente vector de observaciones será:

xn =
(

( )︸︷︷︸
xn1

, (x1, x2, x3)︸ ︷︷ ︸
xn2

, ( )︸︷︷︸
xn3

, (x4, x5)︸ ︷︷ ︸
xn4

, ( )︸︷︷︸
xn5

, (x6, x7, x8, x9)︸ ︷︷ ︸
xn6

)
∈ Xn.

Dada la función de densidad conjunta fn con n ∈ N y dado el vector n ∈ Gk se define:

fn
(
xn
)

:=

f
|n|(x1, . . . , xn1 , xn1+1, . . . , x|n|

)
, si |n| > 1,

1, si |n| = 0.
(1.2)
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CAPÍTULO 1. ANÁLISIS SECUENCIAL CON GRUPOS DE TAMAÑO
ALEATORIO

En particular, cuando se trabaje con la función de densidad fn0 y/o fn1 , se tendrá, respectiva-
mente la distribución P0 o P1. Supongamos, por ejemplo, que en el experimento secuencial solo
tenemos un grupo de tamaño nulo (n1 = 0), entonces el vector de observaciones será xn = ( )
con n ∈ G; nótese que al evaluar la correspondiente función de densidad en el grupo, ésta valdrá
la unidad, i.e. fn(xn) = fn

(
( )
)

= 1.

Definición 1.

Una regla de paro ψ aleatorizada es una familia de funciones medibles {ψn}k donde

ψn : Xn →
[
0, 1
]
,

para cada k > 1 y cada n ∈ Gk.

Definición 2.

Una regla de decisión φ aleatorizada es una familia de funciones medibles {φn}k donde

φn : Xn →
[
0, 1
]
,

para cada k > 1 y cada n ∈ Gk.

Definición 3.

Se define una prueba estad́ıstica secuencial como una pareja (ψ, φ) donde ψ es una
regla de paro y φ es una regla de decisión.

Dada una prueba estad́ıstica secuencial (ψ, φ) fija, el experimento comienza con el primer
grupo de observaciones, dado n = (n1) ∈ G se tiene xn1 = (x1, x2, . . . , xn1) (primera etapa,
k = 1). A este grupo se le aplica la correspondiente función de paro ψn

(
xn1
)
, y a su valor se le

interpreta como la probabilidad condicional de parar el experimento dadas las observaciones en
la primera etapa. Si el experimento se detiene en k = 1, se toma una decisión; si no, se continua
y se toma el siguiente grupo de observaciones, de lo cual se genera n = (n1, n2) ∈ G2 y por lo
tanto xn =

(
xn1 , x

n
2

)
(k = 2), donde xn2 =

(
xn1+1, xn1+2, . . . , xn1+n2

)
y nuevamente se analizará

el valor ψn
(
xn1 , x

n
2

)
.

En general, al valor de ψn
(
xn1 , . . . , x

n
k

)
se le interpreta como la probabilidad condicional de

parar el experimento dadas las observaciones en xn, para cualquier etapa k > 1 y n ∈ Gk.
En el caso de no parar se continua a la siguiente etapa (k+ 1) y se añade al análisis el siguiente
grupo de observaciones. Entonces se aplica la componente de la regla de paro ψn con n ∈ Gk+1

6



1.2. Descripción del modelo y antecedentes

a los k + 1 grupos de la misma manera descrita anteriormente, hasta que el experimento even-
tualmente tenga un paro.

Si existe alguna etapa de paro k > 1 5, entonces ahora corresponde preguntarse sobre la
decisión de aceptar o rechazar la hipótesis nula H0. Para lo cual se aplica la correspondiente
función de decisión φn con n ∈ Gk a los k grupos de observaciones obtenidos. El valor de la
función φn

(
xn1 , . . . , x

n
k

)
se interpreta como la probabilidad condicional de rechazar la

hipótesis H0 dadas las observaciones en xn, dada la etapa de paro k y n ∈ Gk.

Convención: Cuando se trabaje con alguna función bajo el signo de probabilidad P o valor
esperado E se sobreentenderá que se tienen v.a. X1, . . . , Xn, por ejemplo P (X1, . . . , Xn). En
otro caso se entenderá que se trabaja con los valores de dichas v.a. e.g. F (x1, . . . , xn), ψ(xn) o
como en la siguiente definición.

Definición 4.

Dada cualquier regla de paro ψ, para cualquier k > 1 y n ∈ Gk fijos se definen:

tψn :=

{
1, si k = 1;(

1− ψ(n:1)

)(
1− ψ(n:2)

)
· · ·
(
1− ψ(n:k−1)

)
, si k > 1.

(1.3)

sψn := tψn ψn. (1.4)

El valor de la v. a. tψn con n ∈ Gk indicará la probabilidad condicional de no parar el
experimento antes de la etapa k dadas las observaciones en xn. O dicho de otra manera
tψn con n ∈ Gk será la indicadora de parar el experimento en la etapa k o después.

Por otro lado, el valor de sψn con n ∈ Gk indicará la probabilidad condicional de que
la regla de paro ψ detenga el experimento en etapa k (y no antes), dadas las obser-
vaciones en xn.

Es importante mencionar que la presente investigación siempre iniciará con el primer grupo
de observaciones (o primera etapa del experimento, k ≥ 1) independientemente del número de
observaciones que en él haya (incluyendo tamaño nulo). Este hecho incluye aquellas investiga-
ciones que analizan pruebas secuenciales que tienen etapa cero o etapa sin observaciones (e.g.
véase [Wald, (1947)]).

5Con k grupos observados.
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Ahora, con base en que los tamaños de grupos son v.a. independientes si n = (n1, . . . , nk)
representa los respectivos k tamaños de grupos consecutivos, su probabilidad conjunta es

pn =
k∏
i=1

P (νi = ni) =
k∏
i=1

pi(ni), (1.5)

donde el sub́ındice i hace referencia al número de distribución del correspondiente i-ésimo gru-
po, para cualquier k ≥ 1. Recuerde que la distribución P de la fórmula (1.5) es de los tamaños
de los grupos y no de las observaciones.

Sea ni > 0 el tamaño del i-ésimo grupo de observaciones, con i > 1, el costo que se tiene que
pagar por este grupo de datos será una función no negativa ci(ni) que depende del número (ni)
de observaciones en ese grupo y del grupo mismo i. Este costo puede ser proporcional o no al
número de observaciones, en general es cualquier función no negativa. Como casos particulares
de funciones de costo se pueden tener: ci(ni) = ni, ejemplo clásico en el campo del análisis
secuencial (véase [Novikov, (2007)], [Novikov, (2008)] y [Wald-Wolfowitz, (1948)]), en donde el
tamaño de cada grupo puede ser ni = 1, ni = k (constante) o variable para cada grupo. Otro
caso de una función de costo seŕıa ci(ni) = κ ni+ l donde κ > 0 es un costo unitario por unidad
y l es un costo por lote. En general, el costo por grupo es cualquier función no negativa.
Entonces para una realización de la sucesión de v.a ν1, ν2, . . . (correspondientes a una sucesión
de tamaños de grupos), se obtendrá otra sucesión de los costos de cada grupo con elementos no
negativos c1(n1), c2(n2), . . . , ci(ni), . . . . Debido a que las v.a. νi son independientes entonces las
variables ci(νi) también tendrán las mismas propiedades. Para dichas v.a. tomaremos su valor
promedio de la siguiente forma.

Para toda i > 1, el costo promedio del i-ésimo grupo se denota como:

ci =
∑
ni∈G

ci(ni) pi(ni). (1.6)

Se supondrá que para toda i > 1,
0 6 ci <∞. (1.7)

Dado n = (n1, . . . , nk) ∈ Gk se define el costo total de k etapas :

c(n) := c1(n1) + c2(n2) + · · ·+ ck(nk) =
k∑
i=1

ci(ni). (1.8)

El costo total será una serie no decreciente, ya que si se aumenta el número de etapas y dado
que ci(ni) es no negativa, entonces el costo total de dicho experimento será mayor o igual que
el costo de la etapa anterior.
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Definición 5.

Dada una regla de paro ψ cualquiera, ésta genera la variable aleatoria τψ llamada tiempo
de paro, tal que τψ ∈ {1, 2, . . . } ∪ {∞} y cuya distribución para k ∈ N está dada por:

P (τψ = k) =
∑
n∈Gk

pn Es
ψ
n. (1.9)

Donde Esψn es el valor esperado (condicionado a los tamaños de grupos) de parar el expe-
rimento en la etapa k. Además la probabilidad de no parar antes de la etapa k se determina
como:

P (τψ > k) =
∑
n∈Gk

pn Et
ψ
n. (1.10)

Cabe mencionar que pueden existir reglas ψ que conlleven a un tiempo de paro infinito.
Por ejemplo, la prueba secuencial (ψ, φ) cuya regla de paro tiene componentes ψn ≡ 0, ∀ n,
lo cual indica que en ninguna etapa habrá paro (i.e. el experimento continua indefinidamente);
y por tanto τψ =∞. Si esto sucede, se pueden tener costos no finitos. Entonces y por razones
prácticas para garantizar el término del experimento secuencial (en grupos) se trabajará con
las reglas ψ que tengan un tiempo de paro finito con probabilidad uno.

Definición 6.

Se define la clase de reglas de paro que tienen un tiempo de paro finito con probabilidad
uno, i. e.

FM :=
{
ψ : P (τψ <∞) = 1

}
. (1.11)

Nótese que las reglas ψ ∈ FM tienen la propiedad de que P (τψ =∞) = 0.

Téngamos presente que la estructura de la clase FM está en dependencia del problema de
prueba M = (P0, P1, P ). Si la distribución P cambiara, fuese, por ejemplo, P = P0 o P = P1,
entonces el problema de prueba de hipótesis simples se denotaŕıa M0 o M1, respectivamente,
y a su vez la clase FM cambiaŕıa de definición y notación a: F0 o F1.

Sabemos que en las pruebas de hipótesis estad́ısticas existen dos tipos de errores que se
pueden cometer. El error de rechazar la hipótesis H0 siendo ésta verdadera (error tipo I) y
el error de aceptar H0, siendo ella falsa (error tipo II). Este tipo de errores se pueden medir,
hasta cierto punto, mediante la determinación de sus probabilidades. Entonces para una prueba
estad́ıstica secuencial (ψ, φ) se define y determina la probabilidad de error tipo I:

α(ψ, φ) := P0

(
{rechazar H0} ∩ {τψ <∞}

)
=
∞∑
k=1

∑
n∈Gk

pn
(
E0s

ψ
nφn

)
; (1.12)
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y la probabilidad de error tipo II como:

β(ψ, φ) := P1

(
{aceptar H0} ∩ {τψ <∞}

)
=
∞∑
k=1

∑
n∈Gk

pn
(
E1s

ψ
n(1− φn)

)
. (1.13)

Nótese que cada probabilidad de error está asociada, respectivamente, a la hipótesis que se re-
chaza. Estas probabilidades se “controlan” manteniéndolas debajo de ciertos niveles espećıficos
α, β ∈ [0, 1), para ello supongamos que:

α(ψ, φ) 6 α y β(ψ, φ) 6 β. (1.14)

En el análisis secuencial clásico (grupos de tamaño uno) para caracterizar el número de
observaciones por análizar hasta obtener una decisión final, se trabaja con el tiempo promedio
de paro, bajo la hipótesis H0 o H1:

N (i;ψ) = Eiτ
ψ, i = 0, 1. (1.15)

En nuestro contexto, se trabajará con el costo promedio total del experimento, denotado
como KM (ψ). Este costo promedio es muy general y tiene como casos particulares a los costos
promedios del experimento deteminados bajo las distribuciones P0 o P1, denotados Ki(ψ), con
i = 0, 1, respectivamente; y estos a su vez contienen a los tiempos promedios (1.15) trabajados
en investigaciones anteriores. Esto es, nuestro costo promedio total del experimento recupera
los problemas clásicos trabajados.

Ahora, si ψ ∈ FM entonces el costo total promedio del experimento se define:

KM (ψ) := E{Costo total} =
∞∑
k=1

E
((
c1(ν1) + c2(ν2) + · · ·+ ck(νk)

)
I{τψ=k}

)
.

Por tanto, si ψ ∈ FM , el costo promedio del experimento será:

KM (ψ) =
∞∑
k=1

∑
n∈Gk

pnc(n)Esψn. (1.16)

Cabe mencionar que el hecho de que ψ tenga un tiempo de paro finito con probabilidad uno
(ψ ∈ FM ) no garantiza que el costo promedio del experimento KM (ψ) sea finito, de hecho se
puede dar el caso en que sea infinito, aún cuando ψ ∈ FM .
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1.2. Descripción del modelo y antecedentes

1.2.1. Antecedentes

En 1948 Wald y Wolfowitz [Wald-Wolfowitz, (1948)] bajo las hipótesis de:

(a) una sola observación en cada etapa (ν1 = 1, ν2 = 1, . . . );

(b) observaciones independientes e idénticamente distribuidas (Xi i.i.d.); y

(c) el tiempo de paro promedio 6 de k etapas proporcional al número de observaciones
(v. g. Eτψ = n),

demostraron que existe una prueba secuencial (llamada SPRT 7, por sus siglas en inglés) que
conlleva a un tiempo promedio de paro mı́nimo tanto para H0 (E0τ

ψ) como para H1, compa-
rada con cualquier otra prueba con errores tipo I y II menores. Esto es la SPRT es una prueba
óptima y termina el experimento en el momento en que la razón de verosimilitud zn /∈ (A,B)
para ciertas A y B constantes tales que 0 < A 6 1 6 B <∞. Aceptando la hipótesis nula H0,
si zn < A, o rechazándola, a favor de H1, si zn > B.
Sin embargo, existen muchos casos prácticos para los cuales no se cumplen las hipótesis de la
SPRT y se sabe que al variar estas hipótesis, la SPRT pierde su optimalidad. De hecho, para
casos espećıficos con distribución normal o binomial y con α = β, la SPRT en el punto θ0+θ1

2

alcanza un tiempo de paro promedio mayor, comparada con otras pruebas (incluida la prueba
Neyman-Pearson). El mismo Wald hizo variar la condiciones iniciales para la SPRT, como por
ejemplo el truncar el procedimiento para cierto tamaño de muestra, y para el cual mucho des-
pués se determinó a través de integración numérica, la probabilidad de aceptar H0 en función
de la distribución con parámetro θ.

A partir de la decada de los 50´s del siglo pasado, se publicaron una serie de art́ıculos que
expresaban algún tipo de variante de la SPRT.

En 1953 Weiss definió una clase de pruebas llamadas GSPRT (Generalized Sequential Pro-
bability Ratio Test). Para las cuales no se utilizan, necesariamente, las mismas constantes A
y B en todo el muestreo, sino que ellas variaban en dependencia de cada etapa, teniendo aśı
para cada peŕıodo el análisis de An < zn < Bn, con An, Bn constantes predeterminadas que
dependen del tamaño de muestra (acumulado); bajo hipótesis simples H0 y H1. Con las GSPRT
se tiene la posibilidad de tomar etapas no con un solo dato sino con observaciones en grupos cu-
yo tamaño está predeterminado [Weiss, (1953)]. Además, la clase de GSPRT tiene propiedades
atractivas aún sin los supuestos sobre independencia o distribución idéntica de las observaciones
[Eisenberg, et al, (1976)].

En el proceso de estudio de las propiedades de la GSPRT se planteó el problema conocido
como Kiefer-Weiss (original) ([Kiefer-Weiss, (1957)]) que consist́ıa en: minimizar sup

θ06θ6θ1
Eθτ

ψ,

bajo ciertas condiciones, sobre la clase de todas las pruebas secuenciales; donde θ hace referencia

6O el costo promedio.
7Sequential Probability Ratio Test.
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a una tercera distribución Pθ distinta de las distribuciones hipotetizadas Pθ0 o Pθ1 . La solución
de este último problema no minimiza el promedio del tiempo de paro ni bajo θ0 ni en θ1, sino
que minimiza al máximo de Eθτ

ψ con θ0 < θ < θ1 (véase por ejemplo [Weiss, (1962)]); dicha so-
lución se dio mediante la resolución del problema “Kiefer-Weiss” modificado ([Lorden, (1980)],
[Novikov, (2009)]).

En el 2008 Mukhopadhyay & De Silva [Mukhopadhyay-De Silva, (2008)] presentaron la
prueba secuencial aleatoria de la razón de probabilidades (RSPRT: Random Sequential Pro-
bability Ratio Test). La RSPRT fue aplicada a experimentos secuenciales con observaciones
independientes y en pruebas de hipótesis simples H0 y H1. Experimentos en los cuales: el ta-
maño de los grupos de observaciones es aleatorio, la distribución de probabilidad de dichos
tamaños no es fija; y además se tienen constantes fijas A y B con 0 < A < 1 < B < ∞ para
todo el proceso. En dicha investigación (́ıdem) se dejaron abiertas las propiedades de optima-
lidad de la RSPRT. Sin embargo, en el 2012 se demostró (véase [Popoca, (2012)]) que para
variables discretas (correspondientes a las observaciones) independientes, tamaños de grupos
aleatorios, con distribución fija y costos de grupos generales, la RSPRT es óptima tanto para
θ0 como para θ1. Además de esta última investigación también se desprende, impĺıcitamente,
que la RSPRT no puede ser óptima para el caso en que los tamaños de grupos tienen diferente
distribución y A, B son las mismas constantes fijas para todo el proceso. Se observa que para la
optimalidad se necesita cierta modificación de la RSPRT en el sentido de variar las constantes
en cada etapa, similar a la GSPRT.

Las pruebas secuenciales anteriormente descritas (SPRT, GSPRT, RSPRT), entre otras,
han sido pruebas que el análisis secuencial ha investigado debido a su importancia en la apli-
cación de modelos ([Bhattachajee-Mukhopadhyay, (2012)], [Mukhopadhyay-De Silva, (2008)],
[Weiss, (1962)], etc). La SPRT y las pruebas con procedimientos relacionados se ocupan prin-
cipalmente de un problema de prueba de hipótesis simples. Sin embargo, el problema de elegir
entre más de dos hipótesis es más dif́ıcil y ha llamado menos la atención. Por tanto son ante-
cedentes de lo que se podŕıa o no explorar en nuestro trabajo.
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1.3. Problemas de investigación.

En esta sección se plantearán los problemas de investigación que se desarrollarán en este
trabajo para lo cual definiremos el contexto.

Definición 7.

Sea SM la clase de pruebas secuenciales tal que su regla de paro tiene un tiempo de
paro finito con probabilidad uno. Esto es

SM :=
{(
ψ, φ

)
: ψ ∈ FM

}
. (1.17)

La clase SM es no vaćıa, ya que por ejemplo se puede tomar una prueba secuencial trivial
(ψ, φ) tal que detiene el experimento en la primera etapa. Esta prueba trivial tendrá un tiempo
de paro finito (τψ = 1), por tanto (ψ, φ) ∈ SM . O en general, dado un N ≥ 1 entero, se puede
definir la clase de pruebas secuenciales (denotada como SN) cuyas reglas de paro detienen el
experimento en la etapa N o antes (τψ ≤ N), esta clase es una subclase de la definición anterior
(1.17) (i.e. SN ⊆ SM ).

Dado un problema de pruebas de hipótesis simples M = (P0, P1, P ), y dados un proceso
estocástico a tiempo discreto {Xi}i∈N, con distribución P , y una sucesión ν1, ν2, . . . v.a. no
negativas, discretas e independientes (representantes de tamaños de grupos), nuestro primer y
principal problema de investigación consiste en minimizar el costo promedio total (1.16) del
experimento, sobre todas las pruebas secuenciales (ψ, φ) ∈ SM cuyas probabilidades de error
estén por debajo de ciertas cotas fijas (α y β). En śımbolos, el problema principal es:

mı́n
(ψ,φ)∈SM

KM (ψ) restringuido a α(ψ, φ) 6 α y β(ψ, φ) 6 β. (1.18)

donde α, β ∈ [0, 1) son constantes predeterminadas fijas; y la distribución P es cualquiera, pero
fija también. Cuando la distribución P es diferente a las distribuciones P0 o P1, este problema
es conocido como el problema de Kiefer-Weiss modificado.
Al planteamiento dado en (1.18) le llamaremos el problema con restricciones.

El problema clásico del análisis secuencial (1.15), donde las observaciones son v.a. inde-
pendientes, tienen la misma distribución P = P0 o P = P1, todos grupos son de tamaño uno
(νi = 1) para toda i ≥ 1, y el costo de cada grupo es proporcional al número de observaciones
en él

(
c(n) = n

)
, resulta un caso particular de nuestro problema de investigación.

El proceso que se llevará a cabo para resolver el problema de optimización con restricciones
planteado es utilizar el método variacional de Langrange, el cual permite reescribir el problema
(1.18) como un problema sin restricciones de la forma:

LM (ψ, φ;λ0, λ1) = KM (ψ) + λ0α(ψ, φ) + λ1β(ψ, φ)

13
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donde λ0 > 0, λ1 > 0 son los multiplicadores de Lagrange. Dichos multiplicadores son finitos
y no pueden ser cero. Debido a que si, por ejemplo, λ0 = 0, entonces el problema original
no tendŕıa la restricción sobre α(ψ, φ); y el problema se reducirá a un problema con una sola
restricción, análogamente sucedeŕıa con λ1 = 0. Del hecho de que los multiplicadores son cons-
tantes finitas cualesquiera, pero fijas en el proceso entonces no consideraremos la dependencia
de estas constantes en la función de Lagrange a minimizar, sin embargo, śı es importante marcar
la dependencia con el problema de hipótesis en cuestión, por lo cual:

LM (ψ, φ) := LM (ψ, φ;λ0, λ1) = KM (ψ) + λ0α(ψ, φ) + λ1β(ψ, φ). (1.19)

Utilizando los resultados (1.12), (1.13) y (1.16) se determina:

LM (ψ, φ) =
∞∑
k=1

∑
n∈Gk

pn

∫
sψn

(
c(n)fn + φnλ0f

n
0 + (1− φn)λ1f

n
1

)
dµn. (1.20)

Cabe mencionar que el método de los multiplicadores de Lagrange ha sido utilizado frecuen-
temente en el contexto secuencial, de manera impĺıcita, como por ejemplo en Kiefer y Weiss
(1957), Weiss (1962), Lorden (1980), Schmitz (1993), entre otros. Incluso también en el contexto
“clásico”, e.g. en la prueba del Lema Fundamental de Neyman-Pearson [Lehmann, (1959)]. En
esta investigación daremos la demostración expĺıcita (dentro de nuestro contexto secuencial) de
cómo el método de Lagrange resuelve nuestro problema de minimización.

“De cierta manera el enfoque Bayesiano sobre pruebas de hipótesis puede ser considera-
do como una variante del método de multiplicadores de Lagrange. Si en particular, P =
πP0 + (1 − π)P1, con algún 0 < π < 1, entonces la función de los multiplicadores de La-
grange (1.19) no es otra cosa que el riesgo Bayesiano...” 8 [Novikov, 2009]. De lo cual el resolver
(1.19) implica también la solución del problema de riesgo Bayesiano.

Grosso modo, para resolver el problema de la optimización de LM (ψ, φ) se buscará la es-
tructura de la prueba secuencial aleatorizada, llamémosla (ψ∗, φ∗), que alcance la cota mı́nima
(si ésta existe) de la función (1.20). Entonces, se buscarán las condiciones necesarias y sufi-
cientes tanto para la regla de paro, como para la regla de decisión que minimicen a la función
de Lagrange; y solo entonces se obtendrá la prueba óptima. Para encontrar la estructura de
la regla óptima ψ∗ se trabajarán dos casos: el caso truncado y el no truncado. En el primero
se fija un número máximo (N) de etapas 9 para el experimento y se busca la estructura de la
prueba óptima (este caso se puede ver también como el usado en la estad́ıstica clásica, cuando
se analiza la prueba con base en muestras de tamaño fijo). En el segundo caso se buscará la
prueba óptima, cuando el número de grupos por observar crece indefinidamente.

Cabe mencionar que para el primer problema de investigación las observaciones del ex-
perimento no se considerarán v.a. independientes, se trabajarán solamente con su función de

8Traducción del autor.
9O número máximo de grupos de observaciones.
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distribución conjunta; pero los tamaños de grupos śı serán v.a. independientes. Aunque en
general en toda nuestra investigación las observaciones y los tamaños de grupos serán v.a. in-
dependientes entre śı.

Dada la importancia en la investigación, en general, de modelos cuyas observaciones son
independientes (e.g. [Barber, (2003)], [Bhattachajee-Mukhopadhyay, (2012)],
[Mukhopadhyay-De Silva, (2008)], entre otros), como parte de las aplicaciones de nuestro pro-
blema principal (1.18), se investigará también: la(s) estructura(s) de las pruebas óptimas con

observaciones independientes y en términos de la razón de probabilidad Zn =
fn1
fn0

.

Una segunda investigación a desarrollar será: dado un problema de pruebas secuenciales
de hipótesis simples H0 vs. H1 (contexto M0), donde las observaciones son independientes e
idénticamente distribuidas (i.d.) (con distribución P0), los tamaños de grupos ν1, ν2, . . . v.a. dis-

cretas e independientes (no idénticamente distribúıdas), y se considera la razón Zn =
fn1
fn0

, nos

interesará examinar la estructura de la prueba óptima (ψ∗, φ∗), solución de (1.18), en términos
de la razón de verosimilitud Zn, determinando con esto las regiones de continuidad y/o rechazo
para la prueba secuencial óptima.

Un tercer problema (continuación del anterior) será investigar la estructura de la prueba
secuencial óptima con observaciones i.i.d. y tamaños de grupos aleatorios también i.i.d., y en
términos de la razón de verosimilitud Zn. Este problema es el originalmente planteado en la
investigación [Mukhopadhyay-De Silva, (2008)], conocido como la prueba RSPRT. Con esto se
podrán establecer algunas propiedades de la RSPRT y sus alcances, como por ejemplo su op-
timización bajo H0 y H1.

Finalmente un último problema a investigar seŕıa trabajar el conocido problema de Kiefer-
Weiss original (véase [Kiefer-Weiss, (1957)]), en el cual se exploran las posibilidades de mini-
mizar el supremo del costo promedio del experimento10 con un parámetro θ cualquiera, pero
fijo i.e.

mı́n
(ψ,φ)

sup
θ
KM (ψ). (1.21)

Este planteamiento es un problema alterno que se puede investigar como aplicación de
la solución de nuestro problema principal (1.18) llamado de Kiefer-Weiss modificado, apli-
cado a nuestro contexto de grupos de tamaño aleatorio. La solución del problema modifi-
cado (1.18) resuelve, con base en investigaciones recientes, el problema Kiefer-Weiss origi-
nal (1.21) (véanse [Kiefer-Weiss, (1957)], [Weiss, (1962)], [Lorden, (1980)], [Novikov, (2009)],
[Novikov, et al, (2022)]). En este problema las tres distribuciones (P0, P1, P ) śı pertenecen a
una misma familia paramétrica fija, y además solo se aborda para el caso truncado. Entonces,
para este problema solo se buscarán algunas condiciones y estructuras semejantes, pero más

10En el contexto secuencial clásico, se mı́nimiza al supremo del tiempo de paro promedio, supθ Eθτ , del
experimento.
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generales, a las trabajas en Weiss (1962), Novikov (2009) y Novikov, et al (2022). Para esto
nos basaremos en la estructura empleada en [Lorden, (1980)] sobre el problema de Kiefer-Weiss
modificado. Además, solo para la optimalidad del caso truncado consideraremos a las observa-
ciones como v.a. i.i.d. y a los tamaños de grupos solo independientes; a su vez se analizará la
estructura de la prueba secuencial óptima (solución de (1.18)), en términos de las tres funcio-

nes de distribución trabajadas, resumidas en las razones de probabilidad Z0 =
fn0
fn

y Z1 =
fn1
fn

,
donde f es una distribución cualquiera, pero fija y diferente de las primeras dos, y donde las
tres distribuciones pertenecen a la misma familia paramétrica.
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CAPÍTULO 2

OPTIMALIDAD DE PRUEBAS
SECUENCIALES CON GRUPOS

ALEATORIOS

2.1. Prueba secuencial óptima con grupos de tamaño

aleatorio

En este apartado, primero se justificará la metodoloǵıa utilizada en esta investigación: el
método de Lagrange (aplicado al contexto secuencial) y después se buscará la prueba secuencial
óptima. Para lo cual introduciremos una clase de pruebas secuenciales que será utilizada a lo
largo del trabajo.

El siguiente teorema está basado en lo que Wald llamaba admisibilidad ([Wald, (1971)], p.
15), pero aqúı está aplicado a nuestro contexto secuencial con grupos aleatorios. Se puede decir
que una prueba secuencial es admisible, si NO se puede mejorar respecto a sus componentes
de costo

(
K∗
)

y probabilidades de error
(
α∗, β∗

)
. Esto es, si no existe otra prueba secuencial

que tenga tanto su costo como sus probabilidades de error menores que ella, con al menos una
desigualdad estricta (esto se expresará en (2.2)).

Para que una prueba secuencial sea admisible es suficiente que las “combinaciones lineales”
de sus componentes con coeficientes no negativos sean el ı́nfimo respecto a todas las “combina-
ciones lineales” de otras pruebas (esto último se expresa en la relación (2.1)).
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CAPÍTULO 2. OPTIMALIDAD DE PRUEBAS SECUENCIALES CON
GRUPOS ALEATORIOS

Teorema 1.

Sean b1 > 0, b2 > 0 y b3 > 0 con al menos una positiva. Si existe una prueba secuencial
(ψ∗, φ∗) ∈ SM tal que

b1KM (ψ∗) + b2α(ψ∗, φ∗) + b3β(ψ∗, φ∗) = ı́nf
(ψ,φ)∈SM

{
b1KM (ψ) + b2α(ψ, φ) + b3β(ψ, φ)

}
. (2.1)

Entonces no existe otra prueba (ψ, φ) ∈ SM tal que

KM (ψ) ≤ KM (ψ∗), α(ψ, φ) ≤ α(ψ∗, φ∗) y β(ψ, φ) ≤ β(ψ∗, φ∗), (2.2)

donde la desigualdad que corresponde a la bi positiva es estricta en (2.2).

Demostración del Teorema 1:

Supongamos que existe otra prueba secuencial (ψ, φ) ∈ SM que es mejor que (ψ∗, φ∗), es decir
que satisface las tres desigualdades en (2.2) con al menos una desigualdad estricta, la corres-
pondiente con su bi positiva.

Por hipótesis se tiene que al menos una de las constantes “b’s” es positiva. Sin pérdida de
generalidad (SPG) supongamos que b2 > 0, entonces su componente asociada es α. Para b2 la
desigualdad estricta correspondiente de (2.2) es α(ψ, φ) < α(ψ∗, φ∗). De esto se sigue que:

b1KM (ψ) + b2α(ψ, φ) + b3β(ψ, φ) < b1KM (ψ∗) + b2α(ψ∗, φ∗) + b3β(ψ∗, φ∗),

con b1 > 0 y b3 > 0. Lo cual es una contradicción ya que la combinación lineal de las componen-
tes de (ψ, φ) con coeficientes no negativos es más pequeña que el ı́nfimo, i. e. se contradice (2.1)
con (ψ, φ) ∈ SM . Análogamente se genera una contradicción para los casos b1 > 0 y b3 > 0. Por
lo tanto, no existe una prueba (ψ, φ) ∈ SM que satisfaga (2.2) con al menos una desigualdad
estricta, la correspondiente a su bi i.e. no puede darse que

(
b1 > 0 y KM (ψ) < KM (ψ∗)

)
,(

b2 > 0 y α(ψ, φ) < α(ψ∗, φ∗)
)

o
(
b3 > 0 y β(ψ, φ) < β(ψ∗, φ∗)

)
.

En el teorema anterior la expresión de la derecha de (2.1) puede verse como una “generali-
zación” de la función de Lagrange LM (ψ, φ) = KM (ψ) +λ0α(ψ, φ) +λ1β(ψ, φ), salvo porque el
costo en (2.1) está ponderado por una constante b1 > 0. En el caso de que sea b1 > 0, se tendrá
exactamente la función de Lagrange con λ0 = b2

b1
> 0 y λ1 = b3

b1
> 0. Las siguientes afirmaciones

expresan casos particulares del Teorema 1.

El siguiente corolario señala que cuando exista una prueba secuencial que satisfaga el ı́nfimo
de la función de Lagrange, entonces la prueba será admisible. Es decir, si para cualquier otra
prueba que tenga ambas probabilidades de error mejores (por debajo de la primera), entonces
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2.1. Prueba secuencial óptima con grupos de tamaño aleatorio

necesariamente la prueba admisible tendrá un costo menor. Esta afirmación justifica propia-
mente el “método de Lagrange” aplicado a nuestro contexto estad́ıstico secuencial (por grupos);
lo cual nos llevará a desarrollar nuestro problema con restricciones a uno sin ellas.

Corolario 1.

Para algunas λ0 > 0, λ1 > 0 fijas, sea (ψ∗, φ∗) ∈ SM tal que

LM

(
ψ∗, φ∗;λ0, λ1

)
= ı́nf

(ψ,φ)∈SM

LM

(
ψ, φ;λ0, λ1

)
. (2.3)

Entonces para cualquier prueba (ψ, φ) ∈ SM que satisface

α(ψ, φ) ≤ α(ψ∗, φ∗) y β(ψ, φ) ≤ β(ψ∗, φ∗), (2.4)

se tiene que KM (ψ) > KM (ψ∗). (2.5)

La desigualdad (2.5) es estricta, si al menos una de las desigualdades en (2.4) lo es.

Demostración del Corolario 1:

Sea (ψ∗, φ∗) ∈ SM tal que satisface (2.3), esto es

KM (ψ∗) + λ0α(ψ∗, φ∗) + λ1β(ψ∗, φ∗) = ı́nf
(ψ,φ)∈SM

{
KM (ψ) + λ0α(ψ, φ) + λ1β(ψ, φ)

}
entonces por Teorema 1 (con b1 > 0, b2 > 0 y b3 > 0) no existe otra prueba que mejore en
las tres componentes a (ψ∗, φ∗). Sea (ψ, φ) ∈ SM cualquier otra prueba tal que satisface (2.4),
entonces

KM (ψ) > KM (ψ∗).

Dado que las constantes de la combinación son todas positivas (λ0 > 0, λ1 > 0), entonces si al
menos una de las desigualdades en (2.4) es estricta, la desigualdad (2.5) también lo será.

El Corolario 1 nos permite dedicarnos a la solución del problema de minimización de la
función de Langrange LM (ψ, φ)

(
ver la condición (2.3)

)
. De cierta forma, una vez que exista

la prueba (ψ∗, φ∗) que cumpla (2.3) para algunas λ0, λ1 > 0 fijas, se toman en automáti-
co sus respectivas probabilidades de error α(ψ∗, φ∗) y β(ψ∗, φ∗) como las cotas máximas de
error. De hecho, es precisamente el sentido que se le da a la optimización de la SPRT (véase
[Wald-Wolfowitz, (1948)]).
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CAPÍTULO 2. OPTIMALIDAD DE PRUEBAS SECUENCIALES CON
GRUPOS ALEATORIOS

Corolario 2.

Para alguna λ > 0 fija, sea (ψ∗, φ∗) ∈ SM una prueba secuencial tal que

α(ψ∗, φ∗) + λβ(ψ∗, φ∗) = ı́nf
(ψ,φ)∈SM

{
α(ψ, φ) + λβ(ψ, φ)

}
(2.6)

Entonces para cualquier otra prueba (ψ, φ) ∈ SM

si α(ψ, φ) ≤ α
(
ψ∗, φ∗

)
, (2.7)

se tiene que β(ψ, φ) ≥ β
(
ψ∗, φ∗

)
. (2.8)

La desigualdad (2.8) es estricta, si (2.7) lo es.

Demostración del Corolario 2:

Sea (ψ∗, φ∗) ∈ SM tal que satisface (2.6), entonces por Teorema 1 (con b1 = 0, b2 > 0 y b3 > 0)
no existe otra prueba que mejore en las dos componentes de error a (ψ∗, φ∗). Sea (ψ, φ) ∈ SM

cualquier otra prueba tal que satisface (2.7), entonces

β(ψ, φ) > β(ψ∗, α∗).

Como en el corolario anterior, dado que λ > 0, si la desigualdad en (2.7) es estricta, entonces
(2.8) también lo será.

La optimización de la función de Lagrange (1.20) consistirá primero en: dada ψ ∈ FM

arbitraria, pero fija, encontrar la cota inferior de LM (ψ, φ) sobre todas las reglas de decisión φ.
A este proceso se le llama el problema de decisión óptima, i.e.

LM (ψ) := LM (ψ, φ∗) := ı́nf
φ
LM (ψ, φ). (2.9)

Después de encontrar las condiciones necesarias y suficientes para la regla de decisión óptima
(φ∗), como segundo paso se encontrará la estructura de la regla de paro óptima. Entonces el
problema se reduce a un problema de paro óptimo; en éste se buscará la cota inferior para la
función (2.9), obteniendo

LM (ψ∗) := ı́nf
ψ∈FM

LM (ψ). (2.10)

Este problema, a su vez, se divide en dos casos: el caso de paro truncado y el caso no truncado,
en cada uno de ellos se buscará la estructura de la regla de paro óptima. Finalmente, con las
reglas de paro ψ∗ y de decisión φ∗ óptimas y fijas (o familias de reglas óptimas), se tendrá la
mı́nima cota de la función de Lagrange LM (ψ∗, φ∗). Es decir,

LM (ψ∗, φ∗) := LM (ψ∗) 6 LM (ψ) = LM (ψ, φ∗) 6 LM (ψ, φ). (2.11)
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2.1. Prueba secuencial óptima con grupos de tamaño aleatorio

2.1.1. Regla de decisión óptima

En esta sección se caracterizará a la regla de decisión φ∗ que minimiza a la función de La-
grange LM (ψ, φ) con ψ ∈ FM fija. Pero, primero tengamos en cuenta lo siguiente.

Notación:

(1) IA denota la función indicadora del evento A.

(2) Si una función ρ está acotada por funciones indicadoras de la siguiente manera

I{
F1(x)<F2(x)

} 6 ρ(x) 6 I{
F1(x)6F2(x)

}, (2.12)

entonces (2.12) será denotada como:

ρ(x) R I{
F1(x). F2(x)

}. (2.13)

El śımbolo R indica las dos desigualdades no estrictas para ρ, esto es la función ρ(x) es
mayor o igual (≥) que I{

F1(x)<F2(x)
} y, a su vez, igual o menor (0) que I{

F1(x)6F2(x)
}.

Por otro lado, en la indicadora de (2.13) el śımbolo . marcará que la primer indica-
dora NO tiene igualdad, es decir se tiene solo la desigualdad estricta entre las funcio-
nes

(
F1(x) < F2(x)

)
, mas la segunda indicadora śı contendrá la desigualdad no estricta(

F1(x) 6 F2(x)
)
, por este motivo se pone ∼.

El siguiente lema se aplicará a la demostración de algunos resultados importantes.

Lema 1.

Sean φ, F1, F2 algunas funciones medibles sobre un espacio de medida con su medida
µ, tales que:

0 6 φ(x) 6 1, F1(x) > 0, F2(x) > 0, y (2.14)

∫
mı́n

{
F1(x), F2(x)

}
dµ(x) <∞. (2.15)

Entonces∫ (
φ(x)F1(x) +

(
1− φ(x)

)
F2(x)

)
dµ(x) >

∫
mı́n

{
F1(x), F2(x)

}
dµ(x). (2.16)

Además, la igualdad en (2.16) se obtiene si y solo si

φ(x) R I{
F1(x).F2(x)

} µ-c.t.p. (2.17)
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Demostración del Lema 1:

Dadas φ, F1, F2 funciones medibles que cumplen (2.14) se tiene que: para todo x

φ(x)F1(x) +
(
1− φ(x)

)
F2(x)−mı́n {F1(x), F2(x)} > 0, (2.18)

y si, además, se cumple (2.15), entonces se tiene∫
φ(x)F1(x) +

(
1− φ(x)

)
F2(x)dµ(x) >

∫
mı́n {F1(x), F2(x)}dµ(x). (2.19)

Ahora, sea el conjunto de x tales que:
F1(x) < F2(x) =⇒ φ(x) = 1 y φ(x)F1(x) +

(
1− φ(x)

)
F2(x)−mı́n

{
F1(x), F2(x)

}
= 0,

F2(x) < F1(x) =⇒ φ(x) = 0 y φ(x)F1(x) +
(
1− φ(x)

)
F2(x)−mı́n

{
F1(x), F2(x)

}
= 0,

F1(x) = F2(x) =⇒ 0 6 φ(x) 6 1 y φ(x)F1(x)+
(
1−φ(x)

)
F2(x)−mı́n

{
F1(x), F2(x)

}
= 0,

Por lo tanto

φ(x) R I{
F1(x).F2(x)

} ⇐⇒ φ(x)F1(x) +
(
1− φ(x)

)
F2(x)−mı́n

{
F1(x), F2(x)

}
= 0.

µ-casi en todas partes (c.t.p.). Por tanto, la igualdad en (2.16) se da si y solo si (2.17) se tiene.

Convenciones:

(a) En el desarrollo de este trabajo no se marcarán, en general, el espacio y/o las variables
de integración respectivas, a menos que éste y/o éstas se requieran. Esto es, se trabajarán
las funciones sin sus respectivos argumentos.

(b) Por definición, el valor esperado de una función g(x) es

Eg(X) =

∫
g(x)f(x)dµ(x),

donde f es la función de densidad de X. Sin embargo, ésta generalmente es trabajada
como

Eg(X) =

∫
g(x)f(x)I{f(x)6=0}dµ(x). (2.20)

Entonces de aqúı en adelante al trabajar con valores esperados Eg(X) se sobreentenderá
que se trabaja sobre el conjunto {x : f(x) 6= 0}.

(c) Se trabajarán sobre conjuntos respecto a una medida µ casi en todas partes, esto se deno-
tará µ-c.t.p. También es importante señalar que la mayoŕıa de las desigualdades, ĺımites
e integrales trabajadas en esta investigación son válidas, respectivamente µ-casi en todas
partes (c.t.p.), aunque no se especifique este punto.
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2.1. Prueba secuencial óptima con grupos de tamaño aleatorio

Notación:

(1) Si n = (n1, . . . , nk) ∈ Gk son los k tamaños de grupos consecutivos y el vector de sus
correspondientes observaciones es xn =

(
xn1 , . . . , x

n
k

)
∈ Xn; en ocasiones, este vector de

observaciones xn será necesario reescribirlo de diferente manera, aunque con las mismas
observaciones haciendo énfasis en algún grupo de observaciones en concreto.
Por ejemplo si ahora n = (n1, . . . , nk−1) ∈ Gk−1, entonces se reescribe (n, nk) ∈ Gk y
xn =

(
xn, xnk) ∈ X (n,nk), donde xnk =

(
x|n|+1, x|n|+2, . . . , x|n|+nk

)
∈ X nk es el vector de

las observaciones correspondientes al grupo de tamaño nk.
De lo cual (xn, xnk) con n ∈ Gk−1 representará nuevamente al primer vector de todas
las observaciones en los k grupos, pero ahora se separan las observaciones del grupo de
tamaño nk, ya que esto nos permitirá trabajar exclusivamente con dicho grupo.

Definición 8.

Sean λ0, λ1 > 0. Para cualesquiera k = 1, 2, . . . y n ∈ Gk sea

ln
(
xn
)

:= mı́n
{
λ0f

n
0 (xn), λ1f

n
1 (xn)

}
. (2.21)

Por cuestiones prácticas, a lo largo del trabajo la función anterior (2.21) será expresada como
“ln” sin su argumento xn, a menos que éste sea necesario.

El siguiente corolario demuestra que ln es una función integrable.

Corolario 3.

Sean λ0 > 0, λ1 > 0, k > 1 y n ∈ Gk cualesquiera,∫
ln(xn)dµn(xn) 6 mı́n

{
λ0, λ1

}
, µn-c.t.p. (2.22)

Demostración del Corolario 3:

Sean k ≥ 1, n ∈ Gk.∫
Xn

ln
(
xn
)
dµn

(
xn
)

6 λ0

∫
Xn

fn0
(
xn
)
dµn

(
xn
)
6 λ0. (2.23)

Análogamente, ∫
Xn

ln
(
xn
)
dµn

(
xn
)

6 λ1

∫
Xn

fn1
(
xn
)
dµn

(
xn
)
6 λ1. (2.24)
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Por tanto, de (2.23) y (2.24) se obtiene:∫
Xn

ln
(
xn
)
dµn

(
xn
)

6 mı́n
{
λ0, λ1

}
, µn-c.t.p.

Definición 9.

Sean k > 1 y n ∈ Gk, y ψ cualquiera se define el conjunto,

Sψn :=
{
xn =

(
xn1 , . . . , x

n
k

)
∈ Xn : sψn(xn) > 0

}
. (2.25)

Definición 10.

Sea k > 1 se define el conjunto

Pk :=
{
n =

(
n1, . . . , nk

)
∈ Gk : pn > 0

}
. (2.26)

Condición ∆ψ (Regla de decisión óptima)

Dada una regla de paro ψ fija, una regla de decisión φ cumple la condición ∆ψ, si
para cada k > 1 y cualquier n ∈ Pk se tiene:

φn R I{
λ0fn0 . λ1fn1

}, (2.27)

sobre el conjunto Sψn µ
n-c.t.p., para λ0 > 0 y λ1 > 0.

La condición ∆ψ marca la estructura que tienen las componentes φn y algunas caracteŕısti-
cas para ellas de una regla de decisión φ. En lo subsiguiente se demostrará que dicha condición
es necesaria y suficiente para alcanzar el ı́nfimo de la función de Lagrange LM (ψ, φ) sobre todas
las reglas de decisión y para una regla de paro ψ fija.

El nombre “∆ψ” se utiliza por mnemotecnia del término “decisión” utilizando la letra grie-
ga mayúscula “∆”; y el sub́ındice “ψ” marca la dependencia de la regla de paro, la cual está
presente en el conjunto Sψn.

El siguiente lema marca las condiciones necesarias y suficientes para que la regla de decisión
alcance cierta cota.
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Lema 2.

Para cualesquiera λ0 > 0, λ1 > 0 y para cualquier prueba secuencial (ψ, φ) se tiene

λ0α(ψ, φ) + λ1β(ψ, φ) >
∞∑
k=1

∑
n∈Gk

pn

∫
sψn ln dµ

n. (2.28)

La igualdad de (2.28) se obtiene si y solo si φ cumple la condición ∆ψ.

Demostración del Lema 2:

Tomemos el lado izquierdo de (2.28), con base en (1.12) y (1.13) se tiene:

λ0α(ψ, φ) + λ1β(ψ, φ) =

=
∞∑
k=1

∑
n∈Gk

pn

(
λ0

∫
sψnφnf

n
0 dµn + λ1

∫
sψn(1− φn)fn1 dµn

)
;

=
∞∑
k=1

∑
n∈Gk

pn

∫
sψn

(
φnλ0f

n
0 + (1− φn)λ1f

n
1

)
dµn.

Entonces por Lema 1, (2.16),

λ0α(ψ, φ) + λ1β(ψ, φ) >
∞∑
k=1

∑
n∈Gk

pn

∫
sψn mı́n {λ0f

n
0 , λ1f

n
1 }dµn,

=
∞∑
k=1

∑
n∈Gk

pn

∫
sψnln dµ

n, por (2.21).

Lo cual demuestra (2.28).

Ahora, nuevamente, con base en el Lema 1 (segunda parte) se tendrá la igualdad entre las
integrales presentes en (2.28) si y solo si se cumple cierta estructura para φ.

Sin embargo, si existe algún k ≥ 1 con sus tamaños de grupos n ∈ Gk tal que su probabilidad
conjunta es nula (pn = 0), entonces en (2.28) se tendrá la igualdad 0 = 0 independientemente
de la estructura de (ψ, φ). De lo cual, para este caso no es necesaria la estructura (2.17). Por
lo tanto, tomemos aquellos n tales que pn > 0, (i.e. n ∈ Pk), para cada k > 1.

Ahora śı por Lema 1 (2.17) se tiene que para cualesquiera λ0 > 0, λ1 > 0 y (ψ, φ) una
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prueba secuencial

λ0α(ψ, φ) + λ1β(ψ, φ) =
∞∑
k=1

∑
n∈Pk

pn

∫
sψnln dµ

n, (2.29)

si y solo si

φn R I{
sψnλ0f

n
0 . sψnλ1f

n
1

}, µn-c.t.p. para n ∈ Pk. (2.30)

Sin embargo, si sψn(x1, . . . xn) = 0 entonces φn no tendrá una caracterización, ya que

I{sψnλ0fn0 <s
ψ
nλ1f

n
1 }

= 0 y I{sψnλ0fn0 6sψnλ1fn1 }
= 1.

Por tanto, tomemos el caso cuando sψn
(
xn
)
> 0. Sea el conjunto Sψn, entonces (2.30) se reescribe:

φn R I{λ0fn0 .λ1fn1 }, (2.31)

sobre el conjunto Sψn, µn-c.t.p., para cualquier k = 1, 2, . . . y n ∈ Pk. Por lo tanto, la igualdad
en (2.28) se alcanza si y solo si φ cumple la condición ∆ψ.

El lema anterior indica cuándo se obtiene la cota inferior del lado derecho de (2.28). Ahora
como el lado izquierdo de (2.28) está presente en la función de Lagrange (1.19), entonces se
tendrán las condiciones necesarias y suficientes para alcanzar una cota inferior de esta función.

Teorema 2.

Para cualquier prueba secuencial (ψ, φ) ∈ SM se tiene que:

LM (ψ, φ) >
∞∑
k=1

∑
n∈Gk

pn

∫
sψn
(
c(n)fn + ln

)
dµn. (2.32)

La igualdad en (2.32) se alcanza si y solo si φ cumple la condición ∆ψ.

Demostración del Teorema 2:

Sea (ψ, φ) ∈ SM cualquiera, entonces con base en (1.16), (1.19) y (2.28) se tiene:

LM (ψ, φ) = KM (ψ) + λ0α(ψ, φ) + λ1β(ψ, φ) >

>
∞∑
k=1

∑
n∈Gk

pnc(n)Esψn +
∞∑
k=1

∑
n∈Pk

pn

∫
sψnlndµ

n =

=
∞∑
k=1

∑
n∈Gk

pn

∫
sψn
(
c(n)fn + ln

)
dµn.
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Finalmente, por la segunda parte del Lema 2 la desigualdad anterior se alcanza si y solo si
φ cumple la condición ∆ψ.

El resultado anterior indica que para cualquier (ψ, φ) ∈ SM :

ı́nf
φ
LM (ψ, φ) =

∞∑
k=1

∑
n∈Gk

pn

∫
sψn
(
c(n)fn + ln

)
dµn. (2.33)

Más aún este ı́nfimo se alcanza si y solo si φ cumple la condición ∆ψ. Por otro lado, como
el término derecho de (2.33) ya no depende de alguna regla de decisión φ, solo de las reglas de
paro ψ ∈ FM , sea:

LM (ψ) := ı́nf
φ
LM (ψ, φ). (2.34)

Es importante señalar que a través de esta investigación se abusará un poco de la notación,
debido a que en ocaciones se utilizará la “misma” letra L para diferentes funciones, o en algunos
otros casos para la misma función. Sin embargo, éstas tendrán algún tipo de elemento distintivo,
como por ejemplo diferentes argumentos o algún detalle que distinga su uso.

2.1.2. Regla de paro óptima: caso truncado.

La mayoŕıa de los experimentos tienen recursos limitados (por ejemplo, tiempo, dinero, es-
pacio, personal, etc.), entonces es natural hacer un análisis para estos casos. Por lo cual se
puede, de antemano, determinar un número máximo de grupos por observar (en dependencia
de los recursos) para el experimento, de tal manera que el proceso se detenga al llegar a dicho
ĺımite como máximo, si es que no se hab́ıa detenido el análisis antes. Esto es muy común en el
contexto estad́ıstico clásico, cuando se establece una muestra de tamaño fijo para el experimen-
to. Sin embargo, en este contexto secuencial también se puede establecer una etapa máxima o
número máximo de grupos a analizar, sin necesariamente llegar a ella.

En esta sección se caracterizará a la regla de paro que minimiza a la función LM (ψ) (2.34)
en la clase de las pruebas de paro truncadas.

Supongamos que el problema de prueba de hipótesis M se puede truncar. En este caso se
toma un número máximo de etapas de paro en el experimento. Sea N la etapa de paro máxima
en un experimento secuencial con grupos de tamaño aleatorio, i.e. se considerarán a lo más N
grupos de observaciones. A lo largo del trabajo se tomará a N > 1 como un número entero fijo.
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Definición 11.

Se define la clase de las reglas de paro truncadas:

FN :=
{
ψ :

(
1− ψ(n:1)

)
· · ·
(
1− ψ(n:N−1)

)(
1− ψ(n:N)

)
= 0 µn-c.t.p.

para cualquier n ∈ GN
}
. (2.35)

De la definición anterior se tiene que ψ ∈ FN si y solo tψn = 0 para toda n ∈ GN+1

µn-c.t.p. De lo cual sψn = 0 para toda n ∈ Gk y para toda k > N + 1. Ahora de lo anterior
y con base en (1.9) se deduce que si ψ ∈ FN entonces P

(
τψ 6 N

)
= 1. Además, dado que

P
(
τψ <∞

)
> P

(
τψ 6 N

)
entonces P

(
τψ <∞

)
= 1. Por tanto, FN ⊂ FM , es decir

si ψ ∈ FN entonces ψ ∈ FM . (2.36)

Ahora para cada regla ψ ∈ FN y utilizando (2.33) se determina la función de Lagrange de
dicha regla como:

LM (ψ) =
∞∑
k=1

∑
n∈Gk

pn

∫
sψn
(
c(n)fn + ln

)
dµn

=
N∑
k=1

∑
n∈Gk

pn

∫
sψn
(
c(n)fn + ln

)
dµn +

∞∑
k=N+1

∑
n∈Gk

pn

∫
sψn
(
c(n)fn + ln

)
dµn

=
N∑
k=1

∑
n∈Gk

pn

∫
sψn
(
c(n)fn + ln

)
dµn.

El último paso se debe a (1.3) ya que sψn = 0 para toda k > N + 1 y para toda n ∈ Gk,
cuando ψ ∈ FN , por lo tanto a partir de la etapa k = N + 1 se tienen sumandos nulos.
Cabe mencionar que ψ ∈ FN tiene definidas todas sus componentes ψn para cualesquiera
n ∈ Gk y k > 1, solo que a partir de k > N dichas componentes valen cero.

Además, como ψ ∈ FN entonces para n ∈ GN se tiene:

tψn
(
1− ψn

)
= 0 =⇒ tψn = tψnψn = sψn.

Por tanto la función de Lagrange truncada para ψ ∈ FN se expresa como:

LNM (ψ) =
N−1∑
k=1

∑
n∈Gk

pn

∫
sψn
(
c(n)fn + ln

)
dµn +

∑
n∈GN

pn

∫
tψn
(
c(n)fn + ln

)
dµn. (2.37)

Dado que para ψ ∈ FN la función LNM (ψ) tiene un número finito de sumandos a diferencia de
(2.34), entonces como un referente de que se utilizan reglas de la clase FN se señala el sub́ındice
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N en (2.37). La función LN será llamada la función de Lagrange truncada.

Por último, de las propiedades de la clase FN se demuestra fácilmente que

F 1 ⊂ F 2 ⊂ · · · ⊂ FN ⊂ FN+1 ⊂ · · · ⊂ FM .

Ahora se buscará la regla de paro truncada ψ ∈ FN que minimice a la función LNM (ψ) (2.37).

Definición 12.

Para r ≥ 1, sea

Vr :=
{
v =

{
vn
}
n∈Gr : vn = vn(xn) son medibles, no negativas y tales que

vn 6 ln ∀ n ∈ Gr
}
. (2.38)

Tómese en cuenta que v denota a una familia cuyos elementos vn son funciones medibles,
no negativas y acotadas por ln para toda n ∈ Gr, por lo cual vn ∈ v ∈ Vr. Un ejemplo de
estas familias es

{
ln
}
n∈Gr ∈ Vr, para cualquier r > 1. Entonces los elementos determinan a su

familia y viceversa. Cabe mencionar que debido a que vn es medible, no negativa y acotada
por ln función integrable (véase (2.22)), por lo tanto vn es µn-integrable para toda n ∈ N, i.e.∫
vndµ

n <∞.

Convenciones: Es importante tomar en cuenta los siguientes convenios.

(a) Si para algún k > 1, se tiene que nk = 0, (i.e. existe algún grupo que no tiene observacio-
nes) y se quiere “integrar” respecto a las variables (que no hay) de este grupo, entonces
dicha “integración” no realizará ningún efecto. En este caso se tendrá el espacio medible
X 0 y se considera la medida de probabilidad µ0 respecto a su σ-algebra trivial. Entonces
si n = (n1, . . . , nk−1, nk = 0) ∈ Gk, xn =

(
xn1 , . . . , x

n
k−1, ( )

)
, y vn(xn) es una función

medible, entonces para n ∈ Gk−1,∫
v(n,nk)

(
xn, ( )

)
dµ0
(
( )
)

= vn(xn). (2.39)

(b) Si se tiene una suma vaćıa, ésta tendrá un valor nulo, i.e.
0∑

k=1

= 0. (2.40)
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Lema 3.

Para cualquier k > 1, y cualesquiera n ∈ Gk y m ∈ G se tiene∫
Xm

l(n,m)(x
n, xm) dµm(xm) 6 ln

(
xn
)
, µn-c.t.p. (2.41)

Demostración del Lema 3:

Sean k ≥ 1, n ∈ Gk. Sea m ∈ G, entonces para (n,m) se tiene:∫
Xm

l(n,m)

(
xn, xm

)
dµm

(
xm
)

6 λ0

∫
Xm

f
(n,m)
0

(
xn, xm

)
dµm

(
xm
)
6 λ0f

n
0

(
xn
)
. (2.42)

Análogamente a (2.42),∫
Xm

l(n,m)

(
xn, xm

)
dµm

(
xm
)

6 λ1

∫
Xm

f
(n,m)
1

(
xn, xm

)
dµm

(
xm
)
6 λ1f

n
1

(
xn
)
. (2.43)

Por tanto, ∫
Xm

l(n,m)

(
xn, xm)dum

(
xm
)

6 mı́n
{
λ0f

n
0

(
xn
)
, λ1f

n
1

(
xn
)}

= ln(xn). (2.44)

Las integrales anteriores están definidas aún cuando m = 0, debido a la convección (2.39).

Definición 13.

Sea r > 2 cualquiera, se define el operador Ir : Vr → Vr−1 mediante lo siguiente: para
cualesquiera v ∈ Vr y n ∈ Gr−1

(
Irv
)
n

(
xn
)

:=
∑
m∈G

pr(m)

∫
v(n,m) (xn, xm) dµm

(
xm
)
. (2.45)

El operador Ir (2.45) está bien definido debido al Teorema de Fubini y al Lema 3. Ya que,
por un lado las funciones vn son µn-integrables para toda n ∈ N, por lo cual la integración de
m iteraciones de funciones medibles y no negativas resulta en una función medible y no nega-
tiva. Por otro lado, debido a que vn 6 ln para toda n ∈ Gr con r > 2 entonces por Lema 3 se

tiene que

∫
v(n,m) (xn, xm) dµm

(
xm
)
6 ln, ahora para n ∈ Gr con r > 1, por lo tanto Irv ∈ Vr−1.
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Entonces el operador Ir se aplica a los elementos de una familia v de dimensión r y a su vez
se genera una nueva familia Irv de dimensión r − 1 (esto es (Irv)n ∈ Irv ∈ Vr−1).

Definición 14.

Sea r > 2 cualquiera, se define el operador Mr : Vr → Vr−1 mediante lo siguiente: para
cualesquiera v ∈ Vr y n ∈ Gr−1

(
Mrv

)
n

:= mı́n
{
ln, c̄rf

n +
(
Irv
)
n

}
. (2.46)

Claramente para n ∈ Gr−1 se tiene que
(
Mrv

)
n

son funciones mediables y no negativas; y

también
(
Mrv

)
n
6 ln con n ∈ Gr−1. Por lo tanto,

(
Mrv

)
n
∈Mrv ∈ Vr−1, está bien definido.

Definición 15.

Sean ψ y r > 1 cualesquiera. Se define el funcional Bψ
r : Vr → R para cualquier v ∈ Vr

Bψ
r

(
v
)

:=
r−1∑
k=1

∑
n∈Gk

pn

∫
sψn

(
c(n)fn + ln

)
dµn +

∑
n∈Gr

pn

∫
tψn

(
c(n)fn + vn

)
dµn. (2.47)

El funcional (2.47) está bien definido debido al Corolario 4. Además, el funcional está en
dependencia directa de la regla de paro ψ y de la dimensión r de la familia de funciones v a la
cual se aplica.

Ahora en particular, la función de Lagrange truncada LNM (ψ) (2.37) puede escribirse en
términos del funcional B. Si ψ ∈ FN entonces

LNM (ψ) =
N−1∑
k=1

∑
n∈Gk

pn

∫
sψn
(
c(n)fn + ln

)
dµn +

∑
n∈GN

pn

∫
tψn
(
c(n)fn + ln

)
dµn,

= Bψ
N

(
{ln}

)
. (2.48)

Claramente {ln}n∈GN ∈ FN .

Es importante señalar la siguiente propiedad de Bψ
r para r = 1. Dada cualquier v ∈ FM , el

operador B1 no depende de la regla de paro ψ, debido a que dicha dependencia desaparece en
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este caso, como se describe en lo siguiente:

Bψ
1 (v) :=

∑
n∈G

pn

∫
tψn

(
c(n)fn + vn

)
dµn =

∑
n∈G

pn

∫ (
c(n)fn + vn

)
dµn,

=
∑
n∈G

pnc(n)

∫
fn
(
xn
)
dµn

(
xn
)

+
∑
n∈G

pn

∫
vn
(
xn
)
dµn

(
xn
)
.

= c1 +
∑
n∈G

pn

∫
vn
(
xn
)
dµn

(
xn
)

= B1

(
v
)
. (2.49)

La segunda igualdad del primer paso se sigue por (1.3), ya que tψn = 1 cuando n ∈ G.

Corolario 4.

El valor Bψ
r

(
v
)

es finito para cualesquiera ψ, r > 1 y v ∈ Vr. (2.50)

Demostración del Corolario 4:
Por definición (2.47),

Bψ
r

(
v
)

=
r−1∑
k=1

∑
n∈Gk

pn

∫
sψn

(
c(n)fn + ln

)
dµn +

∑
n∈Gr

pn

∫
tψn

(
c(n)fn + vn

)
dµn.

Sea 1 6 k 6 r − 1 cualquiera, pero fija. Tomemos el k-ésimo miembro de la primera suma∑
n∈Gk

pn

∫
sψn

(
c(n)fn + ln

)
dµn 6

∑
n∈Gk

pn

(
c(n)

∫
fn
(
xn
)
dµn

(
xn
)

+

∫
ln dµ

n
(
xn
))

6
∑
n∈Gk

(
pnc(n) + λ0pn

)
=
∑
n∈Gk

pnc(n) + λ0

∑
n∈Gk

pn = Sk + λ0 <∞. (2.51)

Donde Sk :=
k∑
i=1

ci <∞, debido a (1.7) para cada k > 1. Sumando (2.51) para 1 6 k 6 r − 1

se obtiene el primer sumando de Bψ
r , el cual es menor o igual a

r−1∑
k=1

(
Sk + λ0

)
< ∞ para cada

r > 2.
Análogamente, el segundo sumando:∑

n∈Gr
pn

∫
tψn

(
c(n)fn + vn

)
dµn 6

∑
n∈Gr

pn

∫ (
c(n)fn + ln

)
dµn 6 Sr + λ0 <∞. (2.52)
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Por lo tanto, de (2.51) y (2.52) se sigue Bψ
r (v) 6

r∑
k=1

(
Sk +λ0

)
<∞, para cualesquiera ψ, r > 1

y v ∈ Vr.

Definición 16.

Sea ψ regla de paro cualquiera, se define

Tψn :=
{
xn =

(
xn1 , . . . , x

n
k

)
∈ Xn : tψn(xn) > 0

}
. (2.53)

Con base en el Corolario 4 se pueden hacer comparaciones entre los funcionales Bψ
r , por lo

cual el siguiente lema es posible.

Lema 4.

Sean ψ y r > 1 cualesquiera. Si v ∈ Vr+1 entonces

Bψ
r+1

(
v
)

> Bψ
r

(
Mr+1v

)
. (2.54)

La igualdad en (2.54) se alcanza si y solo si ,

ψn R I{
ln . c̄r+1fn+(Ir+1v)n

}, (2.55)

sobre el conjunto Tψn µn-c.t.p. para toda n ∈ Pr.

Demostración del Lema 4:
Sea r > 1 y v ∈ Vr+1. Por definiciones (2.47), (2.45) y (2.46), y por Corolario 4, la desigualdad
(2.54) es equivalente a demostrar que:

∑
n∈Gr

pn

∫
sψn
(
c(n)fn + ln)dµn

(
xn
)

+
∑

n∈Gr+1

pn

∫
tψn
(
c(n)fn + vn

)
dµn

(
xn
)

>
∑
n∈Gr

pn

∫
tψn

(
c(n)fn + (Mr+1v)n

)
dµn

(
xn
)
. (2.56)

Donde (Mr+1v)n = mı́n
{
ln, c̄r+1f

n + (Ir+1v)n
}

con n ∈ Gr.
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Desarrollemos el lado izquierdo de (2.56), utilizando el teorema de Fubini, se obtiene:∑
n∈Gr

pn

∫
sψn
(
c(n)fn + ln

)
dµn +

∑
(n,m)∈Gr+1

p(n,m)

∫
tψ(n,m)

(
c
(
(n,m)

)
f (n,m) + v(n,m)

)
dµ(n,m)

=
∑
n∈Gr

pn

[ ∫
tψn

(
ψn
(
c(n)fn + ln

)
+

+
∑
m∈G

pr+1(m)(1− ψn)

∫ ((
c(n) + c(m)

)
f (n,m)

(
xn, xm

)
+ v(n,m)

(
xn, xm

))
dµm(xm)

)
dµn

]
=

∑
n∈Gr

pn

[ ∫
tψn

(
ψn
(
c(n)fn + ln

)
+ (1− ψn)

[∑
m∈G

pr+1(m)c(n)

∫
f (n,m)

(
xn, xm

)
dµm(xm) +

+
∑
m∈G

pr+1(m)

∫ (
c(m)f (n,m)

(
xn, xm

)
+ v(n,m)(x

n, xm)
)
dµm(xm)

])
dµn

(
xn
)]
,

=
∑
n∈Gr

pn

[ ∫
tψn

(
ψn
(
c(n)fn + ln

)
+

+(1− ψn)
[
c(n)fn +

∑
m∈G

pr+1(m)c(m)fn + (Ir+1v)n

])
dµn

(
xn
)]
,

=
∑
n∈Gr

pn

[ ∫
tψn

(
c(n)fn + ψnln + (1− ψn)

[
cr+1f

n + (Ir+1v)n

])
dµn

(
xn
)]
.

En la tercera igualdad se aplicó que

∫
f (n,m)(xn, xm)dµm(xm) = fn(xn) y

∑
m∈G

pr+1(m) = 1.

Ahora utilizando el Lema 1, (2.16) con n ∈ Gr y

φ(x) ≡ ψn, F1 ≡ ln y F2 ≡ cr+1f
n + (Ir+1v)n.

Donde además por (2.22),∫
mı́n

{
F1, F2

}
dµn =

∫
mı́n

{
ln, cr+1f

n + (Ir+1v)n

}
dµn 6

∫
ln dµ

n <∞.

Por tanto, para toda r > 1 y cualquier n ∈ Gr,∑
n∈Gr

pn

[ ∫
tψn

(
c(n)fn + ψnln + (1− ψn)

[
cr+1f

n + (Ir+1v)n

])
dµn

(
xn
)]

>
∑
n∈Gr

pn

[ ∫
tψn

(
c(n)fn + mı́n

{
ln, cr+1f

n + (Ir+1v)n

})
dµn

(
xn
)]

=
∑
n∈Gr

pn

∫
tψn

(
c(n)fn + (Mr+1v)n

)
dµn

(
xn
)
. (2.57)
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Lo cual demuestra (2.54).

Ahora, nuevamente, con base en el Lema 1 se tendrá la igualdad entre algunas integrales
presentes en (2.57) si y solo si se cumple cierta estructura para ψn.

Sin embargo, si existe algún n tal que pn = 0, entonces se tendrá la igualdad en (2.57)
independientemente de la regla ψ. Entonces para este caso no es necesaria la estructura (2.55).
Por lo tanto, tomemos n tal que pn > 0 (i.e. sea n ∈ Pr).

Entonces, por Lema 1 (2.17) la igualdad en (2.57) se alcanza si y solo si

ψn R I{
ln. cr+1fn+(Ir+1v)n

}, (2.58)

sobre el conjunto Tψn µn-c.t.p., para toda n ∈ Pr.

Definición 17.

Se define para r = N
V N
r :=

{
ln
}
n∈GN , (2.59)

y recursivamente para r = N − 1, N − 2, . . . , 1,

V N
r := Mr+1V

N
r+1. (2.60)

Obviamente por propiedades de la familia
{
ln
}
n∈GN y por la Definición 14 del operador Mr

se tiene que para toda r = N, . . . , 1:
V N
r ∈ Vr. (2.61)

El siguiente corolario nos permitirá acotar por debajo a la función de Langrange truncada
LNM .
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Corolario 5.

Sea ψ ∈ FN cualquier regla de paro (truncada). Entonces para cualquier 1 6 r 6 N−1
se tiene la siguiente desigualdad:

Bψ
r+1

(
V N
r+1

)
> Bψ

r

(
V N
r

)
. (2.62)

Además, se alcanza la igualdad en (2.62) si y solo si ψ satisface para toda n ∈ Gr:

ψn R I{
ln . c̄r+1fn+

(
Ir+1V Nr+1

)
n

}, (2.63)

sobre el conjunto Tψn µn-c.t.p.

Demostración del Corolario 5:
Se demostrará por inducción sobre r = N − 1, . . . , 1.
Sea r = N − 1, por (2.47), (2.48) y aplicando la desigualdad (2.54) del Lema 4, se tiene que:

LNM (ψ) = Bψ
N

({
ln
})

= Bψ
N

(
V N
N

)
> Bψ

N−1

(
MNV

N
N

)
= Bψ

N−1

(
V N
N−1

)
. (2.64)

Las últimas igualdades se tienen por las definiciones (2.59) y (2.60) con V N
N−1 = MNV

N
N . Además

por (2.55) se obtiene la igualdad en (2.64) si y solo si

ψn R I{
ln . c̄Nfn+

(
INV

N
N

)
n

}, (2.65)

sobre Tψn µn-c.t.p., para toda n ∈ PN−1.

Ahora supongamos que (2.62) se cumple para alguna r = N − 1, N − 2, . . . , 2. Entonces por
(2.60) y (2.61) se sabe que V N

r = Mr+1V
N
r+1 ∈ Vr. Aplicando, nuevamente, (2.54) del Lema 4

Bψ
r

(
V N
r

)
> Bψ

r−1

(
MrV

N
r

)
= Bψ

r−1

(
V N
r−1

)
. (2.66)

donde V N
r−1 = MrV

N
r ∈ Fr−1. Además por (2.55) se obtiene la igualdad en (2.66) si y solo si

ψn R I{
ln . c̄rfn+

(
IrV Nr

)
n

}, (2.67)

sobre el conjunto Tψn µn-c.t.p., para toda n ∈ Pr−1.

Por lo tanto (2.62) se cumple para toda 1 6 r 6 N − 1. Finalmente, también se demuestra
que se alcanza la igualdad en (2.62) si y solo si ψ satisface para toda n ∈ Gr (2.63) sobre el
conjunto Tψn µn-c.t.p.
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Condición ΠN . (Regla de paro truncada óptima)

Una regla de paro ψ satisface la condición ΠN , si cumple las siguientes dos condiciones:
Para toda 1 6 r 6 N − 1 y para cualquier n ∈ Pr

ψ(n:r) R I{
ln . c̄r+1fn+

(
Ir+1V Nr+1

)
n

}, (2.68)

sobre el conjunto Tψn µn-c.t.p., para λ0 > 0 y λ1 > 0.
Y para toda n ∈ PN ,

ψn = 1, sobre el conjunto Tψn µn-c.t.p. (2.69)

La condición ΠN caracteriza a una regla de paro truncada (ψ ∈ FN), ya que necesariamente
dicha regla detiene el experimento en la etapa N , si no lo hizo antes.

El nombre “ΠN” hace referencia al nombre “paro” (regla), por lo cual se utiliza la letra
griega mayúscula “Π” y el supeŕındice “N” marca el nivel de truncamiento (horizonte finito).

Teorema 3.

Para cualquier ψ ∈ FN ,

LNM (ψ) > B1

(
V N

1

)
. (2.70)

Donde V N
1 está definido en (2.60).

Se obtiene la igualdad en (2.70) si y solo si ψ satisface la condición ΠN .

Demostración del Teorema 3:
Aplicando sucesivamente la desigualdad (2.62) del Corolario 5 se tiene que:

LNM (ψ) = Bψ
N

(
V N
N

)
> Bψ

N−1

(
V N
N−1

)
> Bψ

N−2

(
V N
N−2

)
> · · · > B1

(
V N

1

)
. (2.71)

Por tanto, por (2.49)

LNM (ψ) > B1

(
V N

1

)
= c1 +

∑
n∈G

pn

∫ (
V N

1

)
n

(
xn
)
dµn

(
xn
)
. (2.72)

Lo cual demuestra (2.70), donde V N
1 está definido en (2.60).
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Por otro lado, también del Corolario 5 se tiene la igualdad en cada una de las desigualdades
de la cadena (2.71) si y solo si ψ satisface la condición ΠN . Por tanto para dicha ψ se tiene:

LNM
(
ψ
)

= B1

(
V N

1

)
. (2.73)

El resultado anterior nos da las condiciones necesarias y suficientes para que una regla de
paro truncada alcance la cota inferior B1

(
V N

1

)
de la función de Langrange (2.37). Por lo tanto,

la regla (o familia) de paro truncada óptima es toda aquella que satisface la condición ΠN .

Un ejemplo de este tipo de regla de paro truncada óptima fue desarrollada en la investiga-
ción [Popoca, (2012)]. Aunque dicha regla es óptima cuando tanto las observaciones como los
tamaños de los grupos son v.a. independientes e idénticamente distribuidas.

Otra manera de expresar el Teorema 3 es la siguiente:

LNM (ψ) = ı́nf
ψ′∈FN

LNM (ψ′) si y solo si ψ satisface la condición ΠN . (2.74)

Definición 18.

Se define la clase de pruebas secuenciales cuya regla de paro detiene el experimento en
la etapa N o antes, i.e.

SN :=
{(
ψ, φ

)
: ψ ∈ FN

}
. (2.75)

Debido a la propiedad (2.36) entre las clases FN y FM se tiene que SN ⊂ SM .

Condición
(
ΠN ,∆ψ

)
. (Prueba secuencial truncada óptima)

Una prueba secuencial (ψ, φ) satisface la condición
(
ΠN ,∆ψ

)
, si ψ cumple la condición

ΠN y, para dicha regla de paro, φ satisface la condición ∆ψ, para algunas λ0 > 0 y
λ1 > 0.

El siguiente teorema nos da condiciones necesarias y suficientes para que la prueba secuencial
truncada alcance el ı́nfimo de la función de Lagrange truncada LNM (resolución con horizonte
finito de nuestro problema sin restricciones).
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Teorema 4.

Si una prueba secuencial (ψ∗, φ∗) satisface la condición (ΠN ,∆ψ) entonces

LNM
(
ψ∗, φ∗

)
= ı́nf

(ψ,φ)∈SN
LNM
(
ψ, φ

)
. (2.76)

Además, si existe alguna prueba secuencial (ψ∗, φ∗) ∈ SN tal que cumple (2.76) enton-
ces la prueba (ψ∗, φ∗) satisface la condición (ΠN ,∆ψ).

Demostración del Teorema 4:

Suficiencia : Sea (ψ∗, φ∗) tal que satisface la condición (ΠN ,∆ψ∗). Debido a que φ∗ satisface
la condición ∆ψ∗ , entonces por Teorema 2 (segunda parte) y a (2.33) se tiene:

LM

(
ψ, φ∗

)
= ı́nf

φ
LM

(
ψ, φ

)
, para cualquier ψ ∈ FM .

Por otro lado, ya que ψ∗ cumple ΠN , entonces ψ∗ ∈ FN y por (2.37) LM (ψ∗, φ∗) = LNM (ψ∗).
De lo cual y por (2.74) se tiene que:

LNM
(
ψ∗, φ∗

)
= ı́nf

(ψ,φ)∈SN
LNM
(
ψ, φ

)
.

Esto demuestra la primera parte del teorema.

Necesidad: Supongamos que existe una prueba secuencial (ψ∗, φ∗) con ψ∗ ∈ FN y tal
que cumple (2.76). Entonces (ψ∗, φ∗) minimiza a la función de Lagrange (2.37), por tanto por
Teoremas 2 y 3 (segunda parte) se tiene que ψ∗ y φ∗ cumplen, respectivamente, las condiciones
ΠN y ∆ψ∗ . Por lo tanto, (ψ∗, φ∗) satisface la condición (ΠN ,∆ψ∗).

El siguiente teorema nos da condiciones suficientes de cuándo una prueba secuencial trun-
cada minimiza el costo promedio del experimento KM (ψ) (resolución con horizonte finito de
nuestro problema con restricciones).
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Teorema 5.

Si una prueba secuencial truncada (ψ∗, φ∗) satisface la condición
(
ΠN ,∆ψ∗

)
, entonces

para cualquier otra prueba secuencial (ψ, φ) ∈ SN tal que

α(ψ, φ) 6 α(ψ∗, φ∗) y β(ψ, φ) 6 β(ψ∗, φ∗), (2.77)

se tiene que
KM (ψ) > KM (ψ∗). (2.78)

La desigualdad (2.78) es estricta, si al menos una de las desigualdades en (2.77) lo es.

Demostración del Teorema 5: Como (ψ∗, φ∗) satisface la condición (ΠN ,∆ψ∗) entonces, por
Teorema 4, se tiene que LNM

(
ψ∗, φ∗

)
= ı́nf

(ψ,φ)∈SN
LNM
(
ψ, φ

)
.

Ahora sea (ψ, φ) ∈ SN cualquier otra prueba secuencial que cumple (2.77). Además se sabe
que SN ⊂ SM entonces por Corolario 1 y (2.4) se sigue (2.78).
La desigualdad (2.78) es estricta, si al menos una de las desigualdades en (2.77) lo es.

Con el Teorema 5 se concluye la demostración de la optimalidad de la prueba secuencial
truncada, dando condiciones suficientes para que ella tenga un costo promedio del experi-
mento mı́nimo, sobre cualquier otra prueba truncada. Esta suficiencia se realizó a través del
método de Langrange (generalizado) o Teorema 1 (de admisibilidad). Sin embargo, también
es posible demostrar, solo para el caso truncado, el teorema “rećıproco” de la generalización
de Lagrange. Esta sección se terminará con la demostración de este rećıproco, demostrando
aśı que para el caso truncado la manera de encontrar la optimalidad de una prueba secuencial
truncada es a través del método generalizado de Lagrange y viceversa.

Lema 5.

Para N ≥ 1 cualquiera, el siguiente conjunto es convexo

BN :=
{(
K,α, β

)
∈ R3 : existe una prueba secuencial (ψ, φ) ∈ SN tal que

K = KM (ψ), α = α(ψ, φ), β = β(ψ, φ)
}
. (2.79)
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Demostración del Lema 5:
Sean

(
K1, α1, β1

)
y
(
K2, α2, β2

)
∈ BN cualesquiera, entonces existen pruebas secuenciales

(ψ1, φ1) y (ψ2, φ2) ∈ SN tales que sus costos promedios y probabilidades de error son, res-
pectivamente:
K1 = K1(ψ1), α1 = α1(ψ1, φ1), β1 = β1(ψ1, φ1) yK2 = K2(ψ2), α2 = α2(ψ2, φ2), β2 = β2(ψ2, φ2).

Las pruebas (ψ1, φ1) y (ψ2, φ2) generan a su vez las probabilidades condicionadas tψ1
n , sψ1

n y
tψ2
n , sψ2

n , respectivamente, para toda n ∈ Gk y toda k > 1.

Sea γ ∈ [0, 1] y sea la combinación lineal γ
(
K1, α1, β1

)
+ (1− γ)

(
K2, α2, β2

)
= (K,α, β).

Se demostrará que (K,α, β) pertenece al conjunto BN , para cualquier γ ∈ [0, 1]. Pa-
ra lo cual, para toda γ ∈ [0, 1] se construirá una prueba secuencial (ψ, φ) ∈ SN tal que
K = γK1 + (1− γ)K2, α = γα1 + (1− γ)α2 y β = γβ1 + (1− γ)β2.

Entonces para γ = 1 y sea la prueba secuencial (ψ1, φ1) ∈ SN con su respectivo (K1, α1, β1) ∈
BN . Análogamente, para γ = 0, sea la prueba secuencial (ψ2, φ2) ∈ SN con su respectivo
(K2, α2, β2) ∈ BN .

Sea γ ∈ (0, 1) cualquiera, se definen para toda k > 1 y para toda n ∈ Gk.

ψn :=


γsψ1
n + (1− γ)sψ2

n

γtψ1
n + (1− γ)tψ2

n

, si tψ1
n > 0 o tψ2

n > 0;

1, en otro caso.

(2.80)

φn :=


γsψ1
n φ1n + (1− γ)sψ2

n φ2n

γsψ1
n + (1− γ)sψ2

n

, si sψ1
n > 0 o sψ2

n > 0;

1, en otro caso.

(2.81)

Como tψin y sψin son medibles para i = 1, 2, se sigue que ψn y φn son también funciones medibles.

Por otro lado, sean γ1 =
γtψ1
n

γtψ1
n + (1− γ)tψ2

n

y
(
1−γ1) =

(1− γ)tψ2
n

γtψ1
n + (1− γ)tψ2

n

, entonces γ1 ∈ [0, 1]

y ψn = γ1ψ1n + (1 − γ1)ψ2n. Además, se sabe que mı́n{ψ1n, ψ2n} 6 γ1ψ1n + (1 − γ1)ψ2n 6
máx{ψ1n, ψ2n}. Por tanto 0 6 ψn 6 1.

Análogamente, sean γ2 =
γsψ1
n

γsψ1
n + (1− γ)sψ2

n

y
(
1 − γ2) =

(1− γ)sψ2
n

γsψ1
n + (1− γ)sψ2

n

entonces γ2 ∈

[0, 1] y φn = γ2φ1n+(1−γ2)φ2n. Además, mı́n{φ1n, φ2n} 6 γ2φ1n+(1−γ2)φ2n 6 máx{φ1n, φ2n}.
De lo cual 0 6 φn 6 1. Por tanto, para todo n ∈ Gk y toda k > 1, ψ = {ψn}k y φ = {φn}k son
sucesiones de funciones medibles en [0, 1].
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Ahora se demostrará por inducción que tψn = γtψ1
n + (1 − γ)tψ2

n para toda k > 1 y toda
n ∈ Gk, utilizando las definiciones (2.80), (1.3) y (1.4).

Sea k = 1 y n ∈ G1 cualquiera, entonces por definición (1.3) tψn := 1 y tψ1
n := 1 =: tψ2

n , de lo
cual γtψ1

n + (1− γ)tψ2
n = 1. Por lo tanto para toda n ∈ G1, tψn = γtψ1

n + (1− γ)tψ2
n = 1.

Supongamos que para k > 1 y cualquier n ∈ Gk se cumple que tψn = γtψ1
n +(1−γ)tψ2

n . Ahora
tomemos k + 1 y n ∈ Gk+1 cualquiera, entonces por (1.3)

tψn = (1− ψ(n:1))(1− ψ(n:2)) · · · (1− ψ(n:k−1))(1− ψ(n:k)) = tψ(n:k)(1− ψ(n:k)). (2.82)

Si tψ1

(n:k) = 0 y tψ2

(n:k) = 0, entonces por hipótesis de inducción tψ(n:k) = γtψ1

(n:k)+(1−γ)tψ2

(n:k) = 0.

De esto y de (2.82) se tiene que tψn = tψ(n:k)(1− ψ(n:k)) = 0.

Por otro lado tψ1
n = tψ1

(n:k)(1 − ψ1(n:k)) = 0 y tψ2
n = tψ2

(n:k)(1 − ψ2(n:k)) = 0. Por lo tanto para

cualquier n ∈ Gk+1, tψn = γtψ1
n + (1− γ)tψ2

n = 0.

Si tψ1

(n:k) > 0 o tψ2

(n:k) > 0, entonces por (2.82)

tψn = tψ(n:k)(1− ψ(n:k)) = tψ(n:k)

(
1−

γsψ1

(n:k) + (1− γ)sψ2

(n:k)

γtψ1

(n:k) + (1− γ)tψ2

(n:k)

)
, por (2.80),

= tψ(n:k)

(
γtψ1

(n:k)(1− ψ1n) + (1− γ)tψ2

(n:k)(1− ψ2n)

tψ(n:k)

)
, por hipótesis de inducción.

= γtψ1
n + (1− γ)tψ2

n .

Ahora se demostrará que sψn = γsψ1
n + (1− γ)sψ2

n para toda k > 1 y toda n ∈ Gk, utilizando
lo anterior y las definiciones (2.80), (1.3), (1.4).

Sea k > 1 y n ∈ Gk cualesquiera. Por la definición (1.4) se tiene que sψn = tψn ψn.

Si tψ1
n = 0 y tψ2

n = 0, entonces de lo anterior tψn = γtψ1
n + (1− γ)tψ2

n = 0, y por tanto sψn = 0.
Por otro lado, también se tiene que sψ1

n = 0 y sψ1
n = 0, y de lo cual γsψ1

n + (1− γ)sψ2
n = 0. Por

tanto sψn = γsψ1
n + (1− γ)sψ2

n = 0.

Si tψ1
n > 0 o tψ2

n > 0, entonces

sψn = tψn ψn =
(
γtψ1
n + (1− γ)tψ2

n

)(γsψ1
n + (1− γ)sψ2

n

γtψ1
n + (1− γ)tψ2

n

)
= γsψ1

n + (1− γ)sψ2
n .

Ahora se demostrará que ψ ∈ FN . Sea N > 1 y n ∈ GN cualesquiera, sabemos que ψ1, ψ2 ∈
FN , entonces tψ1

n = 0 y tψ2
n = 0 para n ∈ GN+1 µn-c.t.p. Entonces como tψn = γtψ1

n + (1− γ)tψ2
n ,
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por tanto tψn = 0 para toda n ∈ GN+1. De lo cual y por definición (2.35), ψ ∈ FN .

Finalmente como ψ ∈ FM (ya que FN ⊂ FM , (2.36)), entonces existe su costo promedio
K(ψ). Utilizando las definiciones de K(ψ) (1.16), α(ψ, φ) (1.12) y β(ψ, φ) (1.13) se tiene que:

K(ψ) =
∞∑
k=1

∑
n∈Gk

pnc(n)Esψn =
∞∑
k=1

∑
n∈Gk

pnc(n)E
(
γsψ1
n + (1− γ)sψ2

n

)
= γ

∞∑
k=1

∑
n∈Gk

pnc(n)Esψ1
n + (1− γ)

∞∑
k=1

∑
n∈Gk

pnc(n)Esψ2
n .

De lo cual se deduce que K(ψ) = γK1(ψ1) + (1− γ)K2(ψ2).

α(ψ, φ) =
∞∑
k=1

∑
n∈Gk

pnE0

(
sψnφnI{sψ1n >0 ∪ sψ2n >0} + sψnφnI{sψ1n =0 ∩ sψ2n =0}

)
=

=
∞∑
k=1

∑
n∈Gk

pnE0 s
ψ
n

(
γsψ1
n φ1n + (1− γ)sψ2

n φ2n

sψn

)
I{sψ1n >0 ∪ sψ2n >0} =

=
∞∑
k=1

∑
n∈Gk

pnE0(γsψ1
n φ1n + (1− γ)sψ2

n φ2n)
(

1− I{sψ1n =0 ∩ sψ2n =0}

)
=

= γ
∞∑
k=1

∑
n∈Gk

pnE0s
ψ1
n φ1n + (1− γ)

∞∑
k=1

∑
n∈Gk

pnE0s
ψ2
n φ2n.

Lo anterior implica que α(ψ, φ) = γα1(ψ1, φ1) + (1− γ)α2(ψ2, φ2).

β(ψ, φ) =
∞∑
k=1

∑
n∈Gk

pnE1

(
sψn
(
1− φn

)
I{sψ1n >0 ∪ sψ2n >0} + sψn

(
1− φn

)
I{sψ1n =0 ∩ sψ2n =0}

)
=

∞∑
k=1

∑
n∈Gk

pn E1 s
ψ
n

(
sψn −

(
γsψ1
n φ1n + (1− γ)sψ2

n φ2n

)
sψn

)
I{sψ1n >0 ∪ sψ2n >0} =

=
∞∑
k=1

∑
n∈Gk

pn E1

(
(γsψ1

n − (1− γ)sψ2
n )−

(
γsψ1
n φ1n + (1− γ)sψ2

n φ2n

))
(

1− I{sψ1n =0 ∩ sψ2n =0}

)
= γ

∞∑
k=1

∑
n∈Gk

pnE1s
ψ1
n (1− φ1n) + (1− γ)

∞∑
k=1

∑
n∈Gk

pnE1s
ψ2
n (1− φ2n).

Se concluye que β(ψ, φ) = γβ1(ψ1, φ1) + (1− γ)β2(ψ2, φ2).
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CAPÍTULO 2. OPTIMALIDAD DE PRUEBAS SECUENCIALES CON
GRUPOS ALEATORIOS

Por tanto, para cada γ ∈ (0, 1) se define la prueba secuencial (ψ, φ) con componentes en
(2.80) y (2.81) con ψ ∈ FN y K = γK1 +(1−γ)K2, α = γα1 +(1−γ)α2 y β = γβ1 +(1−γ)β2;
de lo cual (K,α, β) ∈ BN . Por lo tanto, BN es convexo y además es no vaćıo.

El siguiente teorema nos marca condiciones necesarias para que una prueba secuencial trun-
cada sea admisible.

Teorema 6.

Sea una prueba secuencial (ψ∗, φ∗) ∈ SN . Supongamos que no existe otra prueba se-
cuencial (ψ, φ) ∈ SN tal que

KM (ψ) 6 KM (ψ∗), α(ψ, φ) 6 α(ψ∗, φ∗) y β(ψ, φ) 6 β(ψ∗, φ∗), (2.83)

con al menos una desigualdad estricta. Entonces

b1KM (ψ∗)+b2α(ψ∗, φ∗)+b3β(ψ∗, φ∗) = ı́nf
(ψ,φ)∈SN

{
b1KM (ψ) + b2α(ψ, φ) + b3β(ψ, φ)

}
,

(2.84)
para b1 > 0, b2 > 0 y b3 > 0 con al menos una positiva.

La hipótesis asociada a (2.83) está basada en la idea de “admisibilidad ” de Wald, salvo
porque aqúı se aplica a una prueba estad́ıstica secuencial truncada. En este teorema estamos
suponiendo que no existe otra prueba secuencial truncada que mejore en sus tres componentes
a la prueba (ψ∗, φ∗) truncada. El teorema marca que para que una prueba no se pueda mejorar
es necesario que sea el ı́nfimo de la “generalización” de la función de Lagrange.

Demostración del Teorema 6:
Sea una prueba secuencial (ψ∗, φ∗) con ψ∗ ∈ FN . Sean K∗ = KM (ψ∗), α∗ = α(ψ∗, φ∗) y
β∗ = β(ψ∗, φ∗). Se define el conjunto

A :=
{(
K,α, β) ∈ R3 : K < K∗, α < α∗ y β < β∗

}
. (2.85)

Sean
(
K1, α1, β1

)
y
(
K2, α2, β2

)
∈ A.

Sea γ ∈ [0, 1] cualquiera y sean
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K := γK1 + (1− γ)K2, α := γα1 + (1− γ)α2 y β := γβ1 + (1− γ)β2. Entonces

K = γK1 + (1− γ)K2 < γK∗ + (1− γ)K∗ = K∗.

α = γα1 + (1− γ)α2 < γα∗ + (1− γ)α∗ = α∗.

β = γβ1 + (1− γ)β2 < γβ∗ + (1− γ)β∗ = β∗.

Esto es
(
K,α, β

)
∈ A. Por tanto A es convexo. Además es no vaćıo.

Por Lema 5 el conjunto BN es convexo. Supongamos que BN∩A 6= ∅, sea (K,α, β) ∈ BN∩A,
entonces existe una prueba secuencial (ψ, φ) ∈ SN tal que K = KM (ψ, φ), α = α(ψ, φ) y
β = β(ψ, φ) y además K < K∗ y α < α∗, β < β∗, pero esto es una contradicción porque por
hipótesis no existe una prueba que cumpla (2.83) con al menos una desigualdad estricta. Por
lo tanto BN ∩ A = ∅.

Ahora utilizando el Teorema de Separación para conjuntos convexos (Theorem 11.3, pp. 97
en [Rockafellar, (1972)]) existe un hiperplano que separa propiamente a los conjuntos A y BN .
Por Teorema 11.1 (Theorem 11.1, pp. 95 en [Rockafellar, (1972)]) existe un b = (b1, b2, b3) ∈ R3

tal que:

ı́nf
{
b1K + b2α + b3β : (K,α, β) ∈ BN

}
> sup

{
b1K + b2α + b3β : (K,α, β) ∈ A

}
. (2.86)

Utilizando otra desigualdad del teorema citado (́ıdem) se deduce que (b1, b2, b3) 6= (0, 0, 0).

Por un lado, se tiene que el ı́nfimo de (2.86) es finito debido a lo siguiente. Tomemos una
prueba secuencial (ψ′, φ′) tal que ψ′ detiene el experimento en la etapa uno, i.e. ψn = 1 para
toda n ∈ P1. Como dicha regla es truncada entonces ψ′ ∈ F 1

M ⊂ FN . De lo cual, (ψ′, φ′) ∈ SN .
Además, sus respectivas probabilidades de error son finitas (α′ 6 1 y β′ 6 1) y debido a que
sψ
′
n = 1 para toda n ∈ G1 entonces

K ′ = KM (ψ′) =
∑
n∈G1

pnc(n)Esψ
′

n =
∑
n∈G

p1(n)c1(n) = c1 <∞.

La finitud de K ′ se sigue por (1.7). Entonces (K ′, α′, β′) ∈ BN . Por tanto
ı́nf
{
b1K + b2α + b3β : (K,α, β) ∈ BN

}
6 b1K

′ + b2α
′ + b3β

′ <∞.

Sea M :=
{
b1K + b2α + b3β : (K,α, β) ∈ A

}
.

Sin perdida de generalidad (SPG), supongamos que b2 < 0. Sean b1K y b3β fijos, tomemos
una sucesión αn → −∞ cuando n→∞, entonces b2αn −→

n→∞
∞. De lo cual supM =∞ y de la

desigualdad (2.86) se tiene

ı́nf
{
b1K + b2α + b3β : (K,α, β) ∈ BN

}
>∞.
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Lo cual es una contradicción, porque el ı́nfimo es finito. Por lo tanto, b1 > 0, b2 > 0 y b3 > 0
con al menos una positiva.

Ahora como bi > 0 para cada i = 1, 2, 3, con al menos una desigualdad estricta. Entonces
sean las sucesiones: Kn → K∗, αn → α∗ y βn → β∗ cuando n → ∞, con 0 < Kn < K∗,
0 < αn < α∗ y 0 < βn < β∗ para toda n ∈ N. Entonces (Kn, αn, βn) ∈ A para toda n ∈ N. Por
tanto, 0 6 ĺım

n→∞
(b1Kn + b2αn + b3βn) 6 supM . De lo cual 0 6 b1K

∗+ b2α
∗+ b3β

∗ 6 supM . Por

lo que de (2.86) se tiene:

ı́nf
{
b1K + b2α + b3β : (K,α, β) ∈ BN

}
> b1K

∗ + b2α
∗ + b3β

∗.

Sin embargo, como(K∗, α∗, β∗) ∈ BNentonces

ı́nf
{
b1K + b2α + b3β : (K,α, β) ∈ BN

}
= b1K

∗ + b2α
∗ + b3β

∗. (2.87)

Donde b1 > 0, b2 > 0 y b3 > 0 con al menos una positiva.

Observaciones: Existen relaciones importantes que se deducen del teorema anterior. Su-
pongamos que existe una prueba secuencial (ψ∗, φ∗) ∈ SN que es admisible, i.e. no se puede
mejorar al mismo tiempo respecto a sus tres componentes (su costo promedio y sus probabi-
lidades de error). Entonces por Teorema 6, dicha prueba es el ı́nfimo “ponderado” (satisface
(2.84)) para algunas b1 > 0, b2 > 0 y b3 > 0 con al menos una positiva.

(a) Si b1 > 0 entonces dicho ı́nfimo “ponderado” (los elementos del conjunto izquierdo de
(2.84)) se puede reescribir como K∗+λ0α

∗+λ1β
∗ para algunas λ0 = b2

b1
> 0 y λ1 = b3

b1
> 0.

Lo cual es nuestra conocida función de Lagrange truncada aplicada a la prueba admisible
LNM (ψ∗, φ∗). Por lo cual, la igualdad (2.84) se convierte en

ı́nf
(ψ,φ)∈SN

LNM (ψ, φ) = K∗ + λ0α
∗ + λ1β

∗. (2.88)

Por tanto, la prueba secuencial (ψ∗, φ∗) admisble satisface (2.76) y por Teorema 4 (segun-
da parte) (ψ∗, φ∗) satisface también la condición

(
ΠN ,∆ψ∗). Es decir una prueba admisible

satisface la estructura de la prueba óptima.
Este resultado nos marca las condiciones necesarias del método de Lagrange para encon-
trar la prueba truncada óptima truncada.

(b) Si b1 = 0 entonces supongamos SPG que b2 > 0 y sea λ = b3
b2

> 0, entonces (2.84) se
reescribe:

ı́nf
(ψ,φ)∈SN

{
α + λβ

}
= α∗ + λβ∗. (2.89)

En este caso se tiene la prueba secuencial cuyo costo promedio KM no se considera y
solo se trabajan sus probabilidades de error. Pero, debido al Corolario 2, si existe otra
prueba (ψ, φ) tal que α(ψ, φ) ≤ α∗ entonces β(ψ, φ) > β∗. La prueba admisible sigue
siendo óptima.
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2.1.3. Regla de paro óptima: caso no truncado

Con base en las reglas (o familia) de paro truncadas óptimas (ψ ∈ FN) que satisfacen la
condición ΠN para N fija, en esta sección se caracterizará a la regla de paro óptima cuando el
nivel de truncamiento vaya creciendo (i.e. N → ∞). Para lo cual se trabajará con la clase de
reglas de paro cuya función de Lagrange truncada LNM (ψ) converja a la correspondiente función
de Lagrange no truncada LM (ψ); además se examinarán algunas condiciones que determinen
cuándo se tendrá esta convergencia LNM (ψ)→ LM (ψ), cuando N →∞. A este caso se le conoce
como horizonte infinito o caso no truncado.

Para cualquier regla de paro ψ se define la regla de paro truncada asociada a ella como ψTN

(donde T indica el truncamiento en la etapa N) con ψn ≡ 1, n ∈ GN y N > 1 fija. Por tanto
toda regla de paro se puede truncar. Por lo cual a toda ψ se le puede aplicar la función de
Lagrange truncada (2.37), i.e. para cualquier ψ y para cualquier N > 1 entero fijo se tiene:

LNM (ψ) := LNM
(
ψTN

)
(2.90)

Por otro lado es importante mencionar que como nos encontramos en el caso no truncado
y el interés en este contexto es analizar el proceso, cuando el número de etapas (o grupos)
crece indefinidamente (k →∞), entonces es por ello que se consideraŕıa que, a su vez, crezca el
número de observaciones conforme crecen las etapas, porque, en general es posible que existan
grupos de tamaño cero, entonces es trascendente no tener sucesiones de tamaños de grupos
cuyas colas sean todas nulas.

Recordemos que estamos trabajando con los multiplicadores λ0 y λ1 fijos también en el
proceso. Entonces en este contexto de horizonte infinito vamos a trabajar con todas las reglas
de paro que cumplen la propiedad.

ĺım
N→∞

LNM (ψ;λ0, λ1) = LM

(
ψ;λ0, λ1

)
. (2.91)

Sin embargo, es importante marcar que esta propiedad está en dependencia de la estructura del
costo c(n) de los grupos y de los múltiplicadores λ’s. Por lo que definimos la siguiente clase.

Definición 19.

Para λ0 > 0 y λ1 > 0 fijas, se define la clase

TM = TM (λ0, λ1) :=
{
ψ ∈ FM : ψ satisface (2.91)

}
. (2.92)

Esta clase la llamaremos clase de reglas de paro truncables. Por definición se tiene que
TM ⊂ FM .
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Los siguientes lemas nos darán condiciones suficientes y/o necesarias para que una regla de
paro sea truncable (i.e. pertenezca a la clase TM ).

Lema 6.

Sea k > 1 un entero. Para que una regla de paro ψ ∈ TM es suficiente que para
cualesquiera λ0 > 0, λ1 > 0 se cumpla

ĺım
k→∞

∑
n∈Gk

pn

∫
tψn mı́n

{
λ0f

n
0 , λ1f

n
1

}
dµn = 0. (2.93)

Además, para que se cumpla (2.93) es necesario que ψ ∈ TM y KM (ψ) <∞.

Demostración del Lema 6:
Suficiencia: Supongamos que (2.93) se cumple para cualesquiera λ0 > 0 y λ1 > 0. Se demos-
trará que ψ ∈ TM .

Supongamos que LM (ψ) < ∞ entonces KM (ψ) < ∞. De esto se sigue que ψ ∈ FM , i.e.
P
(
τψ <∞

)
= 1. Entonces, por (2.34)-(2.33) y (2.37),

LM (ψ)− LNM (ψ)=
∞∑
k=N

∑
n∈Gk

∫
pns

ψ
n

(
c(n)fn + ln

)
dµn −

∑
n∈GN

pn

∫
tψn
(
c(n)fn + ln

)
dµn.(2.94)

El primer sumando de la ecuación anterior converge a cero, cuando N →∞, por ser la cola de
una serie convergente (ya que LM (ψ) <∞).

Ahora analicemos el segundo término derecho de (2.94):∑
n∈GN

pn

∫
tψn
(
c(n)fn + ln

)
dµn =

∑
n∈GN

pnc(n)

∫
tψnf

n dµn
(
xn
)

+
∑
n∈GN

pn

∫
tψnln dµ

n
(
xn
)
.

(2.95)

Por hipótesis se cumple (2.93), entonces el segundo término de la parte derecha de (2.95)∑
n∈GN

pn

∫
tψnln dµ

n
(
xn
)
→ 0, cuando N →∞.
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Por otro lado, dado n ∈ Gk con k = 1, 2, . . .

∞∑
k=N

∑
n∈Gk

pnc(n)Esψn ≥
∞∑
k=N

∑
n∈Gk

c(n : N)pnEs
ψ
n ya que c(n) > c(n : N),

=
∑
n∈GN

c(n)pnEs
ψ
n +

∞∑
k=N+1

∑
n∈Gk

pnc(n : N)Esψn

=
∑
n∈GN

c(n)pnEs
ψ
n +

∑
n∈GN

c(n)pn

∞∑
k=1

∑
m∈Gk

pmEs
ψ
n,m

=
∑
n∈GN

c(n)pnEs
ψ
n +

∑
n∈GN

c(n)pnP
(
τψ > N |n1, n2, . . . , nN

)
=

∑
n∈GN

c(n)pnEt
ψ
n =

∑
n∈GN

c(n)pn

∫
tψnf

ndµn
(
xn
)
.

Se sabe que el lado izquierdo de la desigualdad anterior converge a cero cuando N → ∞ (por
ser cola de KM (ψ) < ∞). Por tanto el primer término del lado derecho de (2.95) también es
cero cuando N →∞.

Por lo tanto LM (ψ)− LNM (ψ) −→
N→∞

0.

Ahora supongamos que LM (ψ) =∞, i.e.

LM (ψ) =
∞∑
k=1

∑
n∈Gk

pn

∫
sψn
(
c(n)fn + ln

)
dµn

(
xn
)

=∞

Entonces de (2.37) se tiene que

LNM (ψ) >
N−1∑
k=1

∑
n∈Gk

pn

∫
sψn
(
c(n)fn + ln

)
dµn −→

N→∞
∞.

Por lo tanto, ĺım
N→∞

LNM (ψ;λ0, λ1) = LM (ψ;λ0, λ1), para cualesquiera λ0 > 0 y λ1 > 0. Por tanto

ψ ∈ TM .

Necesidad: Supongamos que ψ ∈ TM y que KM (ψ) <∞.

Si KM (ψ) < ∞, se sigue que LM (ψ) < ∞, ya que α(ψ, φ), β(ψ, φ) ∈ [0, 1], y λ0, λ1 < ∞.
Además, por hipótesis ĺım

N→∞
LNM (ψ;λ0, λ1) = LM

(
ψ;λ0, λ1

)
=⇒ LM (ψ) − LNM (ψ) −→

N→∞
0.

Entonces
∞∑
k=N

∑
n∈Gk

∫
pns

ψ
n

(
c(n)fn + ln

)
dµn −

∑
n∈GN

pn

∫
tψn
(
c(n)fn + ln

)
dµn −→

N→∞
0.
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Dado que el primer término anterior es convergente a cero, cuando N →∞ porque LM (ψ) <∞,

entonces el segundo también es convergente y por tanto
∑
n∈GN

pn

∫
tψnln dµ

n −→
N→∞

0.

Definición 20.

Sean k > 1 y n ∈ Gk cualesquiera se define la siguiente clase:

Kn :=
{
xn =

(
xn1 , . . . , x

n
k

)
∈ Xn : fn(xn) > 0

}
. (2.96)

En el caso de trabajar con las funciones fn0 o fn1 se definirán las clases Kn0 o Kn1 , respecti-
vamente.

Definición 21.

Para n ∈ Gk y k > 1 se define la razón

Zn =
fn1 (Xn

1 , . . . , X
n
k )

fn0 (Xn
1 , . . . , X

n
k )

=
fn1
fn0
. (2.97)
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Lema 7.

Una regla ψ ∈ TM , si cualesquiera de las siguientes condiciones se cumple:

(i) Para cualquier regla de paro ψ ∈ FM , se tiene que

P0

(
τψ <∞

)
= 1 o P1

(
τψ <∞

)
= 1. (2.98)

(ii) Para cualquier c > 0

∑
n∈Gk

pn P0

(
fn1
(
Xn

1 , . . . , X
n
k

)
fn0
(
Xn

1 , . . . , X
n
k

) > c

)
−→ 0, cuando k →∞. (2.99)

(iii) Para algunos λ0 > 0 y λ1 > 0, se cumple

ĺım
k→∞

∑
n∈Gk

pn

∫
mı́n

{
λ0f

n
0 , λ1f

n
1

}
dµn(xn) = 0. (2.100)

Demostración del Lema 7:

(i) Sea ψ ∈ FM cualquier regla de paro, supongamos que para algún i = 0, 1 se tiene que
Pi
(
τψ <∞

)
= 1.

Sea k ≥ 1 cualquiera, entonces para dicho i se cumple que:∑
n∈Gk

pn

∫
tψn mı́n

{
λ0f

n
0 , λ1f

n
1

}
dµn 6 λi

∑
n∈Gk

pn

∫
tψn f

n
i dµ

n
(
xn
)

=

= λi Pi
(
τψ > k

)
−→
k→∞

0.

Por tanto, se cumple la condición (2.93) y por Lema 6 se sigue que ψ ∈ TM .

(ii) Supongamos que para cualquier c > 0,
∑
n∈Gk

pnP0

(
Zn > c

)
−→
k→∞

0. Entonces para cuales-

quiera k ≥ 1, λ0 > 0 y λ1 > 0, fijos,∑
n∈Gk

pn

∫
tψn mı́n

{
λ0f

n
0 , λ1f

n
1

}
dµn 6

∑
n∈Gk

pn

∫
mı́n

{
λ0f

n
0 , λ1f

n
1

}
dµn, porque tψn 6 1,

=
∑
n∈Gk

pn

∫
Kn0

mı́n

{
λ0, λ1

fn1
fn0

}
fn0 dµn

(
xn
)

=
∑
n∈Gk

pn E0 mı́n {λ0, λ1Zn} −→
k→∞

0.
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Esto último se sigue de lo siguiente: x 7→ mı́n {λ0, λ1x}, con x > 0, es una función real
continua, no decreciente, no negativa y, además, acotada por λ0; entonces 1

∑
n∈Gk

pnZn
P0−→ 0, =⇒

∑
n∈Gk

pn mı́n {λ0, λ1Zn}
P0−→ 0, cuando k →∞.

=⇒
∑
n∈Gk

pn mı́n {λ0, λ1Zn}
d−→ 0 =⇒

∑
n∈Gk

pnE0 mı́n {λ0, λ1Zn} −→
k→∞

0.

Por tanto, nuevamente, por Lema 6 se sigue que ψ ∈ TM .

(iii) Sea ψ ∈ FM tal que KM (ψ) < ∞ y supongamos que se cumple (2.100) para algunos
λ0 > 0 y λ1 > 0. Entonces para estos λ’s se tiene:

∑
n∈Gk

pnE0 mı́n
{
λ0, λ1Zn

}
=

∑
n∈Gk

pn

∫
Kn0

mı́n

{
λ0, λ1

fn1
fn0

}
fn0 dµn(xn),

6
∑
n∈Gk

pn

∫
mı́n

{
λ0f

n
0 , λ1f

n
1

}
dµn(xn) −→

k→∞
0.

Ahora por la desigualdad de Chebyshev se tiene que para cualquier c > 0:

P0

(
mı́n

{
λ0, λ1Zn

}
> c
)
6
E0 mı́n

{
λ0, λ1Zn

}
c

−→
k→∞

0.

De lo cual, mı́n
{
λ0, λ1Zn

} P0−→ 0 cuando k →∞. Ahora sea 0 < ε < λ0 cualquiera:

∑
n∈Gk

pn P0

(
Zn >

ε

λ1

)
=

∑
n∈Gk

pnP0

(
λ0 > ε, λ1Zn > ε

)
=

∑
n∈Gk

pnP0

(
mı́n

{
λ0, λ1Zn

}
> ε
)
−→
k→∞

0.

En el caso de que ε > λ0 > ε entonces P
(
Zn > ε

)
6 P

(
Zn > ε

)
y también se obtiene la

convergencia anterior.
Por lo tanto para cualquier ε > 0 se tiene:∑

n∈Gk
pnP0

(
Zn > ε

)
→ 0 cuando k →∞.

Ahora por condición (ii), (2.99), de este lema se sigue que ψ ∈ TM .

1Recordemos: una sucesión {Zn} converge a Z en probabilidad P (denotado Zn
P−→ Z), si ∀ ε > 0, P

(
|Zn−

Z| > ε
)
→ 0, cuando n→∞.
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El siguiente resultado indica que la esperanza del mı́nimo de ciertas funciones es menor
cuando el número de observaciones es mayor.

Lema 8.

Sean m ∈ N y cualesquiera λ0 > 0, λ1 > 0 entonces

E0 mı́n
{
λ0, λ1Zm+1

}
6 E0 mı́n

{
λ0, λ1Zm

}
. (2.101)

Demostración Lema 8:
Sea m ∈ N cualquiera, sabemos que la función x 7→ mı́n {λ0, λ1x} con x > 0 es cóncava
y continua, entonces utilizando propiedades de la esperanza condicional y la desigualdad de
Jensen E[g(X)

∣∣Y ] 6 g[E(X|Y )] se tiene:

E0 mı́n
{
λ0, λ1Zm+1

}
= E0

[
E0 mı́n

{
λ0, λ1Zm+1

∣∣X1, . . . , Xm

}]
6 E0 mı́n

{
λ0, λ1E0

(
Zm+1

∣∣X1, . . . , Xm

)}
6 E0 mı́n

{
λ0, λ1Zm

}
La última desigualdad sucede porque:

E0

(
Zm+1

∣∣X1, . . . , Xm

)
=

∫
K0

fm+1
1 (x1, . . . , xm+1)

fm+1
0 (x1, . . . , xm+1)

fm+1
0 (xm+1

∣∣x1, . . . , xm) dµ(xm+1)

=

∫
K0

fm+1
1 (x1, . . . , xm+1)

fm+1
0 (x1, . . . , xm+1)

fm+1
0 (x1, . . . , xm+1)

fm0 (x1, . . . , xm)
dµ(xm+1)

=

∫
K0

fm+1
1 (x1, . . . , xm+1)

fm0 (x1, . . . , xm)
dµ(xm+1) ≤

∫
X

fm+1
1 (x1, . . . , xm+1)

fm0 (x1, . . . , xm)
dµ(xm+1);

=
1

fm0 (x1, . . . , xm)

∫
X
fm+1

1 (x1, . . . , xm+1) dµ(xm+1)

=
fm1 (x1, . . . , xm)

fm0 (x1, . . . , xm)
= Zm.

Por lo tanto, E0

{
Zm+1

∣∣X1, . . . , Xm

}
6 Zm.

El siguiente lema muestra la equivalencia entre dos condiciones muy útiles en la estad́ıstica
matemática. Esta equivalencia, impĺıcitamente, indica que conforme se incrementa el número
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de observaciones en un experimento (n→∞), y alguna de las probabilidades de error tipo I o
II tiende a cero (ponderadas por λ0 y λ1 respectivamente), entonces la otra probabilidad también
tenderá a cero; esto es debido a que mientras más observaciones se tengan, más precisión en el
experimento habrá respecto a la decisión sobre éste, y por ende menor probabilidad de cometer
error en la decisión tomada.

Lema 9.

Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Para algunos λ0 > 0 y λ1 > 0, se cumple

ĺım
n→∞

∫
mı́n

{
λ0f

n
0 , λ1f

n
1

}
dµn = 0, (2.102)

(ii) Para cualquier ε > 0

P0

(
fn1 (X1, . . . , Xn)

fn0 (X1, . . . , Xn)
> ε

)
−→ 0, cuando n→∞. (2.103)

Demostración Lema 9:

(i) =⇒ (ii) : Supongamos que se cumple (2.102) para algunos λ0 > 0 y λ1 > 0. Entonces
para estos λ’s se tiene:

E0 mı́n
{
λ0, λ1Zn

}
=

∫
K0

mı́n

{
λ0, λ1

fn1
fn0

}
fn0 dµn =

∫
mı́n

{
λ0f

n
0 , λ1f

n
1

}
dµn
(
xn
)
−→
n→∞

0.

Ahora sea 0 < ε < λ0 cualquiera, por la desigualdad de Markov se tiene que:

P0

(
Zn >

ε

λ1

)
6

E0 mı́n {λ0, λ1Zn}
mı́n {λ0, λ1x}

−→
n→∞

0.

Entonces, para cualquier ε > 0

P0

(
Zn > ε

)
→ 0 cuando n→∞.

Por lo tanto Zn
P0−→ 0, cuando n→∞.
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(ii) =⇒ (i) : Supongamos que se cumple (2.103), entonces

Zn
P0−→ 0, =⇒ mı́n {λ0, λ1Zn}

P0−→ 0, cuando n→∞.

=⇒ mı́n {λ0, λ1Zn}
d−→ 0 =⇒ E0 mı́n {λ0, λ1Zn} → 0, cuando n→∞.

Esto último porque x 7→ mı́n {λ0, λ1x} es una función real, continua para toda x > 0 y

acotada. Si Zn
P−→ Z (convergencia en probabilidad) y ρ es una función continua en R,

entonces ρ(Zn)
P−→ ρ(Z). Por otro lado, se sabe también que Zn

P−→ Z ⇒ Zn
d−→ Z

(ésta es convergencia en distribución); y Zn
d−→ Z si y solo si Eρ(Zn) −→ Eρ(Z) para

toda función ρ real, continua y acotada.

Por lo tanto, E0 mı́n {λ0, λ1Zn} =

∫
K0

mı́n
{
λ0f

n
0 , λ1f

n
1

}
dµn
(
xn
)
−→
n→∞

0.

Corolario 6.

Supongamos que:

ν1 + ν2 + · · ·+ νk −→∞ casi seguramente cuando k →∞. (2.104)

Si se cumple alguna de las siguientes condiciones:

(i) Para algunos λ0 > 0 y λ1 > 0 se tiene

ĺım
n→∞

∫
mı́n

{
λ0f

n
0 , λ1f

n
1

}
dµn = 0. (2.105)

(ii) Para cualquier c > 0,

P0

(
fn1 (X1, . . . , Xn)

fn0 (X1, . . . , Xn)
> c

)
−→ 0, cuando n→∞. (2.106)

Entonces ψ ∈ TM .

Demostración Corolario 6:
Supongamos que se tiene (2.104).

(i) Sean algunos λ0 > 0 y λ1 > 0 fijos tales que se cumple (2.105). Sea ε > 0 cualquiera,
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aplicando probabilidad condicional y total se obtiene:∑
n∈Gk

pn

∫
mı́n {λ0f

n
0 , λ1f

n
1 }dµn(xn) =

∑
n∈Gk

pn

∫
Kn0

mı́n

{
λ0, λ1

fn1
fn0

}
fn0 dµ

n(xn),

= E0 mı́n

{
λ0, λ1

f ν1,...,νk1

f ν1,...,νk0

}
= E0 mı́n {λ0, λ1Zν1,...,νk}

= E0 mı́n
{
λ0, λ1Zν1,...,νk

}
I{ν1+···+νk<m} + E0 mı́n

{
λ0, λ1Zν1,...,νk

}
I{ν1+···+νk>m}

6 λ0P0

(
ν1 + · · ·+ νk < m

)
+

∑
n∈Gk, n1+···+nk>m

pnE0 mı́n {λ0, λ1Zn}I{n1+···+nk>m}

6 λ0P
(
ν1 + · · ·+ νk 6 m

)
+ E0 mı́n {λ0, λ1Zm} por Lema 8

= λ0P
(
ν1 + · · ·+ νk 6 m

)
+

∫
mı́n {λ0f

m
0 , λ1f

m
1 }dµm(xm) < 2ε

En el último paso sea m fija tan grande que
∫

mı́n {λ0f
m
0 , λ1f

m
1 }dµm(xm) < ε, esto es

posible por la hipótesis (2.105); y con dicha m fija sea k tan grande tal que P
(
ν1+· · ·+νk 6

m
)
< ε

λ0
, esto por (2.104). Por tanto, por Lema (7)-(iii) se sigue que ψ ∈ TM .

(ii) Supongamos que se tiene (2.106), entonces por Lema 9 se sigue (2.105) y de lo cual
ψ ∈ TM .

Debido a la importancia del siguiente resultado, vamos a cambiar momentáneamente un
poco el contexto del problema de pruebas de este caṕıtulo, y vamos a introducir ahora como
base a un problema de pruebas de hipótesis Bayesiano, denotado mediante la terna:

MB =
(
P0, P1, πP0 + (1− π)P1

)
, (2.107)

con π ∈ [0, 1] fijo. En esta terna, la tercera distribución es una combinación convexa de las
distribuciones hipotetizadas en H0 y H1, esto es P = πP0 + (1 − π)P1 con π ∈ [0, 1] fijo. En
general, cuando π ∈ (0, 1), el problema de prueba está asociado al contexto del riesgo Bayesiano
R, donde R se puede asociar con nuestra función de Lagrange, bajo la tercera distribución dada
en (2.107). Pero cuando π = 0 o π = 1, le llamaremos problema Bayesiano degenerado, porque
en estos casos la tercera distribución coincide con alguna de las distribuciones hipotetizadas.
De hecho, si π = 0, coincide con P = P1 y podŕıamos trabajar con la terna M1 =

(
P0, P1, P1

)
,

o si π = 1, coincide con P = P0 y tendŕıamos la terna M0 =
(
P0, P1, P0

)
.

Entonces para este problema de pruebas Bayesiano MB, también se definen las clases:

FB =
{
ψ :

(
πP0 + (1− π)P1

)
(τψ <∞) = 1

}
, y (2.108)

TB =
{
ψ ∈ FB : LNB (ψ)→ LB(ψ), cuando N →∞

}
. (2.109)

Considerando que la función de Lagrange es LB(ψ) = KB(ψ) + λ0α(ψ, φ) + λ1β(ψ, φ), para
algunas λ0 > 0 y λ1 > 0 y fijas. En esta función LB se considera al costo promedio total KB del
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experimento bajo la distribución πP0 + (1− π)P1, y a su vez LNB (ψ) es la función de Lagrange
truncada que tiene al costo total promedio y las probabilidades de error solo para N etapas.

El siguiente resultado establece que toda regla de paro ψ con un tiempo de paro finito en un
problema de pruebas de hipótesis Bayesiano MB es truncable (ψ ∈ TB), y viceversa.

Corolario 7.

Si MB es un problema de pruebas de hipótesis Bayesiano, representado en (2.107),
entonces TB = FB.

Demostración de Corolario 7.
Sea MB =

(
P0, P1, πP0+(1−π)P1

)
un problema de pruebas de hipótesis Bayesiano con π ∈ [0, 1]

fijo. De la definición de TB (2.109) se sigue que TB ⊆ FB.

Por otro lado, si ψ ∈ FB, entonces
(
πP0 + (1−π)P1

)
(τψ <∞) = 1. De lo cual se tiene que:

πP0(τψ <∞) + (1− π)P1(τψ <∞) = 1. (2.110)

De (2.110) sigue que para cualquier π ∈ [0, 1], al menos se cumple una de las siguientes
afirmaciones:

P0(τψ <∞) = 1 o P1(τψ <∞) = 1.

Por tanto, por Lema (7)-(i), se tiene que ψ ∈ TB y por lo tanto FB = TB.

Para cerrar con el resultado del corolario anterior, en éste también se marca, de manera
impĺıcita, que en los problemas de pruebas de hipótesis M0 y M1 (casos Bayesianos “degenera-
dos”) se tendrá, respectivamente, que T0 = F0 y T1 = F1. Estos dos resultados son importantes
porque en uno de los siguientes caṕıtulos precisamente se trabajarán a las observaciones de los
grupos, bajo las distribuciones P0 y/o P1. Y para estos contextos todas las reglas ψ con tiempo
de paro finito, bajo la distribución respectiva, serán truncables, y viceversa. Resultado que en
el contexto M no necesariamente es cierto, ya que se pueden tener reglas de paro ψ ∈ F , pero
que no son truncables (ψ 6∈ TM ).

Nuevamente regresamos a nuestro contexto general con un problema de pruebas de hipótesis
simples representado mediante M =

(
P0, P1, P

)
.

Observación: En todo lo subsiguiente, de esta sección, vamos a trabajar con reglas de paro
truncables, i.e. ψ ∈ TM , a menos que se diga lo contrario. En general vamos a suponer este
hecho y ya no será marcado en cada resultado.
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Ahora śı vamos a caracterizar a la familia de reglas de paro óptimas, para lo cual primero
vamos a buscar la cota inferior de la función de Lagrange LM (ψ) y las condiciones (si las hay)
para alcanzar dicha cota.

Tomemos en cuenta que debido a que una familia v ∈ Vr está caracterizada por sus elemen-
tos, entonces la “comparación” entre dos familias v1, v2 ∈ Vr será a nivel de sus elementos. De
la misma manera se definirá la “convergencia”.

Definición 22.

Sean r > 1, N > 1 y sean v1, v2, v
N , v ∈ Vr,

1. Se define v1 6 v2, si para cada n ∈ Gr se cumple que(
v1

)
n
6
(
v2

)
n

µn-c.t.p. (2.111)

2. Se define vN −→
N→∞

v, si para cada n ∈ Gr se cumple que(
vN
)
n
−→
N→∞

(
v
)
n

µn-c.t.p. (2.112)

El siguiente lema muestra el comportamiento de las familias V N
r , en particular se muestra

que dichas familias son decrecientes conforme aumenta el nivel de truncación N . Es decir, si se
tienen más etapas, estas familias V N

r son iguales o más pequeñas que en una etapa anterior.

Lema 10.

Sea N > 1 fija, para cada 1 6 r 6 N se tiene:

V N
r > V N+1

r . (2.113)

Demostración del Lema 10.
Sea N > 1 fija, se utilizará inducción inversa sobre r = N,N − 1, . . . , 1. 2

Sea r = N , por definición (2.60) se tiene que V N+1
N = MNV

N+1
N+1 . Sea n ∈ GN entonces

(
V N+1
N

)
n

=
(
MN+1V

N+1
N+1

)
n

= mı́n
{
ln, cN+1f

n +
(
IN+1V

N+1
N+1

)
n

}
6 ln =

(
V N
N

)
n
.

2La inducción inversa consiste demostrar la propiedad para r = N , después se supone la verdad de la
propiedad para r = k y se demuestra para r = k − 1; demostrando aśı la veracidad de la propiedad para todos
los enteros desde r = N hasta 1.
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Por lo cual, para toda n ∈ GN
(
V N+1
N

)
n
6
(
V N
N

)
n
, µn-c.t.p.

∴ por (2.111) V N+1
N 6 V N

N .

Hipótesis de Inducción: Supongamos que para cada 1 < r 6 N con n ∈ Gr se cumple que(
V N
r

)
n
>
(
V N+1
r

)
n
. (2.114)

Sea n ∈ Gr−1 cualquiera entonces por (2.60) y (2.114) se tiene:(
V N
r−1

)
n

=
(
MrV

N
r

)
n

= mı́n
{
ln, crf

n +
(
IrV

N
r

)
n

}
> mı́n

{
ln, crf

n +
(
IrV

N+1
r

)
n

}
=
(
MrV

N+1
r

)
n

=
(
V N+1
r−1

)
n
.

Lo anterior se tiene µn-c.t.p. De lo cual V N+1
r−1 6 V N

r−1.
Por lo tanto para toda 1 6 r 6 N se tiene (2.113).

Con base en el Lema 10 podemos decir que la sucesión {V N
r }N es decreciente con respecto

al nivel de truncamiento N , además la sucesión es acotada (V N
r > 0). Sea Vr ∈ Vr tal que:

V N
r −→

N→∞
Vr. (2.115)

Lema 11.

Para cualquier r ≥ 1 se cumple que:

Vr = Mr+1Vr+1. (2.116)

Demostración del Lema 11:
Por Definición (2.60), se tiene que V N

r := Mr+1V
N
r+1 para cualquier r = N − 1, . . . , 1. Por Lema

10 (
V N
r+1

)
(n,m)

(
xn, xm

)
>
(
V N+1
r+1

)
(n,m)

(
xn, xm

)
, µ(n,m)-c.t.p.

Entonces para 1 ≤ r ≤ N − 1, para cualquier m > 1 y cada n ∈ Gr las funciones
(
V N
r+1

)
(n,m)

están acotadas por funciones integrables, entonces por (2.115) y aplicando el Teorema de Con-
vergencia Dominada (TCD):∫
X (n,m)

(
V N
r+1

)
(n,m)

(xn, xm
)
dµ(n,m)(xn, xm) −→

N→∞

∫
X (n,m)

(
Vr+1

)
(n,m)

(xn, xm
)
dµ(n,m)(xn, xm).(2.117)
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Ahora por Teorema de Fubini y utilizando la desigualdad de Markov, sea ε > 0 cualquiera

µn
{
xn :

(∫
Xm

(
V N
r+1

)
(n,m)

(xn, xm
)
dµm(xm)−

∫
Xm

(
Vr+1

)
(n,m)

(xn, xm
)
dµm(xm)

)
> ε

}
6

6
1

ε

∫
Xn

(∫
Xm

(
V N
r+1

)
(n,m)

(xn, xm
)
dµm(xm)−

∫
Xm

(
Vr+1

)
(n,m)

(xn, xm
)
dµm(xm)

)
dµn −→

N→∞
0.

La convergencia se tiene por (2.117). Por tanto,∫ (
V N
r+1

)
(n,m)

(xn, xm
)
dµm(xm) −→

N→∞

∫ (
Vr+1

)
(n,m)

(xn, xm
)
dµm(xm), µn-c.t.p.

También, como
∑
m∈G

pr+1(m) ≤ 1 y tomando la medida de conteo entonces para n ∈ Gr, por

(2.115) y TCD:(
Ir+1V

N
r+1

)
n
−→
N→∞

(
Ir+1Vr+1

)
n
, µn-c.t.p. =⇒

(
Mr+1V

N
r+1

)
n
−→
N→∞

(
Mr+1Vr+1

)
n
, µn-c.t.p.

=⇒ V N
r = Mr+1V

N
r+1 −→

N→∞
Mr+1Vr+1 = Vr.

Lo cual demuestra (2.116).

Al igual que en el caso truncado, en esta sección se trabajará una condición llamada Π∞.
Nuevamente, dicho nombre hace referencia a “paro” (regla), por lo que se utiliza la letra
mayúscula griega “Π”, pero ahora con horizonte infinito (con supeŕındice “∞”) ya que se
aplica a toda etapa r > 1.

Condición Π∞. (Regla de paro óptima)

Una regla de paro ψ satisface la condición Π∞, si para toda r > 1 y cualquier n ∈ Pr:

ψn R I{
ln . c̄r+1fn+

(
Ir+1Vr+1

)
n

}, (2.118)

sobre Tψn µn-c.t.p.

Lema 12.

Para para cualquier r ≥ 1 se cumple la siguiente desigualdad:

Bψ
r+1

(
Vr+1

)
> Bψ

r

(
Vr
)
. (2.119)

Además, se alcanza la igualdad en (2.119) si y solo si ψ satisface la condición Π∞.
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Demostración del Lema 12:
Sea N > 1 cualquiera, entonces por Corolario 5 se tiene que para cualquier 1 ≤ r ≤ N − 1

se cumple:

Bψ
r+1

(
V N
r+1

)
> Bψ

r

(
V N
r

)
. (2.120)

donde V N
r está definido en (2.60).

Ahora, por (2.115), (2.116) y TCD se tiene que Bψ
r+1

(
V N
r+1

)
−→ Bψ

r+1

(
Vr+1

)
, cuando N → ∞.

Análogamente, Bψ
r

(
V N
r

)
−→ Bψ

r

(
Vr
)
, cuando N →∞. Por tanto se demuestra (2.119).

Finalmente, nuevamente por Corolario 5 y tomando el ĺımite cuando N →∞, se alcanza la
igualdad en (2.119) si y solo si

ψn R I{
ln . c̄r+1fn+

(
Ir+1Vr+1

)
n

},
sobre el conjunto Tψn µn-c.t.p., para cada r > 1 y para toda n ∈ Pr. Por lo tanto, es necesario
y suficiente que ψ cumpla la condición Π∞ para que se alcance la igualdad en (2.119).

Un caso particular de la desigualdad (2.62) es cuando r = N − 1, entonces debido a que se
está suponiendo que las reglas ψ son truncables (ψ ∈ TM ) entonces tomando el ĺımite cuando
N →∞ para este caso se obtiene:

LNM
(
ψ
)

= Bψ
N

(
V N
N

)
> Bψ

N−1

(
V N
N−1

)
=⇒ LM (ψ) > Bψ

N−1

(
VN−1

)
.

Aplicando sucesivamente la desigualdad (2.119) se obtiene la siguiente cadena:

LM (ψ) > Bψ
N−1

(
VN−1

)
> · · · > Bψ

2

(
V2

)
> B1

(
V1

)
. (2.121)

De lo cual para cualquier regla de paro ψ ∈ TM su función de Lagrange está acotada infe-
riormente por:

LM (ψ) > B1

(
V1

)
= c1 +

∑
n∈G

pn

∫ (
V1

)
n
dµn. (2.122)

Donde, además, dicha cota es independiente de la regla de paro. Asimismo, esta cota es finita,
por (1.7) y porque de (2.22),

0 6
∫ (

V1

)
n

(
xn
)
dµn(xn) 6

∫
ln(xn) dµn(xn) 6 mı́n {λ0, λ1}.

También
∑
n∈G

pn 6 1. Por lo tanto

B1

(
V1

)
<∞. (2.123)

La expresión del lado derecho de (2.122) es una cota menor finita de la función de Lagrange,
mas el siguiente lema demuestra cuál es la mayor cota inferior de LM (ψ). Después se demostrará
cuáles reglas de paro alcanzan dicho ı́nfimo.
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Lema 13.

ı́nf
ψ∈TM

LM (ψ) = B1

(
V1

)
. (2.124)

Demostración del Lema 13:
Sean:

U = ı́nf
ψ∈TM

LM (ψ), UN = ı́nf
ψ∈FN

LNM (ψ).

Por Teorema 3 se tiene que:

UN = c̄1 +
∑
n∈G

pn

∫ (
V N

1

)
n

(
xn
)
dµn

(
xn
)
.

Debido a que FN ⊂ FM entonces UN > U para cualquier N = 1, 2, . . . , entonces

ĺım
N→∞

UN > U. (2.125)

Se demostrará que existe una igualdad en (2.125).
Supongamos que no hay igualdad en (2.125), i.e. supongamos que ĺım

N→∞
UN = U + 3ε para

algún ε > 0. De aqúı se sigue que para una N suficientemente grande

UN > U + 3ε. (2.126)

Por otro lado, por la definición de U existe una ψ ∈ TM tal que U 6 LM (ψ) 6 U + ε.
Dado que la regla es truncable, entonces LNM (ψ) −→

N→∞
LM (ψ), entonces de aqúı se tiene que

para un N suficientemente grande:

LNM (ψ) 6 U + 2ε. (2.127)

Por definición de ı́nfimo UN 6 LNM (ψ), de donde se tiene que para N suficientemente grande

UN 6 U + 2ε. (2.128)

Lo cual contradice (2.126). Por lo tanto ĺım
N→∞

UN = U .

Finalmente, aplicando el teorema de convergencia dominada se tiene que:

ı́nf
ψ∈TM

LM (ψ) = ĺım
N→∞

UN = c1 + ĺım
N→∞

∑
n∈G

pn

∫ (
V N

1

)
n

(
xn
)
dµn

(
xn
)

= B1

(
V1

)
.
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Lo cual demuestra (2.124).

El siguiente teorema nos marca las condiciones necesarias para que una regla de paro ψ
alcance a la cota inferior de la función de Lagrange.

Teorema 7.

Si existe ψ∗ ∈ TM tal que

LM (ψ∗) = ı́nf
ψ∈TM

LM (ψ) (2.129)

entonces ψ∗ cumple la condición Π∞.

Demostración del Teorema 7:
Supongamos que existe ψ∗ ∈ TM tal que cumple (2.129). Por Lema 12 para cualquier r > 1 se
tienen las siguientes desigualdades:

LM (ψ∗) ≥ Bψ∗

r+1

(
Vr+1

)
≥ Bψ∗

r

(
Vr
)
≥ · · · ≥ Bψ∗

2

(
V2

)
≥ B1

(
V1

)
(2.130)

Dado que se tiene (2.129) entonces por Lema 13 existen igualdades en todas las desigualdades
de (2.130). Nuevamente, por Lema 12 como la igualdad se alcanza para cada r > 1 y toda
n ∈ Pr, entonces ψ∗ satisface la condición Π∞.

El siguiente teorema marca las condiciones suficientes para alcanzar la cota inferior de la
función LM (ψ).

Teorema 8.

Sea ψ∗ tal que cumple la condición Π∞. Si ψ∗ ∈ TM , entonces

LM (ψ∗) = ı́nf
ψ∈TM

LM (ψ). (2.131)

Demostración del Teorema 8:
Si ψ∗ ∈ TM , por (2.34) y (2.33):

LM (ψ∗) = ĺım
r→∞

r∑
k=1

∑
n∈Gk

pn

∫
sψ
∗

n

(
c(n)fn + ln

)
dµn

(
xn
)
. (2.132)

Debido a que ψ∗ cumple la condición Π∞ y por el Lema 12, para cualquier k ≥ 1 se tiene la
siguiente cadena de igualdades:

Bψ∗

k

(
Vk
)

= Bψ∗

k−1

(
Vk−1

)
= · · · = Bψ∗

2

(
V2

)
= B1

(
V1

)
= ı́nf

ψ∈TM

LM (ψ). (2.133)
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La última igualdad se cumple por Lema 13. Entonces de (2.132) y (2.133) se tiene LM (ψ∗) 6
ı́nf

ψ∈TM

LM (ψ). Por otro lado, por ser ı́nfimo se tiene que LM (ψ∗) > ı́nf
ψ∈TM

LM (ψ), por tanto

LM (ψ∗) = ı́nf
ψ∈TM

LM (ψ).

Por tanto, lo anterior demuestra este teorema, lo cual nos da las condiciones suficientes para
alcanzar el ı́nfimo.

Por lo tanto, los Teoremas 7 y 8 caracterizan (con condiciones necesarias y suficientes) a la
familia de reglas de paro ψ∗ que alcanzan la cota inferior de la función de Lagrange.

Condición (Π∞,∆ψ). (Prueba secuencial óptima)

Una prueba secuencial (ψ, φ) satisface la condición (Π∞,∆ψ), si ψ cumple la condición
Π∞ y φ cumple la condición ∆ψ.

El siguiente teorema determina condiciones suficientes y necesarias para nuestro problema
de optimización sin restricciones (1.19) (minimización de la función de Lagrange).

Dado que en esta sección estamos trabajando con la clase de reglas de paro truncables,
entonces vamos a tomar la siguiente subclase de SM .

ST :=
{

(ψ, φ) ∈ SM : ψ ∈ TM

}
. (2.134)

Teorema 9.

Si una prueba secuencial (ψ∗, φ∗) ∈ ST satisface la condición (Π∞,∆ψ∗) entonces

LM

(
ψ∗, φ∗

)
= ı́nf

(ψ,φ)∈ST
LM

(
ψ, φ

)
. (2.135)

Además, si existe alguna prueba secuencial (ψ∗, φ∗) ∈ ST tal que cumple (2.135) en-
tonces (ψ∗, φ∗) satisface la condición (Π∞,∆ψ∗).

Demostración del Teorema 9:
Sea (ψ∗, φ∗) ∈ ST la prueba secuencial que satisface (Π∞,∆ψ∗). Ahora, por Teorema 8 se si-
gue que LM (ψ∗) = ı́nf

ψ∈TM

LM (ψ); pero sabemos que LM (ψ∗) = ı́nfψ∈F LM (ψ) = LM (ψ∗, φ) .

Después dado que φ∗ satisface la condición ∆ψ∗ , entonces por Teorema 2 (segunda parte) y de
(2.9) se sigue que LM (ψ∗, φ∗) = ı́nf

(ψ,φ)∈ST
LM (ψ, φ).

Esto demuestra la primera parte del teorema.
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Ahora, supongamos que existe una prueba secuencial (ψ∗, φ∗) con ψ∗ ∈ TM y tal que se
cumple (2.135). Esto significa que (ψ∗, φ∗) es la regla que minimiza a la función de Lagrange
LM (ψ, φ), por tanto por Teorema 7 se sigue que ψ∗ satisface la condición Π∞, y debido a (2.33)
y a Teorema 2 (segunda parte) se tiene que φ∗ cumple la condición ∆ψ∗ . Por lo tanto, (ψ∗, φ∗)
satisface la condición (Π∞,∆ψ∗).

El siguiente teorema determina las condiciones suficientes para resolver nuestro primer pro-
blema de investigación (con restricciones) (1.18).

Teorema 10.

Si una prueba secuencial (ψ∗, φ∗) ∈ ST satisface la condición (Π∞,∆ψ∗), entonces para
cualquier otra prueba secuencial (ψ, φ) ∈ ST tal que

α(ψ, φ) 6 α(ψ∗, φ∗) y β(ψ, φ) 6 β(ψ∗, φ∗), (2.136)

se tiene que
KM (ψ) > KM (ψ∗). (2.137)

La desigualdad (2.137) es estricta, si al menos una de las desigualdades en (2.136) lo
es.

Demostración del Teorema 10:
Sea (ψ∗, φ∗) ∈ ST una prueba secuencial tal que ψ∗ y φ∗ cumplen, respectivamente, las con-
diciones Π∞ y ∆ψ∗ . Dado que ψ∗ ∈ TM entonces por Teorema 9, se tiene que LM (ψ∗, φ∗) =

ı́nf
(ψ,φ)∈ST

LM (ψ, φ). Ahora sea (ψ, φ) cualquier otra prueba secuencial con ψ ∈ TM ⊆ FM y

tal que cumple (2.136). Entonces por Corolario 1 se obtiene (2.137). Además, por el mismo
corolario la desigualdad (2.137) es estricta, si al menos una de las desigualdades en (2.136) lo
es.

Por lo tanto, una prueba secuencial (ψ∗, φ∗) ∈ ST que satisface la condición (Π∞,∆ψ∗) es
la que minimiza el costo promedio KM (ψ) del experimento estad́ıstico secuencial.

Finalmente, a manera de resumen, pondremos la estructura expandida de las componen-
tes de la prueba secuencial óptima (ψ∗, φ∗) (para el caso infinito) que satisface la condición
(Π∞,∆ψ∗). Para cada r = 1, 2, . . . y n ∈ Pr:

I{
ln < c̄r+1fn+

(
Ir+1Vr+1

)
n

} ≤ ψ∗n ≤ I{
ln ≤ c̄r+1fn+

(
Ir+1Vr+1

)
n

}
I{

λ0fn0 <λ1f
n
1

} ≤ φ∗n ≤ I{
λ0fn0 ≤λ1fn1

}, (2.138)
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sobre los conjuntos Sψ∗n y Tψ∗n , µn-c.t.p.

Cabe mencionar que en todo el proceso anterior se trabajaron impĺıcitamente las dos cons-
tantes λ0 > 0 y λ1 > 0 cualesquiera, pero fijas. Estos multiplicadores de Lagrange estuvieron
presentes (impĺıcita o expĺıcitamente) en cada una de las definiciones y teoremas que haćıan re-
ferencia a la función de Lagrange LM (ψ, φ;λ0, λ1) y por tanto dichas constantes son espećıficas
para la regla secuencial óptima encontrada (ψ∗, φ∗). Sin embargo, para finalizar esta sección
queda pendiente la siguiente pregunta ¿se pueden variar estas constantes de tal manera que se
encuentren aquéllas para las cuales la condición (Π∞,∆ψ) sea necesaria para que minimicen a
KM ?
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2.2. Problema Kiefer-Weiss con grupos de tamaño alea-

torio

En el contexto del análisis secuencial clásico con grupos de tamaño uno y observaciones inde-
pendientes e idénticamente distribuidas, el problema de Kiefer-Weiss consiste en encontrar una
prueba secuencial (ψ, φ) que mı́nimice al supremo del tiempo promedio de paro del experimento
(sup

θ
Eθτ), sobre todas las pruebas secuenciales cuyas probabilidades de error tipo I y II estén

acotadas por debajo de ciertas constantes α y β (véase, [Kiefer-Weiss, (1957)]). No obstante,
con base en la mayoŕıa de la literatura al respecto, se sabe que la solución a este problema
para modelos particulares se obtiene a través de la resolución de otro problema más senci-
llo, conocido como el problema de Kiefer-Weiss (K-W) modificado (véanse, [Lorden, (1980)],
[Novikov, (2009)], [Novikov, et al, (2022)], entre otros). El cual supone que existe una prueba
secuencial (ψ∗, φ∗) cuyas probabilidades de error tipo I y II son fijas, y que minimiza al tiempo
de paro promedio Eθ∗τ

∗, para un parámetro θ∗ fijo que es el menos favorable para el tiempo de
paro τ ∗ en el sentido de que sup

θ
Eθτ

∗ = Eθ∗τ
∗. Debido a la complejidad del problema existen

varias investigaciones que resuelven, bajo ciertas condiciones, el problema Kiefer-Weiss modifi-
cado donde consideran a las tres distribuciones pertenecientes a la misma familia paramétrica
(generalmente exponencial), y algunas otras, a su vez, hacen aproximaciones de la prueba ópti-
ma de manera computacional para una distribución en particular, por ejemplo: en Novikov,
et al (2022) se presenta un método numérico al caso clásico de K-W para una población con
distribución Bernoulli.

En el contexto del análisis secuencial con grupos de tamaño aleatorio, vamos a abordar
también el problema de K-W modificado; que resuelve el problema original, bajo los supuestos
clásicos del mismo, i.e. con base en un problema de hipótesis simples, con observaciones i.i.d.
y con las tres distribuciones de probabilidad en la misma familia paramétrica. Cabe mencionar
que en lo tradicional de K-W, el tercer parámetro se encuentra entre los parámetros hipotetiza-
dos, de la forma θ0 < θ < θ1, y bajo este supuesto, la prueba óptima generalmente es truncada.
Por lo cual, solo trabajaremos el K-W para la prueba óptima truncada.

En secciones anteriores hemos presentado (secciones 2.1.2 y 2.1.3) las pruebas 3 secuenciales
(ψ∗, φ∗) óptimas, que minimizan el costo promedio del experimento KM (ψ∗) sobre todas las
pruebas secuenciales en cierto conjunto, tanto para el caso truncado como para el caso infinito
(véanse Teoremas 5 y 10). Pero, hasta ahora, en el presente trabajo no se hab́ıan considerado
a las observaciones de los grupos como independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.), con
distribución P . Entonces, en esta sección se expresará de manera anaĺıtica a la prueba secuencial
óptima (ψ∗, φ∗) truncada, determinada en la sección 2.1.2, considerando ahora a las observa-
ciones como variables aleatorias i.i.d. y con grupos de observaciones de tamaño aleatorios.

3En realidad son familias de pruebas secuenciales óptimas.
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Para comenzar tomemos los siguientes supuestos que serán considerados a lo largo de este
apartado.

Supongamos que se tiene un proceso estocástico {Xi : i ∈ N} con v.a. i.i.d., bajo la distri-
bución P sobre un espacio (X ,X) medible. Supongamos que se tiene un problema de pruebas
secuenciales con hipótesis simples H0 : P = P0 vs. H1 : P = P1, donde las observaciones vie-
nen en grupos de tamaño aleatorio representados por la sucesión ν1, ν2, . . . v.a. independientes,
donde para cada r ≥ 1, el r-ésimo grupo tiene P (νr = n) = pr(n) ≥ 0, para cada n ∈ G con∑
n∈G

pr(n) = 1. Nuevamente, estamos en un contexto de un problema de pruebas de hipótesis

simples M = (P0, P1, P ) donde ahora las tres distribuciones pertenecen a la misma familia
paramétrica.

Supongamos que

µ
{
x ∈ X : f0(x) 6= f1(x)

}
> 0. (2.139)

Esta suposición indica que la existe una diferencia entre las distribuciones a contrastar en
las hipótesis; ya que si existiera, se tendŕıa la igualdad entre las distribuciones y por ende no
tendŕıa sentido el “contraste” de hipótesis.

El objetivo es expresar dicha prueba óptima truncada en términos de dos razones de vero-
similitud diferentes:

Z0
n =

fn0
fn

y Z1
n =

fn1
fn
,

donde las tres funciones de distribución pertenecen a la misma familia paramétrica, pero la
tercera distribución f es diferente a f0 y f1, y con θ0 < θ < θ1 (versión del problema de K-W
modificado).

Definición 23.

Se define el conjunto:

K :=
{
x ∈ X : f(x) > 0

}
. (2.140)

Análogamente a la definición (2.140), al utilizar K0 o K1 nos referiremos a los conjuntos
definidos, respectivamente, bajo las funciones f0 y f1, e.g. K0 := {x : f0(x) > 0}.

En este contexto con v.a. independientes es importante notar que si x1, x2, . . . , xk, . . . son
observaciones y n ∈ Gk, entonces

xn ∈ Kn ⇐⇒ xi ∈ K para toda i = 1, . . . , |n|.
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2.2.1. Kiefer-Weiss con grupos aleatorios aplicado a la familia expo-
nencial

Debido a que en la mayoŕıa de las investigaciones que abordan el problema de K-W trabajan
con las funciones de densidad que pertenecen a la familia exponencial, y ya que este problema
no es el objetivo principal de nuestra investigación, entonces nosotros también trabajaremos
dicho problema K-W modificado aplicado a dicha familia.

Cabe mencionar que debido a las caracteŕısticas de las distribuciones pertenecientes a la
familia exponencial, en donde las funciones de densidad son positivas, entonces consideramos
que vamos a trabajar con el conjunto donde las observaciones de las tres funciones de densidad
son positivas, y no nos encontraremos con casos nulos para alguna densidad. Por tanto, se tiene
la siguiente definición.

Definición 24.

Para cualesquiera k > 1, n ∈ Gk y xn ∈ Kn, sea

zin := zin(xn) =
fni (xn)

fn(xn)
, con i = 0, 1. (2.141)

Definición 25.

Sea r ≥ 1 natural cualquiera. Para cualquier función v(z0, z1), z0, z1 ≥ 0, medible y no
negativa, se define

Jrv(z0, z1) :=
∑
m∈G

pr(m)E v

(
z0
fm0 (Xm)

fm(Xm)
, z1

fm1 (Xm)

fm(Xm)

)
. (2.142)

Cabe notarse que debido a las propiedades de la esperanza E, y del hecho de que z0, z1 ≥ 0

y
fmi (Xm)

fm(Xm)
> 0 para i = 1, 0 se obtiene que J es un operador donde su imagen es a su vez

una función medible y no negativa. Entonces debido a esto podemos aplicar iteradamente el
operador J en la siguiente definición.

69
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Definición 26.

Dadas λ0 > 0 y λ1 > 0 fijas, para cualesquiera z0, z1 ≥ 0 y para N ≥ 1 sea

ρNN(z0, z1) = ρNN(z0, z1;λ0, λ1) := g(z0, z1;λ0, λ1) = mı́n{λ0z0, λ1z1}, (2.143)

y, de manera recursiva, para r = N,N − 1, . . . , 2,

ρNr−1

(
z0, z1

)
:= mı́n

{
g(z0, z1), cr + Jrρ

N
r (z0, z1)

}
. (2.144)

Lema 14.

Sea N un entero positivo. Para cualesquiera n ∈ Gr y r = N, . . . , 1, se tiene

V N
r = ρNr

(
z0
n, z

1
n

)
fn, (2.145)

donde V N
r se definió en (2.59)-(2.60).

Demostración del Lema 14:

Se demostrará por inducción inversa empezando por r = N y luego se demostrará para r =
N − 1, . . . , 1. Supongamos que n ∈ GN , entonces por (2.59) se tiene que

V N
N = ln = mı́n {λ0f

n
0 , λ1f

n
1 }

= mı́n
{
λ0z

0
n, λ1z

1
n

}
fnI{fn>0} + mı́n {λ0f

n
0 , λ1f

n
1 }I{fn=0}. (2.146)

Dado que el segundo sumando en (2.146) es nulo, entonces debido a (2.143) para n ∈ GN ,

V N
N = mı́n

{
λ0z

0
n, λ1z

1
n

}
fn = ρNN

(
z0
n, z

1
n

)
fn.

(H.I.)4: Supongamos que (2.145) se cumple para algún r = N, . . . , 2.

Debido a (2.60) y (2.46) para n ∈ Gr−1 se tiene que(
V N
r−1

)
n

=
(
MrV

N
r

)
n

= mı́n
{
ln, crf

n + (IrV
N
r )n

}
= mı́n

{
mı́n {λ0f

n
0 , λ1f

n
1 }, crfn +

∑
m∈G

pr(m)

∫ (
V N
r

)
(n,m)

(xn, xm
)
dµm(xm)

}
.

4Hipótesis de Inducción.
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Ahora como n ∈ Gr−1 entonces (n,m) ∈ Gr para 2 6 r 6 N , entonces aplicando la hipótesis
de inducción se obtiene que:

(
V N
r−1

)
n

= mı́n

{
g
(
z0
n, z

1
n

)
, cr +

+
∑
m∈G

pr(m)

∫
ρNr

(
z0

(n,m)

(
xn, xm

)
, z1

(n,m)

(
xn, xm

))
fm
(
xm
)
dµm(xm)

}
fn.

Entonces para n ∈ Gr−1,(
V N
r−1

)
n

= mı́n
{
g
(
z0
n, z

1
n

)
, cr +

+
∑
m∈G

pr(m)

∫
{fm(xm)>0}

ρNr

(
z0
n

fm0
(
xm
)

fm
(
xm
) , z1

n

fm1
(
xm
)

fm
(
xm
))fm(xm)dµm}fn

= mı́n
{
g
(
z0
n, z

1
n

)
, cr + Jrρ

N
r

(
z0
n, z

1
n

)}
fn = ρNr−1

(
z0
n, z

1
n

)
fn. (2.147)

Lo cual demuestra (2.145) para toda r = N, . . . , 1.

El siguiente lema demuestra que la sucesión {ρNr }N es decreciente con respecto al nivel N
(de truncamiento).

Lema 15.

Para cualesquiera N > 1 y r = N, . . . , 1 se tiene que

ρNr
(
z0, z1

)
> ρN+1

r

(
z0, z1

)
, (2.148)

para todas z0, z1 > 0.

Demostración del Lema 15:
Nuevamente aplicando inducción sobre r. Sean N > 1 fijo. Sea r = N ,

ρNN
(
z0, z1

)
= g(z0, z1) > mı́n

{
g(z0, z1), cN+1 + JN+1ρ

N+1
N+1(z0, z1)

}
= ρN+1

N (z0, z1),

por (2.144).
H.I: Supongamos que (3.21) se cumple para algún r = N,N − 1 . . . , 2. Entonces, cualesquiera
que sean z0, z1 ≥ 0,

ρNr−1

(
z0, z1

)
= mı́n

{
g(z0, z1), cr + Jrρ

N
r

(
z0, z1

)}
> mı́n

{
g(z0, z1), cr + Jrρ

N+1
r

(
z0, z1

)}
= ρN+1

r−1

(
z0, z1

)
, (2.149)
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ya que por la H.I.,

Jrρ
N
r

(
z0, z1

)
=

∑
m∈G

pr(m)E ρNr

(
z0
fm0 (Xm)

fm(Xm)
, z1

fm1 (Xm)

fm(Xm)

)
≥

∑
m∈G

pr(m)E ρN+1
r

(
z0
fm0 (Xm)

fm(Xm)
, z1

fm1 (Xm)

fm(Xm)

)
= Jrρ

N+1
r (z0, z1).

Entonces de (2.149), ρNr−1

(
z0, z1

)
≥ ρN+1

r−1

(
z0, z1

)
.

Ahora, vamos a recordar la estructura de la prueba secuencial óptima (ψ∗, φ∗) truncada que
satisface la condición (ΠN ,∆ψ∗), encontrada en la sección 2.1.2.
Las componentes de la regla de paro ψ∗ son: para toda 1 ≤ r ≤ N − 1 y para cualquier n ∈ Pr

I{
ln < c̄r+1fn+

(
Ir+1V Nr+1

)
n

} ≤ ψ∗n ≤ I{
ln ≤ c̄r+1fn+

(
Ir+1V Nr+1

)
n

}
y ψn ≡ 1 para toda n ∈ PN ,

(2.150)

sobre el conjunto Tψ∗n :=
{
xn : tψ∗n (xn) > 0

}
, µn-c.t.p.

Las componentes de la regla de decisión φ∗ son: para toda 1 ≤ r ≤ N y para cualquier n ∈ Pr

I{
λ0fn0 <λ1f

n
1

} ≤ φ∗n ≤ I{
λ0fn0 ≤λ1fn1

}, (2.151)

sobre el conjunto Sψ∗n :=
{
xn : sψ∗n (xn) > 0

}
µn-c.t.p.

Entonces la prueba secuencial truncada óptima (ψ∗, φ∗) se reescribirá en términos de z0
n y

z1
n.

Corolario 8.

Dada la prueba secuencial óptima truncada (ψ∗, φ∗) con componentes en (2.150) y
(2.151) esta se reescribe de la siguiente forma.
Para cada 1 ≤ r ≤ N − 1 y para cualquier n ∈ Pr

I{
g(z0n,z

1
n)< c̄r+1+Jr+1ρNr+1(z0n,z

1
n)
} 6 ψ∗n 6 I{

g(z0n,z
1
n)6 c̄r+1+Jr+1ρNr+1(z0n,z

1
n)
},

y ψ∗n ≡ 1 para toda n ∈ PN .
(2.152)

sobre el conjunto Tψ∗n . Para cada 1 ≤ r ≤ N y para cualquier n ∈ Pr

I{λ0z0n<λ1z1n} 6 φ∗n 6 I{λ0z0n6λ1z1n}. (2.153)

sobre el conjunto Sψ∗n µn-c.t.p., respectivamente. Donde g(z0, z1) y Jrρ
N
r (z0, z1) están

definidas en (2.143) y (2.142), y z0
n, z

1
n son las razones definidas en (2.141).
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Demostración del Corolario 8:
Tomemos primero las componentes de la regla de decisión φ∗. Sean 1 ≤ r ≤ N , n ∈ Pr, si
xn ∈ Kn entonces I{fn>0} = 1.

I{λ0fn0 <λ1fn1 } 6 φ∗n 6 I{λ0fn0 6λ1fn1 } =⇒ I{
λ0z0n<λ1z

1
n

} 6 φ∗n 6 I{
λ0z0n6λ1z1n

}.
Ahora para ψ∗ por (2.150), para 1 ≤ r ≤ N − 1, n ∈ Pr y xn ∈ Kn se tiene que

I{
ln< c̄r+1fn+

(
Ir+1V Nr+1

)
n

} 6 ψ∗n 6 I{
ln≤ c̄r+1fn+

(
Ir+1V Nr+1

)
n

}
Sin embargo, para n ∈ Pr con 1 ≤ r ≤ N − 1

ln = mı́n
{
λ0z

0
n, λ1z

1
n

}
fnI{fn>0} + mı́n {λ0f

n
0 , λ1f

n
1 }I{fn=0}

= mı́n
{
λ0z

0
n, λ1z

1
n

}
fn = g(z0

n, z
1
n)fn.

Por otro lado,

c̄r+1f
n +

(
Ir+1V

N
r+1

)
n

= c̄r+1f
n +

∑
m∈G

pr+1(m)

∫ (
V N
r+1

)
(n,m)

(xn, xm
)
dµm(xm)

=

{
c̄r+1 +

∑
m∈G

pr+1(m)

∫
Km

ρNr+1

(
z0
n

fm0
(
xm
)

fm
(
xm
) , z1

n

fm1
(
xm
)

fm
(
xm
))fm(xm)dµm} fn

=
{
c̄r+1 + Jr+1ρr+1

(
z0
n, z

1
n

)}
fn. (2.154)

Dado que para toda xn ∈ Kn se tiene I{fn>0} = 1, entonces para toda 1 ≤ r ≤ N − 1, n ∈ Pr
se sigue que:

I{
g(z0n,z

1
n) < cr+1+Jr+1ρNr+1

(
z0n,z

1
n

)} 6 ψ∗n 6 I{
g(z0n,z

1
n) < cr+1+Jr+1ρNr+1

(
z0n,z

1
n

)}.
y para toda n ∈ PN ψn ≡ 1.

Corolario 9.

Para la prueba secuencial óptima (ψ∗, φ∗) con componentes en (2.152) y (2.153), res-
pectivamente, se tiene que:

LNM (ψ∗, φ∗) = c̄1 + J1ρ
N
1

(
1, 1
)
. (2.155)
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Demostración del Corolario 9:
Sabemos φ∗ satisfece la condición ∆ψ∗ y además que ψ∗ satisface la condición ΠN , entonces por
Teorema 4 y (2.73) se tiene que:

LNM
(
ψ∗, φ∗

)
= ı́nf

(ψ,φ)∈SN
LNM (ψ, φ) = c̄1 +

∑
n∈G

pn

∫ (
V1

)
n

(
xn
)
dµn

(
xn
)
.

Entonces por Corolario 10, (2.158) y (2.142),

LNM (ψ∗) = c1 +
∑
n∈G

pn

∫
ρ1(z0

n, z
1
n)fn

(
xn
)
dµn

(
xn
)

= c1 + J1ρ1

(
1, 1
)
.

Debido a que en esta sección solo vamos a trabajar con la prueba óptima truncada, no seŕıa
necesario analizar el ĺımite cuando N → ∞, sin embargo, es importante mencionar que en el
caso en el que el tercer parámetro θ se encuentre fuera del intervalo (θ0, θ1), aún cuando toque
los extremos, es pobible analizar el problema K-W para la prueba óptima con horizonte infinito.
Por lo cual, solo terminaremos esta sección con algunos otros detalles de las funciones ρ’s, de-
jando precedente de que también se podŕıa trabajar el problema K-W para el caso no truncado.

Debido a las caracteŕısticas de la sucesión de las funciones ρNr , por Lema 15 para cualesquiera
r ≥ 1 y z0, z1 > 0, la sucesión {ρNr (z0, z1)}N≥r es decreciente y no negativa, por lo tanto su
ĺımite existe cuando N →∞. Para cualquier r > 1,

ρr
(
z0, z1

)
:= ĺım

N→∞
ρNr
(
z0, z1

)
. (2.156)

Donde para cualquier r > 2:

ρr−1

(
z0, z1

)
= mı́n

{
g(z0, z1), cr + Jrρr

(
z0, z1

)}
. (2.157)

Corolario 10.

Para cualesquiera n ∈ Gr y r > 1, se tiene

Vr = ρr(z
0
n, z

1
n)fn, (2.158)

donde Vr se definió en (2.116).

Demostración del Corolario 10:
Tomando el ĺımite a (2.145), cuando N →∞ y con base en (2.116) y (2.156) se sigue (2.158).
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CAPÍTULO 3

PRUEBA SECUENCIAL ÓPTIMA CON
GRUPOS ALEATORIOS Y

OBSERVACIONES INDEPENDIENTES

3.1. Prueba secuencial aleatoria óptima en términos de

la razón de probabilidades

En este caṕıtulo se determinará de manera anaĺıtica la prueba secuencial óptima (ψ∗, φ∗)

en términos de la razón de verosimilitud Zn =
fn1
fn0

, donde tanto las observaciones como los

tamaños de grupos serán variables aleatorias independientes (como en el caṕıtulo anterior), pe-
ro las observaciones, además, serán idénticamente distribuidas (i.d.). A su vez, en la siguiente
sección se trabajará la prueba óptima considerando también a los tamaños de los grupos como
v.a. i.i.d., y esto nos llevará demostrar la optimalidad de la RSPRT.

Supongamos que se tiene un proceso estocástico {Xi : i ∈ N} con v.a. i.i.d., el cual tiene una
distribución P sobre un espacio (X ,X) medible. Estas variables representan las observaciones
en un experimento aleatorio secuencial. Supongamos que se tiene un problema de pruebas se-
cuenciales con hipótesis simples H0 : P = P0 v.s. H1 : P = P1, donde las observaciones vienen
en grupos de tamaños aleatorios ν1, ν2, . . . y éstos son v.a. discretas, no negativas e indepen-
dientes (más no idénticamente distribuidas).

Con base en esto, consideraremos un problema de pruebas de hipótesis simples como:

M0 =
(
P0, P1, P0

)
. (3.1)

Esta terna nos indica que las observaciones del experimento tiene la distribución P0, y ésta será
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a su vez con la que se determinará la mininización del costo promedio total del experimento.
Para esta sección supongamos lo siguiente:

µ
{
x ∈ X : f0(x) 6= f1(x)

}
> 0. (3.2)

La suposición (3.2) indica que existen observaciones (o puntos) para las cuales las funciones de
distribución no son iguales.

Retomemos algunos de los elementos trabajados en caṕıtulos anteriores, pero con sus res-
pectivos cambios para este contexto. Cabe resaltar que dichos elementos tendrán la misma
notación que en los Caṕıtulos 1 y 2, aunque ahora habrá “pequeñas modificaciones” como el
cambio de la función de densidad f por f0, entre otras.

Consideramos un experimento estad́ıstico secuencial por grupos con pruebas secuenciales
(ψ, φ), donde ψ es una regla de paro y φ una regla de decisión aplicadas a las etapas de ob-
servaciones. Sea ν1, ν2, . . . una sucesión de v.a. discretas, no negativas e independientes que
representan los tamaños de los grupos de observaciones donde sus valores n1, n2, · · · ∈ G con
G ⊆ {0, 1, 2, · · · }. Es importante mencionar que en esta investigación los tamaños de grupos
son aleatorios, sin embargo, impĺıcitamente también se consideran sucesiones de tamaños fijos:
como grupos de tamaño uno (contexto secuencial clásico) o cualquier tamaño constante (con-
texto secuencial generalizado).

La distribución de los tamaños de grupos es diferente para cada grupo, aśı para el r-ésimo
grupo, P (νr = n) = pr(n) ≥ 0, para cada n ∈ G con

∑
n∈G pr(n) = 1. Además, para los tamaños

de r grupos consecutivos, denotado como n =
(
n1, n2, . . . , nr

)
∈ Gr, se tiene su probabilidad

conjunta, que debido a la independencia entre los grupos pn = Πr
i=1P

(
νi = ni

)
= Πr

i=1pi(ni).
Dado nr ≥ 0 el tamaño del r-ésimo grupo de observaciones, se tiene su función de costo
cr(nr) ≥ 0. A partir esto se sigue que para n ∈ Gr, el costo total de r etapas del experimento es

c(n) =
r∑
i=1

ci(ni).

A continuación se enlistan los elementos a utilizarse:

El costo promedio del r-ésimo grupo,

c̄r =
∑
m∈G

cr(m)pr(m), (3.3)

donde 0 ≤ c̄r <∞ para toda r ≥ 1.

Se define la clase de reglas de paro cuyo tiempo de paro τψ es finito, bajo P0 como:

F0 :=
{
ψ : P0(τψ <∞) = 1

}
. (3.4)
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La clase de pruebas secuenciales cuya regla de paro detiene el experimento (bajo f0):

S0 :=
{

(ψ, φ) : ψ ∈ F0

}
.

Dada ψ cualquiera, y r ≥ 1 se define la variable aleatoria que determina la probabilidad
condicional de no parar el experimento antes de la etapa r,

Para n ∈ Gr, tψn :=

{
1, si r = 1;

(1− ψ(n:1)) · · · (1− ψ(n:r−1)), si r > 1.
(3.5)

Además para r ≥ 1 se define la v.a. que determina la probabilidad condicional de parar el
experimento exactamente en la etapa r.

Para n ∈ Gr, sψn = tψnψn. (3.6)

Recordemos que las probabilidades anteriormente presentadas están condicionadas a las ob-
servaciones xn del experimento en la respectiva etapa, pero que para no hacer más densa la
notación, omitiremos esta escritura

(
sψn(xn)

)
.

Si ψ ∈ F0, se define el costo total promedio del experimento, bajo f0 como:

K0(ψ) :=
∞∑
r=1

E0

(
c1(ν1) + · · ·+ cr(νr)I{τψ=r}

)
=
∞∑
r=1

∑
n∈Gr

pnc(n)E0s
ψ
n.

Este costo es un caso particular del costo KM (ψ) ((1.16) del Caṕıtulo 2), pero en este
caṕıtulo se trabajará bajo el problema de pruebas de hipótesis M0 donde la tercera
distribución es P0 y de lo cual también se considerará a E0.

Dada una prueba estad́ıstico secuencial (ψ, φ) ∈ S0 se consideran sus probabilidades de
error tipo I, α(ψ, φ) y tipo II, β(ψ, φ) como:

α(ψ, φ) = P0 (Rechazar H0) =
∞∑
r=1

∑
n∈Gr

pnE0snφn,

β(ψ, φ) = P1

(
Aceptar H0 ∩ {τψ <∞}

)
=
∞∑
r=1

∑
n∈Gr

pnE1sn
(
1− φn

)
.

Recordemos que el objetivo principal es encontrar la prueba secuecnial (ψ, φ) que minimice el
costo promedio K0(ψ) del experimento, restringuido a α(ψ, φ) ≤ α y β(ψ, φ) ≤ β para ciertas
constantes dadas α, β ∈ [0, 1]. Por tanto, para resolver este problema se aplicará el método de
Lagrange en este contexto secuencial.

Recordemos que el Caṕıtulo 2 se demostró, Teorema 1 y Corolario 1 la aplicación del método
de Lagrange en el contexto secuencial para encontrar la prueba secuencial óptima, aplicado al
problema de pruebas de hipótesis M . Entonces ahora esto se aplicará al contexto M0.
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Sean λ0 > 0 y λ1 > 0 cualesquiera, pero fijos. Para cualquier prueba secuencial (ψ, φ) ∈ S0

se define su función de Lagrange,

L0(ψ, φ) := L0(ψ, φ;λ0, λ1) = K0(ψ) + λ0α(ψ, φ) + λ1β(ψ, φ) (3.7)

Las constantes de Lagrange λ0 y λ1 estarán siempre presentes en la mayoŕıa de las funciones,
pero por cuestiones prácticas omitiremos dicha dependencia, y las consideraremos fijas (como
parámetros) a través del trabajo, a menos que se diga lo contrario.

Grosso modo, el desarrollo que aplicaremos para encontrar la prueba secuencial que mini-
miza la función de Lagrange se describe en la siguiente ĺınea. Para cualquier prueba secuencial
(ψ, φ) ∈ S0,

L0(ψ, φ) ≥ ı́nf
φ
L0(ψ, φ) = L0(ψ, φ∗) = L0(ψ) ≥ ı́nf

ψ∈F0

L0(ψ) = L0(ψ∗).

Ahora con base en las definiciones del costo promedio del experimento y las probabilidades de
error tipo I y tipo II se desprende que:

L0(ψ, φ) =
∞∑
r=1

∑
n∈Gr

pn

∫
sψn

((
c(n) + φnλ0

)
fn0 + (1− φn)λ1f

n
1

)
dµn. (3.8)

3.1.1. Regla de decisión óptima bajo H0

Dada un regla de paro ψ ∈ F0 cualquiera, pero fija, en esta parte se determinará la cota
inferior de la función de Lagrange L0(ψ, φ) para las reglas de decisión φ.

Para r > 1 y n ∈ Gr,
ln := mı́n

{
λ0f

n
0 , λ1f

n
1

}
. (3.9)

Para λ0 > 0 y λ1 > 0 cualesquiera, y 0 ≤ z <∞ se define la función

g(z) = g(z;λ0, λ1) := mı́n
{
λ0, λ1z

}
. (3.10)

Definición 27.

Para cualesquiera n ∈ Gr y r > 1, se define la razón (de verosimilitud):

zn = zn(xn) :=


fn1 (xn)

fn0 (xn)
, si fn0 (xn) > 0;

∞, si fn0 (xn) = 0 y fn1 (xn) > 0;

0, en otro caso.

(3.11)
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Algunas observaciones respecto a la definición de la razón de verosimilitud anterior. Por un
lado, debido a que en esta investigación estamos considerando grupos de tamaño nulo (n = 0)
entonces para dichos grupos no habŕıa observaciones xn = ( ), y dado que en este contexto las
observaciones son v.a. independientes e i.d.; entonces en estos casos al aplicar las funciones de
densidad f1 y f0, respectivamente, con base en la medida de probabilidad trivial µ0, se tendrá
por definición (1.2) que f1( ) = 1 y f0( ) = 1 y por tanto zn( ) = 1. Esto es, para grupos de
tamaño nulo, su razón de verosimilitud valdrá uno.

Por otro lado, es importante señalar que en el caso de que ninguna de las dos densidades
“aportará información” sobre las observaciones xn, i.e. ambas densidades fueran nulas fn0 (xn) =
0 y fn1 (xn) = 0, entonces las reglas de paro y decisión no estaŕıan escritas en términos de la
razón zn; en este caso se aplicaŕıa para ambas reglas una aleatorización en términos solo de las
observaciones:

0 6 ψ∗n(xn) 6 1 y 0 6 φ∗n(xn) 6 1. (3.12)

Esto es, se puede hacer lo que sea, tanto para la regla de paro ψ∗ como para la decisión φ∗ ópti-
mas. Esta misma aleatorización de las reglas de paro y decisión sucederá para el caso zn =∞,
pero esto se analizará más adelante. Por tanto, en lo subsiguiente nos centraremos en el caso
cuando fn0 (xn) > 0.

Para r ≥ 1 y n ∈ Gr cualesquiera se definen los siguientes conjuntos.

Kn0 := {xn ∈ Xn : fn0
(
xn
)
> 0}. Analógamente se define el conjunto Kn1 .

Sean Sψn := {xn ∈ Xn : sψn
(
xn
)
> 0} y Tψn := {xn : tψn

(
xn
)
> 0}.

También, se tiene el conjunto Pr := {n ∈ Gr : pn > 0}.

Recordemos que en este trabajo estamos considerando a los multiplicadores de Lagrange λ0 y
λ1 ambos positivos, entonces tiene sentido la siguiente condición.

Condición ∆ψ (Estructura de la regla de decisión óptima)

Dada una regla de paro ψ fija, una regla de decisión φ cumple la condición ∆ψ, si para
cada r > 1 y cualquier n ∈ Pr se tiene:

φn R I{
λ0/λ1. zn

}, sobre el conjunto Sψn ∩ Kn0 , µn-c.t.p., (3.13)

para λ0 > 0 y λ1 > 0.
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La condición anterior está basada en la condición (2.27) del Caṕıtulo 2, salvo lo siguiente:

I{
λ0fn0 . λ1fn1

} = I{
λ0fn0 . λ1fn1

}I{fn0 >0} + I{
λ0fn0 . λ1fn1

}I{fn0 =0},

= I{
λ0/λ1. fn1 /f

n
0

}I{fn0 >0}

= I{
λ0/λ1. zn

}, sobre el conjunto Sψn ∩ Kn0 > 0, µn-c.t.p.

El siguiente teorema determina la cota inferior para la función de Lagrange general L0(ψ, φ),
y además marca condiciones necesarias y suficientes para que una regla de decisión alcance dicha
cota.

Teorema 11.

Para cualquier prueba secuencial (ψ, φ) ∈ S0 se tiene que:

L0(ψ, φ) >
∞∑
r=1

∑
n∈Gr

pnE0s
ψ
n

(
c(n) + g(zn)

)
. (3.14)

La igualdad en (3.14) se alcanza si y solo si φ cumple la condición ∆ψ.

Demostración del Teorema 11:

La demostración de este teorema es la misma que la del Teorema 2 al utilizar f0 en lugar de
f , solo que ahora, además se trabajará en términos de la función g(z). Sabemos por (2.32),
Teorema 2, que:

L0(ψ, φ) >
∞∑
r=1

∑
n∈Gr

pn

∫
sψn
(
c(n)fn0 + ln

)
dµn,

=
∞∑
r=1

∑
n∈Gr

pn

∫
K0

sψn

(
c(n) + mı́n

{
λ0, λ1

fn1
fn0

})
fn0 dµn,

=
∞∑
r=1

∑
n∈Gr

pn E0s
ψ
n (c(n) + g(zn)) .

Por tanto se tiene (3.14). Nuevamente por Teorema 2 se sigue que la igualdad en (3.14) se
obtiene si y solo si la regla de decisión φ cumple la condición ∆ψ.
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Con base en el teorema anterior se tiene que la condición ∆ψ da la estructura de la regla de
decisión óptima. Recordemos la notación presente en esta condición (3.13),

φn R I{
λ0/λ1. zn

} significa I{
λ0/λ1<zn

} ≤ φn ≤ I{
λ0/λ1≤zn

}.
Observemos que en el caso de que para alguna etapa con su grupo de observaciones xn se

tenga que fn0 (xn) = 0 y fn1 (xn) > 0, entonces zn = ∞. De lo cual la regla de decisión óptima
será φ∗n = 1 (se rechaza H0, a favor de H1). Lo cual tiene sentido porque la única distribución
que está aportando información sobre las observaciones es f1.

Continuando con el análisis, debido a que se tiene una cota inferior alcanzable para la
función de Lagrange L0(ψ, φ), cuando la regla de decisión φ cumple ciertas condiciones, entonces
dejaremos fija a la regla φ.

Para cualquier ψ ∈ F0 se tiene:

L0(ψ) := L0(ψ, φ∗) = ı́nf
φ
L0(ψ, φ) si y solo si φ∗ cumple la condición ∆ψ; (3.15)

donde

L0(ψ) :=
∞∑
r=1

∑
n∈Gr

pnE0s
ψ
n

(
c(n) + g(zn)

)
. (3.16)

3.1.2. Regla paro óptima bajo H0: horizonte finito

Ahora, con base en que ya se tienen las condiciones para alcanzar el ı́nfimo de la función
de Lagrange escrita en (3.16) sobre todas las reglas de decisión φ, entonces se buscará la
cota inferior para las reglas de paro ψ. Primero vamos a trabajar el caso en el que se tiene
un número fijo de etapas N (horizonte finito o caso truncado) y después haremos el análisis,
cuando el número de etapas crece indefinidamente (horizonte infinito o no finito).

Sea N > 1 entero, se define la clase de reglas de paro que detienen el experimento en la
etapa N o antes como FN =

{
ψ : tψn = 0, para cualquier n ∈ GN+1

}
⊂ F0. De esta

definición, se puede demostrar fácilmente la siguiente cadena:

F 1 ⊂ F 2 ⊂ · · · ⊂ FN ⊂ FN+1 ⊂ · · · ⊂ F0.

Para cualquier ψ ∈ FN , con base en (3.16) y dado que tψn = 0 para cualquier n ∈ GN+1

se obtiene la función de Langrange truncada:

LN0 (ψ) =
N−1∑
k=1

∑
n∈Gk

pn

∫
sψn

(
c(n)fn0 + ln

)
dµn +

∑
n∈GN

pn

∫
tψn

(
c(n)fn0 + ln

)
dµn.
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La cual con los términos de este contexto, resulta en

LN0 (ψ) =
N−1∑
k=1

∑
n∈Gk

pn E0s
ψ
n

(
c(n) + g(zn)

)
+
∑
n∈GN

pn E0t
ψ
n

(
c(n) + g(zn)

)
. (3.17)

Ahora corresponderá encontrar una cota inferior para (3.17).
Como la función (3.17) está en términos de E0 y g(z), entonces al igual que como se realizó en
el caṕıtulo 2, vamos a trabajar las funciones llamadas V N

r , pero ahora éstas estarán en términos
de la función f0 y de la esperanza E0, a diferencia del caṕıtulo 2 en donde se trabajó en términos
de operadores llamados Ir y Mr.

En la teoŕıa desarrollada hasta este punto no hab́ıamos necesitado de la independencia de las
observaciones xn expĺıcitamente, sin embargo a continuación se define un operador que trabaja
con la razón de verosimilitud de un grupo en particular y para poder trabajar las observaciones
de dicho grupo, es necesario que ellas sean independientes.

Definición 28.

Sea r ≥ 1 cualquiera y z ≥ 0. Para cualquier función v(z) medible y no negativa. Se
define el operador:

Jrv(z) :=
∑
m∈G

pr(m)E0 v

(
z
fm1 (Xm)

fm0 (Xm)

)
=
∑
m∈G

pr(m)E0 v
(
z zm

)
. (3.18)

Definición 29.

Dadas λ0 > 0 y λ1 > 0 fijas, y para cualquier z ∈ R+. Para r = N sea

V N
r (z) = V N

r (z;λ0, λ1) := g(z;λ0, λ1) ≡ mı́n{λ0, λ1z}, (3.19)

y, de manera recursiva para r = N − 1, N − 2, . . . , 1,

V N
r (z) = V N

r

(
z;λ0, λ1

)
:= mı́n

{
g(z;λ0, λ1), cr+1 + Jr+1V

N
r+1

(
z;λ0, λ1

)}
= mı́n

{
g(z), cr+1 + Jr+1V

N
r+1(z)

}
. (3.20)

Por simplicidad trabajaremos a las funciones V N
r con 1 ≤ r ≤ N y asociadas solo en de-

pendencia de la variable z, ya que λ0 y λ1 serán constantes fijas, a menos que se necesite la
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dependencia estos multiplicadores, pero en este caso será marcado expĺıcitamente.

El siguiente lema establece que la sucesión de funciones V N
r (z) es decreciente respecto al

nivel de truncamiento N .

Lema 16.

Para cualesquiera entero N > 1 y r = N, . . . , 1 se tiene que

V N
r

(
z
)
> V N+1

r

(
z
)
, (3.21)

para cualquier z ≥ 0.

Demostración del Lema 16:
Aplicaremos inducción inversa 1 sobre r. Sea N > 1 fijo pero cualquiera, y sea r = N ,

V N
N

(
z
)

= g(z) > mı́n
{
g(z), cN+1 + JN+1V

N+1
N+1 (z)

}
= V N+1

N (z),

la primera igualdad se obtiene de (3.19) y la segunda por (3.20).
Hipótesis de Inducción: Supongamos que (3.21) se cumple para algún r = N,N − 1 . . . , 2.

Para dicha r, por propiedades de la esperanza y debido a que
∑
m∈G

pr(m) 6 1 se obtiene:

JrV
N
r

(
z
)

=
∑
m∈G

pr(m)E0 V
N
r

(
z
fm1 (Xm)

fm0 (Xm)

)
≥
∑
m∈G

pr(m)E0 V
N+1
r

(
z
fm1 (Xm)

fm0 (Xm)

)
= JrV

N+1
r (z).

Por tanto, para cualquier z ≥ 0,

V N
r−1

(
z
)

= mı́n
{
g(z), cr + JrV

N
r

(
z
)}

> mı́n
{
g(z), cr + JrV

N+1
r

(
z
)}

= V N+1
r−1

(
z
)
.

Entonces V N
r−1

(
z
)
≥ V N+1

r−1

(
z
)
. Por lo tanto se tiene (3.21) para todo r = N, . . . , 1.

1La inducción inversa consiste demostrar la propiedad para r = N , después se supone la verdad de la
propiedad para r = k y se demuestra para r = k − 1; demostrando aśı la veracidad de la propiedad para todos
los enteros desde r = N hasta 1.
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Condición ΠN
0 . (Regla de paro truncada óptima, con f0)

Una regla de paro ψ satisface la condición ΠN
0 , si:

Para toda r = 1, . . . , N − 1 y para cualquier n ∈ Pr

ψ(n:r) R I{
g(zn) . c̄r+1+Jr+1V Nr+1(zn)

}, sobre el conjunto Tψn ∩ Kn0 , µn-c.t.p. (3.22)

Y para toda n ∈ PN ,

ψn = 1, sobre el conjunto Tψn ∩ Kn0 , µn-c.t.p. (3.23)

El siguiente teorema es equivalente al Teorema 3 del Caṕıtulo 2, y determina la cota inferior
de la función de Lagrange truncada.

Teorema 12.

Dado N ≥ 1 entero. Para cualquier ψ ∈ FN se cumple que

LN0 (ψ) ≥ c̄1 + J1V
N

1 (1). (3.24)

Se obtiene la igualdad en (3.24) si y solo si ψ satisface la condición ΠN
0 .

Demostración del Teorema 12:

Sea N ≥ 1 entero fijo y sea ψ ∈ FN una regla de paro truncada cualquiera.. Para toda z ≥ 0
y para cualquier r = 1, 2, . . . , N , se define

QN
r (z) :=

r−1∑
k=1

∑
n∈Gk

pnE0s
ψ
n

(
c(n) + g(zn)

)
+
∑
n∈Gr

pnE0t
ψ
n

(
c(n) + V N

r (zzn)
)
. (3.25)

Es importante mencionar que el funcional QN
r definido anteriormente depende también de la

regla de paro ψ, sin embargo para no saturar la notación, esta dependencia no se expresa. De
hecho este funcional es equivalente a Bψ

r (v) definido en (2.47) (Caṕıtulo 2).

Ahora, por un lado con base en (3.17), en particular se tiene que QN
N(1) = LN0 (ψ). Por otro

lado

QN
1 (1) =

∑
n∈G

p1(n) E0t
ψ
n

(
c(n) + V N

1 (zn)
)
,

= E0

∑
n∈G

p1(n)c(n) +
∑
n∈G

p1(n)E0V
N

1 (zn) = c̄1 + J1V
N

1 (1).
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Dado que en (2.50) se demuestra que Bψ
r (v) es finito; entonces también consideraremos que

QN
r (z) <∞ para todo z ∈ [0,∞). Por lo tanto c̄1 + J1V

N
1 (1) <∞.

Vamos a demostrar que

LN0 (ψ) = QN
N(1) ≥ QN

N−1(1) ≥ · · · ≥ QN
1 (1) = c̄1 + J1V

N
1 (1). (3.26)

y determinaremos cómo deben ser las componentes de ψ ∈ FN sucesivamente para que todas
las desigualdades en (3.26) se convientan en igualdades.

Primero vamos a demostrar que para 1 ≤ r ≤ N − 1 se sigue

QN
r+1(1) ≥ QN

r (1). (3.27)

De la definición (3.25), la desigualdad (3.27) es equivalente a∑
n∈Gr

pn E0s
ψ
n

(
c(n) + g(zn)

)
+

∑
n∈Gr+1

pn E0t
ψ
n

(
c(n) + V N

r+1(zn)
)

≥
∑
n∈Gr

pn E0t
ψ
n

(
c(n) + V N

r (zn)
)
. (3.28)

Por el Teorema de Fubini, el lado izquierdo de (3.28) es igual a∑
n∈Gr

pn E0t
ψ
nψn

(
c(n) + g(zn)

)
+

∑
(n,m)∈Gr+1

p(n,m) E0t
ψ
(n,m)

(
c((n,m)) + V N

r+1(z(n,m)
)

=
∑
n∈Gr

pn

[ ∫
tψn

(
ψn
(
c(n) + g(zn)

)
+
∑
m∈G

pr+1(m)(1− ψn)

∫ (
c(n) + c(m) + V N

r+1(z(n,m))
)
f

(m)
0 dµm

)
f

(n)
0 dµn

]
.

=
∑
n∈Gr

pn

[ ∫
tψn

(
ψn
(
c(n) + g(zn)

)
+
∑
m∈G

pr+1(m)(1− ψn)c(n)

∫
f

(m)
0 dµm +

+
∑
m∈G

pr+1(m)(1− ψn)

∫ (
c(m) + V N

r+1(z(n,m))
)
f

(m)
0 dµm

)
f

(n)
0 dµn

]
.

=
∑
n∈Gr

pn

∫
tψn

[
c(n) + ψng(zn) + (1− ψn)

(∑
m∈G

pr+1(m)c(m) +

+
∑
m∈G

pr+1(m)

∫
V N
r+1(znzm)f

(m)
0 dµm

)]
f

(n)
0 dµn.

=
∑
n∈Gr

pn

∫
tψn

[
c(n) + ψng(zn) + (1− ψn)

(
c̄r+1 + Jr+1V

N
r+1(zn)

)]
f

(n)
0 dµn. (3.29)
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Aplicando a (3.29) la desigualdad (2.16) del Lema 1 (caṕıtulo 2) con φ ≡ ψn, F1 ≡ g(zn) y
F2 ≡ c̄r+1 +Jr+1V

N
r+1(zn), se obtiene que una cota inferior de (3.29), sobre todas las ψn, n ∈ Gr.

∑
n∈Gr

pn

∫
tψn

[
c(n) + ψng(zn) + (1− ψn)

(
c̄r+1 + Jr+1V

N
r+1(zn)

)]
f

(n)
0 dµn

≥
∑
n∈Gr

p(n)

∫
tψn

(
c(n) + mı́n

{
g(zn), c̄r+1 + Jr+1V

N
r+1(zn)

})
f

(n)
0 dµn

=
∑
n∈Gr

p(n)E0t
ψ
n

(
c(n) + V N

r (zn)
)
. (3.30)

Ahora aplicando (2.17) del mismo Lema 1, la desigualdad (3.30) se alcanza si y solo si para
toda n ∈ Pr

ψn ' I{g(zn) . c̄r+1+Jr+1V Nr+1(zn)}, (3.31)

µn-c.t.p. sobre Tψn ∩ Kn0 . Lo cual demuestra (3.27).

Ahora, aplicando recursivamente (3.27) para r = 1, 2, . . . , N − 1 se obtiene la prueba de la
sucesión de desigualdadades en (3.26). Además, se establece una sucesión de igualdades para
todas las desigualdades en (3.26) si y solo si (3.31) satisface n ∈ Pk µn-c.t.p. sobre Tψn ∩ Kn0 ,
para toda r = 1, 2, . . . , N − 1, lo cual coindice con la condición ΠN

0 , y demuestra el Teorema
12.

Puede notarse que si ψ∗ satisface la condición ΠN
0 , entonces ψ∗ ∈ FN . Una manera de

expresar el anterior teorema es

LN0 (ψ∗) = ı́nf
ψ′∈FN

LN0 (ψ′) si y solo si ψ∗ cumple la condición ΠN
0 , (3.32)

donde

LN0 (ψ∗) = c̄1 + J1V
N

1 (1). (3.33)

Condición (ΠN
0 ,∆ψ) (Prueba secuencial truncada óptima)

Una prueba secuencial
(
ψ, φ

)
satisface la condición

(
ΠN

0 ,∆ψ

)
, si ψ cumple la condición

ΠN
0 y, para esta regla de paro la función φ cumple la condición ∆ψ.

Para N ≥ 1, se define la clase de pruebas secuenciales cuya regla de paro detiene el ex-
perimento en la etapa N o antes como: SN =

{(
ψ, φ

)
: ψ ∈ FN

}
.
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Debido a la propiedad FN ⊂ F0 se sigue que SN ⊂ S0, para cualquier N ≥ 1.

El siguiente teorema establece condiciones necesarias y suficientes para que una prueba
secuencial truncada ψ ∈ FN alcance el ı́nfimo de la función de Lagrange truncada LN0 (3.17).

Teorema 13.

Si una prueba secuencial (ψ∗, φ∗) satisface la condición (ΠN
0 ,∆ψ∗) entonces

LN0
(
ψ∗, φ∗

)
= ı́nf

(ψ,φ)∈SN
LN0
(
ψ, φ

)
. (3.34)

Además, si existe alguna prueba secuencial (ψ∗, φ∗) ∈ SN tal que satisface (3.34), en-
tonces (ψ∗, φ∗) cumple la condición (ΠN

0 ,∆ψ∗).

Demostración del Teorema 13:

Suficiencia : Sea (ψ∗, φ∗) tal que satisface la condición (ΠN
0 ,∆ψ∗). Como φ∗ satisface la con-

dición ∆ψ∗ , entonces por (3.15) se tiene que:

L0

(
ψ, φ∗

)
= ı́nf

φ
L0

(
ψ, φ

)
, para cualquier ψ ∈ F0.

Por otro lado, como ψ∗ cumple ΠN
0 , entonces ψ∗ ∈ FN y de esto LN0 (ψ∗) = L0(ψ∗, φ∗). Por

tanto, de lo anterior y de (3.32) se tiene que:

LN0
(
ψ∗, φ∗

)
= ı́nf

(ψ,φ) ∈SN
LN0
(
ψ, φ

)
.

Esto demuestra la primera parte del teorema.

Necesidad: Supongamos que existe una prueba secuencial (ψ∗, φ∗) con ψ∗ ∈ FN y tal que
cumple (3.34). Entonces (ψ∗, φ∗) minimiza a la función de Lagrange (3.17), por tanto por (3.32)
y (3.15) (segunda parte) se tiene que ψ∗ y φ∗ cumplen, respectivamente, las condiciones ΠN

0 y
∆ψ∗ . Por lo tanto, (ψ∗, φ∗) satisface la condición (ΠN

0 ,∆ψ∗).

El siguiente corolario marca las condiciones suficientes que debe cumplir una regla secuencial
truncada para que ella conlleve a un costo promedio mı́nimo del experimento, comparada con
cualquier otra prueba aún cuando sus probabilidades de error sean menores.
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Cololario 11.

Si una prueba secuencial truncada (ψ∗, φ∗) satisface la condición
(
ΠN

0 ,∆ψ∗
)
, enton-

ces para cualquier otra prueba secuencial (ψ, φ) ∈ SN tal que

α(ψ, φ) 6 α(ψ∗, φ∗) y β(ψ, φ) 6 β(ψ∗, φ∗), (3.35)

se tiene que
K0(ψ) > K0(ψ∗). (3.36)

La desigualdad (3.36) es estricta, si al menos una de las desigualdades en (3.35) lo
es.

Demostración del Corolario 11:
Como (ψ∗, φ∗) satisface la condición (ΠN

0 ,∆ψ∗) entonces, por Teorema 13, se tiene que
LN0
(
ψ∗, φ∗

)
= ı́nf

(ψ,φ)∈SN
LN0
(
ψ, φ

)
. Ahora sea (ψ, φ) ∈ SN cualquier otra prueba secuencial trun-

cada tal que cumple (3.35). Debido a que SN ⊆ S0, aplicando por Corolario 1 del Caṕıtulo 2
y considerando que estamos en el contexto M0, con la función de distribución f0, entonces se
sigue (3.36). Del mismo corolario se sigue que la desigualdad (3.36) es estricta si al menos una
de las desigualdades en (3.35) lo es.

3.1.3. Regla de paro óptima bajo H0: horizonte infinito

Nuevamente vamos a extender los resultados anteriores para el caso cuando el número de
etapas crece indefinidamente (N → ∞) conocido como horizonte infinito, adaptado a nuestro
contexto de observaciones i.i.d. con (f0) y tamaños de grupos independientes.

Primero vamos a establecer condiciones que determinan que las reglas de paro que tra-
bajaremos son reglas convergentes a su respectiva función de Lagrange, es decir, se cumple
ĺım
N→∞

LN0 (ψ) = L0(ψ). Los siguientes tres lemas nos darán las condiciones suficientes para esto.

Cabe resaltar que para los siguientes dos lemas se considera un paramétro θ cualquiera,
pero fijo.
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Lema 17.

Si para algún n ∈ Gk, k ≥ 1 y alguna regla de paro ψ es tal que∑
m∈Gr

pmEθt
ψ
n,m → 0 cuando r →∞, (3.37)

entonces

Eθs
ψ
n +

∞∑
r=1

∑
m∈Gr

pmEθs
ψ
n,m = Eθt

ψ
n. (3.38)

Demostración del Lema 17. Sea r cualquier número natural, entonces∑
m∈Gr

pmEθt
ψ
n,m −

∑
m∈Gr+1

pmEθt
ψ
n,m =

=
∑
m∈Gr

pmEθt
ψ
n,m −

∑
m∈Gr

∑
i∈G

pmp(i)Eθt
ψ
n,m,i

=
∑
m∈Gr

pm
(
Eθt

ψ
n,m −

∑
i∈G

p(i)Eθt
ψ
n,m,i

)
=
∑
m∈Gr

pm
(
Eθt

ψ
n,m − Eθt

ψ
n,m,i

)
. (3.39)

La última igualdad se debe a que
∑

i∈G p(i) = 1 por la definición de la distribuición del grupo.
Por otro lado, por definicion (3.5) y dado que n ∈ Gk, m ∈ Gr e i ∈ G:

tψn,m − t
ψ
n,m,i = (1− ψn1) · · · (1− ψn)(1− ψn,m1) · · · (1− ψn,mr−1)−

−(1− ψn1) · · · (1− ψn)(1− ψn,m1) · · · (1− ψn,mr−1)(1− ψn,m)

= (1− ψn1) · · · (1− ψn)(1− ψn,m1) · · · (1− ψn,mr−1)
(
ψn,m

)
= tψn,mψn,m = sψn,m. (3.40)

Esto último es por la definición (3.6). Por tanto regresando a (3.39) y aplicando propiedades
del valor esperado Eθ se tiene que∑

m∈Gr
pmEθs

ψ
n,m =

∑
m∈Gr

pmEθt
ψ
n,m −

∑
m∈Gr+1

pmEθt
ψ
n,m. (3.41)

Al aplicar la suma desde r = 1 hasta r = k en ambos lados de (3.41), se obtiene

k∑
r=1

∑
m∈Gr

pmEθs
ψ
n,m =

k∑
r=1

( ∑
m∈Gr

pmEθt
ψ
n,m −

∑
m∈Gr+1

pnEθt
ψ
n,m

)
=

∑
m∈G

pmEθt
ψ
n,m −

∑
m∈Gk+1

pmEθt
ψ
n,m. (3.42)

89
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Pasando al ĺımite en (3.42) cuando k →∞ y con base en la hipótesis (3.37) entonces en el lado
derecho de la última expresión tenemos,

∞∑
r=1

∑
m∈Gr

pmEθs
ψ
n,m =

∑
m∈G

pmEθt
ψ
n,m. (3.43)

Por otro lado, aplicando las definiciones (3.5) y (3.6) a la igualdad (3.40) y propiedades del
valor esperado para cualquier n ∈ Gk se obtiene que:

Eθs
ψ
n = Eθt

ψ
n −

∑
m∈G

pmEθt
ψ
n,m. (3.44)

Finalmente, sumando las expresiones (3.44) y (3.43) respectivamente en ambos lados obtenemos
(3.38).

Lema 18.

Para una regla de paro ψ ∑
m∈Gr

pmEθt
ψ
m → 0, cuando r →∞, (3.45)

si y solo si
∞∑
r=1

∑
m∈Gr

pmEθs
ψ
m = 1. (3.46)

Demostración del Lema 18.
Supongamos que (3.45) se cumple. Ahora, repitiendo los pasos desde (3.39) a (3.42) del Lema
17, pero con tψm en lugar de tψn,m, sustituyendo en (3.43) obtendremos:

∞∑
r=1

∑
m∈Gr

pmEθs
ψ
m =

∑
m∈G

pmEθt
ψ
m = 1. (3.47)

Esto último se debe a que tψm = 1 para todo m ∈ G por (3.5). Por tanto (3.46) está demostrada.
Ahora supongamos que (3.46) se satisface. Nuevamente, repitiendo los pasos de la demos-

tración del Lema 17 se obtiene:

k∑
r=1

∑
m∈Gr

pmEθs
ψ
m =

∑
m∈G

pmEθt
ψ
m −

∑
m∈Gk+1

pmEθt
ψ
m. (3.48)

El lado izquierdo de (3.48) tiende a 1, cuando k →∞, por hipótesis (3.46). El primer término
del lado derecho también es igual a 1, por (3.5). Por lo tanto, el segundo término del lado
derecho de (3.48) tiende a 0, aśı (3.45) se satisface.
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Lema 19.

Sea ψ ∈ F0 tal que K0(ψ) <∞. Entonces∑
n∈GN

pnc(n)E0t
ψ
n → 0, cuando N →∞. (3.49)

Demostración del Lema 19.
Sea ψ ∈ F0 tal que K0(ψ) <∞. Por definición e hipótesis se tiene que

K0(ψ) =
∞∑
k=1

∑
n∈Gk

pnc(n)E0s
ψ
n <∞,

aśı,
∞∑
k=N

∑
n∈Gk

pnc(n)E0s
ψ
n → 0, (3.50)

cuando N →∞. Sea c(n|N) = c(n1) + · · ·+ c(nN) para cualquier n ∈ Gk y k ≥ N .
Se sigue del Lema 17 que

∑
n∈GN

pnc(n)E0t
ψ
n =

∑
n∈GN

pnc(n)
(
E0s

ψ
n +

∞∑
r=1

∑
m∈Gr

pmE0s
ψ
n,m

)
≤

∞∑
k=N

∑
n∈Gk

c(n|N)pnE0s
ψ
n ≤

∞∑
k=N

∑
n∈Gk

pnc(n)E0s
ψ
n → 0,

cuando N →∞, esto último en virtud de (3.50).

Antes de continuar recordemos del Caṕıtulo 2 que cualquier regla de paro ψ ∈ F0 puede ser
truncada en el nivel N , de la siguiente manera: ψN =

(
ψn1 , ψn2 , · · · , ψnN−1

, 1, . . .
)

para toda
n = (n1, n2, . . . , nN−1) ∈ GN−1. Debido a esto a cualquier regla de paro ψ se le puede aplicar la
función de Lagrange Truncada (3.17) con LN0 (ψ) = LN0 (ψN). De esta manera es fácil determinar
(3.17) sin importar si la regla de paro ψ es truncada o no.

Ahora śı con base en los tres lemas anteriores estamos en posibilidad de demostrar que, en
este contexto de un problema de hipótesis simples M0, toda regla de paro con tiempo de paro
finito es una regla truncable, o sea su función de Lagrange truncada converge a la función de
Lagrange general, cuando el nivel de truncamiento crece indefinidamente.
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Teorema 14.

Para cualquier regla de paro ψ ∈ F0 se tiene que

ĺım
N→∞

LN0 (ψ) = L0(ψ), (3.51)

donde L0(ψ) se definió en (3.16).

Demostración del Teorema 14: Supongamos primero que L0(ψ) < ∞. Con base en las
definiciones de las funciones de Lagrange no truncada (3.16) y truncada (3.17) se tiene:

L0(ψ)− LN0 (ψ) =

=
∞∑
k=N

∑
n∈Gk

pnE0s
ψ
n

(
c(n) + g(zn)

)
−
∑
n∈GN

pnc(n)E0t
ψ
n −

∑
n∈GN

pnE0t
ψ
ng(zn). (3.52)

Debido a que L0(ψ) es convergente, ya que L0(ψ) <∞, el primer término de (3.52) tiende
a cero, cuando N → ∞. Además, esto implica que K0(ψ) < ∞, entonces por Lema 19 (véase
(3.49)), el segundo término de (3.52) también tiende a cero cuando N →∞.

Finalmente, g(z) ≤ λ0 para toda z ≥ 0. Aśı,∑
n∈GN

pnE0t
ψ
ng(zn) ≤ λ0

∑
n∈GN

pnE0t
ψ
n → 0, cuando N →∞.

Esta última convergencia se sigue por el Lema 18, porque por hipótesis ψ ∈ F0 implica (3.46).
Aśı se ha demostrado (3.51) en el caso de que L(ψ) <∞.

Ahora supongamos que L0(ψ) =∞, entonces

LN0 (ψ) ≥
N−1∑
k=1

∑
n∈Gk

pnE0s
ψ
n

(
c(n) + g(zn)

)
→ L0(ψ) =∞, cuando N →∞,

entonces (3.51) se satisface en este caso también.

En este contexto de horizonte infinito estamos trabajando con reglas de paro truncables
(LN0 (ψ)→ L0(ψ)) bajo los múltiplicadores de Lagrange fijos, entonces ahora ya podemos dedi-
carnos a determinar la cota inferior de la función L0(ψ), pero para esto es necesario definir los
ĺımites de las funciones previamente truncadas.
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Con base en el Lema 16 se tiene que para cualesquiera r > 1 y z > 0 las funciones V N
N (z)

y V N
r (z) definidas en (3.19)-(3.20) forman una sucesión {V N

r (z)}N>r acotada y decreciente
(respecto al nivel de truncamiento) de funciones V N

r (z) > V N+1
r (z) > 0 (por (3.21)), para

N ≥ 1. Por lo tanto existe su ĺımite cuando N →∞. Entonces para cualquier r > 1,

Vr
(
z
)

:= ĺım
N→∞

V N
r

(
z
)
. (3.53)

Con base en (3.53) y tomando el ĺımite a (3.20) cuando N → ∞ se obtiene que para
cualquier r > 1;

Vr
(
z
)

= mı́n
{
g(z), cr+1 + Jr+1Vr+1

(
z
)}

(3.54)

Cabe mencionar que las relaciones (3.53) y (3.54), al igual que las anteriores, traen consi-
go la dependencia de la distribución del grupo de observaciones r en cuestión, debido a que
ν1, . . . , νr . . . son v.a. solo independientes. En el caso de tener, además, tamaños de grupo
idénticamente distribuidos (i.d.), dicha dependencia no será necesaria, como será trabajada en
la siguiente sección.

En el Lema 13 (caṕıtulo 2) o la fórmula (2.124) se encontró el ı́nfimo de la función de LM (ψ),
ahora tendremos la cota respectiva para nuestra función L0(ψ), cuya manera equivalente en
nuestro contexto M0 es la siguiente.

Lema 20.

ı́nf
ψ∈F0

L0(ψ) = c̄1 + J1V1(1). (3.55)

Demostración del Lema 20: Sean U = ı́nf
ψ∈F0

L0(ψ) y UN = ı́nf
ψ∈FN

LN0 (ψ).

Debido al Teorema 12 y a (3.33), UN = c̄1 + J1V
N

1 (1) para cualquier N = 1, 2, . . . . Debido
a que FN ⊂ F0, entonces UN ≥ U para cualquier N = 1, 2, . . . , aśı que ĺım

N→∞
UN ≥ U . Ahora

se demostrará que ĺım
N→∞

UN = U .

Supongamos lo contario, i.e supongamos que ĺım
N→∞

UN = U + 4ε para algún ε > 0; entonces

para alguna N suficientemente grande

UN ≥ U + 3ε, (3.56)

Por definición de U existe una regla de paro ψ ∈ F0, tal que U ≤ L0(ψ) ≤ U + ε. Por el
Teorema 14 LN0 (ψ) → L0(ψ), cuando N → ∞, entonces para un N suficientemente grande
LN0 (ψ) ≤ U + 2ε. Porque por definición UN ≤ LN0 (ψ) tenemos que UN ≤ U + 2ε para toda N
grande, lo cual contradice (3.56).
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Por lo tanto, U = ĺım
N→∞

UN = c̄1 + ĺım
N→∞

J1V
N

1 (1) = c̄1 + J1V1(1).

Es importante marcar dos cosas sobre el ı́nfimo anterior (parte derecha de (3.55)), por un
lado esta cota no depende de ninguna regla de paro ψ, mas para llegar a ella śı se requiere
analizar las condiciones necesarias y/o suficientes de la estructura de la regla que la alcanza.
Por otro lado, como c̄1 < ∞ (por hipótesis los costos promedios de los grupos son finitos), y

además J1V1(1) =
∑
m∈G

p1(m)E0V1(Zm) ≤ E0V1(Zm) ≤ mı́n {λ0, λ1} <∞. Por lo tanto

c̄1 + J1V1(1) <∞. (3.57)

Condición Π∞
0 . (Estructura de la regla de paro óptima, bajo f0)

Una regla de paro ψ satisface la condición Π∞0 , si para toda r > 1 y cualquier n ∈ Pr:

ψn R I{
g(zn) . c̄r+1+Jr+1Vr+1(zn)

}, sobre el conjunto Tψn ∩ Kn0 , µn-c.t.p. (3.58)

Recordemos por (3.1) que estamos en el contexto de un problema de pruebas de hipótesis
simples M0 = (P0, P1, P0) , donde las observaciones de los grupos están bajo H0. En el Corolario
7 del caṕıtulo 2 se demostró, como un caso particular, que todas las reglas de paro truncables,
en este contexto (ψ ∈ T0), tienen un tiempo de paro finito (ψ ∈ F0) y viceversa, i.e. T0 = F0.
Por lo tanto, otra cosa importante que marcar sobre las reglas de paro de M0, es que además de
reglas truncables tienen un tiempo de paro finito con probabilidad uno, bajo P0, en particular
la definida en (3.58).

Teorema 15.

Para cualquier ψ ∈ F0 se cumple que

L0(ψ) ≥ c̄1 + J1V1(1). (3.59)

Se obtiene la igualdad en (3.59), si ψ satisface la condición Π∞0 .

Rećıprocamente, si existe una igualdad en (3.59) para alguna ψ ∈ F0, entonces ψ satis-
face la condición Π∞0 .
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Demostración del Teorema 15:

Suficiencia: Sea ψ ∈ F0 cualquier regla de paro. Para cualesquiera r = 1, 2, . . . y z ≥ 0 se
define

Qr(z) =
r−1∑
k=1

∑
n∈Gk

pnE0s
ψ
n

(
c(n) + g(zn)

)
+
∑
n∈Gr

pnE0t
ψ
n

(
c(n) + Vr(zzn)

)
, (3.60)

(compárese con (3.25)). Ahora, por el Teorema de Convergencia Dominada (TCD) de Lebesgue,
se sigue que

ĺım
N→∞

QN
r (z) = Qr(z). (3.61)

Por la misma razón (TCD), aplicando el ĺımite cuando r →∞ a (3.27) obtenemos que para
cualquier r ≥ 1

Qr+1(1) ≥ Qr(1). (3.62)

Recordemos que el funcional Qr(z), depende de la regla de paro ψ, y además este es finito.
Análogamente a la obtención de (3.31) a partir de (3.27), a través de los pasos (3.28) (3.29)

y (3.30), podemos obtener que existe una igualdad en (3.62), si para toda n ∈ Pr

ψn R I{
g(zn) . c̄r+1+Jr+1Vr+1(zn)

} (3.63)

µn-c.t.p. sobre Tψn ∩ Kn0 . Al aplicar (3.62) repetidamente para r = 1, 2, . . . , obtenemos

Qr(1) ≥ Qr−1(1) ≥ · · · ≥ Q1(1) = c̄1 + J1V1(1). (3.64)

Se obtiene una sucesión de igualdades en (3.64), para cualquier natural r, en el caso de que
se cumpla la condición Π∞0 (ψ). En particular, si ψ cumple la condición Π∞0 (ψ), entonces para
todo natural r ≥ 1 se tiene que:

Qr(1) =
r−1∑
k=1

∑
n∈Gk

pnE0s
ψ
n

(
c(n) + g(zn)

)
+
∑
n∈Gr

pnE0t
ψ
n

(
c(n) + Vr(zn)

)
=

= c̄1 + J1V1(1). (3.65)

De esto se sigue que K0(ψ) <∞, porque de lo contrario

ĺım
r→∞

r−1∑
k=1

∑
n∈Gk

pnE0s
ψ
n

(
c(n) + g(zn)

)
≥ K0(ψ)

seŕıa infinito, y esto seŕıa una contradicción con (3.65). Aśı si K0(ψ) < ∞, entonces en virtud
del Lema 19, ∑

n∈Gr
pnc(n)E0t

ψ
n → 0, cuando r →∞. (3.66)
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Por lo tanto, ∑
n∈Gr

pnE0t
ψ
nVr(zn) ≤ λ0

∑
n∈Gr

pnE0t
ψ
n → 0, cuando r →∞, (3.67)

porque por suposición ψ ∈ F0.

Por otro lado se sigue de (3.65), (3.66) y (3.67) que

ĺım
r→∞

r−1∑
k=1

∑
n∈Gi

pnE0s
ψ
n

(
c(n) + g(zn)

)
= L0(ψ) = c̄1 + J1V1(1).

Esto demuestra la suficiencia del Teorema 15.

Necesidad: Ahora, pasando al ĺımite (3.26) cuando N → ∞, se tiene que para cualquier
ψ ∈ F0

L0(ψ) ≥ Qr(1) ≥ Qr−1(1) ≥ · · · ≥ Q1(1) = c̄1 + J1V1(1), (3.68)

para toda r número natural. Ahora supongamos que existe una igualdad en (3.59) para alguna
regla de paro ψ ∈ F0. Se sigue de (3.68) que todas las desigualdades se convierten en igualdades,
entonces Qr+1(1) = Qr(1) para todo natural r. Esto implica nuevamente que se satisface la
condición Π∞0 (ψ).

En el teorema anterior se ha demostrado que es necesario y suficiente que una regla de
paro cumpla la condición Π∞0 para que ella alcance el ı́nfimo de la función de Lagrange L0.
Ahora recordemos la notación presente en la estructura de las reglas de paro definidas en dicha
condición (3.58). Cada regla de paro se expande como:

I{
g(zn) < c̄r+1+Jr+1Vr+1(zn)

} ≤ ψn ≤ I{
g(zn) ≤ c̄r+1+Jr+1Vr+1(zn)

}, (3.69)

para toda r ≥ 1 y cualquier n ∈ Pr.

Se reitera que en esta investigación el experimento estad́ıstico secuencial siempre parte (o
toma en cuenta) el primer grupo de observaciones de cualquier tamaño, o sea, el experi-
mento siempre empieza con la etapa uno (r = 1). Es por ello que la estructura de las reglas
de paro en la condición (3.58) tienen sentido porque toman en comparación, en cada etapa,
funciones que dependen de las observaciones en el grupo r y el siguiente (r + 1). Por ejemplo,
para la primera etapa r = 1, se analiza a las observaciones en este primer grupo, a través de la
razón zn mediante la función g(zn) con n ∈ G. Se evalúa nuevamente a zn, del primer grupo,
en c̄2 +J2V2(zn) (obsérvese que en esta segunda función ya se consideran elementos del segundo
grupo como su costo promedio c̄2), y el resultado de esta última evaluación se comparará con
g(zn). Al comparar ambas evaluaciones se tienen tres alternativas.
(1) Si se da la desigualdad estricta g(zn) < c̄2 + J2V2(zn), las dos indicadoras en (3.69) valdrán
uno, y la regla ψn ≡ 1 con n ∈ G; lo cual detendrá al experimento, ya que el valor del primer
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grupo es menor que el segundo valor. (2) Si se da la igualdad entre g(zn) y c̄2 + J2V2(zn),
entonces se tendrá una aleatorización de la regla de paro en esta etapa con 0 ≤ ψn ≤ 1, lo cual
indica que se puede continuar o parar el experimento. Finalmente, (3) si c̄2 +J2V2(zn) es menor
que g(zn), entonces ambas indicadoras en (3.69) valen cero y ψn ≡ 0 con n ∈ G, y por tanto
se continua el experimento, ya que el segundo valor es menor que el del primero, por lo cual es
mejor continuar y tomar más observaciones. Aśı sucesivamente se continua para las siguientes
etapas r = 2, 3, . . . , si no hubo paro en la etapa previa.

Condición (Π∞
0 ,∆ψ)

Una prueba secuencial
(
ψ, φ

)
satisface la condición (Π∞0 ,∆ψ), si ψ cumple la condición

Π∞0 y para esta regla de paro, la regla φ cumple la condición ∆ψ.

El siguiente teorema establece condiciones necesarias y suficientes para que una prueba se-
cuencial satisfaga la condición

(
Π∞0 ,∆ψ

)
.

Teorema 16.

Si una prueba secuencial (ψ∗, φ∗) satisface la condición (Π∞0 ,∆ψ∗) entonces:

ψ∗ ∈ F0 y (3.70)

L0

(
ψ∗, φ∗

)
= ı́nf

(ψ,φ)∈S0

L0

(
ψ, φ

)
. (3.71)

Además, si existe alguna prueba secuencial (ψ∗, φ∗) ∈ S0 y tal que cumple (3.71), en-
tonces (ψ∗, φ∗) satisface la condición (Π∞0 ,∆ψ∗).

Demostración del Teorema 16:

Suficiencia: Sea (ψ∗, φ∗) tal que cumple la condición (Π∞0 ,∆ψ∗), entonces ψ∗ satisface la con-
dición Π∞0 . De lo cual, debido a la Corolario 7 (Caṕıtulo 2 o (2.107) con π = 1) aplicado a
nuestro contexto M0 se sigue que ψ∗ ∈ F0.

Por otro lado, debido que se cumple lo anterior (3.70), a (3.15), al Teorema 8 (Caṕıtulo 2)
y a (3.16), se sigue que L0

(
ψ∗, φ∗

)
= ı́nf

ψ∈F0

L0

(
ψ, φ∗

)
= ı́nf

(ψ,φ)∈S0

L0

(
ψ, φ

)
.

Necesidad: Sea (ψ∗, φ∗) una prueba con ψ∗ ∈ F0 y tal que satisface (3.71). Entonces por
Teoremas 2, 6 (Caṕıtulo 2) y (3.16) se sigue que ψ∗ y φ∗ cumplen las condiciones Π∞0 y ∆ψ∗

respectivamente. Por tanto, (ψ∗, φ∗) satisface la condición (Π∞0 ,∆ψ∗).
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Finalmente, en el siguiente lema se establece que es suficiente que una prueba secuencial
(ψ∗, φ∗) cumpla la condición

(
Π∞0 ,∆ψ∗

)
para que ella minimice el costo promedio total K0

del experimento. Con esto se resuelve nuestro problema de optimización restringuido a las
probabilidades de error.

Corolario 12.

Si una prueba secuencial (ψ∗, φ∗) satisface la condición
(
Π∞0 ,∆ψ∗

)
, entonces para cual-

quier otra prueba secuencial (ψ, φ) ∈ S0 tal que

α(ψ, φ) 6 α(ψ∗, φ∗) y β(ψ, φ) 6 β(ψ∗, φ∗), (3.72)

se tiene que
K0(ψ) > K0(ψ∗). (3.73)

La desigualdad (3.73) es estricta, si al menos una de las desigualdades en (3.72) lo es.

Demostración del Corolario 12:

Dado (ψ∗, φ∗) satisface la condición
(
Π∞0 ,∆ψ∗

)
, entonces por la primera parte del Teorema

16 se tiene que L0(ψ∗, φ∗) = ı́nf
(ψ,φ)∈S0

L(ψ, φ). Ahora dada otra prueba (ψ, φ) ∈ S0 cualquiera

que satisface las desigualdades (3.72), por Corolario 1* (Caṕıtulo 2) se sigue (3.73). También
por este mismo corolario se tiene que la desigualdad (3.73) es estricta, si al menos una de las
desigualdades en (3.72) lo es.

En resumen, la estructura de las componentes de la prueba secuencial óptima (ψ∗, φ∗) es

I{
g(zn) < c̄r+1+Jr+1Vr+1(zn)

} ≤ ψ∗n ≤ I{
g(zn) ≤ c̄r+1+Jr+1Vr+1(zn)

}
I{

λ0/λ1<zn

} ≤ φ∗n ≤ I{
λ0/λ1≤zn

}, (3.74)

para cada r = 1, 2, . . . y n ∈ Pr. Esta prueba óptima es una generalización (aleatorizada) de
la estructura encontrada en la investigación Popoca-Jiménez [Popoca, (2012)].

A continuación vamos a reescribir las estructuras óptimas (3.74) en términos de la región
de continuación (o intervalos).
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3.1.4. Región de continuación en términos de la razón de probabili-
dades

Como es costumbre en la estad́ıstica clásica y en las pruebas de hipótesis (aún en las secuen-
ciales), es necesario determinar y establecer expĺıcitamente la región de rechazo y/o continuación
de las pruebas estad́ısticas secuenciales óptimas. En nuestro caso aquella cuya estructura está
en las condiciones ∆ψ y Π∞0 (o su expansión (3.74)). Para determinar dicha región se trabajará
primero con la estructura de la regla de paro óptima ψ∗, lo cual nos determinará algunos inter-
valos, y finalmente con base en estos se establecerá la condición de la decisión óptima φ∗.

Primero se desarrollará un análisis de las propiedades de las funciones g(z) y JrVr(z) para
encontrar los puntos zn en donde se cumple la relación g(zn) 6 cr+1 + Jr+1Vr+1(zn) que está
presente en la condición Π∞0 , que determina a las reglas de paro óptimas. Después se reescri-
birán las estructuras de la regla de paro y la regla de decisión óptimas con base en dicho análisis.

En toda esta sección y lo que resta del caṕıtulo vamos a suponer que se cumple la siguiente
condición.

P0

(
f1(X) > 0

)
= 1. (3.75)

La hipótesis (3.76) del siguiente lema indica el crecimiento del costo total del experimento
conforme el número de grupos a su vez crece (k →∞); impĺıcitamente, supone que no pueden
existir subsucesiones de tamaños de grupos con costos nulos.

Lema 21.

Supongamos que se cumple

c1(ν1) + c2(ν2) + · · ·+ ck(νk) −→∞ casi seguramente, cuando k →∞. (3.76)

Entonces
c̄1 + c̄2 + · · ·+ c̄k −→∞, cuando k →∞. (3.77)

Demostración del Lema 21:
Sea la variable aleatoria Sk := c1(ν1) + c2(ν2) + · · · + ck(νk). Por hipótesis (3.76) se sabe que
Sk −→

k→∞
∞ casi seguramente, de aqúı se tiene que P (Sk > c) −→

k→∞
1 para todo c > 0. Sea

Sk := ESk = c̄1 + c̄2 + · · · + c̄k. Como c̄i > 0 para toda i > 1 entonces la suscesión
{
Sk
}
k

es
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monótona creciente. Supongamos que ĺım
k→∞

Sk = L <∞.

Aplicando la desigualdad de Markov, sea c > 0 cualquiera entonces

P
(
Sk > c

)
6

Sk
c

6
L

c
.

Sin embargo, para c = 2L, P
(
Sk > c

)
<

1

2
, para toda k.

Lo cual contradice que P
(
Sk > c

)
−→
k→∞

1 para toda c > 0. Por lo tanto Sk −→
k→∞

∞.

Convención:

En lo subsiguiente se trabajarán funciones medibles v(z) que estarán definidas para todo
z ∈ [0,∞) y también para z =∞, esto último a través del ĺımite correspondiente cuando
z →∞, es decir, v(∞) := ĺım

z→∞
v(z). En general, esto no se explicitará en cada una de las

definiciones, a menos que sea necesario.

En este trabajo consideraremos una función F (z) creciente si y solo si F (z1) ≤ F (z2),
para todo 0 ≤ z1 < z2, esto es, función no decreciente.

Lema 22.

Para cualesquiera N > r > 1 enteros, las funciones V N
r (z) y Vr(z) definidas en (3.19)-

(3.20) y (3.53), respectivamente, todas poseen las siguientes propiedades:

(a) V N
r (0) = Vr(0) = 0;

(b) son cóncavas y continuas para todo z ∈ [0,∞);

(c) son crecientes en el intervalo [0,∞); y

(d) Si se cumple que (3.75) entonces ĺım
z→∞

V N
r (z) = ĺım

z→∞
Vr(z) = λ0.

Demostración del Lema 22:
Sea N un número natural fijo.

(a) El hecho de que V N
r (0) = Vr(0) = 0 ∀ N > r > 1 es fácilmente demostrable por in-

ducción inversa para r = N, . . . , 1 y luego aplicando el ĺımite cuando N →∞. Por tanto
V N
r (0) = Vr(0) = 0.

100



3.1. Prueba secuencial aleatoria óptima en términos de la razón de
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(b) Demostremos, también, por inducción inversa que V N
r (z) y Vr(z) son cóncavas.

Sea r = N .
V N
N (z) = g(z) es cóncava por ser el mı́nimo de dos funciones cóncavas (funciones lineales).

Hipótesis de Inducción: Supongamos que V N
r (z) es cóncava para cualquier r = N, . . . 2.

Es decir, supongamos que ∀ z1, z2 ∈ [0,∞) y ∀ α ∈ [0, 1] se tiene

αV N
r (z1) + (1− α)V N

r (z2) ≤ V N
r

(
αz1 + (1− α)z2

)
. (3.78)

Primero demostraremos que las funciones JrV
N
r (z) son cóncavas para cualquier r = N, . . . , 2.

Para cada m ∈ G y xm fija, por (3.78),

αV N
r

(
z1

fm1
(
xm
)

fm0
(
xm
))+ (1− α)V N

r

(
z2

fm1
(
xm
)

fm0
(
xm
)) ≤ V N

r

((
αz1 + (1− α)z2

)fm1 (xm)
fm0
(
xm
)).

Esta desigualdad se cumple para cualquiera xm. Ahora debido a que V N
r son funcio-

nes no negativas y medibles µm-c.t.p. podemos aplicar la definición de esperanza y sus
propiedades, entonces:

αE0V
N
r

(
z1

fm1
(
xm
)

fm0
(
xm
))+ (1− α)E0V

N
r

(
z2

fm1
(
xm
)

fm0
(
xm
)) ≤ E0V

N
r

((
αz1 + (1− α)z2

)fm1 (xm)
fm0
(
xm
)).

∴ las funciones E0V
N
r

(
z
fm1

(
Xm
)

fm0

(
Xm
)) son cóncavas ∀ r = N, . . . , 2. Además, se sabe (Roc-

kafellar, 1972) que la suma de funciones cóncavas es una función cóncava, por tanto,

α JrV
N
r (z1) + (1− α)JrV

N
r (z2) =

= α
∑
m∈G

pr(m) E0V
N
r

(
z1

fm1
(
Xm
)

fm0
(
Xm
))+ (1− α)

∑
m∈G

pr(m) E0V
N
r

(
z2

fm1
(
Xm
)

fm0
(
Xm
)) 6

6
∑
m∈G

pr(m) E0V
N
r

((
αz1 + (1− α)z2

)fm1 (Xm
)

fm0
(
Xm
)) = JrV

N
r

(
αz1 + (1− α)z2

)
.

Por lo tanto las funciones JrV
N
r

(
z
)

son cóncavas ∀ r = N, . . . , 2.

Ahora, por definición (3.20) V N
r−1(z) es el mı́nimo entre funciones cóncavas. Por tanto

V N
r−1(z) es también cóncava. De lo cual V N

r (z) es cóncava para toda r = N, . . . , 1.
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El ĺımite puntual de una sucesión de funciones cóncavas es una función cóncava (Rocka-
fellar, 1972), aśı que Vr(z) = ĺım

N→∞
V N
r (z) es también cóncava para todo r > 1 y por lo

tanto JrVr(z) también es cóncava.

Por tanto, para cualesquiera entero N > r > 1 las funciones V N
r (z), Vr(z), JrV

N
r (z)

y JrVr(z) son cóncavas, y por Rockafellar (1972, p.82) también son continuas para todo
z ∈ (0,∞).

De (a) se sabe que V N
r (0) = 0 para toda N ≥ r ≥ 1, ahora para r fija se sabe que:

V N
r (z) ≤ g(z)

⇒ ĺım
z→0+

sup
N≥1

V N
r (z) ≤ ĺım

z→0+
g(z) = 0

Por otro lado, V N
r (z) ≥ 0, aśı que ĺım

z→0+
V N
r (z) = 0 = V N

r (0).

Por tanto, V N
r (z) es continua en z = 0 para toda N ≥ r ≥ 1, del mismo modo JrV

N
r (z)

es continua en z = 0.
Análogamente Vr(z) ≤ g(z)→ 0 = Vr(0), cuando z → 0+.
Por lo tanto las funciones V N

r (z), JrV
N
r (z), Vr(z) y JrVr(z) son continuas en [0,∞).

(c) Por inducción inversa se demostrará que V N
r (z) son crecientes para z ∈ [0,∞).

Sea r = N ,

V N
N (z) = mı́n {λ0, λ1z} es creciente.

Hipótesis de Inducción: Supongamos que V N
r (z) es creciente para toda r = N, . . . , 2.

Para cualesquiera Xm fija, por hipótesis de inducción y debido a propiedades de la espe-
ranza se tiene que JrV

N
r (z) es también creciente para toda r = N, . . . , 2.

De lo cual y por (3.20) V N
r−1(z) es el mı́nimo entre dos funciones crecientes. Por tanto,

V N
r−1(z) es creciente para toda r = N, . . . , 1.

El ĺımite puntual de funciones crecientes es también creciente, por tal Vr(z) es creciente.
Por lo tanto las funciones V N

r (z) y Vr(z) son crecientes en el intervalo [0,∞) para cuales-
quiera N ≥ r ≥ 1.

(d) Supongamos que se cumple (3.75). Por las propiedades anteriores y utilizando, nueva-
mente, inducción demostraremos que: ĺım

z→∞
V N
r (z) = λ0, ∀ N ≥ r ≥ 1.

Sea r = N ,

ĺım
z→∞

V N
N (z) = ĺım

z→∞
g(z) = ĺım

z→∞

(
mı́n {λ0, λ1z}

)
= λ0.
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Hipótesis de inducción: Como N ∈ N es fijo, supongamos que ĺım
z→∞

vNr (z) = λ0 para alguna

r = N, . . . , 2. Para cada m ∈ G y Xm fijas se tiene:

ĺım
z→∞

JrV
N
r (z) = ĺım

z→∞

∑
m∈G

pr(m)E0V
N
r

(
z
fm1 (Xm)

fm0 (Xm)

)
,

=
∑
m∈G

pr(m) ĺım
z→∞

E0V
N
r

(
z
fm1 (Xm)

fm0 (Xm)

)
, ya que

∑
m∈G

pr(m) 6 1 y TCD,

=
∑
m∈G

pr(m)E0 ĺım
z→∞

V N
r

(
z
fm1 (Xm)

fm0 (Xm)

)
, debido a (3.75) y TCD,

= λ0, por hipótesis de inducción.

Ahora para r − 1 y tomando el ĺımite a la ecuación (3.20), cuando z →∞ se tiene:

ĺım
z→∞

V N
r−1(z) = ĺım

z→∞

[
mı́n

{
g(z), cr + JrV

N
r (z)

}]
= mı́n {λ0, cr + λ0} = λ0.

Por tanto, ∀ r = N, . . . 1, ĺım
z→∞

V N
r (z) = λ0.

Debido a la monotońıa de V N
r se tiene que ĺım

z→∞
Vr(z) = ar existe. Ahora aplicando (3.75)

y el Teorema de convergencia dominada se sigue que ĺım
z→∞

JrVr(z) = ar. Pasando al ĺımite

en la ecuación (3.54), cuando z →∞ se tiene:

ĺım
z→∞

Vr(z) = ĺım
z→∞

mı́n
{
g(z), c̄r+1 + Jr+1Vr+1(z)

}
.

⇒ ar = mı́n {λ0, c̄r+1 + ar+1} 6 λ0, para r > 1. (3.79)

Si ar = λ0, para alguna r > 1, entonces ar−1 = mı́n {λ0, c̄r−1 + λ0} = λ0, y obviamente
ai = λ0 para cada i 6 r.

Supongamos que existe un número finito k tal que para todo i > k se tiene que ai =
ci+1 + ai+1 < λ0. Esto conlleva a una contradicción porque en el caso de m > k se tendŕıa
que:

ak = ck+1 + ak+1 = ck+1 + ck+2 + ak+2 = · · · =
m∑

j=k+1

cj + am < λ0.

Sin embargo, lo anterior contradice (3.77). Por lo tanto ar = λ0 ∀ r ≥ 1 i.e.

ĺım
z→∞

Vr(z) = λ0, para toda r > 1.

Ahora, para alguna r ≥ 1, el operador JrVr(z) está definido para toda z ∈ [0,∞) (véase
(3.18)). Debido a la definición de dicho operador y la relación entre éste y las funciones V N

r
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y Vr, entonces con base en el Lema 22 dicho operador tiene las mismas caracteŕısticas de las
funciones Vr(z), a saber:

(1) JrVr(0) = 0;

(2) JrVr(z) es cóncava y continua para cada z ∈ [0,∞),

(3) JrVr(z) es creciente en [0,∞), y

(4) Si que se cumple (3.75), entonces ĺım
z→∞

JrVr(z) = λ0.

(Véase la figura (3.1), gráfica del operador JrVr). Las demostraciones de las propiedades del
operador JrVr están internamente en la demostración del Lema 22.

R

λ0

0

z

JrVr(z)

Figura 3.1: Ejemplo de una gráfica de JrVr(z)

Lema 23.

Sea r > 1, si z ∈ [0,∞) entonces JrVr(z) ≤ g(z).

Demostración del Lema 23:
Aplicando la desigualdad de Jensen: Eρ(X) ≤ ρ

(
EX

)
con ρ función cóncava. Sean m ∈ G

cualquiera, z ∈ [0,∞) y Xm fijas, entonces:

E0Vr

(
z
fm1
(
Xm
)

fm0
(
Xm
)) ≤ Vr

(
z E0

fm1
(
Xm
)

fm0
(
Xm
))

= Vr

(
z

∫
Km0

fm1
(
xm
)
dµm(xm)

)
≤ Vr (z) .
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Lo anterior se tiene para cualquier z ∈ [0,∞) y Xm fijas entonces:

JrVr(z) =
∑
m∈G

pr(m)E0Vr

(
z
fm1
(
Xm
)

fm0
(
Xm
)) ≤∑

m∈G

pr(m)Vr (z) = Vr(z) ≤ g(z).

Por lo tanto, JrVr(z) ≤ g(z) para toda z ∈ [0,∞) y cualquier r > 1 fijo.

Solo para puntualizar que, bajo la condición (3.75), es posible considerar a cualesquiera de
las funciones anteriores en el punto z = ∞ como el valor ĺımite, cuando z → ∞, en cuyo caso
será λ0, i.e.

g(∞) := ĺım
z→∞

g(z) = λ0 y ĺım
z→∞

Vr(z) = ĺım
z→∞

JrVr(z) = λ0. (3.80)

Con base en estas definiciones, si nuevamente consideramos que para alguna etapa r con su
grupo de observaciones xn se tiene que fn0 (xn) = 0 y fn1 (xn) > 0 entonces, por definición
(3.11), zn = ∞; y por (3.80) se tiene g(∞) = Jr+1Vr+1(∞) = λ0, entonces aplicando esto a la
regla de paro óptima de (3.74) se tendŕıa que I{λ0<cr+1+λ0} ≤ ψ∗n ≤ I{λ06cr+1+λ0}.

Si el costo promedio del siguiente grupo es c̄r+1 > 0 entonces ψ∗n = 1, lo mejor es parar
el experimento. Pero si c̄r+1 = 0 entonces se tendŕıa una aleatorización para la regla de paro
0 ≤ ψ∗n ≤ 1. Este ejemplo muestra que la definición de la razón de verosimilitud dada en (3.11),
es consistente en esta investigación, además de que el tener costos promedios nulos (de grupos),
no es muy útil, y en general, en la práctica es extraño que haya costos nulos.

Definición 30.

Para cualesquiera λ0 > 0 y λ1 > 0,

λ :=
λ0

λ1

. (3.81)

El siguiente lema demuestra que si una función es convexa, entonces ella es creciente, y en
el momento en que la función toma un valor positivo, entonces será estrictamente creciente.

Lema 24.

Sea F (z) una función convexa no negativa sobre {z ≥ 0} tal que F (0) = 0. Entonces

F (z1) ≤ F (z2) (3.82)

para todo 0 ≤ z1 < z2. La desigualdad en (3.82) es estricta cuando F (z1) > 0.
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Demostración del Lema 24:
Sean cualesquiera 0 ≤ z1 < z2, entonces 0 ≤ z1

z2

< 1. Sea

z1 =
z1

z2

z2 +

(
1− z1

z2

)
0.

Dado que F (z) es convexa,

0 ≤ F (z1) = F

(
z1

z2

z2 +
(

1− z1

z2

)
0

)
≤ z1

z2

F (z2) +
(

1− z1

z2

)
F (0) ≤ F (z2).

∴ 0 ≤ F (z1) ≤ F (z2). Si F (z1) > 0, entonces la desigualdad (3.82) será estricta.

Definición 31.

Sean r > 1 y z ∈ [0,∞) cualesquiera se define la función:

Dr(z) := g(z)− JrVr(z). (3.83)

Con base en que g(z) = mı́n{λ0, λ1z} se puede determinar que :

Dr(z) =

{
λ1z − JrVr(z), si z < λ;

λ0 − JrVr(z), si z ≥ λ.

Por un lado g(z) es un caso particular de las funciones Vr(z), entonces tiene las mismas
propiedades de ellas. Por otro lado, con base en las propiedades de las funciones g y JrVr con
r > 1 fijo, la función Dr hereda las siguientes propiedades (véase Figura 3.2):

(1) Dr(z) está definida para todo z ∈ [0,∞).

(2) Por Lema 23, Dr(z) ≥ 0 ∀z ∈ [0,∞).

(3) Dr(0) = 0 . Además si que se cumple (3.75) entonces ĺım
z→∞

Dr(z) = 0.

(4) Dr(z) es convexa en [0,∞) y por lo tanto continua para toda z (Rockafellar, 1972, p. 86).
Porque es la suma de dos funciones convexas, una lineal g(z) y otra convexa −Jr+1Vr+1(z).

(5) Si z < λ entonces Dr(z) es creciente.
Sean 0 ≤ z1 < z2 < λ. Dado que Dr(z) es convexa y Dr(0) = 0, entonces se sigue del
Lema 24 que Dr(z1) ≤ Dr(z2). Por tanto Dr(z) es creciente para todo z < λ.
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(6) Si z ≥ λ entonces Dr(z) es decreciente.
Esto es porque dados λ ≤ z1 < z2 y como JrVr(z) es creciente, entonces:

JrVr(z1) ≤ JrVr(z2) ⇒ λ0 − JrVr(z1) ≥ λ0 − JrVr(z2) ⇒ Dr(z1) > Dr(z2),

∴ z1 < z2 ⇒ Dr(z2) 6 Dr(z1).

(7) Finalmente, con base en (1), (6) y (5), Dr(z) tiene un valor máximo en el punto z = λ,
i. e. Dr(λ) es el valor máximo. De lo cual, la imagen de Dr(z) es

[
0, Dr(λ)

]
.

Ahora para un r ≥ 1 fijo vamos a comparar a la función Dr(z) con el costo promedio del
r + 1-ésimo grupo (cr+1) (3.3). Al comparar ambas funciones, se tienen tres casos:

(1) cr+1 < Dr+1(λ), (2) cr+1 = Dr+1(λ) o (3) cr+1 > Dr+1(λ). (3.84)

R

Dr(λ)

0 λ

z

Dr(z)

Figura 3.2: Ejemplo de una gráfica de la función Dr(z)

Los casos (2) y (3) de (3.84), no serán de interés en esta investigación porque en ambos
casos no existirá una región de continuación. En el caso cr+1 = Dr+1(λ) solo existe un punto de
intersección entre ambas funciones (véase Figura 3.3) y por tanto aqúı, debido a la estrucura
de la regla de paro, se tomará la regla aleatorizada 0 ≤ ψn ≤ 1. Sin embargo, para el caso
cr+1 > Dr+1(λ), no existen puntos de intersección entre las funciones porque Dr+1(λ) es el
valor máximo de la función y por tanto no existirá región de continuación y este caso no es de
interés. Por tanto, solo nos enfocaremos en el análisis de c̄r+1 < Dr+1(λ).

Por otro lado, también es importante aclarar el caso cuando el costo promedio es nulo del
grupo r+ 1-ésimo. En general, si r ≥ 1 y c̄r+1 = 0, la regla de paro indicará una aleatorización,
y en este caso conviene seguir tomando observaciones y pasar a la siguiente etapa, ya que en
dicha etapa no hay costo, y al tomar más observaciones esto nos ayudará a su vez a que se
reduzcan las probabilidades de error. En la práctica es d́ıficil encontrarnos con situaciones en
las cuales no haya un costo por el grupo de observaciones, a menos que en dicho grupo no
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R

c̄r+1 = Dr+1(λ)

0 λ

z

c̄r+1

R

Dr+1(λ)

0 λ

z

Figura 3.3: c̄r+1 = Dr+1(λ) Figura 3.4: c̄r+1 > Dr+1(λ)

haya observaciones y esto no genere un gasto. De hecho, en el Lema 21 hipótesis (3.76) estamos
suponiendo que no se pueden dar subsucesiones de tamaños de grupos nulos. Por lo cual, no
será desarrollado teóricamente el caso c̄r+1 = 0. Por lo tanto, solo nos centraremos en el caso
cuando 0 < cr+1 < Dr+1(λ) (véase figura 3.5).

c̄r+1

R

Dr+1(λ)

0 λ

z

Dr+1(z)

Figura 3.5: 0 < c̄r+1 < Dr+1(λ)
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Lema 25.

Sea r > 1 fijo. Si se cumple que 0 < cr+1 < Dr+1(λ) entonces existen únicos Ar y Br

tales que:

Dr+1(Ar) = cr+1 con Ar ∈ (0, λ) y (3.85)

Dr+1(Br) = cr+1 con Br ∈ (λ,∞). (3.86)

Demostración del Lema 25:
Se sabe que Dr+1 es creciente en el intervalo [0, λ), Dr+1(λ) es el valor máximo y 0 < cr+1 <
Dr+1(λ). Por continuidad de Dr+1, existe un punto Ar ∈ [0, λ) tal que Dr+1(Ar) = cr+1. Sin
embargo, Ar 6= 0 ya que si Ar = 0 entonces Dr+1(0) = 0 = cr+1, contradicción porque 0 < cr+1.
Por tanto Ar ∈ (0, λ).

Por otro lado, Dr+1 es decreciente en el intervalo [λ,∞) y cr+1 < Dr+1(λ). También, dado
que se cumple (3.75), se tiene que ĺım

z→∞
Dr+1(z) = 0, entonces existe z ∈ [λ,∞) tal queDr+1(z) <

cr+1. De aqúı se tiene:
Dr+1(z) < cr+1 < Dr+1(λ).

Por la continuidad de Dr+1 existe Br ∈ [λ,∞) tal que Dr+1(Br) = cr+1. Dado que c̄r+1 <
Dr+1(λ), entonces Br 6= λ, por tanto λ < Br < z <∞.
De lo anterior se concluye que existen 0 < Ar < λ < Br <∞ tales que Dr+1(Ar) = Dr+1(Br) =
cr+1.

Ahora demostrará la unicidad de Ar y Br respectivamente en su intervalo.
Supongamos que existe otro A′r ∈ (0, λ) con Dr+1(A′r) = cr+1 y tal que A′r 6= Ar.
Sin perdida de generalidad (SPG) sea A′r < Ar. Sabemos que A′r 6= 0 y Ar 6= 0 entonces

0 < A′r
Ar
< 1. Sea

A′r =
(A′r
Ar

)
Ar +

(
1− A′r

Ar

)
0.

Sabemos que Dr+1(z) es convexa en el intervalo [0,∞), entonces

Dr+1(A′r) = Dr+1

((A′r
Ar

)
Ar +

(
1− A′r

Ar

)
0

)
≤
(A′r
Ar

)
Dr+1(Ar) +

(
1− A′r

Ar

)
Dr+1(0) ≤

(A′r
Ar

)
cr+1.

Por tanto cr+1 ≤
A′r
Ar

cr+1, además cr 6= 0. Lo cual es una contradicción porque 0 < A′r
Ar
< 1.

Entonces A′r = Ar. Análogamente se procede, si Ar < A′r. Por lo tanto Ar es único.
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ALEATORIOS Y OBSERVACIONES INDEPENDIENTES

Ahora supongamos que existe otro punto B′r ∈ (λ,∞) tal que Dr+1(B′r) = cr+1 y B′r 6= Br.
SPG supongamos que B′r < Br (análogamente se procede, si Br < B′r).
Se sabe que ∃ z > Br tal que Dr+1(z) < cr+1 entonces se tiene B′r < Br < z con base en esto
sean:

α =
z −Br

z −B′r
⇒ (1− α) =

Br −B′r
z −B′r

donde 0 < α ≤ 1 entonces se puede escribir:

Br =
z −Br

z −B′r
B′r +

Br −B′r
z −B′r

z ⇒ Dr+1(Br) = Dr+1

((z −Br

z −B′r

)
B′r +

(Br −B′r
z −B′r

)
z

)
Como Dr+1 es convexa en el intervalo [0,∞), entonces

Dr+1(Br) ≤
(z −Br

z −B′r

)
Dr+1(B′r) +

(Br −B′r
z −B′r

)
Dr+1(z)

⇒ cr+1 ≤
(z −Br

z −B′r

)
cr+1 +

(Br −B′r
z −B′r

)
Dr+1(z)

⇒
(Br −B′r
z −B′r

)
cr+1 ≤

(Br −B′r
z −B′r

)
Dr+1(z) ⇒ cr+1 6 Dr+1(z).

Lo cual es una contradicción porque Dr+1(z) < cr+1.
Entonces B′r = Br y por lo tanto el punto Br es único en (λ,∞).

En el Lema 25 se demuestra que para r > 1 tal que 0 < cr+1 < Dr+1(λ) (i.e. cuando los
costos promedios están acotados), existen Ar ∈ (0, λ) y Br ∈ (λ,∞) contantes únicas las cuales
satisfacen las siguientes ecuaciones:

g
(
Ar
)

= cr+1 + Jr+1Vr+1

(
Ar
)
. (3.87)

g
(
Br

)
= cr+1 + Jr+1Vr+1

(
Br

)
. (3.88)

Véase Figura 3.6.

Lema 26.

Sea r > 1 fijo. Si Ar y Br cumplen las ecuaciones (3.87)-(3.88) respectivamente,

Ar < z < Br si y solamente si g(z) > cr+1 + Jr+1Vr+1(z). (3.89)
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Demostración del Lema 26: Supóngase que Ar y Br cumplen las ecuaciones (3.87)-(3.88),
respectivamente.
Necesidad: Si Ar < z ≤ λ entonces Dr+1(Ar) 6 Dr+1(z) por ser Dr+1 creciente, pero como
Ar es único entonces Dr+1(Ar) < Dr+1(z).

De aqúı se sigue que cr+1 < g(z)− Jr+1Vr+1(z) y por tanto cr+1 + Jr+1Vr(z) < g(z).

Análogamente, si λ ≤ z < Br, como Dr+1 es decreciente, entonces Dr+1(Br+1) 6 Dr+1(z),
sin embargo, por ser Br único entonces Dr+1(Br+1) < Dr+1(z). De lo cual cr+1 +Jr+1Vr+1(z) <
g(z).

Por tanto:

si z ∈ (Ar, Br) entonces cr+1 + Jr+1Vr+1(z) < g(z).

Suficiencia: Por otro lado si z ∈
[
0, Ar

]
entonces sea z = (1 − a)Ar para algún 0 ≤ a ≤ 1.

Se sabe que Jr+1Vr+1(0) = 0, entonces tomemos el segmento que va de 0 a z, como Jr+1Vr+1 es
cóncava:

Jr+1Vr+1(z) = Jr+1Vr+1

(
(1− a)Ar

)
≥ (1− a)Jr+1Vr+1(Ar) = (1− a)

(
g(Ar)− cr+1

)
De lo cual

cr+1 + Jr+1Vr+1(z) ≥ cr+1 + (1− a)
(
g(Ar)− cr+1

)
= acr+1 + (1− a)g(Ar)

≥ (1− a)g(Ar) = g
(

(1− a)Ar

)
= g(z)

∴ si z ∈
[
0, Ar

]
entonces cr+1 + Jr+1Vr+1(z) ≥ g(z).

Sea ahora z ∈
[
Br,∞

)
, entonces B ≤ z. Como Jr+1Vr+1 es creciente y cóncava, entonces

Jr+1Vr+1(Br) ≤ Jr+1Vr+1(z) ⇒ 0 ≤ Jr+1Vr+1(z)− Jr+1Vr+1(Br)

⇒ λ0 ≤ Jr+1Vr+1(z)− Jr+1Vr+1(Br) + λ0.

Por propiedades se sabe que g
(
Br

)
= λ0 = g(z), ya que λ < Br ≤ z. Entonces:

λ0︸︷︷︸
g(z)

≤ Jr+1Vr+1(z)− Jr+1Vr+1

(
Br

)
+ λ0︸︷︷︸

g(Br)

⇒ g(z) ≤ Jr+1Vr+1(z) + cr+1.

∴ si z ∈
[
Br,∞) entonces cr+1 + Jr+1Vr+1(z) ≥ g(z).

Por lo tanto, si z /∈ (Ar, Br) entonces g(z) ≯ cr+1 + Jr+1Vr+1(z).
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R

λ0

0

z

g(z)

R

λ0

0 Ar Brλ

z

c̄r+1 + Jr+1Vr+1(z)

Figura 3.6: Ejemplo de región de continuación: intervalo (Ar, Br)

Con base en el Lema 26, tenemos su equivalente: si r > 1 tal que 0 < cr+1 < Dr+1(λ),

z /∈
(
Ar, Br

)
⇐⇒ g(z) 6 cr+1 + Jr+1Vr+1(z). (3.90)

Donde Ar, Br son constantes tales que 0 < Ar < λ < Br < ∞ y cumplen las ecuaciones
(3.87)-(3.88), respectivamente, véase Figura 3.6.

Corolario 13.

Sea r ≥ 1 cualquiera. Si Ar, Br son constantes tales que 0 < Ar < λ < Br < ∞ y
cumplen las ecuaciones (3.87)-(3.88), respectivamente, entonces la prueba secuencial
óptima (ψ∗, φ∗) del Corolario 12 se reescribe como:

I{
zn∈ (Ar,Br)

} 6 1− ψ∗n 6 I{
zn∈ [Ar,Br]

} y (3.91)

I{
Br<zn

} 6 φ∗n 6 I{
Br6zn

}. (3.92)

Para cualquier n ∈ Pr. Donde zn es la razón de verosimilitud definida en (3.11) y λ
está en (3.81).

Demostración del Corolario 13:
Sean r > 1, n ∈ Gr. De (3.74) se tiene la estructura de la regla de paro óptima

I{
g(zn) < cr+1+Jr+1Vr+1(zn)

} 6 ψ∗n 6 I{
g(zn) 6 cr+1+Jr+1Vr+1(zn)

}.
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probabilidades

Con base en Lema 26 y (3.90) obtiene que:

I{
zn 6∈[Ar,Br]

} 6 ψ∗n 6 I{
zn 6∈(Ar,Br)

} =⇒ I{
zn∈(Ar,Br)

} 6 1− ψ∗n 6 I{
zn∈[Ar,Br]

}.
Ahora, supongamos que ψ∗n ≡ 1 para alguna etapa r fija con n ∈ Gr, esto es ya hubo paro

en la etapa r, entonces zn 6∈ [Ar, Br]. De lo cual se sigue que zn < Ar o Br < zn. Además, se
sabe que Ar+1 < λ < Br+1.

Si zn < Ar, entonces zn < λ, por tanto I{
λ<zn

} = 0 = I{
λ≤zn

} y de lo cual φ∗n = 0, esto

significa que la probabilidad de rechazar H0 es nula, i.e. en este caso se acepta H0. Por tanto,
lo anterior también se sigue a través de I{

Br<zn

} 6 φ∗n 6 I{
Br6zn

}.
Ahora, si Br < zn, entonces λ < zn:

I{
λ<zn

} 6 φ∗n 6 I{
λ6zn

} =⇒ I{
Br<zn

} 6 φ∗n 6 I{
Br6zn

}.
de lo cual φ∗n ≡ 1 (se rechaza H0, a favor de H1).
Finalmente, en los casos “ĺımite” donde zn = Ar o zn = Br se tendrá una aleatorización para
la regla de paro 0 6 ψ∗n 6 1; sin embargo, la regla de decisión en el primero será φ∗n ≡ 0 (no se
rechaza H0), mas en el segundo caso ĺımite también habrá aleatorización para φ∗n.
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3.2. Optimalidad de la prueba secuencial aleatoria de la

razón de probabilidades (RSPRT)

En esta sección se van a aplicar los resultados de la sección anterior al modelo en el cual
tanto las observaciones como los tamaños de los grupos son v.a independientes e idénticamente
distribuidas. Con base en esto vamos a caracterizar la estructura de las pruebas secuenciales
óptimas por grupos en el caso del horizonte infinito. En particular, vamos a probar la optimali-
dad de la RSPRT (Random Sequential Probability Ratio Test) propuesta por Mukhopadhyay
y De Silva (2008) para grupos de tamaño aleatorio. Este resultado se encuentra presentado en
el art́ıculo Novikov & Popoca-Jiménez (2022) [Novikov-Popoca, (2022)].

Recordemos que estamos en el contexto de un problema de pruebas de hipótesis simples
M0 =

(
P0, P1, P0

)
.

Dado que tenemos tamaños de grupos idénticamente distribuidos. Sea la función de proba-
bilidad común de todos los tamaños de grupos P (νr = n) = pr(n) = p(n) para cualquier n ∈ G
y r = 1, 2 . . . . Entonces de la sección anterior se modificarán aquéllos elementos que teńıan
el sub́ındice r referente a la función de probabilidad de los tamaños de grupos; por ejemplo
el costo promedio del r-ésimo grupo será c̄r =

∑
m∈G c(m)p(m) = c, esto es este costo será el

mismo valor para cualquier grupo r ≥ 1.
Existen tres constantes que están involucradas en la construcción de las pruebas óptimas

de la sección anterior las cuales son: c, λ0 y λ1. Es fácil ver que solo dos de ellas son suficientes
para obtener todas las pruebas secuenciales optimas del Teorema 3.

Sean c > 0, λ = λ0 y supongamos que λ1 = 1. La estructura de la prueba secuencial óptima
del Corolario 13 ahora adquirirá una forma más simple. Nuevamente reescribiremos nuestros
términos anteriores con los cambios correspondientes.

La sucesión de funciones {Vr(z)}r≥1 definidas en (3.19)-(3.20), ahora serán denotadas me-
diante las funciones ρk(z) con k = 0, 1, . . . , y a su vez el operador JrVr(z) (3.18) será nombrado
con ρ̄k(z). La idea de esta nueva notación ahora es que el ı́ndice de las nuevas funciones irá
creciendo, en lugar de decrecer.

Para cualquier z > 0, sea

ρ0(z) = ρ0(z; c, λ) = g(z;λ) = mı́n {λ, z}; (3.93)

y recursivamente para k = 1, 2, . . . y cualquier z > 0 sea

ρk(z) = ρk(z; c, λ) = mı́n

{
g(z;λ), c+

∑
n∈G

p(n)E0ρk+1(zzn; c, λ)

}
. (3.94)

También se define
ρ̄k(z) = ρ̄k(z; c, λ) =

∑
n∈G

p(n)E0ρk(zzn; c, λ). (3.95)
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Se sigue de (3.19) y (3.20) que

V N
k (z) = ρN−k(z; c, λ), z ≥ 0, (3.96)

y de (3.18),
JkV

N
k (z) = ρ̄N−k(z; c, λ). (3.97)

Se define
ρ(z) = ρ(z; c, λ) = ĺım

k→∞
ρr(z; c, λ), z ≥ 0. (3.98)

Si tomamos el ĺımite, cuando N →∞, en (3.96), entonces

Vk(z) = ρ(z; c, λ), z ≥ 0, (3.99)

para toda k = 1, 2, . . . , y debido a (3.97)

JkVk(z) = ρ̄(z; c, λ), z ≥ 0. (3.100)

Aśı, la regla de paro (3.58) en la condición Π∞0 ahora se transforma en

ψn R I{
g(zn;λ) . c+ρ̄(zn;c,λ)

}, (3.101)

aśı la forma de las reglas de paro óptimas dependen únicamente de si la desigualdad

g(z;λ) ≤ c+ ρ̄(z; c, λ), (3.102)

se cumple o no para z = zn, λ y c.
Antes que todo, es fácil ver que si

λ < c+ ρ̄(λ; c, λ), (3.103)

entonces (3.101) implica que ψn ≡ 1 se detiene con n ∈ G (i.e. la prueba óptima se detiene
después del primer grupo de observaciones). Por lo tanto, las pruebas secuenciales óptimas no
triviales solo se obtendrán si

λ > c+ ρ̄(λ; c, λ). (3.104)

Entonces ahora vamos a estudiar la condición (3.104). Para esto vamos a trabajar primero con
la siguiente función.

Definición 32.

Para cualesquiera z ≥ 0, c ≥ 0 y λ ≥ 0 se define la función

R(z; c, λ) := ı́nf
(ψ,φ)∈S0

(
cE0τ

ψ + λα(ψ, φ) + zβ(ψ, φ)
)
. (3.105)
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Se sigue del Teorema 15 y del Teorema 11 que, para toda c > 0 y λ > 0

R(1; c, λ) = c+ ρ̄(1; c, λ). (3.106)

El siguiente lema muestra que (3.106) es de hecho un caso particular de una relación más
general.

Lema 27.

Para toda z > 0, c > 0 y λ > 0

R(z; c, λ) = c+ ρ̄(z; c, λ). (3.107)

Demostración del Lema 27: Se sigue de (3.105) que

R(z; c, λ) = z ı́nf
(ψ,φ)∈S0

(
c

z
E0τψ +

λ

z
α(ψ, φ) + β(ψ, φ)

)
,

= z
(
c/z + ρ̄(1; c/z, λ/z)

)
= c+ zρ̄

(
1; c/z, λ/z

)
. (3.108)

Con base en las definiciones (3.93) - (3.95) y (3.100), no es d́ıficil obtener que

zρ̄(1; c/z, λ/z) = ρ̄(z; c, λ) para toda z, c, λ > 0. (3.109)

Al aplicar (3.109) en el lado derecho de (3.108), se obtiene (3.107).

Lema 28.

La función R(z; c, λ) definida en (3.105) es cóncava y conjuntamente continua sobre
{z ≥ 0, c ≥ 0, λ ≥ 0}.

Demostración del Lema 28:
Debido a que R definida en (3.105) es el ı́nfimo de una familia de funciones lineales, entonces
es cóncava sobre {z ≥ 0, c ≥ 0, λ ≥ 0}, y de esto se sigue por el Teorema 10.1 de (Rockafellar,
1972) que es conjuntamente continua sobre {z > 0, c > 0, λ > 0}.

Queda por demostrar que R(z; c, λ) es continua para cualquier punto c = 0, λ = 0 o z = 0.

La parte menos trivial es cuando c = 0 con λ > 0 y z > 0.
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Sea k cualquier número natural fijo. Definimos la regla de paro ψ de tal manera que sψn = 1
para toda n ∈ Gk, y sea la regla de decisión φ con φn = I{zn≥λ/z}, n ∈ Gk. En lo siguiente
vamos a aplicar la desigualdad de Markov: P (|X| ≥ a) ≤ E(|X|)/a con a > 0.

λα(ψ, φ) = λ
∞∑
i=1

∑
n∈Gi

pnE0s
ψ
nφn = λ

∑
n∈Gk

pnE0φn, ya que para i 6= k, sψn = 0,

= λ
∑
n∈Gk

pnP0(Zn ≥ λ/z),

≤
√
λz
∑
n∈Gk

pnE0Z
1/2
n , por desigualdad de Markov,

=
√
λz
(∑
n1∈G

p(n1)
(
E0Z

1/2
n1

)
· · ·
∑
nk∈G

p(nk)
(
E0Z

1/2
nk

))
por independencia de las v.a.

=
√
λz rk, (3.110)

donde
r =

∑
n∈G

pnE0Z
1/2
n < 1.

Esta última desigualdad se tiene en virtud de la conocida distancia de Hellinger: donde para
f0 y f1 medidas de probabilidad absolutamente continuas respecto a la medida µ,

H2(f0, f1) =
1

2

∫ (√
f0(x)−

√
f1(x)

)
dµ = 1−

∫ √
f0(x)f1(x) dµ, y 0 ≤ H2(f0, f1) ≤ 1.

De lo cual E0Z
1/2
n =

∫
f

1/2
0 f

1/2
1 dµ < 1, dado que se satisface (3.2).

Análogamente a (3.110), se tiene que:

zβ(ψ, φ) = z
∑
n∈Gk

pnP1

(
Z−1
n > (λ/z)−1

)
≤
√
λz
∑
n∈Gk

pnE1Z
−1/2
n =

√
λz rk. (3.111)

Sea ε cualquier entero positivo. Tomando c = 0 en (3.105) y

k >
(

ln ε− ln
(√

λz
))
/ ln r (3.112)

se obtine de (3.110) y (3.111) que

R(z; 0, λ) ≤ λα(ψ, φ) + zβ(ψ, φ) < 2ε.

Debido a que ε puede ser arbitariamente pequeño, de esto se sigue que R(z; 0, λ) = 0, para
cualesquiera z > 0, λ > 0.

Ahora, para demostrar la continuidad en cualquier punto (z, 0, λ), con λ, z > 0, primero
tomemos algunas sucesiones λn → λ, zn → z, cn → 0, cuando n→∞.
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Nuevamente, sea ε > 0 cualquier número. Si k es suficientemente grande para satisfacer
(3.112), entonces se tiene que

R(zn; cn, λn) ≤ cnk + λnα(ψ, φ) + znβ(ψ, φ) < 5ε

para toda n tal que |λn−λ| < ε, |zn−z| < ε y cn < ε/k, esto es ĺım
n→∞

R(zn; cn, λn) = R(z; 0, λ) =

0.

Ahora, si λ = 0 y z ≥ 0, c ≥ 0, tomando la misma prueba secuencial (ψ, φ) definida al
principio, pero con k = 1, se obtiene que φn = I{zn≥0} = 1, y aśı α(ψ, φ) = 1 y β(ψ, φ) = 0,
de este modo, R(z; c, 0) = ı́nf

(ψ,φ)∈S0

(
cE0τψ + zβ(ψ, φ)

)
≤ c. Por otro lado, E0τψ ≥ 1, entonces

R(z; c, 0) = c. Si, ahora (zn, cn, λn)→ (z, c, 0), as n→∞, entonces R(zn; cn, λn) ≤ cn+λn → c,
cuando n → ∞. Por otra parte, R(zn; cn, λn) = ı́nf

(ψ,φ)∈S0

(
cnE0τψ + λnα(φ, ψ) + znβ(ψ, φ)

)
≥

cn → c, cuando n→∞. Por tanto se obtiene la continuidad sobre {z ≥ 0, c ≥ 0, λ = 0}.
Finalmente el caso cuando z = 0 y c ≥ 0, λ ≥ 0 puede ser tratado análogamente. Por lo

tanto, R(z; c, λ) es conjuntamente continua sobre {z ≥ 0, c ≥ 0, λ ≥ 0}.

Con base en (3.107), es conveniente extender la definición de ρ̄(z) = ρ̄(z; c, λ) (definida
inicialmente solo para números positivos c, λ) de tal manera que R(z; c, λ) en (3.107) se satisfaga
para toda z ≥ 0, c ≥ 0, λ ≥ 0, esto es definiendo ρ̄(z; c, λ) = 0 siempre que alguno de sus
argumentos sea cero. De lo cual se plantea el siguiente corolario.

Corolario 14.

La función ρ̄(z; c, λ) es cóncava y continua sobre {z ≥ 0, c ≥ 0, λ ≥ 0}.

La demostración de este Corolario 14 se sigue de los Lemas 27 y 28.

Ahora, vamos a continuar con el análisis de la condición λ > c + ρ̄(λ; c, λ) (3.104). El si-
guiente lema es semejante en cuanto a contenido y estructura a los Lemas 25 y 26, solo quitando
las distribuciones r de los tamaños de grupos para las constantes.
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Lema 29.

Si se cumple que la condición (3.75) entonces para cualesquiera números positivos c y
λ que satisfacen la condición λ > c + ρ̄(λ; c, λ) (3.104) existen números 0 < A < λ y
B > λ, tales que

g(A;λ) = c+ ρ̄(A; c, λ), g(B;λ) = c+ ρ̄(B; c, λ), (3.113)

y
g(z;λ) < c+ ρ̄(z; c, λ) para todo 0 ≤ z < A y toda z > B, (3.114)

y
g(z;λ) > c+ ρ̄(z; c, λ) para toda A < z < B. (3.115)

Demostración del Lema 29:
Para cualesquiera c > 0 y λ > 0 se definen las funciones:

D1(z) = D1(z; c, λ) = z − ρ̄(z; c, λ) y D2(z) = D2(z; c, λ) = λ− ρ̄(z; c, λ), para z ≥ 0.

Se sigue obviamente que D1(λ) = D2(λ). En virtud del Corolario 14 y de las propiedades de
ρ̄(z; c, λ) se tiene que D1(z) y D2(z) son funciones convexas y continuas en [0,∞).

Ahora, aplicando la desigualdad de Jensen a la función cóncava ρ,

ρ̄(z) =
∑
n∈G

pnE0ρ
(
zzn
)
≤
∑
n∈G

pnρ(z) = ρ(z) ≤ g(z), (3.116)

aśı g(z;λ)− ρ̄(z; c, λ) = mı́n
{
D1(z), D2(z)

}
≥ 0.

En virtud del Lema 24, si un número positivo c es tal que c < D1(λ) (lo cual es equivalente a
λ > c+ ρ̄(λ; c, λ)), entonces por la continuidad de D1, existe un único A < λ tal que D1(A) = c,
y D1(z) < c para toda z < A y D1(z) > c para toda z > A.

No es dif́ıcil deducir que (3.75) implica ĺım
z→∞

D2(z) = 0.

De manera análoga a la propiedad de la función D1, si 0 < c < D2(λ) = D1(λ), entonces exis-
te un único número B > λ tal que D2(B) = c, y D2(z) > c para z < B y D2(z) < c para z > B.

Por tanto, se obtienen (3.113), (3.114) y (3.115).

Se sigue del Lema 29 que, si la condición (3.75) se cumple, entonces (3.101) es equivalente a

I{zn∈(A,B)} ≤ 1− ψn ≤ I{zn∈[A,B]}. (3.117)
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Esto es, cualquier prueba óptima, deducida en este trabajo, es una versión aleatorizada de la
prueba secuencial de razón de probabilidades (RSPRT) establecida por Mukopadhyay la cual,
en nuestros términos, puede ser descrita como (ψ, φ) donde

ψn = I{zn 6∈(A,B)} y φn = I{zn≥B}, (3.118)

para toda n ∈ Gr y r ≥ 1.
Obviamente, ψn en (3.118) es un caso particular de (3.117), y φn satisface la estructura en

(3.13) de la condición ∆ψ. Además, en virtud del Teorema 3.1 en Mukhopadhyay, se tiene que
(ψ, φ) ∈ S0 (los detalles se pueden encontrar en la demostración del Teorema 17 que se verá a
continuación). Consecuentemente, se sigue que la RSPRT es óptima en el sentido del Corolario
12.

De la misma manera, todas las pruebas secuenciales (ψ, φ) tales que ψ y φ satisfacen respec-
tivamente (3.117) y (3.118) (para toda n ∈ Gr y r ≥ 1) comparten la propiedad de optimalidad
que la RSPRT, cuando se cumple la condición (3.75). En particular, obviamente, este es el
caso cuando las distribuciones hipotetizadas pertenecen a la familia exponencial (o Koopman-
Darmois).

Si la condición (3.75) no se satisface, las pruebas óptimas con sus reglas de paro (3.101) no
necesariamente son del tipo RSPRT. Esto se puede ver en el siguiente ejemplo.

Consideremos una prueba secuencial con grupos de tamaño uno, donde bajo H0, la hipótesis
de prueba, las observaciones siguen una distribución uniforme [0, 1], mientras que bajo H1 ellas
siguen una distribución uniforme [0, 0.5]. Para esta prueba se tiene que P0

(
f1(X) > 0

)
=∫ 0.5

0
1dx = 0.5. Sean c = 1 y λ = 2, con base en la definición (3.93) se tiene que ρ0(z; 1, 2) =

g(z; 2) = mı́n {z, 2}.
Ahora de la definición (3.95) para ρ̄0 se sigue que:

ρ̄0(z; 1, 2) =
∑
n∈G

p(n)E0ρ0(zzn; 1, 2) =
∑
n∈G

p(n)E0 mı́n {zzn, 2},

=
∑
n∈G

p(n)

(∫ 0.5

0

mı́n {2z, 2}f0(x) dx+

∫ 1

0.5

0f0(x)dx

)
,

=
∑
n∈G

p(n) mı́n {2z, 2}(0.5) = mı́n {z, 1}.

De (3.94), ρ1(z; 1, 2) = mı́n
{
g(z; 2), 1 + ρ̄0(z; 1, 2)

}
= mı́n

{
mı́n {z, 2}, 1 + mı́n {z, 1}

}
.

Pero es fácilmente desmostrable que mı́n {z, 2} ≤ 1 + mı́n {z, 1} para toda z ≥ 0. Por tan-
to ρ1(z; 1, 2) = mı́n {z, 2}. En general, con base en (3.98) para ρ(z) es fácil demostrar que
ρ(z; c, λ) = ρ(z; 1, 2) = g(z; 2) = mı́n{z, 2} y c + ρ̄(z; c, λ) = 1 + ρ̄(z; 1, 2) = 1 + mı́n{z, 1}.
Ahora consideremos la prueba (óptima) correspondiente a (3.102), con la desigualdad estricta.
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De aqúı, inmediatamente, se sigue que, con las definiciones de arriba de g(z) y ρ̄(z), la con-
dición (3.102) se cumple si y solo si z < 2. Pero, consecuentemente, los valores de las razones
de probabilidad z1, z2, . . . , zk son, respectivamente, 2, 4, 8, . . . , 2k, cuando X1, X2, . . . , Xk ≤ 0.5,
aśı la prueba (que mı́nimiza K0) solo se detiene cuando, para el primer tiempo, Xi > 0.5, de lo
cual zi = 0.

Se puede observar de este ejemplo, primero que la prueba que mininiza a K0 no es una
RSPRT (porque una RSPRT debeŕıa parar también cuando zi ≥ B > 0 lo cual no sucede, bajo
H0, con una probabilidad positiva, aśı, habŕıa un error positivo α), y segundo, que, en ninguna
forma, esto minimiza a K1, porque bajo H1 la regla nunca se detiene.

Sin embargo, el siguiente teorema muestra que, aún si (3.75) no se satisface, no solo la
prueba RSPRT con ψ que satisface (3.118), sino también su versión aleatorizada ψ (3.117) son
óptimas en el sentido de Wald-Wolfowitz [Wald-Wolfowitz, (1948)], i.e. ellas minimizan el costo
promedio total bajo ambas hipótesis H0 y H1, dadas las restricciones en las probabilidades de
error.

Lema 30.

Sean A y B tales que 0 < A < B <∞. Entonces existen λ y c, tales que A ≤ λ < B y
c > 0 y las ecuaciones en (3.113) se satisfacen.

Demostración del Lema 30.
Sean A y B tales que 0 < A < B < ∞. Para cualquier λ ∈ [A,B], definimos c = c(λ) como
una solución de la ecuación

c+ ρ̄(A; c, λ) = A. (3.119)

La existencia de una única solución c = c(λ) de (3.119) se sigue del hecho de que el lado
izquierdo de (3.119) es una función continua y estrictamente creciente de c que toma valores
en el intervalo [0,∞).

Es más, la función c(λ) es también continua respecto a λ, como una función impĺıcita
de (3.119), definida mediante una función que es continua en todas sus variables (debido al
Corolario 14). Además, c(λ) > 0 para toda λ ∈ [A,B], porque de lo contario esto implicaŕıa en
virtud de (3.119) que ρ̄(A; 0, λ) = A, i.e. A = 0, lo cual es una contradicción.

Ahora, definamos

G(λ) = λ− ρ̄
(
B; c(λ), λ

)
− c(λ),

la cual es una función continua de λ, ya que es una resta de funciones continuas.

Se demostrará que

G(A) ≤ 0 y G(B) > 0. (3.120)
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De hecho,

G(A) = A− ρ̄(B; c(A), A)− c(A) ≤ A− ρ̄(A; c(A), A)− c(A) = 0, (3.121)

(debido a (3.119)).

Ahora se demostrará que

G(B) = B − ρ̄(B; c(B), B)− c(B) > 0. (3.122)

Tomando en cuenta, por (3.119),

c(B) + ρ̄(A; c(B), B) = A,

se puede observar que (3.122) es equivalente a

B − ρ̄(B; c(B), B) > A− ρ̄(A; c(B), B). (3.123)

Debido a que F (z) = z− ρ̄(z; c(B), B) satisface la condición del Lema 24, lo contrario a (3.123)
debeŕıa implicar que F (A) = 0, esto es, A− ρ̄(A; c(B), B) = 0, o, en vista de (3.119), c(B) = 0,
es una contradicción.

Aśı, (3.120) está demostrada, por tanto existe λ ∈ [A,B) tal que G(λ) = 0, es decir, se ha
encontrado λ ∈ [A,B) y c = c(λ) > 0 tales que

c+ ρ̄(A; c, λ) = A y c+ ρ̄(B; c, λ) = λ,

lo cual es equivalente a (3.113).
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3.2. Optimalidad de la prueba secuencial aleatoria de la razón de probabilidades
(RSPRT)

Teorema 17.

Sean A < B dos contantes positivas. Sea ψ cualquier regla de paro que satisface que

I{zn∈(A,B)} ≤ 1− ψn ≤ I{zn∈[A,B]}, (3.124)

para toda n ∈ Gk y k = 1, 2, . . . , y sea φ una regla de decisión definida como

φn = I{zn≥B} (3.125)

para toda n ∈ Gk y k = 1, 2, . . . .
Entonces (ψ, φ) ∈ S0 ∩ S1, y esta prueba es óptima en el siguiente sentido: para
cualquier prueba secuencial (ψ′, φ′) ∈ S0 ∩S1 tal que

α(ψ′, φ′) ≤ α(ψ, φ) y β(ψ′, φ′) ≤ β(ψ, φ) (3.126)

se tiene que
K0(ψ) ≤ K0(ψ′) y K1(ψ) ≤ K1(ψ′). (3.127)

Ambas desigualdades en (3.127) son estrictas, si al menos una de las desigualdades en
(3.126) es estricta.

Demostración del Teorema 17
Con base en los Lemas 29 y30 se tiene que la condición Π∞0 (ψ) se satisface. La condición ∆ψ

también se satisface debido a que B ≥ λ. Para aplicar el Corolario 12 falta demostrar que
(ψ, φ) ∈ S0, i.e. que ∑

n∈Gk
pnE0t

ψ
n = P0(τψ ≥ k)→ 0, cuando k →∞. (3.128)

Esto se sigue del Teorema 3.1 de Mukhopadhyay [Mukhopadhyay-De Silva, (2008)] que in-
dica que existen a > 0 y 0 < r < 1 tales que P0(τψ ≥ k) ≤ ark para todo número
natural k, de modo que (3.128) se satisface. Las condiciones del Teorema de Mukopadhyay
[Mukhopadhyay-De Silva, (2008)] se satisfacen por las suposiciones de nuestro modelo y por
(3.2).

Aqúı, por el Corolario 12, la prueba (ψ, φ) tiene un valor mı́nimo para K0(ψ) entre todas
las pruebas secuenciales (ψ′, φ′) que satisfacen las restricciones (3.127) sobre las probabilidades
de error.

Para demostrar que esta misma prueba minimiza a K1(ψ), podemos aplicar nuevamente
el Lema 30, solo intercambiando las distribuciones hipotetizadas. Consideremos dos hipótesis
simples H ′0 : “la verdadera distribución está dada por f1”vs H1 : “la distribución corresponde
a f0”.
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De una manera natural, cualquier prueba secuencial (ψ, φ) que satisface (3.124) y (3.125)
es inmediatamente adaptada al problema de pruebas de hipótesis H ′0 vs. H ′1:

ψ∗n(xn) = ψn(xn) y φ∗n(xn) = 1− φn(xn), (3.129)

de modo que
I{

z−1
n ∈(B−1,A−1)

} ≤ 1− ψ∗n ≤ I{
z−1
n ∈[B−1,A−1]

}, (3.130)

y
φ∗n = I{z−1

n >B−1} (3.131)

para toda n ∈ Gk y k = 1, 2, . . . .
Sean α′ y β′ la notación de las probabilidades de error en el problema de prueba H ′0 vs. H ′1

y K ′0 el costo promedio de observaciones, bajo H ′0. Entonces, obviamente,

α′(ψ∗, φ∗) = β(ψ, φ), y β′(ψ∗, φ∗) = α(ψ, φ), (3.132)

y K ′0(ψ∗) = K1(ψ).
Ahora aplicando el Lema 30 al problema de prueba H ′0 vs. H ′1 en la misma manera en como

se aplicó al problema de prueba H0 vs. H1, entonces obtendremos, mediante el Coralario 12,
que (ψ, φ) minimiza a K1(ψ) entre todas las pruebas secuenciales (ψ′, φ′) ∈ S1 que satisfacen
(3.127).

La propiedad de optimalidad establecida en el Teorema 17, en el caso de una observación
por grupo, es conocida como la optimalidad de la SPRT demostrada por Wald-Wolfowitz (véase
[Mukhopadhyay-De Silva, (2008)]). A su vez, Burkholder y Wijsman demostrarón que todas las
SPRT “extendidas”, i.e. aquellas que admiten una decisión aleatorizada entre parar y conti-
nuar para el caso zn = A o zn = B, comparten la misma propiedad de optimalidad que la
SPRT, [Burkholder-Wijisman, (1963)]. Nuestro Teorema 17 establece lo mismo, pero para el
caso de pruebas secuenciales con grupos de tamaño aleatorio: pruebas secuenciales por grupos
“extendidas”, i.e. aquéllas con reglas de paro que satisfacen (3.124), minimizando aśı el costo
promedio total del experimento tanto bajo H0 como bajo H1.

De manera muy parecida al caso clásico, de una observación por grupo, no se permite ha-
cer observaciones, cuando 1 ∈ [A,B], solo en el caso significativo para la RSPRT, porque en
cualquier otro caso una prueba trivial (la que sin ninguna observación acepta o rechaza H0 en
dependencia si 1 < A o 1 > B) se desempeña mejor que las pruebas óptimas del Teorema 17
(mı́n{1, λ} < c+ ρ̄(1; c, λ) en términos de la regla de paro del Teorema 15).

Finalmente, para esta prueba (ψ∗, φ∗), generalización de la RSPRT, tomemos su tiempo de
paro asociado. Sea

τψ
∗

= mı́n
{
k : Zν /∈ (A,B)

}
(3.133)
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Este tiempo de paro tiene el mismo sentido práctico que el trabajado en
([Mukhopadhyay-De Silva, (2008)] p. 434). Dicho tiempo está directamente asociado a la regla
de paro ψ∗, debido a que cuando ella se detiene

(
Zn /∈ (A,B)

)
se tendrá un tiempo de paro

óptimo 2.

2O un mı́nimo de grupos observados en el experimento.
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CAPÍTULO 4

CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

En esta última parte vamos a recapitular todos los resultados encontrados en esta extensa
exploración, y a su vez establecer algunas de las propuestas y/o perspectivas para continuar
con la investigación en cada caso.

Antes que nada, recordemos que en el análisis secuencial clásico, el estudio de las observa-
ciones se realiza a través de etapas usualmente tomadas de una por una o de un tamaño fijo
en cada etapa. En el primer contexto, existe la prueba secuencial óptima, llamada SPRT, la
cual conlleva a un tiempo de paro (τ), en promedio, menor que cualquier otra prueba aún en el
contexto clásico estad́ıstico. En general, los métodos secuenciales conducen a ahorros en tamaño
de la muestra, tiempo y costo en comparación con los procedimientos estándar de muestras fijas.

En esta investigación, las observaciones fueron consideradas en grupos de tamaño alea-
torio, esto es cada grupo de observaciones puede tener un tamaño indeterminado de etapa
en etapa (incluyendo tamaño cero). Anteriormente, se mencionó cómo algunas aplicaciones
están considerando en sus investigaciones a grupos de diferente tamaño en cada etapa (no
necesariamente aleatorio), tales como: análisis cĺınicos en la industria farmacéutica (véanse,
[Bartroff, et al, (2013)] y [Jennison-Turnbull, (1999)], estudios en control de calidad, entre otros.
Una ventaja significativa para estas aplicaciones es el hecho de tener procedimientos teóricos y
prácticos con grupos aleatorios que les “garantice” costos promedios mı́nimos del experimento,
y/o también, tiempos de paro y observaciones menores. Es por esto que es muy importante que
el resultado teórico aqúı presentado sobre las estructuras de las pruebas secuenciales óptimas
sean implementadas, al menos numéricamente para alguna distribuición en particular (bino-
mial, uniforme, normal, etc.), y a su vez poder determinar caracteŕısticas propias de la prueba
misma como: probabilidades de error, potencia de la prueba, región de contiuación, eficiencia,
etc. Actuamente debido a la crisis sanitaria que se generó en los años pasados por la pandemia,
el estudio óptimo de tratamientos farmacéuticos es de suma importancia para su investigación.
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Otra exploración que surge para las pruebas óptimas encontradas es precisamente investigar
las caracteŕısticas propias de la misma como la potencia teórica de la prueba, la eficiencia de
la misma, etc.

En el caṕıtulo 2, se logró demostrar y dar la estructura de la prueba secuencial óptima
tanto para un horizonte finito, como para uno infinito, con grupos de tamaño aleatorio (sec-
ciones 2.1.2 y 2.1.3, respectivamente). Estructuras óptimas que conllevan a un costo promedio
del experimento menor que cualquier otra prueba secuencial que tenga probabilidades de error
menores que la primera. Las estructuras encontradas de la prueba óptima (finita y no finita)
consideran, en primera instancia, a las observaciones sin suponer que éstas son idenpendien-
tes. Este hecho da una importancia fuerte al trabajo establecido debido a que, generalmente
en las aplicaciones, se consideran observaciones independientes, aún cuando en la “realidad”
esta suposición no necesariamente es posible. Por tanto, para futuras investigaciones dicha es-
tructura óptima establecida podŕıa ser aplicada, en particular para algunas distribuciones de
probabilidad espećıficas, tales como la Bernoulli, Binomial y Normal o cualquier otra de interés.

Otro resultado importante del caṕıtulo 2, sección 2.1, fue que para el caso truncado, se de-
mostró que el método de multiplicadores de Lagrange “generalizado” (aplicado a este estudio)
es un método necesario y suficiente para demostrar que la función objetivo (costo promedio K)
alcanza un mı́nimo, comparada con aquellas pruebas que tienen respectivas probabilidades de
error tipo I y II menores. Usualmente, el método de Lagrange se aplicaba, en la mayoŕıa de las
investigaciones clásicas de la estad́ıstica (aún en la frecuentista), para demostrar la optimali-
dad de una función con restricciones (véase Teorema 1, p. 22). Es decir, es suficiente tener el
ı́nfimo de una función sin restricciones para obtener el mı́nimo de una de sus componentes (o
problema con restricciones). Este resultado está basado en lo que Wald llamaba admisibilidad
de una prueba. No obstante, en nuestro trabajo, hemos demostrado, para el caso truncado, que
también es necesario tener el ı́nfimo de la función “generalizada” de Lagrange, para demostrar
que se obtendrá el mı́nimo de una de sus componentes (véase Teorema 6, p.48). Aqúı surgen
algunas preguntas aún sin responder, como por ejemplo, para el caso con horizonte infinito ¿es
posible encontrar condiciones necesarias para demostrar la optimalidad del problema con res-
tricciones? o aún para el caso truncado se podŕıa hacer un análisis más profundo de los posibles
resultados del Teorema 6, que por falta de tiempo aqúı no pudimos realizar. Todo lo relacio-
nado con el método de Lagrange tiene como detalles a sus multiplicadores λ0 > 0 y λ1 > 0,
los cuales fueron valores cualesquiera, pero fijos durante todos los procedimientos. Mas quedan
pendientes preguntas de investigación como: ¿es posible variar estos multiplicadores para en-
contrar también la estructura óptima? ya sea ¿para el caso finito o infinito? Estas preguntas aún
necesitan ser analizadas. Tampoco fue posible hacer un análisis sobre cuando el problema solo
tiene una restricción, por ejemplo cuando solo se quiere minimizar el error tipo I α restringui-
do al error tipo II β. Esto también es un caso particular del método “generalizado” de Lagrange.

En la sección 2.1.3, (regla de paro óptima: caso no truncado), además de encontrar la es-
tructura óptima de la regla de paro que conlleva a un costo promedio mı́nimo; se demostró
que el problema de Riesgo Bayesiano se puede ver como caso particular de nuestra función
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de Lagrange (véase, Corolario 7, p. 61), solo considerando a la tercera distribución como una
combinación convexa de las primeras dos distribuciones, es decir para un problema de pruebas
de hipótesis Bayesiano

(
P0, P1, πP0 + (1− π)P1) con π ∈ [0, 1] se tiene que toda regla de paro

en este contexto es truncable (i.e. su función de Langrange truncada converge a la Lagrange
no truncada). Este pequeño resultado importante, podŕıa ser también análizado más profun-
damente para las aplicaciones Bayesianas, de hecho nuestros resultados óptimos podŕıan ser
análizados en dicho contexto. Cabe mencionar que aunque nuestro trabajo está en el contexto
frecuentista, el análisis secuencial se aplica tanto a la estad́ıstica frecuentista como a la Ba-
yesiana, y con el resultado del corolario 7 se muestra la importancia de ambas áreas para el
desarrollo de la propia estad́ıstica.

En la sección 2.2, se reescribió la estructura de la prueba óptima truncada para la resolución
del problema de Kiefer-Weiss con observaciones i.i.d. y tamaños de grupos aleatorios e inde-
pendientes, bajo un contexto de un problema de hipótesis simples. Resultado que no se hab́ıa
trabajado en la literatura encontrada. En particular, se consideraron a las tres distribuciones
de probabilidad pertenecientes a la misma familia exponencial, donde el tercer parámetro se
encuentra entre los otros dos (θ0 < θ < θ1). Entonces, dado que se trabajaron con las condicio-
nes “clásicas” de este problema, ahora también surgen las preguntas sobre la generalización de
los resultados, tales como: si se puede trabajar con observaciones solo independientes (sin que
sean i.d.), si se puede analizar la escritura de la prueba óptima para el caso no trucando (i.e. el
problema K-W para el horizonte infinito); esto para el caso cuando el tercer parámetro θ esté
fuera del intervalo (θ0, θ1). Qué aplicaciones se podŕıan tener; si se puede resolver el problema
para otro tipo de familia paramétrica o en general si las distribuciones pueden pertenecer a dife-
rentes familias paramétricas. Finalmente, es importante realizar aplicaciones de los resultados
encontrados de manera numérica o computacional para casos particulares con ciertas distri-
buciones como: Bernoulli (como se realizó en el trabajo de [Novikov, et al, (2022)]), normal u
otras. Para esta pequeña sección 2.2 se pueden tomar una serie de variaciones respecto a las
condiciones iniciales que pueden conllevar a investigaciones futuras.

Finalmente, la cereza del pastel de toda esta ardua investigación es el caṕıtulo 3, en parti-
cular la sección 3.2 en donde se da respuesta a la investigación planteada en 2008 por Mukho-
padhyay & De Silva, pionera del planteamiento teórico del uso de grupos de tamaño aleatorio
y de la prueba secuencial aleatoria de la razón de probabilidades (RSPRT). En dicha investi-
gación se deja abierta la pregunta de la optimalidad de la RSPRT. Nosotros en, esta sección,
demostramos que una prueba aleatoriza óptima donde la RSPRT es un caso particular. Esta
generalización de la RSPRT es óptima en el sentido de que minimiza el costo promedio del
experimento tanto para la hipótesis nula H0 y como para la hipótesis H1 (véase Teorema 17,
p.128). Donde además se presenta la estructura de la prueba óptima en términos de la razón
de verosimilitud z = f0/f1 y de las constantes A y B que definen la región de continuación (o
rechazo) para dicha prueba. Para este importante resultado teórico, lo primero y más intere-
sante debeŕıa ser el estudiar sus aplicaciones, ya que existen varias áreas de investigación en
las cuales se pudiera aplicar, como en la teoŕıa de juegos, en análisis cĺınicos, en psicoloǵıa so-
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cial, en técnicas de confiabilidad, etc. En dichas aplicaciones se podŕıan especificar a su vez los
parámtros de estudio representados bajo las hipótesis a constrastar. Es decir, estudiar la estruc-
tura de la prueba óptima aplicada a distribuciones particulares como por ejemplo, distribuiones
Bernoulli, binomial, uniforme, normal, exponencial, entre otras. Es importante mencionar que
en esta parte del trabajo no se consideró a las distribuciones en una familia de distribución en
particular, de hecho en investigaciones previas [Popoca, (2012)] śı se consideran distribuciones
finitas, mas en esta sección solo se tomaron a las observaciones y los tamaños de grupos como
i.i.d.
Cabe mencionar, que en la literatura encontrada se trabaja con problemas de hipótesis sim-
ples, pero también cabŕıa preguntarse por una investigación futura que involucrase pruebas de
hipótesis no simples.
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tial tests with groups of random size, Sequential Analysis, 41:2, 220-240.
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