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RESUMEN

El presente trabajo da respuesta a una pregunta abierta sobre la optimalidad de la prueba

secuencial aleatoria de la razén de probabilidades (RSPRT), siglas en inglés) introducida en la
investigacién de [Mukhopadhyay-De Silva, (2008)]; ademds se exponen algunas generalizacio-
nes de problemas clasicos desarrollados en el anélisis secuencial (como el problema Kiefer-Weiss
aplicado al nuevo contexto).
Primeramente, para el contexto de la estadistica secuencial se demuestra el método generalizado
de los multiplicadores de Lagrange, el cual es la base de la metodologia de esta investigacion.
Segundo, con base en un experimento estadistico secuencial y dada una prueba de hipdtesis sim-
ple con Hy versus H; se deducen las estructuras de las pruebas secuenciales que minimizan los
costos totales promedio del experimento. Se exponen condiciones necesarias y suficientes para
que dichas estructuras sean éptimas, tanto para pruebas truncadas como para pruebas con ho-
rizonte infinito. Finalmente, se consideran casos cuando las observaciones (variables aleatorias)
que se presentan en el experimento vienen en grupos de tamano aleatorio (segundas variables
aleatorias) y donde las observaciones pueden no ser, necesariamente, independientes, y a su
vez, pueden tener o no la misma funcién de probabilidad, atin cuando los tamanos de grupos
son independientes entre ellos y de las observaciones, y con iguales o diferentes distribuciones
de probabilidad para cada grupo.

v



CAPITULO 1

ANALISIS SECUENCIAL CON GRUPOS DE
TAMANO ALEATORIO

1.1. Introduccion.

En contraste con los métodos clasicos de la estadistica matematica, en los cuales el niimero
de observaciones en la muestra estd fijo; el andlisis secuencial (un campo también de la es-
tadistica), trabaja, dado un experimento estadistico, con métodos que permiten la recoleccién
de datos por etapas, tipicamente de uno en uno. Otra caracteristica de estos métodos estri-
ba en que el tiempo del experimento para el cual se determina el nimero de observaciones
(tiempo de paro) es aleatorio (véanse [Novikov, (2007)], [Novikov, (2008)], [Novikov, (2009)],
[Wald, (1945)], [Weiss, (1962)], etc.).

Existen relatos que marcan que quizas “el enfoque secuencial ha sido una forma natural de
proceder a lo largo de la historia de la experimentacion. Quizas el primer proponte fue Noé€,
quien en sucesivos dias solté una paloma del Arca para probar la presencia de tierra seca durante
el hundimiento del Diluvio” [ ([Jennison-Turnbull, (1999)], p. 22). La aplicacién formal de los
procedimientos secuenciales comenzo a fines de la década de 1920 en el area de control estadisti-
co de la calidad en la produccién manufacturera. En donde se definieron planes de muestreo de
aceptacion en dos etapas para los componentes que podrian ser probados y clasificados como
efectivos o defectuosos.

La teoria moderna formalizada del andlisis secuencial surgié en respuesta a las demandas de
toma de muestras més eficientes en procesos de inspeccién durante la segunda guerra mundial.
Los primeros desarrollos del nuevo campo fueron introducidos en 1947 por Abraham WaldE]

!Traduccién propia.
2(1902-1950)
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en Estados Unidos de Norteamérica y por George Barnard en 1946 en Gran Bretana, quienes
participaban en grupos de asesores industriales para la produccién bélica. Wald mostré que el
utilizar métodos secuenciales en problemas de pruebas de dos hipdtesis simples (con observa-
ciones independientes) conlleva a un nimero de observaciones més pequenio, en promedio, que
aquellos métodos que utilizan una muestra de tamano fijo. De hecho en 1948 Wald y Wolfowitz
demostraron tedricamente la propiedad de optimalidad de la prueba secuencial de la razén de
probabilidades (SPRT [} siglas en inglés) [Wald-Wolfowitz, (1948)].

En consecuencia, una ventaja de utilizar procedimientos secuenciales es que, en promedio,
estos requieren de un numero menor de observaciones con la misma confiabilidad que en el
procedimiento con muestra fija (no secuencial) [Lehmann, (1959)]. Lo cual conlleva aplicacio-
nes con menores tamanos de muestra, menores costos y/o menor tiempo. Entre algunas de las
aplicaciones se encuentran: andlisis clinicos, control de calidad, técnicas de confiabilidad, eco-
nomia, finanzas, psicologia, psicologia social, andlisis de supervivencia (bioestadistica), entre
otras ([Bhattachajee-Mukhopadhyay, (2012)], [Denne-Jennison, (2000)], [Ghosh, et al (1997)],
[Weiss, (1962)]). Con los procedimientos secuenciales se establece una herramienta clave en la
construccién de pruebas de hipdtesis secuenciales simples y forma la base de métodos disenados
para manejar tamanos de grupos impredecibles. Ahora debido también al avance computacional
actual, muchos de estos métodos pueden ser implementados de manera numérica a través de
un procedimiento computable.

En la actualidad en algunas aplicaciones se estda incrementando el uso de procedimientos
secuenciales por grupos donde cada agrupacién pueda ser de cualquier tamano, generalmen-
te dichos tamanos son diferentes de etapa en etapa mas no se consideran necesariamente de
tamano aleatorio. Aplicaciones como: procesos bioquimicos para nuevos tratamientos y en los
analisis clinicos de la industria farmacéutica (véanse, Bartroff, et al (2013), Jennison & Turn-
bull, (1999)), en donde debido a las condiciones de los grupos de experimentacién y control, el
tamano de muestra va cambiando en cada etapa, aunque es predeterminado el tamano para ca-
da grupo, por las diferentes condiciones (o poca homogeneidad) de las unidades experimentales.
Entonces se esta recurriendo al andlisis secuencial mediante grupos tamano fijo pero diferente,
y por fases, donde primero se inicia con animales y después con seres humanos (para més de-
talle sobre el proceso véase fdem). Por tanto, el tener grupos de tamano aleatorio, podria en
principio dar una ventaja fuerte a dichos experimentos, y mas si se tuviera un procedimiento
6ptimo que conlleve un costo total promedio minimo del mismo, y a su vez un tiempo de paro y
observaciones menores. Actuamente, debido a la crisis sanitaria que se gener6 en los anos pasa-
dos por la pandemia, el estudio 6ptimo de tratamientos farmacéuticos es de suma importancia
para la investigacion. Mas ésta no seria la unica aplicacion en la cual se pudiera trabajar de
manera secuencial y con grupos de tamano aleatorio.

3Sequential Probability Ratio Test
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1.2. Descripcion del modelo y antecedentes
Sea un proceso estocastico a tiempo discreto
{Xz 11 E N}

cuya distribucién es P, y donde las variables aleatorias (v.a.) X; toman sus valores en un es-
pacio medible (X , X) cualquiera.

Supongamos que se tiene un experimento estadistico secuencial (en grupos) con un proble-
ma de prueba de hipdtesis simples Hy: P=Fy vs. H: P=P y Py # P;.

En este contexto se establece y denota un problema de prueba de hipdtesis simples
mediante la terna:

%:<P0,P1,P). (11)

Esta terna serd fija durante todo el desarrollo, a menos que se indique lo contrario. La ma-

yoria de los elementos trabajados en esta investigacion estaran en dependencia de este problema
de prueba .#, y tendran marcada dicha relacion. Las primeras dos distribuciones Py y P; hacen
referencia a las hipotesis a contrastar Hy y Hy, respectivamente; y P es una tercera distribucion
correspondiente al proceso estocdstico, bajo la cual se determinard la funcién a optimizar en
esta investigacion.
Tipicamente, las tres distribuciones en .# pertenecen a una familia paramétrica especifica (bi-
nomial, normal, exponencial, etc.); sin embargo, en este contexto esto no necesariamente se
aplica. Nosotros, en principio, tomaremos a P o bien distinta de las primeras dos distribuciones
o inclusive podria suceder que fuese igual a alguna de ellas o bien una combinaciéon convexa
de ellas, de la forma: P = 7Py + (1 — 7)P;, con m € (0,1). Pero, en general, P es cualquier
distribucién. Lo tnico que si es necesario es que el problema de prueba tratado y sus elementos
sean fijos durante todo el proceso. En este capitulo y el siguiente P sera cualquiera, pero fija,
a menos que se especifique otra cosa. En caso de variar algin elemento de la terna, se tendra
por tanto otro problema de prueba, y por ende otra notacion.

Para cada n > 1 las v.a. tienen su funcién de “densidad” de probabilidad conjunta

fn:fn(xla"'vxn)v

(en el sentido de la derivada de Radon-Nikodym de su distribucién) con respecto a la medida
producto

n _ ®...®7
pt=p 7

donde p es una medida o-finita sobre X.

4X es cualquier espacio y X es la o-dlgebra de subconjuntos medibles en dicho espacio.
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En el experimento estadistico secuencial por grupos se tienen en cuenta, al menos, dos tipos
diferentes de sucesiones de variables aleatorias; las que representan a los tamanos de los grupos
y las correspondientes a las observaciones de cada grupo.

Tomemos un subconunto G C {0,1,2,...} y sea vy,...,V ... una sucesién de v.a. no nega-
tivas, discretas e independientes (no necesariamente idénticamente distribuidas (i.d.)), donde
dichas v.a. toman sus valores en G. Los valores de éstas representan los tamanos de grupos
consecutivos y se considera que pueden existir grupos de tamano nulo durante el experimento.
La funcion de probabilidad del tamano del i-ésimo grupo es P (1/1- = n) = pi(n) = 0 con

Z pi(n) = 1 para cada i > 1. Ademds, se toma en cuenta que los tamanos de los grupos son

neg
independientes de las observaciones.

Dado un vector aleatorio v = (v4, ..., 1), para cualquier k£ > 1, una realizacién de éste es el
vector n = (nl, ey nk) € G*, donde las k componentes son los respectivos tamanos de k grupos
consecutivos. Entonces si n € G, se hablard de los tamainos de k grupos consecutivos. El
total de observaciones en dichos k grupos consecutivos es |n| = ny + ng + -+ - + ny.

Sea 1 < s < k se define (n : s) = (n1,na,...,ns) el subvector de los primeros s elementos del
vector n.
Dados k£ tamanos de grupos consecutivos representados en n = (nl, e ,nk) € G*, se definen

los espacios de probabilidad para las observaciones en dichos grupos.

Debido a que las observaciones vienen en grupos y pueden existir grupos de tamano nulo
(n = 0), entonces para estos es importante senalar sus correspondientes “observaciones”, las
cuales seran representadas mediante la notacion “()”.

1. Sea el espacio XU := {()} con su o-dlgebra trivial Xy := {0, X°}.
Este espacio medible sera utilizado para grupos sin observaciones que provienen de
tamanos nulos.
Sobre este espacio también se considera la medida de probabilidad u° con respecto a la
o-algebra trivial X,.

2. Para cualquier n > 2 se denota el espacio X := X x --- X X, con su respectiva o-algebra
—_———

n—veces

producto (generada por el producto de subconjuntos medibles).

3. Dado el vector n = (nl, e ,nk) € G* con k > 2 se denota el espacio
A" =AM x X" x e x AT

Este espacio tiene su correspondiente o-algebra producto.

4. Dado n € G*, sobre el espacio X™ se define la medida producto:

:un::un1®:un2®®:unk
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donde cada ™ ==y ® --- @ uparan; =2ei=1,...,k Paran; = 0,1, u° es medida de
—_—

n; —veces

probabilidad trivial y p es medida o-finita sobre X.

Dado un vector aleatorio v = (vq,...,1), para cada k > 1, al proceso estocdstico se
le puede ver, también, como un proceso seccionado mediante vectores aleatorios de tamano
aleatorio (v;), XV, X¥,..., XY, donde cada X} es un vector aleatorio con las v.a. del i-ésimo

grupo para 1 <1 < k:

s\ ~

(&Xla s 7XV1)7 (XV1+17 cee 7XV1+V22’ £XV1+V2+17 s 7XV1+V2+V3)7 s 7\(X|(V:k’fl)|+17 cee 7X‘V|)J>

vV Vv v
XV Xy x¥ XY
Entonces dado el vector n = (nl, e ,nk) € G* de tamanos de k grupos consecutivos, se

representa al vector de sus observaciones:

n —
AR— <(m1, oy @)y (T4t - Tggng )y (Trgdnat1s - - - s Trydnatng )s - - > (T (nik—1)[+15 - - - » Tn]) )
A - NG - A -~ 7 N ~~ >
g™ = (af, ... 2}p) € A™

Cada vector z]* representara el vector de observaciones del i-ésimo grupo. Obsérvese que
cada grupo tiene la dependencia del vector m porque éste contiene los respectivos tamanos de
los grupos anteriores, y a su vez se marca la “dependencia” entre las observaciones.

En el caso particular de que alguna(s) v.a. v; sea(n) degenerada(s) nula(s), por ejemplo
supongamos que la primer y la tercer v.a. son degeneradas nulas (P(r; = 0) = P(v; = 0) = 1),
entonces

" = < () )(x17"'7xn2>7 () 7<xn2+1a"'7xn2+n4)7"'7(x\(n:k—l)\—i-lv"‘7x|n\))'
Y ~~ d ~- 4
at 2 2 z zp

O simplemente, si el tamano de algin grupo es nulo (n; = 0), por ejemplo, sean 6 grupos
consecutivos de observaciones con sus respectivos tamanos, n = (O, 3,0,2,0, 4) € G°, entonces
su correspondiente vector de observaciones sera:

= (O @umaws), () (@aws), () (@7, 3,20) ) € X",
~~ N~ —

n " n

n n
Ty Tg T3

zy zg zg
Dada la funcién de densidad conjunta f™ con n € N y dado el vector n € G¥ se define:

2y, Ty Tyt D)), SE M| > 1,
fr(am) = (o v ) - (1.2)

1, si |n| =0.
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En particular, cuando se trabaje con la funcién de densidad f§* y/o f1*, se tendrd, respectiva-
mente la distribuciéon Py o P;. Supongamos, por ejemplo, que en el experimento secuencial solo
tenemos un grupo de tamano nulo (n; = 0), entonces el vector de observaciones serd ™ = ()
con n € G; nétese que al evaluar la correspondiente funcion de densidad en el grupo, ésta valdra
la unidad, i.e. f™(z™) = f*(()) =1

Definicién 1l
Una regla de paro 1) aleatorizada es una familia de funciones medibles {1y, }; donde
Ut X™ = [0,1],

para cada k > 1y cada n € G.

Definicién [2|
Una regla de decision ¢ aleatorizada es una familia de funciones medibles {¢, }, donde
fn : X™ = [0,1],

para cada k > 1y cada n € G

Definicién [3l

Se define una prueba estadistica secuencial como una pareja (¢, ¢) donde 1) es una
regla de paroy ¢ es una regla de decision.

Dada una prueba estadistica secuencial (1, ¢) fija, el experimento comienza con el primer
grupo de observaciones, dado n = (n;) € G se tiene =" = (x1,9,...,2,,) (primera etapa,
k =1). A este grupo se le aplica la correspondiente funcién de paro iy, (m’f), y a su valor se le
interpreta como la probabilidad condicional de parar el experimento dadas las observaciones en
la primera etapa. Si el experimento se detiene en k£ = 1, se toma una decision; si no, se continua
y se toma el siguiente grupo de observaciones, de lo cual se genera n = (ny,ny) € G y por lo

tanto x™ = (m?, mg) (k = 2), donde z¥ = (»’Un1+1, Tiy42y .- ,xnl+n2) y nuevamente se analizara
el valor v, (az?, x’;)
En general, al valor de ¢, (x?, e x?) se le interpreta como la probabilidad condicional de

parar el experimento dadas las observaciones en x™, para cualquier etapa k > 1y n € GF.
En el caso de no parar se continua a la siguiente etapa (k+ 1) y se anade al anélisis el siguiente
grupo de observaciones. Entonces se aplica la componente de la regla de paro 1, con n € GF+!
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a los k4 1 grupos de la misma manera descrita anteriormente, hasta que el experimento even-
tualmente tenga un paro.

Si existe alguna etapa de paro k > 1 E], entonces ahora corresponde preguntarse sobre la
decision de aceptar o rechazar la hipotesis nula Hy. Para lo cual se aplica la correspondiente
funcién de decisién ¢,, con n € G* a los k grupos de observaciones obtenidos. El valor de la
funcién ¢, (a:?, e ,x’,:) se interpreta como la probabilidad condicional de rechazar la
hipotesis H, dadas las observaciones en 2™, dada la etapa de paro k y n € G*.

Convencién: Cuando se trabaje con alguna funcién bajo el signo de probabilidad P o valor
esperado E se sobreentendera que se tienen v.a. Xi,..., X,, por ejemplo P(Xy,...,X,). En
otro caso se entenderd que se trabaja con los valores de dichas v.a. e.g. F'(z1,...,x,), ¥(z™) o
como en la siguiente definicion.

Definicién [4l.

Dada cualquier regla de paro 1, para cualquier k > 1y n € G* fijos se definen:

si k=1,

: 1.3
" {(1 — ) (1= Vmgy) - (L= Yy)s stk > 1, (1:3)

sV = 1l by (1.4)

n

El valor de la v. a. t¥ con n € G* indicara la probabilidad condicional de no parar el
experimento antes de la etapa k dadas las observaciones en z™. O dicho de otra manera
t¥ con n € G* serd la indicadora de parar el experimento en la etapa k o después.

Por otro lado, el valor de s¥ con n € G* indicard la probabilidad condicional de que
la regla de paro i detenga el experimento en etapa k (y no antes), dadas las obser-
vaciones en ™.

Es importante mencionar que la presente investigacién siempre iniciara con el primer grupo
de observaciones (o primera etapa del experimento, k > 1) independientemente del nimero de
observaciones que en él haya (incluyendo tamano nulo). Este hecho incluye aquellas investiga-
ciones que analizan pruebas secuenciales que tienen etapa cero o etapa sin observaciones (e.g.

véase [Wald, (1947)]).

5Con k grupos observados.
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Ahora, con base en que los tamanos de grupos son v.a. independientes si n = (nq,...,n)
representa los respectivos k tamanos de grupos consecutivos, su probabilidad conjunta es

k k

pn = [P =n)=]]pin), (1.5)

1=1 i=1

donde el subindice i hace referencia al nimero de distribucién del correspondiente i-ésimo gru-
po, para cualquier & > 1. Recuerde que la distribucién P de la férmula (1.5]) es de los tamarios
de los grupos y no de las observaciones.

Sea n; > 0 el tamano del -ésimo grupo de observaciones, con ¢ > 1, el costo que se tiene que
pagar por este grupo de datos serd una funcién no negativa c;(n;) que depende del ntimero (n;)
de observaciones en ese grupo y del grupo mismo . Este costo puede ser proporcional o no al
numero de observaciones, en general es cualquier funcién no negativa. Como casos particulares
de funciones de costo se pueden tener: ¢;(n;) = n;, ejemplo clésico en el campo del andlisis
secuencial (véase [Novikov, (2007)], [Novikov, (2008)] y [Wald-Wolfowitz, (1948)]), en donde el
tamano de cada grupo puede ser n; = 1, n; = k (constante) o variable para cada grupo. Otro
caso de una funcién de costo seria ¢;(n;) = £ n;+1 donde k > 0 es un costo unitario por unidad
y | es un costo por lote. En general, el costo por grupo es cualquier funciéon no negativa.
Entonces para una realizacién de la sucesién de v.a vy, s, ... (correspondientes a una sucesion
de tamanos de grupos), se obtendra otra sucesién de los costos de cada grupo con elementos no
negativos c1(ny), ca(nz), ..., ci(n;),. ... Debido a que las v.a. v; son independientes entonces las
variables ¢;(;) también tendrén las mismas propiedades. Para dichas v.a. tomaremos su valor
promedio de la siguiente forma.

Para toda i > 1, el costo promedio del i-ésimo grupo se denota como:

G = Z ci(ny) pi(ng). (1.6)

n;, g
Se supondra que para toda ¢ > 1,
Dado n = (ny,...,n;) € G* se define el costo total de k etapas:

k
c(n) == ci(ny) + ca(na) + -+ + cr(ng) = Z ci(ni). (1.8)

i=1

El costo total sera una serie no decreciente, ya que si se aumenta el nimero de etapas y dado
que ¢;(n;) es no negativa, entonces el costo total de dicho experimento serd mayor o igual que
el costo de la etapa anterior.



1.2. Descripcién del modelo y antecedentes

Definicién [Bl

Dada una regla de paro v cualquiera, ésta genera la variable aleatoria 7% llamada tiempo
de paro, tal que 7¥ € {1,2,...} U {oo} y cuya distribucién para k € N estd dada por:

P(r"=k) = > pnEs) (1.9)

negk

Donde Es? es el valor esperado (condicionado a los tamatios de grupos) de parar el expe-
rimento en la etapa k. Ademas la probabilidad de no parar antes de la etapa k se determina
como:

P(r¥ > k)= pn Bt} (1.10)
negk

Cabe mencionar que pueden existir reglas @ que conlleven a un tiempo de paro infinito.
Por ejemplo, la prueba secuencial (¢, ¢) cuya regla de paro tiene componentes ¢,, = 0, V n,
lo cual indica que en ninguna etapa habré paro (i.e. el experimento continua indefinidamente);
y por tanto ¥ = 00. Si esto sucede, se pueden tener costos no finitos. Entonces Yy por razones
précticas para garantizar el término del experimento secuencial (en grupos) se trabajard con
las reglas v que tengan un tiempo de paro finito con probabilidad uno.

Definicién [6l

Se define la clase de reglas de paro que tienen un tiempo de paro finito con probabilidad
uno, i. e.
Fy={¢: P(t¥ < o0) =1}. (1.11)

Nétese que las reglas 1) € .Z. 4 tienen la propiedad de que P(7%¥ = oco) = 0.

Téngamos presente que la estructura de la clase %, estd en dependencia del problema de
prueba .# = (Fy, Pi, P). Si la distribucién P cambiara, fuese, por ejemplo, P = Py o P = P,
entonces el problema de prueba de hipdtesis simples se denotaria .#, o .41, respectivamente,
y a su vez la clase %, cambiaria de definicién y notacion a: %y o %.

Sabemos que en las pruebas de hipotesis estadisticas existen dos tipos de errores que se
pueden cometer. El error de rechazar la hipdtesis Hy siendo ésta verdadera (error tipo I) y
el error de aceptar Hy, siendo ella falsa (error tipo II). Este tipo de errores se pueden medir,
hasta cierto punto, mediante la determinacién de sus probabilidades. Entonces para una prueba
estadistica secuencial (1, ¢) se define y determina la probabilidad de error tipo I

a, ) = B <{rechaza7’ Hoyn{r¥ < oo}) = Z Z P (Eostdn); (1.12)

k=1 'n,egk
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y la probabilidad de error tipo II como:

o0

B, o) = P <{aceptar Hoyn{r¥ < oo}) = Z Z pn(Ersh(l— ). (1.13)

k=1 neGk

Notese que cada probabilidad de error esté asociada, respectivamente, a la hipotesis que se re-
chaza. Estas probabilidades se “controlan” manteniéndolas debajo de ciertos niveles especificos
a, € 10,1), para ello supongamos que:

a,9)<a y  B,9) <P (1.14)

En el andlisis secuencial cldsico (grupos de tamano uno) para caracterizar el nimero de
observaciones por analizar hasta obtener una decisiéon final, se trabaja con el tiempo promedio
de paro, bajo la hipdtesis Hy o Hy:

N(i;) = B, i=0,1. (1.15)

En nuestro contexto, se trabajara con el costo promedio total del experimento, denotado
como K ,(1). Este costo promedio es muy general y tiene como casos particulares a los costos
promedios del experimento deteminados bajo las distribuciones Py o P;, denotados K;(1), con
1 = 0,1, respectivamente; y estos a su vez contienen a los tiempos promedios trabajados
en investigaciones anteriores. Esto es, nuestro costo promedio total del experimento recupera
los problemas clasicos trabajados.

Ahora, si ¢ € %, entonces el costo total promedio del experimento se define:
K () = FE{Costototal} = i E((ci(vn) + ca(vo) + -+ + (i) ) Loy -
k=1
Por tanto, si ¢ € % 4, el costo promedio del experimento sera:
K,() = i > pnc(n)Esy. (1.16)
k=1 negk

Cabe mencionar que el hecho de que 9 tenga un tiempo de paro finito con probabilidad uno
(v € Z ) no garantiza que el costo promedio del experimento K , (1) sea finito, de hecho se
puede dar el caso en que sea infinito, atun cuando ¢ € .Z 4.
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1.2.1. Antecedentes
En 1948 Wald y Wolfowitz [Wald-Wolfowitz, (1948)| bajo las hipdtesis de:

(a) una sola observacion en cada etapa (11 = 1,15 =1,...);
(b) observaciones independientes e idénticamente distribuidas (X; i.i.d.); y

(c) el tiempo de paro promedio E] de k etapas proporcional al nimero de observaciones
(v. g. ETY =n),

demostraron que existe una prueba secuencial (llamada SPRT E], por sus siglas en inglés) que
conlleva a un tiempo promedio de paro minimo tanto para Hy (Ey7%) como para H;, compa-
rada con cualquier otra prueba con errores tipo I y II menores. Esto es la SPRT es una prueba
6ptima y termina el experimento en el momento en que la razén de verosimilitud z, ¢ (A, B)
para ciertas A y B constantes tales que 0 < A <1 < B < 00. Aceptando la hipétesis nula Hy,
si z, < A, o rechazandola, a favor de Hq, si z, > B.

Sin embargo, existen muchos casos practicos para los cuales no se cumplen las hipétesis de la
SPRT y se sabe que al variar estas hipotesis, la SPRT pierde su optimalidad. De hecho, para
casos especificos con distribucién normal o binomial y con o = 3, la SPRT en el punto @
alcanza un tiempo de paro promedio mayor, comparada con otras pruebas (incluida la prueba
Neyman-Pearson). El mismo Wald hizo variar la condiciones iniciales para la SPRT, como por
ejemplo el truncar el procedimiento para cierto tamano de muestra, y para el cual mucho des-
pués se determiné a través de integracion numérica, la probabilidad de aceptar Hy en funcion
de la distribucién con parametro 6.

A partir de la decada de los 50 “s del siglo pasado, se publicaron una serie de articulos que
expresaban algun tipo de variante de la SPRT.

En 1953 Weiss definié una clase de pruebas llamadas GSPRT (Generalized Sequential Pro-
bability Ratio Test). Para las cuales no se utilizan, necesariamente, las mismas constantes A
y B en todo el muestreo, sino que ellas variaban en dependencia de cada etapa, teniendo asi
para cada periodo el andlisis de A,, < z, < B,, con A,, B, constantes predeterminadas que
dependen del tamano de muestra (acumulado); bajo hipétesis simples Hy y Hy. Con las GSPRT
se tiene la posibilidad de tomar etapas no con un solo dato sino con observaciones en grupos cu-
yo tamano estd predeterminado [Weiss, (1953)]. Ademés, la clase de GSPRT tiene propiedades
atractivas ain sin los supuestos sobre independencia o distribucién idéntica de las observaciones
|[Eisenberg, et al, (1976)].

En el proceso de estudio de las propiedades de la GSPRT se planteo el problema conocido

como Kiefer-Weiss (original) ([Kiefer-Weiss, (1957)]) que consistia en: minimizar sup Fy7?,
0o <0<,

bajo ciertas condiciones, sobre la clase de todas las pruebas secuenciales; donde # hace referencia

60 el costo promedio.
"Sequential Probability Ratio Test.

11
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a una tercera distribucion P, distinta de las distribuciones hipotetizadas P, o Fy,. La solucién
de este tltimo problema no minimiza el promedio del tiempo de paro ni bajo 6y ni en 6y, sino
que minimiza al maximo de Ep7¥ con §y < 6 < 0; (véase por ejemplo [Weiss, (1962)]); dicha so-
lucién se dio mediante la resolucién del problema “Kiefer-Weiss” modificado ([Lorden, (1980),
[Novikov, (2009)]).

En el 2008 Mukhopadhyay & De Silva [Mukhopadhyay-De Silva, (2008)] presentaron la
prueba secuencial aleatoria de la razon de probabilidades (RSPRT: Random Sequential Pro-
bability Ratio Test). La RSPRT fue aplicada a experimentos secuenciales con observaciones
independientes y en pruebas de hipdtesis simples Hy y H;. Experimentos en los cuales: el ta-
mano de los grupos de observaciones es aleatorio, la distribucién de probabilidad de dichos
tamanos no es fija; y ademas se tienen constantes fijas Ay B con 0 < A <1 < B < oo para
todo el proceso. En dicha investigacion (idem) se dejaron abiertas las propiedades de optima-
lidad de la RSPRT. Sin embargo, en el 2012 se demostré (véase [Popoca, (2012)]) que para
variables discretas (correspondientes a las observaciones) independientes, tamanos de grupos
aleatorios, con distribucién fija y costos de grupos generales, la RSPRT es éptima tanto para
0y como para #;. Ademas de esta ultima investigacién también se desprende, implicitamente,
que la RSPRT no puede ser 6ptima para el caso en que los tamanos de grupos tienen diferente
distribucién y A, B son las mismas constantes fijas para todo el proceso. Se observa que para la
optimalidad se necesita cierta modificacion de la RSPRT en el sentido de variar las constantes
en cada etapa, similar a la GSPRT.

Las pruebas secuenciales anteriormente descritas (SPRT, GSPRT, RSPRT), entre otras,
han sido pruebas que el analisis secuencial ha investigado debido a su importancia en la apli-
cacién de modelos ([Bhattachajee-Mukhopadhyay, (2012)], [Mukhopadhyay-De Silva, (2008)],
[Weiss, (1962)], etc). La SPRT y las pruebas con procedimientos relacionados se ocupan prin-
cipalmente de un problema de prueba de hipdtesis simples. Sin embargo, el problema de elegir
entre mas de dos hipdtesis es mas dificil y ha llamado menos la atencién. Por tanto son ante-
cedentes de lo que se podria o no explorar en nuestro trabajo.

12
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1.3. Problemas de investigacion.

En esta seccién se plantearan los problemas de investigacién que se desarrollaran en este
trabajo para lo cual definiremos el contexto.

Definicién [Tl

Sea & 4 la clase de pruebas secuenciales tal que su regla de paro tiene un tiempo de
paro finito con probabilidad uno. Esto es

S.u={(V.¢) :veF,} (1.17)

La clase &_;, es no vacia, ya que por ejemplo se puede tomar una prueba secuencial trivial
(¢, ¢) tal que detiene el experimento en la primera etapa. Esta prueba trivial tendra un tiempo
de paro finito (7% = 1), por tanto (¢, ¢) € &_4. O en general, dado un N > 1 entero, se puede
definir la clase de pruebas secuenciales (denotada como &%) cuyas reglas de paro detienen el
experimento en la etapa N o antes (7¥ < N), esta clase es una subclase de la definicién anterior
[T17) (i.e. 6N C & ).

Dado un problema de pruebas de hipétesis simples .# = (P, P, P), y dados un proceso
estocdstico a tiempo discreto {X;}ien, con distribucién P, y una sucesién vy, vo,... v.a. no
negativas, discretas e independientes (representantes de tamanos de grupos), nuestro primer y
principal problema de investigacion consiste en minimizar el costo promedio total del
experimento, sobre todas las pruebas secuenciales (1, ¢) € & 4, cuyas probabilidades de error
estén por debajo de ciertas cotas fijas (o 'y ). En simbolos, el problema principal es:

Wi K (9) restringuidoa o(.6)<a vy A(6) <P (1.18)

donde «, 8 € [0, 1) son constantes predeterminadas fijas; y la distribucién P es cualquiera, pero
fija también. Cuando la distribuciéon P es diferente a las distribuciones Fy o P;, este problema
es conocido como el problema de Kiefer-Weiss modificado.

Al planteamiento dado en le llamaremos el problema con restricciones.

El problema clasico del analisis secuencial , donde las observaciones son v.a. inde-
pendientes, tienen la misma distribucion P = Py o P = P;, todos grupos son de tamano uno
(v; = 1) para toda i > 1, y el costo de cada grupo es proporcional al nimero de observaciones
en él (c(n) = n), resulta un caso particular de nuestro problema de investigacion.

El proceso que se llevard a cabo para resolver el problema de optimizacién con restricciones
planteado es utilizar el método variacional de Langrange, el cual permite reescribir el problema
(1.18) como un problema sin restricciones de la forma:

L, 0500, M) = K1)+ (¥, ) + MB(Y, ¢)

13
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donde Ay > 0, A; > 0 son los multiplicadores de Lagrange. Dichos multiplicadores son finitos
y no pueden ser cero. Debido a que si, por ejemplo, Ay = 0, entonces el problema original
no tendria la restriccién sobre (v, ¢); y el problema se reducird a un problema con una sola
restriccion, andlogamente sucederia con A\; = 0. Del hecho de que los multiplicadores son cons-
tantes finitas cualesquiera, pero fijas en el proceso entonces no consideraremos la dependencia
de estas constantes en la funcién de Lagrange a minimizar, sin embargo, si es importante marcar
la dependencia con el problema de hipétesis en cuestion, por lo cual:

La(,0) = La(, 020, M) = Ku(¥) + X, ) + MB(4, §). (1.19)
Utilizando los resultados (1.12), (1.13) y (1.16]) se determina:

La.6)= 32 3 pn [ s (elms™ 4 6adoff + (L= 0)MfT )™ (120)

k=1 negk

Cabe mencionar que el método de los multiplicadores de Lagrange ha sido utilizado frecuen-
temente en el contexto secuencial, de manera implicita, como por ejemplo en Kiefer y Weiss
(1957), Weiss (1962), Lorden (1980), Schmitz (1993), entre otros. Incluso también en el contexto
“clasico”, e.g. en la prueba del Lema Fundamental de Neyman-Pearson |[Lehmann, (1959)]. En
esta investigacién daremos la demostracion explicita (dentro de nuestro contexto secuencial) de
como el método de Lagrange resuelve nuestro problema de minimizacion.

“De cierta manera el enfoque Bayesiano sobre pruebas de hipdtesis puede ser considera-
do como una variante del método de multiplicadores de Lagrange. Si en particular, P =
7Py + (1 — m)Py, con algin 0 < m < 1, entonces la funcién de los multiplicadores de La-
grange no es otra cosa que el riesgo Bayesiano...” E] [Novikov, 2009]. De lo cual el resolver
implica también la solucién del problema de riesgo Bayesiano.

Grosso modo, para resolver el problema de la optimizaciéon de L 4 (¢, ¢) se buscard la es-
tructura de la prueba secuencial aleatorizada, llamémosla (¢*, ¢*), que alcance la cota minima
(si ésta existe) de la funcién . Entonces, se buscaran las condiciones necesarias y sufi-
cientes tanto para la regla de paro, como para la regla de decision que minimicen a la funcion
de Lagrange; y solo entonces se obtendra la prueba 6ptima. Para encontrar la estructura de
la regla optima 1* se trabajaran dos casos: el caso truncado y el no truncado. En el primero
se fija un nimero méximo (N) de etapas ﬂ para el experimento y se busca la estructura de la
prueba 6ptima (este caso se puede ver también como el usado en la estadistica cldsica, cuando
se analiza la prueba con base en muestras de tamano fijo). En el segundo caso se buscard la
prueba 6ptima, cuando el nimero de grupos por observar crece indefinidamente.

Cabe mencionar que para el primer problema de investigacion las observaciones del ex-
perimento no se consideraran v.a. independientes, se trabajaran solamente con su funcién de

8Traduccién del autor.
90 ntimero maximo de grupos de observaciones.
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distribucién conjunta; pero los tamanos de grupos si seran v.a. independientes. Aunque en
b

general en toda nuestra investigacion las observaciones y los tamanos de grupos seran v.a. in-

dependientes entre si.

Dada la importancia en la investigacion, en general, de modelos cuyas observaciones son
independientes (e.g. [Barber, (2003)], [Bhattachajee-Mukhopadhyay, (2012)],
[Mukhopadhyay-De Silva, (2008)|, entre otros), como parte de las aplicaciones de nuestro pro-
blema principal (1.18)), se investigard también: la(s) estructura(s) de las pruebas dptimas con
observaciones independientes y en términos de la razon de probabilidad Z,, = %

Una segunda investigacion a desarrollar serd: dado un problema de pruebas secuenciales
de hipdtesis simples Hy vs. Hy (contexto .#), donde las observaciones son independientes e
idénticamente distribuidas (i.d.) (con distribucién P), los tamanos de grupos vy, vs, ... v.a. dis-
cretas e independientes (no idénticamente distribuidas), y se considera la razén Z,, = J%:, nos

interesard examinar la estructura de la prueba 6ptima (¢*, ¢*), solucién de (|1.18)), en términos
de la razén de verosimilitud Z,,, determinando con esto las regiones de continuidad y/o rechazo
para la prueba secuencial 6ptima.

Un tercer problema (continuacién del anterior) serd investigar la estructura de la prueba
secuencial 6ptima con observaciones i.i.d. y tamanos de grupos aleatorios también i.i.d., y en
términos de la razén de verosimilitud Z,,. Este problema es el originalmente planteado en la
investigacién |[Mukhopadhyay-De Silva, (2008)], conocido como la prueba RSPRT. Con esto se
podréan establecer algunas propiedades de la RSPRT y sus alcances, como por ejemplo su op-
timizacion bajo Hy y H;.

Finalmente un ultimo problema a investigar seria trabajar el conocido problema de Kiefer-
Weiss original (véase |Kiefer-Weiss, (1957)]), en el cual se exploran las posibilidades de mini-
mizar el supremo del costo promedio del experimentﬂ con un parametro € cualquiera, pero
fijo i.e.

min sup Ky (¥). (1.21)

Este planteamiento es un problema alterno que se puede investigar como aplicacion de
la soluciéon de nuestro problema principal llamado de Kiefer-Weiss modificado, apli-
cado a nuestro contexto de grupos de tamano aleatorio. La solucién del problema modifi-
cado resuelve, con base en investigaciones recientes, el problema Kiefer-Weiss origi-
nal (véanse |Kiefer-Weiss, (1957)], |Weiss, (1962)], |[Lorden, (1980)|, |[Novikov, (2009)],
[Novikov, et al, (2022)]). En este problema las tres distribuciones (P, P, P) si pertenecen a
una misma familia paramétrica fija, y ademads solo se aborda para el caso truncado. Entonces,
para este problema solo se buscaran algunas condiciones y estructuras semejantes, pero mas

10En el contexto secuencial clésico, se minimiza al supremo del tiempo de paro promedio, sup, FEg7, del
experimento.
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generales, a las trabajas en Weiss (1962), Novikov (2009) y Novikov, et al (2022). Para esto
nos basaremos en la estructura empleada en [Lorden, (1980)] sobre el problema de Kiefer-Weiss
modificado. Ademas, solo para la optimalidad del caso truncado consideraremos a las observa-
ciones como v.a. i.i.d. y a los tamanos de grupos solo independientes; a su vez se analizara la
estructura de la prueba secuencial éptima (solucién de ), en términos de las tres funcio-
nes de distribucion trabajadas, resumidas en las razones de probabilidad Z, = @ y 41 = %:,
donde f es una distribucién cualquiera, pero fija y diferente de las primeras dos, y donde las
tres distribuciones pertenecen a la misma familia paramétrica.
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CAPITULO 2

OPTIMALIDAD DE PRUEBAS
SECUENCIALES CON GRUPOS
ALEATORIOS

2.1. Prueba secuencial 6ptima con grupos de tamano
aleatorio

En este apartado, primero se justificard la metodologia utilizada en esta investigacién: el
método de Lagrange (aplicado al contexto secuencial) y después se buscard la prueba secuencial
optima. Para lo cual introduciremos una clase de pruebas secuenciales que sera utilizada a lo
largo del trabajo.

El siguiente teorema estd basado en lo que Wald llamaba admisibilidad ([Wald, (1971)], p.
15), pero aqui estd aplicado a nuestro contexto secuencial con grupos aleatorios. Se puede decir
que una prueba secuencial es admisible, si NO se puede mejorar respecto a sus componentes
de costo (K *) y probabilidades de error (a*, 6*). Esto es, si no existe otra prueba secuencial
que tenga tanto su costo como sus probabilidades de error menores que ella, con al menos una
desigualdad estricta (esto se expresard en (2.2))).

Para que una prueba secuencial sea admisible es suficiente que las “combinaciones lineales”

de sus componentes con coeficientes no negativos sean el infimo respecto a todas las “combina-
ciones lineales” de otras pruebas (esto ultimo se expresa en la relacion (2.1))).
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| Teorema 1. |

Sean by =0, by > 0 y bs > 0 con al menos una positiva. Si existe una prueba secuencial

(V" ¢") € &4 tal que

(RISC

Entonces no existe otra prueba (v, ¢) € & 4 tal que

Ka() <K @), a@,¢)<a@¢’) y  B,¢) <B{"¢"), (22)

donde la desigualdad que corresponde a la b; positiva es estricta en ([2.2)).

Demostraciéon del Teorema [1k

Supongamos que existe otra prueba secuencial (¢, ¢) € & 4 que es mejor que (Y*, ¢*), es decir
que satisface las tres desigualdades en (2.2)) con al menos una desigualdad estricta, la corres-
pondiente con su b; positiva.

Por hipétesis se tiene que al menos una de las constantes “b’s” es positiva. Sin pérdida de
generalidad (SPG) supongamos que by > 0, entonces su componente asociada es «. Para by la
desigualdad estricta correspondiente de (2.2)) es a(y), ¢) < a(¢*, ¢*). De esto se sigue que:

blK%(¢) + bQO'/(l/)a gb) + bSB(wa ¢) < blK%(¢*) + bQO'/(w*v ¢*) + b3ﬂ(¢*a ¢*)7

con by = 0y by > 0. Lo cual es una contradiccién ya que la combinacion lineal de las componen-
tes de (¢, ¢) con coeficientes no negativos es mas pequena que el infimo, i. e. se contradice
con (¢, ¢) € & 4. Andlogamente se genera una contradiccién para los casos by > 0y b3 > 0. Por
lo tanto, no existe una prueba (¢, ¢) € S_, que satisfaga con al menos una desigualdad
estricta, la correspondiente a su b; i.e. no puede darse que (b1 >0y KyW) < K///(w*)),

(b2 >0y a(v,d) <a(y*,¢%)) o (b >0y B(¥,9) < B, ¢%)). u

En el teorema anterior la expresion de la derecha de puede verse como una “generali-
zacién” de la funcién de Lagrange L 4 (v, ¢) = K 4(1) + Ao (¥, ¢) + M1 5(, @), salvo porque el
costo en estd ponderado por una constante b; > 0. En el caso de que sea by > 0, se tendra
exactamente la funcién de Lagrange con \g = Z—f >0y A\ = g—i’ > 0. Las siguientes afirmaciones
expresan casos particulares del Teorema

El siguiente corolario senala que cuando exista una prueba secuencial que satisfaga el infimo

de la funcién de Lagrange, entonces la prueba sera admisible. Es decir, si para cualquier otra
prueba que tenga ambas probabilidades de error mejores (por debajo de la primera), entonces
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necesariamente la prueba admisible tendra un costo menor. Esta afirmacion justifica propia-
mente el “método de Lagrange” aplicado a nuestro contexto estadistico secuencial (por grupos);
lo cual nos llevara a desarrollar nuestro problema con restricciones a uno sin ellas.

| Corolario [ |

Para algunas \g > 0, \; > 0 fijas, sea (¢V*,¢*) € S 4 tal que

La(¥*, 6% 0, M) = w}(gg@/ﬂ L.y (1,63 Mo, M) (2.3)

Entonces para cualquier prueba (v, ¢) € & 4 que satisface

a,9) <a(y’,¢%) y B, ¢) < BT, ¢7), (2.4)
se tiene que K () 2 K 4("). (2.5)

La desigualdad (2.5)) es estricta, si al menos una de las desigualdades en (2.4)) lo es.

Demostraciéon del Corolario [1k

Sea (V*, ¢*) € &_4 tal que satisface ([2.3)), esto es

(¥,0)€6 .«

entonces por Teorema (1| (con by > 0, by > 0 y by > 0) no existe otra prueba que mejore en
las tres componentes a (¢V*, ¢*). Sea (¢, ¢) € &_, cualquier otra prueba tal que satisface ([2.4)),
entonces

K () > K @").

Dado que las constantes de la combinacién son todas positivas (Ao > 0,A\; > 0), entonces si al
menos una de las desigualdades en ([2.4)) es estricta, la desigualdad (2.5 también lo serd. m

El Corolario [1] nos permite dedicarnos a la solucién del problema de minimizacién de la
funcién de Langrange L 4(¢, ¢) (ver la condicién (2.3)). De cierta forma, una vez que exista
la prueba (¢*,¢*) que cumpla para algunas Ao, A\; > 0 fijas, se toman en automati-
co sus respectivas probabilidades de error a(¢*, ¢*) v 5(¢*, ¢*) como las cotas maximas de
error. De hecho, es precisamente el sentido que se le da a la optimizacién de la SPRT (véase
[Wald-Wolfowitz, (1948)]).
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| Corolario 2. |

Para alguna X > 0 fija, sea (¢V*,¢*) € & 4 una prueba secuencial tal que

a(@’,¢) + BT, ¢") = inf  {a(v,9)+A\B(, )} (2.6)

(,0)€6 4

Entonces para cualquier otra prueba (¢, ¢) € S 4
si all,6) < a(v,¢), (27)

se tiene que B, d) > B(Y*, ¢). (2.8)
La desigualdad (2.8)) es estricta, si (2.7)) lo es.

Demostracién del Corolario 2t

Sea (¢*, ¢*) € & 4 tal que satisface ([2.6), entonces por Teoremall] (con by = 0, by > 0y bg > 0)
no existe otra prueba que mejore en las dos componentes de error a (¢¥*, ¢*). Sea (¢, ¢) € & 4
cualquier otra prueba tal que satisface (2.7]), entonces

B, ¢) = BT, a).
Como en el corolario anterior, dado que A > 0, si la desigualdad en (2.7 es estricta, entonces

([2.8) también lo sera. -

La optimizacién de la funcién de Lagrange (1.20) consistird primero en: dada ¢ € 7 4
arbitraria, pero fija, encontrar la cota inferior de L_4 (1, ¢) sobre todas las reglas de decisién ¢.
A este proceso se le llama el problema de decision dptima, i.e.

La() =Ly, ¢") = nf L, 9). (2.9)

Después de encontrar las condiciones necesarias y suficientes para la regla de decisién éptima
(¢*), como segundo paso se encontrard la estructura de la regla de paro éptima. Entonces el
problema se reduce a un problema de paro optimo; en éste se buscara la cota inferior para la

funcién ([2.9)), obteniendo
L,W*) = inf L ,). (2.10)

YEF 4
Este problema, a su vez, se divide en dos casos: el caso de paro truncado y el caso no truncado,
en cada uno de ellos se buscara la estructura de la regla de paro éptima. Finalmente, con las
reglas de paro ©* y de decisién ¢* 6ptimas y fijas (o familias de reglas 6ptimas), se tendra la
minima cota de la funcién de Lagrange L_,(¢*, ¢*). Es decir,

La(*,6%) = L") < Lg(¥) = Lig($,0%) < La(,9). (2.11)
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2.1.1. Regla de decisién 6ptima

En esta seccion se caracterizara a la regla de decision ¢* que minimiza a la funciéon de La-
grange L (1, ¢) con ¢ € .Z 4 fija. Pero, primero tengamos en cuenta lo siguiente.

Notacion:

(1) I denota la funcién indicadora del evento A.

(2) Si una funcién p estd acotada por funciones indicadoras de la siguiente manera
I < <7 : 2.12
{F@)<m@} p(z) {A@<mE} (2.12)
entonces ([2.12)) serd denotada como:
=
P2 2 s ) (2.13)

El simbolo E indica las dos desigualdades no estrictas para p, esto es la funcién p(z) es
mayor o igual (>) que - y, a su vez, igual o menor (€) que I{F( <ro) b
1(T)x 2\

{A@)<m@}
Por otro lado, en la indicadora de (2.13)) el simbolo < marcard que la primer indica-

dora NO tiene igualdad, es decir se tiene solo la desigualdad estricta entre las funcio-
nes (Fi(z) < F(z)), mas la segunda indicadora si contendrd la desigualdad no estricta
(Fi(z) < Fy(x)), por este motivo se pone ~.

El siguiente lema se aplicara a la demostracién de algunos resultados importantes.

Sean ¢, F1, F5 algunas funciones medibles sobre un espacio de medida con su medida
i, tales que:

0 < o(x) <1, Fi(z) >0, Fy(z) >0, Yy (2.14)

/min {Fi(z), Fy(x) Ydu(z) < oo, (2.15)
Entonces
[ (p@)Fila) + (1= 6(@) o)) du(o) > [ min {Fi(e). Fafe) pdla). (216)
Ademds, la igualdad en (2-16) se obtiene si y solo si

>
P(r) = ]{Fl(x)ng(z)} p-c.t.p. (2.17)
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Demostracién del Lema [Ik
Dadas ¢, F1, F, funciones medibles que cumplen (2.14]) se tiene que: para todo x
¢(z)Fi(z) + (1 — ¢(z)) Fo(z) — min {Fy(z), F>(z)} > 0, (2.18)

y si, ademds, se cumple (2.15]), entonces se tiene

[o@Fila)+ (1= 6@) Bw)du(o) > [ min (Fy(o), Fa(o)}dula) (2.19)
Ahora, sea el conjunto de x tales que:
Fi(z) < FB(z) = ¢(x)=1 y o¢@)Fi(z)+ (1 - ¢(z))Fa(z) — min{F(z), F(z)} =0,
B(r) < Fi(z) = ¢(x)=0 vy ¢e)R(x)+ (1 - ¢(2))F(z) — min {Fi(z), Fa(x)} =0,
1;1(:,:1) :t Fi(:c) — 0<¢(x) <1 vy o(x)Fi(z)+(1—(2))Fa(x) —min {Fi(z), Fa(z)} =0,
o) 21 {R@she}

p-casi en todas partes (c.t.p.). Por tanto, la igualdad en ([2.16)) se da si y solo si (2.17) se tiene.
]

—  ¢(@)Fi(z) + (1 - ¢(z)) Fo(z) — min {Fi(z), F>(z)} = 0.

Convenciones:

(a) En el desarrollo de este trabajo no se marcardn, en general, el espacio y/o las variables
de integracién respectivas, a menos que éste y/o éstas se requieran. Esto es, se trabajardn
las funciones sin sus respectivos argumentos.

(b) Por definicién, el valor esperado de una funcién g(x) es

Eg(X) = / o) f(x)dp(x),

donde f es la funcién de densidad de X. Sin embargo, ésta generalmente es trabajada
como

Eg(X) = / 9(0) () [esorpoydia(). (2.20)

Entonces de aqui en adelante al trabajar con valores esperados Eg(X) se sobreentendera
que se trabaja sobre el conjunto {z : f(x) # 0}.

(c) Se trabajardn sobre conjuntos respecto a una medida u casi en todas partes, esto se deno-
tard p-c.t.p. También es importante senalar que la mayoria de las desigualdades, limites
e integrales trabajadas en esta investigacion son validas, respectivamente p-casi en todas
partes (c.t.p.), aunque no se especifique este punto.
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Notacién:
(1) Sin = (ny,...,n) € G* son los k tamanios de grupos consecutivos y el vector de sus
correspondientes observaciones es ™ = (x?, e ,x?) € X™; en ocasiones, este vector de

observaciones z™ serd necesario reescribirlo de diferente manera, aunque con las mismas
observaciones haciendo énfasis en algiin grupo de observaciones en concreto.

Por ejemplo si ahora m = (ny,...,nx_1) € GF~L, entonces se reescribe (n,n;) € GF y
™ = (xn,x”k) e X)) donde ™ = (:z:|n‘+1,x|n‘+2, e ,:z:\ank) € X" es el vector de
las observaciones correspondientes al grupo de tamano ny.

De lo cual (2™, 2™) con n € GF~! representard nuevamente al primer vector de todas
las observaciones en los k grupos, pero ahora se separan las observaciones del grupo de

tamano ny, ya que esto nos permitira trabajar exclusivamente con dicho grupo.

Definicién [8l

Sean Ag, A1 > 0. Para cualesquiera k = 1,2,... y n € G* sea

ln(2™) := min { Ao f§"(z™), M fT(z™) }.

(2.21)

Por cuestiones practicas, a lo largo del trabajo la funcién anterior (2.21]) serd expresada como

“l,,” sin su argumento z™, a menos que éste sea necesario.

El siguiente corolario demuestra que l,, es una funcion integrable.

| Corolario B. |

Sean \g >0, \y >0, k> 1 yn € G* cualesquiera,

/ln(x")d,un(x”) < min { Ao, A1 }, u™-c.t.p. (2.22)
Demostracién del Corolario [3k
Sean k> 1, n € G

/ () (") < o /X R ") < (2.23)
Anilogamente,

/ () (@) <A /X ) () < A (2.24)
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Por tanto, de (2.23) y (2.24]) se obtiene:

/ ln(:r")d,u"(x") < min{)\o,)\l}, u"-c.t.p. [ ]

Definicién Ol

Sean k > 1y n € G*, y ¢ cualquiera se define el conjunto,

Sy = {a™ = (af,...,2}) € X™ ¢ sh(z™) >0} (2.25)

Definicién [10L

Sea k > 1 se define el conjunto

P = {n: (nl,...,nk) e gk . pn>0}. (2.26)

Condicién A, (Regla de decisién éptima)

Dada una regla de paro 9 fija, una regla de decisién ¢ cumple la condicién A, si
para cada k > 1 y cualquier n € P}, se tiene:

an E ]{Aofnﬁ Alf{l}’ (2'27)

sobre el conjunto S¥ pu™-c.t.p., para \g > 0y A\; > 0.

La condicién Ay, marca la estructura que tienen las componentes ¢,, y algunas caracteristi-
cas para ellas de una regla de decisién ¢. En lo subsiguiente se demostrard que dicha condicion
es necesaria y suficiente para alcanzar el infimo de la funcién de Lagrange L 4 (1), ¢) sobre todas

las reglas de decision y para una regla de paro ¢ fija.

El nombre “A,” se utiliza por mnemotecnia del término “decisién” utilizando la letra grie-
ga mayuscula “A”; y el subindice “1)” marca la dependencia de la regla de paro, la cual esta

presente en el conjunto S¥.

El siguiente lema marca las condiciones necesarias y suficientes para que la regla de decision

alcance cierta cota.

24
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Para cualesquiera Ao > 0, A\; > 0 y para cualquier prueba secuencial (1, @) se tiene

N (1,0) + X800 > 3 3 g [ 8l ™ (229)

k=1 negk

La igualdad de (2.28]) se obtiene si y solo si ¢ cumple la condicion A,.

Demostraciéon del Lema 2k

Tomemos el lado izquierdo de , con base en ) v se tiene:
Aoa(,lvba ¢) + A15<¢7 Qb) =

= > D bn (Ao / SLonfT dum + / SE(1L = ) 1 du") ;

= 33 b [ s (0nhas 4 (1 emNusT)du

]f:l negk’

Entonces por Lema , ,
)\OCYQ/}) (b) + Alﬂ(wa ¢)

8§91, du™, por (2:21)).

Lo cual demuestra (2.28)).

Ahora, nuevamente, con base en el Lema 1 (segunda parte) se tendra la igualdad entre las
integrales presentes en (2.28]) si y solo si se cumple cierta estructura para ¢.

Sin embargo, si existe algtin k > 1 con sus tamanos de grupos n € G* tal que su probabilidad
conjunta es nula (p, = 0), entonces en (2.28) se tendra la igualdad 0 = 0 independientemente
de la estructura de (1, ¢). De lo cual, para este caso no es necesaria la estructura (2.17)). Por

lo tanto, tomemos aquellos n tales que p, > 0, (i.e. n € Py), para cada k > 1.

Ahora si por Lema 1 (2.17)) se tiene que para cualesquiera Ao > 0, Ay > 0y (¢, ¢) una
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prueba secuencial
Jaa(,0) + X3(0:0) = 3 3 [ il di (2.29)
k=1 nePy,

si y solo si

> n
bn = [{sﬁ,\of" SS;pLAIfF}’ ut-c.t.p. paramn € Py. (2.30)

Sin embargo, si s;ﬁ (1, ...7,) = 0 entonces ¢, no tendra una caracterizacion, ya que
=1
}

I{$ﬁ>\0f6‘<5ﬁ>\1f1"}:0 y ]{smof&@ﬁxlf{l

Por tanto, tomemos el caso cuando s% (z™) > 0. Sea el conjunto S%, entonces ([2.30]) se reescribe:

On Z Tinosronsrys (2.31)
sobre el conjunto S%, u™-c.t.p., para cualquier k = 1,2,... y n € Py. Por lo tanto, la igualdad
en ([2.28) se alcanza si y solo si ¢ cumple la condicién A,. [

El lema anterior indica cudando se obtiene la cota inferior del lado derecho de (2.28). Ahora
como el lado izquierdo de (2.28) estd presente en la funcién de Lagrange (|1.19)), entonces se
tendran las condiciones necesarias y suficientes para alcanzar una cota inferior de esta funcién.

| Teorema 2. |

Para cualquier prueba secuencial (1, ¢) € & 4 se tiene que:

Ly, ) > Z Z pn/sﬁ (c(m)f™ + 1) dp™. (2.32)

k=1 negk

La igualdad en (2.32) se alcanza si y solo si ¢ cumple la condicion A.

Demostracién del Teorema [2k

Sea (¢, ¢) € &_4 cualquiera, entonces con base en (1.16)), (1.19)) y (2.28) se tiene:
La(,0) = Kg)+Xoa(y,¢) + B, d) >

[e.9]

P Z Z pnc(n)Es;ﬁ + i Z pn/Sﬁlnd,un =

k=1 negk k=1 ncPy

= i > pn/Sﬁ (c(n)f™ + ln) dp™.

k=1 'n,egk'
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Finalmente, por la segunda parte del Lema [2 la desigualdad anterior se alcanza si y solo si
¢ cumple la condicién A. [ |

El resultado anterior indica que para cualquier (¢, ¢) € & 4:

me,/,qM) Zan/ (n)f™ + 1) du™ (2.33)

k=1 negk

Més ain este infimo se alcanza si y solo si ¢ cumple la condicién A,,. Por otro lado, como
el término derecho de (2.33)) ya no depende de alguna regla de decision ¢, solo de las reglas de
paro ¢ € % 4, sea:

L) = f%f Ly, 9). (2.34)

Es importante senalar que a través de esta investigacion se abusarda un poco de la notacién,
debido a que en ocaciones se utilizara la “misma” letra L para diferentes funciones, o en algunos
otros casos para la misma funcién. Sin embargo, éstas tendran algtn tipo de elemento distintivo,
como por ejemplo diferentes argumentos o algin detalle que distinga su uso.

2.1.2. Regla de paro 6ptima: caso truncado.

La mayoria de los experimentos tienen recursos limitados (por ejemplo, tiempo, dinero, es-
pacio, personal, etc.), entonces es natural hacer un andlisis para estos casos. Por lo cual se
puede, de antemano, determinar un nimero méaximo de grupos por observar (en dependencia
de los recursos) para el experimento, de tal manera que el proceso se detenga al llegar a dicho
limite como méximo, si es que no se habia detenido el andlisis antes. Esto es muy comun en el
contexto estadistico clasico, cuando se establece una muestra de tamano fijo para el experimen-
to. Sin embargo, en este contexto secuencial también se puede establecer una etapa méaxima o
nimero maximo de grupos a analizar, sin necesariamente llegar a ella.

En esta seccién se caracterizara a la regla de paro que minimiza a la funcién L 4 () (2.34))
en la clase de las pruebas de paro truncadas.

Supongamos que el problema de prueba de hipdtesis .# se puede truncar. En este caso se
toma un numero maximo de etapas de paro en el experimento. Sea N la etapa de paro maxima
en un experimento secuencial con grupos de tamano aleatorio, i.e. se consideraran a lo mas N
grupos de observaciones. A lo largo del trabajo se tomara a N > 1 como un nimero entero fijo.
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Definicién 11l

Se define la clase de las reglas de paro truncadas:

{I/’ : (1 - ¢(n:1)) (1 - ¢(n:N—1)) (1 - 1/)(n:N)) =0 p"-ct.p.
para cualquier n € G"}. (2.35)

De la definicién anterior se tiene que ¢p € .FV si y solo t¥ = 0 para toda n € GNT!
p"-c.t.p. De lo cual s¥ = 0 para toda n € G* y para toda k > N + 1. Ahora de lo anterior
y con base en (1.9) se deduce que si v € FV entonces P (Tw <N ) = 1. Ademas, dado que
P(Tw < oo) > P(Td) < N) entonces P(Tw < oo) = 1. Por tanto, #~ C .Z 4, es decir

sip € FV entonces ¥ € Z . (2.36)

Ahora para cada regla v € ZV y utilizando se determina la funcién de Lagrange de
dicha regla como:

Lat) = Zan/ n) 4 ) dyi”

k=1 negk
- ZZPn/ ML) din Y > o [ sh (el 4 1) dy
k=1 negk k=N+1 negGk
N
_ Zan/ (c(m)f™ +1,) du™
negk

El dltimo paso se debe a va que s¥ = 0 para toda k > N + 1 y para toda n € G*,
cuando ¥ € .ZV, por lo tanto a partir de la etapa k = N + 1 se tienen sumandos nulos.
Cabe mencionar que ¢ € Z! tiene definidas todas sus componentes v, para cualesquiera
n € GF¥ y k > 1, solo que a partir de £ > N dichas componentes valen cero.

Ademds, como 1) € .F entonces para n € GV se tiene:
th(l—1y) = 0 — tV = tleh, = s¥.

Por tanto la funcién de Lagrange truncada para 1 € .#% se expresa como:

Zzpn/ (n)f™ + 1) du™ —i—an/tw n) "+ 1,) du™.  (2.37)

k=1 negk neghN

Dado que para ¢ € F" la funcién LY, (1) tiene un ntiimero finito de sumandos a diferencia de
, entonces como un referente de que se utilizan reglas de la clase .# " se senala el subindice
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N en (2.37). La funcién LY serd llamada la funcién de Lagrange truncada.

Por tltimo, de las propiedades de la clase .# " se demuestra facilmente que
FrtcF’c...c FNc FN 1 c...c 7,.

Ahora se buscard la regla de paro truncada ¢ € # que minimice a la funcién L%, () (2.37).

Definicién 12l

Parar > 1, sea

V., = {v = {U"}negr : Up = Unp(z™) son medibles, no negativas y tales que

v <l Y€ g’“}. (2.38)

Témese en cuenta que v denota a una familia cuyos elementos v,, son funciones medibles,
no negativas y acotadas por [, para toda n € G", por lo cual v, € v € V,. Un ejemplo de
estas familias es {ln}n cor € V., para cualquier r > 1. Entonces los elementos determinan a su
familia y viceversa. Cabe mencionar que debido a que v, es medible, no negativa y acotada
por L, funcién integrable (véase (2.22))), por lo tanto v, es p"-integrable para toda n € N, i.e.

/Undu” < 0.

Convenciones: Es importante tomar en cuenta los siguientes convenios.

(a) Sipara algin k > 1, se tiene que ny = 0, (i.e. existe algin grupo que no tiene observacio-
nes) y se quiere “integrar” respecto a las variables (que no hay) de este grupo, entonces
dicha “integracién” no realizard ningun efecto. En este caso se tendra el espacio medible
X? y se considera la medida de probabilidad u° respecto a su o-algebra trivial. Entonces
si n=(ny,...,np-1,np =0) € G 2™ = (27,...,271,()), ¥ vn(z™) es una funcién
medible, entonces para n € GF!,

/Um,nk)(fv", ()) du’(()) = vala™). (2.39)

(b) Si se tiene una suma vacia, ésta tendra un valor nulo, i.e. Z_ = 0. (2.40)
k=1
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Para cualquier k > 1, y cualesquiera n € GF ym € G se tiene

/ Uy (@™, ™) dp™ (2™) <1 (2™),  p"-c.tp. (2.41)

Demostracién del Lema Bt

Sean k > 1, n € G*. Sea m € G, entonces para (n,m) se tiene:
/ L) (2™, 2™)dp™ (z™) < Ao fén’m) (2™, ™) dp™ (2™) < Xofi (™). (2.42)
m Xm
Anélogamente a (2.42)),

/ Lo (27 ™) (27) < A [ £ @ ) (@) < AT, (243)

Xm

Por tanto,
/ L) (27, 2™)du™ (z™) < min {3 (2™), M7 (2") } = ln(2™). (2.44)

Las integrales anteriores estdn definidas atiin cuando m = 0, debido a la conveccién ([2.39).
[

Definicién 13l

Sea r > 2 cualquiera, se define el operador I, : V, — V,_; mediante lo siguiente: para
cualesquierav € V, yn € G !

(L), (z") == ZpT(m) /U(mm) (z™, ™) dp™ (2™). (2.45)

meg

El operador I, esta bien definido debido al Teorema de Fubini y al Lema . Ya que,
por un lado las funciones v,, son p"-integrables para toda n € N, por lo cual la integracion de
m iteraciones de funciones medibles y no negativas resulta en una funciéon medible y no nega-
tiva. Por otro lado, debido a que v,, < [,, para toda n € G" con r > 2 entonces por Lema 3| se

tiene que [ V) (™, 2™)du™ (™) < I, ahora paran € G" conr > 1, por lo tanto I,v € V,_;.
(n,m) H
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Entonces el operador I, se aplica a los elementos de una familia v de dimension r y a su vez
se genera una nueva familia [,v de dimensién r — 1 (esto es ([,v), € L,v € V,_1).

Definicién 14l

Sea r > 2 cualquiera, se define el operador M, : V., — V,_; mediante lo siguiente: para
cualesquierav € V, y n € G"!

(Mrv)n := min {ln, e f™ 4 (Irv)n}. (2.46)

Claramente para i € G"! se tiene que (Mrv)n son funciones mediables y no negativas; y
también (Mrv)n <!, con n € G"!. Por lo tanto, ( ) € M,v € V,_1, esta bien definido.

Definicién [15.

Sean 1 y r > 1 cualesquiera. Se define el funcional BY : V, — R para cualquier v € V),

Z an/ n)f" +In )du + an/tw f"+vn)du (2.47)

k=1 negk negr

El funcional (2.47)) estd bien definido debido al Corolario |4, Ademds, el funcional estd en
dependencia directa de la regla de paro ¢ y de la dimensién r de la familia de funciones v a la
cual se aplica.

Ahora en particular, la funcién de Lagrange truncada L%, (¢)) (2.37) puede escribirse en
términos del funcional B. Si v € .Z" entonces

L) = Zzpn/ n) "+ 1) du™ +an/tw n) ™+ 1) du™,
k=1 negk negh
= By ({ln}). (2.48)
Claramente {l,, }necgny € FV

Es importante sefialar la siguiente propiedad de BY para r = 1. Dada cualquier v € .Z 4, el
operador B; no depende de la regla de paro 1, debido a que dicha dependencia desaparece en
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este caso, como se describe en lo siguiente:

Zm/( f"+vn) dy™,

neg neg
= ne(n) [ f(z™) du™(z™) + n | Un(z™) du”™(z™).
> /(MHZ;J/()M()
— E1‘i‘z:pn/vn(xn) d:un(xn) :Bl(v)' (249)
neg

La segunda igualdad del primer paso se sigue por - ya que t¥ = 1 cuando n € G.

| Corolario 4. |

El valor B;/’ (v) es finito para cualesquiera ¢, r > 1y v € V,. (2.50)

Demostracién del Corolario [4k
Por definiciéon (2.47)),

Zzpn/ n)f" +l>du +an/t¢ n)fm —l—vn)d,u

k=1 negk

Sea 1 < k < r — 1 cualquiera, pero fija. Tomemos el k-ésimo miembro de la primera suma

an/s n) "+ 1, )du" /f )+/zn dm(x"))

negk 'nEQ"C

< Z < nc(n —i—)\opn) = Z prc(n) + Ao Z Pn = Sk + Ao < 00. (2.51)

negk negk negk

Donde S}, := ZEZ» < 00, debido a ((1.7)) para cada k > 1. Sumando (2.51)) para 1 <k <r —1

i=1
r—1

se obtiene el primer sumando de BY, el cual es menor o igual a Z (Sk + )\0) < oo para cada
k=1

r = 2.

Analogamente, el segundo sumando:

Zm/( f"+vn)du an/( f"+l>d"<Sr+)\0<oo. (2.52)

negr negr
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T

Por lo tanto, de ([2.51)) y (2.52)) se sigue BY (v) < Z (Sk+Xo) < oo, para cualesquiera ¢, r > 1

k=1
yveE V. |
Definicién [16l
Sea v regla de paro cualquiera, se define
Ty = {z" = (zF,...,27) € X™ : t(2™) > 0}. (2.53)

Con base en el Corolario [4] se pueden hacer comparaciones entre los funcionales BY, por lo
cual el siguiente lema es posible.

Sean ¥ yr > 1 cualesquiera. Si v € V.1 entonces
BYy(v) = BY(M,v). (2.54)
La igualdad en (2.54) se alcanza si y solo si ,

>
77Z}" < ]{l” S 57‘+1fn+(1r+1’0)n}’ (255)

sobre el conjunto TV u™-c.t.p. para toda n € P,.

Demostracién del Lema 4k
Sear > 1y v € V1. Por definiciones (2.47), (2.45) y (2-46), y por Corolario [ la desigualdad

(2.54) es equivalente a demostrar que:

3 in [ sRctms™ @)+ 3 e [l i o)

negr negr+i

an/ ( W™+ (Myry10)n )du"(a:"). (2.56)

negr

Donde (M, 41v), = min {ln, Cri1 ™+ (Irﬂv)n} conn € g
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Desarrollemos el lado izquierdo de (2.56)), utilizando el teorema de Fubini, se obtiene:

Z pn/ f" + 1, )dﬁb + Z P(n,m) /t%’n’m) (C((’I’L,m))f("’m) +U(n,m))d,u(n’m)

negr (n,m)egr+1
= gg;pn [ / t (zbn (c(n)f™ +1n) +

+ Z prer(m)(1 —n) / ((c(n) + C(m))f("’m) (2™, 2™) + Vin,m) (2™, xm)>dum(xm)> du”}

meg
= gg;pn [ / 24 (wn( ()™ +1n) + (1= ) [n;gpm / FO (2™, @™ ) dp™ (™) +
+ ) / (el £ ") 4 v 0" )" (0] ) (a7) .
- T { [ (wn (c(n)f™ + 1) +
H1 =) [em) "+ 3 praa (m)elm) f + (L a0). Ddu"(m”)],
meg

- S (e + vt + - ) [ch  (Terohn] Jan ()|

En la tercera igualdad se aplicé que /f("’m) (™, 2™)dp™ (™) = f*(a™) y Z Pry1(m) =
meg
Ahora utilizando el Lema [l (2.16) conn € G" y
O(z) = Vn, =l y Fy =01 " + (Lr110)n.

Donde ademds por (12.22)),
/ min {Fy, FBy}dum = / it {In, 1 S + (L 10)n b dp™ < / I d™ < 0.

Por tanto, para toda r > 1 y cualquier n € G",

5 o] [ (et 4 vt (= ) o™ 4 Trron] ) (@)

negr
> é'pn[/t%c(n)fwmin{m G f™ 4 (Irp10)n })du”(x”)l
- [ ta(etm s+ (o) du o) (2.57)
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Lo cual demuestra ([2.54)).

Ahora, nuevamente, con base en el Lema 1 se tendrd la igualdad entre algunas integrales
presentes en (2.57)) si y solo si se cumple cierta estructura para t,,.

Sin embargo, si existe algin n tal que p,, = 0, entonces se tendrd la igualdad en (12.57))
independientemente de la regla 1. Entonces para este caso no es necesaria la estructura (2.55)).
Por lo tanto, tomemos n tal que p,, > 0 (i.e. sea n € P,.).

Entonces, por Lema 1 (2.17)) la igualdad en (2.57)) se alcanza si y solo si

>
UV = 1 (g s s foaoin ) (2.58)
sobre el conjunto T u™-c.t.p., para toda n € P,. [ ]
Definicién [17.
Se define para r = N
VY= {ln}, cons (2.59)
y recursivamente parar =N —1, N —2,...,1,
VN = M, VY (2.60)

Obviamente por propiedades de la familia {l"}ne gy Y bor la Definicién (14| del operador M,

se tiene que para todar = N,..., 1:
VN eV, (2.61)

El siguiente corolario nos permitird acotar por debajo a la funciéon de Langrange truncada
.
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| Corolario B |

Sea v € FN cualquier regla de paro (truncada). Entonces para cualquier 1 <r < N—1
se tiene la siguiente desigualdad:

Bl (VAL = B (VY). (2.62)

Ademds, se alcanza la igualdad en (2.62)) si y solo si v satisface para toda n € G":

>
Yn Z [{ln < ET+1fn+(IT+1VT1X_1)n}’ (2.63)
sobre el conjunto TY p™-c.t.p.
Demostracién del Corolario [5k
Se demostrara por induccién sobre r = N —1,...,1.
Sear = N — 1, por (2.47), (2-48) y aplicando la desigualdad (2.54)) del Lema[d] se tiene que:
L) = By({t}) = Be(V) = Bioy (M) = BYL, (V). (264)

Las ultimas igualdades se tienen por las definiciones (2.59)) y (2.60)) con Vi | = My VY. Adem4s
por (2.55)) se obtiene la igualdad en (2.64)) si y solo si

>
Un 20y <o () (2.65)
sobre T p™-c.t.p., para toda n € Py_;.

Ahora supongamos que ([2.62)) se cumple para algunar = N —1, N —2,...,2. Entonces por
(2.60) y (2.61) se sabe que VN = M, 1 V.Y, € V,. Aplicando, nuevamente, ([2.54) del Lema

BI(VY) = Bl (M) =Bl (V). (2.66)
donde VN, = M, VY € F,_;. Adem4s por se obtiene la igualdad en si y solo si
Vn 5 I{ln < éTf”Jr(ITVTN)n}’ (2.67)
sobre el conjunto T u™-c.t.p., para toda n € P,_;.
Por lo tanto se cumple para toda 1 < r < N — 1. Finalmente, también se demuestra

que se alcanza la igualdad en (2.62)) si y solo si ¢ satisface para toda n € G" (2.63)) sobre el
conjunto T¥ pm-c.t.p. ]
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Condicién ITV. (Regla de paro truncada éptima)

Una regla de paro 1 satisface la condicién ITVV, si cumple las siguientes dos condiciones:
Para toda 1 <r < N — 1 y para cualquier n € P,

>
w(n:r) < I{ln < ET+1f"+(IT+1Vr1Y¢-1>n} ) (268>
sobre el conjunto T pu™-c.t.p., para \g > 0y A\; > 0.
Y para toda n € Py,
Y, =1, sobre el conjunto T pu™-c.t.p. (2.69)

La condicién ITV caracteriza a una regla de paro truncada (¢ € .Z ), ya que necesariamente
dicha regla detiene el experimento en la etapa N, si no lo hizo antes.

El nombre “IIV” hace referencia al nombre “paro” (regla), por lo cual se utiliza la letra
griega mayuscula “II” y el superindice “N” marca el nivel de truncamiento (horizonte finito).

Teorema [3l ‘

Para cualquier ¢ € FV,
LY, = B (V). (2.70)

Donde V¥ estd definido en (2.60)).
Se obtiene la igualdad en [2.70) si y solo si satisface la condicién TV .

Demostracién del Teorema [3t
Aplicando sucesivamente la desigualdad (2.62]) del Corolario [5|se tiene que:

LY, W) = By(V) = By (Vi) = By ,(Vily) = -+ = B (V). (2.71)

Por tanto, por ([2.49))

DY) = B = e+ S [ (), 6" dun (o). (2.72)

neg

Lo cual demuestra (2.70), donde V;" esté definido en (2.60)).

37



CAPITULO 2. OPTIMALIDAD DE PRUEBAS SECUENCIALES CON
GRUPOS ALEATORIOS

Por otro lado, también del Corolario |5|se tiene la igualdad en cada una de las desigualdades
de la cadena (2.71)) si y solo si ¢ satisface la condicién II"V. Por tanto para dicha v se tiene:

LY, (¢) = B (V{Y). (2.73)

El resultado anterior nos da las condiciones necesarias y suficientes para que una regla de
paro truncada alcance la cota inferior 5B, (VlN ) de la funcién de Langrange (12.37)). Por lo tanto,
la regla (o familia) de paro truncada 6ptima es toda aquella que satisface la condicién TT7V.

Un ejemplo de este tipo de regla de paro truncada éptima fue desarrollada en la investiga-
cién [Popoca, (2012)]. Aunque dicha regla es éptima cuando tanto las observaciones como los
tamanos de los grupos son v.a. independientes e idénticamente distribuidas.

Otra manera de expresar el Teorema [3| es la siguiente:

LY, (¢) = inf L% (1)) siysolosi 4 satisface la condicién IT%. (2.74)
WEF
Definicién [18|

Se define la clase de pruebas secuenciales cuya regla de paro detiene el experimento en
la etapa N o antes, i.e.

SV ={(¢v,¢) v e FN}. (2.75)

Debido a la propiedad (2.36) entre las clases FV y .7, se tiene que &V C & .

Condicién (ITV, Ay). (Prueba secuencial truncada éptima)

Una prueba secuencial (¢, ¢) satisface la condicién (HN , A¢), si ¢ cumple la condiciéon
[TV y, para dicha regla de paro, ¢ satisface la condicién A, para algunas \g > 0y
)\1 > 0.

El siguiente teorema nos da condiciones necesarias y suficientes para que la prueba secuencial
truncada alcance el infimo de la funcién de Lagrange truncada L%, (resolucién con horizonte
finito de nuestro problema sin restricciones).
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| Teorema [ |

Si una prueba secuencial (V*, ¢*) satisface la condicion (I, A,) entonces

LY (", ¢") = (w,i?efefv LY (v, 9). (2.76)

Ademds, si existe alguna prueba secuencial (V*, ¢*) € & tal que cumple (2.76) enton-
ces la prueba (V*, ¢*) satisface la condicion (IIV, Ay).

Demostracién del Teorema [4}

Suficiencia: Sea (¢*, ¢*) tal que satisface la condicién (ITV, A+ ). Debido a que ¢* satisface
la condicién Ay, entonces por Teorema |2 (segunda parte) y a (2.33) se tiene:

L, (w, ¢*) = igf Ly (w, ¢), para cualquier ¢ € .7 4.

Por otro lado, ya que ¢* cumple IIV, entonces ¢* € FV y por (2.37) L 4(v*, ¢*) = L7, (¢*).
De lo cual y por ([2.74)) se tiene que:
LY (y*¢*) = if LY (¢,0).

(¥, p)e6N

Esto demuestra la primera parte del teorema.

Necesidad: Supongamos que existe una prueba secuencial (1%, ¢*) con ¢* € FV y tal

que cumple (2.76]). Entonces (¢*, ¢*) minimiza a la funcién de Lagrange (12.37)), por tanto por
Teoremas y (segunda parte) se tiene que ¥* y ¢* cumplen, respectivamente, las condiciones

IV y Ay« Por lo tanto, (1*, ¢*) satisface la condicién (ITV, Ayx). ]
El siguiente teorema nos da condiciones suficientes de cuando una prueba secuencial trun-

cada minimiza el costo promedio del experimento K ,(v) (resolucién con horizonte finito de
nuestro problema con restricciones).
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| Teoremal[5l. |

Si una prueba secuencial truncada (V*, ¢*) satisface la condicion (HN, Aw*), entonces
para cualquier otra prueba secuencial (¢, ¢) € &V tal que

a(y,9) <oy, ¢%) y B, ¢) <BE", 97, (2.77)

se tiene que
Ky(W) = K 4W"). (2.78)

La desigualdad (2.78) es estricta, si al menos una de las desigualdades en (2.77) lo es.

Demostraciéon del Teorema : Como (1%, ¢*) satisface la condicién (IIV, A,+) entonces, por

Teorema {4 se tiene que LY, (¢v*,¢*) = inf LY (¢, ).
ane L (67.67) = il 1% (0.0)
Ahora sea (1,¢) € G cualquier otra prueba secuencial que cumple (2.77). Ademés se sabe

que &V C &_, entonces por Corolario |l|y (2.4) se sigue (2.78)).
La desigualdad (2.78)) es estricta, si al menos una de las desigualdades en (2.77)) lo es. ]

Con el Teorema | se concluye la demostracién de la optimalidad de la prueba secuencial
truncada, dando condiciones suficientes para que ella tenga un costo promedio del experi-
mento minimo, sobre cualquier otra prueba truncada. Esta suficiencia se realizé a través del
método de Langrange (generalizado) o Teorema (1| (de admisibilidad). Sin embargo, también
es posible demostrar, solo para el caso truncado, el teorema “reciproco” de la generalizacion
de Lagrange. Esta seccién se terminara con la demostracién de este reciproco, demostrando
asi que para el caso truncado la manera de encontrar la optimalidad de una prueba secuencial
truncada es a través del método generalizado de Lagrange y viceversa.

Para N > 1 cualquiera, el siguiente conjunto es convexo
BN .= {(K, a, 5) € R?: existe una prueba secuencial (¢, ¢) € & tal que

K =KaW), a=a(.e), =800} (279
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Demostracién del Lema [5

Sean (K 1,01, 51) y (Kg, s, Bg) € BY cualesquiera, entonces existen pruebas secuenciales

(Y1, 1) v (2, 02) € G tales que sus costos promedios y probabilidades de error son, res-

pectivamente:

K, = Kl(l/h), a1 = 041(1/117(/51), pr = B1<¢1; ¢1) y Ko = K2(1/12)7 Qg = 042(1/127@), P = ﬁ2(¢2, ¢2)
Las pruebas (¢, 1) v (2, ) generan a su vez las probabilidades condicionadas t%!, s¥t y

t¥2 s¥2 respectivamente, para toda n € G* y toda k > 1.

Sea v € [0,1] y sea la combinacién lineal v(Kl, oy, 51) +(1—7) (Kg, 042,62) = (K,a, 0).

Se demostrard que (K, «,[3) pertenece al conjunto BY, para cualquier v € [0,1]. Pa-
ra lo cual, para toda v € [0,1] se construird una prueba secuencial (1,¢) € &% tal que

K=9Ki+(1-9)K;, a=vyau+ (1 -7y B =76+ (1—7)b.

Entonces para v = 1y sea la prueba secuencial (¢1, ¢1) € & con su respectivo (K1, a1, 31) €
BY. Andlogamente, para v = 0, sea la prueba secuencial (19, ¢2) € &Y con su respectivo

(K27 Qg, 62) € BN
Sea v € (0, 1) cualquiera, se definen para toda k > 1 y para toda n € G*.

P _ p
R Gt DL S AR
Un = 4 At 4 (L= )t " " (2.80)
1, en otro caso.

V50 P1n + (1 — 7)552 dan
On = vsul + (1 —7)si?
1, en otro caso.

, sis¥t>00s%>0; (2.81)

Como % y s¥ son medibles para i = 1,2, se sigue que 1, y ¢, son también funciones medibles.

¥ 1 — ~)¢¥2
5 T Y (1-m) = wl( )t 7, entonces y; € [0, 1]
Vin' + (1 —=7)tn Vin' + (1 —7)tn
V Un = Nt1n + (1 — 71)¢on. Ademas, se sabe que min{yin, Yon} < Ntin + (I — 11)%2n <
MAaX{Y1p, Yo, }. Por tanto 0 < ¢, < 1.

Por otro lado, sean y; =

P1 _ P2
V5h (1—7)sy

y (1 =)= entonces v, €
ST s + (1= 7)sn’
0, 1]y ¢n = 72010+ (1—72)P2n. Ademds, min{din, Pan} < 12010+ (1—72)P2n < MEX{P1n, P2 }-
De lo cual 0 < ¢, < 1. Por tanto, para todom € GF y toda k > 1, ¥ = {¢pp}r ¥ ¢ = {dn }+ son

sucesiones de funciones medibles en [0, 1].

Analogamente, sean v, =
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Ahora se demostrard por induccién que t% = vt%' + (1 — 4)t¥2 para toda k > 1 y toda

n € GF, utilizando las definiciones ([2.80)), (1.3) y (1.4).

Sea k = 1 y m € G! cualquiera, entonces por definicién (1.3) t% := 1y t¥1 ;=1 =:t¥2, de lo
cual Y41 + (1 — 4)t¥2 = 1. Por lo tanto para toda n € G', t¥ = 4% + (1 — y)t¥2 = 1.

Supongamos que para k > 1y cualquier n € G* se cumple que t¥ = ~vt%1 + (1 —)t%2. Ahora
tomemos k + 1 y n € GF*! cualquiera, entonces por ([1.3))

Si tq(ﬁ:k) =0y t’(ﬁi:k) = 0, entonces por hipdtesis de induccién tq(/’n:k) = Wtzﬁzk)—l—(l—y)tzﬁ;:k) = 0.

De esto y de (2.82) se tiene que t¥ = tzbn:k)(l — Y(naty) = 0.
Por otro lado %' = t?ﬁ:k)(l — Yinr)) = 0y th2 = t%ﬁ;k)@ — Yonk)) = 0. Por lo tanto para
cualquier 7 € GM1 th =yt + (1 — )42 = 0.

Si tz(p;;k) >0o0 t?j:k) > (), entonces por (2.82)

1 . P2
= tl(p w1 = Vmay) = tz(p k) <1 _ P F 1= Dy
n n: n: n: P ¥
Vinay T (1 =1ty

> : por ([2.80)),

T
t(n:k)

v

(1 = %an) o
, por hipoétesis de induccion.
(n:k)

— 2+ (L= )t

Ahora se demostrara que s% = s + (1 —v)s%? para toda k > 1 y toda n € G, utilizando

lo anterior y las definiciones (2.80)), (1.3]), (1.4).

Sea k > 1y n € G cualesquiera. Por la definicién (T.4) se tiene que s¥ = t¥ 4,,.

Sit¥1 =0y t¥2 = 0, entonces de lo anterior t¥ = ¥ + (1 —)t¥2 = 0, y por tanto s¥ = 0.
Por otro lado, también se tiene que s;ﬁll =0y 3;/;1 =0, y de lo cual vsﬂl +(1- 7)3# — 0. Por
tanto s¥ = vs¥ + (1 —5)s¥2 = 0.

Sit¥t >0 o t¥2 > 0, entonces

sul (1 —7)sy?
Yt + (L= )t

S = (18 4 (1= )2) ( ) s (L= st

Ahora se demostrard que ¢ € . FV. Sea N > 1y n € GV cualesquiera, sabemos que 11, 1y €
FN entonces t2' = 0y t22 = 0 paran € GV y"-c.t.p. Entonces como t¥ = yt%t + (1 —y)tl2,
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por tanto t¥ = 0 para toda n € GN*1. De lo cual y por definicién (2.35), v € FV.

Finalmente como v € %, (ya que ZFY C % 4, ([2.36))), entonces existe su costo promedio

K (). Utilizando las definiciones de K () (1.16]), a1, ¢) y B(w, @) (1.13)) se tiene que:

K@) = Y Y pac(n)Bsy = Y pc(n)E (ysi! + (1 7)sk?)

k=1 ncgk k=1 neGk
= 7)) pacm)BsS +(1=7) ) > pac(n)Esi2.
k=1 negk k=1 negk

De lo cual se deduce que K() = vK1(¢1) + (1 — v)Ka ().

a(¥,9) = Z Z pn ki (Sﬁ¢"l{sﬁ1 S0Usi2>0p T Sqflqb"]{sﬁl:o n sﬁ2=0}> -

k=1 neGk

SN e (10 (=) _

= Z Z Pnlyp Sy, qu; {sii1 >0 U sﬁ2>0} o
k=1 negk n

= Z Z anO(’Ys:bzl(bln + (1 - 7)5£2¢2n) <1 - [{sﬁlzﬂﬂ 57%2:0}) ==
k=1 negk

= ’YZ Z PrEosy ¢1n + (1 —7) Z Z PrEosy? don.

k=1 ncgk k=1 negk

Lo anterior implica que (1), ¢) = ya1 (Y1, ¢1) + (1 — 7)aa (12, P2).

ﬁ<w’ (b) - Z Z anl (8715(1 o ¢")[{slfb1>0u s;€2>0} + Sﬁ<1 B ¢")[{3£1:0081ﬁ2:0}>

kil negk
o0 1/1_( ¢1¢ +<1_ )S¢2¢ )
— P S'n, ,YSTL 1in Y n ¥2n o
= Z Z Pn E, Sn ( P I{sﬁ1>OUS£2>O} -
k=1 negk Sn

= D D B (s = (L=7)si2) = (vs0' i + (1 = )50 don))

k=1 negk
(1 o [{817/:1:0 N 5i2:0}>
0o

= DN PaBsE (1= i)+ (=)D paBisi2 (1 — don).

k=1 negk k=1 negk

Se concluye que (v, ¢) = v51 (1, ¢1) + (1 — ) Ba(a, o).
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Por tanto, para cada v € (0, 1) se define la prueba secuencial (¢, ¢) con componentes en

(280) y 281) conyp € FN y K = vK1+(1—7)Ks, a = yar1+(1—7)as y f = y81 + (1 —7)5;

de lo cual (K,a, 3) € BY. Por lo tanto, BY es convexo y ademds es no vacfo. [ ]

El siguiente teorema nos marca condiciones necesarias para que una prueba secuencial trun-
cada sea admisible.

| Teorema 6. |

Sea una prueba secuencial (¢V*, ¢*) € &Y. Supongamos que no existe otra prueba se-
cuencial (1, ¢) € &N tal que

Ka() < KgW7), a(d,¢) <a(W,¢") y B, ¢) < B, ¢7), (2.83)

con al menos una desigualdad estricta. Entonces

K (07)F b0 (0, 6°) + BB, 67) = ind_ {BiK o() + boa(th,6) + baB(, ).

(1,0)€6
(2.84)
para by =0, by = 0 y bg = 0 con al menos una positiva.

La hipoétesis asociada a esta basada en la idea de “admisibilidad 7 de Wald, salvo
porque aqui se aplica a una prueba estadistica secuencial truncada. En este teorema estamos
suponiendo que no existe otra prueba secuencial truncada que mejore en sus tres componentes
a la prueba (¢*, ¢*) truncada. El teorema marca que para que una prueba no se pueda mejorar
es necesario que sea el infimo de la “generalizacion” de la funcion de Lagrange.

Demostracién del Teorema [6
Sea una prueba secuencial (¢*,¢*) con ¥* € FN. Sean K* = K ,(¢*), o* = a(v*, ¢*) vy
B* = B(y*, ¢*). Se define el conjunto

A::{(K,a,5)€R3:K<K*,a<0z*yﬁ<ﬂ*}. (2.85)
Sean (Kl,al,ﬁl) y (Kz,ag,ﬁg) e A

Sea 7 € [0, 1] cualquiera y sean
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K:=~vKi 4+ (1 —9)Ky, a :=~va3 + (1 —=y)as y f: =01 + (1 — 7)F2. Entonces

K = vK+ (1 =Ky <vK* + (1 —7)K* = K*.
a = v+ (1 —=7)as <ya" 4+ (1 —7y)a* =a’.
B = Wi+1=7B<yf+(1-7)8" =p"

Esto es (K ,Q, ﬂ) € A. Por tanto A es convexo. Ademds es no vacio.

Por Lemael conjunto BY es convexo. Supongamos que BYNNA # 0, sea (K, «, 3) € BNNA,
entonces existe una prueba secuencial (1,¢) € &Y tal que K = K 4(¢,9), a = a(,9) vy
B =06(1,¢)y ademéds K < K*y a < o, § < %, pero esto es una contradicciéon porque por
hipdtesis no existe una prueba que cumpla con al menos una desigualdad estricta. Por

lo tanto BN N A = 0.

Ahora utilizando el Teorema de Separacién para conjuntos convexos (Theorem 11.3, pp. 97
en [Rockafellar, (1972)]) existe un hiperplano que separa propiamente a los conjuntos A y BY.
Por Teorema 11.1 (Theorem 11.1, pp. 95 en [Rockafellar, (1972)]) existe un b = (by, by, b3) € R?
tal que:

inf {blK + b+ b35: (K, a, ) € BN} > sup {blK + b+ b3 : (K, , ) € A}. (2.86)
Utilizando otra desigualdad del teorema citado (7dem) se deduce que (by, by, b3) # (0,0,0).

Por un lado, se tiene que el infimo de es finito debido a lo siguiente. Tomemos una
prueba secuencial (¢, ¢') tal que 9" detiene el experimento en la etapa uno, i.e. 1, = 1 para
toda m € P;. Como dicha regla es truncada entonces ¢’ € 1, € #V. Delo cual, (¢/, ¢') € &V,
Ademas, sus respectivas probabilidades de error son finitas (o < 1y ' < 1) y debido a que
s% = 1 para toda n € G! entonces

K'=K, @) = ) pnc(n)Esy = pi(n)ei(n) =7 < oo.

neglt neg

La finitud de K’ se sigue por (1.7). Entonces (K’, o/, ') € BY. Por tanto
inf {01 K + by + b3 : (K, 0, B) € BN} < by K’ + by + b3’ < <.

Sea M := {b1K + bya + b33 : (K,a, 8) € A}.

Sin perdida de generalidad (SPG), supongamos que by < 0. Sean by K y bsf3 fijos, tomemos
una sucesion «,, — —oo cuando n — 00, entonces byc,, —> 00. De lo cual sup M = oo y de la

n—oo
desigualdad (2.86)) se tiene

if {b1K + boo + b3 : (K, a0, 8) € BY} > oo.
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Lo cual es una contradiccién, porque el infimo es finito. Por lo tanto, by > 0, by > 0y b3 > 0
con al menos una positiva.

Ahora como b; > 0 para cada i = 1,2, 3, con al menos una desigualdad estricta. Entonces
sean las sucesiones: K, — K*, a, — a* y 3, — (" cuando n — oo, con 0 < K, < K*,
0<a,<a*y0<pf,<p* para toda n € N. Entonces (K, a,, 5,) € A para toda n € N. Por
tanto, 0 < lim (by K, + bocv, + b35,) < sup M. De lo cual 0 < by K™ + bya™ + b33" < sup M. Por

n—o0

lo que de se tiene:
mf {01 K + baa + b3 : (K, a0, B) € BN} = b K* + bya™ + b33,
Sin embargo, como(K*, a*, %) € BN entonces
mf {01 K 4+ bya + b38 : (K, 8) € BY} = b1 K* + boa™ + b33 (2.87)

Donde by > 0, by > 0 y b3 > 0 con al menos una positiva. ]

Observaciones: Existen relaciones importantes que se deducen del teorema anterior. Su-
pongamos que existe una prueba secuencial (1*, ¢*) € &Y que es admisible, i.e. no se puede
mejorar al mismo tiempo respecto a sus tres componentes (su costo promedio y sus probabi-
lidades de error). Entonces por Teorema @, dicha prueba es el infimo “ponderado” (satisface
(2.84)) para algunas by > 0, by > 0y b3 > 0 con al menos una positiva.

(a) Si by > 0 entonces dicho infimo “ponderado” (los elementos del conjunto izquierdo de
(2.84])) se puede reescribir como K*+ Aga* + A1 8* para algunas \g = 2 >0y A\ = b3 > 0.
Lo cual es nuestra conocida funcion de Lagrange truncada aplicada a la prueba admlslble
LY, (¢*, ¢*). Por lo cual, la igualdad (2.84) se convierte en

if LY, ¢) = K* 4+ Ma™ + A\ 5" (2.88)
(V.0)e&N -
Por tanto, la prueba secuencial (¢*, ¢*) admisble satisface (2.76)) y por Teorema (segun-
da parte) (¢*, ¢*) satisface también la condicién (ITV, Ay+). Es decir una prueba admisible
satisface la estructura de la prueba éptima.
Este resultado nos marca las condiciones necesarias del método de Lagrange para encon-
trar la prueba truncada optima truncada.

(b) Si by = 0 entonces supongamos SPG que by > 0y sea A = b—3 0, entonces (2.84) se
reescribe:

inf a+ A8l =a"+ A 2.89
e a4 Ag}=a g (2.5

En este caso se tiene la prueba secuencial cuyo costo promedio K , no se considera y
solo se trabajan sus probabilidades de error. Pero, debido al Corolario [2], si existe otra
prueba (¢, ¢) tal que a(y,¢) < a* entonces (¢, ) > p*. La prueba admisible sigue
siendo 6ptima.
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2.1.3. Regla de paro 6ptima: caso no truncado

Con base en las reglas (o familia) de paro truncadas éptimas (v € .FV) que satisfacen la
condicién IIV para N fija, en esta seccién se caracterizard a la regla de paro éptima cuando el
nivel de truncamiento vaya creciendo (i.e. N — oo). Para lo cual se trabajard con la clase de
reglas de paro cuya funcién de Lagrange truncada L’} (1) converja a la correspondiente funcién
de Lagrange no truncada L _,(1); ademés se examinaran algunas condiciones que determinen
cuando se tendra esta convergencia LY, (¢)) — L _4(1), cuando N — o0o. A este caso se le conoce
como horizonte infinito o caso no truncado.

Para cualquier regla de paro 1 se define la regla de paro truncada asociada a ella como ¥
(donde T indica el truncamiento en la etapa N) con ¢, = 1, n € G¥ y N > 1 fija. Por tanto
toda regla de paro se puede truncar. Por lo cual a toda i se le puede aplicar la funciéon de
Lagrange truncada , i.e. para cualquier ¢ y para cualquier N > 1 entero fijo se tiene:

LY () = Ly, (™) (2.90)

Por otro lado es importante mencionar que como nos encontramos en el caso no truncado
y el interés en este contexto es analizar el proceso, cuando el nimero de etapas (o grupos)
crece indefinidamente (k — 00), entonces es por ello que se consideraria que, a su vez, crezca el
numero de observaciones conforme crecen las etapas, porque, en general es posible que existan
grupos de tamano cero, entonces es trascendente no tener sucesiones de tamanos de grupos
cuyas colas sean todas nulas.

Recordemos que estamos trabajando con los multiplicadores A\g y A; fijos también en el

proceso. Entonces en este contexto de horizonte infinito vamos a trabajar con todas las reglas
de paro que cumplen la propiedad.

1 LY, (15 Mo, M) = Log (3 Xo, A1) (2.91)
N—oo

Sin embargo, es importante marcar que esta propiedad esta en dependencia de la estructura del
costo ¢(n) de los grupos y de los multiplicadores \’s. Por lo que definimos la siguiente clase.

Definicién 19.
Para A\g > 0 y Ay > 0 fijas, se define la clase

Tw=Tu(Xo, M) = {¥ € Z,: 1 satistace (2.91) }. (2.92)

Esta clase la llamaremos clase de reglas de paro truncables. Por definiciéon se tiene que
Tuw CZy.
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Los siguientes lemas nos darén condiciones suficientes y/o necesarias para que una regla de
paro sea truncable (i.e. pertenezca a la clase T ).

Lema [6l

Sea k > 1 un entero. Para que una regla de paro v € T, es suficiente que para
cualesquiera A\g > 0, \y > 0 se cumpla

’ P n n n __
kllg)lo ezgk pn/tn min { Ao f§", A fT'} du™ = 0. (2.93)

Ademds, para que se cumpla (2.93)) es necesario que ¥ € T4 y K 4(¢) < oo.
Demostracién del Lema [6

Suficiencia: Supongamos que (2.93)) se cumple para cualesquiera \g > 0y A\; > 0. Se demos-
trarda que ¢ € T 4.

Supongamos que L _4(1)) < oo entonces K ,(1)) < 0o. De esto se sigue que ¢ € .7 4, i.e.
P (¥ < 00) = 1. Entonces, por (2.34)-(2.33) y (2.37),

L)~ 250 =3" 3 [ mmsiletmr + )~ 3 pu [[15(etmr + L) 299

k=N necgk neGgN

El primer sumando de la ecuacién anterior converge a cero, cuando N — oo, por ser la cola de
una serie convergente (ya que L 4 (1)) < 00).
Ahora analicemos el segundo término derecho de ([2.94)):

S o [ 2(etm) ™ 1) di® = 3 pactn) [ e dn @)+ 3 b [ it i
negh negh negh

(2.95)

Por hipdtesis se cumple (2.93)), entonces el segundo término de la parte derecha de ([2.95))
Z pn/tﬁln du™ (x”) — 0, cuando N — oo.

negh
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Por otro lado, dado n € G¥ con k = 1,2, ...

Z Z pnc(n)Es? > Z Z N)ppEs", ya que ¢(n) = c(n: N),
k=N ncgk k=N neGk
= Z c(n)pnEs’ + Z Z pnc(n : N)Es?
negh k=N+1negGk
= Y cmpuBsy+ ) cnpny Y pmBsym
negh negh k=1 meg*
= Z c(n)pnEs, + Z c(n)pnP(T¥ > N |ni,na, ... ,ny)
negh negh
= > cn)pnBty =) c(n)p, / th frdp™ (™).
negh negh

Se sabe que el lado izquierdo de la desigualdad anterior converge a cero cuando N — oo (por
ser cola de K 4(1) < 00). Por tanto el primer término del lado derecho de (2.95) también es
cero cuando N — oc.

Por lo tanto L_4(¢) — L, (¢)) — 0.
Ahora supongamos que L_4 (1) = oo, i.e.

S5 [ sk felm) s i) da (o) = oo

k=1 ncgk

Entonces de (2.37) se tiene que

N—

,_.

Z pn/ (c(n)f™ +1,) du™ — oo.

k=1 ncgk
Por lo tanto, A}im LY, (5 Mo, M) = Ly(1; Mo, A1), para cualesquiera Ao > 0y A; > 0. Por tanto
—00
v eTy.

Necesidad: Supongamos que ¢ € T4 v que K 4(1)) < 0.

Si K 4(¥) < oo, se sigue que L 4 (1) < 0o, ya que a(,¢), B(¥,¢) € [0,1], y Ao, A\t < o0.
Ademas, por hipdtesis A}im L%(@b; Ao, A1) = Ly (@Z), Ao, /\1) = L) — L];[(@/)) N—> 0.
—00 —00

Entonces

ZZ/pn n) "+ 1) d™ an/tw )"+ 1) dp — 0.

k=N ncgk negh
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Dado que el primer término anterior es convergente a cero, cuando N — oo porque L_4(¢) < 0o,

entonces el segundo también es convergente y por tanto E DPn / tiln du™ N—> 0. [ |
—00
neghN

Definicién 201

Sean k > 1y n € G cualesquiera se define la siguiente clase:

Kr = {x" = (a,...,27) € X" (™) > 0}. (2.96)

En el caso de trabajar con las funciones fJ* o fI* se definiran las clases Kf o KT', respecti-
vamente.

Definicién 21l

Para n € G* y k > 1 se define la razén

for(Xr, LX) S
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Una regla 1 € T 4, si cualesquiera de las siguientes condiciones se cumple:

(¢2) Para cualquier regla de paro ¢ € % 4, se tiene que

P()(Tw <o0) =1 0 P (T¢ <o0) =1. (2.98)

() Para cualquier ¢ > 0

X, XD
Z Pn o (fln( L’ ’ l;) > c) — 0, cuando k — oo. (2.99)
negk fo (Xl 7"'7Xk')

(242) Para algunos A\g > 0 y Ay > 0, se cumple

lim pn/ml’n {Nof3 M7} du™(2™) = 0. (2.100)
k—»a)negk

Demostracién del Lema [Tk

(1) Sea ¢ € Z 4, cualquier regla de paro, supongamos que para algin i = 0,1 se tiene que
Pi(Tw < oo) =1.
Sea k > 1 cualquiera, entonces para dicho 7 se cumple que:

> pn/tz min { o fg", AT Hdp™ <N pn/tz frdp™ (z") =
negk negk

= N P(tY>2k) — 0.

k—o0

Por tanto, se cumple la condicién (2.93)) y por Lema @ se sigue que ¥ € T 4.

(2¢) Supongamos que para cualquier ¢ > 0, E P Fo (Zn > c) k—) 0. Entonces para cuales-
—00
negk

quiera k > 1, A\g > 0y A\; > 0, fijos,

S~ oo [ thmin Qaff AT hd" < 3 o [ min (o ST ", poraue £ < 1

negk negk

— Z pn/ min{)\o,)\lf—ln}f(? du"(a:”) = Z P Eomin {\g, \1Z,} ]H—O>o 0.
0

negk 0 negk
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(i44)

Esto tltimo se sigue de lo siguiente: 2 — min {A\g, \;x}, con z > 0, es una funcién real
continua, no decreciente, no negativa y, ademas, acotada por A\y; entonces E]

Z P Jo, 0, = Z P min { g, \1 Zp, } Jo, 0, cuando k — co.

negk negk
, d ,
— ngpn min{ A\, \\Zp} — 0 — ngano min { Ao, \1 Z,, } ]H—O>O 0.
nec nec

Por tanto, nuevamente, por Lema [6] se sigue que 1) € T 4.

Sea 1 € %, tal que K 4(1) < oo y supongamos que se cumple (2.100) para algunos
Ao > 0y Ay > 0. Entonces para estos A’s se tiene:

ZPnEoml’ﬂ{)\oa)an} = an/ min{)\(]a)‘l:]]z }fo (™),

ncgk ncgk 0

Z pn/mln{/\()f(] AT ™ (a™) — 0.

k:ﬁoo
negk
Ahora por la desigualdad de Chebyshev se tiene que para cualquier ¢ > 0:

Eo min {)\0, )\1271} —50

C k—o0

Po(min (Ao, 70} > ¢) <

De lo cual, min {)\0, AlZn} Py 0 cuando k — co. Ahora sea 0 < € < A\ cualquiera:

anPO<Z >/\—1> = anpo(A0>€, )\1Zn>6)

negk negk

= Z pnP()(min{/\o,/\lZn} > €> — 0.

k—o0
negk

En el caso de que € > \g > € entonces P(Z > 5) < P(Zn > e) y también se obtiene la
convergencia anterior.
Por lo tanto para cualquier ¢ > 0 se tiene:

Z pnPo(Zn >€) =0 cuando k — oco.

negk

Ahora por condicién (ii), (2.99)), de este lema se sigue que 1) € T 4. n

'Recordemos: una sucesion {Z,} converge a Z en probabilidad P (denotado Z,, N Z),siVe>0, P(|Z, -
Z| > ¢) =0, cuando n — oo.
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El siguiente resultado indica que la esperanza del minimo de ciertas funciones es menor
cuando el nimero de observaciones es mayor.

| LemalB. |

Sean m € N y cualesquiera A\g > 0, A\; > 0 entonces

E() mln{)\o,)\l m+1} EO mln{)\o,)\lZ } (2101)

Demostracién Lema [8}

Sea m € N cualquiera, sabemos que la funcién =z — min{Ag, \jz} con x > 0 es concava
y continua, entonces utilizando propiedades de la esperanza condicional y la desigualdad de
Jensen E[g(X)|Y] < g[E(X|Y)] se tiene:

Bomin {Xo, \iZui1} = Fo| Eymin {0, \iZnss | X1, 0, Xon}|

< Eymin {20, M Eo(Znit [ X1, X) |
< E() min {)\0, /\IZm}

La ultima desigualdad sucede porque:

m+1 SEl,...,.’L‘erl) m—+1
EO (Zm+1 |X17' . '7 m+1 0 ($m+1‘x17' - ,.fl?m) dlu(xm'i‘l)
xl,...,me)
m+1 m+1
T1y.o, T L1y Tm
_ / 1( 1 +1) fO m( 1 +1) dﬂ(«fm—i-l)
Ko ($l>--'axm+l> 16 (‘Tla" )
I 1(1317 ,$m+1) / me (T1, -+, Tmy1)
w(x, dp(Tma1);
Ko ('xla '7xm) +1 fO Ty, - '?xm) Iu( +1)
m—+1
= T1,. ooy Toe1) dpp(To,
fo (ZE1,-. ,xm) Xfl ( 1 +1> lu( +1)
_ f (xlw wrm) _ Zm-
fO (xlv 7xm)
Por lo tanto, Eo{ Zp41 | X1,..., Xn} < Zin. m

El siguiente lema muestra la equivalencia entre dos condiciones muy ttiles en la estadistica
matematica. Esta equivalencia, implicitamente, indica que conforme se incrementa el niumero
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de observaciones en un experimento (n — o0), y alguna de las probabilidades de error tipo I o
II tiende a cero (ponderadas por Ao y A1 respectivamente), entonces la otra probabilidad también
tenderd a cero; esto es debido a que mientras mas observaciones se tengan, més precision en el
experimento habra respecto a la decision sobre éste, y por ende menor probabilidad de cometer
error en la decisién tomada.

| Lema[@. |

Las siguientes condiciones son equivalentes:

(¢) Para algunos A\g >0 y Ay > 0, se cumple

lim /min{Aofg‘,Alff} du™ =0, (2.102)

n—oo

(2¢) Para cualquier e >0

P, (fln(Xl, ey X))

>e| — 0, cuando n — 0. 2.103

Demostracién Lema [9}

» () = (2¢) : Supongamos que se cumple ([2.102)) para algunos Ay > 0y A\; > 0. Entonces
para estos \’s se tiene:

min{)\o,)\lﬁ} firdu™ = /mfn{)\ofg‘,)\lff} dp" (z") — 0.
0

f(? n—o0

Eymin {X\o, \1Z,} = /
K

Ahora sea 0 < € < A\ cualquiera, por la desigualdad de Markov se tiene que:

i E() min {)\0,/\1271}
AN/

— 0.

R Z,
0( ~ min {\g, Az}  n—oo

Entonces, para cualquier € > 0

Po(Zn > E) — 0 cuando n — oo.

Por lo tanto Z, Jo, 0, cuando n — oo.
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» (i¢) = (¢) : Supongamos que se cumple ([2.103)), entonces

Zyn o, 0, = min{A\, \Z,} Jo, 0, cuando n — oo.

= min{\, M Z,} L0 = K min {A\o, \1Z,} — 0, cuando n — oc.

Esto dltimo porque x — min {A\g, A\;x} es una funcién real, continua para toda x > 0y
acotada. Si Z, Lz (convergencia en probabilidad) y p es una funcién continua en R,
entonces p(Z,) N p(Z). Por otro lado, se sabe también que Z, 2z = 7,57

(ésta es convergencia en distribucién); y Z, %y Z siy solo si Ep(Z,) — Ep(Z) para
toda funcion p real, continua y acotada.

Por lo tanto, Eymin{\g, \1Z,} = / min {)\Of(?, )\1f1"} du"(x") — 0. [ ]
ICO n—oo
Corolario 6l \
Supongamos que:
v+ o4+ — 00 casi sequramente cuando k — oo. (2.104)
Si se cumple alguna de las siguientes condiciones:
(¢) Para algunos g >0 y Ay > 0 se tiene
nh_}ralo/mm {Nofe M} dpt = 0. (2.105)
(¢¢) Para cualquier ¢ > 0,
Xy, ..., Xy) )
Py ( >c| — 0, cuando n — 0. 2.106
fSL(Xla7Xn) ( )

Entonces ¥ € T 4.

Demostracién Corolario [6}

Supongamos que se tiene (2.104)).

(4) Sean algunos \g > 0 y A; > 0 fijos tales que se cumple (2.105). Sea ¢ > 0 cualquiera,
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aplicando probabilidad condicional y total se obtiene:

Z pn/mm{)\ofo, A ST ™ (x Z pn/ min{)\o, )\12 }f(?d’u"(xn)’

negk negk
f’/l ..... I/k
= EO min {)\07 >\1 2 } EO min {)\Oa )\1 V1,eery }
0
= EO min {)\07 )\1 Vi,e.n l/k}I{l/1+ Fvp<m} + EO min {)\07 )\1 Ulyenes Vk}I{V1+ Avp=m}
< MR (7/1 + -4y < m) + Z Pt min {)\0, )\IZn}]{n1+--~+nk2m}
neGk, ni+-+ni>m
< )\OP(V1+--~+Vk < m) + Eymin { Ao, N\ Zp } por Lema

NP1+ v <m) + /min {Dof A f ™ (2™) < 2e

En el dltimo paso sea m fija tan grande que [ min{XofJ*, M f"}du™(z™) < e, esto es
posible por la hipétesis ([2.105)); y con dicha m fija sea k tan grande tal que P(V1+' ey <
m) < +» esto por (2.104). Por tanto, por Lema (7))-(iii) se sigue que 1 € Tz

(#4) Supongamos que se tiene (2.106), entonces por Lema [J] se sigue (2.107) y de lo cual
(VNS T [ |

Debido a la importancia del siguiente resultado, vamos a cambiar momentaneamente un
poco el contexto del problema de pruebas de este capitulo, y vamos a introducir ahora como
base a un problema de pruebas de hipétesis Bayesiano, denotado mediante la terna:

My = (Po, Py, Py + (1 —7)P), (2.107)

con m € [0,1] fijo. En esta terna, la tercera distribucién es una combinacién convexa de las
distribuciones hipotetizadas en Hy y Hy, esto es P = 7Py + (1 — m)P, con m € [0, 1] fijo. En
general, cuando 7 € (0, 1), el problema de prueba estéd asociado al contexto del riesgo Bayesiano
R, donde R se puede asociar con nuestra funcién de Lagrange, bajo la tercera distribucién dada
en . Pero cuando m = 0 o m = 1, le llamaremos problema Bayesiano degenerado, porque
en estos casos la tercera distribucion coincide con alguna de las distribuciones hipotetizadas.
De hecho, si 7 = 0, coincide con P = P; y podriamos trabajar con la terna .#; = (PO, Py, Pl),
o si m = 1, coincide con P = Fy y tendriamos la terna .#, = (Po, P, Po).

Entonces para este problema de pruebas Bayesiano .#, también se definen las clases:
Fp={¢: (tR+(1-mP) (¥ <o0) =1}, ¥ (2.108)
T ={v € Fp: LY(¢) = Lp(¢), cuando N — co}. (2.109)

Considerando que la funcién de Lagrange es Lg(v) = Kg(v) + Xoa(¥, @) + M1 S(W, @), para
algunas A\g > 0y A\; > 0y fijas. En esta funcién Lpg se considera al costo promedio total K del
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experimento bajo la distribucién 7Py + (1 — m) Py, y a su vez L% (1) es la funcién de Lagrange
truncada que tiene al costo total promedio y las probabilidades de error solo para N etapas.

El siguiente resultado establece que toda regla de paro 1) con un tiempo de paro finito en un
problema de pruebas de hipétesis Bayesiano .#Zp es truncable (¢ € Tp), y viceversa.

| Corolario 7. |

St My es un problema de pruebas de hipotesis Bayesiano, representado en ([2.107]),
entonces Tg = Fp.

Demostracién de Corolario [Tl
Sea . #p = (Po, PP+ (1 —7T)P1> un problema de pruebas de hipétesis Bayesiano con 7 € [0, 1]
fijo. De la definicién de Tp (2.109) se sigue que T C Fp.

Por otro lado, si ¢ € Fp, entonces (mPy+ (1 —m)P;) (7% < 0o) = 1. De lo cual se tiene que:
TPy (1Y < 00) + (1 — 1) P(7% < o0) = 1. (2.110)

De ([2.110) sigue que para cualquier 7 € [0, 1], al menos se cumple una de las siguientes
afirmaciones:
Py(t¥ <o00)=1 o P(r¥<o0)=1.

Por tanto, por Lema —(i), se tiene que ¢ € T y por lo tanto Fg = Tp. [ ]

Para cerrar con el resultado del corolario anterior, en éste también se marca, de manera
implicita, que en los problemas de pruebas de hipétesis .#, y .#; (casos Bayesianos “degenera-
dos”) se tendra, respectivamente, que Ty = %y T; = #;. Estos dos resultados son importantes
porque en uno de los siguientes capitulos precisamente se trabajaran a las observaciones de los
grupos, bajo las distribuciones Py y/o P;. Y para estos contextos todas las reglas ¢ con tiempo
de paro finito, bajo la distribucion respectiva, seran truncables, y viceversa. Resultado que en
el contexto .# no necesariamente es cierto, ya que se pueden tener reglas de paro ¢ € %, pero
que no son truncables (¢ € T 4).

Nuevamente regresamos a nuestro contexto general con un problema de pruebas de hipdtesis
simples representado mediante .# = (Po, Py, P).

Observaciéon: En todo lo subsiguiente, de esta seccién, vamos a trabajar con reglas de paro

truncables, i.e. ¥ € T 4, a menos que se diga lo contrario. En general vamos a suponer este
hecho y ya no sera marcado en cada resultado.
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CAPITULO 2. OPTIMALIDAD DE PRUEBAS SECUENCIALES CON
GRUPOS ALEATORIOS

Ahora si vamos a caracterizar a la familia de reglas de paro éptimas, para lo cual primero
vamos a buscar la cota inferior de la funcién de Lagrange L 4 (1) y las condiciones (si las hay)
para alcanzar dicha cota.

Tomemos en cuenta que debido a que una familia v € V, esta caracterizada por sus elemen-
tos, entonces la “comparacién” entre dos familias vy, vy € V, serd a nivel de sus elementos. De
la misma manera se definira la “convergencia”.

Definicién 22l

Seanr > 1, N > 1y sean vy, vs, 0™, v € V,,

1. Se define v; < vy, si para cada n € G se cumple que

(vl)n < (Ug)n u"-c.t.p. (2.111)
2. Se define vV N—> v, si para cada n € G" se cumple que
—00
(’UN)n e (v)n pu-c.t.p. (2.112)

El siguiente lema muestra el comportamiento de las familias V.V, en particular se muestra
que dichas familias son decrecientes conforme aumenta el nivel de truncacién N. Es decir, si se
tienen més etapas, estas familias V¥ son iguales o més pequefas que en una etapa anterior.

| Lema [0 |
Sea N > 1 fija, para cada 1 < r < N se tiene:

VN > N (2.113)

r

Demostracién del Lema [10
Sea N > 1 fija, se utilizara induccién inversa sobre r = NN —1,...,1. [}
Sea r = N, por definicién (2.60) se tiene que V'™ = My V' Sea n € GV entonces

(V) = My Vi), = min {ln, e /" + (Ina Vi), b <t = (Vi)

2La induccién inversa consiste demostrar la propiedad para r = N, después se supone la verdad de la
propiedad para r = k y se demuestra para r = k — 1; demostrando asi la veracidad de la propiedad para todos
los enteros desde r = N hasta 1.
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2.1. Prueba secuencial 6ptima con grupos de tamano aleatorio

Por lo cual, para toda n € G (ijfwl)n < (V]{,V)n, u"-c.t.p.

-, por ([2.111] vttt < vy
Hipdotesis de Induccion: Supongamos que para cada 1 < r < N con n € G" se cumple que

(V) = () (2.114)

n

Sea n € G"! cualquiera entonces por (2.60) y (2.114) se tiene:

(V;}Xl)n = (MTVrN)n — mfn{ln, e f™ + (ITVrN)n}

> min{ln, &f"+ (LVY) b= (MY = (V).

n n

Lo anterior se tiene y™-c.t.p. De lo cual VN1 < VY.
Por lo tanto para toda 1 < r < N se tiene ([2.113)). ]

Con base en el Lema [10] podemos decir que la sucesién {V,V} 5 es decreciente con respecto
al nivel de truncamiento N, ademds la sucesién es acotada (VN > 0). Sea V, € V, tal que:

VN — V. (2.115)
N—o00
Lema [I1. |
Para cualquier r > 1 se cumple que:
‘/; - Mr—‘,—l‘/;—i-l' (2116)

Demostracién del Lema 11k
Por Definicién (2.60)), se tiene que V¥ := MTHV;JJVrl para cualquier r = N —1,...,1. Por Lema
10

(Vrjil)(n,m) (In’xm) > (‘/7“]—\{-—11—1)(71,7771) (l,n’l,m)7 ’u(n,m)_c't‘p'

Entonces para 1 < r < N — 1, para cualquier m > 1 y cada n € G" las funciones (Vrﬂ\:l) (nm)

estan acotadas por funciones integrables, entonces por (2.115)) y aplicando el Teorema de Con-
vergencia Dominada (TCD):

/X (V) (™) A " 27— (Vis1) g (27 2 ™ (37, &™), (2.117)

N—o0 X (n,m)
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Ahora por Teorema de Fubini y utilizando la desigualdad de Markov, sea € > 0 cualquiera

i {am s ([ ) @ )@ = [ (V) e )i ) > 2} <

1
S _/n (/Xm (VL) gy (&7 2™ ) ™ (27) — /m (Vr+1)(n,m)(l’”,xm)dum(xm)) du™ — 0.

£ N—oo

La convergencia se tiene por (2.117)). Por tanto,

N—oo

/(Vﬁl)(n,m)(xnaxm)dﬂm@m) — (Vr+1)(n’m)(l’",xm)dum(mm), u"-c.t.p.

También, como Zprﬂ(m) < 1 y tomando la medida de conteo entonces para n € G", por
meg

(2.115) y TCD:

(LraVEL) el (Lr41Vesa),, #-ctp. = (Mr+1Vr]L)nA:;(Mr+1Vr+1)n7 p"-c.t.p.

r

Lo cual demuestra (2.116]). [ |

N N
— VN =MV, — MV, =V,
N—oo

Al igual que en el caso truncado, en esta seccion se trabajara una condicién llamada I1°°.
Nuevamente, dicho nombre hace referencia a “paro” (regla), por lo que se utiliza la letra
mayuscula griega “II”, pero ahora con horizonte infinito (con superindice “c0”) ya que se
aplica a toda etapa r > 1.

Condicién IT*°. (Regla de paro éptima)

Una regla de paro v satisface la condicion IT*°, si para toda r > 1 y cualquier n € P,

=7 2.11
wn < {ln ) Er+1f"-‘r(IH-1VT+1)"}7 ( 8>
sobre T p™-c.t.p.
Lema (2. |
Para para cualquier r > 1 se cumple la siguiente desigualdad:
B;p+1(vr+1> Z B;p (VT) (2.119)

Ademas, se alcanza la igualdad en (2.119)) si y solo si v satisface la condicion ITT°°.
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Demostracién del Lema [12}
Sea N > 1 cualquiera, entonces por Corolario o[ se tiene que para cualquier 1 <r < N —1
se cumple:

BY (V) = BY(VY). (2.120)

donde VN estd definido en (2.60)).

Ahora, por (2.115]), (2.116)) y TCD se tiene que Bf’ﬂ (VTJL) — B:ﬂl (V}H), cuando N — oo.
Anélogamente, BY (VTN) — B;p (Vr), cuando N — oo. Por tanto se demuestra (2.119)).

Finalmente, nuevamente por Corolario |5y tomando el limite cuando N — oo, se alcanza la
igualdad en ([2.119) si y solo si
=
Un 20 <o (i), b

sobre el conjunto T¥ u™-c.t.p., para cada r > 1y para toda m € P,. Por lo tanto, es necesario
y suficiente que ¥ cumpla la condicion II°° para que se alcance la igualdad en (2.119)). [ |

Un caso particular de la desigualdad ([2.62)) es cuando r = N — 1, entonces debido a que se
estd suponiendo que las reglas ¢ son truncables (¢ € T 4) entonces tomando el limite cuando
N — oo para este caso se obtiene:

LyW) = By(W) =By a(Wa) = Lu(®) > By (Vi)
Aplicando sucesivamente la desigualdad se obtiene la siguiente cadena:
La() = By_i(Va-1) =+ = By (Va) = Bi(W). (2.121)

De lo cual para cualquier regla de paro ¢ € T 4 su funcion de Lagrange estd acotada infe-
riormente por:

Ly) =B (V) =c1+ an/ (Va),, du™. (2.122)

neg

Donde, ademds, dicha cota es independiente de la regla de paro. Asimismo, esta cota es finita,

por ([L7) y porque de (2.22),
0< / (Vl)n(x") du™(z™) < /ln($n) dp™(x™) < min{ g, A\ }.

También an < 1. Por lo tanto
neg

Bi(V1) < o0. (2.123)

La expresion del lado derecho de (2.122)) es una cota menor finita de la funcién de Lagrange,
mas el siguiente lema demuestra cuél es la mayor cota inferior de L_4(v)). Después se demostrara
cudles reglas de paro alcanzan dicho infimo.
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| Lema 3. |

wlgl%_f/” L) = Bi(Vh). (2.124)

Demostraciéon del Lema [13!
Sean:
U= inf L,®), Uy = inf L% (¥).

VET peFN

Por Teorema [3] se tiene que:
Uy=c¢ + an/ (%N)n(x") dﬂ"(;pn)
neg

Debido a que .Y C % , entonces Uy > U para cualquier N = 1,2, ..., entonces

lim Uy > U. (2.125)

N—o0

Se demostrard que existe una igualdad en ([2.125)).
Supongamos que no hay igualdad en ([2.125)), 7.e. supongamos que Nh’m Un = U + 3¢ para
—00

algin £ > 0. De aqui se sigue que para una N suficientemente grande
Uy > U + 3¢. (2.126)

Por otro lado, por la definicién de U existe una ¢ € T4, tal que U < L 4(¢) < U + €.
Dado que la regla es truncable, entonces LY, (1)) P L., (1), entonces de aqui se tiene que
—00

para un NN suficientemente grande:
LY () < U + 2e. (2.127)
Por definicién de infimo Uy < LY, (1)), de donde se tiene que para N suficientemente grande
Un < U + 2e. (2.128)

Lo cual contradice (2.126]). Por lo tanto A}linoo Uv=U.

Finalmente, aplicando el teorema de convergencia dominada se tiene que:

Jnf Ly(¥) = lim Uy =2+ lim T;gpn/ (V) (a™) da™ (™) = By (VA).
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Lo cual demuestra ([2.124]). ]

El siguiente teorema nos marca las condiciones necesarias para que una regla de paro 1
alcance a la cota inferior de la funcion de Lagrange.

| Teorema 7. |

Si existe v* € T 4 tal que

Lo(0?) = inf L) (2.129)

entonces V* cumple la condicion 11°°.

Demostracién del Teorema [T}
Supongamos que existe * € T, tal que cumple (2.129)). Por Lema |12 u para cualquier r > 1 se
tienen las siguientes desigualdades:

LoW*) > BlL(Via) 2B (Vi) >+ = By (V) = Bi(W) (2.130)

Dado que se tiene (2.129) entonces por Lema |13| existen igualdades en todas las desigualdades
de (2.130)). Nuevamente, por Lema como la igualdad se alcanza para cada r > 1 y toda
n € P,, entonces ¢* satisface la condicion II°°. [ ]

El siguiente teorema marca las condiciones suficientes para alcanzar la cota inferior de la
funcién L 4 ().

| Teorema 8. |

Sea * tal que cumple la condicion 11°. Si¢* € T 4, entonces

Lo = tf L) (2.131)

Demostracién del Teorema 8t

Si 4" € Ty, por (23) v (239)
Ly = li)m Z Z pn/ n)f"+1, ) dp™ (z™). (2.132)

k=1 negGk

Debido a que ¥* cumple la condicion II* y por el Lema (12| para cualquier £ > 1 se tiene la
siguiente cadena de igualdades:

By (Vi) =By (Vieh) == By (Vo) = Bi(Vi) = inf L,(¥). (2.133)

YET «
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La tltima igualdad se cumple por Lema [13] Entonces de ([2.132) y (2.133) se tiene L 4 (¢*) <
wl'r%_f L. 4(1). Por otro lado, por ser infimo se tiene que L_,(¢*) > ¢1’I%_f L 4(1), por tanto
IS S

L Y= inf L .

a(W7) = ff L)
Por tanto, lo anterior demuestra este teorema, lo cual nos da las condiciones suficientes para
alcanzar el infimo. [ ]

Por lo tanto, los Teoremas [7| y [8| caracterizan (con condiciones necesarias y suficientes) a la
familia de reglas de paro * que alcanzan la cota inferior de la funcién de Lagrange.

Condicién (IT*°, Ay). (Prueba secuencial éptima)
Una prueba secuencial (¢, ¢) satisface la condicién (II°, Ay), si ¢ cumple la condicion

11y ¢ cumple la condicion A,.

El siguiente teorema determina condiciones suficientes y necesarias para nuestro problema
de optimizacién sin restricciones (1.19) (minimizacién de la funcién de Lagrange).

Dado que en esta seccién estamos trabajando con la clase de reglas de paro truncables,
entonces vamos a tomar la siguiente subclase de G .

Sr:={(,0) €G.p: €Ty} (2.134)

| Teorema[. |

Si una prueba secuencial (V*, ¢*) € &1 satisface la condicion (11, Ay«) entonces

L o)= inf Ly, 0). 2.135
(W, 9%) oini 2 (¥, ) ( )
Ademds, si existe alguna prueba secuencial (V*,¢*) € & tal que cumple (2.135)) en-
tonces (V*, ¢*) satisface la condicion (II%°, Ay»).

Demostracién del Teorema [9}

Sea (¢*, ¢*) € &7 la prueba secuencial que satisface (II*°, Ay+). Ahora, por Teorema [§f se si-

gue que Lo(v) = ff L(0); pero sabemos ave Ly (0") = infucs (V) = La(d*,6)
A

Después dado que ¢* satisface la condicion Ay, entonces por Teorema [2] (segunda parte) y de

se sigue que L 4(¢v*,¢*) = inf L 4 (0, 0).

(¥,9)€6T
Esto demuestra la primera parte del teorema.
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Ahora, supongamos que existe una prueba secuencial (¢¥*,¢*) con ¢¥* € T, v tal que se
cumple . Esto significa que (1*, ¢*) es la regla que minimiza a la funcién de Lagrange
L., (¢, ), por tanto por Teorema se sigue que ¥* satisface la condicién 11*°, y debido a
y a Teorema [2| (segunda parte) se tiene que ¢* cumple la condicién A,-. Por lo tanto, (1%, ¢*)
satisface la condicion (II%°, Ay ). ]

El siguiente teorema determina las condiciones suficientes para resolver nuestro primer pro-
blema de investigacién (con restricciones) ((1.18)).

| Teorema 0. |

Si una prueba secuencial (V*, ¢*) € &1 satisface la condicion (1I°, Ay-), entonces para
cualquier otra prueba secuencial (1, ¢) € S tal que

a(,d) <a(@,¢%) y B, o) < BT, ), (2.136)

se tiene que
Ky() 2 Kq(¥7). (2.137)
La desigualdad (2.137) es estricta, si al menos una de las desigualdades en (2.136)) lo

€Ss.

Demostracién del Teorema 10t
Sea (¢*,¢*) € &7 una prueba secuencial tal que ¢¥* y ¢* cumplen, respectivamente, las con-
diciones II** y Ay-. Dado que ¢* € T, entonces por Teorema |§|, se tiene que L 4(¢*, ¢") =

" ;;I)lfe L (1, ¢). Ahora sea (¢, ¢) cualquier otra prueba secuencial con ¥ € T, C F , y
P)EGT

tal que cumple (2.136]). Entonces por Corolario (1| se obtiene (2.137]). Ademas, por el mismo
corolario la desigualdad (2.137)) es estricta, si al menos una de las desigualdades en ([2.136) lo

es.

Por lo tanto, una prueba secuencial (¢*, ¢*) € &7 que satisface la condicién (II*°, Ay ) es
la que minimiza el costo promedio K 4 (1) del experimento estadistico secuencial. [ ]

Finalmente, a manera de resumen, pondremos la estructura expandida de las componen-
tes de la prueba secuencial 6ptima (¢*, ¢*) (para el caso infinito) que satisface la condicién
(II°, Ay+). Paracadar =1,2,... yn € Py:

Swﬁéf{l

I{ln < Er+1f"+(1r+1Vr+1)n} < 5r+1f"+(1r+1Vr+1)n}

Loempansm} S S omonm}

(2.138)
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sobre los conjuntos S¥* y T¥*, u™-c.t.p.

Cabe mencionar que en todo el proceso anterior se trabajaron implicitamente las dos cons-
tantes A\g > 0 y A; > 0 cualesquiera, pero fijas. Estos multiplicadores de Lagrange estuvieron
presentes (implicita o explicitamente) en cada una de las definiciones y teoremas que hacian re-
ferencia a la funcién de Lagrange L 4 (1, ¢; Ao, A1) y por tanto dichas constantes son especificas
para la regla secuencial 6ptima encontrada (1*, ¢*). Sin embargo, para finalizar esta seccién
queda pendiente la siguiente pregunta ;se pueden variar estas constantes de tal manera que se
encuentren aquéllas para las cuales la condiciéon (II°, Ay) sea necesaria para que minimicen a
K 47
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2.2. Problema Kiefer-Weiss con grupos de tamano alea-
torio

En el contexto del andlisis secuencial clésico con grupos de tamano uno y observaciones inde-
pendientes e idénticamente distribuidas, el problema de Kiefer-Weiss consiste en encontrar una
prueba secuencial (1, ¢) que minimice al supremo del tiempo promedio de paro del experimento
(sup EyT), sobre todas las pruebas secuenciales cuyas probabilidades de error tipo I y II estén

0

acotadas por debajo de ciertas constantes a y [ (véase, |Kiefer-Weiss, (1957)]). No obstante,
con base en la mayoria de la literatura al respecto, se sabe que la soluciéon a este problema
para modelos particulares se obtiene a través de la resolucion de otro problema mas senci-
llo, conocido como el problema de Kiefer-Weiss (K-W) modificado (véanse, [Lorden, (1980)],
[Novikov, (2009)], [Novikov, et al, (2022)], entre otros). El cual supone que existe una prueba
secuencial (¢*, ¢*) cuyas probabilidades de error tipo I y II son fijas, y que minimiza al tiempo
de paro promedio Ey-7*, para un parametro ¢* fijo que es el menos favorable para el tiempo de
paro 7* en el sentido de que sup Fy7* = Ey-7*. Debido a la complejidad del problema existen
0

varias investigaciones que resuelven, bajo ciertas condiciones, el problema Kiefer-Weiss modifi-
cado donde consideran a las tres distribuciones pertenecientes a la misma familia paramétrica
(generalmente exponencial), y algunas otras, a su vez, hacen aproximaciones de la prueba épti-
ma de manera computacional para una distribucién en particular, por ejemplo: en Novikov,
et al (2022) se presenta un método numérico al caso clasico de K-W para una poblacién con
distribucién Bernoulli.

En el contexto del andlisis secuencial con grupos de tamano aleatorio, vamos a abordar
también el problema de K-W modificado; que resuelve el problema original, bajo los supuestos
clasicos del mismo, i.e. con base en un problema de hipdtesis simples, con observaciones i.i.d.
y con las tres distribuciones de probabilidad en la misma familia paramétrica. Cabe mencionar
que en lo tradicional de K-W, el tercer parametro se encuentra entre los parametros hipotetiza-
dos, de la forma 6y < 6 < 61, y bajo este supuesto, la prueba 6ptima generalmente es truncada.
Por lo cual, solo trabajaremos el K-W para la prueba 6ptima truncada.

En secciones anteriores hemos presentado (secciones 2.1.2 y 2.1.3) las pruebas Iﬂ secuenciales
(¢*, ¢") éptimas, que minimizan el costo promedio del experimento K ,(1*) sobre todas las
pruebas secuenciales en cierto conjunto, tanto para el caso truncado como para el caso infinito
(véanse Teoremas [o| y . Pero, hasta ahora, en el presente trabajo no se habian considerado
a las observaciones de los grupos como independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.), con
distribucién P. Entonces, en esta seccion se expresara de manera analitica a la prueba secuencial
6ptima (*, ¢*) truncada, determinada en la seccién 2.1.2, considerando ahora a las observa-
ciones como variables aleatorias i.i.d. y con grupos de observaciones de tamano aleatorios.

3En realidad son familias de pruebas secuenciales éptimas.
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Para comenzar tomemos los siguientes supuestos que seran considerados a lo largo de este
apartado.

Supongamos que se tiene un proceso estocastico {X; : i € N} con v.a. i.i.d., bajo la distri-
bucién P sobre un espacio (X, X) medible. Supongamos que se tiene un problema de pruebas
secuenciales con hipotesis simples Hy : P = Py vs. H; : P = P;, donde las observaciones vie-
nen en grupos de tamano aleatorio representados por la sucesion vy, vs, ... v.a. independientes,
donde para cada r > 1, el r-ésimo grupo tiene P(v, = n) = p,(n) > 0, para cada n € G con
Zpr(n) = 1. Nuevamente, estamos en un contexto de un problema de pruebas de hipdtesis

neg
simples .# = (P, P1, P) donde ahora las tres distribuciones pertenecen a la misma familia

paramétrica.

Supongamos que

p{z € X+ folz) # fi(z)} > 0. (2.139)

Esta suposicion indica que la existe una diferencia entre las distribuciones a contrastar en
las hipdtesis; ya que si existiera, se tendria la igualdad entre las distribuciones y por ende no
tendria sentido el “contraste” de hipdtesis.

El objetivo es expresar dicha prueba optima truncada en términos de dos razones de vero-
similitud diferentes: " .
I Vi

0 1 _
Zn - f_n y Zn - f_n’
donde las tres funciones de distribucién pertenecen a la misma familia paramétrica, pero la
tercera distribucién f es diferente a fy y fi1, y con 0y < 6 < 0, (versién del problema de K-W
modificado).

Definicién 23l

Se define el conjunto:

K = {zeX: f(z)>0}. (2.140)

Andalogamente a la definicién ([2.140)), al utilizar Ky o Ky nos referiremos a los conjuntos
definidos, respectivamente, bajo las funciones fy y f1, e.g. Ko := {z : fo(x) > 0}.

En este contexto con v.a. independientes es importante notar que si x1, s, ..., Tk, ... SOn
observaciones y n € G¥, entonces

e K" << 1z, €K paratodai=1,...,|n|
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2.2.1. Kiefer-Weiss con grupos aleatorios aplicado a la familia expo-
nencial

Debido a que en la mayoria de las investigaciones que abordan el problema de K-W trabajan
con las funciones de densidad que pertenecen a la familia exponencial, y ya que este problema
no es el objetivo principal de nuestra investigacién, entonces nosotros también trabajaremos
dicho problema K-W modificado aplicado a dicha familia.

Cabe mencionar que debido a las caracteristicas de las distribuciones pertenecientes a la
familia exponencial, en donde las funciones de densidad son positivas, entonces consideramos
que vamos a trabajar con el conjunto donde las observaciones de las tres funciones de densidad
son positivas, y no nos encontraremos con casos nulos para alguna densidad. Por tanto, se tiene
la siguiente definicién.

Definicién 24L
Para cualesquiera k > 1, n € GF y 2™ € K™, sea

, cont=0,1. 2.141

Definicién 251

Sea r > 1 natural cualquiera. Para cualquier funcién v(zo, z1), 20, 21 > 0, medible y no
negativa, se define

| (LR )
Zo,Zl . mXG;JpT E ( Of (Xm)7 1fm(Xm)> . (2142)

Cabe notarse que debido a las propiedades de la esperanza F, y del hecho de que zg, 21 > 0

y JX™)

frxm)

una funcién medible y no negativa. Entonces debido a esto podemos aplicar iteradamente el
operador J en la siguiente definicion.

> (0 para ¢ = 1,0 se obtiene que J es un operador donde su imagen es a su vez
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Definicién 261

Dadas A\g > 0 y A; > 0 fijas, para cualesquiera zg,2; > 0y para N > 1 sea

p (20, 21) = PN (20, 215 Ao, A1) := g(20, 213 Ao, A1) = min{Xozo, Mz}, (2.143)
y, de manera recursiva, parar = N, N —1,...,2,
pN1 (20, 21) = min {g(zo, 21), G+ JopN (20, 21)}. (2.144)
| Lema[dd. |
Sea N un entero positivo. Para cualesquiera m € G" yr = N,..., 1, se tiene
VY = (0, ) 7 (2.145)

donde VN se definid en (2.59)-(2.60)).

Demostraciéon del Lema [14k

Se demostrara por induccién inversa empezando por r = N y luego se demostrara para r =
N —1,...,1. Supongamos que n € GV entonces por (2.59) se tiene que

VY = L, =min {\ofi M\ f]}
= min {)\022“ Alz,}l}fnf{fn>0} + min {>\0f(?; Alf{l}l{fn:()} (2146)

Dado que el segundo sumando en es nulo, entonces debido a paran € GV,
ij,v = min {)\ozg, Alz}l}f" = p% (22, z,ll)f"
(H.I.)E]: Supongamos que se cumple para algin r = N, ..., 2.
Debido a y para n € G"! se tiene que

(V;JL)n = (MTV;N)n = min {lm af"+ (IrVrN)n}

= mfn {min DofF MY e f™ + ) po(m) / (VTN)(n,m)(xn’xm)dﬂm(l’m)}-

meg

Hipétesis de Induccién.
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2.2. Problema Kiefer-Weiss con grupos de tamano aleatorio

Ahora como n € G"! entonces (n,m) € G" para 2 < r < N, entonces aplicando la hipétesis
de induccion se obtiene que:

(V) = mfn{g<z2,z;>, o+

+ Z pr(m) /piv (z(on’m) (x", J:m), Z(ln,m) (:B", a:m)>fm (xm)dum(:zm)}f".

meg

Entonces para n € G 1,

(VY), = min{g(zh2h), &+

m N ZOfén(mm) Zl flm(xm)> (Y (] n
+ i )/fm(xm)>0}pr ( W) ™ () fm (™) dp }f

meg {
= min {g(z'row Zrll)a ¢+ eriv (2'91,7 Z’}L) }fn = /O7]°V—1 (Z"O‘u Z'}L)fn (2147)
Lo cual demuestra ([2.145) para todar = N,..., 1. [ |

El siguiente lema demuestra que la sucesién {p}y es decreciente con respecto al nivel N
(de truncamiento).

| Lema[d5l |

Para cualesquiera N > 1 yr = N,...,1 se tiene que

p’f‘v (ZO’ Zl) 2 pf‘v+1 (Z07 Z1)7 (2148)

para todas zg, z1 = 0.

Demostracién del Lema [15k
Nuevamente aplicando induccién sobre r. Sean N > 1 fijo. Sea r = N,

P%(Zo,Zl) = 9(20, 21) > min {9(20, 21), CNy1t JN+1,0%E(2072’1)} = P%H(Zo, 21),

por ([2.144)).

H.I: Supongamos que ([3.21)) se cumple para algin r = N, N — 1...,2. Entonces, cualesquiera
que sean zg, z1 > 0,

pi\il(zo,zl) = min {g(zo,zl), ¢ + Jr,ofnv(zo,zl)}

> min {9(207 Zl)v Cr + Jquj"\H_l (Z07 Zl)} = pv{\[—ﬁl (Z07 Zl)? (2]‘49)
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ya que por la H.I.,

N N 0 Ak
LpY (z0,21) = Y p(m)E p] ( ?mgxm;’ lfmngg)

meg
for (X)) N1
> prmEpv{V—H(Z ) 2 = rpr+ 205 21)-
2 pim) (om0 o)
Entonces de (2.149)), ,07{\7_1(2'0,21) > pNHt (zo,zl). m

Ahora, vamos a recordar la estructura de la prueba secuencial éptima (1*, ¢*) truncada que
satisface la condicién (ITV, Ay-), encontrada en la seccién 2.1.2.
Las componentes de la regla de paro 1* son: para toda 1 <r < N — 1 y para cualquier n € P,

SWLSI{I

I{ln < Er+1f”+(fr+1vﬁ_l)n} < 5r+1f”+(1r+1VA’_1>n}

(2.150)
y Y, =1 paratodan € Py,

sobre el conjunto T* := {a™ : t2*(z™) > 0}, p™-c.t.p.
Las componentes de la regla de decisiéon ¢* son: para toda 1 < r < N y para cualquier n € P,

I{)\Ofgb</\1f1} On < {)\of(?<)\ fl} (2.151)

sobre el conjunto SL* := {a™ : s&*(z™) > 0} p™-c.t.p.

Entonces la prueba secuencial truncada éptima (1%, ¢*) se reescribird en términos de 22 y

1

2y,

| Corolario 8. |

Dada la prueba secuencial dptima truncada (Y*,¢*) con componentes en ([2.150)) y
(2.151)) esta se reescribe de la siguiente forma.
Para cada 1 <r < N —1 y para cualquier n € P,

< * ,
{o6t )< et hana (G0 } v {9<z° )< Erpr T ply (8.2h) | (2.152)
Yy Yy =1 para toda n € Py.

sobre el conjunto TV*. Para cada 1 <r < N y para cualquier n € P,
) n

Ippesganzhy € O S Ipgageniey)- (2.153)

sobre el conjunto Sw* "_c.t.p., respectivamente. Donde g(zo,z1) y JrpN (20, 21) estdn
] p-, p Pr

definidas en (2. 143|) Y (|2 142)), y 22,21 son las razones definidas en (2.141]).
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Demostracién del Corolario [8
Tomemos primero las componentes de la regla de decision ¢*. Sean 1 < r < N, n € P,, si
™ € K™ entonces Ifn~gy = 1.

* *
Ipogponimy S On S Tpogponmy = g 0 a} SO ST L)

Ahora para ¢* por (2.150), para 1 <r < N —1, n € P, y 2™ € K™ se tiene que

K oiigmi(ov)) 3 S S e i (rav,) )

Sin embargo, paran € P, con 1 <r < N —1

ln = min {)\022, Alz;}f"]{fnw} + min {/\Ofgl, )\1f1n}l{fn:0}

= min{ Aoz, Mizp } ™ = g(zn. 20) ™

Por otro lado,

Er-‘rlfn + ([T-H‘/rj—\&f-l)n = Er-‘rlfn + Zpr—i-l(m) / (‘/7"]-\17—1)(”7m)(xn7 xm)dﬂm(l‘m)

meg
_ {aﬁzprﬂ(m) /

N Ofén(xm) 1f17n(1;m) m(,.m m n
= om pTJrl (Zn fm (l’m) ) Zn fm (.ﬁEm) f (iL’ )d:u f

- {@,H + T prss (22, z;)}f". (2.154)

Dado que para toda z™ € K™ se tiene Ijfn-o; = 1, entonces para toda 1 <r < N -1, n € P,
se sigue que:

I <, <1 :
(o608 < cnrenod (Ra0) | 70 S aehab) < sntdant (28) }

y para todan € Py v, = 1. ]

| Corolario[@. |

Para la prueba secuencial dptima (V*, ¢*) con componentes en (2.152)) y (2.153)), res-
pectivamente, se tiene que:

LY, (*,¢%) =1 + lele(L 1)- (2.155)
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Demostracién del Corolario [9t
Sabemos ¢* satisfece la condicién Ay« y ademds que 1* satisface la condicién 1TV, entonces por

Teorema [4| y (2.73]) se tiene que:

D) = int D50) =+ Yo [ (), (7))

neg
Entonces por Corolario [10] (2.158) y (2.142)),
LY, (0" =2 + an //71(227 2™ (l‘")d,u" (x") =7C + Jll)l(l, 1). =

neg

Debido a que en esta seccion solo vamos a trabajar con la prueba éptima truncada, no seria
necesario analizar el limite cuando N — oo, sin embargo, es importante mencionar que en el
caso en el que el tercer parametro 6 se encuentre fuera del intervalo (6, 6 ), ain cuando toque
los extremos, es pobible analizar el problema K-W para la prueba éptima con horizonte infinito.
Por lo cual, solo terminaremos esta seccion con algunos otros detalles de las funciones p’s, de-
jando precedente de que también se podria trabajar el problema K-W para el caso no truncado.

Debido a las caracteristicas de la sucesién de las funciones piv , por Lemapara cualesquiera
r> 1y 20,21 = 0, la sucesion {pY(zg, 21)}n>r es decreciente y no negativa, por lo tanto su
limite existe cuando N — oo. Para cualquier r» > 1,

pr(20,21) == A}lj)noo P (20, 21). (2.156)
Donde para cualquier r > 2:
Pr—1 (zo, zl) = min {g(zo, 21), G+ Jrpy (zo, 21) } (2.157)

| Corolario 0. |

Para cualesquiera m € G" yr > 1, se tiene
V.= IOT(ZO Zl )fnv (2158)

donde V,. se definio en ([2.116)).

Demostracién del Corolario
Tomando el limite a (2.145)), cuando N — oo y con base en (2.116]) y (2.156)) se sigue (2.158)). m
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CAPITULO 3

PRUEBA SECUENCIAL OPTIMA CON
GRUPOS ALEATORIOS Y
OBSERVACIONES INDEPENDIENTES

3.1. Prueba secuencial aleatoria 6ptima en términos de
la razén de probabilidades

En este capitulo se determinard de manera analitica la prueba secuencial éptima (¢, ¢*)
b
fo'
tamanos de grupos seran variables aleatorias independientes (como en el capitulo anterior), pe-
ro las observaciones, ademads, serdn idénticamente distribuidas (i.d.). A su vez, en la siguiente
seccion se trabajara la prueba 6ptima considerando también a los tamanos de los grupos como
v.a. i.i.d., y esto nos llevarda demostrar la optimalidad de la RSPRT.

en términos de la razon de verosimilitud Z,, = , donde tanto las observaciones como los

Supongamos que se tiene un proceso estocastico {X; : i € N} con v.a. i.i.d., el cual tiene una
distribucién P sobre un espacio (X, X) medible. Estas variables representan las observaciones
en un experimento aleatorio secuencial. Supongamos que se tiene un problema de pruebas se-
cuenciales con hipotesis simples Hy : P = Py v.s. H; : P = P;, donde las observaciones vienen
en grupos de tamanos aleatorios vy, 15,... y éstos son v.a. discretas, no negativas e indepen-
dientes (méas no idénticamente distribuidas).

Con base en esto, consideraremos un problema de pruebas de hipdtesis simples como:
%0: (P(),Pl,P()). (31)

Esta terna nos indica que las observaciones del experimento tiene la distribucion Py, y ésta sera
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a su vez con la que se determinard la mininizacion del costo promedio total del experimento.
Para esta secciéon supongamos lo siguiente:

p{z € X : fo(x) # fi(z)} > 0. (3.2)

La suposicién (3.2) indica que existen observaciones (o puntos) para las cuales las funciones de
distribucién no son iguales.

Retomemos algunos de los elementos trabajados en capitulos anteriores, pero con sus res-
pectivos cambios para este contexto. Cabe resaltar que dichos elementos tendran la misma
notacién que en los Capitulos 1 y 2, aunque ahora habra “pequenas modificaciones” como el
cambio de la funcién de densidad f por fy, entre otras.

Consideramos un experimento estadistico secuencial por grupos con pruebas secuenciales
(¢, ¢), donde 1) es una regla de paro y ¢ una regla de decisién aplicadas a las etapas de ob-
servaciones. Sea v, s, ... una sucesion de v.a. discretas, no negativas e independientes que
representan los tamanos de los grupos de observaciones donde sus valores ni,ns,--- € G con
G € {0,1,2,---}. Es importante mencionar que en esta investigacién los tamanos de grupos
son aleatorios, sin embargo, implicitamente también se consideran sucesiones de tamanos fijos:
como grupos de tamano uno (contexto secuencial cldsico) o cualquier tamano constante (con-
texto secuencial generalizado).

La distribucién de los tamanos de grupos es diferente para cada grupo, asi para el r-ésimo
grupo, P(v, =n) = p.(n) > 0, paracadan € G con ) ,p,(n) = 1. Ademds, para los tamaiios
de r grupos consecutivos, denotado como n = (ny,no,... ,nr) € G", se tiene su probabilidad
conjunta, que debido a la independencia entre los grupos p, = j_; P(v; = n;) = II_ pi(n;).
Dado n, > 0 el tamano del r-ésimo grupo de observaciones, se tiene su funcion de costo
cr(n,) > 0. A partir esto se sigue que para n € G", el costo total de r etapas del experimento es

'

c(n) = Z ci(ng).

i=1
A continuacion se enlistan los elementos a utilizarse:

= Kl costo promedio del r-ésimo grupo,

Cr = Z ¢ (m)p.(m), (3.3)

meg

donde 0 < ¢, < oo para toda r > 1.
» Se define la clase de reglas de paro cuyo tiempo de paro 7% es finito, bajo P, como:

Fo = {1 Py(t¥ < 00) = 1}. (3.4)
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» La clase de pruebas secuenciales cuya regla de paro detiene el experimento (bajo fo):
S = {(¢a¢) SRS c%)}-

= Dada v cualquiera, y r > 1 se define la variable aleatoria que determina la probabilidad
condicional de no parar el experimento antes de la etapa r,

1, sir=1;

3.5
1- w(n:l)) T (1 - w(n:r—l))a si r> 1. ( )

Paran € G", v = {(

Ademads para r > 1 se define la v.a. que determina la probabilidad condicional de parar el
experimento exactamente en la etapa r.

Paran € G", sY =1V, (3.6)

Recordemos que las probabilidades anteriormente presentadas estan condicionadas a las ob-
servaciones ™ del experimento en la respectiva etapa, pero que para no hacer mas densa la
notacion, omitiremos esta escritura (s%(z™)).

» Si ) € %, se define el costo total promedio del experimento, bajo fy como:

oo o

Ko(v) = Z Eo(ci(n) + -+ + () [ fpompy) = Z Z prc(n)Eysy.

r=1 r=1 negr

Este costo es un caso particular del costo K 4(v) ((1.16) del Capitulo 2), pero en este
capitulo se trabajara bajo el problema de pruebas de hipdtesis .#, donde la tercera
distribucién es Py y de lo cual también se considerara a FEj.

» Dada una prueba estadistico secuencial (1, ¢) € &y se consideran sus probabilidades de
error tipo I, a(v¢, ¢) y tipo II, B(4, ¢) como:

O‘(d% qb) = B (Rec}lazar HO) = Z Z anOSnan:

r=1 negr

B, p) = P (Aceptar Hyn{r¥ < oo}) = Z Z anlsn(l — gbn)

r=1 negr

Recordemos que el objetivo principal es encontrar la prueba secuecnial (1, ¢) que minimice el
costo promedio Ky(v)) del experimento, restringuido a a(v, ¢) < ay f(¢,¢) <  para ciertas
constantes dadas «, [ € [0, 1]. Por tanto, para resolver este problema se aplicard el método de
Lagrange en este contexto secuencial.

Recordemos que el Capitulo 2 se demostrd, Teoremal[l]y Corolario[l]la aplicacién del método
de Lagrange en el contexto secuencial para encontrar la prueba secuencial éptima, aplicado al
problema de pruebas de hipétesis .. Entonces ahora esto se aplicard al contexto .#.
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= Sean \g > 0y A; > 0 cualesquiera, pero fijos. Para cualquier prueba secuencial (¢, ¢) € &
se define su funcién de Lagrange,

Lo(% ¢) = Lo(% ¢7 )\07 )\1) = KO(w) + )\oa(¢> ¢) + Alﬁ(¢a ¢) (37)

Las constantes de Lagrange Ao y A; estaran siempre presentes en la mayoria de las funciones,
pero por cuestiones practicas omitiremos dicha dependencia, y las consideraremos fijas (como
pardametros) a través del trabajo, a menos que se diga lo contrario.

Grosso modo, el desarrollo que aplicaremos para encontrar la prueba secuencial que mini-
miza la funcién de Lagrange se describe en la siguiente linea. Para cualquier prueba secuencial

(wv(b) € 607
Lo(¥,¢) > l’gf Lo(, ¢) = Lo(, ¢*) = Lo(3p) > wl’erl;0 Lo(¥) = Lo(¢7).

Ahora con base en las definiciones del costo promedio del experimento y las probabilidades de
error tipo I y tipo II se desprende que:

L) = >3 o [s((em) +0nd) 7+ (L= 0N ) (38)

r=1 negr

3.1.1. Regla de decisién 6ptima bajo H,

Dada un regla de paro i € %, cualquiera, pero fija, en esta parte se determinara la cota
inferior de la funcién de Lagrange Lo(1), ¢) para las reglas de decisién ¢.

m Parar>1ynegr,

ln ;= min {Aofgl, Alf{l} (39)
= Para Ay > 0 y Ay > 0 cualesquiera, y 0 < z < 0o se define la funcién
9(z) = g(2z; Ao, A1) := min {)\0, )\12}. (3.10)

Definicién 27
Para cualesquiera n € G" y r > 1, se define la razén (de verosimilitud):

i fp(am) > 0;

oH(an)’
n = 2n(z") = . 3.11
== e =0y fram) > o (3.11)
0, en otro caso.
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Algunas observaciones respecto a la definicion de la razén de verosimilitud anterior. Por un
lado, debido a que en esta investigacion estamos considerando grupos de tamano nulo (n = 0)
entonces para dichos grupos no habria observaciones ™ = (), y dado que en este contexto las
observaciones son v.a. independientes e i.d.; entonces en estos casos al aplicar las funciones de
densidad f; v fo, respectivamente, con base en la medida de probabilidad trivial x°, se tendré

por definicién (1.2)) que fi( ) =1y fo( ) =1y por tanto z,( ) = 1. Esto es, para grupos de
tamano nulo, su razén de verosimilitud valdra uno.

Por otro lado, es importante senalar que en el caso de que ninguna de las dos densidades
“aportard informacién” sobre las observaciones 2™, i.e. ambas densidades fueran nulas fJ*(z™) =
0 y fl(z™) = 0, entonces las reglas de paro y decisién no estarian escritas en términos de la
razén zp; en este caso se aplicaria para ambas reglas una aleatorizacién en términos solo de las
observaciones:

0< (™) <1 y 0< o (™) < 1. (3.12)

n n

Esto es, se puede hacer lo que sea, tanto para la regla de paro * como para la decisién ¢* épti-
mas. Esta misma aleatorizacién de las reglas de paro y decisién sucedera para el caso z, = 00,
pero esto se analizara mas adelante. Por tanto, en lo subsiguiente nos centraremos en el caso
cuando fi*(z™) > 0.

Parar > 1y n € G" cualesquiera se definen los siguientes conjuntos.

» Kf = {z™ € X™: fi'(z™) > 0}. Analdgamente se define el conjunto 7.
» Sean SY = {z™ € X™: 5% (2™) > 0} y T := {a™ : % (z™) > 0}.
» También, se tiene el conjunto P, := {n € G" : p, > 0}.

Recordemos que en este trabajo estamos considerando a los multiplicadores de Lagrange \g y
A1 ambos positivos, entonces tiene sentido la siguiente condicién.

Condicién A, (Estructura de la regla de decision 6ptima)

Dada una regla de paro % fija, una regla de decision ¢ cumple la condiciéon A, si para
cada r > 1 y cualquier n € P, se tiene:

On = I{Ao//\15 Zn}, sobre el conjunto SY N K, u™-c.t.p., (3.13)

para A\g >0y A > 0.
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La condicién anterior estd basada en la condicién (2.27) del Capitulo 2, salvo lo siguiente:

Womense U0 oo} =01

I {ro/ms f{‘/f[?}]{fgb >0}

! {ofpsnrm}

1 Y n n_
]{)\0//\15%}, sobre el conjunto S, N KT >0, p™-c.t.p.

El siguiente teorema determina la cota inferior para la funcién de Lagrange general Ly(v, ¢),
y ademas marca condiciones necesarias y suficientes para que una regla de decision alcance dicha
cota.

| Teorema I1l. |

Para cualquier prueba secuencial (1, ¢) € &g se tiene que:

Z Y paEosy, (e(n) + g(zn))- (3.14)

r=1 negr

La igualdad en (3.14)) se alcanza si y solo si ¢ cumple la condicion A.

Demostracién del Teorema Q1k

La demostracién de este teorema es la misma que la del Teorema [2| al utilizar fy en lugar de
f, solo que ahora, ademds se trabajard en términos de la funcién g(z). Sabemos por ([2.32)),
Teorema 2, que:

Lo(,0) > Zzpn/ ()7 + 1) du™

r=1 negr

= Z Z pn/ st <c(n) +min{)\0,)\1f—1:}> fordu™,
r=1 neg” fO

= Z Z P Eost (c(n) + g(zn)).
r=1 negr

Por tanto se tiene (3.14). Nuevamente por Teorema [2| se sigue que la igualdad en (3.14]) se
obtiene si y solo si la regla de decisién ¢ cumple la condicién Ay. [ ]
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Con base en el teorema anterior se tiene que la condicién Ay da la estructura de la regla de
decision 6ptima. Recordemos la notaciéon presente en esta condicién ((3.13)),

bn = I{AO/MS%} significa I{)\Q/>\1<2n} < on < I{Ao/klgzn}'

Observemos que en el caso de que para alguna etapa con su grupo de observaciones x™ se
tenga que fJ'(z™) =0y fl*(z™) > 0, entonces z, = 0o. De lo cual la regla de decisiéon éptima
serd ¢f = 1 (se rechaza Hy, a favor de H;). Lo cual tiene sentido porque la tnica distribucién
que estd aportando informacién sobre las observaciones es f;.

Continuando con el andlisis, debido a que se tiene una cota inferior alcanzable para la
funcién de Lagrange Lo(v, ¢), cuando la regla de decisién ¢ cumple ciertas condiciones, entonces
dejaremos fija a la regla ¢.

= Para cualquier ¢ € % se tiene:

Lo(v) := Lo(¢¥, ¢*) = igf Lo(1), ¢) siy solosi¢® cumple la condicion Ay; (3.15)
donde

=YD paBosy (c(n) + g(zn)). (3.16)

r=1 negr

3.1.2. Regla paro 6ptima bajo Hj: horizonte finito

Ahora, con base en que ya se tienen las condiciones para alcanzar el infimo de la funcién
de Lagrange escrita en sobre todas las reglas de decisién ¢, entonces se buscara la
cota inferior para las reglas de paro 1. Primero vamos a trabajar el caso en el que se tiene
un numero fijo de etapas N (horizonte finito o caso truncado) y después haremos el andlisis,
cuando el nimero de etapas crece indefinidamente (horizonte infinito o no finito).

= Sea N > 1 entero, se define la clase de reglas de paro que detienen el experimento en la
etapa N o antes como F~ = {4 : t% = 0, para cualquier n € GN*'} C F. De esta
definicién, se puede demostrar facilmente la siguiente cadena:

FrcF’c...c FNc FN c...c Z.

» Para cualquier ¢ € #" con base en (3.16) y dado que t% = 0 para cualquier n € GN*!
se obtiene la funcién de Langrange truncada:

ZZ%/ ( >fo+l)d/~t +an/ f0+l>d

ncgk negN
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La cual con los términos de este contexto, resulta en

Z > pa Bosi (e(m) + 9(zn) ) + D pu Bt (e(m) + g(z)). (3.17)

k=1 negk neghN

Ahora corresponderd encontrar una cota inferior para (3.17).
Como la funcién (3.17)) estd en términos de Ey y g(z), entonces al igual que como se realizé en
el capitulo 2, vamos a trabajar las funciones llamadas V", pero ahora éstas estardn en términos

de la funcion fj y de la esperanza FEj, a diferencia del capitulo 2 en donde se trabajo en términos
de operadores llamados I, y M,.

En la teoria desarrollada hasta este punto no habiamos necesitado de la independencia de las
observaciones x™ explicitamente, sin embargo a continuacién se define un operador que trabaja
con la razon de verosimilitud de un grupo en particular y para poder trabajar las observaciones
de dicho grupo, es necesario que ellas sean independientes.

Definicién 28l

Sea r > 1 cualquiera y z > 0. Para cualquier funcién v(z) medible y no negativa. Se
define el operador:

=D pi(m)Ey v (me > > pe(m)Eg v(z zn). (3.18)

meg meg

Definicién [29.

Dadas A\g > 0 y A\; > 0 fijas, y para cualquier z € R*. Parar = N sea

VN(2) = VN (2 Mo, A1) i= g(2; Ao, A1) = min{ Ao, A 2}, (3.19)
y, de manera recursiva parar =N — 1, N —2,...,1,
VN(z) = VN (2 X0, M) = min {g(z; Moy A1), ot + T VY (25 Mo, )\1)}
= min{g(2), e+ L Vi ()} (3.20)

Por simplicidad trabajaremos a las funciones VTN con 1 < r < N y asociadas solo en de-
pendencia de la variable z, ya que \g y A; seran constantes fijas, a menos que se necesite la
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dependencia estos multiplicadores, pero en este caso sera marcado explicitamente.

El siguiente lema establece que la sucesién de funciones V¥ (2) es decreciente respecto al
nivel de truncamiento N.

| Lema (16l |

Para cualesquiera entero N > 1 yr=N,...,1 se tiene que

VN (2) = VVT(2), (3.21)

r

para cualquier z > 0.

Demostracién del Lema [16k:
Aplicaremos induccién inversa [[| sobre r. Sea N > 1 fijo pero cualquiera, y sea r = N,

V() = g(z) = min{g(=), e + v VI ) | = VHG2),

la primera igualdad se obtiene de (3.19) y la segunda por ([3.20).
Hipdtesis de Induccion: Supongamos que (3.21) se cumple para algin r = N, N —1...,2.

Para dicha r, por propiedades de la esperanza y debido a que Z pr-(m) < 1 se obtiene:

meg
JVN(E) = S pm)By VY (%) >3 pu(m) By VI (%) —LVN(2),

meg meg

Por tanto, para cualquier z > 0,
VN(2) = min {g(z)» e+ VY (z)} > min {g(z), T+ Jr‘/;N—H(Z)} = VV(2).

Entonces VY, (z) > YNt (z) Por lo tanto se tiene (3.21)) para todor = N,...,;1. =

'La induccién inversa consiste demostrar la propiedad para » = N, después se supone la verdad de la
propiedad para r = k y se demuestra para r = k — 1; demostrando asi la veracidad de la propiedad para todos
los enteros desde r = N hasta 1.
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Condicién ITI)Y. (Regla de paro truncada dptima, con fy)

Una regla de paro 1 satisface la condicién I1, si:
Para todar =1,..., N — 1 y para cualquier n € P,

> : 1 n n_
Vinr) = ]{g(zn) < ot VAL Zn)} sobre el conjunto T, N KCF, p™-c.t.p. (3.22)

Y para toda n € Py,

Y¥p =1, sobre el conjunto TV NKT, p™-c.t.p. 3.23
n 0

El siguiente teorema es equivalente al Teorema[3] del Capitulo 2, y determina la cota inferior
de la funcién de Lagrange truncada.

| Teorema [12. |

Dado N > 1 entero. Para cualquier 1) € FN se cumple que
LY () = & + VN (D). (3.24)

Se obtiene la igualdad en (3.24) si y solo si ) satisface la condicién 1Y .

Demostracién del Teorema 12t

Sea N > 1 entero fijo y sea ¥ € .# una regla de paro truncada cualquiera.. Para toda z > 0
y para cualquier r = 1,2,..., N, se define

Z anEos )+ 9(zn)) anEotw< )+ VN(zzn)) (3.25)
k=1 negk negr

Es importante mencionar que el funcional QY definido anteriormente depende también de la
regla de paro v, sin embargo para no saturar la notacion, esta dependencia no se expresa. De

hecho este funcional es equivalente a BY(v) definido en (2.47) (Capitulo 2).

Ahora, por un lado con base en (3.17), en particular se tiene que Q¥(1) = L{(¢)). Por otro
lado

V(1) = S pi(n) Botl (c(n) + ViV (20)),

neg
= EOZpl (n)e(n) + Zpl(n)EonN(zn) =e + V().
neg neg
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Dado que en (2.50) se demuestra que BY(v) es finito; entonces también consideraremos que
QY (z) < oo para todo z € [0, 00). Por lo tanto ¢, + J; V¥ (1) < oc.

Vamos a demostrar que
Ly () = Qn(1) > Qy_y(1) > - > QY (1) = & + LV (D). (3.26)
y determinaremos cémo deben ser las componentes de 1) € .Z ¥ sucesivamente para que todas

las desigualdades en (3.26)) se convientan en igualdades.
Primero vamos a demostrar que para 1 <r < N — 1 se sigue

Y1) >N (). (3.27)

De la definicién (3.25), la desigualdad (3.27)) es equivalente a

> pn Bost(c(n) +g(za)) + Y pn Eoth(cn) + VY (zn))

negr negrti
> > pa Eoti(c(n) + VN (zn)). (3.28)
negr

Por el Teorema de Fubini, el lado izquierdo de (]3.28)) es igual a

Z P Eotitbn (c(n) + g(2n)) + Z P(nm) Eot!, (n, m)( c((n,m)) + VY, (2n.m))

negr (n,m)egr+1
= > ] [ 2 (vletm) + )
negr
# 3 peam) =) [ (elm) - clm) + V22 Gon)) 557 ) 577
meg
= D, Pn[ / t (% (c(m) + g(zn)) + > prea(m)(1 = ¢ )e(n) / £ qpm
negr meg
+ D P (m) (1 = ) / (ctm) + V1 (2, m)))fém)dum) fé”)du"} .
meg
- an/ [ +¢ng(zn (1_¢n)(zpr+1(mcm +
negr meg
- Z Pria(m / Vr+1 ZnZm) f )d/ﬁmﬂ fon)dﬂn-
meg

= 3 o [ #2[et) Vg len) + (1= ) (6t TV o)) [ P (329

negr
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Aplicando a (3.29)) la desigualdad (2.16) del Lema 1| (capitulo 2: con ¢ = P, F1 = g(zn) y

FE=ci+ JT+1VTJJ\£1(zn), se obtiene que una cota inferior de (3.29)), sobre todas las ¥,,, n € G".

> P / W ) + ¥ng(zn) + (1 — Yn) <a+1 + Jr+1wfi1(zn)>] £ gym

negr
> Z p(n) /tﬁ (C(n) + min {g(zn)7 Cri1+ JT+1VTJX1(Zn)}>f(()n)d,LLn
negr
= 2 p(m)Baty(c(n) + V" (z0). (3.30)
negr

Ahora aplicando (2.17) del mismo Lema [1] la desigualdad (3.30] se alcanza si y solo si para
toda n € P,

¢n — I{g(zn) < CT+1+JT+1V+1(zn)} (331)
p"-c.t.p. sobre TY N KP. Lo cual demuestra (3.27).
Ahora, aplicando recursivamente (3.27) para r = 1,2,..., N — 1 se obtiene la prueba de la

sucesién de desigualdadades en (3.26). Ademds, se establece una sucesién de igualdades para
todas las desigualdades en (3.26) si y solo si (3.31]) satisface n € P, p™-c.t.p. sobre T¥ N K,

para toda r = 1,2,..., N — 1, lo cual coindice con la condicién I}, y demuestra el Teorema
12 [ |

Puede notarse que si 1* satisface la condicién TIY, entonces ¢* € V. Una manera de
expresar el anterior teorema es

LY (y*) = inf LY(¥') siy solosivy* cumple la condicion TTY, (3.32)

w/e g;N
donde

LYW = &+ L), (3.33)

Condicién (ITYY, A,) (Prueba secuencial truncada éptima)

Una prueba secuencial (w, qb) satisface la condicién (H(])V , A¢), si ¢ cumple la condicion
I} y, para esta regla de paro la funcién ¢ cumple la condicidn A,.

= Para N > 1, se define la clase de pruebas secuenciales cuya regla de paro detiene el ex-
perimento en la etapa N o antes como: &V = {(w, gb) VNS ﬁN}.
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Debido a la propiedad .ZV C %, se sigue que &V C &, para cualquier N > 1.

El siguiente teorema establece condiciones necesarias y suficientes para que una prueba
secuencial truncada ¢ € .F% alcance el {nfimo de la funcién de Lagrange truncada LY (3.17).

| Teorema 13 |

Si una prueba secuencial (V*, ¢*) satisface la condicion (11}, Ay+) entonces

Ly (v*,¢") = mf Ly (y,9). (3.34)

(¥,9)e6N

Ademds, si existe alguna prueba secuencial (V*,¢*) € &V tal que satisface ([3.34]), en-
tonces (*, ¢*) cumple la condicion (115, Ay-).

Demostracién del Teorema [13k
Suficiencia: Sea (¢*, ¢*) tal que satisface la condicién (IT, Ay+). Como ¢* satisface la con-
dicién Ay, entonces por (3.15)) se tiene que:

Lo (1/1, qb*) = fIdl)f Lo (w, gb), para cualquier ¢ € %.

Por otro lado, como 9* cumple I1J', entonces ¥* € FV y de esto L) (¢*) = Lo(¢*, ¢*). Por
tanto, de lo anterior y de (3.32)) se tiene que:

Ly(yre7) = inf Lo (0).

(¥,¢) €6V

Esto demuestra la primera parte del teorema.

Necesidad: Supongamos que existe una prueba secuencial (1%, ¢*) con ¥* € F¥ y tal que

cumple (3.34). Entonces (¢*, ¢*) minimiza a la funcién de Lagrange (3.17)), por tanto por (3.32])
y (3.15) (segunda parte) se tiene que ¥* y ¢* cumplen, respectivamente, las condiciones I1Y y

Ay+. Por lo tanto, (¢*, ¢*) satisface la condicién (I, Ay). n

El siguiente corolario marca las condiciones suficientes que debe cumplir una regla secuencial
truncada para que ella conlleve a un costo promedio minimo del experimento, comparada con
cualquier otra prueba atun cuando sus probabilidades de error sean menores.
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| Cololario 1. |

Si una prueba secuencial truncada (V*, ¢*) satisface la condicion (Hév, Aw*), enton-
ces para cualquier otra prueba secuencial (1, ¢) € &V tal que

a(h,¢) <oV, ¢0%) y B, ¢) < BT, %), (3.35)

se tiene que
Ko(v) = Ko(¥"). (3.36)
La desigualdad (3.36)) es estricta, si al menos una de las desigualdades en (3.35) lo

€s.

Demostracién del Corolario [11}
Como (¢*, ¢*) satisface la condicién (I, A,+) entonces, por Teorema , se tiene que

LY (@/}*, gb*) = inf LY (7,0, qb) Ahora sea (v, ¢) € & cualquier otra prueba secuencial trun-
(¥,9)e&N

cada tal que cumple . Debido a que & C &, aplicando por Corolario |1 del Capitulo 2
y considerando que estamos en el contexto .#(, con la funcién de distribucién fy, entonces se
sigue . Del mismo corolario se sigue que la desigualdad es estricta si al menos una
de las desigualdades en lo es. [ ]

3.1.3. Regla de paro 6ptima bajo Hj: horizonte infinito

Nuevamente vamos a extender los resultados anteriores para el caso cuando el nimero de
etapas crece indefinidamente (N — oo) conocido como horizonte infinito, adaptado a nuestro
contexto de observaciones i.i.d. con (fy) y tamanos de grupos independientes.

Primero vamos a establecer condiciones que determinan que las reglas de paro que tra-
bajaremos son reglas convergentes a su respectiva funcién de Lagrange, es decir, se cumple
Nl:m LY (1) = Lo(1). Los siguientes tres lemas nos dardn las condiciones suficientes para esto.

oo

Cabe resaltar que para los siguientes dos lemas se considera un paramétro 6 cualquiera,
pero fijo.
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| Lema 7. |
Si para algin n € G*, k > 1 y alguna regla de paro v es tal que
Z PmEot m — 0 cuando r — oo, (3.37)
megr
entonces -
Epsti+ Y Y pmEosh = Eotlh. (3.38)
r=1 megr
Demostracién del Lema [17] Sea r cualquier nimero natural, entonces
megr megrtl
megr megr icg
= > pm(BEoth = > 0D Eoti i) = Y pm(Botls = Eotiy i) (3.39)
megr i€g megr

La tltima igualdad se debe a que » ;_; p(i) = 1 por la definicién de la distribuicién del grupo.
Por otro lado, por definicion (3.5) y dado que n € G¥, m € G" ei € G:

fam = b = (1= wn) o (L= ) (U= W) oo (1= U, ) =
_(1 - 7wbm) e (1 - %)(1 - wn,rm) e (1 - wn,mr—1)(1 - wn,m)
- (1 - @Z)m) T (1 - ¢n)(1 - ¢n,m1) T (1 - @Dn,mrq)(@bn,m)
tz’mi/}n’m = Sﬁ,m' (340)
Esto ltimo es por la definicién (3.6). Por tanto regresando a (3.39) y aplicando propiedades

del valor esperado Fjy se tiene que

Z meOSﬁ,m = Z meeti,m - Z meHtg;m- (341)

megr megr meGrtl

Al aplicar la suma desde r = 1 hasta r = k en ambos lados de (3.41)), se obtiene

k

k
Z Z meGS:Z}L,m - Z( Z meOt}ﬁ”m - Z anGti;,n)

r=1 megr r=1 megr megrtl
= > pmBoth = > pmEath (3.42)
meg megGk+1
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Pasando al limite en ([3.42)) cuando k — oo y con base en la hipdtesis (3.37]) entonces en el lado

derecho de la tdltima expresién tenemos,

i Z P EoS m = Z PmEotyy - (3.43)

r=1 megr meg

Por otro lado, aplicando las definiciones (3.5)) v (3.6)) a la igualdad (3.40]) y propiedades del
valor esperado para cualquier n € G* se obtiene que:

Epsly = Eotly = Y pmEollh - (3.44)
meg

Finalmente, sumando las expresiones (3.44)) y (3.43) respectivamente en ambos lados obtenemos
(13.38]). [

| Lema[8. |

Para una regla de paro
Z pmEgt?, — 0, cuandor — oo, (3.45)

megr

sty solo si

i > pmEpst, = 1. (3.46)

r=1 megr

Demostraciéon del Lema [18]

Supongamos que ([3.45)) se cumple. Ahora, repitiendo los pasos desde (3.39) a (3.42) del Lema
, pero con t¥, en lugar de t¥ . . sustituyendo en (3.43)) obtendremos:

> pmEost, = > pmEgth, = 1. (3.47)
r=1 megr meg

Esto tiltimo se debe a que t¥, = 1 para todo m € G por (3.5)). Por tanto (3.46)) est4 demostrada.
Ahora supongamos que (3.46| se satisface. Nuevamente, repitiendo los pasos de la demos-
traciéon del Lema [I7 se obtiene:

k
Z Z PmEgsy, = Z PmBoty, — Z PmEaty,. (3.48)

r=1 megr meg meghk+l

El lado izquierdo de (3.48]) tiende a 1, cuando k — oo, por hipétesis (3.46)). El primer término
del lado derecho también es igual a 1, por (3.5). Por lo tanto, el segundo término del lado

derecho de ([3.48)) tiende a 0, asi (3.45)) se satisface. [
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| Lema[9. |

Sea 1) € Fy tal que Ky(¢) < co. Entonces

Z pnc(n)Egt? — 0, cuando N — oo. (3.49)

negh

Demostracién del Lema
Sea 1) € Fy tal que Ky(¢) < co. Por definicién e hipétesis se tiene que

ji: j{: pn Ebs < 00,

k=1 negk

asi,
Z > pnc(n)Eyst, — 0, (3.50)
k=N negk

cuando N — oo. Sea ¢(n|N) = c¢(ny) + - - - + ¢(ny) para cualquier n € G¥ y k > N.
Se sigue del Lema [17] que

Z pnc(n)Eotﬁ = Z pnc(n) (Eosﬁ + i Z meOS:ﬁ,m>

neghN negN r=1 megr
< Z Z (n|N)pnEosy, < Z Z pnc(n)Egpst, — 0,
k=N negk k=N negk
cuando N — o0, esto tltimo en virtud de (3.50)). u

Antes de continuar recordemos del Capitulo 2 que cualquier regla de paro ¢ € .%; puede ser
truncada en el nivel N, de la siguiente manera: ¥~ = (wm, Ungs s WUny_ys 1, .. ) para toda
n = (ny,ny,...,ny_1) € G¥1. Debido a esto a cualquier regla de paro ¢ se le puede aplicar la
funcién de Lagrange Truncada (3.17) con LY (v) = LY (¢Y). De esta manera es facil determinar
(3.17) sin importar si la regla de paro ¥ es truncada o no.

Ahora si con base en los tres lemas anteriores estamos en posibilidad de demostrar que, en
este contexto de un problema de hipdtesis simples .#, toda regla de paro con tiempo de paro
finito es una regla truncable, o sea su funcién de Lagrange truncada converge a la funcién de
Lagrange general, cuando el nivel de truncamiento crece indefinidamente.
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| Teorema [14. |

Para cualquier regla de paro ) € Fy se tiene que

lim Ly () = Lo(¥), (3.51)

N—o0

donde Lo() se definid en (3.16])).

Demostracion del Teorema Supongamos primero que Lg(y)) < oo. Con base en las
definiciones de las funciones de Lagrange no truncada (3.16) y truncada (3.17)) se tiene:

Lo(z/») - LN(z/») =
Z Z pnEosy (c(n) + g(zn)) Z pnc(n)Egtl, — Z PrEotg(zn). (3.52)

k=N necgk neghN neghN

Debido a que Ly(v)) es convergente, ya que Lg()) < oo, el primer término de tiende
a cero, cuando N — co. Ademas, esto implica que K(¢)) < oo, entonces por Lema (véase
(3.49))), el segundo término de también tiende a cero cuando N — oc.

Finalmente, g(z) < A\ para toda z > 0. Asi,

Z PrEotlg(z,) < Ao Z prEote — 0, cuando N — oo.

negN negh

Esta 1ltima convergencia se sigue por el Lema porque por hipétesis ¥ € %, implica ((3.46)).
Asi se ha demostrado (3.51)) en el caso de que L(1)) < oo.

Ahora supongamos que Lg(¢)) = 0o, entonces

Z Z pnEost, (c(n) + g(zn)) — Lo(¢) = 0o, cuando N — oo,
k=1 negk
entonces (3.51)) se satisface en este caso también. ]

En este contexto de horizonte infinito estamos trabajando con reglas de paro truncables
(LY (v) — Lo(v)) bajo los miiltiplicadores de Lagrange fijos, entonces ahora ya podemos dedi-
carnos a determinar la cota inferior de la funcién Ly(1)), pero para esto es necesario definir los
limites de las funciones previamente truncadas.

92



3.1. Prueba secuencial aleatoria 6ptima en términos de la razén de
probabilidades

Con base en el Lema [16]se tiene que para cualesquiera r > 1y z > 0 las funciones V' (2)
y VN(z) definidas en (3.19)-(3.20) forman una sucesién {V,¥(z)}ns, acotada y decreciente
(respecto al nivel de truncamiento) de funciones VN(z) > VN*1(z) > 0 (por (3.21)), para
N > 1. Por lo tanto existe su limite cuando N — oco. Entonces para cualquier r > 1,

Vo(2) == lim V.¥(z). (3.53)

Con base en (3.53) v tomando el limite a (3.20)) cuando N — oo se obtiene que para
cualquier r > 1;

Vi) = min {g(=), T + JraVia (=) } (3.54)

Cabe mencionar que las relaciones y (3.54), al igual que las anteriores, traen consi-
go la dependencia de la distribucién del grupo de observaciones r en cuestion, debido a que
Viy... V... son v.a. solo independientes. En el caso de tener, ademas, tamanos de grupo
idénticamente distribuidos (i.d.), dicha dependencia no seré necesaria, como sera trabajada en
la siguiente seccion.

En el Lemal[13 (capitulo 2) o la férmula (2.124)) se encontré el infimo de la funcién de L 4 (v)),
ahora tendremos la cota respectiva para nuestra funcién Ly(v), cuya manera equivalente en
nuestro contexto .# es la siguiente.

| LemalRRQ. |

if Lo(v) =& + J1Vi(1). (3.55)

PEFo

Demostracién del Lema 20t Sean U = inf Lo(v) y Uy = inf LY (¥).
YeFo peFN

Debido al Teorema [12]y a (3.33)), Uy = & + J1V,V (1) para cualquier N = 1,2, .... Debido

a que ZFYN C %, entonces Uy > U para cualquier N = 1,2, ..., asi que A}im Uyx > U. Ahora
—00
se demostrara que Nh’m Uy ="U.
—00
Supongamos lo contario, i.e supongamos que Nh’m Un = U + 4¢ para algiin € > 0; entonces
—00

para alguna N suficientemente grande
Un > U + 3¢, (3.56)

Por definicién de U existe una regla de paro ¢ € Zy, tal que U < Lo(vp) < U + e. Por el
Teorema (14| L (1)) — Lo(%), cuando N — oo, entonces para un N suficientemente grande
LY (¢) < U + 2¢. Porque por definicién Uy < L' () tenemos que Uy < U + 2¢ para toda N

grande, lo cual contradice ([3.56]).
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Por lo tanto, U = lim Uy = ¢, + lim J,VN(1) = ¢ + J;1Vi(1). m
N—o00 N—o0

Es importante marcar dos cosas sobre el infimo anterior (parte derecha de ), por un
lado esta cota no depende de ninguna regla de paro v, mas para llegar a ella si se requiere
analizar las condiciones necesarias y/o suficientes de la estructura de la regla que la alcanza.
Por otro 1ad0 como ¢; < oo (por hipétesis los costos promedios de los grupos son finitos), y
ademas J; V(1 Zpl VEVI(Zn) < EoVi(Zy) < min{)g, \1} < 0o. Por lo tanto

meg

a + J1Vi(1) < oo. (3.57)

Condicién IT5°. (Estructura de la regla de paro éptima, bajo fy)

Una regla de paro 1 satisface la condicion IIF°, si para toda r > 1 y cualquier n € P,:

: ) n n_
Y Z {g (o) §cr+1+Jr+1Vr+1(zn)}’ sobre el conjunto 7)) N Ky, p"-c.t.p. (3.58)

Recordemos por que estamos en el contexto de un problema de pruebas de hipotesis
simples 4y = (Fy, P1, Py) , donde las observaciones de los grupos estén bajo Hy. En el Corolario
del capitulo 2 se demostrd, como un caso particular, que todas las reglas de paro truncables,
en este contexto (¢ € Tp), tienen un tiempo de paro finito (¢ € %) y viceversa, i.e. To = F.
Por lo tanto, otra cosa importante que marcar sobre las reglas de paro de .#, es que ademas de
reglas truncables tienen un tiempo de paro finito con probabilidad uno, bajo F,, en particular
la definida en ([3.58|).

| Teorema 5. |

Para cualquier 1 € %y se cumple que
Lo(¢) > &1 + JiVi(1). (3.59)

Se obtiene la igualdad en (3.59)), si ¢ satisface la condicion T15°.

Reciprocamente, si existe una igualdad en (3.59)) para alguna v € Fy, entonces 1 satis-
face la condicion II5°.
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Demostraciéon del Teorema [15k

Suficiencia: Sea ¢ € %, cualquier regla de paro. Para cualesquiera r = 1,2,...y z > 0 se
define

Q Z anEOS + g Zn anEOtw + V (Zzn)) (360)

k=1 neGk negr

(compadrese con ([3.25))). Ahora, por el Teorema de Convergencia Dominada (TCD) de Lebesgue,
se sigue que

lim QN (2) = @, (2). (3.61)

Por la misma razén (TCD), aplicando el limite cuando r — oo a ([3.27]) obtenemos que para
cualquier r > 1

Recordemos que el funcional Q,.(z), depende de la regla de paro v, y ademads este es finito.

Anélogamente a la obtencién de (3.31)) a partir de (3.27)), a través de los pasos (3.28) (3.29))
y (3.30), podemos obtener que existe una igualdad en (3.62)), si para toda n € P,

>
¢n < ]{g(zn) < Er+1+Jr+1Vr+1(zn)} (363)
p"-c.t.p. sobre TV N KZ. Al aplicar ([3.62)) repetidamente para r = 1,2, ..., obtenemos
Qr(1) > Qra(1) > --- > Qu(1) = & + J1Va(1). (3.64)

Se obtiene una sucesion de igualdades en (3.64]), para cualquier natural r, en el caso de que
se cumpla la condicién IIF (). En particular, si ¢ cumple la condicién II§°()), entonces para
todo natural r > 1 se tiene que:

Q:(1) = Z anEOS n) + g( Zn anEOtw )+ V(Zn)) =

k=1 negk negr

= —|—J1‘/1(1). (365)

De esto se sigue que Ky(1)) < oo, porque de lo contrario

lim Z > pnEosi(e(n) + g(zn)) = Ko(¥)

k=1 negGk

serfa infinito, y esto serfa una contradiccién con ([3.65)). Asi si Ky()) < 0o, entonces en virtud
del Lema [19]
Z prc(n)Egt — 0, cuando r — oo. (3.66)

negr
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Por lo tanto,
Z PrEot Vi (2,) < Ao Z pnEot? — 0, cuando r — oo, (3.67)
negr negr

porque por suposicion ¢ € F.

Por otro lado se sigue de (3.65)), (3.66) y (3.67)) que

lim z_: > pnEost(c(n) + g(zn)) = Lo(¥) = & + JiVA(1).

k=1 neg?

Esto demuestra la suficiencia del Teorema [15].

Necesidad: Ahora, pasando al limite ([3.26) cuando N — oo, se tiene que para cualquier
Y e Fy
Lo(¥) > Q(1) > Qr1(1) > - > Q1(1) = & + J1Vi(1), (3.68)

para toda r nimero natural. Ahora supongamos que existe una igualdad en para alguna
regla de paro ¢ € %,. Se sigue de que todas las desigualdades se convierten en igualdades,
entonces Q,11(1) = @,(1) para todo natural r. Esto implica nuevamente que se satisface la
condicién II3°(v). n

En el teorema anterior se ha demostrado que es necesario y suficiente que una regla de
paro cumpla la condicién II5° para que ella alcance el infimo de la funciéon de Lagrange L.
Ahora recordemos la notacion presente en la estructura de las reglas de paro definidas en dicha
condicion ([3.58]). Cada regla de paro se expande como:

pSn ST (3.69)

1
{g(zn) < Cr+1+Jr+1Vit1(2n) zn) < 5r+1+Jr+1Vr+1(2n)} ’

para toda r > 1 y cualquier n € P,.

Se reitera que en esta investigacion el experimento estadistico secuencial siempre parte (o
toma en cuenta) el primer grupo de observaciones de cualquier tamano, o sea, el experi-
mento siempre empieza con la etapa uno (r = 1). Es por ello que la estructura de las reglas
de paro en la condicion tienen sentido porque toman en comparacién, en cada etapa,
funciones que dependen de las observaciones en el grupo r y el siguiente (r + 1). Por ejemplo,
para la primera etapa r = 1, se analiza a las observaciones en este primer grupo, a través de la
razon z, mediante la funcién g(z,) con n € G. Se evalia nuevamente a z,, del primer grupo,
en ¢+ JoVa(z,) (obsérvese que en esta segunda funcién ya se consideran elementos del segundo
grupo como su costo promedio Gs), y el resultado de esta tltima evaluacién se comparard con
g(zn). Al comparar ambas evaluaciones se tienen tres alternativas.

(1) Si se da la desigualdad estricta g(zp) < ¢ + JoVa(2y), las dos indicadoras en (3.69) valdran
uno, y la regla ¢,, =1 con n € G; lo cual detendra al experimento, ya que el valor del primer
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grupo es menor que el segundo valor. (2) Si se da la igualdad entre g(z,) v ¢ + JoVa(zn),
entonces se tendrd una aleatorizacion de la regla de paro en esta etapa con 0 < ¢,, < 1, lo cual
indica que se puede continuar o parar el experimento. Finalmente, (3) si ¢+ J2Va(zy,) es menor
que g(zn), entonces ambas indicadoras en (3.69)) valen cero y 1, = 0 con n € G, y por tanto
se continua el experimento, ya que el segundo valor es menor que el del primero, por lo cual es
mejor continuar y tomar mas observaciones. Asi sucesivamente se continua para las siguientes
etapas r = 2,3, ..., si no hubo paro en la etapa previa.

Condicién (IT5°, Ay)

Una prueba secuencial (w, qb) satisface la condicion (II°, A, ), si ¢ cumple la condicion
II5° y para esta regla de paro, la regla ¢ cumple la condicion Ay.

El siguiente teorema establece condiciones necesarias y suficientes para que una prueba se-
cuencial satisfaga la condicién (IIF°, A,).

| Teorema [16. |

Si una prueba secuencial (Y*, ¢*) satisface la condicion (II§°, Ay~) entonces:

vreF y (3.70)
Lo(*,¢) = inf  Lo(¢.0). (371)

Ademas, si existe alguna prueba secuencial (V*, ¢*) € &g y tal que cumple (3.71)), en-
tonces (Y*, ¢*) satisface la condicion (IIF, Ay-).

Demostracién del Teorema [16k

Suficiencia: Sea (", ¢*) tal que cumple la condicién (II5°, Ay« ), entonces 1* satisface la con-
dicién II§°. De lo cual, debido a la Corolario 7| (Capitulo 2 o (2.107) con m = 1) aplicado a

nuestro contexto . se sigue que * € Z.

Por otro lado, debido que se cumple lo anterior (3.70)), a (3.15]), al Teorema [§} (Capitulo 2)
y a (10), se sigue que Lo(v",6%) = if Lo(v.¢") = inf Lo(v6).
Fo

(¥,¢)€60

Necesidad: Sea (*,¢*) una prueba con ¢¥* € Z, y tal que satisface (3.71). Entonces por
Teoremas , |§| (Capitulo 2) y (3.16]) se sigue que ¥* y ¢* cumplen las condiciones II§ y Ay
respectivamente. Por tanto, (¢*, ¢*) satisface la condicion (II°, Ay-). [ |
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Finalmente, en el siguiente lema se establece que es suficiente que una prueba secuencial
(¢*, ¢*) cumpla la condicién (HSO,AW) para que ella minimice el costo promedio total K
del experimento. Con esto se resuelve nuestro problema de optimizacién restringuido a las
probabilidades de error.

\ Corolario [12| ‘

Si una prueba secuencial (*, ¢*) satisface la condicion (Hg°, Aw*), entonces para cual-
quier otra prueba secuencial (Y, ¢) € Sq tal que

a(y,¢) <a(P,¢%) y B, ¢) <P, 97, (3.72)

se tiene que
Ko(v) = Ko(¥"). (3.73)

La desigualdad (3.73)) es estricta, si al menos una de las desigualdades en (3.72) lo es.

Demostracién del Corolario 12t

Dado (v*, ¢*) satisface la condicién (HSO,AW), entonces por la primera parte del Teorema

se tiene que Lo(y*, ¢*) = ” f;f)lfs L(v, ¢). Ahora dada otra prueba (¢, ¢) € &y cualquiera
»#)€60

que satisface las desigualdades (3.72)), por Corolario 1* (Capitulo 2) se sigue (3.73]). También
por este mismo corolario se tiene que la desigualdad (3.73]) es estricta, si al menos una de las

desigualdades en (3.72) lo es. [

En resumen, la estructura de las componentes de la prueba secuencial éptima (¢*, ¢*) es

I <yYr <I
{g(zn) < Er+1+Jr+1Vr+1(zn)} - 77Z)” - {g(zn) < 57-+1+Jr-+1Vr+1(Zn)}
(3.74)
I <¢;, <I ;
{)\O/)\1<Z'n} {)\0/>\1§2n}
para cadar = 1,2,... y n € P,. Esta prueba éptima es una generalizacién (aleatorizada) de

la estructura encontrada en la investigacién Popoca-Jiménez [Popoca, (2012)].
A continuacién vamos a reescribir las estructuras 6ptimas (3.74) en términos de la regién
de continuacion (o intervalos).
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3.1.4. Region de continuacién en términos de la razén de probabili-
dades

Como es costumbre en la estadistica cldsica y en las pruebas de hip6tesis (ain en las secuen-
ciales), es necesario determinar y establecer explicitamente la regién de rechazo y /o continuacién
de las pruebas estadisticas secuenciales 6ptimas. En nuestro caso aquella cuya estructura esta
en las condiciones A, y II§° (o su expansién (3.74)). Para determinar dicha regién se trabajard
primero con la estructura de la regla de paro éptima *, lo cual nos determinaré algunos inter-
valos, y finalmente con base en estos se establecerd la condicion de la decisién éptima ¢*.

Primero se desarrollard un anélisis de las propiedades de las funciones g(z) y J,V,(2) para
encontrar los puntos z, en donde se cumple la relacion g(z,) < Ga1 + Jrp1Vig1(2n) que esté
presente en la condicién IIF°, que determina a las reglas de paro éptimas. Después se reescri-
biran las estructuras de la regla de paro y la regla de decisiéon 6ptimas con base en dicho anélisis.

En toda esta seccién y lo que resta del capitulo vamos a suponer que se cumple la siguiente
condicién.

La hipdtesis (3.76)) del siguiente lema indica el crecimiento del costo total del experimento

conforme el nimero de grupos a su vez crece (k — o0); implicitamente, supone que no pueden
existir subsucesiones de tamanos de grupos con costos nulos.

| Lema PRIl |

Supongamos que se cumple
c1(vy) + co(ve) + -+« + cx(vg) —> 00 casi seguramente, cuando k — co.  (3.76)

Entonces
ci+C+ -+ —r o0, cuando k — oo. (3.77)

Demostracién del Lema 21k
Sea la variable aleatoria Sy := ¢;(v1) + ca(v2) + - - - + cx(vg). Por hipdtesis (3.76]) se sabe que

Sk — oo casi seguramente, de aqui se tiene que P(Sy > ¢) — 1 para todo ¢ > 0. Sea
k—o0 k—o00

Sy :=ES,=¢ +¢+ -+, Como ¢ > 0 para toda i > 1 entonces la suscesiéon {gk}k es
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monoétona creciente. Supongamos que lim Sy = L < oo.
k—o00

Aplicando la desigualdad de Markov, sea ¢ > 0 cualquiera entonces

P(Sk>C> < ﬂ<£

C C

/

1
Sin embargo, para ¢ = 2L, P(S;.C > c) < 5 Ppara toda k.

Lo cual contradice que P(Sk > c) k—> 1 para toda ¢ > 0. Por lo tanto S}, k—> Q. [ ]
—00 —0

Convencion:

= En lo subsiguiente se trabajaran funciones medibles v(z) que estaran definidas para todo

z € 0,00) y también para z = oo, esto tltimo a través del limite correspondiente cuando

2z — 00, es decir, v(00) := lim v(z). En general, esto no se explicitara en cada una de las
Z—00

definiciones, a menos que sea necesario.

» En este trabajo consideraremos una funcién F(z) creciente si y solo si F(z1) < F(z9),
para todo 0 < z; < 29, esto es, funcién no decreciente.

| Lemal22. |

Para cualesquiera N > r > 1 enteros, las funciones VN (2) y V,(2) definidas en (3.19)-
(3.20) v (3.53), respectivamente, todas poseen las siguientes propiedades:

(a) V;N(0) = V,(0) = 0;
(b) son concavas y continuas para todo z € [0, 00);
(c) son crecientes en el intervalo [0,00); y

(d) Si se cumple que (3.75)) entonces lim VN (z) = lim V,.(2) = )o.
Z—00

Z—00

Demostraciéon del Lema 22t
Sea N un nimero natural fijo.

(a) El hecho de que VN(0) = V,(0) =0 V N > r > 1 es ficilmente demostrable por in-
duccion inversa para r = N, ..., 1 y luego aplicando el limite cuando N — oo. Por tanto

VN (0) = V,(0) = 0.
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(b) Demostremos, también, por induccién inversa que V.V (z) y V,(z) son céncavas.
Sear = N.
V¥ (2) = g(2) es concava por ser el minimo de dos funciones céncavas (funciones lineales).

Hipétesis de Induccién: Supongamos que V.V (z) es céncava para cualquier r = N, ...2.
Es decir, supongamos que V 21, 22 € [0,00) y V a € [0, 1] se tiene

V() + (1 —a)V(z) < VN (az1 +(1- oz)zz). (3.78)

Primero demostraremos que las funciones J, V¥ () son céncavas para cualquier r = N, ..., 2.

Para cada m € G y 2™ fija, por (3.7§),
N fi' (™) N fi (=) N fi' (=)
aV, (zl I (xm)) + (1 —a)V; (zg () <V <azl +(1— a)zg) e )

Esta desigualdad se cumple para cualquiera z™. Ahora debido a que V¥ son funcio-
nes no negativas y medibles p™-c.t.p. podemos aplicar la definiciéon de esperanza y sus
propiedades, entonces:

R W O 1 R RN )
EyV; <1f6”(:1:m)>+(1 VEOV; <2f6”(xm)>§E0V” (( 1+ (1 )2) )

. las funciones EoVN (z?:g—img) son concavas ¥V r = N, ..., 2. Ademads, se sabe (Roc-
0

kafellar, 1972) que la suma de funciones céncavas es una funcién céncava, por tanto,

a ,VN(2) 4+ (1 — )], VN (%) =

= 0 Y ) EOVN< ;:gm;) 1) 3 plm EOVN< A ;)<

meg meg

Zpr(m) E VN ((0421 + (1 - 04)22) M) = VY (a21 + (1 - 04)22).

meg f(gn (Xm)

Por lo tanto las funciones JTVTN (z) son céoncavas V r = N, ..., 2.

Ahora, por definicién (3.20) V,(2) es el minimo entre funciones céncavas. Por tanto
VN (2) es también céncava. De lo cual V¥ (2) es concava para toda r = N, ..., 1.
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(c)

(d)

El limite puntual de una sucesién de funciones céncavas es una funcién céncava (Rocka-
fellar, 1972), asi que V,(z) = A}im V¥ (z) es también céncava para todo r > 1y por lo
—00

tanto J,.V,.(z) también es céncava.

Por tanto, para cualesquiera entero N > r > 1 las funciones V.V (z2), V;(2), J.V.V(2)
y J.V.(2) son céncavas, y por Rockafellar (1972, p.82) también son continuas para todo
z € (0,00).

De (a) se sabe que V.V (0) = 0 para toda N > r > 1, ahora para r fija se sabe que:

Vi(2) < g(2)
; N 7 —
= g s Qi) =0

Por otro lado, V¥ (z) > 0, asi que lim V¥ (z) = 0= VN (0).

z—07T
Por tanto, V.V (2) es continua en z = 0 para toda N > r > 1, del mismo modo J,V."(z)
es continua en z = 0.
Andlogamente V,.(z) < g(z) — 0 = V,.(0), cuando z — 0.
Por lo tanto las funciones V.V (2), J.VN(2), V.(2) v J.V;(z) son continuas en [0, 0o).

Por induccién inversa se demostrard que V.V (z) son crecientes para z € [0, 00).
Sear =N,
Vi'(2) = min {\g, \1z} es creciente.

Hipétesis de Induccion: Supongamos que V.V (z) es creciente para toda r = N, ..., 2.

Para cualesquiera X™ fija, por hipdtesis de induccién y debido a propiedades de la espe-
ranza se tiene que J,VN(z) es también creciente para toda r = N, ..., 2.

De lo cual y por VN (2) es el minimo entre dos funciones crecientes. Por tanto,
VN (2) es creciente para toda r = N, ..., 1.

El limite puntual de funciones crecientes es también creciente, por tal V,.(z) es creciente.
Por lo tanto las funciones V.V (2) y V,(z) son crecientes en el intervalo [0, c0) para cuales-
quiera N >r > 1.

Supongamos que se cumple (3.75). Por las propiedades anteriores y utilizando, nueva-
mente, induccién demostraremos que: lim VN(z) =Xy, VN >r > 1.
Z—00

Sear =N,
lim V'(2) = lim g(2) = lim (min {Xo, \1z}) = Xo.

Z—00 Z—00 Z—00
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Hipdtesis de induccion: Como N € N es fijo, supongamos que lim v (z) = )\ para alguna
Z—00
r=2N,...,2. Para cada m € G y X™ fijas se tiene:

, , ST (X™)
lim J,VN(z) = lim pr(m)E VN <z— ,
2—00 ( ) Z_momzeg ( ) 0 fén(Xm)
m Xm
= S i B (T v aque Xopm) < 1y TOD,
meg e o (xm) meg
m Xm
= ) p(m)Eg lim VN G%) . debido a (3.75) y TCD,
meg - fO <Xm>
= Ao, por hipdtesis de induccion.

Ahora para r — 1 y tomando el limite a la ecuacién (3.20)), cuando z — oo se tiene:

lim V,ﬁl(z) = Ilim [ml’n {g(z),ET + JTVTN(z)}} =min{ Ao, ¢ + Ao} = Ao-

Z—00 Z—00
Por tanto, V. r = N,...1, lim V¥ (z) = A.
Z—00

Debido a la monotonia de V.V se tiene que lim V,(z) = a, existe. Ahora aplicando (3.75)
Z—00
y el Teorema de convergencia dominada se sigue que lim J,V,(z) = a,. Pasando al limite
Z—>00
en la ecuacion (3.54)), cuando z — oo se tiene:

lim V,(z) = lim min{g(z), &1+ Jy1Vig1(2)}.
Z—00 Z—00
= a, = min{Xy, Gy1+ a1} < Ao, para r > 1. (3.79)

Si a, = Ao, para alguna r > 1, entonces a,_; = min{\g, ¢,_1 + Ao} = Ao, y obviamente
a; = Ao para cada ¢ < r.

Supongamos que existe un ntmero finito k tal que para todo i > k se tiene que a; =
Cir1+a;1 < Ap. Esto conlleva a una contradiccion porque en el caso de m > k se tendria
que:

m
Q) = Cpy1 + Q1 = Cpy1 + Cpq2 + Ay = -+ = E Cj + am < Ap.
j=k+1

Sin embargo, lo anterior contradice (3.77). Por lo tanto a, = A\g V7 > 1 i.e.
lim V,.(z) = A9, paratodar > 1. ]

Z—00

Ahora, para alguna r > 1, el operador J,.V,(z) estd definido para toda z € [0,00) (véase
(3.18)). Debido a la definicién de dicho operador y la relacién entre éste y las funciones V¥
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y V,, entonces con base en el Lema [22| dicho operador tiene las mismas caracteristicas de las
funciones V,.(z), a saber:

(1) JVi(0) = 0;

(2) J.V,(z) es céncava y continua para cada z € [0, 00),
(3) J.V,(z) es creciente en [0, 00), y

(4) Si que se cumple (3.75)), entonces zlggo J V. (2) = Xo.

(Véase la figura (3.1), grafica del operador J, V). Las demostraciones de las propiedades del
operador J,V, estan internamente en la demostracién del Lema [22]

Ao prmmmmmmememememeeesosoiiiiioo

0

Figura 3.1: Ejemplo de una grafica de J,.V,(z)

| LemaR23. |

Sear > 1, siz€[0,00) entonces J.V,(z) < g(z).

Demostracién del Lema
Aplicando la desigualdad de Jensen: Ep(X) < p(EX ) con p funcién concava. Sean m € G
cualquiera, z € [0,00) y X™ fijas, entonces:

EoVr <z%) <V (z E, %)

- v, ( / ) f{"(a:m)dum(xm)) <V ().
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Lo anterior se tiene para cualquier z € [0,00) y X™ fijas entonces:

=D ni(m)EV; ( ﬁ ) < p(m)V; (2) = Vi(2) < g(2).

meg

Por lo tanto, J,.V,.(2) < ¢g(z) para toda z € [0,00) y cualquier r > 1 fijo. u

Solo para puntualizar que, bajo la condicién , es posible considerar a cualesquiera de
las funciones anteriores en el punto z = oo como el valor limite, cuando z — oo, en cuyo caso
sera Aq, t.e.

g(oo) == lim g(z) = Ao y lim V,(2) = lim J,V,.(2) = A. (3.80)
Z—00 Z—00 Z—r 00
Con base en estas definiciones, si nuevamente consideramos que para alguna etapa r con su
grupo de observaciones z™ se tiene que fi*(z™) = 0y f*(z™) > 0 entonces, por definicién
(B-11)), 2, = o0; y por se tiene g(o0) = J,41V,1(00) = Ao, entonces aplicando esto a la
regla de paro éptima de se tendria que Tpy<z, 1470} < Vi < Iino<er 420}

Si el costo promedio del siguiente grupo es ¢,,.1 > 0 entonces ), = 1, lo mejor es parar
el experimento. Pero si ¢,.; = 0 entonces se tendria una aleatorizacién para la regla de paro
0 <y, < 1. Este ejemplo muestra que la definicién de la razén de verosimilitud dada en (3.11)),
es consistente en esta investigacién, ademds de que el tener costos promedios nulos (de grupos),
no es muy util, y en general, en la practica es extrano que haya costos nulos.

Definicién [30L
Para cualesquiera \g > 0y Ay > 0,

A
No=22

" (3.81)

El siguiente lema demuestra que si una funcién es convexa, entonces ella es creciente, y en
el momento en que la funciéon toma un valor positivo, entonces serd estrictamente creciente.

| Lemal2d. |

Sea F(2) una funcion convexa no negativa sobre {z > 0} tal que F(0) = 0. Entonces

para todo 0 < 2y < z9. La desigualdad en (3.82)) es estricta cuando F(z) > 0.
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Demostracién del Lema 24k

. 21
Sean cualesquiera 0 < z; < 29, entonces 0 < — < 1. Sea
22

z z
21:—122+ (1——1)0
Z9 Z9

Dado que F'(z) es convexa,

0<F(z) = F <j—:,22 + (1 - %)0) < i—;F(zz) + (1 - z—;)F(O) < F(z).
5.0< F(z1) < F(z). Si F(z) > 0, entonces la desigualdad serd estricta. [
Definicién B1l

Sean r > 1y z € [0,00) cualesquiera se define la funcién:
D) = g=)— Vi) (353)

Con base en que g(z) = min{\g, A;2} se puede determinar que :

D,(z) =

Mz — L Ve(2), siz<\
X — L Vi(z), siz> A\

Por un lado g(z) es un caso particular de las funciones V;(z), entonces tiene las mismas
propiedades de ellas. Por otro lado, con base en las propiedades de las funciones g y J,.V, con
r > 1 fijo, la funcién D, hereda las siguientes propiedades (véase Figura :

(1) D.(z) esta definida para todo z € [0, 00).
(2) Por Lemal3| D,(z) >0 Vze|[0,00).

(3) D,(0) =0 . Ademas si que se cumple (3.75)) entonces lim D, (z) = 0.
Z—00

(4) D,(z) es convexa en [0, 00) y por lo tanto continua para toda z (Rockafellar, 1972, p. 86).
Porque es la suma de dos funciones convexas, una lineal g(z) y otra convexa —J, 1V, 11(2).

(5) Siz < A entonces D,(z) es creciente.
Sean 0 < z; < 2z < A. Dado que D,(z) es convexa y D,(0) = 0, entonces se sigue del
Lema [24] que D, (z1) < D,(z2). Por tanto D,(z) es creciente para todo z < A.
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(6) Siz > X entonces D,(z) es decreciente.
Esto es porque dados A < z; < z3 y como J,.V,(2) es creciente, entonces:

JVi(z) < JVi(ze) = AXo—LVi(z1) > Ao — L Vi(22) =  D.(2z1) = Dy(22),
21 < 29 = Dr(22> < Dr(zl)-

(7) Finalmente, con base en (1), (6) y (5), D,(z) tiene un valor maximo en el punto z = A,
i. e. D,(\) es el valor méximo. De lo cual, la imagen de D, (z) es [0, D,(\)].

Ahora para un r > 1 fijo vamos a comparar a la funcién D,(z) con el costo promedio del
r + 1-ésimo grupo (¢,41) (3.3). Al comparar ambas funciones, se tienen tres casos:

(1) &rs1 < Drpa(N),  (2)Ga1 = Dry1(A) 0 (3) Ga1 > Dyya(N). (3.84)
R
D, (z)
D'r()\)' *********** ‘
0 A

Figura 3.2: Ejemplo de una gréfica de la funcién D,.(z)

Los casos (2) y (3) de (3.84), no serdn de interés en esta investigacién porque en ambos
casos no existird una regién de continuacion. En el caso ¢,11 = D,11()) solo existe un punto de
interseccion entre ambas funciones (véase Figura y por tanto aqui, debido a la estrucura
de la regla de paro, se tomara la regla aleatorizada 0 < ,, < 1. Sin embargo, para el caso
Cro1 > D,11()N), no existen puntos de interseccién entre las funciones porque D, 1(\) es el
valor maximo de la funcién y por tanto no existira regién de continuacién y este caso no es de
interés. Por tanto, solo nos enfocaremos en el analisis de ¢,41 < Dy41(N).

Por otro lado, también es importante aclarar el caso cuando el costo promedio es nulo del
grupo 7 + 1-ésimo. En general, sir > 1y ¢,41 = 0, la regla de paro indicard una aleatorizacion,
y en este caso conviene seguir tomando observaciones y pasar a la siguiente etapa, ya que en
dicha etapa no hay costo, y al tomar mas observaciones esto nos ayudara a su vez a que se
reduzcan las probabilidades de error. En la practica es dificil encontrarnos con situaciones en
las cuales no haya un costo por el grupo de observaciones, a menos que en dicho grupo no
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R R
Er+1' ”””””””””””””””””””
Er+1 - Dr+l()\) I e » N Dr+1()\)“
f z ;
0 A 0 A
Figura 3.3: ¢,11 = D,11(\) Figura 3.4: ¢,.11 > D,1()\)

haya observaciones y esto no genere un gasto. De hecho, en el Lema [21] hipétesis (3.76)) estamos
suponiendo que no se pueden dar subsucesiones de tamanos de grupos nulos. Por lo cual, no

sera desarrollado tedricamente el caso ¢,41 = 0. Por lo tanto, solo nos centraremos en el caso
cuando 0 < G471 < D,11(\) (véase figura |3.5)).

R
D 11(2)
Dyy1(N)T ‘
Crt1 /\
: z
0 A

Figura 3.5: 0 < ¢.41 < Dyy1(A)
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| LemaP5. |
Sea r > 1 fijo. Si se cumple que 0 < .11 < D,11(\) entonces existen unicos A, y B,
tales que:
Dyi1(A) =Cp1 con A, €(0,)) y (3.85)
D,y 1(B,) =¢41 con B, € (\ 00). (3.86)

Demostracién del Lema [25]

Se sabe que D, es creciente en el intervalo [0, \), D,1(\) es el valor méximo y 0 < €., <
D,+1(X). Por continuidad de D,,1, existe un punto A, € [0, ) tal que D,;1(A,) = €.41. Sin
embargo, A, # 0 ya que si A, = 0 entonces D,,1(0) = 0 = 41, contradiccién porque 0 < G, 41.
Por tanto A, € (0, ).

Por otro lado, D, es decreciente en el intervalo [\, 00) ¥ ¢41 < D,41(\). También, dado
que se cumple (3.75]), se tiene que 1im D, 1(z) = 0, entonces existe z € [\, 00) tal que D,,1(z) <
zZ—00

¢,11. De aqui se tiene:
DT+1<Z) < Er+1 < Dr+1()\).

Por la continuidad de D, existe B, € [\, 00) tal que D,1(B,) = ¢.41. Dado que ¢4 <
D,1()N), entonces B, # A, por tanto A < B, < z < 0.
De lo anterior se concluye que existen 0 < A, < A < B, < oo tales que D, 41(A,) = D,.1(B,) =

Crpr.

Ahora demostrard la unicidad de A, y B, respectivamente en su intervalo.
Supongamos que existe otro A/ € (0,\) con D, 1(A!) =¢41 y tal que Al # A,.
Sin perdida de generalidad (SPG) sea Al < A,. Sabemos que A, # 0y A, # 0 entonces
A/
0 <7 <1 Sea

Al Al
Al = (—’”)AT <1 _ —’“)0.
) UG
Sabemos que D, 11(z) es convexa en el intervalo [0, 00), entonces
!/ / !/

Dpyi(AL) = Drpy <(ﬁ_/:>Ar + <1 — ﬁ—:>O> < (%)DT-FI(AT) + (1 — i-:) D,11(0) < (%)ET—H'

r

/
_r

A

.
Entonces A/ = A,. Andlogamente se procede, si A, < A’. Por lo tanto A, es tnico.

_ _ . L, Al
Por tanto ¢,,; < Cri1, ademads ¢, # 0. Lo cual es una contradiccion porque 0 < T <1l
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Ahora supongamos que existe otro punto B!, € (), 00) tal que D, 1(B.) =¢,11y B. # B,.
SPG supongamos que B, < B, (analogamente se procede, si B, < B.).
Se sabe que 3 z > B, tal que D,1(z) < ¢.41 entonces se tiene B, < B, < z con base en esto
sean:

o =

z— B,
= 1— =T
z— Bl ( a) z— B!

donde 0 < a <1 entonces se puede escribir:

2 — B, B, - B! :—B, B, - B!
B et = D) =D () (Tg):)

Como D, es convexa en el intervalo [0, 00), entonces

2~ B, B, — B
Dea(B) < (= B;)DMBD + (Z_—B;)DM@
. 2~ B\_ B, — B
= e < (Sop)eat (S50) P
B, — B\ _ B, — B, _
<Z_—&>Cr+1 < <z——B;>DT+1(Z> = Gr1 < Dyya(2).

Lo cual es una contradiccién porque D,y1(2) < Gpyq.

Entonces B! = B, y por lo tanto el punto B, es tnico en (), 00). n

En el Lema [25 se demuestra que para r > 1 tal que 0 < .41 < D,41(A) (i.e. cuando los
costos promedios estan acotados), existen A, € (0,\) y B, € (A, 00) contantes unicas las cuales
satisfacen las siguientes ecuaciones:

9(4,) = G+ JVe (4)). (3.87)
9(Br) = C1+ JriViga (Br). (3.88)
Véase Figura|3.0|
| Lemal26l. |
Sear =1 fijo. Si A, y B, cumplen las ecuaciones (3.87)-(3.88)) respectivamente,
A, < z < B, siy solamente si g(z) > Gry1 + Jrp1Vir1(2). (3.89)
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Demostracién del Lema Supéngase que A, y B, cumplen las ecuaciones (3.87))-(13.88)),

respectivamente.
Necesidad: Si A, < z < X entonces D, 1(A,) < D,41(2) por ser D, creciente, pero como
A, es tnico entonces D, 11(A;) < Dyy1(2).

De aqui se sigue que ¢.41 < g(2) — Jr41Vip1(2)  y por tanto  G.41 + Jr41Vi(2) < g(2).

Andlogamente, si A < z < B,, como D, es decreciente, entonces D, 1(Byi1) < Dyy1(2),
sin embargo, por ser B, tnico entonces D, 1(B,11) < D,11(2). Delo cual ¢ 1+ J.11Vep1(2) <

9(2).
Por tanto:

si z € (A, B,) entonces €11+ Jr11Vir1(2) < g(2).

Suficiencia: Por otro lado si z € [O,AT] entonces sea z = (1 — a)A, para algin 0 < a < 1.
Se sabe que J,11V,11(0) = 0, entonces tomemos el segmento que va de 0 a z, como J,11V,41 es
concava.

JrVea(2) = oVt (1= @A) = (1= @)1 Via (4,) = (1= ) (9(A) = 1)
De lo cual
G+ JraiVe(2) 2 G+ (1—a) (9(Ar) - Er+1> = acyi1 + (1 —a)g(4;)
> (1-a)g(4,) = g((1-a)A,) = g(2)
si z € [O,AT} entonces ¢y1 + Jr1Vip1(2) > g(2).
Sea ahora z € [Br, oo), entonces B < z. Como J,41V,.11 es creciente y céncava, entonces

Jr11Veg1(Br) < Jr1Viga(2) = 0<J1Via(2) = Jra Ve (Br)
= 20 < SV (2) = S Ve (Br) + Ao

Por propiedades se sabe que g(BT) =X = ¢g(2), ya que A < B, < z. Entonces:

X < JraVi(z) — Jr+1Vr+1(Br) + Xo = 9(2) < Jri1Vig1(2) + Graa

9(2) 9(Br)

si z € [Br, o0) entonces Cri1 + Jrp1Vig1(z) > g(2).

Por lo tanto, si z ¢ (A, B,) entonces g(z) % €01 + Jr11Vir1(2). n
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R
Cri1 + Jrp1Vega(2)
11 S Vg
T —
a8 ()
—t— z
0 A XN B,

Figura 3.6: Ejemplo de regién de continuacién: intervalo (A, B;)

Con base en el Lema , tenemos su equivalente: si r > 1 tal que 0 < ¢..1 < D, 1(A),
z ¢ (AT, BT) — 9(2) <Gy + SV (2). (3.90)

Donde A,, B, son constantes tales que 0 < A, < A < B, < oo y cumplen las ecuaciones

(3-87)-(3.88)), respectivamente, véase Figura

| Corolario 3. |

Sea r > 1 cualquiera. St A,, B, son constantes tales que 0 < A, < A < B, < 00 gy
cumplen las ecuaciones (3.87))-(3.88)), respectivamente, entonces la prueba secuencial
optima (V*, ¢*) del Corolario|14 se reescribe como:

[{zne (4,.B.) } <1 =9, < I{Zne syt Y (3.91)

*

[{Br<zn} < ¢n < I{Brgzn}' (3.92)

Para cualquier n € P,.. Donde z, es la razén de verosimilitud definida en (3.11)) y A

estd en (3.81]).

Demostracién del Corolario [13}
Sean r > 1, n € G". De (3.74]) se tiene la estructura de la regla de paro 6ptima

I <Yl < .
{g(Zn) < Er+l+Jr+1‘/r+l(zn)} = lpn = {g(zn) < Er+1+Jr+1Vr+1(2n)}
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Con base en Lema [26] y (3.90) obtiene que:

Hogiansn} S ST s} = s} ST S 1L qun)

Ahora, supongamos que 17, = 1 para alguna etapa r fija con n € G", esto es ya hubo paro
en la etapa r, entonces z, ¢ [A,, B,]. De lo cual se sigue que z, < A, 0 B, < z,. Ademés, se
sabe que A,11 < A < B,41.

Si z, < A,, entonces z, < A, por tanto ]{KZ } =0= I{KZ } y de lo cual ¢}, = 0, esto

significa que la probabilidad de rechazar H es nula, i.e. en este caso se acepta Hy. Por tanto,
lo anterior también se sigue a través de I{B B } < ¢, < I{B _ }
r<Zn rEn

Ahora, si B, < z,, entonces A < z,:

*

I{)\<zn} S On < I{Agzn} = I{Br<zn} S On S I{Brszn}‘

de lo cual ¢, =1 (se rechaza Hy, a favor de Hy).

Finalmente, en los casos “limite” donde z,, = A, o z, = B, se tendra una aleatorizacion para
la regla de paro 0 < ¢}, < 1; sin embargo, la regla de decision en el primero sera ¢}, = 0 (no se
rechaza Hy), mas en el segundo caso limite también habra aleatorizacion para ¢,. |

113



CAPITULO 3. PRUEBA SECUENCIAL OPTIMA CON GRUPOS
ALEATORIOS Y OBSERVACIONES INDEPENDIENTES

3.2. Optimalidad de la prueba secuencial aleatoria de la
razén de probabilidades (RSPRT)

En esta seccién se van a aplicar los resultados de la seccion anterior al modelo en el cual
tanto las observaciones como los tamanos de los grupos son v.a independientes e idénticamente
distribuidas. Con base en esto vamos a caracterizar la estructura de las pruebas secuenciales
optimas por grupos en el caso del horizonte infinito. En particular, vamos a probar la optimali-
dad de la RSPRT (Random Sequential Probability Ratio Test) propuesta por Mukhopadhyay
y De Silva (2008) para grupos de tamano aleatorio. Este resultado se encuentra presentado en
el articulo Novikov & Popoca-Jiménez (2022) [Novikov-Popoca, (2022)].

Recordemos que estamos en el contexto de un problema de pruebas de hipdtesis simples
%0 = (P07P17P0)'

Dado que tenemos tamanos de grupos idénticamente distribuidos. Sea la funcién de proba-
bilidad comin de todos los tamanos de grupos P(v, = n) = p,(n) = p(n) para cualquier n € G
y r = 1,2.... Entonces de la seccién anterior se modificaran aquéllos elementos que tenian
el subindice r referente a la funcion de probabilidad de los tamanos de grupos; por ejemplo
el costo promedio del r-ésimo grupo serd ¢, = ), c(m)p(m) = c, esto es este costo serd el
mismo valor para cualquier grupo r > 1.

Existen tres constantes que estan involucradas en la construccion de las pruebas 6ptimas
de la seccion anterior las cuales son: ¢, A\g y A;. Es fécil ver que solo dos de ellas son suficientes
para obtener todas las pruebas secuenciales optimas del Teorema 3.

Sean ¢ > 0, A\ = )y y supongamos que A; = 1. La estructura de la prueba secuencial éptima
del Corolario [13| ahora adquirird una forma més simple. Nuevamente reescribiremos nuestros
términos anteriores con los cambios correspondientes.

La sucesién de funciones {V;(z)},>1 definidas en (3.19)-(3.20), ahora serén denotadas me-
diante las funciones py(z) con k = 0,1, ...,y a su vez el operador J,.V,(z) serd nombrado
con pi(z). La idea de esta nueva notacién ahora es que el indice de las nuevas funciones ird
creciendo, en lugar de decrecer.

Para cualquier z > 0, sea

po(2) = po(z;¢,A) = g(z;A) = min {A, 2} (3.93)
y recursivamente para k = 1,2,... y cualquier z > 0 sea
pe(2) = pr(z;¢,\) = min {g(z; A), ¢+ Zp(n)EopkH(zzn; ¢, )\)} (3.94)
neg
También se define
Pr(2) = pr(2; ¢, A) ZP VEopr(22n; ¢, A). (3.95)
neg
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(RSPRT)
Se sigue de y que
VN (2) = py_i(z;¢,N), 2>0, (3.96)
y de (3.18),
TN (2) = pn_r(z; ¢, N). (3.97)
Se define
p(2) = p(z;e,A) = lm p.(z5¢,4), 2 >0 (3.98)
Si tomamos el limite, cuando N — oo, en , entonces
Vi(z) = p(z;¢,N), 2 >0, (3.99)
para toda k =1,2,..., y debido a
JeVi(z) = p(z; ¢, M), z > 0. (3.100)
Asi, la regla de paro (3.58)) en la condicion II5° ahora se transforma en
Un 2 I{g(zn;)\) S ctp(znieN) ) (3.101)

asi la forma de las reglas de paro éptimas dependen tnicamente de si la desigualdad

9(z: ) < e+ p(z;¢,A), (3.102)

se cumple o no para z = z,, Ay c.
Antes que todo, es facil ver que si

A< et phe ), (3.103)

entonces implica que ¥, = 1 se detiene con n € G (i.e. la prueba éptima se detiene
después del primer grupo de observaciones). Por lo tanto, las pruebas secuenciales éptimas no
triviales solo se obtendran si

A>c+p(A; e N). (3.104)

Entonces ahora vamos a estudiar la condicion (3.104)). Para esto vamos a trabajar primero con
la siguiente funcién.

Definicién 32

Para cualesquiera z > 0, ¢ > 0 y A > 0 se define la funcion

R(zieN) = inf  (cBor® +Malib,0) + 2B(1.6)). (3.105)
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Se sigue del Teorema [15| y del Teorema [11] que, para toda ¢ >0y A > 0

R(1;¢,A) = c+ p(Lic, \). (3.106)

El siguiente lema muestra que (3.106)) es de hecho un caso particular de una relacién més
general.

| LemalR7. |

Para toda z>0,¢c>0y X >0

R(z;¢e,\) = c+ p(z; ¢, \). (3.107)

Demostracién del Lema Se sigue de ([3.105)) que

i c A
Raen) = = it (SEi+ 2at.0)+600.0))
= z(c/z+p(Lic/z,M/2)) = c+zp(lic/z, N /2). (3.108)

Con base en las definiciones ([3.93) - (3.95)) y (3.100)), no es dificil obtener que

zp(l;¢/z,M/2z) = p(z;¢,\) para toda z,¢, A > 0. (3.109)
Al aplicar (3.109)) en el lado derecho de (3.108]), se obtiene ([3.107)). |

| Lemal28. |

La funcién R(z;c,\) definida en (3.105) es cdncava y conjuntamente continua sobre
{z>0,¢>0,\>0}.

Demostracién del Lema 28k

Debido a que R definida en (3.105)) es el infimo de una familia de funciones lineales, entonces
es concava sobre {z > 0,¢ > 0, A > 0}, y de esto se sigue por el Teorema 10.1 de (Rockafellar,
1972) que es conjuntamente continua sobre {z > 0,¢ > 0, A > 0}.

Queda por demostrar que R(z;¢, \) es continua para cualquier punto ¢ = 0,A =00 z = 0.

La parte menos trivial es cuando ¢ =0con A > 0y z > 0.
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Sea k cualquier niimero natural fijo. Definimos la regla de paro ¢ de tal manera que s¥ = 1
para toda n € G*, y sea la regla de decisién ¢ con ¢, = Ii>x2), M€ G*. En lo siguiente
vamos a aplicar la desigualdad de Markov: P(|X| > a) < E(|X])/a con a > 0.

Aa(,¢) = )\Z Z anosﬁ@l =\ Z PnEodn., ya que para 1 # k, sfi =0,

i=1 negt negk
= A Z pnPO(Zn > )\/2’),
negr
< Vz Z anOZ}l/ 2 por desigualdad de Markov,
negk
= \/E( Z p(nq) (EOZEL{Q) e Z p(nk) (E0Z5£2)> por independencia de las v.a.
n1€G nLEG

= Vazrk, (3.110)

donde
r=> pnBoZy* <1

neg

Esta ultima desigualdad se tiene en virtud de la conocida distancia de Hellinger: donde para
fo v fi medidas de probabilidad absolutamente continuas respecto a la medida g,

(o 1) = [ (VA - VA@)di =1 [ VE@A@ du v 0 B (faf) <1

De lo cual E'OZ}L/2 = f01/2 f/gdu < 1, dado que se satisface (3.2)).
Anélogamente a ([3.110)), se tiene que:
B, ¢) =2 > paPi(Zy' > (M2)7") VA2 Y puFi 2, = VA2, (3.111)

negk negk

Sea € cualquier entero positivo. Tomando ¢ = 0 en (3.105)) y

k> (lne—ln (\/E))/lnr (3.112)

se obtine de (3.110) y (3.111)) que

R(z0,A) < A, ) + 2B, ) < 2e.

Debido a que € puede ser arbitariamente pequeno, de esto se sigue que R(z;0,A) = 0, para
cualesquiera z > 0, A > 0.

Ahora, para demostrar la continuidad en cualquier punto (z,0, ), con A,z > 0, primero
tomemos algunas sucesiones A\, — A, z, — 2, ¢, — 0, cuando n — oo.
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Nuevamente, sea ¢ > 0 cualquier nimero. Si k£ es suficientemente grande para satisfacer

(3.112)), entonces se tiene que
R(2p;¢ny An) < euk + Ana(, @) + 2, 8(10, @) < e

para toda n tal que |\, —A| <€, |z, —2| < €y, < €/k,estoes lim R(zp;cn, An) = R(2;0,\) =

n—oo
0.

Ahora, si A =0y z > 0, ¢ > 0, tomando la misma prueba secuencial (¢, ¢) definida al
principio, pero con k = 1, se obtiene que ¢, = I(.,,>0y = 1, y asi a(¢,¢) = 1y B(y,¢) = 0,
de este modo, R(z;¢,0) = w 1;)r)1f6 (CE()Tw + 2B(%, gzﬁ)) < c¢. Por otro lado, Eyty, > 1, entonces

,0)€60
R(z;¢,0) = c. Si, ahora (z,, ¢p, A\n) — (2,¢,0), as n — oo, entonces R(z,; ¢, A\n) < ¢+ A\ — ¢,

cuando n — oo. Por otra parte, R(z,;cn, A\n) = w isr)lfe (CnEOW + (o, ) + znﬁ(w,qﬁ)) >
,9)€60

¢n — ¢, cuando n — oo. Por tanto se obtiene la continuidad sobre {z > 0,¢ > 0, A\ = 0}.
Finalmente el caso cuando z = 0y ¢ > 0, A\ > 0 puede ser tratado anadlogamente. Por lo
tanto, R(z;¢c, \) es conjuntamente continua sobre {z > 0,¢ > 0, A > 0}. n

Con base en ([3.107)), es conveniente extender la definicién de p(z) = p(z;¢, A) (definida
inicialmente solo para nimeros positivos ¢, ) de tal manera que R(z; ¢, A) en (3.107) se satisfaga
para toda z > 0,¢ > 0, > 0, esto es definiendo p(z;¢,A\) = 0 siempre que alguno de sus
argumentos sea cero. De lo cual se plantea el siguiente corolario.

| Corolario 4. |

La funcion p(z;c, \) es concava y continua sobre {z >0, ¢ >0, A > 0}.

La demostracién de este Corolario [14] se sigue de los Lemas 27 y [28
Ahora, vamos a continuar con el andlisis de la condicién A > ¢+ p(A; ¢, ) (3.104). El si-

guiente lema es semejante en cuanto a contenido y estructura a los Lemas 25y [26] solo quitando
las distribuciones r de los tamanos de grupos para las constantes.
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| LemalR9. |

St se cumple que la condicion (3.75) entonces para cualesquiera nimeros positivos ¢ y
A que satisfacen la condicion X > ¢+ p(A;c, N) (3.104) existen numeros 0 < A < Ay
B > A, tales que

g(A;N) = c+p(A;e, ), g(B;A) = c+ p(B;c, A, (3.113)

Y
g(z;\) < c+p(z;e,\) paratodo 0<z< A ytoda z> B, (3.114)

Y
g(z; ) > c+p(z;¢,\)  para toda A<z < B. (3.115)

Demostracién del Lema 29t
Para cualesquiera ¢ > 0 y A > 0 se definen las funciones:

Di(z) = Di(z;¢,\) =z — p(z;¢,\) v Da(z) = Da(z;¢,\) = A — p(z;¢,\), para z > 0.

Se sigue obviamente que Di(\) = Do(A). En virtud del Corolario 14|y de las propiedades de
p(z; ¢, A) se tiene que Dy(z) y Da(z) son funciones convexas y continuas en [0, 00).
Ahora, aplicando la desigualdad de Jensen a la funciéon concava p,

ﬁ(Z) = anEop(zzn) < anIO(Z) = p(Z) < g<Z)7 (3‘116)

neg neg
ast g(z;A) — p(z;¢, A) = min { D1 (2), Da(2) } > 0.

En virtud del Lema si un nimero positivo ¢ es tal que ¢ < Dy () (lo cual es equivalente a
A > c+p(A; ¢, N)), entonces por la continuidad de Dy, existe un tinico A < A tal que D1(A) = ¢,
y Di(z) < ¢ para toda z < Ay Dy(z) > ¢ para toda z > A.

No es dificil deducir que (3.75)) implica lim Ds(z) = 0.
Z—00
De manera andloga a la propiedad de la funcién Dy, 810 < ¢ < Dq(A) = Dy (\), entonces exis-
te un unico numero B > A tal que Dy(B) = ¢,y Da(z) > cpara z < By Ds(z) < ¢ para z > B.

Por tanto, se obtienen (3.113)), (3.114) y (3.115)). n

Se sigue del Lema 29| que, si la condicion (3.75)) se cumple, entonces (3.101)) es equivalente a

Imeany <1 = Un < Iispe(any- (3.117)
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Esto es, cualquier prueba 6ptima, deducida en este trabajo, es una versién aleatorizada de la
prueba secuencial de razén de probabilidades (RSPRT) establecida por Mukopadhyay la cual,
en nuestros términos, puede ser descrita como (¢, ¢) donde

Un = Iingamy ¥ On=I>n) (3.118)

paratodan € G"yr > 1.

Obviamente, %, en es un caso particular de (3.117), y ¢y, satisface la estructura en
de la condicién A,. Ademds, en virtud del Teorema 3.1 en Mukhopadhyay, se tiene que
(¢, ¢) € & (los detalles se pueden encontrar en la demostracion del Teorema [17| que se verd a
continuacién). Consecuentemente, se sigue que la RSPRT es 6ptima en el sentido del Corolario
12l

De la misma manera, todas las pruebas secuenciales (1, ¢) tales que ¢ y ¢ satisfacen respec-
tivamente (3.117)) y (3.118) (para toda n € G" y r > 1) comparten la propiedad de optimalidad
que la RSPRT, cuando se cumple la condicién . En particular, obviamente, este es el
caso cuando las distribuciones hipotetizadas pertenecen a la familia exponencial (o Koopman-
Darmois).

Si la condicion (3.75]) no se satisface, las pruebas 6ptimas con sus reglas de paro (3.101)) no
necesariamente son del tipo RSPRT. Esto se puede ver en el siguiente ejemplo.

Consideremos una prueba secuencial con grupos de tamano uno, donde bajo Hy, la hipdtesis
de prueba, las observaciones siguen una distribucién uniforme [0, 1], mientras que bajo H; ellas
siguen una distribucién uniforme [0,0.5]. Para esta prueba se tiene que P ( fi(X) > O) =

00'5 ldx = 0.5. Sean ¢ = 1 y A = 2, con base en la definicion se tiene que po(z;1,2) =
9(z;2) = min {2, 2}.
Ahora de la definicién para py se sigue que:

po(z;1,2) = Zp(n)EOpo(zzn; 1,2) = Zp(n)Eo min {zz,,2},

neg neg
= p(n) i min {2z, 2} fo(z) dz + 1 0fo(x)dx |,
> o)
= Zp(n) min {2z,2}(0.5) = min {z, 1}.
neg

De (3.94)), p1(2;1,2) = min {g(z; 2), 1+ po(z; 1, 2)} = min { min {z,2},1 4 min {z, 1}}

Pero es facilmente desmostrable que min{z,2} < 1 + min{z,1} para toda z > 0. Por tan-
to p1(z;1,2) = min{z,2}. En general, con base en (3.98) para p(z) es facil demostrar que
p(zie,N) = p(2;1,2) = g(2;2) = min{z,2} y ¢+ p(z;¢,\) = 1+ p(2;1,2) = 1 + min{z, 1}.
Ahora consideremos la prueba (6ptima) correspondiente a (3.102)), con la desigualdad estricta.
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De aqui, inmediatamente, se sigue que, con las definiciones de arriba de g(z) y p(z), la con-
dicion se cumple si y solo si z < 2. Pero, consecuentemente, los valores de las razones
de probabilidad z1, 2s, . . . , 2, son, respectivamente, 2,4, 8,...,2% cuando X, Xs,..., X, < 0.5,
asf la prueba (que minimiza Kj) solo se detiene cuando, para el primer tiempo, X; > 0.5, de lo
cual z; = 0.

Se puede observar de este ejemplo, primero que la prueba que mininiza a Ky no es una
RSPRT (porque una RSPRT deberia parar también cuando z; > B > 0 lo cual no sucede, bajo
Hy, con una probabilidad positiva, asi, habria un error positivo «), y segundo, que, en ninguna
forma, esto minimiza a K7, porque bajo H; la regla nunca se detiene.

Sin embargo, el siguiente teorema muestra que, aun si no se satisface, no solo la
prueba RSPRT con ¢ que satisface , sino también su version aleatorizada v son
6ptimas en el sentido de Wald-Wolfowitz [Wald-Wolfowitz, (1948)], i.e. ellas minimizan el costo
promedio total bajo ambas hipdtesis Hy vy H;, dadas las restricciones en las probabilidades de
error.

| Lema[30. |

Sean A y B tales que 0 < A < B < 00. Entonces existen \ y ¢, tales que A <A< By
c > 0 y las ecuaciones en (3.113)) se satisfacen.

Demostracién del Lema
Sean A y B tales que 0 < A < B < oo. Para cualquier A\ € [A, B], definimos ¢ = ¢(\) como
una solucion de la ecuacién

c+ p(A;c,\) = A. (3.119)

La existencia de una unica solucién ¢ = ¢(\) de se sigue del hecho de que el lado
izquierdo de (3.119)) es una funcién continua y estrictamente creciente de ¢ que toma valores
en el intervalo [0, 00).

Es mads, la funcién ¢()\) es también continua respecto a A, como una funcién implicita
de (3.119), definida mediante una funcién que es continua en todas sus variables (debido al
Corolario [14). Ademds, ¢(\) > 0 para toda A € [A, B], porque de lo contario esto implicarfa en
virtud de (3.119) que p(A;0,\) = A, i.e. A =0, lo cual es una contradiccion.

Ahora, definamos

G(N) =X = p(B;c(N), ) — c(N),

la cual es una funcién continua de A, ya que es una resta de funciones continuas.
Se demostrara que

G(A) <0 y G(B)>o. (3.120)
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De hecho,
G(A) = A—p(B;c(A), A) —c(A) < A—p(A;c(A), A) — ¢(A) =0,
(debido a ([3.119)).
Ahora se demostrara que
G(B) =B — p(B;c¢(B),B) —¢(B) > 0.
Tomando en cuenta, por ,
o(B) + p(A; e(B), B) = A,

se puede observar que (3.122]) es equivalente a

B — p(B;e(B), B) > A— j5(A; ¢(B), B).

(3.121)

(3.122)

(3.123)

Debido a que F(z) = z— p(z; ¢(B), B) satisface la condicién del Lema [24] lo contrario a (3.123)
deberfa implicar que F(A) = 0, esto es, A — p(A;c(B), B) =0, o, en vista de (3.119), ¢(B) = 0,

es una contradiccion.

Asi, (3.120)) estd demostrada, por tanto existe A € [A, B) tal que G(\) = 0, es decir, se ha

encontrado A € [A, B) y ¢ = ¢(\) > 0 tales que
ct+p(A;e,A)=A y c+p(Bic,\) = A,

lo cual es equivalente a ([3.113)). |
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| Teorema [T7. |

Sean A < B dos contantes positivas. Sea ¢ cualquier regla de paro que satisface que

Ioneany < 1= ¥n < Iipera (3.124)
para todam € GF yk=1,2,..., y sea ¢ una regla de decision definida como
On = Iz, >B} (3.125)

para todan € G*¥ yk=1,2,....
Entonces (¢, ¢) € Sy N &y, y esta prueba es dptima en el siguiente sentido: para
cualquier prueba secuencial (', ¢') € &y N Sy tal que

aW,¢) <o, ¢) y B, ¢) < B, ¢) (3.126)

se tiene que
Ko(¥) < Ko(¥') vy Ki(¥) < Ki(¥). (3.127)

Ambas desigualdades en (3.127)) son estrictas, si al menos una de las desigualdades en
(13.126)) es estricta.

Demostracién del Teorema [17]

Con base en los Lemas se tiene que la condicién IIF°(v)) se satisface. La condicién Ay
también se satisface debido a que B > \. Para aplicar el Corolario falta demostrar que
(1, 9) € Sy, i.e. que

Z pnEoty = Po(t¥ > k) = 0, cuando k — oo. (3.128)

negk

Esto se sigue del Teorema 3.1 de Mukhopadhyay [Mukhopadhyay-De Silva, (2008)] que in-
dica que existen @ > 0y 0 < r < 1 tales que Py(7¥ > k) < ar® para todo ntimero
natural k, de modo que se satisface. Las condiciones del Teorema de Mukopadhyay
[Mukhopadhyay-De Silva, (2008)] se satisfacen por las suposiciones de nuestro modelo y por
B2).

Aqui, por el Corolario [12] la prueba (¢, ¢) tiene un valor minimo para Ko(¢) entre todas
las pruebas secuenciales (1, ¢') que satisfacen las restricciones sobre las probabilidades
de error.

Para demostrar que esta misma prueba minimiza a K;(), podemos aplicar nuevamente
el Lema [30, solo intercambiando las distribuciones hipotetizadas. Consideremos dos hipotesis
simples H|, : “la verdadera distribucién estd dada por f,”vs H; : “la distribucién corresponde

a fo” .
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De una manera natural, cualquier prueba secuencial (¢, ¢) que satisface (3.124) y (3.125)
es inmediatamente adaptada al problema de pruebas de hipdtesis H{ vs. Hi:

U (a™) = Pn(a™) vy @p(a™) =1 = dn(a™), (3.129)

de modo que

ypSt-vn s (3.130)

1{2516(3,1714, {z,:le[Bfl,Afl}}’

On = Iiop1y (3.131)

paratodan € GFy k=1,2,....
Sean o/ y ' la notacién de las probabilidades de error en el problema de prueba H| vs. H]
y K el costo promedio de observaciones, bajo Hj. Entonces, obviamente,

(7, 07) =B, 9), v B, ¢") = 9), (3.132)
y Ko(9") = Ki(4).

Ahora aplicando el Lema [30] al problema de prueba H{ vs. H] en la misma manera en como
se aplicé al problema de prueba Hj vs. Hy, entonces obtendremos, mediante el Coralario
que (¢, ¢) minimiza a K;(1) entre todas las pruebas secuenciales (¢, ¢’) € &1 que satisfacen

(B121). .

La propiedad de optimalidad establecida en el Teorema [17], en el caso de una observacién
por grupo, es conocida como la optimalidad de la SPRT demostrada por Wald-Wolfowitz (véase
[Mukhopadhyay-De Silva, (2008)]). A su vez, Burkholder y Wijsman demostrarén que todas las
SPRT “extendidas”, i.e. aquellas que admiten una decisién aleatorizada entre parar y conti-
nuar para el caso z, = A o z, = B, comparten la misma propiedad de optimalidad que la
SPRT, [Burkholder-Wijisman, (1963)]. Nuestro Teorema |17] establece lo mismo, pero para el
caso de pruebas secuenciales con grupos de tamano aleatorio: pruebas secuenciales por grupos
“extendidas”, i.e. aquéllas con reglas de paro que satisfacen (3.124]), minimizando asi el costo
promedio total del experimento tanto bajo Hy como bajo H;.

De manera muy parecida al caso clasico, de una observacién por grupo, no se permite ha-
cer observaciones, cuando 1 € [A, B], solo en el caso significativo para la RSPRT, porque en
cualquier otro caso una prueba trivial (la que sin ninguna observacién acepta o rechaza Hy en
dependencia si 1 < A o 1 > B) se desempena mejor que las pruebas éptimas del Teorema
(min{1,\} < ¢+ p(1;¢,A) en términos de la regla de paro del Teorema [15)).

Finalmente, para esta prueba (1*, ¢*), generalizacién de la RSPRT, tomemos su tiempo de
paro asociado. Sea

™" = min {k 27y ¢ (A, B)} (3.133)
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Este tiempo de paro tiene el mismo sentido practico que el trabajado en

([Mukhopadhyay-De Silva, (2008)] p. 434). Dicho tiempo esté directamente asociado a la regla
de paro v*, debido a que cuando ella se detiene (Zn ¢ (A, B)) se tendra un tiempo de paro
optimo E]

20 un minimo de grupos observados en el experimento.
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CAPITULO 4
CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

En esta ultima parte vamos a recapitular todos los resultados encontrados en esta extensa
exploracion, y a su vez establecer algunas de las propuestas y/o perspectivas para continuar
con la investigacién en cada caso.

Antes que nada, recordemos que en el andlisis secuencial clésico, el estudio de las observa-
ciones se realiza a través de etapas usualmente tomadas de una por una o de un tamano fijo
en cada etapa. En el primer contexto, existe la prueba secuencial 6ptima, llamada SPRT, la
cual conlleva a un tiempo de paro (7), en promedio, menor que cualquier otra prueba atin en el
contexto clasico estadistico. En general, los métodos secuenciales conducen a ahorros en tamano
de la muestra, tiempo y costo en comparacion con los procedimientos estandar de muestras fijas.

En esta investigacion, las observaciones fueron consideradas en grupos de tamano alea-
torio, esto es cada grupo de observaciones puede tener un tamano indeterminado de etapa
en etapa (incluyendo tamano cero). Anteriormente, se mencioné céomo algunas aplicaciones
estdn considerando en sus investigaciones a grupos de diferente tamano en cada etapa (no
necesariamente aleatorio), tales como: andlisis clinicos en la industria farmacéutica (véanse,
[Bartroft, et al, (2013)] y [Jennison-Turnbull, (1999)], estudios en control de calidad, entre otros.
Una ventaja significativa para estas aplicaciones es el hecho de tener procedimientos tedricos y
practicos con grupos aleatorios que les “garantice” costos promedios minimos del experimento,
y/o también, tiempos de paro y observaciones menores. Es por esto que es muy importante que
el resultado tedrico aqui presentado sobre las estructuras de las pruebas secuenciales 6éptimas
sean implementadas, al menos numéricamente para alguna distribuicién en particular (bino-
mial, uniforme, normal, etc.), y a su vez poder determinar caracteristicas propias de la prueba
misma como: probabilidades de error, potencia de la prueba, regiéon de contiuacién, eficiencia,
etc. Actuamente debido a la crisis sanitaria que se generd en los anos pasados por la pandemia,
el estudio 6ptimo de tratamientos farmacéuticos es de suma importancia para su investigacién.
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Otra exploracién que surge para las pruebas 6ptimas encontradas es precisamente investigar
las caracteristicas propias de la misma como la potencia tedrica de la prueba, la eficiencia de
la misma, etc.

En el capitulo 2, se logré6 demostrar y dar la estructura de la prueba secuencial 6ptima
tanto para un horizonte finito, como para uno infinito, con grupos de tamano aleatorio (sec-
ciones 2.1.2 y 2.1.3, respectivamente). Estructuras éptimas que conllevan a un costo promedio
del experimento menor que cualquier otra prueba secuencial que tenga probabilidades de error
menores que la primera. Las estructuras encontradas de la prueba déptima (finita y no finita)
consideran, en primera instancia, a las observaciones sin suponer que éstas son idenpendien-
tes. Este hecho da una importancia fuerte al trabajo establecido debido a que, generalmente
en las aplicaciones, se consideran observaciones independientes, aun cuando en la “realidad”
esta suposicién no necesariamente es posible. Por tanto, para futuras investigaciones dicha es-
tructura optima establecida podria ser aplicada, en particular para algunas distribuciones de
probabilidad especificas, tales como la Bernoulli, Binomial y Normal o cualquier otra de interés.

Otro resultado importante del capitulo 2, seccion 2.1, fue que para el caso truncado, se de-
mostr6 que el método de multiplicadores de Lagrange “generalizado” (aplicado a este estudio)
es un método necesario y suficiente para demostrar que la funcién objetivo (costo promedio K)
alcanza un minimo, comparada con aquellas pruebas que tienen respectivas probabilidades de
error tipo I y IT menores. Usualmente, el método de Lagrange se aplicaba, en la mayoria de las
investigaciones cldsicas de la estadistica (ain en la frecuentista), para demostrar la optimali-
dad de una funcién con restricciones (véase Teorema |1} p. 22). Es decir, es suficiente tener el
infimo de una funcién sin restricciones para obtener el minimo de una de sus componentes (o
problema con restricciones). Este resultado estd basado en lo que Wald llamaba admisibilidad
de una prueba. No obstante, en nuestro trabajo, hemos demostrado, para el caso truncado, que
también es necesario tener el infimo de la funciéon “generalizada” de Lagrange, para demostrar
que se obtendrd el minimo de una de sus componentes (véase Teorema [0 p.48). Aqui surgen
algunas preguntas aun sin responder, como por ejemplo, para el caso con horizonte infinito ;es
posible encontrar condiciones necesarias para demostrar la optimalidad del problema con res-
tricciones? o aun para el caso truncado se podria hacer un andlisis mas profundo de los posibles
resultados del Teorema [0, que por falta de tiempo aqui no pudimos realizar. Todo lo relacio-
nado con el método de Lagrange tiene como detalles a sus multiplicadores Ay > 0y A\; > 0,
los cuales fueron valores cualesquiera, pero fijos durante todos los procedimientos. Mas quedan
pendientes preguntas de investigacion como: ;jes posible variar estos multiplicadores para en-
contrar también la estructura éptima? ya sea jpara el caso finito o infinito? Estas preguntas atin
necesitan ser analizadas. Tampoco fue posible hacer un anélisis sobre cuando el problema solo
tiene una restriccién, por ejemplo cuando solo se quiere minimizar el error tipo I « restringui-
do al error tipo II 5. Esto también es un caso particular del método “generalizado” de Lagrange.

En la seccién 2.1.3, (regla de paro 6ptima: caso no truncado), ademds de encontrar la es-
tructura éptima de la regla de paro que conlleva a un costo promedio minimo; se demostro
que el problema de Riesgo Bayesiano se puede ver como caso particular de nuestra funcion
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de Lagrange (véase, Corolario , p. 61), solo considerando a la tercera distribucién como una
combinacion convexa de las primeras dos distribuciones, es decir para un problema de pruebas
de hipdtesis Bayesiano (PO, P, 7Py + (1 —7)P;) con 7 € [0,1] se tiene que toda regla de paro
en este contexto es truncable (i.e. su funcién de Langrange truncada converge a la Lagrange
no truncada). Este pequenio resultado importante, podria ser también andlizado més profun-
damente para las aplicaciones Bayesianas, de hecho nuestros resultados 6ptimos podrian ser
andlizados en dicho contexto. Cabe mencionar que aunque nuestro trabajo esta en el contexto
frecuentista, el analisis secuencial se aplica tanto a la estadistica frecuentista como a la Ba-
yesiana, y con el resultado del corolario 7| se muestra la importancia de ambas areas para el
desarrollo de la propia estadistica.

En la seccion 2.2, se reescribié la estructura de la prueba éptima truncada para la resolucion
del problema de Kiefer-Weiss con observaciones i.i.d. y tamanos de grupos aleatorios e inde-
pendientes, bajo un contexto de un problema de hipdtesis simples. Resultado que no se habia
trabajado en la literatura encontrada. En particular, se consideraron a las tres distribuciones
de probabilidad pertenecientes a la misma familia exponencial, donde el tercer pardmetro se
encuentra entre los otros dos (6p < 6 < 6;). Entonces, dado que se trabajaron con las condicio-
nes “clasicas” de este problema, ahora también surgen las preguntas sobre la generalizacion de
los resultados, tales como: si se puede trabajar con observaciones solo independientes (sin que
sean i.d.), si se puede analizar la escritura de la prueba éptima para el caso no trucando (i.e. el
problema K-W para el horizonte infinito); esto para el caso cuando el tercer pardmetro 6 esté
fuera del intervalo (6, 6;). Qué aplicaciones se podrian tener; si se puede resolver el problema
para otro tipo de familia paramétrica o en general si las distribuciones pueden pertenecer a dife-
rentes familias paramétricas. Finalmente, es importante realizar aplicaciones de los resultados
encontrados de manera numérica o computacional para casos particulares con ciertas distri-
buciones como: Bernoulli (como se realizé en el trabajo de |[Novikov, et al, (2022)]), normal u
otras. Para esta pequena seccion 2.2 se pueden tomar una serie de variaciones respecto a las
condiciones iniciales que pueden conllevar a investigaciones futuras.

Finalmente, la cereza del pastel de toda esta ardua investigacién es el capitulo 3, en parti-
cular la seccion 3.2 en donde se da respuesta a la investigacion planteada en 2008 por Mukho-
padhyay & De Silva, pionera del planteamiento tedrico del uso de grupos de tamano aleatorio
y de la prueba secuencial aleatoria de la razén de probabilidades (RSPRT). En dicha investi-
gacion se deja abierta la pregunta de la optimalidad de la RSPRT. Nosotros en, esta seccion,
demostramos que una prueba aleatoriza 6ptima donde la RSPRT es un caso particular. Esta
generalizacién de la RSPRT es 6ptima en el sentido de que minimiza el costo promedio del
experimento tanto para la hipdtesis nula Hy y como para la hipdtesis H; (véase Teorema
p.128). Donde ademads se presenta la estructura de la prueba 6ptima en términos de la razén
de verosimilitud z = fy/f; v de las constantes A y B que definen la regién de continuacién (o
rechazo) para dicha prueba. Para este importante resultado tedrico, lo primero y mads intere-
sante deberia ser el estudiar sus aplicaciones, ya que existen varias dreas de investigacién en
las cuales se pudiera aplicar, como en la teoria de juegos, en analisis clinicos, en psicologia so-
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cial, en técnicas de confiabilidad, etc. En dichas aplicaciones se podrian especificar a su vez los
paramtros de estudio representados bajo las hipotesis a constrastar. Es decir, estudiar la estruc-
tura de la prueba optima aplicada a distribuciones particulares como por ejemplo, distribuiones
Bernoulli, binomial, uniforme, normal, exponencial, entre otras. Es importante mencionar que
en esta parte del trabajo no se consider6 a las distribuciones en una familia de distribucién en
particular, de hecho en investigaciones previas [Popoca, (2012)] si se consideran distribuciones
finitas, mas en esta seccion solo se tomaron a las observaciones y los tamanos de grupos como
iid.

Cabe mencionar, que en la literatura encontrada se trabaja con problemas de hipotesis sim-
ples, pero también cabria preguntarse por una investigacién futura que involucrase pruebas de
hipétesis no simples.
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