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INTRODUCCION 

Cuando se tiene un operador T E B ( X ) ,  donde B ( X )  es el álgebra de 
Banach de todos los operadores acotados que  van  de X en X ,  con X un 
espacio de Banach complejo, el espectro de T se  define  como 

a(T) = {X E C : T - XI no  es invertible en B ( X ) } .  

Se conocen muy  bien  sus  propiednd cr es  como 

ii) a(T) es un subconjunto compacto de C 

iii) a(T) satisface la propiedad de mapeo espectral, es decir 

P ( 4 9  == a(P(T)) ,  

donde p cs m polinomio  con  coeficientes  complejos. 

También se define, para este espectro un cálculo operacional, a través de 
la expresión 
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f ( T )  = - J (T  - Xr)- ’ f (x)dX,  

donde y es una curva rectificable tal que a(T)  C y y J’ holomorfa. 

En los aiios 50’as, con  los trabajos de R. Arens, A. Calderon y también 
de L. Waelbroeck, se  generaliza  el concepto de espectro para una n-ada de 
operadores y se inicia propiamente la teoría espectral multivariable. A partir 
de estos aiios aparecen varias clases de espectros (llamados espectros com- 
binados), y se  puede decir que hasta 1970, con  los trabajos de J.L. Taylor, 
se inicia el  “despegue”  de esta  teoría, pues  su espectro permitió definir un 
cálculo operacional. 

En este  trabajo consideramos tres espectros combinados: El  espectro pun- 
tual aproximativo r, el espectro de Harte OH y el espectro de Taylor 07. Estos 
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espectros, como  veremos,  cumplen  propiedades similares a las del espectro 
de  un sólo operador o(?'). Así si o* es cualquiera de estos tres espectros 
tenemos que 

ii) o,(T1, T2, .  , T'l) es un subconjunto compacto de C". 

iii) Si 7' cs XI sólo operador o,(T) = o(T). 

iv) (T, (T1, T2, , T,) satisface la propiedad de mapeo espectral 

p(o*(T1,"2,...,'r,,)) = a*(p(?;,G,*-,'lln)), 

donde 2'1, T2, e , T,, conmutan entre sí. 

La propiedad de mapeo espectral, es de especial interés en este  trabajo. 
Cuando A es un álgebra conmutativa con unidad, con la  teoría de Gelfand 
se demuestra que 

P h I  ( 4  1 = OH ( P ( 4 )  3 

para toda n = ( a l ,  a2, , a,) E A". Cuando A no  es conmutativa el espectro 
de Harte puede  ser  vacío y la igualdad anterior no sería cierta, sin embargo, 
como lo demostramos en este trabajo, si  los a l ,  n2, e , a, conmutan entre sí 
la igualdad sigue  siendo válida. 

El espectro puntual aproximativo, en este trabajo lo  definimos intro- 
duciendo el concepto de divisor  topoiógico de cero, lo  que nospermite de- 
mostmr de  ma manera más sencilla la importante contencitjn 

a(oH(a)) c n ( a )  n .ro(a), 

donde TI y TO son los espectros puntual aproximativo izquierdo y derecho 
respectivamente y u = al E A. De  hecho  el  primer capítulo lo dedicamos 
al estudio de los divisores  topológicos de cero, como  lo  veremos  en su mo- 
mento es fundamental la demostración, que  hacemos  en este  capítulo, de la 
equivalencia 

T es un divisor  topológico  común  derecho de cero @ 

T' es un divisor  topológico com6n izquierdo  de cero, 
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donde T' es  el  conjugado  de T. 

L a  propiedad  de  mapeo  espectral  para  el  espectro  puntual  aproximativo, 
Harte  no  la  demostró. Sin  embargo  podemos  probar esto  basados  en  que 
cumple  la  propiedad  de proyección. Esta  propiedad,  que enunciamos  a  con- 
tinuación,  implica la propiedad de mapeo  espectral.  (ver  apéndice). 

Propiedad  de proyección. Sea P : C" - C' la función  polinomial 

y  sea IS* uno  de los espectros CTH, T o 07,  diremos que o* cumple la 
propiedad  de proyección si 

Para el espectro  de Taylor demostramos  la  propiedad  de proyección si- 
guienda el camino  que  siguieron Slodkowski y Zelazko (ver { 14}), para  una 
proyección particular,  y luego la  demostramos  para  cualquier proyección. De 
esta  manera concluimos el teorema  del  mapeo  espectral para el espectro  de 
Taylor. 

Como  veremos,  (Teorema 3.14), bajo ciertas  restricciones el espectro  de 
Taylor está  contenido  en el  espectro  de  Harte, sin  embargo,  en  general  las 
contenciones 07 C ISH y ISH C ~77 siguen  siendo  un  problema aún  no re- 
suelto.  La  demostración  de  estas  contenciones  repercutiría  sobre  el  cálculo 
operacional  para el  espectro  de  Harte y simplificaría  muchas  cuestiones  sobre 
el  espectro  de  Taylor, pues  su tratamiento homológico hace qne su desarrollo 
sea  particularmente más  complicado. 

En el capítulo 1, como lo  apuntamos  previamente,  estudiamos los divi- 
sores  topológicos  de  cero. Los conceptos  que  presentamos  así  como resultados 
tan  importantes como los teoremas 1.4, 1.5 y 1.12 o la  equivalencia (1.13) son 
básicas  en  el  desarrollo  de los espectros  de  Harte y puntual  aproximativo. 

Eli el capítulo 2 se presentsn, precisamente, los espectros  de  Harte  y  pun- 
tual  aproximativo. Como habíamos  dicho, sus propiedades  similares  a  las  del 
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espectro usual de  un elemento, son demostradas y queda de manifiesto la  uti- 
lidad de la propiedad de  proyección (Teoremas 2.15 y 2.16) como herramienta 
para demostrar el teorema de mapeo espectral. 

En  el capítulo 3 le toca turno al espectro de Taylor. Sus propiedades, 
también similares a las de  los espectros anteriores, son más complicadas en 
su demostración y?  nuevamente, el teorema de mapeo espectral es obtenido 
mediante la propiedad de proyección. (Teorema 3.40 y Corolario 3.41). 

En la demostración del teorema de  rnapeo espectral mediante la propiedad 
de proyección  se hace referencia al de  Siodkowski-Zelazko. En el apéndice 
se presenta este teorema que  nos permite justamente concluir el teorema de 
mapeo espectral mediante la propiedad de proyeccón. 

Finalmente presentamos las conclusiones de este trabajo. 



CAPITULO 1 

DIVISORES TOPOLOGICOS DE CERO 

Si A es  un  álgebra  de  Banach con unidad e y a E A, la regularidad y 
singularidad  de a dependen  tanto  de A como de a mismo. Cuando a es 
regular  (izquierdo y derecho) y consideramos una subalgebra  de  Banach M 
de A, tal que a es un  elemento de M, este  puede  perder su inversa y resultar 
singular  en M. De igual  forma si n es singular  en A, podemos  considerar A 
como una  subalgebra  de un álgebra N ,  entonces a puede  resultar  regular  en 
N .  Los divisores topológicos de cero, de A, son elementos que  siempre son 
singulares  iirdependientemente  de  las  subalgebras o superalgebras  de A. 

A menos  que  se  diga lo contrario A siempre  representa,rá u n  álgebra  de 
Banach  compleja con unidad e. 

1.1 Definición. Un elemento n # O de A se  llama divisor  topológico 
izquierdo de cero si 

Notemos  que si (1.2) es válida  entonces  para  cada n entero  positivo  existe 
b ,  E A, tal  que llbnll = 1 y  ab,^^ < Esto es existe  una sucesión { b , }  c A 
tal  que llbnll = 1 y limndm ab, = C. Recíprocamente, si esto d t imo sucede, 
claramente la expresión (1.2) es válida. De esta  manera la definición (1.1) 
es  eqivalentemente, a que exist.e una sucesión { b l l } ~ = l  de elementos  de A tal 
que llb,ll = 1 y limndm abrl = 3. 
De manera  similar definimos divisor topológico derecho de cero; 1111 elemento 
el  cual  es  divisor  topologico  de cero, i7quierdo o dercho, se llama  sinlplemente 
divisor  topológico de cero. 
Veamas el siguiente  ejemplo. 

1.3 Ejemplo. Sea A = C[X] el espacio de las funciones  continuas 
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definidas  en X, con X = [O, 11. A es un  álgebra  de  Banach, con la  norma 

Sea g E A dada por g(t) = t ,  y sea {g,%}pz1 sucesión de  elementos  de A 
definida como 

Entonces lim,-,m(gg,)(t) = O. 
Por lo tanto  g(t) es un divisor topológico de cero. 

1.4 Teorema. Todo divisor topológico de cero es no-invertible. 

Demostración. Sea a E A un divisor topológico de cero y {bn}r=l ,  con 
llbnll = 1, \J n y tal que ab, = O. Si a fuera  invertible  existiría  un 
elemento a' E A tal  que d a  = e ,  luego multiplicando  por bla tenemos  que 
a'ub, = b , ,  tomando  límite cuatldn n 00,  tenelllos que b,, --j O, lo cual'no 
es posible  pues l l b n l l  = 1. Por lo tanto a no es invertibje.0 

El reciproco  de  este  teorema  no es cierto como lo veremos un  poco mas 
adelante,  auxiliandonos con el siguiente  resultado. 

1.5 Teorema. Si h no es un divisor  izquierdo de cero en A, entonces h no 
es un divisor  topológico  izquierdo de cero si y sólo si el ideal hA es cerrado. 

Demostración. Sea T h  la transformación  lineal de A sobre hA dada  por 
Th(a)  = ha. Si Th(a) = O, entonces ita = O, como h no es  divisor de cero se 
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tiene  que a = O, esto es Th es inyectiva y por lo tanto  existe. Notemos 
que 

Esta doble  igualdad nos permite  demostrar  que (TI&)-' es acotado si y sólo si 
h no  es  un divisor topológico izquierdo de cero. En efecto,  supongamos  que 
(Th)-' es acotado. Si h es un divisor topológico izquierdo de cero,  existe una 
sucesión b, tal que l l b n l l  = 1 para  todo n y 

,--too lim hb, = O. 

Pero II(Th)- ' lI  ' m*,, ' lo que implica que (Th)- '  no es acotado,  contradi- 
ciendo nuestra suposlclon inicial. Por lo tanto h no es  un  divisor  topológico 
i ,:lllierdo de cero. Recíprocamente  supongamos  que h no es divisor  topológico 
izquierdo  de cero. Si (Th)-l no es acotado entonces  existe una sucesión b, de 
elementos  de A, no nulos, tal que 

o sea -+ m. Por lo tanto A- es una sucesión tal  que hb" -+ O, 

lo que  contradice el hecho de  que h no es un divisor topológico  izquierdo de 
cero. Por lo tanto (Th)-' es acotado. 
Ahora si demostremos la doble implicación de  nuestro  teorema. 

Ilh&,!ll llbnll llbnll 

(=+). Si ZL no es un divisor topológico izquierdo de cero, demostren~os  que 
hA C hA. 
Sea x E h A ,  entonces  existe una sucesión de  elementos  de h A  tal 
que ha, 4 x. De esta  manera y usando el hecho de  que (T/L)-l es acotado 
se  sigue que 

- 

como A es un espacio de  Banach, {a,} converge a un elemento bo E A. Por 
lo tanto ha, -+ hbo, y x = hbo. O sea x E hA, por lo cual h A  es cerrado. 
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(+). Supongamos  que h A  es cerrado,  entonces Th es un  operador lineal 
acotado  del  espacio  de Banach A sobre el espacio de  Banach hA, por consigu- 
iente (Th)-l  es  acotado y por lo tanto h no es un  divisor  topológico  izquierdo 
de  cero.0 

1.6 Ejemplo. Sea A = H", el espacio de las  funciones llolomorfas y 
acotadas  en el disco unitario. H" es un  álgebra  de  Banach con las opera- 
ciones puntuales y la  norma l l f l l  = sup I f ( t ) l .  
Sea f E H" dado  por f ( z )  = z. f no es invertible, no es  divisor de cero 
en H" y zH" = {g E H" : g(0) = O} es cerrado. Por el teorema (1.5) 
f ( z )  = z no  es  un divisor topológico izquierdo de cero. Esto  es f ( z )  = z no 
es  invertible y no es un divisor topológico izquierdo de cero. 

Aunque el teorema (1.5) está enunciado para divisores topológicos izquier- 
dos de cero existe el análogo para los divisores derechos, de  esta  manera 
podemos decir que f ( z )  = z no es un divisor topológico derecho  de cero, 
por lo cual  podemos concluir que el recíproco del teorema (1.4) no es cierto. 
Sin  embargo el siguiente  teorema  establece la manera en que los divisores 
topol6gicos de cero estan  distribuidos  en el conjunto  de los elementos no- 
invertibles. 

1.7 Teorema. Sea S el conjunto  de los elementos  no-invertibles, si z 
pertenece a la frontera  de S, entonces z es un divisor topológico de cero, 
izquierdo y derecho. 

Demostración. Como se  sabe el conjunto  de los elementos  regulares 
es  abierto por lo tanto S es cerrado. Así pues si z E dS, existe {xn):=, 
de elernentos  regulares  tal que l imr++m z,, = z. Veamos que z es un divisor 
topológico de cero. 
Notemos  que z,-lz - e = Z,-'(Z - zn). Ahora  afirmamos que la sucesión 
{z,"} no es acotada, en efecto,  p*ies en caso contrario  tenemos  que 

lo  que nos permite decir que  existe k tal que 
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Pero  esto nos dice que zk-lz tiene  inversa y por  consiguiente zkzk- lz  z 
también.  Esto  contradice  que z E S ,  entonces {zn"} no es acotada. 
Sea 

Entonces IIwnll = 1 y 

Similarmente w,z --+ O,  y así z es un divisor topológico izquierdo y derec11o.o 

La definición (1.1) se  extiende  para  una  n-ada  de elementos (le A, como 
lo vemos a continuación. 

1.8 Definición. Sea a = (a l ,  a2 ,  , a,) E A", a es un  divisor  topol6gico 
común  izquierdo de cero si existe  :ma sucesión { b k } K 1 ,  tal que llbkll = 1, V k  
Y 

para  cada i = 1,2 ,  * - , n. 
Si por  otro  lado  se  cumple  que limk,, bka;  = 0,V i ,  decimos que a es  un 
divisor  topológico común derecho de cero. 

Si el álgebra A es conmutativa,  cualquiera  de los dos números  anteriores 
lo representaremos como p(a). 

1.11 Observación. Si a = (al ,  . . . , u, )  E A" y a' = ((Le(l), . . . , 
donde O es cualquier  permutación  de {1,2, m ,  T I } ,  entonces p(a)  = p(a').  
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Notemos  también  que a es u n  divisor topolGgico común izquierdo (respecti- 
vameute  derecho)  de cero, si y &lo si pr(a) = O (respectivamente pn(a) = O) .  

El siguiente  teorema  caracteriza los divisores topológicos de cero para un 
sistema  de  operadores lineales acotados  que van de un espacio de  Banach  en 
sí mismo. 

1.12 Teorema. Si T = (Tl, T2,. - - , T,) E B[X]”,  entonces 

b) T es un divisor topológico común derecho  de cero si y sólo si 
Cj”=, TjX # X. 

Demostración. a)(+). Supongamos que T es un  divisor  topológico 
común  izquierdo  de cero. Existe una sucesión rJk de  elementos  de R[X],  
I I = 1 para  todo k tal que 

entonces 11xkll = I y se verifica que 
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b) Para  esta  parte necesitamos demostrar la siguiente  equivalencia. 

T es  un divisor topológico común derecho de cero e 
T’ es un divisor topológico común izquierdo de cero 

Si T es un  divisor topológico común derecho de cero,  existe  una sucesión 
{ Uk} de  operadores  en B [ X ]  tal  que IlUkll = 1 ,Vb y UkT’ --+ O, para  cada 
j = 1,2, , n .  Pero  esto  implica  que Tj’Uk‘  ”+ O y como IllJk‘ll = 1, T‘ es un 
diviscr  topológico común izquierdo de cero. 
Recíprocamente si T’ es un divisor topológico conrún izquierdo de cero, por 
el  inciso a) de  este  teorema tenemos  que 

n n 

tenemos  que limk+m UkTj = O. En efecto 
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Esto es IlUkTjlI 5 Ilfk o Till. 
Como i l f k  o Tj 1 1  + O, cuando k ”+ 00, entonces V,Tj 3 O ,  cuando k 4 m, 
para  cada j = 1,2, , n .  Como además lllrkll = Ilfkll = 1, concluimos  que 
T es un  divisor  topológico común derecho  de cero. La demostración de la 
eqivalencia (1.13) está  terminada. 

Usaremos esta equivalencia para  demostrar el inciso b)  de  este  teorema. 

Sea G : X” -+ X dado  por 

G es un  operador lineal acotado con la norma llx11 = maxj [xj[ .  También 
observemos que 

(1.14) xjnzl TjX = X si y sólo si G es sobre. 

Ahora si demostremos la implicación (=+). Supongamos que T es un di- 
visor  topológico  común  derecho  de cero. Si Cy=, TjX = X, por (1.14) G 
es sobre y por el teorema del mapeo abierto G es abierto por  consiguiente 
existe E > O tal  que  para  todo y E X existe x E X” tal  que G‘(z) = y y 

Así suponiendo  que I (y1 I < 1  se  tiene  que 
w 4 l  L I I Y I I .  

n 
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esto es infllfll,l Cy=, IITj’fll > O. 
Por el inciso a) de  este  teorema tenemos  que T‘ no es un  divisor  topológico 
común  izquierdo de cero y por (1.13) T no es divisor topol6gico común 
derecho de cero, lo que  contradice  nuestra suposición inicial.  Por lo tanto 

TjX # X .  

(e). Supongamos  que cy=l TjX # X y demostremos que T es  un  divisor 
topológico  común  derecho de cero. Si esta conclusión es falsa  por (1.13) T’ 
no  es  un  divisor  topológico comiln izquierdo de cero, luego por a) de  este 
teorema  tenemos  que infllfll=l Cy==, I l f  o Till # O. 
Afirmamos que  existe k > O tal  que (1.15) se  cumple. En efecto,  pues en 
caso contrario  para b = :, m = 1,2, S ,  existe  una sucesión {fTn} c X’ tal 
que IIfmGII < $ l l f m l l .  Por lo tanto  para x E X, tenemos  que 

Por lo tanto 

Como x fué  arbitrario tenemos que Il&T’ll < $, para  cada j = 1 , 2 , .  - , r t .  
En consecuencia 

de  donde se sigue que  Lmj,z+m cy=l I I ~ T ~ I ~  = O, pero  esto  implica  que 
infllfll,l [ I f  o ( 1  = O, lo cual es una contradicción. Esta contradicción 
muestra  que  efectivamente  existe X: > O tal  que 



contradice  nuestra  suposición  inicial.  Por lo tanto T es  un divisor  topológico 
común  derecho de  cero.0 

1.16 Definición. Sea Al un álgebra  de  Banach  compleja conmutativa 
con unidad. Si Al contiene una subalgebra  que  a su vez contiene la  unidad 
y es isomorfa  a A, Al se  llama  extensión  de A. Una  extensión Al es llamada 
extensión  isométrica si tal  subalgebra es isométrica  a A. 

Si A es un álgebra  de  Banach  compleja  conmutativa con unidad, por 
una extensión apropiada  todas sus  divisores topológicos de cero  pueden  ser 
convertidos  en  divisores  de  cero, como se justificará en  el siguiente  desarrollo. 

I 

Sea. A, el conjunto  de  todas  las sucesiones {xn} de elementos  de A tales 
que 

Definimos una relación en A,: {x,} es equivalente  a { y t l }  si y sólo si 
lim,,,, !/x, - ynll = O. Esta relación es  en efecto  de  equivalencia.  Sea 
A, = [A,] el conjunto  de  todas  las clases de  equivalencia y denotemos  por 
[xvt] la clase  que  contiene {x,}. Esto es 

A, = { Z  = [xn] : {x,} E A@}. 
A, es un  álgebra  de  Banach con unidad,  bajo  las  operaciones 

[x,] + [Y,] = [xn t h],  ~ 4 % 1  = [axn], [ ~ 7 1 ] [ ~ n . ]  = [%h,], 

y la  norma II[xn]II = limsup, II:c,II. En efecto,  demostremos que A, es un 
espacio  de  Banach. Sea. {gk} = [x,(')] una sucesicin de  Cauchy en A,, por 
lo tanto  para  todo E existe no tal  que 

limsup llx,(p) - xn(q)ll < E, 
n 

con p, q 2 EO. Por lo tanto, parn cada IC tomemos n k  tal  que 

Sea 2 la clase que contiene  la sucesión 
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Por lo tanto se  sigue que limk+w 

l in~ 
k-+oo 

Finalmente  tenemos  que 
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Ahorz bien si x E A, sea {x} la sucesión cuyos elementos son todos 
x, entonces la aplicación cp : A + A,, cp(x) = [x], es  un isomorfismo 
isométrico  de A en A,, es decir cp es un isomorfismo y además  una  isometría. 

Si [zn] es un divisor toplógico derecho de cero en A,, existe  una sucesión 
[xn(')] k = 1,2, en A, tal que I I [ x ~ ( ~ ) ] ~  I = 1 y I I [ . c , , ( ~ ) z ~ ] ~  I < k", para  cada 
IC. Ahora  para  cada k tomamos nk tal que I I z , ~ ( ~ ) ~ ~  2 2" y 11x('))11 < k - l .  

Definimos yn = z , ~ ( ~ )  , para n = n k ,  y yn = O en otro caso. Tenemos entonces 
que [y,] # O y también IIynzn(( < k-', para n 2 n k ,  es decir [ y , ~ ~ , ]  = O. O sea 
[z,] es un divisor  derecho de cero en A,. De esta  manera hemos  justificado 
que con una extensión adecuada un divisor topológico de cero  puede  ser 
convertido  en  un divisor de cero. 

n k  

1.20 Teorema. Sea A un álgebra  conmutat>iva con unidad, y  sea n = 
  al,^^. * *  ,a,) E A", tal  que p(n)  = O. Entonces para  cada ;c E A existe 
X E C, tal  que p ( d )  = O, donde a' = ( a l ,  n 2 , .  m ,  a , , ,  x - Xe). 

Demostración. Sea y~ : A "+ A,,, el isomorfismo isométrico p(x)  = [x]. 
Como p ( ~ ,  u2, - *  e ,  u , ~ )  = O existe una sucesión { w k }  de  elementos  de A tal 
que I / w k I (  = 1, V k  y limk-,, llwkaill = O para  cada i = 1,2,..-,n 

Sea 6 0  = [{ wk}] elemento de A,. 

en A, y para  todo i = 1 ,2 , . . . , n  . 
Ponemos  ahora 

J = {CI E A, : 75ni = O ,  V i  = 1 , 2 , .  e ,  n.}. 

J es un ideal cerrado en A,. En efecto, es evidente  que J es  un ideal, 
comprobemos  que es cerrado. Sea d k )  = [xn(')] una sucesión de  elementos 
de J tal que converge a 6 = [x,]. Entonces  para  cada k podemos  elegir'nk 
tal que 

I lxnk(k)  - xnJ < k-l y ~ ~ x n k ( k ) n i ~ ~  < k-l ,  
para  cada i = 1,2,  1 .  , n. Como además se tiene q11e 
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Por lo tanto l lxnkai l I  -+ O, cuando k + 00, para  cada i = I ,  2,  - , ?L. Esto es 
P?, = [x,] pertenece  a J, por lo que J es  cerrado. 

Para  cada x E A, ([x] E Am),  sea 7'' : J + J dado  por TX(7i)) = m?,. T, 
es  un operador lineal  acotado. Exkte X E C tal que el operador 

pertenece  a la frontera del conjunto  de  elementos  no-invertibles  en B [ J ] ,  por 
lo que es  un  divisor topológico izquierdo  de  cero,  (ver  teorema 1.7). Por el 
teorema  (1.12a)  existe  una sucesión {Gj} de elementos  de J ,  tal  que 11Gjl I = 
1 , V j  y ~~Tz-~eGjl~ "+ O, cuandoj "+ m. O de  otra  manera II(x-Xe)GjII -+ O, 
cuando j -+ m. 
Pero  esto nos dice  que para  cada  entero IC > O,  existe un entero j ( k )  > O, tal 
que ll(x - Xe)Gj(k,II < f. De la definición de  esta norma  (ver 1.17), tenemos 
que  existe zk E G j ( k ) ,  tal  que l l (x  - Xe)zkll < i, como además I l G i ( k ) ( l  = 1, 
zk puede  ser  tal  que  1 2 l l z k l l  > 1 - t. Pero IlaizkII < f, pues Gj(k) pertenece 
a J. 
Así pues todo  esto nos dice  que  existe  una sucesicin *{ z k }  tal  que I l z k l l  = 
1, limk+oo(x - Xe)zk = O y lirnkdoo aizk = O para  cada i = 1,2,  - , n. Esto 
es u' = (a l ,  u2, , a,, x - Xe) es un  divisor  topológico  de  cero,  por lo tanto 
p ( d )  = O, como x fuk arbitrario el teorema  esta  totalmente c1emostrado.O 
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CAPITULO 2 

ESPECTROS PUNTUAL APROXIMATIVO Y DE HARTE 

La teoría  espectral  de varias variables que comenzó en los arios 50's con 
G. Shilov, L. Waelbroeck, R. Arens y otros (ver {2})  {ll} y {19}), arrojó 
varias clases de  espectro combinado. En los anos 60's y 70's se  generaliza 
este  concepto  (de  espectro combinado) para una n-ada  de  operadores. En 
esta  unidad  estudiamos  todas las  prüpiedades de dos  espectros, el puntual 
aproximativo y el de  Harte, como veremos estas  propiedades son similares a 
las que posee el espectro  que conocemos de un sólo operador. 

Nuevamente, a menos que se diga lo contrario, A siempre  representará un 
álgebra  de  Banach compleja con unidad e. 

2.1 Definición. Sea a = (al ,  a2, a,) E A". El espectro  puntual 
aproximativo  izquierdo  de a, T J ( U ) ,  es el conjunto 

donde X = ( X l ,  X 2 , .  + ,  X,) y a - X = (al - Ale, u 2  - Xze,. . e ,  a, - X,e). 
El espectro  puntual  aproximativo derecho  de a, T ~ ( u )  es el conjunto 

TD(u) = { X  E C" : a - X es un divisor topológico comiln derecho de cero}. 

El espectro  puntual  aproximativo combinado de (1 se define (:o1110 

2.2 { X E q ( a )  (respectivamente en T D ( ~ ) )  H 
pl(a - X) = O (respectivamente pD(a - X) = O ) .  

Procedemos a definir el espectro  de  Harte. 
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2.3 Definición. Sea a = (.x,, a2, S - .  ,an) E A'&. Decimos que a es regular 
izquierdo si existe Z, = (bl, b2, . . , b,L) E A" tal  que 

b a = blal + bza2 + - b,a,, = e. 

Pero si a b = e decimos que a es regular derecho. En  base a esto definimos 
los espectros siguientes 

El espectro izquierdo de a: 

al(a) = { X  E C" : a - X no es regular izquierdo}. 

El espectro derecho de a: 

ao(a) = { X  E C" : a - X no es regular derecho}. 

El espectro  de  Harte  de a: 

En terminos  de ideales  podemos decir que X E a ~ ( a )  si y scilo si el ideal 
generado por a- X, Cy=, A(aj - Aj) ,  es propio.  Sirnilarmente para el espectro 
derecho. 
Notemos  que si A^ es el álgehra obtenida  invirtiendo los productos en A, 
entonces 

en  vista  de lo cual  se  puede  hacer todo  para  uno  de los espectros  (izquierdo 
o derecho) y usar (2.4) para deducir los resultados  para el otro espectro. 

Como sabemos el espectro  de  un  elemento es 1111 conjunto  compa.cto, esta 
propiedad  se  extiende a estos dos espectros, es decir los espectros  puntual 
aproximativo y de  Harte son subconjuntos  compactos de C". Antes de de- 
mostrar  estas aseveraciones veamos algunos hechos importantes. 

Para un sólo elemento a = al de A se  tiene  que 

2.5 

donde a(a) es el espectro  usual  para  un  elemento. 
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Por  otro  lado tenemos  que si a E A" entonces 

La  igualdad  en  (2.5)  es  inmediata,  demostremos la contención (2.6). Si 
X # a H ( a l )  x a ~ ( a 2 )  X X aH(an), entonces XI; $ a ~ ( a ~ ; ) ,  para  algún 
b. O sea Xk $ uD(ak) y XI; $ aI(clk), pero  esto  implica  que aI; - XI;e es 
invertible. 
Si bk = (ak - Xk)-', y bj = O para j # IC, tenemos  que 

y también 
n 

bj(aj - Aje)  = bI;(aI; - &e) = e .  
j = 1  

Por lo cual X fi! ao(a) y X $ al(a), entonces X $ Q H ( ~ ) ~  de  esta  manera (2.6) 
está  demostrado. 

Las  condiciones  (2.5) y (2.6)  implican que 

2.7 aff(a) c a(a1) x a(a2) x * x a(a,). 

2.8 Teorema. Para  todo a E A", a ~ ( a )  es compacto. 

Demostración. Como a(al)  x a(az) x .  - x ~ ( a , )  es compacto y teniendo 
en cuenta  la contención (2.7) basta  demostrar  que a ~ ( n )  es cerrado. Lo 
demostraremos  para ol(a), para ao(a) es análogo. Sea X E C", tal  que 
X # ar(a). Existe b E A" tal que 

n 

j=1 

Si X' E C" es  suficientemente  cercano a X tal que 

n 
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Entonces l le - Cy=, bj(aj - Xj'e)l l  = lIcjn=l b j (X j '  - Xj)l l  < 1. Por lo tanto 
Cy=l bi(aj - Xj'e) es invertible en A. 

por lo cual X' 4 ar( a). 

Resumiendo, si X' es suficientemente  cercano a X, eutonces X' ar (a ) ,  por lo 
cual C T ~ ( U )  es  cerrado. 0 

La demostración  de  que T ( U )  es compacto  requiere el siguiente  resultado 

2.9 Teorema.. Para  todo a E A", 

Demostración. Lo haremos para los espectros  izquierdos y por (2.4) se 
seguirá  para los derechos. 
Sea X E q ( a ) ,  entonces a-X es un divisor topológico col& izquierdo de cero. 
Existe  una sucesión { b k }  de elementos de A tal que limk-+oo(ai - Xie)bk = O, 
para  todo i = 1,2, , n y llbkll = 1 Vn. Afirmamos que X E a l (a ) ,  en efecto 
pues  en  caso  contrario  existe (w1, w2, , wn) E A" tal  que 

multiplicando  por bk esta  igualdad, tenemos  que 

2.10 Teorema. Para  todo u f- A", .(u) es compacto. 

Demostración. Por los teoremas (2.8) y (2.9) es suficiente demostrar 
que .(a) es cerrado. 



Supongamos  que X # ~ ( a ) ,  entonces a - X no es divisor topológico  común 
izquierdo  de cero (tampoco  derecho),  de  la observación (1.1 1) se  tiene  que 
existe 6 > O tal  que  para  todo b E A, ~l lb l l  5 Cy=l Il(a; - Xi)bll. Por tanto 
X’ = (x1‘, x2’, - , An’) es tal que Cy=, I X j  - Xj‘l < i. Entonces 

Si a = al E A, de (2.5) se sigue que C T H ( ~ )  # 4, sin ennlmrgo para  un 
. sistema  de  dos o mas elementos  puede ser vacío, como lo ilustra el siguiente 

ejemplo. 

Entonces aH(a1) = OH(Q) = { O } .  
De (2.6) se sigue que a ~ ( a , , a 2 )  C { ( O , O ) } .  Pero a2a1 -t ala2 = e, lo que 
implica  que (O,   O)  # aH(al,az), por lo tanto a(a) = 0. 
Observemos  que si a = al ,  de (2.5) y como consecuencia del teorema (2.9) 
tenemos  que ~ ( a )  c ata). 

2.12 Teorema. Si a = a l ,  al E A, entonces 



Demostración. Sea X E a ( a ~ ( a ) ) ,  existe  una sucesión {X,} 4 a ~ ( a ) V n  
tal  que X, t X, entonces  tenemos que u - X, es invertible para  toda n, por 
lo cual  no  pertenece a S para  toda n. Por otra  parte como CTH es cerrado, 
X E C T H ,  lo que nos dice que a - X E S.  Es decir resumiendo  tenemos  que S es 
es  cerrado, {a  - X,} es una sucesión de elementos que  tal  que n - X, 4 S,  'd n, 
a - X ,  --+ a - X y a - X E S. Por lo tanto a - X E a(S>, luego por el teorema 
(1.7) o. - X es un diviso:. topolbgico de cero  izquierdo y derecho, por lo tanto 
X E T ~ ( u )  n TD(U), como queríamos demostrar.0 

Para un  sistema  de dos o mas elementos el espectro  puntual  a.proximativo 
puede  ser vacío (ver  ejemplo (2.1 l)), de hecho este  teorema no es cierto, como 
lo vemos en el siguiente  ejemplo. 

2.13 Ejemplo. Sea el álgebra  de las matrices  complejas 2 x 2 y a = 
( a l ,  a2) donde 

Verificando cada  elemento  de  este  conjunto, llegamos a que ul(al ,  a 2 )  = 

Procediendo  de igual fwma se tiene  que  crD(al,n2) = {(O, O)}. Entonces 
((1, w 

4 ~ ~ )  n bD(~ l l , a2 )  = 8. 
Por IC tanto T,(o) n ~ o ( a )  = 8, pero 

a ( ~ H ( a l , % ) )  = cN(al ,a2)  = {(1,1),(0,0)}. 

Por lo que la afirmación del teorema (2.12) no se cumple  para dos elementos 

2.14 Definición. Si a = ( a l ,  a2, a,) E A", diremos que a es un sistema 
conmutativo,  (de elementos  de A) si 

akaj = ajak ( j ,  k = 1,2,*.*r¿) .  
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Si a E A" es un  sistema  conmutativo, los espectros  de  Harte y puntual 
aproximativo,  siempre son no vacíos  como lo veremos mas  adelante. Así pues 
en lo sucesivo siempre a E A" representará  un  sistema  conmutativo. 

En los siguientes  resultados  demostraremos una  de las mas  importantes 
propiedades  que  cumplen  estos  espectros: la del lnapeo  espectral.  Para el 
espectro  puntual  aproximativo lo haremos  usando la propiedad  de proyección 

Demostración. Sea (u1, v 2 , .  S ,  vk) E P(7(ul ,  n2, - - . , a r t ) ) ,  entonces 

es un divisor  topológico común (digamos  izquierdo) de cero. Entonces  existe 
una sucesión { bl} de elementos de A tal  que I Ibl I I = 1 ,  V 1 y 1imldm (a; - X i )b l  = 
O, para  cada i = 1 , 2 .  , n. 
Como vi = X j i  i = 1,2,  * * , b, entonces  lim,-,m(aji - vi)bl = O para  cada 
i = 1 ,2 , .  , IC, esto es (ajl - v l ,  ai, - v2, .  - - , aj, - v k )  es un  divisor  topológico 
común  izquierdo  de cero, por lo tanto (u1 ,  v2, , v k )  E T ( u ~ ,  , nj , ,  , a j k ) .  
Hemos demostrado  entwces  que P(7(al,  a 2 , .  . , a, ) )  c 7(a j , ,  aj , ,  . . . , a j k ) .  
Demostremos la contención  contraria. Si (vi, ,   vj2,  e - -, vik) E ~ ( a j , ,  a j2 ,  - . C L .  3k ) 7 

entonces (ai, - vj,e,  aj, - vj2e, , aj, - vjke) es 1111 divisor  topológico  común 
(digamos  izquierdo)  de cero. De la obserx:ación (1.1 1)  tenemos clue 

20 



Así (ver 1.11) (al - 2116, a2 - v2e, - - .  ,a, - v,e) es un divisor topológico de 
cero en A y por  supuesto en toda el álgebra A, por lo tanto (u1, v 2 , .  . , v,) E 
7(a1,a2, ,a,), Y como P(v1,v2, ,u,) = (vjl,vj2,* ,vi , , ) ,  por lo que 
( ~ j ~ , t ~ , ~ , * * * , v j ~ )  E P(7(al,n2,.. . ,u,,)),en consecuenciaT(CLjl,aj2,...,ajk) c 
P ( ~ ( a 1 ,  a2, S ,  a, ) ) ,  y el teorema  está  totalmente t1emostracIo.O 

Como habíamos dicho, si u E A“ es un sistema  connlutativo ~ ( a )  f 0 
y ~ r H ( u )  # 0, en efecto  ya  que si .(u) = 0, tome~nos P : C” ”+ C como 
P(X1, X2, - - , X,) = (Xj), la proyección sobre u11a coordenada.  Usando el 
teorema (2.15) tenemos  que P(0) = ~ ( a j )  lo que  implica que ~ ( a j )  = 0, 
lo cual no es posible. Por lo tanto T ( U )  # 0 y como consecuencia tenen~os 
también  que atl(a) f 0. 

2.16 Teorema.(Del mapeo  espectral). Si a E A’’ es u11 sistema  conmu- 
tativo y p : cn -3 ck cualquier función polinomia~,  entonces 

P(7(4) = +(a>). 

Demostración. Sean los operadores Tat : A --f A,  

T,, (6) = ~ i b ,  
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para  cada i = 1,2, .  , n. Estos  operadores lineales conti~~uos cumplen  que 
TaiTaJ = TQJTai, para i = 1,2, - ,n. y j = 1,2, .  . , n ya que a;aj = aja;. 

Esto es los operadores Tai conmutan  entre sí. Denlostremos que 

donde a = (al, a2, - , a n )  y Ta = (Tai,Ta2,.. ,Ya,,). Sea X E ~ ( n ) ,  entonces 
a - X, es 1.1n divisor topológico común (digamos  izquierdo) de cero. Sea {bk} 
una sucesión de elementos de A tal  que l lbkl  I = 1, V E y 

por lo que II(Tai - XiI)Tb,, 1 1  4 O, F(tra cada i = l , ' L , .  - , n. Esto es Ta - X = 
(Tal - X11, . , Tan - Ani), es un divisor topológico común izquierdo de cero, 
por In tanto X E T(T,). El rec+roco es consec~~encia  inmedialla del teorema 
(1.12aj,  por lo que la igualdad está  demostrada. Notemos ahora  que 

Para  demostrar el teorema de mapeo  espectral  para el espectro  de  Harte 
se requiere  de algunos  resultados previos y de a1guna.s precisiones. 
Así por ejemplo si A = B [ X ]  y T = (TI, Tz, I ,  T,&) E B[X'lTL es  consecuencia 
inmediata del teorema  (1.12)  que 
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También si p : C" 4 Ck es  cualquier funcicin p o l i n o m i d ,  esto es si 

donde los pj son polinornios de n variables con coeficientes cornplejos, esta 
función  polinomial  induce un mapeo  de A" en AL dado por 

p(n*)az,"n,) = ( P l ( ~ l , ~ ~ , ' ~ ~ ~ ~ , ) , p 2 ( ~ ~ " " ~ 1 , ~ ~ 2 , ' ' ' ~ n ) ~  

Habiendo  precisado  esto  denotaremos  por P(A'L)k el conjunto de tales  fun- 
ciones. Estas funciones "polinomiales" cumplen un teorema del residuo, como 
vemos a continuación. 

2.19 Teorema. Si f E P(A")l y X E C", existen f' y f" en ?'(A")" 
tales  que 

f ( n )  - f ( A )  = f'(n) ( a  - X) = (a  - X) * f" (a ) ,  

donde ( S )  es el producto definido en (2.3). 

Demostración. Se hará  por casos 
i) Si f es la función constante f(al, n2,. a7,) = e ,  sean f' y f" dados  por 

y(.) = f " ( a )  = (O, o ,  * * O) ,  

Entonces 

donde di) significa e en el lugar j 
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iii) Si f = g + h donde g y 1: satisfacen este  teorema,  entonces  existen 
g’,  g”, h’ h“ E P(A”)” tales  que 

g(a) - g(X) = g ’ ( n )  * (a  - X) = ( ( 1  - X) * g”(a),  

h(n )  - h ( X )  = ]¿’(a) * (a  - X) = (. - X) - ]¿”(U). 
De aquí  obtenemos  que 

g(n)  + h(n )  - [g(X) ” 1 4 4 1  = (a - X) * g‘’(u) ” ( ( 1  - X) h”(n). 

Por lo tanto  tomando 

para j = 1,2 , .  - , n el teorema  se  cumple  para  este caso. 
iv). Si ahora f = g h ,  con g y h que cumplen este  teorema,  existen  entonces 
g’,  g“, h’, h” E ?(A”)” tales  que 

2.20 { g(a) - g(X) = g’(n) (a - X) = ( u  - X) g ” ( n ) .  
h ( a )  - h(X) = h’(n) - (a - X) = ( u  - X) I¿’’(.). 

Por  otro  lado  tenemos  que 

Como h(X) es un “escalar”,  conmuta con g(n )  - g(X) tenenlos  entonces que 

De manera  análoga  obtenemos la igualdad 

Usando (2.20) tenemos  que 

f ( a )  - f (X)  = h(X)[g’(a) * (a - X)]  + g ( u ) [ h ’ ( u )  ( u  - X)] 
= [h(X)g’(n)] (a  - X) + [ g ( u > h ’ ( u ) ]  * ( u  - X), 
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y también  que 

f ( a )  - f(X) = (a - X) m [g"(a)h(a)] + (a  - A )  e [q4s(X) ] .  

Entonces  tomando 

para j = 1,2, , n concluimos que el teorema se cumple para  este caso. 
Finalmente como toda f E "(A")' es una con~l)inacii,n de sumas y pro- 
ductos  de  constantes y funciones  coordenadas el teorema. está  totalmente 
demostrado. c1 

Esta teorema del residuo permite  obtener el teorema del mapeo  espectral. 

Demostración. Sea b = (b l ,  b2, ,b , , )  E f ( a ~ ( a ) ) ,  entonces b = f (X) ,  
X E aH(u) = ar(a) U ao(a). Supongamos  que X E  TI(^). (Para el  caso 
X E T ~ ( U )  el  procedimiento es  el mismo.) Afirmamos que b E a t ~ ( f ( a ) ) .  En 
efecto  pues  en  caso  contrario f ( a )  - b = f ( a )  - f (X)  es regular  izquierdo, 
entonces  existe d = (dl, d2 , .  - , d m )  E A" tal que 

d - [ f ( 4  - f ( W 1  = e 

Es decir 

Ahora a cada fj E "(A")', j = 1,2, * ,m le  aplicamos el teorema (2.19), 
entonces  existen fj', fj" E ?(A")", tal que 

f j(n) - fj(X) = f j ' ( U )  ( a  - X) = ( a  - X) * fj"(a), 

p a r a j  = 1 ,2 , . . . ,m .  
Si consideramos  que fj' = ((y1)j, (Y$, S ,  (f'")j) entonces 

n 
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Sustituyendo  en (2.22) tenemos que 

m n 

Esta igualdad nos dice  que X $! a,(c1), lo que coutratlice nuestra suposición 
inicial. Esta contradicción nos permite concluir que b E af , ( f (n))  y por lo 
tanto  que f ( a g ( a ) )  c eH ( f ( n ) ) ,  como queríamos  tlemostrar. O 

La igualdad 

no es cierta  bajo las condiciones del teorema (2.21) colno lo vemos en el 
siguiente  ejemplo. 

En diferentes  situaciones es posible obtener la igualtlatl (2.23), por  ejemplo 
si m = n = 1 es obvio que si, pero veamos el siguiente  teorema. 

2.25 Teorema. Sea u E A", entonces f(gt,(u)) = g , l ( f ( a ) )  para f E 
P(A"jtn que  satisface  una  de las  siguientes condiciones. 
i) m = n y g ( f ( z ) )  = z = f ( g ( z > )  para algún g E ,(An)'*. 
ii) m > n y f ( z )  = ( z ,  g ( z ) )  para algún g E P( 

Demostración. i) Supongamos  que m = 7 1  y g ( f ( 2 ) )  = z = f ( g ( z ) )  
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2.28 Teorema. Si a E A" es u11 sistc 
b E A", esto es 
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entonces 

Demostraremos  esta contención para el espectro izquierdo; usaremos i u -  
ducción sobre n 

Sea t = ( t l , t z ,  , i n )  E aI(b), si a E A tal  que - e ( (  < 1 entonces a es 
invertible. Como b - t es regular  izquierdo a no pertenece al ideal  izquierdo 

m 

Esto es tenemos la siguimte observación. 

Observación. Ningún elemento a E A ,  tal q1w IIa-ell < I pertenece a Z. 

Sea el  ideal  izquierdo  cerrado 

m 

N = Z = A ( b k  - t k ) .  
k = l  

Si e E N ,  existe b E I ,  tal que I[b-el l  < 1,  por la observación anterior b @ Z, 
pero  esto  contradice  justamente  que b E 1, esta contradicción muestra  que 
e $! N.  
Sea M el  subespacio  cerrado 
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(bj - tk )e  E I c N, por lo tanto e E M. Por otro la.do si a = al E' A 
conmuta con bk  para  todo E :-: I ,2 ,  ,m, entonces aA1 C M ,  en efecto si 
S = am E aM + (bk - t k ) m  E N ,  entonces 

( b k  - t k ) s  = ( b k  - t k ) a m  = a(bk - t k ) m  E aN c N, 

por lo cual S E M. De esta  manera podemos  considerar el operador lineal 
L, : M / N  "+ M/N dado  por 

L , ( c  + N )  = CLC + N ,  

con el álgebra 23 = L ( M / N ,  M/N) de  todos los operadores  acotados en el 
espacio  cociente M / N .  Puesto  que 

por lo que L, # B y tiene  espectro no vacío. 
Ahora si X E d ( a ~ ( L , > ) ,  por el teorema  (2.12) X E q(L,) y por la relación 
(2.17)  tenemos  que 

Se sigue que el ideal izquierdo A(a  - X) + ETzl A ( b k  - t k )  es propio,  pues en 
caso contrario  existen a' E A y b' E A" tal que 

1 = ~ ' ( a  - X) + b' * ( b  - t ) .  

Si c E M ,  arbitrario, tenemos que 

pertenece a a'(a - X ) c  + N ,  entonces 

Pero  esto  contradice (2.30). Por lo tanto el ideal A(a - X) + El,"=, A ( b k  - t k )  

es propio. Es decir hemos demostrado  que si t = ( t l ,  t z ,  * , tn) E a ~ ( b )  ( X  E 
dcrH(L,)), entonces el ideal A ( .  - X) + Cy==, A(bk - t k )  es propio,  esto  es 
(X, t )  E oI(a, b ) ,  o de  otra manera t E arQzx(b), esto es a,(b) c U x E : c a ~ , = x ( b ) .  
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La demostración  para el espectro  derecho es análoga y por lo tanto tenemos 
la contención (2.29) para el caso n = 1. 
Supongamos  que  para n = k la contención (2.29) es cierta. Sean n = 
IC + 1, a = (al ,  a2, , a k ,  uk+l) E A"+' y a' = (a2, (13,. e ,  elk, E Ak 

Ahora si, el teorema  de  mapeo  espectral  se sigue rápida~nmte. 

Demostración. Recordemos que la contenci6n f ( a , , ( ( ~ ) )  c u ~ f ( a )  ya 
esta  demostrada,  (Teorema 2.21),  demostremos la contención contraria. 
Sea i E a e f ( a ) ,  t = ( t l , t 2 ,  - , t m >  E Cm, p o r  e l  teorema (2.28) existe 
X E C", tal  que t E a,,x(f(a)) + (X , t )  E al,(n,f(n)). Si consideramos 
h : A" "+ An'+" dado por h(a) = ( a , f ( a ) ) .  Por el teorema (2.25(ii)) 
tenemos  que 

h( f lH(4 )  = aH(h(a)) = CY(a7 f (4) .  

( k t )  = h(P) ,  P E ~ ( a )  * ( k t )  = (P , f (P ) )  * X = B ,  t = f (P) .  Por. 10 

Q f ( 4  c f (wI(a)) .o .  

Por lo tanto se  sigue la siguiente  cadena de implicaciones (X, t )  E h(aH(a))  3 

tanto X E aH(a) y t = f ( A ) ,  esto es t E f ( a ~ ( a ) ) .  Concluimos  entonces que 
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CAPITULO 3 

EL ESPECTRO  DE TAYLOR 

Los dos articulos de J.L. Taylor publicados en 1970 (ver (17) y {18}), 
pueden considerarse como el despegue  de la teoría espectral multivariable, 
pues su espectro combinado permitió la construcción de un cálculo funcional. 

En  este capítulo estudiaremos  el espectro de Taylor con todas sus  propie- 
dades, propiedades  que  como  veremos  son análogas a los espectros ya estu- 
di  ados . 

Denotaremos por A(s) el álgebra exterior compleja generada por  los in- 
determinados s = (SI, s2, . . - ) s,,), entonces 

A b )  = AP(S), 

donde AP(s) es el conjunto de todos los  elementos de grado p en A(s). 
Sea X un espacio de Banach complejo, entonces denotaremos como A(s, X) = 
X €3 A(s) y AP(s, X) = X €3 AP( S). Escribiremos mi, A si2 A siB A A si, 
en lugar de x €3 sil A siz A A si,, de esta manera los  elementos  de AP(s, X) 
son  de la forma 

xiliQ...iP~il A sis A * * A si,, 
l<il<iz<...<i,,<n 

donde xiIi2...in E X. 

Podemos identificar entonces AP(s,X) con la suma directa 

de ( 51 ) copias del espacio X ,  el  cual  es un espacio de Banach con la norma 
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3.1 Definición. Sea T = (TI, T., , T") un sistema conmutativo de 
elementos de B ( X ) .  Definimos el operador bT : A( S, X )  "+ A ( S, X )  como 

3.3 Teorema. Para cada p se tiene que 

Demostración. 

Puesto que TkTj - T'Tk = O ,  tenemos  que 

b ~ ~ b ~ ~ - ~ ( x ~ i ~  A si2 A A sip-]) = O. 

O 

De esta manera la cadena 

es una cadena compleja llamada el complejo de Koszul para la n-ada T y 
representada por X("). 

En lo  sucesivo  siempre  consideraremos q\le T E [.B(X)]", como un sistema 
conmutativo. 

3.5 Definición. Sea T E [B(X)]" ,  decimos  que T es Taylor-regular si el 
complejo de K O S Z L ~  K(T)  es exacto, esto es si 
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para p = O ,  1 , 2  , n. El  espectro  de  Taylor  se define como el conjunto 

3.6 u7 = { X  E C" : K(T - X) no es Taylor-regular}, 

donde T - X = (Tl - X I I ,  Tz - XJ, , Tn - &,I). 

Notemos que si existe  la  exactitud  en la cadena (3.4) se sigue  que 

3.7 Ker ST' = O 

La  condición (3.7) la llamaremos como la  exactitud en el lugar cero, y (3.8) 
como la  exactitud  en el lugar n de  la  cadena (3.4). 

3.9 Teorema. Sea T E [B(X)]"  entonces 
i) K(T)  es  exacta  en el lugar cero si y sólo si n,",lKer Tj = {O} para j = 
1 , 2 , - . . , n .  
i i)  K(T)  es exacta en el Zugar n si y sólo si Cy,, Im Tj = X. 

Demostración. i )  

Entonces  tenemos  que 

6To(z) = O si y sólo si T~(Z) = O, 

para  todo j = 1,2 ,  a , n. Por lo tanto se sigue el resultado. 

ii) (+) Supongamos  que K(T) es exacta  en el Zugar n. Sea y E X, por 
(3.8) tenemos  que 
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. . .  

entonces n 

X = Im Tj. 
j-=1 

(e). Notemos  que  se ha demostrado 

n 

por lo cual esta última igualdad  puede expresarse como 

n 

y = c(-l)'"Tj(~12...3...,)~l A 32 A * A Sn,  
j =  1 

con x ~ ~ . . . ; . , . ~  = (--l)j-'xj, lo qlk implica que y E Im 6Tn-l, por lo cual K(T)  
es exacta en el lugar n, como  queríamos demostrar.0 
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Veamos algunos  ejemplos  que nos ilustran el concepto de  exactitud. 

3.10  Ejemplo.. Sea T = (Tl,T2) E [B(X)I2, entonces K(T)  es 

0 x’ ST+ x @ x’ ST’ O -ix-+o. 
STO(Z) = (T,Z,T,Z). 

De esta  manera  la  exactitud  en X @ X ,  significa  que si 55x2 = 7’2x1, en- 
tonces  existe z E X tal  que Tlz = z1 y T ~ z  = x2 

Podemos  relacionar la  exactitud con algunas  cuestiones  de  mecánica,  como 
lo vemos en el siguiente  ejemplo. 

3.11 Ejemplo. Sean X = Cm(R) y R un abierto en R3. Sea 

Sea la  cadena 

O -i Ao(s,X) y A1(s,X)  A2(s,X) 3 A3(s,X) 3 O. 

Medimte (3.2) y haciendo el desarrollo  correspondiente  obtenemos qlle 

De esta  manera  la  exactitud en A1(s, X )  significa que si Rot (fi, f2 ,  f3) = o,  
existe g E X tal  que 
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Y la  exactitud  en A2(s,  X) significa que si Div f = O existe G = ( g l , g 2 , g 3 )  
tal  que  Rot G = f .  

A contirxación empezamos  a  demostrar  las  propiedades  del espectro  de 
Taylor. 

3.12 Teorema. Si T = Tl E B ( X ) ,  entonces 

.I(í?) = a(T) 

Demostración. Sea  la  cadena 

O e aT(T) si y sólo si K(T)  es exacta, si y sólo si Ker T = O e Im T = X si y 
sólo si O a(T). O 

Para ver que  el  espectro  de  Taylor es compacto,  demostremos  primero 
que es acotado. 

3.13 Lema  de Taylor. Sea T = (Tl,T,, .  . , Y n )  E [B(X)]” .  Si existen 
operadores Ul,  U2 - , U, E B(X), qu.: conmutan con cada 7 )  j = 1 , 2 , .  n 
tal  que U,?! + U2T2 + + UnTn = I ,  entonces 7 ’  es Taylor-regular. 

Demostración. Debemos  demostrar  que  la  cadena 

es exacta,  esto es que Im STP” = I<er ~TT’, para p = O ,  1,. , T I .  

Demostremos  la  exactitud  en el lugar O y  en el lugar 71. 

i )  nT=lT’ = {O}. En efecto,  pues  en  caso  contrario  existe x # O tal  que 
Tjx = O para j = 1 , 2 ,  . n., pero  esto es imposible ya que T’.(Ujx) = x. 
Esto  demuestra la exactitud en el lugar O. 

ii) Puesto  que Cy=, Tj(Uj)z  = x tenemos  que Cy=, Im 7) = X, por lo que se 
tiene  la  exactitud en  el lugar 71.  
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Resta demostrar que Im STp-' = Ker STp, para p = 1 ,2 ,  - , n - 1 ,  pero del 
teorema (3.3) es claro q e  Im STp-' C Ker STp, demostremos la contención 
contraria.  Sea y = m i ,  A siz A e A si, E Ker ST', entonces 

3.14 Teorema. Sea T E [B(X)]"  y sea A el álgebra generada por 
{I ,  7'1, T!, , 17,). Entonces 

OT(?') c "md(?') 

Demostración. Sea X = (XI ,  X2, - , X,) # D H ~ ,  entonces podemos 
decir que (Tl - All, T2 - &I, , T,, - XnI) es  izquierdo regular. Existen 
U1, U2,. e S ,  Un en A tal que 

3.15 Corolario. OT(T) es acotado. 

Probaremos ahora que el espectro es cerrado. 
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3.15 Teorema. Sea 
x' "3 y -% 2, 

una  cadena  exacta  de espacios  de  Banach y operadores.  Entonces  existe E > O 
tal  que si 

x' a y "+ z 
es una  cadena compleja  que  satisface  max{ IIct - 001 1 ,  I Ip - ,&I I }  < E ,  entonces 
es  exacta  en Y ,  es  decir Im a = Ker p. 

P 

Demostración. Sea el diagrama  conmutativo 

3.16 

donde q es  el  mapeo  canónico q(z) = x + Ker (x0 y &(x + Ker ( x ~ )  = ao(z). 
60 es En isomorfismo scbre.(X'/Ker a0 M Im a g .  Primer  teorema  sobre  iso- 
morfismo.),  por lo tanto existe (&o)-1 y es cerrado,  luego  por  el  teorema del 
mapeo  cerrado es acotado, entonces  tenemos 

Repitiendo  este procedimiento para el  operador /?o tenemos 

Tomando 7- > O tal que 
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y E > O tal que 

3.18 rt: < z ,  1 

probaremos que Ker p = Im a. 

Nuevamente la contención Im a C Ker p es inmediata, demostremos la otra 
contención. Sea y E Ker p, supongamos  que  hemos demostrado que existe 
x1 E X y y1 E Ker p tal que 

entonces como y1 E KerP existen x2 E X y y2 E Kerp  tal que yl = y2+a(z2), 
l l ~ ~ l l  I ~ I l ~ l I I  Y IIzzII I 2rll~lll. por 10 tanto tenemos  que 

Procediendo así sucesivamente  construimos  dos  sucesiones {xri} y {yn} tal 
que 

por lo que y = a(x )  con z = E& z k ,  y además  por (3.19) se tiene que 

39 



Esto es  concluimos  que y E Im a y la demostracibn esta terminada. Necesi- 
tamos pues determimar x1 y y1 
Recordemos que y E Ker P y por  hipótesis llPo - pll < E ,  entonces 

Por lo tanto 

Por otra  parte tenemos  que Po(y - y') = ,&,(y), (3.18) y (3.21) justifican 
la siguiente  serie  de  desigualdades 

Ahora como y' E Ker p0 = Im ao ,  existe x' E X tal qne ao(x') = y' pero 
(xt) , por lo 

puesto que 
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y’ = ao(z1). Sea y1 = y - a(zl) ,  se  cumple entonces que y = y1 + a(z l ) ,  
y E Kerp. Finalmente (3.18),(3.21),(2.22) y el hecho de  que JJa - aOll < E, 
justifican la aiguiente cadena de  desigualdades 

I l Y l l l  = IIY - ao(z1) + ao(z1) - a(z1)II = I\!/ - Y’ + (a0 - a)zllI 
5 IIY - Y’ll + Ma0 - a>l l I I~ l I I  5 r t l lY l l  + 4 I Y I I  
= 3r4YlI L ; l l Y I l * ~  

3.23 Teorema. Si T E [ B ( X ) l n ,  entonces el conjunto 

W = { X  E C” : K(T - M )  es exacta }, 

es un conjunto  abierto. (Por consiguiente o?(í”) es cerrado.) 

Demostración. Sea X E W ,  6 > O y X’ E C” tal que [ [ X  - X’II < t y sea 
U = T - XI y U’ = T - X‘I. Sabernos  que la cadena 

O ”-f Ao(s ,X)   a ’ ( s ,X)  + An(s,X) t O, 6un-l 

es exacta. Sea  la cadena 

c o n p = 0 , 1 , 2 , . . . , n - l  y 

Entonces 

n n n 

. . . . 



Repitiendo  este procedimiento obtenemos que 

Tenemos entonces las hipótesis  del teorema (3.15) por lo cual concluimos que 

Hemos demostrado que CTT(T) es un conjunto compacto en C", resta 
probar que  posee la propiedad  del  mapeo espectral,  esto lo obtendremos 
demostrando la propiedad de proyección. En esta dirección  vamos. 

3.24 Lema. Sean T E B ( X ) ,  aZg(T) la subalgebra de B ( X )  generada 
por T e I y p una  seminorma en aZg(T) tal que 

ii) V X E C existe E A  > O ,  tal que V U E nZg(T) 

fJJ((T - xl)u) 2 E~p(l1) .  

Entonces p = O en aZg(T). 

Demos-i-ración. Supongamos  que p 6 O en nZg(T). Por la condición 
i )  p es continua y por  lo tanto  Ker p es un subespacio cerrado de uZg(T), 
entonces el espacio cociente aZg(T)/Ker 61 es  un espacio normado.  Definimos 
1 1  [ I *  : alg(T)/Ker p - R dada  por 

IlU + Ker = p(U). 

1 1  . 11. esta bien  definida. En  efecto IlUl + Ker pII = p(U1) y si U2 es tal que 
U2-U1 E Kerp, entonces p(U2-Ul) = p(Uz)-p(Ul) = O =+ p(U2) = ~ ( U I ) .  

1 I I I *  es una norma. En  efecto si 
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Tenemos entonces que aZg(T)/Ker p es un espacio  normado  con la norma 

Sea Y un espacio de Bal;ach  csmplejo tal que  es la completación del espacio 
cociente aZg(T)/Ker p. La norma 1 )  11. induce  en Y otra norma que ex- 
presaremos como 1 1  * I / * * .  Consideremos ahora cp : aZg(T)/Ker p - Y ,  la 
proyección canónica y el operador w : alg(T)/Ker p - alg(T)/ker p dado 
por 

w(U + Ker p) = TU + Ker p. 

Notemos  que (ITU+kerpII, = @(TU) 5 p ( ' T ' ) ~ ~ U ~ ~ ,  por lo cual w es continua 
por consiguiente tiene una extensión Lj E U ( Y ) .  Tenemos  que 

II 11.. 

= p((T - X1)U). 

Por ii)  tenemos que 

/ I ( &  - Xl)cp(U + Kerp)II,, = p((T - x l )U)  2 E X ~ ( U )  
= < A l p  + Ker pJll* 
= E X l l U  + Ker @ [ I * *  
= €AllY(U + Ker p)11**. 

Es decir tenemos que 

l / ( L j  - N)cp(U + Ker @ ) / I * *  2 ~Xllcp(U + I{er p)II**, 

para  todo U E aZg(T) y todo X E C. Como nZg(T)/Ker p = Im cp es denso 
en Y ,  tenemos que para todo y E Y y X E C 

II(2 - q911** 2 E x l l Y l l * * .  

Pero  esto implica que TI(&) = 8 (ver 2.16) y por el teorema (2.12) a(o,(&)) = 
0, lo que no es posible. Esta contradicción permite concluir que p = O como 
queríamos demostrar. 0 
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3.25 Teorema. Sea el diasama conmutstivo 

con 2 y 20 espacios  de Banach complejos, d ,  To y T operadores  que conmutan 
entre sí, y d(&) # 2. Entonces existe un  número complejo X tal que 

3.26 d(Z0) + (T - XI)(Z) # 2. 

Demostración. Denotemos TA = í” - XI y supongamos  que (3.26) no 
es cierta.  Entonces para toda X se  cumple la igualdad 

d(Z0) + (T - XI)(%) = %. 

Esto significa  que el operador 

(z ,zo)  + T A Z  + dzo : z @ Z,) ”-+ 2 

es un  epimorfismo,  por  consiguiente el operador adjunto W : Z* ”+ Z* X &* 
dado por 

W(w) = (TA*W,d*W) 

es una  inmersión  isomorfica,  es  decir existe t A  > O tal que 

3.27 

para  todo zu E Z*. De  la hipótesis d(Z0) # Z se  sigue  que d* no es una 
inmersión isomorfica, por-consiguiente existe una  sucesión {wk} de elemen- 
tos de Z* tal que 
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3.29 d*wk -$ O. 

Sea aZg(T*) la subalgebra de B ( Z * )  generada  por T* e I .  Sea 

p(U) = limsup I(UwklI, U E aZg(T*) 
k + m  

Mediante la relación (3.27) obtene:nos  que 

3.30 IITA*UWI,II + l l d * C ~ ~ k l l  2 EAI(UW~I \ ,  (J E aZg(T*) 

Pero  todo elemento U en aZg(T*) es  de la forma U = u(Y'*) donde u es 
un polinomio. Por lo tanto 

3.31 limk-,m d*Uwk = limk" d*w(T*)wk = limk" u(TO*)d*wk, 

pues TO*d* = d*T* y por (3.29). Ahora  por (3.30) se  sigue  que 

lim  sup I IT'*Uwk I I + lim  sup I Id*Uwk I I 2 E A  lim  sup I IUwk I 1 ,  
k-tm k-+m k+m 

Por (3.31) obtenemos que 

p((T* - XI)U) 2 E A P ( U ) .  

Por otra parte tenemos  que para U, V E aZg(T*) 

p(UV) = limsup IIUVwkII limsup IIVIIIITYwkI( = p(U)(lVll 

De esta manera p es  una  seminorma  definida en nlg(T*) y  satisface las condi- 
ciones  del teorema (3.24). Por lo tanto p = O ,  pero p(I) = lim  SUP^+^ IIwI;II = 
1 y tenemos una contradicción. For !o tanto conchlimos  que (3.26) es válida 
para algún X ,  como  queríamos demostrar.0 

k-+m k-+m 

Recordemos que nuestro objetivo es demostrar que el espectro de Taylor 
satisface !a propiedad de proyección,  ya estamos cerca de este resultado, 
siguiendo el camino que  siguió  Slodkowslci. 

3.32 Definición. sea T = (TI, T2, , T,) E [B(X)]"  y sea K(T - XI) el 
complejo de Koszul de T - XI, definimos  el  siguiente conjunto 

C,(T) = { X  E C" : K(T - XI) no  es exacta en AP(s,X) p = O, 1, - m ,n}. 
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Es evidente que 
..I-(T) un p=o Cp(T). 

Explicaremos ahora como  consideraremos el complejo de Koszul para la 
(n+ 1)-ada de operadorer (TI,> 6 , T,, T,+1), la idea de esto es hacer las de- 
mostraciones más sencillas sin recurrir a herramienta de álgebra homológica. 
Consideremos el complejo de Koszul para T en 1s forma 

donde 
y P = X p @ X p - l ,  p = O l 1 , 2 . . . , n + 1  . 

También 

y  ST+^ : Yp "+ Yp+l debe estar definido  como 

En  efecto, i'eamos el signiente desarrollo 
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El siguiente teorema es esencial I.ara demostrar la propiedad de proyección. 

3.33 Teorema. Sean T = (7'1, 7'2,  * , Tn) y T+ = (Ti, ?; * , T n ,  Tn+l) 
donde Tl, T2 , T,, T,+1 son e!zmentos en B ( X )  que conmutan entre sí, y sea 
P : Cn+l _t C", la proyección canónica sobre las primeras n-coordenadas. 
Entonces  para  todo entero p = O ,  1 , 2 , .  - , n + 1 se tiene que 

i) PC,(T+) c Cp-l(T) U cp(T). 
ii) Cp(T) c PCp+l(T+). 

(Consideraremos que C-I(T) = C,+I(T) = Cnl.2(7'+) = 0.) 

Demostración. i) Supongamos  que p = O ,  y sea X E PCo(T+), entonces 
X = P(X+) con X+ E Eo(T+). De esta manera si X $E' Eo(í") entonces 
K(T - XI) es exacta en el lugar O por  lo  que  tenemos la implicación 

por lo que K(T - X+I) es exacta en  el lugar O y X+ $ &(T.+), pero esto 
contradice nuestra suposición inicial. Por lo tanto X E Co(T) y se tiene el 
resultado para p = O. 
Si ahora p = n + 1,  procediendo  como en  el caso anterior y notando q1le 

n 

j=1 j=1 

se  sigue el resultado para este caso.  Supongamos ahora que p E { 1 ,2 ,  , ?I}, 

es suficiente demostrar la implicación 

3.34 ImSTP-2 = KerSTP-l  e Im¿jTP-' = KerbT" * ImST+p-l = Ker ¿jT+ p. 

En efecto sopongamos  que  hemos  demostrado esta implicación, entonces si 
X $ Cp-l(T) U Cp(T) entonces K(T - XI) es exacta en Xp-l y X,, es decir 

Im ST-,ip-2 = Ker &-AIp-' e Im &-AIp-' = Ker 63- ~ 1 ~ .  

Por (3.34) se sigue que 
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por lo  cual K(T+ - X+I) es exacta  en Y,. Por lo que si X fuera  de la forma 
X = P(y)  con y E E,("+), entonces y = X+ y K(T+ - X+I) no  es  exacta  en 
Y, y tenemos  una  contradicción.  Por  lo tanto X s;S PC,(T.'). 
Demostremos  entonces  la  implicación (3.34). Si x E Ker ST+,, entonces 
&+(x) = O, con x = (x,, xp-l) E Y, = X ,  CB Xp-l, así  pues 

Notemos ahora que 

por  lo tanto 
x = 6T+p-'(xp"l I , xl"-2'1), 

esto es x E Im 
Hemos demostrado  que Ker 6T+, C Im 6Ttp-' y como la otra contenci6n  es 
inmediata  la implicación (3.34) esta  totalmente  demostrada. 

ii) Demostremos  ahora  que Cp(T) c PC,+](T+). 
Probemos  primero  que si Im 6TP-' # Ker 6Tp, existe  un  número  complejo X 
tal  que 

Im 6,, # Ker 6*pt1, 
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el complejo de koszul, IC,, par& la n + 1-ada T = (TI, T2, e e , T,, Tn+l - XI). 
Supongamos que tal X no existe, entonces para todo z E Ker tenemos 
que 

6*”-’(0,z) = &.,+yo), 6Pz + (-1)P(T,+1 - XI)(O)) 
= (O,  ST%) = (o, O) .  

Entonces ( 0 , ~ )  E Ker S*’+’, por  lo  cual existe (xp’, E Y., tal que 

Esto implica que 

Sea 20 = XP-1 y 2 = Ker ST’ y sea el  diagrama 

Este diagrama es conmutativo y junto con (3.35) tenemos las condiciones del 
teorema (3.25) por lo  que existe un complejo X tal que (3.35) no  es válida, por 
consiguiente ImG,P # Regresemos a nuestro problema de demostrar 

Sea 2 E C,(T) entonces K(T- XI)  no  es exacta en X.,, esto es ImST-,IP-l # 
Ker ~ T - ~ I ’ ,  entonces existe un complejo X tal que  Im # Ker 6*p+1 donde 
IC,eselcomplejodeKoszulpara(T~-zlI,T2-x2I,~~~,Tn-z,I,T,+1-XI), 
con x = (z1,z~,*--,z,). Si ahora y = (z1,z2,.-.,zn,X), es claro que y E 
.E.,.kl (T+) y z = P(y) ,  por  lo tanto x E P(C,+l (T.+)). O 
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Generalizaremos ahora el corolario (3.36) para cualquier proyecci6n I' : 
C" "+ Ck, para lo cual necesitamos el siguiente teorema, pero antes la 
siguiente 

3.37 Notación y Definición. Sea O el conjunto de permutaciones 
de {1 ,2 ,  e ,  n} y T E [B(X)]" .  Para O E O denotamos el operador Te E 
[ B (X)]", como 

Te = ('Ge(l), Te(2), * To(,)) 
3.38 Teorema. Sea T E [ R ( X ) ] " ,  Entonces T es Taylor-regular si y sólo 

si TO es Taylor-regular para todo 19 E O. 

Demostración. Basta demostrar las sigllientes equivalencias 

i) Ker 6~' = O H Ker bTe = O. o 

iii) Im ¿j~'-' = Ker 6~~ -++ Im 6TeP-' = Ker 6Tep 
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por lo Lanto  se  sigue  que 

iii) (+) Supongamos  que Irn6TPJ-l = Ker6TP y demostremos  que  Im = 
Ker 6~,' 
Como ya sabemos es  suficiente  demostrar la contención Ker 6,' C Im ST,'" l. 

Observemos  que 



Este teorema implica que 

Ahora si procedemos a demostrar la propiedad  de  proyección. 

3.40 Teorema. El espectro de Taylor C T , ~ ~  posee la propiedad de la 
proyección. 

mediante el corolario (3.36) proyectando  sucesivamente sobre las primeras 
coordenadas hasta llegar a el  lugar k tenemos que 
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y la demostración esta  terminada.0 

3.41 Teorema. (Del  mapeo espectral) Sea T E [B(X')]" un sistema 
conmLtativo y p : Cn - C' cualquier  función  polinomial, entonces 

Demostración. Recordemos  que aT(T) es un subconjunto  compacto 
de C" y junto con  los  teoremas (3.12) y (3.40) se  tienen las condiciones 
del teorema de  Slodkowski-Zelazko,  por lo  que, el teorema (3.14) implica el 
resultado. O 

3.42 Corolario. Si T E [B(X)]"  entonces a~(11) # 8 

Demostración. Si a.r(T) = 0,  consideramos P : C" 4 C la proyección 
P ( h ,  h , " -  ,A,) = (Xj). Entonces P(oj(T1,T2, ,Tn) = aT(Tj), por lo 
que ~T(T') = 8 ,  lo  cual  no es posible. Por lo tanto aT # 0, que  es lo que 
queríamos demostrar. O 
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APENDICE 

EL TEOREMA DE SLODKOWSKI-ZELAZKO 

El teorema de mapeo espectral, evidentemente implica la propiedad  de 
proyección, sin embargo el recíproco en  general  no  es cierto. El teorema 
de  Slodkowski-Zelazko  proporciona  condiciones bajo las cu'ales la propiedad 
de  proyección implica el teorema de mapeo espectral. El  objetivo de este 
apéndice es precisamente demostrar el teorema de Slodkowski-Zelazko,  en 
alguna parte de la demostración utilizaremos un resultado obtenido por J.P. 
Kahane  junto con W. Zelazko y de manera independiente  por A.M. Gleason. 
Este será nuestro primer resultado. 

A l  TEOREMA  DE  GLEASON-KAHANE-ZELAZKO. Sea A un 
álgebra de Banach compleja con uridad e. Entonces un funcional lineal f en 
A es funcional lineal multiplicativo si y sólo si 

para  todo a E A. 

Demostración. (a) Supongamos que f es un funcional h e a l  multi- 
plicativo, si existe a. E A tal que f ( a o )  $ o(ao), entonces a0 - f (ao)e  es 
invertible, por lo  que existe bo E A tal que 

bo(no - S(%&> = e ,  

f ( e )  = f (bo)(f(ao) - f ( d )  = 0, 

de  donde  se  sigue  que 

lo que es una contradicción. Por lo tanto f ( a )  E a(a), para todo a E A. 

(e) supongamos que (A2) es válida, entonces se sigue fácilmente que f ( e )  = 
1. Por  otro lado sea a E A y consideremos  el elemento exp(Xa), donde X es 
una variable compleja. Sea 
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~ ( x )  es  una función entera, por A2 se sigue  que cp(X) # O, entonces  podemos 
escribir que 

Cp(4 = exp[+(X)I, 

para  alguna función entera +(X) . 
Observemos  que 

I( f(X>l 5 l l f l l  exP(l~lllall), 

lo que implica  que $(X) = aX + p, para algunos a y /? complejos. Como 
~ ( 0 )  = f(expO) = 1 se sigue que $(X) = ax, por lo tanto tenemos que 

O0 alL 
n! 

V(X) = exp(aX) = 
n=O 

y por  otro  lado  usando A3 tenemos  que 

igualando los coeficientes de  ambas  expansiones  tenemos  que 

f(a") = an = f(a)., 

para  todo n. De esta  manera  para  todo a, b E A tenemos que 

Por lo tanto f es  un  funcional  lineal multiplicativo.0 

Ahora si procedemos  a  demostrar el teorema  de Slodkowski-Zelazko. 

A4 TEOREMA. Sea X un espacio  de  Banach  complejo y sea C(X) la 
familia de  subconjuntos  de  elementos  de B ( X )  cple consisten de operadores 
que  conmutan  mutuamente y sea o* un  espectro  definido  en C(X) tal  que 
cumple  lo  siguiente 
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a) a+ (T) es un subconjunto compacto de C”. 

b)  Para un sólo elemento T, a*(T) # 8 y a+(T) c a(T)  

c )  a+ posee la propiedad de proyección. 

Entonces las siguientes condiciones scp:l equivalentes 

i)  Para cualquier par de operadores 2’1, T2 en 1?(X) que conmutan y para 
cualquier par de complejos cy, ,O se tiene que 

ii)  Para  tres operadores arbitrarios TI, T2,  T3 en B ( X )  que conmutan entre 
sí 

O* (Ti,  T2, ?;) c U‘H’~’ ’T2’T31 (TI, ‘r2, T3), 
donde [Tl , T2, T3] es  el álgebra generada por 7’1, 7 ’ 2 ,  T3 e I. 

iii) Para cualquier sistema conmutativo T = (T, T2,. e , T,) de elementos 
de B ( X )  y cualquier función  polinQmia1 p : C” ”+ Cm. se tiene que 

Demostración. Demostremos  primero las implicaciones mas sencillas 
iii)+ j )  y ii)=+i). Efectivamente 

iii)*i).  Sea p : C3 __t C3 dado  como 

entonces 
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donde M( [Tl, 7'21) es el espacio de los  funcionales lineales multiplicativos 
definidos en [TI, TZ]. Por lo tanto 

Esto e5 (al ,  a2, a s )  E { ( 2 1 ,  z2, az1 + Gz2) : (zI,z2) E C 2 } .  Por lo tanto  esta 
implicación esta terminada. 

i)+ii). Sea A = [Tl , T2, T3]. La propiedad  de  proyecci6n implica fiícilmente 
que o*(Ul, U,, - S  ) U n )  # 8 para U,,  U,, a - , Un E A. También la propiedad 
de  proyección y la hipótesis b) implican  que 

Sea 
K = rI&Aa(U). 

Este conjunto es  no  vacío y compacto, por  ser producto de conjuntos no vacíos 
y compactos (con respecto a la topología producto). Fijemos un elemento 
(X , ,  X p ,  X,) E o"(T1, T., T3) y definamos  el conjunto 
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Tomando X = (X,) E nuiEAK(U1 , U2,. , U n ) ,  definimos p(U) = Xu, en- 
tonces cp : A - C y cumple  que cp(T1) = XI, 47 ' 2 )  = X2 y ~ ( 7 ' 3 )  = X3. De 
esta manera 

Esto es cp es un funcional lineal en el álgebra A. Notemos  que 

A T  = p(T) E a*(T) c a(T)  c d ( T ) .  

Por el teorema de Gleason-Kahane-Zelazko obtenemos que cp es un funcional 
lineal rnultiplicativo. Por lo tanto hemos  demostrado  que 

donde M es  el conjunto de  los  funcionales multiplicativos en A. Sabemos 
que 

affA(T1,T2,T3) = {(cp(T1),p(?'2),p(T&)) E M}. 
Por lo tanto tenemos que 

i)+iii) Usando los mismos  argumentos que  en la implicación anterior se  sigue 
que si TI,  T2, , T, E B ( X )  y conmutan entre sí, entonces 

donde n/ es el subconjunto de M de todos  los  funcionales lineales de la forma 
p(U) = Xu, con U E A. Entonces si p : C" - Cm es  una  función polino- 
mial tenemos que 
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CONCLUSIONES 

I 

L a  propiedad de la proyección  es fundamental, no  sólo por el  hecho de 
obtener de una manera más sencilla la propiedad  del  mapeo espectral, como lo 
hemos visto en este trabajo, sino  que  además  podemos decir que un espectro 
que pace esta propiedad  es mbs probable que  se  le  pueda construir \In cálculo 
operacional y, por supuesto este espectro siempre será distinto del  vacío. 

De  los espectros estudiados en est? trabajo, el puntual aproximativo (7)  

y el de Taylor (aT) están, en el caso  de qcle el teorema del mapeo espectral 
es obtenida  a  partir de la propiedad  de la proyección. 

Para el espectro r se hace usando  el concepto de divisor topológico de 
cero. Por  este camino el teorema 1.7, que establece como  se distribuyen los 
divisores topológicos de cero en el conjunto de  los  elementos no-invertibles 
nos ha permitido demostrar de una manera sencilla y diferente la contención 
a(a,(a)) C T I ( U )  n TD(U) (Teorema 2.12). Pero además la introdución de 
los  números y pD (Definición 1.10), así como la caracterización de  los 
divisores topológicos de cero para un sistema de operadores lineales acot,a- 
dos (Teorema  1.12) nos permiten demostrar la propiedad  de la pioyección 
(Teorema 2.15)  y mediante un sencillo “artificio” hemos obtenido el teorema 
del mapeo espectral para un sistema conmutativo para cualquier álgeLra de 
Banach. 

Para el espectro 0“: la propiedad  de la proyección la hemos  hecho si- 
guiendo el camino que  siguió Slodkowski-Llazko (ver {14}), donde  se  de- 
muestra esta propiedad para m a  proyección particdar (Corolario 3.36) y 
luego 1 0  hemos  generalizado para cualquier  proyección (Teorema 3.40).  El 
espectro de Harte (a,) recibe un trato diferente, al introducir ciertas fun- 
ciones polinomiales (ver (5)) y demostrando un “teorema del  residuo” (Teo- 
rema 2.19). Este teorema del  residuo  nos permite concluir el teorema del 
mapeo espectral para ciertas funciones  polinomiales (Teorema 2.25), y final- 
mente lo extendemos para un sistema conmutativo en un álgebra de Banach 
en general (Teorema 2.31) 
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Existen  desde  luego  otros  espectros  combinados,  podemos  mencionar el 
espectro  de Slodkowski o Espectro  Escindible (as) (ver (8)) y  el Espectro A 
( a ~ ) ,  recientemente  propuesto  por Wawrzyríczyk A.. El Espectro Escindible 
está  muy relacionado con  el espectro  de  Taylor,  de hecho se cumple  que c r ~  C 
os. Aunque  quizá  la  propiedad  de proyección sea  la  excepción, sus  demás 
propiedades  se  demuestran  de  una  manera muy similar  a  las del espectro 
de  Taylor.  También, podemos  decir  que  no se ha  demostrado si  es posible 
encontrar  un  sistema  conmutativo T E B ( X ) " ,  tal que aT(T) # as(T). 

El Espectro A, que se define de una  manera  muy  parecida  al  espectro 
puntual  aproximativo, es un  espectro  que  contiene  al  espectro  puntnal  apro- 
ximativo  y  está  contenido en el de  Harte. La propiedad  de la proyección de 
este  espectro  aun no se tiene demostrada,  resulta  que el Espectro A tiene  la 
propiedad  de  la proyección si y sólo si es válido el siguiente  resultado: 
En un  álgebra  de  Banach  conmutativa A, cada  ideal  compuesto de divisores 
topológicos de cero está contenido  en un ideal que es maximal  en A y está 
tambibn  compuesto  de  divisores  topológicos  de  cero. 
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