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INTRODUCCION

1 Antecedentes

Las primeras investigaciones de espectros combinados en algebras de Ba-
nach no-conmutativas, aparecieron en los anos 60’s. Desde entonces se han
publicado un buen nimero de reportes sobre este tema. Sin embargo, el
propio concepto de espectro combinado no era del todo claro en un algebra
no-conmutativa. Varios investigadores adoptaron diferentes conceptos de es-
pectro combinado, muchos de estos espectros basados en el hecho de unir
un espectro izquierdo y un espectro derecho, como los propuestos por Don-
sall y Duncan, el de Harte, el de Dash, el de Taylor y otros. Ante esta
variedad Zelazko propone, en 1979, una serie de axiomas que clasifican estos
espectros ([31]). En esta Teoria axiomatica el concepto fundamental es el de
subespectro. Todos estos espectros se enfocaron mucho en familias desele-
mentos, de elementos de un algebra de Banach, que conmutan entre si, pues
es aqui donde se presentan las situaciones maés interesantes. Pero aun para
un solo elemento la situacién es complicada.

La Teoria axiomatica de Zelazko no cubria, sin embargo, muchos espec-
tros usualmente definidos para elementos solos de un algebra de Banach.
Kordula y Miiller, desarrollan una teoria axiomatica, basada en el concepto
de regularidad que incluye estos casos.

Miiller propone ([15]), el concepto de regularidad combinada, lo que le
permite definir un espectro para k-uplas de elementos de un algebra de Ba-
nach, es decir un espectro combinado.




2 Preliminares

En esta parte definiremos alginos de los espectros, y mencionaremos
alginos resultados que utlizaremos en el desarrollo de este trabajo. Dare-
mos también una perspectiva del mismo.

Como mencionamos, aun para un solo elemento el concepto de espectro no
es tan sencillo. Efectivamente, si tenemos un algebra de Banach A compleja
con identidad e y A € C, donde C es el conjunto de los niimeros complejos,
pertenece al espectro clasico o(a), con a € A, el elemento a — Ae no tiene
inverso en A, esto significa que por lo menos uno de los ideales .A(a — Ae)
o (a — Ae).A es propio. Este hecho ya nos permite expresar el espectro o{a)
en la forma o(a) = 0;(a) Uo-(a), donde o, y o, son los espectros izquierdo y
derecho respectivamente y son dados como

o(a) = {) € C|A(a — Xe) # A}
or(a) = {A € C|(a — Xe)A # A}.

Dentro de cada uno de estos casos se pueden considerar situaciones més
especificas, por ejemplo el ideal A(a — Ae) puede ser de codimensién finita
o infinita, puede ser cerrado o no cerrado. Se puede distinguir también el
caso cuando a — Ae es un divisor de cero. Cada una de estas situaciones nos
permite definir el espectro correspondiente, eligiendo la clase de elementos
que consideramos "regulares”. Asi, en estos casos mas especificos que recién
mencionamos, la regularidad del elemento a € A es, precisamente, cuando
codimAa < oo, el ideal Aa es cerrado y a no es divisor de cero. De esta
manera definimos el espectro como el conjunto de los X's tales que a — Ae no
es regular.

Como dijimos, para el caso del espectro de un solo elemento Kordula y
Miiller desarrollan una teoria axiomatica del espectro, basada en el concepto
de regularidad, que abarca incluso casos excéntricos como un'tipo de espectro
7, tal que el elemento 0 del dlgebra resulta regular (0 ¢ 7(0)). Esta teoria esta
presente en la seccién 6 de este trabajo, donde la comparamos con nuestro
enfoque.
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Hay varias opciones de definir un espectro combinado; la definicion més
natural de espectro combinado de una k-upla a = (a1, as, - - -, ax) de elemen-
tos de A es la siguiente

k k '
ola) = {(A1, A, -, M) € Cklzjzl.A(aj—Aje) #Ao Zj=l(aj—)\je).A # A}.
Observemos, gque se puede evitar los dos casos de ideales, si escribimos
ola) ={) € C*|3Iidealen A, a; — e € 1,1 <1i < k}.

El espectro definido de esta manera se llama el espectro de Harte y tiene las
siguientes propiedades

i) o(a) es un subconjunto compacto de C¥, para toda a € A*.

ii) o(a) C [1£,0(a;), para toda a = (a1, as, - --,ax) € A*

iii) p(o(a)) = a(p(a)), para cada aplicacién polinomial p : C* — C™ y los
elementos a; conmutan entre si.

Existe, sin embargo, otra opcidén que parece no menos natural. Si tenemos
una k-upla a = (ay,0a2,---,ax) de elementos de A, que conmutan entre si y
G(a) es la subélgebra de A generada por ai,as,---,ax y la identidad e, el
espectro de generadores de a es el conjunto

o(a) = {\ € C*|3I, ideal en G(a),a;i — Me € I, 1 <i <k}
Este espectro es el espectro de Harte en una subdlgebra propia de A. En

este espectro no se cumple la propiedad ii) ni tampoco iii).

Otro espectro es el espectro puntual aproximativo: Sia = (ay,as, - -,ax) €
A¥ . el espectro puntual aproximativo izquierdo de a es el conjunto

m(a) = {» € Clinfyy=1 3, _[1(a; — Ase)bl| = 0},

De manera analoga se define el espectro derecho correspondiente 7,(a). El
espectro puntual aproximativo de este elemento a, 7(a), es la unién de los
espectros izquierdo y derecho 7(a) = m(a)U7-(a) y se cumple que 7(a) C
o(a). También este espectro cumple las propiedades 1), ii) y iii).

El espectro combinado racionalmente convexo, o espectro racional, oz de
una k-upla a € A* es el conjunto

or(a) = {X € C¥|p(}) € o(p(a))},
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para todo polinomio complejo p en k-variables. Se cumple que
o(a) C ar(a) C o(a),

para a € A* una k-upla de elementos que conmutan entre si.
El espectro o no cumple la propiedad iii).

Un ultimo espectro del que hablaremos es el espectro de Taylor. Este
espectro se define en un algebra espécifica: Si X es un espacio de Banach
complejo, B(X) es el dlgebra de Banach de todos los operadores de X en X
acotados.

Sean los espacios lineales Xg, X1, -+, X, de formas exteriores homogéneas
de grados 0,1, -,n, respectivamente, en indeterminadas e;,e;,--+,€, con
coeficientes en X, esto es

parak =1,2,---,ny Xo = X.

Liyig-iy (S X},

Sea T = (11, Ty, --,T:) una k-upla de operadores de B(X) que conmutan
entre si. Definimos el mapeo 6, : Xy — Xii1 (kK =0,1,.-- ,n—1) dado por

Or(zes, Ney - Neiy) Z Ti(z)ej Neiy N Ne,,
donde e; Ae; = —¢; Ae;.
Se cumple que 6x6;_; = 0 para k = 1,2,---,n — 1. De esta manera la

cadena

5n1

0—>X0@>X1£l“) 5k1Xk Xk+1 "*l' X—“)O

es una cadena compleja llamada el complejo de Koszul de la n-upla T y se
representa como K (T) ([8]).

El espectro de Taylor 07(T) de la n-upla T es el conjunto de A =
(M, Az, -+, An) € C™ para el cual el complejo Koszul K (T — AI) no es exacto.

La axiomatica de Zelazko clasifica los espectros combinados, en su inves-
tigacion, como habiamos dicho, el concepto de subespectro es fundamental.
En este trabajo hacemos uso de este concepto, por lo que es importante
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presentar su definicién: Un subespectro, es un mapeo ¢ que asigna a toda
k-upla, a = (ay,ay, - -,a;) de elementos de A, que conmutan entre si, un
subconjunto compacto, no vacio, G(a) C C¥, tal que cumple las condiciones
1i) y 1ii), enunciadas en esta introduccién. El espectro de Harte, el espectro
puntual aproximativo y el espectro de Taylor, son ejemplos de subespectros.

En este trabajo se pretende encontrar la manera de describir una clase
mas amplia de espectros combinados, de tal manera que a cada espectro
combinado de este tipo, se le asocie una familia de subespacios lineales,
que llamaremos subespacios espectrales generalizados, de tal manera que
las propiedades de estos espectros, son estudiadas analizando la estructura
de estas familias de subespacios.

En la seccién 1 se propone un nuevo concepto de espectro combinado,
al cual llamamos a-espectro. Un a-espectro es una regla que asocia a una
k-upla a = (ay,as,---,ax), de elementos de A que conmutan entre si, un
subconjunto 7(a) C C¥, de tal manera que:

i) 7(a) C 0@,

i) p(7(a)) C 7(p(a)).

Aqui 0% es el espectro de Harte, de a, en la subélgebra G(a) y p es cualquier
mapeo polinomial p : C¥ — C™.

Con este concepto podremos abarcar varios espectros combinados, y con-
juntamente con el concepto de subespacio espectral generalizado, que se pre-
senta en la secciéon 2, generamos una variedad de a-espectros. Al final de la
seccion 2, se presentan varios ejemplos de subespacios espectrales generaliza-
dos.

En la seccién 3 se establece como generar a-espectros a partir de sub-
espacios espectrales generalizados, mas precisamente vemos que toda familia
de subespacios espectrales induce un a-espectro, y a partir, de un a-espectro
es posible definir una familia de subespacios espectrales. Se hace hincapié
en que diferentes familias de subespacios espectrales conducen a un mismo
a-espectro, por lo que se propone lo que llamamos la completacién de una
familia de subespacios espectrales, y que es la familia mas grande de espacios
espectrales correspondiente a un a-espectro dado.
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En la seccidén 4 construimos una topologia sobre el espacio de todos los

subespacios espectrales generalizados lo que nos permite relacionar la com-

pacidad de un a-espectro con la compacidad de la familia de subespacios
espectrales generalizados. ’

Los a-espectros cumplen la propiedad de "mapeo espectral en un sen-
tido”, y en la seccién 5 establecemos la totalidad de la propiedad de mapeo
espectral, demostrando justamente el teorema de mapeo espectral, a partir
de la propiedad de proyeccion.

Como habiamos mencionado, en la seccién 6 analizamos la relacion entre
un a-espectro y el espectro propuesto por Kordula-Miller. Kordula-Miiller
introducen el concepto de regularidad (]9]) y proponen el concepto de espec-
tro asociado a este caso. Nosotros establecemos que a cada regularidad se
puede asociar una familia de subespacios espectrales generalizados, lo que
permite extender el espectro a un a-espectro (combinado).

V. Miiller propuso el concepto de la regularidad combinada y del espectro
combinado correspondiente ([15]). En la misma seccién 6 describimos este
espectro en términos de subespacios espectrales.

Recordemos que la envolvente polinomial convexa K de un subconjunto
acotado K C C* es el conjunto de todos los A € C* tal que

[p(A)] < supyeklp(w)],
para todo polinomio p : C* — C.

Un subconjunto K C C* se llama polinomialmente convexo si K = K.

Los conjuntos polinomialmente convexos son cerrados y la envolvente poli-
nomial de un subconjunto acotado de C* es polinomialmente convexa.

La envolvente racional convexa de un subconjunto K de C* es el conjunto
de todos los A € C* tal que

[FN)] < supye x| (w),

para todas las funciones racionales f, que son analiticas en K. Un subcon-
junto es racionalmente convexo si coincide con su envolvente racional. Asi
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en la seccién 7 estudiamos las envolventes polinomial y racional convexas, en
este entorno de un a-espectro. Aqui demostramos que la envolvente racional
de un subespectro y un a-espectro son a-espectros, establecemos la maxi-
malidad de la envolvente racional de un a-espectro y finalmente estudiamos
la envolvente polinomial convexa de un a-espectro. Se demuestra que la clase
de a-espectros es cerrada con respecto a tomar envolventes polinomiales y
racionales.
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UN ENFOQUE DE LA TEORIA
ESPECTRAL MULTIVARIABLE

1 «a-espectros.

En esta seccién se distingue una nueva clase de espectros combinados que
llamaremos a-espectros. Este hecho tiene su motivacién en los conceptos de
espectro combinado propuestos, en varios articulos, por Vladimir Miiller y
Martinez-Wawrzynczyk ([9],{10],{11] y [15]). Las condiciones que definen este

nuevo espectro son menos rigidas, y como veremos mas adelante distinguen
una una clase de espectros interesante.

En este trabajo con la letra A siempre representaremos un algebra de
Banach compleja con unidad e. Si C C A, C* es el producto cartesiano de

C k-veces, CX  es el conjunto que consta de todas las k-uplas de elementos

de C que conmutan entre si, Coom = U2, C .y C= = U2, C*.

A* es un algebra de Banach con la norma |[(ay1,az, - - -, ar)|| = sup, <;<,llaill-

Para a = (a1, a9, - -, a;) € A*, o(a) siempre denotara el espectro de Harte y
si A= (A, Ae, -, M) € C¥, con a — Ae representaremos la k-upla
(ay — Me,ap — Aoe, - - -, ap — Age).

Por Py = P(z;, %9, -, %), representaremos el dlgebra de todos los poli-
nomios sobre C, con indeterminadas no-conmutativas zi,Z,,---T;. Una
k-upla de elementos (a;,ay,---,a;) € AF induce un homomorfismo p —
p(a1,a2, --,a;) de Pr en A el cual preserva la identidad y manda cada
z; en el correspondiente a;. Un sistema (p1,pe,--+,Pm) € (Px)™ es iden-
tificado con un mapeo polinomial p : A¥* — A™, tal que para la k-upla

1
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a = (aj,aq,--,a5) € A*, pla) = (p1(a),p2(a), -, pm(a)). La restriccién
de este mapeo a los multiplos escalares de la unidad C* C A* toma sus
valores en C™ C A™ y se reduce a un sistema de polinomios numéricos.
Representaremos por P el subconjunto de Py, consistente de polinomios sin
término constante.

Para @ = (ay,as,---,a;) € A*, identificaremos por P%(a), el conjunto
de todos los elementos de la forma p(a), con p € P;. También deno-
taremos como I (a) (respectivamente I%(a)) el ideal izquierdo (respectiva-
mente derecho) generado por los elementos a;,az,- - ax en A, y por G(a) la
subalgebra generada por los mismos elementos y la identidad e. Se verifica
que P°(a) = Ig()(a) (Ideal izquierdo o derecho).

1.1 Definicién. Un a-espectro es un mapeo & que asigna a toda k-
upla a € A¥_ un subconjunto d(a) de C* que cumple las siguientes dos

condiciones:
(1) d(a) C 6@ (a)

(2) p(d(a)) C a(p(a)),
donde 0@ es el espectro de Harte en la subalgebra G(a) y p € (Px)™.

La condicién (2) es llamada la propiedad de “mapeo espectral en un
sentido”. Si se tiene la igualdad, esta se llama propiedad de mapeo espectral.

Observemos que la Definicién 1.1 no contiene la compacidad del espectro.

Un caso particular de la propiedad de mapeo espectral es la propiedad de
proyeccion :

(3) n(3(a)) = (n(a)),

donde W(zlax27' o ,.'I:k) = (xilaxh)' o ,.Tis) ys S k.

Es importante mencionar en este punto que la condicién (2) implica lo
que se llama la propiedad de traslacién

(4) o(a+ Xe) = a(a) + A,

paraa € A%y A e CF




Muchos espectros ya conocidos son a-espectros, por ejemplo, como apun-
tamos en la introduccion, el espectro de Harte cumple la propiedad de mapeo

espectral para toda a € A%, y puesto que se cumple la contensién

o(a) C H;a(ai),

para a = (a,ay, -+ ,a) € A¥ . cumple las condiciones (1) y (2), y por ello
es un a-espectro.

El espectro puntual aproximativo 7, cumple la propiedad de mapeo es-
pectral para toda a € Af . y cumple también que 7(a) C o(a), para toda
a € A*. Este espectro es por lo tanto un a-espectro.

El espectro racional, og(a), es un subconjunto del espectro de generadores
o(a), para a € A% . Pero 6(a) = 0% (a), por lo que se cumple la condicién
(1). El espectro racional cumple la propiedad de "mapeo espectral en un
sentido”, por lo que es un a-espectro. Otros a-espectros son el espectro
de Taylor o7 y el espectro propuesto por Kordula-Miiller, o, asociado al
concepto de regularidad R. De hecho, todo subespectro es un a-espectro.
En efecto, la condicién (1) es consecuencia de Zelazko ([31], T. 5.1), y la
condicién (2), es evidente de la definicién misma de subespectro.

La propiedad que demostramos a continuacién es fundamental para des-
cribir los a-espectros.

1.2 Teorema. Sea 6 un a-espectro y sea a € A¥ | tal que 0 € d(a).
Entonces 0 € ¢(b) para todo b € P%(a).

Demostracién. Sea b € P%a)*, entonces b es de la forma b = p(a), con
P = (P1,P2, - ,Pm) ¥y cada p; € Pp. Por la propiedad de "mapeo espectral
en un sentido” (condicién 2), se tiene que

0= p(0) € p(3(a)) C 6(p(a)) = 5(d),
por lo que la conclusién es obvia.Ol
La condicién 0 € G(a) C 0% (a) implica obviamente que a # e, por el

teorema anterior obtenemos que P°(a) no contiene la identidad si 0 € 7(a)
cona€ AX .




2 FEl concepto de subespacio espectral ge-
neralizado.

Se propone el concepto de subespacio espectral generalizado. Como vere-
mos este concepto induce a un a-espectro en el sentido de que a todo conjunto
U de subespacios espectrales generalizados le corresponde un a-espectro, oy .
El proposito fundamental de este trabajo es relacionar las propiedades de
este espectro con la estructura de la familia U.

2.1 Definicién. Un subespacio lineal L C A se llama subespacio espec-
tral generalizado si no contiene la unidad e y P%(a) C L, para todo a € Lcopm.

A continuacién presentamos algunos ejemplos de subespacios espectrales
generalizados.
1. Los ideales izquierdos, los ideales derechos y las subalgebras de .4 que no
contienen la identidad e, son subespacios espectrales generalizados.
2. Consideremos el algebra de Banach de todas las matrices complejas de
tamano 3 x 3 y sea £ el subespacio de todas las matrices de la forma

a+pB v 0
Yy a—-f 0|,
0 0 0

donde o,y v € C.

Es evidente que £ no contiene elemento identidad, También cualquier po-
tencia de un elemento de £, es elemento de £. En efecto al multiplicar un
elemento de £ con si mismo se presenta la igualdad siguiente

a+f v 0 at+pf v 0 fa+b ¢ 0
v a—f8 0 vy a-p 0| = ¢c a-b 0
0 0 O 0 0 0 0 0 0

donde a =a?+ 32+~ b=2af y c = 2a.
También notemos que

a+pB v 0 1 00 B v O
y a—0 0 )l=al 01 0|+ vy -6 0|,
0 0 o0 0 0O 0 0 0




por lo que dos elementos de £ conmutan si y sélo si, conmutan las correspon-
dientes matrices de la forma

g v O
v -8 0
0 0 O
g ~ 0 z y 0
De esta manerasiA=} v -6 0 |yB=1] vy —x 0 |, se cumple que
0 0 O 0 0 O

AB = BA iy sélosi By = x7, pero esto significa que una de ellas es multiplo

escalar de la otra. Por lo tanto concluimos que si dos elementos S y T de

& conmutan entonces una de ellas es combinacion lineal de la otra y de la
100

matriz | 0 1 0 |. Porlo tanto £ es un subespacio espectral generalizado.
000

Este ejemplo también nos muestra un subespacio espectral generalizado
que no es subalgebra. En efecto las matrices

1 0 0 010
0 -1 0y{10O0]{,
0 0 0 0 00

pertenecen a £ pero su producto no.

3. Consideremos el algebra A de todas las funciones continuas en el anillo
{z : r; < |z] <7y} y analiticas en el interior. Y sea S la subalgebra cerrada
de series de potencias sin término constante. Evidentemente S no contiene
elemento identidad (la funcién 1). A diferencia del ejemplo anterior la sub-
algebra S si contiene elementos invertibles en A, por ejemplo f(z) =z € S,
aunque su inversa 1 no pertenece a S.
4. Denotemos el anillo A(ry,72) = {z € C|r; < |z|] < r3} y consideremos el
algebra A de todas las funciones f : A(r1,72) — Mayo, donde Mays es el
conjunto de todas las matrices 2 X 2, con entradas complejas y f es analitica
en A(ry,72) y continua en A(ry,7;). Sea J el subespacio vectorial formado
por el conjunto de matrices de la forma

<f(2) 9(2) )
9(2) —f(2) )’




donde f y g son polinomios. Con los mismos argumentos del ejemplo 2, se
verifica que este subespacio es un subespacio espectral generalizado. En este
hay elementos invertibles, pero a diferencia del ejemplo 3, este subespac1o
espectral no es una subalgebra. En efecto, las matrices

(6 %) (230)

2
. . z
son elementos de J, sin embargo su producto es la matriz 2 ), que

no es elemento de J. Por otra parte estas matrices tienen inversa aunque
esta no esta en J.

Desde este momento con V(.A) representaremos el conjunto de todos los
subespacios espectrales generalizados de A.

3 Generacién de a-espectros.

Para cada conjunto U C V(A) y para cada a € A* definimos el siguiente
conjunto

(5) oy(a) ={A€CF.JE €U, a— I € EF}

La anterior expresion tiene sentido para a € A*, pero propiedades como la
de mapeo espectral o la de proyecciéon pueden fallar para a € Acom-
Sin embargo oy(a), es un a-espectro.

3.1 Teorema. Para cualquier U C V(A) se cumplen las siguientes condi-
ciones
i) oy(a) C 0%9(a), para a € A¥
i) La propiedad de traslacién:

oy(a+ Ae) = oy(a) + A,

paraa € A¥ y A e C*
iii) La propiedad de ”proyeccién en un sentido”: Sia € A%, A € Ck be A
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y (A, p) € oy(a,b) , entonces A € oy(a)
iv) La propiedad de "mapeo espectral en un sentido”,

plov(a)) C ou(pla)),

para a € A¥_ y p el mapeo polinomial en (Pg)™
Demostracion.

1) Sea
A= (A, A2, 000, M) € oyl(a) \ UG(G)(G)-

La condicién A € 0% (a), significa que existen by, by, -- -, b € G(a), tal que
leb,-(ai - Ne)=e

Por otro lado A € oy(a), por lo que existe E € U tal que a — e € E*
y puesto que P%(a — Ae) C E se sigue que e = Y% _ bi(a; — Me) € E, lo que
contradice la definicion de un subespacio espectral generalizado. Por lo tanto
A € %9 (a).
ii)a €oylat+re) <> IJE€U,talquea+Ile—ae € E¥ < a— )€
oy(a) <= a € oy(a) + A _
iii) Seaa € A*, AeCF ,neC™y (\p) € oy(a,b). Esto implica que existe
E € U tal que (@ — Xe,b— pe) € E¥*™ = a— de € E¥ = ) € oy(a).
iv) Demostremos la propiedad de "mapeo espectral en un sentido”.
Sea A € p(oy(a)), a € AX_, = X = p(B), con B € oy(a). Esto implica que
existe E € U tal que a — fe € E*. Por el teorema del residuo ([6]), tenemos
que

p(a) — p(B)e € Ig)(a — Be)™ = Ig(a—pe)(a — Be)™ C P%a — Be)™ C E™,
esto es A € oy(p(a)). Por lo tanto p(oy(a)) C oy(p(a)).O

De este teorema se desprende que el conjunto definido en (5), es en efecto
un a-espectro. Mas aun en el siguiente teorema establecemos que cualquier
otro a-espectro es de la forma oy, para algiin U C V(A)

3.2 Teorema. Si § es un a-espectro, entonces existe un conjunto U C
V(A), tal que 6(a) = oy(a), para cualquier a € Acom.




Demostracién. Si §(a) = 0, para toda a € A.m, al tomar U = 0§,
conseguimos que oy(a) = @. Ahora supongamos que §(a) # @ para algun
a € Acom. Por el Teorema 1.2 sabemos que para todo b € P%(a )°° 0 € 6(b)
y P%a) € V(A). Por lo que la familia

U={EecV(A)|Vbe EF_,0€b(b)},

no es vacia. Demostremos que 6(a) = oy(a), para todo a € Aom. 6 y ou
son a-espectros por lo que, gracias a la propiedad de traslacion, es suficiente
probar que 0 € oy(a) <= 0 € 6(a).

Si 0 € oy(a), de la definicién misma de la familia U, es obvio que 0 € §(a).
Si 0 € &(a), entonces P°(a) € U, como hemos observado arriba. Ya que
a € P%a)™, por lo que 0 € oy(a). O

A continuacién presentamos algunos ejemplos de a-espectros.

1. Si A es un algebra de Banach y U es la familia de todos los ideales
de A. Entonces oy(a), coincide con el espectro de Harte, para toda a € A*.

2. Un subconjunto .S, del algebra de Banach A, consiste de divisores topoldgicos
comiines izquierdos de cero, si para todo subconjunto finito {z;,zs, -, Z,}
de S, existe una sucesién v; de elementos de A, tal que ||u]| = 1, para todo

[ y limj||z;jw]| = 0, para j = 1,2---,n. De manera andloga se define un
subconjunto consistente de divisores topoldgicos comtnes derechos de cero.
Un subconjunto consiste de divisores topoldgicos comines de cero (DTCC)
si esta en uno de los dos casos anteriores.

Si tomamos como U el conjnto de todos los ideales de A, consistentes de
divisores topoldgicos comunes de cero, entonces

gy (a) = 7(a),

para a € AF y donde 7(a) es el espectro puntual aproximativo de a. En
efecto, si A € oy (a), existe I € U, consistente de DTCC, tal que a — e € I*.

Como {a; — A\e,as — Aze, -+, a; — Axe} es un subconjunto finito de I, existe
una sucesién u; en A, tal que ||u,|| = 1, para todo ! y limy]|(a; — A;e)u|| = 0,
para cada j = 1,2,---,k. Pero esto implica que A € 7(a). Por otra parte si

A € 7(a), de la definicién del espectro puntual aproximativo se sigue que el
ideal generado por a — Xe, I(a; — Ae,az — Age, - -

,Qk — Ax€) es consistente
de DTCC. Por lo tanto A € oy (a).

ARy

SO




Como habiamos mencionado, las condiciones que definen este nuevo con-
cepto de espectro combinado son menos rigurosas que las que definen el
espectro estudiado por Martinez-Wawrzyniczyk({10]), donde en lugar de la
condicion (1) tenemos la propiedad

(6) d(ar,ag, - ,ax) C Hlea(ai),

para a = (aj,ag, -+, a;) € A% .
En particular para un solo elemento a € A tenemos que d(a) C o(a).

Resulta que poniendo en lugar de la condicién (2), la propiedad de mapeo
espectral completa, obtenemos justamente la condicién (6), como lo de-
mostramos en el siguiente teorema.

3.3 Teorema. Sea A un algebra de Banach con unidad y sea ¢ un a-
espectro. Supongamos que para a € A*  se cumple que &(a) C 0@ (a)

y p(d(a)) = a(p(a)), para todo mapeo polinomial p € (P,)™. Entonces es
valida la condicién (6).

Demostraciéon. Sea 0 € 5(a) y supongamos que a; es invertible. Puesto
que & cumple la propiedad de mapeo espectral se tiene que 6(a) C [1*_,5(a;).
Sea p; : C?2 — C la proyeccién sobre la primer componente. Se sigue
que 0 € d(a;) = G(pi(a;,a;')). Esto implica que existe A € C, tal que
(0,A) € 6(aj,a;'). Por consiguiente existe E € U tal que (aj,a; ' —Xe) € E2.
Entonces a;(a; ' —Ae) = e—Aa; € E, por lo que e € E. Pero esto es imposible
pues E no contiene la identidad. Se sigue que a; no es invertible; por lo
tanto 0 € o(a;). Ya que este desarrollo es vélido para cada j = 1,2,---,k

‘concluimos que 0 € [1¥_,0(a;), como queriamos demostrar.0

Recordemos que si E es un ideal (izquierdo o derecho) o una subélgebra,
sin unidad, de A, se cumple que P%(a) C E, para todo a € E.oy. Asi repi-
tiendo los mismos argumentos del Teorema 3.2 demostramos las siguientes
dos proposiciones.

3.4 Proposicién. Un a-espectro 6, definido en A%, satisface la propiedad
de "mapeo espectral en un sentido” si y sdlo si existe un subconjunto U C
V(A), consistente de subalgebras de A sin unidad, tal que 8(a) = oy (a),
para todo a € A™.




Demostracién. Si tenemos la propiedad de "mapeo espectral en un
sentido”, para toda a € A®, entonces se cumple la misma conclusion del
Teorema 1.2. En efecto, si a € A es tal que 0 € 6(a), entonces

0 = p(0) € p(6(a)) C 6(p(a)),

con p € (P2)™. Por lo tanto 0 € 6(b) para toda b € P°(a)*, por lo tanto el
conjunto U que consta de todas las subalgebras E de V(A), tal que 0 € é6(a),
para toda a € E* es distinto del vacio. De esta forma siguiendo exactamente
el mismo camino que en la demostracion del Teorema 3.2, llegamos a que
6(a) = oy(a), para toda a € A*.

Reciprocamente si U C V(A) y consiste de subalgebras de A tal que §(a) =
oy(a), para toda a € A, para A € oy(a),a € A, existe ke Ny E € U,
tal que a — de € E¥. Sea p € (Py)™, p = (p1,p2, " -+Pm). Aplicando el
teorema del residuo, tenemos que para cada p;, 7 = 1,2,---,m

pi(@)—p;(N) € b Gla)a— X&)V, (a:— Me)Gla) C P°(a—A) C E.

Esto es p(a) — p(A\)e € E™ con E € U, por lo tanto p(}) € oy(p(a)), lo que
termina la demostracién. O '

En particular para cada a-espectro 7, podemos considerar su restricciéon
a Acom y en seguida extenderlo sobre A®, poniendo 7(ay,as, -+, a;) = 0,
cuando a,as,---,a; no conmutan entre si. La aplicacion asi obtenida es
un a-espectro que se puede representar como oy, donde U = {P%a)la €

Acom, 0 € 7(a)}.

3.5 Proposicion. Un a-espectro é puede ser representado como o7,
donde 7 es una familia de ideales izquierdos (podrian considerarse ideales
derechos), en A, si y sélo si § cumple la condicién: Para toda a € A* tal que
0 € 6(a) y para todo ¢ € I4(a)™, se tiene que 0 € §(c).

Demostracion. Si § es de la forma o7, entonces Z cumple (ver Teorema
3.2) que para todo I € T tal que para todo a € I*, 0 € §(a). De esto es
evidente que se cumple la condicién enunciada.

Por otra parte si inicialmente tenemos como valida la condicién enunciada,
definimos Z como la familia

I = {I4(a)|0 € §(a)}.
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Obviamente 0 € §(a) si y sélo si 0 € o7(a), entonces o7 = 6. O 0% 99 .
2

Es de notar que diferentes familias de subespacios espectrales genera-
lizados pueden generar un mismo a-espectro. De esta manera si U, es una
familia de subespacios espectrales generalizados, tales que generan un mismo
a-espectro y U/ = U, entonces oy = oy,, para todo a. Por lo tanto
U, = U,Us es unt elemento maximal, en consecuencia para un a-espectro
§ = oy existe una unica familia maximal U,, tal que 6(a) = oy, (a). para
a € Acom. U, la llamaremos la completacion de la familia U y diremos que
U es completa si es igual a su completacion. Notemos que se cumple que
E € U, si ysélo si Va € Ecom 3F € U tal que a € Fyom. Por lo tanto U,
puede ser expresado, como aparece en el siguiente teorema.

3.6 Teorema.
U ={EeVAWNa€ E3FeU a€ Fn}

={FeV(A)|0€oy(a), Va€ Epom}

La familia de subespacios espectrales generalizados que aparece en el Teorema
3.2 es la familia maximal correspondiente a un a-espectro dado 6. .

Una familia completa U de subespacios espectrales esta inicamente deter-
minada por sus elementos maximales. Si E, € U, es una familia linealmente
ordenada de subespacios espectrales generalizados entonces |J,F, € U,; por
el lema de Kuratowski-Zorn, U contiene elementos maximales. Si U es com-
pleto, E €Uy F C E, para a € Feom, a, también pertenece a E,,, entonces
por el Teorema 3.6, 0 € oy(a), pero esto es equivalente a decir que F € U,
por lo que F' € U, = U. Por lo tanto si representamos como M(U) el con-
junto de todos los elementos maximales de U entonces facilmente se sigue
que

U={EeV(A)|BF e M(U), EC F}.

El siguiente teorema es un ”acercamiento” a la compacidad del espectro
ay.

3.7 Teorema. Sea T un a-espectro y para toda a € Ao, sea §(a) = 7(a),
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donde la barra significa la cerradura del subconjunto 7(a) C C*. Entonces
existe una familia V C V(A), tal que 6(a) = ov(a).

Demostracién. Gracias al Teorema 3.2, basta demostrar que 6 es un
a-espectro.

Puesto que 7(a) es un a-espectro y % (a) es un conjunto cerrado, por
ser espectro de Harte, se cumple que §(a) = 7(a) C 0¢@(a) = %@ (a). Por
lo tanto § cumple la condicién (1).

Sea a € A¥, yseap € (Py)™ entonces

p(8(a)) = p(7(a)) = p(r(a)) C 7(p(a)) = é(p(a)),

por lo que § cumple la condicién (2).
O

4 La topologia del espacio V(A)

Del Teorema 3.7 podemos concluir que 0y es un espectro compacto, sin
embargo, nos gustaria saber cuando el mismo espectro oy, es compacto.
Para conseguir esto, definiremos una topologia en V(A), tal que conjuntos
cerrados U en esta topologia, nos llevan a espectros cerrados oy .

Sea F € V(A) ya € (F+Ce)*. Representemos por A, (F), el tinico vector
en C* tal que a — \,(F)e € F*. Tenemos el siguiente teorema.

4.1 Teorema. Para I € V(A), la familia de conjuntos de la forma
Oo(E) = {F € V(A)||A(F)| < €},

donde a € E¥ y € > 0, es una base de una topologia del conjunto V(.A), la
cual representaremos como 7.

. Demostracion. i). Sean O ,)(E) y Ope,)(E), cona = (ay,az,- -+, a;) €
E¥y b= (by,be, - ,by) € E™ dos vecindades de E. Tomando ¢ = min{ey, €5},
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tenemos que O((qp),¢)(F) es una vecindad de E y se cample que Oap),)(E) C
O(ae1)(E) N Ogp,e)(E), pues claramente se cumple que |A,(F)| < | Xap) (F)] y
[A(F) < [ Ay (F)I-

ii). Sea L € Oy o(E). Necesitamos encontrar una vecindad de L, O, (L),
tal que Opp)(L) C Op.(E). Como L € O (E) se cumple A (L)] < e
Tomando b = a — A (L)e, y p = € — |A(L)|. obtenemos b € L¥, por lo que
O, (L) es una vecindad de L.

Si F' € Opp)(L), entonces existe un escalar A\p(F') tal que b — Ay(F)e € F*
y |M(F)| < € = [A(L)|, pero esto implica que a — (A(L) + Ao(F))e € F* y
que | As(F) + Xo(L)| < € (esto ultimo por la desigualdad del tridngulo). Por
lo tanto F € O ¢(F). Es decir O, (L) C Op,o(E). O.

La topologia 7', no es Hausdorff. En efecto, si consideramos dos elementos
E y Fen V(A) tales que E C F, para a € E* tenemos que \,(F) = 0, por
lo que F siempre sera elemento de cualquier vecindad de E. Por lo tanto el
espacio no es 11 y no es Hausdorff. Sin embargo, si el dlgebra es conmutativa,
esta topologia restringida al conjunto M(.A) de ideales maximales de A,
coincide con la topologia de Gelfand.

El siguiente teorema de hecho nos proporciona un criterio para la com-
pacidad del espectro oy. Por supuesto que los conjuntos cerrados en V'(.A)

y la cerradura U del conjunto U, son respecto a la topologia 7.

4.2 Proposicién. Si oy(a) es cerrado para toda a € Agm, entonces
existe un conjunto cerrado V C V(A) tal que oy(a) = ov(a), a € Acom.

Demostracién. Puesto que U C V(A), es suficiente probar que

ou(a) = og(a).

oy(a) es un a-espectro, por lo tanto demostremos la doble implicacién 0 €
oy(a) <= 0 € o(a). Si 0 € oy(a) entonces existen A, € oy(a) y existe una

—

sucesion E, € U tal que a — Ape = (ay — Ale,ap — Mle, -+ -, a; — Mee) € EF
donde A, = (AL, A2, AF) — (0,0,---,0). Sea
E= Po(alva2v e 1a'k) = [G(al,ag---,ak)(al’a‘Za e 7a'k)-
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para todo b € EF y € > 0, b = (p1(a), p2(a),- - -, pr(a)), con p; € PR.

b— )\-;1 = (pl(a')aPZ(a)" o ,pk(a)) - ()‘1 A2, 7’\51)

nd“ 'n?

Por el teorema del residuo tenemos que para cada j = 1,2,-- -,k se cumple
pi(a) — pj(Mn) € Ig@)(a — Ine) C P%a — Aee) C En.

Por lo tanto si B = (pi(AL), p2(A2), - -, Pr(AK)) se tiene que b — fre € EX
y Bn — 0. A partir de cierto n tenemos que |Xo(E,)| < €. Pero E, € U

y b € E*, por lo que Op(E)NU # ®, asi que E € U. Como a € E*
obtenemos 0 € o(a).

Sea ahora 0 € oy(a), para algin a € A¥,,. Existe E € U tal que a € E*.
Por lo tanto para todo € > 0 existe F, € U tal que |\, (F¢)| < €. Pero Ao (F%)

es el tnico escalar tal que a — \(F:) € F*, F, € U, entonces \,(F:) € oy(a).
Tomando € — 0 obtenemos A,(F.) — 0. Por lo cual 0 € oy(a). O

4.3 Corolario. Si U C V(A) es cerrado entonces oy (a) es cerrado para
toda a € Acom

Demostracion. Con ayuda de la Proposicion 4.2, se sigue que

ay(a) = og{a) = oy(a)

Un conjunto importante compacto en la topologia 7 se establece en el
siguiente teorema.

4.4 Teorema. Paratodoa = (a;,a, - -,a¢) € A*, yz= (21,20, ,2m) €
A™, el conjunto
C.a={E€V(A)|z€ E™, ya € (E + Ce)*},

es compacto.

Demostracién. Notemos que se cumple que C, o Co,

= C}, a,» POT lO
que

Con =(;;(Csy0 N Coa,).
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De esta manera es suficiente demostrar la compacidad de Cy, y C, g para
a,z € A.

Sea pues {U,} una familia de subconjuntos de Cy,, cerrados en Cpq, con a €
A, tal que esta familia tenga la propiedad de interseccién finita. Obviamente
la familia {U,}, (la cerradura es respecto a la topologia T), también tiene
la propiedad de inteseccion finita. Los conjuntos oy, (a) C C*, son no vacios
y tienen la propiedad de interseccién finita, por consiguiente los conjuntos
o5, (a) = oy,(a), los cuales son cerrados y acotados tienen interseccion no-
trivial. Existe u € oy (a) para todo a, pero de esto se sigue que existe
E, € U,, tal que a— pe € E,, para toda o. Si ponemos T = a — e, tenemos
que P°(z) C E, para toda a. Pero esto nos dice que E, es elemento de
cualquier vecindad de P°(z) y como E, € U,, se sigue que P%(z) € U,
para toda «, pues U, es una familia de cerrados en V(A). Es evidente
que P%z) € Cp, y como los conjuntos U, son cerrados en Cp, tenemos
que P°(z) € U,, para toda a, esto es P°(z) € N Ua, por lo tanto Cp, es
compacto.

En el caso de C, g la demostracién es andloga a la demostracion anterior.0)

5 El teorema de mapeo espectral.

En esta seccién establecemos condiciones bajo las cuales un a-espectro 7
cumple la propiedad de mapeo espectral. Recordemos que, por la definicién
T cumple la propiedad de "mapeo espectral en un sentido”, también que la
propiedad de mapeo espectral es la igualdad

P(7(@)) = 7(p(a)

paraa € Ay p € (P.)™ Como dijimos, un caso especial de la propiedad
de mapeo espectral es la propiedad de proyeccién.

n(1(a1, a2, -, ak)) = 7(ai;, Gy, - -, Qi)

donde m < k y (A, A+, M) = (A, Aipy-+y N, ). La propiedad de
proyeccion es equivalente a la siguiente condicién marcada con el mimero

I.
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I. Para todo a € A%, X € 7(a), y para b € A°, tal que (a,b) € Acom,p €
C*tal que (), 1) € 7((a,b)).

En efecto si tomamos 7 : C¥** — C¥, como m( Ay, Az, -+, Ay Akt1y 7+ 7y Akts) =
(A1, A2, -+, Ak) ¥ b € A® tal que (a,b) € Acom, se sigue que

X € 7(a) = 7(n(a, b)) = n(r(a,b).

Por lo tanto existe (o, u) € T(a,b), tal que m(a,pu) = A == a = A. Obte-
nemos asi que existe p € C*, tal que (A, u) € 7(a,b). Se cumple la condicién
I

Reciprocamente si tenemos como vélida la condicién I, al tomar A € 7(a),
existe u € C*, tal que (A, p) € 7(a,b) = A €.7(7(a,d)). Esto es 7(a) C
n(7(a,b)). La otra contensién ya esta demostrada pues, por hipotesis, T es
un a-espectro.

Si representamos 7, como gy, la propiedad de proyeccién es equivalente
a la siguiente propiedad de U, marcada con el numero 17 .

I1. Paratodo E € U,a € EX ybe A™ tal que (a,b) € Acom, existe E; €
Uy peC™tal que (a,b— pe) € Ey¥™, ‘

En efecto supongamos que E € U, a € Ef,, y b€ A™ tal que (a,b) € Acom.
Como a € E¥ . obtenemos que 0 € oy(a). Por la propiedad de proyeccién
existe p € C™ tal que (0,u) € 7((a,b)) = ouv((a,b)). Por lo tanto existe
E, € U tal que (a,b— pe) € Ef*™. Se cumple la condicién I].

Ahora bien, si consideramos valida la condiciéon I/ y tomamos a € AT y
A € 7(a) = ay(a), existe E € U tal que a — Ae € E*. Si b € A™ tal que
(@ — Ae,b) € Acom, existe Ey € U y pn € C™ tal que (a — Ae,b— pe) € EF*™,
pero esto significa que (A, u) € oy(a,b). Por lo tanto se tiene la condicién I
(propiedad de proyeccién.).

El siguiente teorema establece, que para a-espectros, la propiedad de
proyeccion implica la propiedad de mapeo espectral

5.1 Teorema. Sea U C V(A). Si gy tiene la propiedad de proyeccién,
entonces también tiene la propiedad de mapeo espectral.
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Demostracién. En vista de que oy tiene la propiedad de ”mapeo
espectral en un sentido” demostremos sélo la contensién contraria. Sea
A € oy(p(a)), para a € Acom. Por la propiedad de proyeccién de U e-
xiste o € C* tal que (A, o) € oy(p(a),a). Proyectando sobre la segunda
componente se sigue que [y € oy(a). Puesto que oy cumple la propiedad
(2) y 0@ (a) cumple la propiedad de mapeo espectral en G(a) se tiene que

ou(p(a), a) C o (p(a),a) = 09 (p(a), a) = {(p(w), W) € ) (a)}.

Como (A, uo) € 09 (p(a), @), entonces (X, po) = (p(1), ), con p € 0@ (a).
Esto es, se tiene que A = p(u), po = p, pero esto implica que A = p(uo), es
decir A € p(oy(a)), como queriamos demostrar. O

El siguiente teorema establece la propiedad de mapeo espectral, para la
cerradura, de un a-espectro.

5.2 Teorema. Si T es un a-espectro que tiene la propiedad de proyeccion,
entonces 7(a) = 7(a), tiene la propiedad de mapeo espectral.

Demostracion. Ya hemos probado que R&_) es un a-espectro, por lo
que solo resta demostrar que tiene la propiedad de proyeccién. Sea A € 7(a),
para algin a € A%y sea (a,b) € A5I™. Existe una sucesién A(n) € 7{a)
que converge a A. Por la propiedad de proyeccion de 7, existe u(n) € C™
tal que (A(n),u(n)) € 7(a,b) C 7(a,b). Por lo tanto, por la compacidad
del espectro, la sucesion (A(n), u(n)) tiene una subsucesién convergente cuyo
limite (A, u) € 7(a,b). Por lo tanto 7, tiene la propiedad de proyeccién, vy,

por el Teorema 5.1, la de mapeo espectral.O

6 Regularidad y a-espectros.

Como mencionamos en la introduccién V. Kordula y V. Miiller (K-M) des-
criben una amplia variedad de espectros usando el concepto de regularidad.
En esta seccién estudiamos la relacién entre ese concepto y el de a-espectro.
De acuerdo a K-M una regularidad en A es un subconjunto R de A, que
. cumple las siguientes condiciones
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i) Sia € Ayn €N, entonces se cumple la bicondicional a € R <= a" € R.
ii) Si a,b,c,d € A conmutan entre si y ac + bd = e, entonces se cumple la
doble implicacién ab € R<=a € Rybe R.

S5i R es una regularidad se define €l conjunto
or(a) = {\ € Cla — Xe &€ R},
para toda a € A. og(a) es llamado el espectro asociado a la regularidad R.

Se cumplen diferentes propiedades, por ejemplo:
a) og(a) es un subconjunto de o(a).

b) Si representamos Inv(.A) como el conjunto de todos los elementos in-
vertibles de A, entonces Inv(A) C R.

c) R = A es una regularidad y en este caso gg(a) = @, para todo a € A
d) R = Inv(A) es una regularidad y en este caso og(a) = o(a).

e) Si R es el conjunto de todos los elementos que tienen inversa por la
izquierda(respectivamente por la derecha), entonces el espectro aso-
ciado a R es el espectro izquierdo o0; (respect. el espectro derecho,o,).

Desde luego la propiedad més importante que establecen K-M es la propiedad
de mapeo espectral.(Demostrado en [9])

6.1 Teorema. Sea R una regularidad en A. Entonces para todo a € A
y para toda funcién f analitica en una vecindad de o(a), no constante en
toda componente conexa de su dominio, se tiene que

ar(f(a)) = f(or(a)).

Si tenemos una regularidad R, podemos definir una familia de subespacios
espectrales generalizados, tal que los correspondientes espectros coinciden, tal
como lo demostramos en el siguiente teorema.
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6.2 Teorema. Sea R es una regularidad en A tal que 0 € R. Si U esla
familia de todas las subalgebras de A de la forma P°(a), a € A\ R, entonces

paraa € A Y
plog(a)) C o5(pla)),

para a € A y todo mapeo polinomial p.

Demostracion. Sea a € A, tal que a ¢ R. Entonces 0 € og(a); de esta
manera, por la propiedad de mapeo espectral se sigue que para p € Py

0 = p(0) € p(or(a)) = or(p(a)),

por lo que p(a) € R. De esta forma la familia U es, en efecto, una familia de
subespacios espectrales generalizados. De la definicion de og(a), es evidente
que es invariante bajo traslaciones por lo que es suficiente demostrar que
0 € og(a) si y sdlosi 0 € o(a), para la primera parte.

Si 0 € og(a), entonces a € P%(a) € U, es decir 0 € o5(a). Reciprocamente si
0 € o(a) entonces a € E = P(b), b & R, esto es a = p(b), p un polinomio
sin término constante. Por la propiedad de mapeo espectral la siguiente
secuencia esta justificada 0 € og(b) == 0 = p(0) € p(ogr(b)) = or(p(d)) =
or(a) = 0 € og(a).

La segunda parte del teorema es la propiedad de "mapeo espectral en un
sentido” por lo que se sigue inmediatamente usando la Proposiciéon 3.4, ya
que U consiste de familias de subalgebras, por lo que o7 cumple la propiedad

%
de "mapeo espectral en un sentido”, para todas las k-uplas en A. O

Ejemplo

Si tomamos R = Inv(.A), entonces 0 ¢ R y tomando como la familia U,
la misma del Teorema 6.2, concluimos que

En efecto ya que og(a) = o(a) y por el Teorema 6.2 se sigue la conclusién.
(Resulta que cada regularidad que satisface la condicién 0 € R. se puede
extender a un a-espectro en forma trivial).
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V. Miiller, propuso el concepto de regularidad combinada, lo que le per-
mite definir un espectro para una k-upla de elementos, de un algebra de
Banach.

6.3 Definicién. Una Regularidad Combinada es un subconjunto R C
Acom, de la forma R = U2, R,, donde R, C A%, n € N, que cumple las
siguientes condiciones:

1) Si (21,Z2, ", Tns Y10 Y20 "1 Yn) € Acom ¥ Lin1Ti¥i = €, entonces
(1'1,2,'2, e )xn) € Rn

i) Si (z1,%2,"** ,Tny Tnt1) € Acom ¥ (21, T2, **,Zn) € Rn, entonces
(z1,Z2,"**,Tn, Tn+1) € Rny1.

iii) Si (zo — A, Z1,%2, -+, Tn) € Rnyy para toda A € C, entonces
(z1,Z2, ", Zn) € Ry,

El espectro combinado asociado a una regularidad R, es definido como
() oalz) = {A€Cz—re &R},

donde z € A7 ..

Este espectro cumple la propiedad de mapeo espectral. En efecto, Miiller
demuestra en [15] el siguiente teorema

6.4 Teorema. Sea op el espectro determinado por una regularidad com-
binado R en A. Sea z € Af, ysea f = (fi,f2 -, fx) una k-upla de
funciones analiticas en una vecindad de 0%®*)(z). Entonces

ar(f(x)) = f(or(z)).

En el caso en que R = A.om, 0g(x) = 0 para toda z. Excluyendo este caso
podemos relacionar el espectro asociado a una regularidad con subespacios
espectrales generalizados, como lo vemos en los siguientes resultados. En
especial, en el siguiente teorema, se incluye una demostracion de la propiedad
de mapeo espectral, para og, basada en el Teorema 5.1.

6.5 Teorema. Sea R una regularidad combinada, entonces para toda

a = (a1, 02, --,ax) € AX,., or(a) satisface la contensién og(a) C [IX,0(a;)
y la propiedad de mapeo espectral.
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Demostracién. Demostremos primero que og(a) C 0¢©)(a), para a €

A% . Si 0 € og(a), entonces a = (a1,az,---,ax) € Rr. Si0 ¢ 0%@)(a),
existen by, by, -, by € G(a) tal que 3% ;a;b; = e. Por el inciso i) de la
definicién 6.3 se obtiene que (a;,aq,---,ax) € Ry, contradiciendo nuestra
suposiciém inicial. Por lo tanto 0 € %) (a). Por la propiedad de traslacién
se sigue la contension.
Demostremos ahora que or cumple la propiedad de proyeccion. Sea w :
C* — C* el mapeo 7(z1,Ze, -, Tk) = (Ti), Tip, -+, Ti, ), demostremos que
ﬂ—(aR(al)aQ’ e 7a'k)) = UR(ailaaiQ) e 7ai,)- Sea A:J = (Ain Aiza T ’\i,) €
or(as) donde a, = (a;,,a,, -+ ,a;,). Por definicién tenemos que a; — Ase &
R,. En virtud de la Definicién 6.3 (inciso iii)), podemos afirmar que existen
Aigyrr A Ai, € C tal que

ig419 Mgy29 " " s
(aiau - )‘is+1e’ Ay — ’\i3+2e> Ty Gy — ’\ike’as - )\36) ¢ Ry.

Pero esto es equivalente a que (a; — A\ie,as — A€, -+, ar — Mee) € Ri. Es

decir tenemos que ()\1, AQ, T, >\k) € O'R((ll, Qg,:-* ,ak) Y 7r()\1, )\2, Ty /\k) =
(Aiyy Mgy~ *5 Ai, ). Hemos demostrado que A, € w(og(ay,az,---,ax)) y por
ende que og(a;,,ai,, -, a;,) C 7(or(ay,az, -+, ax)).

Por otra parte si (M, Az, - -+, As) = @(B1, B2, - -+, Bx)), donde (By, B, -+, Bk) €
og(a1,as,- -+, ax), entonces tenemos que (A1, Ao, -, As) = (B, Biyy- -5 Bi,)

y (a1 — Pre,ay — B2e, -+ ,ar — Bre) € Ry. Por lo que, por la Definicién 6.3
(inciso ii)) se tiene (a;, — B €,a:, — Bi,e,---,a;, — Bi,e) € Rg, s < k. Esto
es (A1, A, -, As) € 0r(ai;, @iy, - -+, a;,). Por lo tanto m(og(ay,as,---,ax)) C
or(ai,,a:,, -+ ,a;, ), por lo que oy tiene la propiedad de proyeccién.

Asi pues, se tiene que para todo p € (Px)™ y a € A* .,

ar(p(a),a)) C s (p(a),a) = {(p(k), )1 € ¢ (a)}.

Si 0 € og(a), por la propiedad de proyeccién, existe A € C™, tal que (),0) €
or(p(a),a), con p € (Px)™, sin término constante. Esto implica que A €
or(p(a)) y que (X,0) = (p(u), 1), con p € d%@(a). Por lo tanto 0 = p(0) =
p(p) = A € or(p(a)). Hemos demostrado la implicacién o

0 € or(a) = 0 € gg(p(a)),

con p, mapeo polinomial sin término constante. Por lo tanto, la familia {7 de
todas las subalgebras de A de la forma P%(a), con a = (a1, a0z, -, ax) & Ry,

2]




es una familia de subespacios espectrales generalizados. Se cumple que

OR (a’) =0p (a’) ’

con a = (a1,a,---,ax) € A*,. En efecto, si 0 € og(a), entonces a =
(ay,as,+-,ax) & Ri, por lo que a € E¥, con F = PYa), que es elemento de
U, por lo que 0 € 05(a). Reciprocamente, si 0 € o3;(a), existe £ = PO(b) €
U, tal que a € E*. Esto es a = p(b) con p un mapeo polinomial sin término
constante y b = (b}, by, -, bx) & Ry, por lo que (ay,az,---,a;) & Ry, esto es
0 € og(a). Por lo tanto el Teorema 5.1 implica que o tiene la propiedad de
mapeo espectral, y de esta manera se completan las condiciones del Teorema

3.3 por lo que og(a) C [1X,0(a;), lo que completa la demostracién.O
Un "reciproco” del Teorema 6.5 es el siguiente teorema.

6.6 Teorema. Sea T un a-espectro que cumple la propiedad de mapeo
espectral, entonces

Ry = {a€ AL, |0 & T(a)},

define una regularidad combinada.

Demostraciéon. Verifiquemos las condiciones 1), ii) y iii) de la Definicién
6.3.
Sea a = (aj,as, - -,a;) € AF,_ tal que (a),ay,---,a;) ¢ Ry, entonces
0 € 7(a), puesto que T es un a-espectro, se tiene que 0 € ¢ (a), por lo que
Ic(a)(a) es un ideal propio en G(a). Por lo tanto para by, by, - - br € G(a), se
tiene que 3°F a;b; # e. De esta forma se cumple la condicién i).
Sean ahora (ay,as2,- -, ak,art1) € Acom y tal que (a1, a9, - ,ar) € Rx. En-
tonces 0 & 7(ay, a0z, -+, a;). Si suponemos que (ay,as, - ,ak, 0rr1) € Rpy1,
entonces 0 € 7(a;,as, -, ax, @k11), por lo que al usar la propiedad de mapeo
espectral y proyectar sobre las primeras k-componentes se tiene que 0 €
T(a1,a2, -+, ar). Esto es (ai,as,---,ar) & Rk, lo que es una contradiccién.
Por lo tanto (a;,a2,- -, ak,ax+1) € Rks1 y la condicién ii) se ha verificado.
Finalmente supongamos que para toda k-upla (a;,a2, - ,0x) € Acom, €
cumple que (ay,az, -, ax) & Ry, es decir, tenemos que 0 € 7(ay,as,- -, ax),
usando de nuevo la propiedad de mapeo espectral con el mapeo de C* en

b R CHY p(xy, T2, -, 3k) = (0,21, To, - - -, Ty, Se tiene que

0= p(O) € p(T(a17a27 e 7a’k)) = T(p(alaa’% U aa'k)) - T(Ovalaa‘% o aak)a
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es decir (0,a;,az, - -,a;) § Rr+1. Podemos decir entonces que existe A =
0 € C, tal que para ag = 0, se cumple que (0,a1,02, -, ax) & Riy1, por lo
tanto la condicién iii) esta demostrada.ll

6.7 Teorema. Si R es una regularidad combinada, entonces R; es una
regularidad en el sentido de la definicién de Kordula-Muiller.

Demostracién. Sea a € A tal que a es invertible, puesto que aa™! = e,

por el inciso i) de la Definicion 6.3, se sigue que a € R,. Esto es se tiene que
InvA C R;. De acuerdo a (K-M) resta probar que

abe Ry <= a€ R yb€ Ry,

para todo (a,b) € Acom.

Seaab € R,. Sia & R, entonces 0 € og,(a). Por la propiedad de proyecciéon
existe A € C, tal que (0,A) € aggr(a,b). Tomando el mapeo polinomial p €
(P,)}, como p(z,,Z,,) = Z,Z, se sigue que

0 =p(0, ) € p(or(a,b)) = or(p(ab)) = o, (ab).

Pero esto significa que ab € Ry, lo que contradice nuestra hipotesis inicial,
por lo que a € R;. Por simple analogia concluimos que b€ R;.
Supongamos ahora que a € Ry y b € R;. Siab & Ry, 0 € og,(ad), por
lo que 0 = My donde (A, u) € og(a,b), por lo tanto (0,u) € og(a,b) o
(A,0) € or(a,b). Por lo que al proyectar en la primera o en la segunda
coordenada, se tiene que 0 € oy, (a) 6 0 € 0g,(b). Estoesa g R o b &€ Ry,
lo que es una contradiccién. Por lo tanto ab € R;,. O

6.8 Teorema. Sea o = 0 el espectro asociado a la regularidad R, tal
que R # A.om v sea la familia
U={EcV(ANkeN, z€E!, , 0€d(z)}.
Entonces la familia U tiene la propiedad de proyeccion, oy(z) = d(z) y

(8) Rn = Acom \U E"

EeU

., k -~
Demostracion. Sea z € Af,,, x = (z,,2Z2, -+, %) ¥y 0 € d(x). Supon-
gamos que x; es invertible, para alguna i y sea x; ' su inversa. La k + 1-
-1 ,
upla (z1,Z9, -, T, Z; *) son de elementos que conmutan entre si. De esta
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manera aplicando la propiedad de proyeccién, existe u € C tal que (0, ) €
o(z,z;') C 0@ (g, 2;71). Pero esto implica que el ideal I(z,z;~! — pe)
es propio en el algebra G(z,z;"!). Pero esto es una contradiccién puesto
que obviamente e € Ic(z,z;‘)(f,iri_l — pe). Esta contradiccién muestra que
e & P°(z), por lo que P°(z) € U, es decir la familia U es distinta del conjunto
vacio. De esta manera la igualdad & = oy es consecuencia del Teorema 3.2.
Ahora &, tiene la propiedad de mapeo espectral, por lo que la propiedad de
proyeccién de U es obvia, también la relacion (8) es evidente al comparar la
definicién de regularidad asociada a ¢ y la definicion de oy. O

7 o«a-espectros y sus envolventes.

En esta seccion establecemos la relacion entre a-espectro y la convexidad
polinomial y racional. Como veremos la envolvente racional de un a-espectro
y de un subespectro es un a-espectro.

~ Como mencionamos en la introduccién la envolvente polinomial convexa
K de un subconjunto K C C¥, es el conjunto de todos los A € C*, tal que

lp()\)‘ S SupwEKlp(w)la

para todo p € Px. Un subconjunto K C C*, se llama polinomialmente
convexo si K = K.

La envolvente racional convexa de un subconjunto K C C*, es el conjunto
de todos los A € C*, tal que

If (W] < supyeklf(w)],

para todas las funciones racionales analiticas en K. Un subconjunto K C C*,
es racionalmente convexo, si coincide con su envolvente racional.

Recordemos también que los conjuntos polinomialmente convexos son ce-
rrados y todo subconjunto compacto de C, es racionalmente convexo.
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Otra propiedad importante es que si A, es un élgebra finitamente gene-
rada por los elementos a;,as, - - -, ax, entonces el espectro de Harte
o(ay,az, - - -, ax), es polinomialmente convexo.

El criterio que relaciona la convexidad polinomial y la convexidad racional
esta dado por el siguiente teorema, demostrado en [4].

7.1 Teorema. Sea K un subconjunto compacto de C*. Un elemento
X € C*, pertenece a la envolvente racional convexa de K, si y solo si p()) €
p(K), para todo p € Px.

El criterio propuesto en el teorema anterior sera usado en los dos teoremas
subsecuentes.

7.2 Teorema. Si 0 es un a-espectro, entonces el mapeo ¢ que asocia a
cada a € A la envolvente racional G(a), de o(a), es un a-espectro.

Demostracién. Demostremos la condicién (2) para . Sea A € C™ ele-
mento de p(d(a)) con p € (Pi)™, esto es A € p(B), con B = (B1,B2, -, Pk) €
d(a).

Sea el mapeo polinomial g € P,,, entonces gop es un polinomio en P4, por lo
tanto g(A)  (gop)(B) € (gop)(a(a)). Esto implica que g(p(B)) € q(p(o(a)),
pero por la propiedad de "mapeo espectral en un sentido” se tiene que
a(p(8)) € g(o(p(a))), por o que g(A) € q(o(p(a))), pero esto implica que
X € 6(p(a)). Por lo tanto p(a(a)) C 6(p(a)).

Sea Ahora 0 € 4(a), con a = (aj,a3,---,a;) € A¥  yseap € P la
proyeccién sobre una coordenada. Entonces se tiene que 0 = p(0) € p(o(a)) C
p(0¢(®)(a)). Porlo tanto 0 = p(By, B2, - -, Bx), con (b1, B2, - -, B) € 5°©)(a).
De esta manera al proyectar sobre cada componente obtenemos que 0 = 3, =
B2 = --- = P, por lo que 0 € ¢®), y la condicién (1) esta demostrada. O

7.3 Teorema. Sea o, un subespectro y d,(a) la envolvente racional de

o0.(a), para a € AF . entonces d, es un a-espectro.

Demostracién. Puesto que d.(a) es la envolvente racional de o,(a), y
este 1ltimo es un subconjunto compacto, por ser subespectro, se cumple la
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doble implicacién
X € d.(a) <= p(}) € p(o.(a)),

para todo a € A*, A€ C¥ y p € Ps.
Como 0, es un subespectro cumple las siguientes condiciones.

o.(a) C Hlea(ai).

p(0.(a)) = 0.(p(a))-

Donde a € A¥  ype (P)™

Demostremos que ¢, cumple las condiciones (1) y (2) que definen un o-
espectro. Demostraremos primero la condicién (2). Sea A = (A1, Az, -+, Am) €
p(d.(a)), entonces A = p(f), con B = (By, o, - -, Be) € du(a).

Debemos probar que para todo polinomio g € P,,, se cumple g(A) € ¢(d.(p(a))).
Sea g € P, entonces gop € Py. Por lo tanto g(A) = (gop)(B) € (gop)(o.(a)),
por lo que q(p(f)) € q(p(0.(a))) = q(9.(p(a))), pero esto implica que p(f) €
d.(p(a)). Es decir g(\) € d.(p(a)). Por lo tanto A € ¢.(p(a)). Hemos de-
mostrado la condicién (2). En particular d, es invariante bajo traslaciones,
por lo cual para demostrar la condicién (1) basta demostrar la implicacién

0 € d,(a) = 0 € °W(a).

Tomemos 0 € d,(a) y p € Pk, entonces p(0) € p(o.(a)) = 0.(p(a)) C o(p(a)),
puesto que p : C¥ — C. Es decir tenemos que p(0) € o(p(a)), para todo
p € Pyx. Por lo tanto el ideal

{p(a1,az2, -, ax)|p(0) = 0, p € Pi}, no contiene elementos invertibles en A,
es decir es un ideal propio. Por lo que

I'={p((a1,a2,---,a))|p(0) = 0, p € Pi}"

no tiene elementos invertibles en A y por lo tanto no tiene elementos inver-
tibles en G(a1,ay,- - -,ax). Pero I es el ideal generado por a,,az, - -,ax por
lo que es un ideal propio en G(ay,as,- -, ax), esto implica que I # G(a) =>
0 € 0%©)(a). Por lo tanto &(a) C 0%©)(a).0

A continuacién mostraremos que la envolvente racional de un subespectro
es maximal, de acuerdo al siguiente teorema.
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7.4 Teorema. Sea ¢, un subespectro, entonces su envolvente racional
G. es el a-espectro maximal tal que para un elemento a € A se cumple
d.(a) = o.(a).

Demostracién. En el Teorema 7.3 hemos demostrado que la envolvente
racional de un subespectro es un a-espectro. Puesto que todo subconjunto
compacto de C es racionalmente convexo, 0,(a) para a € A es racionalmente
convexo. Por lo tanto se tiene que o,(a) = d,(a), para cada elemento a € A.
Resta probar que &, es maximal. Sea 7 cualquier a-espectro tal que 7(a) =
o.(a), cona € A
Sean a € A% . A = (A, A2, -+, A) € 7(a), y cualquier mapeo polinomial
p € P;. Entonces p()) € p(7(a)), por la propiedad de "mapeo espectral en
un sentido” se tiene que p(A\) € 7(p(a)) = o.(p(a)) y por la propiedad de
mapeo espectral p(\) € p(o.(a)). Hemos demostrado que para cada A € 7(a)
y para cada polinomio p € Py, p(}) € p(o.(a)). Es decir A € d,(a). Por lo
tanto 0, es maximal.O

Podemos, ahora obtener la familia U, , asociada al espectro o,. Sea U la
familia que define o,, de la serie de igualdades

Us, = {EeV(A)Vac€EE,  0¢€d.(a)} :
{F e V(A)|Va € EX_, ¥p€ Py, p(0) € a.(pla))}
= {EeV(A)Vac€ E},,, 0€ a.(p(a) —p(0))}
= {FeV(A)Vac€ E~_, 0¢a.(p(a)),Vp € P°a)}
= {EeV(A)Vae EX ,3F eU, pla) € F}

Se sigue que
Us, ={E€ V(A E C U, F}

Se cumple tambien que la envolvente polinomialmente convexa de un a-
espectro es un a-espectro. En efecto, tenemos el siguiente teorema.

7.5 Teorema. Si o(a) para a € AF_ es un a-espectro, entonces la
envolvente polinomialmente convexa o(a) es un a-espectro.

Demostracién. Sea a € A%, puesto que 0%(*(a) es polinomialmente
convexo, es vélida la implicacién o(a) C 0@ (a) = d(a) C 0¢@(a) =
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0%@(a). Por lo tanto se cumple la condicién (1). Ahora sean los mapeos
polinomiales p € (Px)™, ¢ € Pm y sea X € p(6(a)), entonces A = p(f),0 €
(). Por lo que [g(A)| = [gop(8)] < supucs(e|19P()] < 5P, cxoanlal@)] <
SUP, ¢ o(p(a)y[(2) |- Por lo tanto A € &(p{a)). Es decir se cumple la condicién
(2), como queriamos demostrar. O

En contraste con la envolvente racional, en este caso se tiene que para un
sélo elemento a € A, o(a) # (a).

Otro tipo de envolvente de un espectro se estudia en el caso de un dlgebra
conmutativa A. Denotemos por M(A) el espacio de todos los ideales ma-
ximales de A en la topologia de Gelfand. W. Zelazko demuestra en [31], el
siguiente teorema donde describe los subespectros de A.

7.6 Teorema. o es un subespectro en un algebra conmutativa A, si y sélo
si existe un conjunto compacto K C M(A) tal que paraa = (a;,a2, -+, ax) €

Ak
o(a) = ox(a) = {(A, Ae, -, M) € AT € K, 0 — Me €1, 1 <i <k}

Denotemos por S(K) = Ucx!. El siguiente resultado es demostrado por A.
Wawrzynczyk en [28].

7.7 Teorema. Si J C S(K), es un ideal en A, entonces existe [ € M(A),
tal que J C I C S(K).

Denotemos por K = {I € M(A)|I C S(K)}, entonces tenemos el teo-
rema

7.8 Teorema. El conjunto K es compacto.

Demostracion. Consideremos los elementos de M(.A) como funcionales
multiplicativos en A. Sea ¢ funcional lineal multiplicativo tal que ¢ ¢ K.
Por la definicién de K se sigue que existe a € A tal que a € Ker¢ pero
a & Keri, para toda 1 € K. Esto es, tenemos que existe a € A tal que
#(a) = 0 y ¥(a) # 0, para toda ¢ € K. Como K es compacto existe € > 0
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tal que |¢(a)| > € para toda v' € K. Sea el conjunto

O = {p € M(A)l|p(a)] < ¢}.

Oe,e) €s una vecindad de ¢ en la topologia de Gelfand. Este abierto clara-
mente no intersecta a K. Demostremos que tampoco intersecta a K. En
efecto, supongamos que existe un elemento ¢ € O(q () NK, y tal que p(a) =
Entonces a — Ae pertenece a Kerp, lo que implica que existe un elemento
Y € K, tal que a— e € Ker, esto es, tal que ¥(a) = A, y consecuentemente
[¥(a)| = |¢(a)| < €. Pero esto contradice el hecho de que O(,, ¢) Do intersecta
a K. Por lo tanto O, ) no intersecta a K, por lo que K, es cerrado y por
consiguiente es un conjunto compacto.O

Para cada K C M(.A) compacto podemos definir el conjunto
orlay, - ax) = {(M1,--, M) € C¥l I{a; — Me, -+, ar — Me) C S(K)}

Gracias al Teorema 7.7 obtenemos el siguiente

7.9 Teorema. G es el subespectro mds grande tal que 6k (a) = ok(a),
para a € A.

Demostracién. Demostremos que en efecto 5k (a) = i (a) para a € A.
Sea A € Gk (a), entonces el ideal I{a — A) C S(K), por lo que existe [ € K
tal que a — de € I, por lo tanto A € ok(a). Por otro lado si A € ok(a)
entonces existe I € K tal que a — Ae € I, esto es a — Ae € Jjex ! por lo que
I{a — Xe) C Ujex! = S(K). Por lo tanto X € 6k(a).

Demostremos ahora que Gx(a) = oz(a). Sea A € Gk(a), entonces el
ideal I(a — Xe) C S(K). Por el Teorema 7.7 existe I € M(A) tal que
Ila—-Xe) c I C S(K), porloque ] € K. Asia—Xe €I, conl € K,
por lo tanto A € o;(a). Reciprocamente si A € 0 (a), existe [ € K tal
que a — e € I. Estoesa— Xe € I C S(K). Entonces existe Iy € K
tal que a — Ae € Iy, por lo que A € o0k (a) = x(a). De esta manera por la
compacidad de K y con el Teorema 7.6 concluimos que Gk es un subespectro.

Finalmente demostremos la maximalidad. Sea 7 cualquier subespectro
que cumple que 7(a) = 0x(a), para a € A. Gracias al Teorema 7.6 podemos
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expresar T(a;,az,---,ax) = 0¢c(ai,as,---,ax), para algin C C M(A). Se
cumple que S(C) = S(K). En efecto, si a € S(C), existe I € C tal que
a € I, por lo que 0 € o¢(a) = 7(a) = ok(a). Entonces existe J € K tal
que a € J, por lo tanto a € S(K). Al contrario Si a € S(K),a € J € K
entonces 0 € ox(a) = 7(a) = oc(a), por lo que de manera inmediata se sigue
que a € S(C). Asi, si I € C, entonces I C S(K) y por el Teorema 7.7 existe
J € K tal que I C'J. pero ambos ideales son maximales por lo tanto I = J.
Hemos demostrado que C C K y por lo tanto podemos concluir que

7(a1,a2, - ,ar) = 0c(a1,02, - -,ak) C 0g(a1,a2,---,ax).

El concepto fundamental en este trabajo es el de subespacio espectral ge-
neralizado. Este concepto nos permitié expresar los a-espectros en términos
de una familia de subespacios espectrales. Esto es lo esencial, pues este
hecho, ha permitido establecer y demostrar practicamente todos los teoremas
aqui presentados, estudiando las propiedades de esas familias de subespacios
espectrales. Esto nos ha permitido, también, establecer que varios de los
espectros combinados queden dentro de este nuevo enfoque. Pero finalmente
debemos considerar la cuestion si realmente el enfoque de la teoria de los
espectros combinados, en términos de subespacios espectrales generalizados
enriquecen a la misma.

Como se ha demostrado en el Teorema 3.4, los espacios espectrales ge-
neralizados, que son subalgebras sin unidad, son suficientes para describir
los valores de cualquier subespectro sobre A.om. Esta descripcidn, si es muy
importante, como herramienta, aunque, en casos concretos resulta muy com-
plicada.

Consideremos un solo subespacio espectral E C A, y sea 7 = oyg).
El espectro 7(a), consta de un solo punto, y su descripcién en términos
de subespacios espectrales también es muy sencilla; mientras que la familia
de subalgebras U, necesaria para describir 7 como oy, consta de todas las
subalgebras conmutativas contenidas en E, y puede ser muy numerosa.

Hemos introducido el concepto de subespacio espectral generalizado, como
"paquete” de subalgebras conmutativas facilitando la descripcion de familias
de subalgebras.
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Siguiendo las ideas de Gelfand definimos la topologia en el espacio V'(A),
de tal manera que a los conjuntos compactos en V(A), le corresponden a-
espectros compactos.

Hemos expresado en términos de subespacios espectrales, la propiedad
de proyeccién de un a-espectro, para demostrar luego que la propiedad de
proyeccion implica la propiedad de mapeo espectral, (para a-espectros).

Hemos mostrado finalmente, que los a-espectros forman una familia que
es cerrada con respecto a las operaciones de tomar envolventes racionales y
polinomiales de conjuntos 7(a), a € Acom.

Podemos mencionar muchos problemas abiertos relacionados con esta
teoria. Los mas importantes se relacionan con la topologia del espacio V (A).
En particular no se sabe si los elementos maximales de A forman un con-
junto compacto. En forma mas general se podria esperar que el conjunto
de elementos maximales de un subconjunto cerrado U C V(A), es un con-
junto cerrado. No es mas interesante el problema de describir, en algunos
casos concretos, el espacio V(A), o por lo menos, construir otros ejemplos,
no triviales, de subespacios espectrales generalizados.
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