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1 Antecedentes 

Las primeras investigaciones de espectros combinados en álgebras de Ba- 
nach no-conmutativas, aparecieron en los años 60’s. Desde entonces se han 
publicado un buen número  de  reportes sobre este Lema. Sin embargo, el 
propio concepto de  espectro combinado no era del todo claro en un álgebra 
no-conmutativa. Varios investigadores adoptaron diferentes conceptos de es- 
pectro combinado, muchos de estos espectros basados en el  hecho de unir 
un espectro izquierdo y un espectro derecho, como  los propuestos por Don- 
sal1 y Duncan, el de Harte, el de Dash, el de Taylor y otros. Ante esta 
variedad Zelazko propone, en 1979, una serie de axiomas que clasifican estos 
espectros ([31]). En esta Teoría axiomática el concepto fundamental es el de 
subespectro. Todos estos espectros se enfocaron mucho en familias de*ele- 
mentos, de elementos de un álgebra de Banach, que conmutan entre si, pues 
es aquí donde se presentan las situaciones más interesantes. Pero aun  para 
un solo elemento la situación es complicada. 

La Teoría axiomática de Zelazko no cubría, sin embargo, muchos  espec- 
tros usualmente definidos para elementos solos de un álgebra de Banach. 
Kordula y Miiller, desarrollan una teoría axiomática, basada en el concepto 
de regularidad que incluye estos casos. 

Müller propone ([15]), el concepto de regularidad combinada, lo que le 
permite definir  un espectro para k-uplas de elementos de un álgebra de Ba- 
nach, es  decir  un espectro combinado. 
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2 Preliminares 

En esta  parte definiremos algúnos de los espectros, y mencionaremos 
algúnos resultados que utlizaremos en el desarrollo de este  trabajo. Dare- 
mos también una perspectiva del  mismo. 

Como  mencionamos, aun  para un solo elemento el concepto de  espectro  no 
es tan sencillo. Efectivamente, si tenemos un álgebra de Banach d compleja 
con identidad e y X E C, donde C es  el conjunto de los números complejos, 
pertenece al  espectro clásico a(a), con a E A, el elemento a - Xe no tiene 
inverso en d, esto significa que por lo menos uno de los  ideales d(a  - Xe) 
o (a - X e ) d  es propio. Este hecho ya nos permite expresar el espectro a(a) 
en la forma a(a) = 01 (a) U ar(a), donde u1 y or son  los espectros izquierdo y 
derecho respectivamente y son dados como 

al (a)  = { X  E CId(a - Xe) # A} 

ar(a) = { X  E Cl (a  - X e ) d  # A}. 
Dentro de cada uno de estos casos  se pueden considerar situaciones más 
específicas, por ejemplo el ideal d ( a  - Xe) puede se:r de codimensión finita 
o infinita, puede ser cerrado o no cerrado. Se puede distinguir también el 
caso cuando a - Xe es un divisor de cero. Cada una de estas situaciones nos 
permite definir  el espectro correspondiente, eligiendo la clase de elementos 
que consideramos "regulares". Así, en  estos casos m6s  específicos que recién 
mencionamos,  la regularidad del elemento a E d es, precisamente, cuando 
codimda < 0 0 ,  el ideal d a  es cerrado y a no es divisor de cero. De esta 
manera definimos  el espectro como  el conjunto de los X's tales que a - Xe no 
es regular. 

Como dijimos, para el  caso  del espectro de un  solo elemento Kordula y 
Müller desarrollan una t,eoría axiomática del espectro, basada en  el concepto 
de regularidad, que abarca incluso  casos excéntricos como  un"tipo de espectro 
T, tal que el elemento O del álgebra resulta regular (O $! ~ ( 0 ) ) .  Esta teoría  está 
presente en la sección 6 de este  trabajo, donde la  comparamos con nuestro 
enfoque. 
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Hay varias opciones de definir un  espectro combinado; la definición más 
natural de  espectro combinado de  una IC-upla a = (al,  a2,. - . , ak) de elemen- 
tos  de d es la siguiente 

Observemos, que se puede evitar los dos casos de ideales, si escribimos 

a(.) = {X E C"31  ideal en A, a, - Xie E I ,  1 5 i 5 IC}. 

El espectro definido de  esta manera se llama el espectro de  Harte y tiene  las 
siguientes propiedades 
i) .(a) es un  subconjunto  compacto de Ck, para  toda a E Ak. 
ii) a(.) c nf=,u(&), para  toda a = (al,az,. , a k )  E dk 
iii) p ( a ( a ) )  = a(p(a) ) ,  para  cada aplicación polinomial p : Ck - Cm y los 
elementos aj conmutan  entre sí. 

Existe, sin embargo, otra opción que parece no menos natural. Si tenemos 
una  k-upla a = (al,  a2,. . . , a k )  de elementos de d, que conmutan  entre sí y 
G(a) es la  subálgebra  de A generada por al,a2, - ak y la identidad e, el 
espectro  de generadores de a es el conjunto 

6(a) = { X  E Ck131, ideal en G(a),ai  - &e E I ,  1 5 i 5 IC}: 

Este  espectro es  el espectro  de  Harte en una  subálgebra  propia de d. En 
este  espectro  no se cumple la propiedad ii) ni tampoco  iii). 

Otro espectro es  el espectro  puntual  aproximativo: Si a = (a l ,  a2,. e . , a k )  E 
Ak, el espectro  puntual  aproximativo izquierdo de a es el conjunto 

De manera análoga se  define el espectro derecho correspondiente ~, . (a ) .  El 
espectro  puntual  aproximativo de  este elemento a, ~ ( a ) ,  es la unión de los 
espectros izquierdo y derecho ~ ( a )  = ~ l ( a )U~ , . ( a )  y se cumple que .(a) C 
a(a). También este  espectro cumple las propiedades i), ii) y iii). 

El espectro combinado racionalmente convexo, o eispectro racional, g~ de 
una  k-upla a E dk es el conjunto 

%da> = { X  E CkIP(X) E a ( p ( a ) ) ) ,  
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para  todo polinomio complejo p en k-variables. Se  c:umple que 

para a E dk una k-upla de elementos que conmutan. entre sí. 
El espectro CT.R no cumplr la propiedad iii). 

Un último  espectro del que  hablaremos es el espectro  de Taylor. Este 
espectro se  define en un álgebra espécifica: Si X es un espacio de Banach 
complejo, B ( X )  es el álgebra de Banach de todos los operadores  de X en X 
acotados. 
Sean los espacios lineales X o ,   X 1 ,  , X,, de formas exteriores homogéneas 
de grados O, 1, . . . , 71, respectivamente, en indeterminadas el,  e2, , e,  con 
coeficientes en X ,  esto es 

para IC = 1,2;. . ,n y X0 E X .  

Sea T ==- (Tl , í"i , .  . . , T k )  una  k-upla de operadores de B ( X )  que  conmutan 
entre s í .  Definirnos el mapeo 6 k  : ,x,, - Xkf l  ( k  = O, 1, , n - 1) dado por 

donde ei A ej = -ej A e i .  

Se cumple que SkGk-l = O para IC = 1 , 2 , .  . , n - 1. De esta manera  la 
cadena 

es una  cadena compleja llamada el complejo de Koszul de  la  n-upla T y se 
representa como K ( T )  ([8]). 

El espectro  de Taylor aT(T) de la  n-upla T es el conjunto de X = 
( X I ,  X2, . . . , X,,) E C" para el cual el complejo Koszul K ( T -  XI) no es exacto. 

La axiomática  de Zelazko  clasifica  los espectros combinados, en su inves- 
tigación, como habíamos dicho, el concepto de  subespectro es fundamental. 
En este trabajo hacemos uso de este concepto, por lo que es importante 
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presentar su definición: Un subespectro, es un mapeo 6 que asigna a  toda 
k-upla, a = (a l ,  a2, . . . , ak)  de elementos de A, que conmutan  entre sí, un 
subconjunto compacto, no vacío, 6(a) C Ck, tal que: cumple las condiciones 
ii) y iii), enunciadas en esta introducción. El  espectro  de  Harte, el espectro 
puntual aproximativo y el espectro  de Taylor, son  ejemplos de subespectros. 

En este trabajo se pretende  encontrar la manera de describir una clase 
más amplia de espectros combinados, de tal manera que a  cada  espectro 
combinado de  este  tipo, se le asocie una familia  de subespacios lineales, 
que llamaremos subespacios espectrales generalizados, de tal manera que 
las propiedades de estos espectros, son estudiadas analizando la estructura 
de estas familias de subespacios. 

En la sección 1 se propone un nuevo concepto de  espectro combinado, 
al cual llamamos a-espectro. Un a-espectro es  unal  regla que asocia a  una 
Ic-upla a = (al ,  a2,. . . , a k ) ,  de elementos de A que conmutan entre sí, un 
subconjunto ~ ( a )  c Ck, de tal manera que: 
i) .(U) c o ~ ( ~ ) .  

ii) P ( T ( 4 )  c T ( P ( 4 ) .  
Aquí gG@) es  el espectro de Harte, de a, en la subálgebra G(a) y p es cualquier 
mapeo polinomial p : ck c". 

Con este concepto podremos abarcar varios espectros combinados, y con- 
juntamente con  el concepto de subespacio espectral generalizado, que se pre- 
senta en la sección 2, generamos una variedad de a-espectros. Al final de la 
sección 2, se presentan varios  ejemplos de subespacios espectrales generaliza- 
dos. 

En la sección 3 se establece como generar a-espectros  a  partir de sub- 
espacios espectrales generalizados, más precisamente vemos que toda familia 
de subespacios espectrales induce un  a-espectro, y a partir, de un a-espectro 
es  posible  definir una familia de subespacios espectrales. Se hace hincapié 
en  que diferentes familias de subespacios espectrales conducen a un  mismo 
a-espectro, por lo  que  se propone lo que llamamos la completación de una 
familia de subespacios espectrales, y que es  la familia más grande  de espacios 
espectrales correspondiente a un a-espectro  dado. 
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En la sección 4 construimos  una topología sobre el espacio de  todos los 
subespacios espectrales generalizados lo que nos permite relacionar la com- 
pacidad  de un a-espectro con la compacidad de la familia de subespacios 
espectrales generalizados. 

Los a-espectros cumplen la propiedad de  "mapeo  espectral  en  un sen- 
tido", y en la sección 5 establecemos la  totalidad  de  la  propiedad  de mapeo 
espectral,  demostrando  justamente el teorema de mapeo espectral, a partir 
de la  propiedad  de proyección. 

Como habíamos mencionado, en la sección 6 analizamos la relación entre 
un a-espectro y el espectro  propuesto  por Kordula-Müller. Kordula-Müller 
introducen el concepto de regularidad ([9]) y proponen el concepto  de espec- 
tro asociado a  este caso. Nosotros establecemos que  a  cada  regularidad se 
puede asociar una familia de subespacios espectrales generalizados, lo que 
permite  extender el espectro  a un a-espectro  (combinado). 

V. hiliiller propuso el concepto de la regularidad combinada y del espectro 
combinado correspondiente ([15]). En  la misma  sección 6 describimos este 
espectro  en  términos  de subespacios espectrales. 

Recordemos que  la envolvente polinomial c0nvex.a K de un  subconjunto 
acotado K c Ck es  el conjunto  de  todos los X E Ck tal  que 

Ip(X>l I SUPwEKlp(W)/, 

para  todo polinomio p : Ck -"+ C .  
Un subconjunto K c Ck se llama polinomialmente convexo si K = A' 

Los conjuntos polinomialmente convexos son cerrados y la envolvente poli- 
nomial de un subconjunto  acotado  de Ck es polinomialmente convexa. 

La envolvente racional convexa de un subconjunto K de Ck es el conjunto 
de todos los X E Ck tal que 

If(V 5 SUPW,Klf(W>I, 

para  todas las funciones racionales f, que son analíticas  en K .  Un subcon- 
junto es racionalmente convexo  si coincide con su envolvente racional. Así 
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en la sección 7 estudiamos  las envolventes polinomial y racional convexas, en 
este  entorno de un a-espectro. Aquí demostramos  que la envolvente racional 
de un subespectro y un a-espectro son a-espectros, establecemos la maxi- 
malidad de  la envolvente racional de un a-espectro y finalmente estudiamos 
la envolvente polinomial convexa de un o-espectro. Se demuestra  que la clase 
de a-espectros es cerrada con respecto  a  tomar envolventes polinomiales y 
racionales. 
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UN  ENFOQUE DE LA TEORÍA 
ESPECTRAL  MULTIVARIABLE 

1 a-espectros. 

En esta sección  se distingue una nueva  clase de espectros combinados que 
llamaremos a-espectros.  Este hecho tiene su motivación en los conceptos de 
espectro combinado propuestos, en varios artículos, por Vladimir Müller y 
Martinez-Wawrzynczyk ([9], [ 101 ,[ 111 y [ 151). Las condiciones que definen este 
nuevo espectro son  menos rígidas, y como veremos más adelante distinguen 
una una clase de espectros interesante. 

En  este  trabajo con la letra A siempre representaremos un álgebra de 
Banach compleja con unidad e. Si C c d, Ck es e:\ producto  cartesiano de 
C k-veces, C,k,, es  el conjunto que consta  de  todas las k-uplas de elementos 
de C que conmutan entre si, C,, = UF=,C,",, y C" = UEICk. 

dk es  un álgebra de Banach con la  norma I I ( a l ,  a2,, - . , uk) I I = supl5ilk 1 [ai I I. 
Para a = (al ,   a2, .  . , ak)  E dk, a(a) siempre denotará el espectro de  Harte y 
si X = (XI, ~ 2 ,  . . . , X,) E ck, con a - Ae representaremos la Ic-upla 
(al - Ale, a2 - &e, .  . - , ak - &e). 

Por P k  = P(zl, z2, . , zk), representaremos el álgebra de  todos los poli- 
nomios sobre C, con indeterminadas no-conmutativas 2 1 ,  x 2 ,  - - . zk. Una 
k-upla de elementos (al ,   a2,  e - , ale) E dk induce un homomorfismo p - 
p(u1, a2, . , ak)  de P k  en d el cual preserva la  identidad y manda  cada 
xj en  el correspondiente aj.  Un sistema (PI, p z ,  . - , p,,,) E (Pk)m es iden- 
tificado  con un mapeo polinomial p : dk - dm, tal que para  la Ic-upla 
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a = (al,a2,...,ak) E -Ak, p ( a )  = (~l(a),~~(a),...,p,(a)). La restricción 
de  este mapeo a los múltiplos escalares de la unidad Ck C dk toma sus 
valores en Cm c Am y se reduce a un sistema de polinomios numéricos. 
Representaremos por P: el subconjunto  de P k ,  consistente  de polinomios sin 
término  constante. 

Para a = (al,a2, , a k )  E dk, identificaremos por Po(u), el conjunto 
de todos los elementos de la forma p ( a ) ,  con p cf PE. También deno- 
taremos como If4(a) (respectivamente I>(a)) el ideal izquierdo (respectiva- 
mente derecho) generado por los elementos al , a2, - - . ak en A, y por G(a) la 
subálgebra  generada por los  mismos elementos y la  identidad e. Se verifica 
que Po (u)  = IG(.) (a) (Ideal izquierdo o derecho). 

1.1 Definición. Un a-espectro es un mapeo 5 que asigna a toda IC- 
upla a E At,,,, un  subconjunto 8(u) de Ck que cu.mple las siguientes dos 
condiciones: 

(1) 6(a) c oG(a)(a) 

('2) P ( W )  c a(Pta:)>, 
donde uG(') es el espectro  de  Harte  en  la subálgebra. G(u) y p E (Pk)m. 

La conlción (2) es llamada  la  propiedad  de  "mapeo  espectral en un 
sentido". Si se tiene la igualdad, esta se llama propiedad de mapeo espectral. 

Observemos que la  Definición 1.1 no contiene la c:ompacidad del espectro. 

Un caso particular  de la propiedad de mapeo espectral es la  propiedad  de 
proyección : 

(3) -lr(+>) = 5 ( W > ,  
donde -lr(x1,22,. . . , xk) = (xil ,x i2 , .  . . ,xi,) y S 5 IC. 

Es importante mencionar en este  punto  que la condición ('2) implica lo 
que se llama  la propiedad de traslación 

(4) 5(a + Xe) = a(a) + X, 

para a E A:,, y X E Ck. 
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Muchos espectros ya conocidos son a-espectros,  por ejemplo, como apun- 
tamos en la introducción, el espectro  de Harte cumple la propiedad  de mapeo 
espectral para  toda a E dt-, y puesto  que se cumple la contensión 

para a = (a l ,  a2,. e , ak) E dtom, cumple las condiciones (1) y (2), y por ello 
es un a-espectro. 

El espectro  puntual  aproximativo T ,  cumple la propiedad de mapeo  es- 
pectral para  toda a E A:m y cumple tambikn que ~ ( a )  C a(a), para  toda 
a E dk. Este  espectro es por lo tanto un a-espectro. 

El espectro  racional, u ~ ( a ) ,  es un  subconjunto del espectro  de generadores 
c?( a),  para a E At-. Pero c?( a) = c ~ ~ ( ~ )  (a), por lo que se cumple la condición 
(1). El espectro racional cumple la propiedad de  "mapeo  espectral en un 
sentido", por lo que es un  a-espectro.  Otros  a-espectros  son el espectro 
de Taylor (TT y el espectro  propuesto por Kordula-Müller, CTR, asociado al 
concepto de regularidad R. De hecho, todo  subespectro es un  a-espectro. 
En efecto, la condición (1) es consecuencia de Zelazko ([31], T. 5.1), y la 
condición (2)) es evidente de la definición misma de  subespectro. . 

La propiedad  que  demostramos  a continuación es fundamental para des- 
cribir los a-espectros. 

1.2 Teorema. Sea O un a-espectro y sea a E dt-, tal que O E O(a). 
Entonces O E O(b)  para  todo b E Po(a)". 

Demostración. Sea b E ?'(a)", entonces b es de la forma b = p(a ) ,  con 
p = (p1,p2, - . , p m )  y cada pi E ?t. Por la propiedad de "mapeo  espectral 
en  un sentido" (condición 2), se tiene  que 

o =: p ( 0 )  E p(6(a) )  c 6 ( p ( a ) )  = a@), 
por lo que la conclusión es obvia.0 

La condición O E 6(a) C c ~ ~ ( ~ ) ( a )  implica obviamente  que a 
teorema  anterior  obtenemos  que Po((.) no contiene la  identidad 
con a E Acm. k 

3 

# e, por el 
si O E O(a) 



2 El concepto  de  subespacio  espectral ge- 
neralizado. 

Se propone el concepto de subespacio espectral generalizado. Como vere- 
mos este concepto induce a  un  0-espectro en el sentido de que a  todo conjunto 
IJ de subespacios espectrales generalizados le corresponde un a-espectro, QU. 
El propósito fundamental de este trabajo es  relacionar las propiedades de 
este  espectro con la estructura de la familia U .  

2.1 Definición. Un subespacio lineal L c A se llama subespacio espec- 
tral generalizado si no contiene la unidad e y Po(.) C: L, para  todo a E LC-. 

A continuación presentamos algunos ejemplos de subespacios espectrales 
generalizados. 
1. Los ideales izquierdos, los  ideales  derechos y las subálgebras de A que no 
contienen la identidad e, son subespacios espectrales generalizados. 
2. Consideremos el álgebra de Banach de todas las matrices complejas de 
tamano 3 x 3 y sea E el subespacio de  todas las matrices de la forma 

a+P Y 

donde a,p y y E C. 
Es evidente que E no contiene elemento identidad, También cualquier PO- 
tencia de un elemento de &, es elemento de €. En efecto al multiplicar un 
elemento de I con  si  mismo  se presenta la igualdad siguiente 

a + p  y o a + b  c 

O O 0  O O 0  

donde a = a2 + ,O2 + y2, b = 2ap y c = 2ay. 
También notemos que 

a+P  Y 0 1 0 0  P 7 0  

O O 0  O 0 0   O 0 0  
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por lo que  dos elementos de E conmutan si y sólo si, conmutan  las correspon- 
dientes  matrices de la forma 

O 0 0  

De esta manera si A = ( y -@ O ) y B = ( --x ) , se cumple que 

A B  = B A  si y sólo si @y = zy, pero  esto significa que  una de ellas es múltiplo 
escalar de la  otra. Por lo tanto concluimos que si Idos elementos S y T de 
E conmutan entonces una  de ellas es combinación lineal de la otra y de  la 

matriz ( O 1 O ) . Por lo tanto E es un subespacio espectral generalizado. 

P Y O  Y 

O 0 0  O 0 0  

1 0 0  

O 0 0  

Este ejemplo también nos muestra un subespacio espectral generalizado 
que no es subálgebra.  En efecto las  matrices 

1 0 0  O 1 0  

(: i1 : ) y ( :  : o,). 
pertenecen a & pero su producto no. 
3. Consideremos el álgebra A de  todas las funciones continuas  en el anillo 
{ z : 7-1 5 IzI 5 7 - 2 )  y analíticas  en el interior. Y sea S la subalgebra  cerrada 
de series de potencias sin término  constante.  Evidentemente S no contiene 
elemento identidad  (la función 1). A diferencia del ejemplo anterior  la sub- 
algebra S si contiene elementos invertibles en d, por ejemplo f ( z )  = z E S ,  
aunque  su inversa $ no pertenece a S .  
4. Denotemos el anillo A(7-1, 7 - 2 )  = { z  E Clrl < 1x1 < 7 - 2 )  y consideremos el 
álgebra A de  todas  las funciones f : A(rl,7-2) - M2x2, donde M2x2 es el 
conjunto de  todas las matrices 2 X 2, con entradas complejas y f es analítica 
en A(r1, r2) y continua en A ( r l ,  7 - 2 ) .  Sea J el subespacio vectorial formado 
por el conjunto  de  matrices de  la forma 
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donde f y g son  polinomios.  Con los mismos argumentos del ejemplo 2, se 
verifica que este subespacio es un subespacio espectral generalizado. En este 
hay elementos invertibles, pero a diferencia del ejemplo 3, este subespacio 
espectral no  es una subálgebra. En efecto, las matrices 

son elementos de J, sin embargo su producto es la matriz 

no es elemento de J. Por otra  parte  estas matrices tienen inversa aunque 
esta no está en J. 

Desde este momento con V(d)  representaremos el conjunto de  todos los 
subespacios espectrales generalizados de d. 

3 Generación de a-espectros. 

Para cada  conjunto U c V ( d )  y  para  cada a E dk definimos el'siguiente 
conjunto 

La anterior expresión tiene sentido  para a E A", pero propiedades como la 
de mapeo  espectral o la de proyección pueden fallar para a # A,,,.,,. 
Sin embargo au (a), es un a-espectro. 

3.1 Teorema. Para cualquier U c V(d) se cumplen las siguientes condi- 
ciones 
i) g r ~  (u) C a"(a)(a), para a E dEm 
ii) La propiedad de traslación: 

au(a + Xe) = au(a) + X, 

para a E Ak y A E Ck 
iii) La propiedad de "proyección  en  un sentido": Si u E dk, X E Ck, b E dm 
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y (X, p )  E au (a, b)  , entonces X E au(a) 
iv) La propiedad de " mapeo  espectral  en un sentido", 

para a E .Atrn y p el mapeo polinomial en ( P k ) m  

Demostración. 

i) Sea 
X = (XI, x2,  * * *,X,) E a&) \ aG(a)(a). 

La condición X S;r ~ ~ ( ~ ) ( a ) ,  significa que existen bl , b2, - , b k  E G(a), tal que 
~ ! = ~ b i ( a ~  - Xie) = e 

Por otro lado X E au(a), por lo que existe E E U tal que a - Xe E Ek 
y puesto que PO(, - Ae) c E se sigue que e = ~f=,b , (a i  - Xie) E E ,  lo que 
contrachce la definición de un subespacio espectral generalizado. Por lo tanto 
X E aG(a)(a). 

ii) a E au(a + Xe) U 3 E  E U ,  tal que a + Xe - cue E Ek a - X E 
Q(.) a E au(a) + x. 
iii) Sea a E dk , X E Ck , p E Cm y (X, p)  E crU(a, b) .  Esto implica que existe 
E E U tal que (a - Xe, b - pe) E + a - Xe E Ek ==+ X E au(a). 
iv) Demostremos la propiedad de "mapeo espectral en un sentido". 
Sea X E p(au(a) ) ,  a E A:-, * X = p ( p ) ,  con /3 E au(a). Esto implica que 
existe E E U tal que a - /?e E E,. Por el teorema del residuo ([6]), tenemos 
que 

esto es X E au(p(a)). Por lo tanto p(au(a))  c au(p(a)).O 

De este teorema se desprende que el conjunto definido en (5), es en efecto 
un a-espectro. Mas aun  en el siguiente teorema establecemos que cualquier 
otro  a-espectro es de la forma au, para algún U c V(A) 

3.2 Teorema. Si S es  un a-espectro, entonces existe un  conjunto U C 
V ( d ) ,  tal que 6(a) = au(a), para cualquier a E dcm. 
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Demostración. Si 6(a) = 8, para  toda a E d,,, al tomar U = 8, 
conseguimos que aU(a)  = 8. Ahora supongamos que 6(a) # 8 para algún 
a E A,, . Por el Teorema 1.2 sabemos  que para  todo b E Po((.)", O E 6(b )  
y Po((.) E V ( d )  . Por lo que  la familia 

U = { E  E V(d) lVb E E:-, O E S ( b ) } ,  

no  es vacía. Demostremos que 6(a) = au (a), para  todo a E A,. 6 y ou 
son a-espectros por lo que, gracias a  la  propiedad  de  traslación, es suficiente 
probar  que O E au(a) ++ O E 6(a). 
Si O E (TU (a), de la definición  misma de la familia U ,  es obvio que O E 6(a). *I. 

Si O E S(a), entonces Po((.) E U ,  como  hemos observado arriba. Ya que 
a E Po(.)", por lo que O E aU(u). O 

, ..- 
I? - .~ 

A cont,inuación presentamos algunos ejemplos de a-espectros. 
. ,- 
. .-\ 
4 .  . \  

1. Si A es un álgebra  de Banach y U es la familia de todos los ideales 
de d. Entonces au(a), coincide con  el espectro de  Harte,  para  toda a E dk. 

2. Un subconjunto S ,  del álgebra  de Banach d, consiste de divisores topológicos 
comúnes izquierdos de cero, si para  todo  subconjunto  finito ( 2 1 ,  22, * , xn} 
de S, existe una sucesión u¿ de elementos de A, tal que llulll = 1, para  todo 
I y limll Izjul(l = O, para j = 1,2 .  . , n. De manera  análoga se define un 
subconjunto  consistente  de divisores topológicos comúnes derechos de cero. 
Un subconjunto consiste de lvisores topológicos comúnes de cero (DTCC) 
si está en uno de los dos casos anteriores. 
Si tomamos como U el conjnto  de  todos los ideales de A, consistentes  de 
divisores topológicos comúnes de cero, entonces 

.U(.) = m ,  

para a E dk y donde ~ ( a )  es  el espectro  puntual  aproximativo  de a. En 
efecto, si X E a ~ ( a ) ,  existe I E U ,  consistente de DTCC, tal que a - Xe E Ik. 
Como {al  - Ale, a2 - X2e,. . . , al, - Xke} es un subconjunto  finito  de I, existe 
una sucesión u1 en A, tal que I lull I = 1, para  todo 1 y limlI I (aj - Xje)ul 1 1  = O, 
para  cada j = 1,2, .  . . ,IC. Pero  esto implica que X E ~ ( a ) .  Por otra  parte si 
X E ~ ( a ) ,  de la definición  del espectro puntual aproximativo se sigue que el 
ideal generado por a - Xe, I ( a l  - Ale, a2 - &e, . . , uk - &e) es consistente 
de  DTCC. Por lo tanto X E au(a). 
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Como habíamos mencionado, las condiciones que definen este nuevo con- 
cepto  de  espectro combinado son menos rigurosas que  las  que definen el 
espectro  estudiado  por Martinez-Wawrzy~íczyk([lO]), donde en lugar de  la 
condición (1) tenemos  la  propiedad 

para a = ( a l ,  a 2 , .  . . , ak) E A:,,. 
En particular  para  un solo elemento n E A tenemos que 6(a) c a(.) 

R.esult,a que poniendo en lugar de la condición (2), la  propiedad  de  mapeo 
espectral  completa,  obtenemos  justamente  la condición (6), como lo de- 
mostramos  en el siguiente  teorema. 

3.3 Teorema. Sea A un  álgebra de  Banach  con unidad y sea 8 un a- 
espect,ro. Supongamos que para u E d:om se cumple que 5(a)  c ~ ~ ( ~ ) ( a )  
y p ( 6 ( a j )  = 6 ( p ( a ) ) ,  para  todo mapeo polinomial p E (Pk ) , .  Entonces es 
\.Alida  la  condiciGn (6).  

Demostración. Sea O E 6(a) y supongamos  que uj es invertible. Puesto 
que 8 cumple la propiedad  de mapeo espectral se tiene  que ¿?(a) C &8(ai ) .  
Sea pl : C 2  "-+ C la proyección sobre la primer componente. Se sigue 
que O E 6(aj) - 6(pl(aj,ay1)). Esto implica que existe X E C ,  tal que 
(O, X )  E 6 ( a j ,  a,;'). Por consiguiente existe E E lJ tal  que (a j ru i l -Ae)  E E 2 .  
Entonces a, (ai - Ae) = e -  Xaj E E ,  por lo que e E E.  Pero  esto es imposible 
pues E no contiene la  identidad. Se sigue que aj no es invertible;  por lo 
tanto O E a(aj). Ya que  este desarrollo es válido para  cada j = 1 ,2 , .  . , IC 
'concluimos que O E &a(ui), como queríamos demostrar.0 

'Recordemos que si E es un ideal (izquierdo o derecho) o una  subálgebra, 
sin unidad, de A, se cumple que Po(.) C E ,  para  todo a E E,,,. Así repi- 
tiendo los  mismos argumentos del Teorema 3.2 demostramos las siguientes 
dos proposiciones. 

3.4 Proposición. Un a-espectro 6, definido en ,A", satisface la propiedad 
de "mapeo espect,ral en un sentido" si y sólo si existe un subconjunto U c 
17(A). consistente  de  subálgebras  de A sin unidad,  tal que 6(a)  = aU(a) ,  
para  todo a E A". 
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Demostración. Si tenemos la propiedad de "mapeo  espectral  en un 
sentido",  para toda a E A", entonces se cumple la misma conclusión  del 
Teorema 1.2. En efecto, si a E A" es tal que O E S(a), entonces 

con p E (P:)". Por lo tanto O E S(b) para  toda b E Po(a)", por lo tanto el 
conjunto U que consta de todas las subálgebras E de V(A), tal que O E S(a), 
para  toda a E E" es distinto del  vacío. De esta forma siguiendo exactamente 
el  mismo camino que en la demostración del Teorema 3.2, llegamos a que 
S(a) = uU(a), para  toda a E A". 
Recíprocamente si U c V(d) y consiste de subálgebras de A tal que S(a) = 
uU(a),  para  toda a E A", para X E uU(a), a E A", existe k E N y E E U ,  
tal que a - Xe E E k .  Sea p E ( P k ) " ,  p = (pl,p2,. , p m ) .  Aplicando el 
teorema del residuo, tenemos que para  cada p j ,  j = 1 ,2 , .  , m 

Esto es p ( a )  - p(X)e E E" con E E U ,  por lo tanto p(X) E ur~(p(a) ) ,  lo que 
termina la demostración. O 

En particular  para cada a-espectro T ,  podemos considerar su restricción 
a A,, y en seguida extenderlo sobre A", poniendo T ( u ~ ,  a2, * * , a k )  = 8, 
cuando al, a2, . . - , ak no conmutan entre sí. La  aplicación así obtenida es 
un a-espectro que se puede representar como (TU, donde U = {Po(a)la E 
A,,, 0 E W } .  

3.5 Proposición. Un a-espectro S puede ser representado como az, 
donde Z es una familia de ideales  izquierdos (podrían considerarse ideales 
derechos), en A, si y sólo  si S cumple la condición: Para  toda a E Ak tal que 
O E S(a) y para todo c E If4 (a)", se tiene que O E S(c). 

Demostración. Si S es de la forma 01, entonces 1 cumple (ver Teorema 
3.2) que para  todo I E Z tal que para  todo a E Ik, O E S(a). De esto es 
evidente que se cumple la condición enunciada. 
Por otra  parte si inicialmente tenemos como válida la condición enunciada, 
definimos Z como la familia 

z = {I;(a)lO E b(a ) } .  
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Obviamente O E 6(a) si y sólo si O E uz(a), entonces u1 = 6. O 

2 2 5 9 9 7  
Es de notar que diferentes familias de subespacios espectrales genera- 

lizados pueden generar un  mismo a-espectro. De esta manera si 'Ua, es una 
familia  de subespacios espectrales generalizados, tales que generan un mismo 
a-espectro y (1 = Ual /a  entonces = CJ~J,,  para  todo a. Por lo tanto 
l j c  = es UII elemento maximal, en consecuencia para un a-espectro 
6 = uu existe  una única familia maximal U,, tal que 6(a) = guc(a). para 
a E Am. U,, la llamaremos la completación de la familia U y diremos que 
U es completa si es igual a  su completación. Notemos que se cumple que 
E E U, si y sólo si Va E E,, 3 F E U tal que a E F,,. Por lo tanto U, 
puede ser expresado, como aparece  en el siguiente teorema. 

3.6 Teorema. 

U, = { E  E V(d)JVa E E,, 3 F E U,  a E F,,} 

{ E  E V(d)I O E a ~ ( a ) ,  V U  E E,, }. 

La familia de subespacios espectrales generalizados que  aparece en el Teorema 
3.2 es  la familia maximal correspondiente a un a-espectro  dado 6. 

Una familia completa U de subespacios espectrales esta únicamente  deter- 
minada  por  sus elementos maximales. Si E, E U, es una familia linealmente 
ordenada  de subespacios espectrales generalizados entonces &Ea E U,; por 
el lema de Kuratowski-Zorn, U contiene elementos maximales. Si U es com- 
pleto, E E U y F C E ,  para a E F,,, a, también  pertenece  a E,,, entonces 
por el  Teorema 3.6, O E uu(a), pero esto es equivalente a decir que F E U,, 
por lo que F E U, = U .  Por lo tanto si representamos como M ( U )  el con- 
junto  de todos los elementos maximales de U entonces fácilmente se sigue 
que 

U = { E  E V(A)13F E M ( U ) ,  E c F } .  

El siguiente teorema es un "acercamiento"  a la compacidad del espectro 
UU. 

- 
3.7 Teorema. Sea r un a-espect.ro y para t.oda a E A,, sea S(u.) = T ( a ) ,  
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donde la  barra significa  la cerradura del subconjunto .(a) C Ck. Entonces 
existe  una familia V c V(A), tal que S(a) = ."(u). 

Demostración. Gracias  al Teorema 3.2, basta  demostrar que S es un 
a-espectro. 

Puesto que .(a) es un a-espectro y es un conjunto  cerrado, por 
ser espectro  de Harte, se cumple que S(a) = .(.) C o - ~ ( ~ ) ( u )  = U ~ ( ~ ) ( U ) .  Por 
lo tanto S cumple la condición (1). 

Sea a E dtm y sea p E ( P k ) "  entonces 

por lo que 6 cumple la condicih (2). 
o 

4 La topología del espacio V ( A )  

Del Teorema 3.7 podemos concluir que es un espectro  compacto, sin 
embargo, nos gustaría  saber  cuándo el  mismo espectro .U, es compacto. 
Para conseguir esto, definiremos una topología en V(d) ,  tal que  conjuntos 
cerrados U en  esta topología, nos  llevan a espectros  cerrados ow. 

Sea F E V(A) y a E ( F + C e ) k .  Representemos por X,(F), el  Único vector 
en Ck tal  que a - X,(F)e E F k .  Tenemos  el siguiente teorema. 

4.1 Teorema.  Para E E V(d) ,  la familia de conjuntos  de la forma 

donde a E Ek y E > O, es una base de  una topología del conjunto V(d) ,  la 
cual representaremos como 7. 

Demostración. i) . Sean ( E )  y O(b,E2) ( E ) ,  con a = ( a l ,  a2, . . . , a k )  E 
Ek y b = (b l ,  b2,. . . , b,) E E" dos vecindades de E. Tomando E = min{El, t2}, 
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tenemos que O((a,b) ,&) ( E )  es una vecindad de E y se cumple que O((,$),&) ( E )  C 

l X b ( F )  I < IX(a.b) ( F )  1.  
i i ) .  Sea L E O(,,<)(E). Necesitamos encontrar  una vecindad de L ,  O ( b , p )  ( L ) ,  
tal  que O(b,p) ( L )  c )(E). Como L E O(,,€) ( E )  se cumple IX,(L) I < E .  

Tomando b = a - X,(L)c, y p = E - lX,(L)/, obtenemos b E L k ,  por lo que 
O ( b , p )  ( L )  es una vecindad de L .  
Si F E O ( b , p )  ( L ) ,  entonces existe un escalar & ( F )  tal que b - Xb(F)e E F k  
y I X b ( F ) I  < E - IX,(L)I, pero esto implica que a - (X,(L) + Xb(F))e E Fk y 
que I & (  F )  + X,( L )  I < t (esto  último por la desigualdad del triángulo). Por 
lo tanto F E O(,,O(E). Es decir O ( b , p )  ( L )  c O(,,<](E). O. 

o(,,,,)(E) nO(b,&), pues claramente se cumple que lXa(F)I < IX(a ,b) (F)I  Y 

La topología 7, no es Hausdorff. En efecto, si consideramos dos elementos 
E y F en V ( A )  tales  que E C F ,  para a E Ek tenemos que X,(F) = O, por 
lo que F siempre será elemento de cualquier vecindad de E.  Por lo tanto el 
espacio no es TI y no es Hausdorff. Sin embargo, si  el álgebra  es  conmutativa, 
esta topología restringida  al  conjunto M(d) de ideales maximales de d, 
coincide con la topología de Gelfand. 

El siguiente  teorema  de hecho nos proporciona un crit.erio para  la com- 
pacidad del espectro o ~ .  Por supuesto que los conjuntos cerrados en b'(d)  
y la cerradura del conjunto Ir, son respecto  a la topología 7. 

4.2 Proposición. Si oU(a) es cerrado  para toda a E d,,,, entonces 
existe un conjunto  cerrado V c V ( d )  tal que ov(a)  = oV(a) ,  a E Am. 

Demostración. Puesto  que u c V ( A ) ,  es suficiente probar  que 

a&) = o&). 

( T U ( U )  es un a-espectro, por lo tanto demostremos la doble implicación O E 
( T U ( U )  O E U T J ( U ) .  Si O E au(a) entonces existen X, E au(a) y existe  una 
sucesión E, E U tal que a - X,e = (al  - XAe, a2 - x:e,. . . ) ak - xke) E EA 
donde X, = (X:, X:). s . ,  X i )  - (O,  O , .  ) O ) .  Sea 

+ 

+ 

* 
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para  todo b E Ek y c > O, b = @l(a),p~(a),-. . ,pk(a)), con pj  E Pi.  

Por el teorema del residuo tenemos que  para  cada j = I ,  2, - , IC se cumple 

pj (a)  - pj(x' , )  E lqa)(a - L e )  c PO(, - L e )  c E n -  

Por lo tanto si pn = @1(x),n(XE), - - - , p k ( x ) )  se  tiene que b - Pne E E: 
y Pn - O. A partir  de cierto n tenemos que IXa(En)l < E .  Pero En E U 
y b E E ~ ,  por lo que ( E )  n U # 8, así que E E ü. Como a E Ek 
obtenemos O E az(a). 
Sea ahora O E ag(a), para  algún a E dtm. Existe E E Ü tal que a E Ek. 
Por lo tanto  para  todo E > O existe F, E U tal que IXa(Fc) I < c .  Pero X,( F,) 
es el Único escalar  tal que U-  Xa(Fc) E F k ,  F, E U ,  entonces Xa(F,)  E au(u). 
Tomando E - O obtenemos X,( F,) "+ O. Por  lo cual O E uu (a). O 

+ + 

ZW L.. 

4.3 Corolario. Si U c V ( d )  es cerrado  entonces aU(a) es  cerrado  para q 
toda a E A,, f: $ 3  

Demostración. Con ayuda  de la Proposición 4.2, se sigue que f?? 
'8 
mr8! 

Un conjunto  importante  compacto en la topología 7 se establece en el 
siguiente  teorema. 

4.4 Teorema. Para  todo a = (a l ,  a2, . . , al,) E dt, y z = ( z I , z ~ ,  . , zm) E 
A", el conjunto 

Cz,a = { E  E V(A)lz E E",  y a E ( E  + Ce)'}), 

es compacto. 

Demostración. Notemos que se cumple que CZj,o n CO,~ ,  = Czj,a,, por lo 
que 

Cz ,a  = n,,j(Czj,o n Co,a;). 
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De esta manera es  suficiente demostrar  la compacidad de C O , ~  y CZ,o para 
a,z E A. 
Sea pues { U,} una familia de subconjuntos de Co,a, cerrados en C O , ~ ,  con a E 
A, tal que esta familia tenga  la propiedad de intersección finita. Obviamente 
la familia {Ü,}, (la  cerradura es respecto a la topología 7),  también tiene 
la propiedad de  inteseccicirl finita. Los conjuntos au,(a) C C k ,  son no vacios 
y tienen la propiedad de  intersección finita, por consiguiente los conjuntos 
oüa (a) = oua (a),  los cuales son cerrados y acotados tienen intersección no- 
trivial. Existe p E o,p(a) para  todo a, pero de  esto se sigue que existe 
E, E Üa, tal que a - pe E E,, para toda a. Si ponemos x = a - p e ,  tenemos 
que P " ( x )  C E, para  toda (Y. Pero esto nos  dice que E, es elemento de 
cualquier vecindad de Po((.> y como E, E Ü,, se  sigue que Po(.> E u, 
para  toda CY, pues Ü, es una familia de cerrados en V(A) .  Es evidente 
que Po((.) E C O , ~  y como los conjuntos U, son cerrados en Co,a tenemos 
que Po((.) E U,, para  toda a, esto es P"(z) E &U,, por lo tanto Co,a es 
compacto. 

En el  caso de Cz,o la demostración es análoga a la demostración anterior.0 

5 El teorema  de  mapeo espectral. 

En  esta sección establecemos condiciones bajo las cuales un a-espectro r 
cumple la propiedad de  mapeo  espectral. Recordemos que, por la definición 
r cumple la propiedad de " mapeo espectral en un sentido",  también que la 
propiedad de  mapeo espectral es la igualdad 

P ( m )  = M a > > ,  

para a E A:- y p E (Pk),. Como dijimos, un  caso  especial de la propiedad 
de mapeo  espectral es la propiedad de proyección. 

W a 1 ,  (32, * ; , Q)) = + i l ,  ai*, * - .  ,a im),  

donde m I IC y  XI, X2,. , X,) = (Xil, Xiz, - - , Xi,). La propiedad de 
proyección es equivalente a la siguiente condición marcada con el número 
I .  

15 



I .  Para todo a E At,, X E r ( a ) ,  y para b E A", tal  que (a ,  b) E A-, 3p E 
C"tu1 que ( A l p )  E r ( ( a , b ) ) .  

En efecto si tomamos 7r : Ck"" - C k ,  como r( X I ,  AS, - - , Xk, Xk+l , . * - , X,+") = 
(X1 , X2, - . , X,) y b E A" tal que ( a ,  b) E A,,, se sigue que 

X E .(a) = r ( r ( a , b ) )  = r ( r ( a , b ) ) .  

Por lo tanto existe (alp) E T(U, b) ,  tal que r(a,  p )  = X * Q = X. Obte- 
nemos así que existe p E C", tal que (X,p) E ~ ( u , b ) .  Se cumple la condición 
I. 
Recíprocamente si tenemos como válida la condición I, al tomar X E ~ ( a ) ,  
existe p E C", tal que (X,p) E r ( a , b )  * X E K ( T ( ~ ,  b ) ) .  Esto es .(a) C 
7r(r(a,b)) .  La otra contensión ya esta  demostrada pues, por hipotesis, r es 
un a-especbro. 

Si representamos r ,  como uu) la propiedad de proyección es equivalente 
a la siguiente propiedad de U ,  marcada con  el número II . 

I I .  Para todo E E U ,  a E E&,,, y b E A" tal que (a,b)  E A,,, existe El E 
U y p E C m  tal que ( a ,  b - pe) E Elk+". 

En efecto supongamos que E E U,  a E Etrn y b E A" tal que ( a ,  b)  E dcm. 
Como a E E&.,,, obtenemos que O E av(a ) .  Por la propiedad de proyección 
existe p E C m  tal que (0,p) E r ( (a ,b ) )  = aU((a,b)). Por lo tanto existe 
El E U tal que (u, b - pe)  E E:'". Se cumple la condición 11. 
Ahora bien, si consideramos válida la condición II y tomamos a E A? y 
X E .(u) = oU(u), existe E E U tal que a - Xe E Ek. Si b E A"' tal que 
(a - Xe, b )  E Acorn, existe El E (7  y p E C m  tal que (a - Xe, b - pe) E E:+m, 
pero esto significa  que (X, p )  E ( T ~ ( u ,  b) .  Por lo tanto se tiene la condición I 
(propiedad de proyección.). 

El siguiente teorema establece, que para  a-espectros, la propiedad de 
proyección implica la propiedad de mapeo espectral 

5.1 Teorema. Sea U C V ( A ) .  Si uu tiene la propiedad de proyección, 
entonces también tiene la propiedad de mapeo  espectral. 
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Demostración. En vista  de  que ou tiene  la  propiedad  de "mapeo 
espectral en un sentido" demostremos sólo la contensión contraria. Sea 
X E au(p(a)) ,  para a E A,. Por la propiedad de proyección de U e- 
xiste po E C k  t,al que (X, po) E a~ ( p ( a ) ,  a). Proyectando sobre la segunda 
componente se sigue que E .U(.). Puesto que au cumple la propiedad 
(2) y aG(e) (a) cumple la propiedad de mapeo espectral  en G(a) se tiene que 

Como (A,M) E oG(")(p(a) ,  a),  entonces (A,&) = (p(p),p), con p E &'@)(u). 
Esto  es, se tiene  que X = p ( p ) ,  po = p, pero  esto implica que X = p ( b ) ,  es 
decir X E p ( a u ( a ) ) ,  como queríamos demostrar. 0 

El siguiente teorema establece la propiedad de mapeo espectral,  para  la 
cerradura,  de un a-espectro. 

5.2 Teorema. __ Si T es un a-espectro  que  tiene la propiedad de proyección, 
entonces T(a )  = ~ ( a ) ,  tiene la propiedad de mapeo espectral. 

Demostración. Ya hemos probado  que T ( U )  es un a-espectro, por - lo 
que sólo resta  demostrar  que tiene la propiedad de proyección. Sea X E ~ ( a ) ,  
para algún a E A,, k y sea (a ,b )  E A:::. Existe una sucesión A(n) E ~ ( a )  
que converge a X. Por la propiedad de proyección de T ,  existe p ( n )  E C m  
tal que (A(n),p(n)) E ~ ( a , b )  c ~ ( u , b ) .  Por lo tanto, por la compacidad 
del espectro,  la sucesión (X(n), p ( n ) )  tiene una subsucesión convergente cuyo 
límite (X, p )  E ~ ( a ,  b) .  Por lo tanto 5, tiene la propiedad  de proyección, y, 
por el Teorema 5.1, la de mapeo espectral.0 

6 Regularidad y a-espectros. 

Como mencionamos en la introducción V. Kordula y V. Müller (K-M) des- 
criben una  amplia variedad de  espectros  usando el concepto  de  regularidad. 
En esta sección estudiamos  la relación entre ese concepto y el de  a-espectro. 
De acuerdo a K-M una regularidad en A es un  subconjunto R de A. que 
cumple las siguientes condiciones 

:r 
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i) Si a E d y n E N,  entonces se cumple la bicondicional a E R an E R. 
ii) Si a, b, c, d E d conmutan entre si y ac + bd = e, entonces se cumple la 
doble implicación ab E R e a E R y b E R. 

Si R es una regularidad se define  el conjunto 

CJR(U) = {X E Clu - Xe # R},  

para  toda a E d. ~ R ( U )  es llamado el espectro asociado a la regularidad R. 

Se cumplen diferentes propiedades, por ejemplo: 

a )  QR(U)  es un subconjunto  de a(.) 

b) Si representamos Inv(d) como  el conjunto  de  todos los elementos in- 
vertibles de d, entonces Inv(d) c R. 

c) R = A es una regularidad y en  este caso ~ R ( U )  = 8, para  todo a E A 

d)  R = I n v ( d )  es una regularidad y en  este caso aR(a) = a(a). 

e) Si R es el conjunto de todos los elementos que tienen inversa por la 
izquierda(respectivamente por la derecha), entonces el espectro aso- 
ciado a R es el espectro izquierdo al (respect. el espectro derecho,a,). 

Desde luego la propiedad más importante que establecen K-M es la propiedad 
de mapeo espectral.  (Demostrado  en 191) 

6.1 Teorema. Sea R una regularidad en d. Entonces para  todo a E d 
y para  toda función f analítica en una vecindad de a(a), no constante en 
toda componente conexa de  su dominio, se tiene  que 

Si tenemos una regularidad R, podemos  definir una familia de subespacios 
espectrales generalizados, tal que los correspondientes espectros coinciden, tal 
como 10 demostramos  en el siguiente teorema. 
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6.2 Teorema. Sea R es una regularidad en A tal que O @ R. Si 6 es la 
familia de  todas las subálgebras de A de la forma Po (a),  a E A \ R, entonces 

Demostración. Sea a E A, tal que a R. Entonces O E ~ R ( u ) ;  de esta 
manera, por la propiedad de mapeo espectral se  sigue que para p E P: 

por lo que p ( a )  4 R. De esta forma la familia U es, en  efecto, una familia de 
subespacios espectrales generalizados. De la definición de o ~ ( a ) ,  es evidente 
que es invariante  bajo traslaciones por lo que es suficiente demostrar que 
O E gR(a) si y sólo si O E a ~ ( a ) ,  para la primera parte. 
Si O E OR (a),  entonces a E Po( a) E 6, es  decir O E .-,(a). Recíprocamente si 
O E .a("> entonces a. E E = ~ ' ( b ) ,  b # R,  esto es a = p ( b ) ,  p un  polinomio 
sin término  constante. Por la propiedad de mapeo espectral la siguiente 
secuencia esta justificada O E c R ( b )  + O = p ( 0 )  E p ( a ~ ( b ) )  = a ~ ( p ( b ) )  = 

La segunda parte del teorema es la propiedad de "mapeo  espectral en  un 
sentido" por  lo que se  sigue inmediatamente usando la Proposición 3.4, ya 
que 6 consiste de familias de subálgebras, por lo que CTG cumple la propiedad 
de  "mapeo espectral en  un sentido",  para  todas  las k-uplas en A. O 

A 

a&) * o E o&). 

Ejemplo 

Si tomamos R = Inv(A), entonces O R y tomando como la familia 8,  
la misma del Teorema 6.2, concluimos que 

.-,(a) z= .(a). 

I 

En efecto ya que c R ( a )  = u(.) y por el Teorema 6.2 se sigue  la  conclusión. 
(Resulta que cada regularidad que satisface la condición O # R. se  puede 
extender a un a-espectro en forma trivial). 

19 



V. Muller, propuso el concepto de regularidad combinada, lo que le per- 
mite definir un espectro para una k-upla de elementos, de un álgebra de 
Banach. 

E1 espect.ro combinado asociado a una regularidad R, es  definido como 

(7) c R ( 2 )  = { X  E C n l x  - Xe 9 R}, 

donde x E A&,,. 

Este  espectro cumple la propiedad de  mapeo  espectral. En efecto, Müller 
demuestra en (151 el siguiente teorema 

6.4 Teorema. Sea c R  el espectro  determinado por una regularidad com- 
binado R en d. Sea x E A:, y sea f = (fl, fi, - - .  , fk) una Ic-upla de 
funciones analíticas  en  una vecindad de o ~ ( ~ ) ( z ) .  Entonces 

a R ( f ( x > >  = f ( a R ( z ) ) *  

En el  caso en que R = A,,, g~ (r  ) = 8 para  toda x. Excluyendo este caso 
podemos relacionar el espectro asociado a una regularidad con subespacios 
espectrales generalizados, como lo vemos  en  los siguientes resultados. En 
especial, en el siguiente teorema, se incluye una demostración de  la propiedad 
de mapeo  espectral,  para OR,  basada en  el Teorema 5.1. 

6.5 Teorema. Sea R una regularidad combinada, entonces para  toda 
a = (al ,  a2, , a k )  E A:,, aR(a) satisface la contensión aR(a) c n:=:=,a(ai) 
y la propiedad de mapeo espectral. 
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2 2 5 9 9 1  
Demostración. Demostremos primero que OR(U)  C c ~ ~ ( ~ ) ( a ) ,  para a E 

dt-. Si O E oR(a) ,  entonces a = (a l ,  a2, - , a,) # R,. Si O # aG@)(a), 
existen bl,b2, , bk E G(a) tal que Cf=14b, = e. Por el inciso i) de la 
definición 6.3 se obtiene que (al ,a2,  . , ak) E &, contradiciendo nuestra 
suposiciom inicial. Por lo tanto O E ac(a) (a). Por la propiedad de traslación 
se  sigue la contensión. 
Demostremos ahora que OR cumple la propiedad de proyección.  Sea T : 
C k  - C" el mapeo x(x1,  x2, - . , x,) = (xil, xi,, - S ,  x,,), demostremos que 

C J R ( ~ , )  donde a, = (ai,, ai,, . , ai,). Por definición tenemos que a, - Ase $ 
R,. En  virtud de la Definición 6.3 (inciso iii)), podemos afirmar que existen 
Xi,+], Xia+,, . . , Xik E C tal que 

x(aR(al ,a2 ," . ,ak) )  = OR(Gl,4, ,*" ,ai , ) .  Sea X, = ( ~ g 1 , ~ i ~ , " ' , & )  E 

Pero esto es equivalente a que (al - Ale, a2 - Xze, - - S ,  ak - Xke) # R,. Es 
decir tenemos que ( A l ,  X 2 , .  e ,  X , )  E ~ R ( a l ,  a2, S ,  a,) y x(X1, X 2 ,  * m ,  X,) = 
(Xi l ,  Xi*, . . , Xis). Hemos demostrado que X, E T ( u R ( u ~ ,  ~ 2 , ' .  - ,ale))  y por 
ende que ~ ~ R ( a i ~ , u i ~ , - * * , a i , )  c T ( ~ R ( a l , a 2 , " ' , a k ) ) .  
Por otra  parte si ( A l ,  Xp,. . , X,) = .(PI, . . , P k ) ) ,  donde ( h ,  /32, , /3,) E 
~ R ( a l , a 2 , - . . , a k ) ,  entonces tenemos que ( X 1 , X 2 , ~ . . , X s )  = @ i 1 , / 3 i 2 , . - . , / 3 i s )  

y (al - @le, a2 - Pze,. . . ,ak - Pke) @ &. Por lo que, por la  Definición 6.3 
(inciso i i ) )  se tiene (ai, - Pile, ai2 - &,e,. - . ,ais - &,e) # R,, S 5 IC. Esto 
es ( X 1 , X 2 ; . - , X s )  E ~R(ail,a~,,-.-,a~,). Por lo tantox(aR(al,az,...,ak)) c 
aR(4, , ai,, - * . , aik) ,  por  lo que OR tiene la propiedad de proyección. 
Así pues, se tiene que para  todo p E (P,)"' y a E dt-, 

Si O E aR(a) ,  por la propiedad de proyección, existe X E Cm,  tal que (X,O) E 
~ R ( ~ ( u ) , u ) ,  con p E (Pk)"', sin término  constante.  Esto implica que X E 
~ R ( p ( a ) )  y que (X, O) = (p (p ) ,p ) )  con p E O ~ ( ~ ) ( U ) .  Por  lo tanto O = p ( 0 )  = 
p ( p )  = X E aR(p(a)) .  Hemos demostrado  la implicación 
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es una familia de subespacios espectrales generalizados. Se cumple que 

Q(a)  = a-,(.), 

con a = (al, a2, . - , ak) E dtm. En efecto,  si 0 E (TR( a), entonces a = 
(al, a2, . : , ak) # & ,  por lo que a E Ek, con E = Po (a), que es elemento de 
6, por lo que O E C J ~  (a),  Recíprocamente, si O E .-,(a), existe E = Po ( b )  E 
0, tal que a E Ek. Esto es a = p ( b )  con p un mapeo polinomial sin término 
constante y b = (b l ,  b, , bk) # Rk, por lo que (a l ,  a2, - S ,  ak) 6 &, esto es 
O E c~R(a).  Por lo tanto el Teorema 5.1 implica que OR tiene la propiedad de 
mapeo  espectral, y de esta manera se completan las condiciones  del Teorema 
3.3 por lo que aR(a) c nf=,a(ai), lo que completa la  demostración.0 

Un "recíproco" del Teorema 6.5 es  el siguiente teorema. 

6.6 Teorema. Sea r un a-espectro que cumple la propiedad de mapeo 
espectral, entonces 

Rk = {a E Atm IO #+)I, 
define una regularidad combinada. 

Demostración. Verifiquemos las condiciones i ) ,  ii) y iii) de la Definición 
6.3. 
Sea a = (al,a2,-.. , a k )  E Atm tal que (al,a2,.. - ,ak) # Rk, entonces 
O E ~ ( a ) ,  puesto que r es un a-espectro, se tiene que O E ( T ~ ( ~ ) ( u ) ,  por lo que 
Iq.) (a) es  un  ideal propio en G(a). Por lo tanto  para bl, b2, - . bk E G(a), se 
tiene que Cf=,aibi # e. De esta forma  se cumple la condición i). 
Sean ahora (al,a2,-.-,ak,ak+l) E Am y tal que (al,a2,...,ak) E &. En- 
tonces O $ 7(a1, a2,. . . , a k ) .  Si suponemos que (a l ,  a2, - - .  , ak, ak+l) $ &+I,  

entonces O E r ( q ,  a2, . . . , a k ,  uk+l ), por  lo que al usar la propiedad de  mapeo 
espectral y proyectar sobre las primeras k-componentes se tiene que O E 
~ ( a 1 ,  a 2 ,  . . . , a k ) .  Esto es (a l ,  u2, . . , ak)  $ R k ,  lo que es una contradicción. 
Por 10 tanto (al,  a2,. . . , ak, ak+l) E &+I y la condición ii) se ha verificado. 
Finalmente supongamos que para toda k-upla (al, a2, - . , ak) E Am, se 
cumple que (al, a2, , ak)  # & ,  es decir, tenemos que O E r(al, a2,. ,ak) ,  
usando de nuevo la propiedad de mapeo espectral con  el mapeo  de Ck en 

! c"1 
P , p(z1 ,  z2, . ,zk) = ( O , I C ~ , Z ~ ,  . , zk), se tiene que 

o = p ( O )  E p ( T ( a l , a 2 , " . , a k ) )  = r(p(ul,a2,.*.,ak)> =7(0,al,a2,..*,ak), 
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es  decir (O, al,  a2, . . . , ak)  6 Podemos decir entonces que existe X = 
O E C, tal que para Q = O, se cumple que (O, al, a2,. - - , ak) # por lo 
tanto la condición iii) esta  demostrada.0 

6.7 Teorema. Si R es una regularidad combinada, entonces R1 es una 
regularidad en el sentido de la  definición de Kordula-Müller. 

Demostración. Sea a E A tal que a es invertible, puesto que UU" = e, 
por el inciso i) de  la Definición 6.3, se  sigue que a E R1. Esto es  se tiene que 
InvA c R1. De acuerdo a (K-M) resta probar que 

d E R 1  - a E R 1 y b E R 1 ,  

para  todo (a, b)  E A,. 
Sea ab E RI. Si a # R1, entonces O E gR1  (a). Por la propiedad de proyección 
existe X E C, tal que (O, X) E oR(u, b).  Tomando el mapeo polinomial p E 
(PZ)I, como p(xl, x2, ) = x1x2 se sigue que 

0 p ( 0 ,  X) E p ( g R ( a ,  b ) )  = U R ( p ( a b ) )  = OR1 (ab)* 

Pero esto significa que ab $! R1, lo que contradice nuestra hipotesis inicial, 
por lo que a E R1. Por  simple analogía concluimos que b E R1. 
Supongamos  ahora que a. E R1 y b E R1. Si ab $Z' R1, O E 0~~ (ab), por 
lo que O = Xp donde (X,p) E oR(a ,b) ,  por  lo tanto (O, p) E o R ( ~ , b )  o 
(X, O )  E ~ R ( U ,  b ) .  Por lo que al proyectar en la primera o en la segunda 
coordenada, se tiene que O E  OR^ ( a )  ó O E uR, (b) .  Esto es a # R1 o b # R1, 
lo que es una contradicción. Por lo tanto ab E R1. O 

6.8 Teorema. Sea = 6 el espectro asociado a  la regularidad R, tal 
que R # A,, y sea la familia 

U = { E  E V(A))Vk E N, X E E:-, O E .(X)}. 

Entonces la familia U tiene  la propiedad de proyección, au(x) = a(x) y 

Demostración. Sea IL: E df,, x = ( I L : ~ , z ~ , .  . . ,xk) y O E 6(r) .  Supon- 
gamos que x% es invertible, para alguna i y sea su inversa. La k + 1- 
upla (x1, x2 , .  , r k ,  I L :~ ' )  son de elementos que conmutan entre sí. De esta 
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manera aplicando la propiedad de proyección, existe p E C tal que (O, p) E 
&(x, x;') c U ~ ( ~ ~ ~ ~ ' ) ( X ,  x;'). Pero esto implica que el ideal I ( x ,  xi-' - pe) 
es propio en el álgebra G ( x , x i - ' ) .  Pero esto es una contradicción puesto 
que obviamente e E Ic~z,z~ll(x,x~-l - pe). Esta contradicción muestra que 
e Po(.), por lo que Po((.) E U ,  es  decir la familia U es distinta del conjunto 
vacío.  De esta manera la igualdad 6 = au es consecuencia  del Teorema 3.2. 
Ahora 6, tiene la propiedad de  mapeo  espectral, por lo que la propiedad de 
proyección de U es obvia, también la relación (8) es evidente al  comparar la 
definición de regularidad asociada a 3 y la definición de ow. 0 

7 a-espectros y sus envolventes. 

En esta sección establecemos la relación entre  a-espectro y la convexidad 
polinomial y racional. Como veremos la envolvente racional de un a-espectro 
y de un subespectro es  un a-espectro. 

Como  mencionamos  en la introducción la  envolvente polinomial convexa 
I? de un subconjunto K C Ck, es  el conjunto de todos los X E Ck, .tal que 

para  todo p E P k .  Un subconjunto K C Ck, se llama polinomialmente 
convexo si K = K .  

La envolvente  racional  convexa de un subconjunto K c Ck, es el conjunto 
de todos los X E Ck, tal que 

para  todas  las funciones racionales analíticas en K .  Un subconjunto K C Ck, 
es racionalmente convexo,  si  coincide  con su envolvente racional. 

Recordemos también que los conjuntos polinomialmente convexos  son  ce- 
rrados y todo  subconjunto compacto de C, es racionalmente convexo. 
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Otra propiedad importante es que si A, es un álgebra  finitamente gene- 
rada por los elementos al, @, - - . , a k ,  entonces el espectro  de  Harte 
a(a1, a2, - . . , ak), es polinomialmente convexo. 

El criterio  que relaciona la convexidad polinomial y la convexidad racional 
esta  dado  por el siguiente  teorema,  demostrado  en [4]. 

7.1 Teorema. Sea K un subconjunto  compacto  de Ck. Un elemento 
X E Ck, pertenece a la envolvente racional convexa de K ,  si y sólo si p(X) E 
p ( K ) ,  para  todo p E Pk. 

El criterio  propuesto  en el teorema  anterior será usado  en los dos  teoremas 
subsecuentes. 

7.2 Teorema. Si Q es un a-espectro,  entonces el mapeo 5 que asocia  a 
cada a E Atm, la envolvente racional a(a), de @(a), es un cr-espectro. 

Demostración. Demostremos la conhción (2) para 5. Sea X E Cm ele- 
mento  de p(c?(u)) con p E (Pk)m, esto es X E p ( p ) ,  con B = (PI, p2, - , h )  E 

Sea el mapeo polinomial q E P,, entonces q o p  es un polinomio en Pk, por lo 

pero  por la propiedad  de  "mapeo  espectral en un sentido"  se  tiene  que 

X E a(p(a)). Por lo tanto p(a(a)) c ¿?@(a)). 
Sea Ahora O E 5(a), con a = (al ,  a2, - - ,ak) E dtm y sea p E Pk la 
proyección sobre  una  coordenada.  Entonces  se  tiene  que O = p(0 )  E p(a(a))  C 
p(aC(")(a)). Porlotanto0 =p(pl ,pZ, . . . ,pk) ,con(Pl ,~2, . . . ,pk)  E &+)(a). 
De esta manera al proyectar  sobre  cada  componente  obtenemos  que O = Dl = 

a(.). 

tanto q(X> = ( P P ) ( P )  E (qop)(a(a)) .  Esto implica 4ue q(p(B)) E qb(@(a))>> 

q(P(P)) E q(a(p(a))), Por 10 que Q(X) E q(")), Pero esto implica que 

p2 = ... = ,f3k, por lo que O E &"), y la condición (1) está  demostrada. O 

7.3 Teorema. Sea u* un subespectro y &*(a) la envolvente racional  de 
@,(a), para a E dtm, entonces 6* es un a-espectro. 

Demostración. Puesto que a,(a) es la envolvente racional de Q,(U), y 
este  último es  un subconjunto  compacto, por ser subespectro, se cumple la 
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doble  implicación 
X E &**(u) - P ( X )  E P(O*(4), 

para  todo u E . A k ,  X E C k  y p E P k .  

Como CJ, es  un subespectro cumple las siguientes condiciones. 

P(O*(4) = O*b(4). 

Donde a E A:- y p E (Pk)m. 
Demostremos que 6, cumple las condiciones (1) y (2) que definen  un a- 
espectro. Demostraremos primero la  condición (2). Sea X = ( X I ,  X2, . - . ) X,) E 
p(c?*((a)), entonces X = p ( P ) ,  con P = ( P I ,  P2, - ,  P k )  E 6,(a). 
Debemos probar que para  todo polinomio q E Pm, se cumple q(X) E q(&*(p(a))) 
Sea q E Pm, entonces qop E P k .  Por lo tanto q(X) = ( q o p ) ( P )  E (qop)(a,(u)), 
por 10 que q(p(P)) E q(p(a,(a))) = q(~ , (p (a) ) ) ,  pero esto implica que P(P) E 
d,(p(u)).  Es decir q(X) E 6*(p(u)) .  Por lo tanto X E &,@(u)). Hemos  de- 
mostrado la  condición (2). En  particular 6, es invariante bajo traslaciones, 
por lo cual para demostrar la condición (1) basta demostrar la implicación 

o E 6, (u)  * o E aG(a)(u). 

Tomemos O E &,(u) y p  E P k ,  entoncesp(0) E p(a,(u)) = a,(p(a)) c a(p(u)), 
puesto que p : C k  -+ C. Es decir tenemos que p ( 0 )  E a(p(u)) ,  para  todo 
p E p k .  Por lo tanto el ideal 
{p(al ,u2,  . , a k ) l p ( O )  = O, p E P k } ,  no contiene elementos invertibles en A, 
es decir  es un ideal propio. Por lo que 

no tiene elementos invertibles en A y por lo tanto no tiene elementos inver- 
tibles en G(u1, u2, . . . , a k )  . Pero I es  el ideal generado por u1 , u2, . - , al, por 
lo que es un ideal propio en G(u1, u2, - , a k ) ,  esto implica que I # G(u) ===$- 
O E ~ ~ ( ~ ) ( u ) .  Por lo tanto e ( ~ )  c o ~ ( ~ ) ( u ) . o  

A continuación mostraremos que la envolvente racional de un subespectro 
es maximal, de acuerdo al siguiente teorema. 

26 



7.4 Teorema. Sea a, un subespectro, entonces su envolvente racional 
6, es  el a-espectro maximal tal que para un elemento a E d se cumple 
6,(a) = a,(a). 

Demostración. En el Teorema 7.3 hemos demostrado que la envolvente 
raciona¡ de un subespectro es un a-espectro.  Puesto que todo  subconjunto 
compacto de C es racionalmente convexo, a,(a) para a E d es racionalmente 
convexo. Por lo tanto se tiene que a,(a) = 6,(a), para cada elemento a E d. 
Resta probar que 6, es maximal. Sea r cualquier a-espectro  tal que ~ ( a )  = 
a,(a), con a E A. 
Sean a E .Atm, X = (XI, Xa, e - * ,  Xk) E r (a ) ,  y cualquier mapeo polinomial 
p E Pk. Entonces p(X) E p ( ~ ( a ) ) ,  por la propiedad de " mapeo espectral en 
un sentido" se tiene que p(X)  E .@(u)) = a,(p(a)) y por la propiedad de 
mapeo espectral p(X) E p(a,(a)). Hemos demostrado que para  cada X E ~ ( a )  
y para  cada polinomio p E P k ,  p (  X) E p(a,(a)). Es decir X E 6, (a). Por lo 
tanto 6, es maximal.0 

Se cumple tambien que la envolvente polinomialmente convexa de un a- 
espectro es un  a-espectro. En efecto, tenemos el siguiente teorema. 

7.5 Teorema. Si a(a) para a E d,k,, es un a-espectro, entonces la 
envolvente polinomialmente convexa a(.) es  un a-espectro. 

Demostración. Sea a E dzm, puesto que ~ ~ ( ~ ) ( a )  es polinomialmente 
convexo,  es válida la implicación a(.) C aG(a) (a) + ¿?(a) C ~ ~ ( ~ ) ( a )  = 

h 
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U ~ ( ~ ) ( U ) .  Por lo tanto se cumple la condición (1). Ahora sean los mapeos 
polinomiales p E ( P k ) m ,  g E P m  y sea X E p(¿?(a)), entonces X = p ( p )  , p  E 
¿ w .  Por 10 que Ig(X)l = IPP(8)I I SUPu€u(a)lQOP(41 L suPzGp(u(a))ld4l L 
SUPz€u(p(a)) Iq(z) I .  Por lo tanto X E i f (p(a) ) .  Es decir se cumple la condición 
(2), como queríamos demostrar. O 

En  contraste con la envolvente racional, en este caso se tiene que  para un 
sólo elemento a E A, U(.) # ¿?(a). 

Otro  tipo de envolvente de un espectro se estudia en el  caso de un álgebra 
conmutativa d. Denotemos por M(d)  el espacio de todos los ideales ma- 
ximales de d en la topología de Gelfand. w. Zelazko demuestra en [31], el 
siguiente teorema donde describe los subespectros de d. 

7.6 Teorema. U es un subespectro en un álgebra conmutativa A, si y sólo 
si existe un conjunto compacto K c M(A) tal que para a = ( a l ,  a2, - , a k )  E 
Ak 1 

Denotemos por S ( K )  = U I E K I .  El siguiente resultado es demostrado por A. 
Wawrzynczyk en [28]. 

7.7 Teorema. Si J c S ( K ) ,  es  un  ideal en d. entonces existe I E hí'(A), 
tal que J c I c S ( K ) .  

Denotemos por I? = {I E .M(A)) I C S ( K ) } ,  entonces tenemos el teo- 
rema 

7.8 Teorema. El conjunto I? es compacto. 

Demostración. Consideremos  los elementos de M(d)  como funcionales 
multiplicativos en d. Sea q5 funcional  lineal multiplicativo tal que 4 2. 
Por la definición de I? se  sigue que existe a E A tal que a E Ker4 pero 
a Km+, para  toda $J E K .  Esto es, tenemos que existe a E A tal que 
4(a)  = O y $(a) # O, para  toda $J E K .  Como K es compacto existe 6 > O 
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tal que ld(a)l > E para  toda 1 / 1  E A-. Sea  el conjunto 

O(a,c) = (9 E M(A)l Ida) l  < 61- 

es una vecindad de 4 en la topología de Gelfand. Este  abierto clara- 
mente no intersecta a K .  Demostremos que tampoco  intersecta  a I?. En 
efecto, supongamos que existe un elemento cp E o(a,c)nk, y tal que p(a) = X. 
Entonces a - Xe pertenece a Kercp, lo que implica que existe un elemento 
$1 E K ,  tal que a - Xe E Kerll,, esto es, tal que @(a) = X, y consecuentemente 
I@(a)I = Icp(a)l < E .  Pero esto contradice el  hecho de que O(a,cl no intersecta 
a K .  Por lo tanto no intersecta a k, por lo que E, es cerrado y por 
consiguiente  es un conjunto compacto.0 

Para cada K c M(d)  compacto podemos definir el conjunto 

eK(al,  . .  ,ak) = { ( x ~ ,  e.., X,) E ck1 l(al - Ale, 3 , a k  - ~ k e )  c s ( K ) }  

Gracias al Teorema 7.7 obtenemos el siguiente 

7.9 Teorema. ¿?K es el subespectro m& grande  tal que ¿?K(u) = o ~ ( a ) ,  
para a E d. 

Demostración. Demostremos que en  efecto ¿?K (a) = o ~ ( a )  para a E A. 
Sea X E 6 K  (u), entonces el  ideal I(. - X) c S( K ) ,  por lo que existe I E K 
tal que a - Xe E I ,  por lo tanto X E aK(a).  Por otro lado si X E o ~ ( a )  
entonces existe I E K tal que a - Xe E I, esto es a - Xe E UrEKI por lo que 
I(a - Xe) c U I E K I  = S ( K ) .  Por lo tanto X E 6K(a) .  

Demostremos ahora que ¿?K(a) = a2(a). Sea X E ¿ ? ~ ( a ) ,  entonces el 
ideal I(a - Xe) c S ( K ) .  Por el Teorema  7.7 existe I E “ A )  tal que 
I(a - Xe) c I c S ( K ) ,  por  lo que I E 2. Así a - Xe E I, con I E h ; ,  
por lo tanto X E ak(u.). Recíprocamente si X E op,(a), existe I E h; tal 
que a - Xe E I. Esto es a - Xe E I c S ( K ) .  Entonces existe Io E h’ 
tal que a - Xe E Io, por lo que X E uK(a) = c?K(a). De esta manera por la 
compacidad de I? y con  el Teorema 7.6  concluimos que ¿?K es un subespectro. 

Finalmente demostremos la maximalidad. Sea r cualquier subespectro 
que cumple que .(U) = oK(a) ,  para a E A. Gracias al Teorema 7.6 podemos 
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expresar ~ T ( u ~ , u ~ , - ~ ~ , u ~ )  = ac(al,a2,-~-,ak), para  algún C c M(d).  Se 
cumple que S(C) = S ( K ) .  En efecto, si a E S(C), existe I E C tal  que 
a E I, por lo que O E ac(a) = .(a) = a ~ ( a ) .  Entonces  existe J E K tal 
que a E J ,  por lo tanto a E S(K) .  Al contrario Si a E S ( K ) ,  a E J E K 
entonces O E aK(a) = r(a) = ac( a), por lo que  de  manera  inmediata  se sigue 
que a E’S(C). Así, si I E C, entonces I c S ( K )  y por el Teorema 7.7 existe 
J E I? tal  que I c J. pero ambos ideales son maximales por lo tanto I = J. 
Hemos demostrado que C C fi- y por lo tanto podemos concluir que 

El concepto  fundamental  en  este  trabajo es el de  subespacio  espectral ge- 
neralizado.  Este  concepto nos permitió  expresar los o-espectros  en  términos 
de una  familia de subespacios  espectrales.  Esto es lo esencial, pues este 
hecho, ha  permitido  establecer y demostrar  practicamente  todos los teoremas 
aquí  presentados,  estudiando las propiedades  de esas familias  de  subespacios 
espectrales.  Esto nos ha  permitido,  también,  establecer  que varios de los 
espectros combinados queden dentro  de  este nuevo enfoque. Pero  finalmente 
debemos considerar  la cuestión si realmente el enfoque de  la teoría  de los 
espectros  combinados, en términos  de  subespacios  espectrales generalizados 
enriquecen a la misma. 

Como se ha demostrado en el Teorema 3.4, los espacios espectrales ge- 
neralizados,  que son subálgebras sin unidad, son suficientes para  describir 
los  valores de  cualquier  subespectro  sobre dcm. Esta descripción, si es muy 
importante, como herramienta,  aunque,  en casos concretos  resulta muy  com- 
plicada. 

Consideremos un solo subespacio  espectral E c A, y sea r = a{E). 
El espectro ~(a), consta  de un  solo punto, y su descripción en  términos 
de subespacios espectrales  también  es muy  sencilla; mientras  que  la  familia 
de  subálgebras U, necesaria para  describir r como ou, consta  de  todas las 
subálgebras  conmutativas  contenidas en E,  y  puede ser  muy numerosa. 

Hemos introducido el concepto  de  subespacio  espectral  generalizado, como 
”paquete”  de subálgebras  conmutativas  facilitando  la descripción de  familias 
de  subálgebras. 
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2 2 5 9 9 1  
Siguiendo las ideas  de Gelfand definimos la topología en el espacio I.'(d), 

de  tal  manera  que  a los conjuntos  compactos en V ( d ) ,  le corresponden a- 
espectros  compactos. 

Hemos expresado en términos  de  subespacios  espectrales, la propiedad 
de proyección de un a-espectro,  para  demostrar luego que la propiedad  de 
proyección implica la  propiedad  de m a p a  espectral, (para  a-espectros). 

Hemos mostrado  finalmente,  que los a-espectros  forman  una familia que 
es cerrada con respecto  a las operaciones de  tomar envolventes racionales y 
polinomiales de  conjuntos ~ ( a ) ,  a E dcm. 

Podemos mencionar muchos problemas  abiertos relacionados con esta 
teoría. Los más importantes  se relacionan con la topología del espacio V(A) .  
En particular  no  se  sabe si los elementos maximales de A forman  un con- 
junto compacto.  En forma más general se podría  esperar  que el conjunto 
de element,os maximales de un subconjunto  cerrado U c V(A),  es un con- 
junto  cerrado. No es mas interesant,e el problema de describir, en algunos 
casos concretos, el espacio i'(d), o por lo menos, construir  otros ejemplos, 
no triviales, de  subespacios  espectrales  generalizados. 
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