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Introduccion

El estudio de lo Procesos Markovianos de Salto es un asunto que ocupa un lu-
gar relevante en la teoria de los Procesos Estocasticos, y donde el estudio de
la existencia de tales procesos se hace a través de una éptica constructivista
en la que la literatura hace escasa referencia. El objeto de este trabajo es
el de presentar un estudio minucioso de la construccién que hace Gikhman
[12], Ethier-Kurtz [9], Stoock [25] y otros, principalmente en que el proceso
construido sea en efecto, de Markov y en que tenga un generador infinitesi-
mal de la forma en que se afirma. No obstante, la prueba de la propiedad de
Markov, no se hace siguiendo a Ethier-Kurtz, principalmente porque no se
pudo probar que un cierto proceso tuviera las mismas distribuciones finito
dimensionales que un Proceso de Poisson Compuesto, se hace desarrollando

con detalle la muy escueta demostracién que presenta Stroock.

El aporte de este trabajo es el de presentar una prueba completa y a de-
talle de tal propiedad, ademas de partir un poco mas atras que Ethier-Kurtz,
es decir no suponemos que exista una Cadena de Markov con tal distribucion,
sino que la construimos a través del desarrollo de algunas ideas presentadas
en Williams [27], camino més elemental que el Teorema de Consistencia
de Kolmogorov, pero que proporciona un método para hacer simulaciones
computacionales ya que el algoritmo que representa la construccién misma,
es de facil implementacién (Durrett [6]). Probar la propiedad de Markov,
es un trabajo altamente delicado sobre la medibilidad de cierto eventos,

y un empleo industrial de teoremas fuertes, como los son el Lema de las
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Clases Monétonas, Teorema de Convergencia Mondtona y otros, por lo que
se vuelve una prueba muy larga cuando se presenta a detalle, razén por la

que presentada de esta manera, no tendria cabida en un libro de texto.

En el primer capitulo se hace una revisién de los preliminares necesarios
para el desarrollo de este trabajo. La primera parte esta dedicada a revisar
las nociones fundamentales de la teoria de Procesos Estocasticos, comen-
zando con una definicién rigurosa asi como formas alternativas de pensar
en un proceso estocdstico, seguimos con la Teoria de Martingalas y tépicos

relacionados, tales como los tiempos de paro y sus propiedades.

En el segundo capitulo se hace una revisién de teoria concerniente a las
Cadenas de Markov, con énfasis en la relaciéon que guardan estas con la
teoria de martingalas y las funciones arménicas, enfoque bien conocido pero
poco tratado en los libros de texto. La parte central de este capitulo, es
la construccion de las Cadenas de Markov via representacién de Skorokhod.

Presentamos también, algunos ejemplos que ilustran las técnicas aprendidas.

El tercer capitulo lo iniciamos con una revisién de las nociones funda-
mentales de la Teoria de Semigrupos; la relacion que guarda éste con el
resolvente y el generador infinitesimal y el hecho de que este ultimo carac-
teriza univocamente al semigrupo; sin olvidar el teorema de Hille-Yosida;
la exposicién de la Teorfa de Semigrupos se hace siguiendo a [18]. En la
segunda parte damos algunas definiciones estandar, seguidas de la Con-
struccién de Procesos Markovianos de Salto, la prueba de la markovianidad
de tales procesos y el calculo del su generado infinitesimal a través de la

Solucién Minimal. Finalizamos con un par de ejemplos.
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Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo, hacemos una revision de la teoria probabilistica
necesaria para el desarrollo de este trabajo. La primera parte esta dedicada
a la teoria general de Procesos Fstocdsticos, empezando por una definicion
rigurosa, asi como formas alternativas de pensar en un proceso estocdstico
y el Teorema de Consistencia de Kolmogorov; continuamos con la teoria de
martingalas y topicos relacionados, tales como la nocion de tiempo de paro

y sus propiedades.

1.1 Procesos Estocasticos

Definicién. 1.1.1. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad, (E,&) un
espacio medible y sea T cualquier conjunto.

Un proceso estocdstico con espacio base (2, F, P), con espacio de estados
(E,E) y con parametro de tiempo T', es una familia {X; : t € T'} de variables

aleatorias -v.a.- X; : Q — E.

Generalmente, E es un espacio métrico, en muchos ejemplos E = RY y
E = B(FE) = o-dlgebra de Borel de E.
T Cc R,RT,R™. En el caso de que T C R™, decimos que es un campo

aleatorio, si T =R o un intervalo en R, decimos que el proceso estocdstico
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10 CAPITULO 1. PRELIMINARES

estd a tiempo continuo y si T C R a lo mds numerable entonces decimos que

el proceso estocdstico estd a tiempo discreto.

Formas equivalentes de pensar en un proceso estocastico:

1. Consideremos X : Q xT — E
X(w,t) = Xy(w)
con la propiedad de que para toda t € T fija, la funcion

wr— X(w,t) es una v.a.

2. Para todo w € Q considere la funcion: t — X (w,t). Para todow € €,

se le asocia un elemento ET = {f : T — E; fesfuncién}
X:Q— ET

para todo w € §, la funcion t — X (w,t) se llama la trayectoria del

proceso asociada a w, o bien w-trayectoria.
Sea X : Q — ET un proceso estocdstico.
Px : T —[0,1]

Un proceso estocdstico es simplemente una medida de probabilidad sobre

una o-dlgebra ET.

Definicién. 1.1.2. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y sea (E,€)

un espacio medible. Sea X : Q — E v.a. La distribucion de X es:
Px : & —[0,1]

Px(4) = P(X"'(4) = P(X € (4)), A€ B(E)
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Notacion probabilista:
X1 A) ={weQ: X(w)c A}
Px(A) = P(X™!(A4)) = P(X € (4))

Definicién. 1.1.3. Sea L C T, L finito. Sea X : Q — ET un proceso

estocdstico. La distribucién finito dimensional, basada en L de X.

Pp: &8 00,1 donde L= {ti,ts,...,ts}

Pr(A) = P((X1y, Xty -, X2,) 7 (A))
(Xt Xty ooy Xy, ) : Q@ — EF

Motivacién: Pensemos al conjunto T' como el tiempo. T = [0,00). Sea
un proceso estocdstico {X¢}i>0, L = Ng C T, donde Ny := NU {0}. X :
QO — ET, sea L CT. SeaTl;, : ET — EL. Es decir, si f € ET entonces
.(f) = f e B

II;, = Proyeccion al tiempo L.

Proposicién. 1.1.4. Propiedad de consistencia de las distribuciones finito

dimensionales. Dados L C M C T, L y M finitos, entonces:

Pp = Py o (IY)~1 (1.1)
Prueba.
Pyro ()" = Po X (1)~
— Po(Iy o X) "o (M)~ = PoX—1o (I3} o (L))
=Po(X 'oll;'))=PoX;'=P,
donde:
My :ET - EM o 1Y .pM o EL
entonces

MY oMy =TI,y porlo tanto TI;* =TI,} o (TI3F)~*
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Proposicién. 1.1.5. Sean (0, F,P), (', F',P') espacios de probabilidad.
Sea (E, &) un espacio medible. Sea T cualquier conjunto. Sean X : Q — ET,
Y : Q) — ET. Supéngase que X y'Y tienen las mismas distribuciones finito

dimensionales, es decir para todo L C T finito
PoX;'=Pov;': &8 —0,1]
entonces Px = Py .

Observacion: Las distribuciones finito dimensionales determinan comple-

tamente a la distribucion del proceso.

Prueba. Sea A = {II;'(C) : L C T, finito, C € EL}. Sabemos que
o(A) = ET. Hay que demostrar que para todo D € 0¥, Px(D) = Py (D).
Supongamos primero que D € A, por lo tanto existe L C T finito, y existe
C € &L tal que D =T1,1(C), por lo tanto

Px(D) = Px(II;*(C)) = PolI;'(C) = Po X' o TI;}(C)
=PoX; ' (C)PoY; H(C)=PoY toIl;}(C)
= Py oIl;*(C) = Py(I;}(C)) = Py(D)

Entonces Px y Py coinciden en A que es una o-dlgebra que genera a E7,

por lo tanto Px = Py en todo ET.

Definicién. 1.1.6. Sea (E;, &)ier una familia de espacios medibles. Para

cada L C T, con L finito, sea Py, una probabilidad sobre EX. El sistema
L£={Eel el p,, iy

con LC M CT,LyM finitos, se dice que es proyectivo, si cumple con la

condicion de consistencia (1.1).
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Definicion. 1.1.7. Dado un sistema proyectivo
L£={E* &k p,,m1Y}

con L C M CT, L yM finitos, diremos que una probabilidad P sobre ET

es limite proyectivo del sistema L st
Po Hzl = Py para todo L C T, Lfinito

Teorema. 1.1.8. Teorema de Consistencia de Kolmogorov. Sea (Ey,E)ier
una familia de espacios medibles, donde cada E; es un espacio topolégico y

& = B(Ey). Para cada L C T, con L finito, sea P, una probabilidad sobre

EL. Supongamos que se cumple

1. Para cada A € B(E) se tiene la igualdad
Pr(A) =sup{P(K) : K C A, Kcompacto}
2. El sistema
L={Fr el p 1Y}
con LC M CT,LyM finitos, es proyectivo.
Entonces, L tiene un limite proyectivo inico.
Para una prueba, véase [26], pp 25,25 y 27.

Teorema. 1.1.9. La Construccion de Kolmogorov. Sea E un espacio

topoldgico, tal que E cumple con alguna de las siguientes condiciones
1. E es a lo mds numerable (dotado con la topologia discreta).
2. E es un espacio localmente compacto con base numerable.

3. E es un espacio métrico completo y separable.
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Para todo L C T, con L finito. Sea P;, una medida de probabilidad en EF

tal que el sistema
L={Fr el p 1Y}

con LC M CT,LyM finitos, sea proyectivo.
Entonces, sobre ET existe P, medida de probabilidad unica, tal que el

proceso candnico (ET,B(E)T, P,{I1;}4er) satisface

Po Hzl =Py para todo L C T, Lfinito

Para una prueba, véase [26], p 28.

1.2 Esperanza Condicional y Martingalas

El concepto de esperanza condicional es de importancia central en el es-
tudio de las martingalas; presentamos su definicion y enunciamos sin de-

mostracion algunas de sus propiedades; para una prueba vease[5] o bien [27].

Esperanza Condicional.

Definicién. 1.2.1. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y sea X v.a
tal que E(| X |) < oco. Sea G una sub-o-dlgebra de F. Entonces existe una

v.a. Z tal que

1. Z es G-medible
2. E(|Z]) <o

3. Para todo G € G se tiene que

/ZdP—/XdP
G G

Una variable aleatoria con las propiedades antes mencionadas es llamada
una versiéon de la esperanza condicional de E(X | G) y se denota como
Z = E(X |G). SiW es otra v.a con las mismas propiedades, entonces

Z =W casi seqguramente -c.s.-, es decir P(Z = W) = 1.
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Proposicién. 1.2.2. Sea X,Y wv.a. en (2, F,P) tal que E(| X |) < 00 y
E(|Y]) <oo. Sean G y H dos sub-o-dlgebras de F. Entonces

1.

2.

10.

11.

Si X >0 entonces E(X | G) >0 c.s. (Positividad)

E@X +bY | G) =aE(X | G) +bE(Y | G) c.s. para todo a,b € R
(Linealidad)

Si Z es una version de E(X | G) entonces E(Z) = E(X)

. 81 X es G-medible, entonces E(X | G) =X c.s.

Si0<X, /X, entonces E(X,, | G) / E(X |G) c.s (Convergencia

Mondtona)

Si | Xp(w) | V(w), para todo n, con V v.a. con esperanza finita y
X, — X c.s., entonces E(X,, | G) — E(X | G) c¢.s (Convergencia

Dominada)

Si X, > 0 para toda n, entonces E(liminf X, | G) < liminf E(X,, | G)
c.s. (Lema de Fatou)

Para toda funcion f : R — R conveza con E(| f(X)|) < oo se cumple
E(f(X)19) = f(E(X[9G)) c.s. (Jensen)
Si H es sub-o-dlgebra de G entonces
E(E(X |G)|H)=E(X|H) cs. (Propiedad Proyectiva)
Si Z es v.a. G-medible y acotada, entonces

E(ZX |G) = ZE(X | G) c.s.

SiH es independiente de o(o(X),G), entonces
E(X|o(G,H)) =E(X |G) c.s. (Independencia)

En particular, si X es independiente de H, entonces E(X | H) = E(X)

C.S.
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Proposicién. 1.2.3. Sean (E, &), (F,R) dos espacios medibles. Sea (2, F, P)
un espacio de probabilidad. Sean X : Q — E, Y : Q — F v.a. Sea G C F
sub-o-dlgebra de F. Supdngase que Y es G-medible y que X es independiente
de G. Sea f: E x F — R medible y acotada, entonces

E(f(X,Y)[G)=goY

donde g: F — R, g(a) = E(f(X,a))

Prueba.

Paso 1. Supdngase que f es de variables separadas, es decir f(x,y) =

h(z)j(y) conh: E—R yj:F:— R medibles y acotadas, entonces
g9(a) = E(f(X,a)) = E(h(X)j(a)) = j(a)E(h(X))
por lo tanto g(Y) = j(Y)E(h(X)). Por otra parte

E(f(X,Y)9) = E((X)j(Y)]G) =j(Y)E(h(X))

Paso 2. f=xc conC €& xR. Sean
L={C €& XR:xc cumple con la conclusion de la proposicion}

MN={AxB:Ac& BeR}

Con xaxp(z,y) = xa(x)xs(y) entonces, por el paso 1, A x B € L, por lo
tanto I C L.

ExFellcL

A,Be L, AC B. Entonces xp\a = XB — X4, luego

E(xpa(X,Y) [ G) = E(xs(X,Y [ G) - E(xa(X,Y) | G)

=gpoY —gaoY = (gp—ga)oY
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donde
gp(a) = E(xp(X,a)) vy  gala) = E(xa(X,a))

por lo tanto B\A € L.
Si Ay CAyC ..., A; € L con A=U2 A;, entonces
E(xa(X.Y) | 9) = lm B(xa, (X,Y)|9)
= lim gn(Y)
n—oo
donde gn(a) = E(xa,)(X,a). Porlo tanto y por el Teorema de Convergencia

Mondtona

0 <gn < gnt1E(xa(X,a))

por lo tanto A € G, por lo tanto L es un A-sistema que contiene a 11, por lo
tanto Ex R =0(Il) C L C E x R, por lo tanto L =E x R.

Definicién. 1.2.4. Sea (2, F, P) un espacio medible, T un conjunto orde-
nado. Una filtracion en (Q,F) es una familia {Fi}er tal que Fy C F es
sub-o-dlgebra; s,t € T, s < t, entonces Fs C Fy.

Definicién. 1.2.5. Un proceso estocastico {Xi}ier, X1 : Q@ — (E,E) se
dice adaptado a la filtracion {F;}er, si para todo t € T, X; es Fi-medible.
Xt : (Q,Ft) — (E, 5)

Definicién. 1.2.6. Dados (2, F, P) espacio de probabilidad, {F;}ier una
filtracion en (2, F), {Xitter un proceso estocdstico con espacio de esta-
dos E. Decimos que {Xi}ier es una martingala, -sub-martingala, super-
martingala- respecto a la filtracion {F et si para todot € T, X; € LY(Q, F;, P)
y dados s,t € T con s <t

1. E[Xy|Fs] = X, martingala
2. E[X|Fs] > X, sub-martingala

3. E[Xy|Fs] < Xs super-martingala



18 CAPITULO 1. PRELIMINARES

La definicion de una martingala cuando el espacio parametral T = Ny, es
en esencia la misma, el proceso {X,,}5°, debe estar adaptado a una familia

creciente de sub-o-dlgebras {F,}, y cada variable X,, debe ser integrable y
E(Xpim | Fn) = Xn c.s.

Con E(Xpsm | Fn) = Xn 0 E(Xptm | Fn) < X, cuando el proceso es

sub-martingala o super-martingala, respectivamente.

Definicién. 1.2.7. Sea {X,,}>2, un proceso estocdstico. Sea {Fp}>2, una
filtracion. Decimos que {X,}22, es previsible respecto a {F,}22 si para

todo n € N, X, es Fp,_1-medible.

Definicién. 1.2.8. Sea {F,,}°°  una filtracion. Un tiempo de paro respecto

a {Fn}oly es una v.a. T : @ — NU{0,+oo} con la siguiente propiedad:
para todo n € Ny {T<n}:={weN:T(w)<n}eF,
Proposicién. 1.2.9. T : Q — NU{0,+o0} es tiempo de paro respecto a

{Fn}2y siy solo si para todo n € No, {T =n} € F,
Prueba. Véase [26].
Ejemplo. 1.2.10. Sea {X,,},2, un proceso adaptado a {F,}o>,. Sea B €
B(R). Sea T := inf{n > 0 : X,, € B} = tiempo de la primer entrada al
conjunto B. Entonces, T es tiempo de paro respecto a {Fpn}r .
Prueba.

{T'=n}={X0¢B,X:¢B,...., X, € Bf€ F,

Definicién. 1.2.11. Dado un proceso {Xy} adaptado a {F,}. Dado un
tiempo de paro T respecto a {Fp}. Sea X' el proceso definido por

XT(w) = Xpam W)

A XT se le llama proceso detenido al tiempo 7.



1.2. ESPERANZA CONDICIONAL Y MARTINGALAS 19

Proposiciéon. 1.2.12. Sea 7 un tiempo de paro respecto a una filtracion

{Fn}oey. Sea
Fr={AeF:An(r <n) € F,,Vn >0}

Entonces, F, es una o-dlgebra y recibe el nombre de o-dlgebra detenida en

7. Fr es la o-dlgebra de los eventos que ocurren hasta el tiempo .

Proposiciéon. 1.2.13. Sea 7 un tiempo de paro respecto a una filtracion

{Fn}2,. Sea
Fr- =c{FoU(AN(n<71)): Ae F,,Vn >0}

Entonces, F.- es una o-dlgebra y esta formada por los eventos ocurridos

estrictamente antes de T.

Propiedades de los tiempo de paro. Sean 1 y o tiempos de paro,

entonces

1. 1 A1y y 71 VT2 son tiempos de paro.

2. Si{mn}22, es una sucesion de tiempos de paro, entonces \/,, Tn, )\, Tn,

liminf, 7, y limsup,, 7, son tiempos de paro.
3. 8i 1 <9, entonces Fr, C Fr,
4 Frinm = Fn N Fr
5. 1 es F.—-medible y F.- C F-
6. i < Ty, entonces .7-'T1— C .7:T2—

Una prueba de lo anterior, se puede consultar en [3].

Teorema. 1.2.14. Teorema de Paro de Doob. Sea {X,,} una supermartin-
gala respecto a {Fp}>2,. Sean 11, Ty tiempos de paro respecto a la misma

filtracion, con 7 < T, acotados; entonces
E(Xn|Fr) < Xn,

y si {Xn} es martingala, se tiene la igualdad.
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Capitulo 2

Cadenas de Markov

La existencia de las Cadenas de Markov, es crucial en la construccion de los
Procesos Markovianos de Salto, de aqui la razon de este capitulo. Comen-
zamos con una introduccion a las Cadenas de Markov, definiciones y algunos
ejemplos clasicos. La parte principal de este capitulo es la construccion
de las Cadenas de Markov, la novedad es que mo se hace via Teorema de
Consistencia de Kolmogorov (1.1.8) sino a través de la representacion de
Skorokhod y del desarrollo de algunas ideas sobre la existencia de una in-
finidad de variables aleatorias independientes con una cierta distribucion y
que vivan en (Q, F, P) = ([0,1], B([0,1]), A), donde A = medida de Lebesgue.
Seguimos con los teoremas estdndar en el estudio de las Cadenas de Markov,
y una vision alternativa en el estudio de la recurrencia (que es a través de
la conezion con la teoria de martingalas y de las funciones armdnicas), y
que se expone con el modelo de la Caminata Aleatoria Simple y Simétrica.

Continuamos con medidas invariantes y ejemplos.

2.1 Definiciones Basicas y Ejemplos

Definicién. 2.1.1. Sea (E,E) un espacio medible. Una funcién de tran-

sicién estacionaria en (E,E), es un mapeo de p : [0,00) X ExE — [0,1], que

21
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cumple con:

1. Para cada x en E y para cada t > 0, pi(x,-) es una medida en (E,E),
con pi(z, E) <1

2. Para todo A en £ y para todo t > 0, p(-, A) es una funcion medible
de E a R

3. Ecuacion de Chapman-Kolmogorov. Es decir, para todo x en E, para

todo A en & ys,t >0
pesale. ) = [ pulasdyily. A)

Definicién. 2.1.2. Sea (Q,F, P) un espacio de probabilidad. Sea {F,}52
una filtracion. Sea (E,&) un espacio medible. Para todo A € E,x € E. Un
proceso estocdstico X : Ng x Q — E, se llama Cadena de Markov respecto a
la filtracion {F,}52, con funcidn de transicion estacionaria p, distribucion

wacial p y espacto de estados E, si:
1. X esta adaptado a {Fp}72 .

2. pu: €& — [0,1] es medida de probabilidad. p : Ng x E x € — [0,1] es

funcion de transicion estacionaria.

3. Para cada A en F, n,m en Ny

P(Xn—i—m €A | Fn) = P(Xn—i—m €A | Xn) :pm(XnuA)
4 P(Xo € A) = p(A)
Ejemplos.

Cadena de Nacimiento y Muerte. Sea E = {0,1,...}. Imaginemos un
sistema que evoluciona en los enteros no negativos y que dada una condicion

al tiempo n, (X, = i), el sistema al tiempo n + 1, solo puede estar en el
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estado i—1 -en cuyo caso se dice que ha habido una muerte- con probabilidad
q;, en el estado i + 1 -en cuyo caso se dice que ha habido un macimiento-
con probabilidad p; o bien permanecer en el estado i con probabilidad r; =

1 —p; — q;. La funcion de transicion estd dada por la siguiente expresion:

pi st j=1+1
p(i,j)=Q r; si j=i donde p;,q;,1; >0 (2.1)
g st j=i1—1 q=0y pi+qg+ri=1

Supongamos que el espacio de estados E es finito, digamos E = {0,1,...,n},
en este caso podemos pensar en una matriz Tyniixni+1 cuya entrada i, j-
ésima es p(i,j) = P(Xp41 =7 | Xn = 4); a la matriz T se le conoce como
matriz de transicién, la cual cumple con p(i,j) > 0 para todo i,j € E y

> jer P(i,j) = 1. La idea sigue siendo valida con E numerable.

T=| ... p@ij-1 p(i, 4) p(i,j+1)
pi+1,5-1) pi+1,5) p(i+1,5+1)

Para la Cadena de Nacimiento y Muerte la matriz de transicion tiene la

forma
o po 0 0 O
@ mnopp 00
T = 0 g ro p2 0 ... (2.2)
0 0 g 73 p3
Caminata Aleatoria. Sea E={...,—1,0,1,...}. Una Caminata Aleato-

ria, es un sistema en el cual la probabilidad de transitar de un estado i al

estado i —1 0 i+ 1, no depende del estado inicial, es decir p(i,i+1) =p y
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p(i,i— 1) = q para todo i en E; si ademds r; =1 =0, decimos que la Cam-
inata Aleatoria es simple; en el caso particular en que p = q = %, decimos
que la Caminata Aleatoria es simple y simétrica. La funcion de transicion

de la Caminata Aleatoria Simple esta dada por la siguiente expresion:

o si j=i+1
p(i,j) = P , ] , donde p,g>0 y p+qg=1
q st j=1i—1

Su matriz de transicion T

qg 0 p 0O
I'=1 ... 0 ¢q 0 p O
0 0 g 0 p

Cadena de Ramificacion. Imaginemos un proceso que cuenta el niimero
total de individuos presentes en un sistema en unidades de tiempo discre-
tas, para mayor simplicidad supongamos que el i-ésimo individuo de la gen-
eracion n-ésima, tiene una cierta prole de acuerdo a una variable aleatoria
Xni, y que el tiempo de vida de cada individuo es de evactamente una unidad
de tiempo, por lo que al tiempo n+ 1, sélo contard la prole de los individuos
de la generacion n.

Sea {X,,; : n € No,i € N} v.a.ii.d. con distribucion F. donde X, ; =
numero de hijos que tiene el i-ésimo individuo de n-ésima generacion.

Sea Zy v.a. con valores en N e independiente de {X,,;}. Habiendo definido
Z, conn > 0. Sea

Zn,
Zn+1 = Z Xn,i
=1

{Z,}22 se llama Cadena de Ramificacion.
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Linea de Espera. Supongamos que en un servicio se atiende a un solo
cliente por unidad de tiempo, si es que hay alguno en espera de ser atendido y
que la cantidad de clientes que arriban por unidad de tiempo es una sucesion

de variables aleatorias {&,}52 1 independientes e idénticamente distribuidas,

(P(E=Fk):=pk). A

XnH:{ (Xp—1)+& si Xn#0

€n si Xn=0 23)

se le llama Cadena de Markov de Linea de Espera, el valor de esta al tiempo
n, representa la cantidad de clientes en espera de ser atendidos y su su

funcion de transicion, para x =0 es
p(0,2) = P(Xny1 =2 [ Xpn =0)=P({ =2) =p:
y para x # 0

p(z,2) =PXpp1=2|Xp=2)=PX, -1+ & =2 X, =2)

- z=x—1lax...
:P(:U—1+§n=z):P(,§:z—x+1):{pz w4l SE=TTLE

0 st 2=0,...,0 —2
matricialmente
Po P1 P2 P3 P4
Po P1 P2 P3 P4
T=1 0 po p1 p2 p3 ... (2.4)
0 0 po p1 p2

2.2 Construccion de las Cadenas de Markov.

Si bien, el problema de la existencia de las Cadenas de Markov queda resuelto
con el Teorema de Consistencia de Kolmogorov, la idea en este trabajo es la
de construir explicitamente tales objetos.

PRIMERO. Dadas Fi, Fy, ... funciones de distribucion ;Como pode-
mos encontrar un espacio de probabilidad (0, F,P) y X; : Q@ — R, i =
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1,2,... v.a.i que cumplan con Fx, = F;?.

Teorema. 2.2.1. Sea Fy,F5,... funciones de distribucion dadas. FEn-
tonces en el espacio de probabilidad (2, F,P) = ([0,1],B(]0,1]),A), donde
A=medida de Lebesgue, existen X1, Xo,... v.a.i. tales que Fx, = Fj, para
i=1,2,...

Prueba. Procedamos por etapas

Etapa 1. De manera constructiva, teniendo como punto de partida las
funciones de Rademacher. Definamos en (2, F, P) una sucesion de v.a.i.i.d

con distribucion Bernoulli de pardmetro 1/2, de la manera siguiente:
X1 = X{0,5)} - S Xn = X{[0,50)U. U242ty u. U 2 20y

Claramente P(X,, = 1) = P(X,, = 0) = 23261*1)\([%721;1)) = L.

2n—l — % por lo que X, ~ Bernoullli(%). Debemos mostrar ahora que son
independientes, es decir:
1 )
PXi=a1,Xe=ag,...,.Xp,=ay)=—; a;={0,1}, i=1,2,...,n

on’

[g—’ﬁ, bg}fl ), donde

Basta probar que (X1 = a1,X9 = ag,..., X, = an) =
bp =blai,as,...,a,) =2"—-1-3" a;2"",

Procedamos por induccion; paran =2, ay =1 y as = 1 nos produce by = 0.

Entonces

1 1 2 3 1
(Xl = a17X2 = a’2) = ([07 5) N ([07 Z) U [17 Z))) = ([07 Z))
Los casos a1 = 1,a2 = 0; a1 = 0,a2 = 1 y a; = 0,a3 = 0 son andlogos.

Supongamos ahora que se cumple para n. Entonces

(Xl = al,Xg = ag,... 7Xn = an,Xn+1 = an+1)

by, by, +1 _
= ([277 27”) m X{JQLLl[ 21—2 2i—1 )}(an+1))

on+I12on+1
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(I3, 5 N (UL 37 331)) siana =1
n

(1B, td) A (U2 [252, 520))) s ang =0

analicemos el caso cuando a,+1 = 1. Observemos que el intervalo [g—’;, bg}fl) =

[ 2by, 2bn+2) _ [ 2bn, 2bn+1) U [2bn+1 2b,+2
2n+17 2n+1 - 2n+17 2n+1 2n+1 Y 2n+1

). Entonces

(Xl = al,y-... ,Xn = an,Xn+1 = an+1)

_ 2b, 2b,+1 2b, +1 2b, +2 on (20 —2 20—1

_(([2n+1’ on+1 U on+1 ° on+l ))ﬁ(uiﬂ[W’W))) (2:5)

Obsérvese que b, < 2™, por lo que debe ser uno de los © en la union y que

~ 2,41 26,42 on 12i—2 2i—1
2bp 4+ 1 es impar, por lo que [T, 2ud2) C (UL (5%, 5051))°.  Luego

2b, = 2i — 2 st y solo si i = b, + 1 por lo que 2.5 es simplemente

200, +1) =2 2(b,+1) — 1 2b, 20, + 1
= (g ) = (gt 571 )
22" —1 =31 a2") 22" —1-3" a2 ) +1
= on+1 ’ on+1 )

ont+l _ 1 _ Z;@;i-ll a@'2"+1_i ont+l _ 1 _ Z?:_‘—ll ai2n+1_i) +1
= L , L )

bn+1 bn+1 +1
= (G g )

el caso bp,11 =0 es andlogo.

Etapa 2.

Proposicién. 2.2.2. Sea (2, F, P) espacio de probabilidad y sean X1, Xa . ..

v.a.i.i.d ~ Bernoulli(}), entonces

[e.e]

> % ~ Unif(0,1) (2.6)

=1
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Prueba. primero mostraremos que

n

X.
Z 2—: ~ uniforme discreta enf{0,
i=1

1 2 2n —1
onion T om }

procedamos por induccion, para n = 1 tenemos )gl , entonces el conjunto de

posibles valores para Y1 = 71 es {0, 5} Y

1
P(Y1=1)= 5 bara i en el soporte de Y1

supongamos se cumple para n, para n+ 1 tenemos que el soporte de Yp 11 =

sop Y, +{0, Qn%} =0, 2n1+1 e 27;:351 }, entonces, para 2"% en el soporte
de Y11

k - k—i X i

_ _ _ M- ntl _
P(Yn'H o ﬁ) o ZP(Yn T o9n+l? gntl 2n+1)
i=0

- o k_i Xn+1 _ i

Z - 2n ? on+1 2n+1)

i=0
para que B tome valores en {0,1. — 1}, si k es par i debe ser 0, y si

k tmpar, 1 debe ser 1, por lo que en cada caso solo queda un sumando, de lo

que se sigue que

oy T X i 111
Z ( T on ) ontl _2n+1)_27'§_2n+1
=0
por lo tato Y, = > " % ~ uniforme discreta con soporte en el conjunto

1 2 2"—1
(0,54, & ... 21y,

Consideremos una funcion continua f : [0,1] — R, entonces

E(f; Zf2n TG /f dz—/[Ol]fd)\

en la seqgunda igualdad tenemos la suma de Riemann de la funcion f, la cual
converge a la esperanza de la funcion f respecto a la medida de Lebesgue, y

por el teorema de convergencia débil tenemos (2.6).
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Etapa 3. Tenemos ya X1, Xo,... v.a.i.i.d ~ Bernoullz’(%), y tenemos por
la proposicion anterior que Y .o, % ~ Unif(0,1). Sea p1 < pa < ... una
enumeracion de los primos; Sea Ay = potencias positivas de py = {p}€ 11 €
N} y Ag = N\ Ug>0 Ag. Claramente Ay, A1, A, ... forman una particion de

los naturales y cada Ay tiene una infinidad de elementos. Sea

> X
_ Pk
Vi = Z 9i
=1
por la proposicion (2.6) tenemos que Yy, Y1, ... es una familia de v.v.i.i.d ~
unif(0,1).
Etapa 4.

Proposicién. 2.2.3. Sea (2, F, P) espacio de probabilidad y sean X v.a.~
unif(0,1), sea F' : R — [0,1] una funcion de distribucion dada, entonces
eriste G : (0,1) — R Borel-medible tal que G o X tiene por funcion de

distribucion a F.

Prueba. Definamos
G(t) :=inf{z e R: F(z) > t}

Debemos mostrar que G es medibles y que G o X tiene por distribucion a F'.
Primero: Observemos que G es mondtona creciente. Asi que sit € [0, F(a))
entonces t < F(a); por lo que si a > G(t), t € (G7Y(~00,d]), y t <
F(G(a)) < F(a); es decir t € [0, F(a)]; lo cual nos produce las contenciones

[0, F(a)) C (G™}(—00,a]) C [0, F(a)] (2.7)

como el primero y el tercero de los conjuntos difieren en un punto,

(G=1(—00,al]) es ya sea uno u otro, lo que muestra que es un conjunto de
Borel.
Segundo:

Fgox(a) = P(Go X <a) = P((GoX)™((~00,d]))
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— P(X ™G ((—o0,a))) = Px (G ((~oc,a))) = A(G™(~o0,a])

y de (2.7) se tiene que
F(a) = A([0, F(a))) < NG (=00,a]) < M([0, F(a)]) = F(a)

por lo tanto Fgox(a) = F(a).

Aplicando 2.2.3 a cada par F;, X;, tenemos finalmente la prueba de 2.2.1.
SEGUNDO. Tenemos un (Q,F,P) en donde vive {&,}5°, v.a. inde-

pendientes.

Definamos

Xnt1 = fro1(Xn, §ng1)

y mostremos que este proceso es Cadena de Markov.

Formalmente

Teorema. 2.2.4. Si {{,}°°, son v.a.i. definidas sobre algiun espacio de
probabilidad (2, F, P), y con valores en algin espacio medible (F,S). Sea
Xo v.a. definida en (Q,F, P) con valores en otro espacio medible (E,E).

Para cadan € N, sea f, : Ex F — E, £Q S-medible. Sea {X, : n =

1,2,...} la sucesion definida como

Xn+1 = fn—&—l(Xnafn-I—l) n=0,1,...

con

fO:U(X0)7 fn:O—(X07§17'-'a€n) n21

Entonces, {X,}52, es Cadena de Markov respecto a la filtracion {F,}5.

Prueba. Claramente {X,,}7°, es un proceso adaptado a {F,}2>,, ya que
Xo es Fo-medible y si X,, fuera F,-medible, entonces para cada A en &,
(Xnt1 € A) = (X, 11(4) = (X &nr1) 7 1 (4)) = (Xns Enrr) € fra(A)) €
Fot+l, ya que fni1 es EQS-medible. Como &niq es Fpi1-medible y por

hipdtesis X,, es Fp-medible, entonces el par (X,,&nt1) es Fni1-medible,
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por lo tanto ((Xp,&n+1) € fn_il(A)) € Fny1. Para probar la propiedad de

Markov, observemos que
P(Xn-i-l cA ‘ fn) = P(Xn—H cA ’ O’(Xo,fl,.. . ,fn))

= P((Xnvén-i-l) € fn_il(A) | U(X07£17 cee 7§n)) = gn-‘rl(Xn)

donde gn+1: E — RT esta definida por gni1(a) = P((a,&1) € f;ﬁl(A))
Aqui hemos usado el hecho de que X, es 0(Xo,&1,...,&)-medible, 41 es
independiente de o(Xo,&1,...,&n) y la Proposicion 1.2.3.

Observemos ademds, que la distribucion del proceso puede calcularse

explicitamente
P(Xp1 =y | Xn =) = E(x(y} © Xn+1 | Xn = 2)

= E(X{y}(fn-i—l(Xn’fn-‘rl)) | Xn=1x) = E(X{y}(fn+1(x7€n+1)))

= P(fn+1(xa§n+1) = y)

Reciprocamente toda Cadena de Markov tiene esta forma

Para construir la Cadena de Markov tomemos en (Q, F, P) una coleccion
de variables aleatorias independientes {Xo,&xn : x € E,n € N}, tal que Xo
tiene distribucion p y P,(&xn =y) = p(x,y).

X:ExNxQ—F

con n,w fijos
&(nyw) E— E
wr—T (Xn—l(w)vé‘(anw)) —"E

donde
M:ExEFY - E, e f) = fle)

entonces

o T(w) = H(Xn—l(w)v €<7 n, w)) = S(Xn_l(W), n,w) = Xn
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para probar la medibilidad de T, veamos
T {eg} x I (er)) = {w e Q:T(w) € {eg} x I (e1)}

= {w € (anl(w)vé('anvw)) S {60} x He_l(el)}
={weQ: Xp1(w) =eo N (&,n,w)) € T (er)}
={weQ: X,_1(w) =€y N &(e,n,w) =e1}

donde

(Xn=¢e)Nn(Y(eyn,")) €F
por otra parte
Xn+1(w) = H(Xn(w)v 5(7 n, w)))

luego
P(I(z,&(-n, ") = y)

= P({(z,n,-) =y) = p(=z,y)

2.3 Recurrencia y Transitoriedad

En el estudio de las Cadenas de Markov existe una terminologia mds o
menos estandar, la cual se desprende de las definiciones que a continuacion

se enuncian

Definicién. 2.3.1. Sea {X,, F,}o2, una Cadena de Markov con funcion
de transicion estacionaria p. Supongamos que { X}, es un proceso coor-
denado, Q = ENo, F =&Y ¢y X, : Q — E, X,,(w) = wy,.

1. Seay € E. Sea Tz? = 0. Supdngase definido a T;fl, entonces se define

Ty :=inf{n >T,7": X,, =y}

Es decir Tyk = el tiempo de la k-ésima visita al estado y. Notese
que Ty1 > 1, ademds, si no se da la visita al estado y, inf() = oo.

Convenimos denotar Ty1 =T1,.
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2. Sea pyy = P(T, < o0 | Xg=1x) = Py(Ty < o0) = Po(Ur21{Xn =v})

3. Seay € E. Sipyy = 1 decimos que y es un estado recurrente, y si

pyy < 1 decimos entonces que y es estado transitorio.

4. Sea R={y € E:y esrecurrente} yT = R° = {y € E : y es transitorio}

entonces RNT =0 y RUT=F
De la definicion anterior se desprende inmediatamente que si y € R,

entonces para todo k > 1, Py(TéC <o0)=1.

5. Para today € E, se define N(y) := 30" Itx,—yy- Es decir, N(y)

es el numero total de visitas que se hacen al estado y.

6. Sean x,y € R, decimos que x se comunica con y, y lo denotamos

T ~Y, S Pgy > 0.

Observacion: ~ es una relacion de equivalencia en R.

7. Sea {Xn} Una Cadena de Markov con espacio de estados E. Sea

C C E. Decimos que C es cerrado si para x,y € C, existe ng € Ny
tal que p™ > 0. Decimos que C es irreducible, si para cualesquiera

z,y € C, pgy >0, de lo contrario decimos que C' es reducible.

El siguiente teorema es un resultado bien conocido, y del cual podemos

encontrar una prueba en la mayoria de los libros de texto, como por ejemplo

[5]

o [14].

Teorema. 2.3.2. Sea {X,,F,}°°, una Cadena de Markov con funcion de

transicion estactonaria p. Entonces

1. Para x,y € E y para toda k > 1, se tiene que

Px(T; < 00) = nyplgj;l

2. Sty €T, entonces para toda x € E

vy
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3. y € R siysolo si EyN(y) = oo.
4. Six € R, y€ E ypgy >0, entonces y € Ry pyz =1 = pay.
5. Seanx,y,z € E. Supongamos que pgy > 0y py. > 0, entonces py. > 0.

6. Sea C C E cerrado. Entonces, para toda x € C y para toda n > 0

P(X,eC)=1

7. Seax € C yy € E tal que pyy > 0. Entonces y € C.

El teorema anterior es de estudio estdndar en un curso de Cadenas de
Markov. Ahora introducimos algunos teoremas relativos a la teoria de mar-
tingalas, los cuales nos dardn un herramienta alternativa para determinar

la recurrencia o transitoriedad de una Cadena de Markowv.

Definicién. 2.3.3. Sea p : E x & — [0,1] un nicleo estocdstico. Sea
f + E — R medible. Decimos que f es superarmonica respecto ap sipf < f;
del mismo modo si pf = f o pf > f entonces decimos que f es armonica o

subarmaonica respectivamente.

Proposicién. 2.3.4. Sea {X,,}22, Una Cadena de Markov con funcion de

transicion p. Sea f : E — R, medible y acotada. Entonces
1. f es subarmdnica si y solo si {f(X,), Fn}o2, es submartingala.
2. f es armonica si y solo si { f(Xy), Fn}reo €s martingala.
3. [ es superarmdnica si y solo si {f(Xn), Fn}il es supermartingala.

Observacion: La conclusion vale para cualquier distribucion inicial .

Prueba. Sea {X,}72, una Cadena de Markov con funcién de transicion

p. Sea p una distribucion inicial cualesquiera, entonces

E,u[f(Xn-‘rl) ‘ fn] = pf(Xn) > f(Xn)
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La igualdad se debe a la forma en que la funcion de transicion actia sobre

las funciones.
Xp) =Y P(Xps1 =35 | X0)f(G) = E(f(Xut1) | Xn)
jeEE
Andlogo para los otros dos casos.

Veamos ahora algunos ejemplos de funciones armonicas en el contexto de
Cadenas de Markov.

Proposicién. 2.3.5. Sea {X,,}52 Cadena de Markov con espacio de es-
tados E y funcion de transicion p. Sean i,j € E, C € B(E) cerrado y
f:E—R. S7f esta definida por

1. fi(i) = pij = Pi(Tj < 00)
entonces f; es superarmdnica respecto a p.

2. fo(i) = xcl(i)

entonces fo es subarmaonica respecto a p.

3. fj(i) =k  con k constante

entonces f; es armdnica respecto a p.

Prueba.

fi()) = pij = P(Tj < 00) = > _Pi(X1 = )P(T; < 00 | X1 =1)
leE

=p(i, ))P(T; < oo | X1 =34) + > pli, ) P(Ty < 00 | X1 =1)
I#j

pli, )+ p(i, NPTy < 0o | X1 =1) =p(i,j)+>_ p(i,1)pi; (2.8)
I#5 I#j

> pi, )pjs + > p(i Doy =Y pli, 1) p
1) IeE
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= p(i, 1) f;(1) = (pf;)(i)

leE

Por lo tanto f; es superarmdnica respecto a p.

2.
pfo(i) = pxo(i) = > p(i, §)xc(j)
jeEE
. , 1 si 1eC , '
=> (i, 5)xch) = { o > xc (i) = fe(i)
jec >0 si i¢C
Por lo tanto fo es subarmonica respecto a p.
3.

pfi(i) = pk(i) =Y p(i, j)k =k = f;(i)

jJEE

Por lo tanto f; es armdnica respecto a p.

Teorema. 2.3.6. Sea {X,,}°°, Una Cadena de Markov con espacio de
estados E y funcion de transicion p, entonces la cadena es irreducible y
recurrente si y sélo si las unicas funciones h : E — RT medibles que cumplen

con ph < h, son las constantes.

Prueba. Probemos primero la necesidad. Sea h : E — RT superarmdnica.
Sea F, = o(Xo,...,Xn). Entonces para cualquier distribucion inicial p.
{h(X0), Fn}sly, es supermartingala. Sean i,j € E. Sea T; = inf{n >
1: X, = j}, como la cadena es irreducible y recurrente, se tiene que
pij = Pi(Tj < 00) =1, entonces Tj < oo P; c.s. y X, = j P; c.s. Entonces
h(j) = h(X1;) = Ei(h(X1,)) y por el Teorema de Paro de Doob 1.2.14,
Ei(h(X7,)) < Ei(h(Xo)) = Ei(h(i)) = h(i), por lo tanto h(j) < h(i). Invir-
tiendo los roles de i,j llegamos a que h(i) < h(j), por lo tanto h(i) = h(j),

es decir h es constante.
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Para probar el reciproco observemos que pxce = p(1 — xc) = 1 — pxe <
1—xc = xce. Es decir, xce es superarmonica y por hipdtesis es constante,
por lo tanto C¢ = () o C¢ = E, en particular R =0 o R = E porque R es
cerrado. Sea C; = {j € E : existe n € N tal que p™(i,j) > 0}, C; es cerrado
porque si j € C; yj —k,i— jyj— k entonces i — k por lo tanto k € C;
yCi=100C;=E. Paratodoi€ E, 3 ;.pp(i,j) =1 entonces C; # 0, y

por lo tanto la cadena es irreducible.

Ejemplos. Determinemos la recurrencia o transitoriedad de la Caminata
Aleatoria Simple y Simétrica, utilizando el criterio de las funciones super-

armonicas.
Caminata Aleatoria Simple y Simétrica. La funcion de transicion de
esta cadena esta dada por

st j=t4+1 o j=1—1

Pl ) = { 0 o.c

Su matriz de transicion T tiene la forma:

DO

/2 0 1/2 0 0
T=| .. 0 1/2 0 1/2 0
0 0 1/2 0 1/2

Sea f: EF — Ry superarmdnica. Sean x,y € E, claramente x ~ y por lo
que la cadena es irreducible.

o0

pF) = [ pl.ds0) = 3 9 6) = 3G+ 1)+ =) < )
en forma equivalente
SUFG+ 1)+ fi = 1) < SF6) + 3 £G)
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sty solo si
SUG+1) = ()~ S(F6) ~ FG— 1) <0

o bien
(fli+1) = f(@) = (f(i) = f(i—1)) <0 (2.9)

Sea Af; = f(i+ 1) — f(i), con esta notacion (2.9) se expresa como Af; —
Af,_1 <0, para toda i € Z, o bien, Af;, < Af;_1, para toda i € 7.
Supongase que existe ig tal que Af;, < 0. Por lo tanto para toda j < g
se tiene que Af; < Af;, < 0. Luego

f(G) = flio) = =D Afi entonces f(j) = f(io) = Y Af
l=j

1=j

f(G—1) = f(io) — Z Af Zf(io)—ZAfz—Afj—l

I=j—1 l=j
= f(j) — Afj—1 > f(j) para toda j < iy

Por lo tanto f es mondtona para toda j < ig. Sea g =lim;__ f(j) ya que
f es acotada. Entonces

0

Z(—Afl) < oo porlotanto Afi 5 0

—00
Afio—1 < Afi, < 0. Por lo tanto para todo iy € Z, Afi, > 0. De manera
andloga para toda i € Z, Af; < 0, por lo tanto Af; = 0. FEs decir f es

constante.

Cadena de Ramificaciéon. Ndtese primeramente que la Cadena de Ram-
ificacion no es irreducible y que de hecho el inico estado recurrente es el 0,
sin embargo es de interés el estudio de las condiciones bajo las cuales la

poblacion del sistema se extinguird con toda sequridad.
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Definicion. 2.3.7. Sea X v.a. discreta no negativa, sea una funcion ¢x :

[0,1] — [0,1], definida como
¢ox(0) = E(O¥) =) 0*P(X =k)
k=0
A ¢x(0) se le llama funcion generadora de probabilidades o funcion gener-
adora de momentos factoriales de la v.a. X.

Es fdcil verificar que
¢x(0)=P(X=0) y ¢1)=3, kP(X =k =EX)=pn

Definicién. 2.3.8. F =J;2,(Z, = 0) = eatincidn.

Observe que (Zy, =0) C (Zp+1 =0), para toda n > 0 y que
Lty o0 (Zn = 0) = E.

Teorema. 2.3.9. Sea ¢x la funcion de momentos factoriales de la v.a. X

con E(X) = p < oo, entonces la ecuacion

ox(t) =1t
1. Tiene como unico punto fijo en [0,1] al 1, si p <1
2. Tiene un punto fijo en (0,1) si p > 1
Si bien este teorema es puramente de andlisis, su prueba puede encon-
trarse en numerosos textos de probabilidad, como por ejemplo [14] o [11].

Las siguientes proposiciones tienen como objetivo mostrar que st u < 1 en-

tonces P(E) =1 y si up > 1 entonces 0 < P(E) < 1.

Proposicién. 2.3.10. Sea 6 € [0,1]. Sea {Z,}22, una Cadena de Ramifi-
cacion. Sea X wv.a con la misma distribucion que {X,; : n,i € NU{0}} y

ox = ¢, entonces

1. E[07+1|Z,] = (¢(0))7"
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2. E[0%"|Zy] = (po---0p(0))?™  para todan >m >0 y donde ¢ esta

compuesta consigo misma m — M Veces.
3. St p < oo, entonces

EZni1|Z0, ... Zn) = E[Zn11|20] = Znp

Prueba.
1.
E[QZTH-I |Zn] — E[eziZ:nl Xnt1,i |Zn]
Zn
= B[[] 012, = h(Z2)
i=1
donde

k k k
h(k) = E(J] 0% ) = [ EO 1 = [[ E6O™ = (6(6))"
i=1 i=1 =1

Por lo tanto E[0%+1|Z,] = (¢(0))%"

2. Procedamos por induccion sobre n —m. Sin —m = 1, entonces
E[67+1|Z,) = (¢(6))”"

Supongamos E[0%"|Zy,) = (po---0¢(0))%™ con ¢ compuesta consigo

misma n — m veces, entonces

E[0%m+1|Z,,] = E[E[0%"+|Zy, . .., Zy]|Zm] = E[E[0%"+1|Z,]| Zm)

= B[(¢(8))7"|Zm] = ($0 -0 (6(6)))"" = (¢p0--- 0 6(8))""

donde ¢ esta compuesta consigo misma n + 1 —m veces.
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3. S p < oo

o
EZni1|Z0, - Zn) =Y iP(Zni1 = §1 20, - - Zn)
=0

o0
= ZjP(Zn+l = j|Zn) = ElZn+1]Z5]
§=0

= E[Zn Xn—i—l,i’Zn] = h(Zn)

i=1
donde h(k) = E(Zf::l Xny1i) = 21‘11 E(Xpt1,4) = kp

Por lo tanto

E[Zn+1|Z0, ..., Zn) = EZnt+1|Zn) = Znp

Corolario. 2.3.11. 1. E[6%"|Zy] = (po--- 0 ¢(f))%

2. Definamos 1170 := P(Z, = 0|Zy) vy 1, := P(Z,=0|Zy=1).

FEntonces
HTZLO =(¢o---0 gi)(O))ZO donde ¢ se compone consigo misma n veces
3. Definamos 1170 := P(E|Zy) y M:=P(E|Zy=1).

Entonces
1% = lim 1% y II= lim II,

n—oo n—oo

Prueba.
1. Inmediato

2.

% = P(Z, = 0|Z,) = ZGkP(Zn = k|Zo) lo=0
k=0
— B[%| 2] lpmo= (60 0 $(0))%

con ¢ compuesta consigo misma n veces; en particular

P|Z,=0Zy=1]=1I, = ¢o---0¢(0)
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3. Dado que \J;2(Z, = 0) es una sucesion de conjuntos creciente

(Zn = 0)|Z0)

s

1% = P(E|Z0) = P
1

n

= lim P(Z, =0|Z) = lim_ T2

n—oo

En particular

1= P(E|Zy = 1) = lim P(Z, =0/Z = 1)

Por ultimo
Proposicién. 2.3.12. 1. 1 = o(11y)

2. T =¢()

Prueba.

1. Del corolario anterior tenemos que
I, =¢o---0¢(0)

Luego

Hpi1=¢o---0(0) =(¢po--0¢(0)) = ¢(Ily)

= lim Iy = lim ¢(II,)
n—oo n—oo
= ¢( lim II,) = ¢(1I)
n—oo

Con lo que podemos concluir que 11 es punto fijo de la ecuacion ¢(t) = t.
Entonces por el Teorema 2.3.9, podemos concluir que si E(X,;) = p <1
entonces I1 := P(E|Zy = 1) = 1 con lo que T1%° = 1, es decir bajo cualquier
condicion inicial la extincion tiene probabilidad 1. en el otro sentido, si

> 1 entonces 11 := P(E|Zy=1) <1 con lo que 0 < P(E) < 1.
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2.4 Convergencia al Equilibrio y Medidas Invari-

antes

Para esta seccion, enunciamos el siguiente teorema cuya prueba podemos
encontrar en [5], [14], [15].

Teorema. 2.4.1. Sea {X,}7°, Cadena de Markov con funcion de tran-

sicion estacionaria p, distribucion inicial @y espacio de estados E.

1. Seany € R yx € E tal que pyy = 1. Sean

T;)EO,T;:inf{nZl:Xn:y},...,Tj:inf{n>T;_1 Xn =9y}, ...
Definamos

1_ ol p2 _ g2 1 k_ ok k—1
R =T, RR=T/-T,,....R"=T; =T,/ ...
Entonces, con respecto a Py, se tiene que {R', R*, R3,...} son v.a.i.i.d.

2. Sean x € E, y € R tal que pyy = 1. Sea

Ny (y) = ZI(ijy)
j=1

Es decir N'(y) es el nimero total de visitas al estado y hasta el tiempo
n, y dada la condicion inicial Xo = x. Sea my := E,/T,, donde T, =

inf{n >1: X, =y}. Entonces

(a) N;;(y) Pt m%/ P, c.s.

En donde N%(y) es el promedio de wvisitas al estado y partiendo del

estado x en n unidades de tiempo.

3. Para todo z,y € B

Nn
(a) n(y) by I{Ty@o}miy P,-c.s.
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(b) %Z?le(j)(x,y) n—od %

Definicién. 2.4.2. Sea {X,,}22, Cadena de Markov con funcion de tran-
sicion estacionaria p. Sea p : £ — RY una medida. Decimos que i es
invariante o que es estacionaria, si up = . St p es medida de probabil-
idad invariante, la llamaremos distribucion invariante o bien distribucion

estacionaria.

Proposicién. 2.4.3. Sea {X,,}5°, una Cadena de Markov con espacio

de estados numerable F y distribucion estacionaria p. Sea y € E tal que

w(y) == p({y}) > 0. Entonces

1. yeR

2. Sila Cadena de Markov es irreducible y p es distribucion estacionaria,
entonces

R=FE

Prueba. Véase [5].

Definicién. 2.4.4. Sea {X,}°°, una Cadena de Markov con matriz de
transicion asociada P. Sea p una medida, se dice que estin en balance

detallado o bien, que cumplen con la condicion de balance detallado si
pip(i, j) = pip(j, i) para todai,j € E (2.10)

Proposiciéon. 2.4.5. Si P y u cumplen con la condicion de balance detal-

lado, entonces p es una medida invariante para P.

Prueba.

(P)i =Y pip(isi) = > papliy ) = i

jJEE JEE
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2.5 Existencia de Medidas Invariantes

Definicién. 2.5.1. Sea {X,,}>°, Cadena de Markov con espacio de estados

E y funcion de transicion estacionaria p.

1. Six € R. Decimos que x es recurrente positivo si m, = E,T, < oo, y

st My = 00, entonces decimos que x es recurrente nulo.

2. Seax € E. Seal,={n>1:p"(x z)>0} CN. Sea d, = m.c.d.
de los elementos de I,. A d, se le llama el periodo de x. Si d, = 1,

decimos que x es un estado aperiddico.

Teorema. 2.5.2. Sea {X,,}7°, Cadena de Markov con espacio de estados

FE y funcion de transicion estacionaria p.

1. Seax € R. Sea~y, : E — RT, definida como: v,(y) = Ex(zjrial Iix,=yy);
donde T, = inf{n > 1: X,, = x}; es decir v,(y) es el nimero esperado
de visitas al estado y antes del primer regreso a x.
Yo 2P o RY, =3 cpva(v)-

Entonces, vy, es medida invariante o-finita.

2. 51 la Cadena es irreducible y recurrente, entonces todas las medidas

o-finitas son multiplos de la medida ..

3. Si{X,}o2, es recurrente, con distribucion estacionaria w, entonces

Ty = th donde my, = E,(T})
4. Sea x € R tal que pyy > 0, entonces d, = d,,.
Observacion: Si la Cadena de Markov es irreducible y recurrente,
entonces d, es el mismo para toda x € E. Sea d, = d, a d se llama el
periodo de la cadena, cuando este es igual a 1 se dice que la Cadena

es aperiodica.

5. Sin,m € I, entonces n+m € I,.
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6. Si {X,}22, es irreducible, recurrente y aperiddica, entonces

1
p(n) (ZU,y) n—0o0 —
My
7. Si la Cadena de Markov tiene distribucion estacionaria w, entonces

para todo x,y € B

P(zy) o= 7w(y)

8. Si{Xp}y2 tiene distribucion invariante m y periodo d > 1, se tiene
que para todo (z,y) € E x E eziste r € N tal que 0 < r < d y

p™(z,y) — 0 a menos que n =7, en cuyo caso

PN (@y) amx o dr(y).

Para una prueba de 2.5.2, véase [5].

Teorema. 2.5.3. Condicion de Reversibilidad de Kolmogorov para la Fx-
istencia de Medidas Invariantes.

Sea { X}y una Cadena de Markov irreducible, con espacio de estados nu-
merable E, y funcion de transicion p. Entonces, la cadena tiene una medida
invariante (v de balance detallado, tal que p(x) > 0 para toda x € E, siy

solo si
1. p(z,y) >0 si y sdlo sip(y,z) > 0.

2. Para cualquier sucesion finita de estados xg, 1, ..., T, CON Ty = Xg, Y

H?zl p(xi, zi—1) > 0, se tiene que



2.5. EXISTENCIA DE MEDIDAS INVARIANTES 47

Prueba. Necesidad.

1. Si p(z,y) > 0 entonces p(y,z) = % > 0 pues u(x), u(y) > 0.

Intercambiando los roles de x ey se tiene el reciproco.

2. Para una sucesion de estados xg,x1,...,T, donde x, = xg y

[T, p(zi, xi—1) > 0, entonces

p(xi—1,mi)  p(xi)

p(xi, T5-1) p(xi-1)

por lo que
HP% lvxz): < Pai _ Han _ Hzo _ 4
1 (T, 2i-1) iy Meice Moo Hao
Suficiencia.
Sean a, z cualesquiera dos estados en E. Sean xg = a,x1,...,Tp =2 Y Yo =
a, ...,y = z dos sucesiones finitas de estados que empiezan en a y terminan

en z y que [[_; (p(zj,zj-1)) >0, Hle(p(xi,:ci_l)) > 0. Afirmamos que

Para probarlo, sea

Y1 si 0<I<k
w; =
Th4n—1 st k<l<k+n

Entonces, wq,...,Wkrn €5 una sucesion finita de estados tal que wg =
Wk+n = @ Y

k+n

k n
I pewi,wiza) = [ pwi, via) [] ol 25-1) > 0
i=1 =1

=1
Por lo tanto, y debido a la propiedad 2

K+
1=

3

n
p(wy, wi—1) P(Yi—1,Yi) Hp($k+nfz+1,$k+n4)

o p(wi,w) 25 p(Wis Yie1) 2 P(Tkn—t; Thgn—141)
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Por lo que

n

n k
H 96] 17% H $k+n—z,$k+n—l+1 H yz 1,yz
J=1 37]733] 1 i) wk+n—z+1,l’k+n z paie} yuyz 1

Asi pues, si definimos p(a) =1y

(2) = ﬁ p(yi-1,Yi)
g =1 PWi yi1)

entonces i : E — R esta bien definida como funcidn, pues no depende de
la forma como se conectan a y z y se puede extender a una medida sobre
2 tal que pu(z) > 0 para toda z € E. Sea y € E, si p(z,y) = 0 entonces
p(y, z) = 0 por la condicion 1 y es claro que p(z)p(z,y) =0 = u(y)p(y, 2).
Sip(z,y) > 0 entonces p(y,z) >0y

w2z y) 1 Wi 40) p(z,y)
ply,z) P yi1) p(y, 2)

(2

plao, y1) -+ p(Yn—1,2)p(2,y) _ )
p(y, 2)p(2, yn—1) - - P(Y1, a0)

Por lo tanto p(2)p(z,y) = p(y)p(y,z). En cualquier caso p cumple la

condicion de balance detallado.
Ejemplos.

Cadena de Nacimiento y Muerte. Cuando una medida invariante ez-
iste, es a menudo facil encontrarla resolviendo la ecuacion de balance detal-
lado como lo es en el caso de la Cadena de Nacimiento y Muerte, ya que a
partir de un estado i solo podemos transitar a los estados i, 1 +1 o i — 1.

Tenemos el siguiente conjunto de ecuaciones
pip(i, i) = pip(i, 1)
wip(i,i—1) = pi—1p(i —1,4) para toda i € E
pip(i, i+ 1) = pipip(i+1,4)
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de la sequnda y tercera ecuaciones, tenemos

Hiqi = Hi—1Pi—1

para toda 1 € F
HiPi = Hi+14i+1

Observemos la redundancia de las mismas, asi que de la sequnda ecuacion

tenemos
Ti+1 _ Pi

ur qi+1

Ahora, multiplicamos desde i = 0 hasta n

n n
H Tn+1 Pn
i—o ™ g Intl
en forma desarrollada
M T2 Tndl _Po P1 o Pn
To T Tn qa g2 an+1
de donde
bo D1 DPn

q1 g2 dn+1

ahora, como

00 00
) IR o LIS TR TS B
=0 nzOQ1 q2 dn

de este modo, se tiene que

bPo  ,P1 ., _Pn

_ q1 q2 dn+1
”"H_Zoo Po . PL. . Po—1
n=0 q1 ¢ an

Hemos utilizado la ecuacion de balance detallado para encontrar la me-
dida invariante de la Cadena de Nacimiento y Muerte, sin embargo no todas
las cadenas cumplen con tal condicion, un ejemplo de ello es la Cadena de
la Linea de Espera (2.3), ya que para x,z € E con z > x y | z—x |> 1;
p(x,z) > 0 pero p(z,x) = 0, y sin embargo es posible dar condiciones para
la existencia de la distribucion invariante, calculdndola de manera mds o

menos explicita, Siguiendo a Coleman [4]
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Resolvamos la ecuacion pP = u, de 2.4

k+1

p(k) = pO)pe + > p()prsr—;  k=0,1,2... (2.11)
=1

Definamos las siguientes funciones de momentos factoriales
6e(0) =D Opr,  du(0) =Y 0 u(k)
k=0 k=0

multiplicamos (2.11) por 6% y sumamos de k = 0 en adelante, para obtener
del lado izquierdo a la funcion generadora de momentos factoriales de la de

la distribucion invariante, y del lado izquierdo

oo k+1
1(0)¢¢(9) + % Z Z M(j)ejpkﬂfjﬁkﬂ_j
k=0 j=1
- u(0)¢5(9)+é STuie Y pt = ,J(O)(pg(a)%(gbgw)_u(ow&(e)
j=1 r=k+1-j=0

por lo tanto

1(0)(1 — 0)¢(0)
¢e(0) — 0

Ahora, tomamos el limite cuando 0 — 17 y con el uso de la regla de

L' Hopital

Pu(0) = (2.12)

) - 0)ge(6) -1
b= tim == @—0  "YEg -1

de donde 1(0) =1 — E(§), valor que sustituimos en (2.11)

(1-FE(&))(1—6)¢e(0)
pe(0) — 0

La condicion para la existencia de la distribucion invariante es que E(§) < 1,

ya que si E(§) = 0, entonces ¢,(0) = 0 y si E(§) > 1 entonces u(0) < 0

¢u(9) =

lo cual no es una probabilidad. Si E(§) > 1 ya que por unidad de tiempo
se atiende a un cliente y en promedio llega mas de uno, la cola tendera a

crecer sin limite.
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Ejemplo. 2.5.4. Sea {X,}>2, una Cadena de Markov con espacio de

estados E' = {0,1} y matriz de transicion asociada

=(74)

Calculando las potencias de T

o (10 ps_ (01 pi_ (10
0 1 10 01/

Es claro que la cadena es irreducible por lo que In = I = {n > 1 :

p™(z,2) > 0} = 2, es decir, el periodo de la cadena es 2.

Ejemplo. 2.5.5. Sea {X,}>2, una Cadena de Markov con espacio de

estados E = {0,1} y matriz de transicion asociada

1_
T:< p o p )
q l—gq

La cadena es irreducible si y solo si p > 0, y la cadena es aperiodica e
irreducible sty sol sip < 1.

Diagonalizando la matriz es fdcil verificar que

n l—p p piq pfrq n piq pﬁ]
™ = =\ 7 A=+t TP

q 1—gq 4 P -4 4

p+q ptg p+q ptq

Sip=q=1, que es el caso periddico, tenemos que:

TQTL — 1 0 T2n+1 — 0 1
0 1 1 0

Ya que la cadena cumple con la condicion de balance detallado p(i)p(i,j) =

w()p(g,i), coni=0,7=1yj=0,i =1 tenemos pu(0)p = pu(1)q, ademds

1(0)+p(1) = 1, entonces pu(0) +£4(0) = 1 y se sigue que u(0) = 1+1§ =5

y también pu(1) = -£=. En el caso periddicop=q =1

o (r)-(as)

N[
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Capitulo 3

Construccion de Procesos

Markovianos de Salto

FEste capitulo es el resultado de una revision de minuciosa de la construccion
de los Procesos Markovianos de Salto que se da en algunos libros de texto
como Gikhman [12] y Ethier-Kurtz [9], bdsicamente en que el proceso asi
construido posea la la propiedad de Markov y sobre la forma del generador
infinitesimal. La prueba de la posesion de la propiedad de Markov, no se hace
siguiendo a FEthier-Kurtz, principalmente porque no se pudo probar que un
cierto proceso tuviera las mismas distribuciones finito dimensionales que un
Proceso de Poisson Compuesto. Revisando en la literatura nos encontramos
con una prueba que ofrece Resnick [22], que por una parte es totalmente
directa y por otra, es de una notacion sumamente pesada, ademds de tener
errores tipogrdficos y un par de igualdades que no pudimos justificar; final-
mente encontramos la prueba que se ofrece en Stroock [25], que si bien lo
hace en un par de plumazos, deja bastante trabajo al lector.

El objetivo central de este trabajo es ofrecer una prueba completa y a
detalle de la propiedad de Markov, cosa que no es trivial a pesar de que casi
siempre se por sentada y hay escasa literatura en este sentido. La prueba es

un trabajo altamente delicado sobre la medibilidad de cierto eventos, y un

53
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empleo industrial de teoremas fuertes, como los son el Lema de las Clases
Mondtonas, Teorema de Convergencia Mondtona y otros. La prueba de que
el proceso construido tenga un generador infinitesimal de una cierta forma
se hace a través de la Solucion Minimal (Feller [10]), lo que representa un
plus en este trabajo.

Iniciamos el capitulo con una revision de las nociones fundamentales de
la teoria de semigrupos; la relacion que guarda éste con el resolvente y el gen-
erador infinitesimal y el hecho de que este ultimo caracteriza univocamente
al semigrupo; sin olvidar el teorema de Hille-Yosida, el cual caracteriza a
aquellos operadores que son resolventes de semigrupos.

Continuamos con algunas definiciones estandar, sequidas de la construccion
de los Procesos Markovianos de Salto, el trabajo antes mencionado y un par
de ejemplos.

A través de este capitulo tendremos que E es un espacio métrico, F(E)
es el conjunto de las funciones reales, Borel-medibles en E y C(E) C F(F)
es el espacio de funciones continuas y acotadas. C(E) es un espacio de

Banach con respecto a la norma del supremo, || f ||= supyer | f(z) |. La

exposicion de la Teoria de Semigrupos se hace siguiendo a [18].

3.1 Teoria de Semigrupos

Denotaremos de aqui en adelante con V, a un espacio de Banach arbitrario

sobre los numeros reales, y || - || denota la norma en V.

Definicién. 3.1.1. Sea {T}}, t,s € R", una familia de operadores lineales

en V, entonces {1} es un semigrupo de contracciones a un pardmetro, si
1. ||Tex|| < ||z]| para todo x € V
2. Tiys =TT, para toda t,s > 0

3. limy_o+ [[Thw — 2f| =0 para todo x € V
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Si {T;} cumple con las condiciones anteriores, diremos simplemente que

{T}} es un semigrupo.

Definicién. 3.1.2. Sea {1} un semigrupo, definimos

D={zeV: lim '~

t—0t+

existe}

y una aplicacion A : D — V, definida por

Tix —x

A = 1i
(x) t—l>r(])ﬂ+ t

Al operador A se le llama el generador infinitesimal del semigrupo {T;} y
su dominio es el conjunto D al que denotaremos para mayor precision como
Da.

Observacién: FEs facil ver que Da es un subespacio de V y que A es un

operador lineal.

Proposicién. 3.1.3. Sea x € D4, entonces Tiyx € Da gy

d
g (Tiw) = A(Tiz) = Ty(Az)

Prueba. Primero consideremos el caso en que t > 0, entonces

T; - T Thx —
lim —tHh® — 2t T, lim ol U T,(Az)
h—0t+ h h—0t h
por otro lado
T; - T T, — 1
lim e lim —2 Tix
h—0+ h h—0+

lo que muestra que Ty € DA y que A(Tyx) = T;(Ax). Ahora el caso en que
h<0perot+h>0
||Tt+hx — Tx —Tinx + Ty pyn)@
h —h
en la sequnda desigualdad hemos usado el hecho de que h < 0 y por lo tanto

h+ | h|= 0, luego

— Ty Az|| = || = Tig g A

Tipz — =

= || N el B
H t-‘rh[ |h|

Tipz — =

— Tjp Ax|
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T —
Tipx—x
< |- — Al + 1Az = Ty Al

y ya que ambos sumandos en la ultima desigualdad tienden a 0 cuando h —

0, se concluye que Tyx tiene derivada igual o Ty Ax.

Definicién. 3.1.4. Sea {T;} un semigrupo, para X € R* U {0}, definimos

al operador Ry como sigue
o0
Ryx = / e M, xdt para todoxr € V, A > 0.
0

la familia de operadores {Ry : A > 0} es llamada el resolvente del semigrupo

{T3}.

La integral de arriba es en el sentido usual de Riemann, en este caso el
de una funcion de variable real con valores en un espacio de Banach!.
{Ry : A > 0} es una familia de operadores lineales, ademds Ry es también

acotado para todo A > 0, ya que

S oo
IBsell < [ e mafide < [ e jaljdr = 121
0 0 A

En el caso en que A es un generador acotado de {T}}, se tiene que
o o0
Ry [ eettar— [Tl
0 0

= A=A — A)~L o= (AT — A) 7!

Teorema. 3.1.5. Sea {T};} un semigrupo con generador A. para cada X > 0,
(A=) es un mapeo uno a uno de D sobre 'V, y el mapeo inverso V sobre

DA es el operador resolvente Ry,

1Una referencia a esto, podemos verla en el apéndice C de [8], que en una manera
mds general habla de la integral de Bochner, también podemos revisar [20], o bien un

tratamiento extensivo del tema puede encontrarse en [13].
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Prueba. Aplicando el operador A a Ryy

o0 (o]
ThRyy = Th/ e MTyydt = / e MTy pydt
0 0

[e'S) h
= e_Ah/ e MTydu = e MRy — e_)‘h/ e MTydu
h 0

lo que nos da

T, — I Mo T Mo
Ryy = Ry — — T yd
Ry R T | e Tuydu

haciendo que h — 07 vemos que el limite existe y por lo tanto € Da y
A(Rxy) = ARxy —y
Es decir x = Ry)y es solucion de la ecuacion
A —Axr =1y para todoy eV

Asi que (M — A) aplica el rango de Ry sobre V. Para completar la prueba,
falta ver que x — Ax = y tiene solucion unica x para cada A > 0, y € V,
para ello supongamos x1 y T en el dominio de A son ambas soluciones de

Ax — Ax =y, entonces z = 11 — 2 € DA y satisface \z = Az y

d
S (T2) = TA2) = A(Ti2)
ast que
d
g(e*Atth) = X Mz 4 e MTH(Az) = e M(= Mz + Ty(Az))

= e M(—Tihz + Ty(Az)) = e M(=Ty(Az) + Ty(A2)) = 0

entonces e MT,z es constante para t > 0, y ya que la norma tiende a 0
cuando t — 0

0= lim e M(-T}2) = z
t—0+

Tenemos entonces que x1 = Ty lo que prueba la unicidad, ademds de que
(M —A) es uno a uno en DA y como sabemos que Ran(Ry) C Da y (A[—A)

aplica el rango de A sobre V, concluimos que el rango de A es igual a D4 .
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Corolario. 3.1.6. Para todo x € V se tiene

r= lim AR)x

A—00

y se sigue que DA es denso en V.

Prueba. La densidad de Da se sigue del corolario del Teorema 3.1.5, ya

que todo vector en el rango de Ry pertenece a Da. Ahora obsérvese que
o
2= ARazl| = |lz— A/ Myt
0
o
= | e “(x — Tuz)dull
0 A
oo

< [ el Tyo)jd

0

para cada u > 0, ||z — T§x|\ — 0 cuando A — oo y el integrando esta
acotado por 2e"||z||. De aqui y por el teorema de convergencia dominada

||z — ARxz|| = 0 cuando A\ — oo.

FEl siguiente teorema es de importancia central en el estudio de los semi-
grupos a través de su generador, pues nos dice de la unicidad del semigrupo

dado un generador A.

Teorema. 3.1.7. Si dos semigrupos {T;} y {T}'} tienen el mismo operador
A con dominio DA como su generador, entonces {1} y {1y} son el mismo
semigrupo. Es decir: Ty =T} para toda t > 0.

Para la demostracion, necesitamos primeramente el siguiente resultado
Lema. 3.1.8. Sea u: RT — V continua y acotada, tal que

/ e Mu(t)dt = 0 para todo A > 0
0

Entonces u(t) = 0 para toda t > 0.
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Prueba. Sea V* el espacio conjugado de V. Si x* € V*entonces x*(u(t))

es una funcion real continua y acotada, mas aun

/ e Mo (u(t))dt = :B*(/ e Mu(t)dt) =0 para todo A > 0.
0 0

Entonces x*(u(t)) = 0 para toda t dada la unicidad de la transformada
de Laplace de funciones reales*. Ya que esto es cierto para todo x* € V*

tenemos que u(t) =0 para cada t >0

Prueba. Por el Teorema 3.1.5. sabemos que Ry = (A — A)~! para todo
semigrupo, ast que si {T;} y {T}} tienen el mismo generador, también tienen

el mismo resolvente. Entonces para cada x € V y todo A > 0
(o]
/ e M(Tyx — Tfz)dt = Rz — Rix =0
0

y por el lema anterior concluimos que Tix — Tyx = 0 para toda t. Asi, el

generador determina univocamente al semigrupo.

Teorema. 3.1.9. Sea {T}} un semigrupo con generador A, para x € Da la

funcion u(x) = Tyx es la unica solucion de la ecuacion diferencial

du
— = Au
dt
sujeto a las condiciones
1. u(t) es continuamente diferenciable para t > 0

2. |Ju(®)|| < Ce™ para algin C;m < 0o

3. u(t) - x cuando t — 0T

2Una prueba de ello la podemos encontrar en [27].
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Prueba. Sabiendo ya que u(x) = Tix es solucion y que cumple con las
condiciones antes senialadas, falta entonces la unicidad. Supdngase que uq
y us son ambas soluciones y que satisfacen las condiciones antes senaladas,
hagamos v(t) = uy(t)—ua(t), entonces v es una solucion que satisface las dos
primeras condiciones y tiende a 0 cuandot — 07. Hagamos w(t) = e Mu(t),
tomando X\ > max{mi,ma} y ya que v(t) satisface % = A(u) tenemos

entonces que
d d
Sw(t) = S (e ()

= —dw(t) — e MAv(t) = ~R!

es decir

B dw(t)
w(t) = —r; 740

integrando de 0 a s ambos lados de la iqualdad

/ t)dt = / R—ldw dt

d
R,\/ R/\lLd = —Ryw(s)

ya que Ry conmuta con la integracion y w(0) = 0. Pero cuando s — oo el
lado izquierdo tiende a la transformada de Laplace de v, mientras que el lado
derecho tiende a 0 dada la suposicion de la sequnda condicion y la eleccion
de X, ast la transformada de Laplace de v(t) se va a cero para cada A >0 y

por el Lema 3.1.8. v(t) =0, con lo que queda mostrada la unicidad.

Corolario. 3.1.10. Si el generador A de {T;} es acotado, entonces

Tt = etA

Prueba. Hemos visto que si A es acotado entonces u(t) satisface % =
A(u) ademds de las condiciones 1 y 3 del Teorema 3.1.9. El hecho de que

la serie exponencial converge también, muestra que

[le*a]] < eIV



3.2. DEFINICIONES BASICAS 61

A

asi que la condicion 2 se cumple también, por lo que etz = Tz para cada

x € DA o0 en este caso para todo x € V.

Hasta aqui hemos revisado algunas de las propiedades basicas de los semi-
grupos, la relacion que guardan los semigrupos el generador y el resolvente y
también hemos visto que el generador determina univocamente al semigrupo.
Por otra parte tenemos la pregunta siguiente ;Cuando un operador A es el
generador de algin semigrupo y que condiciones debe de cumplir para serlo?
Esta preqgunta tiene respuesta en el siguiente teorema debido a Hille- Yosida

y que es uno de los mas importantes en la teoria bdsica de semigrupos.

Teorema. 3.1.11. Hille-Yosida. Sea A un operador lineal con wvalores
en V y dominio Da. A fin de que A sea el generador de un semigrupo de
contracciones a un parametro en V, es necesario y suficiente que A satisfaga

las siguientes condiciones
1. DA es denso en V
2. para cada A >0, y € V la ecuacion
Ar— Ax =y
tiene solucion unica para cada x € Da
8. la solucion en el inciso anterior cumple con

Iyl
< 20
o < 12

Prueba. Véase el apéndice.

3.2 Definiciones Basicas

Definicién. 3.2.1. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad. Sea {Fi}+>0
una filtracion. Sea (E,E) un espacio medible. {X}i>0 es un Proceso de

Markov con distribucion inicial v y funcidn de transicion estacionaria p si:
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1. {X}i>0 esta adaptado a {Fi}i>o.
2. p:& —[0,1] es medida de probabilidad.
3. P(Xt+s cA ’ ftX) :ps(XtaA)

Observacion: P, =Distribucion del proceso cuando la condicion inicial

tiene distribucion p, para toda x € E, P, = Ps,_, donde

5.(A) = 1 si z€A
’ 1o si ré¢ A

Ademds, denotaremos a la filtracién natural con F{X = o(Xs : s < t).
Sea p: una funcion de transicion estacionaria en un espacio medible
(E,E). Para f € C(E) se define

mﬂmzémm@mw (3.1)

Por otra parte, sea M (FE) el espacio de medidas finitas signadas en (E, &)

con la norma de la variacion total, para p € M(FE), de define

<wmm=émmmuA> (3.2)

Las anteriores ecuaciones son la manera en que la funcidn de transicion
induce a dos semigrupos, uno que actua sobre las funciones y otro sobre
las medidas, los que mds tarde conoceremos como evolucion hacia adelante

-medidas- y hacia atrds -funciones-.

Definicién. 3.2.2. Un proceso estocdstico {X;}i>0 con espacio de estados
E, se dice que es gobernado por la funcion de transicion p, si para alguna
medida p: E— (0,1, 0 <t <te<...<t, <ooyBi,Bs,...,B, € B(E)
se tiene

P(Xy € By,..., Xy, € By)

:/ / / p(dx)pe, (2, dy1) -+ Pty—toy (Yn—1, dyn)
yn€Bn y1€B1 JacE
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Teorema. 3.2.3. Sea {X;}i>0 un proceso estocdstico con espacio de estados
E, el cual es gobernado por una funcion de transicion Markoviana, entonces

{Xi}+>0 es un Proceso Markoviano.
Para una prueba, vease[18].

Definicién. 3.2.4. Sea {X;}i>0 un proceso Markoviano de salto con espacio
de estados E. Suponga que el proceso empieza en un estado x, el tiempo de

estancia en el estado x, denotado por 1., es una v.a definida por
T =inf{t >0: X; # x}

Definicion. 3.2.5. Definamos Ty = 0 y T,,= tiempo de estancia en el n-
ésimo estado visitado, paran € N. Sea S,, = To+T1+...+ T, paran € Ny;
de donde se tiene que Sp11 — Sp = Sn + Tht1 — Sn = Thy1.

Sea Soo 1= liMy 00 Sp. 51 See < 00, decimos entonces que el proceso
explota, es decir, ocurre una infinidad de transiciones en un tiempo finito,
Y St

Pi(Soo =0) =1 para toda i € E

decimos entonces, que el proceso es regular.

Definicién. 3.2.6. Sea {X;}i>0 un proceso de Markov. El tiempo ¢, en el

cual el proceso explota esta dado por
= sup Sn Z T,

3.3 Construccion del Proceso Markoviano de Salto

Teorema. 3.3.1. Sea {Y,}>2, una Cadena de Markov con espacio de es-
tados numerable E, distribucion inicial p y funcion de transicion q, esto

€s

P(Yo € A) = u(A)
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P(Yk+1 cA | Yl,... ,Yk) = q(Yk,A)

Sean A1,As ... v.a.i.i.d ~ exponenciales con pardmetro 1, e independientes
de {Y,}o2 . Sea A\ € C(E) positiva. Para toda A€ B(E) yk=0,1...

Yo si 0<t< A0
X, = 2(¥o) LA (3.3)

s kil AJ J
Yieo st Yicoayy S j=0 A

Ay, n Aj
Denotemos T, = 52— 1) Yy Sn=37" 1Ty = > i 01>\
Si P(S, — o0) = 1, entonces el proceso deﬁmdo en (3.3) tiene la
propiedad de Markov respecto a la filtracion Fy = F¥ vV FX = o(FN UFY),
donde F¥ = o(X; : 7 € [0,1]), FN = o(N, : 7 € [0,t]) y N, = sup{n >

0; S, < t}; y su generador infinitesimal esta dado por

Af(x) = Ax) /E a(z, d2)(f(2) — f(x))

Prueba. Claramente el proceso asi construido es continuo por la derecha y
constante a pedazos; la existencia de la Cadena de Markov se ha ya discutido
en el capitulo anterior, por lo que falta entonces probar que el proceso es en
efecto, de Markov y que tiene tal generado infinitesimal.

Para probar que (3.3) posee la propiedad de Markov basta con demostrar

que para toda A € Fs con A C (Xs = x), se cumple
P(Xsyt =y) N A) = pi(z,y)P(A) (3.4)
ya que para un B € Fg, la igualdad

P(Xest =) N B) = [ P(Xeps =y | FiP

= B(P((Xert =y) N B | Fy)) = /B pr(Xe,y)dP (3.5)

nos dice que pi(Xs,y) es una version de la esperanza condicional de

P(Xs—i-t:y’j:s)-
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Admitamos momentdneamente (3.4) y probemos (3.5)

P(Xert=y)NB)=> P((Xeps =y) N BN (X, =2))
el

con el uso de (3.4) y A= BN (Xs =), lo anterior es iguala a

S piley) P((X, = 2) N B)

zel

por otra parte

/pt( y)dpP = /QXBpt(Xs,y)dP

—Z/X xBpe(Xs,y)dP = Z/X xBpi(z,y)dP

zEF s=2)

= Y pilay) /( x5dP = 3" pi(r,y) (X, = 2) N B)

z€FE Xs=a) z€FE

lo cual prueba la igualdad.

Para probar (3.4), procedamos por etapas

Etapa 1.

Proposicién. 3.3.2. 1. {ANBN (N, =1): A€ FV,Be F'l=
1...}, donde FY = o(Yo,Y1,...,Y)), es un w-sistema que genera a

Fi
2. Cada S, es tiempo de paro respecto a {Fi}i>0
3. fsf—U(Yo,Sl,... n— 1,S)

4o 0(Yo, 51, Y1, 80) = 0(Yo, ..o, Yio1, Aoy, A1)
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Prueba.
1. véase [9] p. 164.
2. {S, <t} ={Ny>n} e FN C F,

3. Procedamos por induccion. Sin =1, entonces

Fo-=0(Fo,DN(S1>1):t>0,D€F)

Observemos que Fo = FYVFE = {0, Q}VFS = Fi = 0(Xo) = 0(Vp)
por lo que Yy es ]—'S; -medible, y puesto que S, es ]:S; -medible ([3]
Prop. 1.5 ¢), entonces o(Yy,S1) C ‘7:51_ -medible; para probar la otra
contencion, seat > 0 y A € Fi. Supongamos que D tiene la forma
D=ANBN(N,=1) con A€ FN, Be FY. entonces sil#0

DN(S1>t)=ANBN(N,=1)N(S1>0)=10

y sil =0, entonces DN (S >t) = ANBN (N, =1)nN (S >
0) € 0(Yo,51) ya que B € F} = o(Yy) = 0(Xo) y sin perdida de
generalidad podemos suponer que A = N'_(Ny, = 1;) cont; < t, asi
que AN (Sy >t) =0 en caso de que algin l; 0 y AN(S; > t) =
(S1 > t) € 0(S1) sil; =0 para todo i = 1,...,n. Aqui hemos usado
que el evento (S1 > t) significa que al tiempo t no ha habido saltos,
por lo que N, = 0 para todo 1 < t. Esto prueba que 0(Xo,51) = .7-'51—.
Supongamos que para algin n € N, a(]—"S;) =0(Yo, 51, Yn—1,5n).
Como Y41 = Xg,,,, entonces Y, 11 es F, ;H—medz'ble ([3] Prop. 3.17
y Prop. 2.7) y puesto que Sp4+1 es F ;H—medz'ble, entonces

O-(}/Ov Sly cee 7Yn71) Sna YTL, Sn+1) = U(fS;)YWm S’n+1)

(- U(fsn,yn,SnJrl) C .7:577

Aqui hemos usado que Fg- C Fs, C fS—H ([3] Prop. 1.7) y la

hipotesis de induccion.
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Para verificar la contencion opuesta, es claro que como en la base de la
induccion, Fo = 0(Xo) = 0(Yo) C 0(Yo,S1,...,Yn,Sn+1). Seat >0
yD=ANBN(N;=1) con Ae FN, B€ F conl=0,1... Para
simplificar supongamos ademds que A = (Ng = j) con j € Ng y s <'t,
B=(Y,e€C), conCe€E,k<I, entonces

ANBNA(N; = DN(Snit > £) = (Ny = )N(Yi € O)N(N; = D)N(Snst > 1)

=5 <s<Sip)NYre )N (S <t <S41) N (Spg1 > 1)
0 sil>n+1loj>n+1
=< (Sj<s<Spm)nYeyelO)n sil<n+lyj<n+l
(S; <t < Sp41) N (Spt1 > 1)
que en cualquier caso, es un elemento de U(fS;,Yn,Sn+1) pues k <

l<n+1yj<n+1. Esto prueba que

fs;H - U(fS;,Yn, Spt1) =0(Yp,S1..., Y, Snq1) C FSEH
. . -1 A
4. Evidente de la relacion S, = E?:o /\(3%')
Etapa 2. Consideremos
Ot €0y neeesY0yeeyYn---) =y para S, <t < S,y (3.6)
donde e; es el valor que toma la v.a. A;, parai=0,1,...y

_ n—1 _¢;
Sn=2"i=0 X))
El proceso construido es funcion de los tiempos de salto y de la cadena, esto

es

0o A,
Xe=o(t, Aoy .., Ay Y0, Y0 para0§t<z)\(y)
n=0 n

Obsérvese que para S, < s < Sp11, (3.6) en s+t es iguala a

o(stt,ep,..ovln.e Yoy Yn---) = Pt en—AYn-1)(5—6n)s €ntis- s Yn-1---

(3.7)
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Hagamos
A,
An:Aﬂ(Sn§S<Sn+1):Am(Sn§S)ﬂ(S*Sn<m)
=AN(Sp <s)N(Apt1 > ANx)(s —Sp))
Afirmamos que existe un By, medible respecto a o(Ag,...,Ap—1,Y0,...,Y,) =
Fs-Vo(Yy) tal que
Ay = (Apt1 > Az)(s — Sp)) N By, (3.8)

Etapa 3. Queremos probar que B, definido en la anterior etapa, es med-

ible respecto a Fg— V o(Yy). Definamos para ello
G={AeF,: AC (Xs;=ux), existe B, C (S, <),

By € Fg-Va(Yy), Ay = (5 < Su41) N By}

y probemos que G es una o-dlgebra en (X5 = x)

(Xs=z)eFs, Ap=(Xs=2)N(S) <5< Sp+1)

=Y,=2)N (S, <s<Spt1) = (s < Spt1) N (Y =2)N (S, < s))

donde (Y, =1z) € Fg- Vo (Yn) y Sp= Z?:_é /\(AY’;) € Fg- Vo(Yn)

2. Si A€q, entones (Xs=x)\A€g
(Xs = 2)\A)p = (Xy = 2) N AN (S < 5 < Spp1)
— (Y = 2,5, < 5 < Sna1)\An
= (8 < Spt1) N (Y = 2,8, < s)\((s < Spt1) N By)

= (s < Sp+1) N (Y, = 2,5, < s)\Bn)
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3. Sean A', A%, ... € G y sean B,, € Fo- Vo(Y,) con B, C (S, <s)y
(A7), = (s < Spy1) N BJ. Mostremos que, A = Uj’ilAj €g

Ap = AN (S <5< Snp1) = (U2 A7) N (Sn < 5 < Spp)

= U221 (A7) = U ((s < Spy1) N BY) = (5 < Sny1) N (U, BY)

donde (U2, B))) € Fy- Vo (Ya) y (U2,B]) C(Sy <)

Etapa 4. Comencemos con la prueba de (3.4); de (3.8)

P((Xstt =y)NA) ZP Xoyt =y) N Ap)

= Z P((Xeyt =9) N (Apy1 > M) (s — S,)) N By) (3.9)
sumando a sumando
P((Xstt =y) N (Ang1 > AMx)(s = Sp)) N By) =

P(o(t, Apy1—A(Yn)(5=5Sn), Anta, -, Yo .. ) = yN(Aps1 > M) (s—Sp))NBy)

Consideremos a la medida de probabilidad Q.,(A) = P(A|Y, = z), en-
tonces, Yo, Y1, ..., Yy, Do, A1, ..., A, son @, independientes de

Yoi1, Ynvo, oo - Ant1, Apyo, ..., luego y por la Proposicion 1.2.3
Qu(p(t, Apy1 — AYn)(s = Sn), Apta, ..., Yp...) =y
N(Apt1 > A(z)(s — Sn)) | '7:55 Vao(Yn)) (3.10)
= gl,y(Yo, Yl, ce . ,Yn, Ao, Al, e ,An)
donde
9;2(9073/17 ce oy Yny€0,€1,5 ... 7671) - Q$(g0(t, An—i—l - A(x>(8 - Gn)a

An+27 ey x,Yn+1 .. ) =Y N (An+1 > )\(CL‘)(S - 6n))) (311)
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y por 5.7
= e ADEEIQ (ot Apgr, - - 2, Vi1, .. ) = 1)
por lo tanto
P(o(t,Aps1 —ANYn)(s = Sn), Apta, ..., Yy ...) =yN(Apt1 > Az)(s—Sy))

ﬂBn ‘ Yn = J)) = / g;Z(YO,Yi,. . .,Yn,AO,Al,...,An)de
B

n

por lo tanto
P((p(t, An+1_)‘(Yn)(8_Sn)a An+2a s 7Yn .- ) = ym(An—H > )‘(x)(s_sn))mBn)

:/ g;g/()/ovyla"'7YnaA07A17"'7An)dQ$P(Yn:m)
Bn,

= / eiA(I)(Sisn)de[Qx((u An-}—la ey I Yn+17 .. ) - y)]

n

= / e—A(I)(S—Sn)deP((t7 An+la R YnJrla . ) = y)

n

= P(X; =y | Xo=2)E(e@6=%) B ) (3.12)

pero, ya que Ay, = (Aps1 > Nx)(s — Sp) N By), entonces
P(Ay) = E(X{A,15A(@)(s—Sn)}> XBn)

= E(E(X{Ap15M @) (5—-Sn)}> XBa) | Doy A1, Yo, .., Y0)
= E(XBnE(X{A"_,_1>)\(x)(575n)}) ‘ Aoy .y Ap1, Y0, 7Yn)

= P(An+1 > )\(l‘)(s—sn) | Ao,...,Anfl,Yvo,...,Yn)dP
Bn
en la tercera igualdad hemos usado el inciso 10 de (1.2.2), dado que By, es

medible respecto a o(Ao,...,Ap—1,Y0,...,Yn); y por la Proposicion (1.2.3)

/ P(Anit > A@)(5 = S0) | Avser s A1, Yo, .., Ya)dP = | g(Sn)dP
n Bn
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donde g(a) = E(XAn+1 >/\(x)(sfa)) = 6_)\(9:)(8_&); Y

Q(Sn) = E(XA,LH»\(JC)(S_STL)) = ¢~ A@)(5=5n) " Entonces

P(Ay) :/ e N@)(5=5n) gy p — E(e—k(x)(s—S,L)’Bn)

n

y se sigue que (3.12) es igual a
P(Xi =y | Xo=2)P(An) = pi(2,y) P(An)

sumando en n, obtenemos finalmente (3.4).

Calculemos al generado infinitesimal por medio de la Solucién Minimal,

definamos
pi(z, A) = Py(X; € A, Ny < n)
donde
n—1 A
Ny = max{n : Z X)) <t}
7=0
entonces
n+1
Pl (@, A) = Po(X; € ANy < n) = e M6, (A) + 3 Po(X; € A, Ny = k)
k=1
n+1
= @5, (A)+ 3N PX € AN =k, Y1 =2)
k=1zeE

¢
= @5, (A) +/ Mz)e @) Z q(z,2)P,(Xi—s € A, Ne—s < n)ds
0 z2€l

t
_ @, (4) + / A@)e S gla, 2)pf (2 A)ds
0

zEE
Lo que establece una relacion de recurrencia. Ahora para f € C(E), con
f >0, definamos

(TP ) (@) = /E PP (. dy) ()

En particular para n =0

(TOf)(x) = /E (e, dy) f(y)
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como pY(z, A) = Pp(Xy € A,N; = 0) = Po(X; € A| Ny = 0)P(Ny = 0) =
e MDt5 (A), entonces

(TOf) (@) = / AN, (dy) fy) = e f(x)

E

Al igual que con la medida, también hay una relacion de recurrencia con los

operadores

(TP f) () = / PP, dy) £ (4)
FE

t
- /E (@5, (dy) + /0 A@)e D5 S g, 2)pi, (= dy)ds] f(y)  (3.13)

zeE

Supongamos que

/E /0 A@)e S g, 2)pr (2, dy)ds f (1)

z€E

= [ M@ gtw) [ ednfaids @)

0 zelE

entonces

(3.13) =6_A(””)tf(fﬁ)+/ A(fﬂ)@‘”””)szQ(w,Z)/Ep?_s(zady)f(y)dS

0 zelR

= (I} (=) +/0 Ma)e 2N g(a, 2)(T7 f)(2)ds

zeE
Para probar que la ecuacion (3.14) se vale, precedamos de la manera usual,
para f igual a la indicadora de un conjunto, después para simples, para
positivas y por ultimo tomando la parte positiva y negativa de la funcion

f=f"— f~, hagamos el primer caso, supongamos f = xa, entonces

/E /0 A@)e S g, 2)pr (2, dy)ds f (1)

z€E

_/E/O Ma)e N " g(x, 2)p}, (2, dy)dsx a(y)

z€EE
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/ / )N S g, 2)pi (2, dy)ds

zeE

y por Convergencia Mondtona

= /t)\(x)eA(x)SZq(x,z)Ap?s(z,dy)ds

0 zelE

- [ e
zeE

= [A@e O gt 2) [ ot (o) s

0 zeE

S q(,2) /E PP (2 dy)xaly)ds

Ademds, (T/ f)(x) esta acotado por ||f||s. Procedamos por induccion,

paran =0
(TP ) (@) = e f(a) <[ flloo

ya que A(x) > 0 para toda = € E, supongamos la desigualdad se vale para

n, entonces

(T ) (@) = (T0f) (@) + /0 M@)e™ > alw, )T f)(2)ds

zeR

t
< |17 ]]soe A /0 A5 3 g, )| lloods

zelE

t
= {1100t @ 4 117100 / A(z)e @3

— 1fllse(e / A(@)e@%ds) = || £l

como se vale para toda n, también se vale en el infinito y podemos definir
(Tf)(x) = lim (7)) (3.15)

De la definicion y (3.15), se tiene

Af(x) = lim T[T (@)~ F(@)] = (1) @) limo= o Tim (74 ) (a) oo

t—o0+ t dt
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= ot )+ [ @S g T e
0

 dt n—oo
zeE
. d —A(z)t ¢ —X\(z)s mn
= lim e flx)+ [ Mz)e Z q(z, 2) (T s f)(2)ds |i=o
n—oo O ZEE'

con la regla de Leibniz

= lim [-A(2)e M@ f () + A(ax)e N@)1 Z q(z, 2) (T f)(2)

n—oo
zeE

+/0 %A(x)e—k(m)s Zq(:ﬂ,z)(Ttn—sf)(Z)dS] lt=0

zeE

— lim [~A(@)e @ (@) + A@)e MY gla, 2) f(2)

n—oo
zeE

+ [ EN@N S gl T (s oo

z€E

— lim [~A @) f(@)FA@) 3 gle, 2)f(2)] = ~A@)f(2)+ M) 3 gl 2) (=)

n—oo
z€E zeE

3.4 Ejemplos

Ejemplo. 3.4.1. Una definicion sencilla del Proceso de Poisson es como

sigue:

Proposicién. 3.4.2. Sean T1,T5 ... v.a.i.i.d como exp(\). Sea {Ni}i>0 un

proceso estocdstico cuyo valor al tiempo t es

n
Ny =max{n >0:) T; <t} (3.16)
=0

entonces, {N¢}i>0 esta gobernado por la funcion de transicion

pt(_r’ {ZL‘ + n}) _ (/\;!)ne_,\t




3.4. EJEMPLOS 75

Ahora, el Proceso de Poisson Compuesto, esta definido como un pro-
ceso con funcion de transicion p(x, A) pero cuyos tiempos de salto estan

gobernados por un Proceso de Poisson de tasa A, esto es
Ny
=2 X
k=0
La funcidn de transicion del proceso es

pu(w,A) = Py(X, € A) =) Pp(Xy, € A, N, =n)

n=0
= ZP(Xn €Al Xo=x)P(N;=n)= Z ()Z')ne_’\tpn(aj,A) (3.17)
= n=0 )

Ya que para el Proceso de Poisson Compuesto de tasa A conocemos explicitamente
a la funcion de transicion, podemos obtener la forma del generador infinites-
imal. Para f € C(E) de De la definicion y de (3.1) se tiene

Afa) = tim 3 [ plodi)f o) = 1) = Jim 5 [ e dn)($) — @)
(3.18)

luego, de (3.17)

Af(z) = Tim / Z M (a, dy)(f(y) — f(x))

t—0+

_ /E . “;,)A P (, dy) (f(y) — f()

+ 1
t—0 =0

t—0+

= [ Jim 1.tV plw )Y e ] 0 f)
n=2

- / X pla, dy)(Fy) — F(2)) = A / Pl dy) (f () — F(x))
E

E
Proposiciéon. 3.4.3. El generador infinitesimal del Proceso de Nacimiento

y Muerte con espacio de estados E esta dado por

Af(z) = Az) /E () — F(@)pl, dy)
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Ejemplo. 3.4.4. Consideremos el proceso de Nacimiento y Muerte con

E ={0,1}, de la proposicion anterior
Af@) = Ae) [ () = F@)pta,d)

= M) (f(0) = f(2))p(x,0) + A(z)(f (1) — f(2))p(z, 1)

siz=0

Af(0) = A0)(f(1) = f(0))
ysiz=1

Af(1) =A1)(f(0) — f(1))
matricialmente

—A(0)  A(0) f(0)
AL =A() f(1)
por lo que el generador infinitesimal tiene la forma
—A(0) A0
L0 0
A1) =A(1)
En este caso elemental, podemos calcular el semigrupo resolviendo la ecuacion
hacia atrds T; = ATy; la solucion es de la forma
Tt = €A(t)

Diagonalizando al generador, vemos que los valores propios son 0 y

—(Xo + A1), con vectores propios (1,1) y (Ao, —A1). Finalmente

o1 A0 1 0 1 A1) A0)
Tl oA ) o e fAO) +AD) 1 -1

1 A(1) 4+ A(0)e= MO+ X(0) — A(0)e~ MO+FAMD)E
= 0 1 A(1) — A(1)e= AOFAME - \(0) + A(1)e~AOFAMD)E



Capitulo 4
Comentarios Finales

Como ya lo hemos sefialado, el principal aporte de este trabajo es el detallar
la construccion de los Proceso Markovianos de Salto que da Ethier-Kurtz,
Gikhman, Stoock y otros, desde la construccion de la Cadena de Markov,
hasta el calculo del generado infinitesimal, pasando por un prueba rigurosa
y completa de la propiedad de Markov. Como se ha visto, el estudio de la
medibilidad es un asunto delicado que por si mismo da para mucho mate-
rial; sin embargo, lo que usualmente se estudia en la teoria de los Procesos
Markovianos de Salto, son temas como: condiciones para la no explosion,
recurrencia y transitoriedad, existencia y calculo de medidas invariantes,
rapidez de convergencia a la medida invariante. . .

En general, lo que usualmente se tiene es al generador infinitesimal y se
procede a calcular al semigrupo, cosa que casi nunca se puede, por lo que el
estudio de la recurrencia, condiciones de no explosion, medida invariante y
esas cosas, se hace a través del generador infinitesimal, ya que contiene gran

parte de la informacion relevante de proceso, como lo muestra la relacion

4 :{ —A(z) st x=y
U M@y stz #y

Obsérvese que la funcion \(x), x € E y q determinan al generador A y este,

T
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a su vez, determina a A(x) y a q, ya que para x #y

Azy
Az

q(z,y) = —
Las condiciones usuales para la no explosion, son
1. E es finito
2. sup Ay < oo
3. Xo=1 coni recurrente para la cadena encajada

pero mo son suficientes, existen otras condiciones sobre el generador in-
finitesimal para la no explosion y que es un tema amplio por si mismo.

La existencia de medidas invariantes puede abordarse en algunos casos,
a través del estudio de las condiciones de balance detallado; lo cual repre-
sentaria una extension ala caso continuo de las técnicas estudiadas 2.10.

Como continuacion de este trabajo podemos citar

1. Estudio de las condiciones sobre el generador infinitesimal que garan-

ticen la no explosion de proceso.
2. Ezistencia de medidas invariantes.
3. Calculo de medidas invariantes.

4. Rapidez de convergencia al equilibrio.



Capitulo 5
Apéndice

Teorema de Hille-Yosida

Enunciamos nuevamente el teorema de Hille-Yosida, y reproducimos la de-

mostracion del mismo, que se encuentra en el capitulo 7 de [18].

Teorema. 5.0.5. Hille-Yosida. Sea A un operador lineal con wvalores en
V y dominio Da. A fin de que A sea el generador de un semigrupo de
contracciones a un parametro en V, es necesario y suficiente que A satisfaga

las siguientes condiciones
1. DA esdenso en'V
2. para cada A >0, y € V la ecuacion
A —Ax =y
tiene solucion unica para cada x € Da

3. la solucion en el inciso anterior cumple con

< g
ol < 12

79



80 CAPITULO 5. APENDICE

Prueba. La prueba del teorema de Hille-Yosida tiene el siguiente desar-

rollo:

1. Encontramos operadores acotados Ay que aproximen a A para x € Da

cuando A sea grande.

2. construimos semigrupos haciendo

T{\x = ety

3. definimos
Ty = lim Tz
A—00
y probamos que {T}} es un semigrupo con generador A.

Del desarrollo de la teoria, sabemos de la necesidad de las condiciones
anteriores, por lo que solo resta probar la suficiencia. Supongamos que se
cumplen las condiciones arriba mencionadas, de la condicion 2 es claro que
el operador \XI — A es invertible, denotemos Ry = (M — A)™! anticipando
que Ry serd el resolvente del semigrupo que planeamos construir. Entonces
para cada X > 0, Ry aplica V sobre DA y por la condicion 3 tenemos que
DNESY
Definamos ahora Ay = MNA(R)), A > 0, eleccion motivada por el corolario

del Teorema 8.1.5. Ahora ya que
Ay = MA(R)) + ARy — ARy,

= A=(A— A)Ry + Ry] = AARy — 1] (5.1)

vemos que Ay es continua y que ||Ax|| < 2X. Ahora probaremos que
/\lim Ayz = Az para todo x € Da (5.2)
—00
Para ello se probara primero que

lim ARyAx =z para todo x € Da (5.3)

A—00
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Como A conmuta con R)
ARyz — x = A(R)z) = R)\(Ax)
por lo tanto

— 0 cuando M — o0

A
Rz — 2 = [|(Bx(dz)]| < 1571
lo cual prueba (5.3). Para extenderlo a todo V, para todo x y € > 0, podemos
escoger y € Dy tal que || x — y ||< e. Entonces

AR e —z [[<[[ ARy —y || + || ABx(z—y) [| + [| 2=y [[<[| ARy —y [| +2¢

Cuando X — oo, limsup || ARyz—x ||< 2€ por (5.3), asi que (5.3) se cumple
para todo x € V. Finalmente si x € Da

lim Ayx = lim AR)\Az = Ax (5.4)
A—00

A—00

ya que (5.3) se cumple para Az, lo que prueba (5.2). Por otra parte esto nos
dice que el operador acotado Ay aproxima a A para A grande. Consideremos
ahora los semigrupos Tt)‘ los cuales de hecho son un semigrupo contractivo,
ya que de (5.1)

e—tketAQRA

TN — e(tAQR)\—tAI)
7=

ast que

o0

TAzll < o—tA A" ARzl < et

TR < e ) o [J(ARN) || < e e |z]|
n=0 ’

Ahora mostraremos que Tt)‘ tiene limite cuando A — 00, para ello probaremos
que

A,ELHOO [T}z — TV || =0 para todo x € Da
Para \, i fijos y x € Da denotemos f(x) = T{\a: —T!'z, cuya derivada es

/() = A\TPe — ATl e = A\NT) + ATV — A\T! — AT e

= ANT} = T}) + (Ax — AT = A\f(t) + (A — A)TY
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si denotamos (Ay — A,)T}'x = g(t), entonces f'(t) = Axf(t) + g(t). Luego

d

Set (1) = e (1)

pero ya que f(0) =0

t
—tAy — —sAy d
e f (1) /O M g(s)ds

o bien

t t
70 = [ eglsas = [ T2 1A~ 4, )eds

Luego
t
LF®I < /0 1T T (AN — Ap)zllds < t](Ay = Ap)al] Xm0

De (5.4). Nétese que la convergencia es uniforme parat acotada. Definamos
ahora

Tyx = lim Tz para x € Dp (5.5)
A—00

Ya que la convergencia es uniforme ent, Tix es continua ent, ylim;_oTix =

z, parax € Da y
A A
| Tox|| < |[T7 ]| + [T % — Thi|] < |||

ya que Tt)‘ es contraccion y de (5.5). Finalmente debemos probar que A es
el generador del semigrupo construido, en todo caso el semigrupo tiene un

generador, digamos A’. Calculemos A'x para x € DA. Tenemos

d
%Tﬁx =T} Ay

ast que

t
Tie —x = / T} Ayzds (5.6)
0

Luego

[T} Aze — Ty Az|| < || Ty Az — TP Az|| + ||T) Az — T} Ayz||
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En la ultima desigualdad el primer termino tiende a cero cuando X\ — oo
para t finito, y el sequndo termino esta acotado por ||Ax — Axz||, cota que

tiende a cero cuando A — oo, por lo tanto

lim T} Ayz = Ty Ax

A—00

se cumple para toda x € DA y la convergencia es uniforme en t, de aqui que

podemos pasar al limite en (5.6) para obtener
t
Tix —x = / T, Axds
0

dividiendo entre t y haciendo que esta se vaya a cero

Tyx — I
Az = lim 27T gim T Axds = Ax

t—07+ t t—0+ t Jo
De aqui que Do C Dar y Az = Az para x € Dy, es decir A’ es una
extension de A. Ya que A es el generador de {T;}, A\ — A aplica D as sobre
V, y dado que N\ — A es igual a \I — A’ en Dy el cual aplica sobre V, se

sigue que Dar = Da, por lo tanto A’ = A.

Una Propiedad Interesante en una Variable Aleato-

ria Exponencial

Una variable aleatoria distribuida como exponencial con pardmetro X = 1,
posee una propiedad poco conocida y que sin embargo es de importancia cen-

tral en la prueba de la propiedad de Markov del Proceso de Salto construido.

Proposicién. 5.0.6. Sea X v.a ~ exp(l), entonces, para toda funcion

medible y acotada, f >0 ya € RT

E(f(X),X > a) = e “E(f(a + X)) (5.7)
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Prueba.

BU(X).X >a)= [ px)ip = /Q(f 6 X)X(an) 0 XdP

= / foXdPx = / fz)e ¥dx = / flz+ a)e”@F)dy
(a,00) (a,00)

(0,00)

:e_a/ fx+a)e ¥de =e *E(f(a+ X))
(0,00)
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