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Introduccién

Actualmente, la teoria de procesos de control de Markov de tiempo-discreto
y sus aplicaciones son temas bien desarrollados (ver por ejemplo, las referen-
cias en los nuevos libros |7, 10]). Los métodos conocidos para optimizacion
de las politicas de control, tales como programacién dindmica (en particular
ecuaciones de optimalidad), programacion lineal, etc. (vedse [1, 7, 10]) usan
esencialmente la estructura Markoviana de los procesos (que, en particular
se realizan al aplicar politicas de control Markovianas). Sin embargo, casi no
existen trabajos que contengan las extensiones de métodos de control 6ptimo
a procesos estocésticos que no tienen la propiedad de Markov para alguna
politica de control razonable. Por esta razon, en este trabajo consideraremos
el problema de control 6ptimo para una clase particular de los procesos es-
tocasticos no-Markovianos (a tiempo discreto) para mostrar los siguientes
puntos:

1) Métodos de optimizacién de control de procesos Markovianos no apli-
cables aquf directamente. Por ejemplo, la optimizacién de control no
se reduce a “optimizacién por un paso”’ (como en las ecuaciones de
optimalidad de programacion dindmica), sino que el control 6ptimo
depende del comportamiento asintético de “toda la trayectoria del pro-
ceso”. Lo ltimo se observa en una situacién muy simple - cuando el
control es una constante que no depende ni del tiempo ni del estado
del proceso, y, asintéticamente el proceso se comporta como un proceso
Markoviano.

2) En la clase de los procesos considerados aquf ¢l problema de control
6ptimo depende esencialmente del comportamiento asint6tico del pro-
ceso (de tipo de leyes de los grandes nimeros), y en casos particulares,
la solucién (los controles 6ptimos) se obtiene en forma cerrada como
un problema de programacién no-lineal (con restricciones no lineales).

3) Dependiendo del tipo de restricciones mencionadas, el problema de con-
trol 6ptimo puede ser no estable (no robusto). Es decir, si se encuentra
un control 6ptimo para el proceso “perturbado” (con “pequenas” per-
turbaciones de probabilidades de transicion) y este control se aplica al
proceso original, entonces el costo promedio obtenido puede ser mucho
mayor cn comparacion con ¢l costo dptimo (obtenido por aplicacion del
control 6ptimo para cl proceso original); y esto ocurre a pesar del uso
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de “pequenas” perturbaciones de probabilidades de transicién del pro-
ceso original. En nuestra opinién este fenémeno se debe a la estructura
no-Markoviana de los procesos (puesto que las aplicaciones de los con-
troles “cercanos” pueden provocar el comportamiento de los procesos
cualitativamente distinto).

Ya que no existen métodos analfticos de control 6ptimo para los procesos
considerados en este trabajo, solamente una parte de los resultados los hemos
obtenido por métodos analiticos (esperamos con un enfoque nuevo); la otra
parte del estudio (en particular el problema de estabilidad mencionado en
3)) se hizo por experimentos en computadora (simulaciones de los procesos
y optimizacién numérica) con uso del paquete de programacién “Mathema-
tica”.

IEn conclusién, este trabajo es una iniciacién del estudio del problema de
control en una clase de los procesos no-Markovianos.

Ahora describiremos brevemente la clase de procesos de control contem-
plados y algunos resultados obtenidos.

En este trabajo consideramos un proceso de control estocdstico no- Marko-
viano X; en tiempo discreto ¢ = 0, 1, ... dado en el espacio de estados
[0, 00)2[0, 00) con la siguiente estructura de probabilidades de transicién.

Si consideramos a a € A := [0,6] un nimero dado interpretado aquf
como un control y suponemos que {F,}, z € [0,1] es alguna familia dada
de funciones de distribucién con soporte en [0,00) (i.e. a cada z € [0,1] le
corresponde la funcién de distribucién F, de una v.a. (variable aleatoria) no
negativa), entonces definimos la sucesién aleatoria {Z;} y las probabilidades

de transicién condicionales para el proceso X; por las siguientes relaciones
recurrentes:

1. Zy = z, € [0,1], es una constante fija, y X, = (Xél), X((,z)) es el vector
aleatorio con funcién de distribucién conjunta Fy, (z)Fz,(y);

2. para cada t > 1, si Xy, Xy, ..., X, sou realizaciones del proceso X,
entonces



1 t—-1
Zt = 'Z ;I{Xi(l) > a}’ (1)

3. P(X; < T | Xo, X1, oy Xie1) := Fz,(2)Fz(y) con T = (z, y) €
[0, 00)z[0, c0).

En las secciones 1.1 y 1.2 de este trabajo se describen dos ejemplos apli-
cados de los procesos de este tipo, el primero corresponde a un proceso de
transmisién de mensajes en una red especial de comunicaciones y el segundo
a un problema nuevo de almacenamiento 6ptimo. Ambos procesos son no-
Markovianos con comportamiento similar al proceso general descrito anteri-
ormente.

Para comparar controles suponcmos que la funcion de costo C(a, X;) estd
definida y es una funcién continua no negativa en [0, 0]z[0, 00)z[0, c0) con

sup C(a, X, XP) < Ky + Ko(X + XP) con Ky, Ky < 00. Asf que
a€A

considerando la clase mds simple de politicas estacionarias no dependientes
de los estados, definimos el costo promedio $(a, 2,), en un horizonte de
planeacién infinito, como

-1

1
S(a, z,) = limsup n ZE Cla, Xk).

t—ro00 o

, Denotando F,(a) :==1— F,(a), en la seccién 2.1 demostramos que si la
£5F,(a) existe y cstd acotada y ademds la £ F,(a) < 1, para todo z € [0, 1],
entonces {Z,} converge casi seguramente a z, (Z; <5 z,) cuando t — oo,
donde z, es un tnico punto fijo de la aplicacién [0, 1] — [0,1] definida como
z — F,(a) (con a fijo). Este resultado nos sirve para probar la convergencia
débil del proceso X; a X, = {X&l,), 5,3’}, donde el vector aleatorio X
tiene la funcién de distribucién F,, (z)F,, (y) (ver en seccién 2.2). Luego, tal

convergencia junto con la suposicién de que para algun p > 1, sup f0°° P
2€[0,1]
dF.(x) < oo, nos permite demostrar que tlim E C(a, X;) = F C(a, X)
— 00

(seccion 2.3) y utilizando el promedio de Cesdro concluimos que



S(a, 2,) = EC(a, X (2)
= / / (a, =, y) dF, (z) dF,, (y)
= : $a, 2)
con lo cual tenemos una expresién analitica del costo promedio, que como

puede observarse depende del comportamiento asint6tico de la sucesién {Z;}.

Entonces, para hallar el control éptimo a, es decir, a. tal que ¥(a.,
25) =in£ S(a, 2,), deberfamos resolver el siguiente problema de programacién
ac

no lineal
Minimizar  $(a, z.)
acA
sujeloa I, (a) = 2.

Por resultados que aparecen cn [4], sabemos que tal solucién 6ptima es
estable con respecto a perturbaciones de la familia {',(a)}.

En cl caso cuando para un a fijo tcnemos que la ‘-ld;Fz(a) > 1 en algunos

puntos z € [0,1] y la f;gfz (a) no estd acotada, no podemos usar el teorema
general sobre la convergencia de sucesiones recurrentes dado en [3], para
probar el resultado clave de que {Z;} converge c.s., bajo las hipétesis escritas
arriba. Por eso, utilizamos herramientas computacionales para analizar qué
sucede en estos casos. Primero, estudiamos numcricamente (i.e. mediante la
simulacion de los procesos usando ¢l paquete de programacion “Mathema-
tica”) el comportamiento asintético de {Z,} (i.e. cuando t¢ — oo esto es, la
ley de los grandes nimeros en (0.1)) cuando tcnomos dos situaciones que
no tenfamos en el caso analitico (i.e. cuando la % l*z\ a) > 1 para algunos
subintervalos de [0, 1]):

1. La aplicacion z — F,(a) tiene un punto fijo z,, para a fijo (Ver Figura
1): Exhibiremos resultados numéricos en los que si la £F,(a) < 1, en
una vecindad de z,, entonces {Z,} sc aproxima a z, cuando ¢ cs suficien-
temente grande, pero que tal convergencia depende de la derivada que
Fz(a,) tenga cn tal vecindad; micntras més cercana sea csta derivada a
cero, mayor rapidez de convergencia obtendremos.



A

| / F(a)

v

>
0 z. 1

Figura 1: z — F,(a) tiene un punto fijo (z.), para a fijo.

/ F,(a)

A

> 2

0 z Z, zy 1
Figura 2: z — F,(a) tiene 3 puntos fijos (21, 22 ¥ 23), para a fijo.

2. La aplicacion z — F,(a) tiene 3 puntos fijos, 21, 22 Yy 23, para a
fijo; L£F, (a) = L£F,(a) <1 con LF,,(a) > 1 (Ver Figura 2). En
estas condiciones obtuvimos que {Z,} sc aproxima a z; 0 a 23 con ¢
suficientemente grande y muy raramente lo hace a z;. Ademds, para z,
- un valor inicial - con z, = 232 1a probabilidad de convergencia a 2
es casi igual a la probabilidad de convergencia a 23. Pero en general, la
probabilidad de convergencia de {Z;} a cualquiera de las raices z; y z3
depende del valor inicial z,: la probabilidad mayor corresponder4 a la

rafz més cercana al valor z,.

Para hallar numeéricamente ¢l costo promedio consideramos una familia
de aplicacioncs {z — F,(a)} tal que para cada a € A, F,(a) tiene uno
(2.) o tres puntos fijos (21, 23 ¥ 23), ¢s una funcién creciente y con derivada
menor que 1 en alguna vecindad de z, o de 2z, y 23, segin sea el caso, por
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lo que le dimos una nueva expresién al costo promedio que, numéricamente
observamos, en el caso de una raiz z,, no depende de 2, y si de z,.

Los experimentos numéricos muestran que en el caso de una rafz z, de

la ccuacién F,(a) = z, la condicién £F,(a) < 1 en una vecindad de z,

garantiza la convergencia de Z; % 2, cuando t — ooy el costo promedio
S(a, 2z) ests dado por S(a, z,) en (2).

Obsérvese que los experimentos numeéricos los hacemos con costo por un
paso de la forma C(a, z, y) = min(z, a + y) que es una forma natural en
el ejemplo del proceso de transmisién de mensajes en una red especial de
comunicaciones (vedse §1.1).

En el caso de tres rafces de la ecuacién F,(a) = 2z

LR

(a, z)

- (“G‘ 2oy 21, ZJ

= Pl/ / Cla, z, y) dI, (x) dI,(y)
[T [ Cla 5, y) ara(e) dr)
0 0

donde P, = P(Z, — z1) y P> = P(Z; — z3) = 1 — P, donde P denota
probabilidad, y 2; y 23 son raices estables (con -j;ﬁz(a) < 1, vedse la Figura
2). Como lo muestran nuestros resultados numéricos (en el §3.1.2), P,y P
dependen de z,, de ahf que S(a, z,) dependa de z,, a diferencia del caso de
una rafz, as{ como también de z; y 23.

De esta forma, el control 6ptimo a, se puede hallar al resolver numérica-
mente el siguiente problema de programacién no lineal

Mm:gzqzzar Sa, 2z, 21, 23)

sujeto a F, (a) = 21, F,,(a) = 23

21 < 23, 21 F 22 Y 23 F 22

9



Al resolver nuestro problema (cuando el nimero de raices puede depender
de a) para el proceso controlable original (i.e. dado por la familia de funciones
de distribucién {F,}, z € [0,1]) y para el proceso “perturbado” (dado por
una familia {f’z}, z € {0, 1], de funciones de distribucién que es una “pequena
perturbacién” de {F}}) mostraremos numéricamente que si la aplicacién z —
F.(a) cambia el nimero de sus puntos fijos (con el cambio de a), entonces
el problema de optimizacién del control a puede ser no estable (cuando el
control 6ptimo a, sucede “cerca” del punto de bifurcacién es decir, el valor a
donde el mapeo z — F',(a) cambia el nimero de sus puntos fijos, vesse §3.3).

10



Capitulo 1

UN PROBLEMA DE
CONTROL OPTIMO DE LOS
PROCESOS ESTOCASTICOS
NO-MARKOVIANOS.

Antes de dar el planteamiento del problema, iniciaremos este estudio mencio-
nando un par de ejemplos en los que pueden tener aplicacién los resultados
obtenidos en este trabajo.

1.1 Un proceso de transmision de mensajes
en redes de comunicaciones.

Las redes de comunicacién de datos, se han extendido por miles en todo
el mundo a fin de mejorar la capacidad de comunicacién de datos entre los
usuarios de lared. Estos sistemas van desde pequenas redes que interconectan
terminales y computadoras dentro de uno o mads edificios, hasta redes con
amplia distribucién geogréfica, que cubren paises enteros, y en algunos casos,
todo el planeta.

11



Conmutador de red (nodo)

Usuario

Trayectoria de
comunicaciones
entre AyB

Figura 1.1: Una red simple.

Algunas redes usan tecnologia de conmutacidn de paquetes en las cuales se
transmiten, de una fuente a un destino, bloques de datos llamados paquetes.
Las fuentes y los destinos pueden ser terminales, computadoras, impresoras
o cualquier otro dispositivo de comunicacién o manipulacién de datos.

Una red esencialmente estd formada por conmutadores de red o nodos,
interconectados por medio de enlaces de transmision. Estos enlaces pueden
ser via alambre, cable, radio, satélite o fibra ¢ptica. En la Figura 1.1 se da
un ejemplo de una red simple.

Nétese que una red de este tipo tiene capacidad para una gran cantidad
de usuarios, tantos como el conmutador pueda manejar. Los usuarios que
deseen comunicarse deben tener una conmutacién o direccién de tréfico in-
dependiente a través de los nodos sobre una trayectoria apropiada de la red.
La red puede estar dedicada a transmisién de voz (red telefénica), de datos
(mmensajes), o de ambos. Una red, como la de la Figura anterior, permite que
muchos usuarios se interconecten de forma rentable, ademds de que ofrece
scrvicios y funciones de los cuales de otra [orma los usuarios individualinente
no podrfan dispoucr.

12



Existen en el mercado diferentes procesos de transmisién de mensajes en
redes, pero una de las cosas que permiten considerar de calidad cada uno de
estos procesos es el tiempo que debe esperar un usuario para recibir respuesta
cuando ha enviado un mensaje a otro usuario.

La disminucién del tiempo de respuesta es muy importante en algunas re-
des de comunicacién militares (donde los mensajes pueden ser érdenes para
una actividad militar). Una tecnologia conocida para aumentar la confia-
bilidad y disminuir el tiempo de respuesta en tales redes es mandar copias
repetidas del mismo mensaje. Pero el problema de elegir un intervalo de
repeticién del mando puede ser no trivial en ciertas situaciones por ejemplo,
en una guerra cuando parte de los nodos de comunicacién podrfan ser de-
struidos y muchas repeticiones (copias) podrian sobrecargar la red y por lo
tanto aumentar el tiempo de transmision.

Counsideremos entonces una red de comunicaciones a la que estdn conec-
tados NN usuarios en la cual existe un flujo de mensajes constante. También
suponemos que el envio de mensajes (o paquetes) entre el usuario 7 y el
usuario j no es directo es decir, que existen ciertos nodos que estdn conecta-
dos entre s{ y donde cada usuario tiene conexién con al menos uno de ellos, de
tal manera que un mensaje para llegar a su destino debe realizar un recorrido
por algunos de estos nodos como lo ilustra la Figura 1.2 que esquematiza el
envio de un mensaje del usuario 7 al usuario j. Observemos que los mensajes
que van de una estacién a otra pueden hacerlo por diferentes caminos.

Como més de un mensaje puede estar circulando por los nodos pucde
ocurrir que en éstos se estén formando colas de mensajes lo cual provoca una
demora en la llegada de un mensaje a su destino y por consiguiente un mayor
tiempo de recepcién de respuesta; también puede suceder que éste se pierda
y por lo tanto, el tiempo de espera de respuesta serd infinito.

Ahora bien, para la i-ésima estacion, ¢ - representa los momentos discre-
tos en los que se envian mensajes, 551) - es €l tiempo de espera de respuesta
correspondicnte e introducimos un pardmetro controlable denominado con-
trol, a € [0,6] (6 es un mimero dado finito), cuya funcién es la siguiente: La
t — ésirna estacion manda su & — ésirmo mensaje y espera durante un cierto
ticmpo a para recibir respuesta, si la respucsta llega en un cierto tiempo fﬁl)

13



Figura 1.2: Envio de un mensaje del usuario i al usuario j.

A @
0 é&(l) a

| S ®
0 a a+£l(2) é(“)

Figura 1.3: (a) ¢V < a, (b) ¢ > g,

< a no se envia otra vez el mensaje, ver Figura 1.3 (a), pero si no es asf (i.e.

§” > a), la “copia” se manda después de a unidades de tiempo pasadas del
instante de envio del mensaje “original”, y en este caso, el tiempo de recep-
cién de respuesta sers el min{fgl), a+¢ §2)}, donde 552) es el tiempo de espera
de respuesta, que corresponde al t — ésimo mensaje enviado por segunda vez,
como se muestra en la Figura 1.3 (b); en otras palabras, ¢D es el tiempo
aleatorio de espera de respuesta al “original” t — ésimo mensaje, mientras
que & 52) es ¢l ticmpo de espera de respuesta a su “copia” (si se manda).

Ahora, si introducimos

14



I . 1, §” >a
€>a T ) o, M<a

_ 1, si debe repetirse el mensaje
0, en caso contrario

se tiene que

t—1
1
Z, = ?ZI{EEI) o a) (1.1)

i=0

es la frecuencia de repeticién de mensajes hasta el momento ¢ a lo que de-

nominamos “carga del sistema”; observemos que Z; € [0,1]. Teniendo en
cuenta que todas las N estaciones (clientes, suponiendo que N es “suficien-
temente grande”) proceden del mismo modo es decir, mandan sus mensajes
en “tactos” t =0, 1, 2, ... y usan el mismo pardmetro de repeticién a € [0, 6]
entonces, el valor de Z; = 1 corresponde al aumento del flujo de mensajes en
dos veces.

Ahora bien, el enviar un mensaje por segunda vez cuando no se ha recibido
respuesta después de un cierto tiempo a nos sirve para lo siguiente:

¢ El mensaje enviado por primera vez puede estar detenido en algtin nodo
que tiene una cola muy grande de mensajes, debido a que varias esta-
ciones pueden haber enviado mensaje, de tal manera que si el mensaje
enviado por segunda vez siguiera un camino distinto a + £ EQ) podria ser
menor que §§1), lo que permitirfa conocer una respuesta en un menor
tiempo.

e Si el mensaje se ha perdido, §§1) serd infinito es decir, nunca se obtendra
contestacién; sin embargo, si se envia nuevamente el mensaje después
de un cierto tiempo a, aunque esto no nos garantiza que a + 552) < 00,
al menos nos da otra posibilidad de obtener respuesta.

Desde estos puntos de vista, para disminuir la espera (alcatoria) de res-
ey . 1 2 1
pucsta igual al mm{{f ), a+ §§ )} < f ) parcce razonable escoger un valor
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“pequeno” del pardmetro a (en el caso limite, tomar a = 0). Sin embargo,
si varias estaciones repiten el envio de mensajes con mucha frecuencia, esto
provoca que la carga del sistema se incremente es decir, crea un problema
de saturacién de la red, que se manifiesta como un incremento en la pérdida
de mensajes o como un aumento en el tiempo de recepcién de respuesta; tal
situacién puede tener lugar en algunas redes de comunicacién durante una
guerra cuando parte de los nodos y canales son destruidos.

Uno de los pardmetros que determina dicha frecuencia es a, por ello,
para reducir la pérdida de mensajes y disminuir el tiempo de recepcién de
respuesta, debemos optimizar su valor es decir, hallar un valor de a que
permita que la carga del sistema sea una cantidad “razonable” y que al
mismo tiempo minimice, en promedio, el tiempo de recepcion de respuestas
y la cantidad de mensajes pérdidos. Por ejemplo, si a = 0 para todas las
estaciones, siempre hay que enviar los mensajes por segunda vez y ello crea
la méxima carga del sistema y por lo tanto, el peor problema de saturacién
que pueda existir y en lugar de disminuir el tiempo deseado obtendrfamos
mayores tiempos de recepcién de respuestas que los esperados cuando no
se usa este pardmetro. Sin embargo, si a es muy grande para todas las
estaciones comparado con el tiempo promedio de recepcién de respuestas,
aunque disminuye bastante la carga del sistema, no serfa de mucha utilidad
el uso de este pardmetro en nuestras consideraciones, ya que entonces el

min{£”, a+ &7} ~ £

Hasta el momento hemos considerado que la P(§(l) =00) =a >0
es decir, que existe la posibilidad de que se pierdan los mensajes como lo
muestra la Figura 1.4, en donde la funcién de distribucién de la variable f(l)
(F;(x), como se indica mas adelante), tiene limite infinito diferente de 1. Sin
embargo, en esta etapa, para simplificar las cosas suponemos que siempre se
obtiene respuesta es decir, o = 0.

Ahora, necesitamos de alguna manera formalizar el concepto de depen—
dencia de las distribuciones de retardos de respucstas ﬁ, y ft de la “carga”

de la red, que medimos en los terminos de la frecuencia de repeticiones, Z;,
definida en (1.1) y lo hacemos como sigue.
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FZ(X)]

> x

Figura 1.4: La probabilidad de que se pierdan mensajes es o > 0.

Iniciaremos por considerar que el par de variables aleatorias §§” y §§2)
tienen distribucién conjunta condicional, dada por la siguiente férmula (Z" =

(21, 22))

Fdl),dz)(l'l, T I Z)
P( “sxl, £ <y | Zy = 2) (1.2)
= PV 20| 2, =2) P(€P < 34| Z, = 2)
= Fy(x) Fu(z2).

En particular (1.2), suponemos que & 51) yé 52) son independientes condicional-
mente (dada la “frecuencia pasada” Z;).

Pero es mds importante la parte derecha de (1.2) porque para cada z €
0,1}, F;(z), con z € [0,00) es la funcién de distribucién condicional (dado
Z, = z) de la variable aleatoria £V (y de §§2)).

Supongamos que la familia de funciones de distribucién {F,(-)}, z € [0, 1]
estd definida de antemano, mas o menos arbitrariamente, pero que satisface
la siguiente condicién: Para cada z > 0 fijo los valores de F,(z) dependen
del pardmetro z € [0, 1] de manera no-creciente.

Para cste cjemplo ¢sta s una hipétesis natural. De hecho, a menor
“carga” 7, = z (comparada con la “carga” Z, = 29 > 2,) corresponden
“menores” v.a.’s §El) y ﬁfz) (ticmpos mds cortos de espera de respucsta), cs
decir, debe ser
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Fo(x)

Fi(x)

—»> x

Figura 1.5: {F,(z)} depende de z de manera no-creciente (z > 0 es fijo).

P( §1)<x|Zt=z1)>P( D <z 2 = 2)

para cada z > 0, que por (1.2) resulta que
F,\(z) 2 Fy,(2).
En particular, si £ = a, entonces P( ) < a| Z, = z) representa la

probabilidad de “no mandar la copia del ¢ — ésimo mensaje” dada la “carga”
z. En los casos extremos z = 0 y z = 1 tenemos:

F(a) = PEP<alZ=1)
< PEV <alZ,=0)
= Fy(a)

__ Esta situacion se ilustra en la Figura 1.5. Al definir F,(z) como 1— F,(z)
(F.(z) : [0,1] — [0,1]) tenemos que {F,(x)} es una familia de z creciente

(i.e. z1 < 23 = F,,(z) < F,,(z)) (ver Figura 1.6) y para cada a fijo, F.(a)
es una funcién de z creciente (vedse la Figura 1.7).

Si consideramos funciones crecientes p(z) : [0,1] — [0,1] que tengan el
mismo comportamicnto que I',(a), con a fijo, mostrarcmos, bajo algunas
condiciones, analftica y numéricamente que si o(z) = F',(a) = z tiene una
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b Fi(x)

Fo(x)—

——————

Figura 1.6: {F,(z)} depende de z en forma creciente (z > 0 es fijo).

F(a) A

— Fy(a)

Figura 1.7: Para cada a fijo, F,(a) es una funcién de z creciente.
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A o(z)

> 2
0 z 1

Figura 1.8: p(z) = F,(a) = z tiene una sola rafz (z,).

/ ¥(z)

A

0 Zy Z Z3 1

Figura 1.9: z — @(2) tiene 3 puntos fijos (21, 22 ¥ 23).

sola rafz digamos z,, como se puede ver en la Figura 1.8, entonces la sucesién
de v.a.’s {Z;} converge a 2, cuanto t — oo. Y si la aplicacién z — ¢(z) tiene
3 puntos fijos, digamos z;, 22 y 23, como se observa en la Figura 1.9, por
medio de resultados numeéricos mostraremos que Z; — 21, cuando { — oo,
con una probabilidad que depende de z,, digamos P(z,), y de las propiedades
de ¢(2), y que Z; — 23, cuando t — o0, con una probabilidad 1 — P(z,),
donde 2; y 23 son rafces estables, y casi nunca converge a la rafz no estable
z9.

. . 1) 2

Ahora, introducimos el proceso X, := (§§ ), § )), t=20,1,2, .. (vcise la
definicién formal en el plantcamicnto del problema), que ¢s un proceso no-
Markoviano porque Z, depende de todos los estados anteriores del proceso y
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como & §1) yé §2) tienen distribucién condicional F7,, ello implica que § §” y¢& §2)
dependen del valor de Z; ?, por lo tanto de toda la historia del proceso. La
funcién C(a, X;) := min( tl), a+ §§2)) - tiempo de respuesta correspondiente
al t — ésimo mensaje - sirve en este ejemplo como el “costo” pagado en el
momento ¢ cuando el “estado” del proceso es X; y se aplica el “control” a.
El valor promedio E C(a, X;) depende obviamente de ¢, y por eso no puede
usarse para comparar valores del pardmetro controlable a. Sin embargo, si
suponemos un funcionamiento de la red durante un “periodo largo”, lo que
proponemos como un criterio usado para encontrar el mejor valor de a, es el
siguiente “costo promedio en el intervalo infinito”

t—1
$(a, 2,) = limsup E ZE Cla, X) (1.3)

t
t—o0 k=0

donde a € [0, 6] con § un nimero dado finito y z, es la “carga” de la red inicial.
La terminologfa se originé de la teorfa de procesos de Markov controlables,
vedse [1, 7].

Y, una politica a. es Optima si satisface que
S(ay, z,) = Inf S(a, z,). 14
Sa., z) = inf e, 2) (14)
Mi4s adelante daremos una expresién analitica para $(a, z,). También,
vamos a demostrar que si para cada a € [0,6] la ecuacién F,(a) = z tiene
una tnica rafz z, = z.(a), entonces el problema (1.4) se reduce al siguiente
problema de programacién no lineal

Minimizar/ / min(z, a+y) dF,(z) dF.(y)
o Jo

a€l0,6)

sujetoa  F,(a) = 2.

En particular, para cada a fijo el valor de S(a, 2,) en (1.3) no depende
de z,, pero se determina por la rafz z,(a) de la siguiente manera

Sa, 2,) = a, 2z(a))

/ / min(z, a+y) divy, @ (x) di,, ) (y).
Jo Jo

Il
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1.2 Un problema de almacenamiento éptimo.

Un inventario consiste de recursos utilizables, pero que estdn ociosos. Es-
tos recursos pueden ser de cualquier tipo; por ejemplo: hombres, materiales,
madquinas o dincro. Cuando dicho recurso es material, o artfculos en cualquier
etapa de su acabado, el inventario generalmente se menciona como “existen-
cias en almacén”.

Existe un problema de inventario si el volumen de recursos estd sujeto
a control y si hay, cuando menos, un costo que disminuya al aumentar el
inventario.

Normalmente, el objetivo es minimizar el costo total (real o esperado).
Sin embargo, si el inventario afecta la demanda (el volumen solicitado por
los clientes o usuarios), el objetivo puede ser maximizar las utilidades (reales
o esperadas).

Las variables que se pueden controlar, separadamente o en combinacién
son las siguientes.

1. La cantidad adquirida (por compra, produccién o algin otro medio);
o sea, cudnto. Esto se puede fijar para cada tipo de recurso en forma
separada o para todos colectivamente.

2. La frecuencia o tiempo de abastecimiento es decir, qué tan a
menudo o cudndo.

El tomador de decisiones puede tener control sobre ambos o solamente
uno de estos tipos de variables controlables. En el modelo de nuestro ejemplo
se considera solo un producto y un tnico pardmetro controlable: la cantidad
adquirida (denotada por a) al principio de cada periodo establecido (no con-

trolable), denotado por t = 0, 1, ... (puede ser un dfa, una semana, un mes,
etc.).

En los problemas de inventario, algunas de las variables no controlables
que deben ser incluidas en la funcién de costo agregado son:

1. Costos de mantenimiento de inventario: Costos que s¢ incremen-
tan en proporcion directa al crecimiento del inventario y al tiempo que
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van a permanecer almacenados los articulos. El componente més obvio
y que es estrictamente proporcional al nivel de existencia y al tiempo
es el costo del capital invertido. Otras componentes importantes del
costo de mantenimiento del inventario son:

a) Costos de manejo: estos incluyen los costos de la labor de mover
las existencias, grias de capacidad media, armazones para so-
portar barriles, montacargas y otro equipo utilizado para este
propdsito.

b) Costos de almacenamiento: renta de local o interés y depreciacion
de nuestro propio local.

c) Seguro e impuestos.

d) Costos de depreciacion, deterioro y obsolescencia: estos son par-
ticularmente importantes para artfculos antiguos o que cambian
quimicamente durante el almacenamiento, tales como los alimen-
tos.

2. Costos de déficit o multas: son costos que surgen cuando algin
articulo que se demanda no se tiene en existencia.

3. Demanda: el mimero de articulos que se requieren para cada periodo.
Obsérvese que esto no necesariamente es la cantidad vendida, debido a
que parte de la demanda puede no satisfacerse por déficit o demoras.
En efecto, serfa la cantidad que se venderfa, si todo lo que se necesitars
estuviera disponible.

En toda literatura sobre modelacién de los procesos de almacenamiento
(vedse por ejemplo [1, 9]) la demanda se considera como una componente del
modelo no controlable (mas tipico como la sucesién de las v.a.’s independi-
entes e idénticamente distribuidas (i.i.d.) en los modelos de tiempo discreto).
Esto es natural ya que la demanda se determina por los clientes y no depende
de la administracién del almacén. Sin embargo en nuestro modelo permiti-
mos que la demanda en el periodo ¢ pueda depender de algunos pardmetros
del proceso de almacenamiento obscrvado hasta cl instante ¢ (més preciso,
de la frecuencia de las demandas no satisfechas). Tal suposicion resulta del
hecho de que la demanda puede depender del pardimetro controlable - nivel
de producto adquirido. Esta cs la caracterfstica importante que hace a este
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> ¢

Figura 1.10: Cantidad de producto demandada en cada periodo de tiempo.

modelo diferente de los modelos considerados en literatura (vedse por ejemplo
[1, 9]) ¥ resulta un proceso de control no-Markoviano.

La siguiente descripcién es un ejemplo de un modelo de almacenamiento
muy particular, y por eso no es muy realista. Sin embargo este ejemplo
tiene algunas caracterfsticas distintas de los modelos clésicos (vedse [1, 7]), a
saber, cardcter no-Markoviano del proceso estocéstico subyacente. Lo tltimo
resulta de la insuficiencia de los enfoques de la solucién esténdar.

Ahora bien, el problema de almacenamiento 6ptimo que estudiaremos es
el siguiente: Supongamos que una empresa produce cierto articulo y que al
principio de cada periodo de tiempo (una semana, un mes, etc.) la empresa
cuenta con una cantidad fija Xo = a de este producto y sean &, &,, ... las
demandas de tal producto en los periodos de tiempo primero, segundo, ...
de tal manera que al final del periodo ¢t — ésimo la cantidad en existencia
del producto es el maz{0, a — §,} como se ilustra en la Figura 1.10. Si el
maz{0, §, —a} es 0 (i.e. £, < a), eso significa que la demanda fue satisfecha,
pero sobré cierta cantidad de producto a — &, en la empresa. Si el maz{0,

&, — a} > 0 eso indica que la demanda no fue satisfecha en su totalidad es
decir, a < &,.

Nucevamente suponemos que €, ticne distribucion condicional
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P({, < x| Z) = Fz,(x) (1.5)

parat =0, 1, ... donde

1 t—1
Zi=3) Ie>aq

i=0

es la frecuencia de periodos de tiempo en los que la demanda no se satisface
en su totalidad.

De este modo intentamos describir la dependencia de la demanda de la
frecuencia de los periodos (en el pasado) con demandas no satisfechas. Bési-
camente la suposicién es la siguiente: Un cliente que ha encontrado algunas
veces su demanda no satisfecha podria cambiar esta empresa (tienda) por
otra alternativa. De lo dicho resulta que el aumento de la frecuencia de los
periodos con demanda no satisfecha debe bajar 1a demanda futura. Como en
el ejemplo anterior, la parte derecha de (1.5) se define por una familia dada
de funciones de distribucién {F,(z)}, z € [0,1], (z € [0,00)) (i.e. para cada
z tenemos una funcién de distribucién F,(z) en [0, 00)), pero al contrario del
ejemplo anterior, ahora para cada x € [0, 00) fijo, {F,(z)}, z € [0,1}], es una
familia no — decreciente (i.e. el aumento de la frecuencia de demandas Z; no
satisfechas = la disminucién de la demanda = el aumento de la probabilidad
P(¢, < x| Zy = z) = F,(x)). Esto es, 2; < z; implica que

F,(z) = P <z|Z = 2z)
< P, <z|Z=2)
= F,(x).

Considerando los casos extremos: Z; = 0 (la demanda siempre es satisfecha)
¥ Z; = 1 (la demanda nunca se ha satisfecho), tenemos

Fo(a) = P(§,<al|Z;=0)
< Pl <alZi=1)

Tal situacion se muestra en la Figura 1.11.
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Fi(x)

Fo(x)

> x

Figura 1.11: {F,(z)} depende de z de manera no-decreciente (z > 0 es fijo).

Z T
/a

Fi(x)

(=]

Figura 1.12: {F.(z)} depende de z en forma decreciente (z > 0 es fijo).

Fijando un & definimos la funcién de z: F(z) = 1 — F.(z) (F.(z) :
[0,1] — [0,1]). Segun los argumentos de arriba la funcién F,(a) es decre-
ciente (vednse las Figuras 1.12 y 1.13). En particular, la ecuacién F.(a) =2z
tiene una tunica raiz z, = z(a).

Haciendo un estudio similar al comentado en el ejemplo anterior es posible
mostrar que Z, — z, bajo ciertas condiciones, donde F',, (a) = 2,.

Obsérvese que ¢l hecho de que una demanda pueda o no ser satisfecha
depende excesivamente de la cantidad de producto existente al inicio de cada
periodo, ¢s decir del valor de a; si éste es pequeiio comparado con ¢l promedio
de la cantidad de producto demandada por unidad de tiempo, la demanda
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L F(a)

Figura 1.13: Para cada a fijo, F,(a) es una funcién de z decreciente.

no serd satisfecha en su totalidad con mucha frecuencia lo cual obviamente
genera menos ganancias para la empresa de las que podria obtener y puede
provocar una disminucién en la compra del producto. Sin embargo, un valor
de a > E(£,) tampoco es bueno, ya que la cantidad en existencia del producto
estara por encima de la demanda y esto a la larga crea un problema financiero,
ya que hay dinero detenido en la empresa.

Ahora, nuestro principal objetivo es mazimizar la ganancia de la empresa,
considerando a a como un pardmetro controlable. Esto significa optimizar el
pardmetro a con respecto al criterio introducido abajo.

Definamos entonces, el proceso X; := &, que corresponde a la demanda
del t — ésimo periodo. Entonces las probabilidades condicionales que hacen
que este proceso defina un proceso estocéstico no-Markoviano (¢, depende de
todas las demandas anteriores a ella) estdn dadas por

P(Xt S (L'|Zt=Z)
P, <z| 2 =2)
= F,(x).

Con una familia dada de funciones de distribucién {F,(-)}, z € [0, 1].
En trabajos encontrados en [6, 9, 11] la sucesién de flujo de demandas en

diferentes periodos, €y, €,, ... son v.a.’s i.4.d, en nucstro trabajo no, ya que
&, depende de todas las demandas anteriores a clla.
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También, introduzcamos la funcién de costo g(a, X;) en el t — ésimo
periodo (z* := maz(0, z), z € R) definida como

g(a, Xi) :=d(a) +¢((a— &)™) + f((§, — a)) — h(min(§,, a)) +b

donde,

d(a) - Es el gasto que se hace al producir la cantidad de producto en exis-
tencia al principio de cada periodo de tiempo;

Y((a - &)") - Es la cantidad de dinero detenido en la empresa es decir,
el valor de la cantidad de producto que no se vende en un periodo de
tiempo;

F((& - a)t) - Esla cantidad de dinero adicional que se podria tener, pero
no es asf, porque no se puede vender lo que no se tiene;

h(min(§,, a)) - Es la ganancia por venta del producto.

b - es una constante escogida de tal manera que permite trabajar con costos
no-negativos; tal b siempre existe si todas las funciones escritas son
acotadas.

De manera que si consideramos como el criterio de optimizacion el costo
promedio en un intervalo infinito

t—1

S(a, z,) = limsup %ZE g(a, X)

t—oo k=0

donde a € [0,0] y 2, es el pardmetro en Fy, (la distribucién inicial de de-
manda). Es interesante, como en el cjemplo anterior, hallar una politica
6ptima a, cs decir, una polftica que satisfaga,

F(aa, 2,) = ag[z)fm (a4, 2,)-
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De nuestros resultados se sigue que para cada a, S(a, 2,) no depende de
%, y se determina uinicamente por la raiz z, = z.(a) de la ecuacién F,(a) = z;
a saber, S(a, 2,) = [ 9(a, z) dF},(a).

Por lo tanto, el problema de optimizacién de a (i.e. de minimizacién de
S(a, 2,)) se reduce a

Minimizar / g(a, =) dF,(a)
0

a€(0,0]

sujetoa  F,(a) = z.
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1.3 Planteamiento del problema.

En el caso de la red de comunicaciones hemos definido el proceso X; como

X, =W, e t=0,1, ...

Para el problema de almacenamiento también podemos considerar

Xt = (ggl)a 22))’ t=0, 17

2) . . . . .
donde & 5 ) sirve como variable adicional que realmente no est4 involucrada en
el modelo, pero es necesaria para unificar las notaciones en el planteamiento
general.

Describimos estos y otros ejemplos posibles en el siguiente esquema: Su-
pongamos que {F},}, z € [0, 1], es alguna familia de funciones de distribucién
con soporte en [0, 00) (i.e. la v.a. correspondiente toma valores no-negativos
en ese intervalo con probabilidad 1). Sea z, € [0,1] arbitrario pero fijo,
a € A =[0,6] llamado “pardmetro controlable”, un nimero, ffcl) es la primera
componente del proceso X = (521), §c2)) y, si Xo, Xi, ..., X;—; han ocurrido
definimos la sucesién aleatoria {Z;} de la siguiente forma

1 t—1
Ze= ;I{ES) Sl (1.6)

El valor inicial y las probabilidades de transicién condicionales para el
proceso {X,} estdn dadas por las siguientes relaciones recurrentes:

1. Zyg =2z, € [0,1]; Xo = ( gl), (()2)) es el vector aleatorio con la funcién
de distribucién conjunta Fz, (z)Fz,(y);

2. Para cada t > 1 si Xy, X}, ..., X;—1 son realizaciones del proceso {X;}
hasta ¢ — 1, entonces para @ = (x, y) € [0, 00)x[0, 00)
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P(X, < T | Xo, X1, -y Xio1) (1.7)
= P( 51) <z, gz) <yl Xo, X1y oo Xi-1)
=P <z, 7 <yl 2)
= Fz,(z) Fz,(y)

es decir, §§1’ y §§2) son independientes condicionalmente.

Observamos que los valores de Z; dependen del valor controlable a es
decir, nuestro proceso en un sentido estd relacionado con los procesos con-
trolables de tiempo discreto [1, 7], en donde las probabilidades de transicién
P(X; € B| X1, a;) dependen del estado anterior X;_; y del control a;.

La sucesién a;, t = 0, 1, ... (a; depende de alguna manera de todos
los estados y controles anteriores al momento t) se llama politica de control
[10]. Cuando el control a; depende solamente del 1iltimo estado es decir,
a; = a(X;_1) las probabilidades de transicion P(X; € B | X;—1, a(X;-1))
definen un proceso de Markov. Pero en nuestro trabajo los procesos son
no-Markovianos para cualquier polftica de control. Nos restringimos a la
clase mds simple de las politicas deterministicas y programadas esto es, a; es
constante (que no depende del tiempo ni de los estados). Claro tales politicas

son Markovianas, pero en nuestro modelo ellas no resultan ser un proceso de
Markov.

Entonces, fijando 2, y a las relaciones (1.6) y (1.7) definen las funciones
de transicion P(X; < T | Xo, X1, ..., Xt—1, a) para cada t = 0, 1, 2, ...
(Aquf a estd escrita para subrayar la dependencia de Z;, de a). Segin el
bien conocido teorema de Ionescu-Tulcea (vedse Apéndice B) estas funciones
de transicién definen el proceso estocdstico X; de tiempo discreto ¢t = 0, 1,

...._ Por lo tanto, a cada 2, y a cada control a € [0, 6] corresponde el vinico
proceso estocdstico Xy, Xi, Xa, ....

Para comparar coutroles, suponemos que la funcién de costo C(a, X;)
cstd definida, y ¢s una funcién medible no negativa en [0, 8)z[0, 00)z[0, 0o).
La funcién C(a, X;) mide ¢l costo que hay que pagar en el instante ¢ si cl
proceso toma el valor X; y se usa el control a. Considerando la clase més
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simple de politicas estacionarias no dependientes de los estados, definimos el
costo promedio (en el intervalo infinito) S(a, 2,) como:

n—1
S(a, 2z,) = limsup %ZE C(a, Xi) (1.8)
n—o00 =0

el cual siempre existe, puede ser finito o infinito, porque C es no negativa (el
limite puede o no existir).

Esta definicién corresponde al planteamiento tradicional en la teorfa de
los procesos controlables con horizonte de planeacién infinito (que sirve para
aproximar los sistemas controlables con “funcionamiento largo”).

Entonces la versién (una de las m4s simples) del control 6ptimo es buscar
a, tal que

Xax, 2z,) = ir€1£ S(a, 2). (1.9)

Este es nuestro planteamiento del problema de optimizacién. Como vamos
a ver, su solucién depende del comportamiento de F,(a) como funcién del
parametro z € [0,1].

Al hacer el estudio analftico y experimentos numéricos, que mostraremos
més adelante, observamos que $(a, z,) no depende, en general, de z, y si
depende del mimero y de los valores de las rafces de la ecuacién F,(a) = z,
donde F,(a) = 1 — F,(a) y a es fijo. En el caso de la vnica rafz z, = z,(a)
encontraremos (bajo algunas hipétesis adicionales) la expresién analitica para
Sa, 2,) = S(a, 2.(a)), que reduce el problema de minimizar S al siguiente
problema de programacién no lineal

Minimizar $(a, z.)
acA

sujetoa  F,(a) = z.
La clave para obtener este resultado cs que para promedios aritméticos

Zy en (1.6), sc cutnple la ley fuerte de los grandes nimeros: {Z,} converge
c.s. a una constante cuando ¢t — oo y esa constante es z.(a).
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IEn el caso de més de una rafz la situacion no es tan simple. Los métodos
analiticos usados aquf (vedse [3]) no son aplicables, entonces el problema
de optimizacién de a se ataca por métodos numéricos (en computadora).
También, por experimentos de cémputo estableceremos que el problema, de
optimizacién planteado puede ser no estable (i.e. no robusto). La causa es
que la ecuacién F,(a) = z puede tener distintos nimeros de raices para
valores de a muy cercanos (bifurcacién).

33



Capitulo 2

CALCULO ANALITICO DEL
COSTO PROMEDIO.

En este capitulo, consideramos que a € [0, 6] es fijo.
Nuestro siguiente trabajo consiste en dar una expresién analitica para el
costo promedio

n-1

1
Xa, z,) = limsup =~ Z E C(a, Xi)

y para hallar el valor de este limite procederemos de la siguiente forma:

1. Bajo algunas condiciones, mostraremos en forma analftica que Z; — z.
cuando ¢ — oo, con z, un punto fijo de la aplicacién z — F,(a) (la
sucesi6n {Z;} est4 definida en (1.6)).

2. Fl resultado anterior nos servir4 para probar que X; converge débil-

mente a X ( X; 4, Xw), donde el vector aleatorio X, tiene distribu-
cién F, (z)F, (y).

3. Tal convergencia se utilizard para probar que el tlim E C(a, X¢) =
—00
E C(a, X), para C acotada y para C no acotada pero con ciertas

propiedades.

4. Utilizando ¢l resultado del inciso anterior y ¢l promedio de Cesdro con-
n—1
N 1 | N : . ] 1 N A
cluircinos que el limsup 5 3~ 19 Ca, X;) = I C(a, Xo).

n—00 {=0
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2.1 Estudio analitico de la convergencia de
{Z:}.

Para entender las notaciones del siguiente teorema recordemos algunos con-
ceptos:

1. El producto interno en el espacio vectorial (e.v.) real R* es un mapeo
(-, ") : RkzR* — R definido de la siguiente forma: Si x, y € R* es
decir, x = (z1, 2, .y k), ¥ = (Y1, Y2, -, Yr), entonces

(x, y) = z1y1 + z2y2 + ... + TiYk-

2. La norma de un vector x € R* es un mapeo || - || : ®* — R definido
1
como ||x|| = (x, x)2.

3. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y sean Fi, F3, ... o-algebras
contenidas en F, tales que F; C F, C ... entonces {F,} se denomina
filtracién.
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Ahora bien, supongamos que (2, F, P) es un espacio de probabilidad
con una filtracién {F,} C F. Supongamos también que hemos definido los
siguientes objetos:

1. Una sucesién de variables aleatorias {Z,} donde Z, estd adaptada a
F,. ¥ n (i.e. Z, es medible con respecto a F, V n), y toma valores en
I', un subconjunto dado del espacio Euclideano R¥;

2. Una sucesién de variables aleatorias {v, } tal que ,, es una v.a. adap-
tadaa F,,Vn,v, 20,37, =00y > 72 < oo, casi seguramente;

3. Una serie de perturbaciones {e,} tal que la variable aleatoria ¢, € R*
estd adaptada a F,, V n.

Para una funcién continua h, con dominio en T' (cerradura del conjunto
I'), suponemos que los valores de Z,, n =0, 1, 2, ... se relacionan mediante
la siguiente ecuacién recurrente:

Zn+1 = Zn +")’n h(Zn) +"/n En+1, n = 0, 1, 2, (21)

Una pregunta natural es la siguiente: jCudndo la {Z,41} converge con
probabilidad 1?7 La respuesta nos la da el siguiente teorema, cuya formulacién
y demostracién estdn en [3].

De hecho, luego aplicaremos un caso particular del siguiente resultado,

pero preferimos dar la formulacién general teniendo en mente las generaliza-
ciones posibles de los modelos controlables considerados en este trabajo.
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Teorema 1. Perturbacién por un ruido (tomado de [3}).

Sea una funcién V : G — R+ = [0, co) donde G es un subconjunto abierto
convexo de R* tal que I' C G. Supongamos que I' est4 acotada o que el lim

x€l’
V(z) = oco. Ademds hacemos las siguientes suposiciones: (const significa
| zll—o00
constante)

a) || h(z) I’ const(V(z) + 1), 2 € conv(T);

b) V € C}(G), su gradiente, VV, satisface la condicién de Lipschitz en la

conv(T'") es decir,

IVV() - VV@) || <constllz—yll ¥z y e conu(D);

c) (VV,h)<OenT;

d) [|| ens1 1?l Fu] = O(1 + V(Z,)), (i-e. {M} es una sucesién

14+V(Zn)
acotada);

e) Elen1 | Fnl =0c.s..
Entonces ocurren las siguientes propiedades:

1. Casi seguramente {V(Z,)} convergey >_ v, {( VV(Z,), h{(Z,) ) converge.

2. Si existe un punto z, € T tal que h(z,) =0yel (h, VV ) <0enT \ 2,
entonces V(Z,) =5 V(z,).

3. i V(z,) =0y V(z) > Opara z € T \ 2, entonces {Z,} <5 z,. Tal punto
z, se dice que es fuertemente atractivo.
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Verifiquemos que en nuestro caso la sucesién Z; definida en (1.6) satisface
todas las hipétesis del teorema, bajo algunas condicmnes adicionales (vednse
Suposiciones 1, 2 y 3, abajo), con V(z) = ( ) z € [0,1], definida
para z € R \ [0,1] en una manera arbitraria, pero tal que Vel 1(9?) y estd
acotada.

Tenemos (vesse (1.6)) que para Zy = 2, € [0,1] =T =T = conv(T):

1 n
Znvr = n+1§1{€§1)>a}

n 1 -
T n+1ZI{€5”>a}

1
T nrl (Zfé%a}) nrl e sa

- nilz"+ﬁ%u_II{£&l’>a}

- Zn_ﬂilZ"+n41-1I{Eﬁ.">a}_;b"4l‘__lp(§g)>alzn)
+n41_1P(§f})>a|Zn)

= Zot gy (PEY>al2) - 2)
+;1—,_i—1 (I{fsml)>a}__P(£$tl)>a’|Zn))

1 — 1 —
= Zn+ n_-i——l (an(a) - Zn) + m (1{69) >a) ~ an(a)) .

La dltima igualdad se tiene porque la PEY > a | Z,) = PEY < a | ‘
Z,)=1~F, (a) = Fz (a), ya que £ tiene distribucién cond1c1onal Fy .

Al comparar csta nueva expresién de Z,,, con la ecuacién (2.1) tenemos
que sc cample lo siguiente:

e 7, cs medible con respecto a F,, = o (X, Xy, .oy Xoot), Vg
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® 7, = 7+ estd adaptada a F,,, V n (son constantes). También, V n € X,
2
Ta>0la Xy, =Y Jy=coylayvi=3 ()

® £y = I{&(‘l) >a}” _F—Z" (a) es una v.a. adaptada a F,, V n.

Ademss,
e I" es un conjunto acotado;

e h: T — R definida por h(z) = F,(a) ~ 2, z € [0, 1], es una funcién
continua (por la suposicién 1, dada mds adelante).

Verifiquemos ahora que se cumplen los incisos del teorema anterior.
a) ;l|h(z)||* < const (V(z) + 1), z € [0, 1]? Sf, porque
I h(2) 1= | h(2) |?
— hZ(z)

V(z)
V(z) + 1.

b) ;V € C}{G) y el VV satisface la condicién de Lipschitz? Si, por

la

Suposicién 1: F (a) existe y estd acotada en [0, 1].

Asi, V € C*(G) ya que la dﬁ;{F—z(a) existe y como,
- 2
V(z) = (F.(a) — 2)

tenemos que _
VV(2) = V'(2) = 2(F.(a) — z) (£ F.(a) - 1),
luego, por el teorema del valor medio se cumple, V z, y € [0,1], que
V') =V'@) =V |lz-y|< sup V')l lz—y]|
ce(0,1
entonces V' satisface la condicion de Lipschitz porque

V"(z) = 2 (F.(a) — 2) < ET (a)) +2 (L1, (a) — 1)2

existe y cstd acotada, por la suposicion 1 (tal suposicién implica que la
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£ F,(a) es continua en el compacto [0, 1] y por eso es acotada). Finalmente,
sup | V"(2) | < 0.
2€(0,1]

c) ({(V’, h) < 0enI'?7 S si hacemos la siguiente

Suposicién 2: £F.(a) <1 Vae[0,0] yzel0,1].

ya que, —
ad;Fz(a) < 1 es decir, £F,(a) — 1 <0, implica que

2 (F.(a) - 2)* (£F.(a) - 1) <O.
d) (E[ll ens1 IIP] Ful = O(1 + V(Z0))?

. 2 .
Es decir, jla {%@} es una sucesion acotada? Si, porque las €,,’s

=1

€W, >0~ F;__.(a) estén acotadas.

€e) ,Elenyy | Fn) =0 c.8.7 81, porque

Elent1 | Fal = Ell,) 5 oy | Fal = ElFz,(a) | 7). Pero la v.a. Fz,(a)
es medible con respecto a la o-dlgebra F, = o(Xo, X1, ..., Xn-1) (ya que Z,
es funcién de Xo, X1, ..., X,._1) entonces, E[Fz, (a) | ] = Fz,(a). Luego,
por la propiedad para funciones caracteristicas, E[I € 5 0 | Fo] = P(eD >

a|F,) =PEY >a|Z,)=Fz(a). Porlo tanto, el Ele,y; | Fn] =0 c.5..

Ahora para aplicar la conclusién 3 del teorema anterior hacemos la tltima
suposicién

Suposicién 3: La ecuacion F,(a) = z tiene la dnica rafz denotada por

Ze

Esta suposicién implica que V(z,) = (F,,(a) — z;.,)2 =0y V(z) > 0 para
z # z4. Por lo tanto tiene lugar el siguiente resultado.

Proposicién 1.

. .. c.8. L, .
Bajo las Suposiciones 1-3, Z, = z, cuando t — oo, donde z, es cl tinico
punto fijo de la aplicacion [0,1] — [0, 1] definida como z — F,(a) con a fijo.
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A

| / F,(a)
v

>

Figura 2.1: F,(a) = z tiene la vinica rafz z,.

Observacién 1.

La Suposicion 3 se cumple automdticamente st en lugar de la Suposicién

2 usamos su version mds fuerte: LF,(a) <1, z € [0,1].

Lo tltimo implica que la ecuacién F,(a) = z tiene la tinica rajz (denotada

por z,, veése la Figura 2.1).

En el siguiente capftulo analizaremos numéricamente el comportamiento
asintético de {Z;}, donde las Suposiciones 1, 2 y 3 no se cumplen en su
totalidad.
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2.2 Una convergencia en distribucién.

Definicién 1. Convergencia débil.

Los k-vectores aleatorios X,, convergen en distribucidn o débilmente al
vector aleatorio X si para toda f(X) € C, (con C, la clase de todas las
funciones continuas y acotadas en %*) se tiene que E f(X,) — E f(X)

. d
cuando n — 00. Esto se escribe como X,, — X.

Proposicién 2.

Supongamos que para cada z > 0 la funcién z — F,(z) es continua,
7y =5 2., donde z, es un punto fijo de z — F,(a) y X; = (§§1), )y definido
en (1.7), entonces X; 4 Xoo = (€D £2)) donde el vector aleatorio (£, £3)
tiene la funcién de distribucién F, (z) Fy, (y).

Demostracion:

Para que X; A X es suficiente que la funcién de distribucién conjunta
Fégl) €@ (z, y), converja para cada (z, y) € R*. Asf tenemos que
» 5L

Fﬁgl), 6&2)(1‘, y) = P{ gl) < m,d?) < y}

= B{PE’ <3 ¢” <yl 2)}
(esperanza condicional)
= B{PE" <=|2) P’ <y 2)}
(por la indep. cond. dada en (1.7))
= E{th(.l‘) FZc(y)}
(por (1.7))
- E {th (x) th (y)}
(Fz.(z) = F..(2)
(Fz, funcién continua de Z; y Z; <5 z,)
y por Teorema de Convergencia
de Lebesgue [2])
= I, (¢) F..(y) (yaquenoesv.a.).
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Por lo tanto, X; = ( §”, ) 4 X = (D), £3)) y el vector aleatorio limite
Xoo = (£, €9) tiene la funcién de distribucién F, (z)F,.(y). Lo anterior
también prueba que las v.a.’s gfj} y gfj} son independientes y cada una tiene
la funcién de distribucién F,,. B
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2.3 jExiste el limite del valor esperado de la
funcién de costo!.
Para probar este resultado utilizamos los siguientes dos lemas:
Lema 1. [2].
Sea {Y,} una sucesién de v.a.’s no negativas y supongamos que
1LY, %Yy

2. dp>1talquesup £ YP <0

entonces F Y, - EY.

Lema 2.

Va,bc20yp2>1,
(a+b+c)? < M(p) [a? + b° + ).
Proposicién 3. lim E Cla, Xi) = E C(a, Xs).

Supongamos que:

L X = (6, €7) 5 Xoo = (€8, €8)) donde las .05 £0) y ¢2 son d.i.d,
con distribucién F, ;

2. C(a, 7)=C(a,z,y)Yay T € R2, es una funcién continua en z & y,
ademds existen K7, K, < oo tal que sup C(a, z, y) < K1 + Ka(z + %)
aEA

VI e R2;
3. 3p>1talque sup [;° P dF,(z) < co. Entonces,
2€[0,1]
17 C(a, fl), 52)) — 19 C(a, {g), 55,‘;))
= / / Cla, =, y) dI, (x) dI7,, (y).
Jo Jo
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Demostracion:

SeaY; = C(a, @) 52)) yY =C(a, £, £D). Verifiquemos que Y; L Yes
decir, para toda funcién ¢ continua y acotada se tiene que tlim E¢Y,)=E

¢(Y):

E¢(Ys) = E ¢(Cla, £, £2))
= E($0C)a, &Y, )
2 E(000)(a €8, €Q)
E ¢(C(a, £9), ¢2y)
E 4(Y).

Tal convergencia ocurre debido a que ¢ o C es una funcién continua de R? en

R (por ser composicién de funciones continuas), acotada, ya que ¢ es acotada.
1) 2\ d

y porque (¢, £7) 5 (6, €2).

oCc ! Moo

Ademis, si p > 1, como en la hipétesis 3, entonces

EY?

E [C(a, £, e
E {sup Cla, €9, 5”)1"}
acA

E {K; + Ky(¢" + £P)}P (hip6tesis 2)
M(p) (KT + K} E(EMY + K2 E(EP)P)
o0

N

AN ININ

las dos ultimas desigualdades se siguen del lema 2 y del hecho de que E
(&) = E{EEY | 2.} = E [ a7 dFg(2) <sup [7a” dFy(3) < oo,
z€[0,1]

t =1, 2, por la hipétesis 3.

Como sc cumplen las hipétesis del lema 1 tenemos que £(C(a, §”, §2))) =
(V) = 1Y) = J5(C(a, ), €5))). m



2.4 Expresion analitica para el costo prome-
dio.
Proposicién 4. X(a, z,) = S(a, 2) = E C(a, Xoo).

Bajo las Suposiciones 1-3 y las hipétesis 2 y 3 de la Proposicién 3 se
cumple que

Xa, 2,) = EC(a, Xoo)

_ / / Cla, =, y) dF..(z) dF,.(y)

donde 2, es la tnica rafz de la ecuacién F,(a) = z.

Demostracion:

La Proposicién 1 implica que Z, =5 2, y por la Proposicién 2, X, 4

Xo. Aplicando la Proposicién 3 tenemos que F C(a, X;) P E C(a, Xx).
Entonces (vedse la Definicién de & en (1.8))

n—1
Xa, 2,) = limsup — ZEC a, Xt)
= thm E C(a, X;) (ver Apéndice B)
= F(C(a, Xw).

Finalmente, en la Proposicién 2 hemos demostrado que las componentes £ (D

y 5(2) del vector aleatorio X, son independientes y tienen la funcién de
distribucién F,,. Entonces

EC(a, Xoo) = ECla, €9, £¢9)
_ / / C(a, z, y) dF,.(z) dF,.(y).
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Capitulo 3
RESULTADOS NUMERICOS.

En este capitulo mostramos los resultados que obtuvimos al hacer uso de la
computadora para los casos en los cuales no tenemos informacién tedrica.

3.1 Convergencia numérica de Z;.

En esta seccién mencionamos algunos resultados del estudio numérico de la
sucesion de las v.a.’s {Z;} definida en (1.6).

Sabemos por la Proposicién 1, de la seccién 2.1, que si la %F,(a) existe
y est4 acotada y si la £ F',(a) < 1 entonces Z, = z, cuando n — oo, donde
2, es el tinico punto fijo de la aplicacién z — F,(a), con a fijo.

Sin embargo, nos propusimos investigar el comportamiento asintético
de Z;, con t suficientemente grande, cuando no todas las hipétesis de esta
Proposicién se cumplen. Consideramos los siguientes dos casos:

1. Funciones de 2, F,(a) con a fijo y z € [0, 1] cuya segunda derivada existe
pero no estd acotada, la aplicacién z — F,(a) tiene sélo un punto
fijo (2.), y la primera derivada de F,(a) es mayor que 1 para algunos
intervalos que no contienen a z, (y no estd acotada), como se muestra
cu la IMigura 3.1.
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A

v

>

Figura 3.1: Aplicacién que tiene derivada < 1 en alguna vecindad de su punto
fijo.

4 Fi(a)
v

>

0 z Zy z; 1
Figura 3.2: Aplicacion con dos raices estables y una inestable.

2. También la primera derivada de F,(a) es mayor que 1 en alguna parte

del intervalo [0, 1] pero ahora, z — F,(a) tiene 3 puntos fijos (i.e. hay
3 raices de la ecuacién F',(a) = z), como se observa en la Figura 3.2.

El procedimiento que seguimos fue el siguiente: Primero observamos que
Z; puede ser expresado como

1
Zopr = — ) I,
4 E a
t+1k=0 {&' > a}
1t (&
T i+l t (Zl{ei"wﬁl{ei%a})

k=0
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: 1
= it e s e

la cual es una forma recursiva para hallar valores de Z;, cont = 0, 1, ...
(Z, € [0,1]). Asf Zyy1 depende s6lo del valor de Z; y del valor de I, |

donde,
1)
I{£(1)>}={1, 1(51)>a
t e 0, i <a

v, la P(€(") > a) = Fz,(a) = 1 ~ Fz,(a) = 1 - P(¢Y < a).

Por ejemplo, para t =0,

Zl = [{f.(,l)>a}

_ 1, él) >a
0, &' <a

_ 1, con P(Z;=1)=q=Fgz(a)
o 0, con P(Z; =0)=p= Fyz(a)

donde Zy = z, € [0,1] es un nuimero fijo (valor inicial elegido).

Al programar este algoritmo iterativo para hallar el valor de Z;, con t
suficientemente grande, fue necesario considerar funciones ¢(z) que tuvieran
n comportamiento similar al de la funcién F,(a), z € [0, 1], discutido en la
seccién 1.1 es decir, introducimos la nueva notacién (para a fijo), mds corta,

¢(z) = F,(a). Primero estudiamos la convergencia de {Z;} para funciones
¢(2) = F,(a) que tienen las siguientes caracteristicas:

i) ¢:[0,1] — [0,1].
ii) ¢ es una funcién creciente en su dominio.

iii) La ccuacion ¢(z) = z tiene s6lo una rafz denotada por z, (vedse la Figura
3.1).

iv) ¢'(z) 2 1 en alguna parte del intervalo [0, 1] que no conticne a la rafz z,.
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0.8

0.6}

=
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.3: ¢/(z) > 1, para algunos z € [0, 1].

v) ¢"(z) existe en [0, 1] pero no estd acotada.

Concretamente consideramos la funcién ¢(z) = ¢ + 2%, a € [0, 1], cuya
grafica se muestra en la Figura 3.3.

Y, en nuestro programa (realizado en el Lenguaje de Programacién “Ma-
thematica”), para decidir qué valor tomaba I ( hicimos lo siguiente:

> ¢ > a)
Definimos F'z,(a) := ¢(Z;) y

1. Evaluamos ¢(Z;);

2. Generamos un nimero pseudo-aleatorio (random| |) uniformemente
distribuido en [0, 1J;

3. Comparamos random| | con ¢(Z;); si random| | < ¢(Z;) entonces

tenemos que [ €W 5o = 1 en caso contrario, I €W sa = 0.

Del mismo modo procedimos para ver numéricamente cudl era el com-
portamiento asintético de {Z;} cuando la aplicacién z — ¢(z), con ¢(z) =
I, (a), ticne 3 puntos fijos (i.e. la ccuacion ¢(z) = z ticne 3 rafces - dos
estables y una inestable). Observamos que en este caso las hipétesis de
la Proposicién 1 seguramente no se cumplen (la derivada ¢'(2) debe ser
mayor que 1 en algin subintervalo (o subintervalos) del intervalo [0,1] -



0.6

0.4}
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0.t}

=
0.t 0.4 8.6 0.8 1

Figura 3.4: ¢(z) = 0.3 + 0.1 2%3. Su unico punto fijo es z, = 0.374478.

vesse la Figura 3.2). Especificamente trabajamos con la funcién ¢(z) =
~2.1(2 — 0.05)(z — 0.5)(z — 0.95) cuya gréfica se muestra en la Figura (3.12).

Veainos los resultados obtenidos en cada caso.

3.1.1 ¢(z) = z tiene una raiz.

Aqui hemos considerado funciones de la forma ¢(z) = ¢+ bz, con a € [0, 1].
Por ejemplo, si ¢ = 0.3, b = 0.1 y a = 0.3, la funcién ¢(z) correspondiente se
muestra en la Figura 3.4 para la cual, z, = 0.374478 (punto fijo de z — ¢(z)).
La Figura 3.5 corresponde a la grafica de ¢'(z). Obsérvese que en este ejemplo
la derivada de la funcién ¢(z) en una vecindad de z, es casf cero y no estd
acotada superiormente en [0, 1].

La Figura 3.6 muestra el comportamiento asintético de {Z;} con ¢ = 0,
1, ..., 10000, donde z, = 0.

En la Figura 3.7 aparcce el error = | Z; — 2z, | que ¢s menor a 0.005 a
partir de £ = 6500, que puede ser interpretado como la convergencia suficiente
rapida de {Z,} (debido a que ¢'(2,) = 0).
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0.t 0.4 0.6 0.3 1

Figura 3.5: ¢/(2) = 0, con z € B(z, 7).

2t

’

Figura 3.6: {Z,} se aproxima a z, = 0.374478 cuando ¢ crece (z, = 0).

A1
1000 4000 5000 090 10000

AB3 (Zp-%.)
0025y

-

0.02f

0.085f

D

0.015 |

0.005 |

PN

1000 4000 6000 8000 10600

t

Figura 3.7: error = | Z, — z. | < 0.005 a partir de ¢ = 6500.
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Figura 3.8: ¢(z) = 0.1 + 0.8 2%, Su tinico punto fijo es z, = 0.62117.
9 (%)

1.4
1.2
1.t

1.1

0.9

Figura 3.9: ¢'(2) = 1, con z € B(z,, ).

Observamos que la rapidez de convergencia no depende del valor inicial
2,. Sin embargo, nos dimos cuenta que ésta si depende de la derivada de
la funcién en una vecindad del punto fijo z,. Por ejemplo, en la Figura 3.8
mostramos una funcién cuya ¢'(2) = 1 V z en alguna vecindad de 2, =
0.62117, para la cual consideramos ¢ = 0.1, b = 0.8 y a = 0.9. La Figura 3.9
corresponde a la gréfica de ¢/(2) en el intervalo [0, 1].

Obscrveios en la Figura 3.10 cl comportamicento de {Z,} cuando ¢ toma
valores de 0 a 10000 para 2z, = 0; En la Figura 3.11 sc¢ aprecia ¢l error
| Z, — z, | correspondiente.
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©
,' £000 2000 §000 £000 10000

Figura 3.10: El proceso {Z,} se aproxima menos répido a la rafz de la funcién.

ABY (Z2t-s,)
o.24fl
0.2t
0.t E
018}
0.16}
0.14}

0.12}

- , C
£000 s000 —ITV00

000 4000

Figura 3.11: error = | Z, — z. | > 0.09 en ¢ = 10000.



Y Podemos observar que en ¢ = 10000 se tiene todavia un error superior
a 0.09, mayor que cuando ¢'(2) = 0, con z en alguna vecindad del punto fijo
de la aplicacién z — ¢(z).
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Figura 3.12: ¢(2) = —2.1(z — 0.05)(z — 0.5)(z — 0.95), (tiene 3 raices: z; =
005, 29 = 0.5 Yy 23 = 095)

Resumiendo, en el caso analitico, la convergencia de {Z;} al unico punto
fijo 2. de la aplicacién z — F,(a) estd garantizada si S5 F,(a) existe y
estd acotada y si %Fz(a) < 1, sin embargo, hemos considerado funciones
©(z) para las cuales las dos derivadas ¢'(z) y ¢"(z) existen, y no estn
acotadas; pero, ¢'(2) < 1 en alguna vecindad de z,, pudiendo ser mayor
o igual que 1 en puntos fuera de tal vecindad, en el interior del intervalo
[0,1], y los resultados numéricos que obtuvimos muestran que también se
tiene un comportamiento asintético de {Z;} a la recta horizontal z,, pero
que esta convergencia es més rédpida o mds lenta dependiendo del valor de
¢'(z) para z en una vecindad de z, contenida en el intervalo [0, 1], lo cual era
lo que intuitivamente esperabamos porque obsérvese en las graficas 3.4 y 3.8
cudl es el camino que debe recorrer {Z;} partiendo de z, = 0 para llegar a
Zx; éste es mucho mds facil cuando ¢'(z) = 0, porque es menos inclinado que
cuando ¢'(2) = 1.

3.1.2 ¢(z) = z tiene tres raices.

Para analizar este caso consideramos especificamente la funcién  (z) =
—2.1(z — 0.05)(z — 0.5)(z — 0.95), tal que ¢(z) = z tiene 3 raices: z; = 0.05,
22 = 0.5y 2y = 0.95, cuya grifica cs la Figura 3.12.
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0.3

9.6

0.4

Figura 3.13: Dos de sus rafces son estables y la otra es inestable.

En la Figura 3.13 se puede observar su derivada: ¢'(22) > 1 esto es, 25 es
una raiz inestable; ademds, ¢'(z1), ¢'(z3) < 1 es decir, 2; y z3 son raices
estables y en nuestro ejemplo ¢'(21) = ¢'(z3).

Realizando varias corridas de nuestro programa hemos observado que
{Z;} se aproxima a z; 0 a z3, raices estables (variando ¢ en el intervalo 0, 1, ...,
10000), pero casi nunca lo hace a la rafz no estable z; (vedse la Figura 3.14).
Asf que consideramos de interés comparar las probabilidades de convergencia
de {Z:} a cada una de las rafces estables y observamos que éstas dependen
del valor inicial de z,. Por lo tanto, realizamos 100 corridas del programa,
para hallar el valor de Z; para t = 0, 1, ..., 10000 y contamos el ntimero
de veces que Z; — 2; y lo denotamos por cont, entonces la probabilidad de
convergencia de {Z;} a z; es estimada por 2%, por lo que P(Z; — z3) =

100
1—-P(Zy = z)=1-— <&

La Figura 3.14 muestra la convergencia de {Z;} a las raices z; y z3 cuando
Z, = 0.5, un punto medio entre dichas raices.Obtuvimos que P(Z; — z;) =
1—40%, luego P(Z: — 2z) = 1%76’ lo que nos permite concluir que para z, = 0.5,
P(Z, — z) = P(Z; — z3) (que es lo que naturalmente se esperaba por
razones de la simetrfa).
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0.2}

*
to 40 60 80 100

Figura 3.14: El proceso tiende a las rafces estables cuando t crece.

2t

0.8

0.1

t
0 40 60 80 109

Figura 3.15: Mayor probabilidad de convergencia a la raiz z; = 0.05.

También observamos que si z, es m4ds cercano a z; que a z3 entonces
P(Z; — 21) > P(Z; — z3) como lo muestra la Figura 3.15 donde la P(Z; —

- z1) = 95y P(Z; — 23) = 22 cuando z, = 0.3, més cercano a z;.

Si 2z, es més cercano a z3 que a 2y, P(Z; — z) < P(Z; — 2z3); en
particular la Figura 3.16 muestra el caso cuando 2, = 0.7 donde P(Z; —

z) = 50 y P(Z; — z3) = gg

Este comportamicnto también cs justificable porque a partir de cada
punto inicial z,, {Z;} s¢ va a mover en la direccién en la cual disminuya
mds rdapido la pendiente.
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Figura 3.16: Mayor probabilidad de convergencia a la rafz z3 = 0.95.

P(2L->u1)
0.3t

0.6}

0.2 0.4 0.5 6:3 . 1

Figura 3.17: Probabilidades de convergencia a la raiz z; para diferentes va-
lores iniciales (z,) del proceso {Z;}.

Finalmente, graficamos en la Figura 3.17 las probabilidades de conver-
gencia de {Z,} a 2y para 10 valores diferentes de z, en [0, 1] y observamos un
comportamiento decreciente, que estd de acuerdo con nuestra intuicién.

Los programas que realizan estos calculos y gréficas se muestra en el
Apéndice A de este trabajo.



Resumiendo, en este caso no hay resultados teéricos, pero tenemos los
siguientes resultados numéricos: Si consideramos aplicaciones z — ¢(z) que
ticnen 3 puntos fijos por decir, 21, z2 y z3 tal que las raices 2, y 23 de
©(z) = z son rafces estables y z; es una rafz inestable, se puede verificar que
la sucesion {Z;} converge asintGticamente a las raices estables mencionadas
con probabilidades que dependen del valor inicial z,, donde la probabilidad
mayor corresponde a la rafz mds cercana a z, y muy raramente lo hace a la raiz
inestable (Lo udltimo se puede explicar por el hecho de que la computadora
no genera nimeros aleatorios “verdaderos” sino sélo pseudoaleatorios).
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3.2 Optimizacién computacional del costo pro-
medio.

Supongamos ahora que para cada a € A la aplicacién z — F,(a) tiene un
unico punto fijo z, = z,(a). Al aplicar la Proposicién 4 de la seccién 2.4
obtuvimos una expresién analitica para el costo promedio (a, z,) en un
intervalo infinito dado (suponiendo las hipétesis de tal Proposicién):

S(a, 2) (3.1)
= FE mln{f(l), a+§(2)}

_ /0 /O min (z, a+y) dF..(z) dF,.(y)

donde z, es la rafz de la ecuacién z = F,(a).

El nuevo simbolo $(a, z,) lo usamos para subrayar que en esta situacién
& no depende del valor inicial z,, pero se determina por z,.

Observacién 1. En éste y en los capitulos anteriores consideramos el
costo por una etapa dado por la forma

Cla, @) = C(a, 3, y)
= min(z, a+y).

(Esta forma viene del ejemplo 1 dado en la seccién 1.1).

Para hallar el valor 6ptimo de a es decir, a., definido en (1.9) debemos
resolver el siguiente problema de programacién no lineal

Muzzelxzza,r Sa, z) (3.2)
sujeto a 1',.(a) = 2,
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(con la funcién S(a, z.(a)) dada en (3.1)); es decir, debemos minimizar el
costo promedio sobre todos los valores de a € A donde z, = z.(a) es la rafz
de la ecuacién F,(a) = z.

Cuando la familia de funciones de distribucién {F,}, z € [0, 1] (con pro-
piedades descritas en el §1.1) est4 dada, el dltimo problema puede ser resuelto
por algiin método estdndar de programacién no lineal (vedse por ejemplo [8]).

Sin embargo, en el caso general (y m4s interesante) el nimero de rafces
de la ecuacién F,(a) = z en el intervalo [0, 1] puede depender del valor de a
que tratamos de optimizar (y por eso lo variamos). En este caso, el problema
no se reduce a (3.2) (puesto que el costo I(a, z,) no se expresa por (3.1)) y
ademads, el problema de optimizacién del control a puede ser no estable (por

“bifurcacién” - el cambio del mimero de raices de F,(a) = z con el cambio
de a; ver §3.3).

Para ver qué pas6 en este caso y como encontrar el control éptimo a,
(definido en (1.9) para el costo promedio) numéricamente consideramos el
ejemplo particular de la familia de funciones de distribucién {F;}, z € {0, 1]
de la forma

F(z)=1-e*2% >0 (3.3)

con el exponente A(z) elegido como la funcién de z € [0,1] de tal manera que
para a € [0, 6]

F.(a) = 1- F(a) = ¢ * = [p(2)]" (3.4)

donde las gréficas de la funcién [(2)]* para distintos valores de a estdn
dibujadas en la Figura 3.18 (especificamente (z) = —2.1(z — 0.05)(z —
0.5)(z —0.95), z € [0,1], a = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1, 1.2, 1.4, 1.6, 1.7, 1.8, 1.9, 2,
2.2). En este ejemplo es importante que para a = 0 la ecuacién F',(a) = z (o
bien, [(z)]* = z) tiene la unica rafz z, = z.(a) = 1, luego con el incremento
de a la ccuacion [(2)]* = z sigue teniendo una tnica rafz z,(a) (menor,
localizada “cerca de 1”) pero para un cierto valor de a (el primer punto de
“bifurcacion”) aparccen tres rafees de [1p(2)]* = 2 (dos estables - cercanas a0
y a 1, y una incstable entre cllas), vedse la Fig. 3.18. Al scguir aumentando
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0.2 |

0.2 0.4 0.6 0.% 1

Figura 3.18: [(2)]* = [~2.1 (2—0.05)(2—0.5)(2—0.95)]*, z € [0,1),a = 0.2,
0.4, 06 08 1,12 1.4,1.6, 1.7, 1.8, 1.9, 2, 2.2

el valor de a desaparecen las dos raices (“el segundo punto de bifurcacién”)
y nuevamente la ecuacién [)(z)]* = z tiene solo una rafz z.(a) (localizada
cerca de 0).

Para realizar la optimizacién numérica del control (variando a y calcu-
lando los valores correspondientes S(a, 2,) del costo promedio), podrfamos
usar la férmula (3.1) para valores de a correspondientes a una rafz. Mientras
que para valores de a correspondientes a dos raices estables de F,(a) = z,
usando las mismas hipétesis acerca de la funcién de costo como en la Proposi-
cién 3 y la férmula de “esperanza condicional” podriamos (repitiendo los
argumentos de la demostracién de la Proposicién 4) establecer lo siguiente:

Si para un a € A fijo la ccuacién F,(a) = z ticne solo dos rafces cstables
21 = z1(a) y za = z3(a), %_Fz(a) < 1 cn algunas vecindades de 21 y 23 y
ademds 1 (z,) + 12(z,) = L, donde 1’(z,) = (2, — zy) y P2(z,) = P(Z, —
z3) entonces,



S(a, 2,)

Xa, 2o, 21, 23) (3.5)

= BB [min (¢, a+el}| + P B [win {gh, a+efl)]

(1) (2

1,000 S1,00

donde el vector aleatorio (5 ) (con componentes independientes) tiene

la funcién de distribucién F;, (z) F,, (y) y el vector aleatorio (con componentes
independientes) (5 (1) ¢ ) tiene la funcién de distribucion F,(z)F,(y).

2,003 $2,00

Subrayamos que en el caso de tres raices el valor del costo promedio de-
pende del valor inicial z, de nuestro proceso (jlo contrario al caso de una
rafz!). De hecho, los resultados del experimento escritos en el §3.1 mues-
tran que las probabilidades P, y P, (dc convergencia de {Z,} a las rafces
correspondientes 2; y z3) dependen de los valores de z,.

Al escribir (3.5) de otra forma tenecmos lo siguiente

a, z,)

= Pi(z,) /000 /000 min (z, a+y) dF,, (z) dF,,(y) (3.6)

+Py(2) /0 ” /0 " min (5, a+y) dF.,(z) dF,y(y).

La ultima expresién nos permite calcular ${a, 2,) numéricamente en tres
etapas (teniendo los valores de a y 2, fijos):

1. Para éste a dado determinamos cudntas raices tiene la ecuacién F,(a) =
2 y calculamos el valor z,(a) (en el caso de una raiz) o los valores z;(a)
y z3(a) de las raices estables (en el caso de tres raices).

2. Por simulacién del proceso en computadora calculamos los valores de
Pi(2,) y Py(2,) (vedse el §3.1.2), si hay 3 raices.

3. Calculamos numeéricamente (por computadora) las integrales en (3.1)
o en (3.6) (dependiendo del nimero de rafces), usando por ejemplo
la. siguiente aproximacion de la integral de Ricimann-Sticljes (sumas
dobles)
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a) (para a que corresponde a una raiz)

S(a, 2)

3(a, z(a))
100 100

Z Zmil’l(.’l)i, a—+ yj) (Fz. (171) - Fz,. (-’L‘i—l)) (Fz* (yj) - Fz. (yj—l))

j=0 =0

Q

b) (para a que corresponde a dos raices estables)

a, 2,)

(
(a'7 20y zl(a‘)7 ZS(G‘))

= P Z Zmin(xi, a+y;) (Fa (@) — Fyy (2i1)) (Fy (y5) — F2u(y5-1))
+Py Y Y min(zi, a+y;) (Fuy(®:) = Fiy(®i1)) (Fa () — Fra(95-1)) -

j=0 i=0

&
R

Aqui, segin (3.3) y (3.4) Fy(z) = 1 — e @2 = 1 — [(2)]® vy ¥(2) =
—2.1(z — 0.05)(z — 0.5)(z — 0.95).

Realizamos corridas de nuestro programa (que se muestra en el Apéndice
A de este trabajo) cuando a toma los valores de 0.2, 0.4, ..., 1.6, 1.7, 1.8,
1.9, 2, 2.2 y la Figura 3.18 muestra las funciones F,(a) para los valores de
a mencionados (segtin (3.4), F,(a) = [¢(2)]* = [-2.1(z — 0.05)(z — 0.5)(z —
0.95)]%).

Asimismo, elaboramos una gréifica de los valores de $(a, z,) para los
dilerentes valores de a, considerando en cada caso 2, = 0.5, la cual se muestra
en la Figura 3.19. En donde podemos apreciar que la funcién S(a, 2,) alcanza,

un mfnimo cuando a, = 1.8, y sucede precisamente cuando 17, (a) cambia
¢l mimero de sus rafees: de tener 3 rafces pasa a tener sélo una rafz (a
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Figura 3.19: Costo promedio para diferentes valores de a.

la derecha de a, = 1.8 el costo promedio S(a, 2,) crece ligeramente (y la
ecuacién F;(a) = z tiene solo una rafz cercana a 0 - en este caso, el aumento

de S(a, z,) parece ser debido al aumento del costo por un paso: min( §”, )
(2) '
a+¢§:")))

Lo que resta, es analizar la estabilidad o inestabilidad del resultado ob-
tenido, lo cual hacemos en la siguiente seccién.
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3.3 ;La solucién 6ptima obtenida es estable?

El problema de estimar la estabilidad del control 6ptimo de nuestro sistema
dindmico se interpreta como sigue:

Sea la calidad del control a € A del proceso no-Markoviano X; medido por
el funcional $(a, z,) (el costo promedio definido en (1.8)) y sea a, el control
6ptimo es decir, S(a., 2,) = ir€1£ S(a, 2,), cOn un z, € [0, 1] fijo. Nuestra tarea

es hallar el control 6ptimo a, es decir, estamos interesados en la optimizacién
del control del proceso X;, t =0, 1, ... definido por las relaciones (1.6) y (1.7)
con el uso de la familia de funciones de distribucion {F,(-)}, z € [0,1]. Lla~
maremos a este proceso X; el “proceso original”. Ahora supongamos que
hay que buscar una aproximacién para el control 6ptimo de arriba a, en
la situacién cuando no conocemos exactamente la familia de funciones de
distribucién {F,} es decir, tenemos a nuestra disposicién una aproximacién
{F,} para {F,} que podriamos usar para buscar una aproximacion para a.
Una manera natural es proceder como sigue. Usando la familia {F,} defi-
nimos mediante las férmulas (1.6) y (1.7) el proceso X, t=0,1, .. (con
valores iniciales como en X;), llamado el “proceso aproximado” (o pertur-

bado). Supongamos que la familia {F,} es tal que las ecuaciones F,(a) = z,
a € [0, 6], tienen comportamiento de cambio de rafces (mimero y ubicacién )
parecido al comportamiento de las raices de las ecuaciones Fz(a) =2z, a€A,
considerado en el ejemplo numérico del Capitulo 3, §3.2. Entonces por méto-
dos similares a los del Capftulo 2, §2.4, hallamos el control éptimo a. que
minimiza el costo promedio para el proceso X; es decir,

o/

S, 20) = raléig Sa, z,)

donde el costo promedio ¥'(a, z,) para X, se define (andlogamente al costo
3(a, 2,) para X;) como

n—1

S(a, z,) = limsup %ZE Cla, Xy).

nooe o

Luego, vamos a considerar ¢l control @, como una aproximacion razonable
para a, cs decir, vamos a aplicar ¢l control @, al “proceso original” X;. Bu este
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caso, el costo promedio (obtenido por aplicacién de @,) es S(ax, 2,) (vedse la
definicién de S(a, 2,) en (1.8)). Para estimar la “calidad” de aproximacién
@. es natural comparar el valor 3(a,, z,) con el valor 6ptimo (mfnimo) 3(a.,
2,) del costo promedio para el proceso original X;.

El valor no-negativo A(z,) definido como

A(zo) := (ax, 20) — S(a4, 20)

se llama “ fndice de estabilidad” (vednse [4, 5]).

Decimos que el problema de optimizacién es estable (con respecto a la
métrica p), si

A(z,) — 0 cuando p(F,, F,) — 0. (3.7)

Donde p es una métrica en el espacio de las funciones de dos variables F,(z),
zel0,1],z > 0.

En el Artfculo [4] ha sido demostrado que si para cadaa € [0,6], £F.(a) €
C'0,1)y 0 < £F.(a) < 1V z € [0,1] (en particular las ecuaciones F,(a) = z
tienen sélo una rafz, vednse los resultados sobre este caso en el §2.1), entonces
el problema de optimizacién es estable, si usamos por ejemplo, la siguiente
métrica

p(F(z), F) = s |F(z) - F(z)]. (3.8)
z€[0,1], z€[0,00]
Sin embargo, la cuestion de estabilidad no se encontré en los casos més
complicados (cuando la ecuacién F,(a) = z puede tener mis de una rafz).

Una tarea en este trabajo es mostrar numéricamente que en la situacién
del ejemplo del §3.2 donde la ecuacién F,(a) = z tiene una o tres raices
(dependiendo de a € A) el problema de optimizacién puede ser inestable (con
respecto a la métrica definida en (3.8)). Los resultados numéricos de abajo
ilustran esta propiedad. La clave (para entender la causa de inestabilidad) cs
qque el valor mfnimo de $(a, 2,) s¢ alcanza en el punto a, doude el mimero de
rafces de la ecuacion 17, (a) = z se cambia de 3 a1, y en el punto a, la funcion
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X(a, z,) tiene un salto (discontinuidad) (con valores mayores para a < a., en
el caso de tres raices, y con menores valores para a > a,, en el caso de una
rafz, vedse la siguiente Figura). Por otro lado, el valor a, (que da el minimo
para el costo correspondiente $'(a, 2,)) puede ser muy cercano a a, (si {F,}
y {IT“Z} son muy cercanas), pero, se cutnple en nuestro ejemplo que @, < a 'y
al aplicar @, para X, obtencinos tres rafces de la ecuacion I, (@) =zyel
valor correspondiente de $(a., z,) es mucho mayor que el valor éptimo (a.,
20)-

Mi4s especfficamente, en estos cédlculos usamos la familia de funciones
de distribucién Fy(z) = 1 — @ = 1 — [1)(2)]* con ¥(z) = —2.1(z —
0.05)(z — 0.5)(z — 0.95) definida en el ejemplo del §3.2 (donde buscamos el
valor 6ptimo a, numéricamente). Las “versiones perturbadas” {F,} de {F,}
las hemos escogido como

Fy(z) =1-[¥(2) e (3.9)

con ciertos valores de €, pero “pequenos” (mas exacto, ¢ = 0.001). Es claro
que si & = 0 en (3.9) entonces F, = F, (el “proceso original”). Aplicando los
métodos numéricos descritos en el §3.2 obtuvimos valores de S(a, z,) (cuando
e =0) y de $'(a, z,) (cuando € = 0.001), donde el valor de z, = 0.5.

Los resultados de los célculos se ilustran en la Figura 3.20 y corresponden
a los datos de la tabla siguiente a la gréfica.
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COSTOS PROMEDIOS PARA DIFERENTES VALORES DE g CON£®» 0y 1= 0.001.

a =1 e = 0.001
0.2 | 0.901328 | 0.922222
0.4 ] 0.903349 | 0.924942
0.6 | 0.917354 | 0.940054
0.8 | 0.758026 | 0.781375
1.0 | 0.568880 | 0.668449
1.2 | 0.519068 | 0.560971
1.4 | 0.519914 | 0.520862
1.6 | 0.492392 | 0.480592
1.7 | 0.401452 | 0.283094"
1.8 | 0.283873 | 0.283768
1.9 | 0.284398 | 0.284291
2.0 [ 0.284800 | 0.284693
2.2 1 0.285338 | 0.285230

Figura 3.20: La solucién del problema de optimizacion puede ser no estable.

Entonces, a. = 1.8 con $(a,, 2,) = 0.283873 y @, = 1.7 con §'(@., 2,) =
0.283094, doude a, y @, son los controles 6ptimos y $(aa, 2,) y §'(@., 2,) son
los valores minimos del costo promedio.
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La perturbacién € es igual a 0.001 y A(z,) = S(ax, 20) — S(a, 2,) =
0.401452—-0.283873 = 0.117579, lo cual es aproximadamente 117 veces mayor
que la perturbacién € lo cual nos permite concluir que la solucién obtenida es
inestable: pequefas perturbaciones de {F,} producen la gran diferencia entre
el valor 6ptimo del costo promedio S(a., z,) y €l costo I(ax, 2,) obtenido
por aplicacién del control aproximado a, (que es 6ptimo para el proceso
perturbado X;).
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Conclusiones

Nuestro objetivo principal fue desarrollar métodos para hallar un control
6ptimo para una clase particular de los procesos estocésticos no-Markovianos
y estudiar su problema de estabilidad.

Hemos hallado una expresién analftica para el costo promedio (a, z,)
definido en este texto cuando la funcién de z, F,(a), cumple lo siguiente: su
segunda derivada existe y estd acotada, su primera derivada es menor que
1 en el intervalo [0,1] y la aplicacién z — F,(a) tiene un sdlo punto fijo
2., siendo la base de este andlisis el hecho de que la sucesién de variables
aleatorias Z; 23 z, en el sentido de la ley fuerte de los grandes nimeros. Por
lo tanto, hemos podido reducir el problema de optimizacién a un problema de
programacion no lineal para hallar el costo 6ptimo y por resultados existentes
sabemos que su solucién es estable respecto a perturbaciones de la familia

{F.(a)}.

Sin embargo, en el caso cuando la aplicacién z — F,(a) tiene uno (z,)
o tres puntos fijos (z1, 23 ¥ 23), la derivada de F,(a) es menor que 1 en
una vecindad de z,, ode z; y 23, ¥ Fg(a) existe pero no estd acotada en
[0, 1], numéricamente (con ayuda de la computadora) hemos comprobado
que la sucesién {Z;} converge a z, (dependiendo la rapidez de convergencia
de la derivada de F,(a) en dicha vecindad) o a las raices estables 2; y 23
(dependiendo la probabilidad de convergencia del valor inicial dado z,).

Asf, habiendo seleccionado una familia de funciones crecientes, {F,(a)},
tal que para cada a fijo F,(a) = 2 tiene una o tres raices fue posible dar una
expresién analftica para el costo promedio que numéricamente observamos
en el caso de una rafz no depende de z, pero sf de z,, a diferencia del caso de
tres rafces en el que éste sf depende de z,. También, se obtuvo el problema
de programacién no lineal correspondiente para hallar el control éptimo.
Asimismo, hemos planteado un ejemplo del problema de optimizacién de
control cuando la aplicacién z — F,(a) cambia el mimero de sus puntos fijos
(con el cambio de a). Por el estudio numérico observamos que en este caso
el problema de optimizacién puede ser no estable (cuando el control 6ptimo
a4 sucede cerca del punto de bifurcacion es decir, donde ocurre ¢l cambio de
ntmero de puntos fijos.)
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De esta forma, hemos cumplido con los objetivos planteados al inicio de
esta exposicién.
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Apéndice

A. Programas computacionales.

En este apartado, se muestran los programas que nos permiten hallar los
resultados numéricos mencionados en el Capitulo 3.

Tales programas se elaboraron utilizando el paquete computacional MA-
THEMATICA, Versién 3.0, ya que como lenguaje de programacién de alto
nivel, nos permite visualizar el comportamiento grafico de los resultados y
también es ttil por su compatibilidad con nuestro editor de textos.

PROGRAMA PARA EVALUAR EL COMPORTAMIENTO
ASINTOTICO DE Z; Y EL error = abs(Z; — z.) CON ¢(z) = ¢+ bz?,
PARA DIFERENTES VALORES DE ¢'(z) Y DE z,.

En este programa debemos darle valores a los pardmetros ¢, b y a, de-
pendiendo de qué valor de ¢'(z) queremos en ¢l intervalo [0,1]. También
debemos introducir el valor de la rafz z, de ¢(z) = z, el cual se debe de
calcular primero utilizando MATHEMATICA. Finalmente, hay que dar un
valor inicial z,, denotado en el listado por z[0].

El resultado obtenido es el comportamiento del proceso Z; parat =0, 1,
..., 10000 as{ como el error cometido.

n = 10000,

Arraylz, n);

z[0] =7,

Forft=0,t<=n—1,t++, fi =c+ bx 2[t]*
I f[Random[] <= fi, 5 =1, 7 = 0}
2t + 1] =t 2[t]/(t+ 1) + 0/t + 1)];

u = Table[z[t], {t,n}];

ListPlot[u];

v = Table[Abs[z« — 2[t], {t,n}];

ListPlot]v);
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PROGRAMA PARA OBTENER LA CONVERGENCIA DE Z,
A LA RAIZ z, PARA DISTINTOS VALORES DE z, Y
o(z) = —2.1(z — 0.05)(z — 0.5)(z — 0.95) + 2.

La. tinica informacién que hay que introducir es el valor inicial del proceso
Zt, zo. El programa calcula 100 valores del proceso Z; con ¢ = 0, 1, 10000,
contando el niimero de veces (cont, en el programa) en que Z; se aproxima a
la rafz z;; al final, se divide esta cantidad cont entre 100 y el resultado es la
probabilidad de convergencia de Z; a z;.

nc = 100;
n = 10000;
cont = 0;

Arraylr, ncj;
Forli=1,i<=nc, i+ +, z =7,
For[t=0,t <=n-1,t++, fi = —2.1(z—0.05)(2—0.5)(2—0.95) + z;
If[Random]] <= fi,n =1, n=0];
z=txz/(t+1)+n/t+1);

r[i] = z;

If[z < 0.5, cont = cont + 1]J;
perl = cont/nc;
Print[pcrl]
s = Table[rt], {t,nc}];
ListPlot[s];



PROGRAMA PARA CALCULAR EL COSTO PROMEDIO S(a, z+)
PARA DISTINTOS VALORES DE a.

Como informacién para la corrida del programa, sélo debemos introducir
en cada corrida el valor del control a, denotado con p en el listado y de €
(perturbacion).

Lo que hace el programa. es primero hallar las raices de la funcién [p(2)]* =
7, luego, si p(z) tiene 3 rafces, obtiene la probabilidad de convergencia a la
primera de ellas, finalmente calcula el valor del costo promedio, para cada
valor de a dado y para 2, = 0.5 en cada caso.

p="
e =1,
nc = 100;
n = 10000;
cont = 0;
Solve[((—2.1(z—0.05)(z—0.5)(z — 0.95) +z)"p) x Exp[—e*p] — = == 0, z]
v=ux/%;
b = Length[%)];
s=1;
Forft=1,t <=b,t+ +,
I f{Head[v[[s]]]! = Complez&&v[[s]] <=1,
Printt], v = Delete[v, s], s = s+ 1]]
v
Length[v];
I f[Lengthlv] == 1, z1 = v[[1]], 22 = v{[3]]]
I f[Length[v] == 3, 21 = v|[[1]]
I f[Lenght|v] == 3,
Forli=1,i<=nc,i++, 2 =7;
Forlt=1,t <=mn, t+ +,
fi=((-2.1(z—0.05)(z — 0.5)(z — 0.95) + 2)"p) x Ezp[—e * p];
I f[Random|] <= [i, eta = 1, eta = 0;
z=txz/(t+1)+eta/(t +1));
If[z < 0.5, cont = cont -+ 1]]];
I f{Length{v] == 1, pl = 1, pl = cont/nc]
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flz_] == (=2.1(z — 0.05)(z — 0.5)(z — 0.95) + z) * Exp[—e];

fzl = flz1);
fz2 = f[z2];
c=0.1;
d=10.2;
100
vl =plx _Z((le’\(j *xd) — f21"(j xd + d))
*%(Min[i*c,p—}—j*d] *x (fz1Mi*c) — fzl(ixc+c))))

i=0
02 = (1= pl) x So((f22° (G *d) — f227(j % d + )

j=0

*%(Min[i*c,p-kj*d]*(sz’\(i*c) — f22"(i*c+¢))))

vl 4 v2 =
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B. Teoremas auxiliares utilizados.

Teorema 1. Ionescu-Tulcea.
[o.o]
Sean (£, F;), 7 = 1, 2, ... espacios medibles acotados; Sea {2 = IT €,
j=1

F = ﬁ F;. Supongamos que se da una medida de probabilidad arbitraria
P enJ.=7-£, y para cada j = 1, 2, ... y cada (wy, ..., w;) damos una medida de
probabilidad P(wy, ..., w;, ®) en .7:j+1. Copsideramos que P(wy, ..., w;, C) es
medible para cada C € ;1 fijo ([T, [T F) — (R, BR)). Si B € [1 5
definimos - =

Pn(Bn) = [)1 Pl(d’wl)/(; P(wl, d’UJg)
2
/ P(wl, ooy Wn-2, dwn——l)
Qn—l

/ Ign(wi, ..., W) Plwy, ..., Wa—1, dwy).

Observemos que P, es una medida de probabilidad en 17

i=1
Entonces existe una unica medida de probabilidad P € F tal que V n,
P coincide con P, en cilindros n—dimensionales es decir, P(w € Q : (wy,

w, € B"))=PF,(B")Vn=1,2,..ytoda B" € [[ F,.
j=1

J

ey

Teorema 2. Criterio de Cesdro.

Si X,, — X entonces 2 > X, — X..
k=1
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