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Introduccion

El problema romboidal es un caso particular del problema general de 4-
cuerpos en el plano, que resulta al considerar dos parejas de masas iguales,
(m; = m, y m3 = rmy) colocadas en los vértices de un rombo. Se les dan
condiciones iniciales en posiciones y velocidades simétricas respecto a las
diagonales del rombo, y dejamos que se muevan bajo la ley de atraccién de
Newton.

El sistema de ecuaciones diferenciales resultante es bastante complicado
e interesante, ya que en €l se presentan singularidades de dos tipos; las que
corresponden a colisiones binarias entre las particulas m, y m, y entre las
particulas mg3 y my, asi como las que corresponden a colisién total.Si fi-
jamos el centro de masa en el origen y tomamos a la razéon de masas como
parametro, obtenemos una familia a un parametro de ecuaciones diferenciales
con dos grados de hbertad, los cuales pueden escribirse en forma Hamilto-
niana. El objetivo de este trabajo es dar una descripcion cualitativa lo mas
completa posible sobre el flujo global. Ya que el Hamiltoniano es una integral
primera de movimiento que representa la energia total del sistema y el com-
portamiento cualitativo del fluyjo depende del signo de esta integral primera,
haremos un tratamiento diferente para los casos negativo, cero y positivo.

Er el Capitulo I hacemos la formulacién del problema y vemos algunos
aspectos generales del mismo. La singularidad debido a colisién total es es-
tudiada siguiendo las ideas de McGehee [Ref. 12] tal como se ven en [Ref. 3]
y en [Ref. 17], que consiste en hacer una “explosion” y sustituir esta singu-
laridad por una variedad frontera. Después de un reescalamiento del tiempo
vemos que el sistema puede extenderse a esta frontera, la cual permanece
invariante por el flujo. Las singularidades debidas a colisiones binarias son
regularizadas en e] sentido clasico de Sundman.

En este mismo capitulo se demuestra que el sistema extendido tiene ex-
actamente dos puntos de equilibrio hiperbdlicos, y que las subvariedades in-
vartantes de dimension dos asociados a ellos se intersectan transversalmente
a lo largo de una cierta orbita particular llamada drbita homotética.

En el capitulo II se hace un estudio detallado del flujo sobre la variedad
de colisidn total. Ya que estamos interesados en las posibles conexiones entre
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las subvariedades invariantes asociadas a los puntos de equilibrio, hacemos
una proyeccion del flujo sobre uno de los planos coordenados e introducimos
una nueva forma geométrica de regularizar al mismo tiempo, las colisiones
binarias entre cualquier par posible de particulas.

Por medio del analisis numérico y haciendo uso de una rutina RKF-78,
se pudo demostrar que existe un unico valor del parimetro de masas com-
prendido entre cero y uno, para el cual se da la conexién buscada.

En el capitulo III se presentan los resultados mas interesantes de este
trabajo. Fijando un nivel de energia negativa estudiamos el conjunto de
érbitas que escapan. Usando técnicas similares a la “explosion” de McGehee
es posible introducir una variedad frontera que llamaremos la variedad del
infinito, la cual esta foliada por 6rbitas periodicas. Una de estas orbitas
periddicas juega el papel de punto fijo degenerado, es decir sobre esta orbita
existe una estructura hiperbolica formada por el conjunto de orbitas que
llegan o salen de infinito con velocidad cero. Orbitas con esta propiedad son
llamadas drbitas parabdlicas. A partir de aqui se demuestra la existencia de
un tipo especial de érbitas de expulsién-colisién. En esta primera parte del
capitulo se siguen de cerca las ideas de [Ref. 17], para el problema isosceles
de 3-cuerpos en el plano.

En la siguiente parte del capitulo, para valores del parametro pequeio,
se relacionan las drbitas que pasan cerca de colisién total con aquellas que
pasan cerca de infinito a lo largo de una direccién, que sobre el espacio de
configuracién corresponde a un angulo # igual a 7/2. Para esto, se demues-
tra numéricamente, que las subvariedades estables e inestables de drbitas
parabdlicas asociadas a la orbita peniédica en infinito en esta direccion se
intersectan transversalmente. Esto permite introducir Dindmica Simbdlica.
Debemos recalcar en este punto, que a diferencia del problema isdsceles,
donde solamente se presentan colisiones binarias entre una misma pareja de
particulas, en el problema romboidal existen colisiones binarias entre dos dis-
tintas parejas de particulas. Esto dificulta enormemente los calculos, sobre
todo los numeéricos.

Mediante el uso de Dinamica Simbdlica es posible asociar a ciertas trayec-
torias del sistema una sucesion doblemente infinita de enteros, escogidos sobre
un conjunto numerable, la cual depende de la geometria del problema rom-
boidal. Ya que esta asociacién resulta ser una funcién suprayectiva sobre
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el conjunto de todas las posibles sucesiones doblemente infinitas, podemos
deducir la gran complejidad que existe en el conjunto de curvas solucidn
del sistema. Se muestran como ejemplo varios tipos diferentes de orbitas
periddicas, asi como de aquellas que escapan o vienen de infinito a lo largo
de uno de los semiejes coordenados que limitan el espacio de configuracién.

Para valores del pardametro proximos a uno, se demuestra que la subvar-
iedad estable (inestable) de 6rbitas parabolicas asociada a la drbita periddica
en infinito sobre la direccion que corresponde a 6 = 0 (@ = 7/2) se intersecta
transversalmente con la subvariedad inestable (estable) de 6rbitas parabdlicas
asociada a la orbita periddica en infinito sobre la direccién 6 = n/2 (8 = 0).
Esto muestra la existencia de 6rbitas parabdlicas que conectan los escapes
a infinito en ambas direcciones posibles. La Dinamica Simbélica en este
caso nos garantiza que existen orbitas cercanas a escape en dos direcciones
distintas, en particular orbitas elipticas periodicas con estas caracteristicas. -

En el capitulo IV se tratan los casos de energia A > 0. Ya que en estos
casos la energia cinética juega un papel predominante en la ecuacién de
energia, los escapes se producen en forma mas natural. Aqui no hay tanta
riqueza de movimientos como para energia negativa, pero obtenemos una
descripcion original de los escapes para A > 0. Haciendo una inversién de
la coordenada radial vemos que los escapes se pueden estudiar en forma
analoga a como estudiamos la singularidad debida a colisién total. Es decir,
se introduce una variedad frontera invariante para el flujo, sobre cada nivel
fijo de energia. En el caso h = 0 se obtiene que el flujo sobre la variedad
del infinito coincide con el flujo que habiamos obtenido sobre la variedad de
colision total. En base a esto podemos dar una descripcién completa del
flujo global para todo valor del parametro a. Para el caso k > 0, aparte de
la inversion de la coordenada radial, regularizamos las colisiones binarias en
el sentido clasico de Sundman. Esto nos permite describir el flujo sobre la
variedad frontera y en una vecindad de ésta. Este comportamiento al infinito
es idéntico para los problemas isésceles y colineal de 3-cuerpos. Aplicando
estos resultados al problema 1sdsceles se demuestra que por lo menos con
esta forma muy natural de regularizar colisiones, se obtiene una descripcion
distinta a lo que se suponia en Lacomba [Ref. 9]. Los puntos de equilibrio
sobre la variedad del infinito forman un conjunto conexo, que consta de una
parte atractora normalmente hiperbdlica, otra parte repulsora normalmente
hiperbolica y dos partes que resultan ser sillas normalmente hiperbdlicas,
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todas ellas unidas por cuatro puntos de equilibrio totalmente degenerados.

En el capitulo V, se generaliza la regularizacion geométrica de colisiones
binarias introducida en el capitulo II para obtener que cada nivel fijo de
energia negativa es una variedad compacta con frontera. Hacemos un estudio
del flujo global y del flujo sobre la variedad de colision total en este modelo;
y verificamos que este modelo y el estudiado en los capitulos anteriores son
equivalentes como sistemas dinamicos. Esto nos permite demostrar en forma
analitica que el conjunto de condiciones iniciales para las orbitas que van a
colision binaria, tiene dimension 3. No es claro que este resultado pueda ser
demostrado en el modelo no-compacto.

Por dltimo quiero expresar mi agradecimiento a mi asesor, Dr. Ernesto
Lacomba por haberme introducido a esta apasionante area que es la Mecanica
Celeste, asi como por sus atinados comentarios y criticas durante la elabo-
racion de esta Tesis; y a los Doctores Carles Sim6, Jaume Llibre y Alberto
Baider, profesores visitantes de nuestro Departamento en los Gltimos anos,
por sus brillantes sugerencias. También quiero agradecer en esta parte a mi
companero de estudios Joaquin Delgado por las muchas y muy amenas horas
que pasamos discutiendo nuestros respectivos problemas; y a la Sra. Beatriz
Arce, por su valiosa ayuda para la presentacién de este trabajo en IATEX.
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Capitulo 1

Formulacion del problema.
Aspectos Generales

Introduccion

El problema romboidal de 4 cuerpos en el plano consiste en la descripcién
del movimiento de 4 masas puntuales m,, my, ms, m4 en el plano, colo-
cadas en los vértices de un rombo, donde m; = m3; y mz = my. Damos
posiciones y velocidades iniciales simétricas respecto a los ejes coordenados
de tal manera que las particulas estén siempre en una configuracién rom-
boidal simétrica cuando se muevan bajo la ley de atraccién de Newton. Si
fijamos el centro de masa en el origen, el sistema tiene dos grados de liber-
tad. En este capitulo se deducen las ecuaciones de movimiento y se describe
la topologia de las superficies de energia. La singularidad debida a colisién
total es estudiada por medio de una explosion introducida por McGehee en
[Ref. 13], mientras que las singularidades debidas a colisiones binarias son
regularizadas por el método clasico de Sundman. Se demuestra que el flujo
{iene exactamente dos puntos de equilibrio hiperbdlicos y que las variedades
invariantes de dimension 2 asociadas a los puntos de equilibrio se intersectan
transversalmente a lo largo de la orbita homotética. De aqui se deduce que
el problema romboidal no tiene integrales primeras extendibles aparte del
Hamiltoniano.



1.1 Ecuaciones de movimiento

Sea z la semidistancia entre las particulas de masas m; y my; y y la se-
midistancia entre las particulas de masas m3 y my (ver Fig.1.1) Si a es la
razén de masas @ = mgy/m;, entonces podemos suponer m; = my; = 1y
My = Ny = .

En estas coordenadas las ecuaciones de movimiento estan dadas por:

P 1 2oz

T 4x2 (22 + y2)3/2
- a 2y (1.1)
y==

4y? - (22 + y2)32

Seanqz(:),Mz(g 22),p=M¢j.

Entonces las ecuaciones de movimiento (1.1) se pueden escribir en forma
Hamiltoniana

: oH
q=—
B ap
_ on (1.2)
=5
donde
]
H(q,p) = EP‘M"‘p~U(q)
1 2 4
Ulg) = —+5 + 7=

2z 2y i+ y?

Debido a que en el Hamiltoniano aparece M~! y estamos interesados en
estudiar los casos limites ¢ — 0, @ — +oo trabajaremos con un sistema
equivalente, donde la matriz de masas no dependa de a.

Sean z; = 1, 23 = \/ay; las ecuaciones de movimiento toman la forma

- 1 2a%/2z,
Iy = — —

= (el 1 ) -
) o5 20%/2z, .
o =

4z} (azi+aRpl
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2 0
0 2

T2

En este caso, hacemos ¢ = ( 1 ), M= ( ), p = Mg y el sistema

(1.3) tiene la forma Hamiltoniana

i= oH
>
. oH (1.4)
donde i
H(q,p) = 5p'M™'p — Ulq) (1.5)
Y 5/2 3/2
1 o 4da
U = + + . (1.6
(9) 20 T 20 T Janti o )
El sistema (1.3) tiene la simetria
(xha"?vilsi%a) - (I23$lai‘2ail,1/a) (17)

con una reparametrizacion del tiempo t = o®/4t’. Por lo tanto es suficiente
estudiar el problema para valores de o comprendidos entre 0 y 1, 0 < o < 1.

1.2 Topologia de las superficies de energia

De (1.4) vemos que H es una integral primera, o constante de movimiento
para las ecuaciones de Hamilton, por lo tanto podemos considerar que el
sistema (1.4) es un campo vectorial definido sobre la superficie de energia
constante E, = H~1(h), es decir, sobre el conjunto de (g, p) que satisfacen

1p'M~'p—U(q) = h. (1.8)

La representacion topologica de cada E, depende del signo de h. Para
ver esto consideremos primero €l espacio de configuracion

Q = {(xhzz) oy >0,z > 0}.

Observemos que el semieje z; > 0 corresponde a singularidades debidas a
choques entre las particulas de masa «; €l semieje z; > 0 corresponde a
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singularidades debidas a choques entre las particulas de masa 1, mientras
que el origen corresponde a la singularidad debida a colisién total. (Ver
Fig. 1.2). Es decir las singularidades aparecen como frontera del espacio
de configuracion. A continuacion daremos la descripcidn topoldgica de cada
nivel fijo de energia h.

a) h >0

Para cada g € Q fijo tenemos que 2p*M~'p = U(q)+h es topolégicamente
un S'. Como no existe ninguna restriccién en @, tenemos que

E,=5'xQ=~8'xR?

b) A <0

Ya que ;p'M~'p > 0, vemos que en este caso, el espacio de configuracién
esta hmitado por la curva U{q) + h = 0. Esta curva es llamada la curva de
velocidad cero (Ver Fig.1.3)

Sobre U(q)+h = 0 tenemos que %U; < 0, asi que sobre esta curva podemos
resolver a z; como funcion de zy,z;, = f(z;) y por tanto U(q) = —h es
topologicamente R.

Ahora tomemos un punto arbitrario sobre la curva de velocidad cero y
unamos este punto al origen por medio de un segmento de linea recta. Para
cada punto interior de este segmento Jp*M~'p = U(q)+h es topolégicamente
un S, y para el punto sobre la curva de velocidad cero, el S se reduce a un
solo punto. Por Jo tanto a cada punto de R le hemos asignado un haz de $*
que se condensan en un punto, es decir por cada punto de R tenemos un haz
de S! pellizcado y entonces podemos afirmar que E, =~ R x D2

1.3 Coordenadas de McGehee

Introducir estas coordenadas en el problema romboidal permitira entre otras
cosas, analizar la singularidad en q = 0; es decir cuando tenemos colisién de
todas las particulas.
Sean
r=(¢'Mg)'/?

1.9
s= r'l_q (1.9)

observemos que r? es el momento de inercia y representa el tamafio del sis-
tema, 3 es un vector unitario, es decir £ Mg = 1, que representa la forma
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del sistema. S = {g € Q : r = 1} es la esfera unitaria en @), respecto a la
métrica inducida por M. (r,s) se puede pensar como coordenadas polares en
el espacio de configuracion. Descomponemos también el vector momento p
en una componente radial, y una componente tangencial, que son reescaladas
por el factor r'/2. Es decir hagamos

v = r1/2pt§ = pl/2 o p, s>

1.10
u=r?*(M7p— <p,s>3). (1-10)

En estas coordenadas las ecuaciones de movimiento (1.4) se escriben como

r=r"Y%
v =732 utMu-i—Ef—U(s)

-T2 - (1.11)
=13y

i=r"?-1vu ~ (¥ Mw)s + M 'gradU(s)],
con ia relacion de energia
Hu'My + v*) — U{s) = rh. (1.12)

El sistema (1.11) ya no es Hamiltoniano, pero la ecuacién (1.12) define
un conjunto invariante de codimension 1 que seguiremos llamando nivel de
energia h. Las ecuaciones (1.11) definen un campo vectorial analitico sobre
la variedad (0,00) X R x T'S en coordenadas (r,v, s,u) . La singularidad en
r = 0 sigue existiendo, pero ahora esta puede ser removida por un cambio

en la escala del tiempo
dt 3/2
- =r .
dr

Ya que estamos en un problema con dos grados de libertad, es posible re-

emplazar las coordenadas (s,u) por la coordenada polar usual 8, y por la

componente de la velocidad escalada en la direccion 8, que denotaremos por

u, mediante el cambio
s = M2 [CO8 6
sen ¢

u= uM-1/2(',_sen0)

(1.13)

(1.14)

cos @
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Después de reescalar e introducir las nuevas coordenadas, el sistema (1.11)
toma la forma

r'=rv
/ 2 U2 U@
vi=uit 5 - Ul) (1.15)
0 =u
u = —luv 4+ U(G),
con la relacion de energia
H(u® +0%) —U(8) = rh, | (1.16)

donde /2 Sl
1 4/2
(o) = o «

B V2 cos 8 + V2 sen 8 t Vo cos? 6 + sen? 6

0 < 0 < w/2 y U(8) significa derivacion respecto a la variable #.

Tenemos entonces que la singularidad en r = 0 ha sido removida, hemos
podido extender el campo vectorial a la frontera r = 0 en forma analitica.
A esta frontera le llamaremos la variedad de colision total y la denotaremos
por A.

La relacion de energia también se extiende a la frontera, donde tenemos

(1.17)

u? + v? = 2U(#6). (1.18)
Por lo tanto A esta dada por
A= {(r,v,0,u)lr =0, u®+v*=2U(0)}. (1.19)

Ya que v’ = 0 cuando r = 0 tenemos que A es invariante bajo el flujo.
Ademas A es independiente del valor de la energia h. Asi que cada superficie
de energia tiene la misma frontera, que podemos pensar como el borde de un
libro con una infinidad de hojas, donde cada hoja representa una superficie
de energia constante. En el capitulo II se hara una descripcion detallada del
flujo sobre A.

El sistema (1.15) ya tiene sentido para r = 0. Sin embargo siguen exis-
tiendo las singularidades debidas a colisiones dobles. Para regularizar estas,
procedemos como sigue: Primeramente multiplicamos al potencial U por el
seno del dngulo doble. |



Sea

2W(8) = U(0)sen(28), (1.20)
e introducimos una nueva variable
sen2§
W = . 1.21
2,/W(86) (1.21)
Sustituyendo estos valores en la ecuacién (1.16), tenemos
1 [4W(8) , _
5 (sen'*’Qﬂw +v° | ~U(8) =rh,
de donde vemos que la relacién de energia toma la forma
w? sen2f v?
sen20 b= 2W(8) (rh - 3) ' (1.22)
Tomando un nuevo reescalamiento del tiempo
dr _ sen2f
ds 2. /w(8)’
las ecuaciones de movimiento (1.15) toman la forma
dr _ sen(20)rv
ds  2./W(6)
dv sen26
— =yW({#)i1l- 2 —4rh
ds (6) ( we T ))
dé
=Y (1.23)
dw sen26 1 vwsen28
—_— 0 h—vH)} — =
7 cos 2 (1 + 2w (0) (2rh - v )) 1w
W) 2
2W () (sen(26) — w*),

. donde W (6) significa derivacién respecto a la variable §. De esta forma hemos
gy extendido el campo vectorial (1.15) sobre las dos componentes de la frontera;



6§ =0y 6 = /2, que representan colisiones binarias. En estas coordenadas,
la variedad de colision A esta dada por (Ver Fig. 1.4).
v?sen?26 }

A= {(r,v,ﬂ,w)|r=0, w? 4 ———— = sen 20

W () (1:24)

1.4 Puntos de equilibrio

Los puntos de equilibrio del flujo son aquellos para los cuales el campo vec-
torial dado por (1.23) se anula.
Ya que la funcién W(8) es siempre positiva, de la ecuacién 4 = 0 tenemos
quer:06v=060=069=7r/2yde%:Otenemosquew:().
Utilizando la relacién de energia (1.22) con w = 0 en la ecuacién §¥ = 0
llegamos a que

0 = IO (1 - em) =0 (1- (553))

por tantor:()yv;éﬂ.
Ahora de la ecuaciéon $? = 0 y puesto que w = 0 vemos que § # 0,
0 # n/2 y ademas

&

0 = cos20(-1)+ W) sen 26

2W (6)
_ —=2W(8) cos 28 + U(0) sen 26 cos 20 U(6) sen 26
B 2W () 4W(0)
U sen 26
T Iw(e)

De la relacion de energia con r = 0, w = 0, llegamos a que

2 ow(e

—

v
2 sen2d

= U(#).
Hemos pues, demostrado el siguiente resultado:
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PROPOSICION 1.1 Si (ro, vo,%,wp) es un punto de equilibrio para el
flujo descrito por las ecuaciones (1.23), entonces ro = 0, wo = 0, U(fy) =0 y

vo = £4/2U(8,).

Es decir, por cada punto critico 8y de U(8), hay exactamente dos puntos
de equilibrio para el flujo, uno con vy < 0 y el otro con vg > 0.
Recordemos la siguiente definicion:

DEFINICION. Si (r,...,r,) es la posicion de n-particulas en el instante
1o, decimos que tal posicion es una configuracion central si existe un escalar
real A tal que

F,':AT‘,' ’!::1,...,“.

Las configuraciones centrales estan caracterizadas como los puntos criticos
del potencial U restringido a la esfera unitaria en la métrica dada por la
matriz de masas. En nuestro caso, abusando un poco del lenguaje, a los
puntos criticos del potencial (1.17) les llamaremos configuraciones centrales.

Una observacion importante es que los puntos de equilibrio que nos da
la proposicion 1.1 son los mismos que se obtienen del sistema (1.15), con el
cambio correspondiente de la coordenada u por la coordenada w, es decir
que al regularizar las singularidades debidas a colisiones binarias no creamos
nuevos puntos de equilibrio.

Ahora analizando el potencial U(#), tenemos que U(#) = 0 si y solamente

s1
s;2€088  2(1 — a)a®/*sen’26

fsenf — = :
tgfsent — o tgl  (acos?8 + sen?f)3/2 0 (1.25)
haciendo tg# = a, tenemos que
0 ! sen S
cosf = ——= = ——
v1+a? Y V1 4+ a?
la ecuacién (1.25) es equivalente a
0 = (¢® — &*?)(a + a®)*/? - 8(1 — a)a**a® (1.26)
dividiendo por a® tenemos
o/ 213/2 3/2
(1 - F) (o +a*)*? = 8(1 - a)a (1.27)
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notemos que cuando 0 < 6 < 7/2, el lado izquierdo de la ecuacion {1.27)
es estrictamente creciente y su rango es el intervalo (—o0o, 00), por lo que
podemos afirmar

PROPOSICION 1.2 El potencial U(f) tiene solamente un punto critico
para cada valor de a.

Tenemos entonces que el flujo que describe al problema romboidal tiene
exactamente 2 puntos de equilibrio, que estin sobre la variedad de colisién
total A.

Tabla 1

o v 8

1.0 —3.9132733739 7.8539816340 x 107!
1.0 x 107 —1.5053851535 4.8545169947 x 10!
1.0 x 1072 —1.2217868339 1.7089843252 x 107!
1.0 x 1073 —1.1924761819 5.4697977384 x 10~?2
1.0 x 10~*  —1.1895341344 1.7318154855 x 10~
1.0 x 1073 —1.1892398181 5.4771511460 x 103
1.0 x 107 —1.1892103853 1.7320484539 x 103
1.0 x 1077  —1.1892074420 5.4772248307 x 104
1.0 x 1078 —1.1892071477 1.7320507840 x 10~
1.0 x 10~° —1.1892071183 5.4772255676 x 10™°
1.0 x 1071 —1.1892071153 1.7320508073 x 10—%

Denotemos por A y B a los puntos de equilibrio que corresponden a
vo = —/2U(p) y vp = \/2U (6o) respectivamente. Usando el método de
Newton-Raphson encontramos los valores para & y v en el punto de equilibrio
A, para algunos valores de a; estos se muestran en la tabla 1.

Mediante un cilculo facil se puede checar que U/ (6) # 0 para estos valores
de 8; la linealizacién del flujo dada por (1.15) en coordenadas (v, 8, u), para el
punto de equilibrio (vo, 8o, 0) tiene la siguiente forma (la coordenada r puede
obtenerse de la relacién de energia).

o 0 D
( 0 0 1 ) (1.28)
0 U(6) —2
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cuyos valores propios son:

—vo + /vd + 160(8,) —vo — \/v2 + 1607 (8,)
4 1 — 4 .

Al = Vo, /\2 =
De todo lo anterior, podemos concluir
PROPOSICION 1.3 Los puntos de equilibrio A y B son hiperbdlicos.

Denotaremos por W;((‘g) a la variedad estable (respectivamente inestable)
asociada al punto de equilibrio A (resp. B). Tenemos entonces que dim

W3 =2, dim W2 =1, dim W3 =1y dim Wp = 2.

1.5 Simetrias

Observemos que nuestro Hamiltoniano original (1.5) es cuadratico en los
momentos, y que en coordenadas de McGehee esta propiedad persiste para
la ecuacién de la energia (1.22) en las variables respectivas (v,w). Es decir,
el problema romboidal pertenece a la clase de los sistemas reversibles, los
cuales tienen la siguiente simetria, que denotaremos por L.

(g(t), p(t)) == (g(—1), —p(~1)), (1.29)
o en coordenadas de McGehee

(r,v,0,w,s) 4, (r,—v,0, —w, —3).

1.6 Orbitas homotéticas

Orbitas que empiezan en colisién total son llamadas érbitas de expulsion. Or-
bitas que finalizan en colisién total son llamadas orbitas de colision; orbitas
que hacen ambas cosas son llamadas drbitas de expulsion-colision. Cuales-
quiera de estas érbitas debe ser asintotica a alguno de los puntos de equilibrio.
Denotemos por E; el conjunto de orbitas de expulsién y por C, al conjunto
de 6rbitas de colision. Ya que los puntos de equilibrio son hiperbolicos, E,
y C, forman subvariedades inmersas del espacio fase. Un tipo especial de
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érbitas de expulsién-colisién lo constituyen las orbitas homotéticas, llama-
das asi por ser soluciones que en todo momento son una homotecia de una
configuracién central dada.
Es decir, las 6rbitas homotéticas estan caracterizadas por el hecho que
8 = 6, donde U(#) = 0. Considerando 6 = 6, el sistema (1.23) nos dice
que w = 0. Usando nuevamente este sistema y la relacién de energia con
w = 0, tenemos que
o _,_d
ds  ds
Es decir, el plano r—v definido sobre los puntos de equilibrio (0, £ vy, 85, 0),

donde v, = 1/2U(8,), es invariante bajo el flujo. Sobre este plano tenemos

dr sen 26

= ————=rv

s~ 2./w(e)
dv Y s sen20 , ,
_J_; W(G) (1 - 4W(0) (v - 4T‘h))

sen 26 v? sen 20
= \/W(g) (1 + -2W(0)(rh - -5-) + thW(G))
rh sen 20

_W.

Por lo tanto
dr

v
dv R’
de donde obtenemos
v: = 2rh + K, (1.30)

En la figura 1.5 esquematizamos estas orbitas; el signo de las trayectorias
se determina de la ecuacién 5.
Observemos que la ecuacién (1.30) se puede obtener como la restriccién
de la relacion de energia al plano w = 0, 6 = 8.
‘Uz 2W(00) _

— =rh+

2 sen 28, — 1+ U(%)

Entonces para cada h < 0, existe una unica orbita homotética que em-
pieza en el punto-de equilibrio B, y finaliza en el punto de equilibrio A. Es

12
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decir, esta orbita pertenece tanto a la variedad inestable del punto B (W}),
como a la variedad estable del punto A (W}). En otras palabras, para cada
h < 0 la orbita homotética es una solucion heteroclinica que conecta los dos
puntos de equilibrio A y B.

Ya que la 6rbita homotética es una orbita de expulsién-colisién que no
pasa a través de colisiones binarias, la ecuacién (1.30) también puede ser
obtenida directamente de (1.15). De aqui podemos ademas dar la ecuacién
de la orbita homotética en forma paramétrica. Es decir en coordenadas
(r,v,8,u,7) la 6rbita homotética esta caracterizada por

ar _
dr Y
dv v?
7, = 5 — Ulbo) (1.32)
9 = 60
u =),
de donde
dv dr

2U () —v: 2

Haciendo vo = /2U(6,) tenemos

y por tanto
o(7) = —votgh (-—_) . (1.33)
Ahora nuevamente de (1.32)

dr
—= v(7)dr,

de donde
U(6o)

r(r) = ———.
hcosh?(2)

(1.33)

Una vez que tenemos parametrizada la orbita homotética, estamos en
posibilidad de demostrar el siguiente resultado.



TEOREMA 1.1 W§ corta transversalmente a W} a lo largo de la drbita
homotética.

DEMOSTRACION En coordenadas (r,v, 8, u, 7), sabemos que r(7) puede
ser obtenida de la relacién de energia (1.16). Entonces la ecuacién variacional
a lo largo de la orbita homotética esta dada por

v’ v(ir) 0 0 v
(6"):(0 0 1 )(8) (1.35)
u’ 0 T - u

donde, T = D*U(8)]s_4,, ¥ v(T) viene dada por la ecuacién (1.33).
Tomando coordenadas polares en el plano § — u de la forma

0 = Rcos, u = Rsen,

tenemos que p
1
P ——(Arctga) 92(6" — uf').

Utilizando (1.35), podemos escribir

, ubv
l/J Rg(TW——é——u)

Finalmente, sustituyendo los valores de 8, u y v tenemos
¥ =T cos' § + 22(sen  cos §)igh (T—;’E) _sen’t = F(s,7).  (1.36)

Debido a la simetria (1.29), para demostrar la transversalidad a lo largo de
la 6rbita homotética, es suficiente resolver (1.36) para 7 € [0, 00), y verificar
que sobre este intervalo el angulo de rotacién ¥ es menor que 7/2.

Las condiciones iniciales de (1.36) estian dadas por

r=0, y Yo = Arc tg\/f.

Observemos que ¢'o es el iinico valor en (0, 7) tal que F(3,0) = 0.
Hagamos

V)= Tcos’z/:-l- Fieb (“"’) sen 29
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Para cada 7 fijo en el intervalo (0,0), existe un angulo ¥(7) € (0, 7/2)
tal que se satisface la siguiente condicion (Ver Fig. 1.6).

F(qﬁ(‘r),r) = ().

Mediante un calculo sencillo se verifica que %—g(gb, 7) # 0, para todo

7 € (0,00) y para todo ¥ € (0,3}, de lo que concluimos que (7) es una
funcién diferenciable; de la Figura 1.6 observamos que ademas es una funcién
creciente. )

Veamos ahora que ¥(7) < #(r) para todo 7 € (0,00). Sabemos por
construccién que ¥(0) = ¢(0). Esto implica que la pendiente de la funcién
1 en 7 = 0 es cero, y como ¥ es creciente, su pendiente en 7 = 0 es mayor
que cero. Por tanto en una vecindad a la derecha de 7 = 0 podemos afirmar
que ¥(r) < ¥(7). Supongamos que existe 7, > 0 tal que ¥(n) > 15('71).
Sea 7¢ el primer 7 € (0, 00) para el cual ¥(7p) = ¥(7y) y ¥(T) > ¥(7) para
To < 7 < 70 + &, con & pequeno, entonces ya que F(¥(r),70) = 0, tenemos
que la pendiente de ¥ en 7 = 7, es cero, lo cual implica que ¥(7) < ¥(7) (la
pendiente de 1) en T = 7y €s positiva) en una vecindad a la derecha de 7 = 1y,
llegando asi a una contradiccién. Por lo tanto podemos afirmar que ¥(7) <
Y(7) para todo T € (0,00). Observemos de la Figura 1.6 que F(y,7) > 0
siempre que ¢ € (0,(7)), de donde (1) es una funcién creciente, por tanto

0 < 9(7) — ¢o(r) < P(7) — tho.

Entonces tomando el limite cuando T tiende a oo de ambos lados de la
desigualdad llegamos a que

0 < lim (¥(r)—%(0)) < lim ($(r) — o) < 7/2— g0 < 7/2.

T—+400

Con lo que el teorema queda demostrado.

De lo anterior deducimos que la drbita homotética es una orbita hete-
roclinica. Observemos ademas que el Teorema 1.1. es valido para todo valor
del parametro a.

En el trabajo de Lacomba-Llibre [Ref. 10] se define una clase especial de
integrales primeras llamadas integrales extendibles, el término extendible se
debe al hecho que estas integrales primeras estin definidas sobre el espacio
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fase extendido (/.:..',,). Lita concdicion adicional que se les pide es que sean
constantes en la variedad de colision. .

Ya que g corla transversalimente o 7 a do dargo de T orbita ho-
motélica, podemos aplicar las mismas ideas e Lacomba-Lithre [Rell 1Y)
para garantizar que excluyendo el LEuniltoniano, no existen inlegrales prime-
ras extendibles en el problema romboidal.

Finalizaremos este capitulo con algunas observaciones sobre el compor-
tamicnto de @y v oy cono fanciones del tiempo real £ De las ccuaciones de

movimiento {1.3). tenemos que (1) < 0y () < 0, fo cual nmphca que
e (1) ¥ () como Tnnciones de fson coneavis et abajo. L higura (1.7)
muestra las tros diferentes formas coalitativis que pueden tener las graficas

de estas Tunciones.

my

Figura 1.1 El problema romboidal.
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Figura 1.2 Espacio de conliguracion para b >0
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Figura 1.3 Espacio de configuracion para I < ().
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Figura 1.4 La varicdad de colision total A
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Figura 1.5 Orbitas homotéticas sobre ¢l planow = 0,0 = by
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Figura 1.7 z; como luncion de 1. Las tres diferentes posibilidades.
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Capitulo 2

Flujo sobre la Variedad de
Colisiéon Total

Introduccion

En este capitulo haremos una descripcion del flujo sobre A. Proyectando
este flujo sobre el plano v — @, y regularizando las singularidades debidas
a colisiones binarias, mostramos numericamente que existe un solo valor de
«a € (0,1], para el cual se tiene conexion entre las subvariedades invariantes
asociadas a los puntos de equilibrio.

2.1 Ecuaciones de movimiento sobre A

En el capitulo I, vimos que la variedad de colisién total esta dada por:

2 o2
A:{(r,v,ﬂ,wﬂr:(l, w2+M=sen29}.

D) (2.1)

Haciendo r = 0 en 1.23 y utilizando la relacién de energia, obtenemos
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que el flujo sobre A esta dado por:

2

dv sen2f ,\ w
o =~ VW) (1 T aw(e)" ) = VW) (sen 20)

@ _
dr ¥ _
dw v?sen? 6 1 vw sen 28 (2.2)
=082l — —— )~

dr 2W(6) 4 /W)

W (6)
sen 26 — w?).
2w () *" % )

Recordemos que un campo vectorial es llamado casi- gradiente respecto a
una funcion g, s1 ¢ crece a lo largo de todas las 6rbitas que no son puntos de
equilibrio. Ya que en (2.2), % > {) siempre que w # 0, y w = 0 corresponde
a alguno de los dos puntos de equilibrio, tenemos el siguiente resultado.

PROPOSICION 2.1 El flujo sobre A es casi- gradiente respecto a la coor-
denada v.

De esto deducimos que los puntos de equilibrio A y B para el flujo res-
tringido a A son puntos silla, donde las subvariedades invariantes (estable e
inestable) asociadas a ellos, tienen dimensién uno. Ver Figura (2.1)

2.2 Proyeccion sobre el plano 6 — v.

Haciendo uso de la relacién (2.1), tenemos que:

w? sen20

=1~ .
sen 260 4W(0)U

Ahora utilizando (2.2)
W= o sen20 ,
sen 26 wie) = yW() (1 - 4W(9)U ) v

Vv sen 26
(W(o) /s

De donde

w=1= (2.3)
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Recordando la definicion de la funcion W(#8) y de (2.2) y (2.3) obtenemos

finalmente
do o _ W)
0 w T /sen?2d
23cn29 1/2
_ @1 - ) (2.4)

(sen 26)1/2

_ i\/Z_[}(B) —v?

Observemos que (2.4) tiene smgulandades para # =0y 8 = =n/2 y el
signo +(—) corresponde a w > 0 (w < 0).

Para estudiar la posible conexidn entre las subvariedades invariantes de los
puntos de equilibrio introducimos un nuevo cambio de variable independiente.
(ver Figura 2.2)

6= J(y) = 2(1 + sen(27)). (2.5)
Abhora analizamos la ecuacion diferencial
d —————

3-5- =+- \/2U(6’) —v?  cos(2y) {2.6)

Denotemos el punto critico de U(#) por 8,, y sea v, el valor correspon-
diente de « en el intervalo [—n/4, =/4].
Para la rama inestable asociada al punto de equilibrio A, donde 83 < 8 <
7/2 6 v < v < 7/4, tenemos que
dv 2U(9) — v?

0= + 5 y cos(2y) >0

por lo tanto

dv w
7= Z\/2U(8) —v2 |cos(27)| \/2U (8) cos?(2) — v? cos?(2).

Para la parte de esta misma rama correspondiente a w < 0, es decir
cuando los valores de @ decrecen de 7/2 a 0, tenemos que 7/4 < v < 3n/4 y
cos(2y) < 0, por lo tanto:

dv s .
=L = L 2 -1/ — 2
d")/ 2 ZU(B) v C05(27) 7 2U(0) v I COS 2—”

ii\/zU(a) cos?(27) — v? cos?(2).
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Entonces en general hemos demostrado que la ambiguedad de signo des-
aparece, dandonos

ple :tg\/QU(G) — v?cos(2y) = g\/2U(9) cos?(2y) — v2cos?(2y) (2.7)
Observemos que la funcion

Vv2c0s?(2y) V20 cos?(27)

2U(0) cos®(2
(0) (2v) cos(J{7)) sen(J(v))
8v/20*/2 cos?(27)
Vercos’(J()) + sen*(J (7))
sigue teniendo singularidades para v = - -—n /4, ©[4, 3n/4,... Sin embargo

estas singularidades son removibles, ya que

V2cos?(2y)  8v2 V20%/% cos?(2y) _ 8v/2a*?
) - = .

y Im

lim . 4—3r/a sen(J(7)) T

v—r/4 cos{J(v)

De esta forma hemos regularizado las singularidades debidas a colisiones
dobles.

Denotemos por:
W:’"L(*) la rama de la subvariedad inestable en A que corresponde a w > 0
(w < 0).
W§‘+(_) la rama de la subvariedad estable en B que corresponde a w > 0
(w < 0).

Debido a la simetria L estudiada en el capitulo I (1.29), tenemos que

LWy =Wi  y LWET) =Wt
de donde llegamos al siguiente resultado

PROPOSICION 2.2 W} coincide con Wg™ si y solamente si W3 llega
al plano v = 0 con un valor de # = 0 6 6 = 7/2, o un valor de v que sea un
miultiplo impar de 7 /4.

Un resultado similar es aplicable para que W3~ coincida con Wgt. Uti-
lizando nuevamente la simetria (1.29), tenemos que
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PROPOSICION 2.3 W)™ = Wit si y solamente si Wi~ = W5™.

Las proposiciones (2.2} y (2.3) nos dicen que para analizar la posible
interseccion de las subvaniedades invariantes asociadas a los puntos de equi-
librio, es suficiente estudiar el comportamiento de WX‘“" y W3 hasta que
alcancen el valor v = 0. Denotemos por z(+)(z(~)), el valor de v en el que
Wi+ (W3 ™) llega al plano v = 0. Usando una rutina RKF-78 llegamos a los
resultados expresados en la tabla 2.1.

Tabla 2
o z(+) z(—)
1.0 2.100017 -2.100017
0.2230995423 1.0778347432 —2.3561945 = —3x /4
1.0 x 1071 1.021096 —2.537965
1.0 x 1072 8.357815 x 107! —2.381411
1.0 x 1073 7.966514 x 107! —2.360311

1.0 x 10~4 7.875486 x 10! —2.356926
1.0 x 10-% 7.857881 x 10! —2.356325
1.0 x 1078 7.854679 % 101  —2.356218
1.0 x 1077 7.854106 x 10! —2.356199
1.0 x 1078 7.854004 x 10~ —2.356195
1.0 x 1079 7.853985 x 10~! —2.356195
1.0 x 19710 7.853982 x 1071 -2.356195

Basados en estos calculos numéricos, llegamos al siguiente resultado:

PROPOSICION 2.4 Para a = oy = 0.2230995423 . .. se tiene que W~ =
wgt.

En la Figura (2.3) se muestran los comportamientos de las subvariedades
invariantes asociadas al punto de equilibrio A, para algunos valores de a.
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2.3 Estudio del caso limite

Para o = (0 tenemos un caso limite donde # = 0y 49 = ~n /4. De la ecuacion
(1.17) para el potencial U, vemos que

1
U#) = ——,
(6) V2 cos @

y la ecuacién (2.4) toma la forma

dv 2
dv _ 1/ V2

1
dé 9V cos @

- v? (2.8)

resolviendo esta ecuacién con v(0) = limg,—.o(—/2U(6p)) = —2'/* legamos
a que

v(8) = =24V cos b, ' (2.9}

de donde podemos concluir que v = 0 si § = x/2. Es decir, hemos obtenido
el siguiente resultado

PROPOSICION 2.5 Para a positivo, suficientemente pequefio, no existe
interseccion entre las subvaniedades invariantes asociadas a los puntos de
equilibrio. Una interseccion ocurre en €] caso limite o = 0.

De todo lo anterior, y recordando que el problema tiene la simetria (1.7)
llegamos al siguiente resultado

PROPOSICION 2.6 En el problema romboidal de cuatro cuerpos existen
solamente dos valores de la razon de masas a, uno de ellos a; es menor que
uno (a; < 1) y el otro es a; = a7 > 1, para los cuales existe conexién entre
las subvariedades invariantes de los puntos de equilibrio.

Para finalizar este capitulo observemos que para el valor a = a, tenemos
que Wi~ = WE* pero que Wit #£ W5, y para el valor a = a, Wit =
W5~ pero Wi~ #£ Wg', por lo que podemos concluir que este problema no
es regularizable. Ver [Ref. 17}
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Figura 2.1 'untos de equilibrio sobre A
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Capitulo 3

Estudio de los Escapes y
Dinamica Simbdlica

Introduccion

En este capitulo haremos un estudio del flujo cerca de infinito, es decir estu-
diaremos el comportamiento de érbitas que escapan y de aquellas que estén
préoximas a éstas, en un nivel fijo de energia negativa Ey,. Los escapes no
son estrictamente singularidades del sistema, sino mas bien soluciones donde
el potencial se anula asintéticamente. Sin embargo, para su estudio usamos
técnicas similares a las de McGehee. Se introduce una variedad frontera (va-
riedad del infinito) sobre cada nivel de energia, esto nos da origen a una 6rbita
periodica parabdlica en infinito, la cual puede verse como un punto fijo dege-
nerado, es decir esta 6rbita tiene como su conjunto asintético, al conjunto de
todas las orbitas parabdlicas. A partir de aqui , utilizando analisis numérico,
verificamos que las subvariedades invariantes estables e inestables de drbitas
parabdlicas se intersectan transversalmente, lo cual nos da la posibilidad de
introducir dinamica simbdlica. Es decir podemos asociar a ciertas trayecto-
rias del sistema una sucesién doblemente infinita de enteros, lo cual muestra
la complejidad que existe en el conjunto de curvas solucién del sistema.
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3.1 Variedad del infinito y érbitas parabdlicas

La figura (1.3) nos muestra que el escape a infinito para energia negativa es
posible en dos direcciones z; o z,. De esto deducimos que para cada nivel fijo
de energia negativa Ej, la variedad al infinito debe tener dos componentes

conexas.

DEFINICION. Decimos que una drbita escapa a (llega de) infinito si
z,(t) — +o0o cuando t — oot — —00), 6 z,(t) — +o00 cuando { — oot —
—o00). El escape (llegada) es parabélico si #,(t) 6 z5(t) tienden a cero cuando
{ — oo(t — —oc). Si este limite es una constante diferente de cero, decimos
que la érbita es hiperbdlica.

Estudiaremos aqui los escapes a (llegada de ) infinito en la direccion 2,
es decir en el caso en que 7,(t) — 400 cuando t — oo(t — —o0). El estudio
en la otra direccién se hace en forma analoga. Volviendo a utilizar z y y
como nuevas variables, hagamos:

I, = .'1:"'2

I, = ¥
tenemos entonces que el escape {llegada) se da cuando z(t) — 0.

Para regularizar las colisiones binarias entre las particulas de masa 1
usamos el método de Levi-Civita. Sean

Iy = fz
& = ¢

y un reescalamiento del tiempo de la forma dt = 2¢{%dr;. En estas nuevas
coordenadas, el sistema (1.3) toma la forma:

xl — __£2$3y
y’ _ _-5214 05/2 N Aa3/?
2 (et 3.1)
=7
, I TSR WA s 4a3/2¢428 ]
L I e R - E G T FR) L
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donde ' significa derivacién respecto a 7,. Si suponemos h = —1, la relacién
de energia se escribe

5/2,.2 403/ ? ]
9 w2 w2 f 2 @z a*iz
- - = = —. 3.2
(R @ 2 J&ﬁ??T) 2 (32)
La variedad al infinito en la direccién z, esta dada por:
1
Na) = {(e0,6m)le = 0,07 + €51 +4) = 5| (33)
Partiendo de la ecuacion
1
”+E(1+y') =3 (3.4)
hagamos
7 =mny2(1 -Y?).

Tenemos entonces que
74+ 2(1-Y)(1+y") =1-Y?

y de aqui
T +Y24+2(1-Y?)(1+y")€" = 1.

Sea Y tal que 2(1 — Y?)(1 + y?) = 1, es decir hagamos

14 2y?
Y= |
J2U+yﬂ

entonces

Con lo anterior hemos demostrado que N(z;) es topoloégicamente una
esfera sin sus polos (Y, £,%) = (£1,0,0).

Asi que N(z;) representa una componente conexa de la variedad al infi-
nito que denotaremos por N, tenemos que N es la union de dos esferas sin
sus respectivos polos, N = N(z,) U N(z2).

Definimos el conjunto de choques entre particulas de masa 1 como CH;.
El corjunto de choques entre particulas de masa a, se define como CH,.

| CH, = {(2,3,£,7) € Eql€ = 0}.
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De la relacién de energia (3.2) para ¢ = 0 tenemos 7* = 1 y las coorde-
nadas z,y pueden tomar cualquier valor.

Esto nos dice que dim(CH,) = 2.

Ahora de (3.1), para £ = 0 vemos que £’ # 0, lo cual implica que €] flujo
dado por (3.1) es transversal a CH,.

Cuando (z,y) = (0,0), el sistema (3.1) es muy simple

' =0
y' =0
' (3.5
{=n )
n' = ~¢
De aqui llegamos a la ecuacion
"+£=0. (3.6)

El movimiento se ha desacoplado en un movimiento de Kepler en la di-
reccion horizontal y un movimiento trivial en la direccidon vertical. Este
sistermna tiene una solucién 2rx-periddica que llamaremos la drbita periodica
parabdlica en oo, y la denotaremos por O.P.P. Observemos que el sistema
(3.1) puede ser escrito en la forma

.'r:f = —£22%y
y: = —€22% (Lo + f1(z, £)) (3.7)
¢ =n

n' = —€(1 + fr(z,9,6)).

Donde Ly = ";’2 (a + 8), fi es una funcién de cuarto orden en z y £. De
esto concluimos que el sistema (3.7) satisface las hipotesis del Teorema de la
variedad estable para puntos fijos degenerados de McGehee [Ref 11]. Es decir
(z,y) = (0,0) puede ser visto como un punto fijo hiperbélico degenerado, asi
que en una vecindad de (0, 0) existen variedades estables e inestables. Estas
variedades son analiticas excepto quiza en (0,0).

Las 6rbitas parabélicas son exactamente aquellas 6rbitas tales que (z,y) —
(0,0) cuando t — oot — —oo). A partir de esto vemos que la orbita
periédica parabélica en infinito tiene como su conjunto asintético, el con-
junto de érbitas parabélicas. |

31




Sean P* y P* las subvariedades de 6rbitas parabdlicas estables o inestables
respectivamente, asociadas a O.P.P.. Para calcular P* procedemos como
sigue:

La proyeccién de P* en el plano y — z, puede ser expresado de la siguiente

manera:
— n
r= § :any b

donde los @, son coeficientes a ser determinados. Ver Fig. 3.1.
En el plano £ — n introducimos coordenadas polares en la forma

V26 = Rcos ¢
V2n = Rsen ¢

Haciendo uso de la relacién de energia (3.2) y con ayuda del procesador
algebraico Mathematica, llegamos a que

5/2
R? =1 —{(cos® $)T + (cos* $)T* — cos® ¢ (T3 + 02 a:e)

+ cos® ¢(T* + 20°/*Tz8) — cos'® ¢(T° + 5727228 — -3—07/21:10) NI

32
(3.8)
donde
T= y2 - L0I2

De esto deducimos que la Figura 3.2 son realmente curvas que estan
parametrizadas por ¢. A su vez, O.P.P. también esta parametrizada por ¢.
Es decir P* es de la forma

z=Fly,6) =3 an(d)y" (3.9)

n=1

Para obtener P* simplemente aplicamos la simetria (1.29}, que en estas co-
ordenadas toma la forma (Ver fig. 3.2)

(-’L‘, Y, ¢'a 71) I (.‘II, ¥, _"¢'a _Tl)
Es decir P* esta dado por
. z=F(-y,—¢) (3.10)
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Observando que el sistema de ecuaciones (3.1) permanece invariante si
sustituimos r por —z, vemnos que P* se puede representar también por

z = ~F(y, ¢) (3.11)
Entonces de (3.10) y (3.11} llegamos al siguiente resultado:

LEMA 3.1. El coeficiente a,(¢) es una funcion impar de ¢ para n par, y
una funcién par de ph: para n impar.

El desarrollo hasta orden 10 en z,y de ‘;—’;}, viene dado por la expresion

d
-d-% = ~1 4 cos? T — cos* ¢T? + cos® ¢(20°/?2% + T3)
+ cos® ¢(~60°22%T') 4 cos™® ¢(15a%/225T? — 1a™/?2'7)

De aqui, de las ecuaciones (3.1) y la regla de la cadena, obtenemos:

dz  drdn _ cos® ¢
d¢ drpdp 2
+ cos® (5T + 10a>/225T))

yz3(1 — 2cos? ¢T + 3cos® ¢T? — cos® S[4T> + 20°/%2%)

(3.12)
Ahora de la ecuacion (3.9) tenemos que
dz J0F OFdy
—= = 3.13
6~ 36 " Bede (3.13)

haciendo los desarrollos correspondientes, sustituyendo el valor de = dado
por (3.9) e igualando coeficientes de y en (3.12) y (3.13), llegamos a que

ay(¢) =0;  ay(¢) =0;  ay(¢) =0

De donde a4, a,y, a3z son constantes. Para determinar su valor procedemos
como sigue:

Ya que az(¢) es una funcién impar, debe ser simétrica respecto al origen,
y por tanto a; = 0.

Igualando los coeficientes de y* en (3.12) y (3.13) vemnos que

af = -;- cos? gad(1 — Loa?) = %(1 + cos 2¢)a3(1 — Lya?). (3.14)
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Como a4(¢) es una funcion periédica de periodo 27, su desarrollo en serie
de Fourjer esta dado por

as(d) = agy + ia4. cos(id) + by, sen(i¢)

=1

De donde

o0

ay(@) = Y _ —iay sen(i¢) + iby, cos(ig) (3.15)

1=1
Al igualar (3.14) y (3.15) tenemos que el término independiente es cero.
1 .
Za}'(l - Lgdf) =0

De donde a; =06 a; = 71L=0 De hecho tenemos que

1
a) = \/L—O

Ya que este valor para a; puede ser obtenido directamente del sistema
3.1 al efectuar el desarrollo de j—i, resolver la ecuacion diferencial, y obtener
el coeficiente lineal. Esto anula fa posibilidad a;, = 0.

Entonces de la ecuacidn {3.14) a = 0, lo cual implica que a4 es constante
y por ser una funcién impar tenemos que a4 = 0.

Ahora igualando los coeficientes de y° en (3.12) y (3.13) tenemos que

ag = ——%i(l + cos 2¢). (3.16)
D
Desarrollando ag en serie de Fourier, derivando e igualando coeficientes
con {3.16), llegamos a que a3 = 0.
Procediendo en forma andloga con calculos cada vez mas tediosos, llega-
mos a que
5a°/2
as = -——7-/;, g = 0, ar = 0
32L,
a5/?

~————(15sen 2¢ + 9sen 4¢ + sen 6¢)
256132

115 <°
2048 17"

It

ag

g = a0 = 0.
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Del estudio del flujo sobre la variedad de colisién A, {Cap. II), sabemos
que existe una rama de Wj que escapa a infinito con valores de la variable
6 mayores que 0. Esta orbita tiene una infinidad de puntos en CH; con v
arbitrariamente grande. Aqui 8 es el inico punto critico del potencial U.

Recordemos que W} tiene dimensién 2 en E, y que el flujo es transversal
a CHy, entonces por la continuidad del flujo respecto a condiciones iniciales
tenemos que existen orbitas en W} que intersectan una infinidad de veces
C H, con r positivo pequeno, v grande y § > 6.

Sea (z;(t), (z2(t), Z1(t), z2(t)) una de estas orbitas, entonces existe ¢ tal
que (%) = 0.

En coordenadas de McGehee

T
T, = —=sen?b.

V2
Entonces utilizando (1.15) con (1.13) y (1.21) obtenemos

w W(B))

172

y=1=I3= \/i—(vsen9+

En ? = to, tenemos que § = ¥ y w = 0.
Por tanto

sen 6

¥(to) = z2(to) = '\%'ir(to)_uzv(to) >0,

entonces existe una sucesion creciente de tiempos ¢, para los cuales y(t,,) > 0.
Es decir para esta érbita podemos afirmar que lim,_y(t) > 0.
A partir de ésto podemos demotrar lo siguiente:

PROPOSICION 3.1. Existe una orbita » que sale de colision total y
escapa parabdlicamente a infinito, donde las particulas de masa a no chocan
entre si. '

DEMOSTRACION. Si el limite anterior es cero, esa es la orbita buscada.
Supongamos entonces que lim;_,o, ¥(¢) > 0, es decir la 6rbita anterior es una
érbita que sale de colisién total (pertenece a W§) y escapa hiperbolicamente
a infinito, donde las particulas de masa o no chocan entre si. Por otro lado
sabemos que dado h < 0 fijo, existe una unica 6rbita homotética contenida
en W, donde la coordenada 8 == #p es constante. Esta es una orbita eliptica
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de expulsion-colisién. Ahora nuevamente de la continuidad del flujo respecto
a condiciones iniciales, podemos afirmar que existe una drbita z en Wy que
escapa parabdlicamente al infinito, donde las particulas de masa o no chocan
entre si.

Sea B una esfera que contiene a N(z2). La interseccién de B con P’ es
el circulo e?, (Ver fig. 3.3) que determina sobre el hemisferio norte de B dos
regiones, H que corresponde a érbitas hiperbdlicas y £ que corresponde a
6rbitas elipticas. La interseccién de P* con B es el circulo e*.

Sea S = {(z,y,{,n)ly = 0}.

El flujo cerca de infinito es transversal a la superficie S. Por tanto pode-
mos definir el difeomorfismo

1 E—> S

obtenido siguiendo el flujo.

Ya que dimW} = 2, la proposicién anterior nos garantiza la existencia de
un arco § contenido en W§ N E. Veamos ahora el comportamiento de este
arco al seguirlo a través del flujo.

PROPOSICION 3.2. Sea 6 un arco contenido en Wg N E con un punto
final sobre el circulo e*. Entonces el arco 0 = i(8) espiralea alrededor de

OPP.

DEMOSTRACION De las ecuaciones de movimiento (3.1), regresando al
tiempo real t (recordemos el reescalamiento dt = 2£%d;) tenemos:

z = —-—%—xay
i 4 ob/? 4037 z4
v= ME—( 2 T (aftz* + 1)3’2) a _-2_(L° +04)
_ 1 _1 _ 2 v 4 )] — 1 _
cosztb[ 1 —2(cos? )T ~ (cos* $)T* + ---] = cosqu( 1 4+ O2)
(3.17)

Donde ¢ = Arctg(%) y ¢ es obtenida utilizando las ecuaciones (3.1) y la
expresién para R dada en (3.8). O, significa términos de orden nen z y y.
Hagamos ahora una nueva reparametrizacion del tiempo

3

x
dry = — ]
T2 2&1 dt (3 18)
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En este nuevo tiempo las ecuaciones (3.17) se escriben

dr
‘ff (3.19)
"—y" = -G.IL()I(]. + 04)
dT2
Teniendo en cuenta P* y P* definamos
=z — Fl(y,
s (v, 9) (3.20)
u=z+ F(y, ¢)
s =0y u=0 corresponden a P*y P* respectivamente. Haciendo uso de los
valores a; encontrados anteriormente tenemos que %g =y dd)(ag((b)) Ahora
mediante un calculo senciltlo liegamos a que %ﬁ; = ::f; -(8 cos® ¢ — 5cos? ¢).
0

Por tanto en coordenadas (s, u) tenemos:

ds dr OF dy OF d¢

= — - = s(1
i =3 Bydn  9ddn Ut 0
du d:r L OF dy  OF d¢

dry N 8'!1 dry * 0¢ dry - —u(l * 02)

(3.21)

Del sisterna (3.21) se deduce que

ds du
. drg S ar T U
lim =*—— =10 & lim an T 0.
. a—0 S u—0 —U
De este hecho llegamos a que dado ¢ > 0 pequeiio, para s y u suficiente-
mente pequefios se tienen las siguientes desigualdades.

(l—cls<§-—<(l+e)s
T2

du (3.22)
—(1 eu<—<—1—eu.

(+gus & <-(1-9
Dado el arco § C W§ N E, tomamos un segmento pequeio de este arco,
siempre con un punto final sobre el circulo e*. Sobre este subarco que seguiré
llamando 6, damos condiciones iniciales so, ug, suficientemente pequeiias,
(reduciendo el tamafio de la bola B si es necesario) de tal forma que se
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satisfagan las desigualdades (3.22). Ahora integrando estas desigualdades
obtenemos
306(1“5)1‘2 <s< 306(1+¢)72

uge~ 1™ <y < yge~(19Im

(3.23)

Sumando las ecuaciones dadas en (3.20), vemos que s + u = 2z, y de la
reparametrizacion del tiempo (3.18) tenemos

-3
dt = 201.’17'_3(11'2 = 201 (S _; u) dTg.

Integrando esta tltima expresion de 0 a 1y, donde 74 estd dado por €?™ =
2, y haciendo uso de las desigualdades (3.23) obtenemos

t = ]016a1(5+u)—3d7‘2
0

To .
> lﬁalj (.soe(l“)"r2 + uge-(l"‘m)'_ad‘rg.
0

Introduciendo la nueva variable 0 = 7 — 7, llegamos después de algunos
calculos a la siguiente expresion:

—3M—-p) -2 To
t 2 160130 2(1 )uD 2(1+0‘) ] e+3ca(ea + e_g)_gdd-
4]

2(14¢)

Observemos que €3° > 1, y que u, ° > 1 para up pequeno. Por tanto

y=21 o 3
t > 16ay(sp)” 2 "‘fo (e + €77 ) do,

donde sabemos que la integral converge a un numero fijo cuando 7y — oo0.
Tenemos entonces que ¢ — oo cuando s; — 0.
Sea t* = 1*(sp,up) el tiempo que representa estas condiciones iniciales
sobre é. Entonces la curva imagen esta representada por un tiempo t,, donde

t; = t* + t(sg, up) — oo cuando sy — 0.

De esto concluimos que la imagen de é bajo el flujo espiralea alrededor
de O.P.P., con lo que la proposicién 3.2 queda demostrada.
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Observemos que en coordenadas (x,y,&,n) la curva de velocidad cero
puede escribirse como

z.v.C. = {(Ia v.&n) € Exly =0, = 0} (3'24)

Sea ¢ como en la proposicidn anterior. Parametricemos ¢ por un parame-
tro ! € [0, 00) tal que o(!) tiende a O.P.P. cuando ! tiende a co. Entonces por
las propiedades de espiraleo descritas en (3.2) y ya que el flujo es transversal
a C H;, podemos asegurar la existencia de una sucesion creciente {/;};enufo}
tal que

oNzuve =Uenopo{ P} vy oNCH = Uien{Pria}
donde P; = o(l;).

Sean:

T; el segmento abierto de z.v.c. acotado por los puntos P y Pyj42.

T el segmento abierto de colisiones binarias acotado por P11 y Fajta.

D la region de S acotada por el arco {o{l): l, <1< L}, Ty O.P.P.

Dy, = L(D).

Donde L es la simetria definida en (1.29) Ver Fig. 3.4

En D U D, definimos una familia de conjuntos cerrados {Q;}, donde Q,
es el conjunto cerrado acotado por los arcos o; = {o(l) : [;_, <1 < L} y
o = L(o;).

Definamos:

See = {(r,v,0,w) € ELl8 = 8}
ty = min{t>0\¢(t,(q,p)) € So}
t. = maz{t <0|é(t,(q,p)) € Ss}

Donde ¢(t,(q,p)) representa el punto de la drbita que pasa por (¢, p) € E,
en el tiempo 0, evaluado al tiempo ¢. Ya que 0 C W}, aplicando la simetria
L tenemos que L(o) C WJ}; por tanto si (¢,p) € DU D, — L(o), entonces
la 6rbita por (g,p) debe cruzar Sq,. Analogamente se puede verificar que si
(g,p) € DU D; — o, entonces t_ existe. Notemos ademas que si {¢,p) €
int(();) para algin 7 € N, el arco

a = {$(t,(¢g,p))[t- <t <1y}
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cruza j + M veces CH;. Aqui M es una constante que depende del tamaio
de la vecindad B que contiene a N(z,), y esta relacionada con un ndmero
finito de colisiones binarias. Otra observacion que debemos puntualizar es
que los puntos de la interseccion ¢ N L(o) pertenecen a W N W3 y que
las 6rbitas por estos puntos no intersectan Ss . Hemos pues demostrado el
siguiente teorema.

TEOREMA 3.1 Para todo entero positivo n suficientemente grande, existe
una o6rbita de expulsion-colision tal que las particulas de masa 1 chocan
exactamente n-veces entre si, mientras las particulas de masa a permanecen
sin chocar.

3.2 Dinamica simbodlica para valores pequenos
del parametro.

E} objetivo de esta seccion es construir una funcion de Poincaré P sobre
una superficie 7, de tal forma que podamos garantizar la existencia de un
conjunto invariante I C 7, sobre el cual P es conjugada a un homeomorfismo
corrimiento &, (llamado comunmente shift) sobre el espacio de sucesiones
doblemente infinitas, definidas sobre el conjunto de simbolos de un alfabeto
infinito numerable A.

Con este proposito vamos a seguir P* a través de] flujo hasta intersec-
tar la superficie v = 0. La idea es colocarnos sobre el circulo e* C P* y
movernos a través del flujo hasta intersectar la superficie v = 0. Para las
condiciones iniciales, es decir para determinar el circulo e* sobre P* procede-
mos como sigue. Ya que sobre el plano ¢ — 7 hemos introducido coordenadas
polares (R, ¢), y como la coordenada ¢ toma valores en el intervalo [0,27],
dividimos este intervalo en 250 partes iguales. Para tomar el valor de la
coordenada y, ensayamos en la computadora con varios valores de y com-
prendidos entre 0.1 y 1.2 observando que empezando con un valor de y = 0.5
obtenemos practicamente los mismos resultados que empezando con un valor
méas pequefio, por tanto este es el valor que asighamos a la coordenada y.
De la ecuacién (3.9) calculamos R para cada valor de ¢, y a partir de esto
obtenemos las condiciones iniciales para las coordenadas £ y 7.

El paso siguiente es expresar estas condiciones iniciales en coordenadas
de McGehee, (r,v,8,w). Utilizando el flujo descrito por el sistema (1.23)
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continuamos el circulo e* hasta intersectar la superficie v = 0.

Para esto utilizamos una rutina RKF-78, con un tamaiio de paso maximo
de 102, un tamano de paso minimo de 10™° y una tolerancia para el error
de 107'%. En las figuras 3.5a y 3.5b, se muestra la interseccion de P* y P*
sobre la superficie v = 0, para varios valores del parametro a. Obsérvese
que como era de esperar las curvas de interseccion resultantes son simétricas
respecto a la curva de velocidad cera, esta simetria corresponde a la simetria

L introducida en (1.29). A partir de todo lo anterior llegamos al siguiente
resultado.

TEOREMA 3.2 Para casi todo valor del parametro a comprendido entre 0

y 0.6 las subvariedades invariantes P’ y P* se intersectan transversalmente
sobre la superficie v = 0.

Antes de demostrar que es posible introducir dinamica simbdlica en el
problema romboidal, y con ello caracterizar la existencia de ciertas orbitas
para el flujo normal, es necesario recordar algunos hechos basicos sobre estos

conceptos. (Las demostraciones y demas detalles sobre los mismos se pueden
encontrar en [Ref 14]).

Tomemos A = N, y llamémosle a 4 un alfabeto.
Sea X el conjunto de las stuicesiones doblemente infinitas de elementos de

A

X = {3 = ("' - 3“213—1330;811321"‘”8" € A}

Damos una topologia en X tomando como base de vecindades de un
elemento s* = (...s%,,sg;51,93,...) los conjuntos

U; = {s € X|{s, = s para |k|] < j}, 7=12,..
De esta forma podemos definir el homeomorfismo shift sobre X como

o: X =X
(G(8))k = Sk
Los elementos de X representaran soluciones que satisfacen ciertas propie-

dades en el problema romboidal. Ya que estamos interesados en representar
soluciones que escapan o vienen de infinito, debemos encajar X en un nuevo




conjunto X que admita elementos del siguiente tipo

a) s ={00,8k,...5_1; 50} 51, 82,-- )
b) s={(...,5.1,50; 81,8 00)
C) $ = (OO,Sk,...3_130;31,...,3)‘, OO)

donde kLA € Z, k<0, A >0
Una base de vecindades para el elemento

5% = (... 85,85 7y --1 5%, 00),
la constituyen los elementos de la forma
Uj={s€ X|sy=s;para —j < k< Xs_,>j}paraj=12,...

Similarmente se constituyen base de vecindades para las sucesiones de los
tipos a) y ¢). :

El shift & se extiende sobre X de manera natural. A este nuevo ho-
meomorfismo le seguiré llamando & para evitar complicaciones con la no-
tacién. Observemos que el nuevo & ya no esta definido sobre todo X; de
hecho su dominio es D(6) = {s € X|so # o0}, y su rango esta dado por
R(6) = {s € X|s_1 # o0}

Volviendo al problema romboidal, observemos de la proposicién 3.2 que
existe un arco § contenido en W5 N E con un punto final sobre e, tal que
la imagen de este arco bajo el flujo espirolea alrededor de P*. Aplicando
la simetria L definida en (1.29) podemos afirmar la existencia de un arco
6, = L(6) contenido en W4 N E con un punto final sobre ¢*, tal que la
imagen de este arco bajo el flujo en tiempo negativo, espiralea alrededor de
P

Sea ro un punto en la interseccidn transversal de P* con P* sobre la curva
de velocidad cero. Cerca de ry construimos un cuadrilitero R, dos de sus
lados consisten de partes de P* y P*, y los otros dos ladas § y é; son arcos
contenidos en Wi NE y en WiN E respectivamente. La observacion anterior
y el A-lema [Ref. 16] nos garantizan que siempre es posible tomar arcos con
estas caracteristicas tan préximas como queremos a P* y P? en la topologia
C'. Es decir no solamente podemos afirmar que é (resp. é,} y un segmento
de P* (resp. P*) estan préximos en la métrica euclideana, sino que ademas
sus direcciones tangentes también estan proximas. Ver Fig. 3.5.
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De la construccién de R tenemos que todo punto en el interior de este
cuadrildtero esta muy préximo de las subvariedades estables e inestables aso-
ciadas a los puntos de equilibrio A y B, que como vimos en el capitulo 1, estan
sobre la variedad de colisién total A. Es decir a partir de esta construccion
podemos afirmar que la érbita por todo punto de R, o es de expulsion, o es
de colision, o pasa muy cerca de colision total.

Nuevamente por la proposicién 3.2 podemos afirmar que la imagen de R
bajo el flujo ¢ espiralea alrededor de OPP. Entonces ¢(R) y R se intersectan
en un numero infinito de componentes. Estas componentes seran denotadas
por Uy, U,, Us, ... y las ordenamos de tal forma que Uiy, estd mas préxima
a OPP que Ux. En forma analoga denotamos por Vi, V;, V;,... a las com-
ponentes de ¢~ '(R) N R. (Ver Fig. 3.6). {Uy} y {Vi} forman familias de
tiras horizontales y verticales como las dadas en el teorema de Moser para el
problema de Sitnikov. [Ref 14 ].

Los conjuntos V; describen posiciones iniciales de aquellas orbitas que
entran en una vecindad del infinito y las particulas de masa 1 chocan exacta-
mente k+ M veces entre si, antes que la 6rbita cruce Sp,. M es una constante
fija que depende de la vecindad del infinito. (Recordar la demostracion del
teorema 3.1).

Sabemos del capitulo II que existe un unico valor a; de a € {0, 1] para el
cual hay conexion entre las subvariedades invariantes asociadas a los puntos
de equilibrio A y B sobre la variedad de colisién total A. En la figura 2.3
se muestra el comportamiento de tales subvariedades para distintos valores
de a. Entonces para 0 < a < a, recordando que dimW} = 2, tenemos que
las orbitas que pasan cerca de colisidn total se representan en el espacio de
configuracion como en la figura 3.7. Las dos posibihdades cualitativamente
diferentes a) 6 b) dependen de la rama de W} por la que la orbita deja una
vecindad de colisién total.

Después de lo expresado anteriormente estamos en posibilidad de carac-
terizar ciertas las orbitas de R que pasan cerca de colision total, donde el
valor del parametro a varia entre 0 y ¢;. Para esto procedemos como sigue.

Definamos ahora los siguientes simbolos (enteros)
Spe1 = (k+ M)+ 1, skpa=(k+M)+1+4+1+41.

El simbolo s}, representa posiciones iniciales en V;, para un segmento de
orbita que entra en la vecindad B del infinito, donde las particulas de masa
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1 chocan k + M veces entre si, después existe un choque entre las particulas
de masa a, y la érbita regresa a la vecindad del infinito.

El simbolo sx43 representa posiciones iniciales en Vi, para aquellos seg-
mentos de 6rbita que entran en la vecindad de infinito B, donde las particulas
de masa 1 chocan k + M veces entre si y enseguida las particulas de masa o
chocan una vez entre si enseguida las particulas de masa 1 vuelven a chocar
exactamente una vez entre si y antes que la érbita regrese a una vecindad
del infinito las particulas de masa « chocan una vez mas entre si .

Definamos los conjuntos

Sy = {se+1lk € N}, Sya = {3k+3lk € N}.

Para introducir dinamica simbélica tomamos como alfabeto a la unién de
los conjuntos anteriores. A este conjunto le seguiré llamando A4, y con este
alfabeto construimos X.

A = S+1 U S+3.

De esta forma vemos que existe un conjunto de orbitas a las que podemos
asociarle una sucesion de enteros. Este es uno de los principales resultados
del capitulo.

TEOREMA 3.3 Para 0 < a < ¢;, toda sucesion s en X corresponde a una
solucién del problema romboidal.

DEMOSTRACION Para demostrar este resultado es suficiente observar que
nuestro sistema satisface las hipStesis del teorema de Moser en la forma
establecida por Devaney [Ref. 5.
Sean:
= {(r,v,0,w) € EzJv =0}
Vy = {(r,v,0,w) € v’ = 0}.

El flujo es transversal a 7 excepto en los puntos de V. De (1.23) obtene-

mos que sobre 7
d’r  rsen20 |,

st~ 2 fwie)

Entonces tenemos que la curva V; divide a la superficie = en 2 regiones,
una interior (V5 < 0) que llamaremos M3, y que corresponde a maximos
de r a lo largo de érbitas y la otra exterior (V;) que Hamaremos Me y que

(3.25)
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corresponde a minimos de r. Ya que para las érbitas del cuadrilitero R se
tiene que la coordenada r o es cero o es muy pequena, podemos suponer
(reduciendo la vecindad del infinito si es necesario) que el cuadrilitero R
esta contenido en Me.

Dado un punto (g, p) € Ej, definamos

ty(g,p) = min{t > 0j¢(ty, (¢,p)) € R}
tZ(Qa p) = ma.x{t < 0'¢(t2’ (q's p)) € R}

Si (g,p) € Ry t; y t; existen, definamos dos funciones

f(g,p) = o(t1,(q,p))
a(q.p) = ¢(t2, (¢, p)).

Las funciones f y g son difeomorfismos ya que son obtenidas siguiendo el
flujo. Entonces la funcién de Poincare P definida sobre R esta dada por

P=glof.

Tomando coordenadas locales, en virtud del teorema del flujo tubular
podemos suponer R = [0,1] x [0,1]. {Ver Fig. 3.6).

Entonces por construccion de las familias {U;} y {Vi} sabemos que ellas
son familias disjuntas y que satisfacen

PV,)=U

Ademas dado un punto p contenido en la familia {V;}, definamos los
siguientes sectores de haces

= {(ao, bo) € T,R?||bo| < |ao|}
S; = {(ao, bo) € T,R?|jbo| > |ao|}

Entonces aplicando una vez mas el A-lema [Ref. 16] a la funciéon P,
obtenemos que la diferencial dP de P contrae vectores en S; mientras que
dP~! contrae vectores en S .

Aplicando el teorema de Moser obtenemos que existe I subconjunto de
R, sobre el que P es topolégicamente conjugada al homeomorfismo shift &,
definido sobre X. Es decir existe un homeomorfismo k : I — X tal que
ho P =& oh. Esto demuestra el teorema 3.3.
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En el libro de Moser [Ref. 15], se demuestra en general que si un di-
feomorfismo P posee un punto homoclinico ry, entonces en toda vecindad
de este punto, P tiene como subsistema al automorfismo & definido sobre el
espacio de las sucesiones sobre N. Algunas consecuencias del teorema 3.3

S0I11:

1. Existe un conjunto infinito de drbitas periddicas. Para checar esto es
suficiente observar que & tiene un nimero infinito de érbitas periodicas,
lo cual es inmediato, pues toda sucesion s € X formada por un mismo
bloque de elementos de A, que se repite a la derecha y a la izquierda
del bloque original constituye una érbita periédica. En particular en
el problema romboidal para 0 < a < @, tenemos 6rbitas periddicas de
los siguientes tipos:

Dados cualesquier k nimeros naturales suficientemente grandes n;, n,,
., N existen

e Orbitas donde las particulas de masa 1 chocan exactamente n,
veces entre si, después las particulas de masa o chocan una vez
entre si, enseguida las particulas de masa 1 chocan n, veces entre
si, ahora las particulas de masa 1 chocan una vez entre si, etc.
Después que las particulas de masa 1 chocan n; veces entre si,
existe un choque entre particulas de masa 1, y el comportamiento
anterior se repite.

e Orbitas periédicas donde entre cada n; y n 4, choques entre par-
ticulas de masa 1, existe un choque entre particulas de masa a,
después un choque entre particulas de masa 1, y enseguida las
particulas de masa o vuelven a chocar.

e Orbitas peridédicas que son combinacién de las dos anteriores.

2. Existen érbitas de escape, (aquellas donde las particulas de masa a es-
capan a infinito en tiempo positivo) érbitas de captura (aquellas donde
las particulas de masa o escapan a infinito en tiempo negativo) y érbitas
de escape-captura. Estas son representadas simbolicamente por suce-
siones de la forma:
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(...,...,...’ S_1,50; 81, "',SA,CD)
(OO,S_}C,“‘, S_1, 805 81, "'}"'v"')
(OO,S_k,"‘, S_1, 505 S1, ‘-',"',OO).

Para valores de o comprendidos en el intervalo {a, 0.6}, sélo es posi-
ble garantizar la existencia de drbitas periodicas del primer tipo. La
dificultad en este caso estriba en que existen puntos en el cuadrilatero
R tales que al tomar sus drbitas por el flujo, se tiene que éstas drbitas
escapan a lo largo de la direccion 8 = 0.

3.3 Dinamica simbdlica para a cercano a uno.

Para o = 1, aparte de la simetria L obtenida del hecho que el flujo es
reversible, existe otra simetria L, que consiste en una refleccion del flujo
a través de la direccién § = Z, la cual en coordenadas de McGehee (r, v, §,w)
viene dada por:

Ly:(r,v,0,w,7) > (r,uo,7/2 — 6, —w, 7).

A partir de L y L; obtenemos una nueva simetria L3 que es la composicion
de ambas

Ly=L,oL:(r,v,80,0,7)—(r,—v,n/2~-0,w,—T).

Esta simetria nos permitira relacionar los escapes a infinito (para a = 1), en
las dos direcciones posibles § =0y 6 = 7 /2.
Para hacer esto procedemos como sigue:

Primeramente observemos que el mismo estudio que se hizo al inicio de
este capitulo para estudiar los escapes a infinito en la direccién z,(0 = 7/2),
puede hacerse para estudiar los escapes a infinito en la direccién z,, (8 = 0),
de hecho para o = 1 las ecuaciones resutltan ser exactamente las mismas
con los correspondientes cambios de direccién. Por tanto se tiene una orbita
periédica parabdlica en oo con una estructura hiperbélica para la direccion ,
# = 0 que le llamaremos OPF,. Denotemos por P;(“) a la variedad estable
(inestable) de 6rbitas parabdlicas asociadas a OP F.
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Para evitar posibles confusiones, renombremos a las subvariedades estable
(s) e inestable (u) de érbitas parabdlicas asociadas a la érbita periddica en
infinito para la direccién 8 = 7/2, como

Py,

/2

Aplicando la simetria L3 a estas subvariedades invariantes obtenemos:
Ly(F,)5) = Fo Ly(Prpp) = Fy'.

Por tanto P}, intersecta transversalmente a Fy sobre la seccion v = 0,
si la interseccién de P, con la seccién v = 0 intersecta la direccion § =
7/4 en un angulo que no sea multiplo de 7 /2. Observemos que si Fg,, y
P} se intersectan transversalmente sobre la seccion v = (0, entonces debido
a que el flujo es reversible (simetria L), P},, y Fj también se intersectan
transversalmente sobre la linea § = /4.

Desgraciadamente no se pudo obtener una demostracion analitica de este
hecho. Basados en los mismos resultados numéricos descritos anteriormente
sobre la interseccién de Py, con la seccion v = 0, se verifica que efectivamente
para o = 1, el dngulo que forman P}, N {v = 0} con la direcadn § = /4
no es miltiplo de /2. Ver Figura 3.8. De esto y de la continuidad del flujo
respecto al parametro a, obtenemos el siguiente resultado.

PROPOSICION 3.3. Para valores del parametro a proximos a uno, Fg),
y P} se intersectan transversalmente sobre la seccién v = 0. Lo mismo ocurre

con Pl y Fy'.

En lo que resta de este capitulo supondremos que el valor del parametro
o estd préximo a 1. Procediendo en forma analoga a como estudiamos los
escapes a lo largo de la direccidn 6 = 7 /2, en la primera parte de este capitulo,
es posible mostrar la existencia de un arco & contenido en Wx N Ep con un
punto final sobre P¢, donde Eq representa el conjunto de érbitas elipticas en
la direccién 6 = 0. Al conjunto de orbitas elipticas en la direccién 8 = 7/2
lo denotaremos E, . ‘ :

Sea r; un punto en la interseccién transversal de F§ con Py, (sobre la
seccion v = 0). Cerca de r; construimos un cuadrilitero R,, dos de sus
lados consisten de partes de Py y Py, y los otros dos lados 6, y 62 son arcos
contenidos en WEN E, 3 y en W4 N Eq respectivamente. Entonces todo punto
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en el interior de R representa una 6rbita que 6 pasa muy cerca de colision
total, 6 es de expulsion, 6 es de colision.

Por la proposicién 3.2 podemos afirmar que la imagen de R bajo el flujo
¢ en tiempo positivo espiralea alrededor de OPF; y en tiempo negativo
espiralea alrededor de OP P, ;. Es decir la imagen de R por el flujo espiralea
tanto alrededor de la orbita periédica parabdlica en infinito que se encuentra
en la direccién # = 0, (t positivo) como la que se encuentra en la direcciéon
6 = n/2. (OPPrp), t negativo). Entonces ¢(R) y R se intersectan en
un nimero infinito de componentes. Como antes estas componentes seran
denotadas por U, U,;,Us,... vy las ordenamos de tal forma que Upy, esta
mas proxima a OPF, que Up. Vi, V3, V3... denotaran las componentes de
¢~ (R) N R.

Sea 7, la orbita por ry, esta es una orbita que viene de infinito en la
direccion & = 7/2 con las particulas de masa 1 chocando entre si, y las
particulas de masa o permaneciendo sin chocar, después, cuando v, pasa
cerca de colisién total hay un choque entre particulas de masa a, seguido
de otro choque entre particulas de masa 1, finalmente la o6rbita escapa a
infinito en la direccién 6 = 0, con las particulas de masa a chocando entre
si, y las particulas de masa 1 permaneciendo sin chocar (ver Figura 3.9).
Esta deduccidn se sigue del comportamiento de las subvariedades invariantes
asociadas a los puntos de equilibrio A y B sobre la variedad de colisién total
cuando el valor del parametro « esta proximo a 1.

Por tanto la orbita por un punto del cuadrilitero R, que no sea una
orbita de expulsién ni de colision deja una vecindad de infinito en la direccion
7 /2, las particulas de masa 1 chocan s, veces entre si después pasa cerca de
colision total un choque entre particulas de masa a, seguido de un choque
entre particulas de masa 1, ahora la drbita entra en una vecindad de infinito
en la direccion § = 0 con £, choques entre las particulas de masa o y regresa
a una vecindad de colision total con un choque entre particulas de masa a,
para volver a entrar a una vecindad de infinito en la direccion 8 = 7/2, etc.

En base a esto definimos los siguientes simbolos:

El simbolo 8, 4¢,+&, Tepresenta un pedazo de trayectoria que deja una
vecindad de infinito en la direccién 8 = 7/2, con k; + M; choques entre las
particulas de masa 1, después hay un choque entre las particulas de masa
a seguido de un choque dentro las particulas de masa 1, entonces ocurren
t1 + M; choques entre las pa,ﬁfmlas de masa « seguido de un choque entre
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las particulas de masa 1 y otro entre las particulas de masa a para finalmente
regresar a la vecindad de infinito en la direccion #/2 con k; + M; choques
entre las particulas de masa 1.

El simbolo 8j, 40 representa un pedazo de trayectoria donde después de
ki+ M, choques entre las particulas de masa 1, hay un choque entre particulas
de masa a seguido de un choque entre las particulas de masa 1, entonces
la 6rbita escapa a oo en la direccién 8 = 0, con las particulas de masa «
chocando entre si.

El simbolo g, +1,+0 Tepresenta un pedazo de trayectoria donde hay &; +
M, choques entre particulas de masa 1, un choque entre particulas de masa
a, un choque entre particulas de masa 1, {; + M choques entre las particulas
de masa «, para que finalmente después de un choque entre las particulas de
masa 1 y un choque entre las particulas de masa o, Ja orbita escapa a co en
la direccién 0 = /2, con las particulas de masa 1 chocando entre si.

Las constantes M, y M, dependen de las vecindades de infinito en las
direcciones § = 7/2 y # = 0 respectivamente, y representan un nimero finito
de colisiones binarias entre particulas de masa 1 { constante M;), y entre
particulas de masa o constante M,).

En este caso el alfabeto A lo constituye el conjunto

A= {3k1+t1+h|k11t13 k2 € N}

Sea X el conjunto de sucesiones doblemente infinitas de elementos de A.
Queremos encajar X en un nuevo conjunto X que admita elementos del
siguiente tipo

8 = (3(k1+00)3'5-—k)"'1 3_1,30;8], ...,...’...)
= (.-.,...’.-., 3.1, So; 31, ...,sl’skz_*_w)
$ = (3—k1+0018“k1'”3 S_1, So0; 81, "'18113h+oo)
= (5(k1+h+oo)73—k1"'1 $_1, 305 81, "'v"'&"')
= (coryrrrymey 5_1,80,81, "8 Sky4ty4o0)
= (s—h 400y S—ks "y S—-1480:51, "7, 3¢, 3b3+t2+oo)
s = (s—kl-l-oos S_ky "% $_.1,80:5%1, "' ,380 'Skg+tg+oo)
s = (8-h+11+om3—k1 rer, 8.1, 30; 51, ©T 8¢, 3k2+oo)
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Donde s; € A.

Constriumos una base de vecindades para estos elementos en forma analoga
a como lo hicimos en la primera parte de este capitulo. De la misma forma
también extendemos de homeomorfismo shift sobre X.

El dominio de & es el conjunto D(¢) = {s € X |30 # Sky 400, Skyttztoo} ¥ SU
rango esta dado por el conjunto R(6) = {s € X18_1 % 8- (k1400 5— (kl+t1+m}

Después de estas consideraciones estamos en posibilidades de enunciar el
siguiente resultado:

TEOREMA 3.4 Para valores del parametro a cercanos a 1, existe I subcon-
junto del cuadrilitero R; sobre el que la funcion de Pomca.re definida sobre
R, es conjugada al homeomorfismo shift &, definido sobre X.

La demostracion de esta afirmacién consiste en aplicar el teorema de
Moser [Ref. ], en forma analoga a como lo hicimos en el teorema 3.3.

Observemos que para valores del pardmetro o proximo a 1, este dltimo
resultado nos garantiza, la existencia de drbitas que pasan cerca de infinito
en las dos direcciones posibles, 8 = 0 y § = =x/2. De hecho dentro de
este conjunto tenemos un subconjunto infinito de dorbitas periédicas, (las
formadas por un mismo blogue de elementos de A, que se repite a lo largo
de la sucesién en X). El teorema también asegura la existencia de érbitas de
escape 0 captura en ambas direcciones.

Finalmente para terminar este capitulo observemos que la informacion
que obtendriamos al aplicar Dinamica Simbdlica sobre la iterseccion trans-
versal de Py con P, es la misma que obtenemos al aplicar la simetria L
a las orbitas dadas por el teorema 3.4. Es decir, la existencia de ciertas
orbitas a las que podemos asociarle una sucesién de enteros por el hecho
que Py intersecte transversalmente a Fy,,, esta garantizada cuando aplica-
mos la reversibilidad del sistema a las érbitas dadas por el teorema 3.4. Asi
por ejemplo, una 6rbita de captura en la direcaén # = 7 /2 corresponde, al
aplicar la simetria L a una drbita de escape en la direccién 8 = 7 /2.
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Capitulo 4

Flujo sobre las superficies Ej,
con h>90

Introduccion

En el capitulo 1, sefialamos que para & > 0, la energia cinética predomina
en la ecuacidn de la energia, (1.5) haciendo mas facil el escape de particulas.
Con una inversion de la coordenada radial vemos que estos escapes pueden
tratarse en forma analoga a como estudiamos las colisiones totales (Cap. 2).
Es decir afiadimos una variedad frontera a cada superficie de energia E,,
llamada la variedad al infinito. De esta forma en el caso h = 0, damos una
descripcion completa del flujo global para todo valor del parametro a. En el
caso h > 0, describimos el flujo sobre la variedad frontera, y en una vecindad
de ésta, mostrando que la dindamica en los casos h = 0 y h > 0 es totalmente
diferente. De hecho la transformacién de coordenadas requerida es también
ligeramente diferente (véase [Ref. 7)).

4.1 Caso h=0

En (1.9) definimos el momento de inercia como r* = ¢ Mgq. Ya que ahora
estamos interesados en los escapes, haremos una explosion en el infinito. Para

esto, sea
p=1"= (Mg
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Las variables v, 0, w, W(#) se definen en la misma forma que (1.10)-(1.14)-
(1-21), haciendo la sustitucion de r por p~'. Las singularidades debidas a
colisiones binarias también son regularizadas en la forma comeo lo hicimos en
el capitulo 1.

En estas coordenadas la ecuacion de la energia esta dada por

2
w , sen 26
== —— . 4-1
sen 260 v 4W (6) (4.1)
Haciendo un reescalamiento de tiempo de la forma
dt ~a32_sen2d
T = = (4.2)
ds 2,/W(6)
Las ecuaciones de movimiento (1.3) se escriben como:
, » sen 20
pr=—pr—=——=
2,/W(6)
, sen 26v? = wt
v = VW) (1 B 4W(8) ) =vWio) (sen 29) (4.3)
¢ =w
v? sen 29) lvwsen20 W(6)
w=cos20 ({1l - ———r—| — -——=—— + sen 20 — w?).
( 2W(8) 4 fw(s) ZW(G)( )
Definimos a la variedad del infinito Ny como:
sen? 20
No = {(p, v,0,w)|p =0, w?+v? W) = sen 20} (4.4)

Observemos que en este caso (A = 0), Np tiene exactamente la misma
forma que la variedad de colisién total A definida en (1.24). Ademas el flujo
sobre Ny es el mismo que sobre A, por lo que tiene los mismos puntos de
equilibrio y las mismas propiedades estudiadas en el capitulo 2.

Otra observacion importante es que la relacién de epergia (4.1) no de-
pende de p. Por tanto conociendo e} flujo sobre Ny, conocemos el flujo sobre
Eq U Ng, ya que p es obtenido resolviendo la primera ecuacién en (4.3). En
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otras palabras las trayectorias sobre K, son obtenidas levantando las trayec-
torias sobre Ny en la direccién radial. Cuando esto sucede se dice que el flujo
es proyectable sobre No.

En el capitulo 1, seccion 7 estudiamos las 6rbitas homotéticas. Vimos
que la ecuacidn de éstas drbitas sobre el plano r ~ v (que es invariante por
el flujo sobre los puntos de equilibrio) esta dada por: (Ver fig. 1.5)

v2

'2— =rh + U(GO) (45)

Donde como siempre 6 es el inico punto critico del potencial U. Entonces
para h = 0 tenemos que

v? = 2U (f,). (4.6)

Es decir la drbita homotética conecta A con Ny y es la tinica solucién
en E, tal que su proyeccion sobre Ny 6 A es un punto. Ademais esta 6rbita

escapa a (viene de) co con velocidad radial constante [v| = 1/2U(8s).

Observando el flujo sobre A (Ver fig. 2.3), podemos afirmar que el escape
asint6tico a oo solo se puede dar en la direccién de la orbita homotética
(configuracién central), o por las direcciones § =06 § = /2.

Finalmente usaremos el hecho de que el flujo es proyectable para mostrar
la existencia de cierto tipo de drbitas en el flujo global.

Sobre la variedad N; o sobre A definamos las siguientes regiones, para un
valor de a comprendido entre o, y 1.

Region I: Region abierta comprendida entre wyt y wgt

Regién II: Regidn abjerta comprendida entre Wt y W'~

Region 111:Region abierta cornprendida entre W'~ y Wg™

Region IV: Regién abierta comprendida entre Wg™ y W™

Donde a; es el tnico valor de o € [0, 1] para el cual existe conexién sobre
las subvariedades invariantes de los puntos de equilibrio. Ver Fig. 4.1.

Observemos que como una consecuencia del Teorema 2.1, para a = o la
region Il es vacia.

Para valores de a comprendidos entre 0 y a; las regiones correspondientes
sobre Ny 6 A son definidas como:

Region I: Regién abierta comprendida entre W3 y W~
Region II: Regién abierta comprendida entre W™ y Wg™
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Regién I11:Region abierta comprendida entre Wg* y Wg™~
Regién IV: Region abierta comprendida entre W~ y Wit

TEOREMA 4.1 Para cada valor de a comprendido en los tres casos si-
guientes:
i) oy < aXl
1) o = o
i) 0 < a<o,
Las regiones I, II, IIl y IV dan lugar a soluciones en Ep, que se comportan

cualitativamente diferentes unas de otras. La proyeccidn de estas soluciones
sobre el espacio de configuracién son mostradas en las figuras 4.2, 4.3 y 4.4.

DEMOSTRACION Se sigue directamente del comportamiento sobre A (y
por tanto sobre Ny) de las subvariedades invariantes asociadas a los puntos
de equilibrio, y al hecho que el flujo es proyectable.

Las figuras 4.2, 4.3 y 4.4, representan orbitas en el espacio de configu-
racién cuya proyeccion sobre A o Ny esta en las regiones I, II, 111 6 IV, para
valores de a comprendidos en los tres casos dados en el teorema 4.1.

Las figuras 4.5, 4.6 y 4.7 representan el comportamiento de las orbitas,
(en el espacio de configuracién) cuya proyeccion sobre A o N; coincide con

las subvariedades invariantes de los puntos de equilibrio.
Ya que toda 6rbita en Ey se proyecta sobre alguna de las regiones dadas en

el teorema 4.1, sobre los puntos de equilibrio, 6 sobre las subvariedades inva-
riantes asociadas a estos puntos, podemos dar una caracterizacién completa
del flujo global para todo valor de « € (0, 1].

TEOREMA 4.2.

1. Para a € (), 1] existen exactamente nueve tipos de 6rbitas cualitati-
vamente diferentes. La drbita homotética, y aquellas que en el espacio
de configuracion se representan en las figuras 4.2 y 4.5.

2. Para a = o, existen exactamente siete tipos de Srbitas cualitativa-
mente diferentes. La 6rbita homotética y aquellas que en el espacio de
configuracién se representan en las figuras 4.3 y 4.6.

3. Para 0 < a < o, existen exactamente nueve tipos de drbitas cualitati-
vamente diferentes. La drbita homotética y aquellas que en el espacio
de configuracién se representan en las figuras 4.4 y 4.7.
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COROLARIO 4.1. Para cada valor de o se tiene que en toda orbita del
flujo global en Ey excepto en la érbita homotética, las particulas de masa 1
y las particulas de masa a chocan al menos una vez entre si .

4.2 Caso h>0

Si procedemos de la misma manera que en la seccion anterior, llegamos a que
la ecuacién de la energia tiene la forma:

w? | _ sen 20 { , 2h
= —_ v - —
sen 20 - 4W(0) p

la cual tiene una singularidad para p = 0; por lo tanto tendremos que modi-
ficar aquellos cambios de coordenadas.
Con este propdsito hagamos:

2= (4.7)
v =< p,8>
i=M'p —<Ps>s
Haciendo una parametrizacion del tiempo en la forma
dt 1
-_—= - 4.8
a5 (4.8)
Las ecuaciones de movimiento (1.3) se escriben como:
pl=—pd
o = 4'Mi — pU
= LM Ul (4.9)
=1
i = —vi + (@' Mi)s + p[M " grad(s) + U(s)s].

Donde ’ denota -}T. Al igual que hicimos en el cap. 1, reemplazamos (s, 1)

por la coordenada polar usual 8, y por la componente de la velocidad en la
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direccién 6 que denotaremos por u. Para esto sean:

o= M2 cos @
= sen @

v = aM-12 (— sen@)

cos @

En estas coordenadas el sistema (4.9) se escribe:

p = ‘;PU
;,_:: —U(e) (4.10)
i = —di + pU(8)
La relacion de la energia tiene la forma:
%(112 + %) — pU(8) = h. | (4.11)

Estudiaremos primeramente que sucede cuando hay escape total, es decir
cuando las cuatro particulas escapan a co. En este caso no es necesario
regularizar las singularidades debidas a colisiones binarias, asi que podemos
trabajar directamente con el sisterna (4.10).

Si hacemos p = 0 en la ecuacion de energia (4.11), obtenemos

i? 4+ 9° = 2h. (4.12)

Lo cual significa que en escape total, la norma de la velocidad del sistema
tiende a un valor constante v/2h. (recordemos que ¥ y U son las componentes
radial y tangencial de la velocidad del sistema).

Este valor constante es llamado la velocidad hiperbdlica en el infinito. La
variedad del infinito N, se define como el conjunto:

Ni = {(p,9,0,) € Ey|p =0,i* + 9* = 2h}. (4.13)

Ya que para cada 8 € (0,7/2), 4® + 9 = 2k es un circulo, tenemos que
topolégicamente N, representa un cilindro sin tapas.

N y la variedad de colisién total A aparecen como componentes de la
frontera de la superficie de energia Ej;, sin embargo, el flujo ya no es proyec-
table sobre N; ni sobre A.
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Los puntos de equilibrio del flujo dado por (4.10), estan dados por:

p=0,4=0,9°=2h,0 € (0,7/2) arbitrario.

Observemos que el conjunto de estos puntos de equilibrio que denotare-
mos por S;; forman una subvariedad (con dos componentes conexas) de N,
de dimensidén igual a la mitad de dimension de N,. Este es un caso particu-
lar del resultado obtenido por Lacomba-Simo [Ref. 7]. Antes de continuar
recordemos la siguiente definicion.

DEFINICION Sea ¢, un flujo suave sobre una variedad M. Supongamos
que N es una subvariedad de M que consiste enteramente de puntos de
equilibrio para el flujo. Decimos que N es normalmente hiperbdlica si el
haz tangente de M sobre N se descompone en 3 subhaces TN, E* y E*
invariantes bajo d¢, y que satisfacen

1. d¢ contrae E° exponencialmente.
2. d¢, expande £ exponencialmente.

3. TN es el haz tangente de N.

Sean S; y 5; las componentes conexas de S, que corresponden a v = V2h
y v = —v/2h respectivamente. Aplicando el resultado de Lacomba [Ref. 9],
podemos afirmar que el flujo sobre £, U N, definido por el sistema (4.10) tiene
a 57 como un atractor normalmente hiperbélico y a S; como un repulsor
normalmente hiperbolico. (Ver fig. 4.8)

Del sistema (4.10) se verifica facilmente que el flujo sobre N, es casi-
gradiente respecto a v. Entonces sobre N; todas las orbitas nacen en 5 y
mueven en S}, interrumpiéndose en 6 =0 y en 8§ = 7/2.

Ya que para toda aproximacion asintotica a Nj tiene lugar en puntos de
equilibrio, de las observaciones anteriores llegamos al siguiente resultado.

PROPOSICION 4.1. El escape total a infinito puede hacerse en cual-
quier direccién, la vinica limitante es que llegue a (salga de) infinito con una
velocidad fija hiperbdlica.

Para analizar los casos en que dos particulas escapan a infinito y las dos
restantes permanecen acotadas, es necesario regularizar las singularidades
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debidas a colisiones binarias. Para esto hagamos:

2W(0) = U(8)sen 26
sen 20 | (4.14)

YW

La relaciéon de energia (4.11) toma la forma:

52 2 2
, . U'sen®20 sen” 20
o =h : 4.1
w” + A0 psen 20 W (0) (4.15)
Haciendo una nueva reparametrizaciéon del tiempo
dr sen 26
— = , (4.16)
ds 9. /W(6)
las ecuaciones de movimiento (4.10) se escriben como:

dp _ —pisen2d

ds  2,/w(6)

dv sen 20

— = ——==—(2h — ¥*) + p\/W(8)

ds 2. /W(8) (

@ _ (4.17)

ds

dw  sendl sen 20

= 2h — ) 4 pcos 28 — Pw——=—=—
ds 4W(0)( =% 2,/W(#)
w(8
+ ) (psen 20 — 2u?).

4W(0)
En este caso la variedad del infinito N, esta definida por

290 sen? 26
< d(0.5.0 Y DI Fociica g 4.18
N, {(p,v, yw) € Eplp=0,0w" + 0 W (0) 2h4W(0) (4.18)

Ahora, para cada 8 € (0,7/2), w2+vzﬁ,’(%f = 2h;"—-ﬁ,——z‘(:: es una elipse. Para

0 =068 =n/2,la elipse degenera en una recta. Entonces topolégicamente
N, representa una esfera S%. (Ver Fig. 4.9).
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Observemos que la velocidad radial © aln permanece acotada por la
misma constante, es decir |5| < V2h.

Del sistema (4.17) obtenemos que los puntos de equilibrio o puntos criticos
estan dados por la unién de los siguientes tres conjuntos:

Si = {(p, 0,0, w) € Ex|p = 0, w = 0, ©* = 2k, 6 € [0,7/2] arbitrario},
So = {(p,0,0,w) € Exlp=0,w=10,0=0, 0 € [-V2h, V2h] arbitrario},
Sxrz = {(p,0,0,w) € Exlp=0,w=0,0=n/2, € [-V2h, V2h] arbitrario}.
Comparando con 4.13, vemos que en este caso aparecen muchos nue-
vos puntos de equilibrio, y que la unién de todos ellos forman un conjunto
conexo y cerrado que llamaremos P.C., es decir P.C. = S, U S5, U 5,7 es
topolégicamente un S'. (Ver Fig. 4.9).

La matriz A de la parte lineal del sistema 4.17, en el punto (0, vo, 8, 0),
con 8 € (0,7/2) esta dada por

sen 20
” R
sen 25
W(go) —-mvo 0
0
0

S
it

0
0
1

_ _8en2d
2/W(6o) ° )

0 0
\ K] Kg

Donde K,; y K, son funciones analiticas de 6.

Ya que p puede ser obtenido de la relacién de energia (4.15), calculamos
el polinomio caracteristico a la matriz que resulta de omitir el primer renglén
y la primera columna de /i, este tiene la forma:

A (/\ + sen 280‘!)(,_) (A + sen 2601]0 ) -0 (419)
v W{(bo) 2,/ W {(6)
En forma analoga calculamos los polinomios caracteristicos para la parte

lineal del sistema (4.17) en los puntos de la forma (0, vo, 0,0} ¥ (0, vo, /2, 0).
Estos tienen la forma:

AA? = Fa)(2h - 3)] =0 (4.20)

Donde F(a) = g5 y a =06 a = n/2.
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En (4.19) y (4.20) el valor propio A = 0 corresponde a la direccion sobre
P.C.

Si vo # +V2h entonces F(a)(2h —v3) = T2 >0, (a=06a = 7/2) y
el polinomio caracteristico dado por (4.20) tiene una raiz positiva 7, y otra
negativa —715.

Denotemos por:

St={(p,0,0,w) € Eplp=0,w=0,06= V2h, 8 € (0,7/2) arbitrario},
Sy ={(p,0,0,w) € E4lp=0,w=0,0v= —V2h, 8 € (0, 7/2) arbitrario}
S ={(p,0,0,w) € Exlp=10,% ¢ (=V2h, V2h) arbitrario },
Sg/z = {(p,0,0,w) € EhiP =0, w=0,0=n/2,0€ (-“\/2_}1, \/2_h) arbitrario}.

De todo lo anterior, llegamos al siguiente resultado.

TEOREMA 4.3. El conjunto de puntos criticos sobre N, se descompone
en cuatro subvariedades normalmente hiperbélicas, S} que es un atractor
normalmente hiperbédlico,S; que es un repulsor normalmente hiperbélico y
S8 ¥ Ssj; que son sillas normalmente hiperbélicas. Sobre los cuatro puntos
criticos (v = %2k, 8 = 0068 = 7/2,p = 0,w = D) que conectan estas
subvariedades, el flujo es totalmente degenerado.

A partir de este teorema podemos concluir que el escape a (llegada de)
el infinito sigue siendo posible en cualquier direccién. Sobre las direcciones
# =0, 6 8 = /2 no tenemos ninguna limitante sobre la velocidad radial v.
En cualquier otra direccion (8 € (0, 7/2)), la velocidad hiperbdlica en infinito
satisface |5 = v2h.

Para completar la descripcién del flujo en una vecindad de N,, analizamos
primeramente la proyeccion del fiujo en N;, sobre el plano v — 8. Haciendo
uso de (4.15) y (4.17) con p = 0 obtenemos:

dv 2 JW() |,

ds ~ sen2f v (4.21)
b _
ds

La primera de estas ecuaciones nos dice que el flujo sobre Nj, después
de regularizar las colisiones binarias sigue siendo casi gradiente respecto a la
coordenada v. » :
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Ahora de {4.21) y (4.14) vemos que
% = +v2h ~ 2. (4.22)

El signo +(—) corresponde a la drbita sobre Ny con w > 0 (w < 0).
Integrando la tltima ecuacién a partir del punto v = —v2h, § = 6, €
(0, 7/2) tenemos

v v ¢
+ Arc sen —\7—2_; N le,'
Lo cual implica que
v = —v/2h cos(8 — 8;) (4.23)

Fijemos ahora un punto de equilibrio en S, /3, es decir un punto de equi-
libriodelaformap=0,w=0,0=7/2,v€ [~V/2h, v/2h) fijo. Supongamos
que el flujo global tiene lugar en el exterior de N,. Entonces de las ecuacio-
nes de movimiento (4.17) tenemos que las érbitas que llegan a este punto lo
hacen con la coordenada 6 decreciendo, es decir % = w < 0, de lo que dedu-
cimos que para esta orbita, la coordenada w tiende a cero por la izquierda,
mientras que por la misma razén las érbitas que salen de este punto lo hacen
con w > 0. La ecuacién {4.22) nos dice que sobre N, este comportamiento
se invierte, es decir las 6rbitas sobre N, llegan a este punto de equilibrio
con w > 0 vy salen de él con w < 0. Un analisis semejante puede hacerse
sobre cada punto de equilibrio de Sp. De esta manera se forman las sillas
normalmente hiperbélicas descritas en el teorema 4.3. Ver Fig. 4.10.

Finlizamos este capitulo con las siguientes observaciones:

1. De la ecuacion {4.23) tenemos que cada drbita sobre N, que nace en
el punto de equilibrio S; con 8 = 8; € (0,7/2) y con w > 0, muere
en el punto de equilibrio de Sy/2. Esta 6rbita puede ser continuada
sobre N}, a través de la drbita que sale de este mismo punto de Syx/2
con w < 0. Esta muere en un punto de S, y la podemos continuar con
la érbita que sale de este mismo punto en Sp con w > 0 y muere en el
punto de equilibrio de S} que corresponde a 6 = 6,. Con la 6rbita que
nace en S; con § = 6, y w < 0 procedemos en forma andloga. (Ver
Fig. 4.10). Con esta forma de continuar 6rbitas sobre N, tenemos
que todas las trayectorias sobre N, nacen en S; y mueren en el punto
correspondiente de 57 después de dar una vuelta completa sobre Nj,.
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2. En un trabajo de Lacomba [Ref. 9], se demuestra que el conjunto
de puntos de equilibrio sobre la variedad al infinito para el problema
is6sceles con h > 0, consta de dos componentes conexas normalmente
hiperbdlicas, una atractora y la otra repulsora. Aplicando los resultados
obtenidos en este capitulo al problema isdsceles, es posible demostrar
que por lo menos con esta forma muy natural de regularizar colisio-
nes, aquel resultado es falso, ya que el conjunto de puntos de equilibrio
forman un conexo que consta de una parte atractora normalmente hi-
perbdlica, una parte repulsora normalmente hiperbolica y dos secciones
que resultan ser sillas normalmente hiperbolicas, unidas todas ellas por
cuatro puntos de equilibrio totalmente degenerados.
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Figura 4.1 Regiones I, 1, Ty 1V para distintos valores de a

Figura 4.2 Casoi)m <a <1
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.

Figura 4.3 Caso it) a =«

)

%L :

Figura 4.4 Casoiii)0 < a < oy
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WET, W Ty Wy respecti-

Figura 4.5 Orbilas que se proyeclan sobre I'l-"‘_'{‘+‘ § A

vamenle, para a; < o < L

N

Figura 4.6 Orbitas gue se proyectan sobre wet, Wit Wi y WgT respecti-
vamente, para a = aj.
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7

Figura 4.7 Orbitas que se proyectan sobre WEY W77 1000 v 1WET respec.

tivanmicnte, pata 0 < a < u.

3

Figura 4.8 La variedad del infinito Ny antes de regularizar colisiones binarias.
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Figura 4.10 Flujo en una vecindad de N;;.
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Capitulo 5

Un modelo compacto para el
problema romboidal

Introduccion

En este capitulo introducimos un nuevo cambio de coordenadas para regularizar
las singularidades debidas a colisiones binarias, de tal forma que el nuevo modelo
resultante es una variedad compacta. Estudiamos el flujo total y sobre la variedad
de colision en este nuevo modelo, viendo la relacién que éste tiene con el modelo
no compacto estudiado en los capitulos anteriores.

5.1 Regularizaciéon de colisiones binarias

Partamos de las ecuaciones de movimiento en coordenadas de McGehee antes de
regularizar las singularidades debidas a colisiopes binarias. Estas se escriben en la

forma
dr

-—=Tv

dr

dv , 7
-d-;-‘u +—2'-*-U(9)

@ _
dr ~
du 1

P ‘—Euv+ U(e),

(5.1)

i
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donde
) =~ —— + ab/? N 442037
"ﬁcosﬁ V2senf oacos2f 4 sen?f’
dt_- 3/2
dr =

y U(#) significa derivacién respecto a la variable 8.
La relacién de energia esta dada por

%(ui’ +v3) — U(0) = rh. (5.2)

Como en los capitulos anteriores, trabajaré en un nivel fijo de energia A, que
seguiré denotando por Ej.

Para regularizar las colisiones binarias procedemos como sigue:

Hacemos el cambio en la variable angular 8 Capitulo I (Ver figura (2.2])

6= J(y)= U +je“ 27) (5.3)

Ahora multiplicamos la relacién de energia por cos? 27, es decir
1
-2-(1;2 + v?) cos? 2y — U(J(7))cos?® 2y = rh cos? 2.

En el CapituloII se demuestra que U(J (7)) cos? 27 todavia tiene singularidades
paray=...,—n/4,7/4,3x/4,.... Sin embargo, estas son removibles.
Definamos las nuevas variables

r1 = T cos* 2y
U = uCcos2y (5.4)

v = v COos 2y
En estas coordenadas la relacion de energia toma la forma:
u? + v3 — 2U(J (7)) cos® 2y = 2r1h. (5.5)
Con la nueva reparametrizacion del tiempo

ar 3
-— = cos” 27,
s cos” 27
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a esta propiedad y al hecho que P(7) es una funcién periédica de periodo x, vemos
que es suficiente estudiar el flujo dado por (5.6} para valores de v comprendidos
entre —x /4y n/4. (—n/4 <y < nf4).

5.3 Puntos de equilibrio

Se verifica facilmente que el flujo descrito por (5.6) tiene 6 puntos de eqﬁilibrio,
que en coordenadas (71, v,7,u1) estin dados por:

_ A (0& - \/QU(J(‘YO)) cos® 270a Yo, O)
; B = (0, +V2U(J(70))cos*2v, 70, 02
C (0, 0, ~xf4, AEl)
;;\/_«
| D = (0, 0, ~-r/4, — :;f;i) (5.9)
2
i E = (0, 0, ﬂ/4, ﬁ—
; _ ul
i F = (0, 0, 7 /4, -—7\/2;).

: Donde v es el dnico valor de y € [~ /4, /4] tal que U(J(70)) = 0 (Ver Prop.
1.2). Ya que r; puede ser obtenido de la relacién de energia (5.5), basta estudiar la
linealizacién del flujo en los puntos de equilibrio en coordenadas (vy,v,u;). Para
los puntos de equilibrio C, D, E y F. Tenemos

e,

Up

A (5.10)

il
o e
|
Nﬂhhc:
1=
o
oo

donde

y K es un valor fijo que depende del punto de equilibrio.

Los puntos de equilibrio A y B corresponden a los que habiamos obtenido en
la proposicién 1.2, que como aquellos son hiperbélicos. {Ver Proposicién 1.3). De
todo lo anterior llegamos al siguiente resultado.
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TEOREMA 5.1: Todos los puntos de equilibrio en el modelo compacto son
hiperbélicos. A y B son puntos silla, C y F son repulsores globales o fuentes. D
y E son atractores globales o sumideros.

De este teorema se deduce en forma inmediata el siguiente resultado, el cual
dada su importancia lo enunciamos como un corolario. Observemos que este re-
sultado seria muy dificil de demostrar en el modelo no-compacto.

COROLARIO 5.1.En el problema romboidal de 4-cuerpos en el plano con A < 0,
el conjunto de condiciones iniciales para los que las 6rbitas correspondientes van
a (vienen de) colisién binaria entre cualesquier par de particulas de masas 16a
tiene dimensidn 3.

DEMOSTRACION Se sigue directamente del hecho que el espacio fase tiene
dimension 3 y que los puntos de equilibrio asociados a colisiones binarias C, F y
D, E son respectivamente repulsores globales y atractores globales.

5.4 Flujo sobre la variedad de colisién total
A.

Recordemos de 5.7 que A esti dada por el conjunto
A= {(ry,v1,7,u)|r1 = 0,43 + v} = P(v)}.

Entonces para cada v € [~7/4,7/4] fijo, u} + v} = P(7) es un circulo §*.
Tenemos entonces que:

A~ S' x[-x/4,7/4) = cilindro.

Es decir, en estas coordenadas A es una 2-variedad compacta con frontera. Ver
figura 5.2.

Ya que E y F estén en la interseccién de A con la seccién invariante v = /4,
para continuar las érbitas que mueren o nacen respectivamente en estos puntos de
equilibrio, procedemos de la siguiente manera:

Toda érbita que muere en el punto E, lo hace con una direccién o una in-
clinacién en el plano v; — v determinada en forma inica. Por tanto a la orbita
gque mueve en E con una cierta direccién A, le asociamos la orbita que nace en F
con la misma direccién A. Para los puntos de equilibrio C y D que estan sobre
A N { Seccién v = —x/4} procedemos en forma andloga.
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Estudiemos ahora qué sucede en la vecindad del punto de equilibrio £. Ha-
ciendo uso de la relacién de energia con r; = 0, vemos que la proyeccién del flujo
sobre el plano vy ~ 4 en una vecindad de E estd dado por

d‘l)} L

P 7 o8 27\/P(7) - v} — 2y

sen 27y
cos2y’

(5.10)

Mediante el cambio § = 7 /4 — v trasladamos la proyeccion del punto de equi-
librio E al origen. La ecuacion (5.10) toma la forma

dm . [~ ; 2vycos2é
-(1—6 = —’Z SGD?&\ P(6) - ‘Ul - Sen26 . (511)

donde P(6) = 2U(J(x/4 — 6))sen? 26.
Ahora hagamos un nuevo cambio de coordenadas esta vez de tipo proyectivo.

Sea z = %’*

De donde tenemos que

Sustituyendo la expresion para d—d"'g~ dada en (5.11) y poniendo todo en términos
de las nuevas variables z y ¢ llegamos a que:

6%‘;— =2 ( 2 cos 28 — 1) ~ %sen 28/ P(8) - 2267 (5.12)

sen 26

Definamos

26 3 -
F = 26 - 1) — —sen 26y P(6) — 2262
(z,6) =2z (sen26 cos 2 1) 7 5en 6\ P(6) — 2%6

F es una funcién analitica en una vecindad de (0,0). Sabemos que dada una
condicién inicial 2(0) = A, la ecuacién (5.12) tiene una vinica solucién, que se puede
expresar como una funcién analitica de § si se satisfacen las siguientes condiciones
[Ref.6).

1. F(A,0)=0

2. -?rf(z, 6N (z=1,6=0) DO €5 un entero positivo.
En nuestro caso ya que

2
oF = 26 cos26 -1+ %sen26 (-—"—-g—-—)

8z  sen26 VP(6) — 2282

tenemos que para todo valor de A
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1. F(\,0)=0
2. &\ =rs=0 =

Hemos pues demostrado la siguiente proposicion:

PROPOSICION 5.1: Para todo valor real de A, existe una unica solucion
analitica para el flujo sobre A que muere en el punto de equilibrio E, con direccién

A.
Un resultado similar es obtenido alrededor de los puntos de equilibrio ¥, C y
D.
Observemos que de la proposicién anterior, tenemos que para cada direccion A
.Yy
A= = lim —
%o 62% é
) v cos 2
= lim ————
r—x/a T[4 —
= 2 lim v
G—nf2

En el capitulo 11, cuando estudiamos el flujo sobre la variedad de colision total,
vimos que una Grbita tipica sobre esta variedad para 0 < a < a3, es aquella que
empieza en el punto de equilibrio A, continua con un choque entre particulas de
masa 1, después un choque entre particulas de masa a; enseguida la érbita escapa
por la direccién 8 = /2 con las particulas de masa 1 chocando entre si , y las de
masa a permaneciendo sin chocar. (Ver figura 2. )

Para poder identificar esta 6rbita en nuestro modelo compacto, es necesario
poder continuar las soluciones que mueren o nacen en los puntos de equilibrio
respectivos. Para esto procedemos como sigue:

Toda 6rbita que muere en el punto de equilibrio E, lo hace con una tdnica
direccién en el plano v, —«, y con un tnico valor u; > 0. A esta 6rbita le asociamos
la vinica érbita que nace en €] punto de equilibrio F con la misma direccion en el
plano v; ~7, y con un valor u; < 0. Hacemos una correspondencia analoga para los
puntos de equilibrio C y D. La proposicién 5.2 nos garantiza que esto es posible.

Porlo tanto, en el modelo compacto (coordenadas (vy, v, 1)), 1a orbita descrita
anteriormente, viene dada por la signiente sucesion de trayectorias:

1). Trayectoria que nace en 4 y muere en E.
2). Trayectoria que nace en F con la misma direccién sobre el plano vy — v con
que muere la trayectoria 1) y que muere en D.
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3). Trayectoria que nace en C con la misma direccién sobre v; — v con que
mueve {a trayectoria 2} y muere en E.

4). Trayectoria que nace en F' con la misma direccién sobre v; ~ v con que
mueve la trayectoria 3) y muere en E.

5). 6. 7.... son definidas en forma andloga a como se definié la trayectoria 4).
Ver Fig. 5.3

Con esta forma de continuar orbitas en el modelo compacto, y por la obser-
vacion que sigue a la proposicion 5.1, llegamos al siguiente resultado.

PROPOSICION 5.2: Existe una biyeccién entre el flujo sobre la variedad de
colisién en el modelo compacto, y el fiujo sobre A estudiado en el capitulo 2. Donde
‘a cada direccién de aproximacion asintdtica a los puntos atractores y repulsores le
asociamos dos veces la altura v.

5.5 Flujo global

Para estudiar el flujo global nos restringiremos a un nivel fijo de energia negativa
h, que denotamos Ey.

De (5.5) vemos que u? + v? = 2rh 4 2U(J(7)) cos?2y < 0, de donde 0 <
r < -—y-(l’-(ﬂ};i“fz—"'—'l y por tanto, al igual que en el capitulo I podemos suponer
que el flujo global se da en el interior de A, por lo que E; junto con su frontera
A que denotaremos Ej, resulta ser un cilindro sélido con sus tapas, es decir una
3-variedad compacta con frontera.

El flujo sobre las tapas (secciones invariantes vy = —7/4 y v = 7/4) es muy
simple, todas las orbitas nacen en el punto de equilibrio repulsor y mueren en
el punto de equilibrio atractor. Observemos que este flujo es ficticio, pues no
representa nada en el problema original.

El flujo global seri analizado en coordenadas {vy,7,u;). La coordenada r; es
obtenida de la relacién de energia (5.5).

~ Procediendo en forma analoga a lo estudiado en la seccion anterior, vemos que
es necesario poder continuar las orbitas (hacia adelante o hacia atrds) que mueren
o nacen en los puntos de equilibrio asociadas a colisiones binarias. Nuevamente
haremos el analisis alrededor del punto de equilibrio E. Ya que dim E; = 3,
para poder determinar en forma inica las érbitas que mueren en F necesitamos
determinar la “direccién” de estas Orbitas sobre el plano v; — v, y sobre el plano
u; — v. Es decir para describir las érbitas en el flujo global que mueren en F
necesitamos dos datos.
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Ahora observemos lo siguiente. De (5.10) sabemos que los valores propios
asociados a E son:

A 16
_512 donde Ay = —~ .
1 \/fr

Debido a que el médulo del valor propio A3 asociado a la direccién u; es
exactamente el doble que el médulo de los otros dos valores propios, sabemos
que todas las 6rbitas mueren en E con una direccién asintética al eje u;. Entonces
para poder distinguir cada una de las orbitas que mueren en E, es necesario hacer
una explosion de tipo proyectivo alrededor del punto E, tomando en cuenta esta
observacion.

Para esto procedemos como sigue:

Primeramente trasladamos el punto E al origen, mediante el cambio

A1=A2:

6:%-—7>0, uz = ug - u; > 0,

donde up = 7\}7 Tomando a § como variable independiente del sistema (5.6)

obtenemos

dv; _ 27{(uo — u3)? + v¥sen26) wU(J(x/4—6))sen®26 2v;cos28

dé 4(up — uz) 2(up — uy) sen 26
dus T xU(J(n/4 - 6))sen®26  2(ug — uy) cos 26
e __I 5 - .
a6 - gnsens 2(uo — ) sen 28
(5.14)

Haciendo uso de Mathematica, obtenemos la expansion en serie de potencias
alrededor del origen del sistema (5.14), el cual después de sustituir el valor de ug
toma la forma

dv, vy 4 3x 21/4x3/2 ,  21/4x3/2
T -2 ﬁ6—3m6+ 5 g6 — 3 ;0 + 5 uzd
32 x5/323/4
~ 39 viupb — —-ﬁ*s—vfttgé +... (5.15)
du;  2uy  2V4%/x , =« 8 /4 /x
PT; = 3 + Y; %—2016‘*—31126— 3 1126+...

Ahora hacemos un cambio de coordenadas de tipo proyectivo.
Para esto sean:
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De donde

iv_l. =V + 6£K
dé dé 516
du, dU (5.16)
—= = 26U + §*—
dé dé
Sustituyendo (5.15) en esta iitima expresion obtenemos
WV e e A 3n o PRI QU
& Ve s - é
dé 2 3 + 2 8 8 v
r2/2 x5/293/4y2 72
- ViU - &+ ... (5.17
32 v 128 + )
dU T 8 VAN S AN
— =2V -ZU$ U6 - —X-U%+...
dé 2 3 + 4 3 +

Fl cual es un sistema de ecuaciones diferenciales que ya tiene sentido para
§ = 0, de hecho podemos afirmar que tomando condiciones iniciales § = 0 y V/ (0},
U(0) arbitrarios existe una tnica curva solucién de (5.17), es decir toda drbita
que tiene a E como su w-limite, se aproxima al origen, (en el sistema coordenado
trasladado y reflejado) con una unica direccién en el plano v; — § y una \nica
direccién en el plano u; ~ §2.

En forma similar trasladamos el punto de equilibrio ¥ al origen a través del
cambio de coordenadas

= T
6=‘1-2<0, iy = —ug — uy < 0.
La eleccién de el signo de estas cocrdenadas es conveniente para la identificacién
de érbitas que vamos a hacer posteriormente.
El siguiente paso consiste en hacer un cambio de coordenadas de tipo proyec-

tivo, tal como hicimos con el punto F.
o _ U
V 3 -—3.-'-, _ =

Esto nos da nuevamente un sistema analitico de ecuaciones diferenciales para
U y V alrededor de § = 0. De esto deducimos que toda érbita que tiene a F como
su a-limite se aproxima al origen con una tnica direccién en el plano v; — §, y una
iinica direccién en el plano @; — 82

Entonces, dada una 6rbita m; que tiene a £ como su w-limite, una vez que es
trasladada al origen tiene una unicas direcciones limite U y V. A esta orbita le
asociamos la inica Orbita 7, que tiene a F como su a-limite y que una vez que es
trasladada al origen tiene como tnicas direcciones limite [/ = -U y V = V.
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Para los puntos de equilibrio C y D) continuamos las érbitas de manera similar.
Recordemos que a lo largo de las orbitas

. ™
Lim

= oy, (5.18)
'y—-.f 'K/2 b 27

Este limite nos da la relacién entre la parte no acotada del modelo no-compacto
con un conjunto de direcciones en el modelo compacto. De hecho con la forma
de continuar trayectorias en el modelo compacto definida anteriormente, tenemos
que a cada 6rbita en el modelo no-compacto le corresponde una inica sucesion de
orbitas en el modelo compacto. En este sentido decimos que los dos modelos son
equivalentes.

Para finalizar este capitulo recordemos que en el problema general de 4-cuerpos
en el planc puede existir la posibilidad de singularidades que no provienen de
colisién entre particulas. Haciendo uso del modelo compacto, demostramos de
forma sencilla que esto no es posible en el problema romboidal de 4-cuerpos en el
plano.

PROPOSICION 5.3. En el problema romboidal de 4-cuerpos en el plano, toda
singularidad de las ecuaciones diferenciales proviene de colisién de al menos 2-
particulas.

DEMOSTRACION. Si hay escape de al menos dos particulas sabemos del
Capitulo IlI, que el flujo cerca de infinito en la direcciéon de escape z; 6 z; es
transversal a una pared de choques dobles, CH, 6 C H; respectivamente.

Ahora dada una érbita (z1(2),z2(t),%1(2),Z2(2)) del sistema (1.3), acotada en
posiciones y velocidades, se tiene que z,(t} 6 Z2(¢) cambian de signo. Supongamos
que #1(0) > 0 y que existe #; > 0 tal que z3(f1) < 0, entonces ya que z(t) es
concava hacia abajo como funcién de t, (ver Fig. 1.7) existe t; > 0 finito tal que
z3(tz) = 0. De esto concluimos que el a-limite y el w-limite de toda orbita son
puntos de equilibrio, lo cual implica el resultado.

CONJETURA. En el problema romboidal de 4-cuerpos en el plano todas las
orbitas, excepto la érbita homotética pasan por colisién de al menos 2-particulas.

OBSERVACION. De la proposicién anterior es suficiente demostrar la conjetura
para las 6rbitas de expulsién-colisién distintas de la 6rbita homotética.
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Figura 5.2 La varicdad de colision total A.
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Figura 5.3 Flujo svbre A
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5.6 Conclusiones globales
A continuacion se dan los principales resultados obtenidos en esta tesis.

Se demuestra la existencia de una drbita homotética transversal, Jo cual permite
garantizar la no existencia de ]as lamadas integrales extendibles.

Se prueba numéricamente que existe un solo valor del parametro de masas a,
en el intervalo (0, 1] para el cual existe conexion entre las subvariedades invariantes
asociadas a los puntos de equilibrio sobre la variedad de colision total.

Se estudia el comportamiento de las drbitas cerca del infinito, introduciendo
la variedad del infinito. Usando resultados de McGehee se verifica la existencia
de una orbita periddica parabdlica sobre la variedad del infinito la cual posee una
estructura hiperbdlica, de esta forma se tiene que las 6rbitas parabélicas separan
las érbitas que escapan a infinito de las que no lo hacen.

Se prueba numéricamente que las subvariedades estables e inestables de érbitas
parabdlicas asociadas a la orbita periddica parabolica en infinito en la direccion
6 = 7w /2 se intersectan transversalmente.

Para valores pequefos del parametro a, se introduce dinamica simbdlica a
través de un shift de Bernoulli mostrando la gran riqueza de movimentos gue
presenta el problema romboidal, para cierto tipo de orbitas que pasan muy cerca
tanto de infinito en la direccidon 8 = 7 /2 como de colision total.

Cuando el valor del parimetro o es uno se tienen dos simetrias, la obtenida
por el hecho de que el flujo es reversible, y la que consiste en una reflexion a traveés
de la direccién # = 7 /4. Utilizando este hecho, se demuestra que para valores del
parametro préximos a uno, la subvariedad estable (inestable) de drbitas parabdlicas
asociada a la érbita periddica al infinito sobre la direccién que corresponde a 8 = 0
(@ = 7/2) se intersecta transversalmente con la subvariedad inestable (estable) de
6rbitas parabélicas asociadas a la direccién # = x/2 (8 = 0).

Para valores del parimetro proximo a uno se introduce dindmijca simbdlica,
la cual nos garantiza que existen orbitas cercanas a escape en las dos direcciones
posibles, # = 0 y # = 7/2, en particular érbitas elipticas periédicas con estas
caracteristicas.

Se da un estudio global del flujo para el caso de energia h = 0, para el caso de
energia h > 0 este estudio global se hace s0lo en una vecindad de infinito.

Se da una nueva regularizacion de tipo geométrico para las colisiones binarias,
obteniendo de esta forma una compactificacion del espacio fase.
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Se demuestra que el conjunto de condiciones iniciales que determinan orbitas
con colisiones binarias en el problema romboidal tiene dimensién tres.
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