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Capitulo 1

Introduccion

Este trabajo estd relacionado con Cadenas de Markov (CMs), con espacio de
estados contenido en R, las cuales suponemos que cuentan con distribuciones
invariantes ([11], [33], [37], [40], [43]).

Para tales CMs se presenta un estudio acerca de las tasas de convergencia, en
alguna métrica adecuada, de las probabilidades de transicién hacia las distribu-
ciones invariantes ([4],[23], [24], [26],[30], [31], [39], [41], [44], [45], [46], [47], [49],
[51], [54]).

Cabe senalar que en algunas de las referencias mencionadas en el parrafo ante-
rior, Unicamente se presentan condiciones para garantizar la existencia de una
tasa de convergencia de tipo geométrico, sin proponerla de forma explicita

([55))-

Esencialmente, en este trabajo nos concentraremos en el tratamiento explicito
de las tasas de tipo geométrico.

Cuando se tienen tasas de convergencia de forma explicita, éstas pueden ser
aplicadas, por ejemplo, en el andlisis de la estabilidad de procesos de decision
de Markov (PDMs) ( véase [12], [35], [50]), ¥ en los algoritmos relacionados con
la Cadena de Markov de Montecarlo ([44]).

Especificamente, las tasas presentadas en este trabajo, corresponden a CMs con
propiedades especiales, como son: la presencia de un espacio de estados finito,
compacto o con elemento minimo, la monotonicidad estocéstica, y la renovacion.

La teoria y los ejemplos presentados tienen como base, principalmente, los
articulos [4], [30], [31], [35] y [47]. Esta seleccién de articulos, aunque no es
exhaustiva, da un panorama de las distintas técnicas encontradas en la litera-
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12 CAPITULO 1. INTRODUCCION

tura acerca de tasas de convergencia.

Para sustentar el desarrollo de los trabajos mencionados en el parrafo anterior,
en la tesis se ofrece, de manera amplia, el tratamiento de los temas: desigualdades
de acoplamiento, cadenas de Markov particionantes, y el Teorema de Strassen.

La teoria desarrollada en el trabajo esta ilustrada con diversos ejemplos, entre
los que se incluyen, caminatas aleatorias, colas, modelos autorregresivos lineales,
y no lineales.

La tesis esta organizada en cinco partes.

La primera parte es de Preliminares y consta de los capitulos 1, 2 y 3, denomi-
nados: Introduccién, Cadenas de Markov, y Acoplamiento y orden estocéstico,
respectivamente.

La segunda parte esta dedicada a establecer el problema pricipal de la tesis y
consta de un sélo capitulo (capitulo 4).

La siguiente parte, llamada Tasas de convergencia, estd constituida de tres
capitulos. En ellos se tratan resultados sobre tasas de convergencia explicitas,
de tipo de geométrico, para cadenas de Markov.

Comenzamos esta parte con el capitulo 5, mostrando una teoria que trata con
CMs con espacios de estados finitos y que ademaés explota las ideas de valores
y vectores propios asociados a una matriz de transicién.

Después, en el capitulo 6, se presentan dos teorias que tienen en comun la técnica
del acoplamiento. La primera trata el caso de espacios finitos o compactos, y usa
principalmente la propiedad de aperiodicidad fuerte. Para ilustrar esta parte del
capitulo se dan dos ejemplos.

En la segunda parte del capitulo 6, llamada monotonicidad estocéstica, se tratan
CMs con espacios de estados (posiblemente) no numerables que cuentan con un
elemento minimo. Las tasas presentadas en este capitulo requieren que las reali-
zaciones de la cadena considerada, estén ordenadas en un sentido apropiado. En
esta parte se presentan diversos ejemplos, incluyendo, en particular, la caminata
aleatoria de Lindley, y una aplicaciéon a PDMs. Esta tltima esta desarrollada en
el apéndice C.

Para finalizar la parte III de la tesis, presentamos un capitulo (capitulo 7) en el
cual se analizan CMs que cumplen las propiedades de reversibilidad y/o posi-
tividad. Estas propiedades junto con algunos hechos de la teoria de procesos
de renovacion nos brindan las tasas de convergencia explicitas. Este capitulo
estd basado, principalmente, en [4]. En él también se incluyen comentarios acer-
ca de la teorfa desarrollada por Kartashov en [24], [25] y [26]. Finalmente el
capitulo se ejemplifica con el algoritmo de Metropolis-Hastings.
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La cuarta parte contiene un capitulo con la conclusion y los problemas abiertos
de la tesis. En el capitulo ofrecemos, ademds, una tabla cuyo contenido es el
conjunto de las condiciones requeridas en la parte III, con las cuales se obtiene
convergencia de tipo geométrico a la distribucién invariante. Esto tltimo es
con el propédsito de que el lector tenga una guia rapida de consulta y acceso al
material relacionado con las tasas de convergencia.

Finalmente, la tltima parte contiene cuatro apéndices. Los dos primeros mues-
tran resultados auxiliares acerca de cadenas de Markov. El tercero presenta una
introduccién a los PDMs y a su estabilidad para el caso de costo promedio es-
perado, vy en el cuarto se proporcionan resultados auxiliares para el capitulo
7.
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Capitulo 2

Cadenas de Markov

Este capitulo estd dedicado a establecer ciertos conceptos relacionados con ca-
denas de Markov.

Revisaremos las propiedades de CMs que se desprenden en relacién a su cons-
truccién y estructura. Ademds, se da la teoria necesaria para construir realiza-
ciones de Markov con distribuciones aleatorias (split chain), las cuales tendrdn
una propiedad de gran interés: la regeneracion.

El presente capitulo estd basado en las siguientes referencias: [2],[33], [36], [37],
[43] v [56].

2.1. Definicién y propiedades

A lo largo de este trabajo denotaremos :

= (E,§) como un espacio medible, donde F es un conjunto no vacio y § es
una o—algebra de subconjuntos de E, y

= p como un kérnel de transicidn, es decir, p: E x £ — [0,1] y cumple:

(i) p(z, ) es medida de probabilidad en &, para todo = en FE.
(ii) p(*, A) es una funcién medible de & en BJ0, 1], para toda A en &.

Considerando el kérnel de transicién p y una probabilidad p en £, podemos
generar un proceso estocdstico X = {X,}°2, (véase [1]), definido en cierto
espacio de probabilidad (2, F, P,), donde:

15



16 CAPITULO 2. CADENAS DE MARKOV

= Q= FEN" donde N* =N{J {0} y N es el conjunto de niimeros naturales.
= F es la o-algebra producto de las £’s.

» P, es la probabilidad construida en el teorema de Ionescu-Tulcea (véase

[1)).
= El proceso X, tiene la caracteristica de que:
P (Xo € A) = p(4), Acg,

por eso diremos que X tiene distribucién inicial u.

Con el contexto de la construccién anterior, definimos ahora un proceso es-
tocastico que posee la propiedad de no depender de su pasado.

Definicién 2.1.1 Decimos que X = {X,,}22, es una realizacion de Markov

con espacio base (Q,F,P,), kérnel de transicidn p y espacio de estados (E,§)
Si:

P,(X, € AlX,—1) = p(Xn_1,A), c.S. (2.1a)

ID/L(XT, S A‘X(),Xl, ...,Xn_l) = F),IL(XTL c A|Xn—1)7 C.S. (21b)

para toda n > 1, w € Q donde p(X,, A)(w) = p(X,(w), A). La ecuacion 2.1b,
es llamada propiedad de Markov.

Lo que indica la propiedad de Markov 2.1b, es que en cualquier tiempo fijo, el
comportamiento del proceso sélo depende del tiempo inmediatamente anterior
al fijado.

Definicién 2.1.2 Bajo el contexto de la definicion 2.1.1, llamamos cadena de
Markov (CM) con espacio de estados (E,§) a la familia:

{X : X es una realizacion de Markov con distribucion inicial A € M},

donde Me={ X : X es probabilidad en (E,§)}.

Notacion 2.1.1

= Denotaremos una cadena de Markov simplemente por X = {X,}°2, es
decir, igual a una realizacion de Markov.
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= P, serd la probabilidad obtenida con el teorema de Ionescu-Tulcea, cuando
la distribucion inicial es 6., donde

1, si z€A
630(14)'_{ 0, si ¢ A"’

Aeck.

= S5iY es una variable aleatoria definida en (Q,F, P,), entenderemos por
E,Y] la integral fQ YdP,. Cuando p = 0., se denotard esta esperanza
por E.[Y].

Ahora daremos algunas propiedades que tienen las realizaciones de Markov,
refiriéndose a su respectiva ley de probabilidad (estas propiedades pueden ser
consultadas en [33] y [43]).

Propiedades 2.1.1 Bajo el contexto de la definicion 2.1.2, se cumplen las
stquientes propiedades:

(a) Sin >0y By,..., B, €. Entonces

P,(Xo € By,...,Xpn€B,) = / ,u(daco)/ p(zo,dzy) ...
Bo B4

/ p(zn—hdxn)-
Bn

(b) Paran>1yA €& sedefinep™ (x,A) := [, p(z,dy) p"~* (y, A). Entonces
se tiene:
P (X,€A)=p"(x,4), n>1.

(c) Sean A € F, B € £, Y una variable aleatoria definida sobre Q yn > 1.
Entonces se tiene:

(i) Py (Xn € B) = pp" (B) := [pp" (2, B) du(x),
(it) Pu(A) = [ Pu(A)dp(z),
(i) Bu[Y) = [ B [V du(a),
(’L"U) PH((X(), ey X, ) S A|X0 = LL‘) = Pm((Xo, ey X0, ) S A)

(d) La ecuacidn de Chapman-Kolmogorov, es decir:

p"(, A) = / P (e dy)p" "y A), m <.
E

Observacion 2.1.1 FExisten varias caracterizaciones de la propiedad de Mar-
kov (2.1b). Los lectores interesados en consultarlas lo pueden hacer, por ejemplo,

en [43].
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2.2. Distribucién invariante

Definicion 2.2.1 Decimos que w es la distribucion invariante ¢ distribu-
cion estacionaria para la realizacion X, si:

ﬂ(A):/Ep(x,A)dW(J;), Ace.

o equivalentemente, para A € £
m(A) =P, (X1 € A4).

La explicacién del nombre en la definicién anterior, la podemos ver a partir de
lo siguiente.

Propiedades 2.2.1 Sea 7w una distribucion invariante. Entonces

(a) Paran > 1, se cumple que:
m(A) = / p" (z,A)dr(z), A€k
E

Por lo tanto, si {X,}52, es una cadena de Markov con distribucidn inicial
T, se tiene que:

P (X, €A =P (X, € A).

para toda m y n.

(b) Si{Xn}2, esuna cadena de Markov con distribucion inicial 7 , entonces
el proceso { X, }50 o es estacionario, es decir, los procesos ©(X) y X tienen
la misma distribucion, donde © es el operador corrimiento (véase [43]).

Demostracion.
“(a) 7 A partir la definicién 2.2.1, obtenemos la afirmacién de manera directa.

“(b)” Resulta del hecho de que 7p™ = 7p™, para toda m y n (véase inciso (c)
de las propiedades 2.1.1). =

La existencia de distribuciones invariantes se observa en el inciso (b) de la
proposicién 2.3.2; debido a su relacién con el concepto de irreducibilidad.
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2.3. Analisis de la estructura en el espacio de
estados

Como motivacién, recordemos que cuando consideramos CMs en espacios de
estados numerables se tiene el concepto de irreducibilidad, el cual utiliza la
siguiente nocién de comunicacién (véase [18]).

Para x y y estados, decimos que x <+ ysiysolosi,x - yyy — x,donde x — y
significa que, existe n € N, tal que p™(z,y) > 0.

Ademas, cuando la cadena no es irreducible, podemos particionar el espacio
de estados de la siguiente manera:

E=JlluD,
xzel

donde D, es un conjunto de estados transitorios, I C E y [x] es la clase de
equivalencia generada por la relaciéon “«— ”tal que para todo x,y € I se tiene
[z] N[yl =0 o [z] = [y].

Con lo anterior podemos considerar que una cadena de Markov estd compues-
ta de subcadenas de Markov (el nimero de éstas, depende de cuantos [z]’s
tenemos), las cuales tienen como espacio de estados la clase [z] y kérnel de
transicién igual al original, pero restringido a [z].

El concepto de irreducibilidad para espacios de estados numerables, nos dice
que la cadena no puede estar compuesta de subcadenas. De igual manera se
tendré esta propiedad para el caso de espacio de estados generales, pero con
una definicién diferente de irreducibilidad.

A continuacién preparamos el camino para dar la generalizacién del concepto
de irreducibilidad en espacios de estados generales, en dos definiciones.
La primera nos indicara, que no habra subcadenas; mientras que la segunda,
garantizard la comunicacién en ambos sentidos.

Definicién 2.3.1 Sea ¢ una medida o—finita sobre (E,£) y sea B € & tal
que ¢(B) > 0.

(a) El conjunto B € ¢ es llamado ¢-comunicado si para todox € B, A C B
medible con @(A) > 0 se cumple:
p"(z, A) > 0,
para algin n € N.

b) p es llamado ¢ -irreducible , si E es @-comunicado. En este caso, p
también serd llamado irreducible , y p medida irreducible para p.
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Definicién 2.3.2 Sea M. = {¢ : ¢ es medida de probabilidad irreducible para

p} y € My,
Decimos que Y es medida irreducible maximal si, para toda A\ € My, se

cumple que A K 1.

Observacion 2.3.1 Para CMs con espacios de estados numerables, se puede
verificar que la medida irreducible maximal, es justamente la medida de conteo.

La siguiente proposicién, muestra que la definicién 2.3.2, no es vacia.

Proposicién 2.3.1 Suponga que p es p-irreducible. Entonces existe una medida
1rreducible mazimal.

Demostracion. Véase [33, p.88], [37, p. 13] o [54, p. 841].
(]

Asi teniendo el kérnel de transiciéon p irreducible, llamaremos a la cadena X
i-irreducible; donde 1) es la medida irreducible maximal.

Proposicion 2.3.2

(a) Si una cadena de Markov es @-irreducible y tiene distribucion invariante
7, entonces p K m, es decir, 7(A) >0 cuando p(A) >0, A €.

(b) Sip es irreducible para ¢ y p-recurrente (ver def. 2.8.6 a conlinuacion),
entonces se tiene una unica distribucion invariante w la cual es o-finita e
irreducible mazimal(la unicidad se entenderd, salvo maltiplos constantes).

Demostracion.

“ (a) ”
Sea p(A) > 0, entonces por la p-irreducibilidad tenemos que para algin n € N
y todo x € E se establece, p™(z, A) > 0. De aqui podemos ver :

E= U {reE:p*(z,A) >

n,meN

}.

1
m

Asi, por numerabilidad aditiva, podemos encontrar n,m € Ny B € £ tal que:
si w(B) > 0, entonces

p"(x, A) > —,

1
m
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para todo z € B, pero entonces,

m(A) = /Ep”(x,A)ﬂ'(dz)Z/Bp"(x,A)ﬂ'(dx)

1
—m(dz) > 0.
B m

\%

Por lo tanto ¢ < 7.

“ (b) b2
Puede encontrarse en [37, p.32].
[

Finalizamos este apartado con la siguiente definicién.

Definicién 2.3.3 Una cadena -irreducible que cuenta con una distribucion
nvariante, es llamada positiva; si no la tiene es llamada nula. Cuando la
distribucion invariante es unica es llamada ergddica.

2.3.1. Condiciéon de minorizacion y de Foster-Lyapunov

En este apartado definimos las propiedades importantes que tendran las CMs a
lo largo del trabajo.

Definicién 2.3.4 Sea p un kérnel de transicion. Decimos que p satisface la
condiciéon de minorizacion, si existen mg € N, 0 < 6 < 1, una funcion S
que es medible de & en B(RT) y una probabilidad v definida en &, tal que:

p™(z,.) > 0S(x)v(.), z=€kE. (2.2)

A S yav sele conocen como funcion pequena y medida pequena, respec-
tivamente.

Notacion. En el contexto de la definicién 2.3.4, diremos que p satisface la
condicién M (myg,d, S, v).

Observacién 2.3.2 Meyn y Tweedie en [33], toman la definicion 2.5.4 con
mg = 1; por generalidad nosotros no hacemos lo mismo.

Definicién 2.3.5 Un conjunto C € & es llamado pequenio si existe n € N y
una medida U definida sobre £ que satisface la siguiente condicion

p"(z,A) > v(A), z€C y A€k
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Observacion 2.3.3 El conjunto C € & definido en la condicion de minorizacion
M(n,0,Ic,v), es un conjunto pequerio, donde Ic es la funcidn indicadora.

Para que el kérnel p satisfaga la condiciéon M (my, d, S, v) necesitamos la exis-
tencia de la funcién S, la medida v y el conjunto C' . En la seccién A.1 de el
apéndice A, se observa que si p es irreducible para 1, entonces se tiene la
existencia de la funcién S, la probabilidad v y el conjunto C.

Por otro lado, si un conjunto pequeno C' tiene medida positiva con respecto a
v, vemos de la definicién 2.3.5, que v es medida irreducible para p; asi tenemos
que la cadena X es v-irreducible. Con esto se tiene un método para verificar la
i-irreducibilidad.

Ahora damos algunas definiciones relacionadas con los conceptos de conjunto
pequeno y de recurrencia. Estas definiciones seran ocupadas en la construccion
de cadenas particionantes (split chain).

Definicién 2.3.6 En el contexto de la definicion 2.8.5, diremos que :

(i) X es p-recurrente( o Harris recurrente), si para todo B € £ con p(B) >
0, se tiene:

P.(X, € B, para algin n) =1, x€ B.

(ii) X es llamada recurrente en C, si:

P,(X, € C, para algin n)=1, z€kE.

(iii) X es fuertemente aperiddica , si para todo A C C y todo x € A se
tiene:
p(z, A) > dv(A).

Finalmente terminamos este apartado con la siguiente definicién, que sera ocu-
pada como hipétesis en el siguiente capitulo.

Definicién 2.3.7 Sean C conjunto pequerio, 0 <A< 1,0<b<ocoyV:FE —
[1,00]. Decimos que p satisface la propiedad de Foster-Lyapunov para V,
A, by C sipara x € E se cumple:

PV () = /E V(y)p(z, dy) < AV (2) + blo(z).
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2.4. Cadenas de Markov particionantes

En esta seccién, construiremos realizaciones de Markov {X,,}52,, que tienen
la propiedad de que su espacio de estados estd formado por una particién de
conjuntos y su kérnel de transicion estd definido por partes. Estas cadenas las
llamaremos particionantes.

Presentamos aqui, las dos construcciones existentes en la literatura, que generan
este tipo de cadenas. El material aqui recopilado fue consultado en [2], [33] ¥
[36].

Para el desarrollo del tema, damos el siguiente contexto.

Sea X = {X,,} una CM con kérnel p y espacio de estados E. Ademds supéngase
que X es Harris-recurrente y fuertemente aperiddica.

A partir de esta CM construiremos otra CM X con las propiedades mencionadas
en el primer parrafo de esta seccién.

Para lograr este fin, se construird a X como un cadena bivariada, que tendréd en
su primera componente a la CM X y en su segunda componente a una sucesion
de variables aleatorias indicadoras.

X tendré la caracteristica de que su espacio de estados serd (E‘, é), donde
E = Ex{0,1}
= (Ex{opJE = {1})

y ges la minima o—4lgebra que contiene a los conjuntos de la forma A x {0} o
Ax {1}, con A ek

En las siguientes dos subsecciones damos construcciones que, de manera especi-
fica, generan cadenas de Markov particionantes.

2.4.1. Construcciéon de Nummelin

Por ser X fuertemente aperiddica se tiene:

p(z,B) > 0v(B), YreC y BeE.

Con lo cual podemos crear un kérnel de transicién:

Qz,.) = w, con z € C.
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Construccién 2.4.1 (Nummelin [36]) Seap un kérnel de transicion definido
en E x &, donde £ es la o—dlgebra de E x {0,1}.

5((7:70)’BX{0}) = (1_5)Q(va)a

(1), Bx{0}) = (1-8)u(B),
ﬁ((I,O),BX{l}) = 5Q(1‘,B)7
5((@,1),Bx{1}) = 6&v(B).

dondex € E yBe€¢.
Observacion 2.4.1

(a) Con el kérnel p y una medida de probabilidad A en 5, el teorema de
Tonescu-Tulcea garantiza la existencia de una cadena de Markov X =
{X,}22, con espacio base (2, F', Py), espacio de estados (E,§), y kérnel

p.

(b) Se puede ver, a partir de la definicion para el kérnel p, que X,, = (Xn, L),
donde n = 0,1,2,... y {I,}2, es una sucesion de variables aleatorias
independientes con valores en 0 y 1, tal que P, 4)(In = 1) = 6 para todo
(z,a) € E.

(c) Presentamos de manera grdfica la interpretacion de la construccion ante-
ri0T,

E x {0} E x {1}
Distribucién Distribucion
Q v
1-d ]

Figura 2.1: Descomposiciéon generada por Nummelin

en donde podemos observar los siguientes hechos:

= La probabilidad de ir de E x {0} a E x {1} es § (la de ir de E x {1}
a Ex {0} es1—0).
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= La distribucion de X,, saliendo de E x {0} serd Q, y cuando sale de
E x {1} esv.

(d) Podemos observar que X es la marginal de X, debido a que se tiene el
stquiente teorema.

Teorema 2.4.1 ([33] p. 104) Si X es la distribucion inicial de {X,}, en-
tonces se cumple que:

/ P, A (x) = / 7 ((2,1), A x {0,1})dX* (1),
E

Ex{0,1}
donde \* es la probabilidad definida en (E,é) por

N(AX{0}) = AMANC)1—38)+AANCo),
N(Ax{1}) = MANO)S,

donde § y C son la constante y el conjunto pequerio definido por la propiedad de
aperiodicidad fuerte de X .

Notese que \ es la marginal de \*, es decir
A" (A x{0,1}) = A(4),
A€

La demostracién de este hecho se puede consultar en la referencia citada en el
encabezado del teorema.

2.4.2. Construcciéon de Athreya y Ney

La construccién mostrada a continuacién, fue publicada en [2] y genera realiza-
ciones markovianas particionantes que tienen la propiedad de ser regenerativas.
La idea bésica de esta construccién es generar un kérnel de transicion que par-
ta de puntos que se encuentran dentro del conjunto pequenio C, definido en la
propiedad de aperiodicidad fuerte.
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Construccién 2.4.2 (Athreya y Ney [2]) Bajo el mismo contexto de la cons-
truccion de Nummelin, definimos las transiciones que generan la cadena de in-
terés.

Sea B € €.

Cuando x € C, se tienen las siguientes transiciones:

p((z,1),Bx{0}) = (1-0)rv(CNB),
p((z,1),Bx{1}) = dév(CNB),
ﬁ((x70)vBX{O}) = (1—5)@(1‘,3),
Cuando x ¢ C,
ﬁ(($71)7BX{O}) = (1—6)]?(,@,3)7
f)((xvl)va{l}) = 5p(va)v
p((2,0),Bx{0}) = (1-0)p(z,B),
5((1},0),BX{1}) = (5p(.’L‘,B).

Observacion 2.4.2 Ndtese que podemos interpretar la construccion anterior
como en la siguiente figura, de la cual podemos apreciar los siguientes hechos:

Ex{0} Ex{1}
Distibucién| Distibucién
wp' wp'
Cx{0} Cx{1}
Distribuci6n | Distribucion
Q v

Figura 2.2: Descomposicién generada por Athreya y Ney

= La probabilidad de ir de E x {0} a E x {1} es 6 (la de ir de E x {1} a
E x {0} es1—9),

= La distribucién de X,, saliendo de C' x {0} serd Q, cuando sale de (E x
{0\ (C x{0}) o (E x{1})\ (C x {1}) es up™, y saliendo de C x {1} es
v.
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Verifiquemos ahora, que la cadena X es un proceso regenerativo, es decir, existe
un tiempo aleatorio donde el proceso después de ese tiempo, comienza como
nuevo independientemente de su pasado.

Lema 2.4.1 (Propiedad de regeneracién) Sea X = {X,}52, una cadena
de Markov recurrente y fuertemente aperiddica (véase definicion 2.3.6). En-
tonces, X tiene la propiedad de regeneracion, es decir, existe un tiempo aleatorio
N definido en (Q, F) tal que: Po(N < 00) =1y

P,(Xp+1 € BN =n) =v(B)P;(N =n),
reFE, BefyneN.
Demostracién. Definimos N(w) = min{n : n € N, X,,(w) € C x {1}}, con
w € Qy L; el i-ésimo tiempo de alcance a C' (obtenido por la propiedad de
recurrencia).
Sea x € F, verifiquemos que P, (N < oo) = 1.

Sea a € {0,1} y {L;} una sucesién de los tiempos sucesivos de alcance al con-
junto C por parte de X. Entonces

PE(N:OO)

[
v
8

&
v 2
[
g

Por lo tanto tenemos P, (N < o0) = 1.

Ahora hagamos notar el resultado principal. Sean B € £ y n € N. Entonces

Po(Xn41 € BN =n) = P(ra)( nt1 € B, I, =0,N =n) +
wxnﬂeﬂthN:m
= P(x a)(Xnt1 € B x {0}\N:n)p(x,a)(1\7:n)+
Paa)(Xns1 € B x {1}N =n) Pz 0 (N = n)

= (1-6v(B)P:(N=n)+
5V(B)]5(w7a)(N = Tl)
— u(B)P,(N =n),

donde la tercera igualdad es debida a la propiedad de Markov. m
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Corolario 2.4.1 Bajo el contexto del lema anterior, existe una sucesion de
tiempos aleatorios {Ny}, para el proceso X, que cumple para toda k > 1 y
x€FE que P,(Np <o0)=1y

Pz<Xn+1GB»Nk:n):V(B)PwUVk:n)a BEfy n € B.



Capitulo 3

Acoplamiento y orden
estocastico

En este capitulo, presentamos las técnicas de acoplamiento y orden estocastico.
Usamos estas técnicas como herramientas para obtener tasas de convergencia
de tipo geométrico (véase capitulo 6).

La técnica del acoplamiento se describe en la seccion 3.1 y la del ordenamiento
estocdstico en la seccién 3.2

En la seccién de acoplamiento (en inglés coupling), damos el concepto y una
caracterizacion para los casos de variables aleatorias, elementos aleatorios y pro-
cesos estocdsticos, respectivamente. Posteriormente, desarrollamos la desigual-
dad de tiempo de acoplamiento, la cual tiene gran impacto en este trabajo.
Finalmente, construimos un acoplamiento de realizaciones markovianas parti-
cionantes que cuenta con la propiedad de regeneracion.

Es importante senalar que el material presentado, en esta seccién, es una pequena
parte de la amplia teoria que se conoce hoy en dia; el lector interesado en con-
sultar mds sobre este tema, lo puede hacer en [28] y [53].

En la secciéon de orden estocastico, presentamos una versiéon del teorema de
Strassen, resultado pilar sobre el cual descansan los conceptos de monotonicidad
estocdstica y ordenamiento por realizaciones (véase los ejemplos 3.2.1 y 3.2.2).

El capitulo estd basado en las siguientes referencias: [22], [28], [29] v [53].

29
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3.1. Acoplamiento

Laidea general de la técnica de acoplamiento es simple. Consiste en proporcionar
una familia de variables aleatorias definidas sobre un mismo espacio base. La
caracteristica primordial de esta familia, es que cada uno de sus integrantes
tiene la misma distribucién a la de un miembro de otra familia de variables
aleatorias (esta dltima familia esta dada desde un inicio y tiene las propiedades
de tener la misma cardinalidad de la familia proporcionada y el espacio base de
sus integrantes no es necesariamente el mismo).

Usaremos el acoplamiento para acotar la diferencia de la transiciéon en n pasos
con la distribucién invariante de una cadena de Markov (véase la subseccién
3.1.2.).

Para comenzar a describir este concepto, consideraremos a J como un conjunto
de indices no vacio.

3.1.1. Definicién y ejemplos

Definicién 3.1.1 Sean (A;,A;, P;) espacios de probabilidad, para toda j € J
y P una medida de probabilidad definida sobre | [1 A;, [T A; |. Llamaremos a
jeJ = jed

P medida de acoplamiento para la familia {P;,j € J}, si P; es la j-ésima
marginal de P, es decir,

Ply:y; € A) = P;j(A), (3.1)
dondey € [[A; yAeA,.

jeJ

Obsérvese que se puede reescribir la igualdad (3.1) de la siguiente manera,
P, (A) = P;(A),

donde 7; es la funcién proyeccién en la j-ésima coordenada y A € A;.

Definicién 3.1.2 Considérese que para todo j € J (5, F}, P;) son espacios de
probabilidad y (Ej,§;) son espacios medibles; también considérese a (Q,F,P

como un espacio de probabilidad y a (Y;,j € J) como una familia de elementos
aleatorios en donde cada uno de los integrantes esta definido de Q; en Ej.

Una familia de elementos aleatorios (Y/j,j € J), Y; definido de Q en E; para

todo j € J, es llamada Acoplamiento para la familia (Y;,j € J), si )A/] es
copia de Y;, es decir:

Js Jjed
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Observacion 3.1.1 En la definicion 3.1.2 no se necesita que Y] yY; estén
definidos en el mismo espacio dominio, pero si en el mismo espacio codominio.
Ademds todos los }A/j deben estar definidos en UN MISMO espacio de probabili-
dad. Estos hechos son mostrados en el siguiente diagrama.

(Q;, Fj, Pj) - (B, &)

Y

(@, F,P)
Diagrama de Acoplamiento

La definicién anterior tiene sentido debido a que se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 3.1.1 Toda familia de elementos aleatorios tiene un acoplamien-
to.

Demostracién. Sea Y; elemento aleatorio definido de (Q;, F;, P;) en (Ej},€;),
jeJ.

Definimos:
» (Ej,&;,P;) un espacio de probabilidad, donde P;(.) = P;(Y; € .);
» Qesel espacio producto de los E;’s ;
» Fesla sigma- &lgebra producto de los §;’s; y

» P es la medida producto de los P;.

Con lo anterior, podemos construir elementos aleatorios ?J definidos de (Q, F , 15)

n (Ej,&;) por Yj(w) = wj, con w € Q.
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Entonces para A; € £ se tiene:
P (Yj € 4;) = Pj(4)
= PEIXEyx...xEj_1xAjxEj11x...)
= P({vlw; € 4;})
{wl¥;(w) € 4;})
(Yj € Aj) .

Asi tenemos que Y 2 Yj para j € J y con este hecho mostramos que ffj rjed

P
P
es un acoplamiento para la familia de elementos aleatorios {Y; : j € J}. m

Observacion 3.1.2

» El acoplamiento construido en el cuerpo de la demostracion anterior, lo
llamaremos acoplamiento candnico.

= Las definiciones 3.1.1 y 3.1.2 estdn relacionadas estrechamente debido al
acoplamiento canonico. Este hecho lo mostramos en el siguiente diagrama.

R >

(€, Fj, Pj) (Ej» &> Piy,)

Y)
(HEj7 ngvp

jed = jeJ
Diagrama de acoplamiento candnico

Los acoplamientos candnicos no son los tnicos que se pueden dar para cierto
conjunto de elementos aleatorios. A continuacién mostramos otras formas de
generar acoplamientos.

La manera de crear un acoplamiento para dos variables aleatorias X y Y, la
damos en el siguiente lema.

Lema 3.1.1 Sea U una variable aleatoria con distribucidn uniforme en [0,1]
y Z una variable aleatoria con funcion de distribucion F. Si definimos una
variable aleatoria Z de (R,B (R),P’) en (R,B(R)) como:

ZA::FfloU,
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donde F~! es la inversa generalizada de F. Entonces tenemos que Z 27

Demostracién. Sea z € R. Entonces, P’ (Z < z) = P (F‘1 oU < z) =
P'(U < F(2)) = F(2) esto implica P}, ((—o0,2]) = Pz ((—o00,z2]). Aplicando
el teorema de clases mondtonas obtenemos Pé =P; m

Ejemplo 3.1.1 (Acoplamiento de variables aleatorias.) Aplicando el lema
anterior a cualesquiera dos variables qleatoa:ms X1 y Xa, con distribuciones Fy
y Fy; obtenemos variables aleatorias X1 y Xo, con la propiedad de que:

D 3 D 3
X1 = Xl Yy XQ = XQ.
Ast podemos decir que (Xl,Xg) es acoplamiento para X7 y Xo.

Ejemplo 3.1.2 (Acoplamiento cldsico o de Doeblin) Sean X y X' dos
realizaciones de Markov con transicion p y distribuciones iniciales p y v, res-
pectivamente. Definimos:

X, si n<T

s . _ I "o
T=inf{neN: X, =X,} vy X”_{Xn si n>T

Con esto podemos ver que en el tiempo T, los procesos X y X' estdn en un mismo
estado y continuardn su propio trayecto como si hubieran empezado desde ese
estado, es decir, (X, Xni1,---) 2 (X}, X iqs--), paran > T. Asi la realizacion
X", es una modificacién de la realizacion X' después del tiempo T y tiene la
misma distribucién que X', es decir, X" 2 X'. Con esto tenemos que (X, X")
es acoplamiento para X y X'.

Ejemplo 3.1.3 (Acoplamiento para realizaciones markovianas) Sea

X = {X,}32, cadena de Markov con espacio de estados (E,§), espacio base
(Q,F) y kérnel de transicion p. Sean p y v medidas de probabilidad definidas
en (E,€). A partir de p, podemos definir otro kérnel p en (E?,£2), de la siquiente
manera:

ﬁ((ﬂj,y),A X E) = p(va)v
p((z,y), E x A) p(y, A),
ﬁ((l‘7y),A X B) = p(l‘,AﬂB),

donde x,y € £ y A, B € £.

Considerando la probabilidad p x v definida en (E?,£2), el teorema de Tonescu-
Tulcea garantiza la existencia de una realizacion markoviana
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X = ({Xi}fﬁzo,{)zﬁ}j’f:o) definida en ((E2)N,(§2)N7P#Xl,), y con espacio de

estados (E2,€2); donde X' := {X}!}22,, X2 := {X2}°°,, son realizaciones
markovianas con kérnel p y distribucion inicial p y v, respectivamente.

Definicion 3.1.3 (AcoplamieAnto markoviano) Sean X y X como en el
ejemplo anterior. Decimos que X es acoplamiento de X si:

Pu(AxQ) = Pu(A), (3.2)
Pucs(Qx A) = P,(A), y (3.3)
P (Q°) = 0, (3.4)

donde A € &Y, 0° = {w € (E>)N : 7A < 00 y wy & A para algin n > 7a},
A={(z,z):x € E} yta =inf{n e R:w, € A}.

Denotaremos en este caso la medida P por P, ,, para resaltar la dependencia
de las medidas iniciales de las trayectorias markovianas tomadas.

Observacion 3.1.3 Bajo el contexto del ejemplo anterior, si definimos un kérnel
de transicion de la siguiente manera

ﬁ((xvy)vA X B) = p(x,A)p(y,B),

donde x,y € E y A, B € £, y tomamos una medida inicial, obtenemos que X es
acoplamiento de X. Ademds suponiendo la existencia de Ta, con la propiedad
de que Ta < 00, entonces (X, X') es el acoplamiento descrito por Doeblin (véase
[15]). En la literatura, este acoplamiento es llamado acoplamiento cldsico o de
Doeblin.

Encontraremos otros ejemplos de acoplamiento, en los apartados 3.1.3 y 3.2,
debido a su relaciéon con los conceptos de CMs particionantes y de orden es-
tocdstico, respectivamente.

A continuacion expondremos, el uso que le daremos al acoplamiento.

3.1.2. Desigualdades de acoplamiento

Una aplicacion que se le ha dado al acoplamiento consiste en acotar la diferencia
entre dos distribuciones pertenecientes a variables aleatorias, elementos aleato-
rios o procesos estocasticos, respectivamente. Para mostrar este hecho damos dos
desigualdades notables. La primera esta relacionada con variables y elementos
aleatorios, y la segunda con procesos estocdsticos.

Comenzaremos con la primera de ellas.
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Desigualdad del evento de acoplamiento.

Definicién 3.1.4 Consideremos el contexto de la definicion 3.1.2. Llamaremos
evento de acoplamiento de la familia (Yi,i € J) a un evento C € F que
cumple Y;(w) =Y;(w), para todow € C yi,j € J.

Lema 3.1.2 (Desigualdad del evento de acoplamiento) Para cualesquie-
ra dos elementos aleatorios Y;, Y;, se tiene:

donde C' es el evento de acoplamiento y ||.||vr, es la métrica de la variacion
total definida por:

Demostracién. Sea A € £. Entonces,

Pu ()= P, O, < P(CO), (35)

i, (A) (3.6)

J

P ()—P; H —9
iy, () ”f()VT sup

P, (A)-P

Piy (A) = Pj, (A) = Py (A) = Py (A)
= P(Y7'(A) - P(Y;H(A))
= PN (A)NCY) =PI (A)NC) +
P(Y (AN C) - P(Y;H(A)NC)
= PN (A)NC) - PV (A)NCo)
< PV (4)nce)
< P(C°).

Por lo tanto, de la desigualdad anterior, y por un argumento simétrico para
obtener que FPj,. (A) = Py, (A) < P(C°), se sigue la desigualdad (3.5). m

Desigualdad del tiempo de acoplamiento

Para establecer esta desigualdad necesitamos los siguientes conceptos.

Definicién 3.1.5 Sean X = {X,}5°, y Y = {Y,}>2, dos procesos estocdsticos
d@ﬁ’ﬂidOS de (QHFHPZ) en (E'mgl)a 1= 1527 Yy Z\ = ({Xn}?LO:O?{i}TL}Zo:O) un
acoplamiento para {X,}22 o y {Yn}5%-
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(a) Llamaremos tiempo de acoplamiento, para los procesos X Y 57, a una
variable aleatoria T definida en (ﬁ, ﬁ, }3) por:

T:inf{neN:Xn:Yn},

tal que

~

Xp(w)=Y,(w), n>T, we{T <o}

(b) El proceso 7 es llamado acoplamiento exacto, si tiene tiempo de aco-
plamiento.

(c) 7 es llamado acoplamiento exitoso, si su tiempo de acoplamiento cum-
ple P(T < o0) = 1.

Lema 3.1.3 (Desigualdad del tiempo de Acoplamiento) Sean {Xl} 0
y {ng}nzo realizaciones markovianas cuyo kérnel de transicion es p y sus me-

didas iniciales son u y v, respectivamente. Si ({Xl} {XQ} ) es un
n=0 n=0

acoplamiento exacto para {Xl}n oY {X } entonces se tiene que:

n=0’
I () = vp" Ollyr < P (X0 #X2) (3.7)
< P(T>n),
donde \p™ (A) == [ p" (x,A)d\(z) = [, P: (X, € A)dX(z) = P\ (X, € A),

A €&, X es una probabilidad deﬁmda enéy || ||VT es la métrica de la variacion
total definida previamente en la ecuacion 3.6.

Demostracion. Sea A € &

up" (A) —vp™* (A) = P, (X)€A)—P,(X}eA)
- P(X;eA) (X2 A)
< p(x;eA,xﬁxg)_p(XgeA,} Ag)
+ P(}eA,Xﬁ:Xﬁ)—P(XﬁeA,A}l:)?ﬁ)
< p(fc;eA,X;#Xg)_p(xgeAjH;?g)
< ﬁ(X,}LeA,X}L#Xi)
< P(Xh£X2)
< P(T>n),

la ultima desigualdad, se obtiene por la definicién de T. De la desigualdad
anterior y por simetria se obtiene la desigualdad (3.7). m
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3.1.3. Acoplamientos particionantes

Finalizamos esta seccién con la construccién de acoplamientos exitosos para
realizaciones markovianas que son particionantes (véase secciones 2.4 y 3.1.2).

Para la construccion, consideremos la siguiente hipétesis.
. 2 . o0 o0 - - .
Hipétesis 3.1.1 Sean {X,.},_, y {Yn},_, dos realizaciones markovianas con

distribuciones iniciales w, respectivamente y cuyo kérnel de transicion es
)
p. Ademds supongase que son recurrentes y fuertemente aperiédicas.

Observaciones 3.1.1 Debido a que p es fuertemente aperiddica, podemos con-
siderar 6, v, C' y @ como fueron tomadas en la subseccion 2.4.

A continuacién damos la construccién mencionada, mediante el siguiente algo-
ritmo expresado en pseudocdodigo.

Sea {I,,},- , una sucesién de variables aleatorias independientes que toman val-
ores en {0,1}, con probabilidad § de que I,, = 1, para todo n (constltese el
contexto de esta sucesién en la seccién 2.4).

Algoritmo 3.1.1 ([47] pag. 401) Consideremos las hipdtesis 3.1.1 y defina-
mos:

Xogu,f’ogw,n:(), Indicador =0 yw € Q)

Mientras (Indicador =0)
{

Si (Xp(w) € C, Y,(w) e )
Si(lu(w) = 1)

Xiw) = Yi(w), VE>n+1,
Indicador = 1.
Otro.

5 D

Xn+1 = Q(Xn(w),')7

- D

Yn+1 = Q(Yn(w)7 ) Y

n = n+1.
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Otro
S D
Xpt1 = p(Xn(w)v')’
o D
Yor1 = p(Ya(w),.) y
n = n+1l

Observacion 3.1.4

= Con este algoritmo se encuentra una cadena de Markov (X,Y), donde a

la vez X y Y son cadenas de Markov con distribuciones iniciales u y 7,
respectivamente.

= Cuando ocurre en el algoritmo I,(w) = 1, se tiene como consecuencia la
siguiente interpretacion: con probabilidad §, se tiene Xy = Y para todo
k>n+1, y con probabilidad 1 — § los procesos ain no se han acoplado.

= La construccion realizada, cumple con la desigualdad de acoplamiento:

|P.(X, €.) —n()vr < P(T >n), neN.

= Cuando el espacio de estados es igual al conjunto pequenio (es decir, E =
C), se tiene que: R
P(T>n)<(1-6)" neN.
En general, cuando no se tiene que E = C, se tendrd que P(T > n)
estd acotado por la suma de (1 —0)™ y un término adicional. Estos resul-

tados serdn revisados en el capitulo 5.

3.2. Orden estocastico

El concepto de orden estocéastico se cre6 en la década de los 70’s y en este trabajo
lo utilizamos para ordenar acoplamientos.

Esta seccién muestra, através del teorema de Strassen', el ordenamiento de
dichos acoplamientos.

Se ha organizado esta seccion en tres partes. En cada una de ellas se muestra el
teorema de Strassen para variables aleatorias, elementos aleatorios y procesos
estocdsticos, respectivamente.

110 que aqui llamamos teorema de Strassen, es una consecuencia del resultado 11 obtenido
por Strassen en [52] (ver apéndice B).
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Para mostrar estos resultados, daremos a continuacién el concepto de orden
estocéstico y su caracterizacion. Para este fin, consideramos un espacio medible
(E,€), dotado de un orden parcial < en E.

Definicién 3.2.1 (Orden estocdstico) Sean A y p probabilidades en (E,€) y
X, X' elementos aleatorios definidos de (U, F;, P;) en (E,§) con i = {1,2},
respectivamente.

est.
a) Decimos que )\ es estocdsticamente menor o igual ap (A < p), si
y solo si:
A(A) < p(4), A€ B,

donde B = {A € €:14(.) es una funcién no decreciente}.

est.
b) Decimos que X es estocdsticamente menor o igual que X', (X <

est.
X') si A < u, donde:

Lema 3.2.1 (Caracterizacién de orden estocdstico) Sean P y P’ dos pro-

est.
babilidades definidas en (E,§). Entonces P < P’ siy solo si, para toda f € A¢

se cumple:
[ sar< [ gar
E E

Ae :={f| f es una funcion medible de & en B (R), no decreciente y acotada}

donde

Demostracion.
LL<:)”

. est.
Tomando f =14, A € B, se obtiene P < P’.
“i) b

Obsérvese que [ fdP < [ fdP’, es valida usando funciones indicadoras. Poste-
riormente considerando funciones simples, no negativas e integrables, se obtiene
el resultado requerido. m

Observacién 3.2.1 Cuando las medidas p y A son distribuciones en (R, B(R)),
la definicion 3.2.1 queda descrita de la siguiente manera:

est.
decimos que A es estocdsticamente menor o igual que p (A < p), si:

A(z,00)) < p((z,00)), para todo x € R.
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A continuaciéon mostramos el teorema de Strassen en su version para variables
aleatorias, elementos aleatorias y procesos estocasticos, respectivamente.

3.2.1. Acoplamiento ordenado en variables aleatorias

Teorema 3.2.1 (Strassen, [28]) Sean X y X’ variables aleatorias definidas
en

est. A A
(Q, F, P). Entonces X < X' si y solo si existe un acoplamiento (X, X') de X
y X', ordenado de manera puntual, es decir, X(w) < X'(w), para todo w € Q.

Demostracion.
tL:>) ”»
Sean F'y F’ las funciones de distribucién para X y X', respectivamente. Defi-
niendo (55, )A(’) como en el ejemplo 3.1.1, tenemos que X, X’) es acoplamiento
de X y X'/, donde

X = Flo U,

X' = FloU,
y U es una variable aleatoria uniforme en [0, 1].
De la hipétesis, podemos deducir que F' > F’. Aplicando este hecho obtenemos
la siguiente desigualdad para las funciones inversa generalizadas de F'y F':

F'='>p~1

Por lo tanto, haciendo la composiciéon con U en cada lado, concluimos:

X <X
LL<:) ”
Sea ()/(\' ,)?') acoplamiento ordenado de manera puntual, para las variables
aleatorias X y X’ definidas en (5\27 ﬁ, ﬁ)
Por lo tanto tenemos para todo y € R:

13()?>y)§13()?’>y) s PX>y<P(X >y,
est.
esdecir X < X'. m

Lema 3.2.2 (Caracterizacién de Orden estocastico) Sean X y X' vari-
ables aleatorias definidas en (Q,F, P). La siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:
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est.
(o) X < X'.

(b) Para toda funcion f: R — R, no decreciente y acotada, se tiene:

/R fdPy < /R fdPy:.

Demostracién.

“a ﬁ b ” R R

Por el teorema anterior, existe un acoplamiento (X , X! ) de X y X’ definido en
(R,IB% (R) ,ﬁ), tal que X < )?’, lo cual implica que f()?) < f()?’), para toda

funcién f no decreciente. Ahora

/RfdPX :/Rfdﬁf(

= foX dP (Por el teorema de cambio de variable)
R

< [ foX'dP
R

I
%\
kﬁ
Q.

)

[
~
5
"t

“b <: a ”
Con f = I3, se tiene lo requerido. m

3.2.2. Acoplamiento ordenado en elementos aleatorios y
procesos estocasticos

Los resultados que presentamos en esta seccién, son versiones del teorema de
Strassen para elementos aleatorios y procesos estocasticos, respectivamente. De-
bido a la extensién en sus demostraciones, referimos éstas al apéndice B del
presente trabajo. También establecemos en esta seccion, un ejemplo obtenido
del teorema de Strassen, versién procesos estocasticos, el cual serd utilizado en
el capitulo 6.

A continuacién enunciamos el teorema de Strassen para elementos aleatorios.

Teorema 3.2.2 (Strassen, [28]) Sean P y P’ medidas de probabilidad en (E,€).

est.
Entonces P < P’ si y solo si, existen elementos aleatorios Z y Z' con espacio
imagen (E,§), ademds Z 2 P, Z 2p yZ < 7.
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Para enunciar el resultado de Strassen para procesos estocasticos, necesitamos
antes una definicién.

Definicién 3.2.2 Sean E; espacios con un orden parcial <;, i =1,2, K y K’
kérneles de transicion en E1 X &. Decimos que K es dominado estocdstica-
mente por K' si:

est.

K (z,.) 2o K'(2',.) para todo x <1 2’

Teorema 3.2.3 (Strassen,[28]) Sean (E;,&;) espacios medibles dotados con
un orden parcial i, it € N; X y o medidas de probabilidad en E, K;, K| kérneles
de transicion en H;;E E; x&, ieN.

est. est.
Si A < pyK,; < K! para toda i entonces existen procesos estocdsticos Z =

{Zn}izo v 2" ={Z3}0%0 en (1120 Ei 120 &) tales que:

() (Zo, - Zn) 2 Py, (Zy, ..., Z),) 2 Pl para toda n.
(b) Zn 2n Z;L’ para toda n.

donde P y P} son las medidas de probabilidad definidas en H?:o &, obtenidas
por el teorema de la medida producto, cuando las medidas iniciales son \ y p,
respectivamente.

Demostracién. La prueba completa puede consultarse en el apéndice B.

Debido a la riqueza de ideas desarrolladas en la demostracién y a las conclusiones
importantes que podemos sacar de éstas, presentamos a continuacién un esbozo
de la prueba.

est. est.

A partir de que A < py que k; < ki, para toda i € N; se tiene,
est.
Py < Pl

paratodan € N. Py P/ son las probabilidades mencionadas en la construccién
de Ionescu-Tulcea.

est.
Ahora, del hecho P{ < Py, para toda n € N, se tiene,

~ est.

P <P,

donde P y P’ son probabilidades definidas en ([[5°, Ei, [15°, &), tales que:
P, = Pp, PT’rn = P, donde T, es la proyeccién de [[;2, E; a H?:Jrol E;.
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De este ultimo hecho se concluye que,
Zn =327, n>0.

Ejemplo 3.2.1 (Cadena de Markov estocasticamente mondétona)
Considerando el contexto y las hipdtesis del Teorema 3.2.3. Llamaremos cadena
de Markov estocdsticamente mondtona a la cadena X = {X,} que cuenta
con kérnel de transicion mondtono p, es decir, K; = K! = p para toda
i>0.

A continuacion mostramos dos propiedades que tienen este tipo de cadenas.

Corolario 3.2.1 Sea X una cadena estocdsticamente mondtona y X' y X"

dos de sus realizaciones, las cuales tienen distribuciones iniciales A y 1, respec-
est.
tivamente, con A < . Entonces se cumple lo siguiente,

est
(1) Px(X, €.) < P,(X] €.),
(i) X < X/, para todo n > 0.

Demostracion. Véase la demostracion del Teorema 3.2.3. m

Observaciones 3.2.1 Cuando X cumple la condicidn (i) del Corolario 3.2.1,
los autores de [30] llaman a esta cadena de Markov ordenada estocdstica-
mente, y cuando satisface la condicion (it) la nombran cadena de Markov or-
denada por realizaciones.

Ejemplo 3.2.2 (Cadena de Markov ordenada por realizaciones) FEste
tipo cadenas resultan directamente del Teorema 3.2.3, como se menciono en la
observacion 3.2.1.

Mostramos a continuacién dos propiedades importantes que también se despren-
den del Teorema 3.2.3 y que seran utilizados en el capitulo 7.

Corolario 3.2.2 Sea X una cadena de Markov estocdsticamente mondtona, X'
y X" dos de sus realizaciones. Si las distribuciones iniciales de X' y X" son:

1. 6, y b, respectivamente con x < x’. Entonces
X, < X7,

para toda n > 0.
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2. 04 Yy W, respectivamente, donde a < x para todo x € E. Entonces
X, <X,
para toda n > 0.

Demostracién. Aplicando el Lema 3.2.3 en el Teorema 3.2.3, se obtiene los
resultados requeridos. m

Lema 3.2.3 Sea (F, =), un espacio de estados parcialmente ordenado.

(a) Para x < 2’, se cumple lo siguiente:

est

Oy = 0.

(b) Si existe un elemento minimo a € E, es decir, a < x, Vo € E. Entonces

est.

g =X W, paratoda p ytodo x€E.

Demostracion.

Consideremos A € B (véase el inciso “a ”de la definicién 3.2.1).
“a” Vamos a mostrar que 0, (A) < d,/(A). Para esto, tomemos y € R y anali-
cemos los siguientes casos:

(i) Siz € A, entonces 2’ € A , debido a que I4 es no decreciente. Por lo
tanto 0, (A) < d./(A).

(ii) Siz¢ Ayax' € A, 6z ¢ A, ' ¢ A, claramente obtenemos: §,(A) <
0z (A).

est.
Con esto podemos concluir que §,; < 0,

est
“b” Como a < x entonces se cumple d, < J,, con lo cual se da la siguiente
desigualdad:

w(A) = Pu(X{' €4

Lauwmwm
/@mwm
E

zémmw@
= 5, (4).

est.
Por lo tanto tenemos é, < p =
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Capitulo 4

Planteamiento y
antecedentes

4.1. Planteamiento

Es conocido, en la literatura de CMs, que bajo ciertas condiciones, se tiene

lim [[p* (z,.) =7 () [| =0,

n—oo

donde p" denota la funcién de transicién en n-pasos, 7 la distribucién invariante,
y ||-]| es una métrica apropiada (por ejemplo, ésta puede ser la métrica de la
variacién total o de la variacién ponderada) (véase [2], [7], [20], [23] v [37]).

Una pregunta importante relacionada con este limite es ;qué tan rapido
tiende a cero?, es decir, es importante conocer la velocidad de convergen-
cia de las transiciones a la medida invariante; la cual llamaremos desde este
momento, tasa de convergencia.

Matematicamente hablando, en el contexto de cadenas de Markov, entenderemos
por tasa de convergencia a una funciéon ¢ que cumple para toda n € Ny
x€eF,

Ip" (2, ) =7 () = O(¢(n)), o (4.1)
lp* () =7 () = o(e(n)), (4.2)

donde ||p™ (z,.) — 7 (.) || = O(¢(n)) significa que existe M, > 0 tal que
Ip" (2,) =7 ()| < Mz|p(n)] ¥

47
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por ||p"™ (x,.) — 7 (.) || = o(¢(n)) entenderemos que
" () =m0l
O

En el contexto del parrafo anterior, diremos que ¢ es:

(a) ergddica si ocurre ||p"(x,.) — w(.))]| = O(é(n)),
(b) uniformemente ergddica, si existe M > 0 tal que

[p"(z,.) — 7()] < M|g(n)|, =€ E.

Si ¢ es ergddica ( o uniformemente ergdédica) y tiene la siguiente forma ¢(n) =
r™, con 0 < r < 1 la tasa es llamada geométricamente ergédica ( o uniforme
y geométricamente ergédica).

Cabe mencionar que hay trabajos en la literatura de cadenas de Markov en las
cuales se garantiza la existencia de tasas de convergencia, pero no se proveen
éstas de manera explicita (véase [27],[38],[55] y [57]).

La tasa de convergencia tiene aplicacién, principalmente, en los algoritmos de
simulaciones estocésticas que se hacen para ciertos modelos que pueden ser
descritos como cadenas de Markov, tales como: MCMC, PDMs, etc (véase [44],
[48] v [35]). De aqui, la importancia para su estudio.

A continuacién describiremos el problema relacionado con las tasas de conver-
gencia que estudiaremos en el presente trabajo.

PROBLEMA. C(onsidérese cadenas de Markov con los siguientes requeri-
mientos:

a) tienen espacios de estados contenidos en R ; y

b) cuentan con una medida invariante. Ademds, se supondrd que la fun-
cion de transicion en n-pasos converge a la medida invariante (en alguna
métrica adecuada), y que para dicha convergencia existe una tasa.

En este contexto, el problema de la tesis consiste en:

Analizar distintas condiciones que permitan expresar las tasas de convergencia
de forma explicita y de tipo geométrico. Dicho andlisis se realizard para
cada uno de los siguientes casos:

= CMs con espacios finitos o compactos,
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»  CMs con kérnel estocdsticamente mondtono, o

s CMs con la propiedad de reversibilidad y/o positividad.

Ademds, buscaremos ejemplificar la teoria desarrollada en cada uno de los casos
anteriores.

4.2. Antecedentes

A finales de los 50’s e inicio de la década de los 60’s, se realizaron trabajos
relacionados con la ezistencia de tasas de convergencia en espacio de estados
discretos (véase [27] y [57]). Posteriormente, hasta la década de los 70’s, se
publicaron trabajos relacionados con la existencia de tasas de convergencia para
cadenas de Markov con espacio de estados generales (véase [55] y [38]).

Aquellos trabajos, basaban sus resultados basicamente en el uso de las condi-
ciones de minorizaciéon, Foster-Lyapunov y V —uniformidad. Como veremos a
continuacion, dichos criterios estan fuertemente relacionados.

Para obtener la condiciéon de Foster-Lyapunov se necesita el establecimiento
de la condicién de minorizacién. Popov en [42] y Tweedie en [55], probaron,
para el caso de espacio de estados numerable y general, respectivamente, que
la propiedad de Foster-Lyapunov es la condicién necesaria para la obtencién de
tasas de convergencia de tipo geométrico.

Hordijk y Spieksma en [19], Meyn y Tweedie en [54], mostraron respectivamente,
que la clase de funciones que satisfacen la condicién de Foster-Lyapunov es
equivalente a la clase de funciones que hacen que una cadena de Markov sea
ergddica y V-uniforme.

Por otro lado, a partir de la década de los 80’s, se comenzaron a desarrollar
resultados que permitieron obtener de forma explicita, tasas de convergencia
([4], [25], [24], [26] [30], [34], [46]y [48]).

Estos nuevos resultados, tuvieron como base para su desarrollo, las mismas
condiciones que permitieron conocer la existencia de tasas, como a su vez, la
incorporacién de técnicas probabilisticas. Las técnicas fueron; teoria de reno-
vacion, acoplamientos bivariados, monotonicidad estocéstica y el teorema de
Kendall.

De manera cronoldgica, estos resultados se presentaron en [25], [24], [26], [34],
(48], [30] [46] y [4].

Esencialmente hoy en dia, existen diversas clasificaciones para caracterizar a las
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tasas de convergencia. En este trabajo nos concentraremos en tasas de conver-
gencia ergddicas, no ergddica, y de orden de convergencia geométrico.
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Capitulo 5

Método espectral

El resultado presentado en este capitulo fue consultado en [47], y en él se observa
una tasa de convergencia de tipo geométrico con respecto a la métrica de la
variacion total para cadenas de Markov con espacio de estado E finito.

Para este caso, la tasa de convergencia esta relacionada con los valores y vectores
propios de la matriz de transicién.

A continuacién proporcionamos el contexto, y un resultado previo que nos
servira para presentar el resultado principal del capitulo.

Sean X una CM con n estados y Ag, A1,... ¥ Ap_1 los valores propios asociados
a la matriz de transicién p (incluidos con multiplicidad algebraica). Ademés

)\0 = 1 y
A* = méx |\,
1<j<n—1

Noétese que el valor propio A9 = 1 tiene sentido, porque toda matriz estocéstica
tiene como valor propio a 1 (véase [47]). Denotemos por v, a su vector propio.

Lema 5.0.1

(a) \*<1;y

(b) Sip(x,y) >0 para todo x,y € E, se tiene \* < 1.

Demostracion.

(a)

53
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Sea A un valor propio asociado al vector v. Escogemos = € E de tal manera que
se cumpla,
l[v(y)| < |v(x)|], paratodo ye€ E.

De este hecho podemos obtener

Ao(z)] = [po(z)]

= D vy

yeE

> lw®)lp(z,y)

yek

> (@) |p(z, y)

yekE

= Ju(2)],

es decir, [Av(x)| < |v(z)|. Con lo cual se tiene que |A| < 1, y asi concluimos que
[A*] < 1.

(b)

Supéngase que pv = Av, de aqui si |v(z)| = |v(y)| para todo z,y € E, se debe
tener que v(z) = v(y) para z,y € E. Con esto se observa que v es un vector
constante, con lo cual se nota que su tnico valor propio asociado es A\g = 1. De
aqui se obtiene que A* =0 < 1, y que p es diagonalizable.

IN

IN

Si p no es diagonalizable, se necesita probar que el valor propio A\g = 1 no forma
parte del bloque de Jordan mas grande. Probemos este hecho por contradiccion.

Supongamos que Ag pertenece al bloque de Jordan més grande, entonces para
alglin vector v se tiene
pv =v + u,

donde u = (1,1,...,1)%. Por lo tanto podemos escoger = € E de tal manera que
Re v(y) < Re v(x), paratodo y€ E.

Con este hecho obtenemos:

1+ Re v(x) Re (pv(w))

= Re Y v(y)p(z,y)

yeE

> lo®)lp(z, y)

yek

Re Y v(@)p(e,y)

yeE
= Rev(x),

IN

IN
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lo cual resulta una contradiccién. Asi, A\g no pertenece al bloque de Jordan més
grande, con lo cual se tiene que \* < 1. m

Con lo anterior, el resultado principal del capitulo se enuncia de la siguiente
manera.

Teorema 5.0.1 Sea {X,,}5°, una realizacion de Markov finita con matriz de
transicion p, la cual es diagonalizable, y tiene distribucion inicial po. Supongase
que p(z,y) > 0 para todo x,y € E (obsérvese que en este caso, \* < 1 debido al
lema anterior). Entonces se cumple lo siguiente.

a) Existe una unica distribucion invariante .

b) Para cada x € E, existe una constante Cy, > 0 tal que:

*\k
|Puo (Xi = ) — ()| < Co (A7),
donde C' es
n—1
Co = |amvm (2)],
m=1
Y
= Vg,V1, ... ,Un_1 forman la base de vectores propios izquierdos corres-
pondientes a Ao, A1, -.. , An—1, respectivamente; y
= ag,a1, ... ,0,_1 Son los escalares de la combinacion lineal que gene-
ran a o, es decir
Ho = QoVg + @101 + ... + Qp_1Up_1. (51)

Demostracion.

Noétese que para cierto vector propio v, asociado al valor propio A, la expresion
vp = Av implica que vp® = A¥v, para toda k > 1. Por lo tanto aplicando esto a
la ecuacién (5.1), se tiene, para k > 1 que

koo k k k
Hop" = apUop” + a1v1p” + ... + Ap_1Vp—1D
k k k
= a0>\01}0+a1/\11}1 —|—...+an_1)\n_1vn_1
= apVg + (Ll>\11€'l)1 + ...+ an,l)\ﬁflvn,l.
Definimos m = agvg como la distribucién invariante, debido a que cumple,

. k
lim pop” = aguo,
k—oo
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y satisface la siguiente igualdad mp = 7 (véase la definicién 2.2.1). En efecto,

() = > w(y)p(,y)

yeE

= D aovo(y)p(,y)

yeE
aguo(x)
= 7(x).

Supongamos ahora que 7’ es otra medida invariante, por lo cual cumple:

Zw’(m) =1; y

z€E

7(2) = 3w (@)p(z, ).

z€E
Por ser p(x,y) > 0 para todo z,y € F se tiene que
lim p"(z,y) = 7(y).
n—oo
Entonces para todo y € E se cumple

'(y) =Y (@) lm p™(a,y) = 7(y) Y 7' () = 7(y).

rel zeE

Por lo tanto la medida invariante es dnica.

Por otro lado, para todo x € F' y k > 1, tenemos:

luop* (z) = w(2)] = |arMfor(2) + ... + a1 X yon 1 (@)
n—1
< Z‘amvm($)||)‘§m|
m—1

IN

(Z_j |amvm<a:>|> NG

Asi que:

n—1
Hop* (&) — ()| < (Z |amvm|> A

m—1

Por lo tanto se cumple lo requerido.

Observacién 5.0.1 Del inciso (b) del Teorema 5.0.1 se obtiene :

lrop® () = 7()llvr < CA)",



o7

donde C =1 %" C,.
zeE

Ejemplo 5.0.1 Consideremos una cadena de Markov sobre el espacio de esta-
dos E ={1,2,3,4} con probabilidades de transicion:

04 02 03 0,1
| 04 04 02 0
P=1 06 02 01 01
0,7 0,1 0 0.2

Supongamos que la cadena comienza en 1, asi tenemos que la distribucion inicial
es po = (1,0,0,0).

Calculando los valores propios observamos que: \g = 1, Ay = 0,2618, Ay =
0,0382 y Ay = 0,2. Ademds los vectores propios correspondientes a cada uno de
ellos son:

vo = (0,4671,0,2394,0,2089,0,0846),
v; = (—0,4263,0,0,4263,0),

vy = (—0,0369,0,2301,—0,556,0,3721),
s (—0,2752,0,4854, 0,0898, —0,3).

En términos de estos vectores propios, el vector inicial queda descrito:
Mo = Vo — 1,031’01 - 0,4518’02 — 0,27911]3.
Asi tenemos que w(.) = vg y por lo tanto, para k > 1:

v0(3) — 1,031 (AF)v1(3) — 0,4518(\2)*v2(3) — 0,2791(A3) v3(3)
0,2089 — 1,031(0,2618)*(0,4263) — 0,4518(0,0382)% (—0,5656)
—0,2791(—0,2)%(0,0898).

110p™ (3)

Por lo tanto, para k > 1:
lop®(3) — 7(3)] < 0,8(0,2618)*.

El cdlculo para los demds estados, se puede obtener de manera similar al real-
1zado para el estado 3.

Observacién 5.0.2 En [9] se exhibe un resultado que presenta el mismo con-
texto del Teorema 5.0.1, pero su tasa es distinta, a saber, para todo x,y € E se
cumple

Ip" (z,y) — (y)| < ap”,
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donde
B = max{|\i], X2, [Ancal},
a = (SuI;{IBl(x,y)lJrle(:v,y)l+---+|Bn—1(x,y)|}, Y
x’y

|B:(z,y)| es el determinante de la matriz espectral asociada a A, (véase [9]).



Capitulo 6

Acoplamiento

Considerando cadenas de Markov con espacio de estados (E,¢) y kérnel de
transicion p, en este capitulo damos dos métodos que auxilian a la técnica de
acoplamiento para encontrar tasas de convergencia de tipo geométrico con re-
specto a la métrica de la variacién total.

En el primer método requerimos que el espacio de estados sea pequeno, es decir,
se necesita que la CM X cumpla la propiedad M (my, §, I, v) (véase la definicién
2.3.4). También presentamos dos resultados; en uno de ellos se considera que el
espacio de estados es finito y en el otro, se considera a E como un subconjunto
compacto de R.

Para el segundo método, se tiene como base tedrica el teorema de Strassen (véase
seccién 3.2), el cual nos garantiza la existencia de acoplamientos que tienen la
propiedad de estar ordenados por realizaciones (o trayectorias). En esta parte
ofrecemos dos resultados que dependeran de la forma del espacio de estados.

En ambos métodos, el acoplamiento nos servird para obtener la desigualdad de
acoplamiento vista en la subseccién 3.1.2.

Los resultados que se presentardn més adelante fueron consultados en [30], [31],
[35], [46], [47] y [56].

59
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6.1. Espacio de estados pequeno

6.1.1. Caso finito

Para el resultado que se presenta a continuacién, supéngase que el espacio de
estados es un conjunto finito y pequeno.

Teorema 6.1.1 Sea X = {X,} una CM con kérnel de transicion p, la cual es
recurrente y fuertemente aperiddica (véase inciso (iii) de la definicion 2.3.6).
Supdngase que po es la distribucion inicial de X y m su medida invariante.
Entonces

”PMO(XTL € ) - 7T(')”VT < (1 - 6)na n 2> 1, (61)
donde,
5= Z ir.lelg p(z,y). (6.2)
yeE

Demostracién. La recurrencia y la aperiodicidad fuerte de X, permite la
creaciéon de un acoplamiento para X con distribuciones iniciales pg y m, respecti-
vamente (véase el algoritmo 3.1.1). Con lo que se tiene la desigualdad (6.1). Por
otro lado, nétese que (6.2) se obtiene directamente de la aperiodicidad fuerte de

p.

Ejemplo 6.1.1 Considérese el espacio de estados E = {0,1,2,3,4} y el sigui-
ente kérnel de transicion,

02 02 03 03 0
04 0 03 03 0
p=| 02 02 04 01 0,1
02 01 03 01 03
02 0 05 03 0

Para mostrar la aperiodicidad fuerte, definimos para yj € E:

q(y) = min p(z,9),
v(y) = @, JEE y

5 = Zgg]{;l p(z,y).

yek
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De aqui tenemos que 6 = 0,2+0,3+0,1 = 0,6, ¢(0) = 0,2, ¢(1) =0, ¢(2) = 0,3,
q(3) =0,1 y q(4) = 0,6

luop® () = 7()lvr < (1 —68)* = (0,4)%, k>1.

6.1.2. Caso compacto

El resultado que presentamos en este apartado, ofrece una tasa ergédica de tipo
geométrico para CMs que tienen espacios de estados compactos y pequenos,
pero no necesariamente finitos.

Cabe senalar que en la siguiente seccién, se presenta una teoria con la cual se
cubre el caso de espacio de estados compactos. No obstante, podemos observar
que en ambas teorias existen diferencias debidas a sus hipdtesis.

Teorema 6.1.2 Sea X = {X,,} una CM con kérnel de transicion p, la cual es
recurrente y fuertemente aperiodica (véase inciso (iii) de la definicion 2.3.6).
Supongase que pg es la distribucion inicial de X y m su medida invariante.
Entonces

1Pu(Xn € ) = a()llvr < (1= 8", n>1, (6.3)

donde,

) /E;ng(af,dy), y

para cada x € E, p(x,.) es absolutamente continua con respecto a la medida de
Lebesgue.

Demostracion. Es similar a la del Teorema 6.1.1. m

Ejemplo 6.1.2 Sea E = [0,1]. Para cada x € E y A € B[0,1], definimos

l1+z+y
2, A= [ 22T Y g
( >/A§+x y

14+z+y
Fro
a la medida p(x,.). Para mostrar la aperiodicidad fuerte en X, definimos para

Aeg:

donde para cada x, g,(y) = y € E, es la densidad condicional asociada

q(4) = /A nf p(z,dy),
) = 44
0 = /E inf p(x,dy).

zEE



62 CAPITULO 6. ACOPLAMIENTO

Asi tenemos:

3 1og

= / §(1+y)dy+/ 5(2+y)dy
0 3

_

T30

Por lo tanto obtenemos:

1P €)= 70lvr < ()

6.2. Monotonicidad estocastica

En esta secciéon presentamos una teoria que exhibe tasa de convergencia de
tipo geométrico para cadenas de Markov que son estocasticamente mondtonas
y cuentan con espacio de estados que contienen un elemento minimo.

En la teoria presentada, damos un ejemplo que tiene aplicabilidad a procesos de
almacenamiento, como son, colas, inventarios y presas. También en el apéndice
C damos una aplicacién a control estocastico.

Observacion 6.2.1 FEl resultado que se muestra en esta seccion, contiene el
caso de espacio de estado compacto visto en la subseccion 6.1.2. Esto se debe a
que los espacios de estados compactos contienen un elemento minimo, y estos
ultimos pueden ser no acotados por arriba.

Ademds, podemos resaltar que la compacidad en esta teoria mo es un hecho

importante, si no la presencia en el espacio de estados de un elemento minimo.

La fuente bibliografica para este capitulo es esencialmente: [30], [31], [35], y [47].

6.2.1. Desarrollo

En esta secciéon consideramos por comodidad, CMs con espacios de estados
E = [0,00). En general, podriamos pensar en tener un espacio de la forma
E = [a,00), donde a € R. El hecho importante es que el espacio de estados
tenga un elemento minimo.



6.2. MONOTONICIDAD ESTOCASTICA 63

La teorfa que presentamos a continuacién fue desarrollada por Lund y Tweedie
en [30].

Lema 6.2.1 ([30] p. 185) Sea X = {X,},~, una cadena de Markov que sa-
tisface la condicion de Foster-Lyapunov para V, A, by C = {0}, con V(0) =1
(véase 2.3.7). Entonces para 7o := inf{n € N: X,, = 0} se cumple:

(a) Eg[r™] <V(z), conr < % y x> 0.

(b) Eolr™] <r(A+0b), conr <

> =

Demostracién. Observemos que para cada x € F, la desigualdad de Foster-
Lyapunov:
PV (2) < AV () + bljo) (), (6.4)

cambia de forma al considerar estados positivos o al estado cero (esto se debe a
la funcién indicadora). A continuacién analizaremos las consecuencias de estos
cambios.

Si z > 0, entonces la desigualdad queda de la siguiente forma:
pV(z) < AV (x).

Dividiendo el espacio de estados en {0} [J(0, o) e iterando la desigualdad ante-
rior obtenemos,

V(z) > X 'pV(x)
— a7 /{ R /(O,Oo) V(z)p(x,dz)]
= ! V(O)p(x,0)+/(0m) V(z)p(a:,dz)],
es decir,
V(z) > A |Po(ro=1) + /(O,DO) V(z)p(m,dz)] .

Realizando este procedimiento una vez mas obtenemos:

V() > A 2Pu(10=2)+ A 'Py(1o = 1) + / / V(z2)p(z,dz2)p(z,dz).
(0,00) V (0,00)
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Como podemos observar, continuando de forma sucesiva este procedimiento,
[ee]
obtenemos la serie Y A™"P,(19p = n), y una integral multiple cuyo valor es

n=1
positivo. De este hecho ver que

V(x)

Y

Z A" Py(to =n) (6.5)

= B[]

Para obtener la consecuencia descrita en el inciso (a) del lema, tenemos que
aplicar A™! > 7 a la desigualdad (A.3).

Por otro lado, si z = 0,la desigualdad (4.1) queda descrita de la siguiente forma:

PV(0) < A+b.
Ahora, un célculo similar al realizado para el caso > 0, permite obtener que
Eolr™] = (0,0) +r / E.[r™p (0, dz)
(0,00)
< p(0,0)+ / PV (2)P(0, d2)
(0,00)

= rPV(0)
< r(A+0d).

Por lo tanto
Eo[r™] <r(A+0b), <A

con lo cual se concluye la prueba. m

Teorema 6.2.1 ([30] p. 184) Suponga que X = {X,}22, es una cadena de
Markov estocdsticamente mondtona (véase el ejemplo 3.2.1) que satisface la
propiedad de Foster -Lyapunov para V, X\, b y C = {0}, con V(0) = 1. Entonces:

lim " (|p"(x,.) — 7()||lyr =0 para toda r <\~ x>0,
n—oo

donde m es la distribucion invariante.

Demostracion. Sean z € E, { X 52, {X/}15%, v { X'}, tres realizaciones
de Markov, con distribuciones iniciales §,, m, y v, respectivamente, donde §,
es la probabilidad concentrada en el estado x, v = P(méx(Y,z)) y Y es una

variable aleatoria con distribucién .

Denotemos la probabilidad de acoplamiento para las probabilidades Py, Pr y
P, (véase definicién 3.1.1) por P y con T a la variable aleatoria definida por:

T=inf{n>0:X, =X,},
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es decir, T es el tiempo de acoplamiento para las realizaciones {X/}52, v
{(Xa o

Observemos que para cada n € N, y A € £ se cumple,
P.(X!' e A) =n(A),

por ser 7 la distribucién invariante. Aplicando este hecho y el Lema (3.1.3) a
las realizaciones {X, }22 o v {X)/}52, se tiene que para A€ £y n > 1,

|P.(X! € A) — Pr(X" € A)|lvr < P(T > n). (6.6)

Por otro lado, usando la hipétesis de que la cadena es estocdsticamente mondoto-
na, se tiene que la cadena es ordenada por trayectorias (véase el ejemplo 3.2.2).
Con este resultado se deduce que cuando haya alcanzado al estado cero la re-
alizacién de Markov con estado inicial mas grande, entonces la realizacién con
estado inicial méds pequeno también lo habra alcanzado; es decir, en términos
de el tiempo de acoplamiento para { X/ }52 vy {X)/}5°,, v el tiempo de alcance
al estado 0 por parte de la realizacién {X]/}2° ,, se tiene:

{r0 <n} C{T <n}, (6.7)
para toda n > 1. Aplicando (4.4) en (4.3), para 0 <7 < 1y n > 1 se tiene que

| Pp(X) € ) — Po(X) € )|lvr " P(T > n)

<
< r"P(ry > n)
= r"P,(1 > n).

Por otro lado, observemos que para tener la convergencia,

Tim | Po(X, € ) = Pe(X] € llvr =0, (6.8)

se debe de cumplir que
lim r"P,(1p > n) =0. (6.9)
n—oo

El Lema 6.2.3, nos indica a E, [r™] < oo como condicién necesaria para obtener
(6.9). Por lo tanto, enfocaremos nuestro esfuerzo a corroborar esta condicién.
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Observemos que

B[] /[O,W)Ez[rm]dwz)

E.[r™)dv(z) + / E.[r™]dv(z)

(z,00)

[0,2]

= P(X < 2)E,[r™] +/ E.[r™]dm(z)

(2,00)

< E.[r™] —I—/( )V(z)dﬂ'(z) < 00,

debido a que f(x 00) V(z)dr(z) < 125 < oo (véase [33, p. 345]). Con lo cual se
finaliza la demostraciéon. m

De hecho, se puede reformular el resultado anterior de las siguientes maneras:

Teorema 6.2.2 ([30] p. 186) Suponga que X = {X,}32, es una cadena de
Markov estocasticamente mondtona que satisface la propiedad de Foster- Lya-
punov para V., X\, b y C = {0}, con V(0) = 1. Entonces parar >1 yn € N se
tiene que

Ip"(z,.) = 7()llve < Cal(r) r7,

donde Cy(r) = E, [r™] < E, [r™] + T

Demostracién. El resultado buscado, forma parte del cuerpo de la prueba del
teorema anterior. m

Teorema 6.2.3 ([30] p. 189) Suponga que X = {X,,}22, es una cadena de
Markov estocdsticamente mondtona tal que Eg[r™] < oo para algin r > 1.
Entonces:

lim 7"||6,p"(.) — 7()|lvr =0 para toda r < \7', x> 0.

Demostracién. Este resultado se obtiene directamente de los siguientes lemas.
]

Lema 6.2.2 ([30] p. 184) Suponga que X = {X,} -, es una cadena de Mar-
kov estocdsticamente mondtona. Entonces se tiene lo siguiente: para todo R > 1
y x> 0, son equivalentes Eg[R™] < 0o y E;[R™] < 0.
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Demostracién. Primero probaremos que E,[R™] < oo implica Eg[R™] < o0
parax >0y R> 1.

est.
Obsérvese que para r € E se tiene que Py < P, y g(t):=R!, t > 1 es una
funcién no decreciente. Aplicando estos dos hechos en el Lema 3.2.1, obtenemos:
Fo[R™] = / R™dP,

S

= E[r"] < 0.

Ahora supongamos que Eg[R™] < oo y usemos la hipétesis de irreducibilidad,
seleccionando un m tal que ¢p™ (0, [z,00)) > 0. La monotonicidad de E,[R™]
en x, vy la propiedad de Markov implican que

Ey[R™] >¢ p™(0, [2,00))R™ E,[R™].

De aqui concluimos que E;[R™] < co. ®

Lema 6.2.3 ([30] p. 189) Suponga que cadena {X,}2, es una cadena de
Markov ordenada estocdsticamente tal que Ey[r™] < oo para algin r > 1 fi-
jo. Entonces la funcion V definida por V(0) =1 y V(z) = E,[r™] para x > 0,
constantes A = 1 y b = L[Ey[r™]—1] satisface la condicién de Foster- Lyapunov,
con igualdad.

Demostracién. Observemos que para z € E se cumple,

Viz) = E.[r™]

= Z r" P, (19 = n)
n=0

00
= Z Tnpn(z’ O)
n=0
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Entonces para x > 0, se tiene:

/ { r"p"(z, O)}p(m, dz)
[0700) 0

n=

r"p"(z, x,dz r"p"(z, x,dz
/{0}{2 o o>}p< >+/w{z o o>}p< )

n=0 n=0

pV(z)

= p(z,0) + / { P (z, 0)}1)(937052)
(0,00) =0
= Z r"p"*(2,0) [por el teorema de Fubini
n=0

r oo
= - Z rp" 1 (2,0)
" n=0

1 o0
= = ZT"HPZ(TO =n-+1)
T

n=0

1
— —E.[r™.

De la dltima igualdad, se obtiene lo buscado.
Calculos similares a los anteriores son realizados para el caso t =0. m

6.2.2. Ejemplos
La caminata aleatoria Bernoulli

Considérese la caminata aleatoria X = {X,,} sobre el espacio de estados
{0,1,2,...} talque p+¢g=1y:
g, si i>0y j=1+1,

p(i,j)=4 p sii>1y j=i—1,
p sii=75=0

1
Notemos que para que X sea recurrente tenemos que pedir que p > 3

Se puede comprobar que X:

= es estocasticamente mondtona,

k
= la distribucién invariante es: w({k}) = (1 - z) (;) , kelZt,
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k
1— (1 —dpgr?)?

2qr

-Ek[rm]:[ ,conk>1y

2pr +1 — (1 — 4pgr?

= Eolr] = 2qr

]
] ,con k>1

1\2

Nétese que Ep[r™] < oo siy sblo si r < <4) . Por lo tanto de acuerdo al
pq

Teorema 6.2.3 obtenemos:

2

1
lim r"[|6,p"(.) — 7(.)||lyr =0 para r§(> , = >0.
im0 () — ()] oo

Una cola M/GI/1

Sea X = {X,} el nimero de clientes en la cola M/GI/1, § denota la tasa de
llegada exponencial de los clientes y H es la distribucion del tiempo de servicio
de los clientes en la cola. De aqui podemos determinar que:

g sti=0y j=0,
p(ivj): Gj—i+1 sii>21y j>i—-1,,
0 en otro caso .

donde g, = [;° [e=P(Bt)*] H(dt).

De esta CM obtenemos las siguientes propiedades:

= es estocasticamente mondtona,

= tiene distribucion invariante w. Este hecho se prueba suponiendo que la
intensidad de trafico de la cola p := Su g, es menor que uno y que H*(s) =
f[O,oo) est H(dt) < oo, para algin s > 0; donde pug = f[o,oo) t H(dt).

= satisface la propiedad de Foster-Lyapunov. Nétese que para V(z) = r%,

r > 1y x>0, se obtiene:

pV ()

oo
Ez [TXl} — Z rm+n—1qn

n=0
= V(z)y(r),
donde -
=113 g =r"H*(Blr - 1]).
n=0

De aqui, podemos tomar A = inf{y)(r) : r > 1}
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Por lo tanto, de acuerdo al Teorema 6.2.1 se tiene para todo r < A~ 'y 2 > 0
que:

lim 7"||0.p"(.) — «()||vr = 0.

n—oo

La caminata de Lindley

En este apartado mostraremos una ejemplo de una cadena de Markov que tiene
la tasa descrita en el Teorema 6.2.3. Esta aplicacién fue consultada en [31].

Sean {4, } una sucesién de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas, y F' su funcién de distribucién. Supdéngase que E[A;] < 0.

Llamaremos caminata de Lindley a la sucesién de variables aleatorias X =
{X,}22 ), descritas de la forma siguiente:

X, = méx [Xn_1 + An, 0],

donde n € Ny Xy > 0.

Con la definicién anterior, podemos verificar las siguientes observaciones.
Observaciones 6.2.1

s FEl espacio de estados para la caminata de Lindley es E = [0,00).

0 sioy <0,

» Su kérnel de transicion es, p(x, (—o0,y]) = { Fly—z) si y>0

s X estd ordenada estocdsticamente. (Ndtese que para x,y € E tal quex <y
y todo z € E se tiene

P(J,‘JZ,OO)) :1—F(Z—$) < l_F(Z_y) :P(y,[Z,OO))
= La caminata de Lindley tiene distribucion invariante m que satisface:

7 ((0,2]) = /E F(z - y)n(dy),

z€ k.

Con las observaciones descritas previamente, podemos ver que la caminata de
Lindley cumple la mayor parte de las hipétesis del Teorema 6.2.1, con las cuales
se obtiene convergencia de tipo geométrico. Sélo faltaria mostrar, que la cam-
inata cumple con la propiedad de Foster-Lyapunov. Para lograr este fin, como
se vio en los Lemas 6.2.2 y 6.2.3, respectivamente, veremos que Ey[r™] < oo.
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Hipétesis 6.2.1

» Supdngase que E[A1] <0,
= Euziste o > 1 tal que ¢(ro) =: E[ri*] < oo y ¢/ (ro) =0,

n Si Ay es una reticula (en inglés lattice), entonces P(A; = 0) > 0.

Lema 6.2.4 ([31], p. 808) Bajo las hipdtesis 6.2.1 se cumple que Fy[r™] <

Demostracion. Se puede ver en [10] que

Eo(r™) =1+ (r—1)exp [ZT:P(Sk > 0)] )
k=1

k
donde Si, = >~ A;. De aqui, Ep[r™] < oo] si y sélo si
j=1

H(r):= Z k=R P(Sy > 0) < oo
k=1

El teorema 1 de [8], indica que el radio de convergencia de H(r) es (¢(ro)) L.
Para ver que H(r) < oo cuando r = (¢(rg))~! aplicamos la expansién P(Sy >
0) ~ M (¢(r))*k=1/2 de [3]. Con esto se obtiene el resultado requerido.

Teorema 6.2.4 ([31] p. 807) Bajo las hipdtesis 6.2.1 y sir es tal que Ey[r™] <
o0, entonces para todo v € E y s < ¢(ro) ™! se cumple:

lim " ||p"(x,.) — 7(.)|lyvr = 0. (6.10)

n—oo

Demostracion. Es consecuencia directa del Teorema 6.2.3. =

Una cola GI/G/1

Consideremos una cola GI/G/1, donde S, es el tiempo de servicio del n-ésimo
cliente y I,, es el tiempo entre el arribo del cliente n y el n+1. Aqui {S, } y {I.}
son sucesiones de variables aleatorias no negativas, independientes e idéntica-
mente distribuidas. Sea @, el tiempo que pasa el n—ésimo cliente esperando para
recibir su servicio. Entonces podemos ver que @, = max(Qn—1 + Spn—1 — In,0),
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para n > 1y Qo = . Si tomamos A, = S, — I, podemos ver que {Q,}
es una caminata de Lindley, la cual tiene distribuciéon invariante mw, cuando
E[Sy] < E[I]. Definiendo ¢(r) = E[r*0~11] suponiendo que existe ro > 1 tal
que ¢(rg) < ooy ¢'(ro) =0,y P(So— I, = 0) > 0, entonces tenemos que {@Qp, }
tiene tasa de convergencia ¢(rg) .

Especificamente, considerando que .S,, tiene distribucién exponencial con para-
2 1

3 Tenemos que E[Sy — 1] = -3 < 0. Asumimos que r < €3,
entonces ¢(ro) = 3r~=3 (3 — In(r)) < co y existe ro = €3 > 1 tal que ¢/(ry) = 0.

metro 3y I, =

e
Por lo tanto la tasa de convergencia geométrica es ¢(r, 1) =3



Capitulo 7

Sucesiones aperiodicas y
renovacion

En este ultimo capitulo, dedicado a tasas de convergencia, se analizaran los
resultados obtenidos por Baxendale en [4], en los cuales muestra convergencia
hacia la distribucién invariante de tipo geométrico y ergddico, bajo la métrica
V-norma.

La teoria mostrada en estos resultados, necesita la construcciéon de un proceso
de renovacion a través de una sucesion aperidédica formada por distribuciones
de variables aleatorias.

7.1. Desarrollo

En este capitulo consideraremos CMs X = {X,,} con espacio de estados con-
tenidos en R.

Presentamos tres resultados que exhiben tasas de convergencia uniformemente
ergddicas, de tipo geométrico, para la medida invariante 7, en la métrica V —norma.
Es decir,

p"(2,.) = 7()llv < MV (2)y", (7.1)
donde

= p"(x,.) —7()[lv == Sup. [ 9(y) p"(z,dy) — [ g(y) dn(y)],

= V es una funcién medible de E en [¢,00) con ¢ > 0,

73
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= ¢ es una funcién medible de F en Ry

= M y ~y son constantes tales que M >0y 0 <y < 1.

Cabe senalar, que la métrica de la variacién total se obtiene de la V-norma
considerandose funciones g tal que |g(x)| <1

Béasicamente, los tres resultados que se presentan en el capitulo, nos ofrecen
cotas para las constantes M y =y de la desigualdad (7.1), respectivamente.

El primero de ellos es el caso més general en el siguiente sentido, no pide que
la CM X cuente con las propiedades de reversibilidad y positividad (definidas
en los siguientes parrafos).

El segundo resultado pide que la CM X tenga como hipédtesis principal la pro-
piedad de reversibilidad con respecto a su medida invariante 7, es decir, para
toda f y g definidas de E en R se cumple

/ (0f)(x) g(x)dn(z) = / F(2) (pg) (x)dn(x). (7.2)
E E

En teorfa de operadores la igualdad 7.2 corresponde al operador (p) auto-
adjunto.

Finalmente en el tercer resultado se requiere que la CM sea reversible y positiva,
donde entenderemos que una cadena de Markov es positiva si:

/ (0f) (@) f(z) dn(z) > 0.
E

par toda f € L?().

Cabe senalar que el uso de las hip6tesis extras descritas anteriormente, refinardn
las cotas para M y .

Las hipétesis comunes para los resultados descritos previamente son:
Hipodtesis 7.1.1

= Se cumple la condicion de minorizacion M (1,5~, 1o, V), es decir
p(z,.) >6ov(), zeC. (7.3)

» Eriste una funcién medible V : E — [1,00) y constantes 0 < A < 1 gy
0 < K < oo que satisfacen:

pV(z) < ANV (x)Ice(z) + Klc(x), x€E. (7.4)
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= Se cumple la condicion de aperiodicidad fuerte, es decir, existe § > 0 tal
que:

sv(C) > 6. (7.5)
El fundamento tedrico para cada uno de los resultados de este capitulo, es el
uso del teorema obtenido por Kendall en la teoria de procesos de renovacién.

Para facilitar la lectura del presente material ofrecemos un esquema que muestra
las ideas generales utilizadas en esta teoria.

Cadenas N Procesos de N Teorema
regenerativas renovaciéon de Kendall
N Hipétesis N Obtencién
especiales de cotas

Cabe senalar que en esta metodologia se tendrd en cuenta dos casos. El primero
de ellos estd relacionado con la suposicién de que en el espacio de estados exista
un dtomo (o C E es llamado dtomo si para todo a,y € « se tiene p(x,.) =
p(y,.)). El segundo caso no supone la existencia de un dtomo en el espacio de
estados.

Ademas resaltamos el hecho de que la teoria de sucesiones aperiddicas aplicada
a procesos de renovacion, sera utilizada para acotar al siguiente término,

oo

Z (U, — Uso) 2"

n=0

)

donde {u,} serd la sucesién de renovacién generada a partir de la sucesién
aperiddica, y us serd el limite de {u} (véase apéndice D).

Dicha serie potencias, se localizara en las desigualdades D.2.1 y D.2.2 del apéndice
D.

7.1.1. Cotas

Con el propésito de simplificar la redaccién para los tres resultados que se pre-
sentan en el presente capitulo, damos a continuacién la definicién de las cotas
M,~ y p mencionadas en 7.2.

Para este fin, consideremos las hipdtesis 7.1.1 y una sucesién, b = {b,}52,, de
variables aleatorias que cumple las siguientes dos propiedades:
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= es aperiddica, es decir, el mdximo comun divisor del conjunto I(b) :=
{n] b, >0}esly

b, R*"< L,para R>1y L < 0.

n=1

Definicion 7.1.1

N

-al—l—l—log(l 5>/1Og -1).
log( )
(A

log
= Ry =min ()\*17 (1-— 5)—1/a1)

H%\N

n a2:1—|—

= 1< R< Ry

» R=argméx Ry(6,R,L(R))
1<R<Ry

AT L
1= (1—3)R™

= Ry =Ri(§, R, L) es la tinica solucidn para la ecuacion

r—1  e*(R—1)
rlog(£))2 — 8(L—1)

en el intervalo (1, R), considerando como incdgnita a x y L > 1.

» para algin r € (1, Ry) definimos K1 = K1(r,d, R, L) de la siguiente man-
era,

o 26 + 2log(]\7)(log(§))’1 —8Ne 2(r — 1)r~t(log(R/r)) 2
b [(r=1)8 = 8Ne~2(r — 1)~ (log(£)) 7] ’
L-1
donde N = ——.
onde 1
s D=~y—-X H=Ky—\ v € (pl) yp véase en las definiciones para
primera, sequnda y tercera, respectivamente (varia su definicion).
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Primera cota

Si C es un atomo

1
Se establecen p = o donde Ry = Ry (5, \"1, A7 1K).
1

mix (A (K -2))  K(K-2) (K — 2) méx(\, K — ))
M = o) + ) K + DI — N

ME — 1)

DA- N

Si C no es un atomo
1 N -

Se establecen p = " donde Ry = Ry(4, R, L(R)). Entonces
1

max (Av (K - 3)) K[H — D] Sy 2K H

D D[ — (1= 607 " D1 - (1 )32

e H o (Imax(AK =N (=8
D[1—(1—=38)y—]? 1—A v -1

K—X—0(1-)\)

e\ (K N
] (1= —-7)

—1)
(L-ND[1—(1-d)y

\_/\/

Segunda cota

Suponemos que la cadena de Markov es reversible.

Si C es un atomo

1
p= & donde

log(K)

sup{T<A:1+25r>r1+l°g“1)} si K > A+26,

Ry =
AL si K < A+426



78 CAPITULO 7. SUCESIONES APERIODICAS Y RENOVACION

La definiciéon de M se da de forma similar a la del caso anterior, sélo hay que
1
reemplazar Ky por Ko ;=14 ——.
Y=p
Si C no es un atomo

1
p= R—;, donde

sup{r < Ry :1+28r > L(r)} si L(Ro)> 1+ 28Ry,

Ry si L(RO) <14 206Ryp.

La definicién de M se da de forma similar al de la primera cota, sélo hay que

Vo

reemplazar K; por Ko :== 14+ ——.
TP

Tercera cota

Suponemos que la cadena de Markov es reversible y positiva. Definimos

A, si C es un atomo,
pP= 1 )

—, si C no es un atomo.
Ry

y definicién de M es igual como para el caso de Segunda cota.

7.1.2. Resultados Principales
Caso: general

Sea {X,,} cadena de Markov homogénea con espacio de estados (E, &) y kérnel
de transicién p.

Teorema 7.1.1 ([4] p. 701) Bajo las hipdtesis 7.1.1, la cadena {X,,}:

a) tiene una Unica distribucién invariante T que cumple

/Vd7T<OO, Y
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b) es V—uniformemente ergddica, es decir, se cumple la siguiente desigual-
dad,
Ip"(z,.) =7l < MV (2)(7)",

donde p y M son las constantes definidas en la subseccion 7.1.1.

Demostracion. Sea C el conjunto pequeno involucrado en la propiedad de
minorizacién. La prueba que se muestra a continuacion se realizara en dos casos:

Caso 1. C es un dtomo.

Con esta suposicion, en la propiedad de minorizacién podemos tomar s=1 y
v =p(a,.), para algin punto a € C' fijo. Sea 7 el tiempo de regeneracién cuando
la cadena alcanza a C, es decir,

T=inf{n >1: X, € C},

y definimos
un:Pa(Xn 60)7

para n > 0. Asi u, es una sucesién de renovacién cuya sucesion de incrementos
es b, = P, (T =n).

Definimos funciones G(r,z) y H(r,z) por:
G(Ta .’E) = E, [TT]v

H(r,x) = Eu|> r"V(X,)

)

para todo x € E y todo r > 0.

Observemos que, aplicando el resultado D.2.1, obtenemos:

Db AT = B [AT7]
n=1
= G\ YHa)
< MK

Aplicando la propiedad de aperiodicidad, tenemos que b; = p(a,C) > 4.

Asi aplicando el Teorema D.1.2, obtenemos:

oo

(Un - uoo)zn < Kj,

n=0

sup
|z]<r

donde 1 <7 < Ry, Ry y K; son las contantes descritas en la definiciéon 7.1.1.
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Sustituyendo este resultado en el de inciso (iv) del Teorema D.2.1 y después
aplicando el resultado auxiliar D.2.1:

G(r,z) —1 < GZ\har) -1 < max(A, K — )

r—1 — Xx1-1 = 1—X V(z),
Obtenemos
sup <p”g(:1:) /gdﬂ'))z” < MV (x),
[z|<r n=0
y asi
p"g(z) — /gdﬂ < MV(z)r",
donde
. A py A ¢
Vo max(A, (K — 2) N K(K-2) N (K — 2)méx(\, K — A)
D VDK, D(1—\)
MK -1)
D(1—-X)’

1 1
Por lo tanto tomando p = e y la férmula para M es obtenida haciendo r = —
1

Caso 2. C no es un datomo

Como C no es un atomo, en la condiciéon de minorizacién se tiene 5 < 1. Por
lo tanto utilizando la construccién del algoritmo 3.1.1, podemos construir una
cadena de Markov (X, I,,) con espacio de estados E x {0, 1}, la cual cuenta con
un dtomo: E x {1}.

Aplicando las ideas realizadas en el caso anterior a la cadena (X, I,) con:
= Tiempo de paro
T=min{n>1:1, =1}

= Sucesién de renovacion i, = P 1)(Y, = 1), con sucesién de incrementos

bn = Pa1)(T'=n),n>1yac E fijo.

= y funciones

G(?}l’,i) = E(%i) [TT]'
T

H(r,z,i) > rV(Xa),
n=1

paratodox € E, i =0,1yr > 0.
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Ademsds, definimos para toda (:
E, () = [1 = 31c(@)] Evold] + 310 (@) Eand),

entonces se puede ver que E, coincide con E, sobre o{X, : n > 0}. Ahora
definimos

G(r,z) = E, [TT].

T
H(r, x) E, ZT”V (X(n))l ,

Aplicando las técnicas usadas en el resultado auxiliar (parte 2), obtenemos

swp |3 (9te) -~ [aan) | < A
[z|<r n=1
+ G(r,x)H(r,a,1)sup Z(ﬁn — Uoo)2"
[z|<r n=0
- G(r,z) —1
H 1) ——
+ (e
H(r,a,1) —rH(1,a,1)
+ r—1 ’

para todo r > 1.

Ahora se extendera las estimaciones realizadas para G(r,z) y H(r,z) del caso
anterior, pero para este caso, las funciones correspondientes serdn G(r,xz,4) y

H(r,x,1).

Definimos
G(r) = sup{E,o[r"] : z € C}.

Observemos que la condicién inicial (z,0) para = € C, representa que la cadena
no se regenera.

Asi G(r) representa la contribucién extra a G(r,z,i) y H(r,z,i), las cuales
ocurren cada vez que X,, € C, pero falla cuando se tiene Y, =1 =

Caso: reversible

Teorema 7.1.2 ([4] p. 702) Bajo las hipdtesis 7.1.1 y suponiendo que la ca-
dena X = {X,} es reversible, se cumple que:
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a) eziste una Unica distribucién invariante m que cumple
/ Vdr < oo, y

b) X esV—uniformemente ergddica, es decir, se cumple la siguiente desigual-
dad,

Ip" ;) = w()lly < MV (x)(7)",

donde p y M son las constantes definidas en la subseccion 7.1.1.

Demostracion. Sea C el conjunto pequeno involucrado en la propiedad de
minorizacién. La prueba que se muestra a continuacion se realizara en dos casos:

Caso 1. C es un dtomo

Con esta suposicion, en la propiedad de minorizacién podemos tomar s=1 y
v(.) = p(a,.), para algin punto a € C fijo. Sea 7 el tiempo de regeneracién
cuando la cadena alcanza a C| es decir,

T=inf{n >1: X, € C},

y definimos
u, = P, (X, € C),

para n > 0. As{ u, es una sucesién de renovacién cuya sucesién de incrementos
es b, = P, (t =n).

Definimos funciones G(r,z) y H(r,x) por:
G(T, ‘T) = E; [TT]a

H(r,x) = Eu|> r"V(X,)

b

para todo x € E y todo r > 0.

Observemos que aplicando el resultado D.2.1, obtenemos:

Db AT = B [AT7]
n=1
= G()\_l,a)
< MK

Aplicando la propiedad de aperiodicidad, tenemos que b; = p(a,C) > §.
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Asi, aplicando el Teorema D.1.2, obtenemos:

oo

Z(un — Upo ) 2"

n=0

sup < Kj,

|z]<r

donde 1 < 7 < Ry, Ry y K; son las contantes descritas en la definicién 7.1.1.

Sustituyendo este resultado en el de inciso (iv) del Teorema D.2.1 y después
aplicando el resultado auxiliar D.2.1:

Gra) =1 _ G\ ) -1 _ mix(\, K — )

r—1 = Al -1 - 1—X V(z),
obtenemos
sup |3 (s79(0) ~ [ an ) 2| < 217,
|z <r n=0
y asi
Po(e) ~ [ gdn| < MV(@p,
donde
. A A A [
Vo max(A, (K — 2)) N K(K - %) N (K — 2)méx(\, K — A)
D vDK, D(1-))
AMK -1)
D(1—-))’

1
Por lo tanto tomando p = A y la férmula para M es obtenida haciendo r = —.
1 Y
Caso 2 C no es dtomo Tenemos

n=1

< L(R),

[
2
=
8

valida para todo 1 < R < Ry, y podemos escoger R de tal manera que podamos
aplicar el Teorema D.1.3. Si 1+ 2Ry > L(Ry), entonces L(Ry) < 00 y

> buRy = G(Ro,a,1)
n=1

< L(Ro).
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1 -
Este caso puede ocurrir sélo cuando Ry = X < (1 = 6)~te1. En otro caso,
tomamos R como la tnica solucién en el intervalo (1, Rp) de la ecuacién
14+26R = L(R).

Aplicamos el Teorema D.1.3, con R = Ry, para obtener Ry = R. Asi por la
primera parte de el Teorema D.1.3, para 1 < r < R, tenemos

o0
> iy — fiog)2"
n=0

sup < Ko,

|z]<r

para algin K5 < oco. Inicialmente no tenemos una estimacion para Ko, pero el

mismo método permite usar la segunda parte del Teorema D.1.3 y asegurar que
Vor . .

Ky =1+ ﬁ El resto de la prueba es similar a la presentada en la seccion
T Ry

no atémico del teorema anterior.

1
Tomamos p = R donde Ry =sup{r < Ryp:1+2rd > L(r)} y
2

méx (A, (K — 2 _ A — 2 méx _
M = ( ( 7))+K(K 2) (K = 2)méx(\, K - X)

D ~DK, D1 -\
A(K — 1)
T o Daoy

Caso: reversible y positiva

Teorema 7.1.3 ([4] p. 702) Bajo las hipdtesis 7.1.1 y suponiendo que la ca-
dena X = {X,} es reversible y positiva, se cumple que:

a) existe una Unica distribucidn invariante m que cumple
/ Vdr < oo, y

b) X esV —uniformemente ergddica, es decir, se cumple la siguiente desigual-
dad,
Ip" (2, ) =7 ()lly < MV (x)(7)",
donde p y M son las constantes definidas en la subseccion 7.1.1.

Demostracion. Es similar a la prueba anterior, sélo hay que cambiar el uso
del Teorema D.1.3 por el Teorema D.1.4. m
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7.1.3. Ejemplos
Caminata aleatoria reflejada

Con este modelo ilustramos los teoremas 7.1.1 y 7.1.2.
Considérese la caminata aleatoria Bernoulli definida en Z*, con probabilidades

de transicién p(i,i — 1) = p, p(i,i + 1) = ¢ :== 1 — p, tal que p(0,0) = p y
p(0,1) =gq, conp>%yz’21.

i/2
Tomando C = {0} y V(i) = (2) , obtenemos:

A= 240,
K = p+Vpg

b = py,
1

p = —, véase el Teorema 7.1.1 o,
R’
1 )

p = —, véase el Teorema 7.1.2
Ry

donde R; y Ry dependen unicamente de A\, 0 y K, respectivamente. El segundo
valor de p se cumple, debido a que la caminata aleatoria es reversible.

En particular si p = %, tenemos por el Teorema 7.1.1 que p = 0,9994, y por el
Teorema 7.1.2 que p = 0,9428.

Algoritmo Metropolis-Hastings

El propodsito de este algoritmo es crear una cadena de Markov con distribu-
cién invariante 7, y cuyo kérnel de transicién p sea reversible (7w (y)p(y,z) =

m(x)p(x,y)) y simétrico, es decir, p(x,y) = p(y, ).
El mérito de este algoritmo radica en que se inicia desconociendo la ley de

N , . w(x
distribucién para m, sélo se conoce el comportamiento de las razones ﬁ, para
Ty

todo z,y € E.

La idea original de este algoritmo fue de Metropolis en [32]. Hastings en [16],
generalizé dicho algoritmo y lo extendié a espacios de estados generales.

Descripcion 7.1.1

= Se comienza con el kérnel de transicion @ de alguna cadena de Markov,
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de tal manera que para todo x € E, Q(x,.) es absolutamente continuo con
respecto a la medida de Lebesgue. Dendtese por q(x,y) a la derivada de
Radon-Nikodym o la densidad de Q(z,.) y la medida de Lebesque.

= Definimos una probabilidad o, con la cual estableceremos el kérnel de tran-
sicion p, de la siguiente manera:

a(x,y) =

Q(xvy)a(%y), St y;éa:,
p(m,y) =
[ alz )l —a(z,y)ldy, si y=uz.

Con lo cual obtenemos para A € £,

P, A) = /A p(z, y)dy + ple, 2)Ia(z.)

En este caso, simularemos a m como normal estandar. Para este fin tomemos
q= (:E,) :N(.’E,l)) y

a2
a(z,y) = ml’n{e_(y2 )/2, 1}.

1 (y—x)2> .
exp| ————— |, sl |z| > |y,
e (-5 ol = o

! wosf sty
exp | — , st x| <yl
e : o] <o

Por la forma en que se construy6 esta cadena, podemos ver que tiene la pro-
piedad de reversibilidad y positividad.

Asi obtenemos p(z,y) =

Para comenzar a satisfacer las condiciones descritas en 7.1.1 usamos la funcién
V(z) = e*l*l y el conjunto pequeno C[—d,d], con x,s,d > 0. Consideramos
ahora
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pV(z)
V(x)

[B(—z + 5) — B(—2z + 5)] + \%exp ((x—s)2> o <5—:c) .

\%exp (f”z - 6““2) ® (s \7;"”) +B(0) + B(—22) —

7o (7) () (5]

donde ® denota la funcion de distribucién de la normal estdndar. Entonces
generamos:

A = ‘1;1‘112111 Az, s) = A(d, s),
K = ‘m‘zii(l pV(z) = PV(d) = e*I\(d, s) y
b = ‘m‘ii pV(z) = AV (x) = PV(0) — AV(0) = A(0, s) — A,

de donde se puede comprobar que:
pV(z) < AV (z) + blc.

Por otro lado se debe de cumplir la condicién de aperiodicidad fuerte, para esto
definimos para A € &:

5= §=+ae {@(ﬁd) - H v

v(A) = / ce ™ da.
ANC

Asf tenemos que 6 > 6.

Finalmente, definiendo como d = 1y s = 0,07 se obtiene por el Teorema 7.1.2
que 1 — p = 0,0091, y por el Teorema 7.1.3, tomando como d = 1,1 y s = 0,16
se tiene que 1 — p = 0,0253.

7.2. Comentarios: teoria de Kartashov

Existe teorfa desarrollada por Kartashov ([24] y [26]), en la cual exhibe una
tasa de convergencia explicita utilizando una metodologia similar y anterior a
la expuesta en este capitulo (de hecho la teoria de Kartashov, data de 1985).
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Kartashov generé esta idea a partir de Kalashnikov [21].

En general, usando teoria de funcionales de potencial, coeficientes ergédicos y
kérneles particionantes (véase [25], [24] y [26]), Kartashov obtiene cuatro resul-
tados de tasas de convergencia explicitas, en los cuales se puede notar que, sélo
en uno de ellos presenta convergencia de tipo geométrico (uniforme y geométri-
camente ergédica, véase [25]).

Por otro lado, a partir de la teorfa desarrollada por Kartashov en [24], bajo la
métrica V —norma, Gordienko y Herndndez-Lerma en [14], obtuvieron una tasa
de convergencia explicita de tipo geométricamente ergédico. Con esto podemos
pensar que en dos de los cuatro resultados obtenidos por Kartashov se obtiene
orden de convergencia de tipo geométrico.

Terminamos esta seccion de comentarios, presentando algunas diferencias ob-
servadas entre la metodologia de Baxendale y los trabajos de Kartashov [24] y
[26].

= Después de haber construido el proceso de renovacién, Baxendale utiliza
el teorema de Kendall para encontrar la tasa de convergencia, en cambio
Kartashov usa teoria propia desarrollada en [26].

= Las tasas obtenidas por Kartashov son aplicables a una familia de métricas
probabilisticas, en cambio los de Baxendale sélo se aplican a la V —norma.

= El orden de convergencia es geométrico en los resultados de Baxendale y
de orden logaritmico y geométrico para los de Kartashov.
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Capitulo 8

Conclusién y problemas
abiertos

8.1. Conclusion

En esta tesis hemos considerado cadenas de Markov que tienen espacios de
estados contenidos en R. Ademads, se supuso que las cadenas cuentan con una
distribucién invariante, a la cual converge la funcién de transicién en n—pasos
(esta convergencia es en la métrica de la variacién total o en la V-norma).

La idea general del trabajo consisti6 en estudiar distintas condiciones que permi-
tieran establecer, de forma explicita, la tasa de convergencia de tipo geométrico,
de la funcién de transicién en n—pasos hacia la distribucién invariante.

El estudio fue realizado considerando:

s CMs con espacios finitos o compactos,

s CMs con kérnel estocdsticamente mondtono, o

s CMs con la propiedad de reversibilidad y/o positividad.
Los casos anteriores fueron analizados por medio de la aplicacién de las sigui-
entes tres técnicas:

Método Espectral( [47])
Este método fue utilizado en CMs con espacios de estados finitos, y utiliza las
propiedades de los valores y vectores propios asociados la matriz de transicién.

91
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La tasa fue obtenida considerando la métrica de la variacién total, ademas ésta,
es geométricamente ergddica y no depende del estado inicial (en este sentido
diremos que la tasa obtenida es uniforme). El método es ilustrado con un
ejemplo.

Acoplamiento([30], [31], [35], [46], [47] ¥ [56])
De manera general, este método consiste en encontrar cotas adecuadas para el
lado derecho de la desigualdad de acoplamiento (véase Lema 3.1.3).

Utilizando este método se presentaron tres resultados referentes a tasas geo-
métricas relacionadas con la métrica de la variacién total. En principio, se con-
sideraron dos resultados para CMs con espacios de estados finitos o compactos,
y se obtuvieron tasas uniformemente ergédicas. Posteriormente, para el tercero,
se consideraron CMs con espacios de estados de la forma [0, 00), y se obtuvieron
tasas de convergencia de ambos tipos: ergddicas y no ergddicas.

Esta metodologia fue ilustrada en el trabajo con cinco ejemplos. También fue in-
cluida, en un apéndice (véase apéndice C), una aplicacién de las tasas obtenidas
a PDMs (en esta aplicacién se considerd la teorfa desarrollada para CMs con
espacio de estados de la forma [0, 00)).

Sucesiones Aperiédicas y Renovacién ([4])

Para este método se consideran CMs con espacios de estados contenidos en R. La
tasa fue obtenida mediante propiedades estructurales de las CMs involucradas
(es decir, propiedades como: una condicién tipo Foster-Lyapunov, la recurrencia
y la existencia de conjuntos pequefios o de 4tomos), y mediante el acotamiento de
una serie de potencias compleja, obtenida a partir de una sucesién de renovacion
aperiddica (el acotamiento fue hecho usando el teorema de Kendall).

Principalmente, en este método, se han obtenido tasas de tipo geométricamente
ergddicas con respecto a la V-norma.

El método se ejemplificé por medio de la caminata aleatoria y del algoritmo
Metropolis-Hastings.

Para finalizar esta seccién, presentamos una tabla que proporciona un panorama
general del conjunto de hipdtesis que permiten obtener tasas de convergencia de
tipo geométrico.

También para facilitar la lectura de la tabla, después de ésta, ofrecemos una
resumen de las principales condiciones utilizadas en el trabajo.

Sean A* el maximo de los valores propios de cierta la matriz de transicién p, C
es un conjunto pequeno, c€ R,z € Eyn e N.
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Cuadro 8.1: Condiciones para tener convergencia de tipo geométrico.
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Resumen de condiciones

I

II

111

I\Y

VI

VII

VIII

Decimos que una cadena de Markov es W—irreducible si existe una medida
¢ tal que ¢ < U,y para todo A € E y z € £ se tiene p™(z, A) > 0, para
algin n € N.

Una cadena -irreducible que cuenta con una distribucién invariante, es
llamada positiva; si no la tiene es llamada nula. Cuando la distribucién
invariante es tnica es llamada ergddica.

Sea p un kérnel de transicion. Decimos que p satisface la condicién de
minorizacion, si existen mg € N, § > 0, una funcién S que es £/B(R™)
medible y una probabilidad v definida en &, tal que:

p"(x,.) > 0S(x)v(.), z€E. (8.1)

En el contexto de la definicién anterior, X es fuertemente aperiddica,
si para todo A C C' y todo x € A se tiene:

p(z, A) > dv(A).

X es p-Harris recurrente, si para todo B € £ con ¢(B) > 0, se tiene:

P,(X, € B, paraalgin n) =1, xz € B.

Sea C conjunto pequeno, A < 1, b < ooy V : E — R. Decimos que p
satisface la propiedad de Foster-Lyapunov para V, A\, by C si para
z € E se cumple:

PV (z) = /E V(y)p(e, dy) < AV (z) + blo(z).

Diremos que una cadena de Markov es estocasticamente mondtona, si su
kérnel de transiciéon p cumple para todo z € R, z,y € Ey « < y que

p(z, (2,00)) < p(y, (2,00)).

Una cadena de Markov es reversible con respecto a su medida invariante
T, Si

/ pf(x) gla)dn(x) = / f(z) pg(x)dn(x).
E E
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IX Una cadena de Markov es positiva si

8.2.

/ (0f) (@) (x) dn(x) >0,
E

par toda f € L*(r).

Problemas abiertos

Con base a la teorfa estudiada se han detectado los siguientes problemas:

I.-

II.-

III.-

Realizar un andlisis comparativo sobre las técnicas y/o condiciones que
exhiben tasas de convergencia de tipo geométrico.

Para la familia de CMs proporcionados en [6], establecer condiciones que
permitan obtener tasas explicitas de convergencia de tipo geométrico.

Analizar la estabilidad de los PDMs con espacios de estados E C R, sin
elemento minimo, y con costo promedio esperado mediante la teoria de
tasas de convergencia correspondiente.

Observacion 8.2.1 Hasta donde sabemos no hay nada hecho con relacion
a IIl. A la fecha, inicamente se encuentra desarrollado el caso con ele-
mento minimo ([35]). Cabe serialar que III es un problema interesante
debido a que en la teoria de PDMs existen ejemplos cldsicos con E = R,
como el modelo lineal con costo cuadrdtico en una dimensidn (véase [5]).
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Apéndice A

Resultados basicos

Considérese CMs con espacio de estados (F,¢), kérnel de transicién p y dis-
tribucién invariante 7.

Este apéndice estd dedicado a establecer la demostracién de dos suposiciones

que realizamos en la parte de tasas de convergencia, los cuales son:

= la existencia de conjuntos pequenos, y

= i [lp" (@) =7 () vr =0,

Los resultados, que aqui se presentan, fueron consultados de [1], [20] y [40].

A.1. Existencia de conjuntos pequenos

Como se definid en 2.3.5, un conjunto C' es llamado pequeno si el kérnel de transi-
cién p satisface la condicién de minorizacién M (mo, d, Ic, v) (véase la definicién
2.3.4). Por lo tanto, el objetivo de esta seccién es exhibir a las constantes my, 9,
a la funcién indicadora I y a la probabilidad v que satisfagan M (myg, d, Ic, v).
La prueba de este hecho, necesita los siguientes resultados.

Sea (€2, F) un espacio medible.

(a) Teorema A.1.1 (Radon-Nikodym, [1] p. 63) Sean p una medida
o—finita y A una medida con signo definidas en F. Supongase que A < p,

99
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entonces existe una funcion f medible de ) en R tal que

A(B) = /B F(w)u(dy),

para todo B € F.

Teorema A.1.2 (Descomposicién de Lebesgue, [1] p. 68) Sean
y A dos medidas definidas en F. Si p es o-finita y A\ es una medida con
signo, entonces existen dos medidas con signo Agq.c. Y Am.s definidas tam-
bién en F tal que

A= )\a.c. + )\m.sv
Aae. € poy
Ams L p.

Corolario A.1.1 Si es ¢ una medida o-finita en § y p™(z,.) es la medida con
signo mencionada en el teorema anterior se tiene que para cada v € E yn € N
existe una medida p™(z,.) y otra p}}, (x,.) tal que p™(z,.) = p"(x,.)+pl, . (,.).

()

Lema A.1.1 ([40] p. 5) Bajo el contexto del corolario anterior se es-
tablece la siguiente desigualdad

p

Y

x,.)

/ (e, dy)p" (4, 2)

> /p"(x,y)p"(x,y)w(dy)

Lema A.1.2 ([40] p. 5) Bajo el contexto del corolario anterior y con-
siderando A,B € &2 y ¢3(Ao B) > 0 donde Ao B := {(x,y,2) € E® :
(v,y) € A y (y,2) € B}, 93 := ¢ X ¢ X . Entonces, existen conjuntos
C y D &- medibles, tales que:

xeér}zfeD ©(A1(z) N Ba(z)) > 0.

Ai(x), Ba(z) son la primera y sequnda seccion de los conjuntos A y B,
respectivamente.

Teorema A.1.3 (Diferenciacién de medidas, [11] p. 344) Sean A y
u dos medidas finitas sobre (E, ) tal que X\ = Ag.c. + Am.s. donde Ag.o. <
Y Am.s L p. Entonces

o Lm0y B T

T

donde E? es el unico miembro de I; que contiene a x.
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Ademas utilizaremos la definicién de la siguiente propiedad.
Propiedad de separabilidad Sea {E;};c; una particién finita de E con la
propiedad de que si A C E; entonces A es unién finita de elementos de E;41.

Ahora presentamos el resultado principal de la seccién.
Teorema A.1.4 (Jain y Jamison) Sea X cadena de Markov p-irreducible

con espacio de estados (E,€) y kérnel de transicidn p. Entonces existe un con-
Junto pequenio C' con la propiedad de ¢ (C) > 0.

Demostracion.

Obsérvese que para todon € Ny x € E, p"(z,.) es una medida de probabilidad
finita (por lo tanto con signo). Entonces aplicando el Corolario A.1.1 y el Lema
A.1.1 obtenemos,

@, B) = /B bz, y)o(dy) + Pl o (2, B)

> /B b (2, ) p(dy). (A1)

Utilizaremos la desigualdad (A.1) para mostrar que para algunos conjuntos med-
ibles C'y Dy § € [0,1] se tiene,

p*(x,y) >0, z€C, yeD, (A.2)

De este hecho tendremos

>

),

con lo cual se finalizaria la prueba, ya que estariamos probando que p satisface
M(n> 67 IC; ID@n)'

P@.B) > /B o (1) (dy)
do(B

Para establecer la desigualdad (A.2)se necesitan establecer los siguientes hechos:

(a) p™(x,y) es una funcién medible de E x F en R.

(b) Exhibir a C' y D.

“(a) ”Definimos

p(z,E;)

si n(Ey) >0
si on(Ey) =0
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Se puede verificar que f, es & X £ medible, y al tomar el limite a las funciones
f(n) cuando n tiende a infinito, se obtiene una funcién £ x £ medible (Este limite
existe, por el Lema A.1.3), la cudl es una versién de p"(x,y).

“(b) ”La existencia de C'y D la da el Lema A.1.2.
Ahora mostramos la desigualdad A.2.

Por la ¢-irreducibilidad tenemos que, para algin x € FE
> 9 (@y) >0,

para casi todo y (con respecto a 7). Se sigue entonces que existen enteros mq, ms
mayores o iguales a 1 tal que:

/ / / p"(z, y)p" (x, y)p((dx)p(dy)p(dz) > 0,

la cual implica, que para § € [0,1] y ¢*(A o B) > 0, donde

A = A{(z,y):p™ (z,y) = 0},
B = {(y,2):p™(2,y) > 0}

Considerando C, D como en el Lema A.1.2 y ocupando el Lema A.1.1 tenemos
que para todox € C'y z € D

prtmE (2, 2) > / P (@, y)p™ (y, 2) 0 (dy)
Ay (z)NB2(z)

> 52 i .
0% oot e(Ai(w) N Ba(2))

Asi, el kérnel p satisface la propiedad de minorizacién

M(m1+m2, 5% inf go(Al(x)OBg(z))JC,ID.go).

zeC,zeD

A.2. Convergencia a la distribucién invariante

A continuaciéon mostramos la prueba que garantiza que una CM converge a la
distribucién invariante bajo la métrica de la variacién total.
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Cabe senalar que la metodologia utilizada en esta prueba, es el acoplamiento y
la regeneracién (véase la seccién 3.1.3).

Teorema A.2.1 Sea p kérnel de transicion de una cadena de Markov {X,} -,
p-irreducible, aperiodica y con distribucion invariante . Entonces:

lim [|p" (z,.) =7 () |l[vr =0, m—c.s.
n—oo

Demostracién. Observemos que:

tim 5" () =7 () =t | [ 7 (dy) - / " (g, ) (dy) v
n—oo E

n—oo

= lim || [p”( D =p" (y, )7 (dy) [lvr

n—oo E

IN

lim Hp( ) =p" (Y ) lve w(dy).

n—oo

Por otro lado, por ser la cadena {X,},., ¢-irreducible, existe un conjunto
pequeiio C, tal que ¢ (C) > 0 (véase Teorema A.1.4). Ocupando este conjunto
y el algoritmo 3.1.1 generamos:

= un acoplamiento exacto ({X0 Yoo AXI ) de {X,,},7 ), donde pode-
mos pensar que X, = (535, Xy = D Sy ¥y
= una ley de probabilidad Pz -
Sea T, el tiempo de acoplamiento de { X, }°°, y {X/,}52,. Por lo tanto, usando

las desigualdades A.3 y la de acoplamlento (véase Lema 3.1.3), tenemos:

lim [|p" (z,.) =7 () lvr < lim / Py (T > n)m(dy).
n—oo n—oo E

Consideremos

G = {(z,y): Puy (X, X)) € CxC io)=1},
G, = {yeE:(zy) €G}
G = {zeE:n(G,) =1},

Con lo anterior, afirmamos lo siguiente:
(a) lim P,y (T'>n)=0, (z,y)eGy

(b) 7(G) = 1.
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Con las suposiciones realizadas y el teorema de convergencia dominada de
Lebesgue obtenemos lo requerido.

Ahora probemos las suposiciones hechas.

“(a)” Cuando (X,,Y,) € C x C, del algoritmo 3.1.1 tenemos que con prob-
abilidad 6, X,, = Y,, para todo m > n + kq. Asi podemos definir " = n + kg
(tiempo de acoplamiento). Ahora si la cadena parte de (x,y) € G,

Ployy(Xn, X)) €C x C o) =1
esto implica que 7T serd finito. Por lo tanto

lim P,y (T'>n)=0 , (z,y) €G

“(b) ” Supongamos lo contrario, es decir 7(G) < 1. Entonces podemos afirmar
que (7 x 7)(G) = 1. A continuacién probamos este hecho:

Debido a que ¢ (C') > 0, tenemos que P, (T < o0) > 0y Py (Tc < o0) > 0,
esto implica que existen n, y n, enteros positivos tales que:

p" (z,C) > 0,
™ (y,C) > 0

Sea mn, como en el Lema 3, con esto tenemos que

pnz +mo+n (LL', C)

> 0
pny+mo+n(y’c) > 0

cuando n > n,. Sea | > max (ng, ny) + mo + n, asi se cumple:
P(z,y) (TCXC < l) >0
ya que P (T <1) > p' (z,0) p' (y,C) > 0. Este resultado es debido a que
antes del acoplamiento las cadenas se comportan de manera independiente. En
particular tenemos: P, ,y (T'<o0) > 0, y asi tenemos
P(m,y) (TCXC < OO) =1 mec.s.,
con (z,y) ¢ C x C. Por ser ({X}}° . {X//}" ) cadena de Markov y como

se cumple P, ) (Texe < 00) = 1, tenemos que ({X),}or o, {X/}o,) es recur-
rente i.e. (7 x m) (G) = 1.
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Por lo tanto tenemos:
mxw(G%) = ™ (Gc)m 7 (dx)
[1—7(Gy)] 7 (dx)

= [ (G (dr) + / 1 — 7 (G)lr (do)

ac

I

>

La ultima linea es debida a la definicién de G. Esto contradice la suposicién,
asi 7 (G) < 1. Por lo tanto 7(G) < 1. m
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Apéndice B

Teorema de Strassen

Este apéndice tiene como objetivo establecer la relacion existente entre el or-
denamiento estocéstico (véase la definicién 3.2.1 y el Lema 3.2.1 ) y el orde-
namiento puntual de elementos aleatorios y procesos estocasticos. Para este fin,
en el desarrollo de este apartado presentamos siete resultados.

El material que aqui se presenta fue consultado de [22], [29] y [52].
De inicio, presentamos el resultado que fundamenta el concepto de ordenamiento

estocastico. !

Teorema B.0.2 ([52] p.436) Sean S, T dos espacios métricos separables, p
y v probabilidades definidas en S y T, respectivamente.

Eziste una medida de probabilidad A\ en S x T, con marginales p y v respecti-
vamente, tal que A(w) > 1—¢, conw € S x T si y solo st para todo abierto U
contenido en T, se cumple:

v(U) < p(ms(wn (S xU))) + ¢

donde s, es la proyeccion a S.

Demostracién. Consultar Teorema 7 y 11 de [52]. m

A continuacién reescribiremos el teorema anterior, utilizandoe =0, S =T = F
y M :={(z,2)) € E* :z <2’}

1Cabe mencionar que este resultado no presenta la definicién actual de ordenamiento es-
tocdstico, més bien, de este resultado se obtiene.

107
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Corolario B.0.1 Sean pu y v medidas de probabilidad sobre (E,§). Entonces
existe un acoplamiento \ para las medias p y v , respectivamente con la propie-
dad: N\(M) =1 si y solo si:

De hecho, ampliaremos la relacién existente entre el ordenamiento estocéastico
y el ordenamiento puntual en el siguiente teorema.

Teorema B.0.3 ([22], p. 900) Sean v y p medidas de probabilidad en (E,§).
Las siguientes condiciones son equivalentes.

est.

(i) v < p

(ii) Existe una medida \ € £2 con marginales v y p respectivamente, con la

propiedad de que A\(M) = 1.

(iii) Eziste una variable aleatoria definida en M y dos funciones medibles f y

g, definidas de R a E, tal que f < g, Afoz Ly Y Agoz L 1.

IN

(iv) Ezisten elementos aleatorios X1, Xo, definidos de M en E tal que X3
X2, X1 21/ yX2£,u

(v) Existe un kérnel k sobre E x & tal que: k(z,{y : x < y}) =1y u() =

[ k(z, . )v(dz).
(vi) v(B) < u(B) para todo cerrado B € Cipg.

Demostracion. Mostraremos que ¢ = it = i1t = v = v = vi = 1.

i = 11 Es clara del corolario anterior.

i1 = 1iii Se puede ver que (M,B(M),\) y (B,B, P) son isomorfos; donde B es un
subconjunto de Borel de R, B son los borelianos de B y P es una medida definida

en (B,B). Sea Z el isomorfismo, 7; la proyeccién en la i-ésima coordenada y
definimos f =m0 Z~1, g = my 0 Z~1. Asf obtenemos:

D
Afoz = U,

[l=;

>\goZ M.
Sea z € B, Z7(z) = (z0, ) donde x¢ < . Asf vemos que f(x) < g(z).

114 = v Definiendo X; = fo Z, X5 = g o Z, se obtiene lo requerido.
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iv = v Ver Lindvall.

v = vi Sea B € Cjpq cerrado, si ¢ € B entonces k(z, B) = 1. Asi
uB) = [ ko Bdn)
E

> /Bk:(as,B)V(dx)
= v(B).

vi = 1. Sea € > 0, A € C;pq, entonces existe un subconjunto compacto K, de A
tal que, v(A) —v(K.). H={y € E: x < y para algin « € K.}. Se puede ver
que H es cerrado y pertenece a Cipg, asi v(H) — u(H). Como K, C H C A, por
lo tanto:

v(A) <v(H)+e< p(H)+e < p(A) +e

El siguiente teorema es el que nosotros llamamos de Strassen para elementos
aleatorios.

Teorema B.0.4 (Strassen) Sean v y pu medidas de probabilidad en (E,§).
est.
v < u sty solo si existen elementos aleatorios Z y Z' cuyo espacio imagen es

(E, ) talqueZgy,ZgungZ’.

Demostracién. =) Es consecuencia de B.0.1.
(< Es consecuencia directa de los resultados anteriores. m

A continuacién presentamos lo necesario para establecer el teorema de Strassen
para procesos estocdsticos.

Hipdtesis B.0.1 Sean (E;,&;) espacios medibles tales que (E;, =;) es espacio
con orden parcial, i € N. <X} es un orden parcial en H?:o definido de la siguiente
manera:

(s ywr) =% (x(s...,xy) siy solo st

L, para todo i€ {1,2,...k}.

T = ow

Lema B.0.1 Bajo la hipédtesis B.0.1, consideremos dos medidas \, p definidas
est.
en (Eo, &) con la propiedad de que X = p; kérneles de transicion k;, ki definidos
. est.
en H;;E E; x & de tal manera que k; =< ; ki, para todo i € {1,...,n}. Entonces

est.

Py = P,
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donde Py y Py son las medidas definidas en [Ti, & obtenidas con el teorema
de la medida producto, considerando como medidas iniciales a X\ y p , respecti-
vamente.

Demostracién. Este resultado es probado por induccion.

Paran = 1, consideremos una funcién f, creciente, acotada y definida en Eyx Ej .

[ sGesPie) = [ F (0, 1)k (o, dy) | A(dro)
EoXE1 EO E1
definiendo como:

g(xo) = Ef(xmxl)kl(xmdxl)’

f(@o, 1)k (zo, dz1),
Ey

g (o)

podemos ver que g y ¢’ son funciones crecientes, acotadas en Fyg y g <o ¢,
debido al orden estocéstico entre k; y kj. Ademds por el orden estocéstico entre
las medidas iniciales tenemos:

/EXE f(@o, 1) PA(d(0,21)) =3 /E {E f(xo, w1)ky (0, dr) | p(dao)
= /E i f(@o, z1) Pyu(d(zo, 21)).

est.
Ahora supongamos valida la propiedad para n — 1, es decir, P;\“l =<r_1 P[}fl.
Consideremos f creciente, acotada y definida en H?:o E;

/ .f(aco,...,xn)P)’f(d(xo,...,xn)) =

n
j=0

J E;
/ / £ (20, s 2 i (0, s @)y dn)] P2 (d(@0 oo )
172 E; /En

podemos observar que al definir
9(Toy .y Tp_1) = / f@oy ooy ) bn((zoy vy Tpe1), day,)
En,

G (@0 o Tnt) = / F (@00 s @)K ((20s oy 1), ),
E,

obtenemos funciones crecientes y acotadas en Hf:ol tales que g <*_; ¢’ (por
el orden estocéstico entre k, y kJ,). Asi, aplicando la hipétesis de induccién
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obtenemos:

/ (@0, s 1) P (A0, o 0n)) <
n E

j=0"7J

/ U F (@0 oo TV (20, e T ) di) | PP (A0, s 20))
1= Ei LVE,

j=0

:/ F(@0r oo 2) P2 (A0, o )
N

n )
j=0 E;

est.
Por lo tanto tenemos Py <} P

. . . oo n
Para el siguiente resultado consideremos m, : [| =0 & — 11 j—o Ej como
T (X0, 1y ooy ) = (X0 ooy Ty

Lema B.0.2 Bajo la hipotesis B.0.1 y considerando medidas de probabilidad

est.

P y P’ sobre (H;io E;, 1152, fj) tal que Py, <% P! entonces

Tn
est. ,
*
P =i Pl
Demostracién. Sea f una funcién creciente y acotada definida sobre H;io E;,
2= (21,22, ..) € [[[20 By

Definamos f,, y 7 de la siguiente manera:

Tk (T0y oy Tn) = (T0y ooy Ty Zng 1y e-)s

In fom.

Con esto, podemos darnos cuenta que:

(i) fn es creciente y acotada.

(ii) fnom, T f c.s., con respecto a Py P’, respectivamente.

n—oo

est.
Entonces por el orden estocdstico que se tiene para P =% P’y los teoremas de
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cambio de variable y convergencia mondtona, tenemos:

/ fdP = lim [ f,om,dP
n—oo
< lim fnompdP’

n—oo

[ s

asi el tenemos el resultado requerido. m

Teorema B.0.5 (Strassen) Sean (E;,&;) espacios medibles dotados con un
orden parcial =;, © € N; A y p medidas de probabilidad en Eo, k;, k. kérne-
les de transicion en H;;E E; x &, i €N,

est. est.
SiA < pyK; < K! para toda i entonces existen procesos estocdsticos Z =
{Zn}ozo, Z' = {Zn}p0 en (1320 Bis [Ti2o &) tal que:

(a) (Zo, ..., Zn) 2 Py, (Zos ...y Zn) 2 P} para toda n.

(b) Z, =n Zy para toda n.

donde P y P son las medidas de probabilidad definidas en H?:o &, obtenidas
por el teorema de la medida producto, cuando las medidas iniciales son A\ y p
respectivamente.

Demostracion. Al considerar los kérneles de transicion {k;}ien, {k}}ien, las
medidas iniciales A y g como en los lemas anteriores, el teorema de lonescu-
Tulcea garantiza la existencia de procesos estocasticos {Z,,}°2 ., {Z]}>2,
definidos en ([];Z Ei, [[;2( &, Px) tal que:

(ZOa ceey Zn) 2 Py 2 P)\ﬂn
(Zh,.n ZL) 2 PI 2 P,

Tn "

est.
Por otro lado, por ser k; =<, k}, el Lema B.0.1 garantiza

est.

) O o S

n- g,
asi, por el Lema B.0.2 se tiene:

est.

Pk j;o ]Dpx
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Por lo tanto la versién de Strassen para elementos aleatorios, garantiza la exis-
tencia de procesos estocdsticos X = {X,}22, v X' = {X]}52, tales que

X, < X\, ¥n€eN,

x2p, x'2p,
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Apéndice C

Procesos de decision de
Markov

Este apéndice estd basado en [35], y en él se trabajan con los procesos estocdsti-
cos que modelan la siguiente situacion.

Supéngase que en el tiempo n (n = 1,2,3,...), el proceso se encuentra en el
estado z, y se va a tomar una acciéon que va a repercutir en la visita posterior
del proceso a los estados existentes, generando un costo por tomar dicha accion.
Ademas la transicion de ir de un estado x a un conjunto de estados, dependera de
la accién tomada.

De la descripcién anterior podemos mencionar que el proceso necesita los sigu-
ientes elementos:

Un espacio de estados F, un conjunto de acciones A, las acciones disponibles
para el estado s denotadas por A(s), un kérnel de transicién @ y una funcién
de costo, denotada por c.

Definicién C.0.1 A la quintupla (E, A,{A(s) : s € E},Q,c) se le conoce como
modelo de control de Markov (MCM) donde E y A son espacios de Borel
(es decir, subconjuntos medibles de espacios métricos, separables y completos).
Para todo s € E, A(s) es un conjunto medible y no vacio, contenido en A, Q
es un kérnel de transicion sobre E dado K, donde:

K= {(z,a):z € E,a € A(z)},
yc:K— R es una funcion medible, llamada funcién de costo.

Dado un MCM se necesita una regla 6 una estrategia que indique la manera de

115
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seleccionar las acciones en cada tiempo.

A continuacién mostramos el contexto necesario para definir una politica de
control, la cual realizara la seleccién previamente mencionada.

SeaF ={f:FE — A| f es medible, y f(z) € A(x))}. Las historias admisibles
hasta el tiempo t quedan definidas de la siguiente manera. Hy = E' y paran > 1
H,=K"xE.

Definicion C.0.2

(a) Una politica de control es una sucesion m = {m,}52, de kérneles es-
tocdsticos definidos sobre E dado H,, tal que:

7t (hny Alxy)) =1,

para todo n > 0 y toda h,, € H,. La clase de toda las politicas de control
serd denotada por II.

(b) Una politica de control m = {m,} es estacionaria si existe f € F tal que

T (b, {f(70)}) = 1,

para todo n > 0 y toda h, € H,. En este caso se identifica a ® con f, y
la clase de las politicas estacionarias coincide con F.

Observacion C.0.1 Obsérvese que F C II.

Con una politica de control 7 y una medida inicial v, el teorema de Ionescu- Tul-

cea garantiza la existencia de un espacio de probabilidad ((Ex A)*>,o([] o(E x
i=1

A)), PT) y un proceso estocdstico { X2} °_ . Este proceso es llamado proceso

de decisién de Markov (PDM) (6 proceso de control de Markov).

Obsérvese que un PDM, modela lo descrito anteriormente, y ademés no es
necesariamente un cadena de Markov, ya que la politica en un tiempo n
puede depender de h,,.

Proposicién C.0.1 Si (E,A,{A(s) : s € E},Q,¢) es M.C.M., v medida ini-
cial y ™ politica estacionaria entonces { X[ }72, es un proceso de Markov con
kérnel de transicion estacionario definido por

Qf(iE,B) = Q((xa f(‘r))vB)a
para toda x € E y B C E medible.

Demostracién. Véase [17], pdgina 19. m
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C.1. Problema de control 6ptimo (PCO)

Sea P = (E,A,{A(s)| s € E},Q,c), un modelo de control de Markov fijo.
Definicién C.1.1

(a) Sean 7 una politica y 6, una medida inicial. Llamamos el costo prome-
dio esperado a

E, [Z?:_Ol C(xjva,j):|
J(m, z) := limsup .

n—00 n

(b) Una politica ™ es llamada Sptima si

J(r*,2) = inf J(r, z),

para toda x € F.

Observaciones C.1.1

s La existencia de la politica dptima es garantizada en [13]. Supondremos
como hipotesis este hecho, en el desarrollo del trabajo.

= También en [13], se seniala una caracterizacion para el costo promedio de
un politica estacionaria f € F, cuando la cadena de Markov {X]} tiene
una medida invariante my. Esta caracterizacion es la siguiente,

J(f.x) = J(f) = / (y, £ (5))my(dy),

donde x € E.

C.2. Analisis del indice de estabilidad para pro-
cesos de decisiéon de Markov

C.2.1. Problema y motivacion

Consideremos E = [0,00) y P = (E, A, {A(s)|s € E},Q,¢) un M.C.M (véase la
definicién C.0.1), donde el kérnel de transicién @ no es conocido completamente.
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Pediremos que este modelo P satisfaga el PCO (ver C.1). Dadas las caracteristi-
ca del modelo planteado, la politica 6ptima f*, no se tiene de forma especifica,
pero existe. Una referencia para verificar este hecho la podemos encontrar en
[13].

Para dar solucién a este problema, aproximaremos f* con la politica éptima
f* del modelo P = (E, A, {A(s)|s € E},Q,c). Aqui Q si esta completamente
determinado, y de alguna manera es una aproximacién a Q.

Con esta tipo de solucién se querra saber que tan buena es f* en el modelo P.
Matematicamente hablando, se buscara que

Az) == J(f*, x) = J(f*,z) <e,
para todo € > 0, con z € E.

A continuacién presentamos un desarrollo donde mostramos que:

Az) < 9:(m(Q,Q)) ¥

9z(8) — 0, cuando s — 0 y m es la métrica de la variacién total.

C.2.2. Desarrollo

Debido a que los modelos P y P tienen los mismos espacios de estados y acciones,
se tiene como consecuencia que ambos poseen el mismo conjunto de politicas.
Denotemos por F el conjunto de politicas invariantes (obsérvese que F coincide
con el conjunto de politicas estacionarias).

Tomando dos politicas invariantes, digamos f y ¢, se sabe que se crean dos
Cadenas de Markov X7 y X9, que estdn definidas en los espacios (2, F, PJ)
y (, F, PY) respectivamente, donde v y A son las distribuciones iniciales de
cada cadena. A este tipo de P.D.Ms, se les impondrdn condiciones para que
cumplan las hipotesis del resultado de tasas de convergencia de la seccién 6.2.
A continuacién se muestran.

Hipotesis C.2.1 Fuxiste una politica invariante g, para la cual se cumple lo
stguiente:

(i) Se cumple la desigualdad de Foster-Lyapunov para las constantes X y b,
con0<A<1,0<b<o0.V esuna funcion creciente

(i) Si X{ = X¢, entonces
X (w) < XJ(w),

para toda f € F, we Qyn=1,23,..
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(iii) Existe una constante s > 1 tal que

swp |e(z,a)| < V@), wek.
ac€A(x)

Hipotesis C.2.2

(i) Existe una politica invariante f la cual es dptima.

(i) Para cada politica invariante f € F, el costo promedio J(f,.) es igual a la
constante J(f), donde

J(f) = / e(y, £ )y (dy),

y m¢ es la probabilidad invariante correspondiente.
Lema C.2.1 Bajo las hidtesis C.2.1 y f € F se tiene:

(1) Eziste una medida invariante 7y correspondiente al kérnel Q.

(ii) 1m [|X] — sllvr = 0.

Demostracién. Fijese f € F, y sea g la politica distinguida (véase la hipStesis
C.2.1). Denotamos como 7/ y 79, los tiempos de retorno al estado = = 0 de las
realizaciones { X/} y {XJ}, ambas con distribucién inicial &o.

Por el orden de las trayectorias, se tiene:
Eo[r7] < Ey[m9] < o0,

para todo n = 1,2,3,.... Asi por el Corolario 5.3 de [37], {X/} es positiva y
Harris recurrente. De aqui se sigue la existencia la medida invariante 7. De lo
realizado en la seccién 6.2, es claro que 7y es el limite de las distribuciones de
X/ en sentido de la métrica de la variacién total. m

Teorema C.2.1 Supdngase que se establecen las hipdtesis C.2.1, C.2.2. Sean
f* y f* las politicas optimas para los modelos P y P, respectivamente. Entonces

2 s—1
A(z) <2 (1_1)/\ + 2rh,(r) + 1) 6= max{l,log,(d)},

~ 1
donde 6 =sup  sup |Q(1z,a) — QUlz, ) y p= .
z€E acA(x) r

Demostracién. Los lectores interesados en revisar la prueba pueden hacerlo
en [35]. m
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C.2.3. Modelo autorregresivo con barrera reflejante

Sea E = [0,00) y A un subconjunto compacto del intervalo (0, 0], con © € A.
Definimos el conjunto de acciones disponibles como A(z) = A, para todo z € E
y los procesos de decision de Markov para los modelos P y P de la siguiente
manera;

Xo = X
Xny1 = (Xn+annn — En)Jr ) (C.1)
~ ~ +
Xn+1 = (Xn + anﬁn - gn) 3 (02)

donde {n,}, {7}, {en} v {€n} son sucesiones de variables aleatorias indepen-
dientes idénticamente distribuidas. Sus distribuciones son 7, 7, € y € , respecti-
vamente.

Para obtener las hipotesis del Teorema C.2.1, se imponen las siguientes condi-
ciones al modelo.

Hipotesis C.2.3

(i) n, 7, € y € tienen densidades continuas y acotadas , respectivamente.

(i) Para todo n =0,1,2,... se tiene que £, y 1, son independientes, también
lo son €, y N

(iii) Para & :=On—¢e y £ := Of — &, se cumple: E[€] <0 y E[§] <0
(iv) Existe ro > 1 y 7o > 0 tal que:
a) E[Té] < 00 y Elfge] < o0
d d . ¢

Ay ] 3 —
b) dTOE[rO] dFOE[TO] 0.

(v) Existe una constante s > 1 tal que:
sup |c(z,a)| < [V(gc)]%, rekFE.
a€A(x)

donde:
| méx{E,[r™],E.[r°]} si x>0,
-V(x)_{l st x=0.
s 7=min{n >0: XJ =0} y7=min{n>0: X =0}

» g y g1 politicas invariantes definidas para todo x € E como g(x) = ©

y g1(z) = ©.
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En [13] se establece que con las hipdtesis (7), (i) y (¢i¢) de C.2.3 se cumplen las
hipétesis C.2.1 del Teorema C.2.1.

Sustituyendo las politicas invariantes g y g1, definidas previamente, en las ecua-
ciones C.1 y C.2, respectivamente tenemos:

Xnt1 = (Xn + @nn - gn)+

)

Xy = <Xn + O, — gn)+ ,

son cadenas de Markov Ordenadas por trayectorias. Por otro lado, para cada
politica f € F , se puede obtener:

(Xn + f(Xn)nn - gn)+ < (Xn + O, — €n)+ s

. N . N\t
(Xn + f(Xn)nn - En) XnJrl = (Xn + enn - 5n)
De aqui la hipétesis (i7) de C.2.2 se establece.

Ahora usando la hipétesis (iv) de C.2.3 se obtiene que:

1
Ep[r™] < oo, para l<r<—g y
Elrg)

Ep[r™] < o0, para 1<r<E[f§].

1 1
Tomando como M = ml'n{< Ei

3 ,~}, tenemos que FEy[r™] < ooy
[rs] E [Fg]

Eo[f™] < oo, para alguna r tal que 1 < r < M. utilizando la condicién (iv)
de las hipétesis C.2.3 se generan funciones V1(x) = Eo[r™], Va(x) = Eo[f™] y

escalares A y b que cumple la condicién de Foster-Lyapunov. Definiendo

)

[ méx{E.[r™], E.[r]} s x>0,
V(””)_{l six=0.

se satisface la hipétesis C.2.2. Debido a que se cumplen todas las hipotesis del
Teorema C.2.1, se obtiene que:

s—1
Alr) <2 (f_"A T 2 (r) + 1) (IP(€ )~ PEe Jlvr)
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Apéndice D

Uso del teorema de Kendall
y cotas para la V-norma

Este apartado sirve como material de apoyo para el capitulo 8 y fue compilado

de [4].

Los temas aqui tratados estan relacionados con la teoria de procesos de reno-
vacion, particularmente con el teorema de Kendall. Presentamos esencialmente
dos tipos de cotas para resultados en:

= convergencia de procesos de renovacién, y

= desigualdades notables utilizadas en los Teoremas 7.1.1, 7.1.2 y 7.1.3.

D.1. Resultados sobre convergencia

Sean Vi, Vs, ..., sucesién de variables aleatorias definidas sobre Z*, independi-
entes e idénticamente distribuidas. Definimos:

= b, := P(V; =n), para todo n > 1,

0 si k=0,
-Tk:: k

i=1

. u, =P (k[.—jl{Tk = n})

Vi si k>1 Y

123



124 APENDICE D. TEOREMA DE KENDALL

o0

Se obtendran tres diferentes cotas para el radio de convergencia de Y (uyn —
n=0
Uso)2™, basadas principalmente en el siguiente resultado.

Teorema D.1.1 (Kendall) Supdngase que la sucesion {b,} es aperiddica y
o0
cumple que Y b, R™ < 0o para algin R > 1. Entonces

n=1

1) Uoo := nan;oun existe, y

&)
it) > (up — uso)2™ tiene radio de convergencia mayor que 1.
n=0

Ahora definimos las siguientes constantes:

Definicion D.1.1

s Sean R > 1y L < oo de tal manera que > b, R™ < L

n=1
s >0, de tal manera que 3 < by

L-1
N = 1 (la cual es mayor o igual a 1),

» Ry es la dnica solucion en el intervalo (1, R), para la ecuacion

rz—1 _ 6275
2(log(E))? ~ 8N

considerando como incognita a x.

» para algin r € (1, Ry) se tiene que

K, — 1 - B+ 2log(N)(log(£))~!
r=1\ " f—8Ne=2(r — 1)r—1(log(E))"2

Teorema D.1.2 Considerando la constantes definidas en D.1.1, se cumple:

o)
i) D (Un — Uso)2™ tiene radio de convergencia mayor o igual a Ry
n=0

(e @)
1) | > (un — ueo)2™| < K1, para todo |z| <.

n=0
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Demostracion. Sea |z| < 1y j > 0. Definimos

C; = bk7 b(z) = ann
J Z
k=j+1 n=1

oo oo
c(z) = dlepz™ y u(z) = D unz™.
n=0 n=0

La ecuacién de renovacion nos indica que:

C1-bz) 1 1
S T R (16 S

Debido a que la serie de potencias de ¢(z), tiene coeficientes no negativos, pode-
mos ver que para |z| < R se cumple:

b(R) -1 el
R-1 ~R-1
Asi podemos ver que ¢(z) es holomérfica sobre |z| < R.

le(2)] < ¢(R) = N.

Por otro lado,

R(A-2)e(z)) = R(1-0(2))
= an%(l —z")
n=1

> OR(1 - z),
para todo z < 1. Por lo tanto:
) 1— 0 0
le(re®)] > 5%(1_7;29) >0 sen(i),

para toda r < 1. En particular, debido a que ¢(r) > 0, para todo r > 0,
observamos que c(z) # 0, cuando |z| < 1.

Sil<r<R,
je(re®)| = 5|S€”(g)| — le(re™) = c(e™)]
> 4 sen(g)’ —c(r) + ¢(1).

Maés atn, para 1 <r < R

e(re®)| > elr) — [re?®"|sup{|¢/(2)] : = € [r,re”]}

c(r) = [re” =" (r)

(2

(A\VARAYS

e(r) —2r

d(r).
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Combinando estas dos estimaciones, obtenemos:

c(rei® B —A(r)
_2rd(r)|e(r) — (1)) 2rc (r)

donde A(r) = e y B(r) =

Debido a que la serie de potencias para c tiene coeficientes no negativos, podemos
aplicar la desigualdad de Holder y obtener

C(S) S C(T‘) (f) log B ,
r
para 0 < r < s < R. Tomando s | r. Obtenemos:
c(r) log <8
¢y < B
rlog
y consecuentemente,
c(R)
(r — V)e(r) log Ty
c(r)—c(1) < .
(1) —cl) < TR0

para 1 < r < R. Asi obtenemos las estimaciones
2(r — 1 N 1? -2
(r —1e(r) [log } [log R] ’
r e(r) r

ey <o 25 e 2]

Alr) <

Usando la desigualdad

2
T logi §4Ne_2,
e(r)

para 0 < x < N en A(r) y la desigualdad c¢(r) > 1 € B(r), obtenemos:

A(r) >

Ne 2(r —1 -
8Ne ?(r—1) [log R]
r r
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Asi para 1 < r < Ry, tenemos:

§ —8Ne 2(r — 1)r~!(log £)=2

[etre™) 2 IS 0a V) (102 E)-1

> 0. (D.2)

Por otro lado, retomando la ecuacién (D.1),y considerando ¢(z) # 0 para todo
o0

|z| < R;. observamos que Y (un—1 — uy,)2™ es holomérfica sobre |z| < Ry y asi
n=1

lim r™|up—1 — ueo| =0,
n—oo

para cada r < R;. De aqui se sigue que uo, = lim u,, existe y lim r™|u,—1 —
n—oo

n—oo

un| =0, para todo r < Rj.

Ademaés usando el hecho de que:

oo
Up — Uoo = Z (umfl - Um),
m=n+1
obtenemos:
o0 1 o0
Z(un - 7-Loo)Zn =7 1 <Z (um—l - um—l)zm - (1 - uoo)) )
n=0 ? m=1

cuando 1 < |z| < Ry, asi usando (D.1)otra vez, para 1 < r < Ry, obtenemos:

sup (U, — Us0)2™| = sup Z(un —Uso)2"| = 1+ sup—— |,
lz1<r [57=0 lz|=" | —0 r—1 \z|:rc('z)

asi (i7) se sigue de (D.2) m

Teorema D.1.3 Sea {X,,} una cadena de Markov la cual es reversible con
respecto a la medida invariante w y satisface la condicion de minorizacion
M(6,1.,v). Sea {u,} la sucesidon de renovacion descrita por:

1, si n=0,
Up = _ 3
0P,(X,—1 €C), para n>1

y suponga que la correspondiente sucesion de incrementos {b,} satisface que
o0
Sb,R*"<L,conb; >6>0,R>1yL < o0.

n=1
Si L > 14 20R, definimos Re como la tnica solucién r € (1, R) de la ecuacidn:

1+257’:r%,
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y Ro = R en otro caso.

FEntonces

&)
(1) > (un — uso)z™ tiene radio de convergencia mayor o igual que Ra.

(ii) Si lim | [, p"Ic(z)dn(z) — (7(C))?|r™ < oo, para todo r < Ry, entonces
para 1 < r < Ry se cumple:

Z|un Uso [T < T\/

2

Demostracién. Aplicando el algoritmo 3.1.1 se obtiene que {uy} es una suce-
sién de renovacién. La propiedad de reversibilidad implica que el operador de
transicién p, actiia como una contraccién autoadjunta sobre el espacio de Hilbert
L?(r). Denotaremos < .,. > el producto interno en L?(7) y ||.|| la norma co-
rrespondiente.

Para A C F tenemos:
m(A) = / plz, A)dr(z) > dv(A)r(C),

asi observamos que v es absolutamente continua con respecto a 7 y tiene deriva-

d 1
da de Radon-Nikodym & < =———. A lo largo de esta prueba escribiremos
dr = §7(C)
f=Icyg dv Por tenemos que || || (C)yg< !
=lcyg=— =7m(C)yg<=
dr’ om(C)

(1-2)u(z) = (1-2) +§1—zz P fg) 2"

= (1-2) +6zl—zz I—2zp)~'f,9).
(m

Como p es una contraccién auto-adjunta sobre L?
junto de [—1,1] y tenemos la resolucién espectral,

= /A dE(N),

donde E(1) = I y limy;_1 E(A) = 0. Escribimos F(A) = (E())f,g). La fun-
cién F' es de variacién acotada y la correspondiente medida con signo uy 4 es
soportada sobre [—1,1] y tiene masa total

sl ((F1,1]) < IIFIllgll < 672,

), su espectro es un subcon-
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Obtenemos para |z| < 1,
(1= 2)u(z) = (1— 2) + 2(1 z)/ (1= 2\ D gd, g.
[7171]

y asi la funcién (1 — z)u(z) tiene una extensién holomdrfica al menos en {z €
C:z71 ¢ [-1,1]}. La ecuacién de renovacién es:

1—=z

(1 =2)u(z) = 1_719(2),

para |z| < 1, y la funcién b es holomérfica en B(0, R). Se sigue que las unicas
soluciones en B(0, R) de la ecuacién b(z) = 1 pertenecen a uno de los siguientes
intervalos (—R, —1] y [1, R). Debido a que b/(z) > 0, el cero de b(z) —1len z =1
es el cero. Para 1 < r < R tenemos que b(r) > b(l) = 1. Paral <r < R,
tenemos b(—r) < —2byr 4 b(r). Usando la estimacién

b(T) S [b(R)](log r)/log R _ T(log L)/logR,

se sigue que para 1 < r < Ra, tenemos b(—r) < 1, donde Ry es la constante
mencionada en el teorema. Asi (1 — z)u(z) tiene una extensiéon holomérfica a
B(0, Ry), y la primera parte del teorema se sigue.

Ahora supongamos la parte (i¢). Dado 7 < R, tenemos
| <pnf’ f> - (77(0))2 ‘ < Mrna (D3)

para alguna M. Renombrando la resolucién espectral, tenemos:

lm (5" f, ) = / A(EN), ),

n—o0

y asi podemos reescribir (D.3)

[ErovaE.g)

Ahora A — (E(N)f, f) es una funcién creciente, de aqui le corresponde una
medida positiva gy ([71, _71, )) = Uy ((%, 1)), asi se cumple que para toda r <

Ry, se tiene que (FE(\)f, f) es constante sobre [—1, R%]y sobre (%) Se aqui se
sigue FI(A) = (E(A\f, g)), es constante sobre estos mismos intervalos y el soporte

de |ps,g] estéd contenida en E—;, R% . Nota que
= dlim [ A" g gdh

n—oo

= gﬂf,g ({1})
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Obtenemos, para n > 1,

|un, — Uoo| = 5/ A”fluﬁgd)\

i )
< (12

Asi para r < Ry, obtenemos

Z|un_u00| n<

5

R2

como lo fue requerido.

Teorema D.1.4 Sea {X,} una cadena de Markov la cual es reversible y po-
sitiva con respecto a la medida invariante w y satisface la condicion de mi-
norizacion M (0, I.,v). Sea {un} la sucesion de renovacion descrita por:

1, st n=0,

Up = )

EPV(Xn,l €(C), para n>1

y suponga que la correspondiente sucesion de incrementos {b,} satisface que

Zb R*"<L,conb; >§>0,R>1yL <o0.

S@ L > 14 20R, definimos Ry como la dnica solucion r € (1, R) de la ecuacion:
14 20r = r%,

y Ro = R en otro caso.

Entonces

&)
(1) > (un — uso)z™ tiene radio de convergencia mayor o igual que Ra.

(ii) Si lim | [, p"Ic(z)dm(z) — (7(C))?|r™ < oo, para todo r < Ry, entonces
para 1 < r < Ry se cumple:

Z|un Uso|T" < T\/

2
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Demostracion. La hipdtesis adicional implica que el espectro de p estd con-
tenido en [0, 1]. Siguiente el argumento de la prueba anterior, obtenemos para
|z] < 1:

(1= 2)u(z) = (1 2)+ 82(1— 2) /[0 - A g,

y asi, la funcién (1 — z)u(z) tiene una extensién holomérfica al menos en {z €
C:z71 ¢10,1]}. Se sigue que la ecuacién b(z) = 1 no tiene solucién en (—R, —1]
y asi (1 — z)u(z) es holomérfica sobre B(0, R). El resto de la prueba es similar
a la realizada en el teorema anterior. m

D.2. Desigualdades notables

Los siguientes resultados forman se utilizaran en el capitulo 7.

Teorema D.2.1 Suponga que se establece la condicion

AV (z), sixz¢C
pVS{K st xe€C.’

para alguna funcién medible V : E — [1,00) y constantes A < 1 y K < oo.

Entonces:
(i) Para todo x € E , Py(T < o0) = 1.

(ii) Para1 <r < \71

V(z), si z¢C
Gr2) < { rK si zeC.

(iii) Para 0 <r < A7!

rAV (z) ,
T ST ¢C
H(r,z) <
r(K —r)\) |
ﬁ 81 I € C

(iv) Para0<r <X ' yzeC

H(r,x) —rH(1,x) < Ar(K —1)
r—1 “(A-=-NA-=-rN)’
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Proposicion D.2.1 Asuma que la cadena de Markov es geométricamente
ergddica con medida invariante w, C es un dtomo y que V es una funcion o
negativa. Suponga que g : E — R y satisface ||g||lv < 1. Entonces

i (p"g(l‘) - / gdﬂ) 2"

sup
[z|<r n=1
< H(r,xz)+ G(r,x) H(r,a) sup (U, — Uoo)2"
[z|<r n=0
-1 H —rH(1
+ W G0 L HO@ rH(La)
r—1 r—1
para r > 1.

Proposicion D.2.2 Asuma que la cadena de Markov es geométricamente
ergodica con medida invariante w, C' es un dtomo y que V es una funcion o
negativa. Suponga que g : E — R y satisface ||g||v < 1. Entonces

i (p”g(w) - / gdW) 2"

sup
|z|<r n=1
< H(r,z)+G(r,z)H(r,a,1) sup (tn — oo ) 2"
[z <r n=0
_ G -1 G —1
+ H(ra, 1)7(7“, z) + H(r, a, 1)7(7“, z)

H(r,a,1) —rH(1,a,1)
+ r—1 ’

Proposiciéon D.2.3 Considere la condicion de Minorizacion y la condicion

Drift. Definiendo

a; =1+ <log ;) + (log A7 1),

K
ag =1+ <10g 5) +log(A™1) y

Ry = min ()\*1, (1- 5~)*1+a1) se tiene:



H(r,a,1)

H(r,a,1) —rH1,a,1

IN

para 1 <r< A1

IN

1—(1=éro)’

IN

1—(1—=6dron)
N r[K —rA—96(1—1r)\) G
(1T—=rN)[1—(1-208)rx]
7,042—0—1(1(—7“)\)
(I—=rXN)[1—(1-=08)rx]
re2tIN(K —1)

IN

IN

r—1

IN

(1= A)(1—rA)[L— (1 —8)re]
r[K —X—0(1—\)]
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(D.4)

(D.5)

(D.6)

(D.7)

(D.8)

(D.9)

(I=X[1—=(1-0)ro

L A=he — 1>> '
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Notacion

Cadenas de Markov

(E, &) espacio de estados

p kérnel de transicion

p" kérnel de transicién en n-pasos

(Q,F, P,) espacio base para la cadena
con distribucién inicial p

0, distribucién concentrada en x

7 distribucién invariante

o medida irreducible

¥ medida irreducible maximal

M (n,d,S,v) condicién de minorizacién
C' conjunto pequeno

X = (X,, I,) cadena particionante

X acoplamiento para X
(Q,]:" , I:’) espacio base de un acoplamiento
T tiempo de acoplamiento

X2y x y y tienen la misma distribucién

est.
< orden estocastico

Convergencia

Il . || métrica probabilistica

| . lvr métrica de la variacién total

| . lv métrica de la variacién ponderada

¢ Tasa de convergencia
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