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INTRODUCCION.

Antecedentes histdricos y marco tedrico.

Hoy en dia, la Imagenologia por Resonancia Magnética (IRM) es un
método comun para estudiar el interior de cuerpos y sustancias con propiedades
paramagnéticas; en particular, permite el andlisis y diagndstico de pacientes al poder
observar el interior de su cuerpo sin necesidad de intervenirlo. IRM es una técnica
no-invasiva que tiene sus origenes en la Resonancia Magnética Nuclear (RMN). El
fendmeno de la RMN fue descubierto por dos fisicos estadounidenses: Félix Bloch
en Stanford, y Edward M. Purcell en Harvard [Sc00] observaron de manera
independiente que la RMN se presenta en liquidos y solidos. Por este

descubrimiento ambos recibieron el Premio Nobel de Fisica en 1952.

La RMN se emplea en el analisis espectroscopico de sustancias quimicas.
Consiste en aplicar a la sustancia un campo magnético intenso y uniforme, con el fin
de orientar en una direccion a los espines de los nucleos atomicos. Una vez
alineados se les aplica una sefial de Radio Frecuencia (RF) que reorienta los espines
y los pone en resonancia precesando a la frecuencia de Larmor caracteristica de cada
sustancia. La energia absorbida por el nlicleo serd liberada y se manifiesta como una
sefial de baja intensidad también de RF (por lo que esa senal es detectada por una

antena de RF) que permite establecer un patron o codificacion de emisiones [Ro05].

En la década de los 1970’s comienza la IRM, cuando R. Damadian
experimenta con tejidos organicos en un equipo de RMN, descubriendo diferencias

en los tiempos de relajacion entre los tejidos normales y los cancerosos.



En 1973 Paul C. Lauterbur en los Estados Unidos y Peter Mansfield en el
Reino Unido proponen independientemente usar gradientes de campo magnético
para “mapear” las sefiales emitidas por los nucleos atomicos de los diversos tejidos.
Lauterbur y Mansfield comparten el Premio Nobel de Medicina y Fisiologia en el
2003 por este hecho. En 1976 el mismo Mansfield y Maudsley producen la primera
imagen con RMN que correspondid al dedo de un humano vivo. Para 1977
Damadian mostré una imagen del térax de un humano obtenida con su primer
escaner de cuerpo completo, y para abril de 1980 su propia empresa inicio la
comercializacion de un prototipo de su sistema. En 1978 lan Young produjo las

primeras imagenes de cerebro [Ro05].

Los sistemas de IRM evolucionan dia con dia, mejorando la calidad y
disminuyendo los tiempos de adquisicion de las imagenes; en particular las antenas,
que reciben la sefial con la informacion requerida. Como esa sefial es una forma de
energia, en particular electromagnética, al llegar al dispositivo detector o antena,
parte de esa energia se perdera debido principalmente a la resistencia de la antena,

las cuales generalmente se construyen de materiales metalicos.

El cociente sefal a ruido (CSR) de una antena para IRM es el tinico parametro
para medir el desempefio de este dispositivo. En el tiempo, el CSR se ha modelado
matematicamente con el fin de obtener resultados tedricos que se asemejen lo mas
posible a la realidad. Como todo en un principio, el CSR era modelado tomando en
cuenta pocos parametros, principalmente que tuvieran que ver con la sefial y con lo
que hace que ésta se pierda, la resistencia de la antena. Hoult y Richards propusieron
en 1976 [Hu76] una expresion que tiene que ver con el campo magnético y la
frecuencia en la sefial, y con la resistencia en el ruido. En 1979 Hoult y Laurterbur

[Hu79] obtienen una expresion del CSR para una antena en forma de solenoide.
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El enfoque cuasi-estatico [Wa95] es el método cominmente empleado para
obtener expresiones del CSR; sin embargo, estd limitado a frecuencias menores a
40MHz. En este trabajo se calcula una expresion del CSR de una antena superficial
de forma rectangular. Con el objeto de proponer un modelo mas realista que incluya
la interaccidn entre la antena y la muestra biologica, ademas de la fuerte tendencia al
desarrollo de sistemas con intensidades de campo mayores, cuyas frecuencias
superan los 130MHz, la expresion del CSR obtenida en este trabajo estd basada en
un modelo propuesto [Sc00] que utiliza la funcion diddica de Green. Este enfoque
también incluye la interaccion entre la muestra y la antena. Esto implica que la
influencia de la frontera aire-muestra es considerada en el modelo, a diferencia del
caso cuasi-estatico que soélo considera las pérdidas debido a la resistencia de la
antena. Las expresiones calculadas pueden ser empleadas para frecuencias mayores

a SOMHz.

Asi, en el capitulo 1 se mencionan las bases fisicas de la resonancia magnética
nuclear, asi como el sustento matematico de la IRM. El capitulo 2 hace referencia a
las antenas para IRM: tipos, su lugar en un sistema IRM, pardmetros que las
caracterizan (incluyendo el CSR) y algunos modelos y prototipos incluyendo los
construidos en la UAM-I. En el capitulo 3 se realiza propiamente el calculo del CSR
de la antena rectangular, proponiendo un factor de peso adecuado a la geometria de
la antena; una vez teniendo la expresion matematica general del CSR de la antena
rectangular, se prueba calculando numéricamente las integrales involucradas.
Finalmente se modela el CSR para tres antenas de diferentes tamafios, los resultados

son fisicamente congruentes para los tres casos y concuerdan con la literatura.

El apéndice A hace referencia a la obtencion de la expresion para ruido
Johnson. En el apéndice B se deduce el teorema de reciprocidad de Lorentz, mismo

que se usa en el apéndice C para obtener la expresion de la senal. El apéndice D
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muestra matematicamente el cambio de coordenadas, como referencia de los
sistemas rotante y de laboratorio que se mencionan en el capitulo 1. El apéndice E
muestra las consideraciones que se toman para deducir las expresiones matematicas
de los campos eléctrico E y magnético B, mismas que se usan para la expresion
general del CSR en [Sc00]. En el apéndice F se hace el desarrollo algebraico del
CSR de la antena rectangular para IRM, con el propdsito de generar una expresion

tal que pueda calcularse numéricamente.
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CAPITULO I. IMAGENOLOGIA POR RESONANCIA MAGNETICA.

I.1 Principios Fisicos de la Imagenologia por Resonancia Magnética.

La Imagenologia por Resonancia Magnética (IRM) es debida al fendmeno de
resonancia magnética nuclear (RMN), el cual se presenta cuando se altera a un
nucleo que precesa' dentro de un campo magnético externo con un pulso de radio-
frecuencia que oscila a la frecuencia de resonancia caracteristica de dicho nucleo,
también llamada frecuencia de Larmor. Para comprender esto, es necesario revisar
algunos conceptos basicos de Fisica, los cuales se mencionan a continuacién de

manera breve.

Una particula que gira en torno a un eje tiene un momento angular orbital
definido como el vector:

L=rxp (L1)

donde p = mv es el momento lineal de la particula.

=

Fig. I.1. Esquema del momento angular L de una particula de masa m con velocidad v
moviéndose en forma circular en torno al eje z, y a una distancia r del eje.

! Precesién: movimiento en forma de cono seguido por el eje de rotacién de un giroscopio sometido a una inclinacion
[Ka97].
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Si la particula ademas esta cargada eléctricamente, al moverse a velocidad v,
se convierte en una corriente eléctrica i formando, en este caso, un circuito cerrado.
Con esto, el sistema tendrd un momento dipolar magnético orbital 4 = iA, donde A
es el vector area que encierra la espira de corriente, y simula un dipolo magnético o
iman. En una particula con carga eléctrica g, sujeta a fuerzas centrales, el momento

dipolar magnético orbital estd asociado al momento angular orbital por [A176]:

= (g/2m)L (1.2)

El ntcleo de cualquier atomo tiene cierto numero de protones (con carga
eléctrica positiva) y de neutrones (eléctricamente neutros), por lo que el ntcleo esta
eléctricamente cargado. Los protones poseen un momento angular orbital asociado
con su movimiento en el nicleo. Ademas, por evidencia experimental, y haciendo la
analogia con el movimiento planetario, se sabe que estas particulas tienen un
movimiento rotacional (en 1925 G. Uhlenbeck y S. Goudsmit, postularon que el
electron gira sobre si mismo, produciendo un momento angular intrinseco, al que
llamaron espin [A176]). Debido a este movimiento de rotacion sobre su propio eje, el

proton también tiene un espin S, con magnitud [Li00, Ga96]:
S| = Als(s+1)]" (I3)

donde s es el nimero cuantico de espin. Con esto, y por ser el protdn una particula
cargada eléctricamente, también posee un momento dipolar magnético intrinseco s,
cuya relacion con S es la misma que g con L, salvo por una constante llamada

razon giromagnética de espin gs, que es caracteristica de la particula (ver fig. 1.2):

Hs= gs(q/2m)S (I.4)

14



Fig 1.2. Nucleo con espin diferente de cero, con su andlogo macroscopico: el iman.

El momento dipolar magnético total es u = u+ us y esta relacionado con el

momento angular intrinseco nuclear o espin nuclear por:

u=" (L.5)
donde y se conoce como la razén giromagnética nuclear, es caracteristica de cada
nucleo (y = 2.675x10° rad/s/T para el 'H, mientras que para el *'P es y =
7.075x10'rad/s/T [Li00]) y el espin nuclear | tiene magnitud:

1| = A[I(I+1)]"? (L.6)

I es el numero cuantico de espin nuclear y toma valores enteros o semi-

enteros, segun las siguientes reglas simples [Li00, Ka97]:

- Ntcleos con nimero de masa impar tienen nimero cuantico de espin semi-

entero (1/2, 3/2, 5/2,...).
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- Nucleos con niimero de masa par y numero de protones par, tienen nimero
cuantico de espin cero.
- Nucleos con numero de masa par y numero de protones impar, tienen nimero

cuantico de espin entero.

El momento dipolar magnético nuclear tiene la misma direccion que el espin
nuclear, y varia en magnitud por una constante. Un nucleo (que esta eléctricamente
cargado, y por lo tanto tiene un momento dipolar magnético) es RMN-activo si I #
0. Para el ntcleo de hidrogeno (que consta de un sélo proton y es el de interés en

este trabajo) tiene masa = 1 uma, carga = le, e [ = > [Ka97].

1.2 Magnetizacion.

Cuando un imén se coloca dentro de un campo magnético, el imén se orienta
paralelo a las lineas de campo, como sucede con una brujula en el campo magnético
terrestre: el sur de la brijula apunta hacia el norte magnético de la Tierra. La energia
de alineacion del iman (con un momento dipolar magnético ) con el campo

externo B, es:
=— iy * B (1.7)
La torca que el iman experimenta debido al campo externo es:
T = fn X B (1.8)

Por otro lado, 7es igual a la razon de cambio del momento angular L (ec. I.1)

con respecto al tiempo”. Como /L = g (ec. 1.2), si g4 = 44, para un iman se tiene:

% Se hace la analogia, si p = mv es el momento lineal, la fuerza F es la razén de cambio del momento lineal: F = dp/ds
= mdv/dt = ma, entonces 7= dL/d¢
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dL/d¢ = g X Bok (1.9a)
d[(g/2m)L])/dt = (q/2m) . X Bok (1.9b)

Asi que: dgg, /dt — (g12m)p X Bok =0 (I1.10)

Lo mismo ocurre cuando una muestra de materia (que contiene nucleos
atodmicos) es colocada dentro de un campo magnético externo B,. Los nucleos de la
muestra se orientaran con el campo magnético externo By; aunque no ocurre
exactamente como el iman macroscopico, si no que los nucleos se orientan
“precesando” en torno a la direccion de By; la analogia macroscopica es la de un
trompo que rota sobre su propio eje y al mismo tiempo “precesa” en torno a la

direccion del campo gravitacional de la Tierra (ver fig. 1.3).

Fig. 1.3. Un trompo precesando.
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Si no estdn sometidos a un campo magnético externo, los nucleos de una
muestra (representados por su momento magnético individual g, fig. 1.4) estan

orientados en forma aleatoria en todos los sentidos.

N
Ve HWIHY
LA

(a) (b)

Fig. 1.4. (a) Nucleos desorientados. (b) Ntcleos dentro de un campo Magnético

Cuando una muestra de material paramagnético se introduce en un campo
magnético By, los nicleos en la muestra se orientan con dicho campo, la mitad mas
una pequefia cantidad de nucleos® se orienta en forma paralela al campo (es decir,
apuntando en el mismo sentido que el campo magnético externo) y la otra mitad
menos la pequena cantidad antes mencionada, se orientan en forma antiparalela a B,
(en sentido contrario a By). Como el momento dipolar magnético x4 es un vector (con
componentes gk, 4 Y f4,), al alinearse con el campo magnético externo, la tnica
componente que quedara constante es 4, ya que tk y t4 cambiaran por la precesion.

El valor de z, serd en este caso:

py = ymii (L11)

donde m; es llamado el nimero cuéntico magnético [Li00]. Para un nicleo con espin

distinto de cero, toma los siguientes valores: m; = —I, —[+1,....I; los cuales

? Esa pequeifia cantidad de protones es la que produce una “magnetizacién” neta distinta de cero, misma que permite
que el fenomeno de RMN se dé; el ejemplo 3.2 de la referencia [Li00], pp. 67, muestra que para un campo magnético
de 1Tesla, la pequeiia cantidad es de aproximadamente 3 por cada millon de protones. Se explica mas adelante.
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corresponden a (2/+1) orientaciones posibles de x, con el campo externo B,. La

frecuencia de giro de la precesion es:
@y = 7By (1.12)

que es la frecuencia de Larmor, o frecuencia angular de precesion, 'y sk forman

un angulo « entre si dado por (ver figura 1.5):

cos a= /| =my /[I(I+1)]" (L.13)
v
L
F\ﬂc
3

Fig. L.5. Proton precesando.

Aclaracion: cuanticamente, el proton se describe bajo la premisa de dualidad
onda-particula (el protén se puede comportar como particula o como si fuera una
onda). Asi que se puede asignar una funcion de onda ¥(¢) para modelar el
comportamiento del proton. Dicha funcion es una soluciéon de la ecuacion de
Schrodinger, la cual describe la energia de la particula (en este caso la del proton),
con las restricciones y condiciones de frontera apropiadas [E101, Ga96]. En general
) contiene un numero de términos armonicamente oscilantes, influyendo en los
estados principales de la particula. Un ntcleo de hidrogeno (protén) tiene dos
estados de espin principales, denotados por |'2> y |-/2>, y su funcion de onda se
puede escribir como i) = a(¢)|'>> + b(t)|-2>, donde a(t) y b(f) son amplitudes

cuanticas dependientes del tiempo para cada estado.
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Para un protdn colocado en un campo magnético externo, el analisis cuantico
revela que los términos a y b cada uno contiene una frecuencia armonica simple
(/2 'y —amn/2 respectivamente), cuya diferencia (/2 — (—an/2) =w=yB,) es la
frecuencia de Larmor. La energia del sistema es AE = fiay, y se obtiene de las ecs.
1.7, .11 e 1.12:

Simy = Y2, Ey-=— 1,80 = — (V2) yiiBy.

Simy =~ Y2, Ejy>=— p,Bo = — (='2)yiBo = (/2) yhBo.

La diferencia en la cantidad de espines en los dos estados de espin, esta
relacionada a la diferencia de energias [Li00]. Si N, denota la cantidad de espines
alineados hacia +z, y N, es la cantidad de espines alineados con —z, de la relacion de

Boltzmann:

e
3

N
—-=e" (L14)
Ni

En lapractica: AE < k,T, por lo que:

AE
Wt o 14 ALy 75, (L15)
kyT, kyT, '
Asi,
yhB,
N.—-N, =N, 7 ]‘3 (1.16)
B"s

con N, la cantidad total de espines en la muestra.

Los estados principales |/2>y |-/2> estan con una energia E,-=hyBy/2 y E|.y>

= —hyBy/2; st los protones son perturbados por un instante (se agrega energia al
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sistema), “saldran” de sus estados principales en ese instante y luego volveran a sus

estados (cediendo el exceso de energia): unos se iran a |/2>y otros a |-/2>.

La diferencia de energias entre dichos estados, se conoce como efecto de

desdoblamiento Zeeman mostrado en la Fig. 1.6 [Li00]:

o]

1
g == #
ey 2 ¢

1
=-=—&,7%
Blygy= 7%

Después de aplicar B,

Antes de aplicar B,

Fig. 1.6 Desdoblamiento Zeeman para un sistema de espin ’%.

En la literatura médica sobre radiologia, se describe el fenomeno de la
resonancia magnética como que el proton esta en un estado (|'2>) o en otro (|-1%>).
Esta restriccion no contempla la formulacion de la funcidon de onda, de hecho, es una
mala interpretacion de la teoria cuantica completa. Similarmente no es estrictamente
correcto decir que un espin “salta” de un estado a otro; de acuerdo a la descripcion
con la funcion de onda, el espin estd en alguna combinacion lineal de los dos
estados. Se considera valida la descripcion de la literatura médica debido a que al
hacer una medicidbn en un experimento de resonancia magnética nuclear, se
encuentra al espin en uno u otro estado principal, nunca en un estado intermedio. La
implicacién no es que el espin “exista” en uno o en otro estado, sino que el
procedimiento de medicion efectuado solo permite observar al espin en uno de los
dos estados principales. Se puede mostrar que para una funciéon de onda con

coeficientes a y b, la probabilidad de observar al estado |'4> 6 |-%> es |a|* 6 ||’
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respectivamente. La funciéon de onda #(¢) se puede pensar como un tipo de
distribucion de probabilidad, expresando la probabilidad de que un estado sea

revelado durante una medicion en un experimento [E101].

Colocando al proton de la figura 1.5 en un sistema de coordenadas, se puede
observar que en general el momento magnético tiene una componente en z y una
componente en el plano xy. La suma de todas las componentes de los momentos
magnéticos por unidad de volumen se le llama magnetizacion: M=Xu/V; que es
distinta de cero debido al pequefio exceso de protones que rebasan la mitad de los

que se orientan en un cierto sentido.

Fig. 1.7. componentes X, y, Zy Xy (|| = (i + ,uyz)l/z) del momento magnético del proton.

La componente en z es fija, y la componente que se encuentra en el plano xy
(y esta formada por las componentes x e y del vector u) esta girando a una
frecuencia ay; pero las componentes xy de todos los vectores g estan desfasadas, es
decir, giran con casi la misma frecuencia (depende del ancho de banda alrededor de
ay), en forma aleatoria (ver figura 1.8). Asi que la suma de todas las componentes xy
de los momentos magnéticos de los protones serd en promedio igual a cero. Por lo
que la magnetizacion M tendrd una direccion igual a la del eje z, y el sentido
dependerd de la orientacion que elijan el exceso de protones (que en general
prefieren estar en el estado de menor energia).
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Fig. 1.8. La componente de la magnetizacion M en el plano xy es en promedio igual a cero, ya que
las componentes de los momentos magnéticos de los protones de la muestra giran desfasados con
frecuencias que estan dentro del ancho de banda alrededor de ax.

[.3. El Pulso de Radio Frecuencia (RF).

Una vez que la muestra es colocada dentro del campo magnético externo By, y
se genera la magnetizacion M, se aplica un pulso de radiofrecuencia en el cual, la
parte magnética es un campo B, oscilante que yace en el plano xy y gira con una
frecuencia igual a la frecuencia de Larmor, con el fin de entrar en resonancia con
los protones precesando en By, y de esa forma perturbar al sistema. Si el pulso de
radiofrecuencia se aplica en forma continua, el movimiento del protén sera de doble
precesion: una debido a By, y serd con una frecuencia @, y la otra debido a By, y
serd a una frecuencia w,;. Para la generacién de imagenes por el fendmeno de RMN
es suficiente aplicarlo por unos milisegundos o microsegundos. El pulso de RF se
aplica en cierto angulo & con respecto al eje z, dependiendo la direccion a la que se
desee inclinar a los protones, es decir, al vector de magnetizacion M. Para el caso de

IRM o RMN, se aplican pulsos de 90° y 180°, que mas adelante se explicara.

Al perturbar el sistema de espines, lo que se hace es meter energia al sistema.

Como se vio en la seccion 1.2, los espines dentro del campo magnético By se alinean
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con el campo pero se separan en dos estados principales, cada una con una energia

caracteristica, y la diferencia es AE = hiay.

Para inducir una transicion coherente de un estado de energia a otro, la
energia de radiacion (la energia del pulso de RF) debe ser igual a la diferencia de
energias entre los estados principales de espin. Esto es AE s = hay = hyB,. El campo
B, tiene corta vida y oscila en el intervalo de radiofrecuencia; B; es mucho menos
intenso que By (ejemplo: By = 1.5T mientras que B; = 50 mT) [Li00]. Un campo

tipico B, toma la siguiente forma:

B, = 2B,°(t)cos(wt + @) 1 (1.17)

donde B;°(¢) es la funcion envolvente, la amplitud del pulso, @y es la

frecuencia de excitacion y ¢ es la fase inicial.

Se dice que el campo esta linealmente polarizado porque oscila a lo largo del
eje x. Matematicamente, puede ser descompuesto en dos campos circularmente
polarizados rotando en direcciones opuestas, una en sentido de las manecillas del

reloj y la otra contrariamente a la primera:

Bi(1) = B1"(1)[cos (i + )i — sen (@t + @)]]

+ Bi°(H)[cos (it + @)t + sen (w4t + @)j] . (1.18)

Como solo la parte que gira en la misma direccién a la que precesan los
protones tiene efectos sobre el sistema (los efectos debido a la otra parte son

despreciables), el campo efectivo toma la forma:
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B1(1) = Bi(1)[cos (ant + @)i — sen (axt + @)f] (1.19)

donde la componente x es By, = B;°(f)cos (a¢ + ¢), y la componente y es B, =—

B1°(¢) sen (wyt + @). Por simplicidad, B,(7) toma la forma: B;(¢) = B,°(¢) e_i(wrf t+0) :

Un pulso RF genera un campo magnético B;(?) oscilante. Los principales
parametros que caracterizan a un pulso de RF son los de la ec. 1.17. La fase inicial,
si es constante, no tiene efecto significativo sobre la excitacion resultante, por lo que
para los efectos que aqui interesan, se tomara ¢ = 0. La frecuencia de excitacion por
lo general es constante® para la mayoria de los pulsos de RF, y depende de la
condicion de resonancia. La funcion envolvente es la parte mas importante del pulso
de RF, ya que especifica su forma y su duracion, y con ello, su propiedad de

excitacion.

I.3.1. Condicion de Resonancia (El sistema de referencia rotante).

Para obtener imdgenes por resonancia magnética es necesario estudiar el
fendmeno de resonancia magnética. En la seccion 1.3 se vio que el campo magnético
del pulso de RF oscila a una cierta frecuencia, que para el caso del fendémeno de RM
es la frecuencia de Larmor, ya que es la frecuencia a la que giran los espines dentro
del campo magnético B, (seccion 1.2). Esta es precisamente la condicion de
resonancia: poner a girar la perturbacion (pulso de RF) a la misma frecuencia que el
sistema a perturbar (espines). Para estudiar este fendmeno, los espines y el pulso de
RF se tienen que colocar en un sistema de referencia comun adecuado. Un

observador en el sistema de laboratorio ve que los espines giran desfasados dentro

* Para algunos pulsos especiales, tales como los pulsos adiabaticos, @y puede ser funcién del tiempo.
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de un campo magnético By, y que una vez que se aplica el pulso de RF pone en fase
a los espines (por un instante), sin dejar de girar a la frecuencia de Larmor. Ahora,
como el pulso de RF se puede generar con frecuencia controlada, se puede decir que
¢éste pulso va “montado” en un sistema de referencia que rota con ¢l a la misma

frecuencia, con respecto al sistema de laboratorio.

|
]
% K |
S ¥
;,_::5

Fig. 1.9 . Sistema de laboratorio (X, y, z) y sistema rotante (x’, y’, z’). El campo B;
montado en el sistema rotante, viaja a lo largo del eje x (del sistema de laboratorio) en la direccion
mostrada para que al alcanzar al espin, interactiue con éste poniéndose en resonancia.

El sistema rotante, es un sistema de coordenadas cuyo plano transverso esta
rotando en una cierta direccidon a una frecuencia angular @. Si se denota a las
coordenadas del sistema rotante con “primas” (Fig. 1.9), la transformacion de las

coordenadas del sistema fijo (o sistema de laboratorio) es (apéndice D):

1'=cos wti—sen wt] (I.20a)
j'=cos wti+sen axt] (1.20b)
k'=k (1.20¢)
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Se usan dos sistemas rotantes particulares, los cuales corresponden a @ = @y y
@ = . En el primer caso el plano xy rota a la frecuencia de Larmor, y se le llama
sistema rotante de Larmor. En el segundo caso el plano xy rota como rota el campo
Bi(?), y se le llama sistema rotante de RF. Cuando w;s = yBy, ambos sistemas son el

mismo, y fisicamente es la condicidon de resonancia [Li00].

I.4. El fendmeno de relajacion.

1.4.1. La excitacion.

Si un pulso de radiofrecuencia con energia AE de angulo & es aplicado al
sistema de espines dentro de un campo B, éste los inclinard un dngulo & (respecto a
la orientacion inicial de los espines) mientras dure la aplicacion del pulso de RF.
Después de esta aplicacion del pulso de RF, los espines regresardan a su estado de
menor energia (recordando que siguen dentro del campo magnético externo B),
cediendo de esta forma el exceso de energia adquirida debido a la aplicacion del
pulso de RF. Cabe mencionar que ese exceso de energia es debido so6lo a los pocos
espines que se alinean de mas en una direccion preferente (ver seccion 1.2), y es la
energia que capta la antena receptora como sefial, para formar la imagen. En un
experimento estandar de RM, se aplica un pulso de RF de &= 90°, el cual hace que
los espines se ‘“acuesten” en el plano xy, por lo que la componente z de la
magnetizacion sera cero en ese momento, y crecera la componente xy; como la
componente xy de la magnetizacion estd girando en forma aleatoria, la facultad del
pulso de RF es poner en fase las componentes xy de todos los espines, por lo que la

componente Xy de la magnetizacion serd diferente de cero (ver figura 1.10).
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Antes de aplicar el pulse de BEF de 90°

I OO0

D 15, -0

’[:3 Después de aplicar el pulso de BF de 90°
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Fig. 1.10. Aplicacion de un pulso de RF de 90°. Desaparece M, y aparece M,,. a) El vector de
magnetizacion es formado so6lo por la contribucion de la componente z, ya que en promedio, las
componentes xy de los espines precesando suman cero. Los circulos con las flechas simulan la
proyeccion (sombra) de cada uno de los vectores g en el plano xy; el circulo con las cuatro flechas
representa V'S = M,y en el plano xy. b) Una vez aplicado un pulso de RF a 90° los espines se
“acuestan” en el plano xy y se ponen en fase, es decir, por un instante precesan dirigidos en la
misma direccion. En este caso la magnetizacion estara formada sélo por las contribuciones de las
componentes xy de los espines.

Cuando cesa el pulso, los espines regresaran a su estado inicial, y con ello, la
recuperacion de M, y el desfase de los espines, es decir la desaparicion de la

componente transversal de la magnetizacion [Ka97].

1.4.2. La desexcitacién 6 relajacion.

A partir de que el pulso cesa, y hasta que M, se recupera en aproximadamente
un 63% de su magnitud total, pasara un tiempo llamado 71/, o relajacion TI.

[gualmente, cuando cesa el pulso de RF los espines comienzan a desfasarse, a partir
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de ese momento y hasta que transcurre un tiempo caracteristico llamado 72, o
relajacion T2 los espines estaran desfasados en un 37% (se explica mas adelante), ya
que unos giran a mayor frecuencia que otros, pero todos dentro del ancho de banda
que contiene a la frecuencia de Larmor (ver figura I.11); con esto, empieza a

desaparecer M,y.

-

.
_ea——xfﬂj

H,
/ H,

Fig. I.11. Desfase del vector M (aprox. 37% del desfase se da en un tiempo 72), en el
sistema de laboratorio. My, = VlZiyi — 0 cuando ¢t — oo.

Como B, es constante en todo tiempo, el vector magnetizacion M sigue
precesando haya o no pulso de radiofrecuencia. Asi que en el fendmeno de

relajacion, formard una espiral al regresar a su estado de menor energia (fig. 1.12a).

— T

!

a) b)

Fig. 1.12. a) Espiral que forma M al regresar a su estado inicial visto desde el sistema de
laboratorio. b) Regreso de M visto desde el sistema rotante.
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En el sistema de referencia rotante, la recuperacion de la magnetizacion
longitudinal se vera simplemente como que el vector M se “levanta” directamente,

del plano xy hacia el eje z (fig. [.12b).

I1.5. Las ecuaciones de Bloch.

Pero, ;coémo se comporta M en el proceso de IRM? Lo que se pretende es
describir el movimiento de M en el tiempo. La ecuacidon (I.10) es una ecuacion
diferencial de primer orden, de primer grado, cuyas soluciones son [Li00]:

—iyBot,

Hixy() = pixy(0)e )
A1) = pA0).

Pero esta ecuacion (I1.10) s6lo describe el comportamiento de un espin aislado.
Para modelar el comportamiento del sistema de espines completo, se tiene que tomar

en cuenta el cambio de la magnetizacion M con el tiempo.

En 1946 Fé¢lix Bloch present6 una formulacion matematica describiendo el
fendémeno que llamoé “induccion nuclear” (que ahora se llama RMN). Los espines
sometidos en un campo magnético externo B, experimentaran una torca dada por
MxB. Pero la torca del sistema es igual a la razén de cambio del momento angular
respecto al tiempo. Como el momento angular es proporcional a la magnetizacion,
con y como constante de proporcionalidad, se tiene que, la ecuacion que describe el

movimiento de M en el tiempo es:

dM/dt = yM x B (1.21)
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Si B = By = cte, la ec. .21 predice que el movimiento de M sera una simple
precesion alrededor de By con frecuencia @y = B, [EI01]. La ec. 1.21 es igual a la

ec. .10, salvo que .21 describe el comportamiento de todo el sistema de espines.

Cuando un pulso de radiofrecuencia es aplicado, la ecuacion 1.16 se convierte

en [Li00]:

dM/dt = y M x B — (My i + M, § /T2 — (M, — M,(0)K/T] (1.22)

donde T/ y T2 son los tiempos de relajacion longitudinal y transversal,
respectivamente. Bloch asumi6 que las relajaciones 7/ y 72 siguen la cinética de
primer orden, tal como el decaimiento de los radio-is6topos. Las soluciones de la

ecuacion 1.17 son [EI01]:

M=e¢""cosant (1.23a)

My=e "senaxt (1.23b)
_t

MZ—MO[I —e “] (I1.23¢)

Las soluciones [.23 indican que la componente longitudinal de Ila
magnetizacion alcanzara un 63% de su magnitud total en un tiempo 7/, y la
magnitud de la componente transversal de la magnetizacion decaera 37% de su

magnitud total después de un tiempo 72 (ver fig. [.13).
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Relajaciones T1 y T2
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Figura 1.13. M, son los puntos claros; M,, son los rombos obscuros. Las lineas verticales
cerca de 0.1ms y 0.5ms indican 72 y T respectivamente (aprox. 37% y 63%).

1.6 Los tiempos de relajacion.

Son cuatro los principales tiempos de relajacion identificados en la IRM:

a) T1: tiempo de relajacion longitudinal. Un sistema de espines estd en
equilibrio dentro de By, porque su magnetizacion neta se alinea con B,. La
aplicacion de un pulso transverso de RF, cambia la direccion de la magnetizacion y

su recuperacion implica una pérdida de energia (ganada debido al pulso de RF) del
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sistema de espines. 7/ es el tiempo requerido para que la energia se transfiera del
sistema de espines al material o red. Este tiempo también se conoce como tiempo de

relajacion espin-red.

b) T1,: tiempo de relajacion espin-red en el sistema de referencia rotatorio. El
comportamiento de 7/ a muy bajas frecuencias corresponde a intensidades de
campo magnético bajas. 71 se puede medir a estas intensidades aplicando un campo
magnético B, débil que rote con la frecuencia de Larmor del sistema de espines, de
esta manera, se puede observar el decaimiento de los espines alineados con este
campo B, en el sistema de referencia rotatorio. El tiempo constante asociado con

esta relajacion se define como 7/ .

c) T2: tiempo de relajacion transversal. Si un sistema de espines se excita
con un pulso de 90°, la magnetizacion neta se inclinard en el plano transverso al
campo externo aplicado. En este plano se detectara la magnetizacion transversal y
con ello la puesta en fase de los espines. Después de aplicado el pulso de 90°,
ocurrira el desfase decayendo exponencialmente con una constante de tiempo 72. Se
define 72 como el tiempo de relajacion transversal debido unicamente a la muestra
(inhomogeneidades moleculares), también se le conoce como tiempo de relajacion

espin-espin.

d) 72°: Tiempo de relajacién transversal experimental. Varios factores

contribuyen a este proceso de decaimiento:
1) Elregreso de los espines a la direccion de equilibrio.

2) La pérdida de coherencia precesional en el plano transverso debido a

los corrimientos quimicos.
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3) La pérdida de la coherencia precesional debido a inhomogeneidades del
campo magnético.
4) Intercambio de los estados de excitacion de los espines dentro del

sistema.

Debido a estos factores la constante de tiempo real de decaimiento es 727, y se

relaciona con 72 con la siguiente ecuacion:

1 1
=— + yAB 1.24
2" T2 1B ( )

donde AB, son las inhomogeneidades propias del campo magnético externo

B, [Li00].

Se debe apreciar que estos tiempos de relajacién son constantes introducidas
fenomenologicamente, y hay que considerar que 7'/ siempre es mas largo que 72
(excepto en el caso de liquidos puros donde los tiempos son muy parecidos), ya que
la magnetizacion no se puede recuperar en la direccion del campo magnético sin
desaparecer del plano transverso; de la misma forma, 72 siempre es mayor que 72

[Ro05, Ro04].

1.7. El decaimiento libre inducido.

Una vez que cesa el pulso aplicado a la muestra magnetizada, empieza el
desfase de los espines, esto provoca que los protones excitados por el pulso de RF al
desexcitarse pierdan energia, es decir, emiten energia de forma de onda
electromagnética (de RF, como la recibieron); en la antena receptora se induce una
corriente (Ley de induccion de Faraday) debido a la onda electromagnética emitida

por los protones desexcitandose, esta corriente se registra como una sefial llamada
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decaimiento libre inducido (FID, por sus siglas en ingles free induction decay), y es
debida al fenomeno de relajacion 72. La fig. .14 muestra esquematicamente la

forma de la curva FID.

Decaimiento Libre Inducido (FID)

Magnetizacion transversal

Tiempo

Fig. 1.14. Decaimiento libre inducido (FID).

FID

Partes real e imaginariade

Tiempo

Fig. 1.15. Partes real (puntos claros y pequefos) e imaginaria (rombos obscuros) de la sefal
FID [St00].
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Esta senal es en realidad un potencial eléctrico, que puede modelarse como

(Fig. 8.1 de la ref. [Ha99)):
S(¢) = xkMyexp(iwpt)exp(—t/T2) (1.25)

donde xM, =S, es una constante y @y la frecuencia de Larmor (ver fig. 1.15). S(¢)

representa la sefal al tiempo ¢, y tiene unidades de voltaje.

1.8. El eco-espin.

Tras un pulso de 90°, los espines se desfasan rapidamente como
consecuencia de las inhomogeneidades del campo de origen molecular, y por las
inhomogeneidades propias del campo principal By. Si un tiempo TE/2 después de
aplicado el pulso de RF de 90° (en el cual los espines ya estdn desfasados) se aplica
un pulso de RF de 180°, éste invertira los desfases sin modificar el sentido de la
rotacion. Los espines que precesaban con mayor rapidez se encontraran ahora detras
de los mas lentos, y como las velocidades de precesion (y el sentido de la rotacion)
contintan siendo idénticos, al final de un tiempo 27E/2 = TE (Tiempo Eco), los

espines estaran de nuevo (casi) en fase, generando una sefial eco espin.

El termino “casi” esta justificado, ya que la formacién de un eco s6lo permite
franquear los desfases debido a las inhomogeneidades propias del campo B, que son
constantes, pero no los desfases “aleatorios” debido a las inhomogeneidades del
campo de origen molecular, que son irreversibles. Este método de “suprimir las
inhomogeneidades del campo magnético principal externo By” lo propone Hahn en

1950 [HaS0].
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Fig. I.16. (a) Un pulso de RF de 90° “acuesta” a los espines en el plano xy y los pone en
fase (Myy = Vlf,i,ui). La magnetizacion es totalmente la magnetizacion transversal Mt = My,.(b)
Los espines (representados por su momento angular g) se empiezan a desfasar debido a que
algunos espines precesan con una mayor frecuencia que la frecuencia de Larmor, en este caso los
mas rapidos son g y tb, y otros precesan con frecuencia menor que la de Larmor, g5 y tu, los mas
lentos; pero todas las frecuencias estan dentro del ancho de banda, alrededor de ax. (c) Los espines
regresan al estado de menor energia, empieza a desaparecer Mt y empieza a aparecer M. Antes de
que esto suceda, se aplica un pulso de RF de 180°, el cual vuelve a acostar a los espines en el
plano xy, sin alterar su direccion de giro; ahora los espines mas rapidos (u y i) estan “detrds” de
los mas lentos (g5 y ), y alcanzandolos. (d) Una vez que los espines mas rapidos alcanzan a los
mas lentos, se vuelven a poner en fase, generando asi una nueva magnetizacion transversal My’,
cuya magnitud es menor que la magnitud de la magnetizacion original (|Mt’| < |Mry|).

Asi, el pulso de RF de 180° permite acceder a la disminucidn de la sefial en

T2 verdadero, o de alguna manera, “asciende” hasta la curva 72 (fig. [.17).
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Fig. 1.17. Secuencia de eco espin.

Se puede aplicar un pulso de 180° por segunda vez para obtener una senal de
segundo eco y después un tercer pulso de 180° para conseguir una sefial de tercer
eco, y asi hasta la desaparicion total de la sefial en 72 (fig. 1.18). Un ciclo de pulsos
90° y 180° s6lo permite obtener una linea de la matriz de la imagen. Para obtener las
siguientes lineas (la imagen completa consta de una matriz de 128, 256 lineas o mas)
hay que repetir el ciclo para cada linea. El tiempo transcurrido entre dos pulsos

seguidos de 90° se llama tiempo de repeticion TR (fig. 1.19).
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Fig. I.18. Pulsos de RF de 180° consecutivos. 72 es la curva envolvente que une los picos
de los diferentes ecos.

El experimento sencillo s6lo permite la ponderacion en 72, pero al hacerlo
repetidas veces las sefiales dependen de 7/ (ya que 71 esta relacionado con 7R), y
los parametros espin-red podrian, en principio, ser determinados desarrollando un
numero repetido de secuencias con diferentes valores de 7R, en consecuencia,

realizar estos experimentos lleva relativamente mucho tiempo [Ha99].

90° 180° 90° 1900

_‘ Desfase Eefaze Yy ‘
| i |
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FID
\nn- _ﬂnhnm‘;;\nn- _ﬂnhnh,
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Fig. 1.19. Tiempo de repeticion TR, es el que transcurre entre dos pulsos seguidos de 90°.
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El eco espin es una secuencia que permite obtener imagenes de excelente
calidad, de manera que se puede determinar su ponderacion en 7/ y T2 mediante
una eleccion adecuada de TE y TR. Sin embargo, una de las desventajas de esta

secuencia es su relativa gran duracion [Ka97].

1.9. Recuperacidn por inversion.

Aplica un pulso de RF de 180° previo al pulso de excitacion primaria
invirtiendo la magnetizacion neta. Durante la relajacion 7'/ la magnetizacion neta de
cada tejido pasa de una condicién de inversion a través de una magnetizacion neta
cero hasta una de relajacion. El tiempo de inversion 77 fija el intervalo de tiempo de
relajamiento. Los subsecuentes pulsos de excitacion producen magnetizacion
transversa durante la localizacion espacial. Estas imagenes tienen una considerable

ponderacién en T/ y proporciona un excelente control del contraste.

Se aplican en la supresion de la sefial proveniente del tejido. La seleccion de
T'1 cuando el tejido tiene una magnetizacion cero hara que el tejido no genere sefial.
A T1 se le conoce como el punto nulo o tiempo nulo para el tejido y este es de 0.692
veces el T/ requerido para suprimir la sefal del tejido, suponiendo que 7R es mucho

mayor que el 77 del tejido [Ro05].

Existen otras secuencias estandares para la obtencion de imagenes, entre ellas
estan la secuencia basica saturacion recuperacion, la secuencia eco espin multieco,
la secuencia bdasica gradiente eco, la secuencia eco gradiente degradado, las
secuencias rapidas SENSE (Sensitivity Encoding) y EPI (Imagenologia Eco Planar),

etc. Con las cuales el tiempo de adquisicion de datos (imagenes en este caso) se
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reduce. En las referencias [Li00, Ro0S, So04] (entre otras) hacen una descripcion

detallada de las caracteristicas de cada una de las secuencias arriba mencionadas.

1.10. Los gradientes de campo magnético.

Un gradiente se define como la razén de cambio de “algo” con respecto a la
posicion. Para el caso del gradiente de campo magnético es la forma en que el
campo magneético varia respecto a la posicion, y en general es un tensor, que en

coordenadas cartesianas se escribe en forma de diadica (matriz) de 3x3:

0B, 0B, 0B, |
ox oy Oz
0B, OB, OB
= (VB r_ y y y
9-(B) =70 & & (1.26)
0B, 0B. OB,
| Ox 0y Oz |

Siendo I la matriz identidad de 3x3, el hamiltoniano para un espin aislado en

la posicién r en un campo magnético incluyendo un gradiente es:

H=hayl,+H1-9-r (1.27)

El producto tensorial-vectorial @ -r puede ser contraido a un campo vectorial

AB con componentes a lo largo de los tres ejes principales. Como las tres
componentes son de magnitud similar, cuando lo agregamos al campo magnético

principal By, las componentes ABy y AB, pueden ser despreciadas, ya que By >>

|AB|. Examinando el gradiente @ en la ecuacién (1.26), y por la misma razén (B,
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>> |AB|), descartando las componentes AB, y AB,, se tiene I - = [,33 = g,

donde el vector og tiene las componentes [Ma82]:

cYx = 0B,/ Ok, Yy = 0B,/ 0y, 9, = 0B,/ Oz.

Para generar una imagen es necesario medir la variacion espacial de los
parametros de RM tales como la densidad de espines, o el tiempo de relajacion 71.
Estas variables no son independientes de las coordenadas espaciales del sistema de
espines. Esas mediciones son hechas degradando la uniformidad del campo
magnetico externo, asi que la magnetizacion precesa a diferentes frecuencias, por
tanto hay una variacion de la frecuencia de resonancia a través de la muestra.
Aplicando un gradiente lineal de campo magnético a través de la muestra, se puede
modificar controladamente la uniformidad del campo externo, y con ello se logran
realizar las mediciones deseadas [Ro04]. Para generar una imagen unidimensional,
se adquiere la sefial RMN en presencia de un campo magnético variando
espacialmente, y el cual se agrega al campo uniforme externo. Si se emplea un
gradiente lineal en la direccidn z, el campo magnético resultante paralelo al campo

externo uniforme es:

B, = By + z(0B,/07) (1.28)

Por lo tanto, la variacion de la frecuencia de resonancia con la posicion puede

Ser expresada comao:

@y(z) = yB, = UBo + 9,2) (1.29)

De la ec. 1.29 se puede apreciar que el gradiente da una variacion lineal de la
frecuencia con la posicion. Para un objeto unidimensional, la FID es la suma de

todas las contribuciones individuales de los espines en diferentes posiciones. La
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descomposicion de la FID en un espectro de frecuencias es obtenida usando la

transformada de Fourier de la senal RM.

Corte por excitacion selectiva. Para imagenes tridimensionales, se emplea

(entre otros) el método de corte por excitacion selectiva. Para excitar los espines de
una region especifica, se requiere de un gradiente de campo magnético y de un pulso
de RF. Matematicamente, un corte sobre una muestra tridimensional, se define

mediante la siguiente desigualdad [Li00]:

|15 — 0y| < Aor2 (1.30)

donde 7, representa la orientacion del corte o seccion seleccionada, Ao es el espesor
del corte medido en la direccion de 7, y oy es la distancia del corte al origen, como
se muestra en la fig. 1.20. Cuando no es necesario especificar el espesor del corte, la
ec. .30 se convierte en:

'Y = Oy (131)

Un pulso de RF serd espacialmente selectivo si la frecuencia de resonancia
depende de la posicidon, variando linealmente a lo largo de la direccion del corte
seleccionado, como en la ec. 1.29 para el caso unidimensional. Se logra esta
condicion haciendo mas homogéneo el campo magnético principal, mediante un
gradiente de campo lineal durante el periodo de excitacidon, conocido como gradiente
de seleccion de corte. El gradiente selector de corte (g, €s un vector descrito por

las coordenadas:

oo = (Fx> Fy» OF2) = Yoo Ns (1.32)
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donde 7. es la orientacion y (Us. €s la magnitud del vector gradiente de seleccion de
corte. La frecuencia de resonancia del espin variara linealmente a lo largo del corte

seleccionado si:

Mo = 1o (1.33)

Esta ecuacion, se puede escribir en términos de senos y cosenos directores, de

acuerdo con los angulos de orientacion (6, @) mostrados en la fig. 1.20:

ns = (send cosg, senf seng, cosb) (1.34)
.
w0 e
N ( ~~~~~~ .
;‘lu:f/\\
N
O\
'9 1
!
: / Y
# u T

Fig. 1.20. Parametros caracteristicos de un corte con orientacion arbitraria.

Sustituyendo (1.29) en (1.27) y desarrollando los productos:

Ix = (Joosenl cosg (1.35a)
Yy = Yoosend seng (1.35b)
@z = CgGGCOSQ (I35C)
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Estas ecuaciones muestran las componentes del vector gradiente necesario
para seleccionar el corte en una direccidn arbitraria.

z

x (a)
Fig. I.21a. Corte sagital (direccion x).

z

f

X (k)
Fig. .21b. Corte coronal (direccion y).

Z

/

x (c)

Fig. I.21c¢. Corte transverso (direccion z).
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Cuando #=90°y ¢ =0° se le llama corte sagital (fig. [.21(a)). S1 6=90°y ¢
= 90° (fig. 1.21Db) se tiene el corte coronal. El corte transversal (o transverso, ver fig.

[.21c) se obtiene cuando 8=0°y ¢ = 0°.
I.11. El espacio k.

Cuando una muestra es colocada en un sistema de imagenologia por RM, la
sefial de RM que emana de la muestra en respuesta a la excitacion debida al pulso de

RF, estd dada por la ecuacion [Me95]:

S = Spe " cos(yBt) (1.36)

donde ¢ es el tiempo, B la magnitud del campo magnético. S es una funcion real, asi
que, tomando sélo la parte real se puede escribir: S = e ""?e7"* (ver seccién 1.7, ec.
[.25 con Sy =1). Cuando se aplica un gradiente g, el campo magnético puede
escribirse como B=By+ g r.

;/jcg-rdu

S =g T2 B g 0 (1.37)

Pero la muestra en general no es homogénea, asi que integrando la ec. [.37 en

todo el volumen de la muestra, se tiene:

S = J.e_t/Tze—j(VBot) .M(r)eﬁ([cg-rdu

14

dr (1.38)

donde M(r) es la magnetizacion variando espacialmente, o la densidad de momentos
magnéticos en la posicidon r. Para fines deductivos se considerard el caso estatico,
por lo que las funciones dependientes so6lo de #, salen de la integral como constantes.

Definiendo:
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t

k=y I Ydu = y ot (1.39)
0

A= T2 B (1.40)

La ecuacion (1.33) se puede escribir como:

S(k) = A'[M (l‘) e“dr (1.41)

La forma de la ecuacion .41 es la misma que la forma de la transformada de
Fourier, donde S(k) es la transformada de Fourier de la funcion AM(r) [Me95,
Ro04]. k es el nimero de onda, y tiene unidades de ciclos por unidad de longitud.

Asi que la sefial de RM que contiene la informacion necesaria para generar
una imagen, es una funcion de la variable k, por lo que los datos adquiridos al hacer
un experimento de IRM se analizan y manipulan en un espacio llamado espacio k.
El espacio k se define simplemente como la plataforma sobre la cual los datos son

adquiridos, posicionados y con eso transformados en la imagen deseada [Ro04].

El espacio k presenta informacion acerca de la intensidad de varios bordes de
una imagen, y no sobre la relacidon espacial entre las estructuras anatémicas. Estas
imagenes se transforman desde el espacio k& al dominio espacial por medio de una
transformada de Fourier inversa. Una imagen de RM adquiere un patron de lineas
cuando la muestra de datos se desplaza en cualquier direccion del centro del espacio
k. El centro del espacio k codifica las propiedades generales de una imagen; en
cambio, las regiones apartadas del centro del espacio k contienen la informaciéon
codificada sobre detalles finos (ver fig. [.22). Asi, las frecuencias espaciales bajas y

altas representan la forma global de un objeto y su detalle, respectivamente [St00].
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Fig. 1.22. El espacio k. (a) Primer cuadrante, muestra que puntos cercanos al centro codifican al
objeto en general, y puntos alejados del centro codifican al objeto mas detallado. (b) El espacio k&
en dos dimensiones.

El espacio k£ contiene la informacidon requerida para formar una imagen, y
permite describir graficamente las técnicas de IRM. Algunas trayectorias de técnicas
de imagenologia se muestran en la fig. 1.23. La resolucion espacial que se puede
lograr en IRM esta dada por la longitud de onda: A = 2xk| — 1. Este parametro
indica que la resolucion espacial no depende de la longitud de onda del pulso de RF
usado. La resolucion de una imagen en la direccion x, puede ser medida como

funcion de una frecuencia espacial méxima k., que en el experimento:

AX = Tl (1.42)

Para el caso en que el gradiente es independiente del tiempo, pero que es

aplicado por un tiempo ¢4, de la ecuacién 1.29 se tiene:

kmax = 7&){% (143)
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Fig. 1.23. Trayectorias del espacio k correspondientes a esquemas comunes de IRM (ver referencia

[Ro04] para detalles).

De aqui que la resolucién de la imagen puede incrementarse al aumentar la
amplitud del gradiente o el tiempo de duracion [Ro04]. En las referencias [Ro05,
S004] se describe con mas detalle la formacion de imagenes en dos dimensiones, a

partir del espacio & en 2 dimensiones.
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CAPITULO II. ANTENAS DE RADIO-FRECUENCIA.

II.1. El sistema de IRM.

A manera de introduccién de este capitulo, se menciona una breve descripcion
de la instrumentacion de IRM para ubicar el papel de las antenas. Posteriormente, y

siguiendo con los antecedentes, se enlistan algunas antenas de RF para IRM.

Los principales componentes de un escaner de IRM son el iman, el sistema de
RF, el sistema gradiente y una consola de operacion o estacion de trabajo. La Fig.

II.1 muestra un esquema del interior del escaner:

del imian el paciente

| ll- HBobinas de compensacion
| |l bmin
(= Recipiente del iman

Amplif. Amplif. Recepior
gradiente RF de RF

i i i —A
Pulsos Pulso de N - —
eradiente RF Digitalizador E=

f f

Fig. II.1. Corte esquematico de un sistema de IRM.
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I1.1.1 Iman del escaner de IRM.

El imén principal de un escaner de IRM genera un campo magnético intenso y
uniforme en un espacio en el que es colocada la muestra. En el caso médico la
muestra es el paciente, dentro de una estructura que le permite acceder al interior.
Los primeros sistemas comerciales de IRM para cuerpo entero, usaban intensidades
en el intervalo que va de los 0.15T a los 2.0T, actualmente, son mas comunes los de
1.5 6 3.0T, en algunos laboratorios de investigacion, se trabaja con intensidades de
hasta 22T. Comparando con la intensidad del campo magnético de la Tierra es
aproximadamente de 5.7x10”T [Re95], que es 10,000 veces mas pequefio que el de

un iman de IRM de 0.5T [Ro05].

Fig. I1.2. Iman superconductor Oxford de 0.5T del Laboratorio de Imagenologia de la UAM-I.
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Tipos de Imanes. En [R0o05] se hace una descripcion bastante detallada de algunos

tipos de imanes usados en IRM:

1. Imanes Permanentes. Se construyen con materiales ferromagnéticos, siempre

estan “funcionando” y no requieren de energia externa. La estabilidad de su campo
magnético depende de la estabilidad de la temperatura ambiente. La homogeneidad
del campo magnético es relativamente pobre comparado con el de los imanes

superconductores y solo se consigue en volimenes muy pequenios.

2. Imanes Resistivos. Son electroimanes que generan el campo magnético mediante

el fluyjo de una corriente eléctrica. Requieren de una gran cantidad de energia
eléctrica para mantener el campo magnético. Un iman de 0.15T consume 50
Kilowatts y un iman de 1.5T teoricamente consumiria 5 Megawatts, la mayor parte
de esta energia se disiparia en forma de calor, haciéndose necesario un sistema de

enfriamiento.

3. Superconductores. Es el tipo de imdn mas comun en los sistemas de IRM, son

electroimanes con nucleo de aire elaborados con materiales superconductores.
Mientras se mantenga a una temperatura inferior a la temperatura critica, una
corriente eléctrica puede estar confinada en el conductor y producir un campo

magnético continuo.

Estos imanes utilizan bobinas con multifilamentos de aleaciones de Niobio-
Titanio (Nb-Ti, superconductor a temperaturas cercanas a los 10K (-263°C))
envolviendo un nucleo de cobre. El helio liquido se evapora constantemente y es
necesario reponer el criogénico (ver Fig. I1.3). Esto es caro y lento, aunque sistemas

mas modernos requieren menos helio liquido.
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Fig. I1.3. Corte longitudinal del cridstato de un sistema de IRM.

I1.1.2. Sistemas compensadores.

Lo mas importante del campo magnético principal es su homogeneidad, que
se ve afectada entre otras causas por la estructura del edificio, los materiales
ferromagnéticos cercanos al escaner, el medio ambiente, el propio iman, etc. Para
corregir lo més posible las inhomogeneidades del campo magnético principal dentro
del iman se colocan bobinas compensadoras. Para lograr la formacidon de imagenes,
la inhomogeneidad no puede ser mayor de 10 ppm [Ro05, So04]. Estas bobinas

pueden ser:

a) Pasivas. Se colocan pequenas placas ferromagnéticas en el interior de los
imanes energizados en lugares especificos para corregir localmente las distorsiones
en el campo magnético. La compensacion pasiva es perfectamente estable en el

tiempo y no consume energia.

b) Bobinas resistivas activas. Conjunto de bobinas compensadoras colocadas

dentro de la cavidad del iman, que desvian el campo en los ejes primarios del iman

(X, y, z). En cada plano puede haber bobinas que proporcionen una desviacion lineal
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del campo (compensacion de ler orden); un campo que varie con el cuadrado de la
distancia (campo de 2do orden) y asi sucesivamente. El uso de los compensadores
resistivos, esta sujeto a la degradacion de la imagen. Cada paciente dentro del
escaner, produce una inhomogeneidad debida a la forma de su cuerpo, a las capas de
tejido y a la susceptibilidad magnética. Los compensadores resistivos se pueden
ajustar rapidamente para corregir estas inhomogeneidades en un proceso conocido
como compensacion del paciente, que es esencial para la espectroscopia por RM y

para lograr resultados dptimos en las técnicas de supresion de grasa y agua.

c¢) Superconductoras activas. Técnica similar a la del sistema de compensacion

resistivo, aunque el conjunto de bobinas de compensacion se fabrica con cables
superconductores dentro del criostato. El resultado es un campo altamente estable

que no requiere de un suministro de energia continuo.

d) De gradiente inactivo. En algunos sistemas, las bobinas gradiente pueden

crear correcciones lineales, mediante un pequeiio flujo de corriente constante. Esto
simplifica la construccion del conjunto compensador y libera espacio en el
receptaculo del paciente, eliminando la necesidad de una bobina de compensacion
de primer orden. El compromiso es mantenerlas tan pequefias que no interfieran con

el maximo desarrollo de las antenas gradiente ni los amplificadores [Ro05].

I1.2.3. Sistema gradiente.

Durante la secuencia imagenologica se aplica una serie de gradientes de
campo magnético, tanto para seleccionar la orientacion del plano a escanear como
para localizar espacialmente las sefiales de IRM dentro de cada corte. Este efecto
fortalece o debilita la intensidad del campo magnético de tal forma que se puede

determinar la region de la que proviene la sefial. La aplicacién de un gradiente de
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campo junto con un pulso de RF permite controlar la localizacion y profundidad del
corte del tejido que serd analizado por el escaner de IRM (excitacion selectiva). En
ocasiones, se usa para restaurar la coherencia de fase de la magnetizacion transversa

en las secuencias eco gradiente y eco espin.

El sistema de IRM utiliza tres gradientes de campo, creados mediante el paso
de una corriente eléctrica a través de tres bobinas ortogonales mostradas en la Fig.
I1.4. Esta corriente es muy alta, entre 200 y 600A; se enciende y apaga muy
rapidamente (<< 1 ms) con mucha precision, lograndose mediante el control digital
de amplificadores de alta potencia, conocidos como amplificadores gradiente (uno
para cada bobina). La combinacion de los tres conjuntos se controla mediante una
computadora de control gradiente, la cual genera la forma del pulso utilizado como
interruptor de los amplificadores gradiente, y lo envia a través de un sistema de
control de pulsos. Debido a las altas corrientes y a lo complicado del ciclo, el
sistema gradiente y los amplificadores disipan mucho calor, requiriendo un sistema

de enfriamiento.

Eje X

Eje ¥

Eje F

Fig. I1.4. Bobinas ortogonales de gradiente. En el escaner de IRM, estdn empalmadas.
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Antes se usaba agua como enfriador, actualmente se usa aire. Las bobinas
gradiente se aseguran firmemente al imdn, dentro de las bobinas compensadoras,
tratando de disminuir la vibracion y el movimiento. Sin embargo, los flujos de
corriente en las bobinas, la interaccion de los gradientes de campo y el campo
principal, tienden a distorsionar los gradientes o a sacarlos de la region a escanear.
Gradientes mas intensos crean niveles de ruido que se sienten dentro de la cavidad
del escaner, aunque actualmente este problema se estd resolviendo. Los niveles
tipicos de ruido por este efecto es mayor que 8.5dB, haciendo necesaria una
proteccion para los oidos del paciente. Un sistema clinico convencional proporciona
una intensidad del gradiente de campo méaxima de aproximadamente 40mT/m. El
tiempo de subida es el tiempo necesario para que el gradiente alcance su valor
maximo; cuanto menor sea el tiempo, mejor serd el sistema gradiente. En sistemas
clinicos el tiempo de subida es aproximadamente de 0.2 ms para ir de 0 a 10mT/m

[Ro05].

I1.1.4. Sistema de RF.

La energia de excitacion es proporcionada por los campos magnéticos rotantes
en el plano xy, a la frecuencia de Larmor. Estos campos magnéticos rotantes son
generados por las ondas de RF, provenientes de antenas transmisoras de RF. Esta
energia realinea los espines de la muestra en el plano transverso y los pone en fase,
comportandose como un campo magnético fijo en el sistema de referencia rotante.
La antena de RF de recepcion recibe la sefial generada por la magnetizacion nuclear
fluctuante en una region especifica de la muestra y la convierte en una corriente

eléctrica alterna en la salida del sistema.

Blindaje de RF. Es importante aislar el sistema de IRM de las ondas de radio del

exterior, con el fin de no dafiar la calidad de la imagen. La estructura utilizada como
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blindaje es una jaula de Faraday que se puede construir con cualquier material

conductor preferentemente no ferromagnético [Ro05].

II.1.5. Sistema de procesamiento de senales.

La red de ajuste del sistema acopla la antena receptora al preamplificador a fin
de maximizar la transferencia de energia al amplificador. El preamplificador es un
amplificador de primer paso de bajo ruido, cuyo efecto sobre la sefial es producir un
cambio en la ganancia y en la fase. El detector de cuadratura de fase recibe las
sefiales de RF en IRM, distribuyendo las frecuencias centradas alrededor o cerca de
la frecuencia de transmision, produciéndole un corrimiento a la sefial. De esta
manera, la distribucion de frecuencias no cambia, excepto que ahora se encuentra
centrada alrededor del cero, con la ventaja de que se reducen los requerimientos

tanto del convertidor analdgico digital como de la computadora.

Un detector sensible a una sola fase, acepta dos entradas, la sefal de IRM y
una sefial de referencia, las multiplica, de tal forma que la salida sea el producto de
estas dos entradas. Elegir la frecuencia de la sefial de referencia igual a la del pulso
de RF simplifica enormemente el sistema de recepcion. Dado que la computadora es
digital, es necesario un convertidor analogico digital, que transforma la sefal
compleja (dos canales) a dos cadenas de numeros digitales, con un cierto intervalo
de muestreo. Este muestreo de la sefial de salida permite pasar del dominio en el
tiempo al dominio en el espacio, a través de la Transformada de Fourier,
considerando las integrales y los errores en las aproximaciones al discretizar las

funciones [Ro05].
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I1.2 Antenas.

El Institute of Electrical and Electronics Engineers (IEEE) define a una antena
como aquella parte de un sistema transmisor o receptor disefiada especificamente

para radiar o recibir ondas electromagnéticas (IEEE Std. 145-1983) [Ca94].

I1.2.1. Antenas de RF para IRM.

Las antenas de Radio Frecuencia tienen dos funciones principales: enviar el
pulso (seccion 1.3) que excitara los espines nucleares y detectar la precesion nuclear
resultante. Durante la excitacion, las antenas de RF sirven como un transductor que
convierte la energia de RF en un campo magnético rotante (B;) sobre la muestra a
escanear. Durante la recepcion, la antena de RF y su preamplificador asociado sirven
como un transductor que convierte la energia recibida, en una sefial que pueda ser
procesada. Cuando las antenas realizan las dos funciones, transmision y recepcion se

les denomina transceptoras [Ro05].

Tanto en recepcidon como en transmision, el campo magnético generado por
las antenas debe ser espacialmente uniforme, pero la uniformidad espacial y la
eficiencia de la antena son inversamente proporcionales. El Cociente Sefial a Ruido
(CSR) de una antena es proporcional a la razon campo magnético / campo eléctrico,
donde el campo magnético representa de alguna forma la sefal y el campo eléctrico
se asocia con el ruido, que este a su vez tiene que ver con la potencia disipada por la
resistencia eléctrica. Si el CSR es grande, la antena es muy eficiente, ya que sera
“como si” tuviera una sefial muy grande y un ruido muy pequefio; de lo contrario, la

sefial seria pobre y con mucho ruido.
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Con lo anterior se puede intuir que un campo uniforme puede generarse con
una antena esencialmente compleja, sin embargo, por esa complejidad se tendra que
usar mucho material para construirla, la resistencia eléctrica aumentard y con ello el
CSR disminuira. Contrariamente si la antena es muy sencilla, no requerird de mucho
material (por lo tanto habra poca resistencia) y el CSR aumentara; sin embargo, la

antena es tan sencilla que la uniformidad del campo producido no es la 6ptima.

Se puede simular el comportamiento de una antena de IRM modelandola
como un circuito RCL (Resistencia, Inductor y Condensador) segin mostraron C. M.

Mantaras y A. O. Rodriguez en el 2002 [Ma02] (fig. IL.5).

R

Fig. IL.S. Circuito RLC simulador de una antena de RF.

I1.2.2. Tipos de antenas de RF para IRM.

Las antenas de IRM deben cumplir con lograr la mayor uniformidad de
campo posible y el mejor CSR. La técnica a utilizar y la region a escanear en
extension y profundidad, definen el tipo de antena que conviene utilizar. Las antenas

de IRM se clasifican en dos tipos: superficiales y de volumen [An96].

a) Antenas Superficiales. Se usan mas comunmente como antenas receptoras,

tienen un alto CSR y son excelentes para escanear tejidos de poca
profundidad.
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b) Antenas de Volumen. Dependiendo de la aplicacién se les puede usar
incluso como transceptoras. Generan campos magnéticos uniformes en
superficies mucho mas grandes y generalmente logran una mayor
profundidad de campo, sin embargo, es comun que tanto su CSR como su

factor de calidad sean bajos, por tanto la calidad de sus imagenes es pobre.

Algunos ejemplos de antenas para IRM, tanto superficiales como de volumen
se mencionan a continuacion. En la referencia [Ro05], se ofrece una explicacion

detallada de cada una de ellas:

Espira simple. Antena superficial consistente en una espira de alambre que
encierra la superficie a escanear.

¥ ¥

A

F
Fig. I1.6. Antenas simples, tipo cuadrada y tipo circular respectivamente.

Estas antenas se disefiaban y construian bajo el método de ensayo y error, en

el 2001 Richard Amador [AmO1] propone una forma de disefiarlas y construirlas

simulando el campo magnético generado por las mismas, en funcidén de su geometria

y sus dimensiones.

Helmholtz. Antena de volumen, construida con dos anillos paralelos del

mismo radio » y separados por una distancia d; ver Fig. 11.7.
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Solenoide. Un solenoide largo permite la distribucion de corriente ideal

requerida para lograr un campo axial de RF uniforme. Es una antena de volumen.
¥

j X

-7

Fig. I1.7. Antena de volumen par de Helmholtz.

Fig. I1.8. Antena de volumen en forma de solenoide.

Silla de montar. Antena de volumen por la que pasan dos corrientes iguales

positivas a 60° y 120° y dos corrientes iguales negativas a 240° y 300° (ver Fig.
11.9).

L I T B -

Fig. I1.9. Distribucion de corriente en una antena tipo silla de montar.

Antena de elipses cruzadas. Posee simetria axial de cuatro pliegues. Las dos

elipses se generan en la interseccion de los ejes de los cilindros imaginarios de los
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cuales son bases. Si cada una de las elipses transporta la misma corriente, el campo

generado es paralelo al eje de uno de los cilindros.

I
\ 6,

Fig. I1.10. Antena de elipses cruzadas.

by
BN

Jaula de péjaro. Su longitud es el doble de su didmetro (si el cilindro tiene

base circular) y proporciona un campo magnético de RF razonablemente homogéneo
cuando el campo magnético principal es de poca intensidad: By < 1.5 T. Existen
variantes de esta antena como la mostrada en la Fig. II.11, que tiene base eliptica en

lugar de circular.

Fig. I1.11. Antena jaula de pajaro de base eliptica.

Arreglo en fase. Generalmente se construye con antenas superficiales debido

al alto CSR de estas y a su sensibilidad en areas pequefias, ademas se espera captar
poco ruido proveniente de la muestra. En la practica clinica se desea tener un campo
de vision grande y para lograrlo se tienen varias opciones, una forma es
construyendo antenas mas grandes, pero se pierde CSR. Otra es ir moviendo una
antena pequeia hasta cubrir toda la superficie, pero seria muy tardado. Una maés es
usar antenas multiples o un arreglo de antenas como se muestra en la Fig. 11.12,

proporcionando una region sensible mas grande.
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antena 1 cpl % %1 n;

antena 2 cii'z ::B 1: n2
* »
. L
.
.
.

antena N ¢N %é 1: nN

Fig. I1.12. Antenas en arreglo en fase. Cada antena superpuesta una con otra cancela inductancia
mutua entre ambas [R090].

PERES (PEtal REsonator Surface). La Fig. I1.13 muestra parte de un arreglo

de ocho pequefias antenas acomodadas en forma de pétalos de flor, denominado

resonador de pétalos (petal resonator) [Ma88].

Fig. I1.13. Parte de un resonador de pétalos. La configuraciéon corresponde a un circuito pasa
bajas. L y C son la inductancia y la capacitancia respectivamente en cada pétalo y a/b = 1/5.

En el afio 2000 Silvia Hidalgo [Hi00], construye un prototipo de esta antena,
realizada con ldmina de cobre y capacitores ceramicos conectados en paralelo, ver

Fig. IL.14.
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Fig. I1.14. Antena PERES (PEtal REsonador Surface coil).

El resonador de pétalos se puede extender a disefios mas generales usando la
ley circuital de Ampere. Esta misma antena fue modificada y convertida en una
antena de volumen en forma de corona; con el fin de tener més rigidez y

manejabilidad, Rafael Rojas [Ro05] disefio la antena PERESVOL; ver Fig. 11.15.

(b)
Fig. I1.15. (a) Antena PERES en forma de corona; (b) antena PERESVOL.

Superficial de figuras concéntricas circulares o elipticas. En el 2004 Sergio

Solis [S004], disen6 y construyo dos prototipos de antenas para IRM basadas en la
antena PERES, haciendo los pétalos nuevamente circulares en una y elipticos en la
otra, con la innovacién de poner los pétalos hacia adentro de la antena con el fin de

mejorar la uniformidad del campo magnético, ver Fig. I1.17.
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(a) (b)
Fig. I1.17. (a) Antena PERES de pétalos circulares. (b) Antena PERES de pétalos elipticos.

Superficial tipo magnetron plano de 8 cavidades. Un magnetron es un tubo

capaz de generar pulsos de radiacion de alta frecuencia. Como generador de
microondas pulsantes es de gran importancia para el radar y las telecomunicaciones
militares y comerciales gracias a su uniformidad de campo. Esta antena genera un
campo magnético mucho mas uniforme que el generado por antenas circulares o
cuadradas, ademas su CSR es mds alto y por ende la calidad de sus imagenes es
superior. La Fig. I1.16 muestra un prototipo de esta antena construida por Marcos

Lopez en el 2004 [Lo04].

Fig. I1.16. Antena superficiales tipo magnetron plano de 8 cavidades para 1.5T y 3T
respectivamente.

I1.3. Parametros de antenas.

En IRM una antena de RF es disefiada para producir y/o detectar densidad de
campo magnético variante del tiempo. Puede ser caracterizada por varios parametros
incluyendo su inductancia (L) capacitancia (C), resistencia (R), factor de calidad (Q)

y patrones de campo (B;(r)) [Wr03].
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I1.3.1. Inductancia. La inductancia es una medida del campo magnético a
través de una espira de corriente eléctrica. Si por una antena pasa una corriente
eléctrica, se tiene una auto-inductancia, o simplemente inductancia en la antena; la
inductancia mutua ocurre cuando la corriente en una antena produce un campo
magnético en otra antena distinta. La inductancia se deriva de la Ley de induccién
de Faraday. Cualquier antena superficial produce un campo magnético en
proporcidon a la corriente que pasa a través de ella (fig. 11.18). La energia es
almacenada en ese flujo magnético y la inductancia de la antena puede ser calculada

a partir de esa energia almacenada.

N

Fig. 11.18. Flujo magnético debido a una antena de espira simple.

La cantidad de energia almacenada se calcula integrando la densidad de

energia magnética sobre todo el espacio:

1¢1 2
W, _E£;|Bl| dv (11.1)

Similarmente a la energia perdida en el resistor, que es proporcional a la
potencia disipada P = %|I|’R, la energia almacenada debido a un inductor L puede

ser expresada como W,, = "|I|’L. Asi, la inductancia esta dada por:

1 1
L “iF | ;|B1|2 dv (11.2)
vV
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Es claro que la inductancia tiende a crecer si el tamafio de la antena se
incrementa. [Wr03] muestra las expresiones de las inductancias para antenas
circular, rectangular y solenoidal; a manera de ejemplo, para la antena rectangular

con lados dy, d, y radio del alambre b se tiene:

L= 'u{dl cosh™ (dzj +d, cosh™ (dlﬂ (I1.3)
T b b

cond;, d, >>b.

En campos que varian con el tiempo, la energia esta continuamente
almacenandose y disipandose, produciendo una impedancia debida al inductor dada
por +jX1, con Xp = wL y @ = 2xf. Por su puesto, en la practica una antena no solo es
inductancia pura, hay pérdidas por la resistencia R del alambre y por las corrientes
parasitas. Asi que la impedancia de la antena, la cual es la razon voltaje a corriente a

través del dispositivo, es Z= R + jX].

I1.3.2. Capacitancia. Los capacitores almacenan energia en un campo eléctrico

(fig. I1.19). La energia almacenada est4 dada por:

1 2
Wy == j e|E[ dv (I1.4)

El campo eléctrico E es proporcional al voltaje V,,. Asi, la energia

almacenada por el capacitor es Wz =Y CV,,’, igualando con I1.4 y despejando C:

C=—[&[E[ v (IL5)

| 8

apl
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+++++++++++F

Fig. 11.19. Capacitor de placas paralelas.

Al igual que en el inductor, un campo eléctrico dependiente del tiempo en el

capacitor crea una impedancia imaginaria y negativa: -jXc, donde la reactancia

capacitiva es Xc = (oC) ™.

I1.3.3. Resistencia. Es lo indeseable para los disefiadores de antenas. En
antenas de transmision, la resistencia convierte a la corriente en potencia perdida,
resultando en disipacion de calor e incremento del ancho del pulso para angulos
dados. En antenas de transmision el ruido es proporcional a la resistencia de la

antena (apéndice A).

I1.3.4. Impedancia caracteristica. La impedancia caracteristica (Z,) se mide en

ohms y es un parametro que depende de la relacion longitud/didmetro del conductor
y de la frecuencia de la sefial a conducir. La Z, de cada punto del conductor es
también una funcion de su distancia al punto de alimentacion de la antena, por lo
que la misma varia a lo largo del conductor dependiendo de la construccion de la

linea y se puede calcular como sigue:

e \E (IL.6)

esta relacidon corresponde a la Z, de un punto determinado o el valor medio de la

misma.
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I1.3.5. Lineas de transmisidon. Una linea de transmision es un dispositivo que
transporta energia electromagnética de un punto a otro. Se toman en cuenta a las
conexiones entre los circuitos, ya que emiten parte de la energia. Cuando las
frecuencias van desde unos cuantos KHz hasta cientos de MHz, las pérdidas por
radiacidon son considerables. Para tratar de evitarlo las sefales electromagnéticas se
transmiten a través de lineas coaxiales consistentes en un alambre dentro de un

conductor externo [Ro05].

Circuitos resonantes. Un circuito eléctrico LC se comporta como un oscilador
armoénico y un circuito RLC se convierte en un oscilador arménico amortiguado
[Pu90]. La oscilacion implica una transferencia de energia del condensador al
inductor, es decir, la energia estd en el campo eléctrico del condensador y cuando el
condensador se descarga casi toda la energia se halla en el campo magnético del
inductor. Mientras tanto, la resistencia del circuito disipa la energia de los campos

disminuyéndolos gradualmente.

I1.3.6. Factor de calidad. Si en el circuito RLC la fuerza electromotriz (fem) de

la fuente esta dada por fem(f)= fem(0)e”, entonces en el caso no amortiguado, es
decir para R = 0 la frecuencia f del circuito se expresa segun la expresion:

1 (11.7)

= lie

El amortiguamiento relativo en un oscilador se expresa como el factor de
calidad Q. Q es una medida de la eficiencia del circuito al almacenar energia y se
define como:

3 maxima energia almacenada (IL8)

energia promedio disipada por ciclo
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Una forma practica de medir Q es dividir la frecuencia de resonancia (f) entre
ancho de banda (Af): QO = f/ Af. Aunque también se puede determinar con la

siguiente relacion:

I _aL_f
Q=—F=">=-"— (IL9)
RfC R Af
Asi que, a menor amortiguamiento mayor Q.
I1.3.7. Cociente sefial a ruido (CSR). Se puede definir el CSR como:
campo magneético
CSR ~ P2 28 (11.10)

campo eléctrico

Un conjunto de espines nucleares precesando en un campo magnético externo

By, inducen una fem en la antena de RF cuya magnitud sera proporcional a ay (que

depende de By), al numero de espines que es proporcional al volumen V de la

muestra y al acoplamiento entre el nucleo y el pulso excitador (del que depende B)).

El ruido es proporcional a la resistencia efectiva R.,., que depende del campo

eléctrico generado en el proceso que se estudia; en R,z se considera el efecto de la

presencia del paciente, la electronica del sistema, la autoinduccion y la resistencia de
la propia antena. Hoult y Richard [Hu76] proponen la siguiente expresion:

2
gl @B (IL11)

Refec

La expresion propuesta por Schnell [Sc00], generaliza la ec. I1.11.

I1.3.8. Homogeneidad del campo magnético de RF. La sefial es proporcional a

la componente transversal de la magnetizacion generada por la excitacion
transmitida(ver seccion 1.7). Mejorar la homogeneidad de B; en general disminuira

el CSR. La homogeneidad relativa de B; dentro del volumen a escanear se puede
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incrementar haciendo mas grande la antena de RF. Sin embargo, esta accion
incrementa las pérdidas por la antena y por el tejido, pues se incluye un mayor
volumen de tejido a escanear y mas material de la antena. Una alternativa es usar

antenas de transmision y recepcion por separado.

I1.3.9. Efectos del campo eléctrico. Quizas el efecto mas importante es el

acoplamiento capacitivo del tejido y el ambiente a través del los campos eléctricos
de la antena. Las corrientes en las antenas producen su propio campo eléctrico;
cuando este campo pasa a través del tejido, cambia la permitividad ¢ del tejido, y
con esto la capacitancia (ec. I1.5); cambia la frecuencia de resonancia y con ello,
mayores pérdidas, resultando en un decremento en el CSR y un aumento de calor en

la muestra. Esto ultimo es importante sobre todo cuando la muestra es un paciente.
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CAPITULO III COCIENTE SENAL A RUIDO (CSR).

II1.1. Célculo del CSR de antenas superficiales para IRM.

El CSR es un parametro usado para evaluar la calidad de la imagen. Una vez
que los espines vuelven a su estado base (dentro del campo magnético externo By,
como se vio en el capitulo I) después de la excitacion del pulso de RF, emiten
energia en forma de onda electromagnética al desexcitarse. En base al registro de la
FID (seccion 1.7), el campo magnético de esta onda electromagnética (EM) emitida
por la desexcitacion, varia en el tiempo; esto provoca, por la ley de induccion de
Faraday, que en la antena se induzca una corriente, la cual se registra como la sefal
que contiene la informacion deseada. Entonces podria decirse que la sefial se genera
por el campo magnético B de la onda EM. Pero la antena esta hecha de un material

conductor con una resistencia eléctrica Ra.

El CSR se define como la razén de la sefial inducida en la antena receptora
entre el ruido generado debido a la disipacién de energia en el sistema (no es un
sistema ideal). En los apéndices A y C se describe la obtencion de las expresiones

del ruido y la sefal respectivamente, usadas en este trabajo.

Asi pues, el cociente sefial a ruido es la division de la expresion de la sefial

(C.8) entre la expresion del ruido (A.2).

U,
CSR(r)= H (IIL1)
1f

En [Sc00] se propone que R, de (A.2) es Rp + Ry, donde:
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R resistencia de la antena.
Ry : resistencia de la muestra (tejido);
y ambas, antena y muestra, estdn aproximadamente a la misma temperatura T

(temperatura absoluta).

oV |M-B(r)/I| oV |M-B(r) | oV |M-B(r)|

CSR 111.2
(r)= V2JAKTAf (R, +R,)  \SKTAf(R, |I[ +R, |I}) \6KTAf (P, +F,) e
donde
P, = T j K -K'd4'
(I11.3)

B, :%J.&[IE-E*CZV

son las potencias perdidas debido a R, y Ry, respectivamente, x5 y ki son las
conductividades de la antena y del tejido, respectivamente; d es el grosor del
material de la antena, la cual lleva una corriente /, 0 mas general, una distribucion de
corriente superficial K. A es el area de la antena, V. es el volumen de la muestra
(tejido) y E es el campo eléctrico generado en el tejido debido a K. Una forma de
obtener un CSR mas alto (comparado con el de una antena simple) es combinar 2 o

mas antenas simples formando un arreglo de antenas [Sc00].

En general se tendrd un sistema muestra-antena como un espacio semi-infinito
(z £0), que sera el modelo de la muestra magnetizada; y un plano infinito z = A, que
simulard a la antena que lleva una densidad de corriente “superficial”, y, como se
muestra en la figura III.1, el sistema tiene simetria cilindrica (es decir, si se coloca
un cilindro o prisma con su eje principal longitudinal coincidiendo con el eje z de la
fig. 11I.1, cualquier efecto en un punto en su borde a cierta altura 4 serd el mismo
para todos los puntos que estén a la misma distancia del eje z, y a la misma altura 4,

tomando como borde cualquier cosa que delimita el cilindro o prisma con excepcion
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de sus tapas), por lo que la densidad de corriente se expresa como series de Fourier-
Bessel, con coeficientes W,”(p), donde p y n pueden ser vistas como frecuencias

espaciales correspondientes a py 6, respectivamente [Sc00].

=

M

x 4

Fig. I11.1. Espacio semi-infinito z < 0, y plano z = 4, simula el sistema muestra-antena.

La densidad de corriente superficial se puede descomponer en dos partes K =
K" + K2, (ec. 14-71, [Ja75]) una parte K" libre de fuentes, y se puede ver como
el rotacional de una densidad superficial de dipolos magnéticos M'(p,6), y se

cexXpresa como:

K" =VxM" (p,0) (I11.4a)
con
"(p,0)=> W (p)J,(pp)e" dpe. (I11.4b)
n=-o0 ()

La otra parte de K, K® es libre de rotacionales y puede ser vista como

resultado de una densidad superficial de dipolos eléctricos P"(p,0):
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K® = jwP" (p,0) (I1L.5a)

con

1 & ¢ :
P (p.0)=— [ (p)VJ,(pp)e dp (IT1.4a)
0

Los coeficientes W,,(i)(p), con i = 1, 2, son llamados factores de peso, y
representan la forma geométrica de la antena. Los campos eléctrico y magnético de
cualquier densidad de corriente K(p,#) dada, se calculan usando la funcién de Green
diadica apropiada (ver apéndice E para detalles). Este método incluye totalmente la
influencia de la frontera aire-tejido, la cual es cominmente despreciada en la

aproximacion cuasi-estatica [Sc00, Wa95].

Las expresiones para los campos eléctrico y magnético finalmente quedan

como:
awo iof{M 07" (p)+ Ny, ()7 ()} dp
ks o (11L.6)
=i 2 M ()P ()N (o) (1)

respectivamente, donde M;(p),,,(p,r) y N;(p),,,(p,r) (apéndice E) son funciones
ortonormales las cuales forman la base que genera a los campos E y B.

v ( p) y V! ( p) son los coeficientes del desarrollo de los campos E y B en la

base ortonormal {M o (p,l'),N;,,, (P,l')} (la ortonormalidad de esta base se

demuestra en [C091]) y se deducen de la ortogonalidad de E y B:
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4

VM — _jUhW(l)

TP TR (I1L.7)
. 4k - 1117
v (p)=- W,

- (7) TR o)k (7)

En forma vectorial-matricial puede expresarse como:

Az e—jn(p)h 0
{VnM(P)}_V—TTW_ n(p)+r(p) [Wn(l) p ]
() T VR [
i n(p)k* —y(p)ks |

Asumiendo el campo magnético externo en direccion z, la magnetizacion M
puede expresarse como M =\2Mm (ex - jez), donde el factor raiz de 2 es por el

hecho de que M es usualmente entendido como un valor rms. Si se escoge el punto
de interés r puesto en el eje z dentro de la muestra (es decir, r = (0, 0, z < 0)), se

deriva el siguiente producto escalar:

M-B(0,0,z) =v2M i j W' TSdp (IIL.8)
n==(
con
7(p)p(5nl_5n+l)_p25n 1 —O
S = Hy 2 61'7(17)2’ o, = { " (11L.9)
4 k—p(5n_1 +5.,) 0 n#0 '

la cual representa la intensidad de la sefial en la ec. 111.2.
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La pérdida debida a la muestra P se calcula aplicando el teorema de Parseval

y usando la ortogonalidad de las funciones de Bessel [Sc00]:

P= [WTP,T"Wdp (IIL.10)
n=—w ()
con
2 0
- (a)luO) L ’ P II.11
L~ . * * .
167 (7(p)-7(p))| 0 L=(r(o)r (0)-1") (L.11)
De manera similar la pérdida debido a la antena se puede escribir como:
P=3 [W'P,Widp (II1.12)
n=-00 ()
con
z |p O zp
P, = = |
y K‘Ad|:0 p} o d (111.15)
Asi que la expresion general para el CSR de una antena superficial para IRM
es:

oMV i TWTTSdp

n=-—00 ()

CSR(r)= _ (11.16)
\/SkTAf > [(WP,W +WTP,T"W)dp

n=-0m ()
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III1.2. CSR de una antena rectangular.

I11.2.1. Factor de peso W.

Para obtener una expresion matematica para el CSR de una antena
rectangular, es necesario tomar en cuenta la geometria de la antena en los célculos.
La densidad de corriente superficial K, que en este caso representa a la antena,
depende directamente del factor de peso W, es decir, de la geometria de la antena.
w,(p), representa una forma de circuito cerrado, ya que esta relacionada con K",
que es la parte libre de fuentes de K. W,*(p) representa una region superficial
“llena”, es decir, no “hueca”, ya que esta relacionado con K® que es la parte libre de
rotacionales de K. Asi que, por ser solo la espira simple, #,”(p) = 0 (no tiene
fuentes), y de acuerdo a [Sc00], para una espira simple de corriente, n = 0. De la ec.

(15), de [Wa95], se define la funcion de peso como:

g (%)= 1. (x2)® f; (x.»)
donde

fu(x.y)

{1 dentro de la superficie de la antena

0 fuera de la superficie de la antena

® representa la convolucioén bidimensional.

II1.2.2. Expresion matemaética del CSR de la antena rectangular (aproximacién

“Schnell”).

Para el caso de la antena rectangular, situando el centro del area de la antena

en el origen:

1 —ﬂ<x<ﬂ' —£<y<i
fo(xy)= 277727 27772 (IIL.17)
0 en otro caso
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Fig. I1L1.2. Antena rectangular con centro en el origen.

fu(x,) es real, por lo que fi(x,y) = £, (x,y). Entonces:

g.(xy)=1,(x»)® [, (x.y)= Hf x,p) f, (x'=x, '~ y)dx'dy'

—00 —00

1 —ﬁﬁx'—xﬁﬁ; ——<y-y<—
fi(x'=x,y'-y)= 2 2 2 2

0 en otro caso

1 << Ziy —£+y£y'éi+y
fi(x'=x,y'-y)= 2 2 7 2 2

0 en otro caso

Pero la variable x debe estar en el intervalo [-m/2, m/2], y la variable y debe

estar en [-//2, [/2], porque de otra forma g,(x,y)=0. Los limites de integracidn seran:

m m [ [
m—x)(l— ——<x<—; ——<y<-—
ga(x,y)=( (=) 2 27 20770 (I1.18)
0 en otro caso
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En similitud con la ec. (14) de [Sc00], y siendo congruentes con las unidades,

se propone el factor de peso como: W, "(p) = Ip g.(x,)):
W (p)=Ip(m—x)(1-y) (I.19)

Sustituyendo (I11.19) en (II.7) y tomando la condicién W,?(p) = 0 se
obtienen las expresiones correspondientes a la sefial, la potencia disipada por la

antena y la potencia disipada por la muestra, las cuales son, respectivamente:

0 0 3 _ _ )
[WTSdp = [ 1247 m=2)I=) g (II1.20)
0 0 (7+7)
" * 6 23 )2 J— 2
P, =[W'P,Wdp=| tr (mK Z) (=) dp (IIL.21)
0 0 A

T(a),uo )2 Prx,p’ (m —x)2 (l—y)2

. : p dp (I11.22)
g J(7=7")ln+7]

P, =[W'TP,T"W'dp =
0

siendo 77 y y dependientes de p. Sustituyendo estas expresiones en la ec. I11.16 se
tiene la forma general del cociente sefial a ruido para una antena rectangular de

dimensiones mX/:

o0

IIIUOP} (m—x)(l—y) ej(yzfnh)
0 n+y

oMV dp

CSR(Z) =

Trp’ (m—x)2 (l—y)2 w(a),uo)z Prx, p’ (m—x)2 (l—y)2
k d, d,
5 TAf[I c,d p+£ (=7 )+l ’

0 A

(111.23)
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II1.3. Pruebas teoricas de la aproximacion del CSR. Analisis de resultados.

Para estudiar el CSR de una antena rectangular es necesario calcular numérica
o analiticamente las integrales de la ecuacion II1.23, En esta tesis se propone
calcular las integrales de la expresion I11.23 numéricamente (apéndice F). Se prueba
tedricamente este resultado evaluando la expresion II1.23 suponiendo pardmetros
para agua simple a una temperatura aproximada de 27°C y antenas de cobre de 1mm
de espesor. Se hacen pruebas para 3 diferentes tamafios de antenas rectangulares:
antena cuadrada de 10x10cm’ antena rectangular de 20x10cm’, y antena
“rectangulo de oro” (10x16.1803cm?), que se le llamaré asi no porque se considere
el material de la antena como oro (se usan los pardmetros del cobre, como se
menciond anteriormente), sino porque sus dimensiones cumplen con la razén 4urea.
De acuerdo al sistema de la figura III.1, 2 > 0, y el punto de interés r(0,0, —z), se
representa solo por la coordenada z, y ésta es 0 6 negativa, ya que se trata de una
“profundidad”. Para que las graficas mostraran resultados fisicamente congruentes,
se cambid el signo del término 77/ (en la exponencial imaginaria, en el numerador de

la expresion 111.23) de negativo a positivo (ver discusion). Se grafica para cada caso:

1. El CSR contra la profundidad z en un intervalo de [-30, O]cm tomando una
frecuencia constante de 100MHz y a tres diferentes separaciones de la antena
a la muestra; el intervalo de [-30, O]cm esta determinado por el paciente, ya
que éste no estard mas “ancho” de 30cm a la mitad de su cuerpo en un corte

sagital; un 6rgano o region de interés no estara mas alla de 30cm.

2. El CSR contra la frecuencia, en un intervalo de [0, 300]MHz ya que 300MHz
corresponde a una intensidad de campo magnético externo de alrededor de

7T, que es la intensidad de campo para la que se hace la mayor cantidad de
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investigacion para humanos; se mantienen una profundidad de 10cm y a 3

diferentes separaciones antena-muestra.

3. El CSR contra la altura antena-muestra, a una frecuencia de 64MHz y 3

distintas profundidades, con el fin de comparar con la fig. 10 de la ref. [Sc00].

4. La grafica tridimensional de CSR contra profundidad y frecuencia,

manteniendo una altura antena-muestra de Ocm.

5. La gréfica tridimensional de CSR contra profundidad y altura antena-muestra

manteniendo una frecuencia constante de 100MHz.

I11.4.1. Antena cuadrada.

En este calculo se tomé m = 10cm y / = 9.9cm, ya que al tomar m = /, la

expresion diverge. Se hace esta aproximacion (lnlg}m )siguiendo la idea de [Sc00] en

la ecuacion (46).

CSE oo, CBER/nozrm.

,( 10 e h=10cm
: i k= Som
B=10cm ! @ G RN -—-h=0
_____ i, /o x
-—-h=0 y. S B J .
’ f % % -
e e
— -
- 2 2 — -
P e R T T
-0.2 -0.25 -0.z -0.15 0.1 -0.0% 1o’ 1osae® ewe®  zosao®  2add
prof. (m) frec. (Hs)
(a) (b)

Grafica III.1. La linea discontinua corresponde a una altura antena-muestra # de Ocm, la
linea punteada a 2 = Scm y la linea continua a # = 10cm. (a) CSR normalizado contra profundidad,
a una frecuencia de 100MHz. (b) CSR normalizado contra frecuencia, a una profundidad de 10cm.

82



CER nozm.

- £= -l0cm
10
e tespre = -Scm
§ B —-5=0
s
& e
S
=0

0.0l 0.0 0.0 0,04 0,05
alturaim)

(a) (b)

Grifica IIL.2. (a) CSR normalizado contra la altura antena-muestra. La linea discontinua
corresponde a una posicion z = 0 cm. La linea punteada corresponde a una profundidad de 5cm, es
decir, z = -5cm. La linea continua corresponde a z = -10cm. La frecuencia es de 64MHz. (b) CSR
contra altura antena-muestra (4) y profundidad (z). Grafica tridimensional.

En la grafica III.1, se observa que el CSR disminuye conforme la profundidad
y la frecuencia aumentan; también se observa que mientras mas alejada esta la
antena de la muestra, el CSR es menor. Esto se corrobora con las graficas II1.2(b) y

I11.3. Este es el comportamiento que se espera.

C3R oz,

frec. (Hs)

Griéfica I11.3. CSR contra frecuencia y profundidad, # = Scm. Grafica tridimensional.

83



b

II1.4.2. Antena “rectangulo de oro”.

C3ER
k= 10em coan
""" b= Som f‘
- _h=nD / 5.
;o
s s
= - 2
L
S SNty
e Y
-0o.2 -0_g5% -0.2 -0.15% -0.1 -0.05
praof. (m)
(a)

h=10cm
""" h = Sem

x\L -— -h=0

rao®  1.same®  zae®  zosae® zaed

frec. (Hs)

(b)

Grafica II1.4. (a) CSR normalizado contra profundidad, a una frecuencia de 100MHz. (b)
CSR normalizado contra frecuencia, a una profundidad de 10cm.

C3E
- = -10cm
10 H‘*-\H ..... 5= -Som
] T —-2=0
T
T——
3 T—
T——
g
zF

o.ol1 0.0z o.o0z o.04 0.035
alturaim)

(a)

(b)

Grafica IILS. (a) CSR normalizado contra la altura antena-muestra. La frecuencia es de
64MHz. (b) CSR contra altura antena-muestra (4) y profundidad (z). Grafica tridimensional.
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C3R

frec_ (Hz)

Grifica I11.6. CSR contra frecuencia y profundidad, # = Scm. Grafica tridimensional.

I11.4.3. Antena rectangular (de 10x20cm?).

CERSfnom.
3 CBR oz,
= 10
; 51|:h:m . 1o b= 10em
""" = Socm / S
= a0
k=D s I
r."r & y -—-h=10
‘ i & ",
rf'; 4: T
2 . B
AR S
- -.- -'-\._ _\_\"\-
e . z -
_"'"-F- o - e
—H.".;‘T’__.--.-TF-F""’?- F] -] 2 2 2
10 150 £d0 £.540 240

-0.2 -0_&5 -0.2 -0.15 -0.1 -0_05

prof . (ml frec. (Hs)

(a) (b)

Grifica II1.7. (a) CSR normalizado contra profundidad, a una frecuencia de 100MHz. (b)
CSR normalizado contra frecuencia, a una profundidad de 10cm.
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C3R narm. = -10cm

[~. z= -Som
10 .
- -—-z =10
g T
R
& .
—

\\\\\

o.01 0.0 0.02 0.04 0.05
altuzaim)

(a)

(b)

Grifica IIL1.8. (a) CSR normalizado contra la altura antena-muestra. La frecuencia es de
64MHz. (b) CSR contra altura antena-muestra (4) y profundidad (z). Gréfica tridimensional.

Grafica I11.9. CSR contra frecuencia y profundidad, # = Scm. Grafica tridimensional.

En todos los casos el comportamiento del CSR es similar; disminuye cuando

aumenta la profundidad, la altura o la frecuencia.
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CAPITULO IV. DISCUSION Y CONCLUSIONES.

IV.1. Discusion.

La expresion 111.23 es muy general, si se escribe completa explicitamente se
vuelve muy complicada, asi que al intentar resolverla es necesario separarla para
facilitar las cosas. En este trabajo se resolvio numéricamente para probar la validez
de la propuesta II1.19. Sin embargo hubo que cambiar un signo en uno de sus
términos para que los resultados fueran fisicamente congruentes; aunque ese cambio

no tiene que ver con el calculo de la expresion I11.19.

El cambio de signo se puede justificar usando el hecho de que la profundidad
es una distancia negativa, y la altura de la antena a la muestra es positiva, al sustituir
valores numéricos, uno de los dos términos del exponente de la exponencial

imaginaria sera negativo, y el otro positivo.

Los resultados de las graficas en las que interviene la frecuencia solo se
presentan hasta 300MHz. El motivo es que ésta frecuencia es limite, y esta

determinada por los sistemas actuales de cuerpo entero.

Las graficas II1.2(a), II1.5(a) y II1.8(a), se calcularon con el fin de compararlas
con la figura 10 de la referencia [Sc00]; el comportamiento en todas es: disminucién
del CSR conforme aumenta la distancia antena-muestra. La diferencia esta en que en
la figura 10 de la referencia [Sc00], se grafica para 3 distintas razones radio de la
antena circular / radio del alambre con el que estd hecha la antena, y las graficas
I1.2(a), II1.5(a) y I11.8(a) son para la antena cuadrada, antena rectangulo de oro y
antena de 10x20cm” respectivamente; y en cada una de las graficas I11.2(a), II1.5(a)
y I11.8(a), hay tres lineas correspondientes a diferentes profundidades.
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Las graficas I11.1(b), I11.4(b) y I11.7(b), son semejantes a la figura 11(a) de la
referencia [Sc00], sélo que en la figura 11(a) comparan resultados para diferentes
materiales de antenas, y las graficas II1.1(b), [11.4(b) y IIL.7(b), muestran resultados

simulando un mismo material.

Para el caso en el que se utilizan altas frecuencias se hace necesario separar la
antena de la muestra, ya que mucha energia (correspondiente a altas frecuencias)
provoca corrientes parasitas en la muestra, y con ello, ruido en la antena receptora.
Por ello a veces es mejor sacrificar la disminucion “conocida” del CSR al separar la
antena de la muestra, que la no confiabilidad del CSR modificado por corrientes

espurias no mensurables.

Debido a que la aproximacion cuasi-estitica modela perfecta vy
confiablemente a frecuencias menores de S0MHz, se puede usar o no la expresion
obtenida en este trabajo (II1.23) para bajas frecuencias, y se compara con el modelo

cuasi-estatico.

IV.2. Conclusiones.

El modelo muestra comportamientos muy similares en los CSR de las tres
diferentes antenas; esto es s6lo un experimento tedrico para probar que la expresion
I11.23 funciona con la propuesta II1.19. Sin embargo la formula II1.23 tiene
limitaciones al presentar comportamientos extraiios mas alla de 300MHz. Los
resultados muestran que, para fines practicos, es decir, para frecuencias menores a

300MHz, la propuesta II1.19 es buena.
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Se pueden hacer infinidad de pruebas tedricas cambiando parametros y
dimensiones en los tamafios de las antenas usando las expresiones obtenidas. En esta
tesis se trabajo integrando numeéricamente las expresiones obtenidas, es decir se
sustituyeron los valores de los parametros especificos de cada caso y después se
resolvieron las integrales; sin embargo, el experimentador puede modelar
resolviendo analiticamente las ecuaciones para tener una expresion general después
de integrar, y después solamente se sustituyen valores numéricos, para la cantidad de

casos deseada.

Este modelo funciona perfectamente para casos clinicos, en los que las
intensidades de campo no van mas all4 de 3T, correspondientes a aproximadamente

130MHz; asi como para sistemas usados para experimentacion que alcancen 7T.

Este método muestra resultados mas apegados a la realidad que el modelo
cuasi-estatico, ya que toma en cuenta las pérdidas debido a la muestra y la influencia
de la frontera aire-muestra, la cual es a menudo despreciada en el modelo cuasi-
estatico. Esto permite optimizar el desarrollo de antenas para IRM, al ahorrar
recursos y tiempo. No se desperdicia material al experimentar con distintos
prototipos de antenas, medir su CSR y luego desechar las que no sean ttiles para los

efectos que se requieran.
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Apéndice A. El Ruido.

Se considera una linea de transmision de longitud infinita, y se restringe a
frecuencias en las cuales s6lo el modo mas bajo puede ser propagado (si la linea de
transmision es un cable coaxial, el modo mas bajo es conocido como el principal o
TEM (Transverse Electro-Magnetic waves, [C091]); si la linea de transmision es
una guia de onda, las frecuencias deberan ser tales que solo el modo dominante es

propagado).

Sea la linea de transmision elegida en equilibrio térmico a temperatura 7. La
linea de transmision contendra una cierta energia electromagnética por unidad de
longitud debido a su temperatura, tal como un gas almacena su energia calorifica en
forma de una cierta energia cinética por unidad de volumen. La energia calorifica de
un gas se manifiesta por el movimiento al azar de sus moléculas (cada molécula con
cierta velocidad), mientras que la energia calorifica de una linea de transmision se
manifiesta por el movimiento de ondas electromagnéticas en la linea de transmisioén
que viajan (a velocidad ¢) en uno y otro sentido azarosamente y con diferentes fases

[Fr58].

Consideraciones de la mecéanica estadistica muestran que el promedio
almacenado de energia electromagnética por unidad de longitud de la linea de
transmision es igual a 2(kg7/c)df en el intervalo de frecuencias df, a temperatura 7, ¢
la velocidad de la luz y kg la cte. de Boltzmann. De esta energia la mitad va hacia

un sentido y la otra mitad va hacia el otro sentido en la linea de transmision (figura

ALl
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Fig. A.1. Linea de transmision infinita.

La energia fluyendo por segundo a través de una seccion transversal de la
linea es igual a la contenida en una linea de transmision de longitud (c)x(1s) metros.
Asi, la potencia que fluye de un lado en un sentido es la misma que fluye del otro

lado hacia el otro sentido y es igual a kg7df en el intervalo de frecuencias df [Fr58].

Si ahora se colocaran 2 resistencias R, y R, ambas a temperatura 7 cada una al
final de cada extremo de una linea de transmision finita. Se escoge R, = R, = Z,,
donde Z, es la impedancia caracteristica de la linea de transmision. R, y R, tienen la
propiedad de absorber toda la energia que incide en ellas desde la linea y es

equivalente, eléctricamente, a la de una linea de transmision de longitud infinita.

En ambas terminales de la linea de transmision, R; y R, no afectardn sus
propiedades eléctricas ni térmicas, ya que R; y R, estan en equilibrio térmico. R; y
R, absorberan una potencia de kg7df en el intervalo de frecuencias df. De nuevo, R,
y R, estan en equilibrio térmico con la linea de transmision, asi que R; y R, deberan
radiar kg7df de potencia cada una en el intervalo de frecuencias df (conservacion de
la energia). La potencia absorbida por R, en el intervalo de frecuencias df, se puede
expresar como una fem (fuerza electromotriz) e;; originada en R;; como R = R;, la

corriente a través de R, es igual a (con e, el valor cuadratico medio de e, i=1, 2):
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| € =] € | porque R =R,

e, [=i(R, +R,) porque R; y R, estan en “serie”

le, [F2iR = i=

e |
: Al
R (A.1)

1

Linea de transmision

|
ficticia

Fig. A.2.

La potencia (p=Vi=Ri*=V*/R de la ley de Ohm) absorbida por R, es igual a

_Rle, ! gl

=k, Td
(2rR) 4R " /

De aqui que, el efecto del ruido térmico (fluctuaciones eléctricas) en el
intervalo de frecuencias df causado por una resistencia R; que se encuentra a
temperatura 7, es equivalente a la fem inducida en ese intervalo de frecuencias, y

cuyo valor cuadratico medio es:

e, |= 4k, TR df (A.2)
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Apéndice B: Teorema de reciprocidad de Lorentz.

B.1. Dualidad.

Las ecuaciones de Maxwell:

VXH:J+8—D
ot

OB
VxE=—§ (B.1)

V:-D=p
V-B=0

: . . op
con D = ¢E y H = 1B, junto con la ecuacion de continuidad: V-J +5 =0 (que es

una manifestacion del principio de conservacion de la carga), gobiernan todos los

fendmenos electromagnéticos [Ca94].

En ciertas ocasiones, para simplificar los calculos es conveniente introducir
unas ciertas distribuciones ficticias de densidad de corriente magnética M y de

densidad de carga magnética 7, asi que las ecuaciones B.1 quedarian como sigue:

VxH:J+a—D
ot
VxE:—M—a—B
ot
V-D=p

V-B=1

En un problema general donde se presenten fuentes eléctricas y magnéticas, la

solucion se obtiene mediante la superposicion de los sistemas:
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Fuentes eléctricas Fuentes magnéticas

D
vxH, =g+ V><H2=J+a :
: ot ot
VxE __0B, V><E2=—M—6B2
1 ot ot
V-D1=p V'Dzzp
V-B, =0 VB, =1
v+ 2 g v.M+2T-0
ot ot

(B.2)

Sustituyendo en las fuentes magnéticas para el vacio [Ca94]:

En general, las soluciones para las fuentes magnéticas, que son soluciones

duales de los sistemas B.2 (con 77 = «I% ) son:

t=np, M=nJ, E,=-nH, E =nH, (B.3)
B.2. Deduccion del Teorema de Reciprocidad.

Se establece el Teorema de Reciprocidad de Lorentz para un medio lineal e

isotropo que ocupe un volumen ¥, con superficie exterior S como el que se muestra

en la figura B.1.
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Fig. B.1. Sistemas de dos fuentes electromagnéticas.

Suponiendo dos conjuntos de fuente de la misma frecuencia J°, M* y J°, M”
que producen campos E¢, H* y E”, H” respectivamente, y todos J', M, E', H' con i =
a, b, son vectores. Se toma en cuenta que los sistemas a y b son fuentes eléctricas y

magnéticas a la vez.

De la dualidad (seccién B.1), se tienen que E’ interactia con H* y E*
. J b . y y , . . .,
interactia con H’; lo que se estudiard sera la energia producida por la interaccion de
los dos subsistemas, es decir la energia que emite el sistema debido a la interaccion

de los campos eléctricos y magnéticos producidos por las fuentes a y b.

Esa energia radiada sera expresada en forma de la divergencia de los vectores
proporcionales a los vectores de Poynting correspondientes: V - [Eb xH* —E® x Hb} ,

desarrollandolo y sustituyendo las ecuaciones de Maxwell de los sistemas (B.2), y
haciendo notar que el sistema de la figura B.1 es estatico, se obtiene lo que se

conoce como la forma diferencial del Lema de Lorentz [Ni76]:

95



v-[beH“—E”xH”]:(H”-Vbe—Eb-VXH“)—(Hb-vXE“—E“-Vbe)
=E“.J’-H“M’'-E’-J+H"-M*
(B.4)

Para encontrar la energia total hay que integrar sobre todo el volumen V-

jv-[beH“ _E° be]dv

Vv

J(E-J'—H M'—E".J'+H"-M')dv  (B35)
V

y aplicando el teorema de la divergencia resulta:

J'v.[E”xH“—E“be]dv:I(E”xH“—E“be)-ﬁdS (B.6)
V

N

donde 7 es un vector unitario normal a la superficie S (la que encierra al

volumen V). Por lo tanto las expresiones quedan:

jv-[E“xH”—E”xH“]-ﬁds=j(H”-M“ +E-J' —H'-M"-E"-J*)dv

S vV

(B.7)

El sistema de referencia que facilita los célculos, por la geometria del sistema

en estudio, es el de coordenadas esféricas (figura B.2).

Asi que los vectores E'y H' (con i = a, b) seran:

E'=(E.E),E,) y B =(H.H)H))
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X

Fig. B.2. Sistema de coordenadas esféricas.

Se desarrollan los productos cruz de las ecuaciones (B.4):

~

PO ¢
E‘xH’=|E' E; E|
H' H, H, (B.8a)

=F(EjH) - EjHy )-0(EH) - EjH! )+ ¢( E/H} — EgH)

A

N
-E'xH'=-|E] E, E,
H' H; H; (B.8b)

=—#(E,Hy -~ E,H} )+0(E/H; - E}H)-(EH; - E;H! )

Sean:

o'=(E‘H, -E‘H"),  p=(E'H)-ELH")

o =(E'H:—E'H?), B =(E'HS —ELHY)
como A=7
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(E‘xH")-i=7-h(EjH) - EjHy )0 -ha'+ §-A '

(-E°xH")-h=—7-i(E}H ~ EHE )+ 0 a7 f"

~

Foi=1, 0-ha'=0, ¢-AB'=0, 6O-ha"=0, ¢-AB"=0.

Asi, se tiene que:

[(E*xH" ~B"xH*)-ids = [| (EgH] - EgHy )~ (EpH - EJH ) s

N S

(B.9)

Sabiendo, por la dualidad de fuentes eléctricas y magnéticas (seccion B.1),

que las soluciones a los sistemas de ecuaciones (B.2) son £, =nH o Y

E,=-nH, setiene:

[z~ Ezts)~(Egm; - E4t; ) as

S

_ j[ nH{H) + HynHy —nH,HS — HynH, }ds 0 (B.10)
S
Asi que
(B B~ < HE) s =0

(B.11)
N

De la ecuacion (B.7) se tiene que:
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j[(H”-M“ ~E’-J*)-(H"-M" - E° -Jb)]dv:o

14

~[(R M —E" 3¢y = [(H - M? ~E* ") dv (B.12)

V Vv
que es el teorema de reciprocidad de Lorentz.

Con ¢l, se relaciona una fuente con los campos que produce la otra fuente en un

punto dado.
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Apéndice C. La senal.

Se tiene un sistema estatico de dos fuentes; la fuente 1 correspondiente al
tejido (cuerpo, muestra o carga), el cual estd magnetizado, la fuente 2

correspondiente a la antena. El siguiente calculo se toma de la referencia [Vs95]. De

las ecuaciones de Maxwell (B.2):

A . o
VxH, = jweE, con &=&+—
jo

VxE, =—jwcH,-J , con J = jouM,

Para la muestra (tejido), subindice 1.

VxH, = jocE, +J,

VxE, =—jouH, Para la antena, subindice 2.

Se desarrolla nuevamente la parte que representa a la energia

radiadaV - [El xH, —E, x Hl] , correspondiente a los subsistemas 1y 2:

V-[E,xH,-E,xH,|=(H, -VxE -E,-VxH,)-(H,-VXE, -E,-VxH,)
= jo¢E,-E, —H, '(_ja)ﬂoHl)_jwéE1 -E, +H, '(_jwﬂoHl _ja)/qu1)_E1 J,
=—jou,H, -H, - jouH, M, + jouH, -H, — jocE,-E, —-E,-J, + joéE, -E,

~.V-[E xH,-E,xH |=—jou,H,-M, -E,-J,

Integrando sobre todo el volumen:
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IV-[Elez—szHl]dv=—Uja),u0H2-Mldv+jE1-J2dv}
V Vv

14

Por el teorema de la divergencia:

[V-[E,xH,~E,xH,]dv=1im [[E,xH, ~E, x H,]-Ads
vV S

donde 7 es un vector unitario normal a la superficie S (la que encierra al volumen
V), y tal superficie se hace tender a infinito. Ya que debe satisfacer la condicion de

radiacion, por el teorema de reciprocidad de Lorentz (seccion B.2):

lim |[E,xH, —E, xH,]-Aids =0

S—o0

_U.ja)luon .Mla,’v+.|‘E1 -szv] =0 (C.1)
Vv

V
Si consideramos M, limitado a una fuente puntual en la posiciéon r dentro del

cuerpo (tejido) y si la densidad de corriente estd distribuida a lo largo del contorno C

de la antena [Vs95], (C.1) se convierte en:

—jouM, (r)-H,(r)V = ¢J2(”)'E1(7’)d" (C.2)

donde el volumen V es el valor maximo (amplitud) dependiente de todo tiempo, de
la raiz cuadréatica media (root mean square) del fasor V(r,f) = Re{V(r)¢™} [Sc00], el

cual viene dado por [Do89]:
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1
2

(;1. V(r)cosa)t) dtj =

1
2

V=V = (Re{V (r)e’}) d tj

;E(V” n)d jé (

o)y 1 PV
( ! > (1+cos2wt)dt | = VA

3
123
/ﬁ\

N —
S ey

(C.3)
donde T representa al periodo (7= 1/f= 21/ w).
E, representa el campo eléctrico creado fuera del cuerpo debido a la

magnetizacion dipolar M;, y H, es el campo magnético que interacciona con M,

dentro del cuerpo y es debido a la densidad de corriente J, en la antena.

e seccion transversal infintte samal

antena

dl

Fig. C.1. Densidad de corriente en la antena.

I, di.
Z = ZV con dv=dadl, 7 esun vector unitario normal a la superficie da.

Entonces, de la ecuacion C.2 se tiene:

J, =

— jouM, (r)-H,(r)V = 95 jd— 7-E,(r)dadl = 195 7F-E,(r)dl (C.4)
a C
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En los puntos fuera del tejido se satisface la ecuacion:

VxE, =—jwéH, (C.5)
ya que no hay magnetizacion fuera del tejido. Usando el teorema de Stokes:
Cﬁf.E](]/‘)dl: J(VxEl)-ﬁds (C.6)
C s,

A es un vector unitario normal a la superficie de la antena (S,). Sustituyendo C.5 en

C.6 e igualando a C.2, se tiene:

—joL, 1(7') H (7’) J' VxE, I’ZdS——]CO,UOIH ‘nds=U (C7)

H;, es el campo magnético producido por la magnetizacion M; del tejido, y la

integral —jou, j H, -nds representa la razon de cambio (negativa) del flujo magnético
S,

con respecto al tiempo a través de la antena debido a H;. Pero la misma integral es,
consecuentemente, el voltaje de circuito abierto (oc, open circuit) U, ¢ senal
inducida en la antena [Vs95]. Sabiendo que B=H y sustituyendo C.3 en C.7, se
tiene:

U,.(r) == wV(r)\l\/%l(r)'BZ(r) (C.8)

I: corriente que pasa a través de la antena.

M, (7): magnetizacion nuclear del tejido en el punto .
V(r): Volumen magnetizado (ec. B.3).

w: frecuencia del sistema (frecuencia de Larmor).

j: nimero imaginario j*=—1.

B,(r): induccion magnética producida por la corriente que pasa a través de la antena.
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Apéndice D. Rotacion de ejes coordenados.

Se tiene que un punto P(x, ), representado por el vector en la figura D.1, en
un sistema de referencia, tiene las coordenadas (x, y) [Th96], y en el otro tiene las

coordenadas (x’, y’).

v 7 Py = (a,b)
¥
y r
0
.
N 4
el

3. 1

Fig. D.1. Un punto en dos sistemas coordenados bidimensionales distintos, uno rotado a un dngulo
a respecto al otro.

X, y,x ey’ sepueden escribir como:

X = pcos¢ y = pseng (D.1)
x'=rcosf3 vy’ =rsenf (D.2)
a+ f=¢ = x =rcos(a + ) y=rsen(a + )

x =r(cos acos f—sen asen f) = (r cos P)cos a— (r sen f)sen o

=Xx'Cos ax—y’sen

y=r(cos asen S+ sen a cos ) = (r sen f)cos a+ (r cos f)sen o

=y’cos a+x’sen
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Asi que:
xX=x’cos a—y’sen o (D.3a)
y=Xx’sen ¢+ y’cos o (D.3b)

Pero se quiere las coordenadas del sistema rotado en términos de las
coordenadas del sistema conocido. Multiplicando por cos « la primera, y por sen «

la segunda y luego sumando:

B 2 )

Xcosa = x’cos’a —y’senacosa
B 2 s

ysena = Xx’sen”a + y’senacosa

s 2 2
xcosa tysena = x’(cos a + sen” )

Ahora multiplicando por —sen « la primera y por cos « la segunda, y sumando
de nuevo:
—xsena =y’sen’a — x’senacosa
ycosa =y ’cos’a + x ’senacosa
—xsena + ycosa = y’(cos’a + sen’q)
Por lo tanto:

x'=Xxcos a+ ysen o (D.4a)
y’=Xxsen a—ycos « (D.4b)

’ . . T , .
Asi que, si se quiere conocer el vector (x’, y’) en términos del vector
conocido (x, y)', basta multiplicar por la izquierda a la matriz de transformacién

respectiva:

X cCosx seno |\ x

y —-sena cosa )\ y

Para el caso del sistema rotante, si éste rota a una frecuencia @y, entonces el
angulo que rotard sera ayt, por lo que o = @yt. Como el sistema es en tres
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dimensiones, se tendran 3 coordenadas, pero la ventaja es que z’ = z, porque soélo el

plano xy gira; entonces el sistema de ecuaciones quedara como sigue:

x' cosw,t senwt 0\ x

y'|=|—-senwt cosapi O]y

z' 0 0 1)\ z
(D.5)
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Apéndice E. Consideraciones en el calculo de los campos By E
de la antena superficial.

De las ecuaciones de Maxwell:

cH

VXE=—u——o
H o (E.1)
Vtz—y%—]f+J (E.2)

con D=¢E y B=uH.

Tomando el rotacional de (E.1) y eliminando H usando (E.2) se tiene:

Vx(VxE):Vx(—ya—Hj:—,ungH:—,ug[ga—E+J)

ot ot ot\ " ot
O°E oJ
Vx(VxE)+ ue =
( )+ 1 Yy (E.3)

Similarmente para H, se toma el rotacional de (E.2) y se elimina E usando
(E.1):
Vx(VxH):Vx ga—E+J =8£VXE+VXJ=8£ —,ua—H +VxJ
ot ot ot ot

2

Vx(VxH):—,ugaatIz{+VxJ (E.4)

Debido a que V:-B=0, B debe ser el rotacional de algun vector
(V-VxA=0), asi que:

B=VxA (E.5)

donde A es el potencial vectorial magnético.
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De (E.1) (ley de induccién de Faraday):

VXE:—a—B:—EVxA VxE+£V><A=O
ot Ot ’ ot

Agregando un cero de la forma: VxVV =0

Vx(E+VV+a—Aj=O
ot

Se tiene:

OA
E=-VV -
5 (E.6)

donde V es un potencial atn indefinido. Sustituyendo (E.5) y (E.6) en (E.2):

) ( O0A
ot ot

Vx(VxA)=pus— —VV——)+,UJ

Usando la propiedad VxVx=VV.-V?:

n. 0D oA
(Vv--v )A——,uga VP e

2

:>—V2A+gy88?+VV-A+gyVaa—V:yJ
t t

Pero la divergencia de A es aln arbitraria. Imponiendo la condicion de
Lorentz, o norma de Lorentz:
ov
V-A+8,ua—=0 (E.7)
¢

se tiene una simplificacion considerable.

Si se satisface esta condicion, entonces A satisface la ecuacion de onda:
2
0°A

VA -¢ =
H ot’

—ud (E.8)
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Ademas, sustituyendo (E.6) en V'E=§ e intercambiando el orden de la

divergencia y la derivada respecto al tiempo, y sustituyendo la condicién de Lorentz:

—8(V~VV+§V-Aj:p
ot

VVV—FQ(—&;U@—V] :_B
ot ot P

oV
-2 (E.9)

VWV —¢ =
H ot* £

Debido a que la onda de interés se considera monocromatica (caracterizada

por la frecuencia de Larmor, ec. I.15), se toma A(r,?) = A(r)e’” donde:

OA (T . O*A(r
) oarr), A rar) (.10
Asi que (E.8) se convierte en:
VA +euw’A =—ul (E.8a)

Una solucion a esta ecuacion diferencial puede escribirse en términos de la

funcion de Green:

o
G(r,r')zm (E.11)
La cual satisface la ecuacion:
(V?+K)G(r,r)==5(r-r) (E.12)
La solucién a (E.8a) se escribe como:
A(r):,uiG(r,r')J(r')dr' (E.13)

Por la propiedad de I=3%%+37p+2% (identidad diadica): T-A=A, E.13
puede escribirse como:

A(r):yIG(r,r')I-J(r')dr' (E.14)
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B y E se encuentran sustituyendo (E.14) en (E.5) y (E.6) respectivamente. De
la condicién de norma V-A +guawlV =0
V-A
EUD
Sustituyendo (E.15) y (E.10) en (E.6):

E(r)=—ij(r)—V[mj=—(wa+ﬂj-A(r) (E.16)

HED HED

V=

(E.15)

donde VV es un operador diadico. Sustituyendo (E.14) en (E.16):

E(r):—(ja)f+ﬂ]-,uiG(r,r')J(r')dr'

LUED
E(r) =~ G(r.r)-a () E169
con
— N[ . = ﬂ ,
G(r,r)—(]a)yl+ ga)jG(l’,l’) (E.17)

De (E.3): VX(VXE) +euw’E =—joul (E.17) satisface:
Vx(Vx(_})+gya)2(_}:—T5(r—r') (E.18)

La solucion general de (E.17) es la solucién a la ecuacidon diferencial
homogénea mas una solucion particular, dependiendo de las condiciones iniciales
y/o a la frontera del problema. A fin de encontrar la representacion espectral del
operador diferencial en la ecuacion de Helmholtz y la ecuacion vectorial de onda, se

necesita construir eigenfunciones vectoriales y que satisfagan las dos ecuaciones:

(V?+2)y =0 (E.19a)

(VxVx—=2)y =0 (E.19b)
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donde es A un eigenvalor. Las eigenfunciones vectoriales pueden ser separadas en

funciones transversales F y en funciones longitudinales L con las propiedades:
V-F=0, VxF=#0
V-L#0, VxL=0

Si se expande el operador VxVx=VV--V? se tiene:
(VxVx=A)F=(V’+A)F =0
Asi que las funciones transversales pueden ser eigenfunciones de ambos
operadores mostrados en (E.19). Si se sustituyen las funciones longitudinales en
(E.19b) se ve que, debido a que VxL =0:
(VxVx-2)L=AL=0, =1=0
Este es un punto importante que se debe considerar en la expansion de la

funcion diddica de Green del campo eléctrico. Las funciones F consisten de dos

conjuntos de funciones llamadas M y N, las cuales estan dadas por:
M =Vx(a re) (E.20a)
VIN=Vx[Vx(a,rp)] (E.20b)
Las funciones longitudinales se generan a partir del gradiente de ¢:
L=Vgp (E.20c)
donde ¢ es la funcion escalar que es solucion de la ecuacion escalar de Helmholtz.

En coordenadas cilindricas, las funciones vectoriales pueden ser encontradas a partir

de las operaciones:

M=Vx(a.p)=-a xVgp (E.21a)

0
VAN =V x[Vx(a,p)]= V@—f—azvzq) (E.21b)
p=J, (kr)e e (E.22)

con k’=1-w".
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A fin de derivar la normalizacion de las integrales se usan las relaciones de

recurrencia:

|: n+1 ”):|
J (u) = in[J,m (u)+J,, ()]

Las formas explicitas de las eigenfunciones vectoriales son:

&, (kr)

M. =—a —2 Lo/ g 2J kr)e /e
J @ dl" + r 7 n( ) (E23a)
ja) d']n kr Wz _jn —jwz _jn
sz—arﬁ d(r )e’ ”5+a¢\/_r (kr)e’ e’
e (E.23b)
+a, =, (fr)e e
dJ (kr o o
L. =a —”( )e_""zeﬂ”’ Fa Ly (kr)e_”’ze’"¢
T dr P
(E.23c¢)

—a_joJ, (kr)e e
La ortogonalidad y normalizacion de estas funciones vectoriales se demuestra
y desarrolla en [C091]. La expresion para (_;e(l‘,l") en términos de las funciones

transversales y longitudinal M, N y L. queda como:

1
——7,280,,

TT (ke w,r )M (k,w,r')+ N, (k,w,r)N (k,w,r")
“ | | _
. k(K +w +k; ) (E.24)

kL, (k,w,r)L (k,w,r")

ky (K2 +w?) Ak

De aqui se puede obtener el campo eléctrico sustituyendo E.24 en E.16a, y el

campo magnético sustituyendo E.24 en E.13 y esta a su vez en E.5. Evaluando la
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integral teniendo en cuenta que en este caso el punto de interés esta en z<0, por lo
que las funciones transversales que se deben tomar son las de indice (-) de las

expresiones (185) de la referencia [Co91].

Segtin [Sc00], en su referencia [26] se hace el desarrollo usando parametros
tanto del aire como de la influencia debida a la frontera aire-tejido, y los pardmetros

implicados son 77y y(definidos en el apéndice F, expresiones F.3).

Debido a que:
M., (p.r)=Vx(J,(pp)e”e™a,)
N, (p.r)=Vx [v x(J,(pp)e” e, )]
se tiene:
VM, (p.r)=Vx| Vx(J,(pp)e”e™a.)]
=kN_, (p.1)

y, aunque es mucho mas complicado de mostrar:
VXN, (p,r)=kM_, (p,r)

Por lo que los campos E(r) y B(r) (ecuaciones (E.1, 2) y (IIl.6)) son

generados por la misma base de funciones ortonormales.
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Apéndice F. Forma explicita de las integrales 111.20-22.

La integracion se hara sobre la linea, siguiendo el perimetro del rectangulo de

mXlI: sobre x ird de —m/2 hasta m/2, manteniendo y = —//2 = cte. (fig. F.1).

b |-
bt [

m
2

X

Figura F.1. Trayectoria de integracion para el primer caso.

Después se mantiene x = m/2 = cte, y la variable y ir4d de —//2 hasta /2 (ver

fig. F.2), y asi sucesivamente hasta completar el perimetro de integracion:

_m
2

b [~
b |

m
2

X

Figura F.2. Trayectoria de integracion para el segundo caso.
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Se tendrdn entonces cuatro integrales correspondientes a cada lado del
rectdngulo de mx/. Si C es la trayectoria de integracion, comenzando con la integral

III.21 (por ser la mas simple), se tiene:

P =

A

jlzﬂp3 (m—x)2 (l—y)zdp

K, d

Como p es una frecuencia espacial en e,, en coordenadas cilindricas [Sc00], se

puede escribir:

L (F.1a)

dp =——>=- (F.1b)

X

Fig. F.3. Antena rectangular puesta en los ejes coordenados. Se observa que p= (x> +%)”
(ec. (IIl.24a)); arctan &= y/x.

Entonces:
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127z(m—x)2 (l—y)2  xdx  ydy
c (x2 + y2 )3/2 K,d (x2 +y2 )3/2 (x2 +y2 )3/2

_ I’z J- (m—x)2 (l—y)2 (xdx + ydy)
kAd C (x2 +y2 )3

La integral F.2 es fécil de resolver cuando x 0 y es constante.

P =

A

(F.2)

Para la potencia disipada por la muestra (II1.22), usando (I11.24) y recordando

que tanto 77 como ¥ dependen de p:
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= J& s 1, - p° (F.3a)
- \/w2‘90‘9r:u0 — JOUK, — P (F.3b)
Haciendo:
w= a)zgoluo
Wy = 07,8, 1y — JOUK, (F.4)

— 2 ;
Wy =W EE M, + JOUK]

Para el caso de la integral 111.22 se tiene que:

a)yo) i, p’ (m- )2(1—)/)2
i I ilr-7")

Aplicando F.1, sustituyendo F.3 y F.4 y haciendo 9 = j (@, )2 Ik, :

P, =9

2




Asi:

(F.5)

Haciendo algunas manipulaciones algebraicas en el denominador de F.2:

(=2 Y+l = (=7 )+ 7)o+ 2) |= (=7 )+ 7)(n+77)]
=(y=7 )+ vy = vy vy ' -a(y')
' m=y(r) =Py -yt -a(y’) v ()
Parte del denominador “simplificado” es:
(r=7Wn+of =(r =7 ) ~(+2)(¥) +7* (n+7)
Sustituyendo en F.2:

P =9 3 (m—x)z(l—y)z(xdﬁyzdy)
() [(r=7 W =) ) 7 (047

Explicitamente:

R e O

117



Simplificando aun mas:

i (e )

-1
1 1 1 1
W_)Cz+3;2+ wl_x2+y2 W, + W_x2+y2_ Wz_x2+y2 W

(F.6)

En el caso de la integral I11.20, existe una exponencial imaginaria, con esto se

tendrén 2 integrales, una parte real con un coseno, mas una parte imaginaria con un

S€no.

['e] o) 3 _ _ 4

J‘WTTSdp _ I I/'lop ((m X)(Z y) e/(;/z—nh)dp (IIIZO)

q ] n+y)

3 — — — J—
A0 g (BH s
c (n+7) c(x +y) (n+7) (x +y)
[/Joj- (m —x)(l —y)(xdx+ydy) efwwl xziyzz_\/" xziyzr’tj
C(x2+y2)3 D S SR
1 x2 +y2 x2 +y2
(F.7)

Cada una de estas integrales se evalua en forma numérica, para cada uno de
los lados del rectdngulo de las figuras F.1-2. Las graficas resultantes para 3 tamafos

diferentes de antenas rectangulares se presentan en el capitulo III.
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	Si la partícula además está cargada eléctricamente, al moverse a velocidad v, se convierte en una corriente eléctrica i formando, en este caso, un circuito cerrado. Con esto, el sistema tendrá un momento dipolar magnético orbital  = iA, donde A es el vector área que encierra la espira de corriente, y simula un dipolo magnético o imán. En una partícula con carga eléctrica q, sujeta a fuerzas centrales, el momento dipolar magnético orbital está asociado al momento angular orbital por [Al76]:  
	 
	 I.9. Recuperación por inversión. 
	 
	 I.11. El espacio k. 
	(B.2) 
	 Así que: 
	x = x’cos  – y’sen     (D.3a) 
	 y = x’sen  + y’cos     (D.3b) 
	x' = xcos  + ysen     (D.4a) 
	y’ = xsen  – ycos     (D.4b) 


